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V DE L A S F f NCIONES. 
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418 HEMOS dicho [ I . 311] qtíe cantidad variable es aquella que puede 
tener todos los valores que se quiera; toda cantidad ó expresión cuyo 
valor depende del de una variable, se llama función de la misma varia
ble; de donde resulta que toda función de una variable es también una 
cantidad variable. Los primeros analistas que usaron de la voz función 
solo fue' para denotar las diferentes potencias de una variable; pero en 
la actualidad se ha extendido su significado á toda expresión que se 
conípone de constantes y de variables. Como es esencial que si varía la 
variable, varíe también la función, y hay expresiones analíticas com
puestas de constantes y de variables, cuyo valor es constante, á esta* 
se les da el nombre de funciones aparentes para distinguirlas de las 
otras á que seda el nombre de reales. Las cantidades 

u-hix; ax—x2; ax-+- b\/a2 — x2, son funciones reales de la variable x;, 

b2—hx l 0 g ' ~a 
las cantidades d expresiones x°, 1*, * , , &c. 

b—x log.x—log.a 
son funciones aparentes de x, 6 en realidad no son funciones suyas; 
porque variando x no varíala expresión; así, x°,ix siempre son iguales 

x 
l og .— 

S l2—bx u 
i. la unidad, haciendo la división resulta Z>; y 

b—x log.x—log.a 
siempre es igual con la unidad; porque siendo el logaritmo de un que
brado igual al del numerador menos el del denominador, el dividendo 
es igual con el divisor. 

419 Las funciones se distinguen principalmente por el modo con que 
está enlazada la variable con las constantes; y así se dividen en alge
braicas y trascendentes-, algebraicas son aquellas en que las variables 
están combinadas con las constantes solo por las simples operaciones del 
Algebra, como son adición, sustracción, multiplicación, división, eleva
ción á potencias y extracción de raices. Las trascendentes son aquellas 
en que hay cantidades trascendentes, como son logaritmos, exponen
ciales, trigonome't.i as, y otras innumerables que suministra el cálculo 
que daremos á conocer con el nombre de infinitesimal. A aquellas can
tidades ó expresiones en que las variables tienen exponentes irracionales, 
las ü amaron algunos funciones interscend entes. 

4^0 Las funciones algebraicas se dividen en racionales é irraciona
les; racionales son aquellas que no envuelven ningún radical, é irra-

A TOM. I I . PARTE II . 
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cionales aquellas en que la variabf'se halla debaxo de algún 
Las funciones irracionales se divirMí en explícitas é implícitas, 6 
expresas y ocultas; explícitas ó exp¿*sas son aquellas en que la variable 

está afecta de radicales como \/x, a-\-\/h2— x2, &c . ; implíciflfs' ü 
ocultas aquellas en que solo se manifiestan los radicales después de la 
resolución de la equacion; así, en la equacion z7=.axz2—bx¿, 
Z es una función irracional implícita de x\ porque el valor que expresa * 
no se puede manifestar á causa de que ei Algebra no ha llegado á este 
grado de perfección. 

421 Las funciones racionales se dividen por último en enteras y que-
bradas; son enteras quando la variable no tiene exponente negativo, 
ni se halla en el denominador; de donde se dsduce que funciones que
bradas son aquellas en que la variable se halla en el denominador , ó en 
el numerador con exponente negativo; la formula general de las fun
ciones enteras de x es a-+-bx-t-cx2-+-dx3-i-ex4-¡-ik.c. 

Y no se puede discurrir niaguna función entera de x que no este con
tenida en esta expresión; pues 110 debiendo tener exponentes negati
vos ni fraccionarios, solo podrá haber, después de hechas las reducciones 
convenientes, un término en que no se halle x, otro en que se halle 
elevada ala primera potencia, otro en que se halle á la segunda, &c. 

La de las funciones quebradas, á causa de que la combinación de 
muchas fracciones se puede reducir á una sola fracción, tendrá esta forma 

a-t-bx-í-cx2-hdx3-hex4-\- & c 

a'-¡-b,x-+-c'x2-{-d'x3-+-e'x4-+{Í£,c._ 

donde se debe advertir que a,/>,e,¿í,e,&c. a\h'',c',df,^c.., expresan canti
dades constantes, positivas ó negativas, enterase quebradas, racionales' 
Q irracionales, y aunque sean trascendentes, no mudan la naturaleza de 
la función. 

Quando el mayor exponente de la variable en el numerador es menor 
%u>e el mayor en el denominador, la función quebrada se llama genuina; 
y quando no se verifica esta circunstancia se llama expuria. 

422 Una de las principales divisiones que se hace de las funciones es 
en uniformes y multiformes; aquellas son las que, para cada valor de
terminado de la variable, no tienen mas de un valor; y las multiformes 
son las que, dando á la variable un valor qualquiera, resultan para la 
función muchos, valores determinados; se llama biforme quando í cada 

valor de la variable corresponden dos en la función, como en \ /ax-i-x 2 ; 
ó en general siempre que siendo P y Q funciones de x, la función X 
de x se d«termine jx>r esta equacion X2—PX-Í-Q~Q ; 
es trifarme quando á cada valor de la variable corresponden tres en la 
función; qaadriforme quando quatro; y en general multiforme quando 
muchos;, así, la expresión X»—PX"~H-QX«—2—RX¡~í-i-SX"—4—&. 
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,Q,R,8tc. funciones de x, A la idrmulagenerfMelas funciones 

tiformes. Las funciones trascendBites también son uuübrmes y mul-
ifb riñes, y también las hay infuiQiform'es, ó que pueden tener para 
^¿^valor de la variable todos los valores que se quiera, como es el arco 

de circulo cuyo seno es x; pues hay innumerables arcos circulares [15] 
que tienen el mismo seno. 

423 Si z es una función qualquiera de x , también será X función 
de z; pues siendo z función de x, habrá una equacion en que se deter
mine z en valores de x y de constantes; de donde se podrá deducir el 
valor de x en valores de z y de constantes, y siendo z variable [ 418 ] 
será x función de z. 

424 Si u y z fuesen funciones de x será también u función de z, y s 
función de u ; pues siendo u y z funciones de x, será también x función 
de u y de z [ 423 ] ; por lo que una función de u será igual á una fun
ción d a s , de cuya equacion se podrá deducir u en valores de « , y z en 
valores de « ; por lo que u es función de zy z lo es de u. 

425 Una función multiforme de x es pa r , quando para qualquier 
valor de x í¿e/¿e muchos valores determinados, gue so» /os mismos ya 
se ponga en vez de x /a cantidad -+k ó—fc; por lo que es indispensable 
que el número de dimensiones de x en todos los términos sea par; de 
donde se infiere que las funciones pares se pueden definir diciendo que 
son funciones de x 2 ó del quadrado de una variable. 

Es impar una función quando substituyendo en vez de la variable, 
la variable con el signo negativo, resulta negativa la función; como 

m 

K,x3,xS,fkc. x—^i^x—3, y x « si n y m fuesen números impares. 
426 Si una función p%r de x se multiplica por qualquier función im

par de x , el producto será una función impar de X. 
Porque si suponemos que P sea una función par de x, tendremos 

que no se alterará si en vez de x se substituye —x; y si suponemos que 
Q sea una función impar de x, tendremos que si en vez de x se substi
tuye —x, Q se convertirá en —Q; luego ei producto PQ se transformará 
en —PQ, y será por lo mismo PQ una función impar de x. Lo mismo 
resulta 'si una función par se divide por una impar ó al contrario. 

427 Si una función impar se multiplica ó parte por otra impar, el 
resultado será una función par. 

Sean Q y S funciones impares de x, de modo que si en vez de x se 
pone —x, se conviertan en —Q J —S i en cuy© caso el producto QS ó el 

quociente - permanece el mismo ya se substituya —x en vez de x, por-
; 1 « —Q Q que el i.° se convierte en —Qx—S=QS , y el 2 . 0 en — - = — . 

—S S 
De donde se infiere que toda potencia par de una función quilquiera 
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es par; y qiieiomffpoie7icia impar m lina función es par quan 
cion lo es, y es impar quando lo sembla función., 

428 Si Z es función de z, y X de\y., yX. se determina por la varia
ble x y constantes del mismo modo que Z se determina por la variaWjff, 
y constantes , entonces estas funciones se llaman funciones semejantes: 
de x y de 

Por exemplo : si fuese Z^=.a-\-bz-\-czt, y X=a-\-hx-\-cx2, 
serán Z y X funciones semejantes de z y de x; y del mismo modo en 
las funciones multiformes como Z3=az2Z-i-b y Jb=a;e 2X-Hfr, 
Z y Xson funciones semejantes de z y x; de aqui se sigue que si X y Z 
fuesen funciones semejantes, entonces si en vez de z se escribe x, la. 
función Z. se convertirá en la función X. 

429 También hay funciones de dos y de mas variables, según sean-
dos d. tres, las variables que juntas con las constantes entren en la expre
sión; y las funciones de muchas variables se dividen del mismo moda 
que las de una sola; pero en estas deben llamar nuestra atención las
que se llaman homogéneas y heterogéneas; es homogénea una función 
quando en todos sus. términos, hay un mismo numero de dimensiones, 
variables; y es heterogénea quando concurren diverso numero de di 
mensiones variables. Las funciones homogéneas sesubdividen cómoda
mente según el numero de dimensiones que hay en sus términos. A s í , 
az-i-bx será la formula general de las funciones enteras homogéneas de 
una dimensión entre dos variables; la expresión az2-i-bzx-hcx2 será la 
fórmula general de las funciones de dos dimensiones; la de tres dimen
siones es az3-t-bz2x-i-czx2-h-dx3 jj 
la de quatro^ az4-hbz3x-i-cz2:x2-i-dzx3-t-ex4, y así en adelante; y por ana
logía la cantidad sola a será la forma de la función de ninguna dimen-
sion. Puraque una función quebrada sea homogénea, es necesario que. 
su numerador y denominador sean funciones homogéneas. 

ax^-hbz2 

Así , la fracción será una función homogénea de x y de z ? 
ax—bz 

el numero de dimensiones se obtiene restando el numero de dimensio
nes del denominador del numero de dimensiones del numerador, por 

xS-hz5 
lo que la función de arriba es de una dimensión. La fracción 

x2+z2 

es una función de tres dimensiones. Quando en el numerador y en el' 
denominador- hay et mismo número de dimensiones, entonces la fun-

x3+z3 z az2 bx2 

cion es de ninguna dimensión, como la , d l a s — , •• ,—. 
X2Z X X2 z2 

Y quando'el número da dimensiones' del denominador es mayor que el 
del numerador, ei número, de dimensiones de la función es negativo; así* 
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es función de —i dimensión, - M • de —3 , de —5. 
xmK-z4 x5-i-ax3z2 

Muchas funciones homogéneas di¿ mismo númeio de dimensiones, su-
s ó restadas , dehen dar también una función homogénea de un mis-

bz2 ex4—dz4 
mo número de dimensiones \ así,, esta expresión axA -1 

x x2z-\-xz2 

bx cz2 x2-i-z* 
•era una función de una sola dimensión : y esta a-\ f- -—H 

J • z bx2 x2—z*-
es una función de ninguna dimensión. 

430 La naturaleza de las funciones homogéneas también se extiende 
á lets expresiones irracional-es; pues si P fuese una función qualquiera 
homogénea de n dimensiones, por exemplo,. entonces s/P seria funcioa 
de \«dimensiones; \/P de ±n dimensiones; y en general P2 sera 

una función de — x » dimensiones. Así y\/x
2-\-z2 es función de un* 

9 
3 

dimensión ; yx9-+-z9 de tres ; (x2-hz2)4 será de |X2 dimensiones d de 
x2-*-z2 . 

j | dimensiones; y — i ^ será función de ninguna dimensión. 
\/x4-+-z4 

431 Las funciones hettiogéneas se pueden subuividir por la multi
plicidad de las dimensiones que ocurren en ellas. Así, función bifida e& 
la que se compone del agregado de dos funciones homogéneas, cuyo nú
mero de dimensiones no e s el m i s m o 5 así, x¿-t-Qx3z2-L-x2-i-z2 

será función bifida, porque parte contiene cinco dimciioiones, y parte 
dos. Función trífida es aquella en que hay tres diversos números de di
mensiones, ó que se puede dividir en tres funciones homogéneas, coma 

X6H-Z6-Í-X2Z2-I-Z4-+-X- —z„ 
432 Quando á una expresión algebraica se le da una nueva forma, se 

dice que se ha executado una transformación. De donde se deduce que 
quando á una función se le da una nueva forma, se dice igualmente 
que se ha executado una transformación. 

Las transformaciones que se pueden dar á las funciones son de dos mo
dos:, ó introduciendo una nueva variable ó conservando la misma. Así,, 
si en vez de 2—ykrttx* se pone ( 1 — x)(a—x), ó (a-+x)3 en vez de 

a a 2a2 

a3+^a2x-i-^ax2-{-x3, ó 1 en vez de , 
a—x a-+-x a2—x2 

tenemos transformadas las funciones en otras en que se conserva la misma 
variable, pero baxo otra forma. Muchas son las transformaciones de 
esta especie que se pueden dar ú una función ; pero siempre hay una que 
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es mas á proposiTo^tfauna investil, cion particular; por cuyí 
conviene elegir la forma mas co'moft^. 

4 3 3 ^ o t r o m 0 ^ 0 d e transformaron por el qual en vez de la canti
dad variable x se introduce otra cantidad variable z, que tenga 
verdad con x cierta relación, se dice que se hace por substitución , en 
cuyo caso conviene proceder de manera que la función propuesta se ex
prese mas sucintamente ; como si se propusiese esta función de x , 

«4—4a3x~i-6a2x2—4ax3-hx4, 
si en vez de a—x se pone z, resultará esta función z4 mucho mas sen
cilla; y si se tiene esta función irracional y'a2-i-x2 dex¡ resultará que 

a2—z2 

suponiendo x= , • 
2Z 

Cl2-hZ* 
dichi función expresada por z se hará racional é cas . 

2Z 

434 Para indicar que una cantidad es función de otra, se pone de
lante de la variable una F. ó p . ; así, z—fx,z—F.x y z—<3¡>.x 
indican que z es función de x; pero quando se quiere indicar la fun
ción de una cantidad ya compuesta de Ja variable se encierra dentro de 
un paréntesis ; así, f(x2) ó f.(a-hbx)&.c. expresan funciones de x2 y de 
a-i-bx<kc. Para señalar una función de dos variables x,u, independientes^ 
esto es, que variando la una no sea indispensable el que varíe la otra, 
se escribe F.(x,u), y así de las demás variables. En algunas ocasiones se 
suelen afectar las expresiones de dos ó mas ídgnos de función ; así , 
F.[f.(x,u)] expresa que una cierta combinación de las variables x,u con 
constantes expresada por / . , se ha de combinar después en masa de un 
modo qualquiera expresado por F. Siempre que se empleen otras carac
terísticas , se advertirá. 

435 Quando el primer miembro de una equacion es una función y 
el segundo una transformación suya, si todo lo que hay en el segundo 
miembro se pasa al primero, se verificará que todos hs coeficientes de 
¡3$ diferentes potencias de las variables serán cero. 

En efecto, supongamos que X—f.x, y que esta equacion se trans* 
forme en otra que no contenga radicales ni divisores; vamos á demos
trar que pasando al primer miembro todo lo que pueda haber en el se
gundo , la función vendrá á tener esta forma 

a-hbx-i-cx2-h-dx3-h&cc.=:o, y será a=o,i=o,c=o,tf"=^o,&c. 
Para convencernos de esto, observaremos que no habiendo ya radi

cales ni divisores, lo mas que podrá suceder es que haya un término 
donde no se halle x, otro donde esté elevada á la primera potencia, 
otro donde se encuentre á la segunda, y así sucesivamente ; luego ten
drá la forma que le hemos dado ; pero como esta equacion se debe ve
rificar, qualquiera que sea el valor de x9 ó permaneciendo indetermi
nado dicho valor, ningún término se debe destruir ni por los que le 
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ni por los que le siguenBuego será cada uno de ellos cero; y 

rúo la x debe ser una cantidad cualquiera, resulta que será cero cada 
término por serlo su coeficiente. ^ 

.. unque esta demostración no dexa nada que desear, no obstante como 
esta proposición es el principio en que estriba toda la teoría que vamos 
á exponer, haremos aun mas sensible su demostración. La proposición 
está reducida á probar que si en una función de una variable tal como A T , 
después de haber hecho ciertas operaciones se convierte en una equa-
cioa de esta especie a-k-bx-\-cx2-\-dx3-t-í<íc.=o, 
donde a,¿,c,¿/,&c. tienen valores constantes, é independientes por con
siguiente de x que es variable , y puede tener todos los valores que se 
quiera, los coeficientes a,¿,c,a*, &c. son iguales con cero. En efecto, pues 
que los valores de a,¿, &c. son independientes de x, el valor que tenga a 
en un cierto valor de le tendrá en todos; pero si se supone # = o , 
la equacion se convierte e n « = o ; luego el primer coeficiente es cero, y 
por lo mismo la equacion primitiva se convertirá en 

o-t-bx-hcx^-hdxS-i-dtc.—c, ó en bx-^-cx2-hdx3-^&cc.=oy 

que dividiendo ambos miembros por x se tendrá 
o 

b-t-cx-+-dx2-+-&.c.= — = o 5 
x 

y como b es también independiente de a:,leí valor que tenga en ua 
valor particular de x, le tendrá en todos; pero si x=o, la equacion se 
convierte en ¿ = o ; luego el segundo coeficiente también es cero, y por 
lo mismo la equacion primitiva se convertirá en 

o-\-ox-i-cx2-i-dx3-i-&cc.=o ó en cx2-i-dx3-h&z:c.=o , 
que dividiendo por x2 se convierte en cH-dx-h&c.=o j 
y como e también es independiente de x , el valor que tenga en un caso 
particular, le tendrá en todos; y como haciendo x=o\) resulta c=®, 
también tenemos que el tercer coeficiente es cero; y así sucederá con 
los demás. 

Esta proposición es de suma importancia en el desarrollo de las fun
ciones; pues quando se trata de esto, como el método analítico consiste en 
tomar conocido lo mismo que se busca para conocerlo después, se supone 
la función ya desenvuelta, poniendo indeterminadas las cantidades que 
afectan á la variable, y después por los métodos conocidos se hacen des
aparecer todos los divisores y radicales si los hay; se pasan todas las-
cantidades á un solo miembro, y como paraque se verifique esta con
dición se necesita que todos los coeficientes sean cero, se forman tanta» 
equaciones como coeficientes hay , y por medio de ellas se determinan 
las cantidades indeterminadas que afectaban á la variable en el desar
rollo supuesto de la función; y substituyendo sus valores se tendrá el 
desarrollo efectiva. 
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436 De aquí resulta que si se tifie ana equacion de esta for 
fl-r¿X+M2+&C.=.lyi).V + CU;2-i-&c 

se verificará que los coeficientes de lf; términos homólogos serán iguale 
en cada miembro, y será A=a,l>—h.C=c,ikc. 
porque si trasladamos todos Jos términos del segundo miembro al pri-

mero, se tendrá 4 _£ r X Q r ^ 2 + & c . = o , 

que en virtud de lo acabado de exponer se tendrá 
a—A—o,b—B=o,e—C.=o,&c.==o; que dan a—Af—B.c—C.^í^ 

Descomposición de las funciones quebradas en* sus funciones simples. 

437 Quando se tienen dos 6 mas funciones quebradas reunidas por 
via de suma ó resta, las podemos reducir á una sola dándoles un miimio 
denominador, y sumando d restando sus numeradores; en cuyo caso la 
nueva función que se origina tiene por denominador el producto de los 
denominadores de las simples. En muchas ocasiones ocurre el tener que 
resolver la qüestion inversa, á saber, el querer determinar las fraccio
nes simples de que ha resultado una fracción dada cuyo denominador 
tenga factores, por lo que formará esto ahora el asunto de nuestras 
investigaciones. 

Para esto, debemos observar ante todas cosas que supondremos que 
la función quebrada propuesta es genuina; pues en caso de no serlo, 
dividiríamos su numerador por el denominador, hasta que nos resultase 
una resta en que la mayor dimensión de la variable fuese menor que la 
mayor en el denominador; y entonces tendríamos descompuesta la fun
ción quebradaexpuria, en una parte entera y en otra quebrada genuina, 
que tendría por numerador la resta y por denominador el -denominador 
de la propuesta. 

A : 3 - M 

Así , si tubiésemos la función 
x—1 

la reduciríamos por medio de la división á x2-hx+i-+-
x—1 

Quando las funciones que se dan para reunir en una sean genuinas, 
la que resulte de su suma d resta t a m b i é n lo será; porque teniendo los 
numeradores menor d i m e n s i ó n q u e los denominadores, después de mul
tiplicados a m b o s t é r m i n o s por e l p r o d u c t o d e los denominadores de los 
demás, q u e d a r á aun g e n u i n a cada función componente, y por lo mismo 
lo será la compuesta. Recíprocamente, si la función compuesta que se 
da es genuina, lo serán t s m b i e n todas las componentes. 

Entendido esto., solo p u e d e n ocurrir quatro casos en esta qüestion: 
i.° el que los factores d e l d e n o m i n a d o r sean desiguales entre sí; 2 . 0 que 
sean todos iguales entre s í ; ? „ 0 q u e unos sean iguales entre sí y ot-os 
no; y 4 . 0 que el denominador 110 tenga factores reales sino de 2 . 0 grado. 
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a, por exeiríplo, la función cebrada gffhuina'-^--, sffuponemos 

los factores del denominador i\x sean x—a,x—G,x—y,x—B,&c. 
fix f'x 

se tendrá que se nos convertirá en -7— = 
F.X (x—a)(x—£)úv—7)(x—0) &c. 

y podremos suponer que resulta de tantas fracciones simples quantos sean 
ios factores del denominador; y como los numeradores no los conoce
mos , y no deben contener á x, pues entonces serian estos quebrada 
funciones espurias, los señalaremos con las letras AtiB,C,D,&c. y será 

f.x A B C D 
Z rao 1 i 1 • -+-&C. 

(.%•—x){x—$)[X—y)(x—l)... x—a x—£ x—y x—ü 
cuya equacion se nos convierte multiplicando ambos miembros por el 
denominador (x—rt)[x—Q)[x—y){x— 
en f.x=A(x—y)(x—Z)...-hB(x—a)(«—7)(*— 

-hC(x—a)(x—€)(x—S)...-i-D(x—KXx—GXx—y)...-h&c. 
Ahora, en esta equacion * puede tener todos los valores que se quiera, 

pues es variable, y ^ ,5 ,C,Z) ,&c. son cantidades indeterminadas, pero 
constantes é independientes de x ; luego el valor que tengan en un valor 
particular de x, le tendrán en todos los demás; pero si suponemos x=.a* 
tendremos f.a—A(jx—£)(a—7)(a—V)... 
porque en todos los demás términos entra el factor x—a=a'—a=ó^ 

/ .« 
luego despejando tendremos A=z ' 

(a—£)(a—7-)(a—b)... 
Si suponemos x=z£ se nos convertirá la misma equacion en 

que da B = _ - ^ _ 

y del mismo modo hallaríamos que C— 
( 7 - a X 7 - ^ C y — S ) -

lo que suministra esta regla para la práctica Í el numerador correspoi». 
diente ú un factor qualquiera es igual á un quebrado cuyo numerador 
es el de la primitiva, substituyendo en él en vez de la variable el valor 
que se saca para esta de igualar con cero dicho factor; y el denomina
dor es igual á todo lo demás del denominador de la propuesta, substi
tuyendo en él el mismo valor de la variable. 

A / . » 1-+-X2 

A s i , si la función fuese — 
x—x3 

como los factores del denominador son ( * ) I - Í - JC, y 1— * , podré-
( * ) Como hemos visto en la teoría de las equaciones que el hallar 

las raices está reducido á encontrar los factores por qué se puede dividir 
B TOM. II . PARTE II . 
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X—X3 X( I-hX j ( I - ly t ' ) X I - H # I — X 

IH-O2 \. I 
v la regla nos dará A= • — = i ; 
7 6 ( 1 + 0 X 1 - 0 ) 1 

g n - ( — i ) 3 2 ^ i - f - i 2

 2 

— IX[l—(—i)] — 1 X 2 * 3 i- 1 X 2 5 

luego tendremos tss ^ x—x3r x 1-hX i-

x2 

Si la función propuesta fuese X3-+-2X2 X—2 
como los factores del denominador son x-t-i,x—i,x-+-z, tendremos que 

x2 x2 A B C 
• — - — 1— —i , 

X3-{~2X2—X—2 (X-+-lj(x l)(x-+-2) X-i-l X—I X-hiá 

y la regla nos dará A= = = —=—ii 
* 8 —2AI —2 

L2

 = _ L _ = T . C : = <bi2 = _ 1 _ = 4 . 
( n - l ) ( l - f - S j 2X3 ff> (—2-t-l)(—2—l) — I X — 3 

v2 1 í 4 
por lo que . = 1 1 = . . . 

(x- t - l ) (AT—l)(AM-2) X-hl X—I X-i-2 

I I 4 
f- 1 . 

2(a;-f-i) 6{x—i) 3(jc-+-íá) 
438 Supongamos ahora que los factores de F.x sean todos iguales entre 

sí é iguales con {x—a), y tendremos llamando n al número de factores 
f.x f.x 

que.F.:t;=(.T¡;—a)», por lo que == 
F.x (x—a)« 

y la descompondremos en esta forma 
f.x A B C L 

(x—a)« (x—a)« (x—a)n—1 (x—a)n—2 . " ( * — 

cuya equacion después de multiplicada por (x—a)", se convertirá en 
otra en que comparando los coeficientes de los términos homólogo» 
resultarán los valores de A,B,C,D,fkc. 

En efecto, supongamos que la fracción sea la 
(A:—a)3 7 

3» primer miembro, resulta que si queremos hallar Z<M factores de un 

pt*Jino>u¿(> qualquiera no, tenemos mas que igualarle con cero, y resolver 

esta equacion* 



x A B C ' 
tendremos = m 1 ; • 

—a)3 (ac—u)3 W —a.')- x — a 
dtiplicando por (x—a)3 será*x=A-+-B(x—<x)+C(x—a)3 

"cvexecu'tundo las operaciones y ordenando x— A -t-Bx-* Cx2 

—Bx—'¿o.Cx 
-+ Cx2 

que co nparando los c eficientes de los términos homólogos [ 436 ] se 
tendrá C—o, porque en ei primer miembro no habiendo término donde 
se halle x2, su codicíente es cero, B—*¿aC—1, porque el coeficiente 
del término donde se halla x en el primer miembro es 1 , de donde 
sale B=i por ser C— o , y finalmente A—Bx-hCx2=o , 
poique en ei primer miembro no hay término independiente de x 3 de 

x a 1 
donde A—Bx—x, luego se tendrá = 1 . 

(x—u)3 {x-^)¿ (x—x)2 

Aquí hemos empezido comparando los coeficientes de los términos 
últimos, porque en 11 l«.s que O L S suministraban con mas sencillez el des
pejo de las cantidades A,Bfi\ en otros casos se procede al contrario. 

Debemos manifestar aqui porque se i a de suponer Ja descomposición 
que hemos empleado, y no otra; con cuyo objeto observaremos que si 

a-t-bx 
se nos propusiere la función—1 , no la podríamos suponer descom-

A B 
puesta en estas dos • , , 

X X, X —u 
a+bx A B 

porque en e»te caso tendríamos (x—a)2 x—a x—a* 
que multiplicando por (x—a)2 resultaría 

u-hbx=iA{X—x )-+-BKx—a)=—Ax+Ax 
—Bx+Bx 

que da A+B—b, de donde A=.b—2?, 
y loa primeros términos darán a=—Ax*—Bx=—boc-hBx—Bx——btx, 
que 110 da med.os para despejar J3, y esta equacion solo determina una 
reía-ion entre a,b y a ; y como estas pueden tener en diíérenteá ques-
tiones los valores que se quiera, se sigue que 110 se puede suponer 
dicaa deseompcsieiun. 

a \bx A B C 
l.inipoco se puede suponer que = — 1 h .. .. . , 

( A . — x ) 2 {x—a)2 x—a x—<* 
porque mu'tiplicando por (x— 
se tendrá a-t-bx—A-t-B{x—a)-4-C\a:-—a)= A -+Bx 

—Bz-tCx 
—Cx 

la qual daría solo dos equaciones por cuyo medio no se pueden deter-
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minar tres incogrriffs^f^S,C; y auilrue supusiéramos que A—fm^ _ 
tendríamos entonces B-t-C—b, y il,-(i?.-f-C ,]a=fl í t 

resultaría de la primera B=JJ—C, ^ 
cuyo valor substituido en la segunda', la reduciría á 

i—{b—C+C)a==a, d á i—ba=a 
que no da valor para C, y solo sí una relación entre Z>,a y « , que no se* 
puede suponer que la tengan; luego esta descomposición tampoco se 
puede admitir, y como con los factores del denominador no se puede 
formar otro género de combinaciones, resulta que solo se podrá suponer 

a-i-bx A B 
la descomposición = —i , 

fx—a)2 — a ) 2 x—a. 
que es la misma que hemos supuesto-

4 3 9 El tercer caso que ocurre es quando la F.x tiene factores iguales 
entre sí y factores desiguales; en este caso, primero se halla lo corres
pondiente á los iguales, y luego á los desiguales en esta forma. 

x2 

Supongamos que se nos dé la fracción , haremos 
para mayor sencillez x2=M, y (2-+-A-)(3—x)—N, con lo que la función 

M 
propuesta se convertirá en .. 

N(i— x)2 

Ahora, á causa: del factor ( i—x ) 2 nos vendrán por el caso anterior dos. 
A B 

fracciones de esta forma 1 ; 
( i — x ) 2 i—x 

y si llamamos P ai numerador déla fracción que corresponda á la otra: 
, , , .' M A B P 

parte del denominador N. se tendrá = i 1 
N(i—x)2 (i—x)2 i—x N 

que multiplicando por iV(r—x)2 será M=AN-\-BN{i—#)-+-P(i—A)2, 
M—AN—BN( i —x) 

de donde despejando P sale; P= • . 
(L-X)2 

Ahora, P debe ser una función entera de x, pues si tubicse x en su: 
P 

denominador,, la función tendría mas dimensiones en el denomína
la 

P 
dbr quelas que tubíese I\T; lo que no puede ser porque es la fun
ción! que* resulta de todos los factores desiguales del denominador pri
mitivo; luego será necesaria que el numerador de la expresión de P sea 
divisible por ( i—x) 2 ó por i — x ; luego la parte M-—AN será divisi
ble por I—x, y por lo mismo tendrá esta forma M—AN—(r—x)Q; 
ahora, el valor que tengan en un valor particular de le tendrá en to-
¿os¿ luego le podremos dar á x, el valor que nos suministre una. equa-
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jTdetérminar A; y coinoBaciendo x^n"^f^l^undo miembro 
• 1 M 

se reduce a.o, tendremos M—AM=o, de donde A——^ \ 

gosi en los valores de M y de ^substituimos-1 en vez de x¡ que es el 
valor que reduce á cero el denominador del factor igual, se tendrá aeter-

i * i 

minado el primer numerador A, y será A— • — = ¿. 

Ahora, para despejar i? tendremos que como todo-el numerador de P 
ha de ser divisible por i—x , quando x=^i se reducirá á cero , y dará 

M—AN 
M—AN—BN(i—x)=zo, de donde despejando B dará B= —. 

Como M—ANha. de ser divisible por i—x , se reducirá á cero quando 
x=i ó i—re=a, en cuyo caso la fracción se nos convierte en § , que 
no nos da medios para determinará B ; para obviar este inconveniente,, 
no supondremos que x=i , hasta haber hecho desaparacer arriba y 
abaxo el factor i — x , y así tendremos que 

6x~—(2-K\;)(3—x) 

^_ M—AN x2~l{2-f-x)(2—x) _ 6 

(i—a;)JV~ (i—¿t:)(2-f-A;)(3.—x). ( i—x)(2 - t -x ) (3—x) 

6x2—6—ox~i~2x~i~x~ 7XZ—x—6 —6—x-+-?x2 

6(i—x)(2.-t-x)(¿—*.•) 6(i— xX z ~ i ~ x )Í3'— x ) °( r—x)(2.~t-xXz—x} 

( : — 6 — 7 * X * — — ° " — 7 * " 
ó(r—A;)(2.-I-A;)(3—x). 6(2-J-A;)(3—a;) ' 

en cuyo valor substituyendo ahora i en vez de x7 será 

B= ~6~7 __ — *3 7213 . 
6(2-+-0(3—0 6 X 3 X 2 36 ' 

r tx P 
por lo que se fendrá (i—x)2N 6(1— x)2 3 6 ( 1 — 4 N 

Ahora, como 2V"=(2-HV)(3—x) y los otros dos quebrados que1 estare corr-
P * > ¿ C & 

tenidos en ,, tendrán esta: forma y , 
- N 2-hX 3—x 

cuyos numeradores encontraremos por la regla general dada [437] para los; 
i , (— 2)^ 4 4 

factores desiguales; y será C= - ¿--i — — ' 
i1 2)2(3 2 > 32X5, 45 

5! = J - = ± . 
( i '73 ) 2 (2-Í -3) 4X5 20 ' - • 

Suego será 



Si la función fuese , primero indagaríamos las ftcso-

ciones correspondientes al factor x3, luego las del ( i — x ) 2 , y luego la 
del i-hx, y hallaríamos por último que 

i i i 2 i 7 i 
— — = 1 1 1 i . 
«3^1—xy-(l-hX) X3 X2 X 3¡ ( l—X) 2 4! i— X) 4(l-HA-) 

440 Finalmente nos propondremos para manifestar el quarto tasa 
x2 

la función , en que los factores del denominador son [ 3 8 3 ] 
A-4-M 

x2—x\/2 + 1 y x2~hx\/ 2-4-1; 
A 2 Ax + B CAM-2) 

por lo que haremos = = 1 
A4-HI A - 2 — A V 2-4-J A 2 -+-AV / 2-M 

cuyas funciones quedarán aun genuiuas , aunque en el numejador se 
haiie x con una dimensión. 

Multiplicando por x4 +-I=(JC2—x\Zz +-i)(x2-t-x\/2-t-i), 
esta equacion se convertirá en 

*2={Ax+B)(x2-i-x\/li-hi)-i-(Cx-+-D)(z*—rV2+0= . . . . 

Axi -J-JBA* -+-Í>VJXA- H B 

-^•As/zxx2 -+-Ax H-D 

-+Cx3 + D x * — 2 ) ^ 2 XX 
— Cv /aXA"* -Í-CA; 

míe igualando los coeficientes de los términos homólogos, será 
2 ? - K D = O , que da 2 ? = — O ; 
también los coeficientes de x3 dan A-hC=o , de donde ^ = — C ; 

el de A; da B\/'¿-i-A—2)\/2-J-C=O, que en virtud de ser ^/-*-C=o, 

2)*/2" 
se convierte en Bs/v.—2)\/2=o,que da 2 ? = — = 2 ) ; 

cuyo resultado no se puede verificar con el de B=—2), á no ser que 
B—o y 2>=o; finalmente los coeficientes de x2 dan 
B-t-As/ x+D- ¿ V * = 1, 

que substituyendo ^ en vez de — Cy suprimiendo la B y la 2?, 
i 

gerá ZA\^Í¿=I queda A— 



I t 

2*. /2 2 \ / 2 
luego se tendrá 

I 
Si la función propuesta fuese , 

a;YH-A7—x4—*3 
i • 

6 lo que es lo mismo • > 
x3(x— 1 )(X-h 1 )\x2-h I ) 

la supondríamos igual con 
A B C D E F Gx+H 

1 1 n 1 1 1 ; 

X 1 (x-f- l ) 2 At-t-I X3 X2 X X2-hl 
y para determinar los numeradores , las reduciríamos todas á un mism» 
denominador, y compararíamos los términos homólogos, lo que nos daria 
por último A^B—\,C==.%D=—i,Ez=i,F=—i,G=:—\ y H=—J? 

de manera que se tendría = — . ==• 
x$-i-x7— x 4 — x 3 x3(x—i){x-+-i)2(x2-\-i) 

I « I I I A M - I 

&(x—i) 4(x-t-i)2 8(AH-I) X3 x2 x 4(A2-W) 

Del desarrollo de las funciones en series infinitas. 

441 No estando las funciones quebradas irracionales ni trascendente* 
de x comprendidas en la forma entera A-i-Bx-{~Cx2-i-Dx3~]-Ex4-^&cc. 
quando es finito el número de los términos, se buscan expresiones seme
jantes á esta, que se extiendan indefinidamente y que den á conocer el 
valor de una función ó quebrada ó irracional ó trascendente; pues la 
naturaleza de estas funciones parece que se entiende mejor si se expre
san por una forma semejante, aunque infinita; porque tenemos una 
idea exác'.a de lo que expresa cada término. Por esta causa se debe procu
rar dará toda función una forma semejante, que paraque comprenda 
el desarrollo de todas, la podremos señalar por la expresa n infinita 

Axa^-BxQ +Cxy+Dxl+&c. 
donde a, £, 7, 5, &c. pueden expresar números enteros d quebrados, 
positivos ó negativos; á estas expresiones se les da el nombre de series. 

Ahora, si quesiéramos decir lo que era serie, diríamos que era un iv-
fimtinomio ó un polinomio de infinitos términos, por medio del qual se 
expresa el valor de una cantidad ó función que no le tiene cabal. Quanda 
los exponentes a, £, 7, \ &c. son positivos y van creciendo, ó negati-
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TOS y van menguando, Ja serie se l* ma ascendente-, quand® s? 
íivos y van menguando, dnegativc*"y van creciendo, se llama desee), 
dente; quando, dando valores particulares á x y á A, B, C, &e. , los tér-
minos van disminuyendo, la serie se \lsana. convergente; y quando los te^*"" 
minos van creciendo la serie se llama divergente. Las únicas series que 
nos acomoda considerar son las convergentes ; porque como el objeto 
con que se desenvuelve en serie una función, es el de formar idea de una 
cantidad cuyo valor no se percibe con claridad, y esto se liace por un 
número infinito de términos, es necesario que tomando cierto número 
de ellos tengamos valores aproximados á la cantidad ó función;y por 
lo mismo debe ser tal la serie que los términos que tengan después de 
los que se consideran, sean de paca consideración; lo que no se puede 
verificar siendo divergente la serie, pues entonces los que falten, como 
son en número indefinido y todos mayores que los que se toman, siem
pre valdrán mucho mas que los que se toman; y así, estas series no son 
á proposito para el intento. 

Quando una serie es tal que un término qualquiera depende de al
guno ó algunos délos que le preceden, se llama recurrente; si depende 
de uno se llama recurrente de primer orden; si dedos de segundo orden; 
si de tres de tercero, &c. ;á la ley por medio de la qual se halla un tér-
mino qualquiera en valores de los que le preceden, la llamó Moivre escala 
de relación. Se dice que lasseries son aritméticas de primer orden, quando 
restado cada término del que le sigue dan todos una misma diferencia; 
por lo que toda progresión aritmética es una serie aritmética de primer 
orden; quando de executar estas restas se origina una progresión aritmé
tica , entonces se dice que Ja serie tiene constantes sus segundas diferen
cias, y que es de segunda orden; dtd mismo modo se dice que son del 
tercero, quando las terceras diferencias son constantes; y en general del 
orden n quando son constantes las diferencias del orden n. 

442 Para desenvolver en se;ie las funciones, Mercator usaba de la 
división5 Neuton ias desenvolvía por medio de la extracción de raices; 
y Leibnitz presuponiendo la serie. Para desenvolver en serie la expre-
\ « ; 

sion — — por el método de Mercator, execraríamos la división de a 
a—x 

por a—x, por las reglas dadas en la división algebraica, y hallaría-
a x x2 x'd x4 x"—1 

mos que = n 1 1 1 1- . . . ; 
a—-x a a2 a3 a4 a « — 1 

esta serie es ascendente, porque los exponentes de x son po¡ i ti vos y van 
creciendo; será convergente siempre que x<.a, y será divergente siem
pre que x>a. El método de Neuton consiste en trasladar el cenomi-
nador a—x al numerador, mudando el signo al exponente, lo que da 

a 
— = a(a—x)—1 

a—x K * 

file:///lsana
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m flKükfla fl—A: i la potencia u.20, que da , según diremos ¿ñas 

' T x x~ x3 
a d e l a n t e , — -i « h - — -t- & c . 

^ «,t a a2 ai a 4 • 

y en multipliear después esto por a , que da — — — a{a—x) I_ 

, I JC A.'2
 N 

« / 1 1 H H &C. ) = 
V a a 2 a3 a4 / 

c—x 
x3 x4 

H 1 1-
a3 u4 

+ & c . , 

que es el mismo resultado que antes. # 

4 4 3 El método de Leibnitz consiste en presuponer la serie que ha de 
ser el desarrollo de la función, de modo que tenga coeficientes in
determinados; ó si la función es complicada también se supone que los 
exponentes lo sean, y después determinarlos por las condiciones que 
se han de verificar. Este método, que es verdaderamente lo que se llama 
la teorín de las series, es el mas importante; pues aunque el de Neu-
ton es interesante, no obstante quando las funciones son complicadas 
no es tan adequado, y ademas los principios en que estriba el método 
de Neuton están fundados en la misma teoría de las series; se ve por 
otra parte que todo es analítico , pues consiste en suponer conocido lo 
mismo que se busca para conocerlo después. Así , para desenvolver por 

a este método la función en serie, supondremos que dicha función 
a—A: 

después de desenvuelta sea la serie -^ r-+-i?A:-f-CA:2-F2)A3-1-jE'A;4-t-&c; 
donde los coeficientes A,B.tC,D,¡k.c. son cantidades indeterminadas : el co« 
nocér la forma de la serie no es muy dificultoso, pues lo mas que puede 
suceder es que, sino hay radicales, haya un término constante, otro 
en que la variable esté elevada á la primera potencia, otro en que se 
halle elevada á la segunda, y así sucesivamente. Si la serie debe tener ó 
no término constante se conoce inmediatamente, pues haciendo en la 
función atesó, si la función se reduce á cero no habrá en la serie término 
constante; sino se reduce lo habrá y será aquello en que se convierte la 
función suponiendo cero la variable. Así , haciendo * = o en la función se 

a 
convierte en — = ~~" — 1 •> Y e s t e e s valor de A; si en alguno délos términos 

de la serie se debiese hallar la variable en el denominador, también 
lo indicaría la función primitiva; pues en este caso, haciendo cero la 
variable, el valor de la función debería ser infinito. Sabiendo ya si hay 
termino constante, quál es, y si hay términos en que se halle la varia
ble en el denominador, y que tampoco hay radicales (loque se conoce 
siempre que no haya radicales en la función, ó no haya mas que uno que 
es el que afecta á toda la función quando sea irracional ) el desarrollo 
«e la luncion no puede menos de estar comprendido en la serie de tér-
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minos ^-hl?#-i-^--K¿to;3-i- &c ; l i rgo, pues que sabemos que' 
a {" 

cion .desenvuelta, debe estar comprendida en A-t-Bx-hCx2~t-{kc+ 

haremos = . A-i-Bx-hCx2-i-Dx3-i-Ex4-i-Fx3-i-&cc. 
a—x 

Si esta serie es el valor de la función propuesta, quitando el denomi
nador se tendrá a=z.Aa-tBax -t-Cax2-hDax3-{-&ic. 

—A x —B x2—C x3—&c. 
ahora podríamos pasar el segundo miembro al primero a, é igualarlo 

j A .. „, A~ Aa-^-Bnx-hCax2 -hDax3 -+-&c? todo con cero de este modo: < , D , ~ " „ V=o-
I , — a — ^ f j c — B x 2 — C x 3 — & c . ¿ 

y como en una función de esta especie es indispensable que t»dos los 
coeficientes sean cero [435] tendremos 

Aa—a=o,Ba—A=Q,C.a—B—o^Da—C=o. 
Por medio de estas quatro equaciones determinaremos los coeficientes 

^á,5,C,Z),&c. y dará la primera. Aa=a ó A=LI -T la segunda Ba=i ó> 

1 B a• t 
B——: la tercera Ca—B ó C— — = — = — ; la quarta Da=C ó 

a a a a2 

i 
_ € a2 1 , 
Dt=— = — = — j y por analogía deducimos la ley de los demás % 

• . 1 r 
y asi seria E— -—j F= — &c. j con lo que resulta que 

a 4 aS 
a x x2

 x 3 A-4 xS x* 1 

a—x' a a2
 o3 a4 a$ an 1 

Para determinar los coeficientes no se necesita haGer precisamente 
igual con cero uno de los miembros , pues paraque se verifique la equa
cion a—Aa^-Bax-*- Cax2-irDax3^-&cc. 

—A x—B x2—C x3—&c. 
es indispensable que en ambos miembros los coeficientes de las poten
cias homologas de la variable, sean iguales [436]; y asilo? igualáremos 

y será a=zAa, que da A——-=i,Ba—A—o, 
a 

porque en el primer miembro no hay término ninguno donde se halle x\ 
y por la misma razón será Ca—B=o, Da—C=o,&c. 
que darían los mismos valores de 5,C,2>,&c. que antes. De este método-
usaremos porque es algo mas sencillo.-

a 
444 Si la función fuese •••• la haríamos igual con 

(Xr+-€X 

A-+-Bx-hCx2+Dx3 hEx4-t-Fx5+G * 6 - f r & c 
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fay termino constante, y nBse debe hallartlfTaTrable en el de-

0i-^' a 
nominador : y seria =A {~HT-hCx2-+-Dx3-t-Ex4-+Fx5-h&.c. 

que quitando el denominador será a—Aot.-+- Bax -t- Cxx2-+-D<zx3-{-(kc. 
-+-€Ax-+-QBx2+£C *3H-&C. 

de donde resulta igualando los coeficientes de los términos homólogos 

a~-4**\ ó A=.—; j haciendo iguales con cero los coeficientes de cada 
a 

una de las potencias de x del segundo miembro, por no tener términos 
homólogos en el primero, será 

—QA € € a Ga 
aB-hGA=o9de donde B= — xA— X — = 

a a a a a a 

—QB t? € fía 
«C-t-¿U=o C = = XB= x = —, 

a a a a 1 a3 
—£C ' € 6 Q2a Q2a 

vD~h£C=o D= = xC— x — = ; 
a a a a3 «4 

lo que maní destaque si el coeficiente de un término qualquiera se llama P 
y el siguiente Q, se tendrá para determinar este la equacion 

—ep e 
o,Q+£P=zo ó Q= = xP; 

a a 
cuya equacion manifiesta la escala de relación. Comparando los expo
nentes de las £,a,x con el lugar que ocupa cada término en la serie, 
tendremos que llamando n el lugar que dicho término ocupa, 

£«—»a 
=fc x«—1 será la expresión que represente un término qual-

a» ' 
quiera, tomando el signo -t- quando n es impar y el — quando par; 

a a a£ a£2
 aQ3 i 

y tendremos — = x-\ x2 x3...db x»—i. 
a-f-ó* a a2 OLÍ «4 a" 

o- i f • e a-hbx 
bi la íuncion fuese — ¡ - p©r las mismas razones de antes, la 

oi-t-Gx-hyx2 

haremos igual con A-+-Bx+Cx2-+-Dx3-hEx4-h{kc. 
y quitando el denominador será 

a-*-bx=Aoc-hBcix-hCotx2-hDotx3-i-&c. 
-+-A»x-hB€x2-i-Cg *3- i -&c. 

-+-Ayx2-hByx3-t-8íc. 
lo que da Ao¡s=za, de donde A=^~; 

" b— a 6 



(Ga—¿a)b—aay 

£2a—botg—aay 
—,&c. 

OÍ a3 
a-i-bx a ba—aS —ba£—aay 

v por último — == i x-i # 2 - t -&c 
J a-t-£x-{-yx2 oc a2 a3 
Este resultado nos puede servir de formula para todas las funciones que 
tubiesen la misma forma; y así, si quisiéramos desenvolver la función 

1 seria igual con la serie A+Bx-+Cx2-t-Dx3-\-Ex4-i-Fxá-t-{k^ 
i-^-x—x2- . . . 
y á causa de a = i , ¿ = 2 , a = i , b , ^ = — 1 , 7 = — r , -
será ^ = I , Ü = 3 , C = 4 , Z ) = : 7 , £ , = I i , F = i 8 , & c . 

l-i-ZX 
de donde resulta que — i-i~3x-i-4x2-i-'7x3-+-iix4-{-i8x5-h&.c-. 

y se ve que el coeficiente de un término qualquiera equivale á la suma 
de los dos anteriores» 

4 4 5 De aqui ya se puede colegir la naturaleza de las series infinitas 
en que se transforman las funciones quebradas; pues en ellas cada tér
mino se puede determinar por algunos de los precedentes, ásaber.siel 
denominador de la función propuesta es a-t-£x resulta la serie 

A+Bx+Cx*+Dx3+...Pxn-+-Qx>i-i-i-t-Rxn-t-2-i-ckc. 
en que cada coeficiente Q dependerá solo del precedente P , de modo que 
sea aQ-+-£P=o. Pero si el denominador fuese un trinomio u+Gx-t-yx1* 
cada coeficiente R de la serie se determinará por los dos precedentes, 
d: modo que sea aR-i-<SQ-t-yP—o ; 
del mismo modo si el denominador fuese un quadrinomio como 

a-h<Sx-i-yx2-hlx3, 
cada coeficiente S de la serie se determinaría por medio de los tres pre4-
cedentes R,Q y P por la equacion aS-i-GR-hyQ-t-lP=o , 
y así sucesivamente si el denominador fuese un quinomio, &c . , &c. 

4 4 6 Para la formación de estas series se requiere que el término cons
tante a del denominador no sea = Q ; pues siendo el primer término de 

a 
la serie A=—, en este caso tanto A como todos loa siguientes serian 

a 
infinitos.. 

Ahora, dividiendo los dos términos de la función quebrada por a , 
resultaría que el primer término del denominador seria la unidad. Luego 
después de hecha esta transformación tenemos que el desarrollo de toda 



¿ • ' 1 

5;¿¿#Acion quebrada estará reducido aMe la 
rt+¿^-?c5^?Jjc3-i- ckc. 

! — a #—6a; 2 —7*3—BA;4—&c. 
^En la qual se ponen negativos todos los demás te'rminos del denomi
nador, paraque sean positivos todos los te'rminos de la serie que de ella 
se h a de originar. Por lo que si se supone que la serie recurrente ori
ginada de ella sea A+BX+CX2-*-DX3-¡-EX4+FX5+&LC. 
ios coeficientes se determinarán de modo que se tendrá (M) 
d o n d e se ve que cada coeficiente es igual ai 
agregado de algunos múltiplos de los pre- J^—a 

ctdentes , junto con uno de los coeficientes ay¿_j_¿ 
de l numerador; y como si el numerador no Q—aB+QA-hc 
procede al infinito, esta adición cesará, en D~-aC-t-£B-\-yA-hd 
este caso cada término se determinará por JE—aD-t-GC-i-f/B-hlA-i-é 
medio de los antecedentes por una ley cons-
tante. De m a n e r a que para todas las series 
de esta especie se podria dar la siguiente regla para hallar los coeficientes. 

El primer coeficiente es igual con el primero del numerador; el se
gundo se compone del primer término de la serie multiplicado por el 
coeficiente del segundo término del denominador, n\as el segundo coefi
ciente del numerador; el tercero se compone del segundo multiplicado 
por el coeficiente del segundo término del denominador, mas el primero 
multiplicado por el coeficiente del tercer término del denominador , mas 
el coeficiente del tercer término del numerador; y así en adelante hasta 
que ya no haya mas términos en el numerador, en cuyo caso un coe
ficiente se compondrá del que le antecede multiplicado por el coeficiente 
del segundo término del denominador , mas el anterior multiplisado 
por el coeficiente del tercer término del denominador, mas el anterior 
áeste multiplicado por el coeficiente del quarto término del denomina
dor,&c. ; cuya ley se deberá tener presente si se quiere determinar la 
serie sin hacer el cálculo. 

447 Si la función propuesta no fuese genuina, entonces sale interrum
p i d a la ley de la s e r i e ; y a s í , si nos propusiéramos la función espuria 
I-+ZX—x3 

r> haciéndola igual con la serie A-t-Bx-t-Cx2-hDx3-i-lkc., 
i—x—x 2 

y quitando el denominador tendremos 
i~i-2x—x3=A+Bx-h Cx2+ Dx3+Ex4-h Fx5-h &c. 

—Ax—Bx2—Cx3—Dx4—Ex5— &c. 
—Ax2—Bx3—Cx4—DxS— &c. 

de donde A=i,B—A=2 ó* . . . . 2 3 = 2 - ^ = 2 - 4 - 1 = 3 , 
C~B—A=zo ó. . C-=B-hA= 3 - 1 - 1 = 4 , 
D—C—B=—i ÓD=zC-hB— 1 = 4 - h 3 — 1 = 6 , 
E—D—C—o ó . E=D+C= 6 4 - 4 = 1 0 , 
F—E-D^o ó . F—E+D—IQ+6=161 
& c 
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luego = i 4 - 3 # 4 - 4 # 2 - 4 - 6 l , ? 4 - - i o x 4 4 - i 6x5-4-2 6A,,(S-+-&C. 

I —X—A 2 V 

en la qual el quarto término 6x3 se exceptúa de la ley general con que 
un coeficiente se deduce de Jos otros dos, que es por la suma de e ;los. 

_ „ . t i / J-H2X X3 2 
Esta fracción reducida a genuina será — • •« = x — i 4 , 

1 —X—X2 I—X —X2 

2 
que desenvolviendo en serie por la regla dada la fracción , 

i —x—x 2 

tendremos A=z; 5=1x2 -4 -0=2; 0=1x24-2x1=4; D= 1x4+1x2=6; 
£=1x6-4-1x4=10; ^=1x10-4-1x6=16; cVc. 

I-4-2X—x3 2 
por loque =x—14 = x — 1 4 - 2 4 - 2 x 4 - 4 . 1 2 4-6x34-

I — X — X 2 1—X—X2 

1 ox4-4-16x5-+-2 6x6-4- & C . = I -4-3X-4-4A;2-+- 6X34- 10*4 4-1 6x^4-2 6x 6 4- &c. 
que es el mismo resultado que oJjtuijimos antes. 

448 Entre las series recurr<;utes merecen una particular atención aque
llas que se originan de una fracción en que el denominador es una po-

. . , . „ a-hbx a-+bx 
tencia. Asi , si esta fracción = se resuelve en serie 

( 1 — a x ) 2 1 — 2 a x 4 - a 2 A 2 

eerá * + 2 a a X x H**a%x* ^ 3 u \ x 3 %&4Í\.'x4 t -+-b J 4 - 2 a 2 ¿ J ; - t -3^ 2 ^j - t - 4 a 3 ¿ J ; 4-&c. £ f 

en la que el coeficiente de la potencia xn sciá (n-+-i)<xna-\-n<xn 1b. 
Si se supone a = i y x = i , la serie se convierte en la progresión aritmé
tica general <24-(2a4-¿)4-(3a4-2/y)4-(4«4-3¿)4-(5a4-4¿) 4-&c. 
cuyas diferencias son constantes. Luego toda progresión aritmética es 
una serie recurrente. Pues si es yÍ4-54-C4-Z>4--E,4-i^4-&c. 
una progresión aritmética, se tendrá [ I. 286. 2.* ] 

C=2B—A; D-=2C-B; E=iD—C; F=iE~D &e. 

_ , „ . i a-+-bx+-cx2 a-hbx-t-cx2 

Si la fracción tuese — = se tram» 
( 1 — a x ) 3 1—3ax4~3a 2x 2—a3x3 

formaría en esta serie infinita 

a 4~3aa? 4-6aa2 7 4-iofla37 •+isaoc4'> 4-&c. 
4-¿ ( ^.^¡ja^.x2 _f-6¿a2

 >#3 4-io¿a3 >JC4 4- &c. 
4- & C . 

en la que el coeficiente de la potencia x" será 

(»4-iX«4-2) «(«4-1) (n-i)it 

-a»a-h ---a«—1¿4-- »c. 

1X2 1X2 1X2 
Por lo que si se supone a = i y X = T , esta serie se convierte en una pro
gresión aritmética general del segundo drden, cuyas diferencias segun
das son constantes. De este modo se manifiesta que todas las series alge-
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mKm que" por ultimo tienen dif&ncias constantef^on series recur

r i e n t e s cuya ley se determina por <J denominador ( i — *)». 
449 Hasta aqui solo hemos considerado las series en que el primer 

término del denominador era constante ; si esta circunstancia no se ve
rificase , entonces se hallaría la variable en todos los te'rminos del de
nominador, y podríamos sacarla fuera de un pare'ntesis ; por lo que des
compondríamos la fracción propuesta en dos factores : uno que tubiese 
por numerador la unidad y por denominador la variable que está fuera 
del paréntesis, y el otro factor lo demás que quedase. 

a i a 
Así, si la fracción fuese la descompondríamos en — x j 

ax3—X4 x3 a—X 
a x x2 x3 x4 

y como = K 4 4 ^ ] n 1 1 1 H &c. 
J a—x u * * ó i

 a a2 a3 a4 
i 

multiplicando este resultado por —- tendremos que 

i i i x x2 x3 x4 
&c. 

ax3—x4 x3 ax2 a2x a3 a4 «5 a6 a7 

45° Quando en las fracciones que se tratan de desenvolver en serie 
hay algunos coeficientes tales como a,¿,c, &c. a , £ ,7 , &c. que son igua
les con cero, la serie no suele proceder según las potencias de los núme
ros naturales ; entonces también se puede igualar con la serie indeter
minada A-i-Bx-t-Cx2-hDx3-hJEx4 - t - & c ; y luego al determinar los coefi
cientes, resultarán algunos iguales con cero; pero en este caso se nece
sitarán calcular muchos mas t é r m i n o s de la serie A-+-Bx-t-Cxz-i-&cc. 
para tener los que se necesitan para determinar la ley. Sea, por exemplo, 

i 

la fracción • ; igualándola con A-t-Bx+Cx2-t-Dx3-t-&c. 
i — x 2 

se tendrá —-— = A-*-Bx+Cx2+Dx3-^Ex4+FxS+Gxt-h8¡Lc. 
i—x2 

que da i=A+Bx+ Cx2-+-Dx3-i-Ex4+FxS-hGx<> + &c. 
—Ax2—BxS— Cx4—Dx5—Ex<>— &c. 

de donde A=i; B~o; C—A~o ó C~A-i; I)~Bz=io ó* L~B~o• 
E—C-Q ó E-C=i; F—D-o ó F-B-o; G—E=o ó G=zE=i;&c» 

luego = I-*-X2-t-x4-i-x6<+- X8-4-XIO-h&CC. 
I — X 2 

donde se ve que para calcular quatro términos de la serie que resulta 
de la fracción, ha sido necesario formar siete de la serie indeterminada. 
Algunas veces se conoce á primera vista la ley que debe guardar la se
ne, pues esta se deduce de la que se observa en el denominador, com-
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binada con latielnumerador sino «ocede por saltos; y asi , aquFlu^F-. r V S 

mente se conocía que pues no habf[f en el numerador ni denominador--
la potencia primera de x, la ley que seguiría la serie en sus exponentes 
seria la de la progresión aritmética o,2,4,6,&c. y suponiéndolo hubiera 
resultado el cálculo mas sencillo; pues hubiéramos hecho 

—-— =zA-t-Bx2-vCx4-¡-Dx6-h&cc. 
i —x2, 

que da i=A-t-Bx2-i-Cx 4-i-Dx6-t-&LC. 
—Ax2—Bx4— CX6—&LC. 

de donde 
A— i;B—A—o ó B—A— i }C—B—o dC—B— i :B—C~o óB—Czzi ;&, 

por lo que = i -+-X2-*-X4-+-X6-\-&LC. 

como antes, y el resultado se ha sacado con mas sencillez. 
Pero la misma análisis suministra medios paja no pararse en adi

vinar la forma de la serie; pues entonces no soio se elige una serie de 
coeficientes indeterminados, sino que también se ponen indeteimiuados 

los exponentes y después se determinan. Y así, la fracción 
i — x 2 

la, igualaremos con la serie Axm-t-Bxm-+n^ Gvn;-+--*-» £>X^3tyé¿c.> 

i 
lo que dará = Axm-t-Bx™+n-+-Cx™+2n-+-Dxn-+ ¿'--i-&c. 

j—x2 

y quitando el denominador se tendrá 
i=Ax^-hBxm-h/i-i- Cxm+2» -t- Bx^-isn H-&C. 

—Ax™-*-2—Bxm-t-"-i~2— Cxm-t-2"-t-2—ikc. 
Al ordenar el producto del denominador por la serie indeterminada, 

parece debería haber alguna dificultad por no saber quales han de ser 
los términos homólogos; pero reflexionando que qualquiera que sea ia 
ley que siga la serie, debe depender de la que hay en el denomina
dor y en el numerador, el producto de dicha serie por el primer tér
mino del denominador le ordenaremos colocando los términos con ei 
orden con que vayan saliendo; y luego el producto que resulte de mul
tiplicar por el segundo término del divisor se correrá un lugar mas hacia 
la derecha, esto es, el primer término debaxo del segundo del producto 
anterior, & c , y así se continuaría corriendo un lugar hacia la derecha 
cada producto si hubiese mas términos en el denominador. Luego, 
los exponentes de los primeros términos de ambos miembros se igualan , 
se executa lo mismo con los segundos, & c , hasta tener tantas equaciones 
como cantidades habia indeterminadas en los exponentes, por cuyo me
dio se determinarán; y si en el primer miembro no hubiese bastantes 
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térftÜflbs, *se igualarán con cero losjftoponentes aé ios^lrminos que en. 
T'it&ttíado forman columna; y pasaAo á determinar los coeficientes des

pués , se tendrá de todo punto determinada la serie presupuesta. 
Y así, para determinar ias letras m y n que sirven de exponentes, igua

laremos los de los dos primeros te'rminos, y tendremos las dos equacio
nes siguientes m=o1m-i-n=m-¡-2 , quedan m=o y n=m-4-2—m=2. 

Los coeficientes A,B,C,<kc. se determinarán como antes; y substitu

yendo los valores en la serie será = i-hx2~hx4-hx6-i-x8-i-xloH-&.c. 
J i—x2 

451 Toda serie, que es el desarrollo de una función, debe ser conver
gente ó no nos h:ice al caso p ira nada; porque las series divergentes cada 
vez nos van separando mas de la eantidad. Pero el ser convergente una 
serie solo se conoce quando á la variable se le dan valores particulares. 
Así es, que si en la serie ascendente anterior, x es menor que i , la serie 
será también convergente; pero quando x sea mayor que i la serie será 
divergeme, y entonces no se puede decir que hemos resuelto el problema, 
á no ser que encontremos la serie descendente que sea convergente quando 
a > i . Esto se consigue ordenando la función de diverso modo, esto es, al 

contrario de antes; y así, en vez de la función •- supondremos que se 

non ha dado — - que es lo mismo, y aqui es quando mas uso tie

nen los exponentes indeterminados; por lo que haremos 

í = Axm+Bxm-*-n-i'C.Sn-+2n-+&c. 

—x2-\-1 
quitando el divisor será i =—Ax^-*~2—Bxm-*-n-i-2—Qxm-+-zn-\-'¿—&c< 

~hAxm -+-Bxm~+-n -+-&c. 
lo que da /ra-4-2=0 d m——2 , m-+-«-+-2=m ó 11=—2 ; 

A=—i ; B=A=z—i; C=B=— 1 &c. 
j / 1 1 1 1 

de manera que en este caso sera = —, — &c. 
—X2-i-l x2 x4 X6 

Por lo regular los exponentes de la variable en la serie siguen una ley, 
y en el exemplo anterior hemos supuesto que era la de formar una pro
gresión aritmética; pero si en algún caso esto no basta se pondrán inde
terminados toaos los exponentes, señalándolos con una letra diferente, 
y se determinaran como acabamos de manifestar. 

452 Si la función fUe;e s/a2—x2, la haríamos igual con la serie 
A i-Bx-hCx2+£,x3_hEx4+£íC. 4 

y elevando ambos miembros al quadrado tendremos 
a2—xz—A2 -+- 2 á Bx-t- 2 ACx2+2 ADx3-\- 2 AEx4 -+ &c. 

-Í-B2X2 H-2BCx3 -h2BDx4-híkc. 
-4- C2x4-+-&cc. 

D T O M O I I . P A R T E I I . 



o 
«ie donde A2=a2 ó A=±a;2ABql

í,o ó B= -—- = « j 
2A 

<zJC-hB2=—i o 2^C~— 1 — B2=— 1 , y 

2 X ± a ± 2 a 2a 

sAD±2BC=oó 2AD=—2BC=—o, ó D= ~ =—o ; 

2̂ 2 
2^JE-f-2#D-f-(>=o d ZAE=-C2—2BD=—C2—Q=—C2, y 

2 ^ ¿ 2 ¿ i 
y substituyendo en la serie será 

C 2 a«) ja2 _ 1 = - _ L ; 
~~~72~~ zA 2 X ± a " =fc8a3 "^Sa*' 

X 2 #4 
\ / a 2 — A 2 = ± a q r — as rp & c . 

2 a + 8^3 7* 
también se pudiera haber hecho uso de los exponentes indeterminados, 
y hubiéramos tenido s/a2—x2—Ax™-t-Bxm-hn-i-Cxm-i-2fi-i-Dxm+'¿n&.c<. 
quitando el radical resultará 

a2—x2=A2x2™+2ABx2f^n+2ACx2*n-*-2"-h2ADx2m-t-3n-i-&:c. 
-+- B2x2m~^2»-i-2CBx2m-i-3n-i-&cc. 

y para determinar los exponentes tendremos 
2 / n = o , 2 m + « = 2 , lo que da m=o y n=2 ; 

m quanto á los coeficientes tendremos A2=a2, ó A=±a ; 

^ ^ 1 1 1 1 
* 2A 2 X ± a ± 2 a za' 

1 
/ 1 \ 2 1 4a2 1 

2 AC+B*z=a 6 2 AC=-B2=— (+—) = Ó C = — — = F — ; 
\ 2a / 4a 3 ¿ : 2 a oa3 

2 5 C BC 
zAD+2BC=zo 6D=z-

zA A 

2a , 8a3 i6a4 1 

± a ± a <r 16aS 
y substituyendo en la serie será 

x2 x4 x6 

\/a2—x2=±:a+—rp-— =p r p & c . 
2a 8a3 i6a5 

de aqui resultan dos series, una tomando los signos superiores y otra to
mando los inferiores; lo que en efecto debia verificarse á causa de que 
§1 radical debe tener dos valores; más para desenvolver esta clase de 
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funciones^ "y aun las quebradas cuft denominador cS^ro de pocos tér
minos, el método mas elegante y seflcillo es el de que usa Neuton ; para 
lo qual sacaremos ante todas cosa™por las mismas series, la formula 
conocida con el nombre de binomio de Nenien. 

453 En el Algebra hemos manifestado la forma que tenia la expre
sión (a-f-x)« quando n era un número entero positivo ; ahora vamos a 
manifestar que el desarrollo es el mismo para quando es negativo © 
quebrado. 

Por lo que supondremos que se nos dé la función (a-hxy 
donde rsea un número entero ó quebrado, ya sea positivo ya negativo. 

Supongamos primero que el exponente r sea un número entero que 
representaremos por n, y será la función que se trata de desenvolver 
(a-i-a;)"; como esta función no envuelve radicales ni exponentes fraccio
narios, tendremos que en su desarrollo tampoco los habrá [ 4 4 3 ] ; como 
si se hace x = o la función se convierte en a«, se ve que ha de tener el 
desarrollo un término independiente de JC; lo que también manifiesta 
que no puede haber términos donde la x se halle en el denominador, 

P 

pues si hubiese un término de esta forma — , 
haciendo x=o resultaría el desarrollo infinito ; y como debería ser este 
desarrollo igual con la función en este mismo caso, y sucede que la fun
ción es ««, se deduce que no puede haber términos donde la x se baile 
con exponentes negativos d en el denominador ; luego todos los expo
nentes serán positivos; y por lo mismo todos los términos del desarollo 
estarán comprendidos en la serie indefinida 

A-h£x-+-Cx2-i-Dx3-+-Ex4-t-Fx5-i-Gx6-i-&:c.5 
en la qual sabemos que A—a", porque es en lo que se convierte la fun
ción quando x~o; y así haremos (a-hxy=A-hBx-i-Cx2-i-Dx3-i-&:c.; 
por la misma razón será la función semejante 

(a+yy=A~i-By-i-Cy2-i-Dy3-+-&L¿ ; 

donde se ve que los coeficientes A,B,C,D,&cc. son independientes de las 
variables; y como las funciones convienen en todo, menos en la va
riable, deberán ser iguales en uno y otro desarrollo; y por lo mism©' 
se han señalado con unas mismas letras. 

Haciendo ahora I ¡ £ * ¡ * , (a) tendremos í (a+x)"=»n 1 

y por consiguiente í ¡ S ^ í * * ^ ^ ? * * * ^ * l (g) J 1 0 \ z»=A-hBy-+Cy2-hDy3+Ey4+ &c. ¿ ^ ' 
Restando esta equacion de la antecedente , y haciendo lo mismo con 

las ( a ) , 
se tendrá S ^-^=B(x~y)+C(x2-y2)+D(x3-y3)^E(X4-y4)^ 

\ u —z=-x—y 
dividiendo ahora por esta última su antecedente será 
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u u-t-x 
n(A-hBx+Cx2+Dx3-i-Ex4+&:c.) 

luego — —B+"2Cx-i-3Dx2-t-4Ex3-{ &c.j 
a-hx 

y quitando el denominador resultará 
n(J-hBx-hCx2-hDx3+Ex4-i-<k.)=(a hx)(B-h2Cx-h^Dx2-h4Ex3-i-&c.) 
6 haciendo las operaciones será 

nA+}iBx+nCx2+nDx3+&c.=aB+2uCx-+-yiDx2-i-4aEx3-h&.c. 
-+• Bx -\-2Cx2 -+- T)Dx3 H-&C. 

Igualando los coeficientes de los téivninoj horndlogos será aB—nA—na** 
pues sabíamos desde luego que el primer término era a» , 

nan 

de donde B= = / ia»— 1 ; 
a 

2AC+B=nB ó 2aC=nB—B=(n—i)B=n(n—i)a»—t9 

n(n—1) a»— 1 n(n—1) 
6 C=- J X == - a * - 2 ; 

2 « 2 U f o — i ) 

2aD~t-2C=zn€ ó $aD=nC— 2C={n—2)C=(n— s)x a*—3, 
n(n—i)(n—2) 

ó D= - - v la»—3 ¡ 
2X^ ± n(n— iYn— t)(n— 3) 

4aE^D-nD ó 4aEz=nD—T)I)=(n—i))b=z —an— », 

n(n—i)(ñ—2)(n— 
de donde E= 4 - J- ^ a » ~ 4 j 

2x3x4 

$aF+4E=:nE, ó $aF=nE—4E=(n—4)E=z... 

Pero haciendo la división en el primer miembro [ I . 186] resulta 
MW

 i-t-u11
 2Z-\-lln 3z2~t~u!I 4¿3-+-&e. . . . £«—1; 

y como por otra parte todos los términos del segundo miembro de esta 
equacion se pueden dividir por x—y, resulta que haciendo las opera
ciones indicadas en la equacion anterior tendremos 
u»—l-hux—2z+W—3z2+. ..z»—*=£+C(x-hy) +D(x2-i-xy-hy2)-*-&c. 

Haciendo ahora x=.y , como resulta también de las equaciones (c) 
que u=z, todos los términos del primer miembro se reducen á un—*\ 
y como hay n—i términos en que se halla u, pues se debe hallar con 
todos los exponentes inferiores á n—i, y ademas hay uno donde no se 
halla la i^habrá n términos iguales con u"—i; y tendremos que esta equa
cion se coiivertiráenraa*—1~ B-t-2Cx-h^Dx2-+-4 Ex3-t-¿F^4-i-tGxó-b&:c. 

Pero en virtud de las equaciones ( a ) , (£), se tiene 

nu» n(A-i-Bx~i-Cx2-i-Dx3-i-{k.c.) 
ni/»—1= = —- . - ; 

file://-/-2Cx2
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¿ ( t t - i ) ( « ~ 2 X » - 3 ) ( " - 4 ) ^ 

2x3x4 
n(n—iV«—2V/1—3)(n—4) - • 

de donde F=± — 2 1 &«?. 
2x3x4x5 

luego substituyendo estos valores en la serie primitiva tendremos 

n(n— 1) 1)(«—2) 
(a+x)"=a"+nan— *x-t- — a*— 2* 2H a * — 3 * 3 + . . . 

v ' 2 2x3 
n ( „_ , ) ( r t_ 2 ) (n—3) n ( n — 2 ) f / z — 3 ) ( » - 4 ) • „ 

v M / v ' a«—4*4-4- — ¡ an—5x5 & C 

2x3x4 2x3x4x5 
454 Sea ahora el exponente r un quebrado que le expresaremos por 

» m 
— : y tendremos la expresión (a-t-x) m , que como es igual á s/(a-+-;cj«, 
m 
y hemos dicho que á la expresión (a-i-x)» le podemos dar esta forma 

A-i-Bx+Cx*-i-Dx3-i-ckc. será (a-*-x)m=\S A+Bx-hCx2-hD*3-+-&c; 

pero sea qual fuere la expresión A-t-Bx-i- Cx2-+-&c. como m es un nu
mero entero se tratará de extraer esta raiz de A-i-Bx-\-Cx2-i-Dx3-+-(k.c. 
y como al extraer una raiz [ I. 303 ] , sea exacta d aproximada, 
siempre se extrae la del primer término, y después se divide lo que 
sigue por el exponente de la raiz, multiplicado por una potencia de 
la raiz hallada , inferior e n u n a unidad á la raiz que se va extra
yendo : >e sigue que como debaxo del radical la * no tiene exponen
tes fraccionarios, tampoco los tendrá en la serie que exprese el desar
rollo. Por otra parte, como haciendo x = o la equacion se convierte en 

n m 

flW=[/ A, se sigue que én el desarrollo ha de haber un término cons
tante d independiente de x; y que por esta misma razón no puede haber 
término donde la variable se halle con exponente negativo, ó esté en el 
denominador; porque entonces quando x—o debería ser la expresión 

n m 
infinita, y aqui se ha visto que es am ó \s A; luego el desarrollo de 

m • 

la expresión \s A-t-Bx-hCx2-4-Dx3-i-Ex4-+-(kc. 
no podrá menos de estar comprendido en la forma 

n 

A'+B'x+C'x2-i-D'x3-i-&tc., 6 en la forma a«-+-jB'*-f-C /*2-t-D /*3-1-&c. 5 
n n 

luego se tendrá (a+x)™—a™+B,x+C'x2+D,x3+E'x4+&:Q. ( « ' ) : 
y por lo mismo será la función seme ante 

Dd 
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« O 

(a-f-y)?«= ( a » ' = ^ / ) - | - - B / y - í - c / y 2 - i - - D / y 5 + £ / 7 4 + & : c - (£ ')» 
donde los coeficientes B'',C,Z>'',&c. son los mismos que en la (a') pot 
las razones dadas en el caso anterior; haciendo ahora 

i i n n 

(a+*)'»=M,(aH-y),B=* ( 7 ' ) resultará ( ÍH-A;)^=«» í (aH-y)m=*»(í ,)j. 

restando estas dos expresiones se tendrá un—zn= (a-\-x)m—(a-t-y)w= 

ti ti 
aü+B'x+C'x2+D'x3+&c....—am—B'y—C'yz—D/y3—&c.== 

B\x—y)+C(x2—y2)-hD\x3—y3)+E/(x4—y4)-i-&l:c. (c*j. 
Elevando á la potencia m las equaciones ( 7 ' ) será a-hx=um,a-\-y=zm, 
y reatándolas ahora será um—zm=a-+-x—a—y=x—yj 
luego si dividimos la (e') por esta resultará 

_^ B'(x—y)-t-C'(x2—y2)+D'(x3—y3)-+-&c. 

um—zm x—y 

pero [I. 186] u»—z»==(u—z)(ur¡—i-i-u»—2z-hu»—3z2A-...zfi~J) 

y ( ÍÍ?«—a>»)=(«*—*)(M»n— RH-U«~2«-HU»»—3Z2-K..««—1), 
luego si substituimos est®s valores en la equacion anterior se tendrá 

(//—z)(un—
 l-4-un—2z-t-u«—3z2-+-....z«— 1) 

(u—z)(um— 1 + u * » — 3 z 2 - t - . . . z « - 1 ) ~~ 

-#'(*—y)+Cr(x2—y2)+E\x3—y3)&c. 

x—y 
y como también todos los términos del segundo miembro son divisibles 
por x—y, resulta que si hacemos la división y suprimimos en el primer 

Un—'-t-K»—2Z-i-U"—o ¿2-+-...£«—1 
in, eiiibro el factor u—z, será = 

um—i-±uui—22H_wwi—zz2-+-..zm—1 

j B ' + C ^ t f + y ^ j D ^ + ^ y + y 2 ^ («'). 
Ahora, haciendo a==y, eomc* también en este supuesto resulta u=z (por
que entonces las equaciones (£ ' ) dan u"=z» , y extrayendo Ja raiz « 
se tiene w=z) tendremos que todos los términos del numerador se con
vertirán en un—*, y los del denominador en um—1; y como en el pri
mero habrá n términos por lo dicho en el caso anterior, y en el se
gundo /».-, tendremos que el primer miembro se convertirá en 

nun—1 nun—lu nun~~1-*-1 nu* 

mum—1 mu"1—1u m u m — m u m 

y como el segundo se convierte en B'-h2C/x-h¿D/x2-h4E'x3-i-&cc. 
nun 

resultará = B/-h2C'x-h7D'x2-i-AE'x3-i-&.c. ( A ' ) , 
mum

 0 v 
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4 multiplicando ambos miembros por W se tendrá 
= íiW(JB

/-f-2C /*-+-32) /*2-4-4^ ,íc3- í-&e.) (/A'). 
m 

Substituyendo ahora en esta equacion en vez de M» y um sus valore» 
» « 

/a-i-x)m ó am-i-B/x-t-C/x2-i-D/x3-hSíC. y (a-t-*) , se tendrá después de 

n i n n n 

executar las operaciones — am-\ B'x-\ C'x2-\ Dfx3-i-&cc.=. 
1,1 m tu m 

aB'-+-2aC'x-*-iaD'x2-+-4aE,x3+tkc. 
-\-B'x -*-%C'x2 -+-3JD/JC3 - H & C . 

que igualando los coeficientes de los te'rminos homólogos se tendrá 
» 

rt — n 
n —- n am n 1 

aB'z=— a m , lo que da B = — X = — a * i 
m m a m n *aC'+B=-B' ó 2aC=-B'—B'=( 1 ) £ ' = - ( i f 

m m \TI ' m^m ' 
n 

n / n \ — — i n / n % 

( 1 ) O* — ( 1 ) n m 

m ^ m ' m \ m / ——t 
de donde C ' = ±= « m 5 ' „ 

-¿a a n í n \ 
~ ( 1 ) 1 -

"¿aD'+2C=-C'ó ZaD'=-C-*C=( AC'=(- - 2 ) a n 

m m \m / / 2 
J L ( J L _ , ) ( J L _ 2 ) ; , , , - , » . \ 7 v /« J 3 _. ^ , n 

de donde D ' = a™ "j 4aJE'-t-3Z) = — D , 
2x3 /« 

«i \ m ' \ m / 2x3 

! „ q u e da i - " A " ' A " ^ a " 4 

2X3X4 

y substituyendo estos valores en la equacion (a') tendremos; 
TI / n v 

/ \~ - TI - r m\m ) 1 o 

(a - t -* )w= a «H a m x-i am x*-h.~ 
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» / » \ / n » n , \ / n \ / n \ 

( — — I )( 2) ( 1 )( 2 )( 3) n 

m^m A » ¡ / z_ m \ m /\»¡ /^ m ' - —4 
am

 3*3H am A-4-t-&c. 
2x3 2x3x4 

formula que tiene la misma forma que la anterior, solo que aqui el ex-
. « 

ponente es quebrado, y está representado por — , quando alli lo estaba 
m 

solo por/z; esta fórmula comprende á la otra haciendo en ella m—i. 
455 Supongamos ahora que el exponente r esté representado por la 

n v 

fracción , esto es, por un número negativo, ya sea entero ya que-
m 

brado, pues en está comprendido el entero negativo siempre que se 
m 

; ¿íij'j *. ~±~ ' '"''y 1 ¿^xt5 *IAifD oí * t» 
haga / w = i , y tendremos que la expresión será (a-i-x) m ; 
y como toda cantidad cuyo expolíente es negativo debe hallarse en el 
denominador, con el mismo exponente positivo, será 

« 

( « + * ) " = — - = [ § 4 5 4 ] rrr 

(a-i-x)m aM-+-B'x-i-C'x2-hI)'x3-+E'x4-h&iic. 

y como en el desarrollo de esta función no debe haber ningún expo
líente negatiyo ni fraccionario, y debe haber un término indepen-

< n 

diente de x que es ~~ —a m i tendremos que el desarrollo del se-

gundo miembro estará comprendido en la expresión siguiente 

n 
A"-*-B"x+C"x2+D"x3+&c. ó en la a ~ ™-i-B"x-t-C"x2-hD"x3+&c.i 

» n 
luego será (a+x) m= a ™+B"X-*-C"X2-+-B"X3-Í-&:C.(OI."). 

Por las mismas razones será la función semejante 
n n i 

,a+y) ~m=za~~m+B"y-*-C"y2-+-D"yZ+-E"y4-)-&c. (£"), 
Riendo B",C"&LC. los mismos que los de la anterior ( a " ) ; haciendo 

1 1 

ahora (a-\-x) m=u, (a-hy) m=zz ( 7 " ) resultará elevando á la potencia 
m que a-hx=^um, a-hy=zm (l") , 
y dividiendo la unidad por ambos miembros y elevando á la potencia 
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n ¿ferá _ J a J L ; ! - _ M a + * ) ~ » ^ - ^ ( a + y ) ~ « ¿ = = * - » 

(a+x) m («+/)/» 
« « 

que restadas dan (a+x) «—(a-4-y) m=u—"—z—"=... 
JB"(x—y)+C'(x*—y*)+D"(x3—y3)-+ E'\x4—y4)+&c. (e"). 
Ejecutando lo mismo con las (o") seráu™—z™—a-i-x—a—y=x—y(7)'f)t 
y dividiendo la equacion (Y'j por esta resultará 
u-n—z—n B"(x-y)+C"(x2—y2)+D"{x3—y3)+E"(x4—y4)_ 

um—zm ~v x—y 

J3'VC"(¿+ y ) + D ' / ( . ' v 2 - F * y - + - y 2 ) + £ ' / ( ^ 3 - + - ^ 2 y - , - : , c y 2 - , - y 3 ) - í - & c -
I I 

, w» a» 
Pero el primer miembro de esta equacion es igual con 

Ü¿«Z» Z»—U» tí*—Z» I H* Z» 

•X-
um—zm u"Z\Um—zm) u"z>\um—zm) W'Zi um—zm

 . 

M«—zn 

y como haciendo z = u la expresión se convierte , como antes, 

nu»—1 u—»—z—• i un—z» 
en 1 — , será en este cajo == X-

mum—* um—¿m unzn um—zm 

i ^ n i i » - 1 i nu" n u«—2» n u~* 

u"u» mum—* u2» mum m u m m u m 

j como en este mismo caso es x=y, y el segundo miembro se con
vierte en B"-i-2C"x-i-3n"x2-i-4E"x3-i-5F"x4-+-&c. 

resultará — — x =B"+2C"x+T,I,,,x2+AE"x3-i-ejF"x4-i- &c. 
m u« o t o 

o* quitando el divisor um será 

— n^u\B''+2C,,x+zl>"x2+AE',x3-+-sF,'x4+. &c. 

d* poniendo en vez de w~» y um sus valores ( a - h * ) " * , a-t-#, se tendrá 

n 2 
- ^ ( a * * ) / » r = ( a + . r ) r B / / + 2 C

/ / x + 3 2 ) , / * 2 ^ 4 £ / ^ 3 + 5 i < 1 / ^ 4 - { - & c . ) 

equacion q U e diferenciándose de la del caso anterior solo en el signa 
E T O M O I I . P A R T E I I . 
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del exponente dará para B"tf\D",E"&c. 
m f ' 

los mismos valores que se sacaron para B\C,D\E'fice. 
n 

solo que se deberán mudar en estos los signos al — ; luego queda pro-
m 

bado en general que siendo r un numero qualquiera entero, quebrado, 
positivo ó negativo, será la función 

r(r—i) r(r—i)(r—2) 
(a-hxY=ar-t-rar—lx-{-~- ~ar—2x2-+- V — 3 * 3 - + . 

2 2x3 
r(r—i)(r—2)(r—3) r(r—i)(r—2)(r— 3 YA*—4) 

2 X 3 X 4 2X3X4x5 

456 Esta forma no es la mas sencilla en la práctica, y así la pondre
mos báxo otro aspecto; para lo qual como a tiene por exponente en to
dos los términos menos en el primero una parte negativa, la pasaremos 
al denominador con dicho exponente positivo, y resultará que 

x r(r—1) x2 r(r—\)(r—2) #3 
(a-{-x)r=ar-hrarx 1 arx 1 arx H 

a 1x2 a2 1x2x3 a3 
r(r— i)(r—a)(r—3) x4 r(r—x\r— 2)(r— 3)(r—4) *¿ 
— a r x 1—• •—a r x h occ. 

1x2x3x4 a4 1x2x3x4x5 aS 
donde se adv'erte que esta es una serie recurrente, en que un término 
qualquiera se compone del antecedente multiplicado por el quociente del 
segundo término del binomio partido por el primero, y multiplicado tam
bién por el exponente de la potencia menos tantas unidades como té'mi
nes hay antes de él menos uno , y partido por el número de términos 

x 
que hay antes; así, el segundo término rar—equivale al primero mul-

a 
x 

tiplicado por el quociente — de la segunda parte partida por la pri-
a 

mera, y multiplicado también por r, (esto es, por el exponente de la 
potencia sin quitarle nada, porque delante del primer término no hay 
ninguno ) partido por 1 que son los términos que hay antes; de modo 
que llamando A al primer término ar, resultará que él segundo término 

x 
será igual con rA — ; el tercer término se compone del segundo mul-

a 
r—1 

tiplicado por dicho quociente y por , de modo que llamando B al 

segundo termino, el tercero será B — ; y llamando C al tercero, 
2 a 

24 3NES. 
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K U n X 

D al quarto, JJ al quinto &c. tenrjjemos que D = C — ; e l quinto 
, <# 3 0 

^ — C Z J D -f-, & c ; de modo que la forma mas sencilla para laprácr 
4 a 

tica de la formula del binomio, es la siguiente 
x r—i x r—2 x r—3 x 

(a-hx)r=ar-hrJ 1 B 1 C 1 D H&C. 
v 7 a 2 a 3 a 4 a 
llamando ^ , £ , C , D , & c . al i . 0 ,2 .° ,3. 0 ,4 .° .&c. términos de la serie; ó 

x 
haciendo la primera parte a=P, y el quociente — = Q , de donde 

0 
•ale tf=«Q=PQ, 

será ( P + P Q / = P > - - W V Í Q - H m i £QH- — CQH- - 3 DQ-f- &c. 
v 2 3 . 4 

Conviene que los principiantes se acostumbren á conservar y i po
ner en execucion la regla; y así, supongamos que se quiera extraer la 
raiz quadrada de a2—#2, y tendremos que desenvolver la expresión 
s/ a2—x2'} y como para extraer una raiz se hade partir el exponente de 

L 
la cantidad por el del radical, resultará \/a2—x2=(a2—x2) 2 ; 
lue^o no habrá mas que desenvolver esta función ó bi n por la fórmula 6 
por la regla; pero tanto una como otra nos dice que debemos elevar la 
primera parte a2 á la potencia \ \ luego tendremos que el primer tér-

í 2x 
mino será (a 2 ) 2 = a 2 = ± a ; aqui conviene presentar el primer tér
mino baxo el aspecto mas sencillo; ahora , como el segundo término 
se ha de componer del anterior multiplicado por el expolíente de la 
potencia y por el quociente de la segunda parte partida por la primera, 

•—x2 x2 

dicho segundo término será 2.°=\x±ax = r p . 
a2

 2« 

Como el tercer término se compone del segundo multiplicado por el 
expolíente menos una unidad partido por 2, y multiplicado por dicho quo-

, . i — 1 x2 —x2 — d t x 4 x4 
cíente, sera 3 . ° = Xqr x = X = q r . 

2 2a a2
 2 2a3 8a3 

Como el quarto término se compone del tercero multiplicado por el 
exponente menos dos unidades partido por 3, y por dicho quociente, 

j 1 o i ~ 2 * 4 — x2
 — | X* x¿ 

tendremos que el 4 . ° = x+: — x — —- xdz r=qr 
3 8a3 a2 3 8a¿ iba$ 

Del mismo modo tendremos el 



3 « 

5 . 0 = Lí 
4 

5 I 2 ü a 7 

por lo que 
• \ x2 x4 

Va2—x2=(a2—x2) =±aq= — r p — 
ia 8a3 i 6 a ¿ I28a7 256^9 

jo mismo que antes [452] 
457 Aunque á cada término se ha necesitado dar algunas transfor

maciones paraque se tenga el resultado mas sencillo de la serie, no 
obstante en habiendo adquirido cierta práctica, todas las transforma
ciones se hacen de una vez; y así, es indispensable que los principiantes 
se adiestren tanto en.esto, que de memoria vayan haciendo el cálculo 
y poniendo los términos correspondientes ; por eso les pondremos un 
exemplo con los mismos raciocinios que deben hacer. 

Exemplo i . ° Sea ahora la expresión \/a2H-x2 que es igual (a2-t-x2)2; 
el primer término será por consiguiente a2 elevado á |- que equivale 
á ±a ; luego el primer término es ±za ; ahora, para hallar un término 
qualquiera siempre se tiene que contar con tres factores: uno es el tér
mino antecedente, otro el exponen :e con la modificación que dice la regla, 
y el otro el quociente de la segunda parte dividida por la primera; y así, 
se procederá primero á ios signos y diremos ' al exponente aqui no se 
necesita quitarle ninguna unidad, y por consiguiente llevará el signo-"-; 
este signo multiplicado por el ± : Jel término anterior da rb; y como el 

x2 j 
signo del quociente — de la segunda parte dividida por la primera, 

también es -(-, tendré que como -+- por £fe da dt, el signo del segundo 
término será db$ ahora debo multiplicar \ que es el exponente por los 
enea*dientes del término anterior y del qunciente, y como estos no tienen 
coeficientes, resulta que el coeficiente del segundo termino es \ \ con 

x2 

lo que solo me falta multiplicar el término anterior que es a por — ; 
a2 

y como la a porqué se ha de multiplicar se puede suprimir con una a de 
las del denominador del quociente, se sigue que dicho 2 . 0 término es 

T x2 

a 
Para hallar el tercero lo primero á que se debe atender es á los sig

nos; y así veremos el signo que nos da el exponente; aqui al expo-
n.nte |- le debemos quitar una unidad3, y se convierte por consiguiente 
en — y como se ha de partir por 2 resulta que el factor que proviene 



I 

1 s 3 — 
{aS)^=a^=.\/aS 

3 — xS 

a ó as 3 s — f V a\$ 

— —x*fel s 

VV4 
#5 #5 

3 — 3 - » 
V a 1 5 3 V a 1 0 3 a 3 Y / a 
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del expórtente es — J, luego un ífgno — se debe rrmltiplicar por un 
sigrk) ± del término anterior, y pc^un -+- del quociente, y por lo mis
mo él tercer término tendrá el signo qr ; en punto á los coeficientes, 
como el quociente no tiene ninguno, solo habrá que multiplicar por el 
del término anterior que dará x f=-g-; y llegando á las cantidades, 

x2 x2 JC4 " \ x4 
como— por — d a — , resulta que el tercer término será znjt —. 

a 1 a2 ai a3 
Para hallar el quarto, como al exponente se le deben quitar dos uni

dades y partir por 3, resulta que j¡ menos 2 unidades ó f quedan en —f, 
que partido por 3 es — l u e g o en punto á signos tendremos que mul
tiplicar el signo — de este factor por el signo qr del término anterior, 
que da ifc, y Juego multiplicando por el signo-f-del quociente tendre-

. mus que el signo será dr; en punto á coeficientes J- por -g- coeficiente del 
x4 

término anterior da y finalmente multiplicando — del término an-
X2 . 1 X6 

terior por el quociente — resulta que el quarto término es ± — X — . 
r 1 a2 16 aS 

Para hallar el quinto tendremos que quitar 3 unidades al exponente 
y dividir por 4, luego será • § • — 3 = | — f=—f, que dividiendo por 4 
da — a h o r a , este signo — por el rh del término anterior da qr, y 
vuelto á multiplicar por el -+- del quociente, resulta qr; ^ por y1^ da 

x6 x2 x8 

T Í S J Y P o r ultimo — por — da para el 5 . 0 término qr T | ¥ x — ; &c. 
aS a2 al 

———— í x2 x4 x^ x8 

luego tfa*+*^a*+x*yz*±a±i —qrj—±T̂  —qrTf F x — & c . 
a a3 ao u7 

E.-tos raciocinios son los que deben hacer los principiantes para resol
ver Jos exemplus siguie .tes; más por si acaso padecen equivocación se 
le¿ pondrán aqui otros excmplos en que esté el cálculo de cada término, 
para que puedan consultarle y averiguar donde han padecido la equi
vocación. 

o 3 1 
oea la expresión \Za5-i-x5=(a5-i-x5) 3 y tendremos : 

Términos. 
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3-° - — - x x — = — ¿ x - C — = - ; / 

3<z3\ /a 3 a 8 v a 9f l 8 \ /« 

4 . o * _ x -x — = —¿x — = 
3 o a 8 \ / « a 3 oa^y'a 8 i a J 3 \ / a 

5-° 2 x — x — = — x — = j—, 
4 8 i a i 3 v / a 4 S i a ' V a 2 4 3 a ' V « 

3 3 AN? X10 5X*5 10X20 

luego y / a 5 - i - ^ = \ / « 5 j - j - ¡ 1 ~ — &• 
3 a 3 y / a o a 8 \ / a Sia^y'a 24^alüy/a 

Si la expresión fuese s/a2x3—xS, con el íin de que en el quociente 

no haya que hacer simplificaciones, le daremos esta forma 
a2x3 

i 
<V/a;3(a2—x2)z=.[x3(a2—x2)] ^=x^(a2—x2y:=\/x3x(a2— x2)^; 

i 
y desenvolviendo (a 2 —A ; 2 ) 5 resultaría por último 

X2
 2 X* 

y'a2x3—xS=\/x3x(a2- x2)s=y'x3 (V a2 — | x 

6 x6 ay'a.3 ° a3\/ai 
x — - — — &c.)=r.... 

1 2 5 flJ\/u3 

s 

v * a * a3 a s a3 V a3 125 a¿^ a2 

1 . 
Sea ahora la expresión ; como esta es igual a 

a—x 
1 (a—x)— l=(a—x)—1, tendré utos: 

Términos 
i.° « — ! = — , 

a 

i x m 
2.0 — I X — X = - + - — , 

a a a2 

—1—1 x x 2 x2 x i 

2 X a2 a 2 a t <*3* 



4 a4 a 4 u5 aS 

1 l X X2
 X3 

luego • = H 1 1 h&c. como antes. 
a—x a a 2 a3 <¿4 

458 Por este método puede uno sacar aproximadamente la raiz de 
los números; paralo qual no hay mas que descomponer el número pro
puesto en dos sumandos, en que el uno sea una potencia del grado que 
se va á extraer, ó en la diferencia de dos números de los quales el mi
nuendo sea una potencia, y tener cuidado de que la potencia siempre 
sea mayor que la resta y la mayor posible. Sea primero la raiz quadrada 
de 3 la que se quiere extraer; el 3 se ve que equivale á 1-H2 en que 1 
es quadrado; pero como entonces el 2 es mayor que el 1 la serie seria 

divergente; y así, se descompondrá en 4—iyserá s/ 3=*V / 4 — 1 = ( 4 - * - 1 ) 2 

Términos 

i > ( 4 ) - * = \ / 4 = 2 t 

I I I 

X = «5 & « • 

2 256 512 

l u e g o V / 3 = V / 4 — r = 2 — &c. 
4 64 512 

d reduciendo á decimales será\ /3=2—0,267578=1,732422, 
exacta hasta los tres primeros guarismos decimales. 

459 Quando la cantidad que se trata de elevar á potencias es un tri
nomio, entonces se.toma por primera parte un término, y por segunda 
los otros dos; y si fuese quadrinomio el primer término por primera 
parte, y todos los demás por segunda; y como luego quedarán poten
cias indicadas de binomios ó de trinomios, se necesita después dar cier
tas transformaciones para tener el resultado baxo el aspecto mas sen
cillo. Para evitar esto, indaguemos el método de elevar un polinomio 
qualquiera á una potencia también qualquiera; para lo qual suponga
mos que se quiere elevar á la potencia r el polinomio 
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a-i-bx-i-cx2-i-dx3-
en virtud de las reflexiones hechas*^ § 4 4 3 ] haremos / 

(a+bx+cx2+dx3+...yz=A+Bx+Cx2-+-I)x3-i-&:c. (a) 
Por la misma razón su función semejante 

(a+by+cy2-+dy3-t-...y=A-hBy-i-Cy2-i-I)y3'+&.c. ( b ) ; 
, • j í*a-{-bx+cx 2-i-dx3-i-...==:u , x haciendo < , „ , , (c) 

\a-hby-i-cy2-i-dy3-i-...=z v ' 

j / T(a-t-bx-t-cx2-t-dx3-t-...y=ur /,N se tendrá < > , „ , „ <,. r (d) 

y restando la segunda de estas de la primera, tendremos 
ur—zr=(a-hbx-hcx2-hdx3-]-...y—<a-t-by-i-cy2-i-dy3-+...yzj= 

B(x—.y)+C(x2—y2)-i-D(x3—y3)+E(x4—-y4)+&Lc.(e), 

y haciendo lo mismo con las (c) será 

u—z=b(x—y)+c(x2—y2)+d(x3—y3)+e{x4—y4)-i-&c.( f ) , 

y dividiendo una por otra resultará 

ur—zr B(x—y)-hC(x2—y2)+D(x2—y3)-+ E(x4—y 4).+ &c. 

u—z b(x—y)-t-c(ji;2—y¿)~rd(x3—)¿j+t^4—y4^ &e. 

pero como ur—zr es divisible por u—z, y da por quociente 
l¿r— t+Ií«*—*Z-+-U r—3z*-t-...Z'— l-

y ademas los dos te'rminos del quebrado que componen el segundo miem
bro , son divisibles por x—y, resulta que haciendo ¿a división, !a equa
cion se convertirá en ur—J-i-/ír—2z-+ ur~3.z2-t-ur—4„3-i-..,zr—1=.... 

B-+-C(x-+-y)-i-D(x2-hxy-hy2) +-&c. 

b-i-c(x-+-y)-i-d(x2-i-xy-i-y2)-h&i.c. 

Ahora, si hacemos x=y, como en este caso resulta también M=Z, esta 

equacion se convertirá en rur—1 =; • (i). 
u-\ 2t x-t-^dx2-t-Áex3-^-Qcc. 

rur r(a-*-bx-+-cx2-*-dx3-+ & c . ) r 

y como rur—J= = =(a). . 

u a-i-bx-i-LX2-t-ax3+... 

r(J-¡-Bx-hCx2-hDx3-h$ic.) 

a-+-bx-i-cx2-^dx3-^ikc. 
r(J-t-Bx+Cx2-hDx3-+-&c.) B-+-2Cx-4-i>Dx1-\-4Ex3-h&c. 

se tendrá = ; 
a-hbx-hcx2-hdx3-i-dcc. b-t-2cx-h^dx2-i-4ex3-i-éíc. 

ó quitando los denominadores tendremos 
r(A+Bx+Cx2+Dx3+íkc.)(b-+-2cx-i-3dx!1-i-4ex3-h&:c.)== 
(B-i-2 CX-Í-¿DX2-Í-4EX3 -t-&c- )(a-*-bx-t-cx2-i-dx3+&c.) 
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d" ejecutando las multiplicaciones Wdicauas, resultará 
rb.^+-rbBx-hrbC:,2-\-rLDx^.^ raB + 2aCx-hy.J)x2-i- 4cEx3-t-&c. 

-i-¿cAr-i-2rcB + 2 f ( C & o , . ! I •+• ¿£ -+-2¿-C - t -3¿ Z) -+-&c. 
- f -3 / íLi - í -3 / í / />^ í - . -+- ci? +20 C H-&c. 

-*-Are4&-c.) L •+• á U -+-&e. 
é igualando los coeficientes de las potencias homologas de JCv í tendre
mos haciendo desde luego las reducciones donde hay r 

aB=rbA\ 
2aC=(r—í)bB-h2rcA, 
yiD=(r—2)'C-+-(2r—i)cB-+-ydA, 
AaE=.(*-—• 3)¿D-H(jír—e,V'C-+-(3/-— i )dB-4-AerA, 

5ai^=(/'—4)o£-+-( 2 r—3 )c/)-f-(3r— 2 >/C-t-(4r— I )eB^rfA, 

cuya ley se podría traducir en regla; donde se ve que todos los coefi
cientes B,C,D, &c. quedarán determinados luego que A sea conocido; 
pero corno el primer término A expresa el valor del desarrollo quando 
x=o, y aqui la función propuesta (a-i-l/x-t-cx2-\-{kc.y se convierte ta 
este caso en ar, se tendrá A=ar. Substituyendo este valor en las equa
ciones anteriores, despejando los coeficientes B.C,D.E,ikc. y substitu
yéndolos en la serie presupuesta, resulta por último que 

rtr — 1) 
{a+bx+cxi+dx3+&c.y=ar-*-rar—lbx+— ar~2b2xx2 

1x2 
-+-rar—Jc 

r ( r - i ) ( r - 2 ) ^ I . , ) ^ ^ ^ ) 
-* a r ~3¿3XA3 -t-_ i — ar~4b4xx4 

IX2X3X4 

i¿ rtf'-t.) r T j ( V - 2 ) 
-~ar~2bc í -ar—3b*o 1x1 1x2x1 

rar—Hl ^ J: ; 
IXX 

r(r—1) 

ar~2bd 
I X I 

1X2 

T O M . I I . PARTÍ II. 
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r(r—i)( r—2)(r—i)(r—éh 

1x2x3x4x5 
r ( r - i ) ( / - — 2 ) ( r — 3 ) 

H 1 ar~^4ü3e 

1x2x3x1 
H(r—i)(r—2) 

-ar—3b*d 
1x2x1 

r(V—i)(r—2) 
V—3ftc« 

1 X 1 X 2 

r(r— 1) 
•4- ar—*be 

i x i 

I X I 

Moivre fue ej primero que presentó la fórmula precedente, é hizo no-
tai la ley con que se forma cada uno de sus términos; pero como no ten
dremos ocasión de emplearla freqüentemente, no nos detendremos mas 
sobre este punto. Solo observaremos que no hay funciones algebraicas 
que no se puedan desenvolver en serie por medio de las fórmulas an-
terisres; porque las mas generales no podrían ser sino combinaciones 
de monomios ó de polinomios elevados á potencias positivas ó negati
vas, enteras ó fraccionarias. 

Qunndoen el polinomio á que se haya de hacer aplicación falte algún 
término, entonces el coeficiente del homólogo de (a-t-bx-}-cx2-±&c.)r 

se haría igual con cero; así es que si se tratase de elevar á la tercera 
potencia la cantidad Zx-i-¿x3~h2x^ 1 
haríamos en la fórmula a=-o,b=2,dzz=5,e=o.f=7, J r~Z' 
Y sino hubiese variable entonces se haria xzszi , y se tomarían tantas 
letras 0,¿,p&c. de la expresión a-+-bx-\-cx2-\~!kc. 
como términos hubiese , y se igualaría cada una con su término cor
respondiente. 

De la sumacion de las series y de su método inverso. 

460 Quando se tiene una función desenvuelta en serie, se desea te
ner otra función que exprese uno qualquiera de sus términos indepen
diente de los que le precedan ó sigan; á la qual se le da el nombre de 
término general de la serie; porque en él deben estar contenidos todos 
los demás; y como su valor depende del lugar que ocupa dicho término 
en la serie , se dice que término general de una serie es una función del 
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número n de te'rminos, tal que substituyendo por rt un número qv.al-
qnie\a resulta el termino que en IcJserie ocupa el lugar expresado por 
dicho número. También ocurre el querer encontrar otra función que ex
prese la suma de un número qualquiera de términos, i la qual se Je da 
el nombre de término sumatorio; y como este debe depender del nú
mero de los términos, se dice que término sumatorio de una serie es una 
función den tal que substituyendo por n un número qualquiera, resulte 
la suma de tantos términos como unidades tenia n. 

Empezaremos por las series de los números figurados , que son aque
llas en que las unidades de cada uno de sus términos se pueden disponer 
de manera que representen una figura de geometría. 

ce Se han considerado en la Aritmética (dice Pascal) los números de 
» diferentes progresiones, y se lian considerado también los de las 
rt diferentes potencias; pero no se han examinado bastante aquellos de 
w que voy a tratar, aunque son de un grande uso ; y aun ellos no tic-

nen nombre, por lo que me he visto precisado á imponérsele; y como 
?? ya están en uso los de progresión, grado y potencia, me sirvo del de 
?? órdenes. •>•> 

Por lo que llamo números del primer orden á las simples unidades, 
I,I,I,I,I,I,I,I,I,&C. 

Números de segundo orden á los naturales que se forman por la adi
ción de los simples, i,2,3,4,5,6,7,8,9,&<?. 

Números de tercer orden á los que se forman por la adición de los 
naturales que se llaman triangulares , 1,3,6,10,15,21,28,36,&c. 

Numeres del quarto orden aquellos que se forman por la adición de 
los triangulares y que se llaman piramidales, 1,4,1 o,20,35,56,84,&c. 

Números del quinto orden á los que se forman por Ja adición de los 
precedentes, á los que no se les ha dado nombre expreso, y que se po
drían llamar triángulo-triangulares, 1,5,15,35,70,1 26,2 1 o,ckc. 

Números del sexto, del séptimo, del octavo, &c. orden á aquellos que 
se forman por la adición de los precedentes, 

1,6,21,56,&c.; 1,7,28,84,&c.; 1,9,36,120,&c. y así al infinito. 
Pascal se refiere después al triángulo aritmético para explicar esta teoría. 

461 Como las unidades de los números del tercer orden se pueden 
colocar en forma de tirángulo equilátero, y los del quarto en forma 
de pirámide triangular , se les dio por extensión á todas estas series de 
números el nombre de series de números figurados. Pero los números 
triangulares resultan de sumar los términos de una progresión aritmé
tica, cuyo primer término es 1 y la razón i ; y como las unidades de I06 
números que resulten de sumar los términos de una progresión aritmé
tica cuyo primer término es 1 , y la razón 2 , se podrán disponer en for
ma de quadrado; y las de los formados semejantemente por ia suma de 
los términos de otra progresión, cuyo primer término fuese 1 y la ra
zón 3, se podrán disponer en forma de pentágonos regulares; y en ge-
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neral las de los fon-nados por la simia de los Lcrmincs de una pmgre-
sion cuyo primer término es la u.*waad y la rsaim d , se podrán colocar 
de manera que formasen un polígono regalar de r/-t- 2 lados , se les ha 
dado á todas estas series de números los nombres de ¡.luneros puligonos. 

Para convencernos de esta verdad, supongamos en primer lugar que 
BAC (fig. 1 43) sea un triángulo equilátero , y si Jespuct de haber pro
longado indefinidamente dos de los lados AB.,AC de este t r i ángulo , 
se lleva sobre el uno de ellos AM la longitud AB, un número de veces 
indefinido tal c o m o » ; y después por 'os puntos de división se tiran pa
ralelas á BC, cada una de estas paralelas será Jábase de un nuevo trián
gulo equilátero; y los lados de estos triángulos serán respectivamente 
como los números 1,2,3,4,5.../:; de modo que si sobre sus bases se aplica 
AB tantas veces como se pueda, ios extremos de esta recta señalarán 
sobre estas bases un número de puntes superior en una unidad al número 
de veces que la recta Ai» ¿e puede aplicar á el las , es dec i r , dos puntos 
si AB se puede aplicar á eüa una v e z ; tres puntes, si dos; quatro, si 
t res; y en general n puntes , si se ha aplicado «—r vecer. De donde se 
sigue que los números de puntos señalados sobre BC,DE,FG,6cc. 
contando con la uuid.id por primer término^ formarán la progresión 
1,2,3,4,5...//, en la qual 11 expresara el número de puntos señalados só
bre la base indicada por n—1. Pero la suma de esta progresión 

//(/-M-i) I7(M-+-1) 
lis,7.4,í...ncs ; luego representa la suma de un na-

1x2 1x2 
mero de puntos colocado?, como se acaba de decir, sobre la superficie de 
un triángulo equilátero que tenga n puntos soUre su Jado; de donde re
sulta que ios números de ¿a serie x,J,3,. r,5,6...// 

1,356,10,15,2 I . . . . , 
1 X 2 ) 

n(n-hi) 11 / . j 

de que es el término general, se baman números priangularesi 
1X2 

y que se da el nombre de lado de un número triangular al número que 
indica quantos puntos hay sobre él iado del triángulo de que este nú
mero triangular cuenta ios puntos, que 2 por exemplo, es ei iado de 3:3 

«(n-t- i) 

el de 6;4 el de 1 o; y en general n el lado de . 
1x2 

462 En segundo lugar , sea ABOII (fig. 144) un quadrado; y si 
despucs de haber prolongado indefinidamente Í,U diagonal AO,juntamento 
con dos de sus lados contiguos AB,AH, se lleva sobre AN la longitud 
A B un número indefinido de veces //; después por los puntos de división 
se conciben tiradas paralelas á HO; y por los puntos en queestas para
lelas encuentren á AO prolongada, paralelas á O B , se formará una serie 
de quadriláteros ABOH,ACPI,ADGK,AERL,&c. 
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que«serán todos quadrados, porque La semejanza de los triángulos AHO¿ 
A h í ) , por exemplo, da A L : A H : :L*r:rJO: : A R : A O ; 
y la semejanza de los A B O , A E R da A E : A B : : E R : B O : : A R : AO ; 
y como estas dos se ríes de razones iguales tienen común ta túzou A R : A O , 
tendremos A L : A i l : : L R : 1 1 0 : : A E : A B : : E R : i > 0 , 
es decir , que los quatro lados de la lisura A E R E son proporcionales 
con los quatro lados del quadrado A B O U , y por tanto que todos los la
dos de A L 1 1 E son iguales entre sí. Ahora, los ángulos de ABRE son to
dos quatro rectos, pues A pertenece ya á un qr.adrado A B ü i l , los L , E 
lo son por ser correspondientes con los A H Í ) , A B O ; y en fin las dos 
partes que componen el ángulo L R E son iguales á Jas dos paites que 
componen el ángulo B ü i l ; luego dichos qiutfdi iláteros son quadrados. 
Y pues que los Ja ios de e^tos quadiados sigm-n la progresión de Jos 
números 1,2,3,4,5.../*, resulta q-ue si sobre ios lados de estos quadrados, 
que están dentio del ángulo G A N , se lleva A B cantos veces como se 
pueda , los extremos de esta recta señalarán sobre cada uno de estos la
dos un número de puntos superior en la unid: d al número de veces que 
se hoya podido aplicar; y si se pone el punto A por primes término de 
los números respectivos de puntos que se encuentren señalados sobre uno 
délos lados dedichos quadiados , estos números de puntos formarán la 
progresión 1,2,3,4,5,6x10.«in, en la qual n representará el número de 
puntos señalados sobre el lado del quadrado expresado por n — 1. 

En fin, si se reúnen los puntos de los dos lados de estos quadrados que 
están dentro cTel ángulo G A N , se tendía para cada unodeestos pares de 
lados dos veces tanto.? puntos nvmos uno como \\?,y sobre uno solo de los 
Indos; y la progresión de los puntos sobre estos dos lados juntos con el 
punto Á por primer término , será la de los números 

^8 ,3 ,4 ,5 n 
lU?&?4 (2«— 1), 

. , [JH-(2/Í— i)}n 2n2 

pero la suma de esta progresión es '• = ==M* , 
2 2 

luego n- representa la suma de lo? puntos colocados como se acaba de ex
plicar sobre la superficie de un quadrado, cuyo lado tiene n punto*; de 
donde resulta que .os n iune .os de la serie 1,4,9,10,25....n 2 

se han llamado númer-js q ladradví. y que se ha dado el nombre de lado 
al número» que indica quantos puiuo ¿encuent ran señalados sobre el 
lado de! quadrado qu- éontteiíé en su superficie n 2 ; que en particular se-
ha dado á 2 el nombre de lado de 4 ; á 3él nombre de lado de 9 ; á 4 el 
nombre de lado e i o , &é. 

463 Sea en tercer jugar; A B C J ) E (fig. 145) un pentágono regular, y si 
t 'fspuesde haber pro'mmrado indi-tinidamente sus dos diagonales A C , A ] ) 
jut tameute con A B , A L dos de sus Jados contiguos, se l leva sobre A Y 
la longitud A B , un número de veces indefinido /* , d&dé les pun-

{ 
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tos de división se tiran paralelas á E D , y desde los puntos en que estas 
paralelas encuentren á A X , paralikis á D C , y en fin desde los pantos 
en que estas segundas paralelas encuentren á A V paralelas á C B , se for
mará una serie de pentágonos A F G H I , A K L M N , A P Q R S , A T V X Y , & c . 
que serán todos regulares por razones análogas á Jas dadas [462 j . 

Esto supuesto, si sobre ios lados de los pentágonos regulares de esta 
serie, que están dentro del ángulo T A Y se l leva A B , tantas veces como 
se pueda i los extremos de esta recta señalarán sobre cada uno de estos tres 
lados un número de punt-s superior en la unidad al número de vecen 
que se pueda aplicar á ella ; y si se pone el punto A por principio de 
los números respectivos de puntos que se encuentren señalados sobre el 
uno de los lados de dichos pentágonos, estos números de puntos segui
rán la progresión de ios números 1,2,3,4,5....//,en la que / , representa el 
número de puntos señalados sobre el lado del pentágono, cuyo lado 
equivale á n—1 veces el A B . Y si se reúnen los puntos de los tres lados 
de estos pentágonos que están dentro del ángulo T A Y , se tendrá sobre 
cada una de estas colecciones de tres lados , tres veces tantos puntos 
menos dos como se encuentren sobre cada uno de los lados así asocia
dos ; puesto que los puntos sobre las prolongaciones de las diagonales 
A G , A D no se deben contar dos veces. De donde se sigue que la progre
sión de los puntos sobre estas colecciones de á tres Jados será la de los 
números 1,4,7,10,13,16....3/1—2. 

. n (3/1—i)n 
Pero la suma de esta progresión es (1-1-3/1—2)— = — ; 

(3«-r*> , , , 3 ' í 2 , 
] u e c r o • v-> representa la suma de los puntos que están colocados so-

1x2 
bre la superficie de un pentágono regular, que tiene n puntos sobre su 

(3»— i )n 
l a d o ; por lo qual los números de la serie 1,5,12,22,35,51.... 

1 X 2 
han tomado el nombre de números pentagonales$ y que relativamente 
á cada número pentagonal — , se ha dado el nombre de lado al nú-

1x2 
mero n que indica quantos puntos hay señalados sobre el lado del pen-

(3//— \)n 
tágono, que tiene • — puntos en su superficie; que en particular se 

1x2 
ha dicho que 2 es el lado del 553 el de 12:4 el de 2 2 ,&c. 

4 6 4 Sea ahora en general A B C D E . . . (fig. 146) un polígono regular 
de m lados; y si después de haber prolongado tanto los lados A B , A F 
al rededor de uno de los ángulos de este pol ígono, como las diagonales 
que se pueden tirar en él desde el punto A , se aplica A B sobre A Y un 
número n de veces indefinido : desde los puntos de división se tiran para
lelas á F E , después por los puntos en que estas paralelas encuentran á la 
prolongación de A E , paralelas á E D ; y desde los puntos en que estas se-
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gundas encuentran á la proíongacion^de AD, paralelas á DC, y asísuce-
sivainente hasta que desde los punto/en que las paralelas encuentran al 
último de los lados del polígono A B C D E . . . , que están comprendidos en 
el ángulo B A F , se formará una serie de polígonos regulares del mismo 
nombre que A B C D . . . , como se puede probar por las mismas conside
raciones que lo han establecido en el caso particular del quadrado, pen
tágono, & c , y las figuras A B G D E F , A G H Í K L . . . . , A M i N P Q R . . . . , 

ASTVXY.. . . ,&c. serán una serie de polígonos regulares de m lados. 
Esto supuesto, si sobre los m—t lados de los polígonos de esta serie, 

que están dentro del ángulo B A F , se lleva A B tantas veces como se pueda: 
los extremos de esta recta señalarán sobre cada uno de estos lados un 
número de puntos superior en la unidad al número de veces que esta se 
haya podido aplicar á ellas; y si se pone el punto A por primer término 
de los puntos que se encuentren respectivamente señalados sobre el Jado 
de dichos polígonos, estos puntos seguirán la progresión 1 , 2 , 3 , 4 , 5 H, 
en la qual n representa el número de puntos señalados sobre el lado del 
f n — 1 } polígono. En fin, si se reúnen los puntos de los m—2 lados de 
estos polígonos, que están dentro del ángulo B A F , se tendrá sobre cada 
una de estas colecciones de m—2 lados, m—2 veces tantos puntos me
nos m—3 puntos, como haya sobre uno de los lados así asociados; por
que los puntos sobre las prolongaciones de Jas m—3 diagonales, que se 
pueden tirar desde el vértice del ángulo A en el polígono A B C D E . . . 

no se deben contar dos veces ; y la progresión de los puntos sobre estas 
colecciones de lados, será la de los números 

1, . . . 2 3 n 
2)2— ( / « - — 3 ) , ( / M — 2 ) 3 — O — 3 ) , . . . . ( I H — % ) n — (m—3), 

progresión aritmética creciente cuya diferencia es m—2, y cuya suma es 

[{m—2)n-(m~ 3 ) + i ] — = - '- i ¿ L . 
2 1X2 

(m—2)n*—(m—á)n 
De modo que 1 L. es la suma de los puntos colocados, 

1X2 

como se acaba de decir, sobre la superficie de un polígono regular de m 
lados, que contiene n puntos sobre su Jado; de donde resulta que á los 
números que pertenecen á las series cuyo término general es 
(m—2)n2—(m—4)71 
• se les ha dado el nombre genérico de números poli-

1x2 & r 

gonales ó números polígonos; y que en particular se han llamado números 

* • * / , , . . , (m—2)»2—(m—A)n 

triangulares a los que se derivan de la formula - - - - , 
1X2 

quando se hace en ella w / = 3 ; números quadrados á los que resultan de 
esta formula quando se hace en ella m=4; números pentagonales í loa 
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que se derivan de e l la , haciendo m=¿; números exagonales i los^que 
se derivan haciendo en ella m—dQ*y así sucesivamente. * 

r, r . i í . . (m—z)n*—(m—4)n 
En electo, quanao m~¿, la expresión general - » 

I X 2 
,n~+n n(n+-i) 

se reduce a = — que es la forma que hemos hallado antes, 
1 X 2 1 X 2 1 

Quando w — 4 , la misma expresión general toma esta forma particu
l a r / . 2 , que es la que habíamos haiiado para los números quadrados. 

Quando r;i—5 , la misma expresión toma esta forma 

2?j2—n (~>n—i)n 1 * 
'< que era la que habíamos hallado para los números 

1x2 1x2 

pentagonales. Luego, continuando y haciendo m=6, la expresión genc-

Am—2)n2—(¡,i— 4,n . , , - 1 , 1 , 
ral 1 se deberá convertir en la de los números exago. 

i x * ' , " : ' ••'•> «fnvíovp 
ÁH2— 211 . i i . , ' 1 

nales = 2n2—nzimhin—1), en la qual substituyendo por n los 
1x2 

números 1 ,2 , 3 ,4 ,5&c. se obtiene la serie de los números exagonales 
1,6,15,28,45&C. que 110 es otra cosa que la serie de aquellos números 

1 1 / n( rc-f-i) 
triangulares que responden a lados impares ; porque si en — , 

formula general de los números triangulares se hace n=2k—1, número 
/ o j \ o 

impar , se convierte en esta i —(2&— i)k, que coincide con 

(2n—i)tlformula general de los números exagonales. 

465 Así como de la suma de los números triangulares resultan los 
que se llaman propiamente piramidales; así también podemos en gene
ral considerar números piramidales de una base qualquiera j por lo que 
si la base es un pentágono, 6 la serie de los números de cuya suma re
sulta es la de los números pentagonales, tendremos que la serie se po
drá llamar de números primeros pentágono-piramidales-, y luego á la 
serie que se originase de esta , serie de números segundos pentágono-pi~ 
ramidales, y así sucesivamente. 

Entendido esto, pasemos á manifestar como se hallan los términos 
sumatorios de todas estas series; pero lo haremos por un método gene
ral que se extienda á todas las series, cuyo término general sea una fun
ción racional y entera del número de sus términos. 

Supongamos que se tenga esta progresión aritmética a.b.c.d...kl. 
Si se eleva cada uno de sus términos á la potencia m, se tendrá la serie 

am,b™,c™,d™ km,l™ 
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cuya -suisaa queremos encontrar, d^manera que lo que se busca es el va-
lorMe añ-i-'b™-hcm-hd™-i-...km-hlm. 
siendo m un número entero posiúJo. Por la naturaleza de la progre
sión, se tiene que" un término qualquiera se compone del anterior mas 
la razón d diferencia; luego si llamamos S la diferencia tendremos: 

Z)=a-4-B,C=¿+b,rf=:C-4-5, /=&H-B. 

Elevando ala potencia m cada una de estas equaciones, tendremos 
m(m — i) ' m(m— i)(m—2) 

bm=am-t-mam—ll-i am~2l2-\ xam~ 3B3-H&C 
1x2 1x2x3 

mlm— 1 ) ; ' mlm—i)(m—2) 
C W Í — ¿ m + m ¿ « í — i^-j- Z¿ ¡jm 2 o 2 H X ¿ m ~ 3 S 3 - 4 - & C . 

1x2 1 x 2 x 3 
m(m—1) m(m—i)(m—z) 

4m—cm^mcm—i^ ; Lcm—2$2H ; í -Xc*n—3$3-*-&c. 
1x2 1 x 2 x 3 

m(m—1) m(m—i)(m—2) . 
| B = ^ i + M l t f f l - i S + _ , fcm—2$2_f_ _J ^ -Xk™—3l3-h&:c. 

1X2 1X2X3 
m 

que sumando ordenadamente será bm-i-cm-i-dm-i-...lm=am-i— am—*$•+-&. 
i 

m m i m , s _ 
.+.£f»H ¿m—i$_ i_& c._ {_ c»J_H _ c w — iS + & c - - f - . . . .H- fe» í H fcfB—I$H-&c. 

I I I 
y como en ambos miembros son comunes todas las potencias de 
¿,c,rf,...fe,¿kc. esto es, la potencia m de todos los términos de la progre
sión menos el último y el primero; que el primero no se halla sino en el 
segundo miembro, y el último se halla solamente en el primero, resulta 
que borrando de ambos miembros las cantidades comunes ¿M,*:'m,&c. y 
pasando a™ al primer miembro tendremos: 
. m mlm—1) mlm—i)lm— 2) 
lm—am—— am— i $ H i ' am—2$2H ^ il, í atn—3$3&. 

1 1x2 1x2x3 
. m(m—i) mlm—1 ){m—i) \ 

H ¿«—i$-t- —1 ' ¿WÍ—2S2-+. _ i íá í bm—3$3-f&c 
I iX2 1X2X3 
«2 m(m—i) m(m—x)(m—<¿) 

H e m—ií + _J: í t . m _ 2 S 2 _ h __V _ Lcm—3B3-4-&C... 
I 1X2 1X2X3 
w mlm— 1) m(m—i)(m—2) 

H A ^ — i ^ - J _ _ ^« i—2524 . _ J 3B3-f-&C. 
1 1X2 1X2X3 

y ordenando con relación á* las potencias de la diferencia ó razort de la 
ni 

progresión 5, sera l™—am=. — B(a*»—i-t-¿m—t-f-c"1— I-t-...-t-fem— *)+... 

G foMO I I . P A R T E I I . 
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m(m-i') • . 
_J J l2/am—z+lm—2+cm—^...^-Lra—2)+,,.. > 

ixa 0 ' 
m(m—j)(m—2) , . 

...... / v - S 3 ( a « — 3 - f - c » » — 3 + ..-i-fc'»—3)+&c..(A)*. 
1x2x3 

Hagamos ahora para mayor sencillez: 
a -H& -t-c -hd -4-...fe -+-Z = r S 1 T 

a2-í-/»2-Fc2-t-íZ2-f-...fe3-t-/2=52, 
a3 H-¿>3-t-c3+¿/3-+-... &3-t-/3=<S3 , 

y se tendrá 

a--i-¿2-t-c2-t-d2-f-... H - f e 2 = i S 2 — Z 2 , 

am-hbm-{-cm-t-...-i-km=S:

m — 
y substituyendo estos valores en la equacion (A) se convertirá en 

m m(m—1) 
¡m _ am— — y S m i ) ^ _1 l2x(Sm — z—¡m~ 2 ) - K . . . 

1 1 X 2 -

2 £ y &3x(5« ,_ . ,—í«—3)H-&C. ...(B). 
I.X2X3 

Este resultado contiene una cierta relación entre las diversas sumas 
S¡,S-2,S.3.....&m i. de las potencias de los términos de una progresión 
aritmética, y hará conocer la ultima quando las otras sean dadas. 

Supongamos, primero m=i,- y se tendrá l—a=S(iS0—¿°)(C); 
Pero S0=a°-i-b0~hc0-i-d0-h...k0-hl0= i-t-i-t-i-Hi-f-... 1-+-i=».y Z ° = 1 

luego se tendrá Z — — 1 ) S ( D ) ó l=a-h(¡i— 
Ie> que se sabia y a ; pues quiere decir que-el término Z se compone del 
primero a mas tantas veces la razón como términos hay antes de él. 

Supongamos ahora »z==2, y se tendrá l2—a2=2S(iS1—Z).+S2(<S0—Z°), 

y substituyendo en vez de SQ—Io su valor —— sacado de la equacion 

( G ) se hallará Z 2 —a 2 =2S(5 I —Z)-t-3(Z—fl)=aSiS I —2o/- t -SZ—Sa ; 

V—aZ+U-hla {L-*-á)(I—a)-+-l(l-ha\ (l—a^)(.l-ha) 
de donde o r = r = — ? = r i 

2 0- 20 20 

y como si efectuamos la multiplicación indicada en la equacion ( D ) re
sulta Z—-a==»$—S ó £—a-{-l=nl , 

n(l-+-a) 
substituyendo este valor en el de o, será Sj=; • , 
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qLve es lo* mismo que se sacd para la suma de una progresión aritmética 
cuyo primer término es a , el último / , y n el número de los términos. cuyo primer 
Lasuposicion de « = 3 dará /3—a3=^í(S 2 — / s )+3l«(.S X — / ) H - Í 3 ( S 0 ~ ¿ ° ) . 

Substituyendo en esta equacion en vez de 5 0 — Z ° , y S j - Í 
Z_o Z2—a2—o(Z—a) 

sus valores — 1 j hallados antes, se convertirá ea 
5 £0 

6S(5 2 _^)+3o(/ 2 —a 2 )—o 2 (Z—a) 
Zs—a3= > 

2 
que executando las operaciones indicadas y despejando S2 da 

6o/*-4-2(Z3—a3)— 3B(/*—a»)H-&2(7— a ) _ 

2(Z3—a3)-t-3$(Z2-*-02)-+-$2(Z—a) 
_ , 

y puede servir para hallar la suma de los quadrados de la serie de los 
números naturales. Para esto supongamos a= i ,o==i ; 
y como el último término es entonces igual con el número de los tér
minos , se hará Z—# , 
y substituyendo resultará 

2(rc3—I)H-3(" 2 -* - I )~F_('Z—O n(/i-4-i)(2»H-i). 
S2=z . = 

1X2X3 1x2x3 
La suma de los cubos de un número n de términos de la serie de los 

números naturales, correspondería i las hipótesis de / » = 4 , a = i ,$=i , 
w4-|-2«3-4-«2 n2(n^-ij2 

y se hallaría o 3 = = —i L-j 
del mismo modo podríamos hallar para las demás series. 

466 Volvamos á tomar las dos formulas 

2 

Si se h a c e a = i , y se substituye en vez de l su valor correspondiente 

en la segunda formula, se obtendrá5 I = =|[2 +(n—i)S]n=n+— (n— 

ahora se tendrá haciendo sucesivamente 

1x2 1x2 
1 . o 

B=2. . . .5j=« 2

 m 2 . 9 

i=3.. . .«S.=ii+f ( « 2 — « ) = = - 1 2 : 
1x2 1x2 á 
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8=4... .£ I=n-t-2(« 3—«)=2« 2—n=n(2n—i) 4. 0 / 

c s r •> \ 5 " 2 * 3 " »(5»—3) o 1 

S=5 . . . . 5 í =»-h f (n 2 —«)= = 5 . 0 

2 1x2 
& c . & c . & c . 

Si c n ( i . ° ) se hace sucesivamente ra=i,=2,=3,=4,=&c. 
se tendrá la serie de los números triangulares 1,3,6,10,15,&c. 
La fórmula (2. 0; da en el mismo supuesto la serie 1 ,4 ,0 ,16,25,36,4Q,&C. 
que es la de los quadranguiares d quadrados. 
La fórmula (3. 0; da la sene de los números llamados pentagonales, &c. 
La formula (B) puede servir también para encontrar la suma de un 
número qualquiera de términos de una serie, <myo término general está 
expresado por potencias enteras y positivas del número de los términos. 

En efecto, supongamos que el término general de una serie sea anP 
siendo a un coeficiente conocido, n el número de los términos y p un 
número entero y posit ivo; la serie será aiP-hazP-t-a^P-ha.\PunP 
pues que cada término se debe deducir del término general , haciendo 
en él sucesivamente ra=i,=2,=3,=4,=.-&c., luego la suma será 

a( t P-\-zP+2)P-t-AP-+-...nP)=aSí,, 

y como por la fórmula (B) se puede siempre encontrar el valor de r3<,, 
se tendrá resuelta la qüestion. Si el término general fuese anP^-bnl, 
cada término de la serie á que pertenecería, se compondría de la suma 
d e los términos que ocupan el mismo lugar en las dos series que tubie-
sén cada una por término general anP y bnl\ pero la suma de los tér
minos de la i . a serie es aSp* y la de los términos de la 2 . a es bSi, 
luego la suma de los términos de la serie propuesta seria aS» -*-hSj ; 
y en general si el término general de una se rie fuese anP-i-bn1-i-cnr-+ & c . 
la suma de los términos de esta serie, seriaaSp'r-fbS^-t-c£Y-H&e. 
¡SM por exemplo la serie 1,2,3,4,5,6,7,3.1;, n-
siendo n el término general, la suma de todos los términos será =SI . 

n(l-hu) 
pero la fórmula (E)da como ya se ha visto £ 1 = — , 

2 
n(n-hi) 

luego en esta será la suma = , puesto que a = i , y n=L 
2 

n( n-\-1) 
Sea la serie 1,3,6,10...... , 

5PJrj. . 
n'n-hi) »a » 

pues que se tiene por expresión del término general — = t » 
2 2 2 

,$z &i , C2«3-r-6w2-t-4n) n3-i-3«a-f-2n 

la suma sera — -t- — = i — = . 

2 2 1x2x3 o 



V 
DE LAS NCICNES. 53 

V n(n-+-i)(ii-h2) 

1x2x3 
Sea por ultimo exemplo la serie 1, -10,20. 

ra(n-t-i )(«-*-2) 
cuyo término general es 

1x2x3 

Se encontrará para la suma de un numero n de términos 

=3 i «3 - i - | na+ | /2 . 

Mi 
6 

25, 
~6~ 

n4-i- 6n3-\-i in2-h6n n(n-+-i)(7i-f-2)'//-j-3)' 

6x4 iX2x; 

467 No pondremos fin á estas investigaciones sin manifestar una de 
las importantes aplicaciones que tiene esta teoría de los números figura
dos en las plazas fortificadas y en los parques de artillería : donde en 
general se conservan las balas en pilas, cuyas bases son regularmente un 
triángulo, un quadrado ó un rectángulo, y conviene hallar el número de 
balas de toda la pila por el número de balas que hay en los lados de 
la base; por lo que nos detendremos algo sobre este punto. 

En esta qüestion hsy dos casos que considerar; por
que ó la pila es quadrangular, quando su base ó su pri
mera capa tiene quatro lados; ó triangular quando no 
tiene sino tres. Para la pila quadrangular (A) habiendo 
supuesto el menor número de esferas, balas, ¿sfc. ó el me
nor lado de la base = a , y el mayor = b , la expi esion ó 
la fórmula general de todas las esferas- contenidas en 0000000000 
la pila será „ , 

* 3«
 2h—aS-h^an-i-a 

A 
00000 

c o o c o o 

0000000 
00000000 

000000000 

Para demostrarlo observaremos que una pila tal como la señalada en 
A, vista por lo exterior, se compone de cierto número de capas en que 
los lados de la superior contienen una esfera menos que los de Ja inme
diata inferior; po?que enire cada dos balas de la inferior se coloca una 
de la superior, de manera que estas capas estarán representadas por las 
figurjis''B,C,D,E,F 

B 
oooooocooo 
0000000000 
0000000000 
0000000000 
0000000000 

b 

G 
000000000 
000000000 
000000000 
ooocooooo 

¿ - I 

D 
00000000. 
00000000 
ooooecoo 

¿ — 2 

E 
0000000 
0000000 

¿ ~ 3 

F 
000000 

L-4 

y tendremos que el valor de estas capas será respectivamente como se 
ve en (A) en la página siguiente ; 
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E 1 número de capas es siem- (A) f 
pre igual al menor número a, I g=ab =̂ =a¿3 ( 

porque si en este exemplo II—(a—1)(¿—i)=ab—i(a-+-//)-t-r 
# = 5 , se tendrá ¿z—5=o; asi, III=.(a—z)(b—2)=ab—2(a-t-¿J-f-4 
las capas se a c a b a n en el quinto IV=(a— 3 )(ó—¿)=ab— 3 (rt-f-¿)-+-o, 
(a—4){b—4). Luego pues que V =(a—4)(¿—4)=ab—4(a-í-¿)-i-i 6 
cada una contiene al rectán
gulo (ab) habrá tantos rectángulos como capas. Por consiguiente para 
tener la suma de todos estos rectángulos es necesario multiplicar (ab) 
por el menor número a ; así, en todos los casos posibles, se tendrá Ja 
suma de los primeros términos de todas las capas =a2b. 

Los coeficientes de los 2°s. términos forman la progresión aritmética dfe 
los números naturales. El menor término es—;, el mayor—«•—1 (pues 
que en la 1 . a capa no le hay ) y el número de los términos es también—a— 1 
luego la suma de esta progresión ó la délos coeficientes délos 2 0 < f. términos 

a2—a 

cs= ; mudando los signos porque estos términos son negativos, 
8 

—a2-ha 
viene para la suma de los coeficientes ,1a qual multiplicada por 

2 

(a-i-b) da la suma de los segundos términos 

—a2A-a —a3—a 2 b-{-a 2 -\-ab 
— (<I-H&)= . 

2 2 

Los últimos términos 1 ,4,9, i6,&c. s o n ^ o s quadrados de la progre
sión de los números naturales cuyo primer término=i,y el último=a—1, 
pues que en la primera capa no le hay; así la suma de estos quadrados es 

2a3—3«2-f-rt 
también la de los últimos términoszz —< 

6 
Y reuniendo todas estas sumas tendremos, después de reducidas á un co
mún denominador y Jiechas las simpJificaciones convenientes, la fór
mula enunciada para la pila quadrangular. 

2rt3~j-3a 2-t-a 
Ahora, si a=b la fórmula se convierte en ; 

6 
en cuyo caso La pila se presenta baxo la figura de una pirámide qua
drangular, cuya base es un quadrado; así como también lo son todas 
sus capas",'de las quales la última ó mas alta no tiene sino una bala ; por 
lo que está contenida en una sola fórmula la investigación del número 
de las balas contenidas en estas dos pilas, aunque parezcan muydiferen-
¿es; pues que la primera es una pirámide truncada, y la última no es 
ino una pirámide. 

4Ó8 Para encontrar el número de balas contenidas en una pila trian* 
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guiar tal como G, debemos usar de la fórmula • , C o 

suponiendo que a sea el lado de la base oooo 
Para probarlo , observaremos que esta pila se compone de Q Q Q Q Q ¡ 

un cierto número de capas triangulares equiláteras, puestas 
las unas sobre las otras; cada capase compone de ciertas filas de esferas 
que forman una progresión aritmética de los números naturales; por lo 
que cada capa es la suma de esta progresión cuyo menor término es 3=1, 
y el mayor es el número de las balas contenidas en la mayor fila ó lado 
de esta capa. La mayor fila de una capa superior tiene una esfera me
nos que la mayor de la capa inmediatamente inferior, como se presenta 
á los sentidos en las figuras G,H,I,J,K, 

c o O "O o 
oo oo oo oo a—4 

G ooo H ooo I ooo J a—3 K 
OOQO 0000 a—2 

00000 a—1 
a 

que representan estas capas, y puestas las unas sóbrelas otras fórm¿fi* 
la pila. 

Esto supuesto, pues que la mayor fila de la capa mas inferior, d el 
mayor término de la progresión aritmética contenido en esta capa, es 
= a , y el menor = 1 , se tiene la suma de esta progresión d el valor de 

T i u'v-ij , a2-ha 
la capa inferior a todas = . 

2 
La mayor fila de la segunda capa siendo —a—r, la del tercero =a—2 ,' 
la delquarto=a—3, &c. resulta, substituyendo sucesivamente para cada 

- capa ne lugar de a estas cantidades que el valor de cada capa será res
pectivamente 

a"-f-a a2—a a2—ia-t-2 á2—za-\-6 a2—y^-f-ic 
— ~ ' — ' 3 — ? 4 — •>' 5 — 

2 2 2 2 2 

Este número de capas es siempre =a: porque siendo la mayor fila de 
la primera eapa=a , la de la segunda —a—1, la de l a 3 . a = a — 2 , & c . 
si en este exemplo « = 5 , se tendrá a—5=0. Por lo que la pila acaba 
en la capa donde hay a—4 que es la quinta, y donde no hay ya sino 
una bala. Luego pues que cada capa contiene al quadrado a 2 , habrá 
tantos quadrados como capas. Por consiguiente para tener la suma de 
todos e¿tos- quadrados será necesario multiplicar a2 por a; así, en todos 
i - i /

 1 a3 
los- casos posibles se tendrá le suma de los primeros términos = — . 

Todos los coeficientes de los numeradores de los segundos términos 
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negativos — •—, , ,— —&c. formando la progresión de 
2 2 2 % 

los números impares i , 3 , 5 , 7 , & c . cuyo número de términos ~a—i, pues 
que en la primera capa no hay coeficiente negativo, esta suma es 

(i-f-2¿z—3 Ya— i ) 
V ^ J=(a— i ) 2 = a 2 — z a - h i ; 

„ 2 b ¡ijhpfíiths hbhwrJl &au'fmmtiñ 6ua 
ó mudando los signos á causa de que estos coeficientes son negativos, 
multiplicando por a y dividiendo por 2, la suma de todos los segundos 

— a 2 - í - 2 a — r 
términos negativos es = xa, á la qual añadiendo también 

2 
a —a 2-t-2a—i a —a3n-2a 2 

el i.er término positivo — , resulta xa-i = . 
2 2 2 2 

Los últimos términos •§, £ , & c . d i , 3 , 6 , & c . forman una progresión 
de los números triangulares, cuyo número de términos —a—23 poique en 
las dos primeras capas no los hay. Así , la suma de los terceros ó últimos 

a3—3a2H-2a 
términos = • . 

6 

Luego sumando tendremos que la suma de todas las balas contenidas en 
a3-+-3a2-t-2a 

la pila triangular estará representada por la formula . 
6 

4 6 9 En las series recurrentes también ocurren estas dos qüestiones: 
i . a Dada unaserie recurrente y la escala de relación, encontrar la frac
ción racional generatriz, y la suma de un número qualquiera de términos 
de dicha serie; y 2 a : determinar la expresión de un término qu J quiera 
indepedientemente de los que le preceden , ó el término general. 

Dada la escala de relación el denominador de la fracción generatriz 
es conocido [ § 4 4 6 ] ; luego para resolver la qüestion primera no hay 
mas que determinar el numerador, 

Sea pues la serie propuesta A-t-Bx-i-Cx:t-hDx3-i-Ex4-i-6¿c. 
cuya escala de relación sea a'—b'-t-c-'—d'; 
el denominador de la fracción generatriz será 1—a'x-\-h'x 2—c /x3+d /x4, 
y como sabemos [§ 447] que el numerador lo menos ha de ser inferior 
en una dimensión al denominador, resulta que aicho numerador tendrá 

a-hbx-hcx 2-t-dx3 
esta forma : a-hbx-i-cx2-i-dx3, luego será • — ;— = 

& 1— a'x-t-b'x~—c'x3-A~d'x4 
A-hBx-hCxz-i-Dx3-i-Ex4-h&iC. 
ó quitando el divisor a-t-bx-i-cx2-t-dx3=:A-4-Bx -4-Cx2 -t-DxS-H&c, 

—Aa'—Ba'—Ca' — & c . 
-hAb'-i-Bb' -*-&c. 

—Ac' — &c. 
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y comparando los coeficientes de les términos homólogos tendremos 

a=A,h=B—Aa\c=C—Ba-r-Ab\d—D—a'C+b'B—u'A, 
luego la fracción generatriz pedida será 

A-\-(B—a'A)x-h(C—a/B+b'A)x2-i-(D—a'C-i-b'B—c'A)x3 
i —a'x-hb'x2—c'x3-+-d'x4 

Ahora, para hallar la suma de una serie recurrente continuada hasta 
un término dado, procederemos de este modo. Supongamos que se desee 
encontrar la suma de la serie propuesta hasta el término Pxn inclus ive; 
para esto haremos S/=/l-hBx-i-Cx2-hDx3-i-6íc....Px* 
como la suma S de esta serie prolongada al infinito es conocida, bus
quemos la de los términos que siguen desde el últ imo Pxn al infinito 
que supondremos 

y como la suma de esta serie que está dentro del paréntesis guarda la 
misma escala de relación que la A-hBx-i-&c. porque los coeficientes 
A,B,$tc..,Q,/?,&c. son de una misma serie, tendremos que su suma será 

Q+(R—a'Q)x+(S—a'R-i-!/Q)x2-t-(T-a,S-hl/R—c'Q^x3 

i —a 'x -h b' x 2—c 'x3 4- d' x 4 
luego 
s,/_xMQ+(R~a'Q)x+(S^a,R-^l/Q)x^(T—a,S^b,R—c/Q)x3_ 

i —a'x-hb'x2—c'xS-é-d'xA 

i—a'x-i-b'x2—crx3~i-d'x4 
y la suma pedida será 

Ñ/_q_s,,_A+(B-a'A)x-i-(C—a'B-i-l/A)x2-i-(D—a'C-i-b'B—c'A)x3 

i —a'x-i-b'x2—c'x3 +-d'x4 

Qx»+^(R^a,Q)xn^2+(S^g,R+b,Q)x^3+(T—afS-hb/R—c/Q)x^4 

i —a'x-i-J/x2—c'x3+d'x4 
Del mismo modo se procedería para encontrar la fracción generatriz 

quando la escala de relación se componga de mayor número de términos. 
Hagamos algunas aplicaciones y sea por exemplo la serie 

i-i-8x-i-2fx2-t-64x3-i-i 2 5*4-f-&c. 
cuya escala de relación es 4—6+4—1, 
el denominador será por consiguiente 1—4x-h6x2—4X3-Í-X4=(I—x)4 
se hallará a—1,¿—8—4=4,0^27—324-6 = 1,0=64—1084-48—4=0, 
y por consiguiente 1-+-4X-Í-X2 será el numerador. 

T . „ . I-Í-4X-Í-X2 1-4- 4^4- X2 

.Luego la tracción generatriz será = . 
1—4x~h6x 2—4x34- x4 (1—x)4 

Sea por segundo exemplo la serie 
1— éx-i-iax2— 48x3+120x4—408*54-1128X6— T,y/6x?-h&:c. 

H 1 Ü M O I I . P A 1 U E I I . 
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cuja escala de relación es — 1 - + - 6 ; 
el denominador de la fracción será i C . - x — 6 x 2 , 

y después se hallará a~i,h——5,0=0; luego 
i - t -x—6x 2 

representará la fracción de que la serie propuesta es el desarrollo; y 
1 —$x-\~4o8x5—720 .X- 6 

i-i-¿x— 6x2 

será la suma de los cinco primeros términos de esta serie. 
Lo que precede supcríe que la serie propuesta está ordenada según las 

poteucías de una misma cantidad x ; si se tubiese la serie numérica 
1—Ó-1-12—48-4-12O., 

£C tomaría en su lugar la siguiente: 1—6x-f-i2x 2—48x3~f-&c. 
que se convierte en i a. serie propuesta haciendo x=i. 

470 Ocupémonos ahora de la investigación del término general., 
a 1 • 

Consideremos primero la fracción racional = a x -• . 
1 —ax 1 — a * 

I>i serie de su desarrollo es a[i+ax-t-a2x2-+-a3x3-t-...,a» W—1) 
* U J o término general es aan—lxn—J. 

a-h bx-t-cxz-i-dxo-i-tkc. 
Si la fracción fuese —• . •— 

l.—ax—oí 2—7*3—~8x4—ckc. 
como tenemos medios de descomponerla en fracciones simples [ § 437 

a 
y siguientes ] de esta forma 7 - , 

1 — a . x 
tendremos que 
a • -hx-hcx2 4-¿ix3-+-&c. a a' a" a'n 

H j - 1 v &c. 1 — ax—So.2—7x3—Bx4—&. 1—ax 1—a'x \—a"x 
a 

y corno '=a(t-bax-i-a 2 x 2 +a3x3-h, . . ,a«—ix»— r - t-&c.) 
1 —ax 

a' 
~~ —a'(i 4-a Ax-W 2x 2+a /3x3+....a'«—»•*«— i-+-&c.) 1 —a x 

a 

1 — a x 
.tu 

a 
ni 

i—oJ"x U 

a'X 1 -+-a / /x-¡-a' / 2x 2-+-a / /3x3-i-„.,a , /«— Jx«—i-t-ckc.) 

(1 W " x - K a / / / 2 x 2 - i - y / " 3 j c 3 4-....a'"a— rx«—*-i-&c.) 

resulte q u e si s u m a m o s todos los términos generales de las series rom-
ponentes, y llamamos k al coeficiente de d 'cho término, tendremos 
kx*r- l^aoí" — Jx* ~ I -i-a V " — Jx«—l+a "<j."n—

 ! x«— *-4-

471 Hasta aqui todo lo que hemos hecho se reduce á dada una füa-
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cion, desenvolverla en una serie 3 pero en muchas ocasiones conviene 
lúdlar el valor déla variable en uuwse¡¿e ordenada por las potencias de 
la misma función ; á esta segundadoüestion se ie ha dado ei nombre de 

a 
método inverso de las series. Y así, quando [ § 4 4 3 ] dada la función 

a—x 
x x2 x3 x4 x¿ 

la desenvolvimos en la serie n — - 4 ¡ ) 1 h & c . , 
a a2 a 3 (¿4 ¿¿5 

procedimos por el método directo de las series; si ahora tratásemos de sa-
care l valordev%-en valoresde , procederíamos por el mismo método 

a—x 
analítico, usando délos coeficientes indeterminados; por lo que pasando el 
término constante 1 al primer miembro, y haciendo para mayor sencillez 

i = z , todo estara reducido a encontrar x en valoresde z en la 
a—x 

X X2 x3 x4 x£ 
expresión z— — n H 1 1 •+• & c . 

a a2 a3 a4 a$ 
ó haciendo « = 1 para mayor sencil lez, en laz=x-i-x2-hx3-i-x4-\-5¿c.(a) 
para esto haremos x—Az^-Bz2-lt-Cz3+Dz4-+&.c. 
donde observaremos que en la elección de la serie se deben hacer les 
mismas consideraciones que [§ 4 4 3 ] ; y por lo mismo no hemos su
puesto término constante, pues como z se reduce á cero quando del 
mismo modo deberá ser x=o quando lo sea z •• ahora no habrá mas 
que substituir en la equacion (a) en vez de * su valor presupuesto 

Az-{-Bz2~i-Cz3-hDz4-*r-Ez5+&c. 
y tendremos z=Az-t-Bz2 -+Cz3 -4-Dz4 n -&c . 

A2z 2-h 2 ABz 3 4- 2 ACz 4-H&C. 
-i-B2z4 -+-&C. 

-+-A3z3-t-TiA
2Bz4+-&c. 

- t -^4z44-&c. 

que igualando los coeficientes de los términos homólogos tendremos 

B+A2=o ó B-— ij 

C-h2AB-t-A3—o ó C = — 2 X 1 X — 1 — 1 = 2 — 1 = 1; 

D-+-2AC-hB2-hzA2B-i-A4~o ó D~—2x1x1—(—i)2—3X1X—i-~i=f 
& c . 
luego x=z—z2+z3—z4-{-zS—z<5-+-&c. 

Sea en general la serie u—y,-t-ax-hbx2-hcx3-i-dx4-{~ex5-i'tkc. 
pasando a al primer miembro (porque de otro modo tendríamos al 
elevar cada potencia un término constante ) y haciendo u—a=z, 
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resultará z=ax-{-bx2-i-cx3-i-dx4-i-&c.(h). 
Y como de la suposición de x—o C-sulta z—o, también deberá resul
tar x = o , suponiendo z—o; luego podremos hacer 

x—Jz-i-Bz2-+Cz3+Dz4+Ez5+&c.(c). 
Ahora , para determinar los coeficientes A,B,C.,&c. que son indepen

dientes de z , substituiremos en vez de x y sus potencias, en la equa
cion (b) su valor presupuesto ( c ) ; esto exige que se eleve la equacion (c) 
á las diferentes potencias á que lo está la x, y que estas potencias se 
multipliquen cada una por su coeficiente respectivo a ,¿ , c ,&c . 
todo lo qual se puede hacer de una vez en esta forma : 

í ax=aAz-haBz2 -t-aC¿3 -+-aDz4 -t-&c. 
-{-bx2= -+-bA2z2-t-2bABz3+2bACz4-i-&c. 

z—-{ -+-bB2z4 + & C 
J -t-c.r3= + c ^ 3 z 3 - f ~ 3 C ^ 2 1 ^ 4 - f - & c . 
\^~¡-dx4— dA4z4-\-$í.c. 

é igualando los coeficientes de los términos homólogos de z,zs,z3^c* 
1 

se encuentra aA—i 6 A—— , 
a 

bA2 ^ a2 h 
aB-hbA2=o ó B= = =— 

aC-hzbAB-hcA3=o ó C= 

a a a 3 

1 b 1 
ib—x- i-ex — 

2bAB-i-cA3 a a3 ai 

a, 

zb2 c 
-\ • 

a4 u3 —2I 2-hac zb2—ae 
a aS u.5 9 

a~D-4-<¿.bAC+-bB2+icA2B+dA4=o, 

2bAC+bB2 -i-yA2B+dA4 

a 
1 2b2—ac b2 r b d 

ib X H9X - — - t - Q C X X 1 

a aS a 6 a2 u3 a4 

a 

Ah3—zbac b3 3cZ> d 

a6 a6 aS a4 
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ac4-b3—-iacb-4-da2 

ÍNCIONES. 6 l 

2bacA^b3—3ac/?-+-rt'a2 5 ¿^—5'cb-hda* 

a? g « 7 

1 £ 2¿ 2 —ae 5/;3—sabc-j-a-d 
y por consiguiente x = — z Z 2 H £3— . z 4 & . 
J 1 0 a a3 a5 o7 

Del mismo modo procederíamos si se tubiese la equacion 
au+£u2+yu3+lu4+{kc.—ax-i-bx2-hex3-hdx4-+-&c. 

formada por dos series; si se quisiese obtener la expresión de u, se su
pondría u—Ax-{-Bx2-irCx3-i-Dx4-\-fkc. 
y se procedería como antes. No insistiremos mas sobre este punto, 
porque no llegamos á obtener formulas cuya ley se percibe con facili
dad. Más antes de concluir no podemos menos de hacer ver el ingenioso 
método con que Neuton executa esto, y que nuestro ilustre Geómetra 
y Astrónomo D. José Chaix nos ha presentado con tanta elegancia como 
sencillez en las pág. 181 y 182 de sus instituciones de cálculo diferencial. 

Supongamos que se tenga la serie 
x 3 xS x 7 

Z=X 1 hOcC. 
2X3 2X3X4X5 2X3X4X5XOX7 

y que se quiera hallar el valor de x en valores de z ; lo qual se logrará 
eliminando de esta equacion los términos donde se halle x3,x5*x7,&c.', 
para esto se ve que si elevamos la equacion propuesta á la tercera po-

x S / 1 1 \ tencia tendremos z 3 = . x 3 ( — 1 )x7—&C.=A;3—... 

2 ^2x4x5 4x3/ 
x S f 3 5 X 2 \ x S r 3 
' 1- \ 1 )x7-h&.c.=x3 1 x?—&c. 
2 > 2x4x5x3 2x4x3x5/ . 2 2x3x4x5 

^ • f ^ . z3 x3 x 5
 1 3 

o dividiendo por 6 será — — 1 x 7 — & c . 
6 6 12 2x3x4x5x6 

y sumando esta equacion con la propuesta resultará 

x3 z-3 

porque — y -+-—- se destruyen, y haciendo las reducciones corres-
6 6 

z3 ix5 x 7 

ponclientes se convierte en z-\ =x— — \ &c. 
6 40 56 

paia hacer que *¿ desaparezca de esta equacion, elevaremos la propuesta 
a la quinta potencia y hallaremos zS=zxS —j-&c. 

de donde multiplicando por ^ inferiremos — ——-t-&c. 
40 40 1 o 
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y por consiguiente z-\ 1 £s)x7-i-&c.=x h&c. 
3 4° 1 l i a 

5 3 7 ¿xt 
Del mismo modo hallaríamos = —•—<Scc. 

112 112 

z3 3 .^5 5.^7 

lo que nos daria z-\ (- — ¡ sztx—&c. 
ó 40 112 

y por consiguiente 
* 3 5 ¿ 7 íí ¿ 3 3 - 5 3X5X~7 „ 

# = . S 4 1 1 • - t - 0 C C = £ 4 • H i h & C 

6 40 112 2x3 2x4x5 2x4x6x7 
y como se ve la ley que observan los términos se podrá continuar tanta 
como se desee. 

Si la potencia de la incógnita en el primer término de la serie fuese 
superior á la primera, seria también fácil determinar las potencias suce
sivas á que se debería elevar la equacion propuesta para eliminar suce
sivamente los otros términos. Por exemplo , si la equacion propuesta 
fuese £ = 3 X 2 4 - ¿ x 3 4 - C # 4 4 - & C . 
tendríamos que elevarla á la potencia § para eliminar el término hx3, á 
la segunda para eliminar el término c#4, 6¿c. 

Del desarrollo de las funciones trascendentes en series. 

472 Y a hemos dicho que funciones trascendentes son aquellas en que 
la cantidad variable es alguna linea tr igonométrica, algún logari tmo, 
d en que ella se halla por exponente. Los métodos que se tenían antes 
para desenvolveren serie estas funciones eran complicados; pero nues
tro amigo el Sr. D . José Chaix ha inventado un nuevo método general 
m u y sencillo, para desenvolver en serie no solo estas funciones sino quales-
quiera otras; y que está publicado en una excelente memoria que de 
berá consultar el que desee imponerse en el método de inventar ; pues 
presenta en ella la sucesión de las ideas que á él le conduxeron ; noso
tros principiaremos este punto por el desarrollo de la función log. (I-K*;) 
para lo qual haremos log. (1 -hx)=Ax-hBx2-i-Cx3-i-Dx4-i-Ex¿-i-{kc. 

en cuya serie no hay ningún término constante, porque quando x — o , 
la función se convierte en log. (1-4-0)= log . 1 = 0 ; 
no se debe hallar x en el denominador, porque en este caso debería 
ser 00 la función quando x = o ; y no debe haber x con exponente frac
cionario porque entonces la función después de desenvuelta tendría mas 
valores que antes de desenvolver. 

A h o r a , como los coeficientes i ideterminados ^ , J5 ,C ,Z> ,&c . son inde
pendientes de x, resulta que serán los mismos para otra qualquiera va 
riable x\ luego tendremos log. (14-x / J=Ax'-hBx' 2 -hCx '3-t-Dx'4+&cc 
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suponiendolhora que x'—2x-+x2,y substituyendo este valor en la equa

cion antecedente será A 

\og.(l+2X-^X2)z^A(2X+X2)+B(^~i-X2)2^C(2X+X2)3+D(2X^X2y&C. 

y como lo que iiay dentro del paréntesis es el quadrado de i-i-x, ten
dremos log. (i-i-x)2=±zAx-i- Axz'-h4Bx3-+- BX4-Í-&LC. 

-t-4Bx24~ü Cx3+12 C A - 4 + & C . 

-+-1 6DX4-Í-&IC. 
pero [I . 304] log. ( i - 4 - x ) 2 = 2 l o g . ( n - x ) , l u e g o si subs t i tu i rnos en esta 
equacion en vez de log. (1-4-x)2 y log. ( i - f - J t j sus valores, será 

<¿Ax-\- Ax2-+-4Bx3-+- Bx4-t-¿kc.J 
-i-4£x 24-8Cv3-+-I2 Gr44-&C. V=2^X-!-2Í^X 2-h2Cx3-h2Z)x4-f-&C. 

- 4 - 1 6 D x 4 - f - & c 

en que comparando los coeficientes de los términos homólogos, tendremos 
A A 

A=A,B= , 6C=—4B=2Ay C = — , 
2 3 

A 7A A o 

14B-— 12C— B=z—4A-i = — - — , y D= , & c . 
2 2 4 

luego se tendrá 
Ax2 Ax3 Ax4 

log.(i-i-x)=Ax 1 i -&c.=- . . . . 
2 3 4 

/ x2 x3 x4 ^ 
AÍX 1 t-&c. ) 

V 2 3 4 ' 
Esta expresión del logaritmo de 1+X contiene el coeficiente constante 

indeterminado A; el qual debe quedar necesariamente así , esto e s , 
indeterminado, á íin de que por su medio se puedan representar todos 
los sistemas imaginables de 1-.garitmes; pues la teoría de estos enseña 
que un número dado qualquiera tiene una infinidad de logaritmos d i 
ferentes, correspondientes á las diferentes bases que se pueden emplear, 
ó á los sistemas respectivos que de ellas resultan. 

A cada valor determinado del factor ^corresponde un sistema logarít
mico particular , del qual dicho valor es el. módulo. E l supuesto mas 
sencillo que se puede h a c e r con el módulo A, es el de A—i que adoptó 
el inventor Neper dé los logaritmos; ios logat i tmos de este sistema -par* 
ticular se llaman neper iar o s ( * ) ; y en dicho sistema resulta 

l o g . 1 « — - & C ; 

c- 2 3 

Si en esta expresión hacemos ,J-K%— ; o , que na x~—1, tendremos 
log. o—— l — £ — 1. _ & c . = — ( 1 4- -§. -f- i - 4 - | j -4-1- -t- ftre^ 

(*; .-i estos logaritmos se les ha llamado también hiperbólicos aunque 
con impropiedad. 
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y co ino esta serie va al infinito, resulta que el logaritmo le cero está 
representado por infinito negativo.á^i hiciéramos i - t - x = o o , 

i — > o i — o 
lo que dará x=oo—1=4—Í= 1—= = ¿ = 0 0 , 

o o 
o o 2 oo3 

tendríamos log.00=00 1 & c . = c o . 
3 3 

4 7 3 Entre la base de un sistema qualquiera de logaritmos y el mó
dulo correspondiente, hay cierta relación, por medio de la qual se puede 
determinar una de estas dos cantidades quando se conoce la otra, que 
es lo que vamos á probar desenvolviendo la función exponencial ax. 

Para esto haremos ax=.i -h-Ax-\-Bx2-hCx3-\-Dx4-t&c. ( 1 ) , 
en la qual ponemos por primer término la unidad, porque quando x—o 
la función se convierte e n ' a ° = i j y por lo mismo tampoco debe haber 
término ninguno donde x se halle con exponente negativo o en el d e 
nominador, porque en este caso la función seria infinita quando x—o; 
ademas no debe haber ningún término con exponente fraccionario, por
que ent©nces la función después de desenvuelta tendría mas valores que 
antes de desenvolver. 

Ahora , c o m o las cantidades ^ , 5 , C , & c . son independientes de re
sulta que si en vez de x ponemos x\ sevá.ax'—i-i-Ax'-\-Bx,2-i-Cx'¿-t-tkz. 
y suponiendo que xf=2X, será 
{t,2x~i+Ax2x+B(2x)2+C(2x)3&.—i+2Ax+4Bx2+8Cx3-i-i6Dx4&. 
ahora elevando al quadrado la equacion ( 1 ) tendremos 

(ax)2=i-h2Ax-h2Bx2 ~+-2Üx3 -i-2Dx4 - * - & c . 
-f- A2x2-h2ABx3-i-2ACx4-{-&cc. 

-t- B2x4 H - & C 

pero (ax)2=a2x, luego si igualamos estos dos valores de a2x, 

se tendrá 1+2Ax-hsBx 2-h2Cx3 -t-2Í)x4 -+-&c. 

-Í-A2X2-Í- 2 ABx3-i-2 A CX4H-&C 

-+B2X4 H-&C. 

n - 2 Ax-t-4Bx2-h8 Cx3-{-i6 Dx4+(kc. 

en la qual comparando los términos homólogos se tendrá 
A2 A3 

A=A,B— — , 6C=2AB—A3, y C = , i4D=2 AC-hB2= 
2 2x3 

A4 A4 7A4 A4 
1 = , y D= & c 

3 4 3X4 2x3x4 
A2x2 ASxS A4X4 

y por consiguiente será ax=.i-t-Ax-i 1 • H & « ( 2 ) 
J 2 2x3 2x3x4 
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Si en esta-ecuación hacemos * = i ^ e tendrá 

# < 5 

e = = I + I H _ _ i _ H L _ H ! H&.=2,7i828i828459o4523536j 

A2 A3 A4 
a—i-¡-A-i 1 1 " &c. 

2 2x3 2 x 3 x 4 

y llamando e al valor nume'rico de a quando A—i será 

1 1 1 
1 H 

1X2 1X2X3 IX2X3X4 
X2 X3 X4 

por lo qual será e - v =i-K*H 1 *- - - ^ c ^ J > 
1 1x2 1 x 2 x 3 1 x 2 x 3 x 4 

y haciendo ahora en esta x—A, se tendrá 

, ^ 2 Ai A4 
e<i=i-\-A-\ 1 1 i-&c. ; 

2 2x3 1 x 2 x 3 x 4 
y como si en la serie (2) se hace x=i se tiene también 

r 

A2 A3 ~J 
a—i-+-A-t- • 1 -t-&c. resultara eA=a-, de donde e—a , 

1x2 1 x 2 x 3 
lo' 1 -, a 

de la qual se infiere —-— = log. e \ ó substituyendo M en lugar de 
A 

log. a log. a 
log. e será ——j— =31; y por consiguiente A= — . 

Ahora, si suponemos que sea e la base de un sistema de logaritmos, 
como sucede en el de Neper, á causa ele l . e = i , pera en este supuesto 
l.a=Al.e=A; y substituyendo este valor de A en la referida serie, será 

, (1-a)2 (\-a)3 (I.a)4 
2 2x3 2 x 3 x 4 

Finalmente, si suponemos que la cantidad constante a sea la base 
del sistema correspondiente al módulo M , será en este caso log. a = i , 

- ^ = — 1 y por consiguiente s e r á a * = n H 1 h&c. 
M J A M 2M

2 2X3A /3 
474 Pasemos ya á las funciones circulares, y supongamos que se 

quiera hallar el seno de un arco x en potencias del mismo arco; para 
esto partiremos [20J de la equacion sen. 3 * = 3sen.it—4(sen.#)3(m), 
y haremos sen.x=zAx-i-Bx--i-Cx3-hDx4-i-Ex5-i-Fx6+Gx7-h&[.c. 
en cuya serie no ponemos término ninguno constante á causa de que 
quando x=o , también el seno es cero. 

Ahora, como los coeficientes A,B,C,8cc. son independientes de x, ten
dremos que serán los mismos para qualquiera otra variable y será 

sen.x'=Ax'+Bx'2-i-Cx'3+Dx'4-i-Ex'S-+-&c. 
I T O M O I I . P A R T E I I . 

http://3sen.it
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y suponiendo que x ' = 3 x , se tend*' 

6én.3*:=.¿X3*-HJB(3*) a-^ 
3 Jx-i-g Bx 2 -+- 2 7 Cx34-81 Dx4-+- 2 4 3 is x^- i -&c. 

y elevando la serie que expresa el valor de sen. x al c u b o , será 
(sen. x )3=^3x3+3^2i j : l . 4_ [ . 2^ 2 Cx5 -+-&c . 

- t -3^Z? 2 x5-4-&c. 
Substituyendo estas dos series y la primitiva en la equacion (m) 

resultará 3 ^ X - + - Q . B X 2 - J - 2 7CX34-8I Z)x4+2 43.Ex5-t-&c.==.... 
3^x4 -3 J3x2-t-3 Cx3 -4- 3©x4 -4- ¿ExS - 4 & c . 

-^-4^/3x3—12sl 2Bx4—12 A*Cx5—&c. 
— \2AB2x5— & c . 

en la qual comparando los coeficientes de los términos homólogos se 
As As 

tendrá A=A,B=o,2^C~—AA'¿ y C= = ; 
6 2x3 

AS AS 
D-o,2oE=—A2C— , y E= & c . 

2x3 2x3x4x5 
y escribiendo estos valores de los coeficientes _B,C,Z),&:c. en la serie su-

A3x3 ASxS 

puesta será sen ,x=x£x 1 1 — & c . 
2x3 , 2x3x4x5 

Esta expresión del seno de un arco qualquiera x contiene la constante 
indeterminada coeficiente del primer término de la serie supuesta. 

^ 3 x 3 ASxS 
Para determinarla observaremos que siendo Ax 1 —ekc. 

2x3 2.3.4.5 
el seno del arco correspondiente x , la razón de la primera de estas can
tidades á la segunda será 

A 3x3 ASxS 
Ax 1- — & c . 

sen.x 2x3 2x3x4x5 > A3x* ASx4 
— : , = x f 1 &c. 

x x 2*3 2x3x4*5 
Ahora, si suponemos que el arco x vaya menguando indefinidamente, 

esta razón se aproximará continuamente á la cantidad A; de manera 
que la diferencia en'.re dicha razón y la constante A, llegará á ser me
nor que qualquier cantidad dada por pequeña que sea, sin quejamas lle
guen á ser iguales; por consiguiente la cant idad^/ será el límite de la 
referida razón. Pero quando x d i sminuye , disminuye también sen .x , 

sen.x 
y se aproxima á é l , de manera que la razón se puede acercar a la 

x 
unidad tanto como se desee; luego la unidad será también el límite de 
dicha razón ; y como [ I. 328] dos cantidades que son el límite de una 
tercera son iguales entre s í , resultará Ass-t. 

Substituyendo este valor de A en la expresión del seno de x , se trans-
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formará en sen.x=x i # t -ote. 
2x3 2xfX4X5 2 x 3 x 4 x 5 x 6 x 7 

475 La función eos. x se puede transformar en serie de dos modos 
muy diferentes : á saber, deduciéndola de Ja expresión hallada del seno 
del arco .r, por medio de alguna equacion qué exprese la relación entre 
el seno y el coseno de un arco, ó bien determinando directamente dicha 
serie por el expresado método general. 

x3 xi 
En efecto, si en la equacion sen.x=x— • 1 &c. 

2x3 2 x 3 x 4 x 5 
ce 

substituimos — en lugar de x, se transformará en 
2 

x • x x3 x$ 
sen. • & ( 

X4 

2 2X3X8 2X3X4X5X32 
de donde inferiremos, elevando al quadrado, 

X\2 x2
 x4 x6 

/sen. - ) = 1 i &c 
\ 2 / 4 2.3.8 2.3.4.5.32 

x 6 f = '-1 • 

4.9.64 

y como [19,(3)] cos . x=i— 2^sen. — ^ , tendremos que substituyendo 

por ^ s e n . — l a serie que acabamos de hallar, resultará 

x2
 x4 X6 

COS.X=I • H . —- h & C 
2 2.3.4 ^.3.4-D-6 

Para hallar la misma serie por el método general, partiríamos [19,(4)] 
j 1 • I-+-COS.2X ,., f „ 

de la equacion — ~=(cos .x ) 2 , haciendoCQS.X—I+AX-Í-BX2-Í-^LC. 
mivu 2 * . *• 
donde hallaríamos indeterminada la B, que seria igual con — £, por un 
método anádogo á aquel con que se determinó A. 

476 Pasemos ya á la tangente, para lo qual partiremos [20] de la 
fórmula ó equacion tang.2X=2tang .xH-tang.2x(tang .x) 2 , 
y supondremos ta.ng.x=Ax-i-Bx2-hCx3-^Dx4-i~ExS+cs:c. 
cuya serie no tiene término alguno constante, á causa de que el arco y 
su tangente se desvanecen á un mismo tiempo. Como los coeficientes 
A,B,C,Sic. son independientes de x, serán los mismos para otro arco 
qualquiera x'=2x; de manera que se tendrá 

tang.2x=2^xH -4¿\v 2 +8Cjt3 -Hi 6DX4-Í-^2EX5-Í- &c. 
y elevando al quadrado la serie presupuesta tendremos 

(t3Liig.x)2=:A2x2-h2ABx3-h2ACx4-t-2ADx5~h&:c. 
-\-B2x4 -+2BCx<5-i-{ko. 

-&c. 
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1x2 1x2x3 1x2x3x4 
X5\/—1 x6 

- & c . 
1x2x3x4x5 1x2x3x4x5x6 

donde los términos impares equivalen á la serie que expresa el valor de 

y tang.2x(tang.x) 2 =2 A3x3^A2Bx4+i2A2CxS+§cc. 

V •+8AB2x5-i-&c. 
por lo qual resultará 2Jx+-4Bx2-h8Cx3 -+-i6Dx4-h¿2Ex5-+-{kc.= 

2Ax-t-2Bx2-i-2Cx3 -Í-2I),X4 -h %Ex5 -+-&C 
-+-2A3x3-háA2Bx4+- \ 2A2Cx5-h&cc. 

-t- 8AB*xS+&c. 

A3 
la qual dará A=zArB==o,6C==2A3, y C = = . - ~ , D,=o^oE=i2A2C=.t 

3 
2 As 

± y £ = — — &c, 
3-5 

y substituyendo estos valores de los coeficientes B,C,D,E,&.c. 
A 3x3 zASxS 

tendremos la expresión tang.x=Ax-{ i- h&c . 
3 3X5 

sen.x 
la misma que resultaría de la formula tang.x= * 

COS. X 
Para determinar A observaremos que la razón de la tangente al arco 

correspondiente es 
A3x3 2 ASxS 

AXÍ — • -t- r-— -+- &c. 
tang.x 3 3 x 5 A3x2 2ASx4 

. : = - — , n « r & s ^ f H ! } _ & c . 

x x 3 3x5 
y que relativamente a la disminución d decremento del arco x , esta ra
zón tiene por límite á la cantidad constante A. Pero como.la tangente 
disminuye quando el arco, de manera que puede llegará serla dife
rencia menor que qualquier cantidad dada , resulta que la unidad es 

tang.x , 
también el límite de la razón — ¿ luego [I. 328] se tendrá A=i, 

X3 2XS 

y por consiguiente será tang.x=x-t- ~=—. H --+-&C. 
3 3X5 

4 7 7 Los valores de las lineas trigonométricas los podemos expresar 
aun de un modo mas sencillo por medio de las exponenciales; porque si 
en la equacion [(3)473] substituimos x\/—i en vez de x, se tendrá 

x\/—1 x 2 %3\/—1 x4 

e = 1 H-X y — i — - h 
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sen.x 1 
de donde resulta tang .x= • = —•—, X 

x\/ — 1 —xs/— 1 
e —e 

cos.x y — 1 Xy/—1 —x\/—1 
e -he 

Aunque la doctrina de los logaritmos se halla tan sólidamente esta
blecida que parezcan sus proposiciones tan rigorosamente demostradas 
como las de la Geometría, han discordado los Matemáticos acerca de la 
naturaleza de los logaritmos de los números negativos; y sino se halla 
muy agitada esta controversia ( dice Euler ) es al parecer porque no 
se ha querido hacer sospechosa la certidumbre de todo lo que ensenan 
las matemáticas puras, presentando á la vista de todos las dificultades, y 
aun las contradicciones, á que estau sujetos los pareceres de los Mate
máticos sobre los logaritmos de los números negativos é imaginarios. 
Pues aunque los Geómetras puedan discordar en qüestiones de las mate
máticas mixtas, donde las diversas maneras de ver los objetos y formar 
ideas exactas de ellos puedan inducir á ello, se ha pretendido siempre 
que las matemáticas puras estaban exentas de todo género de disputa, y 
que no se hallaba en ellas nada cuya verdad ó falsedad no se tubiese 
rigorosamente demostrada. 

Apesarde que la teoría de los logaritmos pertenece sin disputa á las 
matemáticas puras, Juan Bernoulii decía que los logaritmos de los nú
meros negativos eran los mismos que los de los números positivos, esto 
es, reales, que log a=!og.—a. Leibnitz sostenía que los logaritmos de 
todos los números negativos eran imaginarios. Cada uno de estos Geó
metras da razones que comprueban su aserción, y ponen objeciones á la 
contraria; y es muy particular el que ya se abraze una aserción, ya otra, 

cos.x, y Iris pares á la que expresa e^Le sen.x multiplicada por \ / — i , 

. x\/—1 . . . 
luego se tendrá e =cos.x-t-sen.xv — i (a), 

—xs/—i .— % • 
y tomando el radical con el s i gno —sera e = : C G S . X — s e n . x y — 1 (b» 
las quales sumadas dan después de dividir por 2 

x\/—1 —x\/—1 
e +e 

cos.x= (c) ; 
2 

y restando la segunda de la primera y dividiendo por 2\/ —1 se obtendrá 

x\/—1 —x\ /—1 
e —e 

sen.x= (d) 3 
2 \ /—1 
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se incurra en contradicciones verda€>ras. Por esta causa, el gran Euler 
después de haber expuesto las razoneXjde Bernoulli en una memoria im
presa entre las de la Academia de Berlín, año de 1749, manifestó que esto 
provenia de que en la teoría de los logaritmos se suponía tácitamente 
que á un mismo número correspondía solo un logari tmo, quando pue
den corresponder infinitos. Este Geómetra demuestra esta proposición 
con toda exact i tud, y luego pasa á determinar los infinitos logaritmos 1 ' 
que puede tener un número dado; y halla que los logaritmos de los nú
meros positivos son todos imaginarios, excepto uno que es real, y que los 
de los números negativos son todos imaginarios; por lo que decide la 
qüestion i favor de Leibni tz . Después se ha querido aun insistir en la 
misma qüestion; pero las razones que se dan contra la decisión de Euler 
110 creo pueden tener fuerza ninguna, por lo que sin detenernos en ellas 
pasaremos á manifestar que un número puede tener una infinidad de lo
garitmos, de los quales uno solo es real y todos los demás imaginarios. 

Para probario pasaremos á los logaritmos en la fórmula (a), y supo
niendo que sea en el sistema neperiano que da \og.e=i, 

saldrá x\/ — i = l . ( c o s . x - i - s e n . A \ / -—1) y tendremos que x = o , da 1 . 1=9 , 
lo que y a sabíamos; y suponiendo x=27r ,=4 ' 7 r .=67r ,&c. 

se tendrá 1 . I = 2 < B V — 1 , 1 . 1 = 4 ^ — i , l . i = 6 f f v / - - ' í 

y en general \.\ — zkns/—1 siendo k un número entero. Ahora, como 

todo número a=i.a, se tendrá log.fl=log.0-i-2fe-7r\/— 1, que expresa la 
proposición enunciada, pues podemos dar á k el valor que nosacomodej 
y el logaritmo real es el que responde á k=o. 

Si en la misma fórmula x\/— i=l.(cos.x-t-sen.xV /— 1) 
se hace :r=9r ,=39r,=5tf ,=7<jr...==(2&-+-1 )it 

se tendrá l.(— i ) = - n / — * ) = 3 * V ' - ^ i m M — 0=5*V'—1 5 

1 )=7'rtV/— l ...•!•(— 1 )—(2k-h 1 )W— 1; 
de dondese infiere que todos los logaritmos de —r son imaginarios, y 
lo mismo sucede con los de un número negativo qualquiera; porque 

L(—o)=l.(— 1 .a)=l.a-t-l.(— 1 )=l.a-t-(2 k-t-1 1. 
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4 7 8 Hasta aqui solo hemos t ra*do de la transformación de las f u n 

ciones , y a en otras mas sencil las, ya en una serie o r d e n a d a por las p o 

tencias de la var iable ; ahora vamos á indagar qua le s son las e x p r e s i o 

nes entre que se hallan siempre comprendidos los valores q u e p u e d e n 

tener dichas funciones. 
Sabemos que en la idea de función entra que si la c a n t i d a d , de que 

se dice función, var ía , debe variar la misma func ión ; y c o m o á la 
variable se le pueden dar todos los valores posibles, se t ra ta de d e t e r 

minar entre que cantidades están comprendidos todos los valores d e la 
función. Para lo qual recordaremos que así como á las expresiones o y í 
entre que se halla el valor de toda variable [ í . 328] se llaman límites 
de dicha variable , así también á aquellas cantidades entre q u e están 
comprendidos todos los valores de la función, se llaman límites de di
cha función; de manera que se entiende por límite de una cantidad ó 
función á aquella cantidad á la qual no puede llegar jamas la otra;pc;o 
tal quesepuede hacer que la diferencia entre ella y la cantidad propuesta 
sea menor que qualquiera otra cantidad dada por pequeña que sea. 

Bien analizada esta definición se echa de ver que en la idea de límite 
entran estas dos , á saber : que la cantidad jamas puede llagar al l ími te ; 
y que la diferencia entre aquella y este puede llegar á ser menor que 
qualquier cantidad dada por pequeña que sea. 

Reflexionemos aun algo acerca de los límites generales de todas las 
cantidades. Sea, por exemplo, * una cantidad variable, si consideramos 
que x varía y se convierte en de manera que la variación que le re
sulte sea el hacerse dos veces menor d mas de dos veces menor ; y luego 
que x vuelva á variar hacie'ndose dos veces menor ó mas de dos veces 
menor que lo que era antes, y esto se hace continuamente , el valor de 
x llegará á ser menor que qualquier cantidad dada por pequeña que 
sea; luego esta cantidad se podrá acercar á o tanto como se quiera; y 
como jamas puede llegar á cero, se sigue que o es el límite general de 
la cantidad x; y como en la idea de .%• solo hemos tenido presente que 

•* e s una cantidad variable que decrece continuamente, resulta que o 
es el verdadero límite de todas las cantidades que decrecen continua
mente i decrecer continuamente es deci ecer sin fin ó indefinidamente, 
luego o es el límite de todas las cantidades que decrecen sin fin ó in
definidamente. 

Veamos ahora si las cantidades q u e crecen continuamente tienen a l 
gún límite verdadero. La idea q u e nos formamos en g e n e r a l de la can
tidad es por la de los números; y c o m o en la idea de número entra 
que dado-un numeróse pin de concebir otro una unidad m a y o r , d o s 

unidades mayor , tres unidades mayor , ó t a n t a s unidades m a y o r como 
queramos , resulta que las cantidades que crecen no tienen verdadero lí~ 
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jniíe ; porque no hay ninguna expresión á la qual se vay?¡\ acercando 
de manera que su diferencia sea méWnrque qualquier cantidad* dada por 
pequeña que sea. M á s , quando saber \ i s que una cantidad puede crecer 
y l l e g a r á ser mayor que qualquiera otra cantidad , decimos que sus in
crementos no tienen fin, esto es , que nunca acaba de crecer ó que crece 
sin fin; y como crecer sin fin equivale á crecer indefinidamente , re
sulta que aquella cantidad no tiene fin, y una cantidad de esta especie 
se ha dicho que se va acercando, d es de la naturaleza de aquellas-que 
no tienen fin. Para indicar que una cantidad crece sin fin d indefinida
mente , ó puede llegar á ser n n y o r que qualquier cantidad dada por 
grande que sea, se ha adoptado la voz de infinito, que se señala como 
ya hemos dicho [I. 328] con el signo i = c x > . Por consiguiente, el v a 
lor de qualquier cantidad se halla comprendido entre o, límite verdadero 
de las cantidades que decrecen, é 00, que es una especie de límite de 
las que crecen; pero es menester advertir que ni o ni 00 son cantidades, 
pues que les falta la esencia de tal que es ei poder crecer ó menguar. 

Hemos dicho que 00 sepuede considerar como una especie de l ímite , 
porque para ser límite verdadero se necesitaba que la diferencia entre 
las cantidades que crecen sin fin é 00fuese menor que qualquier can
tidad , lo que no puede ser; pues en efecto por grande que fuese la can-
t 'dad rt, jamas se puede suponer que entre a é 00 haya una diferencia 
tal como k, porque entonces añadiéndola á a se tendria a - t - & = o o ; cuya 
equacion daria á entender que 00 solo podria llegar á crecer hasta ser 
igual con a-t-fe; y como en la verdadera idea de 00, se tiene que puede 
ser mayor que qualquier cantidad dada, se sigue que no se puede consi
derar 00 como el verdadero límite de las cantidades que crecen. 

4 ^ 9 Gomo en estas ciencias todo se hace por medio de razones, nos 
acomoda poner estos límites baxo el aspecto de ta les ; y así , pasaremos 
á expresarlos por medio de una razón; para lo qual no tendremos mas 

que considerar primero la razón — ; si x crece, mengua dicha cantidad, 
x 

y si vuelve á crecer, volverá á menguar y así sucesivamente; luego si 
suponemos que las variaciones de x sean el hacerse dos veces ó mas de 

a , 
dos veces mayor , como en este caso — se irá haciendo dos veces o mas 

x 
d 

de dos veces menor, resulta que — podrá llegar á ser menor que qual-
x # • 

qaier cantidad dada ; luego tendrá por límite o , y como solo llegaría 

a ser o la expresión — quando á * le diésemos la forma de una canti-
x 

dad que podia crecer lo mas que quisiésemos, y esta es la de 00, resulta 
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que el o ti.nf por expresión esta oti*-^- ; de manera que — = o ó ha

ciendo « = i será — = o . 
oo 

um— 
oo 

I 

Ahora, si en la expresión — suponemos que x mengua , crecerá dicha 
x 

expresión; y si vuelve á menguar, se tendrá que volverá á crecer — ; 

y como x puede menguar todo lo que se quiera, la expresión —- podrá 

crecer también todo lo que se quiera ; y como el valor mayor que po
demos concebir es quando x sea. lo menor posible, resulta que como el 
valor menor posible que se puede concebir en * es o. y el mayor que 

podemos concebir en -— es oo, tendremos que -—=00, d haciendo «=£ 

que •§ = 0 0 ; luego al cero y al infinito les podemos suponer esta otra 

forma — y — , que es lo mismo que sacamos [I. 328]. Ahora, si quisié-

ramos averiguar que' significaba oxeo, pondríamos en vez de o su valor 

a axoo 
en general, y tendríamos — x o o = ¡— —a '•> 

00 00 
lo que da á entender que quando se halla en el cálculo una multipli
cación indicada por los límites de las cantidades que crecen y las que 
decrecen , esta expresión equivale á una cantidad real. 

Que la expresión —• es el símbolo con que se expresa que una can-

' •(•;," * i d i t o rp .. • . xju >•;•. '.. V>*í.¿ I ¿: u ! 

tidad puede ser mayor que qualquier cantidad dada, se puede también 
deducir de esta consideración. Sea la expresión •— que sabemos es 

u—x 
X X2 

= n - 1 -+-&c. continuada quanto se quiera; pues si suponemos 
a a 

que x=a, se tiene = — = I + I + I + H - I + I ; 
a—a o 

y como el segundo miembro indica la adición continua de la unidad , 
que es el medio con que nos formamos la idea de los números, resulta 

a 

°iue
 ~ e s el símbolo con que se expresa que una cantidad puede ser 

mayor que qualquiera otra dada. 
480 Aunque sabemos ya que los límites entre que se hallan los va-

J T O M . I I . P A R T E II. 
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lores de las cantidades variables sé* en general o d — d — >éoo ^—, 
\ I co o 

no obstante las m a s de las funcionesV'ienen otros límites expresados por 
cantidades á las qaales jamas pueden llegar, aunque á la variable de 
que se dicen función , se le den los valores comprendidos entre los lími
tes o é c o ; esto sucede quando una función en su f o r m a actual d en 
otra que se le puede dar, se compone de una parte constante, y de otra 
variable que disminuye continuamente acercándose á su límite cero, en 
cuyo caso la parte constante es el límite de dicha función. 

Si suponemos, por exemplo , que a es una cantidad constante, y que 
x y z son dos variables que decrecen continuamente acercándose al l í
mite cero, a será el límite de a—x y a~hz¿ pues le corresponden las 
dos ideas del límite. 

ax . • . '[' v ' - 'v 'U* 'r-fb v 

La f unc ión , en la que se supone que x aumenta índefinida-
x-i-a 

mente, tiene también por límite a; pues haciendo la división resulta 
ax a2 

x-t-a x-+-a3 

. . a2 . , 
pero como la cantidad creciendo x tanto como se quiera, podra dis-

x-¡-a 
- L " - A - V*'X' ,.r.s< . ax ;•<) 

minuir tanto como se desee, resulta que la expresión — se podra acer
car tanto como se quieía á a ; y ademas jamas llegará á ser igual con a, 
pues nunca podrá llegar á ser cero. 

x-t-a 
Hay funciones que reconocen dos límites determinados : uno para quan
do la variable decrece acercándose á su límite o ; y otro para quando 

crece acercándose continuamente al límite —. Tal es la función • 
o c-hex 

En efecto, quando x se va acercando á su límite o, la expresión se acerca 

á *í«i, sin que jamas pueda llegar á serle igual; y por consiguiente 

será su límite. 
Para indagar qual es el límite quando x crece, dividiremos los dos 

. , X 

términos de la función por la variable x, y se convertirá en 
c 

e-i— 
x 

la qual se acercará tanto mas á — , quanto * se acerque mas á —• 0003 
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a 

de manera que la diferencia entrej^ y -—podrá ser menor que qual-

e-i 

quier cantidad dada por pequeña que sea; y por lo mismo — será el 

límite de la función prepuesta. 
Si suponemos ahora que a,£,7,&c. son cantidades constantes positivas; 

«,Z>,c,&e. constantes positivas ó negativas, y que la variable x decrece 
indefinidamente acercándose á su límite cero en la serie 

A 7 £ 7 <? 

será cero el límite de la suma de dicha serie; por consiguiente, si en 

el mismo supuesto tubiésemos la función A-v-ax-4-bx -t~éx ^ H - & C ; 

representando A una cantidad qualquiera independiente de x, seria ^ 
su límite. También se ve que si x aumenta sin fin en la serie 
a b e , 

1 1 h&c. su limite sera o; 
a £ 7 x x x 

a b e 
y A lo será igualmente de la serie A-i 1 H i-&c. 

a § 7 

/v* /y- o* 

v\; iv »v 

481 Entendido esto, pasaremos á demostrar que e« íorfa serie orde
nada por las potencias de una sola variable, podemos darle á esta un 
valor tal que un término qualquiera sea mayor que la suma de todos los 
que le siguen. 

Para conseguirlo, supongamos que se tenga la serie 
Ax^-hBx^ -i-Cx^-i-Síc. 

todo está reducido á probar que á x se le puede dar un valor tal que 
cada término sea mas de dos veces menor que el antecedente, porque 
hemos visto [I. 293] que en la serie i-t-i-t-^-t-|-t-T

I

5-4-3- I

2-i-&c. 
cada término es igual á la suma de todos los que le siguen; y como aqui 
cada término es la mitad del anterior, se sigue que si en este supuesto un 
término qualquiera es igual á la suma de todos los que le siguen, quando 
unoqualquiera sea menor quela mitad delanterior,untérminoqualquiera 
será mayor que la suma de los que le siguen. Esto supuesto, todo está 
reducido á probar que en la~ serie Ax^-hBx -hCx ^-h&c. 
se puede dar á x un valor tal que 

Ax** £ Bx*° y Cx^ 
>Bx , >Cx , y > & c . 

2 2 2 
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Sea primero la serie ascendente, esto es, supongamos que C $ ¡ < £ - < Y - < & C ; 

como el caso mas desfavorable es aqAí en que los coeficientes si,B,C,tkc. 
van creciendo, lo demostraremos enyvste raso, y ademas supondremos 
que la relación de dichos coeficientes sea variable. Representemos por 
Pxm y por Qxm~t-n los dos términos consecutivos en que se encuentre la 
mayor relación de los coeficientes. Será necesario darle á x un valor 

Pxm 

tal que > Qx™-*-"; luego contal que se verifique esta circunstancia, 
2 

se tendrá demostrado lo que se deseaba; luego solo nos falta indagar si 
existe un número que cumple con esta condición, y caso de que esto se 
verifique, determinarle. 

Para esto, observaremos que si dividimos esta desigualdad por xm 

P P P 
tendremos —>Qx f ?óQx"<.—, que dividiendo por Q da * * < — , 

2 2 2Q 
n —— 

ó extrayendo la raiz n será x < | / / / / — j 

P 

pero P y Q son dos cantidades dadas y constantes; luego — también es 
2 Q 

una cantidad constante, y la raiz n de esta cantidad también será una 
cantidad dada ó que podremos determinar; y como por pequeña que 
sea esta cantidad podemos concebir en x otro valor menor [I. 325] , re
sulta que siempre podemos concebir en x un valor que cumpla con la 

pxm 
circunstancia de ser >Qxm-*-f!; y por consiguiente que haga en la 

2 ... «atfj» 
serie que un término qualquiera sea mayor que la suma de todos los que 
le siguen. 

Aqui hemos supuesto que en los dos términos consecutivos se dife
renciaban los exponentes en una cantidad qualquiera para mayor gene
ralidad ; pero si suponemos que los exponentes solo se diferencien en la 
unidad, la demostración se hace mas sencilla; pues todo está reducido 

, Pxm 

a indagar el valor que se debe concebir en x paraque > >Qx«H - i ; 
2 

P 

y como dividiendo por xm tenemos — > Q x , 
P P 

6 partiendo por Q que da—">x ó x<.—, 
2Q 2Q 

P 
resulta que como P yQ son cantidades dadas, la expresión — también 
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será dada;Juego podremos concebiWen x un valor menor que — , y 

por consiguiente que cumpla con la circunstancia pedida. 

Sea ahora descendiente la serie Ax°'-i-Bx^-hCx^'-+ &c. 
esto es, supongamos que a:>£>y>&c. y que los dos términos consecu
tivos en que la relación sea mayor, sean ,Pxm~*~tt y Qxm, todo estará re-

ducidoá probar que >Qxm; y como dividiendo por x W í tenemos 
2 

^ K 

Px» 2Q 4 / "« 'O 
> Q , de donde A ' " > - ^ - 5 o * > J / , 

« 
resulta que dando á x un valor mayor que el de y/ cumplirá con 

la circunstancia pedida; pero P y Q son cantidades finitas, luego la ex-
2Q 

presión — también lo sera y su raiz n; y como siempre podemos con
cebir en x un valor mayor que qualquiera otra cantidad dada , conci
biendo que se añaden unidades á su valor, resulta que podemos concebir 
en x un valor tal que cada término de la serie sea mayor que la suma 
de todos los que le siguen. Luego el primero será mayor que la suma de 
toáoslos demás, que era lo que se queria demostrar, 

482 No todas las funciones tienen límites determinados , y como 
puede ser útil algunas veces conocer las que son susceptibles de ello ó 
no, vamos á investigarlo en alganos casos. 

Sea la expresión Ax '-+Bx -+-Cx f y-i-&e.; 
como en todos los términos se halla la variable x, resulta que si x crece, 
crecerá la expresión en la misma razón; si mengua, menguará del mismo 
modo;luego puede llegar á ser infinita, á ser cero, y aun á ser negativa 
sino son pares todos los exponentes a ,£ ,7 ,&o . 

~ , . . Axa'-hBx<°-<-Cx)l-+ &e. 
Consideremos ahora la expresión , 

A'x^-h U ' / ' H - C / X 7 / - + - & C . ' 

que puede en ciertos casos tener límites determinados; y para descu
brirlos resolveremos sus dos términos en dos factores, en que el uno sea 
la parte variable del primer término y el otro lo demás; por lo que se 

/ ' ( i ' + í ' / ' - ^ - t - C ' x 7 ~ aV&c.) ' 
que para encontrar los límites relativos al incremento dex, supondré-



el numerador y La del denominador principian por 
de x\ esto es , qnwtt><?>^y>'^. y a ' ^ b ' ^ / ^ & c . 
tres casos, á sabertyquando e O a ^ a ^ a ' y 
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mo3 que la serie del numerador y E| del denominador principian por el 
mayor exponente df 
y distinguiremos 
y atendiendo á que £ — a , 7 — a , & c . 6 / — a ' , 7 7 — a ' , & c . 
son negativos y harán pasar al denominador la A,- en cada termino, la 
expresión anterior se convertirá en 

a—a.', B C \ 
x ÍJ { 1 h & C . J 

—b ^cc-

B' C 
A ' + —T~T' ' — ' ^ c ' 

a —b a — 7 

x X 
B C 

A-i - -i — f - & c . 

a—b a — 7 

para el 1 ,cr caso. 

en 
.para el 

a — b a — 7 ' " x x ' 

B C 
A -i H f~ & C 

a — b a — 7 

y c n — g / P a r a e l 3-° 

# — # — 
Solo la ultima es la que es susceptible de un límite determinado é 

A 
igual con — ; la primera puede aumentir indefinidamente, porque en 

el numerador está el factor común xa a que puede crecer tanto como 
se quiera; y la segunda puede llegar á ser tan pequeña como se quiera, 

pues se halla en su denominador la cantidad X a a que puede crecer 
tanto como se desee. 

En la investigación de los límites relativos al decremento de x, su
pondremos que el numerador y el denominador estén ordenados de 
modo que los exponentes vayan creciendo; siendo entonces a y a ' los 
mas pequeños, y designando como antes los tres casos en que se tiene 

a>.a', a<a ' , a = a ' , 
resultará que la función propuesta solo en el ultimo caso es susceptible de 

un límite determinado; porque las potencias positivas x^ a , & c . 
y sus correspondientes en el denominador, viniendo á ser menores al paso 
que * disminuye, las cantidades comprendidas en el paréntesis se apro-
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xíman sin l i a r á reducirse á su primer te'rmino, en cuyo caso supo

niendo a = a ' se tiene por límite j ^ . 
En los otros dos casos queda una potencia positiva de * en el nume

rador d en el denominador como factor común, lo que hace que el uno 
de estos te'rminos disminuye siempre.al mismo tiempo que x, y puede 
acabar por aniquilarse ; de donde resultaría para la función propuesta 
un valor nulo en el primer caso , ó mayor que qualquier cantidad d a d a 

en el segundo. 
Por lo demás notaremos que se encuentra el límite, sea para el incre

mento de xsea. para su decremento, reduciendo ei numerador y el deno
minador de la fracción dada, cada uno á su primer te'rmino, que según 
lo expuesto [§481] forma en ambos casos la parte mas considerable del 
valor de estas funciones. 

483 Dos cantidades ó expresiones que son el límite de una tercera 
son iguales entre sí. Sea x una cantidad variable, y A y B dos cantida
des constantes límites de xt voy á demostrar que son iguales. Porque si
no fuese A=B, resultaría que había entre ellas cierta diferencia que 
podríamos señalar, tal como /<", y seria v. g. A—B=K ó A=B~hK; 
pero siendo B límite de x , no lo podria ser al mismo tiempo A por im
pedirlo la cantidad K que está en A ademas del valor de B; y como por 
el supuesto A también es límite de x, resulta que no puede haber dicha 
diferencia entre A y B; luego serán iguales. Este teorema que es el 
mismo que el [I . 3 2 7 ] es tal vez el mas fecundo del método de los lími
tes ; pues para indagar la expresión de una cantidad que no se conoce, 
no se hace otra cosa que ver de que otra cantidad conocida es límite, 
y hallar qué otro límite tiene la cantidad aquella é igualarlos. 

Por exemplo, si quisiéramos averiguar la expresión de la superficie 
del círculo, veríamos si el círculo era límite de alguna otra figura; y 
como hallamos que es el límite de todos los polígonos inscriptos d cir
cunscriptos, porque siempre podemos inscribir d circunscribir en un cír
culo un polígono regular, de manera que la diferencia entre su superficie 
y la del círculo sea menor que qualquier cantidad dada [I. 520 y 521], 
elegiremos el polígono circunscripto, veremos qué otro límite reconoce 
dicho polígono, y encontraremos que es el de su expresión; y como la 

PxP 

superficie de un polígono es igual con—— [I.518], resulta que si lla

mamos C á la circunferencia, y x á lo que el perímetro del polígono 
• „ . L ,PxR (C+x)R 

circunscripto lleva a la circunferencia, se tendrá = ; 
2 2 

y como si x va disminuyendo tanto como se desee, el límite de la ex-
. (C-hx)R CxR 

presión ¡ d del polígono circunscripto es , 
2 8 
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CxR i 
Superficie de círculo 

resulta que la superficie del círculo^ son dos cantidades que son 
\ 2 

límite de una tercera; luego serán ij^ales entre sí y se tendrá 
CxR 

2 
esto es, a la mitad de la circunferencia por el radio, que es la misma 
regia que obtuvimos en la Geometría [I. 522 cor. 

48467 dos cantidades ó funciones que varían, acercándose continua
mente á sus limites respectivos, coacervan siempre una raztn constante 
como de a áb; esta razón será también la délos limites de dichas can
tidades ó funciones. Cuya proposiciones la misma que la [I. 328] 

Para manifestar el uso de esta proposición averiguaremos el valor de 
la superficie de las tres secciones cónicas, y principiaremos por la elipse. 

liemos visto [§242] que si desde el centro de la elipse'con un radio 
igual al semiexe mayor se describe una circunferencia de círculo, y se 
llaman z.Z á las ordenadas correspondientes á estas dos curvas, se tiene 

b 

siempre s = — xZ, óz:Z::b:a. 
a 

Las superficies de la elipse y del círculo están también en la misma 
relación. 

Para hacerlo ver, inscribiremos en la circunferencia B M M ' B ' ( ^ g - I 4 7 ) 
un polígono qualquiera, y desde cada uno de sus ángulos tiraremos 
perpendiculares al exe B B / , y juntando los puntos en que estas rectas 
encuentran á la elipse, se formará un polígono que se hallará en lo in
terior de esta curva; uno qualquiera de los trapecios P N N ' P ' de este 

PN-+-P'N' , z+z' 
polígono tendrá por medida xPP ' ó (x—x )x . 

El trapecio correspondiente PMM'P ' en el círculo tendrá por medida 
PM-t-P'M' Z-t-Z' 

xPP ' ó (x—x') ; 2 2 
por lo qual será 

z-\-z* Z-+-Z' 
P N N ' P ' i P M M ' P ' : :(*—*') :(x—x') *\i*H&\Z+Z'i 

2 2 
y comoz:Z;:z':Z'::b:a, se deduce que z-\-z':Z-\-Z'.\b\a ; 
por lo que estos trapecios estarán pues entre sí en la relación constante 
de b á a; y las superficies de los polígonos inscriptos en las dos curvas 
estarán también en la misma relación; y como esto tiene lugar qual
quiera que sea el número de los lados de estos polígonos, esta relación 
será también la de sus límites; de donde se sigue que designando por 
E y C las superficies de la elipse y del círculo se tendrá 

E b 
—- = — que da E.C: :h;a; 
C a, 
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es dec i r , qu# la superficie de la elipse es á la del círculo como el se
gundo exe es al primero. W 

Si señalamos con it la semicircímferencia cuyo radio es igual á i , la 
superficie del círculo descrito sobre el exe mayor será ira2, y se tendrá 
para la superficie de la el ipse, llamándola E, la expresión E=<nah, 
y las superficies de dos elipses qualesquíera estarán entre sí en la razón 
de los rectángulos construidos sobre sus exés. Se llegaría al mismo re
sultado considerando la circunferencia descrita sobre el segundo exe. 

La misma demostración se podria aplicar á dos curvas qualesquíera, 
cuyas coordenadas correspondientes á las mismas abscisas tubiesen una 
relación constante, y resultaría que esta relación constante seria también 
la de sus superficies. 

Como hemos visto [§ 285] que la hipérbola equilátera es con relación 
á.las otras hipérbolas lo que el círculo es con relación á las elipses, resulta 
que aplicando á la hipérbola lo que acabamos de decir respecto de la 
e l ipse , podremos deducir que la superficie de una porción determinada 
de una hipérbola qualquiera, tiene con la equilátera que tuhiese el mismo 
primer exe la misma relación que el segundo exe al primero. 

Supongamos que se quiere indagar qual es el valor de la superficie de 
una porción de parábola, esto es , del espacio comprendido poruña rama 
de esta curva y la ordenada y abscisa correspondientes al extremo de dicho 
arco. Consideremos en efecto el segmento A P M ( í i g . 148) terminado por 
el arco A M , la abscisa A P óx, y por la ordenada P M 6 z. Si se tira la 
recta M Q paralela al exe A X , y la A Q perpendicular, tendremos for
mado el rectángulo A P M Q , e n el qual se hallará comprendida la super
ficie del segmento parabdiico A P M . Ahora , si concebimos un polígono 
rectilíneo qualquiera M M ' M " . . . inscripto en la parábola,y desdólos vér
tices tiramos paralelas alas A P y P M , representarán las coordenadas de 
estos vértices, y prolongadas formarán los r e c t á n g u l o s P P ' M / p , P / P ' / M / / p / . . 
que estarán comprendidos dentro del segmento parabdiico; y los rec
tángulos Q Q / M ' < ¡ r , Q / Q / / M / ' y / . . . que estarán fuera de dicho segmento. Si 
representamos los primeros por P,Pf,P",P" 

y los últimos por p,p,,p",p"',.. se tendrá P=zf/x—x') y p=x'(z—z'), 

P z'(x—x') 
lo queda — = — 

p x (z—z ) 

y como los puntos M , M ' , M " , & c . pertenecen á la parábola , tendremos 

z2 z'2 z2—z'2 

z1=px,z'2=px', lo que da x= y x'= ; de donde x—x= — , 

P P P 

y substituyendo estos valores en la relación anterior, se tendrá 

K T O M O II. P A R T E II. 
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z'(z*—z'*) ~ 

p z'(x—x') _ p ^'(z-hz'Xz—z') z+z' 

Aplicando el mismo raciocinio á todos los demás lados del polígono, seten-
P z+z' P' z'+z" P" z"+z'" 

dráesta serie de e q u a c i o n e s — = ;—, —; = •'• , —- = 777— •> 
p z p z p z 

y siendo arbitrario el polígono M M ' M " . . , se pueden suponer sus vért i 
ces de manera que llamando K á una constante qualquiera, elegida á 

z-z' rz'-z" z"-z"' 
arbitrio, se tenga siempre 7— =/<", —=iC,———— •••» 

que dan z=Kz'+z\1z'^Kz"+z'\z"~Ki'"+z"' 
y así sucesivamente; con lo qual tendremos que las relaciones prece-

P P * P" 
dentes se convertirán en — = 2-t-üT,—- = 2-t-Jf, -—- = 2-i-K... 

P P P 
por lo que serán iguales entre s í , qualquiera que sea el valor de K; 
luego tendremos P:p: \Piip'\ \P"\p"\;<kc.:;z-i-K: 1 

T M - P ' - K P " - ^ . 2-+-ÜT 

de donde [I. 263, teor. i . ° ] •— = =z-¡-K. 
p-hp -t-p - + - & C 1 

E l numerador del primer miembro es la suma de los rectángulos ins
criptos en la parábola, y el denominador la suma de los circunscriptos. 
Ahora , á medida que K disminuya, la relación de estas cantidades se 
aproxima mas y masa 2 ; y se puede concebir á Ktan pequeña que la 
diferencia sea menor que qualquier cantidad dada por pequeña que sea; 
y como en este mismo tiempo la suma de los rectángulos inscriptos se 
aproxima áser igual á los segmentos que se hallan dentro de la pará
bola, y la suma de los circunscriptos se acerca á los segmentos exterio
res, se rugue que el límite de su relación es igual á la relación de estos 
segmentos; y representando la suma de los primeros por 5 , y la de loi 

f S 
segundos por s, se tendrá — = 2 , 
lo que da añadiendo la unidad á ambos miembros = 3 ; 

s 
y dividiendo la primera de estas equaciones por la segunda se tendrá 

S • 
- — = f , d e donde S = J ( S - t - s ) • 

pero S-t-s es la suma de los segmentos interiores y exteriores de la pará
bola, que componen la superficie del rectángulo A P M Q — A P x P M = * x « ; 
y como S expresa la suma de los interiores que equivalen en su límite 
al segmento parabdiico A P M , se deduce que la superficie del segmento 



DEL MÉTODO DE LOS LI31ITES. 83 

parabólico J p T V I es los dos tercios del rectángulo formado por la abs
cisa y ordemida. 

Las curvas que son tales que Wpuede señalar así exactamente el 
valor de una porción qualquiera de su superficie , se llaman curvas qua-
drahles; po.r lo que la parábola se halla comprendida en este número. 
ISTo sucede lo mismo con la elipse cuya supeificie encierra la expresión 
de la circunferencia del círculo, que no se conoce con exactitud. 

4 8 5 Si a es el límite de dos cantidades variables x,y, y b él de otras 
dos z,u; y se supone que al acercarse estas variables á sus límites respecta 
vos a,b, sea siempre u— ó > y , y x= . ó > z . los límites a y b serán iguales. 

Pues siendo siempre en ei primer caso,*f==yy z=x, esta proposición 
no es otra que la [ 4 8 3 ] puesta en otros te'rminos. Ln el segundo caso, 

11 x 
supondremos — = i-t-a ,-^- = n - £ , siendo a y £ cantidades variables 

y * 
positivas, cuyos valores respectivos en el límite sean ot j y para cono
cer la razón de los límites haremos x é y iguales con a, y z y igua-
les con b : y tendremos — = n - a , y =si'4+rb , 

resultado imposible á menos que no sea é ' i s o e í ^ | haremos pues e«te 
supuesto y tendremos del mismo modo que en el caso antecedente az=.hi 

Por último, observaremos que sí*? tíéttéii dos funciones F.x. fx de 
una misma variable x , el límite déla relación de tstas funciones será 
el mismo que la relación de los límites. jp x 

En efecto, si la relación la expresamos por O.x, se tendrá =.O.xt 
• , J'x 

ahora, cada una de estas funciones llegará á sus límites quando la va
riable x llegue al suyo, que supondremos ser a, y tendremos *-¡— =p .a , 

f.a 
pero jP.a= !ím d,' F.x, fa=\ím. de f.x, y 0.a= lím. de O.x, 
luego tendremos —'. - ¿= lím. de O.x, 

lím. de f.x 
que expresa la proposición enunciada. 

Gomo F.x es una cantidad variable la podremos señalar con z, y por 

la misma razón podremos suponer f.x=y, y o.x=u, lo que dará— =u 
, lím. de z 7 
de donde - - = lim. de u , 

hm. de y 
que expresa que el límite de la relación de dos cantidades variables es 
lo mismo que la relación de los límites de dichas cantidades. 

Estas proposiciones forman la ba^e del método de los límites empleado 
por los antiguos Matemáticos, entre los quales se distinguid Arquimedes; 
aunque tanto este Geómetra como 1< . demás no pusieron en abstracto 
dichas proposiciones, sino que empleaban el mismo raciocinio cada vez 
que necesitaban de ellas como hemos visto en la Geometría elemental. 
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D I G R E S I Ó N 1 

en q-ie se quadra la parábola por %^.métodos de Arquimedes, y en que 
se manifiesta el método de Fermut para la rectificación de la pará
bola cúbica. 
4 8 6 A proporción que los métodos modernos nos simplifican los an

tiguos y generalizan los resultados á que conducen, se hace mas intere
sante el conocimiento de e l los ; porque si se reflexiona bien el origen 
del nuevo cálculo que daremos á conocer pronto , baxo el nombre de 
Cálculo infinitesimal, se echará de ver que no ha sido en su principio 
sino un modo de explicar en abstracto 1 s métodos de que usaron A r q u i 
medes, Fermat , V i e t a , 6 c c . para demostrar todas sus proposiciones 
nuevas. Por esta causa quando me propuse explicar la Geometría con 
todo rigor á mis primeros discípulos del Seminario, intenté hacerlo por 
el método de Arquimedes ; pero varié de intención por las razones que 
expuse en el esc. II de la pág. 20 de mis Adiciones á B a i l s ; y habién
dome hecho conocer la experiencia que de este modo faltan los medios 
de comparación, y no se admira la invención del Cálculo infinitesimal 
ni se conoce todo el mérito de su invención y senci l lez , he demostrado 
la teoría del c í rculo, c i l indro , cono y esfera por los métodos de A r q u i 
medes; y por esta misma causa vamos á exponer ahora los dos métodos 
con que este Geómetra quadrd la parábola, y el que empleó Fermat 
para rectificar la cubica. 

E l primer método que presenta, es fundándose en su primer libro 
de JEqiipoiíderantibus, del qual pondremos aqui como lemas las pro
posiciones que se necesitan para su demostración. 

I. Los graves que pesan igualmente á iguales distancias del punto de 
apoyo son iguales. 

II . Las magnitudes, sean comensurables ó incomensurables , equi 
ponderan ó se ponen en equilibrio á distancias del punto de apoyo re
cíprocamente proporcionales á los pesos de los cuerpos. 

I I I . E l centro de gravedad de todo triángulo B V A (fig. i 4 y ) es el 
punto C en que se encuentran las rectas V K , B E tiradas desde dos qua-
lesquiera de los ángulos al medio de los lados opuestos. 

Cor. De donde se deduce que C K = í - V K . 
I V . E l centro de gravedad G de todo trapecio B ^ T N A (fig. 150) se 

halla en la recta X K que une los medios de los lados paralelos ; pero 
en una distancia tal que se verifique esta propoicion 

X C : C K : ; 2 B A + M N": 2 M N + B A . 
Entendido esto, la primera proposición de Arquimedes que nos hace 

al caso es la quarta suya : á saber : 
Sea A B G (fig. 151, 152) un segmento parabólico; y por el medio D 

de la A G concíbase una linea B D paralela al exe ó que sea el mismo 
exe, y tirando la G B , resultará que concibiendo otra linea qualquiera 
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T Z que sea%iralela á B D , y corte á las AG ,BG, seráT)A:T)Z: : Z T : T I . 
Porque srse tira la IK paralela/4 Á*G se tendrá B G : B T : :DG :DZ, 

ó elevando al quadrado m 
B G 2 : B T 2 : : D G * : D Z * : : D G 2 : :[§ 263 jBD:BK: : B G : B F , 

por lo qual [ I . 289] BG,BT,BF son continuo-proporcionales, y se ve
rificará B G : B T : : B T : B F , 
de donde con virtiendo con el signo de ambigüedad á un tiempo para-
que convenga á ambas figuras, y alternando se tencLrá 

BG: B T : : BGdtBT: B T ± B F : : GT: T F ; 

y como D G : D Z : : B G : B T , 
se tendrá por ú l t imoDG=DA:DZ: : G T : T F : :TZ:TI que eraL.Q.D.D. 

Sea el segmento parabólico ABG (fig.i 53): si desde A se tira una li
nea AZ paralela al exe, y desde G la tangente G Z , se verificará que 
toda linea KL paralela á AZ quedará dividida de modo que se tendrá 

K H : H L : : A K : K G . 
Para demostrarlo , supongamos que sea BD el exe de la parábola , y 

concibamos tiradas las DBE,GBM , y por quanto D B = B E [§273] se 
tendrá [I. 477] K I = I L . 

También por lo acabado de demostrar se tiene K I : I H : : A D : D K , 
j alternándosela KI :AD: : IH:DK: : [ I . 267 ]KI±IH :AD±DKt :KH:AK. 
Luego duplicando los dos términos de la primera íazon, se tendrá 
2 K I = K L : 2 A D = A G : :KH :AK: : [ I . 2 67 ]KL—KH:AG—AK: :IIL:KG; 
y alternando se tendrá KH :HL: : A K : K G , que era L .Q.D.D. 

Cor. De aqui se deduce alternando las dos primeras razones de la serie 
última, que K L : K H : : A G : A K . 

487 Si se concibe el triángulo rectángulo DBG (fig. 154) en un 
plano vertical, y que se halle en equilibrio con un espacio Z suspendida 
al extremo A de la palanca A B G , cuyo punto de apoyo es B , y tal que 
A B = B G , se verificará que el espacio Z será igual á la tercera parte 
del triángulo BGD. 

Porque sea BE—^BG, y tírese EC paralela á BD, con lo qual ten
dremos que el centro de gravedad del triángulo GBD se bailará en la 
EC , y este se deberá considerar como si estubiese en E en equilibrio 
con Z, por lo qual será [485 II.] 
triáng. G B D : Z : : A B : B E : : G B : B E : : 3 : i , que era L .Q .D.D. 

Al contrario, si Z=^ triáng.BDG se equilibrarán Z y BDG. 
488 Si se considera ahora el triángulo GDH (fig. 155 ) suspendido 

en B por los dos p-intos B,G, y que se halla en equilibrio con un espa
cio Z suspendido á una distancia A B = B G , se verificará igualmente 
que el espacio Z—\ triáng. DGFI. 

Porque si al espacio Z se le añade el espacio £á=£triáog. BGD se ten
drá que el triáng. B G D se equilibrará con el espacio E; y por lo mismo 
Z-+-E se equilibrará con todo el triángulo BHG ; 
luego Z+E—\ triáng.BGII=£ triáng.DGtÍH-^ triáng.EDG; 
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y como E~l triáng. B D G será Z=í triáng. D G H , q u e l a l i . Q . D . D . 
489 Sise concibe el triángulo £ E D (fig. 156) en equilibrio con el 

espacio Z , colocado á una distancia^B del punto de apoyo B igual con 
B G , y el espacio G tal que A B : B E * G D E : C , vamos á demostrar que Z 
es menor que el triángulo GDE,pero mayor que el espacio C. 

Porque supungamos que el centro de gravedad del triángulo E G D se 
halle en la perpendicular H E , y será [ 4 8 5 I L ] Z:tñúng.GDE; : i í B : B A ; 
luego 2 < t r i á n g . G D E . 
Ahora H B : B A < E B : B A : : C : t r i áng .GED 5 
luego Z : E G D > G : E G D , de donde resulta Z>C que era L . Q . D . D . 

Lo mismo se demostraría del triángulo D C G suspendido como lo de
muestra la fig. 1 5 7 . 

490 Sea la palanca A B G (fig. 158), cuyo punto de apoyo B está en 
su medio \ y concíbase el trapecio B D C i l que tiene rectos los ángulos 
en B y H , equilibrado con el espacio Z ; vamo* á demostrar que dicho 
espacio Z es menor que el espacio L, tal que A B ; B H : : t r a p . B D C H ; L . 

Porque si suponemos que el centro de gravedad se halle en la recta 
E F perpendicular á A G se tendrá 

t r a p . B D C H : Z : : A B : B E > A B : B F í : : t r ap .BDCl í : L; 
luego Z<X que era L . Q . D . D . 

También se verifica la misma proposición quando el trapecio es 
D C T R y se halla colocado como lo representa la fig. 159. 

Cor. Luego con mayor razón será ^ < t r a p e c i o BDG1T. 
491 Sea la palanca A G (fig-. 160), cuyo punto de apoyo se halle en 

su medio B ; y concibamos que el trapecio, E H C D se equilibre con el 
espacio Z ; vamos á demostrar que Z es mayor q..<• un espacio L tal 
que A B : B E : : trap. D E H C . ' L , y menor que un espacio lu tal que 

A B : B H : : trap. D E H C ; ?. L 
Porque supongamos que el centro de gravedad del tiapecio D E H C 

se halle en la K N paralela á E D , y tendremos 
trap. D E H G : Z : : A B : B K < A B : B E : : r a p . D E F J C r L , por lo qual Z > L ; 
pero tra D . DEHC:7 í f : : A B : B H < A B : B K : : t r a p . D E H G : Z , 
luego Z<M que era L . Q . D . D . 

Del mismo modo se verifica la proposición quando el trapecio C D T R 
está dispuesto como lo representa la fig. 1 6 1 . 

492 Sea G K B (fig. 162 ) un espacio parabólico comprendido por 
la parábola y la doble ordenada G B al exe ; si por el punto B se tira 
Ja B D perpendicular á B x hasta que encuentre á la G D tangente en G 
del arco B K G , se divide la B G en un número qualquiera de partes 
igualas B E , E Z Z i I ,HX, IG, en hspuntos de división se conciben las E S , 
¿ T . H ' V J X , y se unen los puntos F , K , P . O en que estas lineas encuen
tran á la pa¡áb di, con el G : vamos á demostrar que el triángulo B G D 
es menor que el triplo de los tr pecios C E , L Z , H í V i , N I y del triángulo 
X T G ; pero mayor que el triplo de los trapecios ZF ,H1C 5 IP y del trián
gulo I O S . 
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Porque selAB==¡S<^, y suspendan^ Ai A los espacios é̂ £V<y,S,s, que se 
equilibren respectivamente con lcjrtrapecios D E , S Z , F I I , V I , y con el 
triángulo X 1 G , y por lo mismo se»tendrá que a-i-^-hy-h-Z-ht- se equi l i 
brarán con el triangulo D B G que equivale á los trapecios juntos con el 
triángulo X I G . 

Ahora, [ 4 8 6 cor.] G B = A B : B E : : E S : E F : : t r i á n g . E S G : t r i a * n g . E F G ; 
también se tiene E S : E F : : B D ; B C : : t r i áng .BDG; t r i áng .BCG ; 
por lo qual será 
. B D G : B G G : : E S G : E F G : : B D G — E S G : B C G — E F G : : t rap .DE: t rap .CE; 
luego si en vez de la primera razón de esta serie de razones iguales po
nemos su igual E S : E F d A B : B E , que es igual con esta en virtud de la 
pr imera , se tendrá AB:BÜ¡ : : t r ap .DE: t rap .CE ; 
y como a se equilibraba con C E , se tendrá [490 cor.] trap. C E > a . Del 
mismo modo se demostraría que trap. L Z > £ , t r a p . M l í > 7 , í r a p . N I > 5 , 
y por ultimo que el triángulo X 1 G > £ ; 
luego sumando se tendrá C E - t - L Z - f - M H - f - N I - f - X I G > a + £ - f - 7 - h S - t - c . 

A h o r a , siendo t rap.SZ: t rap.FZ: :ES- i -ZT:EF-+-Z punto (porque los 
trapecios de igual altura son entre sí como la suma desús bases parale
l a s ) , y ademas se tiene E S : E F : : Z T : Z punto: : E S - t - Z T : E F - f - Z punto; 
resultará , por tener esta proporción y la anterior común la segunda ra
zón, que t rap.SZ:rrap.FZ: : E S : E F : :[486 cor.] A B : B E , y se tendrá de l 
mismo modo que antes [491] que t r a p . F Z < £ , 
y que t r a p . K H < 7 , t rap.PI<8, y por ult imo que t r i á n g . O I G < e ; 
luego sumando será F Z - F K H - r - P I - 4 - O I G < ( ^ 7 - f - & - t - e j , 

triáng. D B G 
y siendo [ § 4 8 8 ] a-t-£-f-Y-f-S-f-e=: — s e dedúcela proposición. 

Si la B G no fuese una doble ordenada al exe, entonces la figura que- , 
daría representada por la fig. 1 6 3 , la p>roposicion seria la misma y tam
bién la demostración. 

493 Sea el segmento parabólico B K G (fig. 164), y concibamos por B 
una paralela al exe hasta que encuentre á la G D tangente en G : digo 
que dicho segmento es igual al espacio Z—l f w / w g . B D G . 

Si puede suceder, sea primero Z < s e g . B K G , divídase la B D en las 
partes iguales B C , C Q , Q R , R Y , Y D , de modo que sea el 
triáng. B G C < s e g . B K G — Z , y se tendrá Z < s e g m . B K G — t r i á n g . B G C ; 
tírense deíde G las G C , G C \ G R , G Y , y por les puntos F . K . P . O en que 
enciuntren á la parábola, tírense las E S Z T , H V , I X paralelas á B D ; y 
tendremos que las partes B E , E Z . Z t f , H I , I G también serán iguales ; 
porque D C : C B : : S F ; F E : : [§ 486] G E : E B , 
y D Q : Q B : : T K : K Z : : G Z : Z M c . 
de donde resulta que E B es la quarta parte de G E , y Z B las dos ter
ceras partes de G Z , & c . * 

Ahora , por quanto B C = C Q será E F = F L , y el t r ap .FZ=t rap .FK¿ 
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también por ser Z p = K M , será\ran.<pH=trap.KP, 
é igualmente t rap. \M=trap.PO, y \ t i á n g - I G . x = O G X ; 
luego el triáng. B G C = á los trapecilü3F-t-FK-+-KP-t-PO-i-triáng.OGX, 
y por lo m i s m o 2 = ^ . t r i áng .BDG<segm.BKG—(t rap ' .BF - t -FK-r -KP-n 
P ü Htr iáng OGX)<trap*.FZ-t-KH-+-PI- t- t r iáng.OIG, 
contra lo demostrado en la proposición precedente; luego no se puede 
verificar q u e Z < s e g m . B K G . 

Si se d i ce q u e Z > s e g m . B K G , supongamos que se haya llegado al 
t r i á n g . B G C < Z — s e g m . B ü f G ; de donde s e g m . B K G - + t r i á n g . B G G < Z , 
esto es , el segmento 
Bm+ los trap^.BF-f-F/v"-í-Zv"P-t-PO-+-triáng.OGX<} t r i á n . B D G ; 
luego con mayor razón se verificará que los trapecios 
CE-f -LZ+MH-r-NI- i - t r i áng .XIG<l- t r i áug .BDG, 
que es también contra lo demostrado en dicha proposición. 

Luego se tendrá Z= s e g m . B K G = i triáng. B G D . 
Demostrado esto, se deduce que todo segmento parabólico A B C 

(fig. 165) tiene con el triángulo A B C de la misma base y altura la ra
zón de 4 á 3. 

Para demostrarlo, tírese la tangente C F que encuentre en E al exe 
D B , y por A la A F paralela, y tendremos que por ser D B = B E [ § 2 ^ 3], se 
verificará que triáng. D E C = | : t r i á n g . A F C = 2 t r i á n g . D B C = t r i á n g . A B C ; 
pero el segm. A B C = í - t r i á n g . A F C , 
l u e g o triáng. A B C : s e g m . A B C : : £ A F C : | A F C : 13:4 ; 
ó invirtiendo será s e g m . A B G ' . t r i á n g . A B C : :4:3 que era L . Q . D . D . 

Cor. De aqui resulta que segm. ABG=f triáng. A B C = ~ paralelo-
gramo A C N M ; y espacio parabólico D B C = f rectángulo D G N B , que es 
l o m i s m o que hallamos [484]. 

494 Para determinar geométricamente esto mismo, advierte A r q u i 
medes que en un espacio cerrado por una curva y una recta , llama base 
á esta recta , altura á la mayor perpendicular que desde la curva se 
puede tirar á la base, y vértice al punto de la curva desde donde se baxa 
la mayor perpendicular. 

Si en el segmento A B C (fig. 1 6 5 * ) se concibe desde el medio de la base 
la D B paralela al exe, el punto donde esta linea encuentre á la parábola 
será el vértice. 

Porque supongamos que la E F sea tangente de la parábola en B , y 
que se baxe la B G perpendicular á A C ; y tendremos que por ser E F 
paralela á la base A C , y estar toda la curva debaxo de esta tangente, será 
B G la mayor perpendicular; y por tanto será B el vértice del segmento 
A B C , que era L . Q . D . D . 

495 Si en el segmento parabólico A B G (fig. 166) se tiran dos rectas 
D B ; F E paralelas al exe, la una tal como la D B desde la mitad de la 
base, y la otra F E desde la mitad de la mitad, se tendrá DB:EF : :4 :3 . 

Porque si se tira la E G paralela á la base AC se tendrá 
B D : B G : : D A 2 ; G E 2 ¡ : D A - : D F 2 : : 4 : i ; 
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y convirtieirao, comparando con indiferencia 
será B J : B D - - I } T = G Í ) = F Í ; : : 4 : . / / ^ - Í = = 3 , que era L.Q.D.D. 

4j ) Si en un segué Uo p trcbóiiio A B C (fig: 167) se inscribe un trián

gulo A B G qie tenga la misma base y altura, el triángulo inscripto será 

mayor que la mitad del segmento. 

• Porque si se concibe la tangente E F que será paralela á la base, y se 
levantan en A y C las A E , C F paralelas al e x e , se tendrá que el para
l e l ó l a mu A E F C = 2 triáng. ABA^>seg . A B C , 

•••tr.m ¿i c;;-o;nr¡v. i«. ñH ssfcgí&tiC ' ' 
por lo qual triáng. A B C > • . 

Cor. De 1 j!i¿ se deduce que á ate segmento se le puede inscribir un 

polígono tai '['.'. los segmentas •••omp-endidos por sus lados y los arcos 

de cwva, se-m-maun ÍW que qnaiqtiler espacio dado. 
Porque ai en los se! A > B,(A IB se inscriben t r iángulos, estos 

quitarán mas de la mi íle 1 >:, .••••.ypmmíns A G B . C H B ; y haciendo lo 
mismo en toa segmmi' - pie res.thea , se !!e.;.- (rá por último á tener su 
suma menor q u e un espac io q u a l q u i e r a dado» 

4 9 7 Si.c 1 an .-e ; purabó'ico A B C (fi¿.i63) se inscribe un trián
gulo .ABC 7 i-e tvngaVn mian-i brise y altar-. ; y se inscriben del misino 
modo otr-'S (rtxírigu os Xa B,*>«.- C á los segmentos que quedan, se veri-
fi :ará q te el triá-igu.o A BG inscripto ei todo el segmento será óctuplo 
de [i dquier.i de los triángulos A 1 I B , G F B . 

Poiquesiendo G I : D B : í A I : A B : : -i\.\ y [ § 4 9 5 ] G H : D B : : 3 : 4 , se tendrá 
comparando ios antecedentes de estas dos proporciones G í : G H : : 2 \ 3 ; 
de donde resulta que G í — ' _ T 1 1 , y el triangulo f A G — 2 t r iáng .HAI: por. 
l o q u e triáng. B A D - = 4 ! A G = d triáng. I A H ; de doode resulta que 
triáng. A B C = a B A L L = . J triáng. A H B , que era L . Q . D . D . 

Cor. i . ° De aqui se deduce que t r iáug.Ai 1B-+-CFB—^ triáng. A B G . 
Cor. 2 . 0 Tamúien podemos dedwür que sise tiene un segmei.ío para

bólico A B C (fig. 1 6 9 ; y un número qualquiera de espacios X , YAZ en razón 
qiádrupla,y el espacio mayor X se supone igual con el triángulo A B C 
déla misma base y altura qie el segmento, se tendrá que todos estos 
espacios son menores que el segmento A B C . 

Porque si en Í03 segmentos A H B , C F B se inscriben los triángulos 
A H B , G F B de la mis,na base y altura, y otros del mismo modo en los 
segmentos A P H , C O F , l 1 M B , F í n B , se tendrá que 
tr i íng.f A H B - t - A [ > = i t r i áng A B C = - r * = F ; 
üel mismo mono se tiene 
t r iáng*. A P 1 I - H 1 I : V E B = J A H B , y t r i á n g ' . C O F - H F N B = = ¡ C F B ; 
por lo que 

t r i á n g ' . \ P : I h H > I B + - C 3 ? + - F N B = | A H B F ¿ C F B = | F = Z ; 
y como esto, triángulos juntos son menores que el segmento - A B C , re 
sulta que, ios espacios X,¥,Z también serán menores. 

L t O M O I I . P A R J E I I . 
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498 Si se conciben las magnitud** D , C , B , A , en razón quádrupla, 
esto es, tales que D : C : B : A : .'64: ib\: 1, 
se verificará que D - t - C - f - B - f - A - F ^ A : TI": 4:3 ; 
porque siendo D~^C será j-D=^C=C-t-^-C ; 
y del mismo modo se tendrá jC—B~i-?¿B,lB=A-h?rA; 
luego será %D^C-¥-B-^B=-C-+-B+-A^A y fD=D-+-C+B-i-A-h%A 
de donde poniendo en proporción se tendrá £)-i-C-hB-+-A-i--^A.D: '.413 
que era L . Q . D . D . 

Cor. De aqui resulta que la figura inscripta en el segmento es menor 
que ^ del triángulo A B C ; pues se compone de las magnitudes X , Y , Z 
en la razón de 4 á 1, de las quales la mayor X es igual al triáng. A B C . 

499 Todo segmento parabólico A B C (fig. 169) es igual á j¡- del trián
gulo A B C que teng-ila misma base y altura. 

Porque supongamos Z = | triáng. A B C , y si puede suceder sea pri
mero segm. A B C > Z ; inscríbase en este la figura A P H M B N F O C com
puesta de triángulos, de manera que 
s e g m . A B C — r i g . A P H M B X F O C < s e g . A B C — Z , 
y se tendrá Z<ñg. A P H M B N F O C ' ; 
pero esta figura es menor que ̂  triáng. A B C , luego con mayor razón 
Z < f triáng. A B C contra el supuesto. 

Supongamos que segm. A B C < Z , y concíbase una serie de magnitudes 
que decrezcan en progresión quádrupla, principiando por el triáng A B G 
y terminando en cy , de modo que sea a / < Z — s e g m . A B C ; y si llamamos 

co 

S á la,suma de dichas magnitudes, se tendrá 498] S-v = 2 , 
cu 3 

por lo que CJ<ÍS-Í segm. A B C ;. 
3 a . 

de donde resulta que el segmento ABC<<S, contra lo demostrado en el 
corolario antecedente; luego si el segmento A B C no puede ser mayor 
ni menor que 4 t r i áng .ABC, resulta que será igual , que era L . Q . D . D . 

Cor. De aqui resulta i . ° que si por B se tira la F G (fig. 170) paralela 
á A G , y se concluye el paralelog.AG, será s e g m . A B C = f parale log.AG; 
porque t r iáng.ABC:para!elog.AG: 13:6, y t r i á n g . A B C : s e g m . A B C : '.3:45 
luego comparando los con 3eqüentes de estas proporciones, se tendrá 

para le log .AG:segm.ABG: ' . 6 : 4 , 
de donde segm. A B C = | pa v alelog. A G = § paralelog. A G . 
2 . 0 Semisegm. A D B = f Á D B F , y A Y B F = £ A D B F = - £ semisegm. A D B . 
3. 0 De aqui resulta el poder construir fácilmente un quadrado igual con 
el segmento. Porque si se prolonga D B hasta E , de modo que se tenga 
B E ^ í - B D 6 E D = f B D , y se tiran las E A , E C , resultaría que el tr ián
gulo A E C = al s e g m . A B C ; y construyendo un quadrado igual al trián
gulo A E C será igual con el segmento parabdiico. 

500 Entendido esto, pasemos á rectificar la parábola cúbica por el 
método de Fermat. 
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Este Geómetra principia su disertalion diciendo: ?>Aun no han con
seguido los Geómetras , á lo meno | »/ue j o tenga noticia de e l l o , el rec
tificar exactamente una curva qc* sea puramente geométrica. Pues lo 
que aquel sutil Matemático ingles descubrió y demostró no hace mu
c h o , á saber, que la cicloide primaria era quádrupla del diámetro del 
círculo generador, esto parece que tiene su limitación según el parecer 
de Geómetras muy doctos; pues estos aseguran que es tal la ley y or
den de la naturaleza que no permite que se halle una linca recta igual á 
una curva , sin que de antemano se haya supuesto otra recta igual á otra 
curva. Lo qual hallan, y nosotros no lo negamos, que se verifica efecti
vamente en el exemplo propuesto de la cicloide; pues consta que la des
cripción de la cicloide necesita de la igualdad de otra curva con una recta, 
esto es, exige que la circunferencia del círculo generador sea igual con 
la recta que sirve de base á la misma cicloide. Más nosotros haremos 
ver quan verdadera sea esta ley de la naturaleza que establecen, y quau 
peligroso el pasar de uno que otro experimento á establecer inmediata
mente un axioma. Pues demostraremos que una curva verdaderamente 
geométrica, y para cuya construcción no se suponga que ha precedido la 
igualdad de tal ó tal curva con una recta, es igual á una recta dada , y 
lo executaremos con la posible brevedad. .\> 

La primera proposición que demuestra es : Sien una curva qualquiera 
A f i M G (fig,. 171) que sea curva solo respecto de un para ge, por exem
plo , una de las infinitas-parábolas en que las tangentes concurran con 
la base AF y con el exe F G fuera de la curvay se toma un punto qual
quiera II por el que se tire la tangente I H K , en la que tomando de una 
y otra parte los puntos K é I , se baxeu las perpendiculares I B , K D á la 
base A F que corten á la curva en los puntos R y M : digo que la parte 
H I déla tangente es menor que la parte de curva. R 1 I ; y la parte HIC 
de la tangente es mayor que la parte de curva H M . 

Porque encontrando la tangente RT á la base A F facía de la cu rva , 
el ángulo G H I será agudo, y la perpendicular que desde II se tire á Ja 
B I V caerá por mas arriba de los puntos R , I ; y será 1 1 V < H Í , y l i i < 
que la recta R I I ; y como la curva H O R > H R se deduce que con mayor 
razón curva H O R > F £ I . Ahora , desde el punto K concíbase á la misma 
curva la tangente K N , y báxese la perpendicular N E , y tendremos por 
lo acabado de probar que la recta K N < curva N P M ; pero según A r 
quimedes (*) la suma de las tangentes H K , K N es mayor que todo el 
- — — — — • ^ 

(*) El autor cita aqui á -arquimedes, el qual pone por 2 . 0 axioma 
esta proposición en el i.e,r libro de Sphaera et Cilindro. Esta proposición 
no es un verdadero axioma como hemos dicho [I . 338 nota] : conociendo 
que toda la Geometría tanto elemental como sublime tienen por base á 
esta proposición , trate' de demostrarla, lo que hice por primera vez en 
tais Adiciones á la Geometría de D . Benito Bails. 
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arco de curva H N ; luego la parS.ei |K de la tangente es mayor que la 
curva H M que era L . Q . D . D . \ 

Cor. De aqui se sigue que si desaV- los puntos K é I se tiran perpen
diculares al exe que encuentren á la curva en los puntos O y P , se v e 
rificará que la tangente H í > curva H O , l í K < curva H P . Porque si se 
concibe invertida Ja figura de modo que el exe se transfiera al lugar de 
la base, no solo será semejante en este caso la demostración sino que 
será la misma. 

De la misma construcción se deduce igualmente que si las rectas BG 
y C D son iguales , las partes H I 1 1 K de la tangente serán también 
iguales entre sí. 

Para la medición de las lineas curvas no usamos, dice Fermat , de 
figuras -inscriptas y ebeunseripias á la manera de Arquimedes , sino 
solo de circun.'Ciaptas, compuestas de partes de tangentes, manifestando 
dos series de tangentes de ias que la una es mayor (pie la curva , y la 
otra menor, pues parece esto mas fácil y elegante á los analistas. Y así, 
decimos que es posible, como quiere Arquimedes, circuiiscril ir ú qual
quiera de las curvas dichas anteriormente, dos figuras que se e'ompon-
gm de rectas, de las quaies ¡a una exceda a la curca cu un intervalo 
menor que qualquiera otro dado, y y /e la otra'se Judie excedida por la 
curva en un intervalo tam'ijn ¡iuujr que otro q:i-a!q:uera dado. 

•Sea A P T Y N O Í I (fig. 172) una curva de ias dicha*: di vid ose Jábase 
A G en un numero qualquiera de paites iguale? A B B C . C D , D E . E ' . F G , 
y desde los puntos B,G.D. ; E. F ,G levántense las pe¡pendiculares B Q , C V , 
D Z , E R , F i \ l , G Í que encuentren á Ja curva en loj puntos P , T , Y , I \ , 0 . 
Concíbanse también las tangentes A Q , P V , T Z , Y R , N M , O I , 
y tendremos por la primera proposición 

A Q > A P , P W P T , T Z > T Y, Y R > Y N , N M > N O , O I > O H ; 
luejm la figura compuesta de e>tas tangentes «era mayor que Ja curv.i. 

Ahora , en la misma curva que para mayor claridad representaremos 
en la (fig. '7? , ) - dividamos la base A G en el mismo número de partes 
iguales en ios puntos A „ B , C , I ) , E . F j y desde ellos levánteme Jas perpen
diculares A T , B R , G Q , D Ü * E L , F I , que encuentren ala curva en los pun
tos S,P-,N^!.t,K; desde el punto S en esta figura concíbale la tangente S T 
que encuentre á la perpendicular A T , y en los puntos P , N , M , K . H , 
concíbanse las tangentes P R . ] \ Q , M O . K L , H í que encuentren á las per
pendiculares B 3 , C P , D N \ E I V 1 , F K en Jos puntos R , Q , O . L J , y tendremos 
por la i . a proposición S T < A S , P R < P S , N Q < N P , M O < M N , K L < K M , 
y la última IFf (que es paralela á la base) < H K . Luego la figura que 
se componga de todas estas tangentes será menor que toda la curva. 

Ahora , como por el corolario de la proposición primera, las partes 
de las tangentes que desde un mismo punto de la curva se tornan á u i , o 
y otro lado son iguales, par serlo las partes de la base , se deduce que 
como las figuras 172 y 173 representan la misma curva se tendrá que^ 
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la parte S T de la 2. a es igual a la P { ^ de la i . a pues el punto S en la í* es 
de todo punto el mismo que el Vi de la i.n, y las partes A B , E C de la 
base son iguales en ambas; luego se tendrá S T = P V , y del mismo modo 
P R = T Z , & c . por lo que resulta que s< lo la i . a de la fig. 172 y la úl
tima de la 173 es la que no tiene igual en la fig. opuesta. Luego el exceso 
que la figura 172 l leva á la otra es el que la tangente A Q lleve á la 
tangente iH. j pero Ja recta I H de la fig. 173 es igual con F G = = A B ; 
luego la fig. 172 compuesta de las tangentes que son mayores que les 
arcos de curva , excede á la íig. 173 compuesta de las tangentes meno
res que los arcos de curva en lo que la tangente A Q excede á la parte 
A B correspondiente de la base, 

Y así, si queremos circunscribir á una curva do- figuras que la una sea 
mayor que la curva y la otra menor, pero que 5 e diferencien en un in
tervalo menor (pie qualquiera otro dado , será muy fácil la construc
ción} pues siendo dada, por el método 3 a conocido de las tangentes, la 
tangente del punto A , será dado el ángulo Q Á B ; y como el ángulo 
Q B A es recto, queda determinado el triángulo, y por lo mismo es co
nocida la relación de A Q : A B . Pero se ha de observar que la división 
de la base se haga de tal modo queda diferencia de las netas sea menor 
que qualquiera otra ciada; lo que conseguiremos buscando dos rectas 
que estén en la relación dada, que se excedan en una reí ta que sea me
nor que la dada. Este problema es fácil, y ;e ha de procurar que la por
ción A B de la base no ¿ea mayor que la menor de las dos que satisfa
cen al problema ("*). 

Y habiendo hallado de este modo dos figuras circunscriptas á la curva, 
una mayor y otra menor que la exprN:-r;da curva, que se excedan mutua
mente en un intervalo menor que qualquiera otro dado, con mayor ra-
z n la mayor de las circunscriptas excederá á la curva en un intervalo 
aun menor; y la menor de las circunscriptas será excedida por la curva 
en un intervalo aun menor. 

Y as í , por nuestro método, se ve qhé por una doble circunscripción 
se consigue lo que por el método de Arquimedes, quando se traía de !a 
medición de las lineas curvas. Lo que basta se haya aconsejado y de
mostrado una sola vez . 

501 Esto supuesto, se puede establecer con toda segu:idad que se 
puede hallar una curva verdaderamente geométrica igual á una recta 

(*) Para esto hasta dividir la base A B en d-.>spai tes iguales, y lue
go en otras dos, &c; pues en este caso la diferencia se hará dos veces me
nor á cada operación, y resultará tu que se enuncia en virtud de la pro
posición primera del libro 1 0 9 . de Euclides que es la que nosotros hemos 
vuelto á introducir en los libros elementales por las razones expuestas en 
la nota de la página 59 del quaderno de exámenes del Seminario del 
año de 1804. 
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dada ; y esta es aquella parábola &\ que se verifica que los cubos de las 
ordenadas al exe son entre sícomo\~>s quadrados délas abscisas; y pa-
raqae los Geómetras no duden de c i í o , lo demuestra Fermat en estos 
términos. 

Sea M í V A ( fig. 174 ) la parábola indicada, cuyo vértice sea A , el 
exe A N , y en la qual tomado qualquier punto I , y tiradas las perpen
diculares d ordenadas M N , I F al e x e , se tenga 3 ; I F 3 : ; N A 2 : F A 2 , 
vamos á demostrar que la curva M Í A es igual á una recta ¿ y si á la 
relación constante de M N 3 ; N A 2 la llamamos p se tendrá 

M N 3 ; N A 2 = p , ó M N 3 = p x N A 2 ó z3~px

2 5 
y determinaremos el parámetro p por esta 4 . a proporcional # 2 : z 2 : : ; : : / ? , 
que se supondrá representado por la A D perpendicular á la misma A N . 
Concíbase la tangente I O E en el punto I , y tendremos por el método 
de las tangentes ( * ) , que F A = s A E y por tanto 

F £ : A F : : 3 : 2 , y E F 2 : A F 2 : 9 : 4 ; 
ahora, quitando de A D su novena parte C D , 
v dividiendo lo que quede en dos partes iguales en B se tendrá 
D A : A B : : 9 : 4 : : E F 2 : A F 2 , por lo que A B x E F 2 = D A x A F 2 = Í F 3 • 

(*) El método de las tangentes á que se refiere Fe/muí , es un mé
todo nuevo que él había inventado para tirar tangentes á las curvas. 
Con el objeto de darle á conocer y de manifestar que en efecto F A — 2 A E , 
vamos á aplicarle á esta parábola cúbica. 

Supongamos que B D (fig. 174 *) sea la parábola de que hablamos; 
B E Una tangente en B que encuentre al exe en E ; si por un punto 
qocdquiera de esta tangente tal como O se baxa la 0 1 perpendicular á 
C E , y por B se baxa la ordenada B C , se tendrá que C D 2 : D I 2 > B C 3 : O l 3 j 
pero como por la semejanza de los triángulos se tiene 

BC3:OÍ3: :CE3;1E3 resultará C D 2 : D I 2 > C D 3 : 1 E 3 ; 
ahora, por suponerse que el punto donde se quiere tirar la tangente es 
itu punto dado, serán conocidas las coordenadas D C , B C ; y llamando D 
á la DG, A á la C E , y E á la C I , se tendrá 

D^:(D—E)2>A3:A3—^A^E-h^AE2—E3, 
y multiplicando extremos y medios será 

D>A3—3á2ED*~h3dÉ~Di—E3Dz>D*A3—2DEA3-r-E*A3, 
que suprimiendo lo que es común se convertí; á esta expresión en 

— 3 A*ED*+$ AE2D^—E3D2->E2A3^-¿DEA3, 
y dividiendo por É será ^JEDi--^A2D2~E2D2>EA3—2DA3, 
con esta preparación el método de Fermat consiste en suponer ahora 
E~o, convertir ei signo de desigualdad en el de igualdad y determinar 
el valor que resulta para A; 
luego executando ato se te..drá—¿A2D2=—zDA3, 
qu¿ da ¿D—zA ó sd=U): ppt lo qiud CE=.-f DC ó D C = f C E , 
de donde resulta por último D E = ¿ C E y D C = 2 D E . 
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luego se tendrá 
E F 2 : I F 2 : : I F : A B y componiendo/ , F 2 - H I F 2 = = I E 2 : I F 2 : : I F - * - A B : A B ; 
más si se tira desde I la IF£ perpendicular á la base, y otra perpendicu
lar qualquiera G Q V O que encuentre á la ordenada I F e n Q , á la curva 
en V y á la tangente en O , se tendrá I 0 2 : I Q 2 = H G 2 : : I E 2 : I F 2 ; 
como estas dos proporciones tienen una razón común, formando propor
ción con las otras dos razones, se tendrá I 0 2 : H G 2 : : 1F -+ -AB:AB. 

De aqui se sigue que si la recta M N se pone á continuación de la 
recta N X = A B , se tendrá siempre I 0 2 : H G 2 : : H X : N X , 
ó como á causa de las paralelas Y R , I H , O G se tiene I O : K G : :IY : R H , 
resultará I Y 2 : R H 2 : : H X : N X . 

Supongamos aun que sea A X E (fig. 175) la parábola cuya equacion 
es z3=px2, en que supondremos que A D sea el parámetro, C D la no
vena parte de este y A B la mitad de B G ; y supongamos que se divide 
la base E l en quantas partes iguales se quiera EF,FG,G 11,111, y en los 
pun tosF ,G,H levántense las perpendiculares FX,GY,FíZ que encuentren 
á la curva en los puntos X , Y , Z . Por los puntos E , X , Y , Z tírense las tan-
g e n t e s E R , X S , Y T , Z V q u e encuentren á las perpendiculares F X , G Y , H Z , 
I A prolongadas, en los puntos R , S , T , V . Coloqúese la I K = A B á conti
nuación de la E l y tendremos 

Z V 2 : H I 2 : : H K : K í ; Y T 2 : G H 2 : : G K : K I ; X S 2 : F G 2 : : F K : K I ; 
y por ultimo E R 2 : E F 2 : : E K : I K . 

Esto supuesto, levántese en K la K L perpendicular á E K , y hágase 
K L = K I = A B ; concíbase por el punto K como vértice y con el exe KE. 
descrita una parábola vulgar K M Q , cuyo parámetro sea K L ; y prolon
gúense las F X , G Y , & c . hasta que encuentren á la parábola en Q , P , 0 , & c . 
con lo qual tendremos por lo dicho antes 
Z V 2 : H 1 2 : : H K : T K : : Í I K x K L : I X x K L : : ( por lá propiedad déla parábola 
y por ser I K = K L ) N H 2 : K L 2 , y por lo tanto Z V:HI: : N H ; K L . 

Del mismo modo demostraríamos que 2 x ^ - F G ' v F P - K L 

y por ultimo que E R : F F : : E Q : K L ; 
y multiplicando extremos y medios en estas proporciones se tendrá 

N H x I I f e K L x Z V , O G x G H ^ K L x Y T , P F x F G = K L x X S , 
y por dltimo E Q x E F ^ K L x E R . 

Entendido es to , vamos á probar que el segmento parabólico E Q M I 
es igual al rectángulo que se forme por la curva E X A rectificada y 
por la recta dada K L . 

Para demostrarlo , formóse según Arquimedes [499] un rectángulo 
por la recta dada K L y una linea B B (fig. 176 y 1 7 7 ) que sea igual con 
dicho segm. E Q M I . Si probamos que la recta B B es igual á la curva 
^ X A constará nuestra proposición; y así, digo que la recta B B es igual 
con la curva E X A . Sino es igual sera" mayor d menor. Supongamos 
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i . ° que la recta BB sea mayor q u « i a corva E X A , y que lea el exceso, 
si le hay, la recta A A . Según lo expYesto [500j podemos circunscribir á 
la curva E X A una figura compuesta de tangentes que exceda á la curva 
en un intervalo menor que la recta A A . Supongamos hecha esta circuns
cripción , y en una figura separada que supondremos ser la 176, y se 
tendrá que esta figura compuesta de las E R . X S , Y T , Z V será tn«yor que 
la curva E X 4 ; ahora B B es mayor que la curva por ei supuesto, y exce
diendo ia figura circunscripta a l a curva en un iiuervalo menor que el 
que B B lleva á la curva , se deduce que ta figura circunscripta es menor 
que ía recta B B . Y así, el rectángulo formado por K L y por ei períme
tro dé la circunscripta es menor que el rectángulo formado por K L y 
por B B . Pero el rectángulo fumiaüo por K L y por B B es igual a! segm. 
parabdiico E Q M I ; lúe.-o ei rectángulo formado por K L y por el peí í-
mvítro de la circunscripta es menor que dicho segmento parabólico. Mas 
acabamos de probar que el rectángulo formado por K L y por la porción 
de tangente E R es igual al rectángulo de Q E y E F ; que el de K L y 
X S es igual al de P F y F G ; que ei rectángulo de K L c Y T es igual al de 
Ü G y G i l , y por último que el reeu'ng. de K L y Z V es igual al rectáng. 
de y H I ; luego el rectángulo formado por r L y por todo el con
junto de tangentes de la ligara circunscripta es igual á la suma de los 
rectángulos formados por Q E V E F „ por P F , F G , por O G , G Í Í , y por N I Í , 
H L Pero si á las rectas FP,G J , 1 L ^ , I M que decrecen á proporción que 
se acercan al vértice de la parábola continuadas, se tiran las perpendicu
lares Q F , P8 , O V, Ñ€> desde los puntos Q , P , 0 , N , tendremos que el 
rectángulo Q E F F es igual ai rectángulo formado por Q E . E F , el G F ~ 
al de P F , F G . el A G ai de Ü G , G i l , y por último el O H igual con el 
formado por N H , I I I . Luego el rectángulo formado por K L y per el 
conjunto de tangentes que co oponen la figura circunscripta es igual á 
los rectángulos FE, f¿>F,\G.<I>II- Y como teníamos probado que el rec
tángulo formado por K L y por la figura circunscripta es menor que el. 
segmento parabólico E Q A I Í , resulta que la suma de los rectángulos F E , 
©F,AG,<Mi será menor que dicho segmento parabólico : lo que es ; b -
surdo, pues dichos rectángulos componen una figura circunscripta al c g -
mento que es mayor que el mismo segmento. Y así, la recta B B no es 
mayor que la curva E X A . 

Tampoco puede ser menor; porque si suponemos que la recta B B sea 
menor que la curva, y que el exceso sea A A , podremos circunscribirle 
una figura compuesta de porciones de tangentes menores que las partes 
correspondientes de la curva E X A (fig. 1 7 7 ) , tal que el exceso de la curva 
sobre esta figura sea menor que el intervalo A A . Y si se supone que esta 
sea la compuesta de las tang. ' X R . Y S . Z T . A V , se tendía que siendo la 
curva mayor que B B en el intervalo A A , y superando la misma curva 
i la circunscripta en un intervalo menor que A A , será la fitina circuns
cripta mayor que B B ; y por tanto el rectángulo íb imadopor K L y por 
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el conjunto á[ tangentes de la c i rcunscr i ta será mayor que el segmento 
parabdiico E Q M I . Pero el rectángulo formado por K L y dicho con
junto de tangentes es i gua l , por lo/pae hemos demostrado antes, á Jos 
rectángulos formados por P F . F E , por Ü G , G F , por 3NH,FIG , y por M I , I I I , 
pues R X 2 : E F 2 : : F K : I K = K L : : f K x K L : K L 2 : : F P 2 : K L 2 , 
de donde R X : E F : : F P : K L que da X R x K L = F E x F P , 
y así de los demás. Y siendo el rectángulo formado por K L y por la fi
gura circunscripta mayor que el segmento parabólico E Q M I , resulta 
que la suma de los rectángulos formados por P E 1 , F E , por O G , G F , por 
N H , G H , y por M I , H I , es mayor que dicho segmento parabólico; pero' 
tiradas Jas PF,O0,NA,M<Í>, perpendiculares á ias E Q , F P , O G , & c . 
ó paralelas á labase, estos rectángulosserán iguales á 1 O ¿ P E , O F , J N G , M H . 
Luego la suma de todos aquestos rectángulos será mayor que el seg
mento parabólico, lo que es absurdo; pues dichos rectángulos forman 
una figura inscripta en dicho segmento, y por consiguiente menor que 
él. Luego la recta B B no es menor que la curva E X A . Y no siendo mayor 
ni menor sera igual con dicha curva. 

502 De lo demostrado ya se deduce que con la misma facilidad se 
puede demostrar que qualquier segmento parabólico E Q P F tomado del 
primero, es igual al rectángulo formado por la recta dada K L y la curva 
E X . Y por tanto si en la Jxtsese da un punto qualquiera tal como F , 
siendo conocido el valor del segmento parabólico E Q P F en figuras rec
tilíneas por lo demostrado por Arquimedes, se tendrá también el rectán
gulo formado por K L y por la porción E X de curva ; y como es conocida 
la recta K L se deduce que también lo será la curva E X . Luego dado un 
punto qualquiera en la base tal como F , se puede hallar la porción de 
curva que le corresponde, y queda demostrado que se puede hallar una 
recta igual con esta curva. 

Hemos supuesto la const uccion de la parábola vulgar para manifes
tar la posibilidad y certeza de nuestra proposición; y con el fin de que 
no se crea que para hallar una recta igual con la curva E X A , es nece
sario construir la parábola simple, en cuyo caso el problema seria só
l ido , trata Fermat de bailar una recta que le sea igua l , usando solo 
de lineas rectas y de circunferencias de círculos , lo que le parece se 
consiome del modo siguiente. 

Supongamos para esto la curva parabólica D A C (fig. 178) que tenga 
por equacion z 3 = a * 2 , y que sea conocida la altura ó abscisa A B , y "la 
ordenada ó señábase D B ; digo que se puede obtener una recta igual 
con la curva D A C por un cálculo puramente geométrico. Porque sea 
O A el parámetro, quítese de él la novena parte E O , y hágase la Y K 
igual con la otra parte A E ; á continuación de K Y póngase la K X igual 
á la ordenada ó se mi base D B . Sobre Y X como diámetro descríbase el 
semicírculo Y T X , y dividida la recta Y K en R en dos partes iguales 
levántese la R T perpendicular que corte al semicírculo en T. Tómese R V 

K T O M O I I . P A R T E I I . 
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igual á la recta R T , y sobre V l ^ o r a o diámetro descríbase <j semicírculo 
V Q X , y levántese en R í a perpendicular R Q hasta que encuentre en Q 
á dicha circunferencia. Sobre las raptas R Q , T R descríbanse las semi
circunferencias R G Q , T P R , y coloqúense en ellas las rectas R G , T P , que 
cada una sea igual con R Y ; y tiradas las rectas Q G . R P , digo que la re
lación que tiene la curva parabólica D A C con la base D B C es la misma 
que la del duplo del quadrado de la recta Q G al triplo del quadrado 
de la recta R P , y por tanto es dada. Y así, si se hace 3 R P 2 : 2 G Q 2 : : D C : I H , 
la recta I H que resulte de esta construcción será igual á la curva para
bólica D A C . 

Después pasa el autor á dar á conocer otro infinito numero de pará
bolas que construye por medio de esta, que todas son geométricas y rec
tificables; en lo que no nos detendremos, porque lo dicho basta para 
nuestro objeto. 

Del Cálculo de las Diferencias. 

503 Hasta aqui no hemos considerado en las funciones sino su des
arrollo , y hemos investigado sus l ími t e s ; ahora nos vamos á ocupar 
de sus incrementos ó decrementos. Sabemos por la idea que tenemos 
de función que si la variable se altera, se alterará la función ; y por lo 
mismo tratamos de determinar quál es el incremento ó decremento que 
sobreviene á la función, dado el que sobreviene á su variable. 

Si una cantidad variable tal como % aumenta d disminuye y se l lega 
á. convertir en x±k, la cantidad indeterminada k que es la que ha 
causado su aumento ó su disminución, se llama el incremento, la dife
rencia finita, ó simplemente la diferencia de dicha variable. Del mismo 
modo si variando z l lega á ser z ±li, la cantidad indeterminada h se llama 
la diferencia de z, cuyas diferencias serán positivas ó negativas según xy z 
hayan aumentado ó disminuido. Pero como muchas veces se ofrece con
siderar en una misma qües.tion las diferencias de muchas variables y sus. 
funciones, á fin de expresarlas con mas sencil lez, y guardar uniformi
dad , se hace uso de un signo general A que es la delta g r i ega , ante
poniéndole á !a va r i ab le , cuya diferencia se quiere expresar; a s í , en 
lugar de sfci se suele escribir zfcAa;; y rfcAz en lugar de rh/2 ; cuyo 
signo tiene ademas la ventaja de manifestar inmediatamente el origen x, 
ó,z de dichas diferencias.. 

Las varias potencias ( A . V ) 3 , ( A A : ) ^ , ( A * ) 4 & C de la diferencia de una can
tidad variable x, se expresan mas sencillamente por Ax2,A*3. A.r4,ó<c.; 
y. paraque estas diferencias no se tomen por Jas diferencias respectivas 
de x2,x3,x4^&Lc se denotan estas por £.x2,A.x3,A.x4,&.c. 

Entendido esto , pasemos á resolver este problema. 
Dada, la diferencia de una variable, encontrar la de la función. 
Res. y Dem. Substituyase en la función en vez de la variable la va

riable mas órnenos su diferencia, y de esto réstese la función primit iva, 
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y se tendrá ¿a diferencia de dicha fue -ion. En efecto , sea zzzf.(x), si 
suponemos q u e * se convierte en*d, i x , z variará y se convertirá en zf\ 
luego se tendrá z'=f.(xdtAx); // 
luego si de esta equacion restamos la primera, hallaremos el incremento 
de dicha función, y será z'—zz=f.(x±Ax)—/.(*) ; 
pero como z al variar * ha padecido por preí ision un incremento d de
cremento , resulta que z' será igual á z-\-Az, luego el primer miembro 
se convertirá en z'—z—z-\-Az—z.—Az ; 
por lo qual tendremos Az=~f.(x±:Ax)—f.(x). 

N o damos aqui á Az el signo de ambigüedad, por no exponer á equi
vocaciones creyendo que si se tomaba el signo - H de ztAx se habia de 
tomar el -+- de ázAz ; y así, aunque Az en unos casos será positiva y en 
otros negativa, quedará esto determinado por el signo que resulte para 
el segundo miembro. 

A h o r a , solo falta determinar la forma que tiene / . ( * ) y desenvol
verla después de haber substituido xzhAx en vez de *, y del todo restar 
la función primitiva; por lo que aplicaremos esta resolución á las funcio
nes mas interesantes tanto algebraicas como trascendentes j pero antes 
manifestaremos que si una constante afecta á una función por via de 
multiplicación ó división, esta constante afectará del mismo modo á su-

a a 
diferencia; porque si se tiene z=—/•(*) será z ==? — f.(x±Ax), 

b b 

y Az=z'-z= jf.(x±Ax)- jf.(x)= t [f.(x±Ax)-f.(x)]^Af.(x). 

Si la constante afectase á la función por via de s u m a d de resta, des
aparecerá de la diferencia; porque si fuese z=f.(x)zba, como las can
tidades constantes no aumentan ni disminuyen en un mismo cálculo se 

tendrá x ' = / , ( j c ± A x ) ± a , 

de donde Az^z/—z=f.(x±Ax)±a—f.(x)zpa==f.(x±Ax)—f.(x) 
porque ±a y =p« quedan destruidas. 

Quando se tienen muchas funciones enlazadas por via de suma d 
resta, la diferencia total es igual al conjunto de las diferencias de cada 
función componente. Porque si tenemos z—f.(x)-+-F.(x)—<p.(*), 
sera z'=.f.(x±LAx)-+F.(x±LAx)—<p.(x±:Ax), 

yz/~z~Az—f.(x=tAx)+F.(xzhAx)—0.(x±Ax)~-f.(x)—F.(x)-i-0.(x)-J 

pero f.(x+Ax)~f.(x)=¿Af.(x), F.(x±Ax)—F.(x)=AF.(x) , 

y—®.(x±Ax)-+-<r>.(x)=— [<p.(xztAx)~<p. (*)]=—A®.(x); 

luego se tendrá Az=Af.(x)-hAF.(x)—A®.(x). 

Sea z=f,(x)z=x, y será z'~x±Ax, 

por lo que Az=z'— zz=zx+Ax—x=$Ax: 
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Supongamos que Ja función propuesta z tenga esta form;j x2-hax-hb^ 
y se tendrá z=j'.x—x2-+-ax-hb , £( 

por lo que z'=f.(xdzAx')=(x±:Axyt +-a(x±:Ax)-t-b=:x2=hsxAx-h.... 
Ax2-hax±uAx-i- b; 

hiero Az—z'—z~x2±2xAx-t-Ax2-+-axdzaAx-r-b—x2—ax—h~.... 
O 

rt. 2 H-AA; 2 ±:a Z \ x = ± ( a + 2 *) A.v -t- Ax 2 . 
Sea ahora z—f.(x)=:axn, 

nín—i) 
y tendremos z/=a(xdzAx)»=a(x"áznx"—tAx-i xn—2Ax2zh... 

n—i n—2 
nx X xn~3A*3-i-&:c.), 

2 3 
n—i 

de donde resulta Az=z'—z—aíx'idznx"—*Ax+?ix xn—2Ax2±..... 
«.Jovrr^b Y (*)-\ t̂foti tefr.wFP EÍ:-irfnirinoí!>ü « p a OLCS fr,iodA 

n—i n—2 n—i 
nx x x't—3Ax3-i-&.)—ax"=a(±nx"—lAx-*-n. xn~ SA x* 

2 3 a 

n—1 n—2 
dznx X x»—3Ax3-i-&cc). 

2 3 
De aqui se deduce que la diferencia de una potencia de una variable 

es igual á todos los términos de la potencia de la misma variable junto 
con su diferencia, excepto el primero ó aquel que es independiente de 
la diferencia; pues lo que hay dentro del paréntesis son todos los tér
minos de la potencia n de x±Ax excepto el primero. Y así, para hallar 
la diferencia de la expresión z=x4, pondremos todos los términos de la 
potencia quarta de xdrAx excepto el primero, y se tendrá desde luego 

Az=±:$x3Ax-+-6x2Ax2±:4xAx3-{-Ax4. 
Si hubiera s'do z=ax4 hubiéramos tenido 

Az=a(±z4x3Ax+6x2Ax2±:4xAx3-r-Ax4). 

Esta regla es muy útil en la práctica, porque si se tubiese la expresión. 

z=ax¿-hb2x3-+.cx-{-m2, 

hallaríamos desde luego Az~a(dz$x4Ax-^-iox3Ax2áziox2Ax3-j-.... 

5xAx4±:AxS)-t-b2r±¿x2Ax-r-zxAx2±Ax3)ázcAx. 
Y si quisiéramos hallar el incremento que sobrevenía á la función 

quando la variable se convertía en #-+-3, supondríamos que Ax=¿ y 
seria Az—a(i5^4+9o*3+270*2H-405aí-+-2 43)-}-¿2(9A;2-t-2 7*-i-2 7)-i-3c. 

Supongamos que z=f.x= ; con lo qual será 
b~t-x 
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. hAx bAx2 bAxS . 
lo que da z'—z=Az-a( = f c - • — 7 7 r_ — f. 7~. ). 

1 V {p+xf [b-hx)3 (b-+-x)4 / 

Pasemos ya a las funciones trascendentes , y supongamos que sea z 
el logaritmo neperiano de x, y tendremos 
«'as log. (ar±Aar)=s: log. A- í I ± — J = log. *-t- log. ^ i ± - — j , 

y por consiguiente 
/ Avs Ax Ax2 Ax3 

z'—z=£z— log. ( i d t )^¡Uj2]±l ± 0£C. 
0 V x / * 2 x 2 3*3 

En el sistema de los logaritmos de Neper el modulo es igual con 1 ; 
pero si se pidiese la diferencia relativa i otro sistema qualquiera , cuy» 

Ax Ax3 Ax3 
módulo —M, seria Az—MÍ ± • =t & c . ) . 

' V X 2X2
 3*3 / 

(*) Esto resulta de desenvolver en una serie ordenada por las poten-
xá^Ax , 

eias de Ax la expresión por el método expuesto en la teoría 
de las series. b-v-x^zAx 

En efecto, haríamos * =A-r-BAx-hCAx2-t-DAx3+cyc. 
J b+xdcAx 

de donde quitando el divisor resulta 
xzhAx= (b-i-x)A-T-(b ^x)BAx+(b+x)CAxs+(b-hx)DAx3^-&>c. 

±AAx ±BAx2 ±.CAx3 ± 6 ? c . 

¿ igualando les coeficientes de los te'rminos homólogos se tendrá 

{b-hx) A=x , ó A=J^—Í (b-r-x)B±:A—±i-> ó (b-+x)B=.... 

x ±$dzxq=x h h 

b-i-x b-+-x b-r-x (b-t-x)2- ' 

(b+x)C±:B=o, ó (b-Y-x)C~+B=zrz(dr ^ ó C = — : 

rt. \T*_, n , ^ C (b-i-x)3 b 

(¿+X)D±C-!Í , ó I)=— b •+• x b-i-x (b-i-x)4 5 

x±zAx x b b h 
l u t £ 0 7 - — — ± — — — Ax Ax2±: Ax5&. 

b-i-x±Ax b-hx (b-\x)2 (b~t-x)3 (b-hx)4 
M u í 

ss±Ax yjr / * /-A:. báx* bAx3 \ 
(*)a( r t— ± 1 - & C . Í , 
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Si fuese z—ax, resultaría z'=aXwf^X=-aXa~^iX 

r t A x \ \ x 2 Ax3 
pero [§4~3]a =i±:A» log. a-i (log. a)2zh (log. c )3 - i -&c. 

2 2x3 
; Ax2 Ax3 x 

luego z —ax( i±Ax log. a-i ( log. a ) 2 dr ( log. a , 3 + & c . ) 
\ 2 2x3 / 

, Ax2 Ax3 N 

y Az=ay ( ± A x log. a-i ( l o g . a ) 2 ± (log.£z)3+&c. ). 
\ 2 2x3 / 

Sea z = sen.x y s e r á z ' = s e n . ( x d t A x ) = sen.x cos.Axzfccos.x sen .Ax; 
pero suponiendo el radio igual con 1 es 

[ § 4 ? 5 7 4 7 4 ] c o s A x = i 1-+ - & c . 
Ax3 AxS 

sen. Ax=Ax 1 ,—- —Que. 
2x3 2x3x4x5 

Ax2 Ax3 
luego z — s e n . x ± A x cos.x . sen.xzp cos.x-t-(kc.: 

2 2x3 
Ax2 Ax3 

y Az—±Ax cos.x sen. xrp • eos. x- t -&c. 
2 2x3, 

Se fuese £=cos .x tendríamos 
z'=cos.(xzízAx)=cos.x cos .Axrp sen.x- s e n . . A x = 

Ax2 Ax3 
eos. xzpAx sen. x cos.xdz sen x~t-&c. 

2. 2x3 
Ax2 Ax3 

de donde inferiría m o s A z = = : p A x sen.x —eos. x± sen.x-t-&c. 
2 2x3 

De todos los exemplos que hemos resuelto podemos deducir que si z 
es una función qualquiera f.(x) de una variable x , y substituimos en 
ella x d r A x en lugar de x podremos suponer 

/ (x=t Ax)=z'—z-hslAx-i-n A x 2 - t - C A x 3 H-D Ax4+&c. 
y por consiguiente Az=:z'—z=AAx-i-BAx2-i-CAx3 +-DAx4 F & C 
representando yí , fí,C,D, & c . funciones indeterminadas de x. 

Esta proposición también la podemos demostrar ápriori, como lo ha
remos en lo sucesivo. 

504 Pasemos ya á las funciones de dos variables independientes, y 
supongamos que se tenga z—f.(x,u\ y tendremos que en e.-te supuesto 
z puede variar por tres causas; i . a por la variación sola de x quando se 
transforma en x_fcAx ; 2. a porque u sola sea la que varié , y se convierta 
por exemplo en uzhAu; y 3. a variando ambas x y u. E n el primero y 
segundo caso las diferencias que resultan de z se llaman parciales, y se 

Az Az 

expresan respectivamente por — A x , AM; en el tercer ca;o resul-
A x Au 

/ 
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tara la diferencia Az que se llama diferencia total, 6 simplemente la 
diferencia de la función. * 

Como en los dos primeros casoseisolamente varía en la función z una 
de las cantidades x ó u, su diferencia se hallará en virtud del problema 
antecedente; y por lo que toca al tercero, si llamamos z ' á la función 
f(xáiAx,u±Au) que resulta substituyendo en z,x±A.x por x, y uázAu 
por 'u , la difeiencia de z ó Az será igual á 

z'—z —f. (xázAx, u±Au)—f.(x,u). 
Del mismo modo tendríamos que si fuese z=f(x,u,r,t) resultaría 

Az=f(x±.Ax,u±:Au,r±Ar,t±At) —f.(x,u,r,t). 
En la resolución de los exemplos siguientes esupondremos para mayor 

sencillez y claridad, que las variables x,u.aumentan á un mismo t iem
po ; pues en caso de que alguna disminuya, bastará hacer preceder á su 
diferencia el signo — . 

i . ° Sea z=ax.-t-bu-\-cxu y tendremos z ' = a ( x + A i ) + ¿ ( ! í + A w ) + . . . 
e(x +Ax)(u-t-Au)—ax-}-aAx-i-bu-i-bAu-i-cxu-hcxAu-hcuAx-i-cAxAu; 
y restando, de esto el valor de z , y resolviendo en factores los te'rminos 
donde se halla una misma diferencia, será 

Az—z'—z=(a-hciL)Ax-{-(b-{-cx)Auí+cAxAu. 
2.° Sea z=a(ii—b')2—x(x—a)2 

y se tendrá z'—a(u+Au—b)2—(x-hAx)(x-hAx—a)2, 
que tomando por primera parte en el primer te'rmino u—b, y Au por se
gunda, y en el segundo por primera x—y por segunda Ax, se conver
tirá en z'—a(ii—b)2-h'¿a(u—b)Au-\-aAu2—x(x—a)2—2x(x—a)Ax—... 

xAx2—(*—a)2Ax.—í(x—a)Ax2—Ax3, . 
y restando de esto la función primitiva, destruyendo los términos y exe
cutando, las operaciones correspondientes en los demás, se tendrá 

Az=z'—z=zau£u—2abAu-haAu2—2x2Ax-{-.... 

2 axAx—xAx2—x2£x-t-v axAx—a2Ax—2 xAx2-h2aA x2—Ax3, 
ó resolviendo en factores los términos donde hay una misma diferencia, 
y ordenando por las. potencias de la diferencia de x , s e r á por último 
Az^~(¿x2—4.ax+a2)£x-+-2a(u—b)Au+(2a—2x)Ax2-t-aAu2—Ax3. 
3. 0 Si fuese z=.x4—aux2-hbu3 seria 
z'=(x-hAx)4.—a{u -hAu)(x-hAx)2-i-b(u-+-Au)3=x4+4x3Ax-{-6x2Ax2-h 
4xAx3 -hAx4—aux2 —2 auxAx—auAx2—ax2Au—2axAuAx—.... 
aAuAx2 -hbu3^~^bu2Au-i-2buAu2-i-bAu3 ; 
que restando ahora el valor de z y descomponiendo en factores los tér» 
minos semejantes de las diferencias resulta 

Az—z'—z=(4>-3—2aux)Ax-i-(^bu2-— ax2)Au-+-
(6x2 — au)Ax*—2axAxAu-+-3buAu2—aAx2Au+bAu3-i-Ax4. 

D i estis exemplos podemos inferir que siendo z una función qual
quiera f(x,u) de dos variables independientes * y u, y sí,B,C,&:c. fun
ciones indeterminadas de ias mismas variables, se puede suponer 



104 DEL CÁLCULO \ 

z,z=f.(x+Axiu+Au)=z+AAx^£Aii-hCAxi-i-DAxAu-i'EAui^-Si9. 

y Az—A¿yx+BAu+CAx*+DAx/S¡it+EAu*+&c. ( A ) 
lo que también podríamos demostrar ú priori. 

Del mismo modo deduciríamos que siendo z=f.(xM,r) se tendida 

Az=jiAx-i-BAu+CAr-*-DAx*-t-EAxAu->.-FAxAr-*-... 
GAu2-hHAuAr-hlAr2-i-&cc. 

Si en la equacion ( A ) hacemos A z ¿ = o , resultará la diferencia de Z 

Az 
relativa á la variación de x; y será —Ax—AAx~hCAx2-+-FAx3-i-(kc. 

Ax 

y si en dicha expresión se supone A . v = o , 
Az 

resultará — Au~BAu-t~EAu2-r&cc. 
Au 

505 Si entre las cantidades variables hubiese una relación expresada 
por la equacion Tr—f.(x,z)—o\x seria función de z , y recíprocamente z 
función de x; de donde se sigue que si x por exemplo varía y se trans
forma en x-+-Ax, z variará necesariamente; de manera que llamando Az 
al incrementod diferencia q u e resulta en z\ los nuevos valores 
ar-f-A#,z-t-Az de x y de z , deberán necesariamente satisfacer á la equacion 

V—f.(x,z)~o y tendremos Pr'=f.(x-{-Ax,z-\-Az)=o , 
¿ V-v-AAx+B Az+CAx2+DAxAz-hEAz2-±-FAx3-)rtkc.—o; 
y como por el supuesto es V—o, será también 
A£x+-B£z-hCAx2-hDAxAz+EAz2-hFAx3-i-&.c.=o(a) ó AV=o; 
cuya equacion expresará la relación entre Ax y Az, de donde inferire
mos que esta relación se hallará tomando ladiferencia de V como si las 
variablesx yz fuesen independientes, y haciendo luego AV—O. 

Si por exemplo la relación entre x y z fuese dada por la expresiom 
a(z—tj)2—x[x—a)2~o, la equacion 
—{3a;2—átax-\-a2)Ax-ií-<¿a(z--b)Az-*-(2a—2x)Ax2-t-aAz2—Ax3=.o (a ' ) 
expresaría la razón ó relación entre Ax y Az, de modo que seria 

A z 
33c 2 —4íiaM-a 2 -t-(3#—2a) Ax—a — A z - t - A x 2 

A * ' Ax 

= (£). 
Ax 2o(z—b) 

Y si la relación entre las mismas variables fuese dada por la equacio» 
%4—azx2-hbz2=o, la relación entre sus diferencias estaria expresada por 

*x(2X2—az)Ax*-(T>bz2— ax2)Az-*-(6x2—az)Ax2—2axAxAz-i-.... 
3 hz Az2+4 x Ax 3—aAx2 Az+b Az3 + Ax4= o ( 7 ) 
de cuya equacion se saca 

Az Az 
— 2 . V 2 ) — ( 6x2—az)Ax-h2axAz— $bz — A z — AxAxZ-t-aAxAz—b— A z 2 — 

J K 1 Ax Ax 
3¿z 2 —ax 2 
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En general, dada la relación entre x )§z por una equacion qualquiera, 
y siendo A,B,C,D,fkc. funciones in^herminadas de x y de z, la rela
ción entre las diferencias A z , A x , seypodrá cifraren la equacion 
AAx^-BAz^CAx2-^DAxAz-^EAz2-¥FAxZ-^-GAx2Az-i^c.T=ot 

y la razón será 
A z 

A+CAx+BAz-hE — AZ+2^AX2H-GAXAZ-+&C. 
A l = S , (¿T¡ 
A x i? f ' 

A z 
5 0 o En estos tres exemplos hemos deducido la razón —entre lasdi-

Ax 
ferencias de x y de z, de la equacion que expresa la relación entre estas 
diferencias, prescindiendo de los valores particulares que se pueden dar 
á x ó á z. Quando se ofrece determinar dicha razón, suponiendo que * ó z 
tienen ciertos valores determinados, suele suceder que la substitución 

A z 
de estos valores hace infinita la razón —A , la qual sin embargo debe ser 
finita y determinada. 

Supongamos por exemplo que siendo dada la relación entre x j z por 

la equacion a(z—b)2—x(x—a)2—o, se pida la razón entre sus dife-
Ax 

rendas, en el supuesto de ser x—a. 
La equacion a(z—b)2—x(x—a)2=o manifiesta que quando x—a, r. 

es igual con b -3 por consiguiente substituyendo estos valores en la equa-
A z 

cion (£), la reducirán á = 0 0 ; pero como por el supuesto de ser 
A x 

* = a y z = ¿ , el coeficiente de A x y el de A z en la equacion («') son 
. A z 

cero, esta equacion se reduce a aAz2—#Ax2—Ax3r=o, y la razón 
A x 

( A z 2 A x 
— ^ = i - ¡ . Por lo 
Ax/ a 

qual no se debe extrañar que en el supuesto de x—a, la equacion (£) 

nos de' un valor falso de — , puesto que en dicha equacion el conse-
A x 

qüente de la razón A x : A z es la cantidad 2c(z—b) que por ser * = ¿ , se 
reduce á cerod no debe existir. 

Si dada la equacion x4—azx 2 - i- />z3=o entre x y z, y la equacion ( 7 ) en-

A z 
tresus diferencias, se pidiese la razón , suponiendo ¿r=o; como en 

A x 
N T O M O I I . P A & T S I I . 
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©ste caso seria también z = o , ]£• equacion ( 7 ) se reduciría* á 
/ A \ . 3 a A z Ax 

bAz3—aAzAxz-hAx4z=:o ó á ( — x— = , 
V U / b Ax b 

que es de tercer g rado , y c u j a resolución dará los valores de — . La 
Ax 

Az 
equacion (l) nos hubiera dado — =00 por la misma razón que en el 

exemplo precedente. 
E l mismo método se seguiría en las funciones de mas variables ; y 

as í , no nos detendremos mas sobre este punto, y pasaremos á conside
rar las diferencias de un drden superior. 

507 Con la mira de dar á conocer como se originan estas diferencias 
supondremos que haciendo variar sucesivamente una función de una ó 
mas variables,, que llamaremos z , sean z z " , z " \ z n , & c . los valoies 
consecutivos de z quando aumenta, y fz¿'z¿,,z¿yz,f¡k. quando disminuye; 
de manera que & c . , / < / z , / / / z , / / z , / z , z , x ; / , z / / , z / / / , z / > ' , & c . . 
forme una serie de términos sueesivos. 

En virtud de esta consideración y de lo expuesto [503] tendremos 

z'—z=Az;z"—z'=--Az':z,/f-z/,=Az//:z'i/-z//'==Az'''&c.z-/z-A'zi 

fz-/Jz=A"z; "Z—'/,Z=A'"Z;"/Z—"Z--=A,VZ,&LC. 

Sabemos igualmente [503] que Az'—Az—A{z'—z), 
luego será Az'—Az=?=AAz.. 

La diferencia de la diferencia de una función z de una ó muchas va 
riables se llama la diferencia segunda de z , y se representa mas sen
cillamente por A 2 z , y no se debe confundir estaexpresion con ninguna de 
estas A . z 2 , A z 2 ; pues A . z 2 - indica la diferencia del quadrado de z ; A z 2 el 
quadrado de la diferencia de z , esto es, ( A z ) 2 ; A 2 z indica , como aca
bamos de dec i r , la diferencia de la diferencia,de z ó la diferencia se
gunda de z. 

Del mismo modo tendremos. 

A r / — A z = A 2 z d A Z ' = A Z H - A 2 Z , A z " — A z ' = A V ó A z / / = A z ' - + - A 2 z / , 

Az,'"—Az"=A2z" ó A z / / / = A z / / - t - A 2 z / / , A z ' " — A z ' " = A V ' 

ó A . ^ = A z , / / + A 2 z / / / , & c . ; A z — A ' z = A 2 ' z d A z ; = A ' z - f - A 2 ' z , 

A ' z — A " z = A 2 / / z o A ' z = : A " z : - t - A 2 / / z „ A " z - • A / / / z = A 2 ' / / « 

6 A / / z = A / / / z + A 2 / / , z , & c , 

La diferencia segunda de la diferencia de z se llama la diferencia ter
cera de z , y se denota por A 3 ¿ • y siguiendo el mismo orden, la d i 
ferencia quarta se denota por A.4z; la diferencia quinta por A-5z , y en 
general la diferencia n por A»z . 

Si z fue:e función de una sola variable x, hallaríamos z' substitu-
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yendo en lugar de xYv'—x-+-A.x-:>Az\ sus t i tuyendo en Az,x'=x-+-Ax 
en vez (Je * ; y Ax,==A.(x-hAx).—A2x en lugar de Ax ; A2zf 

substituyendo en A2z por x,x'—x-t'-Ax ; por A A ^ A A / ^ T A X - I - A 2 ^ 

y por A2x,A2x'—A2(x+Ax)=A2x+A3x,&c. 
Si en una función z de dos variables independientes x y M, substi

tuimos en lugar de x\x'~x-hAx\y en voz de u,u/=u-hAu, resultará z'y 
substituyendo en Az,x'=.x+-Ax por XJI'—U+AU por u^Ax'—Ax -i-A^x 
]>or A . v , y Au'==Au-\-A2u por A ; / , resultará A z ' ; 
si substituimos en A 2 Z,JC '—X-Í -AX en vez de » + A « en vez de ut 

Ax,=Ax-+-A2x en Jugar de Aar,A« ,=¿=AiJ •-A2u en lugar de Á n , 
A 2 x / = A 2 . v - f - A 3 x en lugar de ZX 2x, y A 2 ¿ * ' = . A 2 « - I - A 3 M en vez de A 2 « ; 
resultará A2z\ y así en adelante. 

Con la mira de simplificar ios cálculos, se suele suponer que una de las 
cantidades variables varía uniformemente ; 6 foqué es lo mismo que su 
diferencia primera es constante, y esta sirve de te'rmino de compara
c ión , al qual se refieren ias diferencias de las demás cantidades. 

Nosotros supondremos Ax constante en los siguientes cálculos, y nos 
propondremos hallar las diferencias segunda, tercera, & c . de una fun
ción qualquiera de x. 

Una vez que suponemos Ax constante, si llamamos z á la función 
propuesta, y substituimos en su diferencia Az.x+Ax en lugar de x, re
sultará A z ' , de la qual restando A z , se tendrá Aíz. Substituyendo en 
A 2 z por x,x-hAx, tendremos A a z ' j 
y restando A 2 z resultará A 3 z , y así en adelante, 

Sea por exemplo z=axn, y tendremos 

n(n—1) n(n—i)(n—2) 
A z = o ( « x « — ' A A H - xr'~2Ax2-h — x*—3Ax3-i-.... 

2 i x g 
n(n—-iV«—2)(n—a) 
- ¡ il tí x"—4Ax4+... 

2x3x4 

n(n—1 2)(«—3)(«—4) 
x«—5Ax5-t-

2x3x4x5 

"(»—1)(»—2)(n—3)(w—4)(n—5) 

2x3x4x5x6 

y restando esta cantidad de la que resulta substhuyendo en ella x-t-Ax 
por x , y reduciendo tendremos 

A2z=a[n(n-~¡ )xtl—2£x2-i-n(n—iv(n—2).x«—3A*3-K.. 

?•»(«—- 2)(«— 3) 7i-f«—1 \.(n—4) 
Jl * tL x"—4Ax4+ - l l i 'xn-SAxS - i - . . . 

3X4 4 
3 i « ( n - i ) . . . ( « - 5 ) 

3x4x5x6 
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haciendo la misma operación cog esta cantidad que con la antecedente, 
hallaremos <fa 
A 3 -—an[(n— i ) («— 2 )x"— 3 Aa-3-f- | f y « — 1)(«—2)(«—3 )*»—4 A*4 - t - . . . . 

»(n—iY«—2). . . («—5) ^ . ^ n 

Sn(n—i)...(n—4)xn—S&xS+ — 2 Í-A — *«—<*A**-i-&c. ] , 
2 

y del mismo modo se hallarán las demás diferencias. 
Supónganlos ahora que z sea función de dos variables independientes 

que señalaremos con * y CGU U , y tendremos que si substituimos en 
£z,x-'¡-Ax en lugar de .T, y u-i-Au en lugaj de u ; y Au-t-A 2 z¿ en lugar 
de Au i resultará Az\ de la qual restando Az tendremos A~z. 
Substi tuyendo en A"z por x,x-\-Ax ; por i / , ¡ /+Zlu; por Au,Au- t -A 2 t f ; 
y por A2u,A2ii-t-A3u, resultará A 2 * / , de la qual si quitamos A 2 * , 
la resta será A3z; y así de las demás diferencias.. 

Sea por exemplo z=u(a-hx), y tendremos 

z/=,(u-i-Au)\<a-i-X'i-Ax)—u(a-{-x-hAx)+(a-+-x+Ax)Au ; 

y Az=z'—z=u(a-i-x-{-Ax) -{-(a-i-x-i-Ax)Au—u(a+x)=uAx-{-.„ 

(a-¡-x-hAx)Au; Az'=(u+Au)Ax~i-(a+x-hAx-i-Ax)(Au-i-A2u)== 

nAx-i-(a^x-h2,-£x)Ait+(a~hx-h2Ax)A2H; y A2z=Az'—Az=uAx-i-*, 

(.a-+JC-4-3Ax)AM-h(a-{-x-h2Aa;)A 2a—u£x~(a-i-x-t-Ax)Au=2AxAu-h.. 

( a - ^ x ^ 2 A x ) A 2 w ; A V : ^ 2 A : i ( A ^ 

2AxAu-i-2AxA2u-i-(a-i-x-+-^Ax)A2u-h(a-i-x-\-^Ax)A3ii=2AxAu-i-

(•fí.-+-A;-+-5Ax)A2ií-+-(a-4-x-t-3Arj)A3?í; y A 3 3 = A 2 ¿ / — A 2 ¿ = 2 A * A i ¿ - t -
/a-hx-^¿Ax)A2a-h(a-hx-h^Ax)A3u—2AxAu—(a-¡-x-¡-2Ax)A2u—....~ 

3AxA 2íi-t-(rt-+-x-H3Ax)A3w 3 & c . 
Los problemas que hemos resuelto, aunque senci l los , manifiestan, 

eomo se deben resolver otros mas complicados; y que toda Ja dificul
tad de estos se reducirá á que los cálculos serán mas largos. 

5.08 Pues que z'—z=As, resulta que z'=z-hAz; y que z"—z'=Az\ 

d z//=z,-i-Az/~z-hAz-^A.(z-^Az)=z-i-Az-hAz-i-A2z=z-h2Az-hA2z; 
por lo que advertimos que el valor de un término qualquiera de la se
rie z,z'\z'\z"\ & c . se puede expresar en valores del primero y de sus 
diferencias; y si continuásemos sobre este pun to , podríamos llegar á 
expresar el valor de zn, entendiendo por n el numero de acentos qrtfe 
deben afectar á z , y hallar la suma de tantos términos como se quie
ran en valores de-z y de sus diferencias; también podríamos hallar el 
Valor de Anz en valores de los términos de la ser ie; pero como esto está 
completamente explicado en las instituciones de cálculo diferencial de 
D. José Gha ix , lo omitiremos porque esta es una obra que no debe de-
xarde estudiar ninguno de nuestros jóvenes que intenten imponerse en 
él estado de las ciencias en el d i a ; por lo rrue terminaremos este asunto 
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advirtiendo que quando z sea función ^e x, se podrá suponer constante 
bien sea la Ax, bien sea la Az ; pe£ ambas no se pueden suponer cons
tantes á un tiempo; pues esto solo se verificaria quando la función fuese 
igual con la misma variable. 

DEL CALCULO DIFERENCIAL. 

Principios de la diferenciación de las funciones de una sola variable. 

509 Hasta aqui solo hemos considerado en las funciones su desarro
llo, su transformación, sus límites, y sus incrementos ó decrementos ; 
ahora nos dirigimos á encontrar el límite de la relación de la diferencia 
6 incremento de la función con el de la variable, que formará el asunto 
de nuestras investigaciones. 

En efecto, hemos visto que siendo z~f.(x) resulta 
Az=JAx-i-13Ax2-hCAx3-i-DAx4-i-fkc.; 

luego si hallamos la relación que tiene el incremento d diferencia Az 
de la función con el incremento ó diferencia Ax de la variable, tendremos 

Az 
—=A+BAx+CAx2+DAx3-i-ckc., 
Ax 

donde se ve que la relación de los incrementos de la función y de la va
riable se compone de dos partes, la una independiente de dichos incre
mentos que es A, y la otra que está afecta de Ax, ó que depende del in
cremento de la variable. Si se supone que la cantidad Ax vaya dismi
nuyendo , el resultado se aproximará sin cesar á A, y no llegará á ser 
igual con A, sino quando Ax—o; de modo que A es el límite de la 

Az 
relación —-, es decir el valor hacia el qual se dirige sin cesar á me-

Ax 
dida que la cantidad Ax disminuye, y al que se puede aproximar tanto 
como se quiera. 

Pero quando A A = O resulta Az=z'—z~o, 

luego la relación — se convierte en g, y no se aniquila, puesto que es 

igual con A ; donde vemos que desvaneciéndose los incrementos de la 
función y de la variable al mismo tiempo, conservan aun la relación á 
que se han aproximado por grados. 

Entre la función primitiva y el límite de esta relación hay una de
pendencia que determina la una cantidad por medio de la otra; y todos 
los medios que la análisis indeterminada nos ofrece para conseguir este 
fin, están comprendidos en el tratado que se conoce en general con el 
nombre de Cálculo infinitesimal. 

Este precioso Cálculo tiene dos partes: la primera que se denomina 
Cálculo diferencial trata de hallar, dada la función, el límite de la 
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relación de su incremento con el^ie la variable ó vzrizhles que entran 
en la función; la segunda trata d&íelerruinar la función, quando se 
da conocido el límite de la relacionxde su incrementa ion el ae ia va
riable, y se llama cálculo integral; que es por consiguiente eí inverso 
«ieí cálculo diferencial, pues trata de hacer lo contrario que este. 

Se dio á este portentoso cáiculo el nombre de cálculo infinitesimal, 
porque su inventor Leibnitz deduxo su teoría por la consideración de estos 
límites de las diferencias á que e'l llamaba cantidades infinitamente pe
queñas; el de, cáiculo diferencial, porque se trataba de encontrar en su 
Lnguuge ia diferencia infinitamente pequeña de una función; y el de 
edículo integral, porque suponía que la función se componía de una infi
nidad de diferenciales. 

51 o Hemos dichoque el inventor del cálculo infinitesimal fue Leibnitz , 
porque él fue el que primeramente publico en 1684 una memoria sobre 
el cálculo diferencial en la» actas de Le ips ick ; pero debemos advertir 
que ha habido muchas contestaciones sobre este punto, habiendo l l e 
gado hasta tratarle de pia^ ario, atribuyendo todo el mérito á JN'euton. 
Más prescindiendo de las pasiones y amor propio de algunos hombres 
medianos, que excitan disensiones literarias mas bien con el objeto de 
distinguirse que con ¿ l o e indagar ia verdad, y examinando la qüestiou 
con imparcialidad, se halla que estos do» Geómetras le inventaron cada 
uno de por s í , y por un método muy diterente. Le ibni tz publicó su 
método sin demostración; y Neuton , aunque demostró sus principios, 
fue valiéndose de las ideas de movimiento que son extrañas en la aná
lisis ; por lo qual huno también contextaciones sobre si era ó no exacto 
dicho cálculo. 

Mr . Ro l le , individuo de la Academia de ciencias de Pa r í s , publicó 
en 1703 entre las memorias de esta, una en que demuestra con la ma
yor evidencia que las cantidades que Leibni tz dice son infinitamente 
pequeñas, son cero; y aunque dicho Geómetra tenia mucha razón en esto, 
eomo no era entonces la opinión dominante de la A c a d e m i a , puso esta 
en el tomo correspondiente'á Jas de J704 una advertencia en que decia : 
que aunque la memoria de Rolle estaba impresa entre las delaAcade- • 
mia, no por eso esta había adoptado nada de lo que en dicha memo
ria se podía hallar; io que no favorece demasiado á la Academia. 

E l método de Leibnitz era senci l lo , y sus aplicaciones fáciles; pero 
carecia de claridad y exact i tud; el de Neuton era exac to , pero largo, 
fastidioso y difícil de apl icar; por lo qual d ' A l e m b e r t , con la notación 
de Leibni tz y el método de las primeras y últimas razones de Neuton, 
demostró los principios de dicho cálculo, á cuyo método l lamó método 
de los límites, con lo qual quedaba y a explicado el cálculo diferencial 
con claridad y exactitud. 

Este método supone que se sepa ya desenvolver en serie toda clase de 
i « ü © Í 9 H & » , lo que se executaba antes por métodos muy largos y pene-
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sos; pero como en la memoria de D J k # í Chaix se presenta dicha trans
formación con la moyor sencillez Ris ib le , se sigue que con su auxilio 
se pueden demostrar los principios del cálculo diferencial con clari
dad , sencillez y exactitud , que son las circunstancias que debe tener 
todo método para ser perfecto. Pero aun no haremos uso de este cono
c imien to , porque suministrando el cálculo diferencial unos métodos 
muy sencillos para desenvolver en serie, y hallar los incrementos de las 
funciones; vamos á presentar sus principios sin suponer mas conoci
mientos que los expuestos en el primer tomo (*), cuyo método estriba 
en el siguiente : 

511 Teorema. Si siendo z = f . ( x ) se substituye x-f-k en vez de x, 
señalando k una cantidad qualquiera positiva ó negativa, se conver
tirá z en z ' , y tendrá esta forma z / = f . x - f - A k + B k 2 H - C k 3 H - D k 4 - i - & c . 
siendo A , B , G , D ,&. funciones qualesquiera de x,pero independientes de k # 

Este teorema quedará demostrado si manifestamos que la cantidad k 
solo se puede hallar con exponente entero y pos i t ivo ; lo que se conse
guirá demostrando que no puede ser el exponente en ningún término 
ni negativo ni fraccionario, y que ademas debe haber un término in 
dependiente de k que es la función primitiva. Para esto, observare
mos ante todas cosas que si en el desarrollo de una función se substi
tuye en vez de la variable deque depende un valor particular; debe re
sultar el mismo valor quedaría la función antes de desenvolverse, pues 
de otro modo no seria, la función igual con su desarrollo; y como ha
ciendo k=o,z'—f.(x-+k) se convierte en z=f.x, se sigue que el desar
rollo de z'=f.(x-\-k), qualquiera que sea la forma que tenga, se debe re
ducir á z—f.x quando k—o; por lo qual se hallará este término en la se
rie sin estar afecto de la cantidad k, el qual diremos que es el primer 
término del desarrollo. Ahora, la función f(x-hk) no puede tener ningún 

M 
término de la f o r m a — , ó ser su exponente negativo ; porque en este 

•ítit tfcjip oTaoü ¿i kJlSÍ* r «•» x£. y fu m S-»T ?< 
caso , quando k fu°se igual con cero , este término seria infinito , y por 
consiguiente lo seria también f.(x-i-k) en este supuesto; pero como en 
este caso se convierte en f.x, la qual no puede ser infinita , sino en cier
tos valores particulares de x , no puede haber ningún término que tenga 
dicha forma. 

Tampoco puede tener exponentes fraccionarios, d lo que es lo mismo 
radicales, á menos que no se den á * valores particulares. Porque los ra
dicales de k no podrán provenir sino de ¡os radica'es comprendidos en 

(*), Lagrange , célebre analista francés , expone el cálculo diferen
cial en sus funciones analíticas de un modo que hace honor á su autor ; 
pero como en la práctica tiene algunos inconvenientes, es regular que 
no se llegue á adoptar generalmente. 
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y la substitución dex-+~k ef \e.z de x , no podría aumentar ni dis
minuir el número de el los , ni mud^-su naturaleza mientras qué X y k 
permanezcan indeterminadas. Por otra parte se sabe [ I . 295] que iodo 
radical tiene tantos valores diferentes, como unidades hay en su expo
nente, y que toda función irracional tiene por consiguiente tantos va
lores diferentes como combinaciones se pueden hacer con ios diferentes 
valores de los radicales que encierra ; luego si el desarrollo de la fun-

m n 

cion f.(x-\-k) pudiese contener un término de la forma Mk,¡—M\/km 

la función f.x seria necesariamente irracional, y tendría por consiguiente 
un cierto número de valores diferentes , que seria el mismo para la fun
ción f.(x-hk) que para su desarrollo. Pero este desarrollo estando repre-

« 
sentado por la serie f.x~h-Ak-hBk--hCk3-\-...-hM\/fc'n-\-&cc. 
cada valor de f.(x) se combinaría con cada uno de los valores de l r ad i -

u 
cal Ms/km, de manera que la función f.(x-i-k) tendría mas valores di
ferentes que la misma función no desenvuelta; lo que es absurdo. 

Esta demostración es general y rigorosa, mientris que x y k per
manecen indeterminadas, que es como aqui las consideramos; pero de-
xaria de serlo si á x se diesen valores determinados; porque seria posi
ble que estos valores destruyesen algunos radicales en f.x que podrían 
sin embargo permanecer en f.(x-+-k). 

512 Si de la equacion z'—f.x-t-Ak-+-Bk2-i-Ck3-i-&rc. 
se resta la equacion primitiva z—f.x 
resultará z'—z—Ak+Bk2+Ck3+Dk4-^Ek5+Fk6+t)cc. 
6 llamando h á z'—-z que es el incremento que sobrevino ala función z 
por el k que sobrevino á la variable x, se tendrá 

h~Ak+Bk*-i-CkZ-i-Dk4-t-Ek5-t-ckc. 
Para conocer que/;, es el incremento de la función y k el de la varia

b l e , substituiremos Az en vez de /z, y Ax en vez de k; con lo qual ten
dremos nuestra equacion convertida en 

A z = AAx •+• BAx2 -+- CAx3 -f-DA*4 -f- & c . ( a ) , 
que expresa el incremento ó diferencia de una función quando í la va
riable le sobreviene el incremento Ax; y vemos que este resultado es 
idéntico con el que se deduxo por la teoría de Jas diferencias. 

Dividiendo esta equacion por Ax se tendrá la relación de los incre-
A z 

mentos expresada por — =A-hBAx-irCAx2-t-D£x3-h&:c. 
Ax 

Ahora , suponiendo que Ax disminuya como hemos dicho [§509] se 
tendrá que esta relación se irá acercando á A tanto como se quiera; por 

A z 
lo qwal A será el l ímite de dicha relación y será : límite de —— = A\ 

^ J Ate 

\ 
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Az | 
más como el l ímite de — s e saca Aponiendo Ax~o¡ en cuyo caso la 

Ax 
equacion (a) da Az~o, 

Az 
el límite de — s e convierte en §; cuya relación no nos dice si el o de ar-

Ax 
l iba proviene del límite del incremento d diferencia de la función d del de. 
la variable; y así, es indispensable elegir un signo para expresar el límite 
o de la diferencia ó incremento Az, ó el de ia Ax. Nosotros adoptare* 
mos , como lo está en todo el continente, el que Leibnitz uso, que con
siste en poner una d de nuestro alfabeto en vez de ia A griega; y así , dz 
expresará el límite de la diferencia de la función z , y dx ei límite de la 
diferencia de la variable x; pero es indispensable tener presente que el 
valor absoluto de dz, dx, y en general de qualquier variable precedida 
de la característici d, siempre es cero; y solo representa una cantidad 
quando está señalada la relación entre dos de estas expresiones, y así, en 

dz 
el exemplo antecedente tendremos — — A . 

dx 
513 Aunque dz,dx,fkc. no son cantidades, se pueden executar con es-

tos símbolos las mismas operaciones que con las cantidades mismas. 
Para probarlo, en la equacion Az=AAx-+-BAx2-t-CAx3-¡-Z)Ax4-i-$ic. 

Ax f Ax 1 
hallaremos la relación -— y será 

Az A.z A-i-£Ax-t-CAx2-i-6cc. 
dx i . dz dx 1 

cuyo límite es — = —-; pero A=. —-, luego — = — , resultado que 
dz A dx dz dz 

dx 

manifiesta la regla dada en el Algebra para dividir un entero por un 
quebrado. 

Sea ahora u una función qualquiera de x, y z una función qualquiera 

j i 1 * J ? Au=A Ax-t-B Ax*-hC Ax3-t-$cc.(a) 
de u, con lo qual tendremos< y . , / A , „ A „ X * ! T V Í ' 1 ^ \ J Az—A'Au-hB'Au*-i-C'Au3-h6Lc.(b), 

y substituyendo en esta última expresión en vez de Au, Au2Qzc. 

sus valores sacados de la primera será Az—A'AAx+B A'Ajt2+&c. 
-hB'A2Ax2-i-ikc. 

Az 
de donde sale — —A'A+A'B A * + & c . 

A x +B'A2Ax-i-ikc. 

y pasando á los límites resultará — =A'A; 
dx 

O T O M . II . P A R T E I I . 
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C dz du 

pero de las ecpuaciones (a,1?) se sa.c%¡A'=.— , y A——, 
du dx 

dz dz du 
luego se tendrá — = . — x — ; 

dx du dx 
equacion que manifiesta que la du se puede suprimir en el numerador 
y en el denominador como si fuesen cantidades. 

De donde se deduce que si se quita ei denominador dx en la expresión 
dz 
— =A se tendrá dz—Adx, 
dx 

514 Gomo de esta expresión depende el valor de la relación entre di
chos límites, se dice que es la diferencial de la función; y da á conocer 
que es el primer término de la diferencia, solo con poner en vez de la 

dz J 

Ax su límite dx ; y como la expresión —- —A es lo que multiplica a 
dx 

dz 
la diferencial de la variable en la de la función, se ha dado á — 6 a lo 

dx 
cjue representa, el nombre de coeficiente diferencial. De donde se deduce 
que el limite de ¡a relación de los incrementos ó diferencias ó el coefi
ciente diferencial, se obtendrá dividiendo la diferencial de la función 
por la de la variable; y recíprocamente , se obtendrá la diferencial 
de la función multiplicando el límite déla relación de los incrementos 6 
el coeficiente diferencial por la diferencial de la variable. 

Luego según todo lo expuesto, el cálculo diferencial es aquel ramo 
de la análisis indeterminada, que enseña á determinar el límite de la 
relación de los incrementos simultáneos de una función y de la variable 
é variables de que depende. 

515 Aunque se puede tomar por evidente que dos funciones iguales de
ben tener diferenciales iguales, no obstante , como es una de las propo
siciones fundamentales, es indispensable hacer palpable esta verdad ;. por
que ninguna reflexión que aclare una proposición está demás para el prin
cipiante. 

Quando dos funciones son iguales entre sí, qualquiera que sea el va
lor de ia variable de que dependen, es necesario que sus desari olios or
denados con relación á las potencias de esta variable ó de su incremento, 
sean idénticos á fin de que igualándolos no resulte de esta igualación 
ninguna equacion que pueda determinar la una ó la otra de las canti
dades de que se acaba de hablar; por consiguiente si se tiene u—z—f.\x)^ 
es necesario que substituyendo xázAx en vez de x, y desenvolviendo se 
tenga u-t-AAx+BAxZ-hCAxS-h&c.—z-i-A'Ax+B'AxZ-hC'AxS-h&c. 
qualquiera que sea el valor de Ax, luego se tendrá AAx=A'Axy 
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ó pasando á los límites Aix—A'd^ [f como Adx es la diferencial du 
de u y A'dx la dz de z se tendrá du—dz. 

La inversa de esta proposición en general no es verdadera: y se caería 
en error si siempre se asegurase que dos difei enciales igualespertenecían 
á funciones iguales. 

En efecto, si se tuhiese u—a H 

se hallaría que llamando' z' á lo que resulla de substituir en vez de x, 
b 

x-i-Ax se tendrá a'—a-i—- f(x-hAx)', 

y restando de esta equacion la anterior, resultará 
b b ]] [ 

u'—u=a-\ f.(x-t-Ax)—a J-(x) i 

y señalando con Au el valor de u'—u, y haciendo la destrucción se 

tendrá Au——[f.(x+Ax)—f.(x)]; 

y como lo que hay dentro del paréntesis es igual con Af.(x), resultará 
b 

A.u=—Af.(x)¡ 

b 
y pasando á los límites será du— —df.^x), 

resultado en el que no queda ningún vestigio de la constante a. Luego la 

b . b \b 
diferencial— df.( x) pertenece iguabnenteá «H— f ( x ) que á - f.(x) ; y 

c c e 

conviene generalmente á los diferentes casos que presenta la función 
b 

a-i f-{x)i quando se dan á a diferentes valores d todos los valores 
c 

posibles. Donde se advierte que en la diferenciación de una función 
qualquiera todas ias constantes combinadas solo por via de adición ó de 
substracción desaparecen; las que están por via de multiplica» ion ó di
visión quedan afectando á las diferenciales del mismo modo que afec
taban á las variables. 

516 Quando dos cantidades z y x están unidas por una dependencia 
mutua, se puede decir igualmente que z es función de x , ó que x es 
función de z vsegún se quiera mirar á z como determinada por medio de 
x. ó á x como determinada por medio de z ; el coeficiente diferencial tam
bién se puede mirar baxo cada uno de estos dos aspectos. 
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Quancio se tiene dz—Adx se concluye — = - ^ , si se considera la z 
dx 

dx i 
como debiendo ser determinada por medio de x, y — = — q u a n d o se 

dz A 

supone x determinada por medio de z-} en este último caso la diferencial 

i dz 
de x es dx— —dz— —. 

A A 

517 Apliquemos ahora lo que preceded la investigación de las dife
renciales de las funciones que se presentan en el Algebra . JEstas funcio
nes son sumas, diferencias, productos, quocientes, potencias y raices. 
Consideremos primeramente el caso en que se tienen muchas cantidades 
dependientes d e x reunidas por via de suma d resta; como por exemplo 
la expresión z—u-i-v—iu, donde u,v, y tu son funciones de x; según lo 

expuesto [ 5 1 1 ] se tendrá Z'—U-*-AAX-+-BAX2-*-Q\C.-±-... 

v+A'Ax+B'Ax2+&c.-(w-hA/'Ax-hB/'&x2+ekc.) 

y restando de esta equacion la primitiva se tendrá z'—z—Az—... 

AAx+B£x2+&c.+A'Ax+B,£x2~t&c.—AnAx—B"Ax2—&c.. 

y hallando la relación será 

— =A-hBAx+&,c.-i-A/-i-B,Ax-+-&cc.—A"—B"Ax—&c., 
Ax 

dz 
ó pasando al l ímite —A-+-A'—A"; 

dx 

y quitando el divisor dz-==.Adx-3r-A'dx—A"dx; pero Adx,A'dx, A"dx 
son las diferenciales que corresponden á cada una de las funciones 
u,v,iv,6 du,dv,dvj; luego se tendrá dz=d(u-\-v—iv)—du-hdv—dvj, 
es decir que la diferencial de una función de x compuesta de muchos 
términos se obtendrá tomándola diferencial de cada término con el sig
no de que esté afecto ezte término.. 

510 Entendido esto, pasaremos al producto de dos funciones de una 
misma variable. Sea z—ut, donde u y t son funciones de x, y tendre
mos u—f.(x),: y también será í igual á otra función qualquiera f'.(x) 

, ¿ , Vu'—u-i-A Ax-hB Ax2-t-C A x 3 + & c , 
de x , y tendremos < ' / , A l A „ , A . „ ¿ * w It^zt-i-A'Ax-i-B'Ax^-hCAxS+ckc. 

lo quedará ^ ' ^ « ^ ¿ ^ ( a r h ^ A x + J S A x a + c k . X r - i - ^ ' A x - F ^ ' A x 2 - ! - ^ . ) — 

ut-h- At Ax+BtAx2 - t -cV.. 

-t- A'uAx -hA'AAxz+&c.. 

-i- JB'«A#~~i-&c._ 
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y del mismo modo se hallaría que siendo z=zursty....&:c., 

dz d.ursty...&cc.. du dr ds dt dy 
«e tendría — = — = 1 , ( H _ ¿ . H _ & C . 

ursty...&.c. u r s t y 

y restando de esto z=u¿ será óasEaxtik*vm A tAx+B r A x 2 - i - & c . 
• +A'uAx-+-A'AAx*-*-&.c 

-t-B'u A x 2 - t - & c . • 
Az 

y hallando la relación será — = At -i-Bt A A C + & C . 
Ax + A'u+A'A Ax-*-&c. 

-hB'u Ax-h&cc. 
y pasando á los l ími tes , como los términos donde entra Ax se reducen 

dz 
á cero, se tendrá — =At-+-A n , 

dx 
ó quitando el divisor dz—Atdx-t-A'udx—txAdx-i-uxA'dx; 
pero Adx es igual con la diferencial du de z<, y A'dx es la diferencial 
dt de r, luego tendremos dz—d.ut—txdu+uxdt, 
lo que nos enseña que para tener la diferencial del producto de dos fun
ciones es necesario multiplicar cada una por la diferencial de la otra; 
y como siendo u,í, funciones de x las podemos considerar en general 
como variables, resulta que quando se tiene una función que es el pro
ducto de dos variables, para hallar su diferencial, no hay mas que 
inultipHcar cada una por la diferencial de la otra y reunir estos, 
productos. 

519 Si quisiéramos comparar ahora la diferencial de una función con 
la misma función, dividiríamos los dos miembros de la equacion 
d.ut=udt-i-tdu por la función primitiva ut 

d.ut du dt 
y tendríamos = 1 , 

ut u t 

loque nos suministra otra nueva verdad y es que la relación que tiene 
la diferencial de una función de dos variables con. la misma función, 
es igual á la suma de todas las relaciones,que tiene la diferencial de 
cada variable con la misma variable; lo-qual nos conducirá á la ex
presión de la diferencial de un producto compuesto de tantos factores 
como se quiera; porque si tubiéramos z=urs, haciendo rs—t 

dz du dt 
seria z=ut, y — = 1 , 

z u t 
dt d.rs dr ds dz d.urs 

pero como — = = 1 y — — 1 

t rs r s z urs 
d.urs du dr ds 

tendremos = — H 1~ • 
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y si ahora quitamos el denominaCo^en esta expresión, se tendrá 

dz—d.ursty...—rsty...du-husty...dr+urty...ds-i-iirsy...dt-hurst...dy-t-¿k. 
lo que nos dice que qualquiera que sea el número de factores variables 
de una función, la diferencial de su producto será igual á la suma de 
los productos de la diferencial de cada uno de ellos por el producto de 
los demás. 

u 
520 Si la función z estubiese representada ahora por el quebrado—, 

t 
u 

tendríamos — —z, de donde u—zt, y [§318] du=zzdt-htdz, 
du zdt 

de donde despejando dz tendremos dz— , 

t t 

y substituyendo en lugar de z su valor — resultará 

u 
—dt 

^ u du t du 11 dt tdu—udt ' 

t ' t t t t2 t2 .. 
de donde resulta que la diferencial de un quebrado es igual al denomi
nador multiplicado por la diferencial del numerador, menos el numera
dor por la diferencial del denominador, y dividido todo estopor el qua
drado del denominador. 

521 Quando el numerador de la fracción es constante y la función es 
a 

por exemplo z = — , entonces haríamos u—a, y como a, siendo cons

tante, no tiene diferencial, el término tdu=tda=t.o—o desaparecerá 

a adt 
de la expresión anterior y se tendrá dz—d.— = , 

r ' t t 2 

que nos dice que la diferencial de un quebrado tuyo numerador es cons
tante , es igual al numerador tomado con un signo contrario multipli-, 
cado por la diferencial del denominador, y dividido esto por el qua
drado del denominador. 

522 Para hallar la diferencial de las funciones z—x», supondremos 
primero que n sea un numero entero y positivo, y por lo mismo z será el 
producto de un número n de factores iguales á x} por lo que en virtud 
de lo expuesto [519] será 
dz d.xn d.x.x.x.x.x .... dx dx dx dx dx 

Z Xn X.X.X.X.X X X X X X 
y como siendo n el número de factores del primer miembro, el segundo 
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| dx 
también se compone de n términoa^jt todos estos son iguales á — , 

. d.z d.x» ndx 
se tendrá — = a s , 

z x" x 
nx"dx 

ó quitando el divisor dz—d.xn— = nx»— ldx. 
x 

P 
Si suponemos ahora que la función sea z=xQ siendo p y q números 

enteros y positivos; elevando á la potencia q tendremos z?=xP¡ 
de donde d.zl—d.xP \ 
pero siendo p y q ndmeros enteros y positivos se tendrá por lo acabado 
de demostrar d.zl—qzt—¡dz y d.xP—pxP—idx, 

luego resultará qzi—*dz—pxP—1dx, y despejando dz 

pxP—^x p xP—Jdx p xP—ldx 
será dz— = — x = — X = « . 

x S 

P P 
P P—1—P-+-- , P - — I , 

— x idx—— x9 dx, 
q 9 

P 
que es lo misino que antes suponiendo n— —, 

9 
En fin , si fuese negativo el exponente y le representamos por — » , 

se tendrá z—x—»= — , de donde se saca [§521] 
x* 

1 — \ .d.x n dx» 
dz—d.x—»—d. — sss = ; 

X" Xin x2n 

y como por lo que precede dx»=nx"—hix, 

. . . , —nx"—¡dx 
resultará dz=d.x—»= = —nx n — l ~ 2 "dx—~nx—"—fdx. 

x2« 
De esta enumeración de casos en que puede hallarse el exponente n 

resulta que para diferenciar una potencia qualquiera de una cantidad 
vanare ó de una función, es necesario multiplicarla por su exponen te; 
disminuir después el exponente en una unidad, y multiplicar ti resul
tado por la diferencial de la variable ó de la función. 

523 Las reglas dadas hasta aqui bastan para diferenciar todas las fun
ciones ea que ¡a variable no está enlazada sino por adic ión, substrac
c ión , multiplicación, división, elevación á potencias enteras d fraccio
narias , positivas ó negativas. Vamos á diferenciar algunas para manifes
tar la aplicación de las reglas, 
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Sea z=ax2-hbx4~hc; como [1¿ 0 7 ] Ja diferencial de una expresión 
compuesta de dos ó mas términos .ffciriables es igual á la diferencial de 
cada uno de ios términos, tendremos dz—d.nx2-i-dbx4 hd.c; 
pero d.ax-=iaxdx,dJ)x4=^hx3dx, y d.c=.o, porque las constantes no 
tienen diferenciales, pues no siendo susceptibles de incrementos, tam
poco puede haber límites de estos; luego será dz—zaxdx-t-4bx3dx; 

• ». • — — - ~~ *. . t 0 i . *¿¿ 1 1 ; í T * 
y si se nos pidiese el coeficiente diferencial tendremos — — zax-v- $bx3. 

0 y g -., } £ • , , ,r . 
Sea ahora z—a-hbs/x-i ; tomando separadamente la diferencial 

de cada término, la del primero desaparece por ser constante; el segundo 
1 i. 
puesto baxo la forma bx*, 

X i. i bdx bdx 
da d.bx*s=jtbx2 a x ^ h x ^ Ü x ^ — = z . , 

2 y /* 

C C£LX 
la del tercero —• es [ 5 2 1 ] — . — ; 

x xz 

y reuniendo los resultados parciales 

bdx cdx / b c >. 
se tendrá dz— — — ( — )dx, 

Wx 'x* K2}/x x 2 / 

az b c 
y el coeficiente diferencial será — = . 

d x 2\/x x 2 

1 o » b c t* 
Sea ahora la íuncion z=a-i 1 ; 

J/— }/- x2 

V xz xyx 

haremos que esta función se reduzca á exponentes de la variable en el 

numerador y será z—a-t-bx *.—Cx
 s-hex—2, 

y aplicando á cada término la regla-dada [§522] tendremos 

J OÍ —A A \j o l 2 h í Í X 4°dX 2 e d X 

dz——4hx 3dx~hicx sdx—2ex~3dx= --i , 
4 £ x3 

y poniendo en vez de los exponentes fraccionarios, los radicales pues que 
en el lo; venia propuesta la qüestion resultará 

2bdx ^cdx 2edx 
dz— -i , 

3, — *r X3 

^x\/x2 %x2yx 
dz tb 4c te 

y el coeficiente diferencial sera — = ~ ir- ——. 
J dx 3 / — 3 X2 

- ZxVx2 $x2\/x 
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524 L o s exemplos propuestos hasta r.Jjui no comprenden sino m o n o 

mios; pero hay f unc iones que no pimleri descomponerse en términos de 
esta forma sin un desarrollo preparativo; tal es por exemplo la función 
z—(a-hbxm)n, para aplicar á ella la regla [§ 522] sin necesidad de des
envolverla, se considerará el binomio a-\-bxm

 c o m o una función par
ticular u de modo que será z—un\ y observando que la diferencial de un 

es generalmente nun—ldu se concluirá dz—n(a-\-bxm)n—1d.(a-\-bxri)¡ 
y c o m o d.(a-\-bxm)=d.bxm=mbxm—xdx 

resulta que dz—n{a^r-bxm)n'—'íinhxm—ldxz=nmbxm—1. (a-t-bx™)"—¡dx. 

525 Si se tubiese z—\/a-hbx-+-cx2 se miraría este trinomio como 

una función particular w; y como la diferencial de s/u ó de u 
1 . 1 

es § u* du=\u *du= 
du 

2\/u 
i du _d(a-hhx+cx2) bdx-h2cxdx 

resultará dz—d.xi2— ; — 
2\/u 2\Za^-bx-+-cx3 2\Za-+-bx-hcx2' 

Como ocurre con mucha freqüencia diferenciar radicales de segundo 
du 

grado, traduciremos en regla el resultado de la diferenciación del 
2\/ u 

radical \/u, y diremos que la diferencial de un radical de segundo 
grado se obtiene dividiendo la de la cantidad que se encuentra debaxo 
del signo radical por el duplo del radical. 

52ó Aplicando esta regla y la dada [519] á la función 

z—x(a2-hx2)\/a2—x2, tendremos 
dz=z(a2+-x2y>/a2—x2.dx-i~x\/a2—x2 d.(a2-i-x2)-¡-x(a2-i-x2)d\/a2-x2; 

. , . . —zxdx xdx 
pero d{a2-t-x2)—d.x2—2xdx\dy a2—x2-

a\/a2—x2 \/ a2—x2 

luego substituyendo estos valores arriba, tendremos sacando fuera de 
un paréntesis eLfactor común dx 

x2(a2-hx2) 
dz=[(a2-t-x2) s/a2—x2-h2 x2\/a2—x2— ••' "]dx. 

\/ a2—x2 

6 reduciendo el entero á la especie del quebrado que le acompaña 

Air__ (a2-+-x2)(a2—x2)-h2x2(a2—x2)—x2(a2-hx2) 
dx=... 

s/a2—x2 

a4—x4-+-2a2x2—2x4—a2x2—x4 a4—¿tx4->t-a
2x2 

' 11 • • dx— •— dx. 
y V — * / a 2 — X 2 

P T O M O I I . P A R T K II. 
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, 528 Gomo toda expresión es susceptible de diferenciación , y es su

mamente importante el ponerse dies^psTin diferenciar, pendremos aqui 
algunas expresiones con sus diferenciales, á fin de que ios principiantes 
indaguen las substituciones y transformaciones que deben dar para en
contrar las mismas diferenciales por sí mismos. 

S I ¿ 3 

Si fuese z—i / {ax2 ~¡--j~z ^ ~ u x ~ x Z Y 
V y x 

b ta—2x 
<"ax — + s ) 

se tendida d¿-=. • '• dx. 
b 

s/ x 
ax2-i--jz: V 2«*—iV* 

3 

Si fuese z— j y/(ax— - - f - V<¿cx—x2) 
V \/x2 

c—x 
K*+—TZL+ / ) 

X2 V 2CX X2 

se tendría dz— dx. 
3 i V ÍX— 1- V i ex—x2 

yx2 

01 fuese z= - ••• se tendría dz— —— _ j-zrrdx. 
x-+-Va2-hx2 \/u2-hx¿(x-h y u2-r-x'-)2 

De las diferenciales segundas, terceras , &c, y de su uso para desen
volver en serie las funciones , y hallar sus incrementos. 

529 Siendo el coeficiente diferencial una nueva función d e j e , se 
puede someter á la diferenciación, y dar pata ei límite de la relación 
de su incremento con el de la variable x, su propio coeficiente dife
rencial que será también una función de x. Haciendo suceder así unas 
diferenciales á otras, se deduce da la función propuesta una ic i ie de 
límites d de coeficientes diferenciales que se distinguen en ordenes, se
gún el número de diferenciaciones que se han necesitado efectuar para 
obtenerlos. 

Así es, que si siendo z= / . (x ) , al primer coeficiente diferencial le 11a-
dz 

mamos A, tendremos — ~A j 
dx 
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y romo A < s una función de arique se deriva por una ley constnnte do 
f.(x) ia l¡ainaremo3i/'

/.(.v); y sic-nü(.£./—f.(x), esto es, siendo^/ una fun
ción de x, será susceptible de diferenciación, y el coeficiente diferen-

cial sera —-—, que si le llamamos B como ha de expresar otra íuncioo 
dx 

de x, que se deriva de f.{x) del mismo modo que j'.{x) de f(x)% 

ie tendrá B—f".(x), 

y su coeficiente diferencial será — = C = / / / / . ( x ) & c . 

y así, A ó f-(x) representará el coeficiente diferencial de primer drr'en 
de la función propuesta, ó ia función primera como la llama Lagrange; 
B el de la función A ó el coeficiente diferencial de segundo orden 
de la función propuesta ; C el i.° de la función B ó el segundo de la 
función A •> ó el terceio de la función propuesta f.x.tkc. y se debe 
observar que los coeficientes i?,C,&c. se sacan de las diferenciales suce
sivas de dz, tomadas en el supuesto de ser dx constante, nosotros se
ñalaremos estas diferenciales así d{dz)—ddz—d2z,d<d2z)=d3z.tk.c 

530 El exponente que afecta á la característica d indica una opera
ción repetida, y no una potencia de la letia d que jamas ¿e considera 
como una cantidad sino solo como un signo. Esto supuesto, las equa-

dz dA dB 
ciones — = A , —=B, — = C , &c. darán 

dx dx dx 

dz—Adx-y dA—Bdx; dB—Cdx, & c . 

diferenciando de nuevo la primera sin hacer variar á dx, se conver
tirá en d2z—dAdx, 
y poniendo en vez de dA su valor sacado de la segunda, se tendrá 

d2z 
d2z~Bdxdx-=Bdx2, do donde B= ; 

dx2 

diferenciando de nuevo í'a equacion d2z—Bdx2 en el mismo supuesta 
de ser dx constante se hallará d3.z=dBdx2, 
y como por la tercera equacion dB—Cdx será d3z='Cdxdxs=Cdx3, 

d3z f dz d2z d3z 
d C=—; luego se tendrá A=— , B=- , C = — , &c. 

dx3 dx dx2 dx3 
531 Si la función propuesta fuese por exemplo z=zax», se tendría 

dz—d.oxn—naxn—]dx, 
y suponiendo constantes n y dx en esta equacion diferencial, si volve
mos á diferenciar será d2z—d2.uxa—d.d.ux"=:d.nux"—Idx—..„ 
nadxAd.xn—i—nadx(ii—i)xn~-~ídx~n{n— 1 )axll^—2dx2; 
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y del mismo modo se encontrada 
d3z—d3.ax1!=n(n—i)(n—2)axn—2%;3$ 
d4¿ = li.ax't=n(n— i )(v—2)(n—T,)ax«—4rz\*4, 
dSz—dS.axn—n{ti—i}(«—2){n—3)^1—4)axn—SdxS, 

& c . 
y los coeficientes diferenciales tendrán los valores siguientes: 
dz 
— —nax»—1, 
dx 
d2z 

=.n(n—i)ax»—2, 
dx* \ J 

d3z 
=zn(n— 1 )(n—2)ax"—s, 

dx3 

d4z ¡a . 
— =n(n—i)(n—2)(n— 2)ax»—4, 
dx4 
d$z — =«(«— lX«—2)(/2—3)(«—4>*«—¿, 
dxo 

& C . 

Donde se advierte que en el caso en que n sea un número entero p o 
sitivo la función z=axfl no tiene mas que un número limitado de di
ferenciales , de la qual la mas elevada es 
d»z=d».ax»=n{n—i)(n—-2)(«—3)(ra—4)(n—$)....\adx», 
expresión que no es susceptible de mas diferenciación, pues que no con
tiene ya mas variables; luego se tendrá entonces para el último coehV 

d"z d'.ax» 
cíente diferencial = —n(n—i)(n—2)(n—3) i . f l , 

dx» dx» 
es decir, una cantidad constante. 

532 Gomo conviene también ponerse muy diestros en encontrar los 
coeficientes diferenciales, nos propondremos la siguiente expresión para 
hallar todos los coeficientes diferenciales, á saber, 
z^=ax7-t-bx6~hcx5-i~ ex4-+-fx3-+-gx2-i-hx-i-l, 
y se tendrá 
dz 

•y- = yax6~h6bxS~h¿cx4-i-4ex3-^T¡fx
2-i-2gx-hhy 

d2z 

=6x?axá '•+- 5 X 6 bx4+4 x$ ex:3+3 X4 ex2-h 2 x ¿fx-h 2 g, 
d3z 
~^=¿xryx7ax4-h4X5x6bx3-h¿X4X5cx2-h2X¿X4ex-t-2X¿ff 



:3 x4X5x6x7ax 2-t-2X3X4X5x6¿x-i-2X3X4X5c, 

:2X3X4X5x6x7ax-f-2X3X4X5x6¿, 
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d4z á 

— =4x5x6x7^3-1-3x4x5x6/!?* --^3x3x4x5^-1-2x3x4*, 

dx~¿ 

d<^Z 

dx* 

d7z 
— ^ = 2 x 3 x 4 x 5 x 6 x 7 0 ; 

y COÍIIO este coeficiente diferencial es una cantidad constante , ya tene
mos q u e no tendrá diferencial; y por lo mismo ios coeficientes diferen
ciales de los ordenes super iores serán cero. Aqui se observa que á cada 
operación va desapareciendo una c o c í a n t e . 

533 Fundados en esto tenernos un medio muy simple para desenvol
ver en serie según las potencias enterad de x\ toda f u n c i ó n tuya que sea 
susceptible de esta forma, y cuyos coeficientes diferenciales sucesivos se 
p u e d e n encontrar. Sea f.(x) esta función; y como por el supuesto oc 
quiere transformar en una serie ordenada por las potencias enteras de 
se tendrá z—A~hBx-i-Cx2-hDx3-t-Ex4+tkc. (m), 
y bailando los coeficientes diferenciales será 

dz 
— -—B-+-<¿Cx-h¿.Dx2-h4Ex3-i-íkc. . 
dx 

d2z 

-— — 2 C-+-2X3 DX-Í-^X4EX2-^QZC. 

dU 
—=2X3D-i-2X3X4Íix-+-&c. 
dx3 
Ü4z 

=2X3X4 JE'+c¿c. 
dx4 

& c 
Como las cantidades y / , B,C,Z),&c. son independientes d e * , resulta 

que el valor que tengan en un valor particular de * , ese tendrán en 
qualquiera otro; luego sus valores los podremos determinar haciendo 
x—o; y como haciendo A:=O, el desarrollo de la función primitiva se 
convierte en A, tenemos que el primer coeficiente des igua l á aquello 
en que se convierte la función primitiva, haciendo en ella la variable 
igual con o; y si llamamos A\A",A"\An\ik.c. á aquello en que se con-

dz d2z d3z dAz 
vierten los coeficientes diferenciales — , — , , - — s & c . 

dx dx2 dx3 dx4 
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en este mismo supuesto, se tendrá eme faciendo x=o en los valores ue 
estos cpie acabamos de sacar será ™ 
A'—B, A"= i X2 C*¿'"=ss iX2X^DiA

/¡/— i X2X3X4-E,,&c 
de donde resalta 

£ = ¿ ¿ ' ;C= — ¿ " j £== — — A"\E— í ^ / " , &c. 
1 X 2 1X2X3 1X2X3X4 

Luego si substituimos estos valores en la equacion (m) resultará 

z=f.(x)=A+\A'x*—— A"x2-\ -— A"'XÍH - A,yx4Sc.(n\ 
1x2 1x2x3 1x2x3x4 

Luego para desenvolver en serie una función qualquiera de una varia
ble podemos dar esta regla: supóngase x—o en la función primitiva y 

se tendrá el primer término de la serie; hállese el primer coeficiente 

diferencial, supóngase en él la variable igual cero, pártase por uno y se 

tendrá el coeficiente de x; y en general para hallar el coeficiente del 

término donde la variable esté afecta del expolíente n, ludiese el coe

ficiente diferencial del orden n, supóngase en él la variable x = o , p á r 

tase esto por el producto 1x2x3x4x5. ..n y se tendrá el coeficiente de x'1 en 

el desarrollo de la función. 

534 Si tomamos por exemplo la función z=(a-hx)H, tendremos que 
hacer x=o para encoi trar A y resultará A—an 3 hallando el primer 

' dz 

coeficiente diferencial será— =n(a-t-x)"—*, 

dx 

y como para sacar el valor de A' es preciso hacer x=o será A'—nan—rj 
hallando el segundo coeficiente diferencial será 
d2z 
-— = n(n—i)a-t-x)n—2, 

dx2 K * ' 

que haciendo x=o se convertirá en A"=n(n—\)an—2j 
hallando el tercer coeficiente diferencial será 
d'Sz 

_ = n(n-i)(n-2)(a+x)n-3, 

que haciendo xz=o se convertirá en A'"=n(n — i)(n—s)a«—3; 
hallando del mismo modo los d o m a s c o e r c i e n t e s diferenciales y ha-

{A/y-~h{n—i)(u—2)(«— 3)««—4, 
A "=11(11—i)(n—2){n—2)(n—4)a>!~-5, 
&c. 

Luego substituyendo estos valores en la equacion (n) se nos eonver-
. • n n(n—\) 

tira en z=(H-hx)"=a:M a»—K%+- • aíl—-x2-h.... 

1 1x2 
n(n—i)ín—2\ n(n—i)(n—2)(n—7) 
r - a » — 3 x 3 + - £ £ 2¿ a « — 4 * 4 + & c . 

i X 2 x 3 > 1x2x3x4 
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Gomo los principios de la diferenciación los hemos expuesto sin su

poner el desarrollo de (n-t-x)*, podemos mirarle ahora como probado para 
todos lo3 casos en que el exponente es entero ó fraccionario, positivo ó 
nega t ivo ; y vemos que nos da la misma forma que tacamos [í. 302] 

5 3 5 Esto mismo nos va á conducir á expresar por m» dio de los coe
ficientes diferenciales el desarrollo general del valor que toma Ja fun
ción quando se substituye x-+-Ax en vez de x, d x-+-k, porque 
hemos visto que entonces se tiene z'=f.(x) +-Ak-r-Bk2-\~Ck3-^-Dk^^cc. 
y como alli no hemos dado á conocer un me'todo general para determi
nar A,B,C, & c . inmediatamente, dada la función, vamos ahora á mani
festarlo; pero quando hemos tratado de esto hemos considerado á l a f u n -
cion z'=f.(x+k) como función de k, y con relación á elia la hemos or
denado; luego z' tendrá esta forma [ § 5 3 3 ] 

Z'—AA k~i fc2-+- • &4-f & C 
I 1X2 1X2X3 I X 2 X 3 X 4 

y aqui entenderemos por A,A' ,A" ,A"',&€. el valor que toman 

dz' d2z' d3z' 
z'=fJx-{-k). — , , , & c . quando en estas expresiones se hace 

J v h dk' dk2 dk3 u 

k—O; pero desde luego se ve que haciendo fe=o, z'-=f/x-i-k) se con
vierte enf.^x), esto es, en z. Por otra parte los coeficientes diferencia-
ciales de antes, mirando ák como variable y á x como constante, son 
los mismos que los que se hallarían considerando áx como variable y á 
k como constante; porque si suponemos x'—x-\-k la función z' se com
pondrá de x' del mismo modo que la función z se componía de x; de 
donde se concluirá dz'= Adx', 
siendo 'A una función de x' y dx'=d(x-t-k); sino se hace variar sino fe 

dz' 
se tendrá dx'=dk,dz'=-'Adk, y - — = 'A, 

dk 
no haciendo variar sino x se obtendrá 

/ / / * , dz' dz' dz' 
dx• =-dx,dz — Adx y =.'A luego = — . 

dx dk dx 
, . , . d'A d'A 

La función A siendo una función de x' se tendrá aun > sa • , 
d2z' d2z' dnz' dnz' 

de donde —— = ——, y en general = . 
dk2 dx2"J a dk* dx* 

Esto supuesto, quando fe=o,«' convirtie'ndose en zy 

1 y „ dz J l t d2z „- diz 
resultará A"= —, A"'= -—, & c . 

dx dx2 dx3^ 
dz k d*z k2 d3z k3 d4z k4 . * 

y z'=z+ — x h - — X h — x • H x t-C¿.(o) 
dx 1 dx2 1x2 dx3 1x2x3 dx4 1x2x3x4 
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Esta fórmula que se conoce con el nombre de teorema de Taylor, por
que este Geómetra ingles fue su iflpe^ter, se debe mirar como la base 
del cálculo diferencial. La (n) [533J también es del mismo autor, y la 
deduce de esta, la qual se conoce con el nombre de teorema de Taylor 
transformado para desenvolver en series las funciones. 

536 Esta fórmula contiene también implícitamente el desarrollo del 
binomio de Neuton, porque si se supone z=xn,z' se convertirá en 

dz d2z d3z 
(x-i-k)». y hallando los coeficientes diferenciales — , — 1 , ——, & c . 

dx dx*, dxi 
y substituyendosus valores nx»—i,n(n—i)xn—2,n(ii—i)(n—2)x'¡—3,&e. 
en la fórmula (o) se tendrá 

k k2 

z'=(x-¥k)n=xr-*-nxn—1 \- n(n—i)x»—2 K... 
v ' 1 1x2 

/L3 fc4 
n(n—i)(n—2)x"—3 H-»(W— I)(«— 2V/1— 3)*»—4 h & c . 

N N 1 x 2 x 3 1 x 2 x 3 x 4 
537 También el teorema de Taylor manifiesta que los diversos coe

ficientes diferenciales tienen aun la propiedad notable de formar, quando 
se les divide por los productos 1 , 1 x ^ , 1 x 2 x 3 , 1 x 2 x 3 x 4 , & c . 
los multiplicadores de las potencias oel incremento k en el desarrollo 
completo de la diferencia; porque quitando z de ambos miembros da 

dz k d*z k2 d3z k3 
z — z = —-x 1- -7—x x H &c . 

dx 1 dx2 1x2 dx3 1 x 2 x 3 
pero llamando Az á z'—z y Ax al incremento k, porque es el incre
mento que ha sobrevenido á x, tendremos 

dz Ax d2z Ax2 d3z Ax3 . 
Az=—x 1 X 1 X h&c.(p) . 

dx 1 dx2 1x2 dx3 1 x 2 x 3 

538 Quando no se tiene mas de una equacion entre tres variables, 
es necesario fixar primero los valores de doá quaksquiera de estas para 
determinar la tercera, que es por consiguiente una función de las dos 
primeras. 

Si se tiene por exemplo la equacion x2-hu2 +-z2=a2, no se podrá ob
tener z sin haber señalado de antemano valores á x y á u: pero conviene 
observar que las cantidades x y u, no estando enlazadas por ninguna 
relación, la segunda puede permanecer la misma aunque la primera 
haya mudado y recíprocamente. 

De donde resulta que el valor de z puede variar de muchas maneras; 
i . ° en conseqüencia de una mudanza que haya sobrevenido á x ó a u 
solamente; y 2 . 0 por el concurso de estas dos circunstancias. En el pri
mer casp, la cantidad u ó la cantidad x siendo considerada como cons
tante , la equacion propuesta viene á ser en realidad una eq.uacion de 

Q T O M O I I . P A R T E I I . 
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dos variables; a s í , quando * sola m u d a , se tiene diferenciando y di

vidiendo por 2, que xdx-t-zdz—o, $x-i-z ~ — o , 

y quando u varía será udu-hzdz=.o, ó u-i-z ^ —o. 
du 

xdx vd-u-
Luego se tiene sucesivamente dz— , dz==z —; 

z z 

donde se debe advertir que la primera de estas diferenciales es relativa 
á la variabilidad particular de x , y la segunda á la de u \ lo que se ex 
presa diciendo que launa es la diferencial parcial relativa á x , y la o t ? * 
la diferencial parcial relativa á u.. -

Los coeficientes diferenciales análogos son — = ~ — = — — . 
dx z du z 

En general , quando se trata de una función de muchas variables, se 

debe uno acordar que en — , dz es la diferencial parcial de z relat iva-
dx 

dz 
.mente á xr mientras que en — , dz es la diferencial parcial relativa á 

du ' 
x.• ..•*»-<tif>**3w \ i » y * - -'í• w ' 1 e • • • 
M ; más para mayor claridad se stüala la diferencial parcial de z con re-

d.z d-z 
lacion á * ¡ 5 por - — . dx. y con relación a i¿por——. du. 

dx ' du 

539 Representemos por z==f.(x,u) una función qualquiera de x y de 
a ; suponiendo primero que solo se altere la variable x, y que se con
vierta en x-nfe, será necesario considerar á u como constante, y á la 
función propuesta como si solo fuese función de x; luego tendremos en 
virtud del teorema de Taylor [§535] 

dz k d2z k2 d3z k3 
f.(x+k,u)—Z-+ —X H -—>X 1 : X • h&C. 

° K dx i dx2 1X2 dx3 1x2x3 
Si se quisiera encontrar en loque se convierte la función propuesta, 

quando u sola toma un incremento h, 6e consideraría á x como cons
tan te , y á z ó f(x,u) como una función de u, lo que daria 

«te A. d 2 z h2 d$z h3 
f.(xdt+h)~Z.-+- — X h - — - X H X ' 

17 K a x i d x 2 1x2 dx3 1x2x3 
Supongamos ahora que las cantidades x y u varían al mismo tiempo, 

y que se conviertan en x-hk,u-i-h; como no se ha señalado ningún va 
lor particular á la función f.(x,u), no es posible hacer en ella á un mismo 
tiempo las dos substituciones indicadas; pero se percibe con claridad 
que se llegará al mismo resultado convirtiendó pr imero á * en x-t-fe, 
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y poniendo después u +-A en vez de^i éa el desarrollo que se haya o b 
tenido por Ja primera operación. 

L u e g o , como teníamos ya que 
„ , dz k d2z k2

 d3z k3 '' • v 

/ . ( * + • & , « ) = * - * - T X H 7 - 7 X f- - T - - X f-&c. (q) 

' v djc 1 dA. J 1x2 rfx3 1x^x3 

en la que z es igual con f.(x,u), resultará que para desenvolver los 
coeficientes de ios diferentes términos de esta serie, teniendo relación 
con la mudanza relativa á « , será necesario considerar en cada uno de 
ellos á x como una cantidad constante, y por consiguiente se les dene 
tratar como funciones de ia sola variable u. Según esto, z ó jT.(*•,:/) por 
el incremento A de la variable u se convertirá en 

dz h d2z h2 d3z h$ • ' 
z-t x h — — X 1- 7j—:< t-&c. 

¿fal 1 dn2 1x2 1x^x3 
dz 

A h o r a , — ' q u e es una nueva funcion/ r . ( ,x,u) } considerando aue en ella 
dx 

varía solo la ÍÍ, á la qual le sobrevenga el incremento A , tendrá [535] 

d(-í) #(t) Í 3 A 
Í/Z Vrf^/ A VÍÚ-/ /¿a V ¿ . , / *3 

esta forma 1 x 1 ; X • H ¡ X H & C . 
dx du 1 du2 ix¿ dui 1x2x3 

. . . 
Pero la expresión indica dos diferenciaciones hechas sueesi-

du 
Vamente sobre la función propuesta, la primera atendiendo solo á la 
variabilidad de y la segunda no considerando sino la de u; esta ex-

d2z 
presión se indica con mas sencillez del modo siguiente , y del 

dudx ' 

. \dx/ d3z 
mismo modo se representa —¡ por ; en general , será necesa-

du2 du-dx 
d*-*-*»z ' 

no entender por ——• , el coeficiente diferencial del drden n rela-
dundx~n 

- i r • d V l Z 

tivo a la función , no considerando en ella sino á u como var iab le , 
dxm ' 

mientras esta función es ella misma el coeficiente diferencial del 
drden m de ia función propuesta, no supuiiieudo sino á x variable. 

Esto supuesto , la substitución de n-hAen vez de u convertirá á 
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& c . 

dz dz d2z h d3$r A h2 d*z hS 

— en ( X 1 x^ 1 -—x h &c. 
dx dx dudx 1 du2dx 1x2 du3dx 1x2x3 
d2z d2z d3z h d4z h2 d$z 63 

en 1 x H -X f- — — 7 — X 1- & c . 

dx2 ' dx2 dudx2 1 du2dx2 1x2 du3dx2 1x2x3 
d3z d3z d4z h d5z h2 d6z h3 

, E N H x — H x 1 X — h & c . 
dx3 dx3 dudx3 \ duzdx3 1x2 du3dx3 1x2x3 

& c . 

Substituyendo estos valores en el desarrollo (q) de f.(x-+-k,u), y or
denando de manera que todos los te'rminos en que los e.vponentes de 
k y de- h forman una misma suma, estén colocados en una misma co-
lumua ver t ica l , resultará 

dz h d2z h2 d3z h3 ^ 
f.(x+kMrt-h)—z-h — X - -h —— x — -+- X h & c . 

x du 1 du2 i X 3 du3 1x2x3 
dz k d2z hxk d3z h2 k 

-+ X - -t >X • — — I X — — X - -+- & c . 
dx 1 ¿ludx I X I du2dx 1x2 1 

d2z k2 d3z h k2 

- X \ X — X H & C . 
dx2 1X2. dudx2 I JX2 

d3z k3 
-+- — x - -+- & c . 

dx3 1x2x3 

540 Hemos obtenido el dasarrollo precedente, substituyendo pri
mero x-t-k en vez de x\ y después u-\-h en vez de u; pero se hubiera 
podido proceder en un orden inverso, y principiar por la substitución 
relativa á u ; entonces /".(#, n) se hubiera convertido en 

dz h. d2z h2 d3z h3 
f.(xyU-\-h) r = Z H X 1 X 1 X h & C . 

du 1 du2 1x2 du3 1x2x3 
la substitución de x+ken vez de x, en esta serie, hubiera convertido á 

dz. k d2z k2 d3z k3 
z en z-h — x — ~tr X 1 x — — < -+- & c . 

dx 1 dx2 íxt dx3 1x2x3 
dz dz d2z. k d3z k2 d4z k3 
— en ~— -+- x —• -+- x h X h&c. 
du du dxdu 1 dx2du i xa . dx3du 1x2x3 
d2z d2z d3z k d4Z k2 d$z k3 
- — e n - Í x ! — — — X 1 X 1- & c . 
du2 du2 dxdu2 1 dx2du2 i x a dx3du2 1x2x3 
d3z d3z d4z k d5z k2 d^z k3 

-—-en—-i - — X 1 x 1 X H & C 
du2 du3 dxdu3 1 dx2du3 1x2 dx3du3 1x2x3 
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y se hubiera obtenido por consiguiente^ 

dz k d2zf%. £ d3z 
— x 1 x 1 
dx i dx2 1x2 dx3 
dz h d2z k h d3z 

— X 1 . — . H 

du i dxdu 

»33 

/.(x-t-/e,w-+-/¿)=z-
k3 

X 
1 X 2 X 3 

k2 h 
.--t-&c. 

d2z 
1 1 

h2 

dx2du 1x2 1 
d3z k h2 X*) 

du2* 1x2 dxdu2 

d3z 

- H - & C . 

du3 
•x 

1 1x2 
h3 

h & c 

1x2x3 Y como es indiferente el mudar primero áx en x-t-&, y después 
á u en u-hh, ó executar las substituciones en un orden inverso, puesto 
que de ambos modos se obtiene igualmente f.(x-hk,u~\-h), resulta que 
este desarrollo debe ser idéntico con el primero., De donde se deduce 
comparando en estos desarrollos los coeficientes de los términos homólogos 

d2z d2z d3z d3z d*-**&: d»-*-***-
_____ ______ _____ _____ . •,— &c——^&c. 
dudx dxdu'' dudx2 dx2du ' dundxm dx^iu'1' 

541 La primera equacion nos enseña que el coeficiente diferencial de 
segundo orden de una función de dos variables,, tomado primero con 
relación á una de ellas, y después con relación á la otra, queda el mismo, 
qualquiera que sea el orden que se haya seguido en las diferenciacio
nes. Para comprobarlo elegiremos la equacion z=xmun-, si se diferencia 

* , . . d*z 

primero considerando á x sola como variable, se tiene =mxm— 
dx 

diferenciando después este resultado, no haciendo;variar sino á u , 
dz 

se tiene -z=.mnxm—lu?—1 y 
dudx 

operando en.un orden inverso , se halla 
dz d2z 
—=nxmu"—i, =mnxm—lu»—i

> 

du dxdu 
donde se ve que estos dos resultados son iguales. 

Si de la equacion (s) restamos la primitiva z==/.(xy<), y substituimos 
Au en vez de A, y Á x en vez de k, resultará 

dz d" 
f.(x+k,u+h)--f.(x,u)=A.f.(x,u)==„ 

dx 

dz 

du 

•xAx-
Ax2 

•xAu-i-

dx2 

d2z 

dudx 

h&cc. 
1x2 

AxxAu 

I X I 

4- &c. 
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ahora, si suponemos que x solo var ié , será Au=o1 y la diferencia par
cial de la función con re lac iona ^ será 

A.f.(x.u) da d2z Ax2 

xAx=. — xAx-i X H & C , 
Ax dx dx2

 i x i 

que hallando la relación, y pasando á los líniitei se tendrá 

d.fJx.u) 
___ xdx 

dx dz / d.f.(x.u) dz 

ó —1—•—xdx=z—xdx, 
iix dx dx dx 

que expresa la diferencial parcial de la función con relación á x ; del 
mismo modo hallaríamos que ia uircreuciai parcial de dicha función 

' • • .; * o j f . i ¡;-:"r.b dz< . • o. •.;.,•} • i jp t**** rA-H«t mu h 
con relación á « , seria —xdu ; 

du 

de donde se deduce que la diferencial total de dicha función será 

dz dz 
d.f.{x,u)-=¿dz-= — xdx-i xdu. 

dx du 
dz dz 

Si hacemos — =.M, y — - = iV, se tendrá dz-=.Mdx-t-Ndu ; 
dx du 

y si diferenciamos la primera de las equaciones anteriores con relación 

d2z dM d2z dN 
í u. y la segunda con relación á será = y ——— = -—- j 

'* dxdu du dudx dx 
d2z d*z , dM dN 

y como ~ , se tendrá 
dxdu dudx du dx 

cuya equacion nos expresa la condición que se debe verificar paraque 
una expresión de la forma Mdx-\-Ndu sea la diferencial exacta de una 
función pr imit iva , y es que el coeficiente diferencial de M relativo á u 
debe ser igual con el coeficiente diferencial de N relativo ú x. 

542 Quando se trata de desenvolver en serie una función de dos ó 
mas variables, se suele executar solo con relación á una de e l las , supo
niendo á la otra d á ias otras un valor constante ; y entonces se desen
vuelven como las funciones de una sola variable por el teorema de T a y 
lor (n). Pero no obstante deduciremos la fórmula para desenvolver en 
serie una función de dos variables. 

Para esto, si suponemos x=s_o,u==o en la formula ( r ) , es decir , en z 
y en cada uno de sus coeficientes diferenciales, entonces esta equacion 
expresará el desarrollo defi(k,h) ordenado según las potencias de k y de 
hp pero como k y k pueden tener los valores que se quieran, resulta 
que poniendo x en vez de k y u en vez de h se tendrá 
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dudx ^ dx'du' \ 
d2z d2z' 
-—=2Í?-+-ckc. que da en ti mismo supuesto F=ix 
du2 1 " ~ r - ~ ~ —a- - r - j - . 

&c. 
por lo que haciendo las substituciones correspondientes será 

rfV x d*' u d2z' x2 d2z' xu d2z' u* 

*rfA* v ) + T " / x ^~Hr/x + r r x
 1 — , — , x 1 ><:— &.=* 

o> i dur i oV* 1x2 ¿ V d V i x i du'2 1x2 
# / ' f \ 1 d z í \ 1 /d2z' A-- d2z' \ 

f.{X ,11 ) H - | / — XX-h -—¡XUU ( — — X* 2 -*-2 — — XUX-i XU2
 ) - t - & C . 

\dx' du' ) 1x2 \dx'2 dx'du' du'2 ' 
que es el mismo resultado que antes, puesto que alli decíamos que en 

dz ' • ' L 

f*<5>1
 ^ * S e ^ e ^ ^ a n ftaceí *=o,u==o, y aqui expresamos esta circuns

tancia con los acentos.-

/dz dz N A ",d2z d2z d2z V 

f.íXM)=Z ~f- { ( —X*^- X U) -+- — — ( — X X 2 + 2 _ _ X « X - t - — X » 2 ) 

I / í Í3z <¿3¿ d3z dsz N 

( XX3-+-3 x «x 2 +3 x w 2 x - t - - - - x u 3 ) + & C . 
1x2x3 W A : 3 dudx* du2dx du3 / 

Observando que se deben hacer x y u iguales con o , tanto en z como 
en las expresiones que se obtengan para cada uno de los coeficientes di
ferenciales. 

El desarrollo de z=f.(x,u) se podría también obtener por medio de 
la diferenciación análogamente á lo expuesto [533]; porque si se su
pone que z sea susceptible de esta forma 

z= á •+- Bx-\-Cu-\-Dx2-±-Exu-+-Fu2-*-(kc. 
donde A,B,C,tkc. representen cantidades independientes de x y » , di-

dz 
ferenciando sucesivamente tendremos —=B-t-2Dx-t-Eu-i-ckc. 

dx 
que suponiendo x—o y u=o da, acentuando las variables paraque se dis-

dz' 
tingan en este supuesto particular, Í9__— ; 

dx 
dz dz' 
— = C+-Ex-\-zFu+ &c. que suponiendo x=.o y u=o da — = C : 
du du' ' 
d2z • d2z' 
— = 2 D + M C . que suponiendo x=o y u = o da Z)=£x ; 

tí*2*' 
--zií-H&c. que da en el mismo supuesto E-. 
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De la diferenciación amias funciones trascendentes. 

543 La función mas simple de las trascendentes es z—-ax. Quando 

se substituye en ella x+Ax en vez de x, se tendrá z/=aX~h^'X\ 
y restando de esta equacion la primitiva , y señalando con Az á la dife-

, , A x-hAx x x Ax x x, Ax N r e n c i a z — z sera Az=a —a =a xa —a =a (« — 1 ) . 

Ax 
Aqui tenemos necesidad de desenvolver en serie la función a , para 

lo qual debemos averiguar si hay algún medio de executaresto que sea 
independiente de la teoría de ias series; y en efecto, hallamos que si en 
vez de a se substituye un binomio qualquiera , por exemplo />-t-c, la 
podríamos desenvolver por el binomio de ÍNeuton que hemos demostrado 
ya por el cálculo diferencial, sin fundarnos en la teoría de las se r ies ;y 

, ,Ax 7Ax A ,Ax — 1 B tendremos (b-\-c) = ¿> -hAxxb c-h-6cc. 
pero como aqui lo que necesitamos es que Ax no se halle por exponente 
para impedir que sea trascendente la expresión, advertimos que haciendo 
la primera parte b del binomio igual con 1, entonces desaparecerían los 
exponentes de b ; porque qualquier potencia de la unidad es la misma 
unidad , y por consiguiente no se hallaría Ax por exponente ; luego ha
ciendo fl=n-c tendremos 

A V A V Ax Ax(Ax-i) Ax(Ax—i)(Ax—2) 
o ^ = f i + e ) = n Xc-f- — - \c2-i-—- l i ' c 3 + & c . 

1 1x2 1x2x3 
Av Ax Ax(Ax-i) AxfAx—1 )(__*--2) 

de donde a — 1 = — • XCH Xc2-\ c 3 + & c . 
1 1x2 1x2x3 

(¡pie ordenando con relación á Ax se convierte en 
A „ y C C2 C3 \ o 

a —i—Axí i & c . )+&c. 
V i 2 3 . / 

poniendo por csu valor a—1 resultará 
a — 1 = Ax í — 1 &c.) -1 -&C. 

v 1 2 3 
' y substituyendo este valor en el de Az, se tendrá 

( a—1 (a—i)2 (a—i)3 m v \ 

Ax [ • i - -+- v & c ] -f- Ax2(&c.) ) , 
1 2 3 7 

y hallando la relación será 
Az /A"-J) («—O2

 (a—1)3 \ 
— = o* ( [ — í h &c. + A „ & c . ) h 
Ax \ 1 2 3 ' 

dz /a—1 (a—1)* (a—i)S \ 
y pasandoá los límites - — = - « * ( * — occ. I» 
' ¿te v 1 * 3 ' 
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. „ , . a—1 ta—1)2 (rt—1)3 
o llamando fe a la cantidad coí_*aiíte h &c 

1 2 3 
será por último dz=-d.ax=kaxdx. 

Esta es la forma de la diferencial de la función propuesta, y encon
traremos bien pronto una nueva expresión del número constante fe que 
será la misma que hallamos por las series. 

544 Si continuamos diferenciando considerando constante á dx, será 
d2z=d2Mx=d.duix=d.kaxdx=kdxdMx=kdxxkaxdx=k2axdx2; 
y del mismo modo hallaríamos que d3z=.d3.ax=zk3a::dx3 ¿ 
y que dvz=d>hax=^k"axdx11, 

dz d2z d3z d»z 
de donde se sigue que — = k a x , — =k*ax, -—=k3ax...-~—-=k"ax-, 

dx dx2 dx3 dxn 

y como haciendo x=o , la función y sus coeficientes diferenciales, se 
convierten en A=i, A'=.k, A"=k2, A"=k3, & c 

fe fe2
 k3 

tendremos [§533] fl*=n X-Í x2-h x3+&:c. 
1 1X2 1 x 2 x 3 

Donde se ve que hemos llegado al desarrollo de la función ax, el qual 
nos servirá para conocer de qué cantidad saca su origen la cantidad re
presentada por fe. 

fe fe2 k3 
Si se supone x—i resultara a = n 1 1 i-&c. 

i 1x2 1 x 2 x 3 
Esta equacion no siendo á proposito para hacer conocer a por medio 

de fe,-sipo quando esta cantidad sea pequeña, buscaremos el valor que 
debe tener a quando fe_=l, y designándole por e será 

1 1 1 i 
e=i-i -i- i 1 h&p¿ 

1 1x2 1 x 2 x 3 1 x 2 x 3 x 4 
Continuando esta serie y valuando los términos en decimales, se ha

llará 6 = 2 , 7 1 8 2 8 18284 59^45 23536 &c. 
Esto supuesto, pues que este valor corresponde á fe=i, 

X X2
 X3 

se sigue que ex=i-i H 1 . -4-ckc. 
1 1x2 1 x 2 x 3 

. • ' fe fe2 fe3 
y que igualmente = n 1 1 t-&c. 

1 1x2 1X2x3 
luego se tendrá por consiguiente e-=a. Luego si por una y otra parte 

' - .¿iHit-} i'.-. la 
se toman los logaritmos , se obtendrá kle=la ó fe— — j 

le 
la ' 

y por consiguiente d.ax=kaxdx= — axdx; 

R T O M O I Í . P A R T E I I . 
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y si consideramos que estos logaritmos se toman en el sistema cuya base 

^ 1 

sea a que dará la=i , se tendrá fe_x — , y rf.a^=— axdx. 
le le 

Si tomásemos los logaritmos en el sistema cuya base fuese <?, 
seria le—=1, y se tendria d.a^==-u-áxxla. 

5 4 5 Ahora podemos llegar á obtener la diferencial de toda funcúm 
logarítmica. En efecto, s ise llama a ta base del s is tema, z el numero, 
y x el logar i tmo, se tendrá la equacion z==ax ;. 
considerando á JC como una función de z , y tornando las diferenciales de 
cada miembro , se encontrará dz=^kaxdx=kzdx , 

'., f¿« - ' 
dt donde se sacará dx= , 

é poniendo en vez de x su expresión Iz, en vez de ax su valor z , y en 
i .1. 

vez de k su valor — , pues que o es la base del sistema de los logárte
le 

dz 
mos propuestos, se tendrá d.lz=le —. 

E l número ,é se presenta con mucha freqüencia en las investigaciones 
a n a l í t i c a s . ; se le toma por ba¿e d e un sistema d e logaritmo'-, á -pie se 
d a fel n o m b r e de neperiano del nombre de Neper su inventor , y le 
substituiremos al n o m b r e con que es c o n o c i d o vulgarmente de hiperbó
lico 6 natural. Estos l ogar i Irnos se suelen s eña la r con la característica i ' , 

dz 
y tendremos l'e—i, de donde resulta d.ax=axdx.l a y dl'z=—. 

Si queremos comparar lo" logaritmos de un mismo número z en dos 
distintos sistemas, el uno- por exemplo , cuya base sea e que denotare
mos con la característica y el otro cuya base sea _•, 
se tendrá z = £ , v ~ y z=zul¿, d e donde aíz~el'z, 
y tomando los logaritmos de ambos miembros en el sistema cuya base 
sea a , se tendrá Lalz=l.el'~ ól.zlaz=zl'.zle ó por ser fttts- 1 será lzz=d'.zle; 
y como se comparan todos los sistemas de logaritmos con el de Neper, se 
llama,módulo, al número le , por el qual es necesario multiplicar un.lo-
gat ' i tmo neperiano para pasar al logaritmo en otro sis tema, y señalán-

dz 
dolé por M se tiene lz¿=Mxl z y d.lz=Mx—. 

i 
Luego para determinar el mddulo correspondiente á un sistema qual

quiera no hay mas que hallar el logaritmo de «—=2,71828182 & c . 
en dicho sistema.; y como e l logaritmo de este número en el sistema ta
bular cuya base es 1,0 , está representado por 0,4342948 & c . 
resulta que este es e l modulo del sistema tabular. 

La diferencial logarítmica siendo de un grande uso, es necesario tra-
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duenda en regla j y así diremos que la diferencial del logaritmo de un 
número es igual al producto del móduL/pór el quociente de la diferen
cial del número partida por el mismo número : y si es en el sistema 
de N e p e r , la diferencial del logaritmo de un número es igual d la di
ferencial del número partida por el mismo número. 

546 Si se quisiese pasar de aqui al desarrollo de x en z, ó del loga
ritmo en potencias dei numero, se hallaría que las cantidades 

dx d-x ~ v / * " r * V - o m . 
x, — , , & c . eran infinitas en el supuesto de z = a - v = o , 

dz dz2 

y se concluiría que siendo * el número no se podría desenvolver x en 
una serie de esta forma x—A~i-Bz-i-Cz2-t-Dz'3-ir(kc. 

N o sucedería lo mismo, si eo vez de representar el número por * , le 
representáramos per un b n o m i o i-+-u: porque entonces seria r-f-u—a x 

que en el sistema cuya base es a, da A.—/(H-¿¿ ) , y diferenciando se_á 

dx 1 d?x x d3X 2 
Mx , - = - Mx - -—, ~ —Mx ; — , &C. 

du H - M du2 (i-t-u)2 du3 (n-f / )3 
que haciendo M = . O , substituyendo los valores que re_mtenejr la expre
sión del artículo [ ^ 3 3 j , y sacando fuera de un paréntesis el factor co-

u2 u3 u4 
mun Jfcf, se tendrá l(i-i-u)=M (u 1 — -t-&c.) 

2 3 4 

y suponiendo i l f -=i , se tendrá el l'(i-t-u) de I-Í-U en el sistema nepe-

u2
 tt? tt4 

riano que será l'(i-hu)—u 1- -¡-&c. 
2 3 4 

547 Vamos á manifestar algunos exemplos de la aplicación délas re
glas de la diferenciación de las funciones logarí tmicas: y para mayor 
sencillez supondremos de aqui en adelante que los logaritmos son ne-
perianos, á menos que no §e advierta lo contrario, y los señalaremos 
simplemente con ia /. 

/ x \ x 

S e a i . 0
 Z = H Í — \ , haciendo =-u será dz=dJur=z 

\/a2-hx2 y/ a*-t-x* 

du 

x2dx 
dxs/a2-+-x2-

peto * , = _ W + ' Q ^ J * 

U2^.x2 .- . 
(a2~hx2 ) V a2-+x2 {u2-k-x2)\/'a2-t-x2 
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du (a2-h-x2)yya2-+-x2 a2dx\/a2-+x2 «2dx 
luego dz— — = = = ~ri—~~\ 

" 1_ x ( a 2 + x = ) \ / W x 2 * ( " 2 + * 2 ) 
\/ a2-t-x2 

\ / 1 -+- x-+- \/1 — X 
a.° z=l— - , h a r e m o s \ / i - t - x - t - y ' i — x = t , \ / i - + - x — \ / i — x 

s/ n - x — s / 1 — x 

t dt du 
y tendremos z—l - — = / í - - Z n , dz=ddt—ddu= ; 

« t u 

dx dx 
pero 0 7 = ——•• • TZ__ZT •> 

2\Zl-+-X 2\/ I—X 

que reduciendo á un común denominador, resolviendo en factores , y 

poniendo —u en vez de su igual y" 1—x — y*i-hx, se convierte en 

dx\/1—x—dx\/ i-+-x dx / im v —udx 
dt = ZZZZZ—ZZZZZ—=— \s/1 —X—-V 7 I - f -X "J= 

%s/1.—xy/i-hx , 2yyi—x2 2V1—x 2 -

dx —dx dx % / 1 —x-t- dx\/i ~+-x 
du— • - = ~ _ f « : 

2 \ / 1-t-X 2\/1 — X 2\/I — X 2 

dx : __ tdx 
*(V 1—x-t- \ / n - x ) 

2 \ / 1 — X 2 2\/1—X2 

—udx tdx 

, dt du 2\/\—x2 2 \/1—x'' 
de donde resultará dz= 

t u t u 
udx tdx —u2dx—t2dx *—(t2-i-u2)dx 

— 9 
2t\/l X 2 2U\/1—X2 2 til \/1 — X 2 2tU\/l X 2 

y observando que t2-\-u2=4, y que tu—2x, se hallará por úl t imo 
, dx 

dz= —. 

xs/1—-X2 

Este exemplo es notable por las reducciones de que es susceptible su 
diferencial , y por su sencillez con relación á la función de donde se 
deriva ; ahora será fácil el cálculo de los exetnplos siguientes, de que 
no daremos sino el resultado 
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dx 
Si fuese z=Z(~*-f-V /H-* 4) reí .hará dbtns 

\ / 1 - 4 - x 2 

i dx 
z— — /{xs/—n-\A—x2) . . . . dz=— ; 

x2 

'\/i-t-x2-i-x^ dx 
dz= . 

4 / T i <v 2 /v * \ / I-hX2—X' S/ I - K X 2 

Si se tubiese z=(/x)>*, haciendo lx=u se hallaría 
dx 

du= — , Ux)»=u», d.unz=¿nut*—'ldu, 
x 

y substituyendo en vez de u y du sus valores, resultaría 
dx 

dz=d.(lx)"=n(lx)"—1 —. 
x 

Sea enfin z=l.lx, es decir, el logaritmo del logaritmo de x '3 ha-
du 

ciendo como antes lx=u, será z=lu,dz=z —-} 

u 
dx dx 

y como du-=ddx= — resultaría dz= . 
x xlx 

548 La consideración de los logaritmos facilita mucho la diferen
ciación de las funeiones exponenciales quando son complicadas. 

i . ° Sea por exemplo «sssifr, siendo t y u dos funciones qualesquiera 
de JCJ tomando el logaritmo de cada miembro se tendrá /z-=r/i/, 

dz du 
y diferenciando después será — =t H ludt, 

z u 

de donde dz=z (^t h ludt ^ ód.ut=uf ^t 1-ludt 

2.0 Sea z=a ; haciendo bx=t, se tendrá z=n*j 

y por lo expuesto [ § 544 ] será dz=afdtda j 

y como dt=d.bx=bxdxdb resulta d z = a ¿ * bxdxlalb. 

3. Sea z=u , siendo u,t,s funciones de x: haciendo r r = r , 
du 

resultará z=ur,dz=ur
 ( / h ludr ^; 

di 
y como dr—ts ——- -i- ltds ^, 
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, , , /> dll i dt. v 

resultara dz=ur ^ts t- lu.ts (s —%p-t- ltds) J=...» 

( du sdt x ts s A u ó'dt \ 
1- lu h lultds ) = r ¿ r ts( fría 1- lultds ); 

u . t y \ u t y 
por medio de estas formulas se hallará fácilmente la diferencial de una 
función exponencial qualquiera. 

3 4 9 Lossenos, cójenos, tangentes, y las otras lineas trigonométricas 
consideradas con relación al arco de círculo de que dependen, sen t am
bién funciones trascendentes . y se les Harria con freqüencia funciones 
circulares. Supondremos para mayor senciUea que ei radio sea igual con 
la unidad, y que se tenga primero z —sen.x, y tendremos ¿ub-tiínvendo 
x-+-Ax en vez de x, 

z'-~sen.(x-+-Ax)—[I. 642] sen.x cos.Ax-f-sen._lx cos.x, 

de donde se saca para ia diferencia 

z'—z= A z — A . s e n . x = sen.x co:' .Ax-t- s en .Ax cos.x—sen.x=_... . 

sen.x (eos .Ax—i) - t -cos .x sen .Ax . 

Ahora sería necesario desenvolver en serie ordenada por las potencias 
del i no emento A x , ei último miembro de esta equacion; pero sin esto 
se puede llegar al l ímite de la relación del incremento de ia función 
con ei de la variable del modo siguiente. Tomando dicha relación 

Az e o s . A x — 1 sen. A x 
será — — sen. x *- eos. x 

¿u A* 
1—eos. A x sen. A x 

— sen. x 1- eos. x. ; 
_^x A x 

y si se atiende á que 
( s e n . A * ) 2 = [ E 6 3 3 ] 1— ( c o s . A x ) 2 = [ I. 179 ] ( i - t - e o s . A * \ i — e o s . A x ) , 

(sen. A x ) 2 

y sacamos de aqui el valor de 1—eos. A x , será 1—cos.Ax== } 
J n - c o s . A x 
luego substituyendo arriba este valor se tendrá 

A z s e n . x (sen. A x ) 2 s e n - A x 
. X 1_ C O S , xx-

Ax Ax 1-4-eos. A x A x 

( sen. A x N. sen. A x 
— sen. x x 1- eos. x ) ; 

n - c o s . A x y Ax 

y para pasar á los límites buscaremos en lo que se convierten los do* 
factores del segundo miembro quando el incremento A x se desvanece. 

E n este caso sen. A x = o , eos. Ax—\ , y el primer factor se re 
duce á eos. x. 

http://cos.Ax-f-sen._lx
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cos. 2 x cos. 2 X 
(cos. 2x-»-sen. 2x)¿/x dx 

cos. 2 x . cos 2 x dx 
a ^ 1 / , d. tang.x 

4- Como cot .x= , sera d.eot.x=- cos. 2x 
tang.* tang. 2x tang. 2x 

dx dx dx 

eos. 3 x tang. 2* sen. 2* sen. 2* 
eos. 2* • 

eos. 2* 

5 . 0 Siendo sec. x = tendremos 
cos. x 

¿¿.cos.x sen.xdx 1 sen.x 
a. sec.x— — = — — x xdxz=dx tang.x.sec.x; 

cos. 2x cos. 2x cos.x cos.x 
. sen.x 1 
porque = tang.x, y = sec*. 

cos.x COS.* 

sen. Ax 
El factor — se acere? sii. cesar ha'cia la unidad; porque de 

Ax 
sen.A sen. A 

tang. A= se deduce = eos. A; 
eos. A tang. A 

y pues que eos. ^=i"quando A=o, la unidad será el límite de la 
relación entre el seno y la tangente quando el arco se desvanece; pero 
siendo el arco menor que la tangente y mayor que el seno, se sigue 
que con mayor razón su relación con el seno se acerca sin cesar á la 
unidad. Luego se tendrá en virtud de todo esto 
dz d. sen. x 
— s» =5 cos.x ó dz—d. sen.x=cos.x. dx. 
dx dx 

Obtenida ya la diferencial del seno las otras se deducen de ella con 
jjacilidad; porque se tiene 
i.° eos. x= sen. ( —x), d. eos. x = d . sen. (§7r—x); 
y como por lo que precede 
d. sen. (•§•#— x)=.d.(%Tt—x) cos.(&r—x)z~:—dx.cos. ( f ir—.r), 
y cos.(|-7r—x) — sen.x, será d. cos.x=—dx sen.x. 
a.° Pues que sen. vers.x=i — cos.x, 
se tendrá d. sen. vers. x=—d . cos.x=dx. sen.x. 

sen.x 
3 . 0 Siendo tang. x =- , tendremos 

cos.x 
cos. x d. sen. x — sen. x d. eos. x 

d. tang. x = 1 = . . . 
cos. ex 

cos. x dx cos. x — sen. xx— dx sen. x cos.2xM?x-+-sen.2x¿?x 
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6.° Cosec.x: 
sen.x 
C O S . X Í Í X cos.x I 

d.cosec. xm* =—dx x - • ••==—dx. cot.x cosec.x". 
sen. 2 x sen.x sen.x 

Con estas fórmulas »e puede encontrar la diferencial de toda expre
sión que contenga senos, cosenos, tangentes, & c ; para lo que será ne
cesario diferenciarlas á estas cantidades como funciones particulares, y 
poner en vez de sus diferenciales los resultados de antes : sea por exem
plo z=cos .x haciendo eos .x=«, s e n . x = í se tendrá z=uT, y 

( td'ü\ / s e n . 2 X v 
dtlu-\ ) = cos.x sef'x ( cos.x/cos.x» ) dx, 

u f V c o s . x / 

E n todo lo que hemos expuesto, liemos hecho uso de las substitucio
nes para diferenciar las expresiones complicadas • porque e;-to auxilia 
mucho al principiante. Pero entendido ya el artificio que se observa en 
las substituciones, conviene ponerse diestros en aplicar las reglas direc
tamente aun á los exemplos mas complicados; y tal vez no se puede 
concebir el incremento que toman las fuerzas intelectuales de los prin
cipiantes quando se les exercita convenientemente en esto. 

550 Hasta aqui solo hemos considerado á los senos, cosenos, & c . como 
funciones del arco; consideremos ahora al arco sucesivamente como una 
función de su seno, de su coseno, & c . y busquemos su diferencial baxo 
este punto de vista. Para esto supongamos que x sea la función pro
puesta , y z sea la variable de que depende esta función ; i . ° la equacion 

d.sen.x==ííx cos.x á causa de s e n . x = z , y c o s . x = \ / 1 — z 2 , 

dz 
da dz==dxy'\-*z», y por consiguiente dx=-

\ / 1 — z 2 

este es el valor de la diferencial del arco expresada por el seno y por 
su diferencial. 

u 
Si sen. x lo representásemos por — , substituiríamos este valor en ves 

a 
de z en la expresión anterior, y resultaría 

d U d u 

dx= a = a — d u 

V a2—u2 Va2—u2 

a 

Si quisiésemos expresar la diferencial del arco por su coseno, seria 
«ecesario partir de la equacion ¿¿.cos.x=—dx sen.x ? 
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—t2 

/ dx 
a.° Sea íang.*=«; la equacion d. t ang .x= 

eos. 2 * 

dx 
da dz= , y dx=dz.cos.5x. 

C O S . 2 * 

sen.x 
A causa de t a n g , x = , • 

COS.* 

se encuentra sen.x=cos.x tang.*, sen. 2x-=tang. 2x cps . 2 * , 

y substituyendo i—eos . 2 * en vez de sen. 2 *, resulta 
i==cos. 2xHhtang. 2x.cos. 2x=:cos. 2x(iH-tang. 2x) j 

i i 
Inego se tiene cos . 2 *= = — ; 

i- t- tang. 2 * n - z 2 

dz 
poniendo este valor en el de dx, resultará dx== , 

i - f -z 2 

de donde se puede concluir que la diferencial del arco es igual á la di
ferencial de la tangente dividida por el quadrado de la secante ¡ j;or-

que \ / i - t - z 2 expresa la secante quando z representa la tangente 
Terminaremos este artículo por el exemplo siguiente : 

Sea * un arco que tenga por seno la función '¿K\/I—z2¿ 
—— - (U 

haciendo 2zs/1—z2=t se tendrá dx= ——;— . 
\ / i — l 2 

2dz(i—2Z2) . tdx 

pero dt=. : — , y y i — z 2 = r — s x a , ruego dxs=s \/i—z2 s/v—z* 

5 5 1 Por medio de las expresiones diferenciales que acabamos de 
obtener, se pueden formar ios desarrollos de las principales funciones 
circulares. 

Para z=sen.x se tiene 
dz d2z d3z d4z 
- r - = cos.x, — — b e n . x , cas—cos.x, =sen.x ,&c. 
dx dx2 ' dx3 ' dx4 
que haciendo *=o_erá A=o,A'==i,A"=¿o,A'/'==—i,AH'=o,Ai'=ii 

S T O M O I I . P A R T E I I . 

lo que haciendo C O S . * = J C da dx=ry- =—- • ••• . 
sen.* -y/ 

Para pasar de aqui al seno verso se haria 2=sen. vers.x, 
y la equacion d.sen. vers.x-=:dx sen.x dará 

dt 
dt=dxxy,(z—t)t=dx\/2t—¿2, por lo qualdx==-
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de donde se concluirá [§533]£dLe*X==x i ^ - & c , 
1 x 2 x 3 1 x 2 x 3 x 4 x 5 

que es la misma que hallamos por las series. 
Para £=cos .x hallaremos 

dz d2z d3z d4z dSz' 
— =—sen .x, = — c o s . x , = s e n . x , — = c o s . x , — *=—6en . x ,& . 
dx dx2 dx3 dx4 dx*. 

que haciendo x = o , se tendrá 

Azzzi, A'=^ A"=-i, A , n = o , An/=i, A!/=.c. & c . 

X 2 X 4 X6 

lo que dará z==cos .x= i H h & c . 
1x2 1x2x3x4 1x2x3X4x5x6 

También podríamos hallar formulas pa.a las demás lineas tr igonomé
tricas ; pero no nos detendremos en es ¡o , pues hallaríamos lo,s miímos 
resallados que obtuvimos por la* series, 

552 Si te representa por t un arco de círculo cuyo seno sea x , se 

dx 

tendrá dt— —— •. ; 

\ / \ — x 2 

lo que nos conducirá al desarrollo del arco según las potencias del seno. 

E n efecto, de esta equacion se saca¡á 

dt 1 d2t x d3t 1 3X2 

ÍÍXZ (l—X2)l ( l - * 2 ) ^ ( l — X 2 ) '* 

2X5X9X2 3 X 5 V 7 X 4 f 

H i : & C 
a x 4 ( i _ x 2 > 2 ( i _ * 2 ) 5 ( i — * 2 ) 2 ( l - X 2 ) 2 (l-X2)* 

de donde resulta, h a c i e n d o x = o , que como en este caso también es f==o, 
se tendrá A=o, A—i, A"=o, A"=\, A'y=zo, ^ = 3 x 3 , c k c 

x3 3X3*5 
por lo que Í = X H • 1 '• t-Ckc. 

1 x 2 x 3 1x2x3X4x5 
Como el sacar esujs coeficientes diferenciales es complicado, en ade

lante daremos otros medios para desenvolver el arco en serie ordenada 
por las potencias de las demás lineas trigonométricas. 

De la diferenciación de qualesquiera equaciones de dos variables. 

553 Hasta aqui no hemos diferenciado sino equaciones separadas, es 
decir , equaciones en que la variable se hallaba sola en un miembro y la 
función en el otro; tales son las equaciones de la forma Z = X , siendo Z 
una función de z , y X una de x ; pero el mayor numero de equaciones 
que se encuentran en las investigaciones analíticas no es baxo este as* 



T)T.L CAÍ CULO DIFERENCIAL.' 147 

pecto; la variable y la función se haV^ir ' .a eiias mezcladas ó combina
das entre sí. 

Quando se tiene una equacion qna?quiera U=o enVe x y z , su efecto 
es de determinar z por medio de :v, tí x por medio de z, de manera que 
una de estas cantidades es función de Ja otra. Si concebimos que se 
haya determinado z por medio de substituyendo ia expresión de z 
en ¿7, esta se con ve. tira necesaria mente en una función de x sola; pero 
compuerta de términos que se destruirán independientemente de nin
gún valor particular de xy pues que e te valor debía permanecer inde
terminado. De donde ¿e sigue que la cantidad U se debe mirar impl í 
citamente como una función ue x, que es nula para todos los valores que 
pueda recibir esta variable, y que por consiguiente su diferencial debe 
ser nula también; luego en este ca^o la diferencial de z se áab,eiá to
mar considerándola c«.mo función de x , lo que hará que tenga' esta 
formaáz=Adx j 
por lo qual si se toma la diferencial de Ubnxo este aspecto y se la iguala 
con cero, se tendrá ia equacion que debe determinar á A en e_ta h ipó
tesi». Aclaremos e*io por un exemplo. 

Sea 1J equaen a z 2—*mxz'-ir'x*—¿i 2—o, 

lá cantidad expresada por U siendo a jui z2—2mxz-\r x2—a2 tendremos 
que si en ella ¿e substituye éu vez de z su valor / r c x ± v / a 2 — x 2 - \ - m 2 x 2 

sacado de la equacion primitiva, se convertiría en una faucion de x sola, 
cuyos términos torios se destruirían; así, su diferencial h?xo esta forma 
seria igual con cero. Pero diferenciando el primer miembro en ei su
puesto de ser z función de x se tendrá 2z¿u—'¿/nxdz—2 m.zdx-+-2x dx—o 

o suprimiendo el factor común 2 , sera 

zdz —tnxdz—:nzdx-\-xdx~-o, d (z—tnx)dz~(mz—x) 7 * ~ o , 

y haciendo dz—Aux, se tendrá zAáx—mx Adx ~-m¿ax-h a dx—o.¡ • 

d suprimiendo el factor común dx será z A—mx d—mz-rx~o% 

mz—x 
o.A^z—mx}-~mz+x=o , que da A— — ; 

z —mx 

y substituyendo en este valor de A el de z 

¿ ^ '—x^m2x±Lm\/a2—x~-,-m~x2 —x- i -m^X 

=t"V U-—X2-i tU2X2 \/'il2 — x 2 4 Ur-X2 

resultado semejan i e ai que se deduciría inmediatamente íle ia equacion 

separada z=-mx±: y/u2— x2-hm-x2, pues s a c a r í a i s 

<LZ . ^ — 2 X + 2 Í ? 1 J X —x-+-m 2x 
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Apíicando el mismo razonamiento ^ía equacion (z—mx) A—mz-t-A*=-o, 
considerando en ella z y A como funciones de x, resulta la equacion 

( dz—mdx) A+{z—mx) dA—mdz-hdx=:o, 
y sise hace dz=Adx,y dA=.Bdx, resultará después de dividido por dx, 

(A—m)A~h(z—mx)B—mA-±-i—o; 
equacion que da la relación que el coeficiente diferencial del segundo 

d~z m dz 
drden B ó debe tener con el de primer drden A ó — , 

dx2 dx 
y con las variables z y x. 

Continuando diferenciando de la misma manera, se formaría la equa
cion de que dependiese el coeficiente diferencial de tercer orden, y así 
en adelante. 

d2z 
554 Si se atiende á que B~ ——, y que d2z-=d(dz), 

dx2 

se reconocerá que la equacion {A—m)A-h(z—mx)B—/72._f-t-i=o, 
se deduce desde luego déla equacion zdz-—mxdz—mzdx-*-xdx~o{\\ 
quando se la diferencia haciendo variar en ella dz como una función' 
de x, y dividiendo después por dx2. En efecto, se tiene primeramente $ 

dz2-\-zd2z— 2rndxdz—mxd2z-hdx2=^o (2), 
dz2 dz d2z 

v dividiendo por dx2¿eiá——• — im \-(z—mx) f- 1 = 0 , 
' dx2 dx v " J dx2 1 

dz d2z 
eernacion que quando se muda en ella — en A y en 2?, 

4 1 1 dx J dx2 

se transforma en la que hemos obtenido mas arriba para determinar B. 
En general, hacer variarlas cantidades A,B,C, &c. come funciones 

de x , es tornar las diferenciales de las expresiones equivalentes 
dz d2z 
— , •— &c. esenfm, considerar a las cantidades dz,d2z &c. como fun-
dx dx2 

ciones de x. 
La equacion (1) es la diferencial primera de la propuesta; la equa

cion ( 2 ) es su diferencial segunda , Cjfc. y según la observación hecha-
arriba, las diferenciales de una equacion primitiva propuesta, se dedu
cen las unas de las otras por la diferenciación , considerando á 
z,dz,d 2z Cifc. como funciones de x. 

Se pasa á las equaciones que dan los coeficientes diferenciales, obser-
dz d2z 

vando que estos coeficientes son — , — , &c. 
dx dx2 

ó haciendo dz=Adx¡ d2z=.Bdx2¡ fice. 
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por estas dltimas substituciones diferenciales desaparecen, y no 
quedan en los resultados sino las funciones A,B,C, & e . absolutamente 
independientes de dx. 

5 5 5 La equacion z2—imxz-\-x2—¿z2=o, 
siendo del segundo grado, da para z dos valores por medio de los qua-
les la equacion (z—mx)dz-r-(mz—x)dx=^o, 

dz mz—x 
de donde se saca — — , 

dx z—mx 
dz 

da también dos valores para el coeficiente diferencial — correspendien-
* dx 

les á los de la función z. 
Si en x-z de resolver la equacion propuesta para sacar de ella el va

lor de z, se hubiese eliminado esta variable entre las dos equaciones 
z2—zmxz-\-x2—a2=o, (z—mx) dz—(mz—x)dx=o, 

x(mdz—dx) 
se hubiera tenido desde luego en virtud de la segunda z= —-— - — 5 

dz—mdx 
substituyendo este valor en la primera se convertirá después de hechas 
las reducciones en 

( x2
 — a2

 — m2x2 )dz* — (imx* — ia2mx—2.723*2 )dzdx-\-.... 
(x2—m2x2—a2m2 )dx2=o. 
Esta dltima equacion resuelta con relación á dz daria los valores ha

llados antes. También se podría sacar de ella inmediatamente el coefi
ciente diferencial, para lo qual bastaría dividirla por d a 2 , y se tendria 
entonces 

„ dz2 dz 
(x2—a2—m2xí) (zmx2—ia2m—2m3x2)—-\-x2—m2x2—a2/w2=o, 

¿ ¿ A 2 dx 

dz* 
y quitando el coeficiente del quadrado 

dx2 

, dz2 dz x2—m2x2—a2m2 

sera —-—%m 1 = 0 . 
dx2 dx x2—a2—»;2*2 

Del mismo modo se procedería en exemplos mas complicados. 
5 5 6 La advertencia hecha ['§532] acerca de Jas'constantes que desa

parecen por la diferenciación de tas funciones, se aplica igualmente á 
las equaciones. Si se tubiese por exemplo la equacion z 2 = a x + ¿ , 
la diferencial zzdz—.adx, siendo independiente de b, pertenecería á cada 
una de las equaciones particulares que resultan de la propuesta, dando 
á b todos los valores posibles. 

Pero también se puede llegar en el caso actual á una equacion inde
pendiente de « , aunque la diferenciación no haya hecho desaparecer esta 
constante; para lo qual basta eliminar a entre las dos equacieues 
z2=jx-hb,2zdz=zadx, y se encontrará z*dx=zxzds+bdx. 
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con relación á a , se hubiera sacado a=—zzh\/2z2-hx2 , 
y dallándose a separada de las variables x y z , la diferenciación sola la 
hubiera aecho desaparecer; y se hubiera encontrado 

2Z!Íz-\-xdx 2zdz+xdx 
—dzzt. —o, de donde dz= — • , 

±v /2z 2-t-ar 2 \/zz2+x2 

6 quitando el divisor será dz \/2z2-+-x2=2zdz-hxdx, 

que elevada al quadrado da dz2(2z2+-x2)=4z7dzz+4zxdzdx-i-xsdxs

9 

dz2 dz 
oue se reduce á (x 2—2z 2) ±xz x i = o , 
H dx* dx 
que es la misma de antes. 

558 Se pueden hacer desaparecer tantas constantes como se quiera, 
diferenciando un numero de veces igual al de las constantes que ¿>e quie
ren hacer desaparecer. 

Sea z2=m(a2—x2), y se tendrá desde luego 

2zd,:=r—2mxdx ó zdz=-—mxdx; 

diferenciando de nuevo se hallará zd2z-\-dz2=.—mdx2. 

Aunque esta dltima e luaciorfnl&ea la diferencial inmediata de la 
propuesta, se deriva sin embargo de ella ; de ¡nodo que estando divi
dida por dx , expresa la relación que debe existir entre ¡a variable #, la 

* . i _ . < dk 
función z y el coeficiente diferencia! — , qualquiera que sea el valor de a. 

dx 
557 Sí la constante que se elimina se halla elevada á potencias su

periores-1 la primera en ia eq tación propuesta, ei resu tado que se ob
tenga contendrá potencias de dz y de dx superiores también á ia pu
niera, Tenemos por exemplo z2—•¿:uz-hx*--a* , 
diferenciando se hallará después de divida' por 2 , zdz—adz-hxdx—o, 

zdz-¥xdx 
de donde a~ : 

dz 
y substituyendo en la propuesta, después de haber ordenado con relación 

dz2 dz 

á dz y dividido por dx2 , resultará (x2—2z2) —— —4XZ x 2 = o , 

que expresa la relación que debe existir entre la variable x , la función * 

y el coenciente diferencial — , independientemente de ningún valoi par

ticular de a. 

Resolviendo la equacion z2—2az-t-x2=a2 
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' : \zdz . 
Substituyendo en vez de m su valO sacado de la equacion pre-

xdx 
zdz dz* d-z 

cedente , y dividiendo por dx2, tendremos — X — xz-—=o, 
w dx dx2 dx2 

resultado independiente de las constantes m y a. 
5 5 9 La diferenciación combinada con la eliminación suministra el 

medio de hacer desaparecer las funciones irracionales. 
Sea por exemplo . P « = Q , donde P y Q son funciones qualesquiera 

de x y de z ; tomando la diferencial de esta equacion, resultará 
nP«— *d.P=d.Q, 

d multiplicando los dos miembros por P será nPí:d.P=Pd.Q ; 
y si se pone en vez de P» su valor Q, se obtendrá nQd. ü—Pd.Q, 
equacion en que la cantidad P está exenta del exponente n. 

También se llega al mismo íesul tado, tomando el logaritmo de cada 
ndP dQ 

miembro de la equacion propuesta ; pues seria nlP=lQ, ^ = ——. 

Esta advertencia nos podría servir para desenvolver según las poten
cias de x la función (a-i-bx-+cx2-i-ex3-hQíc.)n, 
qualquiera que sea ei expolíente /i;pero no nos detendremos en esto, pues 
basta observar que hallar/amos el resultado que obtuvimos por ias series. 

560 También se pueden hacer desaparecer las trascendentes de una 
equacion combinándolas con ¿os difeiencialee. Una de las mas simples 
funciones de estas es L(a~i-bx-hcx2~t-cx3-i-Q\c.) 

si su desarrollo se representa por A-i-Bx+Cx2-i-Dx3-h&ic. 
y se toma ia diferencial cíe la equacion 

l(u+bx+cx2^-ex3+&c.)=A-*-Bx-\-Cx2-\-lJx3-\-&c.. 
se hallará poi exemplo dividiendo por dx 

¿ -+-2 ex -+- 7 ex2-+- ¿ve. 
. L , = J B H - 2 C A - + 3 J D * 2 - H & C . 

a - +- bx A-CX2 -+- ex3 -+-& c. 
y se determinarán los coeficientes A,B.C,&¿c. quitando el divisor y com
parando los coeficientes de 105 términos homólogos de x. 

Tomemos aun por exemplo sen.(u-+•//*• hcx2-+-ex3-h&c.) 
si le hacemos igual con A-I-BX-Í-CX2+LIA3-+-&.C. 
y suponemos para abreviar 

a-+-bx-+-cx2-t-ex3 4 - & c — u , A +-Bx-hCx2-hD.x3-\-ckc — z , 
resultará z = s e n . « , y diferenciando, tendremos dz=du cos.n. 

Se podria eiinrnar cos.u por medio de la equacion 

c o s . i ¿ = \ / 1 — s e n . 2 « que da cos.u=\/ Í—& „ 

y se tendria entonces dz=duy/1—~2

 } 
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pero sería necesario aun hacer desaparecer el radical en esta equacion. 
Para evitar este inconveniente,^ ^ferencíará segunda vez la equacion 
dzz=iu cos. M, acordándose que tanto u como z son funcione* de * , y 
resultará d2z=.d2u.CQS.U-—du2sea.u, 

dz 
poniendo en vez de sea.u y cos.u sus valores z y —. 

du 
dz 

se tendrá d2z=.— d 2 «—zdu 2 ó dud2z—dzd2u-\~zdu3=.o, 
dzí 

No falta ahora mas que substituir en vez de z,dz,d2z,du,d2u,du3 
sus valores; pero z—sI-hBx-i-Cx2~hDx3-+-&c., 
da dz=(5H -2Cíc -+-3D^+&c . )dx, d'^.=(2CH-6Z)x-4-&e.)dA:2, 
y para no empeñarnos en cálculos demasiado grandes, reduciremos la 
función propuesta á sen,(a4-¿x-¡-e;v2) haciendo e,J\&.c.=o. 

En este caso particular 
du=(ü-i-2cx)ix ; d2u=:2cdx2 ; du3=(b3-t-6b2cx-hi 2¿c2x2-t-8c3/v3)d.r3 5 
por medio de estos valores la equacion dud2z—dzd2u+-zdu¿=o 
se hace divisible por dx3y y ordenándola con relación áx toma la forma 

siguiente; zbC •+- 6bDx -+-izbEx 2 - i-&c. 
4fCjf - i - i2cDx 2 -»-&c. { 

-+-b3A-h6b2cAx-t-i2o2cAx2 -i-&e. I 
-i-b3Bx •+• 6b2cBx2 - H & C . f °* 

-H ¿ 3 C x 2 -t-&c. 
—aBe—4CCAT — 6cZ>x2 — & c . J 

Igualando á cero los coeficientes de cada potencia de x , se obten
drán las equaciones que determinan á C,D,E,6LC ; más para determinar 
A y B se. necesita recurrir á la equacion primitiva, en la que haciendo 
x—o se tiene sen.a=A, 
y como en este mismo supuesto es du-=Adx y dz=Bdx, 

dx , Bdx B 
la equacion — = cos.n dará cos.a= = — , de donde B=b cos.a. 

du bdx b 

Aplicación del cálculo diferencial para determinar los máximos y 
mínimos de las funciones de una sola variable. 

561 Según la idea que hemos dado de la función siempre que va
ríe la variable debe variar la función ; y como hay muchas funciones 
que tienen ciertos límite^, aunque sus variables reciban todos los va
lores posibles, es interesante saber en quántas y cuqué ocasiones varía 
la ley de los incrementos d decrementos de la función, sin variar los 
de la variable. 

En efecto, quando la variable de que depende una función propuesta 
pasa sucesivamente por todos los grados de magnitud, sucede algunas 
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veces que la serie de los valores que r<—ibe esta función , es al principio 
cr. cíente y se convierte después en decreciente; entonces hay en d i 
cha serie u n o de estos valores que sobrepuja á los que le anteceden y 
siguen inmediatamente. Si al contrario, la serie de los valores de la 
función propuesta es al principio decreciente y se convierte en creciente, 
se encontrará necesariamente uno que será menor que los que le ante
ceden y siguen inmediatamente. 

E l te'rmino en que el incremento de una función se detiene se llama 
máximo, y aquel en que dexa de decrecer , mínimo. Sea , por exem
p l o , la equacion z—I-I-8A;—x 2 , en la qual observamos que si 

* = o , 1, 2, 3, 4, 5, 6, & c . 
resulta z = i , 8 , 1 3 , 1 6 , 1 7 , ¡ 0,13, & c . 

donde vemos que quando x-—^ resulta para z u n valor máximo que es 
17, el qua' es mayor que los que le preceden y siguen inmediatamente. 

562 Tomemos por segundo exemplo la función z=b—(a—x)*¡ 
haciendo . r = o se tiene z=b—a2 ; 
y la cantidad a—x viniendo á decrecer quando x a u m e i t a , z aumenta 
también basta que se tiene x=a , de donde resulta z=.b para el má
ximo ; pero pasado este té rmino , aunque x tome nuevos incrementos, z 
decrece y llega á ser nula quando (a—x)2=b. 

Se puede por otra parte veriücar que el mayor valor de z responde 
á x=a , substituyendo sucesivamente a-i-h y a—3 en vez de x ; en uno 
y otro caso se encontrará por resultado z = ¿ — S 2 que siempre es menor 
que b. 

Sea aun z=¿-+-(a—x) 2 . 
En este exemplo siendo x nu l a , se tiene z=b-\-a2. 

Después al paso que X aumenta, la canlidad (a—x)2 va disminuyendo, 
así como z hasta que x=a; pasado este término, (a—x)2 aumenta y le 
sucede lo mismo á z , cuyo mínimo responde por consiguiente á la su
posición de x=a. 

563 Toda función que crece d decrece sin cesar, quando la variar 
ble de que depende crece ó decrece , no es susceptible de máximo ni de 
m í n i m o , pues que á un valor qualquiera sucede siempre uno mayor 6 
menor. 

El carácter esencial del valor máximo de una función consiste en que 
los valores que le preceden y siguen inmediatamente sean menores ; el 
mínimo al contrario, debe ser sobrepujado por los valores que le prece
den y siguen inmediatamente. 

Hemos dicho inmediatamente, porque sucede con freqüencia que una 
función tiene valores que sobrepujan á s u máximo ó que t o n menores 
que su mínimo, ó eníin que tiene muchos máximos y mínimos desigua
les entre s í ; todo lo qual es fácil de concebir; porque si después de ha
ber crecido ó decrecido esta función, vuelve á crecer de nuevo indefi
nidamente acabará por sobrepujar al máximo que tubo al principio. 

T T O M . I I . P A R T E 11. 
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En vez de suponer que crece ^idefinidamente, nosotros podemos con
cebir que decrezca después de un Iferto término, y de aqui nacerá un 
nuevo máximo que podrá ser diferente del primero; de donde se puede 
inferir lo que debe suceder quand: estas mudanzas se repiten. 

¿64 Pasemos ahora al método de q u e se hace uso para descubrir los 
máximos y los mínimos de ias funciones de una sola variable; que es 
una de las mas importantes aplicaciones analíticas üei cálculo di 'eren-
ciaU Antes déla invención de e¿te cáiculo cada geómetra como Descar
tes, Fermat, & c . daba su regla particular para hallar los máximos y los 
mínimos; y aun la misma memoria de Leibnit:-; inserta en las :,c?a.> de 
Lcipsick ailo de 1Ó84, en que se manifiestan ios principios de dicho cál 
culo, tiene por objeto principalmente el de ios máximos y mínimos, pues 
su título e s : Nova methodus pro me x i mis et miuimis, quae, rite fra
das, nec ir ¡aliónales quantitates moratur, et singular e pro^llis calculi 
geuus. Ei marques del Hospital que expuso el cálculo diferencial en 
su obra intitulada : Análisis de los infinitamente pequeños, explico el 
método de aplicarlo á la investigación de ios máximos y mínimos; pero 
este método era defectuoso en algunos ca^os ,y por otra parte suponía 
el que se supiese ya que la función tenia máximo o mínimo. Los g e ó 
metras posteriores han continuado con la misma explicación del Hospi
t a l , hasta que en estos últimos tiempos Macíaurin, Cousin, Lagrange, 
Chaix v Lacroix, lo han explicado completa mente por el teorema de 
Taylor . Pero la experiencia me ha hecho conocer que los principiantes 
tienen alguna dificultad en la práctica, sino se les fixa bien la atención 
sobre este punto; y por lo mismo expondremos ante todas cosas la regla 
que se debe seguir , y la aplicaremos á varios casos, y después pasare-
lúbOS í manifestarles ei fundamento de dicha regia que es la siguiente '• 

Q u a n i o se tiene una función y se quiere averiguar si tiene máximo ó 
mínimo, y en caso de que ios tengí;, quintos y quáles son, se practicará 
lo siguiente *. hállese el primer coeficiente diferencial éiguálese cotí cero 
SU expresión; hállense los valores de la variable que satisfacen á esta 
equacion , y si hay máximo ó mínimo será en alguno de estos valores de 
la variable. Hállense después ios coeficientes diferenciales siguientes, 
substituyase en ellos en vez de la variable cada valor de los que se ha
llaron por la igualación acero del primer coeficiente diferencial; cada 
valor de estos que reduzca á cero un número impar de coeficientes dife
renciales, será un máximo el un mínimo; será máximo si el primer coefi
ciente que no desaparece, tiene el signo negativo, y será mínimo s* 
tiene el signo positivo. Si la substitución de estos valores reduce á cero 
un número par de coeficientes diferenciales, la función propuesta no 
tendrá máximo ni mínimo. 

Sea por exemplo la función z i z n - 8 x — x 2 , y tendremos hallando stt 

dz 
coeficiente diferencial = 8 —tx, 

\ dx 
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que igualado con cero da 8—2*=-^, Je donde ; 

hállese el segundo coeficiente diferencial y se tendrá —~ ~—2 ; 

como es independiente de x, no se reducirá á cero por ningún valor que 
tenga esta var iab le ; luego habiendo solo desaparecido un coeficiente 
diferencial, inferimos que quando x*s±4 * ! í i y máximo ó mínimo:, peio 
como el primer coeficiente que no desaparece es una cantidad negativa, 
inferimos que diciio valor es máximo c o n o debía verificarse. 

J ; . ' , y , „ , j , ' - . ..rv- fyx -;i -*- ~~-\,¿r -i-a---**-
Sea ahora z—bázía—x)" y tendremos — — rp re ( a — x ) « — 

dx 

que igualándole con cero da (a—x)n ' — o , de donde x~a; 
luego si í̂ n* dicha fúúeid!) hay m Ixímo d mínimo d e b e r á ¿er quando 
x~a\ pero si hallamos loa coeficientes diferenciales superiores se tendrá 

d2z 
±z n{n— 1)(a—*)»—2, 

dx2 

d3z 

dx3 

d4z 

dx4 

+ re(re—1)(//—'¿)(a~x)»—3; 

• ±:n(n—i)(n—2)(/i—3)(Ú!—x)> 

-—=.±n(ri—1)(«— 2)(«—3). . . 2x1 quando n es p a r , 

d«z ~'[ .1 
y = =p/7(re—1)(7¿—2/re—3). . . 2x1 quando impar. 

dxn 

Donde advertimos que si n es un número entera, llegarán á desapa
recer por ei supuesto de x—a,n— 1 coeficientes diferenciales; luego si n 
es par habrá máximo 6 mínimo ; y q u a n d o impar no habrá ni uno ni 
otro ; porque entonces desaparece un número par de coeficientes diie • 
renciales. 

A h o r a , como la qüestion abraza dos á causa dei doble signo d b , y 
quando n es par e l coeficiente diferencial tiene el signo , se deduce 
que quando h es par y se toma el signo -+-, la función es un mínimo'9 

y quando el •— un máximo, regla que comprende á las dos que hemos 
deducido [562 ] para las funciones z—b-+-{a—*)s y z—i—(a—x)2. 

565 Percibida ya la práctica de la reg la , vamos á examinar ana
líticamente la qüestion para deducirla. 

Con cuyo objeto concibamos que z sea una función qualquiera de x; 
y supongamos que x haya llegado al valor que da el máximo ó mínimo 
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de esta función; en este caso s|* infiere de Jas ideas de máximo y mí 
nimo , que si se buscan los valoreado z correspondientes á x—k y á 
x-+-k, se deben obtener en ambos supuestos resultados menores que el 
máximo ó mayores que el mínimo. 

Designando por 'z el valor de z que corresponde á x—k, y por z' el 
que corresponde á x-\-k, se tendrá por el teorema de Taylor [ § 5 3 5 ] 

dz k d2z k2 dSz k3 
'z—z x i r- x X • h&c . 

dx 1 dx.2 1x2. dx3 1x2x3 

dz k d2z k2 d3z k3 
z'=-z-\—-x 1 — X 1—1 x h & c 

dx 1 dx2 1 x 2 dx3 1x2x3 

Y como hemos manifestado que se puede dar á k un valor bastante 
pequeño, paraque un te'rmino qualquiera sea mayor que C; suma de 
todos los que le s iguen , resulta que le podremos dar uno tal que el 

dz 
término — r k exceda á la suma de todos los que le s iguen ; entonces z 

dx 

será mayor que el primer valor 'z y menor que el segundo z'; luego la 
función propuesta no será por consiguiente ni un máximo ni un mini-

dz 
mo , mientras que —fe no sea nulo; porque, paraque haya máximo d mí-

dx 
nimo, debe resultar z mayor d menor i un mismo tiempo que 'z y z' \ 

dz 
y si — k no fuese cero, de los dos valores 'z y z', el uno siempre se-

dx 
ria mayor y el otro menor. Pero un término no puede ser cero sino lo 
es alguno de sus factores, y como aqui k no puede ser cero, porque 
le suponemos un valor determinado, aunque pequeño, se deduce que 
dz 
— será el que deba ser cero. 
dx 

dz ¡ 
Luego siendo indispensable que ̂ — = o , paraque haya un valor 

máximo 6 m ín imo , se tendrá entonces 

d2z k2 d3z k3 d4z h4 
'z=z-{ ~ x —i •— X h x & c . 

dx2 1X2 dx3 1x2x3 dx4 1x2x3x4 

. d2z k 2 d3z k3 d4K k4 
z'=z-+- x — - — -t- — — x 1 x &a 

dx2 1X2 dx3 1x2x3 dx4 1x2x3x4 

y en este caso sí se podrá tener á un mismo tiempo z</z y z<z\ que 
d2z 4 d2z 

seria siempre que — fuese poskivo; y z>'z, z>z' quando fuese — 
dx2 dx* 



> DEL CALCULO DIFERENCIAL. 157 
nega t ivo ; el primer caso daria para .^un mínimo, y el segundo un 
máximo. * 

De donde inferiremos que para encontrar querido una función z debe 
tener un máximo ó un mínimo, porque en ambos casos lo; da una misma 
equacion , es necesario buscar la expresión del primer coeficiente dife
rencial é igualarla á cero, que es la primera parte de la regla. 

Hemos dicho que paraque haya máximo ó mínimo es indispensable 
dz 

que — s e a igual con cero; pero no por esto se debe inferir que s iem-
dx 

pre que — = o , deba haber máximo ó mínimo. En efecto, si el valor 
dx 

dz 
de x quejfeace nulo el valor de — , hiciese desvanecer al mismo 

dx 
d*z . d3z 

tiempo , sin que desapareciese, como se hallaría en esta cir-
1 dx* 1 dx3 

cunstancia 
d3z k3 d4z k4 d5z kS 

'z—z— • — x 1 x x : t- &c. 
dx3 1x2x3 dx4 1x2x3x4 dxS 1x2x3x4x5 
d3z k3 d4z k4 dSz k5 

z'=Z-{ X h - — X 5 X -t- & C . 
dx3 1x2x3 dx4 1x2x3x4 dxS 1x2x3x4x5 
d3z k3 f 

y que X podría l legar a ser mayor que la suma de todos 
dx3 1x2x3 

los que le siguen, no habría entonces entre las tres cantidades fz,z,z' la 
subordinación que conviene al máximo ó al mínimo; pues la media z 
seria mayor que la una de las extremas y menor que la otra. 

Pero si se tubiese también = o resultaría 
dx3 1 

d4z k4 dsz kS 
'Z—ZA- — X X W -4- & C . 

dx4 1x2x3x4 dxS 1x2x3x4x5 
d4z k4 dSz kS 

z —z-+- — x 1 x -+- & c . 
dx4 1x2x3x4 dxS 1x2x3x4x5 

en donde las condiciones del máximo 6 del mínimo quedarían aun sa-
d4v 

tisfechas, y se reconocería por medio del signo de quál de los dos 
dx4 

debia tener lugar. 

Del mismo modo se haria ver que en general no puede haber máximo 
ó mínimo, sino quando ei primero de los coeficientes diferenciales que 
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no desaparece, es de un drden par -.y si este coeficiente es nega t ivo , la 
función en aquel caso será rnáxzmok} y si posi t ivo, mínimo ; lo que com
pleta la regla que hemos dado antes. 

556 La teoría de los máximos y mínimos se suele aplicar á fodo g é 
nero de qüestiones y de suma importancia; pero como ia determine- ion 
se hace siempre por un mismo método, solo nos detendremos en la 
qüestion siguiente. 

Supongamos que se trate de dividir una cantidad a en dos partes 
talas que el produjo de la potencia i n de la primera por la potencia n 
de la seguida, sea el máximo de tocios los productos semejantes que se 
podrían formar. 

S e a * una délas partes de a, con lo que la otra será a—x, y el pro
ducto cuyo .máximo se busca, estando representado por z se tendrá 

z~xm{a—xy>, 

dz 
de donde se sacará ~mxm~l{a—x)"—nxm(a—x)n—1~... 

xm—i(a—x)»~l[m{a—x)—nx\, 

que igualándolo con cero será xm—l(a—x)n~~l(rna—mx—nx)=o ¡ 
que da á causa del primer factor, x—o ; 
á causa del segundo a—x=so ó x—a, 

ma 
y á causa del tercero ma—mx—nx~o ó x= . 

rn-h-ii 
El úljinio de estos valores responde á un m á x i m o , porque quando 

d2z 
se le substituye en la expresión general de , 

dx2 

mm—itftf—itfWi-t-«—2 
da la cantidad negativa — ; 

(;«-*-») v-i-n— Ó 
los otros dos responderán á mínimos quando m y n sean pares, como nos 
podemos asegurar por el examen de los coeficientes diferenciales, 6 mas 
simplemente aun haciendo x—x—fe y x=x-*-k ; pues siempre se en« 
contraía un resultado positivo en uno y otro caso, qualquiera que sea 
el signo que se dé á fe; lo que prueba que la función propuesta después 
de haber decrecido hasta llegar á ser nula , no pasa á ser negativa sino 
que vuelve á crecer. 

567 Consideremos aun la función que designa z en la equacion 
z2—zmxz-hx2—a2=o, 

cuya diferencial es izdz—imxdz—2mzdx-\-ixdx—o , 
que después de haber suprimido el factor común 2 y resuelto en facto-

dz mz—x 
res , se convierte en (z—mx)dz—(mz—x)dx—o. que da — = > 

v ' v ' dx z—mx 
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X 

é igualando esta expresión á cero , * r i A w z — x — o 6 z— — , 
n m 

cuyo valor substituido en la propuesta dará 
X2 X . x2 

. zmxx \-x2—a2-=o, que se convierte en x2—a2=o , 
m2 m m2 

tí quitando el divisor en x2—m2x2~m2a2, 
mía2 ma 

que da x2= , y x— •• -•, 
s/i-m2 

a 
cuyo valor substituido en el de z dará z = 

\/i—m2 

•m d2z 
Falta examinar en lo que se convierte el coeficiente diferencial , 

dx2 

La diferencial segunda de la equacion propuesta da la siguiente 
d2z dz2 dz 

(z—mx) h •—2 ra h i = o , 
v 7 dx2 dx2 dx 

dz d2z 
que la suposición de — — o la reduce á (z—mx) H I = O , 

dx dx2 

de donde se saca 
d2z i i m m 

dx2 z—mx x x—m^x x ( i — m 2 ? 
•—mx 

m 

y substituyendo ahora en vez de x su valor 
ma 

\ / 1 — m 2 

, d2z m i 
resultara sa = — 

dx2 m 
x(i—m2) aVi •iu< 

S/1—m* 
resultado que siendo nega t ivo , manifiesta que el valor de z encontrado 
arriba es un máximo. 

568 Quando la función es de dos 6 mas variables se pueden hallar los 
máximos relativos y los máximos absolutos Si en una función de dos v a 
riables , por exemplo , se considera una como constante, y se dan á la 
otra juautos valores se quieran, á cada uno de estos valores correspon
derá uno ó muchos valoresde la función propuesta, entre los quales se 
podrán hallar algunos que sean máximos ó mínimos, que se determina
rán por lo que acabamos de exponer; de manera que siendo z una fua-
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. ¿ d z 
cion de x y de M , si se suponéis prís tante y se hace — = o , se obten-

dx 
drán los valores de x que dan los mayores y menores valores de z en
tre lodos los que responden á un mismo valor de u. 

El resultado que se obtiene de esta manera es aun indeterminado, 
pues que puede variar en razón de las mudanzas que se hagan padecer 
á la segunda variable u, y no ofrece por c o n s i g u i e n t e sino máximos 6 
mínimos relativos, entre los quales puede existir un número limitado de 
ellos q u e sean mayores d menores que todos los utros, y que cones -
p o n d e u á valores determinados de u. Estos últimos que etíun entera
mente determinados son máximos ó mínimos absolutos de la función 
proouesta; se descubrirían fácilmente eliminando x de la función z por 

dz ' 
medio de la equacion — = o , lo que haría que la funcioifiiro fuese ya 

—Ísfofl3%aln> 9] »iji'*i*03 ta *>pifñvn<}0 *irp oí n* T&ms&ktv s l í c l 
solo de una variable u ; y señalando por z el resultado, bastaria c-nton-

ees h a c e r — =0, para determinar u convenientemente al estado de la 
du 

qüestion. 

5 6 9 Los caracteres distintivos de los máximos y de los mínimos en 
las funciones de muchas variables se deducen de principios análogos á 
los q u e se emplean en las funciones de una sola ; pero la aplicación es 
m a s complicada, por lo que solo trataremos de los de una función de 
dos variables. 

Sea z una función de x y de u, y supongamos que A,B,C,D,E,F,tkc. , 
sean los valores que toman respectivamente 

dz dz d2z d2z d2z 

dx du dx2 dxdu du2 

quando se subst i tuyen en vez de x y b en vez de « , e l resultado de la 

substitución de a-i-k,b-+-h en z será [§539 ( 7 ) ] 

A+Bk-i-Ch-i—— ( Dk2-h2Ekh+Fh2) - t - & c ; 
1x2 

expresión cuyo valor debe ser menor que A en el caso del máximo ab 
soluto, y mayor en el caso del mínimo, qualesquiera que sean los signos 
de las letras k,h, con tal que no expresen sino pequeñas mudanzas. Pero 
como los términos del primer drden Bk,Ch, que se pueden hacer mayo
res que todos los otros tomando á k y á h de una pequenez suficiente,' 
mudan de signo al mismo tiempo que estas cantidades, deduciremos 
por un razonamiento análogo al del [565] que en el caso del máximo 

dz dz 
ó del mínimo, se deberá tener por precisión B= — = o , C = — = 0 ; 

dx du 
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por lo que la expresión de arriba se reducirá á 
A+±(Dk2-+-2Ekh-i-Fh2)-&i:£ 

Satisfechas estas condiciones por los valores a y h que ellss mismas de
terminan, será necesario después que los coeficientes I),E y F, no se des
vanezcan al mismo tiempo, y ademas que la cantidad Dk2-+-zEkk-*-Fh2 

sea siempre negativa en el máximo y positiva en el mínimo, indepen
dientemente de los valores que se pueden dar á k y á h. 

—h2E2 

Pero si añadimos y quitamos — ~ — á dicha cantidad, se nos con

vertirá en 

E*h* E*h* / Eh\2 / 
Dk2-*-2 Ekh+ hFh* = D(k-v-—) -*-//-( F ) (». 

D D V D \ D' 

/ Eh.2 • 

Puesta baxo este aspecto resulta que como ^ - t - — ^ y h2 son posi

t ivas , qualesquiera que sean los valores de k y de h , paraque dicha 
E2 

cantidad sea siempre negativa es preciso que lo sean D y F— — . Por 
E2 

lo qual deberá ser en el caso del máximo Z><o y F— * 
E2 

pero el ser D negativa hará que el término — — sea positivo, y no se 

podrá verificar que F-i sea negativo , ai no es F negativa como D, 

y se tiene 

E2 

F> — d FD>E2 que da FD^-E2>o. 

Paraque la cantidad (JA) sea siempre positiva será necesario que 

Ez 

siempre lo sean D y F— ; por lo qual en el caso del mínimo deberá 

E2 

ser D>o,F — > o ; y siendo JD positiva la segunda eantidad no po-
E2 E2 

drá serlo si F no Jo es y mayor que esto e s , . F > — , 

que da FB>¿E* 6 FD—E2>o. 

Por lo que' ée deduce que paraque haya máximo ó mínimo es nece
sario que F D > E 2 ; y si ademas de esta circunstancia se verifica que 
D < o habrá máximo, y «i D > o habrá mínimo; si una de estas cauti-

V T O M O I I . P A R T E I I . 

• 
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m-hn-+-p m-h/t-t-p m-^n-hp 

Para saber si estos valores pertenecen en efecto á un m á x i m o , los 

d2z d-z d2z 
substituiremos en las exp resiones generales de , * , ¿ 

dx2 dxdu Uu2 

y haciendo para abreviar m->c-n-\p~q, se hallará 

^sma^s™—ls>na^n ^pa P—1 (
ffiw\ • y nu -v « y, na 2 

mnayina\m—1 sna \«—1 • pa-\P—1 

/ma,.™ /na\»—l,paxi 

) ( ) (') 
fpa ^P-

Las cantidades D y F ton negat ivas , y efectuando su multiplicación 
hallaremos que cumplen con la condición de ser DF—E2 una canti
dad positiva quando los exponentes m,n,p son positivos¿ por lo que en 
este caso se tendrá el máximo pedido. 

t 
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dudes D,F, ó ambas fuesen iguales ron cero , sin que Jo fuese- E al misma 
tiempo, la función propuesta m tÍJdria máximo ni mininio. 

Si los coeficientes de 2 . 0 drden se aniquilasen al mismo tien¡po que 
los del primero, no habría máximo d mínimo á menos que no desapare
ciesen también les coeficientes del tercer orden, y que ItM ¡omáiu-s del 
quarto no formasen una cantidad cuyo signó no dependiese en ninguna 
manera de k y de h; y así en adelante. 

570 Con el fin de dar un exemplo , nos propondremos la siguiente 
qüestion que es análoga á la resuelta antes. 

Dividir la cantidad a en tres partes x,u,a—x—u, tales que ei producto 
xMuM(a—OÍ—ti)? sea un máximo. 

E n cuyo caso será z~xmu':(a—x—u)P, 

dz , , ^ v i 1 

=xm— lu"[a—x—u)P—' (ma —mx— mu—px)—o, 
dx 
dz 
~-~ =xmufl——x—ujP—1{na—nx—nu—pu)=o, 

que igualando á cero los factores ma—mx—mu—px y na—nx—nu—put 

ma na pa 
dan x— , u=z , &—x—u-
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Be los valores que toman en eierto&a&s los coeficientes diferenciales^ 
y de las expresiones que se convierten en 

5 7 1 Si se bascase el máximo ó el mínimo de lo función 
dz o 2 . r—2*3 

az=-\/a2x2—x4 por exemplo, se deduciría de ella — = • 

as/ a2x2— x4 
1 • dz n que haciéndole igual con cero, daría x~oy -— s ag . 

Sin embargo, con un poco de atención ee verá que el numerador y de~ 
a2x—2x3 , 

nominado; de la tracción , 110 se desvanecen a un HVbntQ 

a\' ¿12x-—x4 
tiempo, sino porque están aféelos dei f ;ctor común x. 

. 1 / dz a2—2x2 

Si se suprime en aiilbos, se ha Jara 
dx 

a\/ a-—x2 

dz a2 a2 

que en el supuesto de ser x—o da — = = — ± 1 . 
n dx ~7 ±¿2 

a\/ a2 

E n general si se hace x—a en una expresión de esta forma 

— se convertirá en—: sin emDargo, su verdadero valor acre 
Q(x-ay o 
ser nulo, finito 4 infinito,se'¿av. se tenga tn'>n,m~n,m<n. porque bor
rándolos factores cqatuhés a ! mime ado. y deuomin < ior se bailará 
P(x—a)m—n p p 
— . en el primer caso.— en el 2 . 0 : y en ei 3. 0: 

en el ¡supuesto de que 1*8 eauiidadcs P y Q no sean nuks ni infinitas 
por ia .suposición de x~.a. 

uufgo quando se prejenta una expresión qlcainuier* baxo ia forma 
es necesario para conocer su verdadera significación', desprenderla de 
los factores comur.es á eo numeradwr y denoáainadbr. La diferenciación 
nos su ministrará este medio con mas sencillez que ei método de hallar 
el común divbor. 

572 La diferencial de la expresión P(x—a) en que P designa una 
función qualquiera de « , pero independiente del factor (x—a), 
siendo (.%•—a)dP~*-Pdx, no se desvanece y a q u a n d o x=r.--t 

Si se diferencia.:, du? veces la función P(x—u)- se haiiaria 
(x—a)2dp->t-2p(x—a)dx , 

{x—a)2d2P+ v 1 x —a )dP .dx-h 2 (v—a)dx.dP-t-*Pdx2=z„. 

(x-—a)2diP-h4(x—a)dP.dx-+~2 P4x2\ 

http://comur.es
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y como P no contiene á x—a ^la diferencial segunda se reduciría a* su 
último término: continuando aelfáismo modo deduciríamos que todas 
las diferenciales de una expresión de la forma P(x—a)™,, hasta la del 
orden m—1 inclusive, se desvanecen en el supuesto de ser x=a, quando 
mes un número entero, y que entonces la diferencial del 01 den //* se 
reduce á 1x2x3. . . .mPdxm; 
luego, el factor {x—a)m desaparece en esta hipótesis después de m dife
renciaciones. 

No es necesario conocer el exponente m aunque el factor (x—a)m 

esté manifiesto, para saber quando la expresión está libre de é l ; basta 
asegurarse después de cada diferenciación , si el resultado obtenido se 
desvanece ó no, quando se pone a en lugar de x; en el último caso la 
operación es finita, y lo que se ha encontrado representa la cantidad 

1x2X3. . . .mPdxm. 
Sea, por exemplo, la función x3—ax*—a2x+a3, que se desvanece en el 

supuesio de x~a ; su diferencial primera se desvanece también en esta 
hipótesis, pero no su diferencial segunda que es (6a—'¿a)dx2, 
la qual se encuentra ya libre del factor (x—a); y pues que ha sido ne
cesario para esto diferenciar dos veces de seguida, se debe concluir que 
es de la forma P(x—a)2; lo que en efecto se verifica, pues que 

x3—ax2—a2x-{~a3=(x-+-a)tx—a)2. 
P(x—a)m 

573 Aplicando lo que precede á la fracción • ̂  • — , se vera que 

diferenciando muchas veces de seguida su numerador y denominador, 
quedarán libres á un mismo tiempo del factor (x—a) si m—n. 

Si el numerador es el primero que da un resultado que uo se desva
nece , será una prueba de que el factor (x—a) se encuentra elevado en 
él á una potencia menor que en el denominador, y por consiguiente Ja 
fracción propuesta será infinita; si al contrario es el denominador, la 
fracción propuesta será nula. 

Luego podremos establecer que para obtener el verdadero valor de 
una fracción que se convierte en § quando se da á x un valor parí ¿cu-
lar, es necesario diferenciar separadamente su numerador y su deno
minador , hasta que se encuentre para uno ú otro un resultado que no 
se desvanezca ; la función propuesta será infinita en el primer caso, nula 
en el segundo, y tendrá un valor finito , si se hallan á un mismo tiempo 
dos resultados que no se aniquilan. 

574 Algunos exemplos aclararán esto suficientemente. 

i.° La fórmula— que expresa la suma de la progresión geome-
x—i 

trica -H-i : A ; : X 2 : A ; 3 : & C . se convierte en § quando * = i ; sin embargo esta 
suma, en la progresión geométrica — 1 : 1 : 1 ; 1 :&c. á que nos conduce 

« 
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dicho supuesto, tiene un valor detí»m ? Jado é igual con n , que la regla 
precédeme nos va á suministrar también. En efec to , después de haber 

xn— 1 
diferenciado el numerador y el denominador de la expresión , 

* x—1 
nx'1—1dx 

se halla -< —nxn—I=n quando x=i. 
dx 

ax2—2acx-t-ac2 

2.0 E l verdadero valor de en el caso en que x=c 
bx2—abcx-hbc2 

no se puede obtener sino después de dos diferenciaciones; porque 
2axdx—vetedx ax—ac 

la primera da = — , 
2bxdx—2bcdx bx—be 

resultado tfue se convierte en 2 quando x—c j pero volviendo á dife-
adx a 

rendar se halla = — . 
bdx b 

5 7 5 Aunque no se ve inmediatamente como es posible dar la forma 
P(x~a)m ax—bx ; o 

• á la función trascendente , que se convierte en — 
Q (x—a ) n x o 
quando x—o, no obstante se le puede aplicar la r eg la , y después de 
haber diferenciado su numerador y denominador se encuentra 
axla—bxlb; que substituyendo en vez de x cero, se convierte en 
la—Ib que expresa el valor buscado. 

Este resultado se obtiene inmediatamente substituyendo en vez de 
las funciones ax,bx sus desarrollos, porque en este caso resulta 

— (la-lb)+Ula)2 — (Ib)2] — H & C 
x 1x2 

que en el supuesto de x~o se reduce á la—Ib. 
5 7 6 La regla dada [ § 5 7 3 ] no seria aplicable al caso en que los fac

tores que se desvanecen, están elevados á potencias f racc ionarias ; porque 
las diferenciaciones sucesivas no quitando sino unidades del exponente 
m del factor (x—a), no le pueden reducir á cero quando es fraccio
nario : solamente llega á ser negativo quando el número de las diferen
ciaciones es mayor que el entero que se hallaba contenido en él. Si se 

3 

(x*—a2)* 
tubiese por exemplo , aunque el verdadero valor de esta 

O—a)2 

•3. 
función quando x—a es (2a)2, no se llegaría jamas á él por la dife
renciación, pues se encontrada sucesivamente 

• 
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E l primero de estos resultados se convierte en quando se hace 
x~a; y el mismo supuesto haee infinitos los numeradores y denomi
nadores de cada uno de los siguientes. Si se hacen desaparecer los expo-
nentes negativos, pasando al denominador los que están en el numera
dor y vice-versa, las nuevas expresiones que nazcan de esta mudauza 
se reducirán todas á 

Esta dificultad proviene de que la diferencia! de una función de 
no puede ser de la forma Adx, quan.m un valor pariie¿-.:nr de x hace 
desaparecer algún radical ó una irracionalidad en esta función. 

En efecto, s ise tubiese z-=b-*-\/x—a por exemplo, y . c t^-iisiese en
contrar el valor con ecútiyo de z quando x~u; seria necesario, poner 
a-+-Ax en lugar de x ; y resultaría z-t-¿az—b-hV ' Ax, 

y la diferencia será Az~-\/ Js.x—( Ax)¿5 
la irracionalidad afecta en este caso ai incremento que en general se 

•' -í-..'ii't H<Í'Í K:m •».*'¿rírit -
 ;—3íné'Bá^»3f tt'if&í&tjul al %v-

A z (Ax)2 i 
halla exento de irracionalidad; de donde — = - = ~> 

Ax Ax (Axf 
dz i 

y pasando á los límites seria — — — §== oo, 
dx \ 

° 
luego el valor de A seria infinito. 

5 7 7 He aqui un procedimiento general, exento de toda dificultad, que 
comprende á la regia dada [§ 5 7 3 ] y que presentamos el ú l t imo , por
que nos ha parecido que las consideraciones del párrafo citado podían 
dar mucha luz sobre ei o m e i o que nos ocupa. 

X é . , 
Sea T?~- ona fracción cuyo numerador y denominador se desvanecen a 

-. X 
uñ tiempo quando x—a. Substituyendo a-+-k en ve* de r , las funcio
nes X,X.1 se desenvolverían en series ascendentes de ia forma 

Aka +Ék*+(hc A'k a''+B'k * ' H - & C , 

las quales no contienen ningún término constante, porque deben ser 

nulas quando k—o que corresponde ai supuesto de x—a; luego se teu-

Ak*-t-Bh?-*-&c. 
drá . - - - - - - en lugar de la fracción propuesta. 

A'ka - H & C . 

En efecto, si en este resultado se supone fc=o, se debe volver á ob-

t 
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tener e! valor que recibe la funcior^—itquando se convierte x en a ; y 
A 

aunque parezca reducirse al principio á § , se va á ver sin embargo 
que tiene un valor determinado. •» 

Distingun-uníü los tres casos de Qc>a',«==a' y podremos en los 
dos primeros escribir ia expresión precedente como sigue 

• — 5 

baxo esta forma se percibe que si a sobrepuja a', Ia'suposicion de k—O 
A . . 

hace la fracción nula, y que se reduce a •— quando se tiene a = a . 

Eu él tercer caso en que a < a ' se verifica lo contrario, pues se tiene 

K — a + & / " a - i _ & c . -

y este resultado se hace infinito por la suposición de k—c. En todos estos 
casos el verdadero valor que se busca no depende sino del primer te'r
mino de cada serie. 

Y as í , la regla siguiente se extiende i todas las funciones que se pue
den presentar baxo ia forma indeterminada ~ : húsquese el primer tér
mino de cada una de las series ascendentes que expresan el desarrollo 
del numerador y del denominador, quando x—a-f-k; redúzcase á su ex
presión mas r''mple la nueva fracción formada de estos primeros tér
minos , y náguse después k = o : los resultados que se obtengan serán los 
diferentes v .lores que toma la fracción propuesta quando se hace x—a. 

Esta regla parecerá algunas veces mas cómoda que el procedimiento 
de la úikrenciaciou en el caso en que se puede emplear. Y así , en la 

x3—4ax2-\-'?a2v—2a3'—ia*\/¿ax- a2 

fracción 

x2—2ax—a2 -t-zas/ ¿a.:—x2 

solo deapues de quatro diferenciaciones, llegaremos á encontrar el ver
dadero valor en el caso de ser x=a. 

Escribiendo a-hk en vez de x como lo prescribe la regla, resulta 

2a3-h2aik—ak2 i-k3—2a2s/a2-h2ak 

—2a2-±k2-\-¿a\/a2— L2 

desenvolviendo en serie las dos cantidades radicales, se tendrá 
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*/a2—k2—a & c 
• ia 8a3 • 
La substitución de estas dos series en la fracción precedente dará 

«—50 para el valor buscado quando k—o. 
En el caso en que el valor particular de x hace desaparecer algunos 

radicales , y que por esto se escapan de la regla [ 573 ] , es necesario por 
3 

• . (x2—a2)* 
precisión recurrir á este. La fracción —, cuyo valor no se puede 

(x—a)* 

(2nfe-Hfe2)5 a 
obtener por la diferenciación quando # = a da = ( 2 a - f - f c } 2 , 

mudando * en a-+-fe; y haciendo fe=o 
3 

se obtiene su verdadero valor ( 2 « ) a . 
578 Una función puede presentarse aun baxo muchas formas inde» 

terminadas, diferentes en apariencia de § ; pero que en realidad son la 
misma y que conviene dar á conocer. 

X 
i .° El numerador y el denominador de la fracción — ¡ - , pueden ser 

X 
1 

~X' 

infinitos al mismo tiempo j pero esta fracción estando escrita así — 1 
Y 

se reduce á § quando X y X' son infinitas. 

2 . 0 Puede ocurrir el encontrar un producto compuesto de dos facto

res , el uno infinito y el otro nulo. Sea PQ este producto, si la supo

sición de x=.a da P = o , Q = I , se hará Q = - ^ 1 y R será una cantidad 

P 
nula en el mismo supuesto ; luego resultará PQ= — = 2 . 

LX 
579 Si se pidiese el valor que recibe la función — quando x es infi-

xn 

nita, 6 lo que es lo mismo, el límite de esta función para ios incremen
tos de x, no se podría llegará él por ninguno de los procedimientos de 
que hemos hecho uso hasta ahora, á causa de la imposibilidad de desen-

y a2-¥,zak—a-4-k 1 f¿,- -H&C. 
ia 2 a 2 9á3 

fe2 k4 
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volver en serie lx ; y seria necesario recurrir á las consideraciones par
ticulares sobre la naturaleza de la f^ci#n propuesta Ix. Se tiene elx—x, 
y la teoría de las series da 

Ix • (lx)2 (lx)3 
X = H H - H & C . 

1X2 1X2X3 
n(lx) n2(lx)2 n3(Ix)S 

y X»—l-l H ; 1 H & C . 

] 1 X 2 1X2X3 

de donde se concluirá 

Ix lx ' . 1 
x» rilx n2(lx)z n3(íx/5 1 u-3x r¡3(lx)2 

I - H H 1 — & C . HWH ¡ ! — & C . 
I ÍX2 1X2X3 lx 1X2 IX2X3 

cantidad que se aproxima á ser nula á medida que x aumenta, porque 
en este caso sucede lo mismo á lx. 

' 580 Una equacion V—o, que tiene raices igua les , es necesariamente 
de la forma V~X(x—a)'"'=o 
conteniendo el factor X ias raices desiguales ; y se sigue de lo dicho 

dV d2V d"—nr 

i ^72 1 que todos los coeficientes diferenciales , ... basta 
dx dx2 dx"—1 

inclusivamente, se desvanecerán por la suposición de x=a, porque 
contendrán el factor x—a que.estará elevado á la potencia n—t en el 
primero, á la potencian—2 en el segundo, y así succ-í.i va mente. 

dr d^r dn—-r 
Luego las equaciones r~o, ——=0, = 0 . . . . = 0 

dx dx2 dx"—* 
tendrán lugar á un mismo tiempo , y si se bu;ea el divisor común entre 
la primera y la segunda que son respectivamente 

¿X , - -
X(x— a ) « = o , -y— (*—a)»-t-nX(x—af—r=.o , 

hallaremos que es (x—a)n—1. 
Estas consideraciones se aplican fácilmente al caso en que la pro

puesta contenga muchas especies de raices igua les , es decir , ai caso 
en que sea de la forma X(x—a)"(x>—¿)w''—o. 

Porque diferenciando el primer miembro se hallará 

(x—a)" (x—by ~+nX(x—ay-~*(x--b)m+mX(x--ay(x—b)m—i, 

cantidad que se desvanece también quando se hace x~a 6 x=rb, y cuyo 
divisor común con el primer miembro de la equacion propuesta es 

(x— a )»— l(x^~ b)™~ K 
Del mismo modo se puede obrar qualquiera que sea el numero de los 

X T O M O I I . P A R T E I I . 
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factores. (x—a)",(x—h)m,'x—c}P, & e . y se encontraría siemrjre que el 
i . . . fe f- ' dV 
divisor común entre las equaciones V = o , ~r-=o, debe contener raíces 

dx 
iguales elevadas cada una á una potencia menor en una unidad que en I 
/rt propuesta V—o. 

Aplicación del cálculo diferencial á la teoría de las lineas curvas. 

581.Las investigaciones geométricas son lasque dieron origen al cál
culo diferencial. Los Geómetras por consideraciones acerca délas lineas 
curvas fueron conducidos á este portentoso cálculo, que después se ha 
presentado baxo diferentes plintos de vista : más qualquiera que sea 
su or ígeu, siempre estribará inmediata m e n t e sobre un hecho analítico 
preexistente á toda hipótesis; y este hecho es precisamente V-propiedad 
que gozan todas las funciones de admitir un l ímite en la relación que 
sus incrementos tienen con los de la variable de que dependen. Este lí
m i t e , diferente para cada función, pero constante para una misma y 
siempre independiente dé los valores absolutos de los incrementos, ca-r 
ragteriza de un modo que le es propio, la marcha de esta función en ios 
diversos estados por que puede pasar. En efecto, mientras mas pequeños 
s o n jos incrementos dé l a variable independiente, mas próximos están 
los valores sucesivos de la función, mas se acerca esta función á que
dar sometida á la ley de continuidad en sus mudanzas con las de la 
•variable independiente, y se aproxima á ser igual al límite señalado por 
el cálculo. Por ley de continuidad se debe entender la que se observa 
en la descripciou de las lineas por el movimiento , y según la qual los 
pontos consecutivos de una-misma linea se suceden sin ningún intervalo. 

E l modo de considerar las magnitudes en el cálculo no parece admitir 
e¿ta l e y , pues que se supone siempre un intervalo entre dos valores con
secutivos dé la misma cantidad; pero mientras mas pequeño es este in
tervalo , mas se aproxima á la ley de continuidad;en virtud de la qual-
resulta que los incrementos aunque se desvanezcan, conservan aun la 
relación á q u e se han aproximado por grados antes de desvanecerse. 

5Ü2 Las consideraciones geométricas prueban de un modo muy exacto 
que la relación de los incrementos de una función y de su variable es. 
en general susceptible de límites. 

Toda función dé una sola variable se puede representar por la ordenada 
de una curva de la que esta variable es la abscisa; porque si vamos dando 
valores particulares á la abscisa, y tomamos estas partes á lo largo de 
una l inea, y en los extremos se levantan lineas paralelas entre-sis déla 
magnitud que exprese la función en cada caso , tendremos construida 
una curva cuya equacion sea la igualación de la función propuesta 
con una variable; ahora, la .relación de la ordenada de la curva con su 
sUbtangente corresponde al coeficiente diferencial-de la función. En 

% 
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efecto, si en una curva C D (fig. * | 9 ^ s e tira por dos pun tosJ I y M 
una secante M M ' prolongada hasta*que encuentre en S al c/e Af5 (!e 
las abscisas, se baxan después las ordenadas P M , P / R I / y la recta ¿ Í Q 
paralelad A B , los triángulos seniejanlesJVIQJVÍ' y PAÍS darán 

PS M Q Ax 
PM:PS: :M'Q:MQ'[I . 4 8 5 <^r. 2 . 0 ] de donde _ = — = - ; 

P S , A * 
y pasando á los límites se tendrá limite de —— = límite de —- ; 
* PiVl 

P T suht. 
pero ei límite del primer miembro es —— == , porque á medula 
* PiVl z 
oue el pu"*^ M ' se aproxima al punto M , se acerca S á T , y por con
siguiente ta subsecanic PS á la suitangente P T ; y como el límite del 

dx su!)t. dx dx 
segundo miembro es — será = — - d suht.—zx—-, 
. dz z dz dz 

que es la fdrmula general que determina la subtangeute de una curva 
qualquiera, y nos dice que debemos hallar el valor del t oefieiente dije-

da 
reneial — de la abscisa con relación ú la ordenada, multiplicarle por 

d¿ 
el valor de la ordenada, y este será el valor de la fublangentc. 

5 8 3 Quando sedan á la abscisa valores sucesivos, las ordenadas que 
corresponden á estos valores determinan en la curva puntos, que se pue
den considerar como vértices de los ángulos de un polígono inscripto en 
esta cui va. 

Si se toman, por exemplo. sobre el exe délas abscisas los puntos 
P , P ' , P " (.fig, 180) dictantes entre sí una misma cantidad k, & tendrá 

A¥s=ex, A P'=x+k, A P " = * +*fa¡ & c . 
y si se levantan las ordenadas correspondientes P M , P ' M / , P ' / M r / , " & c t 

y se unen los puntos M , M ' , M " , & c . por cuerdas, se formará el pol í
gono M M ' M " &c . que se diferenciará tanto menos de la curva pro
puesta, quanto mas próximos se hallen entre si los pontos M , M / , M / / & c . ; 
pero al mismo tiempo el número de sus lados aumentará mas y mas , 
pues que la distancia P P 7 estará contenida un número de vetes mayor 
en la abscisa determinada A B . Por lo que la curva C D será el límite 
de todos estos polígonos, y por consiguiente las propiedades que con
vengan á este l ímite convendrán á la curva propuesta (*). 

{*) Leibnitz ha considerado siempre el cálculo diferencial baxo 
un punto de vista casi semejante; y paraque se vea que tubo mejores 

. ideas acerca de este punto, que todos los que han tratado después el 
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584 feto supuesto, si se t i ra | -M£f y M 'Q 'pa ra l e l a s al exe A B , M ' Q 
será la diferencia de ias dos ordenadas consecutivas P M y P ' M ' ; M " Q ' 
la de las ordenadas P ' M ' y P " M " . Prolongando la recta M M ' hasta que 
encuentre en N " á la P^M^f je tendrán l o . triángulos MM'Q,í\l 'JN " Q ' 
que serán totalmente igua les , por tener M Q = M ' Q ' por el supuesto de 
ser P P ^ P ' P " , y de tener ademas igual s los ángulos adyacentes, los 
en Q y Q ' por reotos, y los en M y IVl' por con-espondieutes; luego 
será M ' Q ^ J S T Q ' , 

de donde se sigue que M//'N"=N"Q'—M"Q' 

será la diferencia de las lineas M ' Q y M " Q ' . 
E l cálculo diferencial da l a expresión de estas diversas rectas, porque 

se tiene sucesivamente [§ 5 3 5 ] , 
- , . 
cálculo diferencial por los infinitamente pequeños, pondremos aqui el 
siguiente pasage de las Actas de Leipsick año de 1684. 

re Habiendo publicado Juan Cristoval Esturmio, Matemático muy 
K erudito, en las Actas del mes de Marzo próximo pasado un método 
Kpor el qual se demuestran las dimensiones de las figuras, dadas por 
re Euclides, Arquimedes y otros, mas directa y compendiosamente que 
ce se suele hacer comunmente, á saber , reduciéndolas á series infini-
« tas con la continua circunscripción de abscisas, ó con la bisección de 
re las partes del exe , y unus figuras siempre parálelos/amos y otras 
ce ( que tenían por altura las partes del exe y por base las ordenadas)^ 
re y deseando saber en particular mi parecer y el de otros Geómetras 
CÍ acerca de este asunto, juzgué qur me correspondía el exponer en 
rr pocas palabras mi parecer , aunque con mas seriedad que acaso lo hu-
rr biera hecho, si hubiera advertido antes aquel lugar de las Actas. Y 
rr á la verdal no puedo menos de conj'esat que este método es bueno y 
rr laudable. Pero soy de parecer que tanto este como todos los que se 
re han empleado hasta ahora , se pueden, deducir de mi principio g e -
ce neral de la medición de las figuras curvilíneas, que una figura cur
re vilinea se debe juzgar que equivale á un polígono de infinitos lados; 
re de donde se sigue que lo que se puede demostrar de semejante polí-
re gono, ya de modo que no se tenga ningún respecto al número de sus 
re lados, ó ya de modo que se verifique tanto mejor , quanto mayor se 
ce tome el número de lados , de suerte que el error sea por último menor 
re que qualquiera dado, esto mismo se puede pronunciar de la curva, 
re De donde nacen dos especies de métodos, de los quales depende, se-
re gun mi parecer , no solo quanto hasta el presente se ha inventado 
re acerca de la dimensión de las figuras curvilíneas, sino también quan-
re to en lo sucesivo se puede inventar* Y esto hasta ahora no lo hallo. 
K bastante considerado. ?? 
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k2 * %z 
-+- - — x & c . 

P " M " = Z H X 

dxó 1X2X3 

dz zk d l ¡ 4 & 2 d & . ] Q k 3 

X H & C . 

dx " 1 ' 4 á \ ' i x á ddz 1x2x3 

dz \ ¿ 2 * k 2 d 3 * * 3 

P ' M ' - P M = : M ' Q = - T - x - + — x — + — x 
1 <taa ¿xa 1x2x3 

& C . 

dz k d2z 3^ 2 d3z ?k3 
P " M " — P / M , = M / , 0 / = — X 1 x 1- » — X t-Cfcc. 

¿a* £& 2 d3z 
M"Q' - ¿ = M " N " = — x -+• X — — r - H & c . 

v - * d a 2 i x ¿ </*3 i x £ x # 
De donde se sigue que si k ó Ax se aproximara á su l ímite ¿fa, el 

valor de M'Q se aproximaría mas y mas á la diferencial primera dz, y 
el de JVT'JN" á la diferencial segunda d2z. Considerando un quarto punto 
del polígono, se hallaría del mismo modo la linea correspondiente á la 
diferencial tercera, & c . 

58$ Las lineas PM,M'Q,M"N", tienen con relación al cálculo délos 
límites una subordinación señalada por los exponentes de que el incre
mento k está afecto en su primer término; pues es el mismo que el del 
orden de la diferencial á que corresponden. 

En efecto , la relación de M'Q á PM disminuye sin cesar y acaba por 
desvanecerse quando k—o, y s u c e d e lo mismo á la relación de M"JN" 
con M'Q; pero si se comparase M"N" con el quadrado de M'Q, la re
lación tendría entonces un límite asignable que seria la relación de 

d2z dz2 

á (*). 
dx2 dx2 

586 Las consideraciones del artículo [582 ] hacen conocer también 
PM dz 

la posición de la tangente; porque dan ( f i g . 179) = — , 
PM 

y el triángulo PMT siendo rectángulo en P , la relación expresa la 

( * ) Esto suministra una explicación bastante sencilla de los dife
rentes órdenes de infinitamente pequeños que Leibnitz admitía. El ton-
sideraba á la diferencial primera como infinitamente pequeña con re
lación á la ordenada; la diferencial segunda como infinitamente pe
queña con relación á la diferencial primera, y así en adelante. Por 
este principio despreciaba las unas con relación á las otras ; lo que es 
necesario hacer en efecto quando se quiere pasar á los límites. 
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tangente del ángulo P T M ¿ luego*"— es la tangente trigonométrica del 

ángulo que la tangente de la curva en un^unto qualquiera fornia con el 
exe de las abscisas. 

nj 

5 8 7 E l triángulo P M T siendo rectánrtilo en P , da la tangente 6 

* y ferix* 1 y dx* 

M T = V

/ P M Í + P T Í = y/ z2-\ —¿y i-t-~. 

Si suponemos que M R sea normal de la c u r v a , el triángulo T M R 
será rectángulo en M ; y como desde M t e n e m o s baxada la perpendicu
lar M P resultará que los t r i á n g u l o s T P M , P M R serán semejantes, y darán 

P M 2 z* zdz , o M K < . 
P T : P M : : P M : P R = = — - = 

P T zdx dx 

que es el valor de la subnormal de toda curva. 
589 E l triángulo P M R rectángulo cu P da para la normal 

, | / z2dz2 4 / dz* 

M R = v / ™ 2 - t - P R 2 = 1/ z 2 - — - z l / 1 -+-
r dx2 r d x 2 

590 De estas formulas podemos hacer aplicaciones para determinar 
los valores de las subtangentes, tangente?, normales y subnormales de 
las curvas que hemos considerado. 

Si tomamos por exemplo la equacion general de las curvas de segundo 
grado [§ 3 3 3 ] z2=zmx-hnx2, se tendrá diferenciando 

dz m-i-znx m-\-inx 
2zdz—mdx-+-2nxdx, y dx iz 1 2\ / mx-i-nx2 

zdx zX2\/mx-+- n;;2 zfmx+nx2) 
de donde se saca P T = = = _ - , 

dz m-\-%nx m-\-inx 

| f z2dx2 \ ,2\/mx-i-nx2\ 
T M = V z2-*—;—= 1 / mx-+-nx2-t-(mx-í-nx2)[ ) = 

r dz2 y v ' \ m-*-znx ' v 
PR 

/mx-\-nx2\2 

mxH-nx2-+-4{ ) •> 

zdz »z-t- 2 nx 
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i 

4 / z-íz2 t X T " ••* , m-t-nn»/ 3 

M R = \f S*=l—! K /nx-i*ix*+{mx+nx*)( , / — A — 

< / l?Z-t-2 7Z,r) 2 \ ( /-«-f-2«a) 2 

mx-*-nx*+(mx-\-nx2) - V — Y/ mx-i-nx2-i 
~ v 4(\u;-t-«^ 2) r 4 -

Quando ra=o la curva es una parábola, y entonces se tiene solo 
.. — m 

P T = 2 * , T M = v'mx^x2
 , P R = — , M R = '\/mx-t-^m2. 

Del mismo modo se podrian hacer aplicaciones á las equaciones de 
otras curvas qualesquiera. 

591 S i c ^ . el arco M E M ' ( f i g . 181) mayor que la cuerda MM' , la 

M E M ' 
razón de la diferencia del arco A M á la diferencia de la abscisa 

M Q 
M M ' 

correspondiente A P , será mayor que la razón • de * a cuerda M M ' 

M S ^ 

á M Q , 6 que su igual -rfr á causa de Jos triángulos semejantes MM'Q, 
M P S ; pero quanto mas ei punto M ' se acerque á M , tanto mas la cuerda 
M M ' se acercará á confundirse con el arco M E M ' , y por consiguiente 

M E M ' 
tanto mas la primera ~ j j V ^ " " de e s í a s razones se acercará á la segunda 
M S v 

- p ^ , de manera que su diferencia llegará á ser menor que qualquier can

tidad dada por pequeña que sea; de donde concluiremos que el l ímite 

M T J \ 

^ ^ - d e la segunda de estas razones sera igual al de la primera; luego 

M T 
La razón de la tangente á lu sub'tangente de un punto qualquiera 

M E M ' 
M de una curva, es el limite déla razón — de la diferencia del 

MQ J 

arco A M á la diferencia de la abscisa correspondiente. 
De donde se infiere que si llamamos A al arco de una curva qualquiera 

. , dA M T 
A P , s e - r a ^ = — ; pero los triángulos semejantes T P M , MPK. 
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= — =f55 8 9] - = V i - H — ¡ 
dx2 

dA—dx fíí? 1+ — — t/'dx2+dz2. 
dx 

fv f ' í • * * M T , • ^ P M 

592 Dividiendo ia equacion • = — por la equacion — = , 

<u 

rdx~ rdA _ M T _ M R 
S C r ° ~Zs P M ~~ "pR~ 1 

¿ta; 
esfo e?, la razón de la tangente con la ordenada ó de la normal con la 
subnormal de una linea curva, es el limite de la razón de la diferencia 
del arco á la diferencia de la ordenada. 

593 E l triángulo rectángulo M P R , 
da R— 1: M R : ¡ s e n . P R M : P M : . . o s . P R M ; R P • 

P M P T dx P R dz 
de donde sale sen. P R M = = — = — y cos. P R M = = — . 

M R M T dA1 M R dA 
504 Muchas veces es mas cómodo y elegante el considerar la tan

g e n t e y la normal por su eiuaciou. Para obtener la de la primera bus
caremos en general las relaciones que deben verificarse quando dos l i 
neas se tocan. Consideremos al principio estas lineas como teniendo dos 
puntos M y M ' (fig. 181) comunes; y tendremos que las equaciones de 
estas lineas deberán dar los mismos valores de la ordenada P M , y de la 
diferencia M ' Q , correspondientes á la abscisa común A P y á su incre
mento correspondiente P P ' . Luego si se designan por x',zf las coordena
das particulares del punto M en la curva propuesta , y por x,z las de 
los puntos qualesquiera de la linea que la corta en M y en M ' , se ten
drá [§ 584] para estos dos puntos 

dz d2z k2 dz' d2z' k2 

Z=Zf, Xk-i X h &C. = -Xk-h X H&C. 
dx dx2 1x2 dx' dx2 1x2 

L a segunda equacion dividida por k da 

dz d2z k dz' d2z' k 
1 x—• •+- & c . = — - H — X h & c . 

dx dx2 1x2 dx dx2 1x2 

"i dz dz* 
q u e pasando al l í m i t e , suponiendo & = o , se reduce a — = — , ¡ 

dx dx 

i 
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pero en esta hipótesis los dos pu " de intersección M , M ' se revuen en 
uno solo que se convierte en ut /puñío <íe contacto parsr b ^ b>reas pro
puestas, pues que no tienen'/ñas que este punto común. De donde se 
sigue que paraque dos linea se toquen e j indispensable que se verifi-

d \ dz' 
quen las equaciones z=z', — V = — - . 
* 1 ' dx N dx' 
- 595 Apliquemos esto á la linea recta cu j a equacion es z—ax-i-b^ 

' :'" ' dz • 
que da — = « , 

dx 
y tendremos para el contacto de esta recta con la curva propuesta 

dz' dz' | ííz' 
de donde sacaremos b=z'— -' , y z— —— x-+-z —x —— , 

\x' dx dx' 
u¿li ' ¿ á f w i in iMmiVi ir - i l - ^ - J Ó U Ó ' Í » o í o±*>l ( & »o • que da z—z = ~-—¡ (x—x ), 

que es la equacion de la tangente de una 4wrva en el punto cuyas coor
denadas son x',z'. 

Como la normal ha de ser perpendicular á la t angen te , su equacion 

convirtienao a en sera z—z = ~ \ x — x h 

a dz 

Tomemos por exemplo el círculo representado por la equacion 

dz' x' 
z2-i-x 2—a2 , y tendremos - , — = ,\ 

J ~ dx' z' la equacion de su tangente será por consiguiente z—z'= (x-¿-x') 

ó z'z—z'2=z — xx'-\-x'2, ó zz'-+~xx'=z'-+x'2—a2, 
que es la misma que hallamos en la aplicación del Algebra á la Geo
metría. 

z' 
La equacion de la normal será z—z'— — 'x—x') 

z' ' 
que se convierte en z=—j-x , 

x 
y da á conocer ^ue normales del círculo pasan por su centro que es 
aqui el origen de las coordenadas-; lo que debe ser en efecto pues que 
las normales de un círculo no son otra cosa que sus radios. 

5 9 6 Si nos propusiésemos tirar una tangente á una curva por un punto 
dado tomado fuera de esta curva, y cuya abscisa fuese a v su ordenada 

Y . TOJVI. 11. P A R X A i l . 

i 
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£ , sus t i tu i r íamos en la equa<^oiL*í',.«k* tangente a en vez de x, y £ en 
, \ . • , , ^ 

vez de z , v resultaría ?—z = - — (a—& -V; 

y serviría junto con la equa¿ ion de la cu¡ va propuesta para determinar 
las coordenadas x' y z ' del punto de coi/acto. 

597 Para tirar una recta que toque una curva d a d a , y que sea al 
misino tiempo paralela á una recta da<za de posición , o' que forme con 
el exe de las abscisas un ángulo cuya tangente trigonométrica esté re-

presentada por a , bastara hacer — = « ; combinando esta equacion con 

la de la curva propuesta se determinarán los valores de x! y de z ' , que 
corresponden ai punto de contacto pedido. 

En el caso en que la curva propuesta fuese la p a r á i s . . - aria , seria 

dlf? p p ir z'2 4a2 p 
z 2=px , ——j — — —a, que daría z = r„ -•' , y x — — = = —. 

dx iz 2 ce p p 4a2 

598 En todo lo que precede hemos supuesto que las coordenadas 
x,z eran perpendiculares entre sí • pero todo esto conviene igualmente 
al caso.en que forman un á r c a l o qualquiera; pues la relación de M ' Q 
á M Q (iig. 183) tendría aun por límite la de P M á P T , y la expresiva 
de la subtangente no mudaría de forma. Respecto de M T , M R y 
T'K se halla, dan sus expresiones por medio d é l o s triángulos M P T , 
M T R y M P R , en los quaies se conocería siempre d u n ángulo y dos 
lados, d dos ángulos y un lado. 

599 A i buscar las posiciones que toma la tangente de una curva 
propuesta quando el punto de contacto se aleja mas y mas del origen 
de las coordenadas, se puede reconocer si esta curva tmne, como la 
hipérbola, lineas rectas por asíntotas, y determinar su posición. 

Quando las asíntotas rectilínea?, de las lineas curvas son paralelas 
ti alguno de los exes de las coordenadas, se determinan fácilmente sin 
el auxilio del cálculo diferencial. 

En efecto, supongamos que Ja linea B E (fig. 183) paralela a l exe A D 
sea una asíntota-de iá curva A M C ; quanto mas crezca la abscisa A P 
tanto masía ordenada P M se acercará á su l ímite P E = A B ; de manera 
que quando x fuese infinita seria P M = z = A B ; 
por consiguiente si haciendo x infinita en la equacion de le curva A C , 
resulta la ordenada z igual á una cantidad finita A B » la recta B E tirada 
por el punto B paralelamente á A D será una asíntota de dicha curva. 

Del mismo modo demostraríamos que si suponiendo z infinita en la 
equacion de una curva ADlíd (fig. 128) resulta la absc i sas igual á una 
cantidad finita A B , la recta B L paralela al exe de las ordenadas sera 
una asttttdta tte la curva A D f h / ; la qual se confundiría con ei. exe 
A H ( f ig . 184; si A B fuese =0 . 

# 
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ExeAiplo r> SeaMDM' (fig. 1.23) la conchoide superior y m r ^ ' la 
conchoide inferior": HpViendo ±yftJfiüOa en su equacion [ 3 3 G 

« 2 = 1 i será z-= o, d ± z = o , 

de donde inferiremos que el xe de las abscisas H A G es asíntota de 
las dos ramas D M , D M ' de la onchoide superior, y de las dos ramas 
dm,dm' de la conchoide i n f e r i ó ^ 

Exemplo 2. 0 Sea z2= — la equacion de la curva G A C 
x-ha a • , 

n 

(fig. 183) : haciendo # infinifa resulta z2=.b2 y z—±b ; 
fie donde infernemos que la curva propuesta tiene por asíntotas alas rec
tas B E . , B ' j ^ « i m n M l a linea de ias abscisas, situadas la una encima 
y la otra debaxo de dic^o exe á una dis.aneia AB:=AB'=¿>. Las mis
mas i cetas BE, B'E' contta! 'das al otro lado del exe BB', son igualmente 
asíntotas de ias ramas E G , F ^ ' de ia curva , que caen del lado de las 
abscisas negativas. * 

Exemplo 3. 0 Si en la equacion z^~- de la cisoide hacemos 

£=00 tendremos a—x—o ó x—a ¿ 
y por consiguiente la paralela B G (fig 12C) al exe de las ordenadas és 
asíntota de las dos ramas AH,A& de la cisoide. 

600 Qnando/fts asn/totns son ehüquat á los exesldclas coordenadas, 
el cálculo diferencial las determina co;, lo. mayor facilidad, 

En efecto, si iu curva AG (fig. 185) tiene una asíntota B F obliqua ál 
exe A D , á medida que ias con rd-e nada:. .%•,.? aumentan, los puntos T , I donde 
la tangente M T encuentra á siu exes, se acercan continúan ente á sus 
límites respectivos B , E , sin que puedan janiss confundirse con ellos. -
Por consiguiente para conocer si una curva cuya equacion es dada tiene 
alguna asíntota, y en caso que la tenga determinar fu posición, se 
determinarán los valores de A T y A I en v a l o r o de x ó z por medio 
de ia equacion de la curva; y si haciendo x ó Z~--OQ resultan los l ími 
tes finitos A B , A É , la recta B E que pase por ellos será una asíntota de 
la curva A C . 

S i e n el supuesto de x óz—co, solamente una de las lineas A B d A I 
tubiese un límite finito A B d A E , siendo la otra infinita, la asíntota L E 
sería paralela al exe de las oidenadas o al de las abscisas: pero ti am
bas lineas fuesen infinitas, la curva A C no tendría asíntota ninguna. 

'Finalmente, si sucediese que los dos límites A B . A E (fig. 186) fuesen 
cero, la asíntota pasaría por el origen A de las coordenadas; pero como 
en este caso solo se conoce el punto A de su dirección, para íixarla ha-

f dz 
remos * o z = o o e n la expresión —- que expresa la tangente del ángulo 

«A; 
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M T L y í^ul tará la tangente del ángulo F A D ' , ue la asíntota forma 
con el c e de las abscisas. -

Antes d: ^asar á resolver ningún ca^. . "J*iaemu5 manifestar quales 
son los valores generales de A T , A I , (fi¿ 185) 

zdx 
y tendremos que A T = P T — A P = x , 

dz 
y para A I los triángulos semejantes T / , T P M darán 

dx ( ax \ 

z x ) 
dz / 

P M x T A V dz / x xdz 
T P : P M : : T A : A I = = = z —z . 

T P dx dx dx 

dz dz 
Exemplo i.° Sea la curva una hipérbola ordir l l < t ) I5). Supo

niendo en A el origen de las coordenadas, y V mando a al primer se-

b2 dz b2(a-4-x) 
mi exe y b al segundo tendremos z2= <2ox-+-x2), — = , 

f b a*K dx a2z 

zdx a2z2 zax-i-x2 xdz h2(ax-hx2) 

dz b2(a-hx) a-t-v ' ax a2z 

dx 2ax-+-x2 ax a 
por lo que A T = z dz a-i-x a-i-x a 

hi x 
dz h2(ax-*-x2) a2z2—b2(ax-hx2) 

Al=z—x — —z-
dx a2z a2z 

nab2x-hb2x2—b2ax—b2x2 bx 

úzabs/ 2ax-i-x2 zh\/ 2ax-hx2 -f / 2a 

que haciendo x infinita resultan los límites ÁT$—a y A E = = ± A ; 
de donde inferiremos que la hipérbola C A C ' tiene dos asíntotas B F . B F ' 
que parten del centro B , y encuentran al exe de las ordenadas en los 
puntos E , E ' , el uno encima y el otro debaxo del exe de las abscisas, á 
una distancia del punto A=b= al segundo semiexe. 

Si el origen A de las coordenadas estubiese en el centro (f. 186) seria 

b2 b2x2 dz b2x dz b2x2 dx a2z2 

a2 ^ ^ a2 ' dx a2z' X dx a2z' * dz b2x' 
dx ^ a2z2—b2x2 a2 

Zdz~X~ ~ l^x ~~~~~~x~' 

C 
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ttrif:: . a2^ —A2.\-2 * ab / 

a x trr M - *> ;/ s/x2— a2 

y haciendo x infinita, resi ara A B = o . A I = r p o ; por consiguiente la 
curva propuesta tiene dos ; íntotas que pasan por el origen A , la una 
encima y la otra debaxo de; 'exe A D . 

Para determinar sus posi. ones respectivas , haremos x infinita en 

dz b2x b2x bx b 
dx a2z b 

ü 2 X ± — s / x 2 — a2 as/x2—a2 

a 

b 
y resultará la tan frente del ángulo F A D = ± — ; 
~hii) - . " V • " r '. a ;\ 
tomando pues las lint s G E iguales al segundo semiexe b, 
las rectas A E , A E serán ' n s asíntotas de la hipérbola C A C ' . 

Exemplo 2. 0 Sea z"—x i« . auacion propuesta, la qual suponiendo n 
posi t iva, representa las parábofcis de todos los grados y tendremos 
dx dz i zdx ~ xdz z x" 
dz ' dx nzn—dz dx n n ' 

dx dz « xn 

z x=(n—\)x,z—x— = x , 1 

dz dx n 
y como estas cantidades son infinitas en el supuesto de serlo x, infe
rimos que las parábolas de qualquier grado que sean , no tienen asín
tota alguna. 

601 Las máximas y mínimas abscisas y ordenadas se determinan por 
el método general de los máximos y mínimcs ; y así solo advertirenn" 
que los puntos tales como G (fig. 167) de una curva donde la ordenada 
es un máximo d un mín imo, se llaman los límites de las ordenadas, ó 
de ia curva en la dirección de la ordenada ; y los puntos talescomo A , B 
pertenecientes al máximo 6 mínimo de la abscisa-son los límites de las 
abscisas. 

De los puntos múltiplos de las lineas curvas. 
602 Quando un punto de una curva no ofrece ninguna particulari

dad , se llama punto sencillo ; y quando la ofrece se llama punto singu
lar , como ya diximos [205] con el objeto de dar una idea general de la 
teoría de las lineas curvas. Quando un punto tiene la particularidad de 
pertenecer á muchas ramas de la c u r v a , se llama punto múltiplo; si 
pertenece á dos como M (fig. 188) se llama punto duplo; si pertenece 
á t res , se llama triplo como A (fig. 189), y así sucesivamente. De donde 
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se infk e i . i^ue toda recta ( exceptuarnos las tá^írentes, porqué un 
punto de contacto equivale á de ir tu *cioaes xc n i ' JS) que pasa por 
un punto u.'\iipiü de una linea curva, n v l^jrt'ra en dicho punto un 
número de veces igual al que expresa el grad >de multiplicidad del punto. 
La recta H F encuentra v. g. t:..s veces ó ei tres partes á la curva en el 
punto A, uno correspondiente á la rama B , otro á la B ' C y otro á la 
B A B ' , Al punto múltiplo de una cur i corresponde un número de 
tangentes y de subtangentes igual al número que expresa su*multiplici
dad j por exemplo la curva GMBC' (lig. 188) tiene en el punto duplo M 
dos tangentes MT,MT' y las dos subtangentes correspondientesPT, P.T/j 
la primera perteneciente á una de las ramas y la otra á la otra. 3 . ° Por 

consiguiente el límite — tendrá necesariamente dos valores en el punto 
(XX 

duplo M , uno correspondiente al ángulo MTP qp". ."_ . ite en el 
punto M de la rama GMB f o r m a con el exe de yp abscisas : y el otro 
correspondiente al ángulo MT'P que Ja tanr .«te M T ' íoima con el 
mismo exe. En el punto triplo tendrá - tres valores corresp-ndientes 

ux 
á los tres ángulos que las tangentes respectivas de las tres rama3 que 
pasan por dicho punto forman w .^i exe AD,&c. 4 . 0 Luego en el punto 

dz , • - • 
duplo, el límite — sera dado por una equacion de segundo grado • en 

(XX 

el punto triplo por una equacion de tercero ; y en general representando 
n el grado de la multiplicidad de un punto, la equacion que expresa el 
valor del límite — relativa á dicho punto será del grado n. 

De donde se sigue que puesto que la equacion 
AAx-i-BAz-hCAx2-*-DAxAz-i-EAz2-i-&LC.=o 

expresa la relación entre las diferencias de las coordenadas de una cur
va : y ™ = — el límite de la razón de dichas diferencias; los va-

J dx B 
lores de x y de z correspondientes al punto duplo, harán A=o y 2?=o, y 

dz dz2 dz 
el límite — será dado por la equacion E 1- E* t-Cw-&c.=o. 

dx dx2 dx 
dz 

Los que corresponden al punto triplo reducirán á cero A,BtC,D.E, y y 
üx 

dz3 dz2 dz 
será dado por la equacion / \-H \-G K F = = O . & C . 

dxi dx2 dx 
y recíprocamente, si cierto valor de la abscisa x y el correspondiente 

de z , hacen desaparecer A y B en cuyo caso será - T - = § » c* punte 
ax 
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indicado por est VJ ¿r de ias » jAifj las será nuil t ipio; á sa 1 ¿r, duplo 
si solo desaparece. .1 ^ J1"V / t p lo si se reducen á cero ul^C^D.E; y 
en general el grado de ia 1 dtiplicidad de dicho punto será el mismo 

que el grado de la equacio que expresa el valor del límite — . 

5 . 0 Una linea curva tier. tantos puntos múlt iplos , como valores 
diferentes X e * i q ue con los correspondientes de z reducen el l í -

dz 
mite — á §. Por valores diferentes de * se deben entender i . ° los va -

dx 
lores desiguales; 2 . 0 los valores iguales y de signos diferentes; y 3. 0 

los valores iguales y del mismo signo correspondientes á diferentes 
ordenadas. 

603 E rt-njtrx*. "sto será fácil conocer si una eurva dada tiene pun
tos múl t ip los , y en -o que los tenga quál es el grado de mult ipl ic i 
dad de cada uno de ellot. v los valores de x y de z que les correspon
den. Para conseguir lo, reprv. utando por f.(x,z)=^o la equacion de la 

dz *\ 
curva y por B v-A—o su diferencial, haremos A=o,B=o ; y subs-

dx ^~ 
tituiremos en la equacion f.(x,z)=^ l -Mores de X y los correspon
dientes de z quedan estas equaciones; la curva propuesta tendrá un nú
mero de puntos múltiplos igual al de los valeres de x que con los cor
respondientes de z satisfagan á la equacion f.fx.z)—o. 

Para conocer el grado de multiplicidad de uno- qualquiera de dichos 
dz dz A 

puntos, diferenciaremos la equacion B i-A=o ó — = = 2 
dx dx B 

• ' , dz { . . 
considerando —- como constante, y substituiremos en la equ".cion que 
resulte el valor de x y de z ; si alguno de los coeficientes C,D,E no 
desaparece , el punto será dup lo ; pero si todos tres se reducen á ce ro , 
el l imite —sera dado por una equacion de un grado superior al segund.0, 

y por consiguiente el punto de que se t-rata será mas que duplo. En 
este caso, volveremos á diferenciar Ja equacion, y si los valores no sa
tisfacen á esta equacion el punto será triplo,.si satisfacen será mas que 
triplo. 

dz 
En general , la equacion B \-A=o se debe diferenciar sucesiva-

d x dz 
mente , considerando constante el l ímite — hasta encontrar una que no 

dx 
se desvanezca enteramente,, substituyendo en ella el valor de x y el 
corresponeienie de z; y el grado de multiplicidad del puuto será igual 
al grado de dicha equacion.' 
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Sea - 5 ) 2 — a ) 2 = o la C . iáV.Tb. *ie £1 cur . p- /puesta [fig. 188] 
y tendremos 2a(z—h)dz—(x—a)2dx—2..*,.^;jdx==o (1), 
que igualando con cero los coeficientes de "z y dx 
se tendrá za(z—Z>)=o que da*z=¿ , 

íx—a- o ^ 

—(x—a)2—2x(x—a)=o que da •<( > ó 

\^X a-i- 2X=r-0 J 3 

y como de estos valores solo los x—a,z=b satisfacen la condición cin

trada en la equacion de la curva, que es el reducirla á cero, inferimos 
que esta curva solo tiene un punto múltiplo que es quando x=za,z—b. 

Diferenciando la equacion, considerando constante ' J~ - i dx, será 
2dz2— 2(x—a)dx2—2xdx2— 2(x—a)dx 2=c * 

y como substituyendo en ella en vez de z 1 -x sus valores queda 
2adz2—2adx*=zo, 

que no se reduce acero, resulta qua apunto es duplo. Ahora nos falta 
dz2 

determinar la posición de *- g i l í e s , para lo qual despejaremos 
dx2 

dz2 ia dz 
y s e r á .— — = 1 de donde — = ± 1 j 
* dx2 2a dx 
que indica que las tangentes forman con el exe de las abscisas un án
gulo cuya tangente trigonométrica es igual al radio, 6 lo que es lo 
mismo, el ángulo será de 4 5 o ó ^-TTJ y si quisiéramos tirarlas lo exe-
cutaríamos baxando la ordenada M P , y tomando P T y P T 7 iguales con 
M P , se trrarán las M T , M T ' que serán las tangentes. 

JExemplo 2 . 0 Sea Ja equacion de la curva propuesta x4—azx2~hbz$=0'L 

dz 
diferenciando tsndremos (3¿z a —ax 2 ) --Y-4x3~2axz—o; 

dx 
y" resultarán las tres equaciones 

4*3—2fl#z=o, 3 ¿ z 2 — a x 2 = o , x4—nz.5t2-t-£z3=:o. 
| / az 

La primara da x~o y x—±z y/ — , cuyos valores substituidos en 
a2z la segunda la trasforman respectivamente en z=o,3Az 2 — — = o j 

2 
y como los valores x—o,z=o satisfacen á la 3 . a , podemos afirmar que la 
curva tiene un punto múltiplo A (f.189), correspondiente á # = o , z = o t 

a2z a2 

esto es, en el origen. La equacion 3¿z 2 = 0 da * = o , z = — ; 
a 00 
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- V 1 1 ¿̂ 5 2 Q 1 / ~ a T pero como el segu J °« os •' ¿lores junto con el de "* - t í / — , 
- - X - ^ 12¿ 

no satisface á la equacion de a curva prouuesta, inferiremos que esta 
no'tiene mas de un punto ni Itiplo, y es el de origen. Para conocer el 
grado de mult ipl icidad, dife. nciaremos la equacion 

dz \ dz 
(%bz2—ax2) - --r-4-r3—2f íxz=oconsiderando á — c o m o constante, y re-

dx dx 
dz2 dz 

sultará la equacion 6bz ^ax hi2#2—2ÍIZ=O, 
dx2 dx 

que se desvanece en el supuesto de x=o,z=o; luego tendremos que 

dz3 dz 
volverla á «.i-crenciu. r resultará 6b ta f- 24^=0 , 

dx3 dx 
dz3 dz 

cuya equacion á causa de x— se reduce á 6b — 6a — = 0 , 
J 4 í dx3 dx 

y por consiguiente el punto A será* triplo. 
Ahora , si quisiéramos tirarle l a s ' a g e n t e s , hallaríamos los valores 

dz ^ dz 
d e — de esta equacion, y tendríamos en primer lugar — ==0, lo que 

dx dx 
dice que la una de las tangentes no forma ningún ángulo con el exe de 
las abscisas; y como el punto no dista nada de dicho exe resulta que el 
mismo exe es tangente de una de las ramas. 

dz 
Después de dividida la equacion por — se queda reducida á 

dx ~ 
dz2 dz2 6a a 

6b 6a—o lo que da — — — — , 
dx2 ^ dx2 6b b 

dz 

luego no habría mas que construir esta media proporcional y colocarla 
á la distancia 1 .del or igen, y por su extremo y dicho origen tirar una 

dz 
linea que seria la tangente. Quando los valores de — que suministra la 

dx 
última equacion son imaginarios, entonces todas las ramas que convie
nen al punto múltiplo se reducen á un punto que es también invisible, 
y se llama entonces conjugado. 

Z T O M O I I . P A R T E I I . 
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Df los puntos d¿ihj,iSixi Yi yüdjir" •&>. 
•-~ -* •* ¿+or^ -

i 
604 Quando el coeficiente diferencial \~ que expresa la tangente tri-

t * » ll 

gonométrica del ángulo M T P (fig. 1 7 9 ) .s nulo , se sigue que la recta 
que toca á la curva en el punto iVl (fi> '190,191) es paralela al exe de 
las abscisas; y si muda de signo después de este punto, Jfi tangente se 
inclina entonces al lado de ia ordenada opuesta á aquel á*que se incl i
naba antes; y por lo mismo la ordenada, después de haber llegado á 
un cierto valor , debe disminuir (fig. 190)- ó bien después de haber dis
minuido hasta cierto punto, debe volver á crecer (fig. 1 9 1 ) . 

La primera circunstancia conviene á un valor máximo de la orde
nada, y la segunda á un mínimo. Luego tanto ' iy máximo 

¿dz 
c o m o quando hay mínimo se debe verificar .̂-.e — = o , c o m o hemos 

dx 
hecho v e r [ § 5 6 5 ] antes por considera*" mes analíticas. 

' . jf dz 
Más alli diximos que no siempre que se verificase que — = o , ha-

dx 
bria máximo ó mínimo,. t . „ . é~s lo que vamos á hacer ver por consi
deraciones geométricas. En efecto, aunque la tangente en el punto M 
(fig. 192) sea paralela al exe de Jas abscisas, no por esto en este punto 
es la ordenada un máximo, porque mas alia de él continúa creciendo ; 
pero en este caso debemos notar que la concavidad de la cu rva , al prin
cipio vuelta hacia el exe de las abscisas d colocada por la parte interior 
de su tangente , se baila vuelta después hacia el lado opuesto. Por esta 
causa se ha dado al punto M , en que la concavidad de una curva se 
muda en convexidad, ei nombre de panto de inflexión. 

De donde se deduce qm? para conocer este punto basta determinar 
la posición de la curva con relación á su tangente , antes y después de 
dicho punto. 

La equacion de la tangente siendo en general [ § 595 ] , 
dz' 

z — z——-(x—x), 
dx'K ;' 

. dz' dz' 
se tendrá haciendo x=zx'-i-k, z—z =— k ó z=z'-\ -k 

dx' dx 
para la expresión de P ' N ' (fig. 193) que es la ordenada de la tangente 
correspondiente al punto P ' , cuya abscisa es x'-+-k; más, pues que z' es 
una función dex', se tendrá para P ' M ' esta serie [§ 535], 

dz' k d*z' k2 d3z' k3 
z'-\~ — r X — -+- — X H — r - X h & C . ( a ) , 



de donde se conc 

ll 
P ' M ' — P ' N ' = 

C A L C U L O DIFERENCIAL. 

k3 
X 

dx'2 1x2 Wdx'3 1X2X3 

tomando ahora sobre el exe A las abscisa un punto 'P que anteceda 
á P, y cuya abscisa sea*'—kme hallaria igualmente 

V tPz' k2
 % ' k3 .. ! '-% 

' P ' M — ' P ' N \ — X ~ X h &c. ( 7 ) ; 

\dx 2 i X 2 dx3 1x2x3 

o, las dos diferencias se convertirían en 

fea 

' 2 1x2 

d-z' 
y si se verificase eme —*• = 
3 * dx'2 

P'M'—P'N'==-
diz' k3 . . d3z' 

K & C , ' P ' M — ' P ' N = - x 
dx3 1 x 2 x 3 

que serán de signos e d e c a n e s en las inmediaciones del punto M , por 
qnauto pode ni >s hacer á l ^ ^ j t a n t e pequeña [§ 4O r ] paraque el prime.* 
termino sea mayor que la s u m ó t e todos los que le siguen; luego cr» c, e 
caao la curva propuesta, d e s p u é s ^ iiaber estado debaxo de ia tangente 
pasará por la parte superior y viceversa. 

Luego en el punto M(í¡g . 1 ^ 2 ) l u B | Jb¿>'?ou y no máximo o mí

nimo , si — — e s cero al mismo tiempo q u e — y en general si el pri-

dx'2 dx 
mero de los coeficientes diferenciales que no desaparece es de un orden 
impar; lo que es ia significación geométrica de los caracteres analíticos 
indicados [§ 5 6 5 ] . 

605- También puede haber inflexión en puntos en que ¡a tangente no 
sea paralela ai exe de las abscisas, y donde no je tenga por poosiguienle 
CU' ! 

= o. En este ult imo Caso se reconoce también si hay inflexión. 
dx diZ> 
observando que el signo del coeficiente , es el que determina en 

dx'2 

general como se halla la concavidad de la curva colocada respecto deÁ 

. d2z' i, ' 
exe de las abscisas. En electo, si —— es posi t ivo, la exprction (£) 

dx 2 

manifiesta que la tangente está comprendida entre la curva y el exe de 
Jas abscisas en las inmediaciones del punto M, luego es convexa respecto 
de dicho exe; y si es negat ivo, la expresión (7) manifiesta que la curva 
estará entre la tangente y el exe de las abscisas: por lo qual será cóncava 
respecto de dicho exe en las inmediaciones de dicho punto. De donde se 
deduce que paraque iiaya inflexión es necesario que en Jas inmedia-

d2z' 
cíones del punto M, tenga f - diferente signo hacia la izquierda que 
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el que v e n é rracia la derecha. P e ^ - y " " ^ant'dad.w" JT 1

 f 'e no puede m u 
dar de s/;no. " -^enos que no tenga rfn \ ^ r * ^ ^ " J í que sea [1.330], 

* ; f tez' 
cero ó infinito , luego paraque haya infi '¿ion es necesario que — -

1 1 2 

. y 
sea cero ó infinito ; pero no siempre que sea = 0 000 se verificará 

a *-r 2 / 
que lo h a y a , sino se verifica que los valores que se d e d i c a n para las 

d2z' 

coordenadas sean tales que hagan variar de signo á antes y des

pués de dicho punto. 
Luego para averiguar si una curva tiene punto de inflexión se hallará 

d 2 z 1. 
el valor de — , este se hará igual con cero o ¿n ¿ífo) iu* ¿alores que 

d x 2 >jt 
suministre esta equacion para la abscisa se » ¿Serán substituir aumen-

d-z 
tados y disminuidos de una cantidad (4 Siquiera en — ; y si de estas 

z d x 2 

substituciones resultan signos diferí les, hay inflexión en el punto cor
respondiente á aquella abs^!c 

Para hacer aplicación de esta regla , nos propondremos averiguar si la 
curva A I C (fig. 194) cuya equacion es es z—ax3—x4 tiene algún punto 

f dz d-z 
de inflexión. Y diferenciando será — = ¿ a x 2 — 4 ^ 3 , =6ax—12X2, 

dx dx2 

a 
cuyo valor igualado con cero da para x estos dos valores x—o,x= —. 

Para ver si corresponden á puntes de inflexión, substituiremos oztk 
i vez de x en la expresión 6ax—12X2, 

y se nos convertirá en zk.6ak—12&2 ; 
que siendo k bastante pequeña paraque el primer término sea mayor que 
el segundo, manifiesta que será positiva esta cantidad quando k, y ne
gat iva quando e l la ; por lo qual se deduce que quando x—o, que es en 
el o r igen , hay inflexión. 

a 

Substituyendo — dzk en vez de x, la expresión 6ax—12X2 

se nos convertirá en qpi2ak—12&2, 
que en el supuesto de ser k bastante pequeña, tendrá el signo que le 

a 
demos á fc, y por lo mismo habrá también inflexión quando x=—. 

2 

606 Quando dos arcos R A , R G (fig. 195,196) de una linea curva que 
se tocan en el punto R , y tienen por consiguiente una tangente común 



R B , terminan^ 
de retroceso; y 
R C (fig. 195) * vue lve ' 
pecie ; y quando las concav; 
(fig. 196) se llama de según 

De aqui se deduce i . ° qut 

cvR , se llama este pont^jrpunto 
pecies : quando ^X^^^> R M A , 

vexídades , se llama de la primera es-
des están í^specto de un mismo lado como 
especie. 

punto de retroceso es un punto duplo , 

y por consigmente el l ímite — - ^ e r á dado por una equacion de segundo 
J dx 
grado; pero como el ángulo R B D que la tangente en el punto R forma 
con el exe de las abscisas, es común á las dos ramas R M , R C , las dos 
raices de dicha equacion serán iguales. 

2 . 0 Y recíprocamente, si- las dos raices de la equacion que da el valor 

del l ímitc^íí^elfttJ^cáente á un punto R , son iguales, y ademas las dos 

ramas se terminan en t f i^ | t ípunto R , será este un punto de retroceso. 
Para distinguir si este P « l | ^ s de 1 3 primera ó segunda especie , se 

determinará el valor de , y 3 ^ 0 s dos valores de esta expresión en 

las inmediaciones del punto R<. f u e ^ ^ j p j ^ n o contrario, el retroceso 
será de la primera especie; pero si ambos fuesen de un mismo s igno , el 
punto de retroceso R pertenecerá á ia segunda especie. 

Exemplo i . ° Sea ia curva C A G ' (fig, 197) la segunda parábola cúbica, 
cuya equacion, suponiendo el parámetro igual con 1 y trastornando los 

dz :, dx 
exes, es z2=x3,y tendremos '¿z —= %x-, d 2 2 3 ^ 2 = 0 , 

dx dx 
que da %x2=o,y 2 2 = 0 , de donde x—±zo, y z—o ; 
y como estos valores de x y de z satisfacen á la equacion z2=x3, infe
rimos que hay punto múltiplo; para 'averiguar el grado de multiplici 

dz2 

dad , volveremos á diferenciar y será 2 - — — 6 x — o . 
J dx2 ' 

que como no se desvanece, suponiendo x y z iguales con cero, resu 

que el punto es duplo; pero suponiendo x=.o resultan para — dos valo
na

res iguales también con cero, luego el punto este es de retroceso. 
Gomo la equacion de la curva da z—úz.\/x3, 

indica que el retroceso es de la primera especie; y lo mismo indica la 

d2z dz 1 
expresión de pues siendo — = ±%x 2 . 

dx2 y dx 2 ' 

.. d ** - 3 . - í . 3 

d 
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y por co^-'i^uientfi á causa del ¿gn«r*a. \re$!¡£.ir, 'alores de , 
v " dx2 

el punto de retroceso A será de, la primer, ^specie. 
1 Jff > ^ h RUI* ' ' 

D e /a curvatura de las lineas en sus dif<l.mtes puntos, del radio de 
curvatura y de las polutas. 

607 Hemos dicho [I. 340] que de dos d mas curvas qn-^insisten so-
hre una mi¡ma rec ta , es mas curva aquella que mas se separa de la 
recta; de donde se deduce que en general para formar idea de la cur
vatura de una curva en diferentes parages ó de diíérentes curvas, no 
hay mas que tomar en ambas una parte que tenga una misma cuerda, 
y viendo qual es la que se desvia mas de esta linea tari* bailaremos 
que eéta será la mas curva. Pero como no sicury ¿¿"".¡ds m^oü de una 
misma d de diferentes curvas que tubiesen un° /hisma cuerda, hecha 
la superposición de las cuerdas, quedaría ^ :ñ~ arco dentro del o t ro , 
sino que ias mas veces estos arcos se corta >•" , / c o n i o los A C B . A D B ( í . 1 98); 
y en este caso seria muy dificultoso aj^riguar (pial era el mas cu rvo , 
y en caso de serlo quanto era: vauuy*á considerar baxo otro aspecto la 
curvatura. 

608 En vez de comparar las curvas con sus cuerdas, las compara
remos con sus tangentes, y aquella que mas se separe de la tangente será 
la mas curva; y así, si tenemos por exemplo las dos curvas AG,í¡g(f . 199), 
y concebimos en sus extremos A,a las tangentes A B , e ¿ , ia que mas se 
separe de su tangente en las.inmediaciones del punto de contacto, será 
la mas curva. Considerada Ja curvatura baxo e^te aspecto, se puede 
distinguir mejor qual es la curva que la tiene mayor ; porque si conce
bimos superpuesto el ángulo mixtiíineo B A G sobre el bag, de manera 

la linea A B caiga sobre la. ab, y el punto A se confunda con el « , 
entonce; si la A G por exemplo cae en aG', será la mas curva por sepa
rarse mas de Ja tangente. Pero aunque esto se presente á los sentidos, 
no se puede averiguar la relación que tienen entre sí estas curvaturas, 
ni ' tenemos, por otra parte, la expresión absoluta de la curvatura de un 
arco de curva ; con el fin de averiguar uno y otro , recurriremos al mé
todo con que concebimos originadas las lineas. 

609 Para esto recordaremos que después de adquirida la idea del 
punto matemático por una serie de abstracciones hechas, principiando 
desde el cuerpo físico que percibimos con nuestros sentidos , podemos 
considerar la linea como originada del movimiento de un punto; la 
superficie del movimiento de una l inea; y el volumen d e l cuerpo geo
métrico del movimiento de una superficie. Y as í , si consideramos que el 
punto A (fig. 200) se mueve siempre en una misma dirección hacia otro 
punto tal como B , la linea A B que describa en su movimiento será recta: 
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y al llegar á B v ¡ 
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iesde A en la direcmTnTvaJw. 201) 

oma la Bh, y e n ^ v nnd<^K C toma 
sucesivamente , el punto zTtrazará un otra dirección tal como 

polígono A B C D E & c . 

610 S¿ queremos averigA" ahora quanto se separa de la dirección 
primitiva''Aa., la dirección uno qualquiera de los lados de este po
lígono, no amemos mas quepr<%figar dicho lado hasta que encuentre á la 
A a , y el deSmo estará representado por el ángulo externo que formen 
estas dos direcciones. En efecto , quando el punto A corría por la Aa, 
entonces se hallaba en la dirección p r imi t iva ; y al llegar al punto B 
tomó la dirección B C que se separa de la primitiva el valor del án
gulo a B G ; al líe¿a% á C tomo la dirección C D que se separa de la an
terior el v a l & r / b ü í ü g i d o ¿ C D 6 su igual c ' C B , y de Ja primitiva Aa 
el valor dí'llp^uTrr^ilfc los dos ángulos a B C , c ' G B ; y como la suma d e 
estos dos ángulos de f l^ l^ngu lo B C c ' está representada por el ángulo 
externo a e ' C , resulta qülJÉ^Ldesvio de la dirección del punto quando 
andaba la C D está represenfOTfcWjor el ángulo ac 'C ; al llegar á D tomó 
la dirección Dd que se separa c^üa anterior el valor del ángulo cDd 6 
su igual d'Dc'; y como esta se d ^ ú a b a de la primitiva el valor del án
gulo ac 'C , tendremos que ai a n d : i r ^ | ^ j ^ ^ el desvio estará represen
tado por ia suma de estos dos ángulos aeTfJff'De' o por el ad'D que la 
expresa ; y como lo mismo demostraríamos de Ja dirección de otro lado 
qualquiera, se sigue que para formarse idea del desvio que ha pade
cido el punto de la dirección primitiva, hasta llegar á un lado qual
quiera , hasta prolongar dicho lado hasta que encuentre á la dirección 
con que se quiere comparar, y el ángulo externo que formen estas direc
ciones será el que represente dicho desvio. 

611 Si pasamos ahora á los l ími tes , esto e s , si consideramos que ei 
punto A varía a cada instante de dirección , entonces en vez de trazar u 
polígono A B C D E trazará una curva A F I I (lig. 202), en la que estará 
representada la dirección que seguia dicho punto en un parage qualquiera 
F por la tangente Ff, cuya dirección se separa de la primitiva Aa el 
valor del ángulo af'F ; pero siendo este desvio el que constituye la ct 
vatura, se sigue que para formar idea de la curvatura de un arco qual
quiera de una curva, no hay mas que tirar dos tangentes á sus extre
mos , y el ángulo externo que formen estas tangentes expresará la cur
vatura qüt tiene dicho arco. Y como sabemos averiguar la relación que 
tienen entre sí dos ángulos qualesquiera, se sigue que fixando de este 
modo la idea de la curvatura, podemos comparar entre sí lasque tienen 
en general dos curvas qualesquiera ó dos arcos de una misma curva. 

Lo mismo da contar la curvatura respecto ele la tangente A a que de 
la F K ; porque contándola respecto de esta , queda expresada por el án
gulo KfA que es igual con af'F por opuesto al ve'rtice. 
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61 ¿> v t c i . i . 1 .dr bien la expresioíi &¿i<- ,curvaturaV ntr^ uos curvas ó ra
mas de ua misma, es necesaria <wn. \naf\aur- is Cu significación ; 
pues aunq': .opongamos iguales los áng *\~%£ÍYi,i> "C'M' (fig. «03 ), 
como el segundo es producido por el desvi>Vque ha padecido el punto al 
originar el arco A ' M ' que es tíayor que el jf co AM , se sigue que la va
riación de dirección desde un punto a otr/'..3, será menor que on el arco 
A M • luego para comparar entre sí dos empataras, necesítanos añadir 
que han de ser los ángulos externos que *j\jrman las tangen^.-s tiradas á 
los extremos de arcos ¿guales de la curva ; así es , que si aponemos to
mada en el arco A ' M ' una parte A'm igual con A M , y se concibe ti
rada la tangente emp, tendremos entonces que la curvatura del arco A'm 
estará representada por el ángulo B'cp, menor que B ' C ' M ' d su igual 
BCM ; pero el tomar arcos iguales no es tan fácil c'Omo tomar las cuer
das ; y así, en vez délos arcos podremos substituí r ' *<ts, y dire
mos que pira comparar las curvaturas de dos c( 'vas, se tomarán ar
cos que correspondan á cuerdas iguales ó á un ñisma cuerda , se con
cebirán tiradas las tangentes á sus extrr ^, y los ángulos externos 
formados por estas tangentes serán losj íe se deben comparar. 

613 Quando una curva es cóncava «¿"convexa siempre Inicia una misma 
linea, 'entonces se dice que su c '.¡tura es continua ; pero quando no 
lo es , se dice que es descotu n¡»ú como sucede en los puntos de inllexion. 
Ademas , quando una curva en toda su longitud á arcos ó cuerdas igua
les convienen ángulos de curvaturas iguales, ó ángulos de curvaturas 
iguales corresponden á arcos ó cuerdas iguales, entonces se dice que la 
curva tiene su curvatura uniforme ó igual en todos sus puntos; y quando 
no se verifica esta circunstancia se dice que varía la curvatura de la 
curva en sus diferentes puntos. Como la curva mas sencilla que conoce
mos es la circunferencia ds círculo , principiaremos por ella nuestras 
investigaciones, demostrando que la circunferencia de círculo es una 
•júrva de curvatura uniforme. 

En efecto , sea el círculo AB6a (fig. 204); si en qualquier parage to
mamos dos arcos AB,a¿ iguales, estos tendrán cuerdas iguales; y si to
sigásemos las cuerdas iguales, estas subtenderían arcos iguales; luego 
aqui podemos considerar la curvatura baxo qualquier aspecto, pues el 
uno se deduce del otro; y así partiremos de que los arcos son iguales, y 
vamos á demostrar que si por sus extremos se tiran las tangentes BC, 
AC,bc,ac los ángulos BCP.bcp que miden las curvaturas de estos arcos 
son iguales; porque el ángulo BCP} que es igual con el CAB mas el CBA, 
tiene por medida el arco AB [ I 453], el bcp tiene por medida el arco ab; 
y como A B = a ¿ por el supuesto, se tendrá PCB=¿cn ; luego las curva
turas de dichos arcos son iguales; luego la circunferencia de círculo es 
una curva de curvatura uniforme. 

614 También se verifica la recíproca, á saber, que toda curva de 

file:///naf/aur-
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B que la 
en todas 

ínan-los arcos iguales AB,BC,CD,DE,&c. 
,D,E,&c. ewen tiradas las tangentes Am, 

que si concebímos las perpendicular 
os de contado, todas estas perpendícu
lo y serán iguales ; y teniendo la cu> va 

ABCDE todol*los puntos á igual distancia del punto de concurso, será 
una circunferencia de círculo. 

En efecto, por suponerse la curva de curvatura uniforme, tendremos 
que el ángulo nmB que expresa la curvatura del arco AB, será igual coa 
el ángulo qpC que expresa la del arco BC,pues por el supuesto los arcos 
son iguale* 
responder angulos^cui^curvatura iguales; y como los triángulos mBn, 
qpC son rectángulos e h ^ i y e n C, resulta que tendrán igual el otro 
ángulo; luego el ángulo //-.¡rl^áel primero será igual con el ángulo pqG 
del segundo. Ahora, los tnángllüs AO/z,Boa (suponiendo que la normal 
qu encuentre á la «B en otro pun^kodiferente del O en que se encuen
tran las AO,«0 ) son rectángulos e \ ^ e a B , luego el tercer ángulo 
AOn del primero será igual con el t e r ^ B l ^ u l o Boq del segundo. Con
cíllase superpuesto el triángulo qBo sobre el nAQ de modo que el án
gulo B se confunda con el ángulo en A, en lo que no habrá dificultad 
pues dichos ángulos son iguales; luego el lado Bq habrá caido sobre 
An, y Bo sobre A Ü ; y el otro lado no podrá tener mas de dos posicio
nes, 6 caer sobre la nO ó ser paralelo á ella, pues de otro modo no po
dría verificarse que el ángulo o quedase igual con eln, y el o con el O. 
Pero como las tangentes Bq, An de los arcos AB,BC se han confundido 
en una sola, á saber en la An, se sigue que como por el supuesto los 
arcos AB,BC tienen una misma curvatura, ó lo que es lo mismo, se sepa 
ran igualmente de las tangentes tiradas á sus extremos , también se 
habrán confundido, esto es, el arco BC habrá caido sobre el AB, pues si 
esto no sucediese, el que estubiera mas aproximado á la tangente seri 
menos curvo, que es contra el supuesto; y como por otra parte son 
iguales, el punto G caerá exactamente sobre el B ; luego la qCo tendrá el 
punto G común con la «O; luego de las dos posiciones que puede te
ner la qo con relación á la nO, no pudiendo ser paralela por tener un 
punto común, se confundirá con ella en toda su longitud; luego el punto 
o se habrá confundido con el O, y q con n; luego los triángulos oBo,«AQ 
serán totalmente iguales, y por lo mismo A Ó = B o , 

Aunque hemos demostrado que el punto o, hecha la superposición, 
se confunde con O, no por esto se deduce que antes de hecha se confundía. 
Para demostrar esto, supongamos que se dobla la figura por el lado BO, 
y tendremos que como los ángulos /BO,gBo" son'rectos, la Bpq caerá 

A 2 T O M O I I . P A R T E I I , 
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s o b r e V \ ¿ r ¡ ^ y para cumplir coh.. )^^;¿-cunstaiicyn!Í^ifc-eLjfcígulo U 
igual eoV*,o, la rjpsicion que tei4¿a*9?h\ .\pulájjr~' •"••5* ser paralela a l a 
¡AQ ó corhtíii'dirsJ eon ella. Pero Ja c a n > t / " * K ? l áfreo B C es la iaiisma 
que la del arco A B por el supuesto, y ha riéndose confundido &¿B tan
gentes , resulta que los arcos C e deberán I1,'«fundir; luego B G se con
fundirá con A B ; y c o m o BG es igual con/^ .B, el punto G cae^'á exacta
mente sobre el punto A , luego debiendo/'¿ener la qCo un palito común 
con la IAO, paraque el ángulo en O & a igual con el e\yf¿ se deberán 
confundir estas lineas en toda su longi tud; luego el punto'o caerá sobre 
el O , y B O = B o ; luego el punto O es común á las tres lineas AO,BO 
y C O , y como del mismo modo determinaríamos que C O - = B Ü , D O = C O , 
E O = D O , y que el punto O era también común á las lineas D O , E O , ¿kc. 
se deduce que pudiendo tomar los puntos A , B , C , L * E , & e . tan próximos 
como se quiera, la curva A B C D E & c . tiene tod * ^ - ^ } v ) S ^ igual 
d i s t a n c i a de O ; luego será una circunferencia dp/^írculo. Esto lo hemos 
demostrado en el supuesto de tener la curva ./'.¿a curvatura uni forme, 
luego todas las curvas de curvatura uni4\^ <e son círculos; y pues que 
todas las curvas de curvatura uniforma-ion círculos, solo la circunfe
rencia de círculo es la que guarda uv£ curvatura uniforme en todos sus 
puntos. 

615 Comparando ahora» curvaturas de dos círculos qualesquiera, 
demostraremos que guardan exactamente la relación inversa de los ra
dios. En efecto, sean las dos circunferencias « M , A B H ( f i g . 206); vamos 
á demostrar que si suponemos el arco ab igual en longitud con el A B , 
y se conciben tiradas en sus extremos las tangentes ad,bc,AD,BC, el 
ángulo dcb que mide la curvatura del arco ab guarda con el D G B que 
expresa la curvatura del A B , la misma razón que A O con ao; esto.es, 
que si el radio A O es duplo ó triplo del ao, el ángulo dcb será también 
duplo ó triplo del ángulo D C B . 

Llamando G al número de grados del arco a/>, y G' al de A B , será 
[I. 5o6]«¿=o ,o i74&:c . r toxG; A B = o , o i 7 4 & c . A O y \ G / ; 

y pues que el arco ab es igual con el arco A B , 

"se* tendrá 0 , 0 1 7 4 & c . a o x G = o , o i 74<5tc .AOxG / ó a o x G = A O x G ' , 
que da G : G ' : : A O ; a o ( 1 ) , 

que nos dice que los números de grados de los arcos ab ,AB están en ra~ 
¡ton inversa de los radios a o , A O ; pero los quadriláteíos aobo, A O B C 
tienen rectos los ángulos en a,b, y A , B ; luego en cada uno los otros dos 
ángulos en o y en c , en O y en C también valdrán juntos dos ángulos 
rectos, ó serán el uno suplemento del otro, y por consiguiente será el 
ángulo o suplemento del ángulo acb, y el en O suplemento de A C B ; 
pero como acb también tiene por suplemento á dcb, resulta que el án
gulo en o es igual al dcb, y por la misma razón el ángulo en 0 = D C B * 
Luego tendremos 

0 0 

\ « 
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616 Por n^haber mas curva* de curvatura uniforme que la circun
ferencia de circulo, resulta que si concebimos dividido el arco A G F 
(fig. 2 0 2 ) en dos partes iguales en G , y suponemos tirada la tangente 
P G Q , el ángulo en P q u e mide la curvatura del arco A G , no será igual 
con el ángulo Q qu& mide la del G F ; luego el desvio de la dirección 
primitiva que na de era el punto al trazar el arco G F no era el mismo 
que padecíHl^rtrríLAl arco A G ; si concebimos ahora divididos en dos 

,GE, , tendremos que en ninguno de ellos será 
do del mismo modo inferiremos que en 

icho desvio; y como este desvio es lo 
e cada punto de una rama de curva 

partes iguales los are 
el mismo el desvio, y edf 
cada punto del arco AGF 
que se llama curvatura, res 
tiene diversa curvatura. 

Hasta ahora solo hemos tratado^ü |jíjMda expresión de la curvatura 
de un arco; para fixar la de un punto seueDPindagar qué curva de las 
conocidas puede pasar por aquel punto, de modo que ninguna otra de 
su especie pueda pasar entre ellas, y entonces se dice que la curvatura 
de la curva propuesta es la misma que la de aquella con que la hemos 
comparado; esto quiere decir que para medir la curvatura de las cur
vas en cada uno de sus puntos, se elige la de otra curva conocida; y 
como solo la circunferencia de círculo es la que tiene una curvatura 
uniforme, se sigue que esta es la que debe seivirde unidad de medida. 
Ademas, como la curvatura de los círculos está en razón inversa de lo; 
radios, tenemos que disminuyendo ó aumentando convenientemente ef*4* 
radio de un círculo podremos hacer que su curvatura sea tan grande ó tan 
pequeíía como la de otra curva qualquiera; pues aunque hay en las cur
vas puntos donde la curvatura es cero, y puntos donde es infinita, y pe 
consiguiente menor 6 mayor que la de qualquier círculo dado, no obs
tante en el primer caso se dice que el radio de dicho círculo es infinito, 
y en el segundo que es cero. El círculo que se elige para esto es aquel 
que pasa por el punto propuesto de la curva, de modo que ningún otro 
círculo pueda pasar entre él y la curva en las inmediaciones del punto 
propuesto; á este circulóse le llama círculo osculador 6 círculo de cur
vatura, y á su radio, radio osculador ó de curvatura. 

6 1 7 Por consiguiente solo falta determinar quál es la magnitud del 
radio de este círculo que mide la curvatura; para lo qual ante todas 
wsas manifestaremos que 

Si por el punto D (fig. 207) de una curva qualquiera M N se traza 
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dicha curva, y a2 fbdos los círculos cuyo^^íuTrVsestén en dicha normal. 

Para demostrarlo observareu^bs que no (fijando por el supuest^-'el cen
tro R en la normal D O , podremos tirar J i ' R D al punto D , \équal no 
será perpendicular á la tangente A T d e I / M N , pues entonce^ siéndolo 
la D O se tendrían dos perpendiculares á/>ma recta en un UÚMIIO punto; 
luego si por el punto D concebimos una'linea SX perpendicular á D R , 
esta será tangente del círculo P Q . A h o r a , por ser recto ti ángulo R D X 
resulta que O D X que es parte suya será agudo ; y por lo mismo la D X 
caerá dentro del ángulo O D T que es rec to ; y como la D T e s tangente 
de la D N y de todos los círculos como mn trazadosxon centros tomados 
en la normal D O , y entre la tangente y la curva Ique lo es , no puede 
pasar ninguna otra rec ta , se sigue que Ja D X s e ^ ^ ^ ^ . . )r la D N y 
de todos estos círculos. Luego en la i n m e d i a r : / í del punto D la se
cante estará dentro de dicha curva y de todo ¡¿rus círculos ; pero el arco 
D Q está comprendido por la D X , luego , ; irías razón dicho arco en la 
inmediación del punto D estará comprendido por todos los demás cír
culos y por la curva.. Del mismo rumio probaríamos que siendo la D S 
tan;'ente del arco D P de círculo ^?áo pudiendo pasar entre la tangente 
y el arco ninguna recta, l*.^-i^cíebia ser secante de P D Q , y por consi
guiente estar comprendida por P D en la inmediación del punto D ; y 
como esta linea abraza á la M D y á todos los arcos de círculo como Dm 
trazados por D con centros tomados en la D O , resulta que por este 
lado el arco P D está fuera de la tangente A T de la curva M D y de to
dos los círculos trazados desde la D O . 

618 De aqui se infiere que ningún círculo cuyo centro no esté en la 
D O puede pasar entre la curva M D N y los que tengan su centro en dicha 
linea. Porque el arco D Q estará comprendido por la tangente A X , la 
qual está dentro de todos.estos círculos, y por lo mismo se separará mas 
de la curva que ninguno de e l los ; y el arco P D estará fuera de la tan
gente A T , la qual contiene dentro á la curva M D y á todos los demás 

.^ f rcu los ; y por lo mismo el centro del circulo osculador se ha de hallar 
en la normal de la curva que corresponda al punto de que se trata. De 
donde se deduce que como el radio es normal del círculo, tanto este 
círculo como la curva tendrán una misma tangente, y por lo mismo el 
punto donde el círculo osculador encuentre á la curva será un punto de 
contacto; luego si suponemos referido el círculo á los mismos exes que 
la curva , y llamamos x,z á las coordenadas de esta, y t,u á las del cír-

dz du dz 
culo, se tendrá— = — , puesto que — expresa la tangente del ángulo 

dx dt dx 
du 

que la tangente de la curva forma con el exe de las abscisas, y -7 - el que 
ut 
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smo exe , y la tan 

los WrculoTtuy^'^fnlrtr^^hálle en 
ima lan^LÓ la curva que ningún otro 

curva; ^>r lo que demostraremos que 
umplir cm las condiciones anteriores. 

)EL CALCUL 

'orma * 
para latcurv 

6i9|A.hora nos 
esta ri&hwal, es el qu 
círculo prmda pasar entre é 

^tl^e'es el\ú-culo que ademase 

d2z 
satisface á ícfequacion = . Para esto, observaremos que si z—j.x 

dx2 dt2 

es la equacion de la c u r v a , y u—f.t la del c í rcu lo , tendremos por el 
teorema de Taylor, 

dz d2z k2 

— XAH x — 
dx dx2 2 

z'=f(x+k) 
mtWít ¡ 

du d2u k2 

•xfen x — 
dt2 i 

y observando que teniendo las 
punto de contacto que es co 
las coordenadas , que por tener 

d3z k3 
X — 

dx3 2x3 
d3u k3 

X h & C 
dt3 2x3 

+ & C . 

rvas un mismo origen, deben ser en el 
la curva y al círculo unas mismas 

orííren se tendrá x—t.z—u 

¡mas de la condición de que — =2 — ; por lo que si restamos las se-
dx dt 

ries anteriores , se tendrá 

k2 sd2z d2u 
-u 

k3 sd3z d3i 

dx2 dt2 S 2xy^dx3 dt3 J 
& c . 

que expresa la diferencia entre la ordenada del círculo y de la curva á 
una distancia de la ordenada común expresada por k; y todo círculo en 

d2z d2u 
que >- — dará para z —u un valor mayor que el del supuesta 

dx11 

d2z 

dt2 

dsa 

drá pasar entre este y la curva 

de - — = que hace desaparecer su primer te'rmino ; luego no po 

d2z d2u 
si fuese- : ;—< — , como podríamos 

dx2 dt2 r 

dar á k un valor bastante pequeño, paraque el primer término de 
z'—u' fuese mayor que la suma de todos los demás , resulta que el signo 
de z'—u' dependerá del de este primer término; luego deberá ser nega
t i v o , y por lo mismo el círculo a-brazará á la curva , ya se suponga á k 
positiva y a se suponga nega t iva , porque el quadiado k2 siempre será 

. . 1 / 1 d2z dsu 
positivo: pero el circulo en que se verifique la condición de — = — , 

dx2 dt2 



que recibe la expresión de z'-ki' a ^ ^ p d j ' á , s ^í-p&c. ¿ 

por el parage en que & sea prfí t iva estarli^comprendida por I-""curva j 
y por el parage en que sea negativa co l prenderá á la cur/á, pero 

estará él mismo comprendido por el / ^ c u l o en q u e — , 
1 d*W dt2 

pues que este debe distar mas de la curva respecto de aquel, todo el va

fe2 *d2z d2u->.+.-
lor que resulte para el t é r m i n o — ( — ) 

* " •., 2 \dx* dt2/ H H Jüd'U 
lueco en ambos casos se verifica que el círculo e t í ^ u e — = — , 

dx2 dt2 

es el que mas se aproxima á la curva e% ¿i inmediaciones del punto 
en que se encuentran; luego este c í ropo es el círculo osculador. 

620 Ahora, si llamamos a,£ las £ ordenadas A K , K O del centro de un 
círculo m M G (fig. 208), y'- .rr-fuio M O = m O , y í ,« á sus coordena
das Ap,pm, tendrá por equacion ( a — r ) 2 - t - ( £ - t - i / ) 2 = 7 2 ( A ) . 

Luego si queremos determinar el círculo osculador de una curva en 
un punto qualquiera no tendremos mas que determinar las tres cons
tantes a ,£ ,7 de manera que satisfagan á las condiciones de 

dz du d2z d2u 
z=u, = , = , 

dx dt dx2 dt2 

por lo que si diferenciárnosla equacion (A) se tendrá 

1—2{a—t)dt-h2{$-i-u)du=.o , 

du a— t dz dz 

« d a d T = é ^ = Wde d o n d e C-*H5*«) 7 S ( B ) i 

volviendo á diferenciar, se tendrá suprimiendo el 2 que es común 
du2 

1+.— 
d 2/i dt2 d2z 

dt2+du2+(G-i-u)d2u==:o, que da . = = . 
v ' * dt2 €+u dx2 

du2 dz2 

I - f - - — H 
dr 2 ¿foc2 / du dz\ 

¡b donde f + « = ^ - = ^ _ (C), ^porque - = - ) 

d # 2 ¿A;0 
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dz2 \.dz 

dx2sdx 

d2z dx 

dx2 

d2z 

dx2 

substituyendo en la wjuaeion (A) el valor de a—r, equacion ( B ) , 
mmr 'f^jm , dz2\ 

se tendrá (S-t-n)2 :\S+u)2=y2, o'(€-+-w)2( H } = 7 2 j 
v J dx2 S^L K J V dx*S 

dz2^ | 

de donde <y=(£-t-u) ( k

I H _ ^ > ) 

equacion que expresa el valor del radio osculador de una curva qual
quiera. 

621 Las cantidades a,£ sou las coordenadas del centro del círculo 
osculador correspondiente al punto dado de la curva, cuyas coordena
das son x,z; luego si por medio de las equaciones (D) , (E) y la de la 
curva, eliminamos las coordenadas x,z, tendremos una equacion en a,£ 
y constantes; esta equacion es la de una curva, á que se llama evo-
Zuía, cuyas coordenadas son a,£, y que es por consiguiente el Iugai' 
geométrico de los centros de los círculos osculadores de la curva pro
puesta. 

622 Propongámonos aplicar esta teoría á la parábola, cuya equacion 
z2—px, y tendremos diferenciando izdz—pdx, J**^ es z 

dz p d2z 
de donde — — — ; - — 

dx 2Z ax2 

dz P 
2Z dx 2Z 

p2 

4z3 
suyos valores substituidos en las equaciones (F) , (E) , (D) , 

(4z2-(-•6) 
dan 7 = — 

4*3. 

4zz3 

P2 

4*3. 

4 
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\ 'al. 
\tJ z,^ i >. 

- .... 
*=r x 25 

DEL C Á 1 C ! T 1 ^ F E R E N C I A L . \ 

AZk uV : *cunstanc^ ••tf^tc - t í l ^ r "' 

4z3 

2p 

: — Z 
4z 3 

4^3 

4 z l - f - p 2 4z3 
-ZH x 

4Z2- p 2 

z(4z» 
(H). 

Para hallar el punto de la evoluta correspondente al origen, hare
mos x=o, lo que da por la equacion de la 'Curva' '~ lo mismo 

las equaciones de arriba se convertirán en 7 = ¿ ^ - , a = — , £=o. 

La última equacion nos dice que el eslavo no distando nada del exe de 
las abscisas se halla en dicho exe, yy/£¿ esta causa resulta para 7 el mismo 
valor que para a; luego esta ci^f/j'encuentra al exe de las abscisas en 
un punto tal corno E ( fig*2.wi/y que dista del origen de la parábola una 
magnitud igual á la mitad del parámetro. 

P P 
Si hacemos — , como % en este supuesto es — , tendremos 

4P: 

4 

P_ 

2 

-f-p 2 

2p 

X 2 P 5 

t - p = - / > ; £ = 1-
0 X T ^ ) 

p 

2 

luego si se toma en el exe una magnitud AG igual á | p , y desde G se 

tira la perpendicular GF, y en ella se tomaGF=6== — , el punto W 
- > 

será también punto de la curva, y continuando dando valores ix, 
llegaríamos á construir la curva EFD. 

Para hallar la evoluta correspondiente á la rama AH, no tendremos 
mas que mudar los signos á la ordenada z, con lo que resultarán los va* 
lores correspondientes de « y ? , el de a siempre será positivo, por
que en su valor solo entra z elevada al quadrado, y el de <» tomará esta 
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q p É 8 J A ^ ^ ^ t . | ú'.Mfap dará para £ valores nat ivos , 
porquelel segundô HHMPS|É ôdos w pum£cTnaíyolr que efpr imero; 
luego "^debe rá tomar la £ ¿«Kontrario escomo se considerd en la equa
cion ( A ) \ e l círculo de curvmira, estoes, deberá tomarse sobie el exe 

J ¿ las a b a s a s , y originará í-Brama ED' . 
623 Par \sacar la equacionjjh; esta curva eliminaremos x y z por 

medio de laS^equaciones (G).(JrT) y la de la cu rva ; más con el fin de 
que nos resul t^con mas sencil lez, elegiremos por punto de origen el 
punto E que lo es (b¿la evoluta, y llamando ahora t' y u 'á sus coordenadas 

EG,GF, será t'=E^= 

y elevando al quadrado se tendrá u'2 

P P -7P 
cuya eqpacion manifiesta que la evoluta de la parábola vulgar es una 
segunda parábola cúbica. 

El radio de curvatura tiene la propiedad de ser tangente de la evo
luta, y de ser igual al arco de esta curva interceptado entre el radio y 
el origen, junto con la distancia del origen de esta al de la curva dada 
que se llama evolvente; por lo qual se puede considerar la evolvente 
como originada del desarrollo de la evoluta. No nos detendremos mas 
en esto porque los lectores que deseen imponerse mas á fondo en est~j 
teoría podrán consultar mi memoria sobre este punto, que contiene esta 
teoría con toda extensión; y al mismo tiempo se halla tratado el asunto 
por los dos métodos analítico y sintético, paraque se compare el uno 
con el otro, y se perciba bien su espíritu. 

De los coeficientes diferenciales de las superficies curvilíneas, de las 
v superficies de los cuerpos de revolución, y de los volúmenes de estos. 

624 Hasta aqui hemos encontrado los coeficientes diferenciales de 
una función qualquiera de x; ahora, como en una curva tal como la 
AMF (fig. 181) es función de la abscisa no solo la ordenada P M , sino 

B2 T O M . I I . P A R T E I I . 
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[582 y 591] 1 y así pasaremos* ¿ los de láVcres últimas. 
1, ,Para esto, llamaremos s á*ia superficiár V M P , y si concebí-nos que 
la abscisa A P = # se convierte en KP'J^;'—x-\-Ax, en tones Z = P " T 

se convertirá en z'^=iP'M.'~z-{-Az, y jí superf. APM—0 s /conver t i rá 
e n , s ' = A P W = A P M - f - P M M ' P ' = = í - i - í ¿ , y As será igu#" á A P ' M ' — 
A P M = P M E M ' P ' ; pero al paso que Ax d i sminuye , eK'rapecio recti
líneo P M M ' P ' se va acercando á As, de manera que. podremos hacer 
que la diferencia entre dicho trapecio y el espacio mxt i l ineo igual con, 
As llegue á ser menor que qualquiera cantidad daé/i (*); y como e l t r a -

pecio P M M / P ' = = P P ' ^ ) = A * 

/ 2z-r-Azs / Az\ jt¿y, / Az^ 
Ax ( j — Ax l z-\ ) , resulta -ix Iz-i \ 

\ 2 /• ^ 2 jÁ* 2 / 

se puede acercar á As tanto como sir^uiera, d dividiendo por Ax,\en-

Az ¿ár. As 
dremos que z-\ se por»-' .^f:Sv tanto como se quiera á j lueg© 

2 Ax 

los límites de estas dos expresiones serán igua les ; pero el límite de 

(*) Esto es bastante claro; pero si lo quisiéramos referir á nuestra 
proposición [1.520] podríamos, demostrar en general, que el espagio com
prendido por un arco y una cuerda, si se hace la cuerda dos veces me
nor y se tira por el punto de división una paralela á las ordenadas, y 
donde esta*encuentra á la curva se tira Ja cuerda, el espacio compren
dido entre esta cuerda y el arco correspondiente será menor que la m i 
tad del espacio anterior; y continuando del mismo modo llegará á ser 
menor que qualquier cantidad dada por pequeña que sea. En efecto, si 
*e divide la P P ' (fig- 210) en dos partes ¿guales, y levantamos la 
perpendicular p m , esta dividirá también á la cuerda M M ' en dos par
tes iguales; y como si circunscribimos el paralelogramo M N N ' M ' te-
nemas que el triángulo M m M ' es igual á la mitad de dicho paralelo-
gramo, será mayor que la mitad del segmento M e m f M ' , y por consi
guiente los dos segmentos M e m , m f M ' juntos, serán menores que la mi
tad del segmento M e m f M ' , y con mas razón lo «era uno de ellos; luego 
con dividir la P P ' en dos partes iguales hemos hecho que la diferencia 
M e m entre el trapecio mixt¿lineo y el rectilíneo sea mas de dos veces 
menor que lo era antes, y continuando la misma operación obtendre
mos un resultado como indica la proposición. 
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[ 1 V'-
agüitado ense 

P M + P ' M ' 

j i r a 
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coeficieMe diferencial de la superficie 
A1?M r3b>siderada como f^pion de Ic^abscisa A P es igual con la 

denadc 
625 Si'ltas coordenadas i^L fuesen perpendiculares , como en la 

(fig. 2 1 1 ) , entonces la superficre del trapecio P M M ' P ' seria igual con 

2Z-\-Az 
• x P P ' x s e n . N P P ' ; que llamando <p al án

gulo N P P ' que 
•2Z-hAz . 

igual á ———v.?f 

an las coordenadas, se tendrá que el trapecio será 

xAx, y pasando á los límites como antes, ten

dremos que ds=z. sé??-dx. 
626 Pasemos y a á del ^dr la fórmula para la diferencial de la su-

¡plares; para esto, observaremos que la 
diferencia de la superficie ADj5Rf ig . 2 1 2 ) está representada por el sec
tor A M M ' , luego si llamamos s a^Lsuperficie A D M , será A M M ' = A Í , 
y la relación que tenga con N N / = ^ ^ W t ^ = A ^ porque el a r c o B N bace 

As ^ ^ ^ ^ A M ' x M ' R 
oficios de abscisa, será — ; y siendo el sector A R M = se ten-

A R M ' AM'xM' l l R M ' A M R 

drá = m T „ T / = — f . X — . Ahora , por ser semejantes 
N N 2 N N ' N N 2 1 J 

los sectores A N N ' , A M ' R , dan N N ' : R M ' : : A N = i : A M ' , y se tendrá 

sector A R M ' A M ' A M ' R M ' A M 

N N 
A M ' 2 

- = , de donde resulta que 
N N ' 

; de donde pasando á los l ími tes , será l ím. de 

X == 
2 1 

sector A R M ' 
N N ' 

l ím. de 
A M ' 2 A M 2 z-

- = — ; y como al paso que ]SlN'=Ax dísminuy 
2 2 

acercándose á su límite cero, se acerca A M ' R á A M ' M , resulta que las 
sector A R M ' sect. A M M ' 

relaciones —— , zrrr- se podrán diferenciar entre s i tan 
N N ' N N 7 

poco como se quiera, y por lo mismo tendrán un mismo l ími te ; pero 
el límite de 

sector A R M ' sector A M ' R As ds 

N N ' 
= — es — , luego este será el l ímite de 

Ax dx 
, . ds z» z-dx 

por lo qual se tendrá — = — que da ds= , 
dx * t 



rededor^. 1 ;- . v ^ ^C». d? las a b a s a s , "Sfcf- ,%JPr s l a «ojjerfici* 
que describe el arco lím^'ia /escrita P<^*d V r c r ' M E M ' será 1: dife
rencia de 5 , y la cuerda M j r 7 d e s c n b l r r ' j n cono truncado, '^uya su
perficie , llamando ir á la razón del diánw^ro á la circunferciváa, es 

/ M P + M ' P ' , ¡vz+Azt. — 
2 7 r ( \ M M — 2 9 T ( - ^ V M Q s + M Q J = 

/ A z N 

2ir f ZH JX\/¿AA;2H-¿1Z2; y pasando á la relación se' 

sup e . de trozo orig. por M M ' • Az^f y/], Az2 

- 2ir ( ~ , 
AA; N 2 / r / A * 2 

Esto supuesto, si consideramos la superficiejF-^üihv iffiEicion de la 
abscisa x, echaremos de ver que quanto mas sgj^erquen Ax y A z á su 
l ími t e , tanto, mas se acercará la super í ic ied '^ t i t a por la cuerda M M ' á 
la superficie A S descrita por el arco Mj^nc , 

/ A z X | / ':wr. A S 

ó la expresión znlz-i \ \ / IĤ '— a la expresión — , y que la d i -

ferencia de estas dos expré^Hdii ¿ podrá llegar á ser menor que qualquier 
cantidad dada por pequeña que sea , de donde concluiremos que 

| / dz2 dS 
el límite intz 1 / IH de la primera será igual al límite — de la 

* dx2 dx 

Z~\ 1 / L. 

fdS \ / dz2 

segunda-, por lo qual será — - = 2 7 r z 1 / I - H , 
° 5 1 ^ dx * dx2 

-'«y < i 5 = 2 itzdx y / 1 + ~ e s 2 cnz*/dx2-*-dz2. 

628 Si llamamos la función de x que expresa el volumen del 
c u e r p o engendrado por el espacio A P M en su revolución al rededor 

del exe A G , el volumen del cuerpo engendrado por el espacio P M E M ' P ' 
terminado por el arco M E M ' será z=AV, y la del cono truncado en^ 
gendrado por el trapecio P M M ' P ' igual 

P P ' AA; 
7 r ( P M 2 - t - P M x P ' M ' - t - P ' M ' 2 j — - = = 7 r ( z 2 - t - z z ' - + - z ' 2 ) — = . . . 

3 3 
Ax Ax 

tf[z-+z(z4-Az)H-(z-i-Az)2]— =7r (3z 2 - i -3zAz- t -Az 2 )— = „ „ 
3 3 

9T^ÍS2-HZAZ-J J Ax, y pasando á la relación 
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i s a quanto mas se c ér-
Ax 

se t e ^ i 

pero es^a relación se aproximará tanto 

'uen A ^ k y Az á su límite o » » , de modo que su diferencia puede llegar 
á ser m e í \ que qualquier ( .«t idad dada por pequeña que sea; luego 

dV 
sus límites s ^ n iguales; y por consiguiente =TTZ 2 , 

dx 
igual á la superjlkie del círculo que describe la ordenada P M en su mo~ 
vimiento de revolaron , de donde resulta dV—mz-dx. 

C A L C U L O I N T E G R A L . 

De lainlegraciof^me las función?s racionales de una sola variable 

tiene por objeto según hemos dicho [ 5 0 9 ] 
rimitiva, dado el límite de la relación 

629 E l cálculo intfct 

manifestar qual es la fi 
entre el incremento de la fulfckün y de la variable. De donde se de
duce que siendo el inverso al e s c u l o diferencial, las reglas para inte
grar han de ser las opuestas á l a s ^ n y e d i e r o n para diferenciar. 

La exposición de los principios de e S ^ ^ P w l o presenta divisiones aná
logas á las que nos ofreció el Cálculo diferencial ; y así como tratando 
de este, aplicamos primero las reglas de diferenciar á las funciones ex
plícitas, también principiaremos estas investigaciones por el caso en que 
el coeficiente diferencial de la función que se busca , se da inmediata
mente en valores de las variables independientes. Quando el coeficien
te diferencial de primer drden de una función de x viene expresado en 

dz 1 

valores de x se tiene — = X , siendo Xz=f.x, ó dz=Xdx; luego la fun
da; . 

cion buscada es aquella cuya diferencial .es Xdx, y se indica ponién- , 
dolé una S antes, con la anal quisieron dar á conocer los primeros in
ventores del cálculo , que la función equivalía á la suma de las diferen
ciales. Juan Bernoülii las indicaba con una I inicial de integral-.jd&f^^W 
manera que z será igual á S Xdx ;. y se ve que la característica S es 
la opuesta de la característica d. Para hallar esta función es menester, 
invertir las reglas de la diferenciación; más á fin de proceder con mé
todo, trataremos sucesivamente de las diferentes formas que puede t e - , 
ner la función dada X , y que c'asificaremos en funciones racionales, <¿n 
funciones irracionales y en funciones trascendentes de este m o l o : 

r~Ax™ ~t-Bx» -i-CxP -i-tkc.=U 

Funciones racionales i A X M _^_B X „ _^CXP _,_ & c JJ £ 

L í ' * » ' -i-B'x»' HrC'xl>'-i-{kc.= F ' 
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Funcione ir»-""^nales VxVn. 

Funciones trascendentes F. 
dz 

Supongamos que el coeficiente diferenc-' — esté represen' ado po1* 
dar 

dz 
el monomio ^ar m , y tendremos — = A „ de donde d z = . .A^da;; pero 

dx 

quando tratamos de diferenciar un monomio en que la variable estaba 
elevada á potencias, diximos que se multiplícala el e ponente de la po
tencia por el mismo monomio disminuyendo el expon?,ite en una unidad, 
y multiplicándolo todo por la diferencial de la v¡ riable; luego aqui 
deberemos establecer las reglas en un drden inver h * i : suprí
mase la diferencial, auméntese una unidad al ponente, y pártase 
estopor el exponente que afectaba á la variab1 uespues de aumentad* 
en una unidad; en virtud de cuya regla te - naos que siendo 
dz Ax™-*-i 
—z=Axm ó dz=Axmdx será z=S.^d?; dx— . 
dx B H - I 

Y tomando casos particular'"' ' .~ndrá que si dz=4ax3dx se deduce 
Aax4 ¿bx™ bx™ 

x— = ax4; si dz=$bx9dx....z= = % 

4 JO a 
4ax-4 ax24 

a i d z = 4 a a ; 3 3 dx....z= = — . 
24 6 

630 También podríamos deducir de cada regla del cálculo diferencial 
©tra contraria en el integral; pero ahora solo notaremos que pues la di
ferencial de una función era la misma que la de la función acompañada 

- m a constante por via de suma d de resta, no sabemos si la integral 
AxM-+-* Axm-*-'1 

de Axmdx, es d es t~B siendo B una constante qual* 
m-t-i m-hi 

qux^ra; y por lo mismo debemos dexar nuestra misma duda expresada, 
añadiendo á la integral que da el cálculo una constante indeterminada 
que señalaremos con las iniciales consta 

_ ¿ , Ax*-*-* 
y diremos que S. Axmdx~ --^const. 
* m-t-i 

Esta constante se llama constante arbitraria, porque quando no hay 
ninguna circunstancia que la determine, la podemos nosotros elegir á 
arbitrio, ó hacer qus la integral satisfaga á una condición. A la integral 
que da el cálculo junto conia constante se le da el nombre de integral 
completa. 

631 Quando se nos propone integrar una expresión debemos dexafia^ 



pide que la detenBPeir^ir , a lo 
rMegral, entonce*¿hbo-/os pedir 

semm^fKKflmS^múetai "ía integral 

Ax™-*-1 

rn-hi 
mos const 
Aa™-*-1 

m-¥-1 

de manera que l a -^ t eg ra l con%>leta sea igual con b quand» 

nces subs t i tu i r em^a en vez de x en la expresión 

sto con b y de esta equacion despejart-

que será 

, lo que da const.=b-
m-t-i 

Aa™-*~* 

de 

•+- const. 
Aa™-*-1 

tendrás. Axm-*-ldx--

m-hi 

Ax™-*-1 

por lo que ¡ 
r v * — — m + i m-T-i 

632 A h o r a , q u a n d o ^ ^ á l c u l o integral se aplica á alguna qüestion, 
entonces la misma uüesürtafrlebe suministrar la constante, de manera 
que el resultado no c o n v é n g a n l o á dicha qüestion. Para esto lo que se 
necesita es conocer un valor ab-Kmto de la integral , pues restando de 
él l a integral queda el cálculo, téflfctemos el valor de la constante ; el 
valor absoluto que se puede conoce r ^ S | ^ U | t í u i er qüestion es el saber 
qué valor tiene la variable quando la integral que expresa lo que inda
gamos se reduce á cero, y por lo mismo vamos á manifestar que forma 
tiene entonces la constante. 

Supongamos que P sea la integral que da el cá lcu lo , y tendremos 
que P-i-const. será la integral completa ; supongamos ahora que subs
t i tuyendo en P en vez de la variable el valor que ha de reducir á 
cero la integral completa, se convierte en Q y se tendrá Q-i-conil.—o, 
lo que da consj.—o—Q=—Q de donde se deduce que en este caro se 
complétala integral añadiendo á la integral que da el cal.ido, el va.^ 
lor que resulta de substituir en la integral que da el cálculo, en vez de 
ia incógnita el valor que redúcela integral completa á cero, y tomando 
todo esto con un signo contrario. 

Y así, si nos propusiéramos integrar la expresión [ 6 3 0 ] de m a n e i ^ 
que la integral completa se reduxese á cero quando x—a, tendríamos 
Aa™~^1 Aa™-*-1 

h const.~o de donde const.— ,. 

lo que da z—%.Axmdx-
Ax™-*-* 

m-
Aa™-*-1 J(xm-hr—a™-*-i) 

m-t-i m-hi m~hi 
Si la quisiéramos completar de manera que se reduxese á cero quando 

#,==0 , tendríamos 
m-t-i 

-irCO!ist.=Q de donde C O « J Í . = O ; lo que no» 



.e .~ 
2o3 D t - I i CALcJlA 
dice qL « q^- , .o la integral conq.let 
var iable , no hay, término const m„ c«. 

6 3 3 De ~qui C L i r . . : if aremos aa la constfnte á 
no ser que alguna invest igado ^partícula; .os cor/duzca á lo con -ario. 

Antes de pasar mas adelante conviene «áminar un caso pr rticular 
en que el valor de la expresión (a) se cor erte en § , que es <4quel e" 

A(x°—a°) A(\ — i) 
o que m——1, porque entonces se tiene ..<-= = 7 , o' 

* o ' o 
Para encontrar su verdadero valor es necesario recurrir á la regla 

AX ¡)X J 
(573) > Y c o m o hemos hecho ver [575] que -/¿e reducía á l.a—l.b 

en la suposición de * = o , tendremos que en el ex/mnlo actual mudan
do las letras convenientemente será z—A(l.x—/ , 
pero quando m=—1 se tiene dz=Ax—idx-

Adx .-
luego dz— , da z=A (Lx—/.a), c" —Alx-hconst. 

x j 
L o mismo se hubiera concluido el párrafo [ 5 4 5 ] pues que por é\ 

dx { 

se tiene dlx=—, y maii.nesta que siempre que el numerador de una 
x 

fracción sea la diferencial del denominador esta fracción tiene por in
tegral al logaritmo del denominador. 

La excepción que presenta aqui la regla del párrafo ( 6 2 9 ) proviene 
de la imposibilidad de expresar la trascendente l.x por un número 
línito de términos algebraicos. 

6 3 4 Toda la dificultad de la integración de las funciones de una 
ŝ ola variable consiste en la investigación de las trasforníaciones propias 
para reducir las funciones propuestas á uno d muchos monomios á que 
se pueda aplicar la regla antecedente. 

Luego si se tubies? dz=axmdx-+-bx"dx-hcxPdx hallaríamos inmedia-

axm-+-1 bx"-*-1 cxP-*~l 

tamente (§629)^= 1 1 -+• const. 
m-\-i n-hi p-hi 

y no añadimos mas que una constante arbitraria, porque aunque aña
diésemos una para cada monomio, juntas no equivaldrían mas que á 
una c-ola que ia igual á su suma. E n general , pues que hemos visto 
[517] que 1/ —iv)—du-\-dv—dvj, 

s e debe concluí que $.(du-hdv—dw)z=S.du-t-S.dv—S.dw j 
y que S. (Pdx+Qdx— Rdx)=S.Pdx-i-S.Qdx—S.Rdx. 

6 3 5 Hagamos notar desde ahora una conseqüencia que nos será muy 
Útil en adelante , y es que integrando separadamente cada término de 



I 
rEGRAL. 

I 
rrÉcional siempre/jj/e — / sea un 

CASO se podrá integrar, pues 
ie al monomios integrables cada, 

en que puede serlo j y para determi-

fente en 
ma serie 

Dondí se ve 

númeQp entero, y poí 
la podréVios desenvolver 
«no deqlfor sí. 

^ 0 4 3 Tanbien hay otros c 
©narlos hafe^íos a-\-bxn—xnu9\ 

^ y i * a N« r a \" 
de donde #»= _ ^ ^ - , * = ( ) , xm— { ) J 

u9-^k \u9—b' Ku'l—bs 

diferenciando y sup 

xm—*dx 

*i7 

u9—b. 

iendo la cantidad común m, se tendrá 

w 
du=.... 1 

y á causa de ser (an-fof») ? = ' x f u 9 ) 9 ==:^uv"(-- ) ^ q = 

tendremos que la diferencial propuesta será 

a 9 u 

(uf-t-Z>) Q 

dzzzzk 
—qa • ir a í uP 

n(u9—b) n 
-f-i 

(u?—b) 9 

9 u da 

n(u9—b)9 

p m 
— -+ h l 

« 

m 
resultado que sera racional siempre que 1 sea entero ;pero aun» n+S* 

n q 
que este resultado sea racional no por eso diremos que siempre se po
drá integrar exactamente como en el caso anterior, porque aqui aun 
permanece la función quebia ¡a. 

2 

Así, si tubie'semos para integrar la expresión dz=8x9dx(a-*-bx5)? 
como aqui seria m—io y n = 5 resultaría -^-=2 número entero; luegG 
esta fdrmula seria integrable exactamente; y como aqui k=8, p = 2 , 
$=3, y u=a-hbx5, sera haciendo las substituciones en la formula (/x) 
j 1 y ' í 3 — n \ L ^ — 1 24 /-lio—a i 1 

¿ 5 = 8 x — uS—-( ) du— —- U4 ( ) du=.... 
\ b ' 56 V b { 

DY 

5* 
T O M O I I . P A R T E I I . 



2 I 8 
2 4 

2 4 24 lS üli¿\ 
lo que da z==—^- S.(u7du—a^+du)=—r-( t )-f- const. —... 

* ^ 5 ¿ 2 8 5 < , 
24 ^«3 a N 24 , ,. , j / - (a-+-bxá)3 a 

-— u5( -7, )-i-const.=—-— (a-i-b> > ( - — - — - )-i-const.= 

24 2 4« 
• (a-i-bxS ) 8 _ (a+bx5)5-{. const. 

4ob2K 256 

Quando /»==»,— = 1 es numero entero, y se odra integrar exaa-

tamente la función por la fdrmula; pero en este a .0 podemos conseguir 
nuestro fin sin su auxilio, haciendo uso de las '^nes, para
que lo que hay fuera del paréntesis sea la dif encial de lo que hay 
dentro multiplicado por una constante 5 y & , si nos propusiéramos in
tegrar la expresión dz=4ax¿dx(cAg>* ¡6 tendríamos que hacer lo que 
está fuera del paréntesis igual á 2.6 dx—i2x>dx multiplicado ó divi
dido por un factor constante, pa i - ÍO qual nos bastaría multiplicar y 
dividir por 3 y separar e1 a en estos términos, lo que dará 

12ax5dx á a 4 
dz=z r—x(c~\-2x6) = — x 12x5dx(c-\-2x6) , 

3 3 ' • ' " 
a | a i 

de donde z = S . — xi2xSdx(e-t-zx6) =—S.i2xSdx(c-i-2X 6) = 
3 a 3 

a (c+2x6) » 
— X 1 h const. 
3 t * J 

644 Pues que no es posible integrar en general la fdrmula 
P 1 . ^ • > • 

S.xm—idxfa-i-bxB)1!, la idea que se presenta al principio es tratar de re
ducirla á los casos mas simples, haciendo uso de la observación que hici
mos [635] acerca de que S.udt=ut—S.tdu ; porque si se descompone la 

P 
cantidad xm—1dx(a-+-bxn)Q en dos factores de los quales el uno lo repre
sentemos por dt y el otro por u, se hará depender la integración de 
la fórmula propuesta de la de S.udt, que, en ciertos casos, será mas 
simple que la propuesta , como vamos á manifestar. 

Entre las diversas maneras de que se puede descomponer la diferen-
P 

cial xm~ldx/a-*-bxn)(i en factores, la que primero se ofrece consiste en 

hacer xm^dx=sdt, lo que da í = — , y resulta que uz=(a-+bxB) i% 

c 
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•^y Sí!í|j»—*dx (a-i-bx«)q (a-*~bx») q 

"staV< 

fcüLO INTEGRAL, 

^f. pnb 

qm 
S.xm-*-n—1dx(a-i-bxn ) í * ~ ' 1 ' 

Esta\drmula ya nos da\ [go reducida la propuesta ; pero se llegará 
aun á algina otra mas simple, observando que 

£ t 
(a-hWS^ = (a+bx») Q 1 (a-t-kx»), 

P_ t_ 
jS¿x^tdx(a-t-bx»^=aS.xm--»-ídx(a-hbx^)q 1 -i-bS.xm-*-»—*dx(a-hbx»)q *(<*); 

y S íLbst i tragr r',r. %e valor en el primer miembro de la equacion prece- ^ 
P 

dente, y despejando £ ^resultado el valor de S.xm-*-"—1dx(a-hbx»)Q 1

5 

se obtendrá 

S.xm-*-n^*dx{a-i-bx")9 

a-f-bxt¡)9—aS.xfli—Jdx(a-i-bxn)q 1 

qm 

Si para mayor sencillez se escribe en Vez de —— — i , y 

P 
en vez de — - , y se reduce todo á un quebrado simple , resultará 

„ • t qxm(a-hbx»)q 
§.xm-*-n—idx(a+bx»)q—- • — 

P 
-amqS.x™—ldx (a-\-bx«)9 

v(qm-+-pn-i-qfi) 
poniendo aun m en vez de m-i-n, y por consiguiente m—n en vez de m, 

se tendrá 

L^qXm—»(a-i-bx»)q —¿z^f/n—n)S.*«—»—»á* (a-hbx")í -hi 
S.xm—idx(a-i-bx»)q 

b(qm-+-pn) 

donde vemos que la integración de xm—Idx(a-hbxn)q' 

L 
la tenemos reducida á la de xm—*—ldx(a+bx")q ; 

y por el mismo método podremos referir esta á la de 

L 

$,x*n—2n—idx(a-\-bxn)i, escribiendo m—rcen vez de m en la equacion(S}j 



- 2 0 

p P 
Substituyendo -— —1 en vez de — en esta equacion , se obtendrá 

( r - q q 
p \ 

$.xm— Jdx(a-hbx»)9 1 por medio de S.x m— Jdx(a-^bx»)9 ' 
y así se continuaría hasta haber quitado todas las unidades que se pu-

, . p>••• . 
diesen contener en el número fraccionario — . 

9 
Otras muchas observaciones podríamos hacer sobre este punto; pero 

nos contentaremos con hacer la siguiente aplicación, porque la nece
sitaremos en lo sucesivo. Supongamos que se nos dé la expresión 

S.d%\/¡tax—x2, en la qual haciendo x=.a—u, que da dxz=>—du. 

después mm _ ¿en ési .on ,. hará r.d-
r_ i f t 

nocer á S.xm—2n—Idx(a~hbx^)í p r medio d» §.*m—'3»—*dx(a-\-bx")Q 
y así sucesivamente; por lo que se tendrá } 

t ' • s / ' si 
t qxm—-"(a+bx»)<l*'1 (m J2B )?aS.*'»-«- , í ,» (a+Aj;«) í 

xm- t¡—idx(a-hbx")q= i - - — , 
b[(m—n)xq-+np] b[(m~n)q+np] 

, • L " 
t qxm—3x(a-i-bx")<i'~i~I (m— 2n)qaS.? •—3n—idx(a-t-bx")9 

xm—-»—idx(a+bxn)<l=- : -—— '— • 
b['m—2ti)q-T-pn] b[(m -2n)q-+-np] 

• : ... ?.L o'ánmm . L "f i<M * '-•**«Ti'J«ílH^* ?*'' 
y en general S.x m—f*—0«— 1dx{a-x-bx t l)9=... 

qxm—f"ifa+bxn)q~+'1 ( m - hit)ga$.xm- ' -ldx(a-*-hx*)t 

t b~[(m—(h— i)n)q-i-np] b\(m-•' fi—i)n)q-hnp] 

expresando con n un niímero entero que' jUiera.- Donde se ye.que si m 
es indlliplo de n, se hallará u" ' ' .*o respecto del qual m—hn==o, 

• \ P_ 
en cuyo caso la cantidad S.xm—/¡"—Idx(a-i-bx'!)tI que está multiplicada 
por ,este'factor, desaparecerá , y por consiguiente se llegará á tener un 
resultado á qUe ya no afecte ninguna integral. 

645 Si substituimos en la equacion (a) en vez deS.a;m+«— *dx fa~hbx")íl , 
1 valor que da la equacion (6), resultará 

\ ' P ¿ 
\S s £ qx™(a-^bxnvi-1-pna%.xm—'ldx(a-^bx»)'l 

\ s.x**—*dx(a+bx'>)9=z±-±* í—- _ ^ í (e). 
qm-i-pn 



r 
la Vendremos 
r^jOin parando 

I • -m—feo, w=2, — = § , 

> * A , 

e será necesario substituir a 2 en 

vez d e \ , y «en lugar d t m , con lo qual nos resultará 
* i i 

. i iu(a J—u 2) 2-f-2flt 2 S.du(a2—n2) * 
. - s . d w r ^ - V ) 2 = — - - -—i 

du 

pero [§5 
\ / n2—™ 

s/a2—u2 

es la diferencial de un arco cuyo seno está repre. 

du 
— = arco (sen.= — ^ , 

-> n ' 
sentado por — l u e g o b 

a 

y por lo mismo 
u\ 

S.dxy 2ax—x2——S.du(a2—«2)2=—¿ffv a2—u2—\a2 arco(sen.=- J-f-
.V . . . a' f 

T a X \ 

const.=:—^(a—x)s/2ax—x2—\a2 arco (sen. = J-hconst. 

Si determinamos la constante arbitraria.de manera que la integral se': 
desvanezca quando x—o, se tendrá para determinarla la equacion 

^-|-a 2arco ^ s e n . = — = I ) + e o n s t . = o - } 

de donde resulta const.—\a2 arco \it; 
y substituyendo este valor, tendremos 

S.dx\/2ax—x2——-x)\/ 2ax—x2—fa2.arco(sen.= . \ 
a ) 

1 T /
 a X\ 

2ax—ít2-t--|a2xarco^cos.= V 

j¡-a2:arco de |TT=—\'a—x)\/'2ax—x 2-\-\a 2(arco de JTT) 

arco d e ( s e n . = ^ - ^ = = _ | (a—x) 

646 Quando por ninguno de estos medios se puede encontrar inte
gral exacta, se desenvuelve la expresión en serie y se va i n t e g r a n d o 

cada te'rmino separadamente ; y así, para integrar por este medio iá ex-. 
p 

presión S.kxm—idx(a-hbx")(J, haremos — =sr 
9 

http://arbitraria.de


,222 • BEL CALCULO IN'i 
y desenvolví ndo el binomio en sei ?,4tín. 

\ Jf \ 
ri r— i f 

(a-*-bxn)r=ar-*-rar—1bxn-*~ — yar~2b2x* ¿-&c.=L\,¿ 

rb r(r—i)xh2x2fl * 
arli-\ *«•+• h&c.) 

a za2 / j , $ 
rb r(r—i) 

luego z—karS.(x™-—1dx-*~—x"-*-™—1dx-i- —i b2x2"-*-™-~r-i-Sc.)^s: 
rt 2 a 2 

( xm rb x"-*-™ r(r—i)b2x2»-*-™ v 
1 x 1 l-&c. j+díist. 

m a n-i-m za2(in-\-m) s 

Y como no solo estas funciones binomias, sino qma*m~a,á**3i .otra*j 
ya sean racionales ya sean quebradas, se pueden d «eavolver en se
ries , resulta que quando dz—Xdx no se puede i' -grar exactamente» 
se desenvolverá Xen una serie, se multiplica"' >0r dx, y luego se in-w 
legrará 5 por lo qual si suponemos que 

X—Axm^-Bx™*rn^Cx™-*-2»-^ yXm-*-3fi-hSic. 

tendremos dz=.Ax™dx-*-Bx™-*-ndx-> ' .™-*-2"dx-i-ckc. 
Ax™-*-1 Bx™-*-»-*-1 isx™-*-2"-*-1 

y z— 1 1 h&c.H-co/zsr. 
m-i-i m+n-hi m-\-2n-\-\ 

Si en el desarrollo de la función X se hallase algún término de la 
P 

forma — , entonces, después de multiplicado por dx é integrando r 

x 
daria ^xl.x. 

Supongamos ante todas cosas que la función X esté representada 
por —; como después de desenvuelta en serie, se convierte en 

a-i-x 
w I ' ¿ X X2 X3 

—— 1 1- ote. resultara que 
rt a 2

 «3 a4 
dx / 1 \ * dx xdx x2dx x3dx \ 

S.dz=S. =S.dx ( )=S . ( f- H & . M 
a-i-x \a-*-x' V . a a2 a3 a4 / 

X X2 X3 X4 

•+• > 1- & c . -+• const. ¡ a 2rt2 3a3 4'<4 
dx 

y como por otra parte sabemos [§633] que S. =1.(a-i-x), 
a-+-x 

X X2 x3 x4 
resultará l.(a-i-x)=: i- —• . h&C. -t- const* 

, a 2a 2 3a3 4a4 
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i jjtffcerl'aremos qut .omc indepen
diente de * , enga £ U n V?hl~ Part ir , , i,, lo tendrá 
en todos; y com ñaue á x—o . íuna v.^oj—const., tendremos pa
sando el valor de la coi .ante al pi uer miembro 

,a+x^ , / x \ x *2 x 3 s 
l.(a+x)—l.a=.l.( Y U i + - = — — & c . 

v y \ « / V a' a 2 a 2 30,3 

resultado idéntico con el ontenido [§ 4 7 2 ] observando que alli x repre-
x 

senta lo qut ^qui — . 
a 

6 4 7 Si tubiéá mos la expresión d z = ~ 

( 1 x2 x4 x6 ^ 
1 h&c. ) 

rt a3 a-5 a7 / 
X x3 x5 x7 • ' 

luego £ = — h h & C - h C 0 » 5 Í . 
a 3 a 3 5 a - 7«7 

arfa; 
más por otra parte [§550] sabemos q u . 

dx 

a2-i-x2 x2-
i-i 

ü 2 

x 
es la diferencial del arco cuya tangente es — ; 

rt 
adx / x v 

luego también tendremos S.- = arc.f t a n g = — ) , 
a 2 - h A " 2 \ a J 

( x N x x3 x5 
t a n g . = — ) = : 1 &c.H-co?iíf. 

a / a 3¿z3 §a5 

x 
Ahora, una misma tangente — puede corresponder á muchos arcos; y 

a 
como todos estos arcos son iguales al menor junto con algunos auadran-
tes, resulta que si queremos hallar el valor del menor de estos arcos, 

tendremos que como dicho arco menor es cero quando su tangente — 
x a 

6 x es o , resultará que suponiendo — = 0 ó x=o, en la equacion ante-
a 

rior tendremos o—const. y por lo mismo dicha equacion se convertirá en 

( x v x x3 x$ x7 
t a n g . = — ) — . > H * - h&c. 

a ' a 3#3 5<z5 ya7 

x3 x5 x7 
que suponien .-.o a = 1 , sera are. (tang.=:v)===A; -i 1- & c , 

3 5 7 



648 Si la e> pesien fuese 

r í -** 

1 • ' X 3 X 5 \ * 
X=S.tf*# — — ==S.( d*H-£;t-2£ÜH a:4d: a;íd.x-t-&c.4=,... 

A/T^X2 V 2 X 4 8 X 4 x 6 j 

1 1x3 ' X 3 X 5 
*-+--— — x5-\ x7-+-ixc.-i-const. 

2x3 2x4x5 2x4x6x7 
dx 

Pero la expresión —• es la diferencial del arco x jo6 tiene por 

seno*, luego también tendremos S .— ==arco (sr ' 3 5 o 0 1 y por la» 
Vi — x2 

mismas razones que antes resultará para el arco w r que tiene x por 

/ v 1 í X 3 Jx5 seno, arco(sen.=#)==*-* x3-t- x¿-* x?-+ &c. 
2x3 2x4x5, 2x4x6x7 

De la integración de las cantidad?' jgaritmicas y exponenciales. 

649 Supongamos la fdrmula dz—Pdx(l.x)», en la qual P sea una 
función algebraica de x, y tendremos [§ 635] que 

z=Pdx(Lx)»=(l.xyS.Pdx—$.d.(l.x)»xS.Pdx. 
y como P es una función algebraica de x resultará que la S.Pdx será 
exacta, y si la llamamos N tendremos que S.Pdx=N; y como por otra 

dx 
parte d.{l.x)n=n{l.x)r>—1 — ^substituyendo estos valores en la expre-

x 
dx 

síon de z , será z=N(l.x)n—nS. —(l.x)n—*N. Ahora , como N es una 
•X 

dx 
función algebraica, tendremos que la integral de — N también sera 

x 
algebraica, y llamándola Mresultará que 

dx 
como d(l.x)»~i=(n— 1) — (1 *)»—2, 

•x . 
la misma advertencia nos dará 

dx dx 
g; JSÍx(i:x)»—i=M(Lxy—i—( 1 N.S. — (/.*)«—*M, 

x x 
dx 

luego z—S.Pdx(l.x)*=N(l.xy - . , - ' . * ) * — i ) S . — (/.*)«—*M. 
x 
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R E C T I F I C A C I Ó N D E L A C I R C U N F E R E N C I A B E L O i Í R C ü L O . 

Por D. Josef Mariano Callejo , Catedrático de Matemáticas^del Seminario de Nobles de Madriá\^diio 18*03 

sacaremos para el arco en valores de su tangente Si llamai jos A un arco qualquiera de un círculo cuyo radio sea 1 , por medio de las series ó el cálculo infinite^'' 

, P , , . V- * . tangent.3^? tangent.5^/ tangent.7yí tangent .9^ tangent. 1 1 ^/ 
la f o r " - 1 - «*dbente : y / = t a n g e n t . ^ 1 5 2 i 2 0 , f 

11 

Si el arco es de 30 o -mo sen. 30°=* , y cos.—\/i— f = \ Z % , será tangent .30°= 
sen. 301 

cos. 3oc 

luego arco de 3 0 ° = — - -

V¿ 3 x 3 ^ 3 

vi kV? vi 
[ T O M O I I P A R T E I I . pág. 223. ] 

— H-orr / 
' 5 X 3 V 3 7 X 3 V 3 9 X 3 V 3 / 

Y como la semicircunferencia equivale á seis veces el arco de 30 o si multiplicamos por 6 será Semi C = 6 ^ V— 1

 t .
 1 

2x3 

V 3 
o - 3x3 5X3 2 7X3 3 9X3 4 1X3 5 

4 - & C 
y ^ 3x3 

- - H & C . ^ = . 

V 3 3X3V3 0X3V3 7 X 3 3 V 3 9 X 3 V 3 J iX3^v / 3 

1 1 
>i 

• + & c . \ 
5X3 2 7x33 9x34 U X 3 5 J 

Con el íin de que todos los términos sean positivos , reduciremos á uno cada dos términos de la expresión antecedente, y observando luego que en cada término el nu
merador se compone del numerador del antecedente mas 3 , y el denominador del producto de los dos ndmeros impares que siguen á los del término anterior, multiplicado 
por una potencia de 3 , cuyo exponente tiene dos unidades mas que el de la potencia del anterior, sacaremos 

Semi C—2 

I 2 . ° 

9 6 

v / 3 ( 

2.° 

l6 21 

4." 

3 2 

5-
40 

6.° 

48 

rr O 

56 

8.° 

64 
9-
72 

10. 
80 

11. 
88 

3x3 5x7x33 9x11x3-5 13x15x3* 17X19X3 9 21x23x3' 

13 . 0 14 . 0 1 5 . 0 16 . 0 1 7 . 0 

104 112 120 128 136 

25x27x3^ 29x31x3*5 33x35 X317 37x39x319 41x43x3^ 

144 
19." 
152 

20." 

160 

2 ! ¡ w 

l68 
22." 
1 "6 

4 -
45x4 7 X 3 2 3 49>-ó¿X325 5 3 X 5 5 - 3 2 ? 5 7 X 5 9 X 3 2 9 61X&3X331 65x67x333 69x71x335 73x75x337 77x79x^39 . 81x83x341 *3 ' 

184 
24" 

192 
25. . 
200 

2 6.° 

208 
27." 

2 r6 

2 8.° 

224 
-f-

29. 
232 240 

3»-
248 

89x91x345 93x95x347 97x99x349 101x103x351 105x107x353 109x111x355 113x115x3^7 

34-° 35-° 3 6 - ° 
272 280 288 

11 yx 11 o,x¿¿J¡> 121x123x3 61 

32. 
256 

33-
264 

-h&c. ) 

1. 

125x127x3^ 129x131x365 133x135x367 137x139x^69 141X143X3 7 1 

Sacando en decimales cada uno de estos términos y sumando l u e g o , será 

0,8888888.88888888888888888888888888888: 
81 

3x3 9 
, 0 - 1 6

 = J 6

 = 

5x7x33 945 

o _ M = 

9x11x35 8019 

32 32 

13x15x37—426465" 

o _ 4 o __ 4 o 

( A ) 

3,4641016151377545870548926830117447338 

0,906899682117108925297039128821077858 
0,-16931216931216931216931216931216931 

3i i769i453623979i28 3 494034i47io57 0 2 6 o 4': 
o, . 997630627260256889886519516149145 ^ .2078460969082652752232935609807046840 

5 

6.° 

7 

8 

17x19x39 6307O09 
48 16 

2 1 x 2 3 x 3 " 28520667 

°= 5 6 — 5 6 — 
25x27x3*3 1076168025 

o _ 64 64 

29x31x3*5 12899667393 

o _ 7 2 8 

75035465981968039581208305488141 

6291673489200106518032172157803 

10/ 

33X35X31? 16572^7585 
80 JT 80 

1 i . w = 

3?X39 X 3' 9 ^ 6 7 7 1 4 3 2 9 6 8 8 1 
88 38 

^ v ^ ' IO^4i602696889 
3f_ . 

"603709.:! 073035 
104 

I 4 . ° = • 1 1 2 \ 112 

,<S >V<: : x " 2 2 2 2oOi OOÓO/J/ i 05 
o 3 2 0 40 

[ 5 

l6.°=: 

57X09X3 2 9 6934653026033843 
i°8 iatí 

• o, . . . ...4961300^ 1457624839242240763 

• o, . . . . ^ 48271320780. -00602865668230 

• o , 477001578510177349^0910723 

• o, . . . . . . 4771819534689635764 

• o , 482i387ii349399 I T 755o. 

• °-> 4 9 I I 7 4 3 9 o 8 l 3 7 9 6 9 5 3 4 ' 

o, 5038550156722962' 

o. 5 i 9 9 2 I 7 5 7 3 I J ~ / í ) 5 6 7 8 4 Q 

. 277128129211020366964391414640939578 

. . 31176914536239791283494034147105702 

. . .3117691453623979128349403414710570 

. . . 207846096908265275223293560980704 

o, . . . 560996697587752768895622251751 27712812921102036696439141464093 

692820323027550917410978536602 
o, . . ...52036483800938055188919035203- m 34641016151377545870548926830 

3464^x^0^^7754587054892683 

130596428210938424878 

I016151377545870548926 

. .2771281292I10203669643914 

311769145362397912834940 

6928203230275509174109 

1732050807568877293527 

69282032302755091741 

3 1 1 7 6 9 1 45^62.T,97<)* »&í 
2424871/305964282ÍO 

. . I O 7 9 2 3 0 4 8 4 5 4 1 3 2 6 3 

• * • 3 I I 7 6 9 I 4 5 3 6 2 3 9 7 9 
. . . . 34644016151377 

6928203230275 

6.X63X331 23737i^|6i9X9L;o833i 

Suma 1 - - o .«o .. . V ü 10734868765198812594590^6000_ 
de los i7° , í8° 2 4 ° ^ 

346744"379-7 17344^8595615625x34^ °> 

'25275433548806573423468840 

• • 5 3 9 2 j p 4 2 

.0273997.: 

2771201292110 

^785429284903 277128129211 

. . .6928203230 

73997662320455578 . . . . 346410161 

24248711 

97426805381 24248-1 
27712r 

90998330298043028535675x359 

S u m a d e l o s 3 i < \ 3 2 ° ^=J2^^^ n?'*6*?p**&ss m / ' [[[:'.'.'.'/.'.'///.:///.'''. - 7 3 - |¡ 

7 2 5 2 5 8 7 5 9 7 l 8 5 3 5 5 4 9 9 6 3 2 8 2 5 X 3 7 1 

Suma total. = . . . ' • 0,9068996821171089252970391288'2io77858 

Multiplicando ahora esto por 2^3=3,4641016151377545870548926830117447338, saldrá como se ve en (A) 3^4'59 2 6535 89793 23 846264338 32795023558o 

Semi C=3,i4i59265358979323346264338327950285580. 

Este valor está sacado en el supuesto de ser R—x , y por consiguiente D=2 • luego si suponemos JD—\ , será C—¿, 14150265358979323346264338327950285580. 

Esta expresión de C conviene en los treinta y quatro guarismos decimales primeros, con la que Lagni nos presenta en las Memorias de la Academia de Ciencias de París, 

no 1 7 1 9 , que es C=3,1415926.5358979323846264338327950288419&C. hasta 127 guarismos decimales. 
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p+JtPero si llamamos 2 _ • -*~;j?aí ^ — A \ l a * " : i " m o j iver í - r jda nos ciamos - "*;o-va] A, — U *~**m» M v e r ? ? j á i 

dx il \ \ % dx 
dará S. —(/ .* )*— 2 M—L{ l . xY ~2—(«— 2)5.(7.*)»—3 — Z, , 

A; # 
mego z=S.ií^(Z.A;)«=ivR(/.A:)«-'J'2Íb?(/.A;)«— 

n ( » — i )£ ( / .* )*—*—«(»—1) («— 2 ) S. — (Z.*)«—3L. 

i|Donde se ve que coiUinnando del mismo modo quando n sea un nu-
\mero entero, como se t le han de ir quitando sucesivamente unidades, 
llegaremos al fin á un factor n—n, el qual siendo cero hará desapare

c e r el último t é r m i n o crr̂ e se halle afecto de la integral; y como todas 
las- funciones JS/,M,L, v te. son algebraicas , resulta que la función 
dz=Pdx(l.x)« tiene integral algebraica siempre que n sea un número 
entero. Sea por exemplo dz—vmdx{l.x)2, y tendremos 

. i.° S.x™dx— =N. 
m-\-i 

dx xm^~l dx xm x™-*-1 

2.o S.2V — = S . x — = S . dx— =M. 
x w + i x m-t-i (rn-hi)2 

dx xm x™-*-1 

3 . ° S . M — - = S . dx=/ =L; 
x (tn-hi)2

 (/«-t-i)3 

y como el término que debería seguir tendría por coeficiente 
n—2.=2—2, que en nuestro caso es cero, se sigue que ya no hay mas 

término, y resultará que z=S.xmdx(l.x)2=N(l.xy—2M{l.x)-\-.„ 
,(Lx)2 2(l.x) 2 \ 

2XixLx(l.x)°=x™+U ---——-—i ) -i-const. 
V. m-hi (rn-hi)2 (m-hi)3S 

650 Pasemos ahora á la integración de las funciones exponenciales; 
más primero notaremos que siendo U una función algebraica de ax, la 
integración de dz—JJdx no presentaría ninguna dificultad; pues que 

f ktt du 
haciendo ax=u tendríamos xl.a—l.u de donde x—— , dx— j 

La ul.a 
y substituyendo estos valores se convertiría dz en una diferencial al* 
gebráica con relación á la variable u. Y así, si tubiéramos 

a''dx 
dz=. — haciendo las substituciones resultaría 

\Zi-i-anx 
^ udu du 

ul.aVi-t-u" l.a\/i-T-u* - > 
E2 T O M O I I . P A R T E I I . 

file:///mero
file:///Zi-i-anx
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Si la equacion diferencial vropue. • fue»*1 a^dx> se la d c i w * ^ ' 
pondria en dos tactores «-^ xP;, y si», do [§ 544] d.axz=zLaxaxdx ¡ 

ax 

resultará que ax=S.Laxaxdx=l.aS.a> lx, yS.axdx= — j 
La-

1 1 
por lo qual tendremos z=—- Pax — — S. axd.P(i). &c. 

La La 
Haciendo d.P=Qdx,dQ=Rdx,dR=Tdx, 

y continuando la reducción de antes, se hallará esta serie 

z=S.Paxdx= — Pax- — Qax-i — Ra*...± — — S. E/a*rf*, k 
/ . a (La)? (La)3 ¿ n M ) n

 rh 
donde el signo -+• corresponde si el término ocupa un lugar impar," y 
el — si ocupa un lugar par. 

Si hubiéramos integrado al principio el factor 'Pdx, y á su integral 
la hubiéramos llamado iV, hubiér? nos tenido z=axN—(L.a)S.Naxdx, 
y continuándola después de hab r supuesto S.Ndx=.Mfi.Mdx—L,(k.<i, 
resultará S.Paxdx=axN—(La)axM-,-(La)zaxL....=t(lMyS.Gaxdx, 
donde se debe hacer en punto á los signos la misma advertencia que 
antes. 

651 La aplicación de la primera fórmula conducirá á la integral 
exacta, siempre que P sea una función racional y entera; porque en-

dP dQ dR 
tonces el numero de las cantidades Q — — , 11= — , , T = — & c . 

dx dx dx 

será limitado, la última U será constante y por consiguiente 
ax 

S.Uaxdx se mudará en US.axdx=^U. 1- const.. 
La 

Sea por exemplo P=x», designando n un número entero positivo5 
con lo qual se tendrá dP=nx»—ldx y 

. / •, , aXx" n 

y la equacion (1) se convertirá en z=$.axx!idx= S.axx"— ldx 
La La 

y continuando se hallará 
Q=nxn—R=.n(n—i)x«—2, T=n(n*—i)(n—2)*»—3, 

( a" 
i 

La 
n(n—1)(«—2)xfl—3 n(n—I)....I 

xtt nx»—1 n(n—i)xn—3 

(La)2 * ~~(Lajr~ 

(l.a)4 (La) 
-+- const % 



65^ 7,, fórm la r ' ^ o n viene sino al caso que las canti-
• dadésiV==S.A ' \ .S.Sch J^S.I >dx<kc. 

se pueden obtener*Mge%fá*' nnente; \ uc a^..^ con suceso al exem
plo de arriba quando n es un n i ímer tVnte io nega t ivo , porque enton-

1 
Jes se tiene P= —, N= í x» (/—n)x»—i (n—i)x»-~l 

1 1 
Mz=. • . L— <5¿c> 

(n— i)(r>—2)x»—2 9 ( « — 2 ) ( / z — 3 ) * " — 3 
axdx ax axl.a 

de donde S. * •= .... 
x» 1 (»—\)xn—1 (n—i)(n—2)xri—2 

ax(l.a)2 ax{l.a)»—1 (La)»—1 axdx 

1—i)(n—z)(n—3j*«—3 (n—*)(«-— 2) . . íxx (n—i)(n—2J...1 

ü*dx 
N o se podría continuar la reducción mas alia de S. , porque la 

x 

equacion S.Paxdx=axN—l.a$.l faxdx, de que se sacan todas estas reduc-

. axdx ax La axdx 
ciones, se convierte en S. = — \ H S. , 

x» (n—i)x»—1 n—1 x»—1 

cuyos te'rminos se convierten en'00 quando n==i. Más la expresión 

aun no se sabe integrar exactamente; y si esto se pudiese hacer se 
• x , 

tendría también la de axx"dx en todos los casos en que n fuese un nu
mero entero. Quando 11 es un numero fraccionario, las dos series de 
que hemos hecho uso, no se terminan. 

De la integración de las funciones circulares. 

.653 Supongamos la expresión z—S.Xdxxare.(sen.=x); 
BÍ se integra al principio el factor Xdx, observando [§ 550] que 

.dx 
d . a r c . ( s e n . = # ) = — , y haciendo S.Xdx—y, se tendrá 

s/\—x2 

- Vdx-
$.Xdxx&rc.($en.=x)=prx&vc.(sen.—x)—$.— •-* 

V/i— -x 2 

luego la integración de la fórmula propuesta, se referirá á una función 
dx 

algebraica si V\o e s ; como d. a r e . ( e o s . = # ) = 
s/ 1—x2 

dx 
y d. a r c . ( t a n g . = * ) = se tendrá , obrando del mismo modo que 
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y ^ y estos valores dan 

S.z"dx=xz"-hnz"—iVi— x2—n(n— \)zn—2x—n(n — i)(n—2)z"~ 3V í— x2-^ 
Serie que se termina quando n es un número entero positivo. 
Si se tubiese Xdx=dz ó X=.XJ, la integral se mudaría en 

S.z»dz— i-const. 
ra-t-i 

655 Puesto que [ § 549 ] , 

antes, que S.XJA;xarco(cos.=*)=/>3< re.̂ co* S —,., 

y ^ 
D.Xd r*xarc.(tang.=*)=/ ; rxarc.(tan¿.=:A;)—S. , 

| -t-a;2 

y la integración de estas formulas no depen .era sino de una función 
algebraica, siempre que Vsea algebraica. 

654 Si representamos por z un arco cuyo seno, coseno ó tangente &c. 
estén expresados en funciones de es decir, que se teng^ dz=X'dx, 
siendo X! una función dada de x, se obtendrá S.Xz"dx: por un proce
dimiento semejante al de los artículos precedentes. Pana esto haremos 
S.Xdx=Pr y se tendrá S.Xzndx—Kzn—nS.P^z1-—Tdz\ poniendo en vez 
de dz su valor X'dx, y haciendo S.PrXfdx=U, 
se hallará S.Vz"—ldz—Uz»—l—(»— 1) S.E/s*—2dz. 
Continuando de este modo, iremos rebaxando cada vez una unidad al 
¿¿ponente de z, y se llegará en fin á hacer desaparecer este arco, si n 
es un numero entero positivo. 

j El caso mas simple es aquel en que X=i y en que z es el arco cuya 
dx 

seno=#, y entonces resulta dz—— , V=.x, 
V ' 1 — x 2 

xdx —2 xdx —2 xdx 
fr=s. = s. s. = [ § Ó 2 5 ] _ y 1 

Vi— x2 — 2 V 1 — % 2 2V 1—x2 

—xdx 
y continuando se hallada T=~x,R——S.— =V 1—x2, Q = * & c . 

Vi— x2 
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¡ / i ) & Vi • J 
l. sen. MI*- .lu.<^.nu. I S.du. cos.nu=.— sen.nu+const. 

d. cos. nu=—ndu. sen. n 

ndu 
d. tang. nu-

d. cot. nu—— 

d. sec. nu— 

(cos.m/) 2 

ndu 

( sen . « i / ) 2 

ndz/\ s e n . n i / 

i S.du. sen.nu=z cos.nu-i-const. 
n 

S. 
du 

- tang.TZM-f-consí. 

V- s e r á ^ 

(cos. nu)'-

d. cosec. nu-. 
ndu: eos. mí" 

'(sen. nu)2 

(cos. nu) 2 

Í/H I 
S. = cot.nw-+-cora.sí. 

(sen. nu)2 n 

du. sen. nu i 
S. = - sec.«w-+-co/zsí.: 

(cos. nu)2 n 
1 

, -\-const. 
n. cos. nu 

du. eos nu 1 ,K 
S. = cosec.nn.-f-c ,r/s.— 

(sen. nu)2 n ' 

- í -consí . 

«. sen. nu 1 
De estas integraciones resulta la de las expresiones 

du(A~\-B sen. u-hC. sen. 2«-t-D. sen. 31/-»- & c . 

du(A-\-B cos. w + C . cos. 2ÍÍ4-Z). cos. 3 í / - i -&c. 

u dan ' — ^ ' c o s * M — £ ^ ' c o s " 2U— 5" ^' c o s ' 3 ? í —&c.- t - cons í . 
que an ^ ^ ¿ í _ , _ s e n < 1 (jm s e r u 2j¿-+- 1- D. sen. 3í/-h&c. -hcorist. 

Método general para obtener los valores aproximados de las 
integrales. 

6 5 6 E l desarrollo dé las integrales en serie, no conduce á una apro
ximación sino quando las series que se obtienen por este medio ton 
convergentes, lo que no sucede siempre. Por esta causa han procurado 
los Analistas buscar los medios de obtener valores aproximados de las 
integrales , qualesquiera que sean las funciones diferenciales propuestas. 
V a m o s á exponer aqui lo que hadado Euler sobre este punto en su tra
tado de cálculo integial . 

Sea Xdx la diferencial que se trata de integrar: por esta causa 
S.Xdx es una cantidad indeterminada en un cierto sentido, pues que 
debe comprender una constante arbitraria, lo qual se confirma también 
por las consideraciones siguientes. S i t e haie 

dz d2z dX d3z d2X 
S.Xdxzzj:,se tendrá Xdx—dz, — ~X, = = — , = , & c , 

dx dx2 dx dx¿ dx2 

< 

http://sen.ni/
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iiero como ^. cimiento de esto* coeficiente difer nciai .ota 
para determinar el desarrollo de z, 5¿-¿co» rio aña.r>' el de. valor par
ticular de z, £ jando. ~ * ~~ *< >o lo qu *? prurüe hacer por medio 

dz á jn 
.de las expresiones dadas de — , • — & c . es p sar del valor de S.Xdx% 

dx dx2 

tomado para un cierto valor de x , al que res^ onde á otro valor de x. 
Sea por exemplo Z el valor de S.Xdx correspondiente á x=a, y Zt 

el que es relativo á x=aI , y haciendo en la fdrmula [(o) § 535J 
x=a,k=a¡—a; y señalando por Z\Z",Z"\(kc. 

dX d2X 
los valoresde X, — , & c . , tomados en la hipdtesis de x=a. 

dx dx2 

(a-,—a) (a.—a)2 ,,, (a*—a)3 
resultará Z^Z+Z^— i - t - Z " i - í ¡ L - * - Z ' " i J ' v-&c. 

1 1x2 1x2x3 
donde se ve que si ninguno de los coeficientes Z,Z',Z",Z"\(kc. 
se convierte en infinito, y aT no se diferencia mucho ole a, se podrá de -
«jjrminar exactamente el valor de Z. 

Llamando Z2 el valor de S.Xdx relativamente á un tercer valor d e # 
n a d a d o por a2,y representando por ZX,Zi , Z x " , Z x " ' ^ 
' ' dX d2X 
que vienen á ser X, — , & c . quando x=a, se tendrá 

dx dx2 

Z-Z^-\-Zx'
K— lí+2" \JL IL+Z/" K 2 l j -t-&c. . 

1 1x2 1x2x3 
del mismo modo se puede continuar para una serie de valores de * , 
representados por « 3 , « 4 , & c . á los quaíes se suponga que responden va 
lores de S.Xdx, señalados por Z 3 , Z 4 , & c . 

6 5 7 A h o r a , si concebimos que se hayan tomado cada una de las 
cantidades al,a2,a3,a4 & c . de manera que las diferencias que tengan 
entre sí sean bastante pequeñas paraque el quadrado y las potencias su
periores de a 2 — a , a 2 — a l , a z — a2, & c . no influyan en el resultado, 
tendremos las siguientes aproximaciones, despreciando los términos que 
hay desde el tercero en adelante. 

Z^Z-hZ'fa — a ) ; Z 2 = Z I + Z ' I ( a 2 — j 

Zz—Z2*-Z'2(az— a2) ; ZA=Zs~hZ,

3(aA—a3)&.ct 

Substituyendo ahora el valor de Z r en el de Z 2 , 

el de Z2 en el de Z3 y así sucesivamente , re hallará 

Zl=Z^-Z\al—a);Z2=Z-í-Z\al—a)^-Z/

l(a2—a1), 

Z z=-Z-±-Z'(al—d)-i-Z/

1(a2—a^-hZ' 2(a3—a2), 

Z4~Z+Z\a! ~-a)-hZ'\ (a2—a t )-t-Z'' 2 (a^—a^-i-Z'^ (a 4—a2 )&c. 
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D e este modo ios pod' .ios ele ar á una expresión aproximada de 
S.Xdx relativa al valor » < x que st o — i a . 

Supongamos que a„ r presente ei ultimo término de la serie 
o-¡aiiaz-¡ & c - Y c I u e ^« s a e i v a W r d e S.Xdx correspondiente á 
según los valores precede ites se formará la expresión aproximada de 
Ztt continuando hasta el término ^ n—i(an—o«_j), en la qual Z ' „ _ R 

expresa el valor que toma X quando se substituye en vez de x, ; 
luego tendremos 
Zn=Z+Z\a1—a)+Z\(a2--aí)-hZ'2(a3—a2)+....Z'n__I(a„--an-_I). 

Si las diferencias at—a,a2—al,a3—a2, &c. las suponemos iguales 
con a, -el valor precedente de Zn y 

se convertirá en Zt¡— Z+a(Z!+Z' X - H Z ' 2 H - Z ' 3 Z ' » — , ) . 
Estos valores serán tanto mas exactos quanto mas se aproximen unas á 
otras las cantidades a,a1,a2,(kc. 

658 Las consideraciones precedentes lvicen ver e n qué se diferencia 
la integral S.Xdx, de una función primitiva dada, que comprenda ; 
y constantes determinadas. El valor de esta ultima quedará determi
nado quando se haya señalado el que se quiere atribuir á x; más 'Ir 
misma operación no hará en la primera mas que fixar donde se debt 
detener la serie Z,Z'{ax—a),Z.' ¡(a 2—a ^^Z' 2(a 3—a2).&e. 
y la suma de esta serie quedará aun indeterminada mientras no se baya 
establecido nada acerca del valor de x, á que debe responder el pri
m e r término, y el valor que recibe dicho termino en este caso. 

D e aqui se sigue que la integral S.Xdx es una función de X, cuyo 
valor se halla comprendido entre dos límites que son indeterminados. 
Esta conseqüencia merece ha mayor atención, y se puede deducir inme 7 

diatameute de la existencia de la constante arbitraria. 
Hagamos S.Xdx=P, siendo P la función de x que da i n m e d i a t a 

mente el procedimiento de la integración; el valor completo de S.Xdx 
será P-t-consP. Señalando á x dos valores particulares a y b, y llamando 
A y B los que toma P en estas hipótesis, se tendrá A-t-const. para la 
primera, y B-\reonst. para la segunda; y tomando la diferencia se h a 
llará A—B , resultado independiente de la constante arbitraria , y q u e 
n o es otra cosa que la suma de la serie de arriba tomada desde ei tér
mino correspondiente á x=a hasta el término correspondiente á x=.b. 

659 Quando se determina la constante suponiendo que la integral 
reciba u n cierto valor por uno que se haya dado á x , no se hace mas 
que fixar uno de los términos de la ser ie , Z por exemplo , del qua} se 
parte después para formar los ot:os; y la integral entra entonces en fel 
caso de las funciones primitivas que no exigen para su determinación 
sino la de la variable que encierran. Se debe advertir que el primer 
término Z es absolutamente independiente de todos los otros, y no in
fluye sobre ninguno de elfos sino solo sobre su suma total. 
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Si pasamos la Z al primer mieml o de i¿ equacion del párrafo [657], 

tendremos Ztt—-Z—Z'{a\-—a)^Ztka2—a1). .Z''„ i(an—a„ j ) ; 
'donde se ve que la diferencia Z / ;—-Z será pos iva si todos los coeficien

tes Z'.Z'j, &c. son positivos y se tiene an>a porque siempre se puede, 
qualesquiera que sean estas dos últimas cantidades, pasar de la una á 
la otra poruña serie de intermedias-^an aproximadas como se quiera, y 
llevar así el grado de exactitud de la equacion de arriba, tan lejos como 
se juzgue á proposito. De donde se sigue que la diferencia entre los dos 
valores de la integral rS.Xdx correspondientes á x=a« y á x = a , será 
positiva si ademas de ser a«>a el coeficiente diferencial 'X permanece 
siempre positivo desde el uno de estos valores hasta el otro. Esta consi
deración nos va á servir para obtener los dos límites entre que se halla 
comprendida una integral qualquiera. 

660 Como hemos hecho ver- [ 6 5 8 ] que en una integral no hay de
terminado mas que la diferencia entre dos de sus valores tomados rela
tivamente á dos vaiores dados de x , resulta que si señalamos por Z ^ 

,y v por Z5 los valores de S.Xdx, quando x=a y x=b, no tendremos 
/mas que hallar los límites de la cantidad Z^—Z^. Sea Mel valor ma
yor , y m el menor de los que toma el coeficiente diferencial X por la 
substitución de los valores de x , desde a hasta b inclusivamente j las 
cantidades M—X y X—m permanecerán necesariamente positivas en 
todo este intervalo, y por consiguiente las diferencias entre los valores 
de S.(M— X)dx y de S.(X'—m)dx relativas á x=a , y las que corres
ponden á x—b serán [659] positivas; pero como M y m son constan
tes, se tendrá S.(M—X)dx=Mx—S.Xdx, S.(X—m)dx=S.Xdx—mx. 

Haciendo sucesivamente x=a y x=b en el primero de estos valo

res, resulta Ma—Z^, Mb—Z^; ia segunda da en los mismos supues

tos Za—ma , Z^—mb ; y las diferencias Mb—Z^—r\Ma—^fl)i 

Z^—mb—(Z^—ma) debiendo ser positivas según lo que precede, se 

tendrá Mb—Zr>Ma—Z : Zk— mb>Z — ma , v b a' o a 

que dau Mb—Ma>Z¿— Z^ ; mb—ma <Zb~Za. 

Luego el valor de Z^—Z^ se halla entre los de M(b—n), y de m(b—a). 

Se debe observar que la cantidad J^fdebe ser el menor valor nega
tivo de X, quando este coeficiente los tenga tales de-de x=a hasta 
x=h ; porque so'o de este modo la cantidad M—X que se muda en 
X—M permanece siempre positiva en este intervalo. Por Ja misma ra
yón se debe siempre tomar para m el mayor valor negativo de X% 
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quando -^eficiente los* tieg¿fcjg esfa especie , entre nTs que recibe 
uesde x=a basta x=b , á fí«^^ae que.Li .cantidad —WJ quj se con
vierte en m—X en este casoVsea aun MBsiLiva. 

Si la diferencial Xdx fuese de la fornmi PQdx, y se pudiese integrar 
el factor Qdx se tomarian p'»ra M el mayor valor de la función P, y 
^ para m ei menor, y representando S.Qdx por ^ s e tendria 
S . (AfQ—PQ)dx—MK— S.PQdx ; S.(J0Q—mQ)dx=:S.PQdx—mF'; 
y calculando como antes las diferencias de los valores que reciben estos 
resultados en las hipótesis de x—a y de x—b , 

se hallaría MF.—MF >Z,— Z ; mVu—mV <ZU—Z . 
n a b a1 b a b a 

661 Antes de pasar mas adelante vamos á hacer conocer como indi
can los Analistas las diversas circunstancias en que se consideran las 

< integrales. Quando quieren expresar el valor general de S.Xdx , lo l l a 
man entonces integral indeterminada, y su expresión, para ser com
pleta, debe contener una constante arbitraria a ñ a d i d a á la función pri
mitiva obtenida por la integración. Esta constante se determina, como 
hemos hecho en muchas ocasiones, sujetando la expresión S.Xdx 
á tomar un valor dado quando x recibe otro también d a d o . 

Quando en una integral , cuya constante arbitraria se ha determina
d o , se da á la variable x un valor determinado, esta integral se h a l l a 

también determinada por esto , y se llama entonces Ja integral deter
minada ; a s í , si se trata del valor que toma por el supuesto d e x—b la 
integral S.Xdx sujeta y a á convertirse en Z quando x—a, esta inte
gral queda entonces determinada. 

En fin, quando se valúa la diferencia entre los valores de S.Xdx rela
tivos á x=a y á x=b, es de todo punto independiente de la constante ar
bitraria, y esto se llama tomar la integral S.Xdx desde x = a basta x—b. 

662 La serie [ (n) ¿35 ] que expresa el teorema de Taylor d a dos 
desarrollos de la integral S.Xdx. En efecto, si llamamos z á esta inte
g r a l , será z=f.x=S.Xdx, y llamando Z,Z',Z",tkc. á los valores que 

dz d2z d3z dX d2X d3X 
toman z, —-, -— , - — , & c . o S.Xdx, X, — , , • , & c . 

dx dx2 dx3 dx dx2 dx3 

quando x—o, será z—S.Xdx—Z^-Z' — -t-Z"'——y-Z t n-JL~ -f- & c . 
1 1x2 1x2x3 

serie en la qual Z hace oficios de la constante arbitraria. 
Partiendo del valor general de S.Xdx que representaremos por z, para 

venir á parar al que responde á x—o, se necesita hacer k——x en la 
fdrmula [ Co) 535 ] (*) lo que dará 

(*) E*to debe ser así, porque aquella expresión es la de una función 
de x '—x-i-k , y té' x ' que es la variable ha de ser cero, será x-t-Ic=o, de 
donde x——k. 

F t T O M O I I . P A R T E I I . 
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„ dz x d z , d3z x3 
Z—z - x f- -J - x — ^ x -+-&c . 

->/y--- . \ . z2 1 X 2 x rf*3 1X2X3 

, , , . ij. I , dz dzz 
y volviendo á poner en esta ecuación en Vez de z , — , — , & c . 

dx dx1 

sus va lo res , y despejando S.Xdx , 

, , « v , „ ~ * *¿ *a d2X x3 
se tendrá S . X a J K = Z + A x x 1 X -&c. 

1. dx 1x2 dx2 1x2x3 
donde la cantidad Z hace aun aqui los oficios de la constante arbitraria. 

663 La integración conduce también á este desarrollo. En efecto, ú 
se descompone la diferencial Xdx en los dos factores X y dx , 
y se integra el segundo, se tendrá [§635] S.Xdxz=.Xx—S.xdX¡ 

dX dX d2X 
pero S.xdX—S. — xxdx^lx2 I S . x2 , 

dx dx dx 

l d*x n d*x : d2x dox 
S.x2 = S. — x x2dx=z\x3 — 1 S.x3 dx dx2 J dx2 J dx2 

dsX dsX OiX d4X 
S. x3 - — = S . xxidx—*x4 1 S . x 4 , & c . ; 

dx2 cixo UXá ux$ 

d2X 
colocando sucesivamente en vez de S.xdX, S.x2

 y & c . sus valores, 
dx 

x dX x2 d?X x3 
resultará S.Xdx=X x x i X & c . 

r dx i x 2 dx2 1 x 2 x 3 

y paraque la expresión de la integral sea completa, será necesario aña
dir una constante á su desarrolló, con lo que vendrá á ser semejante al 
precedente. Esta serie que se debe á Juan Bernoulii es con relación al' 
calculó integral, lo que el teorema de Taylor es con relación al cá lculo 
diferencial. Estas integraciones que.hemOa efectuado soore l a expreüion 
S.Xdx se llaman integraciones por partes. 

6 6 4 Hasta ahora no hemos considerado sino el coeficiente diferencial 
de primer orden; más , sino se conociese sino el coeficiente diferencial 
del segundo drden, se necesitarían entonces dos integraciones sucesivas 
para remontar á la función primitiva de donde saca su origen. Sea X e l 
coeficiente diferencial del segundo drden d é l a función z 5 con lo qual se 

d2z 
tendrá = Z , y multiplicando los dos miembros por dx, resultará 

dx2 

d2z d2z dz 
=.Xdx: pero es la diferencial de — tomada en el supuesto de 

dx dx dx 



ier ¿?A; constante j luego se tení-^ r> '^ - r Representemos por P ia 

función primitiva de A : , igual con S.Jn'x, y por Cía constante arbi-

dz I 
• ..raria, y tendremos — = P - F C J multipliquemos después los dos miem-

Jaros por y encontraremos dz=&dx+Cdx, é integrando resultará 
s=S.Pd :rH-C#-+-C , ( i ) , siendo C" uní segunda constante arbitraria. Si se 
vuelve á poner ahora S.Xdx en vez de P , será z—S.dxS.Xdx-i-Cx-i-C' 
expresión que encierra dos integraciones sucesivas. 

Esta expresión se puede referir á dos integrales simples, por medio 
de la integración por partes; porque substituyendo P en vez de S.Xdx, 
se tendrá S.Pdx—Px—S.xdP=xS.Xdx—S.Xxdx ; y por consiguiente 
la equacion (1) se convertirá en z—xS.Xdx—S.Xxdx-hCx-hC 

665 Si suponemos ahora que JCsea el coeficiente diferencial de ter
ete*: d3z 

cer drden de la función z, se tendrá = X ; de donde =.Xdx'9 

dx3 dx2 

d3z d2z 
v como =d. — considerando a dx como constante, 
J dx2 dx2 

d^z d2z 
se tendrá =S.Xdx-±-C, lo que da =dxS.Xdx-hCdx j " 

dx2 dx 

, d z 

integrando de nuevo resultará — —S.dxS.Xdx-irCx-+<C\ 
dx 

dz . 
6 por lo dicho antes — —xS.Xdx—S.Xxdx-\~Cx-\-C, 

dx 
de donde resulta dz=:xdxS.Xdx—dxS.Xxdx-i-Cxdx-+ C'dx, 
é integrando será z=S.xdxS.Xdx—S.dxS.Xxdx-+-jCx2-+-C/x-i-C'\ 
siendo C" la constante nuevamente introducida por la última integra* 

' S. xdxS. Xdx—\ x2 S. Xdx — •§ S. Xx2dx, 
S.dxS.Xdx-mxS.Xxdx—S.Xx2dx(*); 

luego substituyendo estos valores, y reduciendo, se hallará 
z=i(x2S.Xdx—zxS. Xxdx-hS. Xx2dx)-A-^( Cx2+2 C'x-h- 2 C " ) . 

666 Las integrales sucesivas se indican de este modo. Quando X 
expresa el coeficiente diferencial del segundo drden, se tiene 

cion. Pero [§635] | { " * 

(*) Porque debería ser S.dxS.Xxdx=xS.Xxdx—S.xxd.S.Xxdx, 
y como la d con la S. se destruyen pues la operación que indica la una 
es opuesta á la de la otra, resulta lo que tenemos pueste* 
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d2z—Xdx2, y'fbmando la integr;" de u . . miembro se hal ,1 az—S.Xdy'2* 
é in tegra r lo otraf-' .-p•••itn - - S.S.Xd. S . 2 X d # 2 . 

Quando X expresa el coefici* jite diferencial de tercer drden, se tiene 
del mismo modo d2z=S.Xdx3^;\z=S.S.Xdx3^z=.S.S.S.Xdx3=.S.3Xdx3, 
y así sucesivamente para los d.'denes superiores. r ¡-

También se verifican por la diferenciación las equaciones siguientes 
$.Xdx~=dxS.Xdx; S;S.Xdx2=S.¿^xS.Xdx; S.Xdx3=dx2S.Xdx; 
S.S.Xdx3=S.dx2S.Xdx=dxS.dxSiXdx;S.S.S.Xdx3~S.dxS.dxS.Xdxck. 
cuyas equaciones nos dicen que se pueden hacer salir fuera de la últ ima, 
todos los factores de dx excepto uno; lo qual se debe verificar, porque 
siendo dx constante, dx» también lo será, y se podrá sacar fuera de la 
S. que indica la integral. 

En estas equaciones cada signo S. de integración comprende á todo* 
los que Je s iguen, y no se puede dexardebaxo del último nada mas que 
la primera potencia de dx. 

Esto supuesto, despreciando las constantes arbitrarias é integrando 
por partes como antes, se tendrá 

S. Xdx=S.XdxxS.2Xdx2=í(xS.Xdx—S.Xxdx); 

S.3Xdx3= — (x2S.Xdx- 2xS.Xxdx+S.Xx2dx)5 
1x2 

S.4Xdx4= (x3S.Xdx—3x2S.Xxdx-*-2xS.Xx2dx— S.Xx3dx)&cc. 
1 x 2 x 3 

Los coeficientes numéricos de los términos de las expresiones que hay 
dentro de ios paréntesis son los mismos que los de las potencias del bi
nomio a—Z>, y mientras que el exponente de x fuera del signo S. d i s 
minuye una unidad en cada término, yendo hacia la derecha, su expo
nente debaxo de este signo aumenta en la misma cantidad. 

Se restituirán las constantes arbitrarias que hemos omitido en esta 
fdrmula, añadiendo á la primera C , á la segunda Ca;-+-C", á la tercera 
Cx2+CV+-C", á la qua r t aC^3- í -C / A ; 2 -+ -C / / ^ - f -C / / / ,&c . . 

6 6 7 Las diferenciales que hemos considerado hasta ahora están to
madas considerando á dx como constante ; porque son las solas que no 
encierran mas de un coeficiente diferencial. En efecto, quando al d i 
ferenciar se hace variar al mismo tiempo dx en la expresión. dz—Adx, 
se tiene d2z—Bdx2-±-Ad2x\ luego si nos propusiésemos la diferencial 
JJdx2-\-Vd2x , seria necesario, paraque significase algo, que se hubiera 

dA 
tenido V-=.A y V—B , de donde resulta que siendo -8= — , 

dx 
dV 

se tendrá U= — , y quedando satisfecha esta condición, no se tendría 
dx 
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/ ij!.rnr"> ( I u e ^ntc^irar el primer té^-fíino ^dx2 que se convier te , substitu 

u 

2 3 7 
subst 

yendo por U su valor •— *A Vdx , y f \u integrai~será S . / 7 ^ . 
i - dx \ \ \ 
Estas advertencias Se pueden extenderla las diferenciales de un orden 
^ualquiera. 

Aplicación del cálculo integral á h quadratura de las curvas y á su 
rectificación ; á la quadratura di las superficies curvas, y á la va
luación de los volúmenes que comprenden. 

668 Puesto que la diferencial del espacio comprendido entre las 
coordenadas de una curva y el arco que le corresponde , está represen
tado [624] por zdx, y que z es una función de la abscisa x que podre-, 
mos representar por X, resulta que el problema general de la quadra
tura de las curvas se reduce á la integración de la diferencial Xdx. 
Lo que precede contiene una breve exposición de los principales méto
dos analíticos hallados hasta ahora, para efectuar esta integración, y a 
sea rigorosamente ya sea,de una manera aproximada; y aqui no trata
mos sino de lá aplicación de estos métodos á las curvas mas conocidas. 

Aquellas cuya equacion es mas simple son las parábolas de diversos 
drdenes, representadas [ 265 ] por la equacion zn=axm, 

1 m 

de donde resulta z=afíx«, y por consiguiente 
1 m r m -hn 

1 m " t + ~ 
_ a« x» na»x « 

S.Xdx=S.zdx.= S.a.» x»dx= -\-const.=- hconst. 
m m-i-n, 

h i 
», 

donde se ve que todas estas curvas son quadrables; es decir , que se 
tiene la expresión finita y algebraica de la superficie del segmento com
prendido entre su arco,. el exe de las abscisas y la ordenada. 

Con la. expresión de este segmento , es fácil de calcular el de qual
quier otro espacio contenido entre una porción de la cu rva , y de las 
lineas rectas que forman con las abscisas y las ordenadas, polígonos de 
que la Geometría elemental dé la;Superficie. 

Estas curvas propuestas pasan por eí origen de las abscisas, pues que 
si suponemos x=o resulta £ = 0 ; si se quiere expresar su superficie 
partiendo de este punto , es necesario,suprimir la constante arbitraria, 

1 m+n 

nan x 11 

pues que la expresión — m _ i . n — s e a n i ° t u ^ a también quando se hace 

en ella x=o. 
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669 Para tener después la suj rficie ^ C M P (fig. 2 1 4 , comprenda 

entre las o leñada- m rresponc>utes á las abscisas AB=zb y 
1 ;m-hn 

. '• na» » 
A F = * , bastara quitar de que expresa la superficie A C M I 

m '-n 
1 m-hn 

na»b « 
la cantidad igual á la suj, «rficie A C B , 

m-i-n 

m-hn m-hn 
na" s „ „ x 

y así se tendrá B C M P = (x n __A " ) 
m-i-n ^ s 

na « 

m-i-n 
x m-hn 

na» 
Quando el exponente n es par, la expresión 

m-hn 
?s susceptible del doble signo dr; y como entonces las mismas abscisas 

A P pertenecen á dos ramas de curva A C M y Acm se tienen dos seg
mentos A C M P y Acmp ; el que contiene las ordenadas positivas tiene 
un valor positivo , y el otro tiene un valor negativo. m-hn 

Quando los exponentes my n son ambos impares, la cantidad x * 
no tiene mas que un signo, y permanece siempre positiva qualquiera 
que sea el valor de x ; pero en este caso ambos ramos de la curva pro
puesta tienen sus abssisas y ordenadas negativas á un tiempo , de donde 
se sigue que las superficies correspondientes á abscisas y ordenadas ne
gativas se deben mirar como positivas. 

m-hn 

Si n sola es impar, entonces la cantidad x « viene á ser negativa 
al mismo tiempo que x; pero en este caso la equacion de la curva ma
nifiesta que las ordenadas permanecen siempre positivas; por lo que 
podremos establecer que la superficie úe una de estas curvas es posi
tiva quando la abscisa y la ordenada son del mismo signo, y negativa 
quando no. 

•670 Todos los s e g m e n t o s parabólicos tienen una relación constante 
con el rectángulo A D I Y I P f o r m a d o por la abscisa y ordenada; porque 

1 m-*-n 1 m 
n - n - — . 

si en la expresión a*x » as xxa» x» se substituye en 
m-hn m-hn 

1 m 
- — n 

vez de a»x » su valor z, se convertirá en xz. 
m-hn 
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Quanüó ~h*=zm la parábola 'J&com srte en linea recta', pues que se 
tiene z=a»x, el segmentdyíCMP f A > , . . 1 i c i u „ , i el triángulo AMP, 
cuyo valor es, tanto por la fórmula \\terior como por la Geometría 
elemental, igual á ^ xz. 

Haciendo n=2 y m=i sé tiene el clso de la parábola vulgar ó apo-
loniana, y se halla que el segmento i . C M P = f x z ~ ^ A P x P M 
que es lo mismo que hallamos [48 n. 

671 Hemos visto [315] que s : i )en la equacion zn—axm, hacemos 
negativo al exponente de la x^ esta equacion se convierte en la de todas 
las hipérbolas referidas á sus /aSÍntotas ; 

1 m-i-n 

\ luego si en la expresión •• a» x « hacemos negativa la m, 
W2H-/J 

tendremos para las superficies de los segmentos hiperbólicos la expresión 
1 n—m 

a»x « -+• const. 
n—m 1 

Contando los segmentos desde el origen de las abscisas, abrazan el 
espacio indefinido que se halla entre la parte CV(f . 215) de la curva y 
su asíntota A Z ; el valor de este espacio es finito 6 infinito según sea 
m menor ó mayor que n. En efecto, para tener el espacio BCMP toma
do desde la abscisa AB=Z> hasta la abscisa A P = c , es necesario hacer 

1 n—m 
sucesivamente x=b y x=c en la expresión anx « . 

n—m 
y quitar el primer resultado del segundo , 

i n—m n—m 
na» r - x 

luego se tendrá B C M P = c « — b « J. 

Si ahora se supone Z>=o, el punto B caerá sobre el punto A , y el 
n—m 

espacio BCMP se convertirá en ZAPIYT; pero la cantidad b » 
será infinita ó cero, según sea m mayor ó menor que n; 

i n—rn 
na» f 1 • N 

en el primer caso Z A P M = ( e » ) ; 
n—m o ' 

y en el a.° se tendrá Z A P M = ( c~~» —o ) as 
I n—m ^ i n—m 

na» 
c « . 

n—m^ n—m 

file:////terior
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672 Ahora si suponemos que 6 t en 0 ' una magnitud.d .^«¿mada, 3 
hacemos c infinita, .tendremos e 'espacie -indefinido 1 B C U que será in 

r •. , . , na» . • 
imito si m es menor que n; y 1 ae sera igual con b « , 

m-—« 
si m sobrepuja á «. De donde rt'olta que quando m y n soi desiguales, 
de los dos espacios asintóticos, el h >o es infinito y el otro finito. 

1 - -m 

Substituyendo z en vez de «« # « 
1 w—Ttt 

na» x » n — —¡— ti 
en la expresión = xa » x « se convertirá e n — ^ — ' 

ra—m 11—m, n—m 
nxz 

y el valor de la superficie ZAPMV será —• 1- const. 

\ " nxz #, . • •: !;. • 
^Parece que el término debia desvanecerse quando se hace X=ZQ I 

n—ra 
pero lo que precede manifiesta la necesidad de no establecer nada sobre 
este punto antes de haber substituido en vez de A SU valor expresado por x. 

673 Quando n=m se tiene xz=a» ó xz—a, haciendo a!J=a; la curr 

va de que se trata en este caso es la hipérbola ordinaria, y equilátera si 
el ángulo que forman las ordenadas es recto. 

La expresión general [671] de la superficie se presenta entonces baxo 
una forma infinita , qualquiera que sea x, y la diferencial de dicha ex-

adx 
presión siendo tiene por integral od.x-{-const. 

Los espacios asintóticos son ambos infinitos, porque l.x viene á ser 
tal [472 ] por el supuesto de x=.o y por el de x=oo. Hagamos para 
mayor sencillez a = i , y sea UMV ( fig. 216 ) una de las ramas de la 
hipérbola equilátera , cuya potencia es igual con la unidad , y AC su 
exe; baxando desde el vértice C Ja perpendicular CB se tendrá AB=zi¿ 
y estando representado el espacio ABC por /.AB-+-co«sí., 
y el APM por l.AV+const. 

se tendrá que la superficie 13CMP=/.AP—/.AB 5 
y como Z . I = Q , será BCMP=/.AP. 
Del mismo modo se tendrá ¿.AP'—BCM'P'j 7.AP"=BCM'P" , &c. 
de donde se sigue que si las abscisas AP,AP', AP",&c. 
están en progresión geométrica, las superficies correspondientes 
BCMP, BCM'P', BCM"P",&c. estarán en progresión aritmética. 
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~~r4~.(JjérboIa que acabados c • considerar, sierf-o equilátera, 
nos ha suministrado sino }% loga tmos neperianos j pero variando 

el ángulo de las asíntotas, y t omand^xv^ipre , 
se puede obtener el sistema de iogaritn os que se quiera. 

Sea UMV (fig. 215) una hipe'rbol qualquiera; tirando las orde-
.adas PM paralelas á la asíntota A Z , tendremos que la expresión de 

un segmento de su superficie estará re' regentada [625] por S.z sen.fydx, 
a 

y poniendo en vez de z su valor — L 
x 

a > dx 
se tendrá queS.z sen.<p¿fo=S.— ^n.<pdx=a,sen.pS.—=asen.<plog.x-hconsi 
Y si empezamos á contar los espacios desde el punto B , deberemos de
terminar la constante, de manera que la integral completa sea cero 
quando x=AB , por lo que se tendrá const.=—a sen.?) / .AB , 
y resultará que el espacio BCMP=asen.<p (í.x—/.AB) 
haciendo a sen. p oficios de módulo. 

En general se tiene a = ^ A B 2 , y quando A B = i el modulóse reduce 
á sen.ip. El de los logaritmos ordinarios siendo [ § 545 J 
0,43429448, se tiene sen.9=0 ,434 2 9448&c.=sen. de 25°44 / 25 / / 5, / 
de donde se sigue que las asíntotas de ia hipérbola, cuyas superficies 
dan los logaritmos ordinarios ó tabulares, forman entre sí un ángulo 
de v 5 ° 4 4 , 2 5 / , 5 . 

675 Haciendo AC—a,AP=# y P N = 2 (fig. 2 1 7 ) la equacion del 
círculo será z2—iax—x2, y la diferencial de su segmento A P N , 
tendrá por expresión [ § 642 ] dx\/lax—x2, 

a—#N 
cuya integral es [§645]—\{a—x)\/i¿ax— #2-t-§a2arc.(^cos. = J 

quando se quiere que se desvanezca por el supuesto de x=o. 
Enlapar t e^ (a—x) \Z íax—# 3 =£CPxNP se ve la superficie del 

( a—x N 
eos. = j el valor del sect. A C N . 

a—x 
En efecto, el arco que tenga por coseno está tomado en el su-

a 
puesto de ser el radio igual con la unidad j luego si multiplicamos este 
arco por a que es el radio que aqui se nos da, 

( a—x , 
cos. = ' , 

a ' 

( a—#v * a—#s 
cos. = ^==£axaxarco^cos.= ^)= |ACxarcoAN, 

que es lo mismo que diximos en la Geometría elemental. 
G2 T O M O I I . P A R T E II* 
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Suponiendo # = 2 « en la exp ,?sion-íle A P N 
se convierte en £a2xarcn'Vos.=^ ^-1 )=^Í.'.TT^, 
designando por TC la semicircunferencia del círculo cuyo radio es 1 , y 
pertenece entonces al semieírc ô ; luego se tendrá el círculo entero 

=a 2 7r= | aX2a9r= :^ r dioxcircunferencia , 
que es lo mismo que se e n c o n t r ó en la Geometría elemental. 

676 Siendo la ordenada de la * 'ipse — s/o,ax—x2, 
[\ a ta 

el segmento elíptico será igual á — S « xs/iax—x2; 

y como es nulo al mismo tiempo que el segmento circular APItf, 
b 

se tendrá A P N ; A M P : :S.dx\/2ax—x2 : — x $.dx\/ zax—x2\\a\b. 

, , . ".ir • • r,.,
v é . ^ y . ' . ' „ . " . . ' '•' 

Si cada parte de segmento elíptico guarda con el homologo circular 
esta razón, toda la elipse guardará con el círculo la misma razón ¿ por
que en primer lugar tendeemos que 

quadrante elipt. B C A : quadrante circular EGA: :./&:.«. r 

], y quadruplicando los términos de la primera razón , 
se tendrá supeí f. de elipse : superf. de círcido ::b:a r 

... L< h, 
de donde superf. de elipse = — x super. de círc. (cuyo radio = f í ) = . . 
futa anaü b • a 

— X 3 > 14 r&cxa 2 =5 ,141 fkcxab.. 
Pero esta expresión es la de un círculo cuyo radio sea medie propor

cional entre a y ¿ , porque entonces el quadrado de dicho radio seria 
—ab; luego la superficie de la elipse es igual á la de un círculo cuyo ra

dio sea medio proporcional geométrico entre los dos semiexes de la elipse. 

677 La hipérbola referida á su exe tiene por equacion 
¿2 . a 

z- — —(zax-hx2), y por lo mismo será A Q R = — S . d x y ¿ax-i-x2, 
• -wi'it f^'ys..tz.'/: . ' f > _ ['..:.>•• • . i-v¡&- amoa 
que podríamos también hallar sus valores aproximados por las series. 

678 Del mismo modo se aplica la fdrmula á las curvas trascenden
tes •; y para manifestarlo, lo haremos respecto de la logarítmica cuya. 

naturaleza es la, siguiente. 
Supongamos que en el exe A X (fig. 218 ) se tomen las partes iguales 

A C , C E , E G , G J , & c . 
hacia laderecha del punto A , y las A C ^ C ' E ^ E ' G ' & c . 
hacia la izquierda, y en los puntos de división se levantan las ordenadas 

&c. G O í ^ E ' F ^ C ' D ^ A B ^ D , EF,GH, &c. 
que estén en progresión geométrica tomando A B por unidad ; la curva 
H ' F ' D ' B D ^ c , será la logarítmica, y como las abscisas AC,AE,AG,&c . 
estarán en progresión aritmética, resulta que serán [ I . 304] los loga
ritmos de las ordenadas, por lo que la equacion de esta curva, será x=.l.Z'9 
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si se toma por exe de abscisas k AX y por exe de ordenadas la A Z ; 

M y £=Z.A; si se trastornan los e .es , est. e s . sí se cuentan las x sobre el 
AZ, y las 2 sobre el AX. T\ ~~ 

Si hacemos la substitución en la fdrr ría zdx en este supuesto, ten
dremos S.zdx=S.dxLx=[§ 635] xl.x— -.-hconst. 

M l ^ a parte variable de esta expresión se onvierte en cero quando x=o, 
1 y 

porque haciendo x= — toma la fu .na 
m 

l i l i s >v I 
/. = ( le T I — log.W ) : 

m m m m\ S m 

log.m 1 

m m m m V ~ s m m rn1 

baxo la qual es nula [579] quando m es infinita, y por consiguiente 
quando x—o ; luego es inútil añadir una constante quando se quieren 

\ contar los segmentos sobre el exe xAX. 
Haciendo x—AB—i , da la expresión-del espacio asintdíico mBAx 

que es finito, é igual con — 1. 
Para hacer uso de la otra equacion x—l.z substituiremos en vez de 

dz 1 dz 
dx su valor — , lo que dará S.zdx=S.zx—-—S.dz—z. 

Hemos supuesto el mddulo igual con la unidad ; si fuese igual con M 
áe tendría S.dxl.x=xl.x—S.Mdx=xl.x—Mx, 

679 Para hacer alguna aplicación á las curvas quando se refieren á 
coordenadas polares , propongámonos quadrar la espiral que tiene por 
equacion z—Axn [$339], en la qual x es igual al arco ON (fig. 219 ) 
y 2 = A M . 

Siendo las coordenadas polares, haremos uso para quadrarla, de la 
z2dx ' , 

fdrmula [ § 626 ] ; substituyendo en vez de z su valor, se tendrá 
2 

A2X2»dx y£2#2«-M 

• , é integrando resultará const. 
pero como esta superficie es cero quando lo es el a r c o O N = # , se sigue 
que en este caso la constante es cero, y por consiguiente la superficie 

Aax2»-*-i 
SV; A G M = . 

4«-*-2 

Después de una revolución del radio vector, se tendrá el espacio 

A C M B C ' M ' = — - - , y así sucesivamente. 

4«-H2 

En la espiral de Arquimedes [339] es igual á — , d tomando al ra* 

dio b por unidad , como a es su circunferencia se tendrá 
* J X\ V i . ' T V 1 * 3 

A—— , » = i y A G M = 
Vtt £ 247Ta 
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resultado eme quando se hace ei él :t=2<?r, da ACMB= - . 
' i , 3 ^ 

Quando « = — i , la espiral sollama hiperbólica, y ACM= . 

La superficie de esta curva que lace al rededor del punto A a n a infini 

dad de revoluciones, es infinit!'-quando x=o. 
\ dz 

En fin quando x=.l.z, que da dx =i •— , la espiral se llama logaritmicar 

z-dx "'zdz z2 

y la' diferencial • se convierte en — c y da A G M = — . 
. 2 2 ^ 4 

La superficie es nuía quando x=o; pero esconces x es infinita, porque 
la curva propuesta forma con la precedente una infinidad de revolucio
nes al rededor del polo A. 

68o La diferencial del arco de una c:\rva referida á coordenadas 
perpendiculares entre s í , está expresada por %/dx2-£'dz2 [§591]; luego 
si substituimos en ella en vez de dz2 su va^r sacado de la equacion 

• diferencial de la curva propuesta, tomará la Horma Xdx, y su integral. 
idará la longitud de esta curva. Pedir la longitud del arco de una curva 
es pedir su rectificación , porque la solución de este problema quando 
se obtiene exactamente nos conduce á determinar una linea recta que : 

sea igual en longitud al arco de que se trata. 
Tomemos por primer exemplo las parábolas de todos los grados que 

tienen por equacion z=.ax» representando n un número qualquiera en
tero ó fraccionario , y tendremos 

dz—naxn—1dx\/dx2-hdz2=dxx\/i-hn2a2x2»~2 

1 
luego el arco parabólico estará representado por $>.ri-\-n2a2x2n—2)2 dx: 

Esta integral se obtendrá baxo una forma finita y algebraica quando 
el exponente 211—2 sea igual á la unidad, ó se encuentre contenido en 
ella un número exacto de veces [642] . 

Supongamos al principio 2 / 2 — 2 = 1 , y tendremos que n = § , 
I i 1 , ' 

y S.(i-\~n2a2x2»— 2)*dx— S.(i-i-n2a2x2n—2)axn2a2dx=:.... 
J . n2a2 v . . 

1 3 8 1 
xl( 1 ->-n2a2x2n~-2 )*= (i-*-%-a2x)2-i-const.; 

n2a2 SK ' 27a
2^ 4 

J 
la curva propuesta seria dada por la equacion z=ax:t ó z2=3a2x3 j 
y será por consiguiente la misma que la parábola de tercer orden, que 
es la evoluta [ 6 2 3 ] de la parábola ordinaria. Si se cuentan los arcos 
desde el punto en que x=o 

8 3, 
se tendrá para la longitud del arco '2í(

1'+'4:«2^)2+ *]• 
Haciendo sucesivamente 2«—2 &c. resultará » = j j = ^ & c 

file://c:/rva
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lo que manrnesta que las parábalas qu tienen por equaciones 

z4=a4x5 , z6=..a6x7 , «re. 
son rectificables; de las demás nose^Wíede ob t ene r l a rectificación de 
sus arcos sino por aproximación. 

681 E l arco de las hipérbolas cont* lidas en la equacion z ~ax—« 

tiene por expresión S.x—"—ldx{x2"— - t - « 2 a 2 ) a , 
y no se puede obtener sino por apr xímacion. 

a dx 
682 La diferencial del arco d e círculo es 

s/a2—x* 
adx 

quando se supone el orígea en 'e l centro j y — — • -
\/ zax—x2 

quando se le supone en lj circunferencia. Baxo qualquiera de estas 
formas que se considere , «o se puede obtener su integral sino por apro-

Í dx 
s hecho ya [648] con la —• • — 

á que se reduce la primera quando a = i . s/1—x2 j 
683 Pasemos á la elipse y tomemos por equacion de esta curva 

h2 ] dx\/a4—(a2—W)x* 
z2= — (a 2 —x 2 ) ; la diferencial de su arco sera , , . 

fl2 as/ a2—x2 

cuyo valor aproximado podríamos hallar por series.. 
h2 

684 Siendo la equacion de l a hipérbola z2= —(x 2 —a 2 ) 
dx\/(a2-hb2)x2—a4 "2 

se tiene — para la diferencial de su arco; cuya inte-
i a\/x2—u2 

gral aproximada se podrá hallar por series. 
685 Las primeras superficies curvas que han considerado los Geóme

tras han sido las de revolución ; porque las diferenciales de sus super
ficies, y de los volúmenes que comprenden, tienen una expresión mas 
simple que sus análogas entre las superficies curvas en general. 

Quando la curva que gira es una sección cónica se origina un cuerpo 
á que se da el nombre de conoide; si es parábola se le llama conoide 
parabólico ó paraboloide ; si elipse se le llama conoide elíptico ó elip
soide; quando la semielipse gira al rededor del exe mayor resulta el 
elipsoide prolongado, y quando al rededor del menor e l aplanado. E l 
el ipsoide, de qualquiera clase que sea , recibe también el nombre de 
esferoide ; finalmente quando la sección cónica que gira es una hipér
bola recibe el nombre de conoide hiperbólico ó hiperboloide. 

Con e l objeto de hacer aplicado.! de Jas fórmulas [627 y 628] nos 
propondremos hallar la superficie y vohimen del paraboloide engendrado • 
por el arco AM- ( f i g . 2 2 0 ) al red 1 del exe AP j y tendremos que 
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, : V , . lí (' / **** t - , t" como la equacion de la parábola ¿s z2—px da x=—y dx=. , - i>^. 
'• * * i> _ P 1 

cuyo valor substituido en el rarTcal de la expresión d.s=27f\/ dx2-+- dz* 
é integrando dará • /^J7z 2 7 T z d z ^ J 
suptr. de paraboloide — $.2<rrxz ry i-dz2—S. \/ 4 ¿ 2 H - D 3

> V i 

para integrar esta expresión harennos p2-\-4z2—u2, 
lo que da diferenciando 8zdz=2U(V',, - / 

. " ' udu - 1 í 
de donde dividiendo por 4 sale 2zdz=^ ; 

y haciendo las substituciones correspondientes en la expresión de arriba 
L i V 

Ttudu x * <7ru2du ' mi3 
ge convertirá en S. x(z¿ 2) = S . = i-co/wr. 

2D 2/) - ,, 6n 
.;. : \ 1 ' C 

que substituyendo en vez de u su valor (/?2-K£2)A 

3 k . , TFK : . ' " 
ir(p2-h4z2):¿ V 

ve convierte en v-const. j 
\\ tp 
y determinando la constante de manera que se reduzca la integral á o 

irpi <np2 

quando z=o¡ se tendrá eonsi.= = , 
6p 6 .5 , 

• • *f"r"íí.óbíiíié&fio aofopism aol 3 0 0 Ju;*?iaaír*í ÍN* saíSk. 7 XÍV/Y sonjítit^t áot ' 
por lo que superficie de paraboloide— . 

op 6 
686 Si nos propusiéramos hallar el volumen del mismo paraboloide, 

substituiríamos en la expresión dV—vz2dx en vez de z2 su valor px, 
o integraríamos 5 lo que daría ^px2 itpx.x x 
volumen de paraboloide=S.7fz2dx—S.'7rpxdx= = = 9 r z 2 x — = 

A P 2 2 2 
círculo L R M S x — — \ cilindro L N Q M . 

Para hallar el volumen del elipsoide, substituiríamos e n la misma 
b2 " " ' " c 7 * 

expresión en vez de £ 2 su valor — (zax—a:2) , y tendríamos que e} 

volumen del cuerpo que engendra el segmento de elipse APM(íig.2 2 i ) 
<7r¿2 mb2 s x 3 . 

estará representado por S.—— (2ax—x2)dx———{ax2 J-t-const. 

que como dicho cuerpo se reduce á o quando x—o, la constante es O} 
Luego si suponemos ahora que x=2a nos vendrá para el elipsoide pro
longado A C B D , la expresión 

b2 s 8r-3 N b2 f\2a3—8n3x b2 4«3 $ntb2a 
7T—( 0x4a2 ) —re —( ) —w — x = • 

V a 2 \ 3 ' a 2 \ 3 / a.» 3 3 
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Qaanao a—b, el cuerpo propuesto] e convierte en uña esfera, y ia 
4<zra3 x ^ i á f i r c . 

expresión de su volumen es — QT —uo=--4,100¿Cicxao 
i 3 • \ 3 • ' » 

eomo se halla por la Geometría elem" tal. '» 1 «u «* ' \ 

jOe /a separación de las variables en la equaciones diferenciales del pri
mer orden; y de/ /rcodo de hallar A factor propio para hacer inte
grable una equacion diferencial el primer orden. 
687 Hasta ahora hemos supu<" ..o que les coeficientes diferenciales 

estaban expresados inmediat '-ente por medio de la variable de que 
depende su función p r imi t r x; pero muchas veces no se tiene sino una 
equacion diferencial q u e ; mprende estas diversas cantidades. Para el 
primer drden, la equacion diferencial quando es del primer grado con 
relación á dx y á dz, tien< necesariamente la forma Mdx-hNdz—o, 
y expresa una relación e n t ' ; la" variable x, la función z y su coeficiente 

dz. f \ 
diferencial — . / S 

dx I 
E l primer medio que se ha ofrecido á los analistas para descubrir la 

equacion primit iva de que proviene esta, ha sido el procurar separar Icii I 
variables, es-decir, el trasformar la equacion M'dx-t-Ndz, en otra de » 
la misma forma X d x - r - Z d z = o , siendo X una función de x sola, y Z 
una función de z sola. En efecto, quando se ha llegado á este punto, 
los términos Xdx y Zdz se integran por los métodos enseñados prece
dentemente, y se tiene S.Xdx-*-S.Zdz=.C, 
designando C una constante arbitraria 

Para dar un exemplo de los casos en que la equacion deferencial se 
presenta inmediatamente baxo la forma de arriba, sea xmdx-¡-zPdz—o, 

xm-hi £»-t-i 
y se hallará inmediatamente h- = C. 

m-i-i n-t-i 
S i la equacion propuesta fuese zdx—xdz=o, la separación seria 

fácil de efectuar, porque se ve que dividiendo por xz, se hallaría 
dx dz 

! =0 3 tomando separadamente la integral de cada término de x x 
esta l í l t ima, se tendría Lx—l.z=C, 6 l. == C; y pues que se puede 

x 
mirar la constante arbitraria como un logar i tmo, se concluiría /. —==t.c\ 

y pasando á los ndmeros resultarla —c, ó x—cz. 

688 Por lo visto en este exemplo , se echa de ver que la separación 
de las variables se e ícc iu i r i de la misma manera en las equaciones 
Zdx—Xdz—o; XZldx—ZXidz=o, porque la primera dividiendo por 

dx dz Xdx Zdz 
XZ, da — — = 0 ; y la segunda por XXZX, — — ~o. 

'' • X 'XA XJ^ 
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En general, se pueden separar [i s variables, si quando se «.urna el valor 
dz V¿ dz 

de — en ía equacion p r o p u ^ o í d / se halla -1— = X Z : se saca de esta 
dx ¥ dx 

expresión dz=XZdx, de dontí^ dividiendo por Z, y trasladando re-
1 r 1 r sulta Xdx — dz=o, y por c o a g ú l e n t e S.Xdx—S.— dz—C. 
Z Z 

689 Hay aun un caso mas extei| : 'o en que se separan fácilmente las 
variables; este es quando My iVso\¿funciones homogéneas de x y de z. 
Nosotros haremos conocer con este mMivj una notable propiedad de las 
funciones homogéneas, y es que si se tiem^na función algebraica de las 
cantidades x,z,t,C*?o'. en que la suma de los ^ponentes de cada una de 
estas letras sea la misma para todos las términos, é igual con m , y cywe 
se substituya Px en vez de z , Qx en vez de t _cife. el resultado será divi
sible por xm. En efecto, un término qm ~n,p.era de esta función siendo 
r ie la forma AxnzPt1^cv,. se convertirá po rYi substitución indicada en 
APPQl..¿...xn-*-P-*-Q->-&' Más por la hipótesis 'se tiene en todos los tér
minos n-hp-hq -i-{kc,.T=:;n, luego xm será factor común. De donde se sigue 

yjpue si Ja función propuesta estubiese igualada con cero, d fuese una frac
ción que tubiese por numerador y denominador dos polinomios h o 
mogéneos del mismo grado, la cantidad x desaparecería enteramente 
del resultado. 

690 Según lo que precede, basta hacer z—xtpara separar las varia
bles en la equacion M d x - f - N d z = o ; en efecto, las funciones My N 
toman la forma Txm, TjXm, no comprendiendo T y T x sino la nueva 
variable ti y como dz—tix~+-xdt, 
resulta dividiendo por xm, Tdx-hT1(tdx-hxdt)=o, 

dx T.dt 
que da dx(T+T1t)-i-Tlxdt=o ó 1- ~ • = 0 ; 

x* T-t-íTj 
dx Txdt 

de donde se saca S. \-S. = C. 
x T-htTx 

Apliquemos primero esta trasformacion á la equacion xdx-*-zdz=.nzdx¡ 
que trasladando se convierte en (x—nz)dx-\-zdz=o\ 
y haciendo z—xt tendremos dz—xdt-\-tdx^ 
lo que dará {x —nxt)dx-L-tx(xdt-+-£dx)=zo, 
ó dividiendo por x será (1—nt)dx-i-xtdt-\-t 2dx=Q¡ 
que da (1—nt-+-t2)dx-{-atdt—o, 

dx tdt 
de donde dividiendo por(i—nt-ht 2)x sale 1 = 0 , 

. x 1—nt-t-t2 

tdt 
cuya integral es Lx+S. — = C . 

J • i—nt-ht2 

Propongámonos aun integrar la equacion xdz—zdx=dx\/x2-+-z2, 
haciendo z=xt y dividiendo por x todos sus términos reunidos en un 
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. . dx *<t 
©lo miembro será dx\/i-hi,2—~xdt=z<¿\LO que dará - = o , 

x \/i-hi2 

y se obtendrá después por la integracic de cada término en particular 
dt 

Ix—S. —Le. 

dt 
Para integrar la expresión — — 

\ ' - i-t2 

t-h\/i-htz 

la multiplicaremos por el :tor 
í - h \ / n - í a 

dt j tdt 
—— 1-ht2) — -\~dt 
\/i--t2 \/i-¡-t2 

lo que la convertirá en — - — = , 
' Yt+V'i-\-t2 t-+-\/i+t2 

en laqual siendo el numerador la diferencial del denominador, se tendrá 
tdt 

-hdt 

dt * s/i-ht2 

s, = s . -=/ . (*+v/ TTt2), 

\Zi-i-t2 t-h\/i-ht2 

y resultará Lx—L{t-\-s/i-\- í 2 ) = / . c d Lx=l.c-{-L{t-h\/ 1-ht2) ; 

volviendo a poner en vez de tsu valor—, dará Lx=zLc-hL^ J, 

691 La equacion (a-í-mx-i-nz')dx-*-(b-,;-px-i-qz)dz~-o 
se puede fácilmente hacer homogénea, substituyendo t+-(x en vez de x 
y u-\-€ en vez de s , y entonces se tiene dx—dt y dz—du, 
y {a-hmx-hmt-hnu+n^dt^b-h-pu-hq^-hpt-^nqyiu—o ; 
se harán desaparecer los términos constantes determinando a y £, 
de manera que satisfagan á las equaciones „ 

_ ' , n Z » — j e t ó — w f 
fl+///a+«t=o, ¿ 4 f a + g í = o , que dan a~ y £ = 

—p/> c//?/—pn 9 

y entonces quedará reducida la equacion diferencial á 
(mt-hnu)dt-i-(pt-'-qu)du—o , 

homogénea con relación á las nuevas variables u y t. 
692 La trasformacion que acabamos de efectuar es la misma que 

aquella de que usamos [197] para mudar el origen de las coordenadas 5 
y quando mq—720=0, caso en que a y £ vienen á ser infinitas, se tiene 

nP . . «P P y 
5 7 = — , y por consiguiente par-t-^zírrpx-i- •— £ = —(mx-hnzj -3 

m m m 
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y substituyanlo esté. er> 1» ^uacion propuesta se tr asfurmar en 

adx-hbdz(mx-hnz)Cdx-t- -Sfdz > ) = o . 

En la que haciendo mx+nz-ztt quedarán separadas las variables -
porque substituyendo este valor y v e l de dz que de ella resulta, quitando 

xV- t (bm^-pt)dt 
el coeficiente de dx , tendremos f, x-\ - — = o j 

V amn—bm2-\-(mn—pmy 
la integral de esta equacion contendrá ^oÁritmos, excepto quando 

i¿bmt-h*p\- n * 
mn—pm=o , en que será x-i —-y,<=C. 

2{amn—btny „ 
La trasformacion empleada en este últim^ ^caso ha convertido la equa

cion propuesta en otra que no contiene n~ 1 de una variable ; y se de
duce que qualquiera que sea la equacion Wbre que se haya producido 
este efecto, se le podrá dar la forma dx-hl^t—o , siendo T una fun
ción de t sola, y que se sacará en general x¿hS.Tdt=C. 

693 La separación de las vaiiabies se coiLigue de un modo muy 
'"simple en la equacion dz~hPzdx=zQdx, en que P y Q expresan fun
ciones qualesquiera de x; pues substituyendo en ella Xt, y tdX-hXdt 
en lugar de z y de dz, se convierte en ¿dX-hXdt-t-PXtdx=Q lx. 

La cantidad X considerada como una función indeterminada de 
podemos determinarla de manera que la equacion precedente se divida 
en otras dos en que las variables se puedan separar, cuya condición 

dt 
quedará satisfecha si se hace Xdt-hPXtdx—o, que da i-Pdx=oy 

é integrando sera l.t-+-$.Pdx—o ó l.t——S.Pdx; 
g pdx 1 

y pasando á los números t=e ' es ——* . 
J r b.pdx J 

e x 

aqui se desprecia la constante arbitraria, porque bastará añadir una al 
fin de la operación. Pero en virtud de este supuesto la equacion pro-

Qdx 
puesta se reduce itdXz=zQdx, que da dX=—— , 
en la qual substituyendo en vez de t el valor que acabamos de hallar, 

dará dX—e^'^^xQdx , y X=:$.e^'^>^xQdx-\-C, 

y por consiguiente z=zXt—e ^'^^(S.e^'^^Qdx-i-C); 
la equacion dz-\-Pzdx—Qdx es notable porque la variable z y su dife
rencial no se encuentran sino en el primer grado, y se llama á causa 
de esta circunstancia equacion lineal del primer orden; cuya denomi
nación cree Lacroix deber mudar en la de equacion del primer grado, y 
del primer orden. 

694 Los primeros analistas que se han ocupado del cálculo integral, 
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clasificaban las equaciones diferencial i.por el número de su§ términos* 
E n las que no tienen sino oíos y cuya^prma es pjor consiguiente 
Qu9tndt~auetfdu, las variables se sepa^n inmediatamente, pues que se > 
saca de ellas Qtn—fdt=aue—Idu; pero o sucede lo mismo con las equa
ciones de tres términos comprendidas i la fdrmula 

yuHl!dt-\-Gugt/idu—ai>' /du. 
Esta equacion se puede conven en virtud de varios supuestos en 

dz-hbz»dx—axmdx, J 
que en el caso de « = 2 se co v i . te en dz-\-bz2dx—axmdx; 
esta equacion se conoce con - nombre de equacion de Ricati, porque 
este Geómetra italiano fue 1 primero que se ocupó de e l la ; la qual es 

\ —4n 

integrable siempre que m t iga la forma 
•¿nazi 

representando n un numere entero positivo. 
695 En muchas ocasione? como hemos visto [§690] respecto de — • 

s/i-ht2 | 
se consigue hacer integrables las expresiones multiplicándolas por un 
factor; este método que se debe á E u i e r es sumamente ingenioso, y l o / : 
teníamos expuesto en nuestros primeros borradores; pero atendiendo á \ 
que esta obra sale y a demasiado extensa y que siempre dexaríamos esta 
teoría muy incompleta, lo omitiremos así como otros puntos importan
tes que teníamos igualmente escritos; porque aunque es cierto que to
dos ellos son interesantes, no obstante ya salen de la clase de elemen
tales, en las cátedras no se pueden explicar por el corto tiempo que se 
destina para la enseñanza de estas ciencias, y por otra parte juzgamos 
que quanto hemos expuesto es suficiente paraque los que deseen impo
nerse á fondo en estas ciencias puedan entender las excelentes obras maes
tras que hay escritas acerca de ellas (*). 

6 9 6 Por lo qual terminaremos esta obra dando á conocer siquiera el 
objeto de un nuevo cálculo que se conoce en el dia con el nombre de cál
culo délas variaciones. Para es to , observaremos que quando el estado 
de una qüestion ha determinado una dependencia entre muchas varia
b les , la diferenciación ordinaria supone que esta dependencia perma
nece siempre la misma en el curso del cáiculo; y se concibe que si Ja 
una de las variables debe ser función de las. otras-, Ja forma de esta 
función no muda, y que por consiguiente los incrementos ó decre
mentos que sufre, están por su naturaleza ó por la equacion de que 
ella depende , unidos de un modo invariable con los que pueden re-

(*) Las principales son las de Eider, Cousin, y Lacroix. Es sensible 
que nuestro Geómetra Don Josef Chaix no haya publicado su cálculo 
integral, pues entonces tendríamos en nuestra lengua un tratado com
pleto de cálculo infinitesimal, que es tan deseado de los buenos españoles. 
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eibir las cantidades que entran e su composición. Diversos proL-lemui 
de Geómet ra y de luccániea, prepuestos pov,o tiempo después del des
cubrimiento del cálculo diferencial , hicieron conocer bien pronto á 
los analistas que este punto de °sta no era bastante general , y que 
liabia casos en que era necesari suponer que la forma misma de la 
función variase; esto es loque h¿. dado nacimiento á este cálculo, cu 
y o descubrimiento es el resultado t los primeros trabajos de Lagran-
ge . Antes de e l , se habían resuelto michas qüestiones del género de 
las que se obtienen por este cálculo, t im pálmente en la obra de E u -
ler , intitulada: Meíliodus inveniendi 1. curvas, maximis mini-
misvepropietates gaudentes, sive solutio vu is'c. pero solamente por 
procedimientos particulares que era necesa» J modificar según las d i 
versas circunstancias que presentaban las : licaciones que se tienen á 
la vista. 

Hé aqui la idea mas general que se puede mo formar del cálculo de 
las variaciones. 

Supongamos que las variables x y z al p incipio unidas entre sí 
por una equacion d dependencia qualquiera , vengan á mudar por
gue la forma de esta equacion, d la r eWion que resulta de la depen
dencia establecida, ha dexado de ser la misma; en este caso no se sa
laria expresar esta circunstancia de un modo mas genera l , que consi
derando los incrementos de x y de z como absolutamente independien
tes el uno del otro, porque en efecto esta hipótesis, no designando 
ninguna relación particular entre x y z las comprendé todas. De aqui 
se sigue que el cálculo de las variaciones no -e puede emplear sino en 
expresiones á que se ha aplicado ya el cálculo di íeicncial , y que no 
Be diferencia de este ultimo sino por la independencia que supone en
tre variables que se habían mirado antes como unidas entre sí por re
laciones constantes. E l exemplo siguiente aclarará estas nociones. 

zdx 

La expresión ~-p que pertenece á la subtangentede una curva, repre

senta una función determinada de x, quando se considera en ella á z 

como una función cuya composición en x es conocida; y si esta ultima 

viene á mudar, la primera muda también. 
Se tendrán, puede ser, alguna? dificultades en concebir comose ha po

dido someter al cálculo la variabilidad de una función que no es sino 
Ja dependencia abstracta en que muchas cantidades se hallan las unas 
con relación á las otras; pero es fácil desvanecerlas observando que la 
dependencia entre las cantidades z y x mudará si se hace variar la pri
mera , independientemente de la segunda. A s í , en el exemplo actual s 

dz 
si se supone que permaneciendo x la misma, z y — varían, la relación 
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de z y de x nabrá mudado necesariame 'te, pugs que estas cantidades son 
consequencias inmediatas de esta rela'^n : se puede aun up hacer va-

ifo zdx 
riar sino á en la formula , porone no depende sino de un so-

• ,\ dx dz 
valor de z \ pero si se considerase ur expresión que estubiese afecta 

/ f. dz 
del signo S, seria necesario hacer va r̂ al mismo tiempo a zy á—. 

dx 
Para diferenciar baxo este punf de vista qualquier expresión que 

sea, basta hacer variar en ei i ¿ z, dz, d2z &c. sin tocar á x j pero 
tratando á esta última variab como la primera, se llegan á obtener 
resultados mas generales. - mas simétricos que los que se obtendrían 
de otro modo, y que cont xen á observaciones muy interesantes so
bre la naturaleza de las fe nulas diferenciales. 

Para no confundirlos sig . le la nueva especie de diferenciación , 
en la qual x y z se consid ran como independientes, con los de la 
primera , donde se considr aba una de estas variables como función de 
la otra, empleo Lagrange i característica B; y así, él supone que quan
do z no muda sino por el efecto de la mudanza de x , su diferencial 
es dz: pero que quando la relación de Z y de x varía, estas dos canti
dades vienen á ser respectivamente ¿c-t-Bar, z-t-Bz, y se designan baxo 
el nombre de variaciones los incrementos lx y Iz. 

du du 
De aqui se sigue que así como se tiene du= — dx-i dz , 

dx dz 
quando u es una función de x y de z, se tendrá también 

Bu BM 
lu—— lx-i Bz. 

lx Iz 
Todas las aplicaciones q u e hasta ahora se han hecho del cálculo de 

las variaciones, han tenido por objeto fórmulas integrales indeter
minadas, esto es, formulas generales, tales como S.zdx, en la qual 
no se señala ninguna forma particular á la función z; y se han pro
puesto encontrar ia relación que debía haber entre z y x , paraque 
estas formulas tomadas entre límites señalados viniesen á ser máximos 
ó mínimos. 

FIN. . 






























