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PROLOGÓ* 
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n los prólogos de los dos primeros tomos de í s ta obra he pre
sentado la serie cronológica de todos los hechos que han tenido 
relación con su composición, impresión y publicación; por lo que 
voy á dar razón ahora de lo perteneciente á este volumen. 

Cuando ocurrieron los memorables acontecimientos del año de 
1 8 0 8 , me hallaba escribiendo en borrador la Estática. Las cir
cunstancias estraordinarias que sobrevinieron después y mi emigra
ción á Sevilla donde se hallaba la Junta Central , me impidieron el 
continuar este trabajo. La escasez de libros que se notaba en los 
parages que estaban libres de enemigos, por donde pudiesen estu
diar por principios su profesión los jóvenes que con un entusiasmo 
sin igual tomaban Ja carrera militar para sostener la justa causa 
que defendíamos, me obligó á no pensar en otra cosa que en 
allanar las dificultades para la impresión de los tomos que ya están 
publicados. Trasladado á Madrid, volví á emprender mi trabajo; y 
como en este intermedio se habían publicado en Europa varias obras 
de Mecánica que yo no podia haber tenido presentes, tuve que sus
penderlo hasta llegar á adquirir dichas obras, á saber: la edición 
cuarta de la Mecánica de Francoeur, la segunda de la Mecánica 
Analítica de Lagrange, las Mecánicas de Polsson y de Bouchar-
lat, que son nuevas; las Lecciones de Estática de Garnier y de 
Poinsot; y la tercera edición de la Mecánica de Grégori; pues con
tinuando gon él mismo plan con que empecé dicha obra , debia 
presentar en ella la parte elemental de la Mecánica en el estado 
de adelantamiento que se hallaba al presente esta ciencia en Euro
pa. Este ha sido el motivo de haberse retrasado tanto la publicación 
de este volumen, cuyas ̂ figuras están delineadas en la mayor parte 
por uno de los mas sobresalientes discípulos (*) que yo he tenido, 

(*) Este era el Escmo. Sr. D. Francisco Alvarez de Toledo y Palafox, 
Duque de Fernandina, hijo primogénito de los Escmos. Sres. Marqueses de 
Viliafranca. El público está instruido ya de la terrible enfermedad de gota 
que sufrió , de la constancia y resignación con que la pasó , de las virtudes 
que durante ella manifestó , y no habrá aun olvidado aquella heroica pa
ciencia, aquella sublime filosofía que arrebató la admiración de cuantos le 
rodeaban en los últimos días de su vida, y que ha dado origen á que nuestros 
celebres poetas la hayan tomado por asunto digno de sus bien meditadas com
posiciones. Pero quizá no faltará quien crea que en esto ha tenido parte la 
exageración por los respetos debidos á su familia, y por haber también inter-
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y cuya pérdida ha sido muy sensible para todos los amantes del 
bien público que le conocieron. 

venido las licencias é imágenes poéticas í, por lo que no será inoportuno, ya 
que cooperó durante su enfermedad para la composición de esta obra, el des
vanecer semejante sospecha, pues á mí me constan todos los hechos por haber 
estado á mi cargo su instrucción científica. En efecto, no pudiendo ocultarse á 
sus padres las buenas disposiciones de que estaba dotado este apreoiable joven, 
ann en medio de las aflicciones y amarguras que los rodeaban por las circuns
tancias pasadas, no perdonaron cuidado ni fatiga para procurarle una estensa 
y sólida educación , propia de la clase á que pertenecía; y este fue el motivo 
porque me confirieron en Cádiz su instrucción en las Matemáticas y en la For
tificación. Conocían que á un talento tan estraordinario como el 6uyo , debían 
ofrecerle desde luego objetos grandes y nobles en que pudiese desplegar todas 
las fuerzas de su singular penetración. Así es, tjue á la edad de 16 años en que 
fue acometido de tan cruel enfermedad se hallaba impuesto en la Aritmética, 
Algebra , Geometría , Trigonometría rectilínea y esférica, Aplicación del Al
gebra á la Geometría, Secciones cónicas, Funciones, Series, y Cálculo dife
rencial é integral. Querer describir la facilidad con que vencia las mayores 
dificultades , la» justas consecuencias que deducía de las teorías mas sublimes y 
complicadas, y la destreza que habia adquirido en los mas importantes pro
blemas , seria acaso empresa superior á mis fuerzas. No ignoraba mi ilustre 
discípulo que por razón de su nacimiento era acreedor á la estimación pública; 
pero era tal su grandeza de alma que queria adquirirla por sus méritos perso
nales. Con esta mira se propuso entrar en el. número de los defensores de su 
Rey y de su Patria :> para cuyo fin se dedicó bajo mi dirección al estudio de 
la Fortificación , Ataque y Defensa de las plazas , y á los principios de la Fí 
sica y de la Geografía \¡ porque se llegó á persuadir de que sin estos conoció 
mientos no podia llegar á poseer con perfección los diversos ramos del arte 
militar. -No por esto dejo de adquirir también todos aquellos conocimientos 
propios de un caballero bien educado : consumia parte del tiempo en el estudio 
de las lenguas, de la esgrima, de la equitación y delincación, y todo lo hacia 
de un modo científico, reduciéndolo en cuanto era posible á la demostración. 

De esta manera adquirió tal costumbre y afición al estudio que en los mo
mentos en que los crueles dolores de gota no le molestaban tanto , se entrete
nía en delinear algunas cosas útiles, como almacenes de pólvora, puentes de 
barcas &c. Esta sencilla ocupación con que daba algún alivio á ratos pesados, 
me dio margen á que le manifestase la necesidad que yo tenia de emprender la 
delineacion de las figuras de este volumen. No fue necesario mas para que se 
ofreciese muy gustoso á desempeñar por sí este género de trabajo ; y en efecto, 
egecutó la mayor parte de las figuras de la Estática con toda la exactitud y 
limpieza que se requiere \¡ y hubiera hecho otro tanto con las restantes si no 
hubiera terminado la corta carrera de sus dias en 31 de Enero de I8J6. La 
pérdida de un joven de tan bellas esperanzas no podrá recordarla sin dolor el 
que conozca el influjo que puede tener en la prosperidad de una Nacicn una 
persona de su clase, que á su fortuna y grandeza de familia, reunía un talpnto 
singular, unos conocimientos nada vulgares, y un entusiasmo particular hacia 
todo lo que directa ó indirectamente podia cooperar á fomentar la prosperi
dad del reino. 
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En cuanto al orden que he seguido en la composición de ette 
volumen, solo tengo que añadir, que consiguiente al plan que me 
propuse, he procurado siempre conciliar la claridad, sencillez , fa
cilidad en las operaciones y la exactitud, del modo que fuese mas 
útil y conveniente. Por esta razón en la Hidrodinámica, siendo 
mas fácil el obtener los resultados útiles en la práctica por conside
raciones particulares que el deducirlos de las ecuaciones generales, 
he preferido el tratarlo de este modo mas fáci l , aunque no tan ele
gante; y después de haber hecho las modificaciones convenientes 
para que concuerden los resultados teóricos con los prácticos, se po
nen las ecuaciones generales del movimiento de los fluidos. 

Como ha mediado tanto tiempo entre el principiar esta obra y ' 
concluirla, he variado repetidas veces de plan. Siempre habia pen
sado el publicar en un tomo separado las principales aplicaciones 
que se hacen de las Matemáticas á la Arquitectura c i v i l , militar é 
hidráulica , y presentar reunidos el mayor número de datos que son 
útiles en las artes ; pero habiéndoseme indicado por parte del 
Escmo. Sr. D . Joaquin B l a k e , Capitán General de los Reales 
Egérci tos, y Director del Real Cuerpo de Ingenieros, que seria 
muy conveniente que tratase en mi Mecánica de algunas de las 
aplicaciones mas interesantes en la Arquitectura militar (pues 
haciéndome el honor de que en la Real Academia de Ingenieros de 
Alcalá se estudie por mi obra, es mas fácil para los discípulos el 
entender los tratados cuando en todos se observa el mismo sistema) 
por esta causa pensé desde luego en incluirlas en este volumen; 
pero atendiendo á que saldria demasiado grande, y á que se retra
sarla su publicación con perjuicio acaso de los mismos jóvenes que 
se hallan estudiando en la espresada Academia de Ingenieros y que 
van á principiar la Mecánica , he determinado por último el publi
car por ahora solo la Mecánica , dejando para después el dar á luz 
por separado las mencionadas aplicaciones en un volumen que se 
imprimirá á la mayor brevedad y a n t e s del que debe contener la 
Ópt ica , Astronomía y demás tratados físico-matemáticos. 

ADVERTENCIA. 

Del mismo modo que en los volúmenes anteriores, he puesto aquí 
entre corchetes < > aquellos puntos, que no son tan de absoluta necesi
dad, para que pueda omitir su estudio el que no trate de profundizar 
demasiado, 
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de las materias contenidas en este volumen. 
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De los metales resbalando sobre maderas untadas con sebo ib. 
Del rozamiento de los metales. . 163 
De la rigidez de las cuerdas ib. 
Tabla para determinar la rigidez de las cuerdas no embreadas de 



V 

tres ramales 
Del rozamiento de los eges 
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Tomo I. parte 2.a Geometría, Trigonometría rectilínea y Geo
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Tomo II. parte i . a Trigonometría Esférica, Aplicación del Al
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las ecuaciones 30 

Tomo II. parte 2.a Funciones, Series, y los cálculos Diferen
cial é Integral, con sus aplicaciones 30 

Tomo IH. parte i . a Mecánica, dividida en sus cuatro tratados, 
á saber, Estática, Dinámica, Hidrostática éHidrodinámica. 30 

Aritmética de niños para uso de Jas escuelas del Reino, &c. . 4 
Id. en pasta. 6 
Memoria sobre la Curvatura de las lineas, &c 14 
Tabla Sinóptica del arte militar 6 
Compendio de Mecánica Práctica para uso de los niños, artis

tas y artesanos &c., con el modo de construir la curva que 
trazaban las granadas arrojadas por los franceses en el sitio 
de Cádiz: donde se presenta el plano de esta plaza y la posi
ción de las baterías y campamentos del egército sitiador. . . 14 

Este mismo plano suelto, iluminado 6 
Disertación sobre el modo de perfeccionar la Agricultura, &c. 4 
Id. en papel vitela. 6 

jSe hallarán en Madrid en las librerías de Castillo, Sojo, Gómez y 
Orea; en Cádiz en las de Castillo, Pajares y Hortal; en Falencia en la 
de Gil; en Sevilla en las de Aragón y Compañía y en la de Berard; en 
Granada en la de Sanz; y en Barcelona en la de Dorcay en la de Piferrer. 



Circular del Consejo de Indias recomendando el Tratado elemental de 
Matemáticas. 

EL REY=Por mi Consejo de Castilla se circuid á las universidades 
literarias de la Península y á los estudios Reales de S. Isidro de la Corte, 
con fecha once de Octubre de mil ochocientos quince, la siguiente: 

5>Con Real orden de ocho dé Octubre del ano próximo se remitió á 
consulta del Consejo el Tratado elemental de Matemáticas que habia 
presentado su autor D.Josef Mariano Vallejo, con representación en que 
solicitaba que llevándose á efecto una orden de la Regencia del mes de 
Agosto de mil ochocientos diez, se adoptase dicha obra por testo en las 
universidades y colegios de España é Indias. Pedido informe á las uni
versidades mayores del Reino, informaron lo que tuvieron por conve
niente, conviniendo las tres en que la obra es de mucho mérito por su 
método, claridad y escelentes ideas. Y visto por el Consejo, con lo es
puesto por los Señores Fiscales, teniendo presente que en virtud del 
Real decreto de primero de Febrero de este año se trata en el dia de 
formar un plan general de estudios, y se halla nombrada al efecto una 
junta de varios Señores Ministros, hizo presente á S. M. su dictamen 
en consulta de veinte y ocho de Setiembre próximo; y conformándose 
con él, se ha servido acordar se deje á las universidades en la libertad 
de adoptar el tratado de Vallejo desde luego, si quieren, aunque solo 
por ahora, y sin perjuicio de lo que S. M. se digne resolver en vista 
del plan de estudios que le proponga la JLMita de Ministros creada con 
este objeto. Publicada en el Consejo la antecedente Real resolución, ha 
acordado su cumplimiento, y que se comuniquen las correspondientes á 
las universidades del Reino para su inteligencia y observancia en la 
parte que les corresponda." 

Habiendo ocurrido el mismo autor á mi Supremo Consejo de las In
dias en solicitud de que la circular inserta se comunicase en los términos 
que tuviese á bien á las universidades, colegios y demás establecimien
tos científicos de esos dominios, acordó, conforme al parecer de mis 
Fiscales, acceder á su instancia. En consecuencia, ordeno á mis Vireyes 
y Capitanes Generales con mando superior en ambas Américas, sus Islas 
Adyacentes y de Filipinas , circulen á las universidades , colegios y 
demás establecimientos científicos de sus respectivos distritos la orden 
inserta, para que si les acomodase puedan usar de una obra que tiene á 
su favor una calificación tan recomendable, sin perjuicio de lo" que se 
determine en este punto para lo sucesivo. Fecha en Madrid á primero 
de Abril de mil ochocientos diez y seis.=YO EL REYz=&c. 
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T R A T A D O E L E M E N T A L 
DE MECÁNICA. 

NOCIONES PRELIMINARES. 

1 U e dice que un cuerpo está en movimiento cuando ocupa suce
sivamente diferentes partes del espacio ; y que está én reposo cuando 
permanece constantemente en una misma parte del espacio. 

2 La naturaleza no ofrece ningún egemplo de que un cuerpo (se 
supone inanimado) pase del estado de reposo al de movimiento , ni 
del de movimiento al de reposo, sin que esta mudanza no sea produci
da por un agente esterior ; por lo cual se admite como un hecho de
mostrado por la esperiencia, que un cuerpo no puede pasar por sí mis
mo del reposo al movimiento, ni del movimiento al reposo. 

3 Esta proposición se conoce con el nombre de principio 6 ley de 
inercia; por ser una consecuencia de esta propiedad de la materia, por 
la cual á un cuerpo le es indiferente el moverse ó estarse quieto ; y 
se enuncia este principio ó ley de inercia del modo siguiente: un cuer
po que está en reposo no puede por sí mismo ponerse en movimiento; 
y una vez puesto en movimiento, no podría por sí mismo alterar ni 
la dirección ni la intensidad del movimiento. 

4 Gomo esta proposición es el fundamento de la ciencia que nos va 
á ocupar, es de la mayor importancia el que se perciba su verdad con 
toda evidencia; por lo cual la demostraremos por la esperiencia y por 
el raciocinio. 

En efecto, si sobre una mesa se coloca un cuerpo cualquiera sin 
imprimirle ningún movimiento , observamos que este cuerpo perma
nece en reposo: de lo cual también nos convencemos por el solo racio
cinio; pues no se concibe por qué motivo este cuerpo , en caso de mo
verse , tomaria por sí mismo un movimiento mas bien hacia un lado 
que hacia otro; luego acerca de la primera parte de la proposición va 
conforme la esperiencia con el raciocinio. 

Lo mismo se verifica respecto de la segunda parte; porque si pone
mos en movimiento al cuerpo que está sobre la mesa , la esperiencia 
prueba que continuará moviéndose en linea recta y sin alterar la inten
sidad del movimiento, á menos que no encuentre algún obstáculo , d 
se le dé algún nuevo impulso ; pues aunque en apariencia vemos que 
su movimiento se va debilitando por grados y acaba por lo regular ani
quilándose del todo, se debe notar que esto proviene de los rozamien-
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tos , de la resistencia del aire y de otras causas. Esta segunda parte se 
demuestra aun con mas evidencia por el raciocinio que por la espe
riencia. En efecto , el solo raciocinio nos da á conocer que si el cuer
po estuviese ya en movimiento, y se supusiese que trataba de desviarse 
de su primitiva dirección, no se concibe por qué motivo este desvío 
seria mas bien hacia la derecha que hacia la izquierda; y en cuanto á 
su intensidad tampoco se concibe por qué había de disminuir mas bien 
que aumentar. De donde resulta que la verdad de la espresada propo
sición queda demostrada de un modo incontestable. 

5 Toda causa , cualquiera que sea su naturaleza , que sea capaz de 
imprimir movimiento á un cuerpo, d de alterar el movimiento que ya 
tuviese , se llama fuerza ó potencia; y se llama dirección de la fuerza 
la recta que dicha fuerza obligaría á describir al punto ó cuerpo á que 
estuviese aplicada, si obrase por sí sola. 

6 Gomo un punto ó un cuerpo no puede ir por muchos caminos á un 
mismo tiempo, resulta que cuando muchas fuerzas están aplicadas á un 
mismo tiempo á un punto d á un cuerpo, se ha de verificar precisa
mente una de dos cosas : ó que dichas fuerzas se destruyan y el punto 
ó cuerpo permanezca en reposo , en cuyo caso se dice que dichas fuer
zas se equilibran ó están en equilibrio; ó que el punto ó cuerpo se mue
va siguiendo una cierta dirección , como si obedeciese á una sola fuer
za. Al conjunto de fuerzas que obran á un mismo tiempo sobre un pun
to d cuerpo se le llama sistema de fuerzas; y se llama resultante 6 de
rivada del sistema á la fuerza única que resulta de todas las demás, 
las- cuales entonces reciben el nombre de componentes. 

7 Sabido ya lo que se entiende por movimiento y por equilibrio, 
tenemos manifestado el objeto de la Mecánica , que es la ciencia que 
trata del movimiento y equilibrio de los cuerpos; y como estos se pue
den dividir en solidos y íluidos (introd. pág. X V ) , y en cada clase de 
cuerpos se puede considerar su equilibrio y su movimiento , resulta 
que la Mecánica consta de los cuatro tratados siguientes: Estática, que 
trata del equilibrio de los cuerpos solidos; Dinámica, que trata de su 
movimiento; Hidrostática, que trata del equilibrio de los cuerpos flui
dos ; é Hidrodinámica, que trata de su movimiento. 

8 Los Geómetras han llegado á referir todas las cuestiones de Di
námica á simples cuestiones de equilibrio ; por lo cual en el dia con
viene esplicar antes la Estática que la Dinámica. Y como los cuerpos 
se componen de puntos materiales, unidos entre sí de diversos modos en 
los cuerpos de especies diferentes , se consideran ante todas cosas estos 
puntos materiales aisladamente, y solo bajo el aspecto de que sirven de 
puntos de aplicación á las fuerzas ; después se retinen para formar los 
cuerpos y se indagan las condiciones del equilibrio ó las leyes del mo
vimiento en cada especie de cuerpos. 

o. En una fuerza hay cuatro cosas que considerar, á saber: su punto 
de aplicación, su intensidad, su dirección y el sentido en que obra se~ 
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gun esta dirección. El punto de aplicación se determina según hemos 
manifestado (II. §§ 139 y 175) que se fija un punto, ya sea en un plano 
y ya en el espacio. 

10 Para formarnos una idea exacta de lo que se entiende por inten
sidad de una fuerza, observaremos, que cuando dos fuerzas están apli
cadas en sentido contrario la una de la otra á un mismo punto, ó á los 
estreñios de una recta inestensible, y se equilibran, se dice que son igua
les. Si después de haber reconocido que dos fuerzas son iguales, se apli
can ambas en la misma dirección á un mismo punto, se tendrá una fuer
za dupla de la primitiva; si se reúnen tres fuerzas iguales, resultará una 
fuerza tripla; si cuatro, cuadrupla; y si m fuerzas iguales, resultará 
una fuerza múltipla, que equivaldrá á m veces la primitiva. De donde 
se deduce que las fuerzas son cantidades que se pueden representar por 
números ó por lineas, refiriéndolas á una unidad de su especie; por
que si en una cuestión se consideran muchas fuerzas que sean múltiplos 
dados de otra fuerza, tomando á esta por unidad, las fuerzas que se 
consideran se deberán representar en el cálculo por números iguales á 
estos múltiplos, y en las construcciones geome'tricas por lineas que les 
sean proporcionales. 

Por lo regular se toma la linea que representa la intensidad de una 
fuerza, sobre la recta que espresa su dirección, partiendo desde su pun
to de aplicación hasta el estremo en que se coloca la letra con que es
presarnos dicha fuerza; y siempre se supone que obra en el sentido de 
la primera letra con que se espresa hacia la segunda, á no ser que se 
advierta lo contrario. 

11 Puesto que la dirección de una fuerza (5) es la recta que obli
garía á describir al punto d cuerpo á que se aplicase la fuerza, resulta 
que la dirección de una fuerza quedará determinada, ya sea sobre un 
plano, ya en el espacio, por los medios espresados (II. (j§ 160, 182 y 
siguientes). Debemos advertir que en la Mecánica para fijar la posición 
de Jas fuerzas, casi siempre se hace uso del conocimiento de los ángulos 
que sus. direcciones forman con los eges. Y como hay que considerar 
muchas veces fuerzas que obran sobre un mismo punto en sentido opues
to las unas de las otras, en vez de considerar las unas como positivas, 
y las otras como negativas, se consideran siempre como positivas, y los 
signos de los cosenos dan á conocer el sentido en que obran, en virtud 
de lo espuesto (II. nota del § 186). 

• Cuando las fuerzas son paralelas entre sí, se puede suponer que el 
uno de los eges les sea también paralelo. Entonces dos de los ángulos 
que forman las fuerzas con los eges coordenados vienen á ser rectos; lue
go si suponemos Z=.\<n, V—\TÍ, la (ec.6 del % 183a del Tom. II.) se 
reduce á cos . 2 X=i ; que da X = o , X = i r . 

De este modo la dirección de una fuerza seria dada diciendo: que 
forma con el ege un ángulo nulo, ó un ángulo igual á dos rectos ó á tt; 
pero en este caso particular es mas sencillo determinai^psta dirección 
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por el signo de la fuerza, considerando como positivas las que obran en 
un sentido, y como negativas las que obran en el sentido opuesto. 

Solo en el caso de las fuerzas paralelas considei aremos fuerzas posi
tivas y fuerzas negativas: en todos los demás casos, las cantidades con 
que representemos las fuerzas en el cálculo serán positivas, y la va
riación de signo recaerá sobre los cosenos de los ángulos que sus direc
ciones formen con los eses de las coordenadas. 

E S T Á T I C A . 
Del equilibrio de un punto material. 

Proposiciones generales acerca de la composición y descomposición 
de las fuerzas. 

1 2 .En la Mecánica hay que resolver con mucha frecuencia dos pro
blemas interesantes, que son: el de la composición de las fuerzas, y el 
de su descomposición. El primero consiste en hallar la resultante de un 
sistema dado de fuerzas; y en el segundo, al contrario, dada una fuer
za se trata de hallar dos ó mas, cuyo efecto sea el mismo que el de la 
fuerza dada. La resolución del segundo problema se deduce de las cir
cunstancias con que se resuelve el primero, del cual nos vamos á ocupar. 

Del modo con que nos hemos formado (10) la idea de fuerza igual, 
resulta que si dos fuerzas son iguales y se aplican á un mismo punto en 
sentidos contrarios, se equilibrarán ó destruirán; pues esta proposición 
es exactamente la recíproca de la otra. 

13 También se deduce que si dos fuerzas desiguales se aplican á 
un mismo punto en sentidos contrarios, la acción sobre este punto ó la 
resultante de dichas fuerzas, es igual á su diferencia. Porque si tene
mos dos fuerzas P, Q, tales que P=Q-hK, y se toma sobre la fuerza 
P una porción igual con la fuerza Q, el efecto que produzcan sobre di
cho punto estas dos fuerzas iguales con Q y directamente opuestas, será 
nulo (12); y solo quedará la fuerza K=P—Q que obrará en el sentido 
de la mayor fuerza P. 

14 Teor. Si dos fuerzas P , Q, obran sobre un punto en la direc
ción de una misma recta y en el mismo sentido, el efecto sobre dicho 
punto será el mismo que el de una fuerza única igual á la suma P-t-Q. 

/ JEspl. Aquí pueden ocurrir tres casos: i.° que ambas fuerzas sean 
• racionales ó comensurables; 2. 0 que solo una de ellas lo sea; y 3. 0 que 

ninguna de las dos sea racional ó comensurable. 
Dem. i.° Supongamos que P y Q sean ambas comensurables, y 

que sea K la común medida: de modo que se verifique por egemplo 
4 P=mK, y Q=nK; 
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en este caso tendremos en el punto dado un numero m+n de fuerzas 
iguales con K, y que obran en un mismo sentido; luego la resultante 
será (10) igual á (m-t-n)K=mK+nK=P-+-Q, que era L. i.° Q. D. D. 

2. 0 Supongamos ahora que P sea comensurable y Q incomensurable. 
En este caso, espresando por Q' el valor de Q aproximado por decimales 
hasta el guarismo n, y por Q" este mismo valor aumentado en una uni
dad decimal del orden «, tendremos que siendo Q' y Q" cantidades ó 
fuerzas comensurables, combinada cada una de estas con la fuerza P 
que es también comensurable, darán una resultante que en virtud de lo 
acabado de demostrar será igual á la suma de las componentes; luego si 
espresamos por R' la resultante de P y Q', y por R" la de P y Q", 
tendremos R'=P+Q', R."=P+Q"; 
y señalando con h lo que le falta á Q' para convertirse en Q, y con II 
10 que Q" lleva á Q, las ecuaciones anteriores se convertirán en 

R'=P+Q—h, R"=P+Q+H; 
y siendo Q mayor que Q' y menor que Q", la resultante R de las dos 
fuerzas P y Q deberá ser mayor que y menor que R". 

Ahora, si R no es igual con P-+-Q, será mayor ó menor; suponga
mos que R>P~\-Q, y que sea por egemplo R=P-+-Q-*-K; 
y como por pequeña que sea. K, podremos hacer que la diferencia h 
entre 0/ y Q, ó i í entre Q y Q", sea menor que ÍC (I. 325 cor. 2.0); 
pues suponiendo que n vaya creciendo una unidad, iremos haciendo á 
dicha diferencia diez veces menor; y por deber ser R">-R, se verificará 
que R-+-Q+H>P+Q-hK, ó H>K; ' 
pero esto es un absurdo, pues acabamos de manifestar que al contrario 
11 puede llegar á ser menor que K\ luego el supuesto que nos ha condu
cido á el también es un absurdo; luego no puede ser R>P*+-Q. 

Tampoco puede ser j R < P - Í - Q ; porque si se tuviese R-t-K=P-hQ, 
como ü ' = P - t - Q — h , y h puede ser menor que K, trasladando la h al 
primer miembro seria R'^h=P~{-Q, de donde R''~*-h=R-+-K; 
pero debiendo ser R'<iR, y h<K, será R'-hh<R+K, 
es decir, que la cantidad R'-+-h deberia ser al mismo tiempo igual y 
menor que R-+-K; lo cual siendo absurdo, manifiesta que el supuesto 
que nos ha conducido á él también es absurdo; luego no se puede su
poner R<.P~hQ. Luego en este segundo caso tampoco puede ser R me
nor ni mayor que P-hQ; luego le será igual. L. 2. 0 Q. D. D. 

3. 0 Si las dos fuerzas P y Q son incomensurables , y suponemos-
á Q' y á Q" los mismos valores de antes, la fuerza P incomensurable, 
obrando al mismo tiempo que la Q ' que es comensurable, producirá por 
el caso anterior una resultante R'=P-+-Q'; 
y obrando la misma fuerza P con la comensurable Q " dará una resul
tante R"=zP+Q". 

Ahora, si R no fuese igual con PM-Q, seria mayor é menor. Si se 
tuviese R>P+Q de modo que fuese R=P+Q-hK, 
como R" deberia ser mayor que R, por ser Q " > Q , 'm 
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tendríamos P~hQ">P-hQ-hK, de donde Q"—Q>K; 
lo que es absurdo, pues Q"—Q puede llegar á ser menor que iC; luego 
el supuesto que nos ha conducido á él también es absurdo, y por lo 
mismo no puede ser R*>P-hQ. 

Tampoco se puede verificar 2?<P-t-Q; porque si R-+-R=P+Q, 
tomando entonces á Q' tal que se diferenciase de Q una magnitud menor 
que K, tendríamos que como Q/ seria comensurable, daría R'—P-t-Q'; 
y debiendo ser R'<.R por ser Q'<Q, si llamamos h á lo que le falta 
á Q para ser igual con Q, será R'=zP-i-Q—h, ó R'+h—P-hQ, 
lo cual nos daria R'-t-h—R-hK; 
pero debiendo ser R'<.Ry h<.K, si sumamos estas desigualdades, ten
dremos R'-^h<.R-hK, 
lo cual siendo absurdo, pues R'-i-h no puede ser al mismo tiempo igual 
y menor que R-+-K, manifiesta que el supuesto que nos ha conducido 
á él también es absurdo; luego no se puede suponer i?<P-)-Q; 
y como hemos demostrado que tampoco se puede suponer i£>P+Q, 
se deberá tener R=P-i-Q (i); 
luego queda demostrada la proposición en todas sus partes. 

15 Cor. De aquí se deduce que la resultante de un número cual
quiera de fuerzas P , Q , S, T, &c., de cualquier naturaleza que sean, 
que obran sobre un punto en la dirección de una misma recta y en el 
mismo sentido, es igual á la suma P-4-Q-t-S-HT-f-&c. 

Porque si suponemos que obran solo las dos primeras, producirán 
una resultante r=P-t-Q; 
y suponiendo ahora que obre esta resultante y otra fuerza 5 , producirán 
una resultante r'=r-hS=P~hQ-+-S; 
y continuando del mismo modo, y espresando por R la resultante de 
todas, se tendrá en general R=P-t-Q-+-S-hl'-hU-h&'c. (2). 

16 Teor. Si un número cualquiera de fuerzas obran sobre un punto 
en la dirección de una misma recta, y en la opuesta de su prolongación^ 
la resultante de todas será igual á la suma de las que obran en un senti
do , menos la suma de las que obran en el sentido contrario. 

Dem. Si espresamos por P,Q, S, ci?c. las fuerzas que obran en un 
sentido, y p o r p , q , s , & c . las que obran en sentido contrario, tendre
mos que las primeras en virtud del corolario anterior equivaldrán á una 
resultante R'=P-+-Q-hS-*-&'c.i y las segundas á otra r=p-+-q~+-s-+-&c, 
luego todas las fuerzas quedarán reducidas á las dos R/', r, que obrarán 
sobre el mismo punto en sentido contrario; por lo que (13) la resultante 
ó derivada de estas dos, que es la de todas y que llamaremos R, será 
R—R'—r=P-hQ-hS-+-6?c.—(p-hq-hs-h&e.) (3), que espresa L. Q. D. D. 

17 Esc. Esta proposición se puede enunciar con mas sencillez por 
una consideración particular; porque si se consideran como positivas las 
fuerzas que obran en un mismo sentido, y como negativas las que obran 
en un sentido opuesto, se puede decir que la resultante de un número 
cualquiera d^fuerzas que obran en la dirección de una misma recta, es 
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igual a su suma, tomando aquí la palabra suma en e l mismo sentido que 
se le atribuye en Algebra. 

18 Teor. Si dos fuerzas obran sobre un móvil formando ángulo, 
no se pueden equilibrar. 

Espl. Sean P y Q (fig. 1 . a ) dos fuerzas que obren ¿obre el punto m, 
formando el ángulo P/«Q: vamos á demostrar que no puede haber equi
librio entre ellas. 

Dem. Poique si supusiéramos que se equilibraban , introduciendo 
una nueva fuerza P' igual y directamente opuesta á P, esta fuerza 
tendría todo su efecto en virtud del equilibrio de P y Q , y llevaría 
consigo al punto m en el sentido de m hacia P'; pero siendo P' y P igua
les y directamente opuestas, se destruirán (12), y quedará de todo el 
sistema solo la fuerza Q, que obrará como si fuese sola, y obligaría al 
punto m ávque se trasladase de m hacia Q ; y como es imposi bloque 
pueda seguir á un mismo tiempo dos caminos diferentes , resulta un 
absurdo de suponer que las fuerzas P y Q se equilibren formando án
gulo ; luego no se pueden equilibrar , y por lo mismo tendrán una re
sultante. L. Q. D. D. 

Cor. Luego para que haya equilibrio entre dos fuerzas, se han de 
verificar dos circunstancias : i . a que obren en direcciones opuestas ; y 
2 . a que sean iguales. La primera por lo que acabamos de demostrar; y la 
2 . a porque en virtud de lo espuesto(13), si no fuesen iguales tendrían 
una resultante igual con su diferencia. 

19 Teor. Cuando muchas fuerzas que obran sobre un mismo punto 
se equilibran, cada una de ellas se puede considerar como igual y di
rectamente opuesta á la resultante de todas las otras. 

Dem. Supongamos que las fuerzas P, Q,S, T (fig. 2) obren sobre el 
mismo punto m y se equilibren. Si aplicamos al sistema una fuerza T* 
igual y contraria á la fuerza T, resultará que las fuerzas T y T' se equi
librarán (cor. ant.), y solo quedarán de todo el sistema las tres fuerzas 
P,Q,S. Por otra parte,- el conjunto de las cuatro fuerzas dadas P,Q,S,T, 
se halla en equilibrio por el supuesto; luego de todo el sistema de las 
cinco fuerzas P, Q,S, T, T, solo queda la fuerza V; por lo que esta fuer
za T' causa el mismo efecto que las tres P,Q,S; luego (6) será T la 
resultante de las tres fuerzas P,Q,S; y como T'es igual y directamente 
opuesta á T, resulta que T es igual y directamente opuesta á la resul
tante de las demás ; y como lo mismo demostraríamos si hubiese mas 
fuerzas , resulta L. Q. D. D. 

Esc. Un sistema cualquiera de fuerzas que obran sobre un mismo 
punto, no se altera en manera alguna aunque se suponga que sobre di
cho punto obre ademas otro sistema de fuerzas, que por si mismas se 
equilibren \ porque esto en realidad viene á ser lo mismo qqe agregar 
al sistema una fuerza igual con cero ; de manera que si al sistema.de 
las tres fuerzas P,Q,S, concebimos que se agregan las dos fuerzas igua
las T y T' y directamente opuestas , ellas por sí mismas se destruirán 

http://sistema.de
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y no producirán ningún efecto ; luego el suponer que obran sobre el 
punto m al mismo tiempo que las P\ Q, 5, no puede alterar la magni
tud ni dirección de la resultante de estas en el caso de que la tengan, 
ni turbar su equilibrio si ellas por sí mismas se equilibraban. 

20 Teor. El punto de aplicación de una fuerza se puede trasla
dar á otro punto cualquiera de su dirección, con tal que este segundo 
punto se halle invariablemente unido al primero. 

Dem. Supongamos que la fuerza P (íig. 3) tire del punto m por 
medio del cordón mV; si á este cordón añadimos otras dos fuerzas 
Q, S, iguales con P y que obren en sentido opuesto la una de la otra, 
estas dos se equilibrarán por sí mismas ( 1 2 ) , y por consiguiente (esc. 
ant.) no aumentarán ni disminuirán la fuerza P, y podremos conside
rar que el efecto de la fuerza P es el mismo que el de las tres fuerzas 
i 3 , Q, S; y como las P y S son iguales y directamente opuestas, se equi
librarán también por sí mismas, y solo quedará del sistema la fuerza 
Q, que es igual con la primitiva P, y cuyo punto de aplicación se ha 
trasladado al parage Q que nos acomodaba; y como el punto P se halla 
por el supuesto invariablemente unido con el punto Q , de modo que 
la distancia de P á Q permanece siempre constante, resulta que aunque 
la fuerza se halle aplicada en P , causará los mismos efectos que antes 
sobre el punto m, que era L. Q. D. D. 

21 Cor. i.° De aquí se infiere que cuando un obstáculo fijo e' in
vencible se coloca sobre la dirección de una fuerza, él la destruye; pues 
que se puede suponer que la fuerza está aplicada al mismo obstáculo. 

Cor. 2.° También se infiere que cuando dos fuerzas se apliquen á 
los estremos de una recta inestensible, y que obren en la dirección de 
la misma recta, producirán una resultante que equivaldrá á la suma 
ó diferencia de las componentes , según obren en una misma dirección 
ó en direcciones opuestas; y si son iguales y contrarias las fuerzas, se 
destruirán y no producirán ningún efecto ; pues concibiendo la una 
fuerza aplicada en el punto de aplicación de la otra , queda reducida 
la cuestión al caso en que las fuerzas obran sobre un mismo punto en 
una misma dirección tí en direcciones opuestas , y en virtud de lo es
puesto (17 ) se verifica la proposición, 

2 2 Teor. La dirección de la resultante de dos fuerzas que obran 
sobre un mismo punto se halla en el plano de las direcciones de las 
componentes. 

Dem. Si estas fuerzas obran en una misma dirección ó en direc
ciones opuestas, como se ha de hallar la resultante (13 y 14) en la mis
ma linea de dichas fuerzas queda demostrada la proposición. 

Si dichas fuerzas obrasen formando ángulo, tendrían por precisión 
una resultante (18); y si supusiéramos que esta resultante se pudiese 
hallar por la parte superior de dicho plano , se podria siempre señalar 
por la parte inferior del mismo plano otra recta , cuya posición fuese 
perfectamente simétrica con relación á la posición de las componentes; 
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y como no hay ninguna razón para que el punto se moviese mas Lien 
por la una que por la otra , resulta que el punto , ó no iria por nin
guna parte, lo que es absurdo, pues que las dos componentes no las 
suponemos .iguales y directamente opuestas (i3 cor.), ó seguiría dos 
direcciones,y entonces se hallaría al mismo tiempo en dos distintos lu
gares del espacio, lo que también es absurdo; luego queda demostra
da la proposición. 

23 Teor. Cuando dos fuerzas forman un ángulo , la dirección de 
su resultante pasará por dentro de dicho ángulo. 

Dan. Antes de principiar la demostración observaremos que si su
ponemos que las dos fuerzas P y Q (fig. i . a ) obren sobre el punto m, 
esto se puede hacer de dos modos diferentes: ó suponiendo que la fuerza 
P empuja al punto m para que vaya desde m hacia P', y lo mismo la 
Q de m hacia C/.j ó suponiendo que la fuerza P trata de traer 6 llevar 
hacia sí el punto /», y lo mismo la Q, que trata de llevarlo de m hacia 
Q. En este segundo supuesto es en el que se supone siempre en Me
cánica que obran las fuerzas, á no ser que se esprese lo contrario. 

Entendido esto, lo que tratamos de demostrar es que si las dos fuer
zas P y Q obran sobre el punto m , la resultante de estas fuerzas se 
hallará por precisión dentro del ángulo P/wQ; porque en primer lu
gar dicha resultante se ha de hallar en el plano de las componentes 
(22); y como el efecto de la fuerza Q, si obrase por sí sola, estaría re
ducido á hacer pasar el punto m hacia Q por la parte inferior de la 
P/raP'; y el efecto de la fuerza P tratará de hacerle pasar desde m á 
P por la parte superior de la Q/raQ': resulta que para que el punto 
m obedezca á las dos fuerzas, será preciso que pase^por dentro del án
gulo P/wQ, que es la parte del plano que cumple con las dos condi
ciones de estar inferior á la linea PmV y superior á la QmQ' que era 
L . Q . D . D . 

24 Teor. Si dos fuerzas iguales obran sobre un punto formando 
ángulo , la dirección de su resultante divide el ángulo que forman las 
direcciones de las componentes en dos partes iguales. 

Espl. Sean las dos fuerzas iguales P y Q , que formen el ángulo 
PmQ (figs.4, 5 y 6) : voy á demostrar que su resultante wR divide al 
ángulo P/MQ en dos partes iguales P/raR, RmQ. 

Dem. Si queremos dar una demostración concisa y elegante, no te
nemos mas que observar que debiendo pasar la resultante (23) por den
tro del ángulo P/?zQ , y siendo iguales las componentes mP , mQ , no 
hay ninguna razón para que la resultante se aproxime mas á la una 
que á la otra de las dos componentes ; luego se desviará igualmente de 
ambas y dividirá por consiguiente al ángulo PwQ en dos partes iguales. 

Pero si queremos que se presente también á los ojos esta verdad, 
observaremos que si la resultante fuese la wr, diferente de la mR que. 
divide en dos partes iguales al ángulo P/rcQ-, existiría otra recta rnr' 
en una situación perfectamente simétrica respecto de las mR , wP, mQ 

B T. I I #P . I. 
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(figs. 4, 5 y 6) con la que tiene la mr con las mismas lineas: de modo 
que todas las razones que se podrían dar para probar que mr es la re
sultante, se podrían aplicar para probar que mr' lo es también: de don
de se inferiría que habia dos resultantes diferentes ; y como esto es im
posible , porque el punto no puede existir á un mismo tiempo en dos 
parages diferentes , queda demostrada la proposición. 

Cor. i.° Luego si suponemos que la intensidad de estas fuerzas igua
les está representada por las lineas iguales mB, mC (íig. 7) , y conclui
mos el rombo mBDC , tendremos que como los triángulos mBD, mCD 
serán iguales é isdsceles (I. 359 y 466 cor. 4.0), la diagonal mD del rom
bo divide al ángulo BmC en dos partes iguales, y por consiguiente esta 
diagonal espresará la dirección de la resultante délas dos fuerzas iguales. 

Cor. 2.° Como se puede variar el punto de aplicación de una fuerza 
al punto que se quiera (20). con tal que se halle este invariablemente 
unido con el primero, resulta que si se supone esta derivada d resul
tante aplicada en el punto D, se le podrán sustituir las dos fuerzas BD, 
CD que son iguales con mC, mB, y que obren en la dirección de B hacia 
D y de C hacia D ; y su efecto sobre el punto D, o sobre el punto m, 
será el mismo que el de las dos fuerzas mB, mC, que espresan las in
tensidades de las dos fuerzas P y Q. 

25 Teor. Si dos fuerzas desiguales obran sobre un mismo punto 
formando ángulo , la resultante formará menor ángulo con la fuerza 
mayor : o lo que es lo mismo, se aproximará mas á la fuerza mayor. 

Dem. Sean P y Q (fig. 8) las dos fuerzas desiguales, de las que su
pondremos que Q sea la mayor; y espresando por p la diferencia entre 
ellas, se tendrá Q=pP-t-p; 
luego en vez de las fuerzas P y Q podremos considerar que se tienen las 
tres fuerzas P, P y p , de las cuales la primera P obra en la dirección 
de mV, y las otras dos P, p , en la dirección mQ ; y como la dirección 
de la resultante de las dos fuerzas P será mr, que divide al ángulo P/.vQ 
en dos partes iguales , y la dirección de la resultante de mr y la otra 
fuerza p , que obra en la dirección de mQ se hallará precisamente dentro 
del ángulorrnQ (§ 23), estará representada por mR, la cual formará con 
la dirección mQ de la fuerza mayor un ángulo QmR menor que RmP 
que forma con la menor. 

26 Teor. Si cuando dos fuerzas aplicadas á un mismo punto que 
son entre sí como man y como m á p, la resultante pasa por la dia
gonal del paralelograrno construido sobre estas fuerzas , se verificará 
que cuando las fuerzas sean entre sí como m y n-t-p la resultante pa
sará también por la diagonal del paralelograrno construido por rectas 
que sean corno m y n-t-p. 

Dem. Sea el paralelograrno mBGF (fig. 9) y CD paralela á mB; y su
pongamos que mB : mC: CF:: m:n:p. 
Las dos fuerzas mC y mB. producen por la hipdtesis una fuerza única que 
pasa por el punto D; á esta se le pueden sustituir (24 cor. 2.0) otras dos 
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BD y CD que obren de B hacia D y de C hacia D. Ahora, las dos fuer
zas CD y CP producen también por hipótesis una resultante CG que pasa 
por el punto G;y como la fuerza BD la podemos concebir aplicada (20) 
en el punto G de su dirección , resulta que por el punto G pasa la re
sultante de las tres fuerzas CD, CF y BD, d de sus iguales mB, CF y 
mC ; y como las mC y CF obran en una misma dirección , equivalen 
(12) á una fuerza única mF; luego la resultante de las dos fuerzas mB 
y mF, que guardan la razón de m: rHrp, pasa por el punto G ; y como 
se halla aplicada en m, resulta que pasará por la diagonal del paralelo-
gramo mFGB construido con estas lineas como lados. L.Q.D.D. 

27 Teor. La dirección de la resultante de dos fuerzas cualesquiera 
que forman un ángulo, aplicadas á un mismo punto, y espresadas por 
rectas tomadas sobre sus direcciones partiendo de dicho punto, está re* 
presentada por la diagonal del paralelograrno construido sobre estas 
dos fuerzas. 

Espl. Sean P y Q (fig. 10) dos fuerzas cualesquiera que obren so
bre el punto m en la dirección de mP y mQ, y cuyas intensidades 
estén representadas por mB, mC: voy á demostrar que la dirección 
de la resultante mR de dichas fuerzas está representada por la diagonal 
mB del paralelograrno mBDC construido sobre las rectas mB, mC, 
como lados. , 

Dem. Puesto que en el caso de ser las fuerzas iguales, su direc
ción es la diagonal del rombo (24 cor. i.°), resulta que suponiendo 
m=n~p—i=mB=mC=BF (fig. 11) tendremos que la dirección de la 
resultante de mB y mG será la diagonal mD ; y la de BD y BF será 
BG. Ahora, siendo las componentes mC=i y HzF=mB+BF— 1+1—2, 
tendremos por el teorema anterior, que la dirección de la resultante 
será la diagonal mG; luego la dirección de la resultante es la diagonal 
cuando las componentes guardan la razón de 1 : 2; 
y suponiendo FH=FG, la dirección de la resultante será FK, diagonal 
del rombo FHKG ; por lo que en virtud del mismo teorema tendre
mos que la dirección de la resultante de mC y de mH será la mK; lue
go la dirección de la resultante es la de la diagonal del paralelograrno 
cuando las fuerzas están también en la razón de 1: 3; 
y del mismo modo demostraríamos que se verificaba la proposición cuan--
do las componentes estuviesen en la razón de 1 : 4, de 1: 5, y en gene
ral de 1 : k ó invirtiendo de k: 1. 

Si suponemos ahora (fig. 12) que mC: mB:: k: 1 , la dirección de 
la resultante por lo que acabamos de demostrar será mD; y si supone
mos que BF=mB=i, resultará que siendo BD igual y paralela con mC, 
la dirección de la resultante de las dos fuerzas BD y BF, que guardan la 
razón de k: 1, será la diagonal BG; así, en virtud del teorema anterior,' 
la dirección de la resultante de mC=k y de W F = / M B + B F = I + I = 2 , 
será la diagonal mG; y del mismo modo demostraríamos que la di
rección de la resultante de las dos fuerzas mC y mH quejón*.: k: 3, 
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era la diagonal mK; y que también estaba representada la dirección 
por la diagonal, cuando las fuerzas fuesen:: k: 4 y : : k: 5, y en ge
neral:: k: h, espresando por k y h cantidades comensurables. 

Para demostrar que también se veriíica la proposición cuando las 
fuerzas son incomensurables, observaremos que si suponemos que la di
rección de la resultante pase por el punto O (fig. 13), fuera de la dia
gonal mG, dividiendo (I. 325 cor. 2.0) la mB en partes iguales mas 
pequeñas que OG, y llevando estas partes sobre BG , habrá al menos 
un punto E de división entre G y O; y tirando por él la EH paralela 
á mB, la resultante de las dos fuerzas comensurables mB y mli pasará 
por wE ; pero si consideramos la parte HF de la mF trasladada al pun
to m y representada por mD, tendremos que la resultante de esta y de 
'mF pasará (23) por lo interior del ángulo E/nD; luego no podrá pasar 
por el punto O á la izquierda del punto G; y como demostraríamos del 
mismo modo que no podría pasar por ningún punto O' á la derecha de G, 
resulta que precisamente pasará por G. Luego queda demostrada la pro
posición también para el caso en que las fuerzas sean incomensurables, 
y por consiguiente lo resulta en todos los casos. L. Q. D. D. 

28 Teor. La magnitud de la resultante de dos fuerzas cualesquie
ra P y Q, está representada por la diagonal del paralelograrno cons
truido sobre estas fuerzas. 

Espl. Supongamos que las dos fuerzas P y Q cuya intensidad re
presentáronlos por mB, jiiC (fig. 14), obren á un mismo tiempo sobre el 
punto m: vamos á demostrar que la magnitud de la resultante R está 
representada por la diagonal mD del paralelograrno mBDC. 

Dem. Para demostrarlo, observaremos ante todas cosas, que pues las 
fuerzas P y Q equivalen á una que pase por la dirección mR, si que
remos que haya equilibrio será preciso introducir una nueva fuerza que 
destruya á la resultante, la cual deberá ser igual con ella y directa
mente opuesta (18 cor.); por lo que supondremos que sea la fuerza R'; 
y pues que las tres fuerzas P, Q y R' se equilibran, podremos supo
ner (19) que la fuerza Q se equilibre con las fuerzas P y Rf, y la re
sultante de estas dos pasará por la prolongación mQ' de Qm, y estará 
representada por mF=mC; pero aquí la componente P es dada de mag
nitud y dirección , de la otra componente R' solo se conoce su direc
ción, y la resultante Q' es conocida en magnitud y dirección, pues 
ha de ser igual con mC; luego solo nos falta determinar la magnitud 
de la componente mR'. Para conseguirlo, uniremos los puntos F y B, 
y tiraremos por F la FG paralela á mB; y digo que mG será la magni
tud de la componente R'. Porque si no lo fuese, seria mayor ó menor; 
y si supusiéramos que estaba representada por wG'<wG, construyendo 
sobre mB y mG' un paralelograrno, su diagonal mF' espresaria la di
rección de la resultante de las fuerzas P yR'; pero como esta resultan
te debe pasar por la dirección mF prolongación de mC, resulta que de
bería pasar por dos parages distintos á un mismo tiempo, lo que es 
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absurdo; luego no se puede suponer que mG'<mG represente á ta 
fuerza R'. 

Del mismo modo demostraríamos que raG''>/rcG no puede repre
sentar á R'; porque construyendo el paralelograrno BG", la diago
nal mF" espresaria la dirección de la resultante de las fuerzas P y R'; 
pero como esta resultante se debe dirigir por mF, prolongación de 
mG, resulta un absurdo; luego no se puede suponer-que mG">mG 
represente á la fuerza Rí\ luego no pudieüdo esta fuerza estar repre
sentada por una recta menor ni mayor que mG, resulta que lo es
tará por la misma mG. Pero mG=wiD por la igualdad de los trián
gulos mCD y mFG (I. 361) á causa de ser mG—mF, y tener iguales 
l'os dos ángulos en m (I. 356) y los en F y G (I. 386a); luego la 
magnitud de la resultante R está representada por mD, diagonal del 
paralelograrno mBDC, cuyos lados mB y mC representan á las compo
nentes. L. Q. D. D. 

Cor. gen. Luego la resultante de dos fuerzas cualesquiera que for
man un ángulo, está representada en dirección y en magnitud por la 
diagonal del paralelograrno construido por lados que espresen la in
tensidad y dirección de dichas fuerzas. 

Esc. Esta proposición se conoce con el nombre de paralelograrno ds 
las fuerzas; y se puede decir que es el fundamento de toda la Mecánica. 

2 9 Teor. La resultante ele dos fuerzas P y Q se puede espresar por 
medio de estus fuerzas y del ángulo que forman. 

Dem. Si tiramos desde el punto D (fig. 15) la DG perpendicular á 
#zQ, y espresamos por a el ángulo PmQ, los triángulos rectángulos 
¡CDG, «DG, y el mCD (I. 649 y 489) dan 
(DGr=CDsen.DCG=(I. 466 cor. i.° y 3t56a) mBsen.PmQ==.Psen.a, 
!CG=CDcos.DCG=Pcos.«, y raD2=CD2+mC2-r-2mCxCG; 
que poniendo en vez de mD, CD, mG y CG, sus valores, se tendrá 

R2=P2+Q2+2PQCOS.K (4), 

DG Psen.ce Psen.a 
y tanff.K/wQ=: =— — (e\ 

mG mG+CG Q-f-Pcos.a W 

Esc. Si el ángulo PmQ (fig. 16) que forman las componentes fuese 
recto, se tendría a-=.\it, y seria sen.á=i , cos.a=o; 
por lo que la (ec. 4) nos daría R2=P2+Q2 (6); 

que estrayendo la raíz cuadrada, se tiene R=\/P2-t-Q2 (7). 
Y espresando por a, el ángulo PmR que la resultante R forma con 

la fuerza P, y por €, el Q///R que §raa la misma resultante con la otra 
componente, tendremos íP==mV=mRcos .PwR=i&os .cc / 

\Q=mQ=mRcos.QmR=Rcos.€/ 

Y como el ángulo a, es complemento del será sen.a/=co*.£/, 

y (I. 650) tendremos tang.P/?zR=tan£.a =z?^-=!^Si~^. 
5 6 ' mP mP P' 
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Cor. El triángulo mDC (íig. 15) da (I. 638) estas tres razones iguales 

CD: mC: mD:: sen.GmD: sen.mDC : sen.mCD; 
pero sen.mDC=(I. 386a sen.PmR, 
y sen.mCD=(I. 637) sen.DCG=(I. 386a 3.0) sen.PmQ. 

Luego si sustituimos estos valores, y en vez de las lineas CD, mC, 
mD, las fuerzas P, Q, R, que representan, tendremos 

P: Q: R:: sen.QmR: sen.PmR: sen.PmQ; 
que nos dice que las tres fuerzas P , Q, R, de las que una es la resul
tante de las otras dos, son entre sí como el seno del ángulo que forman 
las otras dos. 

30 Por medio de los teoremas antecedentes podemos referir á la re
solución de un triángulo todas las cuestiones que se pueden proponer 
sobre la composición de dos fuerzas en una sola, y sobre la descompo
sición de una fuerza en otras dos. En efecto, la resultante mD, y las 
dos componentes mC y mB=CD, están representadas por los tres lados 
del triángulo mCD; los ángulos de este triángulo son los ángulos for
mados por la resultante y las componentes, y el suplemento del forma
do entre las dos componentes; pues el ángulo mCD es (I. 466 cor. 2. 0) 
suplemento del BmC. Luego dadas tres de las seis cosas, á saber, las 
tres fuerzas, dos componentes y su derivada o resultante, y los tres 
ángulos formados por sus direcciones, se hallarán las otras tres por la 
Trigonometría rectilínea, resolviendo el triángulo mCD : lo cual su
pone que se dé conocido en el numero de los datos al im||os (I. 628) 
una de las fuerzas. 

Esc. Si se conoce la posición y magnitud de dos fuerzas, se puede 
siempre determinar la dirección y magnitud de su resultante; pues no 
hay mas que construir un paralelograrno, cuyos lados estén representa
dos en dirección y znagnitud por dichas fuerzas, y su diagonal espresa
rá la resultante: de modo que el problema de la composición de las 
fuerzas siempre es determinado. El de la descomposición es enteramente 
indeterminado; pues si conociésemos la magnitud y dirección de la re
sultante, se podrían hallar una multitud de componentes que de dos en 
dos produgesen la misma resultante. En efecto, dada la diagonal mD 
( f ig . 17) , si por el punto m tiramos dos lineas cualesquiera, y por D 
otras dos que les sean paralelas, tendremos un paralelograrno, del cual 
será diagonal la mD; y como se pueden tirar de muchísimos modos las 
lineas primitivas por el punto m, resulta que puede haber una infini
dad de fuerzas que combinadas de dos en dos remplacen á la resultante; 
así es, que las mB, mC, las mE, mF, las mG, mH, las niK, mL, &c. 
y otra infinidad de e l l a s , cumplen con la espresada circunstancia de 
equivaler al efecto de la fuerza mD. 

Aun cuando se quisiese que el ángulo formado por las componentes 
fuese recto, quedaba el problema muy indeterminado y podia tener in
finitas soluciones. En efecto, "si sobre la resultante mú (fig. 18) como 
diámetro, Razamos un c í rculo , y desde un punto cualquiera F, F', 

\ 
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F" , &c. se tiran dos lineas á los estreñios del diámetro mD, y por cada 
uno de los puntos m y D se tiran paralelas á estas, tendremos una mul
titud de paralelogramos que todos serán (I. 454 cor. 3.0) rectángulos, y 
de los cuales será diagonal la mD; de modo que en vez de esta resul
tante podre'mos sustituir las dos fuerzas rectangulares mB, mF, las 
mB', wF 7 , las mB", mF", &c. 

31 Este problema quedará determinado en cualquiera de los cuatro 
casos siguientes: 1.° dada la dirección de una fuerza y la magnitud de 
la otra; 2.0 dadas las direcciones de ambas; 3. 0 dadas ambas de mag
nitud; 4. 0 dada la magnitud y dirección de una de ellas. 

En efecto, en el primer caso, si se nos diese ademas de la resultan
te mD (fig. 19), la dirección de mP y la magnitud mC de Q: hacien
do centro en D con un radio igual á mC trazaríamos un arco de círculo 
en B, y tirando la DB concluiríamos el paralelograrno mBDC; con lo cual 
tendríamos lo que se pedia, siendo mB y mG las dos fuerzas que produ-
gesen el mismo efecto que la resultante mD. 

2. 0 Si ademas de la resultante mD, se diesen las direcciones mP 
y mQ de dichas fuerzas, les tiraríamos por D las paralelas DC, DB, y 
quedaría determinado el paralelograrno mBDC, cuyos dos lados mB, mC, 
espresarán las fuerzas que equivalen en este caso á la resultante mD. 

3. 0 Si ademas de la resultante mD, se diesen las magnitudes mB, 
mC de ambas fuerzas, sin conocer su dirección, formaríamos un trián
gulo mBD (J. 362) con dichas magnitudes y con la de la resultante, y 
concluyendo el paralelograrno mBDC, quedaría determinado el' ángulo 
pinC de dichas fuerzas. Para que este problema sea posible, es preciso 

*|jjue la suma de las dos magnitudes dadas sea mayor que la resultan
t e ; pues de. otro modo no se podría formar triángulo. 

32 Bise Aunque el efecto de la resultante de dos fuerzas que for
man ángulo sea el mismo que el de dichas fuerzas, sin embargo la re
sultante es menor que la suma de las componentes , como acabamos 
de indicar; y esto proviene de que las componentes en este caso se 
coadyuvan en parte y en parte se contrarestan. Si queremos averi
guar cuanto es en lo que se ayudan y en cuanto se contrarestan, ti
raremos por m (fig. 20) una linea HmG de un modo cualquiera; por 
los puntos C y B tiraremos las CK y BF , paralelas á la HmG, y las 
CH, BG, paralelas á la diagonal mD; con lo cual tendremos descom
puestas, la fuerza mB en las mG y mF, y la mC en las mH, mK; 
de modo que el efecto de las dos componentes mB, mC, será el 
mismo que el de las cuatro fuerzas mG, mF, mH, mK. Ahora, los 
triángulos mBF, CKD, son iguales (I. 361); pues mB=CD(I. 466 cor. 1.°), 
y ademas los ángulos BmF=KDC (I. 386a i .°)y mBF=KCD (I. 386c); 
luego CK=BFj y como mH=CK (I. 466 cor. i . ° ) , y BF=mG, se ten
drá mH=zmG; y como estas fuerzas están directamente opuestas, se 
destruirán (12) y solo quedarán las mF, mK, que por obraren una 
misma dirección producirán una resultante (14) igual ájwK-t-mF; d 
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por ser mF=KD por la igualdad de dichos triángulos, equivaldrá á 
wS+KD—///D, que es la diagonal del paralelograrno mBDC. 

33 Teor. La resultante de tres fuerzas P, Q y S, aplicadas á un 
mismo punto, y cuyas direcciones no se hallan en un mismo plano, está 
representada en magnitud y dirección por la diagonal del paralelepí
pedo construido sobre las partes de las direcciones de estas fuerzas que 
espresan sus magnitudes respectivas. 

Dem. Sean mB, mG y mD, las magnitudes respectivas de las fuer
zas P , Q y S (íig. 21), y mBGDF el paralelepípedo construido sobre 
estas tres rectas. La resultante r de las dos fuerzas P y Q está repre
sentada por la diagonal mE del paralelograrno mBEC; y á causa de que 
EF es igual y paralela con mD, la figura mEFD es un paralelograrno. 
Luego la diagonal mV de este paralelograrno ó del paralelepípedo repre
sentará la resultante de estas dos fuerzas r y S, ó de las tres P , Q y S, 
que era L. Q.'D. D. 

Cor. Si las direcciones de las fuerzas P , Q y S, son rectangulares, 
J r2=mE2=mB2-i-BE2=mB2-hmC2=P2-i-Q2, 

se tiene <̂  y R^m^+EE^P^Q^mD^P^Q2^2 (8). 
34 Teor. Una fuerza R aplicada en un punto'm, siempre se puede 

descomponer en otras tres fuerzas respectivamente paralelas á tres eges 
ó rectas tiradas por un mismo punto del espacio. 

Dem. Supongamos que mE represente la fuerza R; tiremos por el 
punto m tres rectas mP, mQ, mS, paralelas á los eges dadjos; estas tres 
rectas determinarán tres planos PmQ, PmS, Gv/zS; y haciendo pasar 
después por el punto F tres planos respectivamente paralelos á estos, re
sulta que estos seis planos formarán un paralelepípedo del que mF será 
la diagonal,"y cuyas aristas mB, mC, mD, contiguas al punto m, serán 
las componentes buscadas. 

Cuando el paralelepípedo es rectángulo, si se une el punto F con 
los B , C, D, tendremos que el triángulo mBF rectángulo en B , dará 
(I.649)mB=mFcos.BmFj el mCF rectángulo en C, darámC=mFcos.CmF; 
y el mFD rectángulo en D , dará mD-=mFcos.D//zF; 
y espresando por a, 8, y, los ángulos BmF, CmF y DmF, que forma 
la diagonal mF con las aristas mB, mC, mD, á que llamaremos P , Q , S, 
y R á la resultante mF, las ecuaciones anteriores se convertirán en 

P=RCOS.CÍ , Q=Rcos.€ y S=Rcos.y (9); 
donde se ve que la acción de una fuerza R, estimada según una direc
ción dada, se halla multiplicando esta fuerza por el coseno del ángulo 
que forma su dirección con la dirección dada. 

Sumando los cuadrados de estas tres ecuaciones, resulta 
P2+Q2+S2=R2( cos.2a+cos.^-f-cos.27 );' 

y como (II. 187) cos.2a+-cos.2to-r-cos.2y=i, resulta R2=P2-h-Q2~t-S2, 
lo que ya sabíamos (I. 576 esc. 2. 0). 
<( 35 Esc. De todas las demostraciones geométricas que se han da
do de la proposición del paralelograrno de las fuerzas, la que nos ha 
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parecido mas exacta es la que hemos puesto; y de todas las demostra
ciones analíticas que se han dado de la misma proposición por los mejo
res Geómetras, la mas exacta y al mismo tiempo la mas elemental es la 
siguiente que hemos formado con presencia de todas ellas. 
<{ Principiemos por el caso mas sencillo, esto es, supongamos que las 
fuerzas sean iguales, y tendremos que en virtud de lo espuesto (24) la 
dirección de la resultante dividirá en dos partes iguales el ángulo que 
forman las componentes. Por consiguiente, en este caso solo nos falta co
nocer la magnitud de la resultante. Para conseguirlo, observaremos que 
la magnitud de la resultante solo puede depender de la magnitud y di
rección de las componentes; y como estas son iguales y la dirección en 
que obran queda determinada por el ángulo que forman entre sí las di
recciones de las componentes, resulta que la magnitud de la resultante 
solo dependerá de la magnitud de las componentes y del ángulo que for
man ; luego será función de estas dos cantidades; por lo que si espresa
mos por P una de las dos componentes que suponemos iguales, y por 2« 
el ángulo que estas forman entre sí, tendremos que a será el ángulo que 
forma la resultante con una de ellas; y espresando por R" la resultante, 
se tendrá R"=í.(P,a) (a). 
De modo que solo falta determinar la naturaleza de la función f. (*). 

(*) Aunque nadie dudará de la verdad, de esta proposición, vamos 
á demostrarla directamente. Para conseguirlo , nos bastará hacer ver 

ue si varía la magnitud de la componente P, variará R: y que si va-
ía a, también variará R; luego si R varia por la variación de P y de 
, será función {II. 418) de estas dos cantidades. 

En efecto, si suponemos que varíe P y se convierta por egemplo en 
P-t-K , podremos considerar que obran sobre el punto m [fig. 22) cua
tro fuerzas , dos en la dirección mA que estarán espresadas por P y 
por K , y otras dos iguales á las precedentes que obren en la direc
ción de mB ; las dos fuerzas P , que obran en la dirección de mA y 
mB, producirán una resultante cualquiera que obrará en la dirección 
de mR ; y como las otras dos fuerzas iguales con K , que obran en la 
erección de las mismas lineas mA y mB producirán una resultante 

que obrará en la misma dirección de mR, resulta que las cuatro fuer
zas P,P, K,K, estarán reducidas á dos que obrarán en la dirección de 
a misma recta mR; por consiguiente equivaldrán (14) á una sola es-
resada por su suma; luego la resultante de dos fuerzas iguales á P-h-K 

que obren en las direcciones de mA y mB, será mayor que la de las dos 
fuerzas P que obran en las mismas direcciones. Luego queda demos
trado que variando P, varía la resultante R, y por consiguiente que 
R es función de P. 

Para manifestar que la resultante es también función de a, OZM 
servaremos que si á las dos componentes P,P' {fig. 23) que obran en las 
direcciones de mP y mP\ se oponen otras dos Q, Q', que. tes sean igua-

e T: jii.sp, 1. 
A 
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{ Si consideramos que sobre el mismo punto y en las mismas direccio
nes, obran dos fuerzas iguales que espresarénios por Q, producirán una 
resultante R', que por las consideraciones anteriores será R'=L(Q,a) (b). 
./ Si suponemos ahora que las dos fuerzas Q obren al mismo tiempo 
que las dos fuerzas P, tendremos que como las dos primeras darán una 
resultante mR' (fig. 25), y las dos ultimas una mR", que obrarán en la 
misma dirección mR, estas dos resultantes equivaldrán á una R que 
será igual á la suma de las dos, y se tendrá 

R=,mR.=niR'+-mR"=R'-+-R"=L( Q, a )+f.( P, a) (c). 
{ Pero las dos fuerzas mP, mQ, que obran en la dirección de mA, 
equivalen á una r=P-+<Q; 
y ias otras que obran en la dirección de mB equivalen á otra r=Q-+-P; 
luego la resultante definitiva será igual á la de dos fuerzas iguales 

les , se tendrá un sistema de cuatro fuerzas que se harán mutuamente 
equilibrio , pues la P queda destruida con la Q, y la P' con la Q'. 

Pero si se supone que aumente el ángulo de las últimas fuerzas Q, Q' 
(fig. 24), pero sin dejar estas de ser iguales entre sí y con las P,P', que 
también suponemos iguales, formando siempre ángulos iguales con las 
P y P' , no podemos establecer en general que estas cuatro fuerzas se equi
librarán ; pues el sistema no se reduce ya á cuatro júerzas de las que de 
dos en dos están opuestas y son iguales: lo único que sabemos es que las 
dos primeras, esto es las P y P', darán una resultante que obrará en la 
dirección de la mR que divide en dos partes iguales el ángulo PmP', 
y que las Q, Q' producirán una resultante que obrará en la dirección 
de la mR' que divide el ángulo QmQ' en dos partes iguales; y como 
por el supuesto tenemos que los dos ángulos PmQ', P'mQ son iguales, 
los tres ángulos PmR^ PmQ', Q'mR', serán ¿guales respectivamente 
á los tres ángulos RmP', P'mQ, QmR'; y como entre los seis ángulos 
valen cuatro rectos (I. 352, 4 . 0 ) , resulta que los tres primeros ángulos, 
ó los dos PmR, PmR', valdrán también dos rectos; por consiguiente 
las mR y mR' no forman sirio una sola y misma recta. Luego lo único 
que sabemos en este caso es que la resultante de P y P' obra en direc
ción opuesta á la de Q y Q'; por consiguiente estas dos resultantes pro
ducirán una resultante difinitiva que será igual (13) á su diferencia; 
pero como no sabemos cual de las dos resultantes parciales es la ma
yor, no podemos averiguar si la resultante definitiva obrará en la di
rección de mR ó en la de mR'; más como la resultante definitiva ha 
de obrar en el sentido de la mayor, si por algún medio pudiésemos 
averiguar si la dirección de dicha resultante definitiva era la mR ó 
la mR', entonces ya no quedaría duda en cual de las resultantes era 
la mayor. Para esta investigación, observaremos que si consideramos 
!as dos fuerzas P' y Q que son iguales, producirán una resultante que 

rara en la dirección de mr, que divide en dos partes iguales al án-
1 P'mQ, v por la misma razón las dos P y Q' darán una resultante 
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con r, y que formen el mismo ángulo a que las P y las Q; luego la 
misma resultante definitiva será R=(.(r, a) (d). 
«( Si igualamos los dos valores de jR(ecs. c y d) , tendremos 

f.(P,a)+f.(Q,«)=f.(r,a)(e)5 
d poniendo en vez de r su valor Q-+-P, será 

f.( P, «>+*.( Q, a)=f.( Q+P, «) ( f )• 
{ Si desenvolvemos el segundo miembro en potencias ascendentes de 
P por el teorema de Tailor (II.535), ó mas bien: si comparamos la es-
presion f.(Q-f-P,a) con í.(x-+-k,u) (II. §539), observaremos que lo que 
en esta espresion está representado por x, k, u, lo está en la nuestra por 
Q, P, a ; y que lo que allí espresábamos por z' aquí está representado 
por f. (Q, a) ; luego la primera serie de dicho párrafo nos dará 

d.f.(Q,a) P d2.f.(Q,a) P 2

 c j s , \ 

{ Sustituyendo este valor de f.(Ow-P,a) en la (ec.f), y borrando el 
f.(Q,a) que resulta común en ambos miembros, será 

d.f.(Q,a) P d2.f.(Q,a) P 2 d3.f.(Q,«) P* 
f.(P,a)= X 1 - - - X 1 — - X H - C Í T C . (h). 

S ' ; dQ i dQ2 1.2 dQ3 1.2.3 v ' 

{ Pero siendo el primer miembro independiente de Q, lo deberá ser 
el segundo; luego los diversos coeficientes de P serán independientes 
de Q {*); y como en ellos solo entra Q, a y números, resulta que serán 

¡que obrará en la dirección de mr', que divide el ángulo PmQ' en dos 
partes iguales; estas dos resultantes serán iguales por serlo las compo
nentes y formar el mismo ángulo. Ahora, como por el supuesto el án
gulo PmR<.áng.Q'mR', y acabamos de ver que áng.Pa\v'=.áng.x'mQ'', 
sumando tendremos áng.Rmr'^v'mR'; 
por la misma razón Rmr-CYmR'; luego el ángulo r'mr valdrá (J.352,4.0) 
menos de dos ángulos rectos; y como la resultante de dos fuerzas pasa 
por el ángulo que forman (23), resulta que las dos resultantes parciales 
que obran en la dirección de mr y mr' producirán una resultante gene
ral ó definitiva que obrará en la dirección de mR; luego en la direc
ción de mR obrará la resultante de las cuatro fuerzas P , P ' , Q, Q'; y 
puesto que mR es la dirección de la resultante de las P y P' , tenemos 
demostrado que la resultante de estas es mayor que la de las Q y Q'; 
luego á igualdad de fuerzas, la resultante es mayor cuando las compo
nentes forman un ángulo menor. Luego la magnitud de la resultante 
varía cuando varía el ángulo; luego será función del ángulo que for
men ; y como ya hemos demostrado que es también función de la mag
nitud de las componentes, resulta que es función de dicha magnitud y 
del ángulo. 

(*) En efecto, es indispensable que la cantidad Q se, destruya por 
si misma en cada coeficiente; pues ningún término de aquellos en que 

í 
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funciones de a; luego tendremos — — = < p . a (i): 

y como a es una cantidad constante, <p.a también lo será. Pero la cricuns-
d-f.(Q,a) , , , d2.f.(Q,a) 

tancia de ser una cantidad constante, hace que -=o , 
dQ 4 dQ 2 ' 

y que suceda lo mismo á todos los demás coeficientes diferenciales; lue
go será f.(P,a)=Px<p.a (k); 
d poniendo en vez de f.(P,a) su valor i?.", será R"—PxT.a, (1). 
{ De manera que ya solo nos falta determinar la naturaleza de la 
función (p.ce; pero cualquiera que sea la forma de esta función, resulta 
que para otras dos fuerzas cualesquiera S, que formen el mismo ángu
lo a, se tendrá R'"=Sx<p.a; 
y formando proporción será R": R"1:: Px<p.a: SxQ.a:: P: S; 
que nos espresa que la resultante varía proporcionalniente á las compo
nentes cuando el ángulo permanece el mismo. 
•( Pasemos ya á determinar la naturaleza de la función <p.a; 
para conseguirlo, observaremos que si se tienen dos fuerzas iguales P, P' 
(fig. 23) que obren en las direcciones mP, mP', y se les oponen otras 
dos mQ, mQ' iguales entre sí y con las P, P', y que obren directa
mente opuestas á estas fuerzas, el equilibrio subsistirá; pues siendo 
la mQ igual y directamente opuesta á mP, se destruirán la una á Ja otra 
(18 cor.), y por la misma razón se destruirán las mP', mQ'; pero si su
ponemos que las fuerzas Q (fig. 26) sin dejar de formar con las primeras 
ángulos iguales, se separan de su resultante, ademas del ángulo a que 
se separaban antes, una cantidad angular 9, y que las dos primeras P se 
aproximan á la resultante la misma cantidad angular 9, tendremos que 
el ángulo que formen las Q con la dirección de su resultante mR' será 

QmR'=R/mC-+CmQ=Oi-hQ; 
por consiguiente la resultante de las dos fuerzas Q que espresarémos 
por R', será en virtud de lo acabado de demostrar R'—Qx$.(cc-r-9) (m). 
{ Las dos fuerzas P formarán ahora con la dirección mR de su re
sultante un ángulo RmP=RmB—BmP=a—Q; 
por consiguiente la magnitud de su resultante que espresare'mos por R", 
será R"=PxT.(<»—6)(n). 
{ Y como la resultante definitiva (nota anterior) será igual á la dife
rencia de estas dos, y obrará en el sentido de la mR, que es la que 
corresponde al menor ángulo de las componentes P, tendremos que si á 
la resultante definitiva la llamamos R, será 

R—px<p.(a—9)—Qx<p.(a-t-0) (o); 

se pudiese hallar en el término donde está P, se puede destruir con los 
que pueda haber donde Jiaya P2, P 3 , &e.; luego resulta que la Q de
berá destruirse por sí misma en cada coeficiente diferencial. 

\ 
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<p.(a—0)=<p.a-
d.ip.a 0 d2.<p.a 0 2 d3.<p.a é 3 

y $ .(cH-0)=p.a- i-

da 

d.p.a 

da 
-X-

da : 

d2.<p.a 

1 . 2 da 3 

da2 -x-
0 2 d3.(p.a 

.2.3 

03 

•h&c. (x), 

1 .2 da 3 
X (y), 

«i sustituimos estos valores en la (ec. u) y simplificamos, se tendrá 

?>.(£<*—a)xíp.(§7r—0)—— 
/d.tp.os' 0 

2 —-—x— 
\ da 1 

d3.<p.a 03 d5.<p.a 05 

da 3 1 . 2 . 3 da^ 1 .2 .3 .4 .5 

y dividiendo los dos miembros por T.(í<it—a), será ( p . ' f ' T r — 0 ) = -

/ d.tp.a 0 d3.©.a 0 3 \ 
&C.) (aa). 

< 
' dax<p.(f*—a) i da 3x(p.(|7r—a) 1 .2 .3 

Ahora, como el primer miembro de esta ecuación es independiente 
de a, resulta que el segundo también lo será; por consiguiente los coefi
cientes de las diversas potencias de 0 deberán reducirse á cantidades cons-

6* por ser P = Q , tendremos #=Px<p.(a— 9)—PxT.(a+9) (p). 
{ Pero si atendemos á las dos fuerzas P y Q, que son iguales entre 
sí y están á la derecha de la R'mR, tendremos que producirán una re
sultante, cuya dirección será la de mr que divide al ángulo P//?Q en 
dos partes iguales; y espresaudo por r su magnitud, se tendrá por lo 
que acabamos de manifestar r=Px<p.(ángulo Vmr). 
Pero el ángulo Vmr=lPmGy=\(<Tt—RmV—R'/»Q)=|(<*—a-t-0—a—0)= 

| ( « — 2 c e ) = | * — a ; luego será r=Px<p.(Í7T—a) (q); 
por la misma razón las dos fuerzas P y Q que están á la izquierda de 
la resultante, producirán una resultante r' que obrará en la dirección 
de mr'', y cuya magnitud estará espresada también por Px<p.(^7r—a). 
{ Luego tenemos ya reducida la cuestión á encontrar la resultante 
general que producirán estas dos fuerzas iguales con r, y que forman 
entre sí el ángulo rmr''; por consiguiente su resultante pasará por la mK 
que divide al ángulo rmr' en dos partes iguales, y su magnitud que es
pesaremos por R por ser la resultante de todo el sistema, será 

R—rxfy.(ángulo Rmr); 
pero áng.R/7zr=RmP-+-P»zr=a—9^\TÍ—a=¿9r—0, 
luego R—rx$.(^vr—6) (s); 
ó poniendo en vez de r su valor (ec. q) será 

R=zPx<p.(%ir—oi)x<T.(&r—8) (t). 
<( Igualando los dos valores de R (ees. p y t), será 

Px<p.(-|7r—a)xf>.(£w—&)=PxT.(a—9)—JPxf>.(a+0) (v); 
suprimiendo la P , se tendrá por último 

9.(£*r—^)x<p.(¿9r—0)=(p.(a—0)—?>-(OM-6) («); 
y como (II. 535 ec. o) 
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tantes independientes de a; luego tendremos — — = a (bb), 
r dax<p.(^7T—a) v ' 

espresando por a una constante; y si quitamos el divisor p.(i<7r—a), nog 
d.<p.a 

resulta —;—=ax0.(£9r— -a) (ce), 
da 

{ Esta ecuación manifiesta que el coeficiente diferencial de <p.a es 
igual á una cantidad que permanece. la misma para todos los ángulos, 
multiplicada por la función semejante del complemento del mismo ángulo. 
{ Por esta causa tendremos que como el complemento de \ix—a es a, 

d.(p.(|<7r—a) 
resultará =ax<p.a (dd); 

—d.a 
donde ponemos á da el signo —, porque siendo a negativa en la fun
ción , su diferencial será negativa; y mudando los signos á ambos miem-

á.p.(\it—a) 
bros, pendremos =—ax<f>.a (ee). 

da 
{ Si hallamos el segundo coeficiente diferencial de la (ec. ce), será 

d2.<p.a d.<p.(±9r—a) y , 
——ax =[ec. eejax—ax<p.a=—¿rxp.a (ff). 

da da 
{ Volviendo á diferenciar tendremos 

d3.<p.a d.p.a 
———- =—a2x——z=—a2xaxí>.(§7r—a)=—a3x<p.(§<7r—a) (gg); 

da á da 
y continuando del mismo modo será 

d4.p.a ' d.p.Uir—a) 
———a 3x c=—a3x—ax<p.a=a4x<p.a (hh), 

da 4 da 
d5.<p.a d.<p.a 
———-=a4x =a4xaxí>.(|'7r—a)=a5x<p.(£vT—a) (ii); &c. 
da 5 da , 

. . . . . . d.p.a d3.<p.a d5.<p.a 
Luego si en la (ec. aa) sustituimos en vez de , , —, c?c. 

da da.3 da 5 

los valores que acabamos de sacar, y suprimimos el factor $>.(•§#—a) 
que resulta común en cada término en el numerador y denominador, se 

a3Q3 a5Q5 
. tendrá <p.(|vT—0)——2(a9 1 &c.) (kk). 
( ' 1.2.3 1.2.3.4.5 

{ Pero en virtud de lo espuesto (II. 551) lo que hay dentro del pa
réntesis equivale al seno de a 0 , luego será <p.( —9)=—2sen.a0 CU). 
{ Esta ecuación nos dice que la función de un ángulo cualquiera es 
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igual al duplo del seno de un múltiplo a del complemento de dicho án
gulo , pero tomado esto negativamente; luego cuando el ángulo sea a , 
se tendrá <p.a=—2sen.a(|7r—os) (mm)j 
ecuación que nos manifiesta la forma de la función <p.a que entra en la 
(ec. 1); luego si en dicha ecuación sustituimos en vez de <p.a este valor, 
y suprimimos los acentos en R'\ tendremos que la magnitud de la re
sultante R de dos fuerzas P iguales entre sí, y cuyas direcciones for
man el ángulo 2a, es igual á R=Px<p.oe=—2Psen.a(i<7r—a) (nn). 
•{ Si en esta ecuación se hace a = o , como entonces las dos fuerzas P, 
obran en la misma dirección, darán una resultante que será igual (14) 
con P-f-P=2P, y será 2P=—2Psen.aX2<7r (00), 
que dividiendo por 2P da 1=—sen.ax§7r (pp), o' sen.ax^vr——1 (qq); 
pero los arcos respecto de los cuales los senos son iguales á la unidad 
negativa, son (II. 15 y 16) los múltiplos de una circunferencia aumen
tada de tres cuadrantes, d los múltiplos de una circunferencia menos 
un cuadrante: luego si espresamos por n un número entero cualquiera, 
resulta que a tendrá esta forma 4?M-3 d 4»—1, siendo n un número en
tero d cero; por lo que sustituyendo este último valor en la (ec.nn) será 

R——2Psen.(4«—i)(^t—a)~—2Psen.(2»7r—\<n—4»a-i-a) (rr); 
y como las lineas de-un arco son las mismas que las del mismo arco au
mentado en un número cualquiera de circunferencias, se tendrá que el 
seno del arco — \ ix—4«a-+-a será el mismo que el de este arco aumen
tado en un número cualquiera de circunferencias espresado por inix; 
.luego la (ec. rr) se convertirá en R——2Psen.(—^rt—(in—i)a) (ss); 
'§y como el seno de un arco negativo es el seno negativo del mismo arco 
¿tomado positivamente (II. 16), tendremos 

R=—aPx—sen.(§9r-f-(4rc—i)a)—<iPsen.(±<tt-±-(4n—i)a) (tt); 
que en virtud de lo espuesto (II. 538ec.a) será R=2Pcos.{4n—i)a (vv). 
{ Ahora solo nos falta manifestar cual es el valor de n. Para deter
minarlo observaremos que n debe ser un número entero por lo que he
mos espuesto, pudiendo ser también igual con cero. Supongamos que ns=i, 
y tendremos que en dicho caso será -R=2Pcos.3ct; 

y suponiendo que a = r z — , será R=z2Pcos.<ix—=2Pcos.£7r=2Pxo=o; 
3 3 

luego tendríamos que la resultante de dos fuerzas iguales y que forma-
?¡it ir 

sen un ángulo espresado por 2a==2 — = — seria igual con cero: resul-
3 3 

tado absurdo, pues que para que dos fuerzas se destruyan la una á la 
otra han de ser directamente opuestas (18 cor.). 
< Si suponemos n=2, s'erá en este caso R=2Pcos.?oi; 

que haciendo a=¿—, daria ifaPcos.7—z=2Pcos. |v7=2Pxo=o; 

/ ' ° ' . 
Á 
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de donde resultaría que dos fuerzas iguales P que formasen un án-

guio =2a=2—r=— se equilibraban: resultado también absurdo, por 
7 7 

la misma razón; y como demostraríamos que siempre resulta un absurdo 
de suponer que n tenga un valor numérico 3, 4, 5, & c , resulta que 
su valor no se podrá representar por ningún numero 1, 2 , 3 , 4, &c.j 
luego será cero, y se tendrá R—2Pcos>.—a; 
y como (II. 16) eos.—a=cos.a, tendremos por último R=2Pcos.<x (xx). 
«( Ahora, si se toman en las direcciones mP (fig. 26) de las fuerzas P, 
las partes iguales mk y mh para representar las fuerzas P, se acaba el 
rombo mkRh y se tira la segunda diagonal kh que coreará á ángulo rec
to (*) á la primera en el punto r, será mii=.Rn=.(K1.64o.)mkxcos.kmn, 
y por consiguiente mR=2mn—2mkcos.kmn. 
{ Pero mk es la linea que representa la intensidad de la fuerza P , y 
el ángulo kmn es el mismo PmR que hemos espresado por a , luego 
tendremos mR=2Pcos.<x; 
y como este mismo valor es el que hemos encontrado para R, tendre
mos que la resultante R de dos fuerzas iguales P , está representada 
por la diagonal mR del rombo construido sobre las lineas que represen
tan estas fuerzas. 
{ Ahora solo falta estender este teorema al caso en que las dos com
ponentes sean desiguales : para lo cual principiaremos por el caso en 
que sus direcciones formen un ángulo recto. 
<(_ Sean en este caso mA y mB (fig. 27) las direcciones de estas dos 
fuerzas aplicadas al punto m; supongamos que estas fuerzas se hallen 
representadas por las lineas mp y mq tomadas sobre sus direcciones; 
construyamos sobre estas dos lineas el paralelograrno rectángulo mprq 
y tiremos sus dos diagonales mr y pq, que se corten en el punto n; 
por m tiremos también la linea p'q' paralela á pq, y por p y q las 
rectas pp' y qq', paralelas á mr y que encuentren á la linea p'q1 en 
los puntos p ' y q'. Los dos paralelogramos mnpp', mnqq' son rombos, 
porque siendo recto el ángulo pmq, y siendo, el paralelograrno mprq un 
rectángulo por el supuesto, se sigue (I. 466esc 1.°) que mr—pqymn—pn, 
y por consiguiente mp'=mny mq'=mn. . 
{ Luego se puede considerar en virtud del teorema precedente la fuer
za que está representada en magnitud y en dirección por mp, como la 
resultante de dos fuerzas iguales mp' y mn: y la fuerza mq cuino la re-

(*) Porque las dos diagonales de un paralelograrno se dividen mu
tuamente en dos partes iguales (/ . 468); y siendo iguales todos los la
dos del rombo, los cuatro triángulos mkn, nmh, Rhv. y Rnk, son igua
les (I. 355); luego los cuatro ángulos que se forman en n serán iguales', 
y como entre los cuatro han de valer cuatro rectos, resulta que cada uno 
de ellos será recio. 
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sultante de la fuerza mq' y de otra segunda fuerza mn; luego en vez 
de las dos fuerzas dadas mp y mq tenemos las dos fuerzas mp', mq' y 
las dos fuerzas mn: las dos primeras se destruyen por ser iguales y di
rectamente opuestas, mientras que las otras dos deben dar una resul
tante igual con su suma mn-+-mn=zmn=mr; 
de donde se sigue que la resultante de das fuerzas cualesquiera mp y mq, 
cuyas direcciones forman un ángulo recto, está representada en direc
ción y magnitud por la diagonal mr del rectángulo mprq construido so
bre estas fuerzas. 
•( Supongamos ahora que las direcciones de las dos componentes for
men un ángulo cualquiera AmB (fig. 28), y sean siempre mp y mq las 
lineas que representan estas fuerzas. Construyamos sobre estas dos lineas 
el paralelograrno mprq; por m tiremos la perpendicular p'q' á la diago
nal mr; desde los puntos p y q tiremos las perpendicularespp' y qq' so
bre p'q', y las pp" y qq" sobre mr; con lo cual tendremos los dos rec
tángulos mp'pp", mq'qq", cuyos Jados mp' y mq' son iguales por ser 
las alturas de dos triángulos iguales mpr y mqr, cuya base común es la 
mr; y en virtud del último teorema la fuerza mp será la resultante de 
las fuerzas mp' y mp", y la mq la de las fuerzas mq' y mq": de modo 
que podemos sustituir las cuatro fuerzas mp'', mp", mq', mq", á las dos 
fuerzas dadas mp y mq; pero mp' y mq' se destruyen, pues que son 
iguales y contrarias: mp" y mq" se suman, porque obran en la direc
ción de una misma recta, y su suma es igual á la diagonal mr, por
que mp"—q"r (§32); por consiguiente mr es la resultante de las dos 
fuerzas mp y mq. 
•{ Luego tenemos demostrado en general que la resultante de dos fuer-
xas cualesquiera, aplicadas á un mismo punto, y representadas por li
neas tomadas sobre sus direcciones partiendo de este punto, está repre-? 
sentada en magnitud y en dirección por la diagonal del paralelograrno 
construido sobre estas fuerzas, y 

Composición de las fuerzas que concurren en un punto. 

36 Puesto que sabemos determinar en dirección y magnitud la re
sultante de dos fuerzas que concurren en un mismo punto, propongá-
|monos ahora determinar, tanto en magnitud como en dirección, la re
sultante de un número cualquiera de fuerzas aplicadas á un mismo 
punto, y situadas ó no en un mismo plano. 

Para esto, se halla primero Ja resultante de dos de estas fuerzas; 
después se compondrá esta resultante con una tercera fuerza; luego, se 
hallará la resultante de esta segunda resultante y de otra fuerza; y así 
se continuará hasta haber hallado la resultante de todas. Con lo cual se 
habrán reducido todas las fuerzas del sistema á una sola, que en el ca
so de equilibrio será cero. En el caso contrario, si se quiere hacer que 
haya equilibrio en el sistema, se aplicará al punto una fuerza igual y 

D T . Ill.tfp. L 
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directamente opuesta á la resultante de todas las fuerzas; pues entonces 
el punto se hallará solicitado por dos fuerzas iguales y contrarias. 

La resolución de este problema da lugar á una construcción geomé
trica que merece nuestra atención. 

Supongamos que las fuerzas dadas estén representadas por las li
neas mA, mA', mA", mA'", &c. (fig. 29) que parten desde el punto 
de aplicación m. Por el punto A tiremos una linea AB igual y paralela 
con mA'; por B tiremos la BG igual y. paralela con mA", y así sucesi
vamente. Con lo cual formaremos una porción de polígono, cuyo núme
ro de lados será igual al de las fuerzas dadas; y uniendo el estremo de 
su último lado con el punto m por medio de una recta, esta represen
tará en magnitud y dirección la resultante buscada. 

En efecto, Ja linea mB espresa la resultante de las fuerzas mA y mA'; 
pues que tirando la A'B resulta el paralelograrno //¿ABA', cuya diagonal 
es mB, y cuyos lados mA, mA', son las dos fuerzas que hemos conside
rado. Por la misma razón resulta que la mC representa la resultante de 
las fuerzas mB y mA", y así sucesivamente. El orden con que se de
ben tomar las componentes es de todo punto arbitrario, y la resultante 
siempre será la misma en dirección y magnitud. 

37 Si por el punto m tiramos una linea cualquiera mX, y desde los 
puntos A,B,C,D, se tiran á esta linea las perpendiculares AE,BF,GG,DH, 
se tendrá mH=mE~KEF-KFG+GH; 
pero mH. es la proyección de la resultante mD sobre el ege arbitrario mX, 
ó es la magnitud de dicha resultante estimada en la dirección de dicho 
ege: y mE, EF, FG, GH, son las proyecciones ó magnitudes de las 
componentes estimadas en la dirección del mismo ege; luego resulta 
que la magnitud de la resultante de un número cualquiera de fuerzas, 
que obran sobre un punto libre, estimada en la dirección de un ege 
cualquiera tirado por este punto, es igual á la suma de las componentes 
estimadas en la dirección del mismo ege. 

38 Los medios que estas construcciones ofrecen para la verificación 
del equilibrio, son penosos y poco exactos; por lo cual para llegar al 
mismo objeto, vamos á deducir formulas que solo exigen el conocimien
to de los valores de las componentes de una fuerza, según dos d tres 
eges rectangulares. 

Supongamos primero que las fuerzas estén situadas en un mismo pla
no, y que obren sobre un punto libre que podremos tomar por la inter
sección de los eges rectangulares, en cuyas direcciones descompondre
mos las fuerzas. 

Sean P, P', P", P'" (fig. 30), diferentes fuerzas situadas en un mis
mo plano y que obren sobre el punto m. Concibiendo que pasan por 
este punto los eges rectangulares mX, mZ, y representando estas fuer
zas por las partes mP, mP', mP", mP'", &c. de sus direcciones, las 
descompondremos cada una en otras dos que obren en la direccim de 
Jios eges; de modo que tirando por sus estreñios P , P', P", P'", tó 
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PN, P'N', P"N", P^N'", perpendiculares al ege mX: y las PQ, P'Q', 
P"Q", P / / , Q / / 7 , al mZ, tendremos que i«N, mN', raN", WIN'", serán 
las componentes en la dirección del ege wX: y mQ, mQ', mQ", mQ'", 
las componentes en la dirección del ege mZ; y tomando en la mK las 
partes NC=mN', CD=/»N" y DE=mN'", la suma de las cuatro tuer
zas que obran en la dirección del ege mX será mE; y tomando en el 
ege mZ las partes QF=mQ', ¥G=zmQ" y GH—mQ'", la suma de las 
cuatro fuerzas que obran en la dirección del ege mZ será la mH; de 
donde se deduce que la resultante de todas las fuerzas será la misma 
que la de las dos fuerzas rectangulares mE y mH; por lo cual tirando 
las ER, HR, paralelas á los eges, tendremos que la diagonal mR del 
rectángulo mERH espresará la magnitud y dirección de la resultante 
de todas^as fuerzas. 

39 A esta operación gráfica corresponde un procedimiento analítico 
que es digno de conocerse. Si espresamos por ce, ce', ce", a'", &c. los án
gulos VmX, P'mX, P"mX, P"'mX, que forman las fuerzas P, P', P", P'", 
con el ege mX: y por £,6", G", Q'", &c. los PmZ, P'mZ,P"mZ,P"'mZ, 
que forman con el ege de las Z, tendremos (I. 649) 
m N ~ mi? eos. P m X— P c o s . a , mQ — raP eos. P m Zzz P c o s . G; 
m N'=j m P'eos. P'm X- P'c o s. a', m Q'— m P'cos. P'm Z— P'c o s .£'; 
m N " = mP"cos.P"m X= P"cos. a", m Q"= mP"cos.P"m Z~ P"cos. €"; 
mN"'-mP"/cos.P"'mX=P"'cos.ce"', mQ'"-mP"''eos.P"'mZ—P"''eos.£"'; 
luego todas las componentes que obran en el sentido del ege de las x 
estarán representadas por Pcos.a, P'cos.a', P"cos.a", P'"eos.ot!", &c. 

;,y las que en el de las z por Pcos.£, P'cos.S', P"cos.£", P"'cos.€"', &c. 
Sumando todas las que obran en el sentido del ege de las x, y espresan
do su suma por X: y sumando todas las que obran en el sentido del ege 
de la z, y espresando su suma por Z , tendremos 

Pcos.ce+P'cos.*'+P"cos.a''~h-P"'cos.oe'"-h&>c.=X ? . s 

PcOS.€+P'cOS.G'--\-P"cOS.<S"+P'"cOS.<S"'+&'c.=Z ¿ 
{ 40 En lo que precede hemos supuesto que todas las fuerzas es
taban situadas en el ángulo XmZ, y que por lo mismo los ángulos 
a, ce', &c., £, &c. eran agudos; pero las ecuaciones tienen la mis
ma forma cualquiera que sea la posición de las fuerzas P, P', Cífc. con. 
relación á los eges, es decir, que dichas formulas sacadas en el supues
to de ser los ángulos ce, ce', & c , Q, &c. agudos, se pueden estender 
á cuando estos ángulos sean obtusos; en cuyo caso siendo negativo el 
coseno, hará que el término en que se halle sea negativo, d indique que 
la componente que espresa sea negativa, y deba influir en el sentido 
opuesto á los eges. 
{ Para demostrarlo, supongamos que se tengan las cuatro fuerzas 
P, P', P", P'" (fig. 31), qne obren sobre el punto m en el sentido que 
espresan mP, mP', mP", mP'", que supondremos representen también 
las intensidades de cada fuerza. Si por los puntos P , P', P", P'", tira
mos lineas perpendiculares á los eges mX, mZ, ó á sus ¿prolongaciones, 
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quedarán construidos los rectángulos cuyos lados espresarán las compo
nentes de cada fuerza, en esta forma: las componentes de P serán 
mN, mQ, ambas positivas; y espresando por a, £ los ángulos PraN, PmQ, 
tendremos que los valores analíticos de dichas componentes serán (I.649) 

mN=/wPcos.PmN=i)cos.a, /WQ==WPCOS.P/MQ==PCOS.£. 
{ Las de P' son mN' y mQ': la primera es positiva, porque obra en 
la dirección del ege mX, y la segunda mQ' es negativa porque obra en 
el sentido opuesto al ege mZ. El valor absoluto y analítico de cada una 
de estas componentes, espresando por a ' y G' los ángulos P'mX, V'mZ, 
son (I. 649) /«N'^/wP^os.P'/raN'^Pcos.a', 

mQ!—wP'cos. P'mQ'= mV'cos .(ir—V'mZ)= 

P'cos.(<jr—€')=[U. $ ioJP'x—cos.e'=—P'cos.6". 
{ Las de P" son mN" y tnQ", ambas negativas, porque obran en el 
sentido opuesto al de los eges mX, mZ. Sus valores absolutos espresados 
analíticamente y señalando con a", Q", los ángulos V'mX, V"mZ, son 

mN"=mP"cos.P"mN / /=P / /cos.(7r—P / //«X)=P / /cos.(9r—a")= 
p " x c o s , a"— P"cos. a " 

mQ"=mP"cos.P"mQ"=mV"cos.(<7T—P"mZ)=P" eos.(<rt—€")= 
P"x—cos.<S"=—P"cos.£". -

{ Las de P'" son mN'" y mQ'": la primera negativa porque obra en 
sentido.opuesto al ege mX, y la segunda positiva porque obra en el sen
tido mismo del ege mZ. Sus valores absolutos, espresando por u'", 
los ángulos V"mX, V'rnZ, son en términos analíticos 

wN / / /=mP / / /cos.P / / /mN / / /=mP / / /cos.(«7r—P / / //«X)= 
P"'cos.(<>r—«'")=—¿""eos.a'", 

mQ"'=mV"'cos.T>"'mZ=P"'cos.G"'. 
{ Por consiguiente, la suma X de todas las fuerzas que obran en el 
sentido del ege mX, será (§ 16) Z=mN-+-wN /—mN"—mN'", 
que sustituyendo los valores que acabamos de obtener, será 

X=Pcos.ot.+P,cos.a'+P"cos.ot,"-+-P",cos.a"'; 
y la suma Z de todas las que obran en el sentido del ege mZ, será 

Z=mQ—mQ'— mQ"+mQ'"=Pcos.€+P'cos.€'-r-P"cos.<S"-i-P"'cos.€'". 
{ 41 Donde vemos que estas espresiones no se diferencian en nada de 
las anteriores (ees. 10); luego en general siendo P, P', P", P'", P'v, Cffc. 

•un numero cualquiera de fuerzas que obran sobre un punto en un mis
mo plano, si espresamoá por a , a', a", a'", a'v, &c. los ángulos que sus 
direcciones forman con el ege de las x: y por £, 6", €", 6"', Q'"', &c. los 
que forman dichas direcciones con el ege de las z, las componentes en 
el sentido de cada uno de estos eges serán 

Pcos.aH-PW.a /+P"cos.a / /H-P / / /cos.a / / /-+-P /''cos.a / í'H-cifc.==X (11), 
( Pcos.Q+P'cos.G,+P''cos£"+P"'cos.Q"'-r-P"cos£''/+&c.~^ (12) (*). 

(*) Hemos llegado á deducir estas formulas con toda generalidad, 
sin incurrir en una impropiedad que se halla en todos los libros de Me
cánica; pues arrutar este punto todos ellos establecen, por egemplo, 
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{ Donde debemos observar que al llegar á determinar en la practica 
estas componentes, los signos que deban tener los cosenos de los ángu
los a, a', &c. £, &c. según los valores de estos ángulos, serán los 
que decidan del signo que corresponde á cada término. 
{ 42 En vez de cos.£, oos.£', &c. podemos sustituir sen.a, sen.a', & c ; 
pero entonces deberemos considerar como negativos los ángulos que se 
formen por la parte inferior del ege mX. En efecto, si observamos bien la 
figura notaremos que el ángulo P//zZ=£ es complemento del PmX=ocj 
luego (I. 631) eos.£=sen.a. 
Del P'mZ=£" es complemento por esceso el P /ffiX=a /; 
luego (II. § 8) cos.£'=—sen.a'; 
é teniendo presente que el ángulo a' se forma por la parte inferior del 
ge mX, su seno será (II. 16) negativo, y resultará cos.é"=sen.a . 

< El coseno del ángulo V"mZ=£", es el seno negativo (II. 8) de V"mN"; 
ste seno es el mismo que el del P"mX=a' / , 
ue siendo negativo, su seno también lo será; de modo que tendremos 

cos.£":=:—sen.P"/MN'/=—sen.P"/raX=—¿en.—a"=sen.a". 
Por último cos.e /"=cos.P /"7wZ=[II. § 7>en.P / / /mX=sen.a / / /. 

M Luego sustituyendo las espresiones de estos cosenos en la ecuación (12), 
tendremos también para remplazar á las (ees. 11 y 12) las siguientes 

Pcos.a-4-P /cos.a /-t-P / /cos.a / /+P / / /cos.a / / /-í-P / í /cos.a /' /H-cifc.=Z (13), 
I Psen.aH-P W a V P " s e n . a " ^ P " W a ^ P ' V n . a ' % & c . = Z (14), 
<jue son equivalentes á ellas; y para determinar el signo de cada tér
mino en este caso, deberemos atender ademas á la consideración de los 
arcos o ángulos positivos ó negativos, y 

43 Si queremos hallar gráficamente la resultante de las cuatro fuer
zas (fig. 31), tomaremos á continuación de la mN la parte Nb=rnN'', 
y la mb será la suma de las componentes de P , P', en el sentido del 
ege mX; después tomaremos desde b á ra izquierda la parte ¿c=wN", 
y se toma á la izquierda de b,'porque la mN" obra en sentido opuesto 
,«1 del ege mX, y la me será la resultante de P , P', P", en el sentido 
de dicho ege; tomando ahora la cd=mN"/ también desde c á la izquier
da por ser negativa la mN"', tendremos que la md será la resultante de 
todas las componentes P, P', P" , P" ' , en el sentido del ege «X. 

Si tomásemos la parte Qe=mQ"', tendríamos que me seria la suma 
ife las componentes de P y P'" en el sentido del ege mZ; y si á con
tinuación de mQf tomamos la Q'/=mQ", tendremos que mf será la su-
#a de las componentes de P' y P", que obran en dirección contraria al 

que las componentes de P son Pcos.a, Pcos.£; y sin que hayan prece
dido mas consideraciones que las del triángulo rectángulo que suminis
tran estos valores, suponen desde luego que los ángulos a, (?, pueden 
ser agudos ú obtusos. En lo cual no pueden menos de tropezar los prin
cipiantes ; pues es lo mismo que suponer que en un triángulo rectáhguh 

fodia haber ángulos obtusos, lo cual es un absurdo. • 
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ege mZ; y como la mf que espresa las componentes negativas es mayor 
que la me que espresa las positivas, tendremos que la fuerza que resulte 
en el sentido de este ege será negativa; y tomando fh—me, la mh será la 
fuerza que resulta de las cuatro P, P', P'', P"\ en el sentido del ege 
mZ; y concluyendo ahora el rectángulo mdRh, tendremos que la re
sultante efectiva de dichas cuatro fuerzas está representada por mR. 

44 Para determinar analíticamente esta resultante, observaremos 
que pues todas las fuerzas están reducidas á las X, Z, que forman un 
ángulo recto, llamando R la resultante será (2 9 esc.) 

R*=±X*+Z* (15), ó R—VX2+Z2 (16); 
ecuación que bastará para determinar la magnitud R de dicha resultan
te, y solo faltará determinar su dirección. Para conseguirlo, espresaré-
mos por <x/ y por £, los ángulos que dicha resultante forma con los eges 
de las x y de las z; y pues que las componentes que obran en la direc
ción de dichos eges son X y Z, tendremos (29 esc.) 

X—Rcos.a/ (17), Z—Rcos.Sj—Rsen.ct, (18); 
üsen.a Z 

y dividiendo la (18) por la (17) se tendrá — =tang.c^rr:— (19); 

ecuación que por sí sola dará á conocer el ángulo a/ que forma la re
sultante con el ege de las x; y como se sabe que ha de pasar por el pun
to m, la tenemos determinada enteramente de dirección y magnitud. 

Si la ecuación (19) diere para tang.a/ un valor negativo, daria á co
nocer que el ángulo a/ era negativo; y se deberia tirar la linea que es
presase la dirección de la resultante por la parte inferior del ege mX. 

Si se quiere fijar la dirección de dicha resultante por los dos ángu-
X • Z 

los oc/ y é^las (ees. 17 y 18) darán cos.a —— (20), cos.^—— (21). 
R R 

45 Ahora, en el caso de equilibrio la resultante es nula; luego se 
tendrá i?=o; por lo que la (ec. 15) se convertirá en'X2-hZ2=o (22); 
y como X2 será por precisión (I. 198) una cantidad positiva y Z2 tam
bién , y la suma de dos cantidades positivas no puede jamas ser o, re
sulta que la ecuación X2+Z2=o, no se puede verificar á menos que no 
se tenga separadamente X2=o, Z2—o, lo que da X—o (23), Z—o (24); 
luego en el caso de equilibrio, se ha de tener separadamente 

X==Pcos.a+PW.a ,+P"cos.a^P /"c()á.a / / /-+-Cifc.—o (25), 
7y =Psen.a-h-P,sen.a,-hP//sen.a//-hP,//sen.u///^&c.— o \ 

Á \ ó =Pcos.£+P ,cos.£ /+P / /cos.£ / /H-P / / /cos.£ / / ,+C5 ,c.=oX W 
que son las ecuaciones que espresan las condiciones de equilibrio de un 
sistema de fuerzas que obran sobre un punto libre. 

46 La ecuación de la dirección de la resultante, pues que pasa por 
el origen, es(II. 160) z=ax; ' g 
y Como en este caso se tiene a=tang.a /~—, 

X 
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se convierte su e c u a c i ó n en z=-—x (27), de donde Xz—Zx—o (28). 
Jí 

Esta ecuación queda satisfecha independientemente de x y de «, 
cuando X=o , Z=o; 
lo que comprueba las dos condiciones de equilibrio halladas antes (45). 

47 Si se tuviese solamente Z—o, entonces daba á conocer que el 
efecto de las componentes según el ege de las z es nulo; en esta hipó
tesis tang.a7=o; 
luego la resultante está dirigida en el sentido de las x, y ademas R=X-t 

lo que efectivamente se verifica. 
Z Z 

48 Si fuese X=o, tendríamos t a n g . a / — — — c o , 
X o 

lo cual manifiesta (I. 635) que la dirección de la resultante forma un 
ángulo recto con el ege de las x, y se tiene R—Z; lo que efecti va
púlente se verifica. 

49 Esc. En el caso de darse los eges fijos y de antemano por al-.. 
gima circunstancia de la cuestión, y que el punto m sobre que obran 
las fuerzas no se hallase en el origen, se tirarían por dicho punto m dos 
lineas mX, mZ, paralelas á los eges AX', AZ', y se procedería como en 
el caso anterior; pues los ángulos que las fuerzas y sus componentes 
'formen con las raX, /»Z, serán los mismos que los que formen con los 
eges AX', AZ'. Y si espresamos con x\ z' las coordenadas del punto m 
con relación á dichos eges AX', AZ', la ecuación de la dirección de la 
resultante será (II. § 163) z—z'=a(x—x'), 

Z Z 
sustituyendo por a su valor (§ 46) — , se tendrá z—z'——(x—x') (2 9). 

X X 
50 Para no dejar nada que desear en punto al gran problema de la 

omposicion de las fuerzas, y ofrecer á los principiantes todos los por-
|inenores que puedan necesitar para no encontrar tropiezo en la práctica, 
Sios propondremos hallar tanto geométrica como analíticamente la resul-
Ijante de las cuatro fuerzas P , P', P", P'" (fig. 31), cuyas intensidades 
||§stén representadas por los* números 12 , 30, 10 y 8; es decir, supon-
•pamos que la mV que espresa la intensidad de la fuerza P equivale á 
fw2 unidades cualesquiera, por egemplo, pies, varas, & c ; y que los de-

iuas números 30, 10 y 8, espresen igualmente partes de la misma especie. 
Supongamos también que el ángulo PmV que forman las dos fuer-

Ips P y P / sea de 95 o ; el P'mV" de, las P', P" de 105 o; el P"mP"' de 
.Jas P", P'" de 105 o; y por último el P^mP de las P'" y P sea de 55 o . 

Supongamos ademas que el origen de las coordenadas se halle en A, 
que la dirección de los eg?s deba ser la de AX', AZ', respecto de los 

cuales sean las coordenadas del punto m las A&, mk, que hemos espre
sado por x' y por z\ y cuyos valores supondremos que sean 9 y 11 uni-
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el P 
J E L P 

/ mX=a , '=P / / /wP / H-P / /7zX= 1 O50.H-3O°= 
' m Z ^ ' ^ ó o 0 — Z m X — P " / w X = 3 6 o ° -

•135 , 
- 9 o ° — i 3 5 0 - i 3 5

t 
será ^ 

Por último siendo el, ángulo P'"mP=55°, 
, J a / , /=P / / /mX=P / / //;2P-HP/«X=550-+-650 = i20 0, 

se tendrá ^ y mZ^P'"mP—PmZr=^°—2^ 30 o. 
Con lo cual se tienen ya los datos para conocer los valores de X y 

de Z , por medio de las (ees. 11 y 1 2 ) ; y para mayor claridad pondre
mos aquí por separado los datos en esta forma: 

Fuerzas. 
Ángulos que forman las 
fuerzas con el ege de las x. 

Ángulos que forman las 
fuerzas con el ege de las z. 

P =12 « = 65 o € = 25 o 

P1 =30 <*' = 30° = I 2 0 ° 
P"zz'io «"=135° 
P'"~ 8 (xf—1200 Q'"- 30o 

Si sustituimos estos valores en las espresadas ecuaciones, resultará 
X—i2cos.65°-f-3ocos. 3o°-f-iocos.i35°+8cos.i20o, 
Z—i 2COS.2 5°-H3OCOS. 12o°-+-iocos.135°-+-8cos. 30 o. 

Ahora como ai $8) 2 eos.i 35 0=cos.(90 0+4 5

0)=--sen.45 0, Ahora, como (11.9 a; ^ y C O s . 120°=cos.(900+3o0)=—sen.300, 
si sustituimos estos valores en las ecuaciones anteriores se nos converti

rán en 
= 1 2 COS.6. •30COS.30 0 — iosen. 45o— 8sen.3o°, 

2COS.25"—30sen.30°— iosen.45°-f-8cos. 30o; 
y tomando en unas tablas trigonométricas naturales estos senos y cose
nos (*) con cuatro guarismos decimales que son suficientes para nuestro 

(*) Si no se tienen tablas naturales, se pueden hallar los números 
correspondientes á los logaritmos de las tablas artificiales. 

dades, esto es, que Áki=:g y mk—ii. Aun nos falta otro dato para que 
quede determinada la cuestión, y es el de conocer el ángulo que forma 
una cualquiera de las componentes P , P\ P", P"', con uno de los eges, 
pues son conocidos los que forman las fuerzas entre sí; por lo cual supon
dremos que inV prolongada forme con el ege AX7 el ángulo PZX' de 65 o . 

Esto supuesto, pasemos á determinar la magnitud y dirección de la 
resultante por el procedimiento analítico espuesto (39). Para lo cual ob
servaremos que siendo el ángulo PwXr^P/X'—65°, 
este será el valor de O Í ; y el VmZ que hemos llamado (?, será igual á 25 o. 

Siendo por el supuesto el ángulo P//zP':=:950, 
se tendrá el P'wX^PmP'—PmX= 95°—65 0=rr 3o 0, 
que será el valor de a'; y el deS/—P/mZ—P/mX~hXmZ—^o0-r-go0zzi2Oo. 

Siendo el ángulo P / « Í P / / = I O 5 0 , 
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X—i 2x0,42 26 4 - 3 0 x 0 , 8 6 6 — 1 0 x 0 , 7 0 7 1 — 8 x 0 , 5 = 

5 , 0 7 1 2 + 2 5 , 9 8 — 7 , 0 7 1 — 4 = 1 9 ^ 9 3 o 2 i 
Z—\2x0,9063—30x0,5—10x0,7071+8x0,866 ¿= 

1 0 , 8 7 5 6 — 1 5 — 7 , 0 7 1 + 6 , 9 2 8 — — 4 , 2 6 7 4 ; 

la resultante R será R~VX2-hZ2=z\/(i 9 ,98o2) 3 +(— 4 , 2 6 7 4 * ) = 

objeto, tendremos 

^ 3 9 9 , 2 0 8 4 + 1 8 , 2 1 0 7 = V 4 1 7 , 4 1 9 1 = 2 0 , 4 3 . 

Para determinar los ángulos que forma la resultante con los eges, ha
remos uso délas (ees. 2 0 V 2 1 ) , que sustituyéndolos valores de X, Z y Rt 

que acabamos de hallar, se nos convierten en 
19,9802 

cos.a. 

cos.b .—-

20,43 

—4,2674 

=o ,97795=cos . i 2 ° 3' y 20' 

¡ ° 5 4 3 
-0,20887=:—eos.77 o 5 6 ' y 40' 

por lo que el ángulo £ será (I . 637) obtuso é igual á 
1 8 0 o — 7 7 o 56 ' 4 O " = I O 2 ° 3 ' 20"; 

y en efecto, tomando con un semicírculo estos ángulos en la figura, sa
len estos valores muy exactamente, así como resultan exactos los valo
res para X , Z y ü , si los tomamos con un compás y averiguamos sus 
magnitudes-en una escala. 

También podríamos haber determinado la dirección de la resultante 
or la (ec. 19) , 

tang.ay=—•, que da tang.a — 
—4^2674 

•0 ,21358=—tang .12 0 3 ' 20' 
X ' 19,9802 

que como este valor es negativo indica que el ángulo a, es negativo, ó 
se debe tomar por la parte inferior al ege raX. 

En virtud de lo espuesto (II. 14) también pudiéramos haber deducido 
que el ángulo a, era de ir—a==i8o°—12o 3 ' y 2 o " = i 6 7 ° 5 6 ' 40% 
lo cual nos hubiera dado la misma dirección RmR de la resultante, pues 
la mR es prolongación de la mR, sin que esto traiga ninguna confu
sión , pues el sentido en que obra la resultante lo determinan con sus 
signos los valores de X y de Z. 

Ahora, como las coordenadas del punto m son A.k=x'=g y mk=zf—i 1, 

sustituyendo estos valores y el de a = t a n g . a / = — = — 0 , 2 1 3 5 8 , 
X 

en la (ec. 29) de la resultante, tendremos 
* - — 1 1 = — 0 , 2 1 3 5 8 ( ^ — 9 ) . que da 2 = 1 2 , 9 2 2 2 2 — 0 , 2 1 3 5 8 * . 

Si conocida esta ecuación, quisiésemos construir la resultante, pues 
que conocemos las coordenadas de uno de sus puntos m, no nos falta 
determinar sino otro puntó de su dirección, que supondremos sea el 

E T. n r P. 1. 
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punto en que corta al ege AX'¿ para lo cual haremos 2 = 0 , lo que nos 
12.92222 

dará x~ — = 6 0 , 5 , 
0 ,21358 

por consiguiente tomando en el ege AX' una distancia ignal con 60,5 
partes, tendremos el punto n; y tirando por el y por m la mn, será la 
dirección de la resultante. 

Si no nos queremos valer del conocimiento de las coordenadas del 
punto m, determinaremos otro cualquier punto de su dirección, por 
egemplo el punto en que corta al ege AZ'; para esto haríamos # = 0 , 
lo cual daría 3 = 1 2 , 9 2 2 2 2 ; 
por consiguiente, tomando en el ege AZ' la distancia A £ = i 2 , 9 2 2 2 2 , 
tendríamos determinado el punto k'; y tirando por él y por n la &'«, 
tendríamos la dirección de la resultante: cuyos métodos se confirman 
los unos á los otros perfectísimamente; y lo mismo se egecutaria y re
sultaría en todos los demás casos. 

51 Consideremos ahora las fuerzas P , P\ P", &fc. (fig. 32) situa
das en el espacio, y supongamos que obren sobre un punto libre m. Si 
no hay ninguna circunstancia que precise á tomar el origen fuera de este 
punto, tiremos por él los eges rectangulares; pero si alguna circunstan
cia obligase á tomar el origen fuera de dicho punto, ó estuviesen ya 
elegidos los eges y fuesen por egemplo los AX, AZ, AU, entonces lo 
primero que haríamos seria fijar la posición del punto m determinando 
sus coordenadas, y por dicho punto tiraríamos tres eges mX\ mZ\ mU', 
paralelos á los anteriores; y espresando por a, £, y, los ángulos que 
forma la primera fuerza P con los eges mX', mZ', raU': por a', 6', y', 
los que forma la segunda Pf con los mismos eges, y así sucesivamente, 
tendremos (34) que las componentes de P serán Pcos.a, Pcos.£, Pcos.y, 
las de P ' serán P'cos.a', P'cos.6", P'cos.y', 
las de P" serán P"cos.a", P"cos.£", P"cos.y", &c. &c. 

Estas componentes obrarán en la dirección de los eges ó de sus pro
longaciones, según sean positivas ó negativas, lo que se conocerá por los 
signos que deban afectar á los cosenos. Y teniendo en consideración los 
signos de las componentes, resulta (17 ) que todas las fuerzas que obren 
en la dirección de un mismo ege y su prolongación, se reducirán á una 
sola igual á su suma; y espresando por X la suma de las componentes 
que obran en el sentido de las x: por Z la de las que obran en el senti
do de las z: y por U la de las que obran en el sentido de las u, será 

Jf =Pcos.a+P'cos.a /+P''cos.a / /-+P'''cos.a'" + & f c . (30), 
Z=Pcos.£H-P/cos.£/+P"cos.£"-+-P"/cos.6>/"-t-6fc. (31 ) , 
l/=Pcos.y+P /cos.y'-í-P /'cos.y"-t-P / /cos.y /"-HCífc. (32). 

Luego tenemos reducidas todas las fuerzas del sistema á tres fuerzas 
rectangulares X , Z, U, cuyos valores pueden ser positivos d negativos, 
y sus signos harán conocer el sentido en que obran estas fuerzas. 

5a Esto supuesto, espresemos por R la resultante definitiva de las 
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fuerzas P , P', P", & c . , 6 de las tres fuerzas X , Z, U, y por a,, Qt, yt, 
los ángulos que forma con los eges mX', mZ/, m ü ' , de las x,z, u, ó con 
las tres fuerzas X , Z,U,y tendremos en virtud de lo espuesto (§§ 33 7 34) 

i f c X 2 + Z 2 + ¡ 7 2 (33), ó R=\/X2+Z2+U2 (34), 

x z u 

cos.cc—— (35), cos.e,=— (36), y c o s . 7 , = — (37)-
53 Por medio de estos valores queda determinada completamente la 

resultante en dirección y magnitud. En efecto, las (ees. 30, 31 y 32) 
darán los valores de X, Z y U; la (ec. 34) dará el valor absoluto de la 
resultante. Y aunque el radical podria tener dos valores, siempre se 
considera el valor positivo, pues la resultante no se considera sino de 
un solo modo, sin indicar nada relativo á su modo de existir con re
lación á otra de su especie; y las (ees. 35, 36 y 37) darán á conocer 
los ángulos que dicha resultante forma con los eges; y construyendo es
ta dirección como se ha manifestado (II. 183a) será necesario atender á 
los signos de cos.o^, cos.6^, cos.7 /, que darán á conocer si los ángulos 
a/i ^/i v / s o n agndos ú obtusos; y como la fuerza R es una cantidad po
sitiva, estos cosenos serán respectivamente del mismo signo que X , Z, U. 

54 Si las fuerzas P , P', V", Cffc. se equilibran, no habrá resul
tante; luego se tendrá R=o (38); por lo que X 2 H~Z 2 H-£ / 2 =O (39); 
siendo cada uno de estos términos un cuadrado, será precisamente una 
cantidad positiva; y como de la suma de tres cantidades positivas no 
puede resultar o, tenemos que la ecuación anterior no se podrá verificar 

menos que no se tenga separadamente 
X 2 = o , Z2-o, U2-o, 6 X-o (4c), Z=o (41), üzzo (42); 

lo que es lo mismo 
Pc()s.a+P ,cos.a /H-P / /cos.a , /-f-P / / /cos.a / / /+C5'c.==o (43), 
Pcos.g ,H-P /cos.£ /-+.P / /cos.£ / /- t-P

, / /cos.£ / / /+Cifc.=o (44), 
Pcos.7-+-P /cos.7 /-i-P / /cos.7 / /-4-P / / /cos.7 / / /+cifc.=o (45). 

Que son las ecuaciones de equilibrio de un sistema cualquiera de 
uerzas situadas de un modo cualquiera en el espacio, y aplicadas á 

un mismo punto que se supone enteramente libre. 
v 55 En un sistema de esta naturaleza, una de las fuerzas debe ser 
'gual y directamente opuesta á la resultante de todas las otras. 
~ En efecto, sea R la resultante de las fuerzas-P, P', , ,«,,(?, /y 
os ángulos que ella forma con los eges, y supongamos para abreviar 

P'cos.a ,+P , /cos.a / /+P / / /cos.a / / /-t-cifc.=X', 
P/cos.e/~KP"cos.£'/ +P / / /cos.£ / / /+cJf c~ Z', 
P W 7 ' + P ' / C 0 S . 7 / / H - P " W 7 / / ' + C ^ C . = = í / ; 

por lo que precede será X^ü 'cos . /x , Z'=R'cos.Jg, L T /=.R'eos v7; 
y por consiguiente las (ees. 43 , 44 y 45) de equilibrio se convertirán en 

Pcos.a-*-X'=o > "C Pcos.a=— X'zzz—R'cos. ce, 
Pco8.€-+-Zf=o >quedan<( Pcos.£=r—Z'——it'cos.'e, 
Pcos.y-hí/^o \ ¿ Pcos.y=—E/'=—J^os./y. 
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{ Sumando los cuadrados de estas ecuaciones, tendremos 
P2(cos.2QH-cos.2é>'4-cos.27)=-R /2(cos.2

/a+cos.2

/£+cos.2

/7); 
y como (II. § 187) cos.2a+cos.2S'-hcos.27=i y cos . 2

/ a+cos . 2

/ £-Hcos. 2

/ 7=i , 
se tendrá P2=R'2, de donde P—R'; 
luego las ecuaciones anteriores se convertirán en 

cos.a=z:—cos^a, cos.Q——eos.,?, eos.7=—eos. ,7; 
de donde se concluye (II. § 10) a—ir—/a, G—n—7=TT-—yy. 
<( Así, los ángulos a y ,a; GyJo; 7 y / 7 , siendo suplementos los unos de 
los otros, manifiestan que la dirección de la fuerza coincide (II. 186nota) 
con la prolongación de la R' ; luego la fuerza P es igual y directamen
te opuesta á la resultante R'. 
<( 56 Si llamamos ', las coordenadas del punto sobre que 
obran las fuerzas, tendremos (II. 184 ec. o) que las ecuaciones de la li
nea de dirección de la resultante, serán 

x—x'—a(u—w'), z—z'zzb(u—«'), z—z'=—(x—#')? 

eos.a cos.£ b cos.£ 
en las cuales se tiene (II.§ i83a)«= , b~ y —zz ; 

eos. 7 , cos.7 / a eos. a 

y sustituyendo en vez de eos.a,, cos.^, eos.7,, sus valores que dan 
las (ees. 35, 36 y 37), y omitiendo el divisor común en numerador y 

X Z b Z 
denominador, tendremos a~—, b~—, —zz—; 

U U a X 

por lo que las ecuaciones anteriores se convertirán en 
X/ z z 

x—x,—-jj(u—u/\, z~z/-—(u—u/), z—z'=—(x—x'y, 

ó quitando los divisores resultará 

de las que una cualquiera siempre está comprendida en las otras dos. 
{ 57 Las condiciones que reducen á cero la resultante independien
temente de las coordenadas x, z, w, son X~o, Z—o, Uzzo, 
y se vuelven á encontrar así las ecuaciones de equilibrio. 
{ Si se verificasen solo dos de estas ecuaciones, por egemplo las dos 
primeras, resultaría (ees. 34, 35, 36 y 37) 
R—U, cos.a7=o, cos.é^zzo, y cos.y/zri, que dan at—^tr, G/zz^ir, 7 , — ° j 

luego la resultante pasa por el ege de las u, es decir, que hay parcial-
( mente equilibrio en la dirección de los eges de las x y de las z. 

{ 58 En el caso de ser X=o solamente, se halla 

R—S/Z2^\J2 (49), cos.a=o (50), de donde 
y entonces lâ  resultante se halla en el plano de las zu. 
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{ 59 Si espresamos por p el ángulo que R forma con su proyección 
sobre el plano d e las xz, y por ̂  él ángulo que esta proyección forma 
con la fuerza X , tendremos también determinada la dirección d e R por 

Z u 
las formulas tang.^=— ( 5 1 ) , y tang.<p=— (52) (*). 

x Vx2+z2 

{ 60 Puede ocurrir el tratar de sustituir á las potencias P, P', P" , & c . 
tres fuerzas F, F', F", que formen con los eges coordenados ángulos 
dados, cuyos cosenos fuesen respectivamente d,e ,f;d' ,e' ,f';d" ^f' ,f". 
{ Entonces estas fuerzas descompuestas según los eges d e las x, d e 
las 2 , y de las u, deberán equivaler á las fuerzas X , Z, U, á que se 
reducen las P , P', P", Cf^c.; por lo cual las tres (ees . 3 0 , 31 y 32) se 

Xzz.dF+d'F'-h-d" F" (53), 
convertirán en J Z—eF^e'F'-^-e"F" (54), 

¿ U=:fF+f'F'+f"F" (55); 
de las cuales se deducen por la eliminación las fuerzas F, F'', F", e n 
valores de X , Z y U, que son dadas por las ( ees . 3 0 , 31 y 32) en valores 
de P , P', P", £í?c., y de los ángulos que forman estas lineas con los eges. 
{ 61 Teor. Para determinar según una dirección dada, diferente 

, de la suya, una fuerza cuyas componentes con relación á eges rectangu
lares se conocen ya, es necesario tomar la suma de estas componentes 
multiplicadas respectivamente por los cosenos de los ángulos que ellas 

Worman con la nueva dirección. 
• Dem. Si se espresa por 6 el ángulo que forma la dirección d e una 
ijuerza y la dirección en que queremos estimarla, y por a , £ , 7 ; a', £'', 7 ' , 
los ángulos de cada una d e ellas con tres eges rectangulares tirados por 
;la intersección d e las dos rectas, se sabe (II. 187) q u e 

eos. 0=cos. a c o s . a '-t-cos. £ eos. É^-HCOS . 7C0S7' . 

I { Si se considera una fuerza R dirigida según la recta que forma los 
^ángulos a, £, 7 , con los eges de las x , z , u, esta fuerza estimada según 
|la dirección de la segunda recta, es decir, proyectada Sobre esta recta, 
¡dará para su proyección (II. (j 340) Jicos.0, 

multiplicando por R la ecuación anterior, será 
lieos.6=i?cos.acos.a/-+-i?cos.£cos.£/H-iícos.7cos.7'': 

(*) En efecto, el triángulo mBE {fig. 21) rectángulo en B, da 
BE BE 

ang.BmE———; y el mFE rectángulo en E, da tans.FmEzz : 
mB &

 mE 
como el ángulo FmE es el que forma la resultante con su proyección 

mE, que es lo que aquí llamamos"<p, y el BmE es el que forma la mR 
con su proyección, que aquí espresamos por x|/, y FÉ -es la fuerza que 
llamamos U, y mB, BE, son las X, Z, resulta 

mE—v/~mB2-hBE2=V'X^Z2', 
cuyos valores sustituidos en las ecuaciones anteriores dantas del testo. 

f 
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y siendo R la resultante de las fuerzas P, P', P", 6?c . , se tendrá (ec. 9) 
X = 2 i c o s . a , Z=Rcos.Q, U=Rcos.y; 

y espresando por R' el valor 7icos.fi, y sustituyendo estos valores en la 
última ecuación, tendremos ü ' '=Xcos .a / ^-Zeos . (^ -^ í / cos .y , (56) , 
que espresa la proposición enunciada. 

62 Si las fuerzas aplicadas á un mismo punto y s i t iadas en dife
rentes planos, solo son tres, tales como P, P', P", espresando por a,S, 7; 
</, G'yJii'i <*-"•> y"-> los ángulos que estas forman con ios eges rectan-

0 V XzzPcos.a-hP'cos.ce'+P"cos.ce", 
guiares , tendremos Z—Pcos.G-+-P'cos.G'~r-P"co¿.£", 

¿ U=Pcos.y-hP'cos.y'+P"cos.y"i 
elevando al cuadrado y sumando resultará 

X 2 + Z 2 + ü 2 = P 2 c o s . 2 a + P / 2 c o s . 2 a / - f - P / / 2 c o s . 2 a ' / - t - 2 Í 3 J , / c o s . a c o s . a / + 
2PP"cos.aaos.ce"^2P'P"cos.a'cos.a"^P2cos.zQ-T-P'2cos.2G'-h 
P"2cos.2Q''+2PP'cos£cos£'+2PP"cos.Gcos.G"+2P'P"cos.Q'cos.Q,'+ 
P 2 C0S . 2 7-t-P / COS . 2 7 / -HÍ ) / / 2 COS . 2 7 / / -+-2Í I / > / COS .7C0S.7 / + 
2 PP"'eos. 7cos. 7 / /-+-2 P'P"cos. y'eos. y " ; 

y teniendo presente que el primer miembro equivale (ec. 33) á T i 2 , y 
espresando por a el ángulo que forman las fuerzas P y P', por b el que 
forman P y P", y por c el que forman P' y P", se tendrá (II. § J ^7 )? 

cos .a=cos .a cos.a'-f-cos.é5 cos.S" H-cos.7 eos.7' , 
eos.¿=cos.ce eos.a"-t-cos.£ eos.6" -f-cos.7 eos .y", 
eos. c = c o s . o/cos. a"+cos . 6"cos .^"-HCOS . 7 'cos. y", 

y cos.2a-4-cos.2£-Hx>s.27==i, c o s . 2 a ' - h c o s . 2 £ + c o s . 2 y ' = = r ; 
de donde s a l d r á R 2 = P 2 ~ + - P ' 2 + P " 2 - r - 2 P P / c o s . a + 2 P P " c o s . b + 2 P / P " c o s . c , 
o llamando para mayor claridad P, Q, S, á las potencias, será 

ü 2 = j P
2 + Q 2 - 1 - 1 S

2 - H 2 Í : ) Q c o s . a + 2 7J<Scos.¿+2QScos.c (57) . 
{ 63 Si el punto m á que están aplicadas las fuerzas P, P'', JP", c í f c , 
está sujeto á permanecer sobre una superficie dada, no será ya necesario 
para el equilibrio que la resultante de estas fuerzas sea nula ; pero será 
preciso el que sea normal á la superficie, á fin de que el punto m no 
pueda resbalar en ningún sentido sobre esta superficie. En efecto, si d i 
cha resultante no fuese normal á dicha superficie, podríamos descompo
nerla en dos, que la una fuese normal y la otra tangente á dicha su
perficie. La fuerza normal quedaría destruida por la resistencia de la su
perficie; y como nada impediría-el movimiento del punto en la direc
ción de la otra, no podría haber equilibrio. Luego tenemos que la resis
tencia que opone dicha superficie equivale á una fuerza igual y contra
ria á la fuerza normal destruida; por lo que se puede hacer abstracción 
de la superficie dada, y considerar el punto material como l ib re , con tal 
que se añada á las fuerzas P, P/, P", ¿f?c., que obran sobre este punto 
una nueva fuerza de magnitud desconocida y perpendicular á la super
ficie dada, y 

V 

http://7icos.fi
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Del equilibrio de un cuerpo sólido. 

64 Hasta aquí solo hemos investigado las condiciones de equilibrio 
de un punto material. Ahora vamos á indagar las condiciones de equi
librio de un sistema de puntos unidos entre sí de un modo invariable, 
y sometidos á la acción de cualesquiera fuerzas. 

Más para proceder de lo simple á lo compuesto, examinaremos pri
mero dos casos particulares, á saber: cuando las fuerzas dadas son pa
ralelas entre sí; y cuando todas están situadas en un mismo plano. Y 
haremos ver después que el caso general se puede referir á estos dos 
sistemas de fuerzas. 

Composición y equilibrio de las fuerzas paralelas. 

65 Teor. La resultante de dos fuerzas paralelas que obran en el 
ismo sentido, es paralela á la dirección de estas fuerzas é igual á 

su suma; y las distancias de la dirección de esta resultante á las de las 
componentes son recíprocamente proporcionales á estas fuerzas. 

Dem. Supongamos que P y Q sean dos fuerzas paralelas representa
das por AM y BI (fig. 33), y que se hallen aplicadas á la recta inflexible 

B ;-si á la recta AB aplicamos las fuerzas A H , B K , iguales y contrarias, 
gao se alterará en manera alguna el valor de la resultante (21 cor. 2. 0). 
Esto supuesto, construyamos los paralelogramos A H L M , B K N I , y ten
d r e m o s que la resultante de las dos fuerzas P y Q será la misma que la 

e las fuerzas AL y BNÍ. Ahora, por ser las AM, BI paralelas, tendre'-
íos (I. 386a 4.0) que los ángulos MAB-f-IBA=ir; 
uego L A B ~ K A B N > 7 T , y por lo mismo los B A E - 4 - A B E < 7 r ; 
uego las dos fuerzas AL, B N concurrirán (I. 306b) en un punto por 
a parte superior de AB, tal como E ; luego si concebimos aplicadas es
as dos fuerzas (20) en el punto de concurso E , y representadas por 
Z=AL y E V = B N , tiramos la E C paralela á las AM, B I , y construi
ros los paralelogramos E G Z T y E D V O , tendremos descompuestas cada 

una de las E Z , E V , en otras dos, á saber: la E Z en E G y E T , y la 
JCV en ED y EO; y la resultante de las dos fuerzas P y Q será aun la 
insma que la de las cuatro fuerzas E G , E D , E T y E O ; pero las dos 
primeras son iguales entre sí, por serlo con las AH, B K , á c a u s a de la 
igualdad de Jos triángulos E G Z , ALH, y E D V , B K N (I. 376 cor. 2 . 0 ) ; 
U como obran sobre un mismo punto E y en direcciones contrarias, se des-
wuirán, y solo quedará para formar la resultante las dos fuerzas E T y E O 
ijue obran en el mismo sentido en la dirección de E G , y que por consi
guiente se reducen á una sola igual á s u s u m a (14), luego ü = E T - + - E O ; 
y como E T = A M = P y E O = B I = Q , resulta R=P+Q (58); 
luego la resultante es igual á la suma de las componentes, su dirección 
\EC es paralela á la de estas, y obra en el mismo sentido.^, 

P 
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Para determinar la posición del punto C en que corta la resultante 

á la linea dada A B , observaremos que los triángulos EZTy EAC son se
mejantes (1.482), y por lo mismo dan ET:EC:: ZT:AC; 
y los EOV y ECB nos dan también EC:EO: :CB:OV; 
multiplicando estas dos proporciones, y suprimiendo el factor EC que 
resulta común en la primera razón , y en la segunda los ZT y OV que 
son iguales por serlo con GE, ED que lo son, se tendrá ET:EO::BC:AC; 
y siendo ET=AM=P, y EO=BI=Q, se tendrá P:Q::BC:AC; 
con lo cual queda demostrada la proposición en todas sus partes. 

66 Componiendo esta proporción, será P-f-Q:P:;BC-i-AC:BC, 
ó poniendo en vez de P+Q su igual R, y en vez de BC-hAG S U igual 
A B , tendremos Ü:P::AB:BC; 
y comparando con el consecuente, será Ü:Q::AB:AC; 
y en virtud de lo espuesto (I. § 267 cor. de teor. 2. 0), podremos poner 

ü:AB::P:BC::Q:AC, d (I. § 268) #:P:Q::AB:BC:AC. 
Pero si por un punto cualquiera de una de las fuerzas ó de su resul

tante , se tira una recta mon, de cualquier modo que sea, que encuen
tre á las fuerzas d á sus prolongaciones, se verificará (1. 477 cor.) 
siempre que AB:BC:AC: \mn\no\mo; 
luego podremos poner (I. 267 teor. 2.0) R:P'.Q:'.mn:no'.mo; 
donde se ve que si se cortan las direcciones de dos fuerzas paralelas y 
de su resultante por una recta cualquiera, cada una de estas fuerzas 
podrá estar representada por la parte de esta recta interceptada por las 
otras dos; pues estas partes son proporcionales con las intensidades de 
dichas fuerzas. / 

67 La anterior serie de razones iguales nos da las tres proporciones 
" C ü ; P: : mn: no, queda Rxno=.Pxmn (59); 

siguientes "\R'< mn'.mo, que da Rxmo=Qxmn (60); 
l^P'. Q'.'. no; mo, que da Pxmo=zQxno (61). 

Con estas tres ecuaciones y con la (ec. 58) tenemos lo suficiente para 
resolver completamente el problema de la composición de dos fuerzas pa
ralelas que obren eir una misma dirección. 

En efecto, dadas las fuerzas P y Q, la (ec. 58) d>\ la magnitud de la 
resultante R, y por medio de cualquiera de las dos (ees. 59 d 60) deter
minaremos el punto o por donde debe pasar; la (ec. 59) da 

Pxmn Qxmn 
no———-, y la (ec. 60) mo———; 

R R 

- TÍ ^ , « / Pxmn Qvmn o poniendo P - H Q en vez de / t , sera no—^ (62), mo———— (63)5 

teniendo presente que el punto o de aplicación de la resultante, en este 
caso de obrar las componentes en un mismo sentido, se ha de hallar entre 
los my n; pues la resultante ER debe pasar (23) por dentro del áegnl° 
LEJN (fig. j r j ; y siendo paralela á las AM, BQ, por precisión fia de cor-

V 

file:///mn/no/mo
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tar á la AB en un punto entre A y B o' á la mn en un punto entre m y n. 
Cor. Si se supusiese P—Q, seria no=\mn—mo; 

que quiere decir que la resultante de dos fuerzas paralelas é iguales, pa
sa por el medio de la recta que une sus puntos de aplicación. 

Esc. Como dos paralelas están siempre en un mismoplano(1.543cor.2.°), 
y aquí hemos visto que la EC se ha de hallar (22) en el plano de las LE, 
NE, que es el de las MA, BI, resulta en general que la resultante de 

1 dos fuerzas paralelas se halla siempre en el plano de estas fuerzas. 
68 Teor. Cuando una de las dos componentes obra en dirección con

traria á la otra, entonces se verifica: i . ° que la resultante es igual á la 
diferencia de las componentes, y obra en el sentido de la mayor; 2.0 que 

\no cae entre las dos, sino que las deja á ambas á un lado, quedando en 
¡medio la mayor; y 3 . 0 que se tienen las mismas ecuaciones entre las in
tensidades de las fuerzas y las distancias respectivas de sus puntos de 
aplicación. 

Dem. Para demostrarlo directamente y con toda exactitud y clari-
lad, emplearemos la misma construcción que en el caso anterior. Por lo 

¡que supondremos que AM y BI (fig. 34) espresen las intensidades y di
lecciones délas fuerzas P y Q, que obran en direcciones opuestas. Si á 
[este sistema de fuerzas añadimos las dos BK, AH iguales y directamen
te opuestas, esto en manera alguna alterará el sistema (21 cor. 2.0); pe
ro las dos fuerzas Q y BK producen la resultante BN: las P y AH pro-
lucen la AL; luego la resultante de las cuatro fuerzas P , Q, BK y AH, 
[ue es la de las P y Q, será la misma que la de BN y AL. 

Ahora, en los triángulos BIN, LAM, que tienen un lado LN=LM 
>r ser iguales con BK y AH que lo son por el supuesto, y el ángulo 

£IN=AML (I. 386c), se verifica que los otros lados del primero son me-
íores que los del segundo; luego el ángulo IBN será mayor (*) que el 
MAL; por consiguiente añadiendo á cada uno de ellos uno de los dos án
gulos iguales ABI, BAM, tendremos que el ángulo ABN será mayor que 
il BAL; y como ABN-(-ABE=9r, tendremos LAB-+-ABE<9r; 
luego las dos lineas BN, AL prolongadas suficientemente se llegarán á 
encontrar en un punto tal como E por la parte inferior de la AB; y como 
la paralela que se tire desde E á las AM, BI, debe formar con la AE el 
íngulo AEG=EAM por alternos internos, resulta que dicha paralela EC 
uo podrá cortar á la AB, sino á su prolongación. 

Concibamos ahora la fuerza BN trasportada (20) al punto E, y espre-

,*) En efecto, si concibiéramos superpuesto el triángulo AML sobre 
ti BIN de modo que el lado LM se confundiese con su igual IN y el 
ungido LMA con su igual BIN, tendríamos que por ser AM>BI, el 
mnto A caería por la parte inferior al punto B, por egemplo en S; y 
tendríamos que el ángulo IBN, esterno del triángulo BSN seria mayor 
(I' 3 ^ ) que el BSN=LAM; luego se verificará la proposición: lo cual 
también lo hubiéramos podido deducir de lo espuesto (I. 4f£) . 

• P T. III. P. I. 
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sérnosla por DE=BN, obrando en la dirección de D á E; concibamos 
también la AL trasportada al mismo punto E de su dirección y repre
sentada por ZE=AL, obrando de Z á E; y descompongámoslas cada una 
en dos, que sean la una paralela á la AB y la otra paralela á la di
rección AM ó BI de las.fuerzas; con lo cual tendremos que las compo
nentes de ZE—AL serán GE y TE, y las de DE serán VE y OE. Por 
consiguiente la resultante de AL y BN que es la de las fuerzas dadas 
P y Q, será la de estas cuatro fuerzas. Ahora, los triángulos ALM, EGZ 
son iguales por la misma razón que en el caso anterior, y lo mismo se 
verifica con los BKN, DEO; luego 
EG==TZ==LM=AH=BIC=DO==VE, EO=BI=Q, ET=GZ=AM=P; 
por lo cual las dos fuerzas GE y VE que son iguales y directamente 
opuestas, se destruirán; y como las EO y ET son también directamente 
opuestas, resulta que producirán una resultante R igual á su diferencia, 
esto es ü = E T - E O = P ~ Q (64); 
luego la resultante de las cuatro fuerzas EG, EV, ET, EO^ que es la 
de las P y Q, será igual á la diferencia de estas fuerzas, y obrará en el 
sentido de la mayor, que era L. i.° Q. D. D. 

Ahora, como hemos visto antes que la EG no puede cortar á la AB, 
sino á su prolongación, se deduce que la dirección EG de la resultante 
deja á un lado á las dos fuerzas P y Q, estando mas próxima de la ma
yor, que es la que queda en medio. L. 2 . 0 Q. D. D. 

Para demostrar que se verifican las mismas (ees. 59, 60, 61), los 
triángulos semejantes (I. 482) EZT, EAG, dan ET:EC::ZT: AC; 
los DEO, ECB que también son semejantes dan EC:EO::CB:DO; 
multiplicando estas dos proporciones, suprimiendo EG en los dos térmi
nos de la primera razón, y ZT, DO en los de la segunda, se tendrá 

ET:EO::GB:AC; 
la cual dividida comparando primero con el consecuente y después con 
1 . A • A S ET~EO:EO::CB-AC:AC, 

el antecedente, da ET—EO:ET::CB—AC:CB; 
y como E T - E O = # , TE=M A = P , OE=BI=Q, y C B - A C = A B , 
estas dos proporciones se convertirán en R:Q::AB:AC, 12:P::AB:CB, 
que podremos poner también del modo siguiente: R;P:Q::AB:CB:AC. 

Pero'de cualquier modo que se tire la recta rimo que corte á las fuer
zas d á sus prolongaciones, siempre se tiene (I. 477 cor.) 

AB'.CB'.AC: :mn:rio:mo; 
luego (I. 267 teor. 2.0) tendremos R:P:Q::mn:no:mo; 
de donde se saca del mismo modo que en el párrafo anterior 

Rxno~Pxmn{6^), Rxmo—Qxmn (66), Pxmo=Qxno (67). 
Luego queda demostrada la proposición en todas sus partes. 

69 Despejando las no y mo en las (ees. 65 y 66) se tendrá 
Pxmn Qxmn 
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que son las mismas que las (ees. 59 7 60), 7 tanto unas como otras las 
podremos traducir en regla diciendo: que para hallar el punto por donde 
debe pasar la resultante se multiplicará la distancia que tienen entre sí 
las componentes por una cualquiera de ellas, y se dividirá el producto 
por la resultante; con lo cual se tendrá la distanciad que pasa la resul
tante respecto de la otra componente, contada en la misma recta en que 
se contó la distancia de las dos componentes; 7 para saber á qué lado se 
debe tomar esta distancia, observaremos que Si las fuerzas obran en una 
misma dirección, la resultante debe pasar por dentro de las componen
tes : y si obran en direcciones opuestas, deberá caer á un lado de ellas 
estando mas próxima de la mayor. 

70 Si en vez de R sustituimos su valor P—Q en las ecuaciones an-
Pxmn Qxmn 

tenores, tendremos no—-——- (68), mo=——— (69). 
P'—Q P-—(¿ 

Con el auxilio de las (ees. 65, 66 7 67) que son las mismas que las 
(ees. 59, 60 7 61), 7 de las (ees. 58 7 64), podremos resolver todos los 
casos que puedan ocurrir de descomposición de una fuerza en otras dos 
que sean paralelas. 

71 El caso de las fuerzas paralelas que obran en sentidos opuestos 
presenta una circunstancia particular que conviene dar á conocer. En 
efecto, la (ec. 68) manifiesta que el punto de aplicación o de la resul
tante sobre la recta mn se aleja indefinidamente á medida que la fuerza 
P se aproxima á ser igual con la fuerza Q; al mismo tiempo la re-
ultante R que es igual con P—Q disminu7e; 7 en fin cuando se tie

ne P = Q , el cálculo da una resultante nula colocada á una distancia 
infinita de las componentes. Más en realidad dos fuerzas paralelas, igua
les 7 contrarias, pero no directamente opuestas, no pueden tener resul
tante; pues si pudiesen estar remplazadas por una fuerza única, no ha-
bria razón para que esta obrase mas bien en el sentido de la una de las 
dos fuerzas iguales que en el sentido de la otra; porque todo es absolu
tamente semejante con relación á estas dos fuerzas; 7 en este caso las 
fuerzas no pueden tener otro efecto que el de hacer girar á la linea mn 
al rededor de su punto medio. 

Esto mismo lo da á conocer la (fig. 35); pues si supusiéramos en ella 
que P==AM=Q=BI, añadiendo las dos fuerzas BK, AH iguales, las 
resultantes AL, BN serán iguales, á causa de la igualdad de los trián
gulos AML, BIN (I. 360), los cuales dan también los ángulos IBN, 
LAM iguales; 7 añadiéndoles los ángulos iguales ABI, BAM, tendría
mos que serian iguales los ángulos ABN, BAL; luego las lineas BN, 
AL (I. 384) serian paralelas 7 no podrían concurrir en ningún punto, 
como lo hacían en el caso de no ser iguales las fuerzas P y Q. Por lo 
demás este caso es el solo en que dos fuerzas paralelas no pueden redu
cirse á una sola. 

Esc. La misma figura manifiesta que pues la introduccii* de las 
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fuerzas BK, AH no altera en manera alguna el efecto de las dos fuer
zas dadas P y Q, tendremos que el efecto de estas es el mismo que el 
de las BN, AL; y como según el valor que supongamos á BK=AH, 
tendremos otro valor diferente para BN=AL, y se verificará (I. 638) 
que AM:AL::sen.ALM:sen.AML::sen.LAB:sen.MAB, 
resulta en general que el efecto de las fuerzas P y Q iguales y parale
las , pero no directamente opuestas, será el mismo que el de otras dos 
fuerzas que pasando por los mismos puntos de aplicación sean de direc
ción contraria, iguales entre sí y paralelas, siempre que estas fuerzas 
y las primeras estén en razón inversa de los senos de los ángulos que 
forman con la linea de aplicación. 

72 La resultante de muchas fuerzas paralelas P , P ' , V", &c. (fig. 36) 
ya estén ó no en un mismo plano, es igual á la suma de estas fuerzas, 
dándoles signos convenientes. Porque siendo paralelas las fuerzas P y 
P', su resultante R' es paralela á estas fuerzas y se tiene R'—P-+-P'', 
y siendo PJ y P" paralelas á P, son paralelas entre sí; luego su resultante 
R" es paralela á estas fuerzas, y se tiene R"-R'-i-P" ó R"zzP+P'-±-P", 
y así sucesivamente. Si la fuerza P" obrase en dirección opuesta á las 
P y P', al hallar la resultante de R' y P, tendríamos R"—R'—P"; 
y sustituyendo por R' su valor P-t-P', seria R"=.P^-P'—P", 
que es la suma de P , P ' y —P" , en términos algebraicos; y como suce
dería lo mismo si hubiese mas fuerzas, queda dexnostrada la proposición. 

Cor. Luego si espresamos por R la resultante de un número cual
quiera de fuerzas P , P', P", P'", P'v, & c . , de las cuales supondremos 
que las tres primeras obran en una misma dirección y las restantes en 
direcciones contrarias, tendremos R~P-\-P'~^P"—P'"—P'V'~&c. (70). 

73 Para encontrar el punto de aplicación de la resultante, se uni
rán los puntos de aplicación de P y P' por una recta que se dividirá 
en razón inversa de dichas fuerzas; después se unirá este punto de 
aplicación con el de P", y se dividirá la linea que los une en razón in
versa de R'^P+P' y de P " ; 
y así se procederá hasta encontrar el punto de aplicación de todas. 

Si queremos que se presente á los ojos este procedimiento, suponga
mos que se quiera hallar el punto de aplicación de la resultante de las 
fuerzas P , P', P", P1", P'y (fig. 36), cuyos puntos de aplicación son 
A, B , C, D , E, que supondremos unidos entre sí por rectas inflexibles. 

El punto M de aplicación de la resultante de las fuerzas P y P' lo 
ABxP' 

hallaremos (ec. 63) por la formula AM=r- ; 
P"+-P' 

uniendo el punto M con el punto C por medio de la recta MC, se ha-
( liará el punto de aplicación N de la resultante de P-HP ' aplicada en M, 

MCxP" 
y de la fuerza P" aplicada en C, por la ecuación MN: P - H P ' + P ' 
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Tirando después ND, y buscando por el mismo procedimiento el 
punto de aplicación O de la resultante de P+P'-hP" aplicada en N , y 
de la fuerza P1" aplicada en D, se hallará el punto por el cual debe 
pasar esta resultante; en fin, se tirará la EO, y por una operación se
mejante se conocerá el punto de aplicación K de la resultante R de to
das estas fuerzas. 

74 En el caso de haber fuerzas dirigidas en sentidos contrarios', su
pongamos que P , P', P", Éste, sean las que obran en un sentido, y 

\Qi Q'h Q"i 6Pc. l a s q u e o m ' m e n e l 0P L i e s t 03 entonces hallaremos por 
el procedimiento anterior el punto de aplicación K ( f ig . 37) de la resul
tante de las fuerzas P, P', P", £s?c, y el punto de aplicación L de las 
uerzas Q, Q', Q", fcfc., y tendremos reducido todo el sistema á dos 
berzas paralelas, la una aplicada en K igual á P-+-P'+P"~i~&c. 

y la otra aplicada en 1/ igual á Q-\-Q'-+-Q"'+-&c, 
se hallará la resultante de estas fuerzas y su punto de aplicación por 

1 procedimiento espuesto (68 y 69). 
Cor. De aquí se deduce que si todos los puntos de aplicación A, B, 

C, D, E, (fig. 39) se llallas en en un mismo plano, el punto de aplicación 
'^K de la resultante de todas las fuerzas, se hallará en el mismo plano; 
porque debiendo estar el punto M en la recta que une el punto A de apli
cación de la fuerza P con el B de la P' , se hallará en el plano en que 
jpstá dicha recta, que es el de los puntos A y B y de todos los demás 
puntos desaplicación C, D , E; y debiendo hallarse el punto N en la 
recta MC, estará en el plano en que se hallen los puntos M y C, que 
es el de los demás: y lo mismo demostraríamos respecto del punto O y 
del K que es el punto de aplicación de la resultante definitiva. También 
resulta por la misma razón, que si todos los puntos de aplicación se ha
llasen en linea recta, el punto de aplicación de la resultante, se halla-
wia en la misma recta. 

75 Si las fuerzas dadas, permaneciendo siempre paralelas y apli-
das á los mismos puntes, toman posiciones diferentes, ó lo que es lo 
ismo, giran al rededor de su punto de aplicación, la resultante no 

nudará de punto de aplicación, ni de intensidad; pero su dirección se
rá paralela ú la nueva dirección de las fuerzas. 
§ Para demostrarlo supongamos que sean tres las fuerzas paralelas 
P , P', P", dirigidas según las rectas mA, m'A', m"A" (fig. 38); sea 
primero «B la dirección de la resultante de las fuerzas P y P' que es
presaremos por r, y será r=P+P'; sea después n'B' la dirección de la 
resultante de las fuerzas P + P ' y P", y observemos que la figura su
pone que P" obra en sentido contrario al de P y P', y que se tenga 
|"xP~t-P'. Ahora, concibamos que las tres fuerzas P , P', P", giren % 
al rededor de sus puntos de aplicación m, m', m", conservando su pa- • 
ralehsmo, y el sentido en que obra cada una; y sean ma, m'a', m"a", 
Jas nuevas direcciones. En este caso, la resultante de las fuerzas^y P' 
encontrará á la recta mm' en el mismo punto n que antes ;̂ >ues la posi- >» 

t 
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don de este punto no depende sino de la relación de las componentes, 
y de la distancia de sus puntos de aplicación, y es independiente del 
ángulo que la recta mn1 forma con su dirección (65 y 68). Por la misma 
razón, la resultante de r=P-+-P/ y P", encontrará siempre á la prolon
gación de la recta nm" en el mismo punto n1; por consiguiente si las 
tres fuerzas dadas giran al rededor de los puntos m,m' y ra", su re
sultante girará del mismo modo al rededor de su punto de aplicación n', 
sin que su magnitud absoluta varíe, pues siempre será igual á la suma 
algebraica de todas las componentes. 

76 Se llama centro de las fuerzas paralelas al punto en que se 
vienen á encontrar todas las direcciones sucesivas de la resultante 
cuando las componentes giran al rededor de sus puntos respectivos de 
aplicación. 

De esta definición resulta que si un cuerpo sólido está solicitado por 
un número cualquiera de fuerzas paralelas, y se supone fijo el centro 
de estas fuerzas, el equilibrio subsistirá en todas las posiciones que pue
da tomar dicho cuerpo, con tal que las fuerzas dadas permanezcan 
siempre paralelas y aplicadas á los mismos puntos; porque entonces su 
resultante pasará constantemente por el punto fijo; lo que bastará para 
que sea destruida (21). En lo sucesivo veremos lo mucho que importa 
Considerar el centro de las fuerzas paralelas en las cuestiones relativas 
al equilibrio y al movimiento de los cuerpos pesados, y daremos los 
medios de determinar sus coordenadas en función de las de los puntos 
de aplicación de las componentes. 

De los momentos. 

77 Se llama en general momento de una fuerza al producto que re
sulta de multiplicar esta fuerza por la distancia de su dirección á un pun
to fijo; d por la distancia de su punto de aplicación á una linea d á un 
plano dado de posición: no conviniendo á la palabra momento otra idea 
que la de un simple producto de dos números, de los cuales el uno es-
presa la fuerza y el otro la distancia. 

78 Cuando el momento es el producto de la fuerza por la distancia 
de su dirección á un punto, se ha de tener cuidado de espresar que el 
momento es con relación á un punto; y si hay muchas fuerzas en un sis
tema, cuyos momentos se tomen con relación á un mismo punto, enton
ces á este punto se le llamará centro ú origen de los momentos. 

79 Cuando el momento es el producto de la fuerza por la distancia 
de su punto de aplicación á una linea dada, se ha de tener cuidado de 
espresar que el momento es con relación á una linea. Y cuando es el pro
ducto de la fuerza por la distancia de su punto de aplicación á un plano 
dado, se cuidará de espresar que el momento es con relación á un plano. 

80 Esta especificación es tanto mas indispensable, cuanto los mo-
mentas con ^lacion á un punto difieren esencialmente de los momentos 
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con relación á una linea y con relación á un plano. En efecto, los mo
mentos con relación á un punto dependen de la dirección de las fuerzas, 
y son independientes de los puntos de aplicación; y al contrario, los mo
mentos con relación á una linea y con relación á un plano, dependen 
de los puntos de aplicación de las fuerzas, y son independientes de su di
rección. Pero en todos se verifica la propiedad de que el momento de la 
resultante es igual á la suma algebraica de los momentos de las com
ponentes , como vamos á manifestar. 

8r Teor. El momento de la resultante de dos fuerzas paralelas con 
relación á un punto cualquiera, tomado en el plano de estas fuerzas, es 
igual á la suma de los momentos de estas fuerzas. 

Dem. Para demostrarlo, supongamos que desde un punto cualquie
ra A (fig. 3.9) tomado en el plano de las fuerzas paralelas P y Q, tire
mos la recta Amon perpendicular á las direcciones de estas fuerzas y 
de su resultante R. El punto o de aplicación de esta resultante debe es
tar situado de manera que se tenga (ec. 61) Pxmo—Qxno; 

!pero mo—Ao—Am, y on=An—Ao; 
luego sustituyendo estos valores en la ecuación precedente se tendrá 

Px(Ao—Am)—Qx(An—Ao), 
Ique egecutando las operaciones, y pasando al primer miembro los tér-
pminos multiplicados por Ao, que sacaremos fuera de un paréntesis, será 

(P-K))xAo=PxAm-4-QxArt; 
;*d poniendo R (ec.58) en vez de P-hQ se tendrá RxAo—PxAm-r-QxAn (71). 

Pero RxAo es el momento de la resultante con relación al punto A; 
PxAm y QxAn son los momentos de las componentes con relación al mis
mo punto , luego la ecuación anterior manifiesta L. Q. D. D. 

1 82 Esc. Para mayor claridad espresarémos las distancias Am, A » 
| y Ao por p, q, r, y tendremos Rr=Pp-i-Qq (72) . 

83 Si una de estas fuerzas obrase en sentido contrario al de la otra, 
f&eria necesario mudar su signo; y también se mudaría el signo de su dis
tancia al punto A, si la dirección de esta fuerza estuviese situada al otro 
Hado de este punto. 

Para convencernos de ello observaremos que si la fuerza Q fuese ne
gativa con relación á la P como espresa la (fig. 40), tendríamos también 
ifec. 67) Qxno=Pxmo; 
¡jjr si tomamos el origen de los momentos en A , tendremos 
j no=An—Ao, mo=Am—Ao; por loque será Qx(An—Ao)—Px(Am—Ao), 
| H u e egecutando las operaciones se tiene QxAn—QxAo^PxAm—PxAo; 
*W poniendo en el primer miembro los términos en que entra Ao, y des
c o m p o n i e n d o en factores, se tendrá Ao(P—Q)=PxAm—QxAn; 
ly como en este caso (ec. 64) P—Q=R, 

si sustituimos este valor y espresamos con r la A o , con p la Am, y con q 
la An, se tendrá Rr=Pp—Qq (73). 

84 Si el centro de los momentos estuviese comprendido por lmfuer
zas, entonces se considerarían como positivas las distanciasü-fue desde di-
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cho punto fuesen á las fuerzas que estuviesen á su derecha, y como ne
gativas las que fuesen á las que estuviesen á su izquierda; es decir, que 
si el origen estuviese en A (fig. 41), deberíamos considerar como positivas 
las distancias Ao=r, An=q, y como negativa la Am~p; 
y haciendo esta mudanza en la (ec. 72) se tendrá Rr=Qq—Pp. 

Para demostrarlo partiremos déla misma (ec. 61 ó 67) Pxmo=Qxno; 
y como aquí mo=mA-+-Ao, y on=An—Ao, seráPx(/;/A-4-Ao)==()x(A«—Ao); 
que egecutando la multiplicación y trasladando al primer miembro los 
términos en que entra Ao que sacaremos fuera de un paréntesis, y al se
gundo los otros, será (P-+-Q)xAo=QxA«—PxArn; 
ó por ser R=P+Q, si espresamos las Ao, Are, Am, por r, q, p , como 
a n t e s , se tendrá Rr=Qq—Pp (74). 

85 Si sucediese que el origen de los momentos se hallase dentro de 
las direcciones de las fuerzas, y al mismo tiempo hubiese fuerzas que 
cooperasen en sentidos opuestos las unas de las otras, entonces se seña
larían con el signo positivo las distancias que partiesen del punto de orí-
gen á las fuerzas que estuviesen á su derecha, y con el signo negativo 
las de las fuerzas que estuviesen á la izquierda; y también deberíamos 
señalar con el signo positivo las fuerzas que obrasen hacia abajo de la li
nea en que se cuentan estas distancias, y con el negativo las que obra
sen hacia arriba, y siempre se verificará la proposición. 

En efecto, si las fuerzas tuviesen la posición que manifiesta la (fig. 42), 
observaríamos que en ella es negativa la fuerza Q, y también su dis
tancia al punto A, por lo que mudaríamos los signos tanto á la Q como 
á la q en la (ec. 72), y se convertiría en Rr=Pp—Qx—q=Pp-hQq, 
que no alterará el signo de su momento, por cuanto se han combinado 
dos signos —'. 

Para demostrar que en este caso debe resultar en efecto esta ecuación, 
partiremos de la misma (ec. 67) Pxmo=.Qxno; 
y como en este caso mo—Ao—Am, y no=An-+-Ao, 
se tendrá egecutando desde luego las multiplicaciones 

PxAo—PxAm=Qx«A-i-QxAo , ó (P~Q)xAo=PxAm-hQxAn; 
y poniendo en vez de P—Q su valor R, y en vez de Ao, Am, An, los 
suyos r, p , q, se tendrá RrzzPp-hQq. 

86 Cor. Aquí vemos que el momento de la fuerza Q no ha variado 
de signo á causa de que siendo la fuerza negativa, y estando situada 
hacia el lado de las distancias negativas, resultan con el signo—'ambos 
factores, lo que en manera alguna altera el signo del término; luego po
dremos deducir en general que para que un momento sea positivo , de
berán tener un mismo signo la fuerza y su distancia al centro de los mo
mentos; y que será negativo un momento cuando la fuerza y su distan
cia tengan signos diferentes; y siempre se verificará la ecuación 

Rr=Pp+Qq (75), . 
cualesquiera que sean los signos que puedan tener las cantidades i? , 
P¿ Pi ^ ? 2<f'I u e entran en ella, según la naturaleza de las fuerzas, J 
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situación del centro de los momentos con relación á ellas. 

Si tomásemos por centro de momentos el punto de aplicación de la 
uerza Q, se tendría q—o, lo que daria Rr=Pp (76). 

87 Debemos observar que en la (ec. 75) no se alteraría la igualdad 
de ambos miembros, si todas las fuerzas d todas las distancias, se mul
tiplicasen por un mismo coeficiente X; pues esto equivale á multiplicar 
ambos miembros de dicha ecuación por la misma cantidad X; lo cual nos 

,|dará X Rr=-kPp-i-XQq; 
J;de donde se sigue, que no es indispensable (figs. 40, 41 y 42) el que la 
recta i omn sea perpendicular á las direcciones de las fuerzas, sino que 
puede tener una posición cualquiera con relación á ellas; porque el mul
tiplicar una ecuación por un coeficiente constante equivale á variar de 
un mismo modo la dirección ó magnitud de una linea en cada término. 

En efecto, contando las distancias del centro de los momentos á las 
recciones de las fuerzas por medio de una linea que les sea perpendi

cular, hemos obtenido (ec. 71) RxAo=PxAm-+-QxAn. 
Ahora, si las distancias del punto A á dichas fuerzas las contásemos 

n otra cualquiera dirección AL (figs. 39 y 41) que corte, bien á las fuer-
s ó á sus prolongaciones, tendremos (1. 477 cor.) 

A/re:AK::Ao;AH;:A»:AL, de donde 4 - - = > H i 
Am Ao An 

, . . . AK AK AH AL 
espresando por X la relación , será -——X, ~X, rrX» 

Am Am Ao An 
que da AK=XxA/re, AH=XxAo, AL=XxAre; 
y como á las distancias perpendiculares Am, Ao, Are, las hemos señala

ndo conp, r, q, á las distancias oblicuas AK, AH, AL, las señalaremos 
•con p',r\q',y tendremosp'—\p, r'z=.\r, q'=*.q; 
icuyos valores sustituidos en la ecuación \Rr=XPp~r-XQq, 
la convertirán en Rr'—Pp'+Qq' (77). 

Luego queda demostrado que cualquiera que sea la dirección de la 
linea en que se cuenten los momentos, se verificará la proposición; y que 
multiplicar por un coeficiente constante todos los términos de una ecua
ción que espresa la relación entre los momentos de varias fuerzas y su 
derivada o resultante, equivale á variar la dirección de la linea en que 
se hayan contado los momentos. 

88 Esta propiedad la podremos enunciar independientemente de los 
flmomentos con mucha generalidad, diciendo que si en todos los térmi

nos de una ecuación hay una de varias cantidades que son proporcionales 
con otras, podremos sustituir á cada cantidad su proporcional; es decir, 
que si tenemos por egemplo la ecuación Aa-hBb=Cc~-Dd (78), 
•y por otra parte se verifica que A:A'::B:B':;C:C::D:D', 
podremos sustituir A', B', C , D\ en vez de las cantidades A,B,C,D, 
sin que se altere la ecuación. ^ 

G T. III. 1 .*^ 
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En efecto, si es-presamos por X la relación de dichas cantidades tí ha-
A' B' C D' 

cemos —-——==-—==:—=X, resultará A'=.\A, B'=XB, C'==xC, D'=xB; 
A B C D 

y como la (ec. 78) no se alterará multiplicando todos sus términos por 
una misma cantidad, tal como X, tendremos \Aa-r-\Bb=xCc—XDd; 
y sustituyendo en vez de \A, \B,\C, \D, sus valores A ' , B', C, D \ 
tendremos A'a+B'b—C'c—D'd, 
ecuación que espresa lo que nos proponíamos demostrar. 

89 De aquí podríamos deducir en general que toda ecuación que es-
presa la relación entre las componentes y su resultante, se verificará en
tre otras componentes y otra resultante que les fuesen proporcionales; y 
que si las componentes crecen ó decrecen en una razón dada, la resultan
te crecerá ó decrecerá en la misma razón; pues esto equivale á multi
plicar la ecuación por la cantidad que espíese la razón en que crecen d 
decrecen las componentes. 

90 Teor. El momento de la resultante de dos fuerzas paralelas con 
relación á una recta que se halle en el mismo plano que las componentes, 
es igual á la suma de los momentos de las componentes con relación á la 
misma recta. 

Dem. Supongamos que sean P y Q (fig. 39) dos fuerzas paralelas, y 
R su resultante, cuyos puntos de aplicación m, n y o, se hallan en la rec
ta mon; y supongamos que se quieran hallar los momentos de estas fuer
zas con relación á la recta AL que se halla en el mismo plano que las 
fuerzas; para esto tiraremos desde los puntos m, n yo, las mM, nN, oO, 
perpendiculares á la AL, y resultará (79) que PxMm será el momento 
de la fuerza P con relación á la recta AL; y QxnN y RxoO, serán los 
momentos de la fuerza Q y de la resultante R. 

Entendido esto, concibamos prolongada la mon hasta que encuentre 
á la recta dada AL en un punto tal como A , y tendremos (ec. 71) 

RxAo=PxAm-hQxAn. 
Pero como (I. 477 cor.) Am:Ao:An::mM:oO:nN, 

podremos sustituir (88) en la ecuación anterior en vez de Ao, Am, An, 
sus proporcionales Oo, mM, nN, y tendremos RxoO—PxmM-h-QxnN (79). 

Pero RxoO es el momento de la resultante tomado con relación á la 
recta dada AL, pues es el producto de la resultante R por la distancia 
de su punto de aplicación á la linea dada; y como por la misma razón 
PxmM y QxnN espresan los momentos de las componentes P y Q con re
lación á la misma linea, resulta que la (ec. 79) espresa L. Q. D. D. 

Si la AL fuese paralela á la mon, no la encontraría; pero en este caso 
las tres perpendiculares mM, oO, nN, serian iguales; y como R—P-hQi 
si multiplicamos cada uno de los teñidnos de esta ecuación por su can
tidad respectiva, no se alterará y tendremos RxoO=PxmM~T-QxnN, 
que es la misma que antes. 

2 ? ^ ' No es necesario que las distancias de los puntos de aplicación 
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á la linea con relación á la cual se toman los momentos, se cuenten por 
perpendiculares ; pues se podría efectuar por lineas situadas de un modo 
cualquiera, con tal que fuesen paralelas entre sí. En efecto, de cualquier 
modo que por m, o, ra, se tirasen lineas paralelas entre s í , como las 
mK, oH, nh, y terminasen en la AL, serian semejantes los triángulos 
mMK, oOH, raNL; pues ademas de ser rectángulos, tienen iguales los 
ángulosenm, o, ra, (1.386c); luego tendremos mM'.mK: :oO.*oH; :raN:raL; 
por consiguiente en la (ec. 79) podremos poner en vez de oO, /raM, «N, 
sus proporcionales oH, mK, nh, y tendremos IixoVL=PxmK-T-QxnL (80). 

91 Teor. El momento de la resultante de un número cualquiera de 
fuerzas paralelas, con relación á una recta que se halle en el mismo pla
no que las componentes, es igual á la suma de los momentos de las com
ponentes con relación á la misma recta. 

Dem. Para demostrarlo supongamos que se tenga un numero cual
quiera de fuerzas P, Q, S, T, Cf?c; si desde el punto de aplicación ti
ramos á la recta con relación á la cual se cuentan los momentos, lineas 
paralelas entre sí, sean d no perpendiculares á dicha linea, y las espre
samos porp, q, s, t, & c . , tendremos que si espresamos por F ia resul
tante de P y Q, y por y la linea que desde su punto de aplicación se 
tire paralela á las p , q, se verificará en virtud del teorema y escolio 
antecedente Yy—Pp-+-Qq. 

Si espresamos por Y' la resultante de Y y de S, y por y' la recta 
que desde su punto de aplicación se tire á la linea con relación á la cual 
se cuentan los momentos, se tendrá Y'y'—Yy-+-Ss; 
ó por ser Yy=Pp-i-Qq, será Y'y'=Pp-h-Qq~hSs; 
y como lo mismo demostraríamos de todas las demás, resulta que lla
mando R la resultante de todas, y r la linea que se tire desde su pun
to de aplicación á la linea con relación á la cual se cuentan los momen
tos , se verificará Rr=Pp-T-Qq-+-Ss-i-Tt-h-&c. (81), que espresa L. Q. D. D. 

Cor. Si el punto de aplicación de la resultante se halla en la linea 
con relación á la cual se determinan los momentos, la distancia r será 
cero; y la ecuación anterior se convertirá en Pp-r-Qq*+-Ss-r-Tt-T-&c.=o. 

92 Esc. Guando las fuerzas cuyos momentos se quieren hallar con 
relación á un punto, no son paralelas, entonces no se puede decir que 
las unas obren directamente opuestas á las otras, y por lo mismo no tie
ne lugar la consideración de fuerzas positivas y negativas, por lo que se 
consideran todas como positivas; las distancias del origen de los mo
mentos á cada fuerza no se miden en este caso sobre una misma recta, 
y por lo mismo no se encuentran tan directamente opuestas que las unas 
se deban considerar como positivas y las otras como negativas; por lo 
cual se consideran siempre como positivos los momentos de estas fuer
zas , puesto que son positivos los dos factores que entran en cada uno. 
Por esta causa especificaremos en las proposiciones que son relativas á 
ellos, cuándo el momento de la resultante es igual á la suma délos mo
mentos de las componentes, y cuándo es igual con la dii^renoíff 
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93 Teor. El momento de la resultante de dos fuerzas que oirán 
sobre un mismo punto, ó que concurren , tomado con relación á un 
punto de su plano, es igual á la suma ó á la diferencia de los momentos 
de las componentes, tomados con relación al mismo punto: á la suma, 
cuando está el centro de los momentos fuera del ángulo que forman las 
componentes y de su opuesto al vértice; y á la diferencia, cuando dicho 
punto está dentro de alguno de estos ángulos. 

Dem. Para demostrarlo supongamos que sean Py Q (figs. 43 y 44) 
las dos fuerzas cuyas direcciones y magnitudes estén espresadas por 
mV, mQ, y por mK la dirección y magnitud de su resultante. Suponga
mos que sea C el centro de los momentos, y espresemos por p , q, r, las 
perpendiculares Cp, Cq, Cr, tiradas desde dicho punto sobre las direc
ciones de P, Q, R, y por c la distancia Cm del centro de los momentos 
al punto de aplicación m. 

Descompongamos cada una de estas tres fuerzas en otras dos dirigi
das según la recta mC, y según la perpendicular KmK' á dicha recta 
mC; y consideremos las componentes perpendiculares á mC que serán 
mH la de P , mE la de Q, y mL la de R; y se tendrá (I. 649) 

mH=mPcos.P»zH=Pcos.VmH, mE—mQcos.EmQ=Qcos.EmQ¡ 
mE=mRcos.LmK—Rct)s.LmR. 

Ahora, como los triángulos Cmp, Cmq ,Cmr, son rectángulos en />, q, r, 

Cp p 
tendremos (I. 631) cos.P/wH=sen.PraC=—=—, 

Cm c 

_ _ C g c ¡ f ^ ^ CD r 
cos.E/wQ=sen.Q/?2C=: ——, cos.LmR=sen.RmC:= ——. 

Cm c Cm c 

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones anteriores se tendrá 

mH=Px—, mE—Qx—, mh=Rx—. 
c c c 

Pero cuando el centro de los momentos cae dentro del ángulo PmQ, las 
mH y mE obran directamente opuestas, y por lo mismo su diferencia 
mH—mE será (13) igual con la mL componente de R; y cuando C está 
fuera del ángulo, las componentes obran en una misma dirección, y por 
consiguiente su suma mH-hmE será el valor de mL; luego si queremos 
comprender los dos casos en uno, tendremos mL—mHdzmE, 

r p q 
ó poniendo en vez de estas lineas sus valores, será Rx—=Px—±Qx—-j 

c c c 

ó suprimiendo el denominador^ que es común, será Rr=Pp±Qq (83); 
ecuación en la cual el signo -t- se refiere á la ( f ig . 44), y el — á la ( f ig . 43); 
y como Rr es el momento de la resultante, y Pp, Qq, son los de las 
componentes ̂ i cha ecuación manifiesta L. Q. D. D. 
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Cor. i.° Para mayor claridad separaremos los dos valores que da 

la ecuación anterior, y tendremos Rr==Pp-+-Qq (84), 
para el caso en que el centro de los momentos está fuera del ángulo de 
las componentes y de su opuesto al vértice, y Rr=Pp—Qq (85), 
para cuando se halle dentro de alguno de estos ángulos. 

Cor. 2 . 0 Si el centro de los momentos lo tomamos en la misma re
sultante, la perpendicular r será cero; por lo que la (ec. 84) se conver
tirá en o—Pp—Qq ó Pp—Qq (86), que da P:Q::q:p; 
que nos dice que cuando el centro de los momentos se toma en la misma 
resultante, las intensidades de las componentes son recíprocamente prop

orcionales á las perpendiculares tiradas á sus direcciones. 
Cor. 3. 0 Si el centro de los momentos se tomase sobre una de las 

componentes, por egemplo sobre la Q., la perpendicular q seria igual 
cero, y la (ec. 83) se convertiría en Rr=Pp (87), que daria R\P'..p\n 
luego en este caso la resultante y la otra componente están en razón inver-

a de las perpendiculares que se les tiren desde el centro de los momentos. 
Cor. 4. 0 Pues que el teorema anterior se verifica entre las fuerzas 

que forman entre sí un ángulo cualquiera, debe aun subsistir cuando 
este ángulo sea nulo, d las fuerzas vengan á ser paralelas; en cuyo caso 
eomo la perpendicular á una de ellas, lo seria á la otra y á la resultante, 
las tres perpendiculares Cp, Cq, Gr, se contarían sobre una misma recta 

mon (fig. 39), y la (ec. 83) no se diferenciada en nada de la (ec. 75). 
94 Esc. Las (ees. 84 y 85) manifiestan con relación á las (figs. 43 y 44) 

que estando solo en un miembro el momento de la resultante, el de la 
fuerza que está situada del mismo lado que esta resultante con relación 

\á la linea mC es del mismo signo; y que el momento de la otra fuerza 
íes de signo contrario*. 

95 Si concebimos que el punto C sea fijo, y que las perpendiculares 
«Cp, Cq, Cr, sean rectas inflexibles, las fuerzas P, Q, R, que se puede 
¡feonsiderar que obran ( 2 0 ) á los estremos de estas rectas, no podrán pro-
,|ducir sino un movimiento de rotación al rededor de este centro fijo; 
'lépero la inspección de la (fig. 44) es suficiente para manifestar que cuan* 

ílo el punto G cae fuera del ángulo PmQ y de su puesto al vértice, las 
fuerzas P , Q, y su resultante R, tratan de hacer girar á sus puntos de 

| aplicación en el mismo sentido al rededor del punto C; al contrario, 
I cuando este punto cae en uno de estos dos ángulos, la (fig. 43) da á co-
I nocer que las fuerzas P y Q tratan de hacer girar á los puntos p y q en 
I sentidos opuestos; y se ve también que en este caso la resultante R trata 

de hacer girar á su punto de aplicación en el mismo sentido que la com
ponente que tiene mayor momento. En virtud de esta observación pode
mos enunciar el teorema que acabamos de demostrar del modn siguiente. 

El momento de la resultante de dos fuerzas con relación á un 
punto, es igual á la suma o á la diferencia de los momentos de es
tas fuerzas, según tratan de hacer girar á sus- puntos de aleación 
en el mismo sentido ó en sentidos opuestos al rededor+del Wntro de 

0 
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los momentos, que está tomado en su plano y considerado como fijo,} 

96 La ventaja de este ultimó enunciado es la de poderse estender 
fácilmente á un número cualquiera de fuerzas P , P', P", Cí?c., situadas 
en un mismo plano. En efecto, considerando el centro de Jos momentos 
como un punto fijo al rededor del cual estas fuerzas tratan de hacer gi
rar el sistema de sus puntos de aplicación, el momento de la resultante 
es igual á la suma de los momentos de las fuerzas que tratan de hacer 
girar en el mismo sentido que ella, menos la suma de los momentos de 
las fuerzas que tratan de hacer girar en sentido contrario. 

Sin que sea necesario construir una figura, supongamos para fijar 
las ideas que las tres primeras fuerzas P, P', P", traten de hacer girar 
en un mismo sentido, y todas las otras en el sentido opuesto. Sea Q la 
resultante de P y P', y espresa«<io por p,p', q, las perpendiculares ti
radas desde el centro de lo« momentos á las direcciones de las fuerzas 
P, P', Q, tendremos r¿r lo acabado de demostrar Qq=Pp-hP'p/ (88). 

Si espresamos por Q' la resultante de Q y de la otra fuerza P", y 
por q' y p " las perpendiculares, tendremos también Q'q'=:Qq-r-P//p"'(89); 
y sustituyendo por Qq su valor (ec.88), será Q'q'=zPp-hP,p'-T'P"p" (90). 

Del mismo modo si se espresa por S la resultante de todas las otras 
fuerzas P'", P'y, Cifc . : por 5 la perpendicular tirada desde el centro de 
los momentos á su dirección: y por p ' " , p ' v , & c . las perpendiculares 
tiradas desde el mismo punto á las direcciones de las fuerzas P'", P " / , & c . í 

se tendrá Ss=P",p'"+P"p't/+&,c. (91). 
Con lo cual tenemos reducido todo el sistema á las fuerzas Q' y S; 

luego la resultante de estas dos fuerzas será la de todo el sistema; y si 
la espresamos por R, y por r la perpendicular tirada desde el centro de 
los momentos á la dirección de R, y consideramos que las fuerzas Q' 
y S tratan de hacer girar en sentido opuesto, se tendrá 

Rr=Q'q,~Ss (92), ó Rr=Ss~Q'q' (93), 
según sea Q'q' mayor ó menor que Ss; porque el producto de Rr debe 
ser siempre positivo. En el primer caso la fuerza R tratará de hacer gi
rar al sistema en el mismo sentido que la fuerza Q', y por consiguiente 
en el mismo sentido que las tres fuerzas P, P', P"; y al contrario en el 
segundo. Supongamos que se verifique el primer caso, y tendremos que 
sustituyendo en vez de Q'q' y de Ss sus valores (ees. 90 y 91), resul
tará Ri~Pp+P,p'+P"p"—P"'p",—P"p,y-&c. (94). 

97 Esta resultante comprende el teorema que se queria demostrar 
para un número cualquiera de fuerzas. Pero todavía lo podemos hacer 
mas general, observando que tiene lugar no solo cuando se considera la 
resultante definitiva de las fuerzas dadas, sino aun cuando solo se trate de 
reducirlas á un menor número: de modo que si se espresan por S,S',S",&c, 
las fuerzas cuyo conjunto equi vale á las P, P', P", & c , y por s, s', s", & c , 
las perpendiculares tiradas desde el centro de los momentos á las direccio
nes de S S',S",&c, se hallará por el mismo razonamiento que en el caso an
terior ^S,s,t<-S"sa^c.=zPp-^P'p'-r.p'/p"^pfy,'—P^p'^^c. (95); 
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ecuaciones en que se deben tomar con el signo -4- los momentos de las 
fuerzas S, S', S", £í?c., que traten de hacer girar en el mismo sentido 
que P, P', P"\ y con el signo — los momentos de las que intenten ha
cer girar en el sentido de las otras fuerzas P'", Pn', £sfc. 

98 Esc. La (ec. 95) tiene la ventaja de comprender el caso particular 
en que las fuerzas dadas P, P', P'', £ífc. no tienen una resultante única. 

99 El momento de la resultante de muchas fuerzas paralelas, na 
situadas en un mismo plano, con relación á un plano paralelo á las di
recciones de estas fuerzas, es igual á la suma de los momentos de las 
dichas fuerzas. 

Para demostrarlo supongamos que MN y ML (fig. 45) sean dos pla
nos , el uno paralelo y el otro perpendicular á las direcciones de las fuer
zas paralelas P , Q, S, & c . La intersección MA de estos planos será una 
linea recta que se hallará en el plano ML; supongamos que V sea la 
resultante de las fuerzas P y Q: que R sea la de las fuerzas S y V, y 
que las direcciones de las fuerzas P , Q, V, S y R, encuentren al pla
no ML respectivamente en los puntos C, D , E, G y F. Tiremos desde 
estos puntos perpendiculares sobre MA, intersección común de los pla
nos MN, ML; y como las dos fuerzas P y Q y su resultante se halla
rán en un mismo plano (67 esc), los tres puntos D, E y C en que en
cuentren al ML estarán en una linea recta DEC que prolongaremos 
hasta que encuentre en un punto cualquiera B á la M A, d al plano MN. 

Esto supuesto, hallándose el punto B en el plano de las fuerzas P 
y Q, se tiene (81) con relación á este punto / yxBE=PxBC-hQxBD (96); 
pero á las tres distancias BE, BC y BD, se les pueden sustituir (87) 
las perpendiculares EK, GH y DI que les son proporcionales (1.476); y 
la (ec. 96) se convierte en P*xEK=PxCH>-K>xDI (97) (*). 

Espresando por R la resultante de las fuerzas Vy S, tendremos por 
lo acabado de demostrar i£xFO=P'xEK-HSxGg (98); 
y poniendo en vez de P"xEK el valor anterior, se tendrá 

7vxFO=PxCH-K>xDL+-SxGg. 
Ahora, aunque el punto de aplicación m de la fuerza P se halle mas 
abajo del plano ML, la perpendicular que de él se tire al plano MN y 
que espresarémos por p , será (I. 561 cor.) igual con la CM; por la mis
ma razón si llamamos q, s, r, á las perpendiculares al plano MN tira
das desde los puntos de aplicación m', m", de las componentes Q y S y 
cualquier punto de la resultante R que se podrá tomar por punto de 
aplicación, se tendrá siempre DI—<¡r, Gg=s , FO=.r; 

(*) Si la DEC resultase paralela al plano MN, entonces no le po
dría encontrar; pero en este caso se llegaba á la misma ecuación con 
mas facilidad; pues como serian iguales (I. 553) las EK, CU, DI, y 
por otra parte V—P-t-Q, si multiplicamos cada termino de esta ecua
ción por su linea correspondiente, se verificará la ecuación del testo^ 
que resultará en este caso una ecuación idéntica. 
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y sustituyendo estos valores en la ecuación anterior, se tendrá 

Rr—Pp+Qq+Ss-, 
yjcomo podríamos demostrar lo mismo si hubiese mas fuerzas T, £í?c, 
resulta en general que cuando las fuerzas son paralelas, se tiene 

Rr=.Pp~hQq-hSs-hTt-h&>c. (99), que espresa L. Q. D . D . 
1 0 0 Esc. Aunque para las aplicaciones que tenemos que hacer nos 

basta este teorema, no obstante lo demostraremos con toda generalidad. 
Teor. El momento de la resultante de un número cualquiera de fuer

zas paralelas, no situadas en un mismo plano, tomado con relación á 
un plano elegido arbitrariamente, es igual á la suma de los momentos 
de estas fuerzas tomados con relación al mismo plano. 

Dem. Supongamos que se tenga un numero cualquiera de fuerzas 
P,Q, S,T, & c . (fig. 46), situadas en el espacio, pero que sean paralelas 
entre sí, y cuyos puntos de aplicación sean respectivamente ra, ra', ra", 
m"'', & c ; y supongamos que el plano respecto del cual queremos hallar 
los momentos sea el BAG. 

Concibamos proyectados los puntos de aplicación m, ra', ra", ra'", & c , 
sobre dicho plano, y que sus proyecciones sean respectivamente los pun
tos p,q,s,t,tkc.; y que las longitudes de las lineas mp,m' q,m" s,m"'t,c\e., 
que espresan las distancias de los puntos de aplicación al plano, conta
das en lineas perpendiculares á dicho plano, las espresemos para mayor 
claridad por p , q, s, t, C 5 t \ 

Consideremos primero las dos fuerzas P y Q; sea n el punto en que 
su resultante corta á la recta mm', y r' la proyección del punto n sobre 
dicho plano, cuya distancia nr' espresaréiu'os por r'; tiremos por ra ulia 
paralela á la linea pq que une las proyecciones de los puntos ra, ra'; y 
como las tres lineas rnp, m'q, nr', se hallarán (67 esc.) en un mismo 
plano, la mb cortará á la nr' en a y á la m'q en ¿; y tendre'mos (1.482) 

rara'' \mn\\m'b:na. 
Pero la (ec. 63) puesta en proporción, teniendo presente que lo que 

allí era o es aquí n en la figura, y lo que allí era n es aquí ra', da 
P-f-Q: Q:: rara'; mn; 

luego (I. 267 teor. 2.0) será P-t-Q:Q: '.m'b'.na-. que da (P+Q)xwa=Qxra'¿; 
y siendo (I. 386a cor. 2.°) ar'=mp=bq, podremos formar la ecuación 
idéntica (P-hQ)xar'—Pxmp-hQxbq (100); 
y sumando estas dos ecuaciones 3erá(P+Q)(na-Hzr/)==Pxmp-i-Q(m'b'+-bq), 
ó poniendo en vez de na-+*ar' su igual nr', y en vez de m'b-hbq su igual 
m'q,y en vez de P-f-Q su igual i¿', se tendrá R'xnr'=Pxmp-h-Qxm'q(ioi); 
ó espresando por r' la nr', por p la mp, y por (jf la ra'gr, se tendrá 

R'r'—Pp-hQq (102). 
La figura supone que las dos fuerzas obran en un mismo sentido, y 

que los tres puntos ra, ra' y se hallan por la parte superior del pla
no BAC; pero si estas fuerzas obrasen en sentido contrario la una de la 
otra, d estos puntos cayesen á diferentes lados del plano BAC, entdnces 
mudaríamos el signo, bien fuese á la fuerza ó i la perpendicular que 
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conviniese; y tendríamos que siempre se verificaría algebraicamente la 
ecuación anterior en todas las posiciones que puedan tener los puntos 
de aplicación ra, ra', con relación al plano BAC. 

Entendido esto, unamos el punto n con ra", y supongamos que sea v¡ 
el punto de aplicación de la resultante de R' y de 5 , que espresarémos 
por R"; cuyo punto de aplicación se hallará en la linea nm", y ba
jando desde n' la perpendicular n'r" al plano BAC, tendremos que 
cualquiera que sea la situación respectiva de los puntos n y ra con 
relación al plano BAC, se tendrá por lo acabado de demostrar 

R"xn'r"=zR'xnr'+Sxm"s (103); 
ó poniendo en vez de n'r", nr', m"s, sus valores r", r', s, se tendrá 

R"r"=R'r'+Ss (104); 
y sustituyendo en vez de R'r' su valor (ec. 102), será 

R"r"=Pp-+-Qq+Ss (105); 
unamos ahora el punto n' con el ra'", y supongamos que n" sea el pun
to en que la resultante R'" de R" y de T corta á la recta «'ra'7'; y 
tendremos bajando la n"r"' perpendicular al plano, y espresándola por 

"', que entre las fuerzas R'", R" y T, se verificará análogamente á 
la (ec. 102) laR"'r'"=R"r"+Tt; 
ó poniendo en vez de R"r" su valor (ec. 105), tendremos 

R"'r"'=Pp+Qq+Ss+Tt (106); 
y como demostraríamos.lo mismo si hubiese un numero mayor de fuer
zas , se deduce que si á la resultante de todas la espresamos por R y 
jor r la perpendicular al plano tirada desde su punto de aplicación, teñ
iremos en generalRr=iPp-hQq-r£s-i-Tt-i-&c.\ 107),que espresa L.Q.D.D. 

Cor. Si tomásemos el centro de los momentos sobre el plano en que 
se cuentan los mismos momentos, la distancia r seria igual cero; en cuyo 
jcaso la ecuación- anterior se convertiría en Pp-+-Qq-hSs-h-Tt-i-&e.—o (108); 
q̂ue nos dice que la suma de- los momentos de un número cualquiera de 
fuerzas paralelas, con relaeioii á cualquier plano que pasa por el centro 

^de estas fuerzas, es nula ó es igual á cero. 
101 Esc. Como esta ecuación no se alterará aunque se multipli-

pien todos sus términos por un coeficiente constante X, y esto equivale 
(67) á variar la dirección de todas las lineas r, p , q, s, t, ¿ifc. que
dando siempre paralelas, resulta que las distancias del punto de aplica-

\ cion al plano las podremos contar también por lineas paralelas entre sí, 
aunque no sean perpendiculares al plano. Lo que podríamos hacer sensi
ble si por los puntos ra,ra', ra", ra"', &c., y por el punto de aplicación 
de la resultante definitiva,'se tirasen lineas paralelas entre sí, las cuales; 
juntamente con las mp, m'q, & c , y con las lineas que uniesen los pun
tos en que las anteriores encontrasen al plano BAC, formarían triángulos 
que todos serian semejantes (I. 485), y por consiguiente las nuevas li
neas serian proporcionales con las p , q, cifc.; y en virtud de lo demos
trado (88) nos convenceríamos de la proposición. ^ 

m H T . III. P . I . 
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Método general para determinar las coordenadas del punto de aplica
ción de la resultante de muchas fuerzas paralelas en función de las 
coordenadas de los puntos de aplicación de las componentes, y ecua
ciones generales de equilibrio de las fuerzas paralelas. 

102 El método espuesto (73) para hallar el punto de aplicación de 
la resultante de muchas fuerzas paralelas , ya estén situadas ó no sobre 
un mismo plano , es engorroso y poco acomodado para las investigacio
nes analíticas; por lo cual nos vamos á ocupar ahora de hallar las coor
denadas del punto de aplicación de la resultante en función de las co
ordenadas de los puntos de aplicación de las componentes. Para esto 
supongamos que se tenga un número cualquiera de fuerzas P , P \ P ' \ & c . 
cuyos puntos de aplicación sean m,m\m", &c. (fig.47) ; tiremos por un 
punto cualquiera A que elegiremos por origen de las coordenadas , tres 
eges rectangulares AX,AZ, AU, y espresemos por z, u, las coordena
das del punto m con relación á dichos eges : por x\z\ u'', las del punto 
m': por x'\ z1'\ u'\ las del /»",&c.; y tendremos (II. 174) que u¡ M', I/', 
ísfc. espresarán las distancias de los puntos de aplicación m,m\ m'\(kc. 
al plano de las xz ; luego multiplicando cada una de estas distancias 
por la magnitud de sus fuerzas, se tendrá que Pu,P'u',P"ufl', & c . serán 
los momentos de las componentes con relación al plano de las xz ; y si 
espresamos por R la resultante de todas las fuerzas P, P ' , Cffc. , y por 
x , zt, uf, las coordenadas de su punto de aplicación, tendremos que 
Ru/ será el momento de la resultante con relación al mismo plano de las 
xz; y en virtud de lo espuesto (100) , tendremos 

Ru,r=Fu~hl»u'+P"u"+P'"u,"+&c. (109). 
Como x,x',x'\&c. espresan las distancias de los puntos de aplicación 
al plano de las zu, tendremos que Px, P'x', cifc. , serán los momentos 
de dichas fuerzas con relación al plano de las zu , y Rxt el momento 
de la resultante ; por lo que (100) será 

Rx/=Px+P'x'-+-P"x"-h-P'"x'"-i-&íc. (110); 
y por la misma razón se tendrá entre los momentos de la resultante y 
componentes con relación al plano de las xu, la ecuación 

Rz=Pz-+-P'z'+P"z',+P'"zl"+CS,c. (111). 
Pues que las fuerzas P, P', P", ¿ífc., se nos dan conocidas y las coor
denadas x, z, U, x\ z\ u\ & c . de sus puntos de aplicación , respecto de 
que los puntos de aplicación son dados , y elegimos nosotros los eges, 
resulta que los segundos miembros de estas tres ecuaciones nos son co
nocidos. Por otra parte la resultante R es conocida también , pues (72) 
se tiene R = P + P ' + P " + P ' " > + & c . (112); 
luego en las tres (ees. 109,110 y i n ) solo hay las tres inedgnitas x^z^u/, 
por lo que si las despejamos (I. 221), sustituyendo al mismo tiempo ea 
vez d^7¿ su valor (ec. 112) , tendremos 
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P+p'+p"+P'»+P»'+&c. 

•6fc. 

P+P'^"^P'"^P"^c, 

pu+p'u'+p"u"+Pl"ul"+-Plvulv+&c. 

("4) , 

( " 5 ) 5 
' P-HP /-^ / /-HP / ' '+P'^hfc?C. 

ecuaciones que nos servirán para determinar las coordenadas xt, zt, w,, 
del punto de aplicación de la resultante, que es (76) el centro de las 
fuerzas paralelas; por consiguiente, determinando este punto y hacien
do que pase por él una linea paralela á las componentes, de la magni
tud que esprese la (ec. 11.2) y hacia el lado que convenga según el signo 
que resulte para R en dicha ecuación, se tendrá determinada en un 
todo la resultante. 

103 Lo que acabamos de manifestar supone que las fuerzas dadas se 
puedan reducir á una sola; más cuando estas fuerzas se reducen á dos 
iguales y contrarias, pero no directamente opuestas, entonces el cálculo 
da valores infinitos para las coordenadas * / , zf, ut; pues que en este caso 
la suma de las cantidades P , P\ P", & e . es igual á cero, lo que hace 
nulo el denominador común de estos valores (ees. 113, 114 y 115). De 
donde resulta que en este caso no hay verdaderamente centro de las fuer-
zas paralelas. 

104 Guando todos los puntos de aplicación m, m\ m'1', &c. están 
situados en un plano dado, el centro de las fuerzas paralelas, si existe, 
está también (74 cor.) en este plano, y su posición no depende mas que 
de dos coordenadas. Se puede tomar el plano dado por el de las xz; en 
cuyo caso se tiene w=o, w'=o, u"=-o; 
por consiguiente o, y los valores de x, y de z , quedarán determi
nados por las dos ecuaciones 

Px-hP'x'+P"x"+&'c. 

P+P'^P'^c. ( l l 6 ) ' Z ' ~ P^PWP'^c. ( l I 7 ) * 
105 Si todos estos puntos están colocados sobre una misma recta, 

esta contendrá (74 cor.) el centro de las fuerzas "parálelas; y para ha
llarle bastará determinar su distancia á un punto de esta misma recta. 
Luego tomándola por el ege AX se tendrá s=o, s'=ó, #0. w=o, u'-=o,&c.\ 
luego * = o , u~o; 
y el valor de xf será dado por esta ecuación 

Px+P'x'+P"x"+Pl"x,"+P,yx,v+&>e." 

*' P+P'+P"-\-P'"+P"'+&c. 
Sui 

co. 

(118). 

supongamos por egemplo que las fuerzas P , P', P", Ifc. +Jix\ cin-
>, dispuestas como se ve en la (fig. 48). Si consideramos las distancias 
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Am, Am', Am", &c., ó x,.x', x", como positivas , será necesario consi
derar las distancias Am!", Am'v, ó x'", x'v, como negativas; y del mis
mo modo las fuerzas P, P",P'V, que obran según las rectas mP, m"P", 
m'vP'v, siendo positivas, las P', P'", que obran en el sentido opuesto 
según las rectas m'P', m'"P'", serán negativas; ademas supongamos que 

Am—i, Am'—o , Am"—S, Am"'=—2 , Am'y=—y, 
P= i, P'=~5, P"=6, P"'=-4, P'v=4. 

Y tendremos que estos valores darán R—P-+-P'-hP"~r-P"/-+-P,y=2; 

i'—15-T-30-+-8—12 12 
y ademas x . = =—=16. 
* ' 2 2 

Luego si partiendo del punto A tomamos del lado de las distancias 
positivas una linea An igual con 6 d séstupla de Am, el punto n será 
el centro de las fuerzas paralelas, es decir, el punto en que la resultante 
viene á encontrar á la linea An. 

Como el valor de R es positivo, la resultante obrará en el sentido de 
las fuerzas P, P", P'v, según la recta nR,; y como está representada por 
el número 2 , se sigue que es dupla de la fuerza P tomada por unidad. 

106 Las condiciones de equilibrio de las fuerzas paralelas P, P', 
P", ci>0c. se deducirán fácilmente de la teoría que se acaba dtj esponer. 
En efecto, si no existe ningún punto fijo en el sistema, es necesario pa
ra el equilibrio que separando una de estas fuerzas, por egemplo la P, 
todas las otras tengan una resultante igual y directamente opuesta (19) 
á esta fuerza. Sea pues R' la resultante de las fuerzas P', P", £s?c.; y 
pues que las fuerzas P y R' han de ser iguales y dirigidas en sentidos 
contrarios, las cantidades P y R' deben ser iguales y de signos dife
rentes; luego se debe tener P=—<R', ó P-r-R'—o; 
pero R' es igual (72) á la suma de las componentes P', P", & c ; 
luego se tiene por primera ecuación de equilibrio 

P+P'+P'^ts-c.—o (119). 
Falta aun espresar que estas dos fuerzas P y R' son directamente opuestas. 

Para esto sean a,, £y, 7 y , las coordenadas del centro de las fuerzas 
paralelas P', P", & c . ;'de modo que se ümga (ees. 109, n o y 111) 

R%=zP'x'+P"x',+P'"x"'+&c. (120), 
R'£/=P,z'+Pí'z"+P"'z"'+&c. (121), 
Rl

ll=zP'u'-+P"u"+P"'u"'-r-&C. ( I22) . 
Este centro es el punto de aplicación de la resultante R''; luego es ne
cesario que se halle sobre la dirección de la fuerza P para que R' sea 
directamente opuesta á esta fuerza, d lo que viene á ser lo mismo, este 
centro y el punto m ( f ig . ' 46) al cual está aplicada la fuerza P , deben 
estar sobre una misma recta paralela á la dirección común de las fuerzas 
dadas. Luego si para simplificar se toma el plano de las xz perpendicu
lar á esta dirección, será necesario que estos dos puntos estén situados 
sobre misma perpendicular á este plano, en cuyo caso tendrán la 
misma proyección sobre él; por consiguiente sus coordenadas paralelas 
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á los eges de las * y de las s , serán las mismas, es decir, que se ten
drá a==x, €==z. 

Luego sustituyendo x y z en lugar de a/ y £, en las (ees. 1 2 0 y 1 2 1 ) , 
y observando que R'——P, resultará 

~P*==PV+P"*"-+-&?c. (123), ~Pz=zP,z,+P"z"+&c. (124), 
d trasladando todos los términos á un solo miembro, se tendrá 

Px+P'x'+P,,x"-+&c.—o (125), PZ+P'Z'-Y-P"Z"+&C.=O (126), 
ecuaciones que significan que la suma de los momentos de las fuerzas 
P, P', P", & c , es nula con relación á los planos de las zu y de las xu, 
que son paralelos á la dirección de dichas fuerzas. 

107 Así, el equilibrio de estas fuerzas exige que la (ec. 119) y las 
(ees. 125 y 126) se verifiquen al mismo tiempo. Recíprocamente, cuando 
estas tres ecuaciones están satisfechas, se verifica el equilibrio; porque 
las (ees. 125 y 126) darían las (123 y 124), y suponiendo que sea R' la 
resultante de todas estas fuerzas menos una, se tendrían las (ees. 120 y 121), 
las cuales teniendo los segundos miembros iguales con los segundos de 
las (ees. 123 y 124) darían R'a~—Px, R'Qp=.—Pz, 
y en virtud de la (ec. 119) seria R'=P'-i-P"+Pf"*-&'c.z=:—P; 
lo que nos daria ct—x, £==z; 
de donde se puede concluir que esta resultante es igual y directamente 
opuesta á la fuerza P que se habia omitido. 

Concluyamos, pues, que para el equilibrio de un sistema de fuerzas 
paralelas es necesario y basta: 1.° que la suma de estas fuerzas sea 
igual á cero; 2. 0 que la suma de sus momentos sea nula con relación á 
dos planos paralelos á la dirección de dichas fuerzas. 

108 Si solo se verificase la primera condición, esto es, que solo se 
tuviese P+P'^P"-4-P / JVcifc.:=o, 
esta ecuación espresaria solamente que una cualquiera de las fuerzas 
era (106) igual y obraba en dirección opuesta á la resultante de todas 
las demás; ó lo que es,lo mismo,, esta ecuación espresa que todo el sis
tema se reduce á dos fuerzas paralelas e' iguales que obran en sentido 
contrario; pero no diciendo nada respecto de ser directamente opuestas, 
ó de obrar sobre un mismo punto, resulta (71) que ni se pueden equilibrar, 
m reducir á una resultante única, y solo producirán un movimiento de 
rotación al rededor del medio de la linea que une sus puntos de aplicación. 

Si solo se verificase la segunda condición, las fuerzas dadas tendrían 
una resultante igual á su suma, y cuya dirección coincidiría con la in
tersección de los planos; porque si se busca su distancia a cada uno de 
estos planos, se hallará que es nula en virtud de las (ees. 125 y 126). 
Luego suponiendo que esta intersección contenga un punto fijo, la resul
tante quedará destruida, y se verificará el equilibrio;-de don.de.se si
gue que cuando un cuerpo sólido al cual están aplicadas fuerzas parale
las , está sujeto por un punto fijo, basta para el equilibrio que la suma i 
de los momentos de estas fuerzas sea nula con relación á dos planos ti
rados por este punto paralelamente á su dirección» 

http://don.de.se
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109 Cuando este punto fijo sea el centro de las fuerzas paralelas, la 
suma de los momentos será nula con relación á todos los planos que pa
sen por este punto (100 cor.); por consiguiente las fuerzas se equilibra
rán al rededor de este punto, cualquiera que sea su dirección común, 
lo que ya sabíamos (76). 

Composición y equilibrio de las fuerzas situadas en un mismo plano. 

n o Cuando las fuerzas se hallan en un mismo plano, y aplicadas á 
diferentes puntos de un cuerpo, ó á puntos que estén unidos entre sí 
por rectas inestensibles, d de otro modo cualquiera con tal que sea in
variable, podemos hallar la resultante por dos métodos diferentes, así 
como lo hicimos (36 y siguientes) para cuando las fuerzas obraban sobre 
un mismo punto: el uno por un procedimiento gráfico, y el otro por un 
procedimiento analítico. 

Principiemos por el gráfico; para lo cual supongamos que se tenga 
un numero cualquiera de fuerzas dadas P , P', P", & c . , que estén re
presentadas en direcciones y magnitudes por las razP, m'V, m"P'\ &c. 
(fig. 49), y cuyos puntos de aplicación sean los /ra, m\ /ra", &c. 

Como el punto de aplicación de una fuerza se puede trasladar á cual
quier punto (20) de su dirección, prolongaremos dos cualesquiera de 
estas fuerzas, por egemplo mV y raz'P', hasta que se encuentren en ra, 
que tomaremos por punto de aplicación de ambas; tómense las raQ=/raP, 
y nQ'—m'P'; concluyase el paralelograrno raQ/Q', y su diagonal nr será 
la resultante de las dos fuerzas raQ y «Q' que son iguales á las mP y /ra'P', 
cuyos puntos de aplicación los hemos trasladado al punto ra; por consi
guiente la diagonal nr es la resultante de las dos fuerzas P y P' . Com
pongamos esta resultante y otra cualquiera de las fuerzas, por egemplo 
la m''P": para esto prolongaremos esta hasta que encuentre á la nr ó í 
su prolongación en un punto tal como ra'; tomaremos la parte n'r'—nr, 
n'Q''=m"P'\ y concluiremos el paralelograrno n*rV'Q", y su diagonal 
n'r" será la resultante de las tres fuerzas P , P', P". Prolonguemos la 
n'r" hasta que encuentre á la m'"P"' en un punto tal como n"; tómense 
n"r"'=n'r"y n"Q!"=m"'P"'; concluyamos el paralelograrno n"r"'r'yQ_"\ 
y su diagonal n"r'v será la resultante de las n"r"' y m"'P"' o de las 
P , P', P" , P"''. Supongamos para dar un egemplo de todo, que la otra 
fuerza que nos falta componer sea paralela á la n"r'y; para hallar la re
sultante de estas dos fuerzas n"r'v, m"/P"/, uniremos el punto n" con m'y 

y dividiremos la n"m'y en razón inversa de las n"r'y y m'vVy (*) como 
exige la (ec. 61); y tendremos el punto o de aplicación de la resultante; 

(*) Esto se hace con mucha facilidad en virtud de lo espuesto 
( {/. 479probl. 2 . 0 ) ; pues no hay mas que dividir la n"m'v en dos partes 

que tengan la razón de n"r'v á m / vP'" y tomar la menor parte desde el 
punto d^/iplicacion de la mayor fuerza. 
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y tirando por él la oR paralela á la m$B% y tomando en ella (65) una 
parte oR=n"r"'-r-?n"'I>"/, tendremos que oR espresará en dirección y 
magnitud la resultante de las 11" r" y m'vP'\ 6 de todas las fuerzas 
P,P\ P", P'", P'\ 

Como lo mismo egecutaríamos si hubiese mas fuerzas, podemos de
ducir que un sistema de fuerzas que obran sobre un cuerpo en un mismo 
plano, se puede remplazar en general por una fuerza única; y decimos 
en general porque este resultado está sujeto á la misma escepcion que 
la composición de las fuerzas paralelas (71). En efecto, si se halla que 
las dos últimas fuerzas, cuya resultante se busca, son iguales, para
lelas , y están dirigidas en sentido contrario sin ser directamente opues
tas, será imposible reducirlas á una sola, y se deberán conservar estas 
dos fuerzas para remplazar á las dadas. 

n i Cuando las fuerzas admiten una resultante, esta queda necesa
riamente determinada de magnitud y posición por el método que acaba
mos de esponer; de manera que se llegará siempre á la misma resultante 
definitiva, cualquiera que sea el orden con que se combinen las fuerzas 
P , P' , P", & c ; porque si existiesen dos fuerzas diferentes, de las que 
cada una equivaliese á este sistema de fuerzas, tendríamos que introdu
ciendo en el sistema una nueva fuerza igual y directamente opuesta á 
una de estas resultantes, se equilibraría todo el sistema, para lo cual se
ria necesario que esta fuerza que hemos introducido de nuevo fuese tam
bién igual y directamente opuesta (18 cor.) á la otra resultante; lo que no 
se puede verificar, si esta resultante no coincide exactamente con la otra. 
•{ 112 Pero no sucede lo mismo cuando las fuerzas dadas se reducen 
á dos fuerzas paralelas no reducibles á una sola; pues dos fuerzas de es
ta especie no están determinadas ni en magnitud ni en dirección; al con
trario , se verifica que ellas pueden ser remplazadas de una infinidad 
de modos diferentes por otras dos fuerzas de la misma especie, que les 
sean equivalentes, y que no tienen sin embargo ni la misma dirección, 
ni la misma magnitud que las primeras. 
{ 113 Para demostrarlo de un modo que no deje la menor duda, ob
servaremos que ya hemos manifestado (71) que dos fuerzas de esta na
turaleza producían el mismo efecto que otras dos que obrasen en los mis
mos puntos con direcciones y magnitudes diferentes; y ahora añadiremos: 
1.° que un par de fuerzas de esta naturaleza puede ser remplazado por 
otro de fuerzas diferentes, y cuyos puntos de aplicación shan también 
diferentes de los de las primitivas. 
i. 2.0 Que un par de fuerzas de esta naturaleza -f-P y —P se pueden 
trasportar á cualquier parage de su plano, ó de otro plano cualquiera 
que le sea paralelo, y esté dicho par de fuerzas colocado de un modo 
cualquiera en este plano, sin que se mude su efecto sobre el cuerpo á 
que esté aplicado, con tal que se suponga que la linea que une los pun
tos de aplicación (á que se suele llamar brazo de palanca) se hollé in
variablemente unida á la primera. r > _ J 
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<( 3. 0 Que un par de fuerzas de esta naturaleza equivale á otro par 
cualquiera que se pudiese considerar como originado por el movimiento 
del par primitivo al rededor del punto medio de la linea que une los 
puntos de aplicación. 
{ i.° Para demostrar lo primero supongamos que se tengan las dos 
fuerzas H-P y —P aplicadas á los dos estreñios de la linea A B (fig. 50); 
tomemos sobre la prolongación de A B una parte cualquiera B G , y apli
quemos sobre B C paralelamente á las fuerzas -t-P y —P dos pares de 
fuerzas -t-Q y—Q, H-Q' y—Q' iguales y contrarias; su efecto será abso
lutamente nulo, porque H-Q y —0/ se destruyen, y lo mismo sucede á 
las H-Q' y — Q; por lo que la introducción de estas cuatro fuerzas en 
nada alterará el efecto de las H-P y —P; pero si se supone que las fuer
zas P y Q' estén en razón inversa de las lineas A B , B G , su resultante 
que es igual á PH-Q ' , pasará por B y obrará en la dirección de B R ; y 
como esta dirección es opuesta á la de las fuerzas —P,—Q', que están 
aplicadas en B y equivalen á —P—Q', tendremos que la resultante -f-P-+-Q' 
de las primeras, destruirá la —P—Q' de las fuerzas que están aplica
das á este mismo punto; luego se pueden suprimir las cuatro fuerzas 
H-P , -f-Q',—P, — Q ' , y solo quedará el par H-Q, — Q , aplicado sobre B C , 
el cual remplazará al par propuesto H-P,—P, aplicado sobre A B . 
{ 2. 0 Para demostrar lo segundo supongamos que se tengan las dos 
fuerzas -+-P y •—P, aplicadas perpendicularmente sobre A B (fig. 51) que 
se halla en su plano; tomemos arbitrariamente en el plano de estas fuer
zas, d mas generalmente todavía, en cualquier otro plano paralelo al de 
las fuerzas, la recta C D igual y paralela con A B ; unamos los puntos 
A y D , B y C , por rectas que estarán (I. 543 cor. 2.0) en un mismo pla
no, y se cortarán por consiguiente (I.468) en el medio I de sus longitu
des respectivas; y supongamos en fin las rectas A B y C D unidas entre 
sí invariablemente. Si se aplican sobre la recta C D paralelamente á las 
fuerzas -t-P y —P, dos pares de fuerzas H-P ' y •—P', -t-P" y —P" iguales 
entre sí y con las -t-P y —P, resulta que el efecto del par primitivo , cual
quiera que sea, no se alterará; y como por otra parte las fuerzas -t-P y -t-P" 
producirán una resultante igual á su suma -J-PH-P", tendremos que sien
do iguales las componentes, pasará por el punto I medio de A D , y es
tará representada por I R ; y las —P y —P" producirán una resultante R' 
igual con —P—P', que se hallará aplicada en I , punto medio de la BC, 
y podrá estar representada por I R / : la cual siendo opuesta á la IR é igual 
con ella, la destruirá: y por consiguiente solo queda de todo el sistema 
el par -t-P' y —P' que viene á ser el primitivo H-P y —P, trasportado 
paralelamente al plano de las dos fuerzas; de modo que la linea A B , que 
une sus puntos de aplicación, haya venido á tener la posición para
lela C D . 
{ 3. 0 Para demostrar lo tercero supongamos que el par de fuerzas 
-t-Py —P e s t é aplicado perpendicularmente sobre A B (fig. 52); tiremos 
en el pC vo d^.estas fuerzas la C D — A B que forme con la A B un ángulo 

fe 
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cualquiera, pero que se dividan en dos partes iguales en el medio I de 
sus longitudes respectivas. Si se aplican á ángulo recto sobre CD y en 
el plano de las H-P y — P , dos pares de fuerzas H-P', —P*, y -+P •> ~P 
contrarios, iguales entre sí y con el par propuesto, estos dos pares de 
fuerzas quedarán destruidos por sí mismos. pues las H-P ' y H-P darán 
una resultante IR igual con H-P'H-P"; y las — P ' y — P" darán otra 
IR' igual con IR; estas dos resultantes que son iguales y están direc
tamente opuestas, se destruirán, y por consiguiente el efecto del par pri
mitivo H-P y—P no habrá padecido alteración ; pero los dos pares de 
fuerzas -hP y ~P ^ H-P" y — P " , se destruyen por sí mismos , porque 
si unimos el punto I con G donde se encuentran las fuerzas H-P y — P'\ 
los triángulos AGÍ, GGI serán (I. 376 cor. 2.0) iguales, y por consiguien
te los ángulos AGÍ, GGI, serán iguales, y tendremos que GI sera (24) 
la dirección de la resultante de H-P y de— P " ; por la misma razón será 
HI la dirección de la resultante de —P y H-P". Ahora, siendo AI=íB 
y rectos los ángulos en A y en B, los triángulos GAI, BIH, serán igua
les , y por consiguiente los ángulos GIA, BIH; de donde resulta que 
las GI, HI son una sola y misma linea; y como dichas resultantes serán 
iguales en magnitud por serlo las componentes y los ángulos que forman, 
tenemos que el efecto de las cuatro fuerzas H-P, ^ - P , H-P", —P"será 
igual al de dos fuerzas iguales que obrasen en I, la una en la dirección 
GI y la otra en la HI; y como estas se destruyen (12), tendremos que 
las espresadas cuatro fuerzas se destruyen, y solo quedará de todo el sis
tema el par H-P ' y — P ' aplicado sobre CD, el cual viene á ser el par 
primitivo, que hubiera girado en su plano, de modo que la linea que 
pasa por medio de AB hubiese venido á tener una posición oblicua CD. 
Luego quedan demostradas las tres partes de la proposición. > 

114 Tratemos ahora de hallar analíticamente el valor de la resul
tante de las mismas fuerzas P , P', P", & c . cuando ellas tienen una, y 
la ecuación de la recta en cuya dirección obra. 

Sean ra, ra', ra", &c. (fig. 49) los puntos de aplicación de las fuer
zas P , P', P"? fcrc y TOP, ^ ' p ' ^ & c . s u s direcciones : en el 
plano que contiene á todas estas fuerzas, tiremos dos eges rectangula
res AX, AZ; espresemos por *, las coordenadas de ra referidas á es
tos eges: por *', ¿', las de ra': por z ' \ las de ra", £<?c.; tírense por 
cada uno de los puntos ra, ra', ra", & c , paralelas á estos eges, y diri
gidas en el sentido de las coordenadas positivas: estas rectas sonraB, mG 
para el punto ra, y los ángulos PraB, y PraC servirán para fijar la di
rección de raP; y supondremos PraB=a, PraC=£. Representemos del 
|mismo modo por a' y £' los ángulos relativos á la posición de ra'P' que 
; en el caso presente es cero el primero, por ser la fuerza ra'P' paralela 
al ege de las x , y el segundo, esto es el £', es el P'ra'C: y por a" y €" 
los ángulos P"ra"B", P"ra"C", que determinan la dirección ra"P", &c. 

Esto supuesto, descompongamos cada una de las fuerzas P, P ' , P ' { , & c . 
en otras dos, la una paralela al ege AX y la otra al ege AZ. I . com-

€ I T . III.'T». I. 
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ponentes de la fuerza P son Pcos.a en el sentido del ege AX, y Pcos.S 
en el sentido de AZ (§39): las de P' son P'cos.a' y P'cos.67, & c ; de 
este modo, las fuerzas dadas están remplazadas por dos sistemas de fuer
zas paralelas. Sea X la resultante de las componentes paralelas á AX, 
y Z la resultante de las fuerzas paralelas á AZ, y tendremos (§ 7 2 ) 

X=Pcos.a-f-P /cos.a /H-P / /cos.a / /H-P / / /cos.a / / /-4-P / , /cos.a / Vfcfc. ( 1 2 7 ) , 
Z=Pcos.g>+P ,cos.^'H-P' /cos.^ / /+P / / /cos.^ / /-f-P / , /cos^' t'n-6fe. (128). 
115 Supongamos ahora que se prolonguen todas las componentes pa

ralelas al ege de las * , y su resultante X, hasta que encuentren al ege 
de las z\ las partes que las prolongaciones de las componentes intercep
ten en dicho ege serán los valores z , z\ z'\ z" ' , cife. de las ordenadas 
de los puntos desaplicación ra, ra', ra", ra"', &c. de las fuerzas dadas, 
y supondremos que sea z/ la ordenada del punto de aplicación de la re
sultante X; y como podemos tomar por punto de aplicación de una fuer
za á cualquier punto (20) de su dirección, resulta que podremos tomar 
por puntos de aplicación de las fuerzas Pcos.a, P'cos.a', JP//cos.a ,/, &c. 
paralelas al ege de las x y de la resultante X de todas ellas, los puntos 
en que sus direcciones cortan al ege AZ, que será á una distancia del 
origen espresada por z, z\ z", & c . y por zr Por lo cual tenemos todos 
los puntos de aplicación de estas fuerzas en el mismo ege AZ á las dis
tancias Az, Az', Az", Az'", &c. y Az, del punto de origen A. Luego si 
tomamos este punto de origen A de las coordenadas por centro de los 
momentos, tendremos que el momento de la fuerza Pcos.a será zPcos.a, 
pues z es la coordenada del punto ra, que era el punto primitivo de apli
cación de la fuerza P; por la misma razón serán z'P'cos.a', z"P"cos.<x", &c. 
y Xzt, los momentos de las fuerzas P'cos.a', P"cos.a", &c., y de su re
sultante X; y como el momento de la resultante de muchas fuerzas pa
ralelas es igual á la suma de los momentos de las componentes (90), tendre
mos Xz /==zPcos.a-+-z /P'cos.a /-hz / /P / /cos.a / /H-z' / /P' / ,cos.a / / /H-Cifc. (129). 

116 Del mismo modo tendremos prolongando la dirección de las fuer
zas paralelas al ege de las z, hasta que encuentren al ege AX, y conci
biendo trasladados los puntos de aplicación de estas fuerzas á los puntos 
en que encuentren al espresado ege, que xPcos.€, x'P'cos.é", &c. serán 
los momentos de las componentes Pcos.£, P'cos.£', &c. paralelas al ege 
de las z , y Zx, el momento de su resultante Z; por lo cual será (§ 90) 

^^xPcos .^ 'P ' cos^ '+x^P^cos .g^^ 'P^W.^^ ' - i -c i fc . (130). 
Despejando zf y xf en las (ees. 129 y 130) , resultará 

zPcos.a-tVP 'eos .a'-+-z"f" eos .a"n-Cíf c. 
z — (131), 

xPcos.g+x'P'cos.€'+x''P"cos.g'+&'c. 
x— (132); 

que son las coordenadas del punto de aplicación o de la resultante defi-
n i t i v l f c c í to .̂as las fuerzas P , P', P", c^c. 
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117 Sea R la resultante del sistema, y a, el ángulo desconocido que 

Forma su dirección con AX; y en virtud délo espuestd (39 y siguientes), 
sus componentes serán líeos.a y Usen .a, d Rcof.€ff si llamamos €f 

el ángulo que R forma con el ege AZ; por lo cual se tendrá (ees. 17 y 18) 
iícos.a==X (133), 2?sen.a=Z (134) d -Reos.£,— Z (135)-

118 Si sumamos los cuadrados de las (ees. 133 y 134)5 tendremos 
R\cos.2<x./-+-sen.2ctt)~X2+Z2, y á causa deque cos.^n-sen^a^i , será 

R2=X2+Z2 (136), que da R^S/T^Z2 (137). 
X Z 

Las (ees. 133 y 134) dan ademas cos.a±=— (138), sen.a,—-— (139) 

. *> Z , . sen.a. Z 
6 cos.<S~— (140), y tang.a (141). 

cos.a^ A 
Estas ecuaciones sirven para conocer la magnitud y dirección de la 

resultante, y según lo espuesto (29 esc.) espresan que es la diagonal 
del rectángulo construido sobre X y Z, como debia verificarse. 

Esc. Con estas ecuaciones tenemos determinada en un todo la mag
nitud y dirección de la resultante. En efecto , las (ees. 131 y 132 ) nos 
dan las coordenadas de su punto de aplicación o; las (ees. 138 y 139) 
los ángulos que dicha dirección forma con los eges , ó la (ec.141) el ángu
lo que forma con el ege de las x, pudiendo tener af todos los valores 
desde o° hasta 29r; y por ultimo la (ec. 137) nos da la magnitud de la 
resultante, que es todo lo que necesitamos. 

119 Procedamos ahora á determinar la ecuación de la resultante; 
para lo cual observare'mos que toda recta que pase por un punto cuyas 
coordenadas sean xn zn que forma con el ege de las x un ángulo a, y 
cuyas coordenadas espresa remos por 'x , 'z , tiene en general por ecua
ción (II. 163) 'z—z~tüng.oc/ {'x—xf) (142). 

Luego si llamamos xf, zf las coordenadas del punto de aplicación 
de las fuerzas, y sustituimos en vez de tang.a, su valor (ec. 141) 
se tendrá para la dirección de la resultante 

Y ( ' * - * / ) (M3)» <* 'zX-Xz^'xZ-Zx, (144), 

que da 'zX—'xZ—Xzr-Zxl (145); 
en la cual todo es determinado, escepto las 'x, , que son las coorde
nadas de dicha resultante. 

120 Si sustituimos en la (ec. 145) en vez de Xzn Zxf sus valores 
(ees. 129 y 130), tendremos para la ecuación de la resultante 

zX—'xZ=Xzt—Zx=zPcos.u+z'P'cos.a'+z''P''cos.Oí''+&'c.~ 
xPcos.G—x'P'cos.€'—x"P"cos.€"—&'c. (146); 

que como cada fuerza se halla en dos términos la podremos poner bajo 
esta forma : 'zX~'xZ=Xz/-Z*/=P(«cos.a-*cos.^>+. 

P^Wa ' --*'cos.e ' )+P / /(^ 
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ó espresando por L el segundo miembro de esta ecuación, esto es haciendo 
Xz — Zx~P(zcos. ce—xcos. (?)-t-P'(í5,cos .ce'—A/COS .£")•+• 

P"(z"cos.ce"—x"cos^"}+&>c.=L (148), 
se nos convertirá en 'zX—'xZ—L (149), 
que es la ecuación definitiva de la resultante de todas las fuerzas P, P', 
P", £í?c. En la cual suponiendo ya determinado el valor de L podría
mos omitir los acentos de las 'x, 'z, y suponer que las coordenadas se es-
presaban simplemente por x y z, respecto á que ya no se podían confun
dir con las coordenadas del punto m; por lo que la ecuación definitiva de 
la resultante también podíamos suponer que era la Xz—Zx—L (150), 
en la cual espresaban x y z las coordenadas de dicha resultante. 

121 Para no dejar nada que desear vamos á resolver un egemplo nu
mérico ; para esto supondremos que se tengan las cinco fuerzas P , P' , 
P", P'",Pr/, cuyas magnitudes y direcciones estén representadas por 
raP, w 'P ' , m''P', m"'P"'', W2/V,P/V (fig. 49), en la que los valores que 
determinan cada fuerza son los siguientes 

Ángulos que forman Coordenadas der los puntos 
Magnitudes con el ege con el ege respectivos de aplicación 

de las fuerzas. de las x. de las z. abscisas. ordenadas. 

P -iS a — 60o 

€ = 30 o * =35 z =25 
P' —20 ce' - o° 6' 5= 9°° x' —40 z' —2 1 
P' —20 a" =115° r = i 5 5 ° x" =30 z " - i o 

P'"~ 8 «'"=160° <S'"=ii o° X'"-20 

P l v - 5 = 35° €"=zl25° 'x'l— 4 Z'V-21 

Y sustituyendo estos valores en las (ees. 1 2 7 y 128) se nos conver-
. , ^X==l5C0S.6oO-f-2OC0S. O°H-20C0S.II5°-+-8c0S.l6oOH-5C0S. 1 5 ° , 

tiran en-¿ ^ 0 

f: 
5cos.30°4-2ocos.90°-+-2ocos i55°-f-8cos.i io°-i-5cos.i250j 

'eos. 115 °=COS.(90°-J-2 5°)——sen .25 o, 
eos. 16o0=cos.(900-H700)zz—sen.70o, 

y teniendo presente que cos.i55°=rcos.(900-+-65°)zr—sen.65o, 
1 cos.i ioc=cos.(90°-f-2 0°)=:—sen. 20O , 
l^cos. 12 5 °:=co s. ( 9 o °-+-3 5 °):z:—s en .35 o, 

y por otra parte que cos.o=sen.90°=zi, y cos^o^sen .o^o , 
tendremos convertidas las ecuaciones anteriores en 

Jt=i5cos.6oc-f-2o—20sen.2 5°—8sen.7o°-+-5cos.35°, 
Z=i5cos.30°—20sen.65°—8sen.2o°—-5sen.35°; 

y tomando en unas tablas estos senos y cosenos con cuatro decimales, sus
tituyéndolos en estas ecuaciones y egecutando las operaciones, tendremos 

X—i 5x0,5+20—20x0,4226—8x0,93 97-+>5Xo,8191 = 
7,54-20—8,452—7,5176+4,0955=15,6259, 

15x0,866—20x0,90631— 8x0,342—5x0,5736= 
^2,0J¿'—l8,I26—2,736—2,868=—-10,74. 
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15,6259 

35x12,99—30x18,126—20x2,736—4x2,868 

15,6259 

•155,322 
x - o ^ ' - ^ 0 „ „ r . - - _ ~ „ - l f O - =14,46. 

' —10,74 —10,74 
Estas son las coordenadas del punto de aplicación o de la resultante: 

la magnitud de esta la tendremos sustituyendo en la (ec. 137) en vez de 
X y de Z los valores que hemos encontrado, y nos resultará 

•R=V /( 15,6259) 2-t-(—io,74) 2=\/244,i686-Hu 5,3476=18,96. 
La dirección de la resultante la hallaremos determinando los ángu

los a /,6' /, por medio de las (ees. 138 y 140), d mas simplemente solo por 
Z —10,74 

-0,68732, la (ec. 141), la cual nos dará tang.a — 
X 15,6259 

Este valor corresponde próximamente en las tablas trigonométricas 
naturales á la tangente del ángulo de 34 o 30'; pero como es negativo el 
valor de dicha tangente, indica que el ángulo aJ es negativo (II. 16), es
to es, que se debe formar en el punto o por la parte inferior á la oF par 
ralela al ege AX, d que dicho ángulo ha de ser igual (II. 14) con 

i8o°-34° 30=145° 30', ó con 3 6 o 0 - 3 4

0 30=325° 30', 
en cuyo caso se deberá formar con la oF por la parte superior á ella un 
ángulo de 145 o 30' ó de 325o 30'. 

:Estos dos valores, así como el anterior, que era el de formar con la oF 
un ángulo por la parte inferior de 34 o 30' nos dan la dirección de la mis-

ía linea oR; y para saber el sentido en que obra no tenemos mas que 
itender á los signos de X y Z-} 

como el primero es positivo, indica que la componente oF debe tener 
la dirección de las abscisas positivas; luego se deberá contar desde o 
lacia la derecha; y como el valor de Z es negativo, indica que la com
ponente de la resultante en el sentido del ege de las z debe tomarse desde 
2I punto o hacia abajo; y por consiguiente debiendo hallarse la resultante 
in lo interior (23) del ángulo FoG, no queda la mas mínima duda en que 
2I sentido en que obra es en la dirección de o á R, y no de o á R'. 

Ijas (ees. 138 y 140) hubieran dado cos.a^—=i^^í—=0,82415, 
R 18,96 

que corresponde próximamente á 34 o 30'. 
Luego formando en o un ángulo de este valor tendremos la d" ceion 

de la resultante; pero como puede haber dos lineas que cumplan con esta 

Sustituyendo en las (ees. 131 y 132) en vez de las cantidades que 
entran en ellas , sus valores , y teniendo presente que los productos 
Pcos.a, P'cos.a', cifc. son los términos de la primera de las ecuaciones an
teriores , y que los productos Pcos.£, P'cosS" son los de la segunda, te
niendo presente que el P'cos.6'=o, será 

25.7,5-1-21.20—10.8,452— 30.7,5176-4-21.4,0955 383,4575 
~~^4,54 
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condición, una por mas arriba de la oF y otra por mas abajo, aun no sa 
bemos cuál de ellas debe espresar la dirección de la resultante; de cuy; 
duda saldremos, determinando el ángulo para el cual se tiene (ec, 140̂  

cos-€\———-
' R 

•10,74 
18,96 

=—0,5664; 

cuyo valor absoluto corresponde próximamente al coseno de 55 o 30'; pero 
como dicho coseno es negativo, corresponde (II. 10) á un ángulo de 

iSo°-55° 30=124 o 30'; 
y como de las dos rectas que se pueden tirar por o, la oR es la que cum
ple con esta condición de formar con la oD que es paralela al ege AZ el 
ángulo DoR de esta magnitudí, tenemos que esta será la dirección de h 
resultante, como en efecto se verifica, y queda comprobada toda la teo
ría espuesta sobre este punto. 

Para hallar la ecuación de la resultante determinaremos primero el 
valor de L, que es (ec. 148) L=Xz/—Zxt\ 
sustituyendo en vez de X, Zi xf, zn sus valores,- será 
£=15,6259x24,54 io,74xi4,46=38 3,4575+i55,3 2 5= :53o\7795 í 

y sustituyendo este valor y los de Z yX en la (ec. 150), será 
15,6259^10,74^=538,7795, 

—10,74^+538,7795 
que da -=—0,6873^+34,48, 

15,6259 
que es la ecuación definitiva de la resultante. 

Si por medio de esta ecuación quisiésemos construirla , averiguaría
mos en que puntos cortaba á los eges ; para lo cual haríamos primero 
^=0, y tendríamos 3=34,48; 
luego si tomamos en el ege AZ la parte ^=34 ,48 , tendremos el punto 
por donde debe pasar la resultante; haciendo s = o , tendremos 

34,48 X——7Z~-=50,i6; 
0,6873 

por lo que tomando Ja parte Afc=5o,i6, el punto k seria el punto en 
que la resultante cortase al ege AX; por consiguiente tirando una rectí 
por los dos puntos l y k esta seria la dirección de la resultante. 

Como el coeficiente de x espresa (II. 160) la tangente trigonométrica 
del ángulo que la recta forma con el ege de las x, resulta que un solo puní" 
de intersección con uno de los eges y este ángulo bastaría también pai*3 

determinar su posición; pero buscando el ángulo que tiene por tangen^ 
—0,6873 se halla como antes de 34 o 30' tomado por la parte inferior & 
dicho ege, ó de 145 o y 30' tomado por la parte superior. Luego si en ^ 
punto k formamos un ángulo hkX de 34 o 30', d Xkl de 145 o 30', la recta 
hko espresará la dirección de la resultante; y tenemos comprobados per* 
fect/á^-imente todos los métodos. 

i2 2^To<fá la análisis espuesta desde el (§ 114) supone que todas 1** 
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fuerzas componentes paralelas al ege A X sean reducibles á una sola , co
mo también las componentes paralelas al ege A Z ; luego es necesario pa
ra completarla, examinar los casos particulares en que estas reducciones 
son imposibles. 

Cuando estos dos sistemas de fuerzas paralelas se reducen cada uno 
á dos fuerzas iguales y contrarias , pero no directamente opuestas , se 
pueden reducir estas cuatro fuerzas á dos que serán paralelas , iguales 
y contrarias , y que no se hallarán en general directamente opuestas. 

Para demostrarlo supongamos que las fuerzas paralelas al ege A X se 
reduzcan á las -+-X' y —X' (fig. 53) que sean paralelas, iguales y con
trarias , pero que no este'n directamente opuestas, sino que la + X ' ten
ga su punto de aplicación en B y la —X' en G; y supongamos también 
que las fuerzas paralelas al ege A Z se reduzcan á las -\-Z' y -~~Z' que 
sean paralelas , iguales y contrarias , pero no directamente opuestas, si
no que por egemplo la -+-Z' tenga su punto de aplicación en D , y la 
—Z' en E. Con lo cual tendremos que prolongando por egemplo la 
fuerza ~KZ ' hasta que encuentre á una de las otras , por egemplo á la 

. — X ' que es la que está mas cerca, ó á su prolongación, podremos con
siderar que las fuerzas -+-Z' y —X' obren en el punto F de la intersec
ción de sus direcciones; y tomando FG igual con la intensidad de la 
fuerza —X', que la suponemos representada por la distancia que hay 
desde C hasta —X', y también FH igual con la intensidad de ->rZ'': y 
concluyendo el paralelograrno FHR'G, su diagonal FR' espresará la 
resultante de Jas dos fuerzas -+-Z' y —X'. 

Prolongando las — Z' y hasta que se encuentren en un punto 
•tal como K , y tomando KI=—Z' y K L = - H X ' , y concluyendo el pa-
ralelogramo K L R ' Í , tendremos que su diagonal KR" será la resultan-

lite de -~Z' y -+-X'; con lo cual tenemos reducidas las cuatro fuerzas á 
*lasdos FR' y KR". Estas son iguales por la igualdad de los triángulos 
1KIR", R'GF (I. 360): son paralelas, porque si unimos el punto F con 
leí K , el ángulo H F K = al F K I por alternos internos; y como los HFR' 
|T R"KI son iguales por la igualdad de los triángulos IKR", HFR', 
sumando dichos ángulos resultarán iguales los R 'FK y R " K F ; luego 
las lineas ftR" y FR' son (I. 384) paralelas: son contrarias , porque la 
ina obra en la dirección de K á R" y la otra en la de F á R' ; y en ge-
íeral no son directamente opuestas, porque no siempre coincidirá el 
mnto F con el K como se verifica en la figura. 

De donde resulta que en este caso las fuerzas dadas no admiten una 
resultante única; y como se verifica á un mismo tiempo X—o, Z = o , 
.resulta qie las (ees. 137, 131 y 132) dan 

R o (151), ^=00(152), z = o o (153), 
fes decir, que el cálculo da entdnces, como sucede siempre en igual caso 
(71), una resultante nula situada á una distancia infinita de las com
ponentes. 

123 Si las fuerzas paralelas al ege de las x tienen va ¿altante 
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que será igual á su suma X : y las fuerzas paralelas al ege de las z se 
reducen á dos iguales y contrarias , pero no directamente opuestas : es
tas tres fuerzas se reducirán fácilmente á una sola que se liallará igual 
y paralela con X. 

Para demostrarlo supongamos que sea hE (fig. 54) la dirección de 
la fuerza 1 ; ¿P y k'F' las direcciones contrarias de las dos fuerzas 
paralelas al ege AZ; y g el punto de intersección de las dos lineas kF 
y hE, que eligiremos por punto de aplicación de las fuerzas dirigidas 
según estas rectas. Hallemos la resultante de estas dos fuerzas, y su
pongamos que gD .sea su dirección que encuentre á la recta k'F' en el 
punto g'; trasportemos á g' el punto g de aplicación ; tiremos por este 
mismo punto la recta g'E' paralela á gE ; descompongamos esta resul
tante en dos fuerzas dirigidas según g'E' y g'k', d paralelas á los eges 
AX y AZ , y volveremos á encontrar la misma fuerza X, y una fuerza 
igual á la que obraba en la dirección gF , la cual obra ahora en la di
rección g'k'; por lo que esta segunda fuerza será igual y directamente 
opuesta á la fuerza dirigida según g'F'; luego se destruirán mutua
mente , y no quedará mas que una sola fuerza X dirigida según g'E'; 
luego esta será la resultante de las tres fuerzas dadas que estaban diri
gidas según hE, kF, y k'F'. 

124 Del mismo modo se hallará que si las fuerzas paralelas al ege 
AZ tienen una resultante única, y las fuerzas paralelas al ege AX se 
reducen á dos iguales y contrarias , estas tres fuerzas se reducirán á 
una sola que será igual y paralela á la primera. Así, siempre que las 
dos cantidades X y Z no sean nulas á un mismo tiempo, las fuerzas 
dadas P, P', P", & c . admiten una resultante única ; cuando se tiene so
lamente X = o , esta resultante es paralela al ege AZ; y es paralela al 

'ege AX cuando se tiene Z—o. 
125 No se puede dudar de que la (ec. 148 d 149) pertenece á la re

sultante, siempre que la tenga el sistema, aun cuando ella sea paralela a 
uno de los dos eges; porque en virtud de lo que precede, pertenece cier
tamente á la dirección de esta fuerza, cuando forma ángulos cuales
quiera con los eges; y como este resultado tiene lugar por pequeño que 
sea el uno de estos ángulos, se sigue que aun subsiste en el límite donde es
te ángulo viene á ser nulo, y la fuerza resulta paralela á uno de los eges. 

Si se hace sucesivamente Z=o y X=o en la (ec. 149), se halla 
'zX=L(ite),'xZ^-L(i6S\ 

ecuaciones que pertenecen (II. 143 y 147) á rectas paralelas al ege délas 
x y de las z, y que hacen conocer las distancias á estos eges. De la pri-

L 
mera se saca ' z = — (156), 

y este valor de rz espresa en la (fig. 54) la distancia de la linea g'E' al 
ege AX, d lo que es lo mismo la ordenada Al del punto l donde esta di-
reccion^? la^resultante corta al ege AZ. 
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{ 126 No será inútil decir en pocas palabras cómo se puede verificar 
este valor de Al. 

Siendo el punto h la intersección de la recta gE con el ege AZ, se 
tiene al principio Al—Ah—hl; pero haciendo Ah~zzf se tiene ya (ec. 129) 

Xz/=zPcos.<z-hz'P'cos.a/+z''P''cos.oi/f-i-&c. (157); 
luego solo falta hallar el valor de hl. Para esto, espresemos por S la fuer
za dirigida según kF, y por 5 su distancia al ege AZ: por S' la fuerza 
igual y contraria que obra según k'F', y por / su distancia al mismo 
ege; considerando que £ es la resultante de una parte de las fuerzas 
Pcos.£, P'cos.e', &c. paralelas á este ege, y que S' es la resultante de la 
otra parte, se tendrá en virtud de la (ec. 95) 

Ss+S's/==xPcos.G-¡-x'P'cos.£'+x''P/'cos.€''-h&c. 
Por otra parte se tiene ss'=kl—lg'=g'k, hl—g'k!, S'——5, 
y por consiguiente Ss-i-S's'=Ss—Ss'=S(s—s')-=Sxg'k; 
pero á eausa de que la diagonal g'g del rectángulo k'g'kg es la direc
ción de la resultante de las fuerzas S y X que obran en el punto g' se-
ígun los lados g'k' y g'k, se tiene también g'k\g'k'\\X.S't 

de donde se saca ¿uJ&JZZL, 
6 x x •• 

quitando el divisor y poniendo hl en vez de g'k! será Xxhl=Ss-hSr/', 
jor lo cual Xxhl=xPcos.€+x'P'cos.G'-hx"P"cos.£"+&'c.; 
restando esta ecuación de la (ec. 157), el primer miembro se nos convier
te en Xz—Xxhl—X(Ah—hl)~XxAl; 

el segundóse convierte en el valor que hemos señalado con L (ec. 148); 
>or lo que tendremos XxAl—L, ó poniendo por A¿ su valor 'z, se ten-
Irá 'zX=L, que coincide con la (ec. 154) }. 

Para hallar ahora las condiciones de equilibrio de las fuerzas P, P' , 
, Cifc. dadas en magnitud y dirección, y comprendidas todas en un 

ñsmo plano, separaremos como se ha hecho (106) la fuerza P de las 
E»tras. Si no hay ningún punto fijo en el sistema, será necesario para que 
|stas fuerzas se destruyan que P', P", £s?c. tengan una resultante igual 

l | contraria á P. Sea R' esta resultante, a 'y tí los ángulos que deter
minan su dirección con relación á los eges de las x y de las z, y ten
dremos descompuesta la resultante en dos fuerzas que sean paralelas con 
dichos eges; estas componentes serán R'cos.a'y R'cos.b', 

Iue espresare'mos por X' y por Z'; 
on lo cual las (ees. 127 y 128) se nos convertirán en 

Z'= JR
/cos.a /=P /cos.a /+P / /cos.a / ,-HCffc., 

Z'=R'cos.b'=P'cos.<S'+P"cos.g"-h&'c., 
•Ir para la ecuación de la recta, según la cual obra esta resultante, se 

tendrá (ec. 149) ^X'—^Z'—L' (158), 
Siendo tz y /X las coordenadas variables de la linea d e dirección, y L' 
la cantidad P ' í V c o s V — ^ ' c o s . n + P ' V z ' V n s r ' U Í ' I L W , . 

X2'cos.a/~*/cos.^/)+P//(z

//cos.a'/--A://cos.^//)-+-c5,c. 
" ides con sus análogas ^ 

K T. ni. r . ir 
p e modo que comparando estas cantidades con sus anáhga^X j/J0f 
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(ees. 1 2 7 , 128 y 1 4 8 ) , se tiene X'—X— Pcos.a ( 1 5 9 ) , 

Z'=Z—Pcos.S (160), i'=Z—P(*cos.a—«cos.ej (161). 
Como para que se destruyan y equilibren las dos fuerzas P y R\ de

ben ser (18 . cor.) iguales y directamente opuestas, es necesario al prin
cipio que la suma de sus componentes según cada ege de las coordena
das sea (45) igual á cero; pero la componente de P según el ege de las 
x es .Pcos.a, y según el ege de las z es Pcos.£; y como las componentes 
de R' según los mismos eges las hemos espresado por X\Z\ resulta que 

en el caso de equilibrio se deberá tener ^^'^p^os'^—o (163)' 
por lo que las (ees. 159 y 160) darán X=.o (164), Z=o (165); 
cuyas condiciones las hubiéramos podido deducir directamente de la 
(ec. 137) por un razonamiento análogo al espuesto (45). 

128 Las (ees. 162 y 163) d las (ees. 164 y 165), espresan que dichas 
fuerzas X' y Pcos.a son iguales y paralelas, y que están dirigidas en 
sentidos contrarios; pero aun no nos espresan la circunstancia de ser di
rectamente opuestas. Así, es necesario aun indagar la condición que se 
ha de verificar para que el punto en que está aplicada la fuerza P se en
cuentre sobre la dirección de la fuerza R''; para esto se necesita que las 
coordenadas x, z, del punto de aplicación de P satisfagan á la (ec. 158), 
es decir, que esta ecuación debe subsistir cuando se haga en ella 

fx=x, /z=z, lo que da X'z—Z'x=L' (166); 
y sustituyendo en vez de X\ Z\ L', sus valores sacados de las (ees. 162, 
163 y 161), se tendrá —zPcos.a.-hxPcos.€=L—P(zcos.a—xcos.6), 
que efectuando la destrucción se convierte en J L = O (167). 

De donde resulta que las tres ecuaciones X=o, Z = o , Z = o , 
son necesarias y bastan para el equilibrio de las fuerzas P , P', P", c"s?c> 
pues que tomadas juntas espresan que estas fuerzas se reducen á dos igua
les y directamente opuestas. Sustituyendo en vez de X, Z y L¡ lo que 
estas letras representan (ees. 127, 128 y 148) se tiene 

Pcos.a+P/cos.a/H-P"cos.a//+cifc.==o (168), 
Pcos.e+PWe'n-P'Wr+Cífc.^o (169), 
P(£cos.a—*cos.€')-hP/(K/cos.a/—jc/cos.C>/)+£f?c.=o (170). 

129 Algunas veces se emplea una notación mas edmoda para espresar 
estas ecuaciones, escribiéndolas del modo siguiente: 
2.(Pcos.a)=o (171), 2.(Pcos.£)=o (172), 2.(P(*cos.a—xcos.£) )=o (173)! 
espresando el carácter 2 que es la sigma ó S mayúscula griega una 
suma de cantidades de la misma forma que la que está comprendida en 
el paréntesis. 

130 Cuando las fuerzas, los ángulos y las coordenadas que entran 
en estas ecuaciones, y que son dadas en cada caso particular, las hagan 
idénticas, tendremos seguridad de que el equilibrio existe; y si algún3 

d algunas de estas tres ecuaciones no está satisfecha por estas cantida
des ^estaremos igualmente ciertos de que el equilibrio no tiene lugar* 

i ^^ .S i^e tiene solamente L=o ó 2.(P(zcos.a—*cos.6))=o, 
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las fuerzas P, P', &?e. tendrán una resultante igual (ec. 137) á s/X2-+-Za, 
y cuya dirección pasará por el punto A origen de las coordenadas, por
que su (ec. 149) se reduce entdnces á 

Z 
'zX—'xZ=o (174) , de donde tz——,x ( 1 7 5 ) ; 

ecuación que pertenece (II. 160) á una recta que pasa por el origen de 
las coordenadas, formando un ángulo con el ege de las x, cuya tan-

Z 
gente trigonométrica es —. 

X 

Pero cuando existe un punto fijo en el sistema, basta para el equilibrio 
que la resultante de las fuerzas dadas pase por este punto : y ademas el 
equilibrio no puede tener lugar, sino de esta sola manera; luego en el 
caso de haber un punto fijo, si se toma por origen de las coordenadas, 
las condiciones de equilibrio se reducirán á que la cantidad L sea nula 
con relación á este origen; de modo que no se tendrá entonces sino una 
sola ecuación de equilibrio, á saber la (ec. 170). 

132 Acabamos de ver que la ecuación L = o , espresa la condición 
de equilibrio de un numero cualquiera de fuerzas P, P', P", £í?c. al 
rededor de un punto fijo; y como espresa lo mismo la (ec. 96) resulta 
que deberán ser idénticas. En efecto , si el origen de las coordenadas 
x, z, x\ z\ Ci?e. que entran en la función L , coincide con el centro 
de los momentos desde donde se tiran las perpendiculares p, p', p", & c . 
resulta en efecto Pp+-Pp'+P"p"*-.P"'p,/'~-&c.—P(z<:os.o:—xcos.Q}^ 

P\z'cos.a'—x'cos.Q'}^P'\z,'cos.a''~x''cos.<Sf,)^c.=±L ( 176 ) . 
Para convencernos de ello observaremos que si mP espresa (fig. 55) 

la dirección de la fuerza P , la perpendicular que desde el centro ú ori
gen A tiremos á su dirección será Ap, que es la que hemos señalado 
con p en la ecuación anterior : las coordenadas J C , Z del punto de apli
cación m de dicha fuerza serán las AE, Em; y tirando por el origen A 
la AG paralela á Pmp , y por E la EF perperdicular á dicha Vmp, será 

p=Ap=EF—EG. 
Ahora, el triángulo rectángulo FEm da EF=wExcos.mEF; 
y como el ángulo FEm es complemento del FmE en dicho triángulo, y 
este es complemento del ángulo en H=a , que forma la dirección de 
mP con el ege AX, resulta (I. 353) que el ángulo wEF=a; 
por lo que EF=^cos.a. 

El triángulo AGE rectángulo en G, da EG=AExcos.AEG; 
pero el ángulo AEG tiene por complemento al GAE, y este es también 
complemento del ángulo GAZ y por consiguiente de su igual Z&F=£; 
luego tendremos que el ángulo GEA=£; por lo cual EG=A;COS.£; 
y poniendo estos valores de EF y EG en el de p será p=zcos.«-^aKcos.£: 
y multiplicando esta ecuación por P , se tendrá Pp=P(z<}s.o0xc.os.G)-i 
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del mismo modo demostraríamos que eran iguales los demás términos 
de ambos miembros. 

133 Si las fuerzas P , P', P", & c . no tienen resultante^ se añadirá 
í este sistema una fuerza S de magnitud y posición arbitrarias, y en
tonces existirá una resultante , y tendrá lugar la (ec. 176) compren
diendo á S en el numero de las fuerzas dadas ; pero suponiendo que su 
dirección pase por el origen de las coordenadas, los miembros de esta 
ecuación serán los mismos que si la fuerza no existiese; luego dicha 
ecuación subsiste entre las solas fuerzas P , P', P", £ í fc . ; por consi
guiente es verdadera, sea que estas fuerzas tengan una resultante, ó 
sea que no la tengan y se equilibren. 

Composición y equilibrio de las fuerzas situadas de un modo cualquiera 
en el espacio. 

134 Puesto que hemos resuelto con relación á las fuerzas paralelas 
y á las que se hallan sobre un mismo plano, todas las cuestiones que 
se pueden proponer acerca de estos dos sistemas de fuerzas , parece na
tural el tratar de descomponer en dos sistemas de esta especie las fuer
zas que en el espacio tienen una dirección cualquiera. 

Con este objeto supondremos que sean P , P', P1'', Ci?c. (fig. 56) las 
fuerzas dadas, cuyos puntos de aplicación m, m\ m1'&c. los supon
dremos unidos entre sí de un modo invariable. Por el punto A elegido 
arbitrariamente, tiraremos tres lineas AX , AZ , AU, que formen entre 
sí ángulos rectos y que nos servirán de eges rectangulares. Sean x, z , w, 
las coordenadas de m punto de aplicación de la fuerza P , y a, £, 7 , los 
ángulos que forma la dirección de P con lineas tiradas por m paralelas 
á los eges AX, A Z , AU. Espresemos por x', z\ u', a', £', y', las can
tidades semejantes correspondientes al punto m'', que es el punto de 
aplicación de la fuerza P''; y sean x", z", w", a", 7", las corres
pondientes á m" punto de aplicación de Ph', y así sucesivamente. 

Descompongamos cada una de las fuerzas P , P', P", Cffc. 

sin mudar su punto de aplicación , en tres fuerzas paralelas á los eges 
de las x , de las z y de las u; y tendremos (51) que 
Pcos.a, P'cos.a', P"cos.a", £s?c. serán las componentes paralelas al ege AX, 
Pcos.£,P'cos.£',P"cos.£",£ífc. serán las componentes paralelas al ege AZ, 
y Pcos.7, P'cos.7', P"cos.7", Cifc. serán las componentes paralelas á AV. 

Por consiguiente podremos sustituir estos tres conjuntos de fuerzas 
á las P , P', P", ¿fe.; luego solo se trata de referir á un mismo plano 
las fuerzas que componen dos de estos conjuntos, por egemplo, las fuer
zas paralelas á los eges de las x y de las z. 

135 Para conseguirlo observaremos que sin alterar el sistema de 
fuerzas que se considera, se pueden aplicar en un mismo punto dos 
fuerza*4guales y contrarias (12); por lo cual en el punto rn aplicaremos 
dos fueliús j'iralelas al ege AU iguales y opuestas, que espresarémos 

4 
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por g y por —g. Compongamos la fuerza g que obra según ma con la 
fuerza Pcos.a que obra según mh (fig. 56) paralela á AX; y supongamos 
que sea mb la dirección de su resultante , y B el punto donde su pro-
longacion encuentra al plano de las xz. Trasportemos á B el punto m de 
aplicación de esta fuerza ; descompongámosla después en dos fuerzas 
paralelas á los eges de las x y de las u , lo que reproducirá las compo
nentes g y Pcos.a , de las cuales solo se ha mudado su punto de apli
cación ; la fuerza Pcos.a está ahora dirigida en el plano de las xz según 
la recta BH proyección de su primera dirección mh ; la fuerza g está 
aplicada perpendicularmente á este plano en un punto B de esta pro
yección , cuyas coordenadas vamos á determinar. Para esto supondremos 
que n sea la proyección de m sobre el plano de las xz; y como las coor
denadas de m son x, z, u, las del punto B serán z y x—nB. 

Pero considerando el paralelograrno rectángulo nBCm, y observando 
que su diagonal Bm es la dirección de la resultante de las fuerzas g y 
Pcos.a que obran según sus lados BC y Bra, se tiene Bn'.BCy.Pcos.alg; 

«Pcos.a 
de donde, á causa de ser BC—u, se saca Bn= •. 

8 
Luego las coordenadas del punto B de aplicación de la fuerza g en el 

, , . «Pcos.a 
plano de las xz, son z y x . 

8 
136 Componiendo la fuerza Pcos.£ que obra en la dirección de mD 

con —g que obra en la dirección mn, la dirección de su resultante se ha
llará en el plano Dmn, que es paralelo al de las zu; por consiguiente el 
punto C donde esta diagonal corta al plano xz, tendrá la misma coor
denada x que el punto m; y la coordenada del punto C paralela al ege 
de las z, se compondrá de la z correspondiente al punto m, mas la C'n. Pe
ro siendo mC la dirección de la resultante de dos fuerzas Pcos.£ y —g que 
obran en las direcciones de mD ymn, tendremos mD=C'n:mn: :Pcos.G:g, 

j , , J. mnxPcos.Q uPcos.Q 
de donde se saca Cn~ — j 

8 8 
por consiguiente las coordenadas del punto C en que se puede conside-

v J uPcos.£ 
rar-aplicada la fuerza —g en el plano de las zx, serán x y z-\ . 

8 
137 Por el mismo medio se trasportarán todas las fuerzas P'cos.a', 

P"eos.a", £? e., P'cos.S', P"cos.£", & c . al plano de las xz. Cada una de 
estas obrará en dicho plano según la proyección de su dirección primitiva, 
que podrá estar encima ó debajo del mismo plano; pero ademas se ten
drán paralelamente al ege de las u .tantos pares de fuerzas M-g' y — g', 
~*~8 y ^ g " , cjfe., cuantos sean los puntos m!, m", &c. ~ 

Las coordenadas ^e los puntos de aplicación de estas Tuerzas en el 
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plano de las xz, se deducirán de las que corresponden á las fuerzas g y—g, 
acentuando las letras x, z, g, P,a,€. Luego tenemos en vez de las fuer
zas dadas un sistema de fuerzas dirigidas en el plano de las xz, y otro 

' de fuerzas perpendiculares á este plano. 
138 Para el equilibrio de las primeras es necesario que se tengan las 

tres (ees. 168, 169, 170); porque las notaciones son las mismas. Luego 
"C Pcos.a-f-P/cos.a/+P'/cos.a'/-+-cif)c.=o (177), 

se tiene ¿ Pcas&-hP'co8.G'+>P"cos.e"+&c.==o (178), 
,¿ P(zcos.a—jecos.^-t-P^z'cos.a'—#'cos.£'}+-&íc.==o (179). 

Para el equilibrio de las fuerzas paralelas al ege de las u, á saber 
Pcos.y, P'cos.y', P"cos.y", ¿fe. g, g', g", &?<?., y —g, — g', —g", 6?c. 
es necesario i.° que la suma de todas (107) sea nula, lo que teniendo 
presente que las g y —g, las g'y —g', & c se destruyen, da 

Pcos.7-t-P/cos.7/-f-P"cos.7//-f-6fc.=o (180). 
Es necesario 2.° que la suma de los momentos tomados con relación á 

los planos de las xu y de las zu, que les son paralelos, sean también nu
los. Pero con relación al plano de las xu, la suma de los momentos de 
Pcos.7, P'cosV, P"cos.y",&c,K es zPcos.7-+-^,P/cos.7,H-^//P//cos.7//+C5>c.: 
la suma de los momentos de las fuerzas g, g', g", Ci?c. con relación al mis
mo plano, es zg~t~z'g'-+z"g"-\-&c. 
y en fin la suma de los momentos de las fuerzas I—g, —g', —g", — & c . 

/ wPcos.£\ , / , w'P'cos.S'\ e J 

€ S ( z - i J, —g Iz'tf J, ~&?c, 

. uPcos.e ; u'P'cos.S' „ , 
pues que z-\ ,z H ; , &c. espresan (137) las coorde-

g g 

nadas de sus puntos de aplicación perpendiculares al plano de las xu. 
Luego si reunimos estas tres sumas y reducimos, tendremos 

P(zcos.7—íícos.6,)+P/(«,cos.7/—H'cos.é")-*-
P"(X"COS.V"—U"CQS.€")+&C.=O (181) . 

Del mismo modo se hallará formando la suma de los momentos con 
relación al plano de las xz, é igualándola á cero, 

P(#cos. 7—«eos. a)-f-P'(x'cús. 7'—u'cos . a')-H 
P"(V'cos .7"—u"cos.u"}+&c.=o (182). 

139 Estas seis ecuaciones, á saber, las (177,178,179,180,181 y 182) 
bastan para el equilibrio de las fuerzas P, P', P " ' , & c ; porque si el 
equilibrio existe separadamente en los dos sistemas que remplazan á las 
fuerzas dadas, no hay duda en que existirá también entre estas fuerzas. 

Más para que estas ecuaciones sean necesarias para el equilibrio de 
todo el sistema, es preciso demostrar: i.° que las fuerzas situadas en el 
plano de las xz se equilibran por sí.mismas; y 2. 0 que sucede lo mismo 
con la%^erzas paralelas; es decir, que debemos demostrar que no puede 
haber equilibrio en el sistema total, á menos que no haya equilibrio se-
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paradamente en cada uno de los sistemas en que hemos descompuesto las 
fuerzas dadas. 

Para demostrarlo observaremos que como todos los puntos de apli
cación m, m\ m", &c. de las fuerzas dadas, se suponen invariablemente 
unidos entre sí, resulta que estos puntos trasladados al plano de las xz 
estarán también (120) invariablemente unidos entre sí; luego por dos cua
lesquiera de ellos podremos considerar que pasa una recta C'C" que con
sideraremos indefinidamente prolongada por cada lado. Si el equilibrio 
general subsiste, esta recta será inmóvil; por consiguiente no podrá mo
verse ninguno de sus puntos. Y esta sola circunstancia basta para hacer 
ver que se verifica la destrucción mutua de las fuerzas situadas en el 
mismo plano de las xz. En efecto, toda fuerza situada en dicho plano ó 
encontrará á la recta C'C" fija, ole será paralela. En el primer caso, re
presentaremos esta fuerza por FG, y la prolongaremos hasta que encuen
tre á la C'C" d á su prolongación en un punto tal como K; y como para 
que una fuerza se destruya basta que haya un punto fijo (21 cor.i.0) en 
su dirección, resulta que siendo K un punto de la C'C" que es fija, este 
punto hará nulo el efecto de la fuerza FG. Si la éspresada fuerza fuese 
paralela á la linea fija y tuviese la dirección F'G', tendríamos que el efec
to de esta fuerza no se alteraría aun cuando en uno de sus puntos tal co
mo N concibiésemos dos fuerzas NQ, NQ', iguales y contrarias ; pero 
componiendo la fuerza F'G' que supondremos trasladada á N y espre
sada por NS, con NQ, producirán una resultante NR que quedará des
truida por el punto fijo T situado sobre la dirección en que encuentre á 
la C'C": la NQ' quedará destruida por el punto O en que su dirección 
encuentra a la linea fija C'C"; y como las tres fuerzas NS, NQ, NQ' que
dan destruidas por la suposición de la linea fija, lo quedará igualmen
te la fuerza F'G'=NS, cuyo efecto era el mismo que el de las tres 
espresadas. Luego todas las fuerzas que obran en el plano xz quedan des
truidas por sí mismas é independientemente de las fuerzas perpendicu
lares á dicho plano. 

Las perpendiculares al plano xz también deben destruirse por sí mis
mas , si todo el sistema está en equilibrio; pues si no se destruyen, pro
ducirán un movimiento de rotación al rededor de dicha linea fija C'C", 
y no podría estar el sistema en equilibrio como suponemos. 

140 Concluyamos, pues, que las seis espresadas ecuaciones son ne
cesarias y bastan para el equilibrio de un sistema de fuerzas cualesquiera, 
aplicadas á diferentes puntos de un cuerpo sólido libre, es decir, a p u n 

tos materiales unidos entre sí de un modo invariable, y de los que nin
guno se supone fijo ni detenido sobre una superficie dada. 

141 Ocupémonos ahora del equilibrio de un cuerpo sólido que no está 
enteramente libre. 

Supónganlos primero que el cuerpo á que están aplicadas las fuerzas 
P , P , P", ¿ifc. tenga un punto fijo al rededor del cual esté precisado 
á girar. 



8o T R A T A D O E L E M E N T A D 

Colocando el origen de las coordenadas en este punto, y sustituyendo 
á las fuerzas dadas los dos sistemas de los párrafos anteriores, se demos
trará como en el caso de un cuerpo libre, que el equilibrio no puede tener 
lugar entre las fuerzas P, P , P", £sfc. á menos que no exista separada
mente entre las fuerzas dirigidas en el plano de las xz y entre las fuerzas 
paralelas al ege de las u. Más para el equilibrio de estas últimas fuerzas 
es necesario según lo que acabamos de demostrar, que se verifiquen las 
(ees. 181 y 182), y para el equilibrio de las dirigidas en el plano de las 
xz, resulta que se debe tener la (ec. 179). 

Luego las otras tres (ees. 177, 178, 18c) son las del equilibrio de un 
cuerpo sólido fijo por medio de uno de sus puntos. 

La (ec. 177) espresa que las fuerzas dirigidas en el plano de las xz, 
tienen una resultante cuya dirección pasa por el origen de las coordena
das; en virtud de las (ees. 181 y 182) las fuerzas paralelas al ege de las 
u tienen también una resultante (108) que pasa por el mismo origen ; si 
se supone que estas dos resultantes estén apiieedas en este punto común 
á sus direcciones, y se las compone en una sola fuerza, esta será la re
sultante de todas las fuerzas P, P',P", &c; de donde se sigue que cuando 
las tres (ees. 177, 181 y 182) se verifican á un mismo tiempo, las fuerzas 
dadas tienen una resultante única, que viene d pasar por el origen de las 
coordenadas; si este, origen se supone fijo, la resultante estará destruida 
por su resistencia, y espresará la presión que sufre este punto. 

142 Consideremos en segundo lugar el equilibrio de un cuerpo sdlido 
sujeto por un ege fijo al rededor del cual esta obligado á girar sin poder 
resbalar en el sentido de su longitud.' 

Tomemos este ege por el de las u,.y sustituyamos siempre á las 
fuerzas dadas P, P', P", £ffe. los dos sistemas de fuerzas (i 34" y siguientes). 

Las fuerzas paralelas al ege de las u no podrán producir ningún mo
vimiento; pues este seria en la dirección del ege, que por el supuesto le 
consideramos fijo; Juego será inútil tener en consideración este sistema. 
En cuanto á las dirigidas en el plano de las xz, la (ec. 179) bastará para 
su equilibrio; pues que el origen de las coordenadas por ser parte del ege 
de las u es un punto fijo. La resultante de estas fuerzas pasará por'este 
punto y espresará la presión que el ege fijo sufre perpendicularmente á 
su longitud. 

143 Así, en el caso de un ege fijo, solo hay una ecuación de equi
librio, á saber la (ec. 179). 

Más si el cuerpo pudiese resbalar á lo largo del ege fijo, seria ne
cesario aun para impedir este movimiento que la suma de las fuerzas 
paralelas á este ege fuese igual á cero, lo que reproduciría la (ec. 180). 

144 Atendiendo á la simetría de las (ees. 179, 181 y 182), se ve 
que la (ec. 181) espresa la condición de equilibrio de las fuerzas P, P\ 
P", 6 f c . al rededor del ege de las * , supuesto fijo ; y que la (ec. 182) 
encierra la condición de equilibrio de las mismas fuerzas al rededor del 
ege de las z. 

K 
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De aquí resulta que las condiciones de equilibrio d e un cuerpo sd-
lido al rededor de un punto fijo.(r 41), consisten en que las tuerzas apl i
cadas á este cuerpo deben ser tales que se equilibren al rededor ue tres 
rectas rectangulares tiradas por este pun to , y consideradas sucesiva
mente como eges fijos. 

145 Observemos también que la ecuación d e equilibrio relativa a 
cada e g e , no contiene á las coordenadas paralelas á este ege. A s í , la 
(ec. 179) que espresa la condición'de equilibrio al rededor del ege A U , 
supuesto fijo, es independiente de las coordenadas u , u', u , <Sc: no 
contiene las componentes P c o s . y , P 'cos .y ' , P^cosV, £í?e., y solo entran 
en ella las componentes paralelas á los eges A X y A Z , ó perpendicula
res al ege A U , y las coordenadas x , x\ x'\ fcfc, s , ¿ \ &c. que per
tenecen á las proyecciones de los puntos #2, m\ m'\ & c . sobre el piano xz; 
de manera que si el equilibrio existe , no se alterará sustituyendo á las 
fuerzas dadas P , P ' , P " , efe . las componentes perpendiculares al ege 
fijo, y á los puntos de aplicación m, m', m'\ &~c. sus proyecciones so
bre un plano perpendicular á este ege. 

146 En virtud de esta observación -se podría formar de este otro 
modo Ja ecuación de equilibrio de un sistema de fuerzas dadas al rede
dor de un ege fijo. 

Por el punto de aplicación de cada fuerza se concebirá un plano per
pendicular al ege lijo: después se descompondrá la fuerza en dos, la una 
perpendicular á este plano d paralela al ege fijo, y la otra dirigida en 
este plano: se hará abstracción de las fuerzas paralelas al ege, y solo se 
tendrán en Consideración las fuerzas que le sean perpendiculares, que 
espresarémos por Q, Q', Q", &c. Estas fuerzas tendrán sus direcciones 
en planos diferentes y paralelos entre s í ; pero eligiendo arbitrariamente 
uno de estos planos, se supondrá que obran todas según las proyeccio
nes de sus direcciones sobre este plano; las fuerzas Q, Q', Q", Wé. es

cando así referidas á u n mismo plano, se sigue de la observación que 
acabamos de hacer que deberán equilibrarse al rededor del punto en que 

'este plano encuentra al ege fijo, y que es por consiguiente un punto fijo; 
hr recíprocamente, si se verifica este equil ibr io, existirá también entre 
fias fuerzas dadas al rededor del ege fijo. Más para el equilibrio de las 
fuerzas Q, Q', Q", Cffe. consideradas en un mismo plano, es necesario 
que la suma de los momentos de las que intentan hacer girar en un sen
tido al rededor del punto fijo, sea igual á la suma de los momentos de 
las que intentan hacer girar en el sentido opuesto, estandp tomados to
dos estos momentos con relación al punto fijo (97); luego espresando por 
1i ?'•> ?"•> &c. las pprpendiculares tiradas desde este punto sobre las d i 
recciones de las fuerzas Q, O/, Q", fcfc. en este plano, y suponiendo 
para fijar las ideas que Q , Q ' , Q " , intentan hacer girar e n un sentido, 
y las Q"', Q'\ cife. en e l sentido opuesto, se tendrá 

Qg+QV+QV-Q'V"~QV"~^.==o (183) 
para la ecuación d e equilibrio. ^ 

$ L T . III . P . I . 
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{ 147 Esta ecuación es equivalente á la (ec. 179); pues ambas es
presan la condición de equilibrio al rededor de un ege fijo. En muchos 
casos será mas cdmodo hacer uso de esta; por lo cual la hemos puesto 
aquí. Más para no dejar nada que desear demostrare'mos directamente 
el principio en que está fundada. 
{ Sea CD (fig. 57) el ege fijo; ACB un plano perpendicular á este ege 
y que le corte en el punto C; wP la dirección en el espacio de una de 
las fuerzas dadas aplicadas en el punto m. Por este punto concibamos un 
plano perpendicular á CD; y descompongamos la fuerza P en otras dos, 
la una dirigida en este plano según la recta mH, y la otra paralela á CD. 
E¿ta segunda componente no puede producir ningún movimiento (139)2 
causa del ege fijo; por lo que sepuede hacer abstracción de ella. En cuan
to á la fuerza dirigida según mH y paralela al plano ACB, se trata de 
hacer ver quepuede ser remplazada por otra dirigida en este mismo plano. 
<( Para esto espresemos esta fuerza por Q; supongamos que n sea la pro
yección de m sobre el plano ACB; que nG sea la de la linea mH sobre 
el mismo plano; y nE la prolongación de nG. Apliquemos al punto n dos 
fuerzas S y S' que obren según las direcciones contrarias nG y nE; y 
para que esto no altere en nada el sistema, supongamos ¿>'=<S; supon
gamos ademas que estas fuerzas iguales entre sí, sean también iguales 
con Q; de modo que la fuerza Q se halle remplazada por las tres fuer
zas iguales <S, S' y Q. Tiremos por el ege CD un plano perpendicular al 
de las dos rectas paralelas mH y EG; y supongamos que corte á estas 
rectas en los puntos M y N situados sobre una paralela á CD. Podeuws 
tomar el punto M por punto de aplicación de la fuerza Q, y N por el de 
las fuerzas S y S' que obren según las rectas NG y NE, que intentan 
hacer girar al sistema en sentidos contrarios al rededor del ege CD , y 
que todo es perfectamente semejante al rededor de este ege con relación 
á estas dos fuerzas; luego no hay ninguna razón para que la una cause 
mas efecto que la otra; por consiguiente estas dos fuerzas iguales, para
lelas y contrarias, pero no directamente opuestas, se equilibran por me
dio del ege fijo. Así, se puede hacer abstracción de las fuerzas Qy S',] 
solo queda la fuerza 5 que obra en la dirección NG, es igual con Q, y 
se halla en el plano ACB. 
<( Cualquiera que sea el numero de las fuerzas dadas, se demostrará por 
este razonamiento que cada una de ellas puede ser remplazada por una 
fuerza comprendida en el plano ACB: todas estas fuerzas dirigidas en un 
mismo plano se deben equilibrar al rededor del punto fijo C, lo que da 
la (ec. 183). y 

148 Consideremos en fin el caso en que muchos de los puntos del cuerpo 
sólido que debe permanecer en equilibrio, están sujetos á permanecer efi 
un plano fijo dado de posición. 

Conservemos siempre las notaciones hechas (134 V siguientes) y to-
memoĵ el plano dado por el de las coordenadas x , z . Sustituyamos á las 

fuerzas%íuda() los mismos dos sistemas de fuerzas que en dichos párrafos? 
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y tendremos que las fuerzas paralelas al ege de las u ó perpendiculares 
al plano fijo, serán destruidas por la resistencia de este plano; luego solo 
quedarán las fuerzas dirigidas en este plano, y para su equilibrio será 
necesario que las (ees. 177, 178 y 179) queden satisfechas; luego serán 
las tres ecuaciones de equilibrio en el caso que examinamos. • 

149 Más si el cuerpo está puesto solamente sobre un plano fijo, por 
egemplo, si se trata de un poliedro puesto sobre una de sus caras , será 
necesario que la dirección de la resultante de las fuerzas perpendiculares 
aí plano fijo, sea tal que coopere á apoyar el cuerpo sobre dicho plano, 
y no á separarle de él; por lo cual antes de asegurar que el equilibrio 
existe por verificarse las (ees. 177,178 y 179), conviene averiguar el signo 
de esta resultante, y examinar si es el mismo que el de las componentes 
que intentan apoyar el cuerpo sobre el plano fijo. Ademas será necesario 
aun que esta fuerza venga á cortar al plano fijo en lo interior de la cara 
sobre que está puesto el poliedro; poique si cayese fuera de esta cara, 
separaría al poliedro del plano, haciéndole girar al rededor de uno de los 
lados de esta misma base. 

150 Esta condición de equilibrio no se puede espresar por una ecua
ción. En cada caso particular se verá si está satisfecha, determinando en 
virtud de la teoría de las fuerzas paralelas las coordenadas del punto 
en que la resultante de las fuerzas perpendiculares al plano fijo encuen
tran á este plano. Pero siendo el plano fijo el de las coordenadas x, z, el 
sistema de fuerzas perpendiculares á dicho plano comprende á las com
ponentes Pcos.<y, P ' c o s V , P"cos .y" , cife. de las fuerzas dadas, y los pa
res de fuerzas añadidas g y — g , g'y — g ' , g" y —g" &c. (138); luego 
la resultante de todas estas fuerzas paralelas es igual á su suma, y es
presándola por 17se tiene U—P eos.y-\-P'eos.y'-i-P" eos.y"-i-tLfc. (184). 

Ademas si se supone que encuentre al plano de las xz en el punto k 
(fig. 55) que se tomará por su punto de aplicación, y espresando por zt y xt 

las coordenadas de este punto paralelas á los eges A Z y A X , se tendrá 
Vzl para su momento con relación al plano de las xu, y Ux/ para su mo
mento con relación al plano de las zu; pero el momento de la resultante 
con relación á cada plano es igual á la suma de los momentos de las com
ponentes con relación al mismo plano (99): por otra parte las sumas de 
los momentos de las fuerzas Pcos . 7 , P ' c o s V &c., g , — g , g ' , —g'^&c. 
con relación á los planos de Jas xu y de las zu, se han hallado (ees. 181 
y 182); luego si igualamos estas sumas con las cantidades Uz/ y Ux % 

tendremos para determinar los valores de z/ y de x. las ecuaciones 
Uz/=P(zcos.y—ucos.S)-HP'(£'COS.7'—u'cos.G')-i-&c. (185), 
Ux=P(xcos.y~ucos.a)+P'(x'cos.y''—u/cos.Gt/y+-&c. (186). 

A s í , en cada caso particular se deberá uno asegurar de si el punto k 
que corresponde á estas coordenadas, está comprendido en lo interior de 
la base sobre que está puesto el cuerpo. f 

15 1 Si el cuerpo no toca al plano fijo sino por dos puntos , d si to
dos los puntos de apoyo están colocados sobre una misma recta¿i*efá ne-
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cesario que el punto k pertenezca también á esta linea, sin lo cual la 
resultante Uno seria destruida, y el cuerpo giraría al rededor de la recta 
de contacto. 

Luego tomándola por el ege AX, se deberá tener z=o, 
lo que muda la (ec. 185) en la (ec. 181); luego en este caso se tendrá una 
cuarta ecuación de equilibrio, á saber, dicha (ec. 181) que se deberá re
unir á las (ees. 177, 178 y 179). 

152 En fin, puede suceder que el cuerpo solo tenga un punto de 
apoyo sobre el plano fijo, y entonces el equilibrio exige que la resultante 
U venga á pasar por este punto; luego si tomamos este punto de contacto 
por origen de las coordenadas, será necesario que se tenga ^ = 0 , z=o; 
por consiguiente las dos (ees. 185 y 186) vendrán á ser las (ees. 181 y 182). 

Luego en este último caso se tienen cinco ecuaciones de equilibrio, á 
saber, las (ees. 177, 178, 179, 181 y 182). 

En todos estos casos la resultante U de las fuerzas perpendiculares al 
plano fijo, espresará la presión que sufre este plano. 

153 Cuando las fuerzas P , P', P", cife. no se equilibran , se puede 
pedir el reducirlas al menor número posible: y para conseguirlo sustitui-
rémos aun á las fuerzas dadas los dos sistemas de fuerzas (135 y siguientes). 
Si cada uno de estos sistemas se reducen á una fuerza única, y las dos 
resultantes se hallan en un mismo plano, se las podrá componer en una 
sola que será la resultante de todas las fuerzas dadas; en el caso contra
rio será necesario conservar estas dos resultantes para remplazar el con
junto de estas fuerzas. 
{ Por lo regular se suele considerar como evidente el que dos fuerzas 
dirigidas en planos diferentes no podrían ser remplazadas por una fuer
za; más con el fin de no dejar nada que desear, nos parece oportuno el 
demostrarlo. Para esto observaremos que si estas dos fuerzas tuviesen una 
resultante , se seguiría q«e suponiendo fijo un punto tornado á arbitrio 
sobre su dirección, las dos fuerzas dadas estarían en equilibrio al rededor 
de este punto. Pero este equilibrio es imposible, porque se puede tirar 
por este punto una recta que corte la dirección de la una de las fuerzas 
sin estar comprendida en el plano de la otra; de manera que haciendo 
fija esta linea, la fuerza que la encontrase seria destruida, y nada impe
diría á la otra el producir un movimiento de rotación al rededor del 
ege fijo; luego las dos fuerzas no estando en equilibrio con el ege fijo, 
con mayor razón se verificará que este estado no tiene lugar al rededor 
del punto fijo; pues para esto seria necesario que lo estuviesen al rededor 
de dos eges tirados por este punto; y por consiguiente es imposible que 
una sola fuerza les sea equivalente. 
{ 154 Luego suponiendo que ni las fuerzas dirigidas en el plano de 
las x z , ni las fuerzas paralelas al ege de las u, caen en el caso de es-
cepcion (71)1 podremos estar seguros de que las resultantes de estos dos 
sistemas se deben cortar para que las fuerzas P , P', P", & c . ten
gan uH^resultante única; donde se ve que esta circunstancia impor-
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tante dependerá de una ecuación de condición que vamos á encontrar. 
•( Para esto supongamos que X, Z y L tengan los valores espresados 
por las (ees. 127, 128 y 129), y que zt y x, sean las coordenadas de un 
punto cualquiera de la resultante de las fuerzas dirigidas en el plano de 
las xz; con lo cual tendremos (ec. 148) Xz/—Zx~L (187); 1 

y si ademas suponemos 
Pcos . yH -PWy 'H-P"cos . y"H -c í fc . :=Z7 (183), 
P(xcos .7—ucos .G^-t-P^a/cosV—íi /cos.a /)-f-C5 )c.=:M' (189), 
P(MCOS.£—seos.y )+P /(u /cos.é' /—z' eos.y )•+•&'c.=>—N (190), 

se verificará que U será la resultante de las fuerzas paralelas Pcos .y , 
P'cos.</, &?c., g , g ' , g", &c.,—g, ~g', &c; y espresando (150) por xt 

y z¡ las coordenadas del punto donde su dirección corta al plano de las 

xz, las dos (ees. 185 y 186) se convertirán en $ \^Z

/——N?¡Q''O) 

{ Despejando xf y z/ por medio de estas ecuaciones, y sustituyendo 
sus valores en la (ec. 187), se obtendrá la ecuación de condición pedida, 
á saber, LU+MZ-hNX=o (193). 
{ 155 Guando se tiene á un mismo tiempo X—o, Z = o , U=o, 
esta ecuación queda satisfecha, y sin embargo las fuerzas P , P', P", ci?c. 
no tienen una resultante; al contrario, ellas se reducen á dos fuerzas pa
ralelas, iguales y contrarias, pero no directamente opuestas. 'En efecto, 
verificándose solo las dos ecuaciones X=o, Z—o, 
tendremos que ellas nos espresan (128) que las fuerzas comprendidas en 
el plano xz se reducen á dos fuerzas paralelas, iguales y contrarias, 
pero no directamente opuestas; y verificándose solo la ecuación U=o 
con relación á las fuerzas paralelas, esta circunstancia nos dice también 
(108) que dichas fuerzas se reducen á dos iguales , paralelas y contra
rias , pero no directamente opuestas. Luego en el caso de tener solo las 
tres ecuaciones X=o, Z = o , U=o, 
se reduce todo el sistema á dos fuerzas H-Q y — Q en el plano de las xz, 
paralelas, iguales y contrarias, pero no directamente opuestas; y otras 
dos -+-U y —Ü paralelas al ege de las u, también paralelas, iguales y 
contrarias, pero no directamente opuestas. Para reducir estas cuatro 
fuerzas á dos iguales y contrarias, y que en general no estén directa
mente opuestas, supongamos que sean qK y q'H (fig. 58) las direcciones 
de las fuerzas H-Q y — Q que se hallan en el plano de las xz, y B , C , 
los puntos en que cortan á dicho plano las H - i / y —U; si unimos el pun
to B con q' y concluimos el paralelograrno q'HED, determinado por la 
<¡f'H y por la dirección de la diagonal ^ ' E , y tomamos después qG—q'D, 
se formará otro paralelograrno K^fGF; con lo cual tendremos que las dos 
fuerzas q'Dy qG que obran en los estremos de la q'q, no alteran el efec
to de las H-Q y — Q ; luego tendremos que las dos fuerzas H-Q y — Q 
equivaldrán á las cuatro fuerzas H - Q , — Q , qG, q'D; pero las Q y qG 
equivalen á la resultante qF, y las — Q y q'D á la gf'E; luego estas dos 
resultantes equivalen á las H-Q y — Q . Estas fuerzas ^ P ¿ f l f E , son 
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iguales y paralelas, á causa de la igualdad de los triángulos Eq'H y qKF, 
y obran en sentido contrario. Como la Eq; encuentra á Ja fuerza •+-U' 
en B , tomare'mos este punto por punto de aplicación de E^ ' . Por eJ mis
mo procedimiento se mudará Ja dirección de qF y se trasladará su pun-

• to de aplicación al punto C ; con lo cual el sistema de las fuerzas situa
das en el plano de las xz, se reduciría á dos fuerzas iguales , paralelas 
v dirigidas en sentidos contrarios, que encontrarán en B y C á las fuer
zas -hU' y —U'; por consiguiente la resultante de las dos fuerzas situa
das en el punto B será igual á la de las fuerzas situadas en C , y obrará 
en sentido contrario; luego tenemos conseguido lo que deseábamos. 
•{ 156 Supongamos que se verifiquen solo las dos ecuaciones X—o, Z—o, 
y que Uno sea cero. En este caso la (ec. 193) se reduce á L—o; 
si ella queda satisfecha, las fuerzas dirigidas en el plano de Jas xz se 
equilibran (128) en virtud de las tres ecuaciones X—o, Z—o, L—o, 
y por consiguiente quedan las fuerzas paralelas al ege de las u; luego la 
resultante U es la de las fuerzas dadas P , P', P", 
<£ Si no se verifica la (ec. 193), esto e s , si se tiene X—o, Z—o, 
sin que se verifique al mismo tiempo JL—o, las fuerzas dirigidas en el 
plano de las xz se reducirán á dos fuerzas paralelas no redimibles á una 
sola; pero que se podrían combinar con la fuerza U y quedar reducidas 
estas tres fuerzas á dos situadas en diferentes planos, y por consiguiente 
irreducibles á una sola. 

{ 157 La-simetría de los valores de X, Z, U, nos dispensa de exa
minar los casos en que se tendrá X=Q y U=^o, d bien Z=o, U—o; 
pues siendo iguales todas las circunstancias deben conducir al mismo 
resultado que X = o y Z—o, sustituyendo el plano de las xu y el ege 
de las z, ó bien el piano de las zu y el ege de las x , al plano de las 
xz y al ege de las u. 
<{ 158 Puede aun suceder que solo una de las tres cantidades X, Z, 17, 
sea igual con cero, y que se tenga por egemplo X—o, ó Z=o. 
Entonces las fuerzas dirigidas en el plano de las xz tienen una resul
tante (124), así como las fuerzas paralelas al ege de las u; de modo que 
la análisis anterior y la (ec. 193) que se deduce de e l la , se aplican á 
este caso particular, como si ninguna de las tres cantidades X, Z, U, 
fuese nula. Si fuese U=o la ecuación que se verificase, entonces esta 
análisis no se aplicaría y a ; pero á causa de la simetría que acabamos de 
notar, la (ec. 193) que conviene al caso de X—o y al de Z—o, con
viene también al caso de U—o. 

< Concluyamos, pues , de toda esta discusión, que la (ec. 193) está 
satisfecha siempre que las fuerzas P , P ' , P", &fc. admiten una resultan
te única; y recíprocamente, que cuando se verifica esta ecuación, la re
sultante existe, escepto en el caso particular en que se tiene al mismo 

I tiempo X=o, Z=o, U=o, 

que es el caso en que estas fuerzas se reducen á dos , paralelas e' irre-
t d u c i b l e á l ^ _ 



D E M E C Á N I C A . 

{ 159 La (ec 193) se puede obtener de otro modo que es bueno co
nocer. Si las fuerzas P , P', P", &?c. tienen una resultante única, nada 
impide el trasportar el origen de Jas coordenadas á un punto de su di
rección; pero en virtud de Jo demostrado (141)1 ^ o s v a l o r e s <lue tienen 
en este punto las cantidades espresadas (154) por L, M, JV, son igua- » 
les á cero; y recíprocamente, cuando estas tres cantidades son nulas, 
las fuerzas dadas tienen una resultante única que pasa por el origen de 
las coordenadas. Llamemos, pues, x,, z,, ut, Jas coordenadas de un 
punto cualquiera de la resultante; trasportemos á este punto el origen 
de las coordenadas de todos los puntos de aplicación de las fuerzas; y 
sean Lf, Mt, Nf, lo que vienen á ser L, M, N, relativamente á este 
nuevo origen. Para efectuar esta mudanza de origen, es necesario rem
plazar las coordenadas x , z, u, x', z', u', & c . que entran en L, M, N, 
por x—xf, z—zt, u—ut, x'—xt, z'—z/, u'—ut, C?c; 
lo que da 
L^L+Zx—Xzfc 94), Mj—M^Xu—Ux/i 95),flr==N+Uz,--Zu, (196). 
Igualando á cero estos valores de Lt, Mt, Nt, obtendremos tres ecuaciones 
que pertenecerán esclusivamente á los puntos de la resultante, que serán 
las de sus proyecciones sobre los tres planos de las coordenadas, á saber, 

Xz—Zx—L (197), Uxt—Xu =M(198) , Z a - t / s = J V ( i 9 9 ) . 
{ Más para que esta recta sea posible, es preciso que estas tres ecua<-
ciones vayan conformes entre sí; pero multiplicando la primera por í/, 
la segunda por Z, la tercera por X", y sumándolas después, desapare
cen las variables X/, fc,, uy, y resulta la siguiente ecuación 

LU-t-MZ-+>NX=o, como antes. 
•{ Vemos también que esta ecuación no comprende el caso particular 
de X—o, Z = o , 11=0] 
porque entonces es insignificante el multiplicar las (ees. 197, 198 y 199) 
por estos tres factores nulos, y la ecuación idéntica que resulta no tiene 
ninguna relación con ellas. Las fuerzas P , P', P", C^c. tienen en este 
caso dos resultantes paralelas, no reducibles á una sola, ó bien se equi
libran si ademas de las ecuaciones supuestas X = a , Z—o, U=o, 
se tiene aun (§ 140) L=o, M=o, JV=o. 
Pero cuando las tres cantidades X , Z , U, no son nulas á un mismo 
tiempo, la (ec. 193) se deduce realmente de las (ees. 197, 198 y 199), 
y puede suplir por una de ellas: de modo que esta ecuación de condi
ción comprende todos los casos, escepto el de X = o , Z = o , í/=o, 
lo que va conforme con el resultado anterior. 
{ 160 Las (ees. 197, 198 y 199) hacen conocer solamente la posición 
de la resultante en eJ espacio; pero falta aun determinar su magnitud, 
y aun el sentido en que obra. 
<. Para conseguirlo es necesario componer en una soJa fuerza Ja resul
tante de Jas fuerzas dirigidas en el plano de las xz, y la de las fuerzas # 
perpendiculares á este plano; pero Ja segunda es igual con U: las com
ponentes de la primera paralela á los eges de las x y de las z, y <Zj 
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luego X, Z, .17, son las componentes de la resultante definitiva, parale
las á los tres eges; luego llamándola R y espresando por a,, y,, los 
árpulos que determinan su dirección con relación á los tres eges, ten
dremos (§ 52) R2=X2+Z2+U2 (200); 

• y ademas JRcos.á /=X(20i), Rcos.6==Z (202), Reos.y==U(203); 
ecuaciones que determinan completamente la magnitud y dirección de la 
resultante. 
{ Se puede notar atendiendo á los valores de X, Z, C/(§ 154) 
que esta magnitud y esta dirección son las mismas que si tedas las fuer
zas P , P', P", &C. estuviesen aplicadas en un mismo punto (52), para
lelamente á sus direcciones respectivas ; de modo que la verdadera resul
tante no difiere de la que tendría lugar en este caso, sino por su posición 
absoluta en el espacio. 
{ 161 Si las fuerzas P , P', P", & c . no tienen una resultante única, 
al menos en todos los casos, se pueden reducir á dos fuerzas que no serán 
ya determinadas de magnitud y dirección, como lo seria una sola resul
tante. Esta proposición se verifica fácilmente examinando todos los casos 
que puede presentar el sistema de las fuerzas dirigidas en el plano de las x z , 
y el de las fuerzas paralelas al ege de las u: los cuales sistemas tienen 
siempre, d cada uno una resultante, d cada uno dos resultantes paralelas 
y no reducibles; pero esto se puede demostrar del modo siguiente. 
•( Sin alterar en nada el sistema de las fuerzas P, P', P", £ffe. se pue
den añadir á él dos fuerzas iguales y directamente opuestas. Para fijar las 
ideas, supongamos que estas fuerzas están aplicadas en el origen de las 
coordenadas. SeaSsu intensidad común: a, b, c, los ángulos que una de 
ellas forma con los tres eges, y por consiguiente ir—a, TÍ—b, <n—c, se
rán los ángulos que se refieren á la otra. Podremos suponer que el sis
tema de las fuerzas dadas, aumentado con la primera fuerza S, tiene 
una resultante única; porque la existencia de esta resultante depende so
lo de una ecuación de condición á la cual.se puede satisfacer de una in
finidad de maneras diferentes por medio de las cantidades S, a,b,c. 
Luego espresando esta resultante por R , las fuerzas dadas se hallarán re
ducidas á dos, á saber, á R' y á la segunda fuerza S. De donde se sigue 
que un número cualquiera de fuerzas, dirigidas como se quiera en el es
pacio, se pueden siempre remplazar por dos fuerzas que les son equiva
lentes, y que se reducirán ellas mismas á una sola, cuando las fuerzas 
dadas admitan una resultante única, y 

De la pesantez ó gravedad, y del modo de hallar los centros de gravedad. 

162 La pesantez ó gravedad es la fuerza con que todos los cuerpos 
abandonados á ellos mismos se precipitan hacia la tierra en direcciones 

| perpendiculares á su superficie. La intensidad de la gravedad no es la 
misma en todos los puntos de la superficie terrestre; porque se sabe por 
esperie^ja que crece proporcionalmente al cuadrado del seno de la latí-

y 
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tud desde el ecuador donde es la menor, hasta el polo donde es la ma
yor (*). Se ha reconocido ademas que disminuye en razón inversa del cua
drado de la distancia del cuerpo pesado al centro de la tierra, á medida 
que se eleva sobre la misma vertical; de manera que hablando con todo I 
r igor , la gravedad no es la misma para todas las partes de un mismo 
cuerpo^ á causa de que cada una tiene diferente distancia al ecuador y 

(*) Se ha encontrado después de muchas observaciones que si repre
senta g ' la fuerza de la gravedad á la latitud de 4 5 o ó ^it, y g la 
fuerza de la gravedad en un par age cualquiera cuya latitud sea \J>, se 
tiene g=g'(i—0,002837005.2^) (a). 

Esta fórmula queda indeterminada mientras no se conozca g'; y para 
determinarla nosotros, observaremos que en Paris á la latitud de 48 o 

5o7 y 15" (div. sexages.), la fuerza de la gravedad es 30,196 pies fran
ceses que equivalen á 35,20319 españoles; luego si en la ecuación (a) 
sustituimos en vez de g este valor, y por eos.2^ el suyo 
0 0 5 . 2 ( 4 8 ° 50' 15")=cos .97 0 40 ' 30"—[7/.8J—sen.7 0 40' 3 0"=—0,133554, 
se tendrá 35,20319 pies españoles =g'xi,0003788927; 

35,20319 
lo que da g=— —35,18986 pies españoles; 

1,0003788927 

por lo que la fórmula general para encontrar la fuerza de la gravedad 
en un parage cualquiera cuya latitud sea 4-, será 

g=35,18986(1— 0,002837005.2%|/)=35,18986—•0,09983005.24' (b) 
en pies españoles. 

Si en vez de eos.24. sustituimos su valor [II. §19 (3 ) ] 1—2se».2\J», 
esta última espresion se convertirá en 

g = 3 5 i i 8986—0,09983(1— 2sen.2^)= 
35,18986—0,09983-1-0,1996Ó5e/z. : 24/=35,o9003+o,i99665ew. 2\í/ (c), 

que también es la formula que espresa en pies españoles la fuerza de la 
gravedad en un parage cualquiera cuya latitud sea 4>. 

En el ecuador donde es la menor, se tiene \J>=o, y por consiguien-
te sen.^=o, que da g~Zo-,°900ZP¿es = I 1 -,69668 varas (d); 
y en el polo donde es la mayor, se tiene \]y=|9r, 
y por consiguiente sen2^=z(sen.W)2=i'2=:i; 
lo que da g=35,09003-i-o,i 9966=35,28969 pies españoles (e). 

De modo que el aumento de la gravedad desde el ecuador al polo es 
0,19966 pies, que es próximamente de dicha fuerza en el polo, ó T±rg 
de su valor medio, ó á la latitud de 4 5 o . 

Como el primer término de la (ec. c) es la fuerza de la gravedad en 
el ecuador, el segundo término espresa el aumento de la gravedad en 
función de la latitud; luego si representamos por \J/ y por vi/' las lati
tudes de dos parages diferentes cualesquiera, tendremos que 

\ o , i99665€«. 2 ^ ' y o,J99665e«.2\J/' + 
espresarán el aumento de la gravedad en cada uno de estos partees res-

• M T . III . P . I . 
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al centro de la tierra. Sin embargo, como por grande que sea un cuerpo, 
siempre es sumamente pequeño con relación á la tierra, se supone que 
todas las partes materiales e' iguales de un mismo cuerpo, intentan des-

• cender con la misma fuerza en direcciones paralelas (*). De donde resulta 
que un cuerpo pesado se debe considerar como un conjunto de puntos mate
riales, á los cuales están aplicadas fuerzas iguales, paralelas, que obran 
en el mismo sentido, y cuya dirección se conoce por esperiencia suspendien
do un cuerpo al estremo inferior de un hilo que tiene fijo el otro estremo. 

163 Pues que estas fuerzas son paralelas, tendremos (72) que la resul
tante de todas ellas será igual á su suma y paralela á su dirección común, 
Esta resultante forma lo que se llama el peso del cuerpo. 
De esta definición resulta: 1.° que el peso de un cuerpo homogéneo, 6 
que es enteramente de la misma materia, es independiente de su forma 
y proporcional á su volumen; y 2. 0 que dos cuerpos homogéneos y equi
valentes en volumen son iguales en peso; de manera que si se les coloca 

pecio de la del ecuador; y como estas cantidades tienen el factor común 
0,19966, guardarán la razón de sen.2^';sen.2^>"; 
luego se verifica como hemos asegurado en el testo que crece la gravedad 
proporcionalniente al cuadrado del seno de la latitud. 

Si en la (ec. c) se sustituye por \f> la latitud de la plaza mayor de 
Madrid que es 40 o 25% hallaremos que la fuerza de la gravedad es 
35,1739 pies, que es el mismo que se espresa en el (§ 1 1 3 ) de mi Com
pendio de Mecánica Práctica. Y como allí lo hemos deducido de la fór
mula general de la longitud del péndulo simple, esta conformidad com
prueba la exactitud de ambas fórmulas. 

Este valor de la fuerza de la gravedad es en el supuesto de que 
Madrid se hallase al nivel del mar; pero como esto no se verifica, pues 
Madrid se halla 798 varas mas alto (§ 5 5 7 ) , resulta que en virtud de 
la tabla de la pág. 41 del citado Compendio, deberemos multiplicar la 
cantidad 35 ,1739 por 0,999895, que es el número que en ella corres
ponde á la altura de 800 varas á que tanto se aproximan las 798 que 
está Madrid mas alto que el nivel del mar; y egecutando la multiplica
ción resulta para la fuerza de la gravedad 35 ,1703 pies. 

Hay otra circunstancia que disminuye la fuerza de la gravedad, que 
es la fuerza centrífuga; y como esta en Madrid, atendiendo á su latitud 
y á su altura sobre el nivel del mar, es (§ 426) 0,0704 pies, si restamos 
esta cantidad de la anterior, nos resultará 35,0999 pies para la fuerza 
de ta gravedad, que para mayor sencillez tomaremos por valor aproxi
mado el 35,1 pies. 

(*) En el (§ 37) de mi Compendio de Mecánica Práctica, se manifiesta 
el espacio adonde irían á parar todas las direcciones de la gravedad, 
que es el comprendido por las evolutas del meridiano terrestre; de donde 
se dedfjtf la legitimidad con que se puede suponer que la dirección de la 
gravedaa se'fectúa por lineas paralelas. 

k 
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en los platillos de una balanza se equilibrarán. Todo lo cual está perfec
tamente confirmado por la esperiencia; la cual nos manifiesta también dia
riamente que los cuerpos heterogéneos no tienen el mismo peso en volú
menes iguales; y por esta razón nos representamos estos cuerpos como 
comprendiendo en un mismo volumen diferentes números de partes mate-* 
riales, dotados de igual pesantez. 

Se acostumbra espresar esta diferente composición, diciendo que los 
cuerpos son mas d menos densos, según contengan en igual volumen un 
número mayor d menor de partes materiales igualmente pesadas. De don
de se deduce que la densidad relativa de dos cuerpos es la relación de 
sus pesos en igual volumen. A loque pesa un cuerpo en un volumen dado 
se le llama también peso específico; y como en un volumen dado pesará 
mas el cuerpo que tenga mayor densidad, resulta que los pesos específi
cos son proporcionales á las densidades; y que si el volumen del cuerpo 
es igual á la unidad, entonces el peso especifico es igual á la densidad; 
por consiguiente si se quiere formar una tabla de las densidades 6 pesos 
específicos de diversos cuerpos, ya sean solidos d fluidos, se tomará por 
unidad la densidad d peso específico de una sustancia cualquiera, y se de
terminará por la esperiencia la relación del peso de un volumen cualquie
ra de cada cuerpo, con el de un volumen igual de dicha sustancia. El 
agua destilada es el cuerpo que se elige por término de comparación; pe
ro como su densidad varía con su temperatura, se toma por unidad la 
densidad de este líquido en el punto de su mayor condensación , que cor
responde á 4° del termómetro centígrado, ó 3°,6 del deReaumur. Así, 
cuando se dice por egemplo que la densidad del oro es 19, esto significa 
que el peso de un volumen cualquiera de este metal es igual á 19 veces 
el de un volumen igual de agua destilada y tomada en el máximo de den
sidad d condensación. 

164 Guando se trasporta un cuerpo de un parage á otro, su peso va
ría proporcionalniente á la pesantez ó gravedad; de lo cual es imposible 
que nos cercioremos por medio de una balanza, pues que los pesos de 
todos los cuerpos crecen y decrecen en la misma relación. Para manifes
tar directamente esta variación , seria necesario comparar el peso de un 
cuerpo con una fuerza que no dependiese de la variación de la pesantez, 
y el medio mas simple seria el emplear para este caso la fuerza elástica 
del aire, como esplicarémos á su tiempo (543)- Por ahora nos contenta
remos con observar que si llamamos D la densidad de un cuerpo , esto 
es, el número de partes materiales que hay en la unidad de volumen (*), 
y espresamos por V el volumen total, de un cuerpo homogéneo, ó el 
número de unidades de volumen que contiene dicho cuerpo , tendremos 
(I. 67 2. 0 ) que representando por M la masa d el número de partes ma
teriales que hay en todo el cuerpo, será M=VB (204). 

(*) El tener un cuerpo mayor ó menor densidad proviene de que el 
euerpo tenga menos ó mas poros. mr 
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Si la pesantez ó gravedad no variase de un parage á otro, el pesq 

de un cuerpo podria estar representado por su masa: en cuyo caso lla
mando P al peso seria P = M (205); 
pero si trasportamos la masa M á otra distancia del centro de la tierra, 

* bien sea por elevarla sobre su superficie d por llevarla mas hacia el norte 
d hacia el medio dia, será necesario para que se conserve la igualdad en 
la ecuación anterior, multiplicar la masa M por el valor que tenga la 
fuerza de la gravedad en aquel parage; luego si espresamos dicha gra-
redad por g , se tendrá P=Mg (206). 

Sustituyendo en esta ecuación en vez de M su valor V"D (ec. 204), 
se tendrá P=VDg (207). 

En esta ecuación en que las cantidades P, V, D , g , no son de la 
misma especie, conviene advertir para no incurrir en ninguna impropie
dad, que estas letras representan números abstractos, á saber, las rela
ciones de las cantidades correspondientes á unidades arbitrarias de la 
especie de cada una. Así es, que V espresa el número de unidades cú
bicas que tiene el volumen del cuerpo que se considera : D la relación 
numérica de su densidad con la del agua destilada que se toma por uni
dad : g la relación de la pesantez en el parage donde se halla el cuerpo 
con la pesantez que se elige por unidad de fuerza en un lugar determi
nado; y entonces la unidad de peso es la de una unidad cúbica de agua 
trasportada á este último parage, y P espresa el número de estas unida
des que contiene el peso del cuerpo (*). 

Si espresásemos por V, D ' , g' y Plas cantidades correspondientes 
á otro cuerpo, tendríamos P'^V'U'g' (208). 

Formando proporción con estas dos ecuaciones, tendremos 
P-.P'-.'.FDg-.V'D'g' (209). 

Si g=g' será P.P'v.VB.V'B' (210), 
que nos dice que en un mismo parage, ó en dos parages diferentes en que 
la fuerza de la gravedad fuese una misma (ya por tener igual latitud por 
estar en un mismo paralelo d en paralelos que disten igualmente del ecua
dor, ó ya por compensarse la variación de latitud con la mayor d menor 

(*) En mi Compendio de Mecánica Práctica (§43 y siguientes) se 
presenta una tabla que contiene los pesos específicos de las principales 
sustancias, y reglas prácticas para determinar con su auxilio el peso de 
un volumen cualquiera de ellos. 

También hay tablas en que se espresa la longitud de cada grado del 
meridiano, la distancia de cada paralelo al ecuador, la longitud del 
péndulo simple que oscila los segundos sexagesimales y la fuerza de la 
gravedad en los diversos puntos de la tierra, según sea su latitud ó el 
paralelo en que se hallen. También está la fórmula de Laplace para ha-

I llar lo que un cuerpo al caer se separa de la vertical hacia el oriente; 
y por último se encuentra una tabla en que se espresa el decremento de 
la gravad j diferentes alturas sobre el nivel del mar. 

K 
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distancia de los cuerpos al centro de la tierra) los pesos estarían en ra
zón compuesta de sus volúmenes y densidades. 

Si ademas supusiéramos D=D', se tendría P\P'y.V:F'(2ii); 
que nos dice que á igualdad de gravedad y de densidades, los pesos es- I 
tarian en razón de los volúmenes. 

Si ademas de g—g' tuviésemos V=-V, seria P'.P'v.B.R' (212); 
que nos dice, que á igualdad de gravedad y de volúmenes, los pesos guar
dan la razón de las densidades. 

Si los pesos y las gravedades fuesen iguales la (prop. 210) nos daria 
VD=V!iy, ó V:V::D':D; 

que nos dice que los volúmenes están en razón inversa de sus densidades. 
Puesto que los pesos específicos son como las densidades (162), re

sulta que si llamamos p y p ' los pesos específicos de los dos cuerpos que 
consideramos, tendremos p'.p''.'.P>'.D' (213); 
y sustituyendo en vez de la razón D.D', la p'.p' en la (prop. 209), se 
tendrá P:P': :Vpg:V'p'g' (214). 

De la cual podríamos sacar las mismas consecuencias respecto de los 
pesos específicos que hemos sacado respecto de las densidades. 

165 También podríamos sacar consecuencias semejantes para cuando 
se tuviese V—V y variasen D y g &?c., ó D=.D' y variasen Vy g; pero 
no nos detendremos, por ser muy fácil sacar todas estas consecuencias á 
los lectores que hayan tomado el consejo que se les dio en la nota del 
(§513 del tom. I.); y porque si multiplicamos estreñios y medios en 

las proporciones (209 y 214), tendremos ^ ^ ^ ^ ^ | ¿ í l ) : 
De cuyas ecuaciones podremos sacar en todos los casos que ocurran 

la relación de dos cualesquiera de estas cantidades, según sean las cir
cunstancias iguales que se supongan. 

166 Pues que todos los puntos de un cuerpo pesado están solicitados 
por fuerzas paralelas, se sigue que si se le hace tomar sucesivamente di
versas posiciones con relación á la dirección de estas fuerzas, su resul
tante pasará constantemente (75) por un cierto punto de este cuerpo. 

Este punto que en general hemos espresado (76) con el nombre de 
centro de las fuerzas paralelas, toma aquí el nombre particular de centro 
de gravedad. Su propiedad característica en los cuerpos sólidos consiste 
en que si se supone fijo dicho punto, el cuerpo á que pertenece perma
nece en equilibrio en todas las posiciones posibles al rededor de este punto; 
porque en todas estas posiciones la resultante de las fuerzas aplicadas á 
los puntos del cuerpo, viene á pasar por el punto fijo. 

167 También se concibe que cuando un cuerpo solido está detenido 
por un punto fijo, es necesario y basta para el equilibrio que la recta que 
une este punto y el centro de gravedad sea vertical, pudiendo hallarse 
este centro mas arriba ó mas abajo del punto fijo. En efecto, siendo el 
peso del cuerpo una fuerza vertical aplicada en su centro de g^vedad, 
su dirección coincidirá en nuestra hipótesis con la recta qW f̂ine este 
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centro y el punto fijo; por consiguiente esta fuerza será destruida (76) 
por la resistencia de este último punto, como si estuviese aplicada inme
diatamente á él. 

168 Por la misma razón, si se considera un cuerpo so'lido pesado sus
pendido por un hilo GA. (fig. 59) á un punto fijo C, se tendrá que en el 
caso de equilibrio este hilo será vertical, y la prolongación AB de su 
dirección irá ápasar por el centro de gravedad del cuerpo; lo que su
ministra un medio para determinar por esperiencia el centro de gravedad 
de un cuerpo sólido heterogéneo y de figura cualquiera: para lo cual se 
le suspende sucesivamente á un punto fijo en dos posiciones diferentes, es 
decir, que después de haber fijado el hilo de suspensión en un punto cuaí-
quiera A, se le fija en otro cualquiera A', se aguarda en estas dos posi
ciones á que se restablezca el equilibrio; después se traza en ¿o interior 
del cuerpo la prolongación del hilo de suspensión, d saber, AB en la pri
mera posición y A'B' en la segunda: estas dos rectas se cortarán en un 
punto G que es el centro de gravedad buscado. 

169 Para encontrar las fórmulas generales que nos sirvan en todos 
los casos para determinar los centros de gravedad, observaremos que si 
á diferentes puntos unidos entre sí de un modo invariable y cuyas co
ordenadas son respectivamente x, z, u; x', z\ u'; x", z", u", ¿Ve., se apli
can los pesos P , P'', P", & c , considerando estos pesos como fuerzas pa
ralelas, podremos determinar las coordenadas del centro de las 
fuerzas paralelas por medio de las (ees. 113, 114, 115) 

J , + i , / + P " + i , , " + P 

P-hl / 4 -P / / 4 -P / / / H -P / VcifC. 

Pu+P'u'+P"u"+P'"u",+P'vu,v+&c. 

(218), 

(219). 
P+P'-\-P"~T-P

/"+P'^&c. 
170 Si espresásemos por m, m', m", £s?c. las mesas que corresponden 

á los pesos P , P', P", cjfc. y suponemos que los puntos no se hallan tan 
distantes entre sí que tengamos que atender á la variación de la fuerza 
de la gravedad, resulta que podremos suponer (162) que todas estas ma
sas se hallan solicitadas por una misma fuerza de gravedad que espresa
rémos por g , y tendremos (ec. 206) P=mg, P = ; / / g , P"=m"g, & c . 

Luego si sustituimos en vez de P , P\ P", & c . estos valores en las 
ecuaciones anteriores , y suprimimos la g que resulta común en todos 
los términos del numerador y denominador, tendremos 
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_mx+m'x'-\-m"x"+m'"x'"+m'yx'y+&c 

mz+m'z'+m"z"+m"lz"'+m'yz'y+&c. 

m+m'-i~m'/-+~m'''r+-tríy-T-&c. 
(221), 

mu-T-mu -hm u -hm / / / „ / / / 

u— • • ( 2 2 2 ) ; 

cuyas fórmulas nos manifiestan que estas coordenadas del centro de gra
vedad son independientes de la intensidad de la pesantez ; por cuyo mo
tivo Euler prefirió el nombre de centro de inercia al de centro de gra
vedad. De lo cual se deduce que el centro de gravedad de un cuerpo ó 
sistema de cuerpos, no muda de posición cuando se trasporta el cuerpo ó el 
sistema de un parage á otro en que la fuerza de la gravedad sea diferente. 

171 Guando los centros de gravedad de todos los pesos parciales 
P, P', P'\ cifc. se hallen en un mismo plano, el centro de gravedad del 
sistema se hallará también en el mismo plano (74 cor.); y si suponemos 
qué este sea el plano de las xz, no necesitaremos para nada la (ec. 2 2 2 ) 
y tendremos suficiente para determinar la posición del centro de gravedad 
con las dos (ees. 2 2 o y 2 2 1 ) ; y cuando todos estos puntos se hallen situa
dos sobre una misma recta, el centro de gravedad se hallará (74 cor.) en 
esta misma recta; por lo que si suponemos que esta se tome por ege de 
las x, para determinar dicho centro nos bastará la (ec. 2 2 0 ) ; pues nos 
dará la distancia xy á que se halla del origen de las coordenadas el espre
sado centro de gravedad. 

1 7 2 Si las masas m, m', m", fífe. son de una sustancia homogénea, 
llamando D su densidad y v, v', v", 6?c. sus volúmenes, tendremos 

m—vD, m'=v'D, m"=v"D, &?c. 
Yponiendo estos valores-en las (ees.220, 2 2 1 , 2 2 2 ) , suprimiendo el factor D 
que resulta común en todos los te'rminos del numerador y denominador, será 

¿ e , = — 

v-Jí-v'^v"-T-v'"'Jt-v'y-^^c. 

vz+v'z,-+-v"z"+-v,"z'"+-v'vz'y+&c. 

vu+v'u'+v''u"+v"'u'"+v'xu'y+-&c. 

V~r-v'-r-v"-+-v'"~i-V/y~h&C. 

• ( 2 23/> 

(224), 

(225). 

173 En virtud de lo que queda espuesto (129), podremos poner las 
(ees. 220, 221, 222) bajo la forma siguiente: 

í>.(mx) t 2.(mz) ' 2.(mu) 
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que nos dicen que la distancia del centro de gravedad á un plano cual
quiera , se halla dividiendo la suma de los momentos con relación á dicho 
plano, por la suma de las masas. 

Por la misma razón se nos convertirán las (ees. 223, 224, 225) en 
2.(im 2.(vz) X.(vu) 

X=z — ; (220), * , = — i — - (230), K . = (231). 
' 1 W ' ' 2,(») V 6 J 1 j&frj 

174 Cuando este sistema de puntos forma un cuerpo continuo, en
tonces estas ecuaciones se convierten en unas verdaderas integrales; y 
sirven para hallar las distancias de los centros de gravedad á los planos 
respectivos de las zu, de las xu y de las xz. Para demostrarlo observa
remos que si concebimos dividida la masa d el volumen dado de un cuer
po en un número muy considerable de partes, estas serán tanto mas pe-
quenas, cuanto mayor sea su número; y como cualquiera que sea el nú
mero de partes en que concibamos dividido el cuerpo, se verificará que 
la suma de los momentos con relación á un plano, dividida por la suma 
de las masas dará la distancia del centro de gravedad á dicho plano, 
resulta que esta misma propiedad se verificará cuando se conciban estas 
partes en el límite de su magnitud; pues (II. 485) el límite de la relación 
de dos funciones es el mismo que la relación de los límites. 

Luego si convertimos la X en el carácter integral S y espresamos el lí
mite de una de estas partes por dm, esto es por la diferencial de la ma
sa , las (ees. 223 ,224, 225, d las 226 , 227, 228, d las 229, 230, 231) 
se nos convertirán en 

S.(x'Am) S.(zdm) . . S.(udm) 
(232), z~ / (233), u~ ,-(234). S.(dm) ü ' Ü.(dm) ' ' ü.{ám) 

Las cuales nos dicen que para tener la distancia del centro de gra
vedad de un cuerpo á un plano, es necesario multiplicar uno de los ele
mentos por su distancia á este plano, e integrar en toda la estension del 
cuerpo: con lo cual se tendrá la suma de los momentos de estos elemen
tos ; y después será necesario dividir por la integral de todos los ele
mentos , que es la masa de todo el cuerpo. 

De estas ecuaciones solo necesitaremos las dos primeras, si se supone 
que todas las masas se hallan en un mismo plano; y solo se tendrá ne
cesidad de la primera si todas se hallan en linea recta, o están de tal mo
do dispuestas , que todo el sistema sé pueda reducir á partes, cuyos cen
tros de gravedad se hallen en linea recta, pues en este caso el centro de 
gravedad de esta será el de todo el sistema. 

En vez de S.(dra) podemos poner la masa del cuerpo que espresare'-
mos por M; y quitando el divisor en las ecuaciones anteriores se conver
tirán en Mx=S.(xdm)(225), ^ =S.(^dm)(2 36), Mu=S.(udm)(2 27); 
que nos dicen que la masa de un cuerpo multiplicada por la distancia de 
su centro de gravedad á un plano, á una linea o á un punto, es igual á 
la suma\y t^.ios los productos de cada una de las partículas ó mole'cu-
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las del cuerpo por su distancia al mismo plano, á la misma linea, ó al 
mismo punto. 

175 Propongámonos ante todas cosas hallar en general el centro de 
gravedad de una porción cualquiera de una linea plana. 

Sea z—í.x la ecuación de la linea dada DCH (fig. 60) referida á los 
dos eges rectangulares AX.AZ; concibamos esta linea compuesta de un 
conjunto de puntos materiales iguales é igualmente pesados, y que se bus
ca su centro de gravedad , suponiendo determinados sus estreñios C y H. 
En este caso nos bastarán (174) las dos (ees. 232 , 233); y como la masa 
pesante es la porción de linea CH, si espresamos su longitud por s, ten
dremos que en virtud de lo espuesto (II. 591) el elemento de esta linea 

que será el límite de la parte mm', será ás—S/üx2-+dz2, 
y espresará la verdadera idea de la molécula que hemos señalado por d/»; 
luego si multiplicamos esta espresion por x, tendremos que 

xds=x\/dx2-hdz2 

será el momento de dicho elemento d molécula con relación al ege AZ; 

y multiplicando por z, se tendrá zds=z\/dx2-+-dz2 

para el momento de dicho elemento d molécula con relación al ege AX; 
y como la suma de todos Jos elementos es aquí la longitud s, resulta que 
las (ees. 232, 233) se nos convertirán en 

S.xds S.x\/dx2+dz2 S.zds S.z\Zdx2+dz2 

x , - — - - : O38), * , = — - - " (239)J 
9 9 s s 

j para determinar la longitud s tendremos s=S.\Sdx2-i-dz2 (240). 
176 Para h?cer perceptible el uso de estas ecuaciones, supongamos 

que se quiera hallar el centro de gravedad de una linea recta; que para 
hacerlo desde luego con toda generalidad supondremos que no pase por 
el origen, sino que sea la KH (fig. 61), Ja cual se halle referida á los 
eges AX, AZ, y tendrá por ecuación (II. 160) z=ax-+-b. 

dz 
Si la diferenciamos tendremos dz=adx, de donde dx~—; 

a 
sustituyendo en el valor de ds primero en vez de dz su valor adx, y des-

dz 
pues en vez de dx el suyo — , tendremos estos dos valores de ds, á saber 

a 

ds=V dx2+a2dx2=dx\/7Ta~z, 

6 ¿s^^+áz>=áz\/*JlV—2 rH1\ 
a2 a2 a v ' 

Integrando estas dos ecuaciones, tendremos •% Jr 
§ N T . III. P. I. 
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S—XVI^CL2 4-0(242) y 5 = _ _ \ / n - a 2
 +C(*4z). 

a 

Para determinar estas constantes es necesario que también determi
nemos nuestra cuestión, es decir, que nos fijemos de qué parte de la li-
nea indefinida KH es de la que queremos hallar el centro de gravedad; 
y así, supondremos que sea de la parte DE en que las coordenadas de sus 
estreñios sean AB=a , BD=£; AC=a / , CE=£'; 
y como las coordenadas que reducen á cero la longitud s de la recta, son 

x—u, y z=£, tendremos (II. 632) C=—&S/n-a2, y C ' = s/ 1-ha2; 
a 

por lo que los dos valores anteriores de 5 resultarán 

s=x\/1 + ü 2 ~ a V n - f l 2 = ( « ~ « ) v / H a 2 (244) y 5 = \A~t-a 2 (245). 
Zr 

a 

Sustituyendo estos valores de s y ds en las (ees. 238 y 239), hacien
do las simplificaciones (II. 635) é integrando, nos resultará 

S xdx\/i-+a2__\/i-l-a
zS.xdx S.*d* |** + C" 

~- — — — ~ (246), 
(*_.a)v/i+a f l (x~a )V/ i+a 2 * ~ a 

zdz '. 1 

S.— V W a 2 —Vi+a2S.zdz 
a a S.zd¿ \z2+-C"f . , 

z =3 - = - 1 247). 

a 
Para determinarlas constantes C" y C" observaremos que espresan

do los numeradores la suma de los momentos de todas las partes de la 
linea, en reduciéndose esta á cero no habrá suma de momentos, pues no 
hay linea; y como esto sucede cuando x = A B = a , £==BD=(a>, 
tendremos (II. 632) C " = > - | » a , C"'—~iQ2; 
cuyos valores sustituidos en las (ees. 246 y 247) las reducen á 

— = ( I . § i 7 9 > = * (243), 
x—a x—a 

§ Z 2 - Í £ 2 j-(z+e)(z-e) =i(*+£) (249). 
¿5—£ z—£ 

Estas ecuaciones espresan todavía en general las coordenadas del cen
tro de gravedad de la parte de recta DEH, que principia en D y ter
mina en el punto cuyas coordenadas sean x y z; luego si quisiéramos 
hallar las coordenadas del centro de gravedad de la parte DE, susti
tuiríamos enjf' ugar de x el valor que le hemos supuesto AG=a / , y en 

file:///A~t-a2
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vez de z el CE=£', y tendríamos x=|(a-4-a ' ) , 

Pero si en el trapecio BDEG, suponemos que F sea el punto medio 
de BG, se tendrá 
AF=AB-f-BF=l(2AB-f-2BF)=i(AB+AB+BG)=|(AB+AC)=|(a+a ,) í 

y por lo demostrado (I. 516), se tiene FG=§(BD+CE)=i(6H-é /); 
luego se tendrá x ^ A F , z=FG; 
luego el punto G es el centro de gravedad de la parte DE de la KDEHj 
y como de suponer que F se halla en el medio de BG, resulta que G es 
el medio de DE, deducimos que el centro de gravedad de una porción 
cualquiera de una linea recta, se halla en el punto medio de su longitud. 

177 De esta verdad nos hubiéramos convencido sin necesidad de 
hacer uso del cálculo, observando que cada molécula m situada á un 
lado del punto G corresponderá á otra molécula m' igualmente distante 
de G; por consiguiente los momentos mxGm y m'xGm' serán iguales; 
y como lo que acabamos de decir de los puntos m y m' se puede aplicar 
á todos los demás de la porción de recta DE, tomados de dos en dos, re
sulta que la suma de los momentos de todas las moléculas con relación 
al punto G es igual á cero; luego el momento de la resultante (ec. 94) 
será nulo, y por consiguiente la resultante pasará por el punto G que se 
halla en medio de la DE. 

178 Propongámonos por segundo egemplo hallar el centro de grave
dad de un arco de circulo CDE (fig. 62). Con este objeto dispondremos 
los eges de las coordenadas de modo que el ege de las abscisas divida á 
dicho arco en dos partes iguales; en cuyo caso el arco será simétrico con 
relación á dicho ege, y por consiguiente su centro de gravedad se ha
llará en dicho ege, y se tendrá zt—o. Para convencernos de ello, obser
varemos que si se dobla la figura por el radio AD todo el arco DE se 
confundirá con el DG, y por lo mismo su centro de gravedad g', cual
quiera que sea, se confundirá con el g del arco DG; luego estos centros 
de gravedad g, g' distarán igualmente del ege de las x; y considerando 
en g y g' dos pesos d fuerzas que espresen las magnitudes iguales de los 
arcos DE, DG, la resultante de estas dos fuerzas pasará (67 cor.) por 
el medio de la linea gg' que los une; luego el centro de gravedad G de 
todo el arco CDE se hallará en G medio de gg'. Luego solo necesita
mos (174) la (ec. 232). 

Como la ecuación del círculo, tomando el origen en el centro es 
s 2=a 2—x 2, se tendrá diferenciando 2záz=—2xdx; 

xdx 
de donde resulta áz—"- ; 

z . . v„ • '.'v 

por lo que tendremos ás—Vo\xz-ház2~\/ ^ ^ 1 ^ 1 . — 



1 0 0 TRATADO ELEMENTAD 
ldx2~x2^x2Tx2dx2 adx 1 / x^dlF 1 / V 

a2—xz \/a2—x2 

de estos dos valores tomaremos el negativo, porque x decrece cuando 
crece el arco; y sustituyendo este valor en vez de \/dx2~\~dz2 en la 
(ec. 238) y pasando el divisor al primer miembro, tendremos 

$ x — S. ~ * a x á x — a s . =(II. $ 5 2 6 ) a V ^ = P + C = a ^ a 

Para determinar la constante C, observaremos que cuando x=a que 
da z = o , el arco es igual con cero; lo que da (II. § 632) C=o ; 
luego la ecuación anterior se convertirá en sx==az (250), 
que puesta en proporción da s'.a'.'.z'.x,; 
ó duplicando los antecedentes 

2s=arcvCDE:a=radio: :2^=cuerdaCE:x /=AG; 
por lo que la distancia AG- es cuarta proporcional al arco, al radio y 
á la cuerda. 

El centro de gravedad de la circunferencia entera debe hallarse en 
su centro; pues siendo el círculo y la circunferencia simétricos respecto 
de su diámetro, el centro de gravedad deberá pasar por todos los diá
metros; luego se hallará en el punto que tengan común, que es el cen
tro del círculo. 

Pero esto se deduce también del valor que acabamos de hallar para 
XI; porque si suponemos que el arco 5 llegue á ser 2 7r=D'EDCD / , como 
para el punto D' se tiene x——a, y Z = Q , la (ec. 250) nos da 

az az o 

' S 27T 27T ' 

lo cual manifiesta que el centro de gravedad se halla en el origen de las 
coordenadas que es el centro del círculo. 

179 Propongámonos ahora hallar el centro de gravedad de un arco 
de curva de doble curvatura, ó en general el de una linea cualquiera 
situada en el espacio. 

El elemento de una curva de doble curvatura, ó en general de una 
linea sea recta d curva, considerada en el espacio, tiene por espresion 

d s = V / d x 2 - H d x 3 - H d u a (*). 

(*) He tenido la mayor satisfacción en saber que en los muchos in
formes que ha tomado el gobierno acerca de los dos primeros tomos de 
esta obra, que comprende hasta el cálculo integral, la única objeción 
ó reparo que se le ha puesto es el de ser demasiado estensa y volumino
sa. Esta objeción ya la habia yo previsto, fundándome en que habiendo 
hecho las Matemáticas en estos últimos anos unos rapidísimos progresos, 
que auñkio^on bastante conocidos: y habiendo tratado yo en mi obra de 

1 



DE MECÁNICA. ; 1 0 1 
Tomemos los momentos de este elemento con relación á los planos 

coordenados; y como SÉ, Z, u, representan las distancias de este elemen
to á los planos de las zu, de las xu y de las xz, los momentos de es te 

elemento con relación á dichos planos serán 

xV'dx^-h-üV-Haw2, z\/dx2-Hd^2-»-dií2, M V / d x 2 - K k 2 - 4 - d i í 2 ; 

formar unos elementos tales que con solo su estudio se pudiesen entender 
después las obras maestras que hay escritas acerca de esta ciencia, por 
precisión hablan de salir mas estensos que las otras obras que se conocen 
en España; más para tomar un término medio, omití sin embargo mu
chísima doctrina que tenia ya escrita, por las razones que espuse en el 
§695 del 2. 0 tomo de esta obra, y me reservaba el publicar todo lo de-
mus en apéndices ó suplementos á cada tomo; con lo cual se podría tener 
una obra completísima; pero ínterin llega este caso., vamos á manifestar 
que el elemento de una curva de doble curvatura, d en gener-al de una 
linea cualquiera considerada en el espacio, ya sea recta ya curva, tiene 

por espresion V dx2-h dz2-T-da2. 
Para esto supongamos que My M' (fig. 63) sean dos puntos situados 

en el espacio, cuyas coordenadas sean x, z, u, y x', z', vé; y tendremos 

(II. § 180) MM'=^\/ (x'—xf^{;z'—zf^(a'—af (A). 
Si espresamos por k d por Ax la diferencia de las abscisas x' y x, 

como z y u son funciones de x, nos darán (II. § 535) 

. , . dz d2z k2 dz d2z Ax2 

z — F . ( x 4 - k ) = z ^ ~ . ICH r . i - c i f c . = z - i .Ax-i——. HCife. 
dx dx2 1.2 dx dx 1.2 

, P / 1 X da , d2u k 2 da d2a Ax2

 CJS 

u = r f . ( x + k ) = : u H . k n . - H C f f c . = U - í .Ax-¡ - . h&C. 
dx dx2 1.2 dx dx 1.2 

Sustituyendo estos valores, así como el de x'—x que es Ax, en la 
(ec. A) tendremos cuerda MM'— 

\ / A « dz d2z \ /da2 du d2a \ 
V Ax 2+( — H — x—-Ax-+-&>. )Ax2+( - + _ x - A x + 6 ? . U x 2 ( B ) ; 

\dx2 dx dx2 ) \dx2 dx dx2 ) K J 

dividiendo por Ax esta ecuación, se convierte en 

cuerda MM' 1 / dz2 dz d2z da2 da d2u ~~~ /r* 
' ~ — y 1 + — + — x — Ax-\-&C.-H—-•+-—x —-Ax-+<fc. (L); 

&x dx2 dx dx2 dx2 dx dx2 

y pasando al límite por las consideraciones hechas (II. 591) se obtie-

ds ~d~p 7̂2" 
n e Tx~ * I + J ^ ( D ) ' $ue d a ds^Vdx^dz^du2 (E); 

que era lo que nos proponíamos encontrar. 
Ahora, concibiendo un paralelepípedo de que MM' sea la diagonal, 

y cuyas caras sean paralelas á los planos coordenados, y ^yajlo las dia- t 
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por consiguiente espresando por xt, las coordenadas del centro 
de gravedad, y por s la porción de linea, se determinarán (174) estas 
cantidades por las ecuaciones 

[ . í^SVü^+d^+dií2 ( 2 5 x ) ' sx—S.xV"dx2~hdz2-hdu2 (252), 

sz=S.z\Zdx2-J-dz2-r-du2 ( 253 ) , su^S.uVax2+dz~^du2 (254) . 
180 Apliquemos estas fórmulas para hallar el centro de gravedad 

de una linea recta AM (fig. 64) considerada en el espacio; y para ma
yor sencillez supondremos que el origen de las coordenadas sea uno de 
los estremos de esta recta; por lo cual sus ecuaciones (II. 182) serán 

x=au ( 2 5 5 ) , z=bu (256); 

gonales en las caras contiguas al punto M, tendremos que el triángulo 
MM'm, rectángulo an m. dará (i. § 649) M,m=Au=MM/cos.MM,m; 
el MM'Q,' rectángulo en Q, dará M'Q=zqm=Ax=.MM'cos.MM'Q; 
y el MM'N rectángulo en N, dará M'N—Mq~Az=MM'cos.MM'N, 

Ax , Az An 
lo queda cos.MM'Q— , cos.MM'N— , cos.MM'm— -. 

* v MM' MM' MM' 
Ahora, siendo M'Q, M'N y M'm, respectivamente paralelas á los 

eges de las x, de las z y de las u, los ángulos que formen con la MM' 
serán los mismos (I. 547 esc. 2 . 0 ) que los que forme la misma MM' con 
los espresados eges; y representando dichos ángulos por las letras mayús
culas semejantes X, Z , U, las ecuaciones anteriores se nos convertirán en 

Ax Az An 
COS.Xzrz , COS.Z= -, COS.V— . 

MM MM'' MM' 
Ahora, si suponemos que el punto M' se vaya aproximando á M, ten

dremos que las MM', Mn, Mq y MO irán disminuyendo, y sus espre
siones se irán acercando á sus límites, que serán ds, dx, dz y du; 
y como al mismo tiempo la posición de MM' se va acercando á la de la 
tangente MT con la cual se confundirá cuando dichas espresiones lleguen 
á sus límites, resulta que en suponiendo que han llegado al límite, el 
ángulo X espresará el ángulo formado por la curva KMM' ó su tangente 
MT en el punto M con el ege de las x; Z espresará el formado con el 
ege de las z; y U el formado con el ege de las u; y tendremos 

dx dz du 
cos.X--~ (F), cos.Z-~~ ÍG), cos.Vzz— (H), 

as ds ds 
cuyas ecuaciones se pueden retener con facilidad en la memoria, pues 
quieren decir que el coseno del ángulo que el elemento de curva d su tan
gente en un punto, forma con cada ege coordenado, es igual á la diferen
cial de dicha coordenada partida por la diferencial ó elemento-del arco 
de curva. 

S Í la %rvQ,se hallase en un plano, tomándole por el de las xz, las 
i 
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y diferenciando resulta óx=adu (257), dz=bdu (258). 
Sustituyendo estos valores en la (ec. 251) se nos convertirá en 

8=S.áuVa2+b2-+-i, 
ó haciendo para simplificar \^a2-T-b2-r-i=A, 
será s=S.Adu=Au-hC (259); 
y haciendo las mismas sustituciones en las otras, será 
sx z=S.Jaudu=Ja\i;U2-i-C/ (260), 
sz=S.Abudu=Ab<íu2-+-C" (261), sul-=S.Auduz=Axiu2+C" (262). 

dos (ees. F y G) espresarán los cosenos de los ángulos que el elemento de 
una curva plana o su tangente en un punto, forma con los eges coordenados. 

Siendo los eges rectangulares, el ángulo X es complemento del Z, por 
lo que será cos.Z=sen.X y cos.X=sen.Z; 

dz dx 
luego tendremos sen.X—-— ( i í ) , sen. Z~—- (L); 

as as 
dz dx 

4 sen.X ds dz sen.Z ds dx . 
de donde tang. Xzz — —— , (M)ytang.Z— = r — T \ N r 

6 cos.X dx dxK u 6 cos.Z dz dz 
ds ds 

m M ' A u 
El triangulo M'Mm rectángulo enm,da sen.M'Maizz ^MM'5 

y como el ángulo MfMm es (I. 546 esc.) el que forma la M'M con el 
plano qMn, que es paralelo al de las xz, y en el límite la dirección de 
MM' se confunde con MT, resulta que el límite de la espresion anterior 
espresará el seno del ángulo que la tangente en el punto M forma con el 
plano de las xz; luego tendremos 

, du 
sen.ang.de tang. con el plano de las xz—— (O). 

Y por las mismas consideraciones deduciremos de los triángulos 
MM'N, MM'Q, rectángulos en NyQ,que 

sen.áng.detang. con el plano de las xu—~ (P), 
ds 

Ó 00 
sen.áng.de tang. con el plano de las zu—— (Q); 

ds 
ecuaciones que nos dicen que el seno del ángulo que el elemento de una 
curva d su tangente en un punto cualquiera forma con el plano de dos 
coordenadas, es igual á la diferencial de la otra coordenada, dividida 
por la diferencial ó el elemento de la curva. 

i 
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Todas las constantes C, C\ C\ C " , son iguales con cero (II. 632); 

porque en el origen A en que u—o todas las integrales son cero, á cau
sa de ser o la longitud s de la linea. Luego tendremos s=Au; 
,y sustituyendo este valor en las otras tres ecuaciones, tendremos 

Aux t—Aax\u2, que da xt—\au (263), 
Auz=Abxiu2, que da z/=^bu (264), 
Auu¡= Ax\u2, que da u =\u (265); 

que espresan las coordenadas del centro de gravedad G de una parte de 
la recta A M N que principia desde A y termina en el punto cuya coor
denada paralela al ege A U está representada por u. Luego si queremos 
buscar el de la parte A M , espresarémos por h la coordenada « = P M 
del estremo M , y sustituyendo esté valor en las ecuaciones anteriores, 
se nos convertirán en x=£ah (266), z¡=\bh (267), u=~h (268); 
cuyos valores espresan las coordenadas del centro de gravedad G , y dan 
á conocer que dicho centro de gravedad se halla en el medio de la recta 
AM; porque si A G es la mitad de A M , los triángulos semejantes A G Q , 
A M P , nos darán G Q = £ M P = £ f c ; 
y sustituyendo este valor en las (ecs.255y25Ó) tendremos x=%ah,z=£bh, 
que son los valores que dan para xt y z/ las (ees. 263 y 264) cuando se 
supone u=zh. 
{ 181 Si la recta no pasase por el origen de las coordenadas y estu
viese representada por la B M N (fig. 65), sus ecuaciones serian (II. 182) 

x=au-h-a. (269), z=bu-T-G (270), 
y tendremos del mismo modo 
áx=adu, dz=bdu; ds—V/dx2-Jhdz2~t-du2==:du\/a2-hb2-i-i=Adu; 

^ s=Au~t~C (271), 
1 1 Jsx/=S.xAdu=AS.(audu~hocdu)=A(lau2-i-au)'+-C/ (272), 

^sz^S.zAdu^AS.ibudu^du^Aiibu2^)^ (273), 
•Qsu~S.uAdu=AS.udu=Ax^u2-T-C/" (274). 

{ Para determinar las constantes C, C", C", C 7 / / , espresarémos por k 
la coordenada I Í = B D correspondiente al principio B de la rteta; y como 
en este caso todas las integrales son cero, por serlo toda la recta que se 
considera, tendremos (II. 632) 

/ak2
 \ /hh2 \ h2 

C=~Ak, C'=-A(-—+uk\ C/=~AÍ^--r-€k\ C^~Ax~; 

por lo cual las (ees. 271, 272, 273 y 274) se nos convertirán en 
s=A(u~k) (275), sx=A(ía(u2~k2)-hz(u-k)) (276), 

sz,=A(lbfé~kiy+£(u-~k)) (¡77), su,=Axi(u2~k2) (278). 
< Si en las tres ultimas ecuaciones sustituimos en vez de s su valor 
A(u—k) y simplificamos, se tendrá 

x~l(u-hk)a-^a (279), z^ilu-T.tyM (280), a^Ku+k) (281), 
que son las coordenadas del centro de gravedad de una paite de la rec
ta q'ue principia en B y cuyo otro estremo sea el punto cuya coordenada 
paralela%rl fge AU esté espresada por u¿ luego si suponemos que se 

\ 
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quiere hallar el centro de gravedad de la parte BM, cuyo estremo M 
tenga por coordenada u=.MP=h; sustituyendo por u este valor en las 
ecuaciones anteriores, tendremos que las coordenadas del centro de gra
vedad serán x==\(h~\-k)a^<x, z =£(h-t-k)b-h€, u¡=\(h-+<k), % , 
que corresponden al medio de la recta BM. 
{ En efecto, si suponemos que G sea el medio de BM, el trapecio BDPM 
dará [I. 516 esc] GQ=i(BD-f-MP)=£(A+¿); luego GQ=%(h+k)=.u¿ 

y sustituyendo este valor en los de xf y zt, será ĈT̂ Tg».' 
y como u es la coordenada del punto medio de la parte B M que consi
deramos, y estas ecuaciones son un caso particular de las (ees. 269 y 270), 
resulta que determinan las otras coordenadas del medio de la B M . ) 

182 Conociendo ya el centro de gravedad de una linea recta, se de
ducirá sin dificultad el del contorno de un polígono cualquiera por me
dio de las (ees. 223, 224 y 225), sustituyendo en vez de v, v\ v", 
los lados del polígoné, y en vez de 6?c. las coordena
das de sus centros de gravedad d puntos medios. 

Para hacer una aplicación supongamos que se quiera hallar el cen
tro de gravedad del contorno del paralelograrno ABCD (fig. 66), que 
para mayor sencillez supondremos que sea rectángulo, que se halle en 
el plano de las xz, y que uno de los ángulos esté en el origen A de 
las coordenadas. 

Por lo que tendremos suficiente con las dos (ees. 223 y 224). Los 
centros de gravedad de cada uno de los lados AB, BC, CD, DA, se ha
llarán en sus puntos medios L, H, M , K; luego las coordenadas de L 
serán x = | A B , z—o; 
las de H punto medio de BG serán x'zzAB, s'mfBCzrJ-ADj 
las de M punto medio de CD serán x"=:*AB, zfí—ADj 
y las del K medio de AD son x"'~o, « , / / =|ADj 
luego si sustituimos estos valores en dichas ecuaciones, será 

_ABxfAB+BCxAB->-DCx¿AB-f-ADxo_ 
X ' ~ ~ ~ ABH -BC-HCD+AD " ~ 

rr << AB(MB-KBC-t-fDC) AB(AB-KAD) • 

[1.466 cor. — - : ; ~ — \ — —íAB, 
- L J 2AB+2AD 2(AB-t-AD) 2 ' 

_ABxo-+-CB <UD4-DCxAD-r-ADx|AD_AD(í CB-t-DC-f-f AD) 
Z ' ~ ~ AB-r-BC+CD+AD ~ 2AB+2AD = 

AD(AB+AD)_ i 

• —IAD. 
2(AB-r-AD) 2 

Luego el centro de gravedad del contorno de este rectángulo se ha
lla en el punto G donde se encuentran las rectas que pasan por los plin
tos medios de los lados opuestos. Lo que se podia prever des^ luego; 

1 O T . III. P . Ti 
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pues siendo L y M los centros de gravedad de los lados iguales AB, CD, 
podemos concebir en dichos dos puntos dos fuerzas iguales que obren 
paralelamente, y en virtud de lo espuesto (67 cor.) su resultante pasará 

fcpor el medio G de la recta LM que los une. Por la misma razón el cen
tro de gravedad de los otros dos lados AD, BC pasará por G medio de 
KH. Tudo lo cual conviene también á un paralelograrno cualquiera aun
que no sea rectángulo. 

183 Propongámonos hallar en general el centro de gravedad de una 
superficie plana comprendida entre una parte de linea planea, las ordena
das de sus estremos, y el ege de las abscisas. 

Para esto supongamos tiradas dos ordenadas cualesquiera MP, M'P' 
(fig. 67), y supongamos que G sea el centro de gravedad de la superficie 
MPP'M', con lo cual tendremos que 

GNxsup.MPP'M'será su momento con relación al ege AX; 
y ANxsup.MPP'M' su momento con relación al ege AZ. 

Cuando ia superficie MPP'M' llegue á su límite, entonces es cuando 
tenemos la verdadera idea del elemento en que queremos considerar di
vidida la superficie; pero la superficie MPP'M' llega á su límite cuando 
la diferencia Ax=VP' de la abscisa llega á su límite dx; en cuyo caso 
(II. 624) se tiene límite de MPP'M'=zúx; 
y como en el límite se confunde la M'P' con la MP, el punto G se ha
llará (i80) en la mitad de MP, por lo cual en el caso del límite se tiene 

GJNT=|¿5, AN=*; 
por consiguiente el momento de uno de los elementos de esta superficie 
con relación al ege de las d lo que hemos llamado (ees. 232 y 233) 

zdm, será %z2dx; 
y con relación al ege de las z , dio que hemos llamado xdm será zxdx. 
Si representamos por K el área ó superficie DBM'P', esta superficie se 
determinará (II. 668) por la ecuación K=S.zdx (282). 

Y las coordenadas de su centro de gravedad lo quedarán por las 
(ees. 232 y 233), que, pues S.(dm) equivale aquí á S.zdx, se tendrá 

S.sxdx S.*z2dx 

o.zdx b.zdx 

que para mayor comodidad podremos poner bajo esta forma 
Kx==S.zxdx (285), Kz=SAz2dx (286). 

184 Para manifestar el uso de estas formulas propongámonos en pri
mer lugar hallar el centro de gravedad de la superficie de un segmento 
circular CDE (fig. 62). 

Si se toma por origen de las coordenadas el centro A del círculo, y 
por ege de las abscisas la recta AD que divide al segmento en dos partes 
iguales, el centro de gravedad del segmento CDE se hallará sobre esta 
recta por las mismas consideraciones hechas (178); luego solo necesita-
reinos (174) I a ( e c- 2^3) d la (ec. 285), para determinar la abscisa xf. Con 
el fin ddfcíQjfjeguirlo, observaremos que la ecuación del círculo siendo en 

i 
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este caso z2—a2—x2, nos da 2záz~—2xdx, de donde xdxrr—zdz (287); 
por lo que la (ec 285) se convertirá en Kx—S.—z2dz——j-z3-hC (288). 

Para determinar la constante C , observaremos que si espresamos por 
c la cuerda C E de dicho segmento, su mitad \c espresará el valor de 1¿% 
C B , que es la ordenada z que reduce el espacio C D E — K á cero; por con
siguiente sustituyendo \c en vez de z en la ecuación anterior, se tendrá 

o=—¿X—H -C , que da C = -
2 4. 

c 3 3 24 
por lo que será Kx¡=.—\J¿3-4-—, que da — (289); 

ecuación que espresa en general la distancia del centro de gravedad de un 
espacio circular comprendido entre la cuerda CE=c, los arcos CM, EM', 
y otra doble ordenada MM' cuya mitad esté espresada por Úf luego si 
queremos tener la del centro de gravedad de todo el segmento CDE, ha
remos z=o por ser la ordenada que corresponde al punto D , lo cual nos 

C 3 

dará x— —; 
24K 

pero si observamos con atención la cantidad que representa üC(ec. 282), 
c 3 

tendremos que ÜC=§ sup. CDE, por lo cual resultará x\— : 
i2sup.CDE 

ecuación que nos enseña que la distancia del centro de gravedad G del 
segmento CDE al ege de las z, es igual al cubo de la cuerda dividido por 
doce veces la superficie de dicho segmento. 

Si quisiéramos hallar el centro de gravedad G' del semicírculo KDH, 
la cuerda c seria el diámetro=2r, y su superficie seria (1.522 cor. i.°) 

. . . 8r3 Ar 2D 
por lo cual sera x— • — - — ; 

I2x | -X3,i4i59&c.r 2 3X3,i4i59&c 9,424776 :̂0. 
Por la misma razón el centro de gravedad del otro semicírculo KD'H, 

2D 
se hallará en G" á una distancia del origen A espresada por ; 

9,42477&c. 
luego el centro de gravedad de toda la superficie del círculo entero se 
hallará determinando cuál es el délos dos semicírculos; y como el de es
tos se hallará en el punto A medio de la distancia (67 cor!) G'G", .resulta 
que el centro de gravedad del círculo entero se halla en su centro A. 

A esta conclusión nos hubiera conducido inmediatamente la (ec.^89) 
con solo observar que en el círculo entero D'KDHD' la cuerda c que pase 
por D' paralela al ege de las z es cero, y la ordenada z cfcrt^pondiente 
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al punto D donde acaba, es también cero; por lo que dicha ecuación nos 
da directamente 2 ^ = 0 . 

Todo lo cual era fácil de prever, solo con tener en consideración que 
< siendo el círculo simétrico con relación á cualquiera de sus diámetros, 
su centro de gravedad debe hallarse en todos los diámetros; y como el 
círculo solo debe tener un centro de gravedad, resulta que se hallará en 
el punto en que se corten, que es el centro. 

185 Propongámonos por segundo egemplo determinar el centro de 
gravedad de un segmento parabólico. Gomo la parábola es simétrica res
pecto de su ege, tendremos solo necesidad de la (ec. 285) , pues la dis
tancia xt del centro de gravedad del segmento MAM' (fig. 68) será la 
misma que la del APM por lo dicho (178)5 y como la ecuación delapa-

I 1 
rábola es z2=px, que da z=p2x2, 
sustituyendo este valor de z en dicha ecuación, se tendrá 

I 5 

Kx=S.*£dx=S.p^dtf-JLf—h C - f p 2 C—\x2 z -t- C (2 90). 
5 * 

Si la superficie cuyo centro de gravedad se busca, principia en A orí-
gen de las coordenadas, la constante C resulta cero; y como en este caso 

2fc=§sup.AMM/A=AMP=(II. 6 7 0 ) ^ , resulta x—^-^-—fx; 
'QXZ 

luego el centro de gravedad de un segmento parabólico está sobre el ege 
de las abscisas distante del vértice una magnitud igual á los tres quintos 
de la longitud de la abscisa. 

Si solo nos hubiéramos propuesto hallar el centro de gravedad del es
pacio AMP, comprendido por el arco AM de parábola y las coordenadas 
AP,PM de su estremo M, tendríamos que atender ademas á la (ec. 286) 
para determinar á qué distancia del ege de las x se hallaba dicho centro 
de gravedad. 

Sustituyendo en dicha ecuación en vez de z2 su valor px, se tendrá 
KZj—S.^pxdx—ipx2—\z2x sin constante; 

y siendo K—APM~%xz, resultará z~— —~z; 

que nos dice que el centro de gravedad de dicho espacio APM se llalla 
en la perpendicular que se levante en el estremo p de la abscisa A\)—^AP, 
distante del ege AX la magnitud pg—^PM. 

186 Propongámonos ahora encentrar el centro de gravedad de la su
perficie comprendida por dos lineas planas cuyas ecuaciones sean dadas. 

Para conseguirlo supongamos que se quiera encontrar el centro de 
gravedad de la superficie OBB'O' (fig. 69) coxnprendida por las dos lineas 
planas BO.B'O', que se refieren á unos mismos eges y origen; y sean 
z y z' las%d#iadas PM, PM' correspondientes á la misma abscisa AP—X. 
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El elemento de esta superficie, que será el límite del espacio M M ' m ' / B , 
tendrá por espresion 
límite de sup.Vm— límite de sup.Vm'—záx—z'dx~ (z—z') dx; 
luego si representamos por K una porción de la superficie comprendida * 
entre las curvas y dos ordenadas M M ' , 0 0 ' , tendremos 

K—S.(z~z')dx (291); 
cuya espresion se deberá integrar desde x—KP, hasta x r r A Q . 

Para encontrar el centro de gravedad de esta porción de superficie, 
supondremos que G sea el centro de gravedad de la diferencia de super
ficie MM'ff l 'm; y tendremos que 

GDxsup .MM' /» ' / » será su momento con relación al ege de las x, 
y GExsup .MM' /» ' / » su momento con relación al ege de las z; 

y suponiendo que la superficie MM'/» ' /» llegue á su límite con el objeto 
de tener la verdadera idea del elemento de superficie (para lo cual es in
dispensable suponer que la diferencia Pp=Ax de las abscisas llegue á 
su límite dx, en cuyo caso la G E será igual con A P , y el punto G se 
hallará (176) en medio de la M M ' ) tendremos que G D se convertirá en 

P . M ' + | M M ' = z ' ^ | ( ^ ' ) = í ( ^ + ^ ' ) ; 
luego los momentos del elemento comprendido por estas curvas serán 

l(z+-z')(z~z')dx=.%(z2—z'2)dx con relación al ege de las x, 
y x(z—z)dx con relación al ege de las zx 

luego si espresamos por xy, zf las coordenadas del centro de gravedad, 
estas coordenadas quedarán determinadas por las ecuaciones 

Kx—S.x(z—z')dx (292), Kz—S.~(z2~z'2)dx (293); 
cuyas integrales, así como la de (ec. 291) se deberán tomar desde x~AP, 
hasta x z z A Q . De manera que la solución del problema dependerá en ge
neral de tres integrales determinadas, tomadas entre los mismos límites. 
Cuando uno de los eges corte á la superficie propuesta en dos partes 
iguales , el centro de gravedad se hallará sobre este e g e , y solo faltará 
determinar una de las distancias xf, z $ lo cual solo exigirá dos inte
grales con el valor de K. 

Si la superficie propuesta estuviese terminada por el ege A X , en vez 
de serlo por la curva B ' M W G ' , haríamos z'—o, y las (ees. 292 y 293) 
se nos convertirían en las (285 y 286). 

187 Para hacer uso de estas formulas supongamos que se quiera ha
llar el centro de gravedad de la superficie del triángulo C A B (fig. 70); 
y supongamos para mayor sencillez que el origen de las coordenadas se 
halle en A , vértice del mismo tr iángulo, y que el ege A Z sea paralelo 
a la base B C de dicho tr iángulo, y por consiguiente el ege A X perpen
dicular á esta misma base. En este caso, las lineas que terminan la su
perficie propuesta son las rectas A B , A G , que pasan por el or igen, y 
Cuyas ecuaciones estarán representadas por z=zax, z'=.a'x; 
y las formulas generales (ees. 291, 292 y 293) se convertirán en 

2£=S.(a—a')xdx (294), Kx~S.{a~—a')x2dx (295), \ 
Kz^iS.(a2ja,2')x2dX (296). % • ? 
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Estas integrales se deben tomar desde x—o, que corresponde al pun
to A, hasta x=AD=/i , espresando por h la altura AD del triángulo; y 
haciendo operaciones análogas á las que hemos practicado (176), resulta 

hz h3 „ h3 

K=(a-a')—, Kx=(a~a')—, Kz=(a2-a'2)—; 
2 3 6 

y por consiguiente dividiendo las dos últimas ecuaciones por la primera 
2h h 

se tendrá x~—, z—(a-ha)—. 
3 3 

Luego si tomamos AErzffcfAD, y levantamos en E la perpendi
cular EG igual al valor de zn tendremos que el punto G será el centro 
de gravedad pedido. Si se une el punto G con A y se prolonga la recta 
AG hasta que corte á la base BC en F, este punto será el medio deBC. 
En efecto, haciendo ¿c=AD=.4, en los valores de z y z\ resulta 

CD=ah y BD=fl'Á; 
luego si sustituimos estos valores en el de z~^{álv-\-a'K), 
tendremos ¿/:=GE=4(CD-+-BD); 
pero los triángulos AEG, ADF dan AE:GE::AD:DF; 
luego á causa de AE=fAD, se tendrá FD=¿GE=¿(CD~f-BD), 
valor que pertenece al medio de la recta GB. 

También resulta de los mismos triángulos que AG es los dos tercios 
de AF, del mismo modo que AE es los dos tercios de AD. De todo lo 
cual se deduce que el centro de gravedad de un triángulo se halla sobre 
la recta que une su vértice y el medio de su base, á los dos tercios de 
esta rectaf partiendo desde el vértice, ó al tercio partiendo desde la base. 

188 A esta conclusión pudiéramos haber llegado con mas facilidad, 
observando que todo triángulo ABC es simétrico con relación á la linea 
AF que desde uno de sus ángulos va á parar al medio del lado opuesto; 
es decir, que la AF divide al triángulo ABC en dos partes AFB, AFC 
compuestas de un mismo número de moléculas situadas del mismo modo 
con relación á AF: que contienen un mismo número de moléculas ya lo 
sabíamos (I. 510 cor. 2. 0), pues dichos triángulos son iguales en super
ficie; y para convencernos de que están situadas del mismo modo con 
relación á la AF, bastará observar que si consideramos un punto cual
quiera tal como m, y tiramos por él la mom'', y tomamos om'—om, el 
punto m' estará situado con relación á la AF del mismo modo que lo 
está el punto m; y como lo mismo demostraríamos que á cualquier pun
to del triángulo ABF correspondía otro situado del mismo modo en el 
AFC, resulta lo que nos proponíamos demostrar. 

Ahora, contando los momentos con relación í la linea AF por lineas 
paralelas á la base BG, tendremos que el momento del punto ó molé
cula m será mxom; 
y/5l de la molécula m' será m'xom'. 
Luego l&i-efaltante de las dos fuerzas paralelas é iguales, que repre-
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senten los pesos m y m\ tendrá su punto de aplicación en o, intersec
ción de mi/// con AF; y como se verificará lo mismo respecto de dos 
moléculas cualesquiera tomadas como las precedentes con relación á AF, % 

se sigue que AF es el lugar de los centros de gravedad de todos los pun
tos materiales y pesados de que podamos concebir compuesta la superfi
cie ABC. Luego si consideramos estos centros como puntos solicitados 
por fuerzas paralelas representativas de sus pesos, se concluirá que el 
punto de aplicación de la resultante que es el centro de gravedad de la 
superficie, se debe hallar sobre la linea AF; y como del mismo modo 
probaríamos que también se debe hallar dicho centro de gravedad en la 
BL que une el punto B con el medio L del lado AC, resulta que dicho 
centro se hallará en G, intersección de AF y BL. Ahora, uniendo el 
punto L con F, será LF paralela (I. 475 y 476) á AB é igual con |AB; 
y de los triángulos ABG, LGF que son semejantes (I. 485), sacaremos 

GF=§AG=$AF y AG=f AF. 
189 Si quisiéramos hallar el centro de gravedad de la superficie del 

trapecio KBCI, no tendríamos mas que tomar las integrales que espre
san las (ees. 294, 295 y 296) desde x=AP=£: hasta x=AD—h, y seria 

K=(a-a')—+C, KX/=(a~a')—-hC\ Kz =(a2~-a'2)— H-C"; 
2 3 6 

que como K se debe reducir á cero cuando x—k, se tendrá 
h2 k3 

C~-(a~a')-~, C'=-(a~a')—, C"—~(a2~-a'2)~; 

que sustituyendo estos valores en las ecuaciones anteriores, y h en vez 
, T, , ,h2-k2 h3-k3 fi3—k3 

de x , será K—(a—a') , Kx=(a—a') , Kz=(a2—a'2) ; 
2 3 6 

que dividiendo estas dos últimas ecuaciones por la primera, se tendrá 
: h2-*-hk+k2 h2-hhk+k2 

h-hk 3(^-f"k) 
Si observamos que el centro de gravedad del trapecio, por la misma 

razón dada respecto del triángulo, se hallará en la linea HF que divide 
en dos partes iguales á las bases paralelas CB, IK, solo necesitaremos 
el valor de xf; y si queremos averiguar la distancia del centro de gra
vedad á la base menor IK, quitaremos del valor de xf el de AP=&, y 

; 2Íh2+hk+k2) 
será Xj—k=PE'=- J-—ki 

3(«+fc) 
reduciendo en el segundo miembro el entero á la especie del quebrado 

O Jifa fe^ 
y simplificando, resulta PE'z=~ 3 ( ^ ) 

í>i espresamos por / la altara P D del trapecio, será ¿=AD=AP-HP1J= 
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«4 

f l 3&-H2/ 

cayo valor sustuido en el de P E ' y simplificado , dará P E ¡ra—x—-—-. 
ZxIK 

Y como (I.§477) IK;CB::AK:AB::AP:AD::k:k+l, resulta fc—__-. 

Y sustituyendo en vez de k este valor en el de PE' y simplificando, re-
. l 2CB4-IK 

sulta por ultimo PE —— : 
1 3 CB-t-lK, 

y como PE':PD^=/::HG':HF, si en vez de PE' y l sustituimos sus pro-
HF 2CB+IK 

porcionales HG' y HF, tendremos H G ' = X——— 
3 GB-t-l K 

Y si quisiéramos hallar la distancia G'F del mismo centro de gravedad 
G' á la base mayor BG del trapecio, restaríamos la HG' de HF, y ha
ciendo las reducciones correspondientes tendríamos 

HF CB4-2IK 
G'F=HF—HG'=r x- . 

3 CB+IK 
190 Si en esta espresion suponemos IK=.CB, el trapecio se nos con-

• HF 3CB HF 
vertirá (1.463) en un paralelograrno, y tendremos HG =—x—— = — , 

• 3 2GB 2 

que dice que el centro de gravedad de un paralelograrno está en el punto 
medio de la recta que divide en dos partes iguales á dos de los lados para
lelos, que es el punto en que se cortan (L 360,357 y 468) las diagonales. 

191 Para hallar el centro de gravedad de la superficie de un polígono 
cualquiera, sea regular ó irregular, se descompondrá en triángulos: y es
presando por a, a', a", ísfe. las superficies ABC, AGD, ADE, &c. (fig.71) 
de estos triángulos, se considerarán las superficies a, a', a" , Cffc. como 
pesos aplicados á los centros de gravedad g, g', g", &c. de los triángu
los ABC, AGD, &c.; el centro de gravedad k de la superficie ABCDA 
se hallará (ec. 62 d 63) por la proporción a-t-a':a\\gg':g'k. 

Después se buscará el centro de gravedad k' de la superficie ABGDE, 
determinando el punto de aplicación de la resultante de a-ha' que obra en 
k y de a'1 que obra en g". Para lo cual se formará la proporción 

a-ha'~ha"'.a";\kg":kk', y así sucesivamente. 
Para resolver el mismo problema por el método general supondremos 

que xf y z/ sean las coordenadas del centro de gravedad del polígono; y 
suponiendo que las fuerzas P, P', P", & c . estén espresadas por las super
ficies a, a', a", &?c. de los triángulos ABC, AGD, ADE, &c., tendremos 
que las (ees. 112, 116 y 117) se convertirán en R=a-ha'~i-a//-+a'"~*-&>c. 

_ax+a,x>-ha"x"~ha"'x"/+-&c. _az-ha'z'+<i"z"+-a"'z"'-h&c. 

Luego si tomamos AP=x / 9 tiramos PG palíela con AZ, y tomamos 
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VG—z, resultará que G será el centro de gravedad de la superficie del 
polígono. 

Lo mismo se practicará para hallar el centro de gravedad del con
torno, advirtiendo que hallándose el centro de gravedad de cada lado 
en su-medio, se pueden considerar los medios de los.lados del polígono 
como cargados dex pesos proporcionales á estos lados. 

192 Para encontrar el centro de gravedad de una pirámide, obser-' 
varemos que si es triangular como la representada (fig. 7 2 ) , y hacemos 
pasar un plano por el vértice A y por la BE que une un ángulo cual
quiera de la base con la mitad de su lado opuesto, quedará dividida la 
pirámide en otras dos simétricas con relación á dicho plano, es decir, 
que se compondrán de igual número de partes materiales, y estarán del 
mismo modo colocadas con relación á dicho plano. 

La primera de estas circunstancias se verifica, por ser iguales en vo
lumen (I. 588) dichas pirámides; y para manifestar que se verifica la se
gunda, observaremos que cada punto ó molécula m de la ABDE tiene 
otro m' en la ABEC situado del mismo modo con relación al plano ABE. 
En efecto, si por m se hace pasar un plano bdc paralelo á la base BDC, 
como su sección será semejante (I. 585 2.a) á la base BDC, quedará di
vidido por el plano ABE en dos partes iguales, es decir, que la he co
mún intersección de dichos planos, dividirá al lado de en dos partes 
iguales; y tirando por m una recta mom' paralela á de, y tomando om'—om, 
se tendrá un punto d molécula m' igualmente situado con relación al 
plano ABE; y como demostraríamos lo mismo respecto de los demás pun
tos de la pirámide ABDE, resulta la propiedad que hemos enunciado. 

Ahora, el momento de m con relación al plano ABE contando las 
distancias en lineas paralelas á de, es mxom, y el de m' es m'xom'; . 
y como estos son iguales y caen hacia diversos lados del plano, su sunia 
será igual con cero, ó lo que es lo mismo, el punto de la resultante de 
dos fuerzas paralelas que considerásemos representadas por m y m', pa
saría por el punto o en que sus direcciones cortan al plano ABE; y como 
lo mismo demostraríamos de los demás puntos de ambas pirámides, re
sulta que el plano ABE es el lugar de todos los centros dé gravedad de 
todas las moléculas de la pirámide ABCD; lu^go en dicho plano se ha-
'llará el centro de gravedad de la espresada pirámide. Del mismo modo 
demostraríamos que dicho centro de gravedad se debe hallar en el plano 
AGP. Luego debiendo hallarse dicho centro de gravedad en ambos pla
nos, estará en su común intersección Ag'; pero el punto g' que es el 
punto de intersección de las lineas BE, CF, que desde un ángulo van á 
parar al medio de su L*do opuesto, es (188) el centro de gravedad de la 
base BCD; luego tenemos demostrado que el centro de gravedad de la 
pirámide triangular se halla en la recta que une el centro de gravedad' 
de la base con el vértice de la pirámide. 

Y como podemos tomar por base una cara cualquiera, resulta q:V si 
tomamos la ADC, y enlaAE tomamos. Eg"=-JAE, y uniír^s <A punt 

* 1 P T . IH.'TP.TL' 
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con g " , el centro de gravedad de la pirámide también se hallará en la 
Bg'"'; luego deberá hallarse en el punto G en que esta recta corte á la 
A g ' qne se halla en el mismo plano A B E . A h o r a , uniendo el punto ¿ 
con g " , la g'g" será (I. 475 y 47°) paralela á B A é igual á J-BA, por 

' s e r E g ' = ¿ J Í B y E g ' ' = ¿ É A ; y los triángulos semejantes g ' G g " , A B G 
da rán°Gg ' := f 1 G = : | A g ' y A G = | A g ' . 

Luego el centro de gravedad de una pirámide triangular se halla 
en la recta que une el vértice con el centro de gravedad de la base, á 
la cuarta parte de esta recta partiendo desde la base, ó á los tres 
cuartos de dicha recta partiendo desde el vértice. 

193 La recta Ag' que desde el vértice de la pirámide triangular 
va al centro de gravedad g' de la base, pasa por el centro de gravedad 
g de toda sección bdc hecha por un plano paralelo á la base BDC. 

Porque la de por ser paralela á D G (I. 551) quedará dividida en dos 
partes iguales de, ec (I. (j 477), fe bge por ser paralela á B g ' E , sus 
partes serán proporcionales con las de B E ; luego será ge—^be, así co
mo g ' E = - | B E ; 
luego el punto g es (183) el centro de gravedad de la sección bdc, y se 
verifica la proposición. 

194 Cuando la base de la pirámide es un polígono cualquiera A B C D E 
(fig. 73), también se verifica que la recta que desde el vértice S va á 
parar al centro de gravedad de la base, pasa por el centro de gravedad 
k de toda sección paralela á la base. 

Porque suponiendo que sean G , G ' , G " , los centros de gravedad de 
los triángulos A B E , E B G , E C D que componen la base A B C D E , las rec
tas S G , S G ' y S G " pasarán por los centros de gravedad g, g', g" de los 
triángulos correspondientes de la sección; y ú H es el centro de grave-
vedad del sistema de los dos triángulos A B E y B E G , las rectas G G ' y 
g g ' que son paralelas y están en el plano S G G ' , quedan cortadas pro
porcionalniente en H y h (I. 477) por la S H ; luego el punto h es el 
centro de gravedad del cuadrilátero abee. La recta S G " pasa por el cen
tro de gravedad g" del triángulo ede; luego si K es el Centro de grave
dad del sistema del cuadrilátero A L C E y del triángulo E D G , las rec
tas I ( G " y kg" que son paralelas y se hallan en el plano SK.G", están 
cortadas proporcionalniente en K y k por la recta S K ; luego el punto k 
es el centro de gravedad de la sección abede. 

195 El centro de gravedad de una pirámide cualquiera está situado 
á los tres cuartos de la recta tirada desde el vértice de la pirámide al 
centro de gravedad de su base partiendo del vértice de la pirámide, ó 
á la cuarta parte partiendo desde la base. % 

En efecto, haciendo pasar un plano abede paralelo á la base A B C D E 
per un punto k, tal que K/€=±|SK, este plano cortará (I. 585) á las 
S G , S G ' , S G " , de modo que g G n | S G , g ' G ' = | S G ' , g " G " = ¿ S G " ; 
]-.<X> l ° s puntes g , g ' , g " , serán los centros de gravedad de las pirámi-
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centro de gravedad de tres fuerzas ó pesos, cuyos puntos de aplicacioi' 
sean g, g', g", y cuyas intensidades ette'n espresadas por Jos volúmenes 
de dichas pirámides; pero como estas tienen una misma altura, sus vo
lúmenes guardan la razón de las bases ABE, BCE, CDE, que son pro
porcionales (I. 505) á los triángulos abe, bce, cde; luego el centro de* 
gravedad de estos triángulos será el mismo que el de la pirámide total; 
pero el centro de gravedad de dichos triángulos es el de la sección abede, 
y se halla en la recta SK á una distancia de la base espresada por K/ÍZT^SK; 
luego resulta la proposición. 

196 Como todo poliedro se puede descomponer en pirámides, resulta 
que se podrá hallar el centro de gravedad de todo cuerpo terminado por 
superficies planas, ya sea por la teoría de las fuerzas paralelas, ya por 
la de los momentos, considerando en el centro de gravedad de cada pi
rámide una fuerza d peso igual con el volumen de dicha pirámide. 

197 Los cuerpos uniformes tales como los prismas y cilindros, tie
nen sus centros de gravedad en medio de la recta que une los centros de 
gravedad de sus bases; pues que siendo toda sección paralela á la ba
se igual á la misma base, la rteta que pase por los centros de gravedad 
de las bases, pasará por el de las secciones; luego podremos considerar 
al ege del prisma d cilindro como una recta que en cada uno de sus 
puntos está uniformemente cargada; y por lo mismo su centro de gra
vedad se hallará (176) en su medio. 

198 Propongámonos ahora hallar el centro de gravedad de la super
ficie de un cuerpo de revolución. 

Para conseguirlo supongamos que se tenga una superficie engendrada 
por la rotación de BM (fig. 67) al rededor del ege de las x; el elemen
to de esta superficie, ó ía zona elemental descrita por MM' tendrá por 
espresion (II. 627) 2Ttzds—2<TízS/ax2-i-dz2; 
luego llamando K la superficie entera, tendremos para su espresion 

K=S.2<rrzs/dxz+dz2. 
La coordenada z del centro de gravedad será igual con cero, por

que el centro de gravedad debe hallarle sobre el ege de las a;, á causa 
de que siendo círculos todas las secciones, tienen su centro de gravedad 
en su centro que se halla en el ege de las x; luego solo necesitaremos 
determinar la x . Para este efecto, tomando los momentos con relación 
al.ege de las z, el momento del centro de gravedad estará espresado por 
Kxf, é igualándolo con la suma de los momentos de los elementos, se 

• S.2irzxds 
tendrá Kx.^S.xxztrzds, de donde x,~ ; 

' K 
y poniendo en vez de K y ds sus valores, y suprimiendo el factor 27r 

S.2<7tzxV'dx2-i-dz2 S.zx\/dx7-hdz2 

que resulta común, será x— — ••—(29^7). 
S.2itz\/dx2-hdz2 S.z\/dx2-hdz2 
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Í 199 Para hacer aplicación de estas formulas propongámonos hallar 
el centro de gravedad del casquete esférico originado por la revolución 
del arco BC (fig. 74) al rededor del ege de Jas y como la ecuación 
del arco BG, espresando por r el radio AB, es z2=r2—x2, 

x2dx2 

diferenciando tendremos 2zdz=z>— zxdx, de donde dz =:—— 

1 / x2dx2 dx _ _ rdx 
Por lo cual ds~\/dx2+dz2= V dx2-h——~—s/z2^x2——. 

z 2 « z 

Sustituyendo este valor en las integrales de la (ec. 297) se tendrá 
$.zx\/dx2+dz2=S.rxdx=írx2+C, S.zs/dx2-hdz2=S.rdx=rx+C. 

Determinando las integrales desde x=AD=a, hasta #=AB=r, 
se obtiene S.zx\/dx2-hdz2=%r(r2~a2), S.z\/dx2-+-dz2=r(r—a); 
cuyos valores trasforman dicha ecuación en 

x— \ (r-ha)—a-hi (r—a)—A D-4-¿ DB; 
que nos dice que el centro de gravedad de la superficie del casquete es
férico se halla á la mitad de su altura. De donde se deduce que el cen
tro de gravedad de la superficie de la semiesfera se halla en la mitad 
del radio; y el de la esfera entera en el centro de la misma esfera. 

200 Tomemos por segundo egemplo la superficie engendrada por 
una recta, cuya ecuación sea z—ax-\-b, y tendremos ds=.dxy/n-a2; 

por lo que S.xzds~\/i-+-a2x$.xzdx,y S.zds—s/i^a2xS.zdx'9 

S.xzdx 
luego x-—— (298). 

D.zax 

Pero esta espresion es la misma que la (ec. 283); lo que hace ver que 
el centro de gravedad de la área de toda superficie de revolución en
gendrada por una recta al rededor del ege de las x , tiene la misma 
coordenada en el sentido de este ege que el centro de gravedad de la 
superficie generatriz ; de donde se deduce que el centro de gravedad 
de la superficie de un trapecio , de un paralelograrno , ó de un trián
gulo , se halla respectivamente á la misma distancia del origen que el 
centro de gravedad de la superficie de un cono truncado , de un cilin
dro , ó de un cono. 

201 Propongámonos hallar una fórmula general para encontrar el 
centro de gravedad de un volumen cualquiera simétrico con relación á 
un ege, como son las pirámides , los sólidos' de revolución &c. 

Si partiendo de un punto cualquiera C (fig. 75) se toma sobre el 
g]|e una longitud CP=# , y se corta el solido por un plano perpendicu
lar á este ege , la sección que se obtenga que espresarémos por K será 
conocida en función de x , pues que es dada Ja generación del sólido; 
h/go se tendrá K^Lx y Kdx será (II.628) el límite del espacio conn-
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prendido entre la superficie que pasa par P y la que pasa porp, ó lo \ 
que es lo mismo Kdx será el elemento del volumen de dicho cuerpo; y 
si se concibe un plano perpendicular en C al ege CB sobre el cual se 
halla el centro de gravedad , tendremos que Kxdx será el momento de 
este elemento con relación á este plano. Por lo cual S.-Kd* espresará su » 
volumen y S.Kxdx la suma de los momentos" de todos sus elementos. 

S.Kxdx 
Luego se tendrá x¡=. ^— (299)* 

Para hacer uso de esta fdrmula es necesario hallar el valor K en 
función de x, según la naturaleza del cuerpo, é integrar determinando 
convenientemente las constantes. 

202 Si se trata por egemplo de una pirámide ó de un cono (fig. 76), 
la arista ó el lado AH es una recta; tomemos el origen en el vértice'A, 
hagamos AB=¿ y representemos por a la área de la base H/z; con lo que 
si llamamos x la abscisa AP correspondiente á la sección MON que es
presarémos por i í , tendremos (I. 585 y 604) a:K::AB2:AJP2::b2:x2, 

ax2 

de donde K~ ; b2 ' 
sustituyendo este valor en la (ec. 299), dará 

_S.x3dx_ix*+C _ X*-+AC 

X'~S .x2dx~^x3-i-0~^Xx^a * 

Si el sdlido no es truncado, se tiene C=o y C 7 =o; de donde x==^x'} 

y haciendo x=b, resulta x 
resultado que ya habíamos obtenido (195) con relación á la pirámide,y 
que acabamos de ver es lo mismo para el cono. 

203 Propongámonos hallar la fórmula general para encontrar el 
centro de gravedad del volumen de un cuerpo de revolución. 

En virtud de lo demostrado (II. 628) tenemos que irz2dx es el ele
mento del cuerpo, perpendicular al ege de revolución; por lo que <nxz2dx 
es su momento con relación á un plano perpendicular á este ege que 
pase por el origen, y irS.z2dx es el volumen entero; luego <nS.xz2dx se
rá la suma de los momentos de sus elementos ; y la (ec. 232) nos dará 

S.xz2dx 
*/— cT\— (3°°)' 

S.z dx 

Esta fdrmula se puede deducir como caso particular de la (ec. 299), 
pues K es aquí un círculo cuyo radio es z , y por lo mismo será 
K=.Tiz2, cuyo valor sustituido en aquella la convierte en esta. 

204 P4ra manifestar el uso de esta fórmula nos propondremos ha
llar el centro de gravedad del volumen del casquete ó segmento esférico 
MA \11 (fig. 77); y siendo z2=zax—x2 la ecuación del círculo tomando 
el origen en el vértice A , la fórmula anterior nos da 
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* S.(2ax2dx—x3dx) 

' S.(2axdx~x2dx) ax2—jjx2-i-C' 

Y observando que él volumen y los momentos deben ser cero cuan-
* 8a— 
do x=o , se halla C=o, C=o ; por lo cual *=? xx. 

12a—Ax 
Si se trata de la semiesfera haremos x=a, y se tiene x—^a; 

luego el centro de gravedad de la semiesfera está á los tres octavos del 
radio partiendo desde el centro. 

Si quisiéramos hallar el de la esfera entera, haríamos #=2a, y ten-
8a—6a 2a 

dríamos x.— X2a~—X'¿a=a; 
12a—8a 4a 

que manifiesta que el centro de gravedad de la esfera se halla en su 
centro de volumen: lo que por otra parte era bien fácil de prever, pues 
siendo simétrica respecto de cualquier plano que pase por su centro, el 
centro de gravedad deberá hallarse en todos los planos que pasen por su 
centro; luego se hallará en el vínico punto en que se encuentran, que 
es el centro de volumen de la misma esfera. 

205 Propongámonos por último hallar el centro de gravedad del vo
lumen engendrado por la revolución del espacio comprendido por dos 
curvas al rededor del ege de las x (fig. 69). 

Sea MP=¿, y M'P— z\ con lo que el límite del volumen engendrado 
por el elemento M?nm'M' será igual al límite de la diferencia de los vo
lúmenes engendrados por los espacios PMmp y PMWp; y siendo las es
presiones de los límites de estos volúmenes (II. 628) irz2dx, irz'2dx, 
el límite del volumen engendrado por MM/m'm será ir(z2—z'2)dx; 
por consiguiente llamando V el volumen total, será V=^TIS.{Z2—z'2)dx', 
tomando los momentos con relación al ege de las z, resultará 

rr o / 0 /2,\ A A S.(z2~z,2)xdx 
yx=Trb.(z—z^jxdx, que da x,~ no i ) . 

V ' , H ' S.(z2-z/2)dx K á } 

Cuya ecuación nos dará el valor de xt, siendo inútil el de z por 
deberse hallar el centro de gravedad en el ege de las en atención á 
ser simétrico con relación á dicho ege. 

206 Para hacer uso de esta espresion, propongámonos hallar el cen
tro de gravedad de un canon de fusil. 

Para esto debemos tener presente que un canon de fusil, prescin
diendo de la forma ochavada que tiene hacia la recámara, no viene á 
ser otra cosa que un trozo de cono que en su interior está hueco cilin
dricamente. Por lo que si suponemos que el origen se halla en A (fig. 78), 
esto es, en la parte donde termina el tornillo de la recámara, tendremos 
que li ecuación de la linea esterior mn será z=ax~hb, 
dofie la cantidad b espresará la distancia Am á que dicha recta corta 
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al ege de las ordenadas; y la ecuación «de la linea interior rs será z'—c, 
espresando por c la Ar mitad del calibre d diámetro del ánima del ca
non ; luego si sustituimos estas espresiones en el denominador de la 1 

(ec 301), será S.(a2x2-h2abx-hb2—c2)dx=(la2x3-+>abx2~-{-b2x—c2x)-hC. t ) 
Como aquí es cero el volumen cuando # = 0 , será la constante C=o; 
y si suponemos que la longitud del canon sea —e, y sustituimos este va
lor por x en la espresion anterior, tendremos j¡a2e3-\-ahe2-+-h2e—c2e. 

Sustituyendo los mismos valores en el numerador de la misma ecua
ción, resu Itará S.(a2x2+2abx~hb2-~c2)xdx=%a2x4-i-f abx3-+-lb2x2—^c2x2^ 
sin constante por la misma razón de antes; y sustituyendo por x su 
valor e, tendremos %a2e4-h%abe3+£h2e2—,|c2e2; 
por lo que dividiendo esta espresion por la anterior, resultará 

' j¡a2e3-habe2-í-b2e~ c2e j¡a2e2-i-abe-+-b2—c2 

La superficie esterior de un canon de fusil se compone en realidad 
de la de tres trozos de cono; y si se quisiese hallar el centro de grave
dad con todo rigor, se averiguaría el de cada trozo, y después se hallaría 
el centro de gravedad de estas tres partes. También se podría tener en con
sideración el peso del tornillo de la recámara, y que la parte mas próxi
ma á ella es un trozo de pirámide circunscrito al primer cono trunca
do. En los cañones de artillería , después de haber hallado el centro de 
gravedad del canon por la fdrmula (ec.301) prescindiendo de las partes 
salientes , se deberia hallar el centro de gravedad de cada parte;y con
cibiendo en cada centro de gravedad parcial una fuerza igual á su peso, 
el centro de gravedad de tedas estas fuerzas seria el del canon. 

207 El conocimiento de los centros de gravedad puede ser muy útil 
para determinar con mucha sencillez las superficies y volúmenes de re
volución ; d este método se le llama centrobárico , d regla de Guldin; 
porque este sabio hizo de él muchas aplicaciones titiles. Para darlo á 
conocer observaremos que las (ees. 239 y 284) no se alteran si multipli
camos los dos términos de los segundos miembros por 2 9 r ; en cuyo caso 

¡ . S.zfrzds S.Trz2dx 
tendremos zp=z (302) , z— (303). 

27TS 21tb.zdx 

La primera de estas ecuaciones espresa la coordenada, en el sentido 
del ege de las z, del centro de gravedad de una linea plana; luego qui
tando el divisor se tendrá zirsz—S.zixzds. 
Pero 2irz/ es (I. 505) la circunferencia cuyo radio es zr, esto es, la cir
cunferencia que trazaría el centro de gravedad al rededor del ege de las 
* , si girase la linea plana al rededor de este 'ege: ademas S.zvzds es 
(II. 627) la espresion de la superficie que engendraría el arco de linea 
plana 5 por dicha revolución. Luego resulta que la superficie de re-
volucon engendrada por una linea plana al rededor de un ege\^s 
igual al producto de la longitud de la porción de linea r^cjeo ge/¿\ 
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ratriz por la circunferencia descrita por su centro de gravedad. 
208 La (ec. 303) espresa (183) la coordenada, en el sentido del ege 

de las z , del centro de gravedad de una superficie plana comprendida 
por una parte de linea plana , las ordenadas de sus estreñios y el ege 
de las abscisas. Y quitando en ella el divisor tendremos 

2-TTZ/S.ZÜX^=S.7tZ2dx. 
Pero si se hace girar la linea plana al rededor del ege de las x, la su
perficie cuya espresion es S.sda;, engendrará un cuerpo cuyo volumen 
será (II. 628) S.nz2dx; 
y el centro de gravedad de la superficie describirá una circunf. a=2 7r^ / . 
Luego el cuerpo que origina una superficie terminada por una linea 
plana, y las coordenadas de sus estreñios girando al rededor de su ege, 
tiene por volumen el producto de la superficie generatriz por la circun
ferencia que describe su centro de gravedad. 

209 Esta ultima proposición se verifica aun , cuando la superficie 
generatriz está comprendida entre dos curvas, ó entre dos ramas de una 
misma curva. 

En efecto, multiplicando por 2 7r la (ec. 293) y poniendo en vez de 
K su valor (ec. 2 9 1 ) , da 2Trz/S.(z—z/)dx—S.7r(z2~z'2)dx, 
que conduce á la misma consecuencia ; pues que S.(z—z')dx es la su
perficie generatriz, y S.<rr(z2—z/2)dx es la espresion del volumen engen
drado por la revolución de esta superficie. 

210 Para hacer aplicación de estos dos teoremas, nos propondremos 
hallar i.° la superficie del circulo, que se puede considerar como ori
ginada por él radio al rededor de su centro; la linea generatriz es aquí 
el radio, cuyo centro de gravedad se halla en su medio ; la linea des
crita por este centro es la circunferencia cuyo radio es \r; 
luego iir será (I. 505) la circunferencia trazada por el centro de grave
dad de la linea generatriz r; Juego si multiplicamos por la misma linea 
generatriz r, tendremos que itr2 será la superficie del círculo trazado 
por r; lo mismo que ya sabíamos (I. 522 cor. i.°). 

2 1 1 Si la circunferencia FBDE (fig. 79) gira al rededor del ege AX, 
haciendo el radio MD—r, y la distancia MH del centro al ege =b, se 
tiene para la superficie que describe, 

circunf.rxcircunf.Z>=2 7rrx29ri6=:47r 2/*/3. 
Y el volumen engendrado por la superficie del círculo, es 
circulo originado por MDxcircunf.MH=iir2X2<nb=2Tt2r2b. 
Si r=b, es decir, si el círculo gira al rededor de su tangente en F, la 
área descrita será —&<n2r2—(2<nr)2— al cuadrado que tiene por lado la 
circunferencia originada por r; y el voldmen ~2n2r3. 

212 Del mismo modo, si el rectángulo ABCD gira al rededor del 
lado AB (fig. 66), engendrará un cilindro. Sea D C = / z , CB=r ; el lado 
DC tiene su centro de gravedad en el medio M , que describe una cir-
cy/̂ rereneia cuyo radio es r; luego la superficie engendrada, d la super

óle del^il^'dro =2itrh. 
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Como el rectángulo tiene su centro de gravedad en la intersección 
G de las dos diagonales (190), el volumen del cilindro será 

DCxCBxcircuni'4CB=9r/zr2. 
213 En fin, el triángulo rectángulo ABH (fig. 76) girando al rede

dor del lado AB engendra un cono; hagamos AH=a, BH=r y ÁB—h. 
Como el centro de gravedad de AH está en el medio P, describe una 
circunferencia cuyo radio es QF=¿BH=^r; 
luego la superficie del cono es itra. 
Sea I el medio de BH; tomemos sobre la recta AI una parte A D = | A I , 
y tendremos que D será el centro de gravedad del triángulo ABH; y el 
volumen del cono será circunf.DExtriáng.ABH=:circunf.DExBHx|AB; 
pero D E ~ f BI=-JBH, luego circunf.DE=§irr¡ 
y el volumen del cono —^?ir2h. 

2x4 Hemos hallado estos resultados que ya sabíamos por la Geome
tría elemental con el objeto de que se perciba bien el me'todo centrobárico. 

De todo esto resulta que se podra hallar la superficie engendrada por 
la revolución de una curva dada, ó el volumen engendrado por la de su 
superficie, cuando se conozca el centro de gravedad de la curva, d área 
generatriz; lo que será fácil de hallar por las formulas precedentes, 
siempre que la curva esté sujeta á una ley dada por una ecuación. Si 
esta curva no hiciere una revolución entera sobre un ege, seria fácil de 
hallar la superficie d volumen originado por esta proporción: la super
ficie ó el volumen engendrado por una revolución entera es á una cir
cunferencia cualquiera, como, la superficie ó volumen originado por una 
porción de revolución, es al arco de circunferencia que le sirve de me
dida angular. Luego la área ó volumen engendrado por una revolu
ción entera, ó por una porción de revolución, es igual al producto de la 
curva ó área generatriz por el camino que anda el centro de gravedad. 

De las máquinas. 

215 En general se llaman máquinas á los medios que se emplean pa
ra hacer que las fuerzas obren sobre puntos que se hallan fuera de su 
dirección. La fuerza que se aplica á la máquina se llama potencia, y 
el cuerpo que la potencia debe poner en equilibrio se llama la resistencia. 

Aunque todas las máquinas se pueden reducir á tres, que son las 
cuerdas, la palanca y el plano inclinado, se suelen considerar como 
maquinas simples las siete siguientes: las cuerdas ó máquina funicular, 
la palanca, la polea ó garrucha, el torno, el plano inclinado, la rosoa 
y la cuña-, de las cuales trataremos separadamente. 

De las cuerdas. 

216 Una cuerda d maroma de cuyos estreñios tiran dos fuerzas * 
y Q (fig. 80) no se puede considerar como una verdades • i n q u i n a ; 

• Q T.III. P. I. 
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pues que no muda ni la dirección de P ni la de Q. En este caso, si las 
fuerzas son iguales, la tensión de la cuerda se mide por una de ellas; 
porque subsistiendo el equilibrio, se puede considerar el punto A, me
dio de PQ, como un punto fijo, y borrar la linea que se estiende desde 
A hacia Q: en cuyo caso la fuerza P obrando sola sobre A, medirá la 
tensión de la cuerda. 

217 Cuando Q sea mayor que P, una parte de Q igual con P se em
pleará en tener tirante la cuerda, y el esceso de Q sobre P la llevará en 
el sentido de P hacia Q: en cuyo caso la tensión de la cuerda se medirá 
por la menor fuerza P. 

218 Ahora, si la cuerda ABG (fig.81) está fija á un cuerpo R por 
un estremo A y á un punto fijo G por el otro estremo, y suponemos que 
al mismo tiempo una fuerza dada P se aplique al punto B de esta cuerda, 
según una dirección BP también dada, esta fuerza obrará entdnces sobre 
el punto A que se halla fuera de su dirección según la dirección AB; lue
go la cuerda ABG por medio del punto fijo C viene á ser una verdadera 
máquina. En todo lo que vamos ahora á esponer consideraremos las cuer
das sin pesantez, reducidas á sus eges, que tengan una perfecta flexibili
dad, y que sean inestensibles, d jando para mas adelante el modificar los 
resultados que obtengamos, atendiendo á todas estas circunstancias. 

En este supuesto, para conocer la fuerza que obra según AB sobre el 
cuerpo á que está fija la cuerda en A , se prolongarán las direcciones CB 
y AB; después se descompondrá la fuerza P según las prolongaciones.BC' 
y-¿JA'; y se tendrá que la componente BE que obra según BC', estará 
destruida (21 cor. i .°) porcia resistencia del punto fijo C que se halla so
bre su dirección; y la otra BF que obra según BA' y que se puede tras
portar al punto A de su dirección (20), es la fuerza pedida. Pero espre
sando por P' esta fuerza, y comparándola con la resultante P se tendrá 
(29 cor.) P'lP: :sen.C'BP:sen.C/BA'; 

. Psen.C'BP ' v Psen.CBP 
de donde resulta P— -—— = (I. 617) . 

sen.C'BA' V ¿ n sen.CBA 
219 Las condiciones de equilibrio que existen entre tres cuerdas su

jetas por un nudo, son las mismas que las que existen entre tres fuerzas 
que obran sobre un punto material. Es necesario (19) que una cualquiera 
de estas fuerzas sea igual y directamente opuesta á la resultante de las 
otras dos; y como la resultante de dos se hallará en el mismo plano que 
las componentes (22), resulta que las tres fuerzas deben hallarse en un 
mismo plano ; y entdnces habrá equilibrio (29 cor.) si se tiene (fig. 82) 

P'.Q'. R'. ¡sen.p: sen. a:sen.r. 
220 Esta condición no basta si las cuerdas están reunidas por un ani

llo ó un nudo escurridizo. En efecto, considerando á P y R como puntos 
fijos, si la fuerza Q (fig. 83) tira de la cuerda PCR por medio de un ani-
J&, el punto C describirá una elipse cuyos focus serán P y R; y como 
el plafl|M^ esta elipse no está sujeto sino á pasar por los puntos P y R 
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debe describir, al girar al rededor de PR, un elipsoide cuyo ege mayor 
AL será igual con PC-t-CR. 

El punto G estará siempre situado sobre este elipsoide, d lo que viene 
á ser lo mismo, sobre el arco de una elipse móvil al rededor de PR; y 
como en el caso de equilibrio se tendrá 

P.R: :sen.QCR:sen.QCP::sen.RCN:sen.PCN, 
resulta que por ser fijos los puntos P y R , ambos opondrán igual resis
tencia; por 10 que serán iguales las potencias P y R; y por consiguiente 
lo serán también los ángulos RCN y JNCP; de donde se infiere (II. 258) 
que la dirección QCN de la potencia Q debe ser normal á la elipse. 

221 Una máquina funicular es un sistema de cuerdas que se hacen 
equilibrio por medio de varios anillos d nudos escurridizos. 

Guando hay muchas fuerzas P , P', P", P"\ P'\ & c . (fig. 84) reuni
das por un mismo nudo C, se pueden reducir á tres, sustituyendo por 
egemplo, á las dos fuerzas P , P' su resultante Q; después combinando 
esta resultante Q con P", tendríamos que las tres fuerzas P, P' , P" equi
valdrían á la fuerza Q', y quedaría reducido el sistema á las tres fuerzas 
Q\ P"',P'V'; y como lo mismo haríamos si hubiese mas fuerzas , resulta 
que siempre podemos considerar que en un anillo obren solo tres fuerzas. 

222 Cuando muchas fuerzas P, P', P", P'", P / { /, &c. (fig- 85) están 
reunidas de tres en tres por nudos fijos A, B, C', clífc. se puede referir 
el equilibrio de estas fuerzas al de un sistema sujeto al rededor de un 
solo punto. Porque sea R la resultante de las fuerzas P y P'; como ella 
debe estar destruida por la tercera fuerza que obra según AB, será ne
cesario (19) que esta resultante se halle sobre la prolongación de AB; y 
como una fuerza se puede aplicar (20) á cualquier punto de su dirección, 
podremos concebir que R obre en B: en este caso se podrá descomponer 
R en dos fuerzas />, p ' iguales y paralelas á P y á P'\ y el efecto será el 
mismo que si las fuerzas P y P' se hubiesen trasladado paralelamente á 
ellas mismas para aplicarse al punto B. Trasportando del mismo modo al 
punto G las fuerzas P , P', P", que se suponen aplicadas en B, todas las 
fuerzas se podrán considerar como aplicadas á dicho punto C; luego las 
condiciones de equilibrio serán (ees. 25 y 26) 
Pcos.oH-PWa'+P / /cos.a"-4-C5>.=o, Pcos.£+P/cos.£'-t-P"cos.e/'-i-c3>.==o. 

Para tener la relación de las tensiones estremas P y P / w , sean t y t' 
las tensiones egercidas según AB y BG; y espresemos por a el ángulo 
PAP': por a' el ABP": por a" el BCP"': por b el P'AB: por b' el P"BC: 
y por h" el P^GPfTj y (219) tendremos 

P'.t;:sen.6:sen.a; t\t'\¡sen.o^sen.a'; t':P'v\:sen.b"\sen.a". 
Multiplicando estas proporciones y suprimiendo los términos comu

nes, resulta P:P/t'::sen.6xsen.¿/xsen.¿":sen.axsen.a/xsen.a//. 
Si las fuerzas P', P", P'" (fig. 86) son paralelas, se tiene en este caso 

b-ha'=ir, b'-sr-a"—it\) 

y como los ángulos que son el uno suplemento del otro, tienen un r ís 
mo seno, será sen.¿=sen.a', sen.i^sen.a"; 
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con lo cual la proporción precedente se reducirá á P:P"/:: sen. b": sen .a. 

223 Cuando P', P" y P'" son pesos, las fuerzas se hedían en un mis
mo plano vertical; porque en primer lugar para equilibrarse lastres fuer
zas AP, AP' y t, necesitan ser la una igual y directamente opuesta á la 
resultante de las otras dos (19); luego estará en el mismo plano que di
cha resultante; y como esta resultante se ha de hallar en el plano de las 
componentes (22), resulta que las tres fuerzas deben hallarse en un mis
mo plano; y siendo vertical la recta AP', el plano de las fuerzas P, P' y t 
es vertical. Del mismo modo, el plano de las fuerzas t, P" y t' será ver
tical; pero t, que no es vertical, no puede estar á un mismo tiempo en 
dos planos verticales, sin que estos planos se confundan; luego se veri
fica la proposición. 

224 Para que haya equilibrio, las fuerzas estremas P y P'v deben des
truir á la resultante de todas las otras; para lo cual será necesario que 
esta resultante sea directamente opuesta á la dirección de la de P y de P'v; 
y por consiguiente que pase por el punto de concurso G de estas dos fuer
zas; luego el punto G en que se encuentran las direcciones de las fuer
zas estremas, es un punto de la resultante de todas las fuerzas del siste
ma; y como esta resultante debe ser vertical, pues que es paralelará 
las fuerzas P', P", P'", para determinar su dirección bastará tirar por 
el punto G la vertical GH. 

225 A la misma conclusión hubiéramos llegado suponiendo que hu
biese mayor número de pesos; luego si suponemos que se tiene una cuer
da d una cadena fija por sus estremos, podremos concebir en cada punto 
una fuerza igual al peso que tenga, y siempre se verificará que la resul
tante de todas estas fuerzas pasará por el punto de concurso de la direc
ción de las que están en los puntos fijos; y como en este caso por la 
ley de continuidad de la cuerda d cadena, todos los puntos de aplica
ción están unos á continuación de otros, formarán una curva, y las di
recciones de las fuerzas sostenidas por los puntos fijos serán las tangen
tes PG y QG (fig. 87) á la curva en los puntos fijos, tendremos que Ja 
resultante de todas estas fuerzas que componen eJ peso de la cuerda o 
cadena pasará por G; y como ha de ser vertical, si á dicho peso lo es
presamos por R, tendremos P:Q:R::sen.LGQ:sen.PGL:sen.PGQ. 

De todo lo dicho resulta que una cuerda pesada no se puede estender 
en linea recta, sino está colocada en dirección vertical; porque el peso 
de la cuerda se puede considerar como una fuerza aplicada en su centro 
de gravedad; pero si PRQ (fig. 87) es el cordón sostenido por las dos fuer
zas P y Q, y espresamos por R su peso se tiene (§219) 

P:i?::sen.QGL:sen.PGQ. 
Pero mientras mas tirante esté la cuerda, es mayor el ángulo PGQ 

y mas se acerca también QGL al ángulo recto; de modo que para que la 
cuerda esté estendida horizontalmente en linea recta, seria necesario que 
lajrdos lineas PG y QG no formasen sino una sola recta: en cuyo caso 

PGX)=sen.7r=o, y resultaría P=zRx±—oo. 
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Luego por pequeña que sea la fuerza R, con tal que no sea nula, hará 
encurvar á la cuerda, como lo confirma diariamente la esperiencia. 
{ 226 Propongámonos ahora encontrar la ecuación de la curva AMBL 
(fig. 88) formada por una cuerda ó una cadena fija en sus dos estreñios 
A y L, y solicitada en todos sus puntos por la gravedad; á cuya curva 
se le llama catenaria ó curva funicular. Tomemos el origen en A: sea AX 
el ege de las abscisas x: y supongamos que las ordenadas z Sean verticales; 
y respecto de un punto cualquiera M será AP=zc, VM—z, y A M = í . 

Las tensiones egercidas en A y en M según las dos tangentes AD y MD, 
dan (§ 225)peso de AM : tensión en A: :sen.ADM:sen.IDM—sen.IDF. 

Ahora debemos observar que la tensión en A es constante, y que el 
peso del arco AM es proporcional á su longitud, pues que suponemos 

homogénea la cadena d cuerda; luego la primera relación es igual con —, 
a 

espresando por s la longitud del arco AM, y siendo a una constante in
determinada, cuyo valor depende de la materia de que está formada la 
cuerda d cadena. Ademas 

sen JDF=sen.PMF=cos.PFM= (nota del $ 179) ~ ; 

dz 
y del mismo modo cos.PMF=cos.IDF=—; 

ds 

y como el ángulo que forme la MF con el ege de las x será complemento 
del PMF, tendrá por seno lo que este por coseno; y espresando por 0 el 
ángulo IAD, se tiene sen.ADM=sen.ADF—sen. (IDF—IDA)= 
sen.IDFxcos.IDA—cos.IDFxsen.IDA=sen.IDFxsen.IAD— 

dx dz d#xsen.0—dzxcos.0 
cos.IDFxcos.IADzz—xsen.0——xcos.0— . 

ds ds ds 

_ . s sen.ADM djcxsen.0—dzxcos.0 
Luego se tiene —— 

a sen.lDF dx 
de donde se saca sdx—adxxsen.Q—adzxcos.6 (304), 
que es la ecuación diferencial de la catenaria. 
i Para determinar una de las variables x, z y s, se diferencia; y to
mando dx constante se obtiene dsdx=—acos.Qd2z, 
que mudando los signos y haciendo b=acos.Q, resulta —dsdx=bd2z, 
Multiplicando por dz y poniendo en vez de ds su valor \^dx2-i-dz2, 
que se pasará al denominador del otro miembro, se obtiene 

bdzd2z 
—dxdz~— ; 

Vdx2-hdz2 

y como en esta ecuación es constante d#, la integral LJ según V 
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y haciendo ahora s/u2—b2~u—t, será t~u—\/u2—b2, 

udu dus/ u2—b2~udu dts/ ií' 
y dt=du ———;== — ^ , que da du~-

S/u2~b2 s/u2—b2 s/u2—b2—u 
dt 

y sustituyendo este valor en el de dx, y simplificando será dx=bx—, 
i 

que integrando da 
x=bhg.t+C=b\og.(u~~s/u2—b2)-hC=bhg.(a—z—V{a—z)2—b2 ) + C . 

«( Para determinar las tres constantes C, a y b, que comprende esta 
ecuación, observaremos primero que x—o debe dar z—o; 
luego C=¿log.(a—s/a2—b2); 
sustituyendo por C este valor y teniendo presente lo espuesto (I. 304), 

. a—z—V(a~z)2—b2 . . 
resulta x=blog i : (307)* 

a—Va2—b2 

dz d<5 
Ahora la (ec. 304) da s=asen.Q—a—cos.0=asen.0—b—; 

m € d* dx 

0 0 

miembro es (II. 525) b\Zdx2-+dz2, y la del primero es — zdx; 
y añadiendo á esta ultima por constante Cdx (á causa de la homogenei-

é , : " i / dz2 

dad), se tiene (C— z)dx=bv dx2-i-dz2 (305), d C—z=b V 1 H?r¡rg> 

d^ 
{ Pero siendo — la tangente (nota del § 179) del ángulo que forma con 

dx 
el ege de las x la tangente á la curva en cada punto, si se hace z=o, 

dz 
se deberá tener —=tang.0; 

dx 
esta condición reduce la ecuación anterior á 

C=b\/ n~tan.20 =isec.0=acos.0 X A — A > 
cos.0 

sustituyendo este valor en la (ec. 305), se convertirá en 

(a—z)dx=b\/ dx2-hdz2, 
bdz 

que elevando al cuadrado y despejando dx, da d^=— • (306). 
V(a—zf—b2 

{ Para integrar esta ecuación haremos a—z—u, que da —dz=.du, y 
—bdu 

dx=— 
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dx b 

igualando este valor con cero, resulta z~a—h; 
y como si diferenciamos y dividimos por dx, resulta el segundo coefi-

d2z a—z dz 
ciente diferencial ~ ¡ x — 1 

d*2 bV{ar-zf-l¿ d x 

• dz , d2*; a—z 
que sustituyendo por — su valor y simplificando se tiene — — - ; 

dx dx2 2b2 

y poniendo en vez de z su valor a—b resulta —-_— —-, 
d2* 

cuyo valor siendo negativo nos da á conocer (II. 564) que el valor de 
—¿=BH es un máximo; luego el punto B , determinado por este 

valor, es el mas bajo de la curva. 
{ Sustituyendo a—b en vez de z en la (ec. 307) , tendremos la abscisa 

b 
correspondiente á este punto mas bajo AH=a;=2dog. -, 

a—\/a

2~b2 

y la (ec. 308) da en este mismo caso AMCB=rs=asen.0. 
{ Puesto que el primer te'rmino de la (ec. 308) espresa el arco AMCB, 
resulta que cuando se considere un arco AMCBC' mayor que él, se de
berá tomar el radical con el signo •+-: y cuando un arco menor, como 
en el AMG que fue el que nos sirvió para hallar dicha ecuación, s" de
berá tomar el radical con el signo —, y lo mismo se deberá consia W 

t J 

[ dz _ V (a-zf-b2 ' , ; 
que sustituyendo en vez de — su valor - sacado de la 

(ec. 306) , tendremos s=asen.0—s/{a—zf—b2 (308); 
ecuación que da á conocer que la catenaria es una curva rectificable. 
{ Guando al hacer alguna aplicación se quiera tener esta ecuación en 
cantidades conocidas, se sustituirá en ella en vez de s la longitud que 
tenga el arco AMG, que es la porción de cadena d cuerda que fijamos 
en los estreñios A y G, y por z el valor KG, esto es, la distancia del 
punto fijo G á la horizontal ó ege de abscisas AX; con lo cual tendremos 
una ecuación por cuyo medio podremos determinar la a ó la 0; y por úl
timo sustituyendo en la (ec. 307) por x y por z los valores AK y KG 
que también son conocidos, entdnces podremos determinar con su auxi
lio la otra de las cantidades a ó 9; con lo cual quedan determinadas to
das las constantes de estas ecuaciones: pues ¿=acos.0, y la (ec. 307) será 
la de la catenaria; la cual convendrá no solo al arco AMG, sino á todo 
el curso de esta curva considerada prolongada indefinidamente tanto por 
el estremo A como hacia el otro estremo CBCL. 

dz V(a—z)2—b2 

{ 227 La (ec. 306) da —r— 
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fen Ja (ec. 307); de donde resulta que para dos puntos C y C colocados 
de una y otra parte de B , de modo que CKzrC'K', se tiene BC:=BC', 
y KHzzR'H; luego la catenaria es simétrica respecto de la máxima 
ordenada BH. 
C 228 Si trasladamos el origen al punto B , y tomamos la BH por 
ege de abscisas, obtendremos una ecuación mas sencilla. En efecto, si 
espresamos por x' la nueva abscisa Bp: por «'la nueva ordenada Mp: y 
por s' el nuevo arco BM, tendremos 

b 
*-AP=AH—PH-AH—M/>=Mog. z'; 

a—\/a2—b2 

y tendremos por consiguiente dx——dz'; 
la antigua ordenada z será z~MP—Hp:=:HB—Bp—a—b—x'; 
y dará dz~—dx', y szzAMzzAMB~BM=asen.6~s'; 
luego si en vez de x¿ z y s sustituimos estos valores en las (ees. 306, 
307 y 308) y tomamos el radical con el signo «+-, se convertirán después 
de hechas tedas las simplificaciones, en 

bdx' ; N , x'+b—S/M+x'2 , 
dz'-———- (309), z-blog (310), 

. Vzbx'-t-x'2 b 

s'—^2bx'-hx'2 ó s'2—2bx'+x'2 (311). 

«( Una de las propiedades mas notables de la catenaria es, que de todas 
las curvas de la misma longitud y fijas por sus estreñios A y L, es la 
que tiene su centro de gravedad mas bajo, y 

De la palanca, balanza y romana. 

829 La palanca es una barra inflexible ACB (figs. 89 y 90) recta ó 
curva, que se mueve al rededor de un punto fijo C sobre que descansa, y 
que por lo mismo se llama punto de apoyo ó simplemente apoyo. Cuando 
la palanca es recta y las fuerzas que se le aplican son paralelas, las par
tes de la misma palanca comprendidas entre el punto de apoyo y el pun
to de aplicación de lías fuerzas, se llaman brazos de palanca de estas fuer
zas; cuando falta alguna de estas circunstancias, se llama en general ¿ra
zo de palanca de una fuerza á la perpendicular tirada á su dirección 
desde el punto de apoyo. Así es, que en la palanca curva ACB (fig. 90), 
el brazo de palanca en que obra la fuerza P es Cp que espresarémos por 
p , y el de la resistencia R es Cr que espresarémos por r. En la pa
lanca recta, los verdaderos brazos de palanca son las Cp y Cr (fig. 89); 
pero si la fuerza y la resistencia obran en direcciones paralelas, tendre
mos que las Cp y Cr formarán una sola recta, y se tendrá Cp:Cr: :CB:CA; 
por lo que resulta que en este caso se pueden considerar estas partes BC y 
CAjpmo los brazos de palanca en que obran lafuerzaVy la resistencia R. 

Xjo Entendido esto observaremos que para que haya equilibrio en 
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la palanca, se necesita ante todas cosas que la potencia y la resistencia 
se hallen en el mismo plano que el punto fijo C; y cuando se verifica esto, 
basta para el equilibrio que la suma de los momentos de la fuerza y la 
resistencia tomados con relación al punto de apoyo sean iguales. ' 

En efecto, cuando las fuerzas no son paralelas la (ec. 87) nos da con 
relación á la (fig. 90) Pp—Rr, 
y la (ec. 76) nos da con relación á la (fig. 91) Pp=Rr (312). 
De ambas se saca P.R'.'.r'.p, 
que nos dice que la potencia debe hallarse con la resistencia en todos los 
casos en razón inversa de los brazos de palanca. 

231 Según la colocación del punto de apoyo con relación á la poten
cia y resistencia, se dice que hay tres especies de palanca; cuando se 
halla entre la potencia y la resistencia es de la primera, como represen
tan las (figs. 89 y 90); cuando la resistencia se halla entre el punto de 
apoyo y la potencia, resulta la de segunda como la (fig. 91); y cuando 
la potencia se halla entre el apoyo y la resistencia, resulta la de tercera 
como espresa la (fig. 92). 

En la de primera especie la potencia puede ser igual, mayor, 6 me
nor que la resistencia, según sea su distancia al punto de apoyo igual, 
menor ó mayor que la de la resistencia. En la de segunda siempre está 
favorecida la potencia, porque GD>CB (fig. 91); y en la de tercera siem
pre está perjudicada por ser DC<CB (fig. 92) {*). 

232 La carga que sufre el punto de apoyo, y á la que él debe resis
tir, está espresada por la resultante de las dos fuerzas. Si estas son pa
ralelas, esta-carga estará espresada por su suma P-t-R, cuando obren en 
un mismo sentido como en la palanca de primera especie (fig. 89); por 
R~P en la de segunda (fig. 91); y por P—R en la de tercera (fig. 92). 

233 También se puede atender al peso de la palanca, considerándole 
como una fuerza vertical aplicada á su centro de gravedad. Para esto su
pongamos que sean P y R £a "potencia y la resistencia (fig. 93), y G el 
centro de gravedad de la palanca AB, cuyo peso espresarémos por ÜC; y 
en virtud de la (ec. 83) será 1?XAG=PXCB4-ÍÍLXCG (313); 
por cuyo medio determinaremos Ja potenciad resistencia según necesitemos, 
cuando se conozca lo demás. La carga del apoyo en este caso es P-hK+R. 

Si la potencia obrase en dirección opuesta á la resistencia, seria ne
cesario atender al sentido en que las fuerzas intentan hacer girar la pa
lanca; y en virtud de lo demostrado (96)., la ecuación de los momentos 
seria (fig. 94) CAx#-t-CGxi<:=CBxP (314), 
y la carga del punto de apoyo seria R-+-K—P. 

234 Supongamos que la palanca CB sea homogénea y de igual grueso 
en toda su longitud, y representemos por m el peso de una porción de
terminada de esta palanca que tomaremos por unidad ; con lo cual ten-

, (*) En rni Compendio de Mecánica Práctica se dan algunos detall 
útiles en las artes sobre el' uso de esta palanca. & ^ 

1 R T. III. P. I. 
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drémos que siendo x Ja longitud de la palanca, su peso K será mx, y 
se deberá considerar concentrado en el medio G de Ja palanca; de ma
nera que espresando la CA por a, la (ec. 314) se convertirá en 

a R , X 

aR-\-~¡xxmx—Px, que da P = \-^mx (315). 
x 

Así, habiendo tomado x arbitrariamente, esta fdrmula dará el valor 
de P ; pero si se pregunta cuál es entre todos los valores de x, el que 
se debe verificar para que la potencia P sea la menor posible, será ne
cesario considerar á P como una función de x; y por el método de má
ximos y mínimos (II, 564) se halla que cuando *== 

m 

la potencia P es Ja menor posible; y sustituyendo este valor en la (ec. 315), 

resulta después de simplificar P = r \ / z a R m . 
{ Cuando á una palanca se aplican muchas fuerzas, es necesario para 
el equilibrio que su resultante pase por el punto de apoyo; luego si se 
toma este punto por centro de los momentos, el momento de la resultante 
será cero, y la(ec. 94) nos dzxiPp-hP'p'-hP"p"~P"'p"'~~P"/p'v-~&'c.-o; 
que nos dice que para el equilibrio en la palanca la suma de los momen
tos de las fuerzas que intentan hacer girar la palanca en un sentido, de-
he ser igual á la suma de los momentos de las que intentan hacer girar 
en el sentido opuesto. 
<( En la construcción de las máquinas entran con mucha frecuencia pa
lancas angulares, esto es, palancas cuyos brazos unidos en el punto de 
apoyo ̂  son dos lineas rectas diferentes como representa la (fig. 95). En 
este caso, los verdaderos brazos de la palanca son las Cr, Cp, y siem
pre se verifica la misma condición de equilibrio (230). 
«( Terminaremos este punto resolviendo una cuestión que suele ocurrir 
en la práctica de la maquinaria, y se reduce á que hallándose en equi
librio una potencia con una resistencia cualquiera, se quiere averiguar la 
magnitud que deberá tener otra potencia que cause el mismo efecto, pero 
que tenga su punto de aplicación en otro punto. Por egemplo, suponga
mos que la potencia P se equilibre con el peso R por medio de la pa
lanca angular CBL (fig. 96), y que se quiera determinar la magnitud de 
la potencia Q , que aplicada en A se debe equilibrar con el mismo pesoR> 
{ Para conseguirlo observaremos que por el supuesto de equilibrarse 
la potencia P con R, se tendrá J R X B G = P X L B ; 
y como para que se verifique el equilibrio de Q con R se deberá verifi
car 2 ? x B C = Q x A B , 
tendremos que igualando los segundos miembros de estas ecuaciones, re-
4~ PxLB 
^ l t a r á ^ x L B = Q x A B , que da Q=-—~. > 
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235 La balanza es una máquina que sirve para pesar las mercancías;' 

se compone de una palanca recta AB (f ig . 97). llamada la cruz, en cuyos 
estreñios cuelgan por medio de cordones ó cadenas dos platillos C y D; 
en uno de estos se pone el genero que se ha de pesar, y en el otro el pe
so conocido con que se quiere equilibrar el del genero. En medio de la* 
palanca está el fiel, que es un ege xz perpendicular á su longitud, cu
yos estremos entran y se mueven con libertad en los ojos que hay en los 
dos brazos de la alcoba EM que sostiene la máquina. La figura de la par
te inferior del ege es semejante al filo de un cuchillo mas ó menos romo, 
según se destine la balanza para pesar géneros en grande ó en pequeño. 
El corte de dichos cuchillos hace que la palanca descanse en los ojos de 
la alcoba , quedando con toda libertad para inclinarse á uno y otro lado; 
y el fiel que está dentro de la alcoba, cuando hay equilibrio, manifiesta 
que está la palanca horizontal. Este fiel d lengüeta con su desvío á la de
recha d á la izquierda de la alcoba en su estremo superior, manifiesta 
no solamente hacia qué lado se ha inclinado la cruz, sino que también 
da á conocer las mas mínimas inclinaciones que puede padecer. 

En virtud de esta descripción, notamos que la balanza es una palan
ca de la primera especie; y para que las balanzas sean exactas, se nece
sita ante todas cosas que los brazos EA, EB sean de todo punto iguales: 
sin este requisito de ninguna manera se deben admitir. Ademas de esta 
circunstancia, se necesita para que la balanza sea exacta, que sin peso 
ninguno en los platillos se mantenga la cruz horizontal; si no lo estu
viese, se podrá corregir este defecto, colgando pesos pequeños en alguno 
de los platillos hasta que se consiga que la lengüeta caiga perfectamente 
en medio de la alcoba: en cuyo caso estos pesos pequeños se deben con
siderar como parte de las mismas balanzas, y deben quedar fijos en ellas; 
pero de ningún modo se considerarán como parte de lo que se ha de pesar. 

Debemos advertir que cuando los brazos AE, EB de la balanza no 
son iguales, no se puede usar de pesos para conseguir el equilibrio; 
pues aunque con su auxilio se consiga poner la cruz en situación hori
zontal, no por eso podremos hacer un buen uso de ellas; porque en este 
caso el peso que se ponga en el platillo correspondiente al brazo mas lar
go se equilibrará con uno mayor que se ponga en el otro platillo. 

236 El medio mas sencillo de reconocer si una balanza es exacta, 
es el de equilibrar en sus platillos dos pesos cualesquiera; y si mudan
do cada peso al platillo del otro subsisten todavía en equilibrio, se ten
drá una completa seguridad de que la balanza es exacta; y si no se equi
libran, no lo será. Sin embargo se puede hacer uso de una balanza, 
aunque no sea exacta, para pesar con exactitud por un medio muy sim
ple. Para esplicarlo supongamos que en el platillo D se coloque un cuer
po, cuyo peso es desconocido y que señalaremos con x; coloquemos en 
el otro platillo C un peso conocido p que se equilibre con el peso x; de 
esto no podremos concluir que p—x, si por otra parte no estamus s^u-
ros de la exactitud de la balanza; pero si se quita del platillo L t̂tel 
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cuerpo que se quiere pesar, y se remplaza por otro peso conocidop' que 
se equilibre con el peso p que haya permanecido en el platillo C, se ten
drá rigorosamente x=p'; porque equilibrándose los dos pesos x y p ' en 
las mismas circunstancias con un tercer peso p , deben ser iguales entre 

fsí, aunque ni el peso p ' ni el x sean iguales con el peso p . 
237 También se puede averiguar el verdadero peso por medio de 

una balanza inexacta del modo siguiente. Se pone el cuerpo en el plati
llo D, y se equilibra con un peso P colocado en el otro platillo; des
pués se pone el mismo cuerpo en el platillo C y se ve con qué peso co
locado en el otro platillo se equilibra, y lo espresarémos por P'; se mul
tiplicarán estos dos pesos P y P', de su producto PP' se estraerá la 
raiz cuadrada y se tendrá el peso x del cuerpo propuesto. En efecto, en 
el primer caso de equilibrio se tiene (ec. 312) #xAE=PxEB; 
y en el segundo #xEB=P'xAE; 
multiplicando estas dos ecuaciones se tendrá a a x A E x E B : z : P P ' x E B x A E , 

que da x2—PP' ó x—\/~PP'. 
238 Para usar de la balanza se necesita poner en el un platillo un 

peso igual al del género que se coloca en el otro; por consiguiente, para 
pesar con este instrumento se necesita tener un gran numero de pesas, 
ó hacerlo de muchas veces; y ademas pesando mercancías en grande, 
sufren mucha presión los ojos de la alcoba, y el ege se pone romo y dis
minuye su movilidad; por esta causa se hace uso de otro instrumento 
en que un solo peso sirve para averiguar el de las mercancías con solo 
colocarle á diferente distancia del punto de apoyo. A este instrumento 
se le da el nombre de romana. 

Esta se compone de una palanca AB (fig. 98) colgada de un asa EK 
que la divide en dos brazos EA, EB muy desiguales. Del brazo mas 
corto cuelga un platillo d un garfio G, cuyo destino es sostener los gé
neros que se deben pesar; y por medio de una argollita se hace correr á 
lo largo del brazo EB un peso constante P que se llama pilón. Como en 
el brazo EB están señaladas las divisiones correspondientes al numero de 
libras d arrobas que se equilibran con el pilón, el uso de la romana es 
también muy sencillo; y así, solo nos resta advertir que para hacerse car
go de una romana no hay mas que saber con cuánto entra; esto es, qué 
peso se equilibra con el pilón en la primera división. 

En toda romana hay dos divisiones, la una se refiere al asa E K , y 
sirve para pesar por mayor, esto es, para pesar géneros de mucho peso; y 
se cuelga del asa ek para pesar por menor, esto es, cosas de poco peso. 

De la polea ó garrucha, y de las tróculas y polipastros que se compo
nen de ellas. 

â ,9 Se llama polea, garrucha, carrucho 6 motón, á un cilindro po-
c^rueso^n^cuya superficie esterior hay una especie de garganta ó car-
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ril que se llama cagera, por donde pasa una cuerda, á cuyos estreñios 
se aplican la potencia y la resistencia. 

El ege de la polea sale un poco por ambos lados de la superficie de 
las dos caras, y se apoya en un armazón GK (fig- 99) de modo que pue
da girar con libertad. 

Se puede hacer uso de la polea de dos distintos modos: ó estando 
fijo el centro de la polea como se ve en Ja (fig. 99), en cuyo caso se di
ce que la polea es jija ó inmóvil, y la potencia y resistencia obran en 
direcciones tangentes á la polea; ó se aplica la resistencia al centro de 
la polea, d en una dirección que pasa por él, en cuyo caso la potencia 
se aplica á un estremo de la cuerda, cuyo otro estremo está fijo, y se 
llama polea móvil, que está representada por la (fig. 100). 

240 Consideremos primero la polea fija; y observaremos que siendo 
fijo su centro, si lo tomamos por origen de los momentos, y tiramos las 
Cp, Cr, perpendiculares á las direcciones de la potencia y resistencia, 
tendremos (93 cor. 3.°y 4.0) PxCp=RxCr; 
y como Cp=Cr, por ser radios de la circunferencia que forma el carril, 
tenemos que P=R; 
luego en la polea fija para que haya equilibrio es necesario que la po
tencia sea igual con la resistencia; más á pesar de esto nos proporcio
na la ventaja de poder variar la dirección de la fuerza que se ha de em
plear. En efecto, cuando queremos levantar un peso á una gran altura, 
el mismo esfuerzo necesitamos emplear usando de la polea fija, que ha
ciéndolo á pulso; pero usando de la polea, el peso de nuestro cuerpo nos 
ayuda en tanto grado que lo hacemos con muchísima comodidad. 

241 Si queremos averiguar la presión d carga que sufre el centro C, 
observaremos que no debe ser otra que la resultante de las dos fuerzas 
P y R; y como estas acabamos de ver que son iguales, la dirección de 
su resultante debiendo pasar por el punto de concurso O de las RrO, 
PpQ, y por el punto fijo G para que pueda ser destruida por él, debe 
dividir (24) en dos partes iguales al ángulo POR; luego si espresamos 
dicha resultante por R', tendremos (29 cor.) P:R'::sen.COR:sen.POR; 
pero si se tira la cuerda pr, el ángulo COR=Crp, por ser ambos com
plemento del rCO; y como por ser rectos los ángulos CpO, CrO, el án
gulo pOr es (1.462) suplemento del pCr, será (1.637) sen.pOr=sen.pCr; 
luego tendremos P:R': :sen.Crp:sen.pCr:: (I. 638) Cp:pr, 
que quiere decir, que la potencia es á la presión que sufre el centro jijo, 
como el radio de la polea es á la cuerda del arco que abraza el cordón. 

Para determinar las condiciones de equilibrio en la polea mdvil 
(fig. 100) observaremos que siendo P la potencia, y R el peso, tenemos 
que en el caso de equilibrio representa aquí R lo que en la polea fija 
espresaba la carga d presión que sufría el centro de la polea; por lo que 
la condición de equilibrio será P: i? : :CS:SO; 
esto es, que en la polea móvil la potencia es á la resistencia, como el 
dio de la polea es á la cuerda del arco que abraza el cordón. 
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242 El caso mas favorable á la potencia es cuando los cordones 

( f ig . 101) son paralelos; pues entdnces la cuerda SO es el diámetro, que 
como equivale á dos radios, la proporción anterior dará i?=2P; 
de manera que una fuerza dada P se equilibra en este caso con una 

1 fuerza doble R. 
Si el arco SDO (fig. 100) fuese la sesta parte de la circunferencia, 

la cuerda SO seria igual al radio CS, y la potencia resultaría igual con 
la resistencia; si este arco disminuyese, la fuerza P seria mayor que la 
fuerza R, de manera que la máquina perjudicaría á la potencia. 

En general, la fuerza P dirigida según SP se equilibrará por medio 
SO 

de la polea móvil con una fuerza Px--^- dirigida según CR; y en todos 
D u 

los casos la presión ó carga del punto G es igual con la potencia P. 
243 Conociendo la relación de la potencia á la resistencia en la po

lea móvil, es fácil hallar esta relación en una combinación cualquiera 
de estos dos géneros de poleas. Pur egemplo, unamos al estremo K de 
las armas de una polea móvil BHCG (fig. 102) una cuerda KB'H'C'F' 
que pase después por el carril de otra polea mdvil B'H'C'G', y que se 
halle atada al punto F'; fijemos del mismo modo al estremo de esta se
gunda polea una cuerda K'B / /H''C''F'' que pase por el carril de una ter
cera polea mdvil B"H"C"G" y se halle atada al punto fijo F"; en fin, 
suspendamos á las armas A"K" de esta tercer polea un peso R, y con
sideremos este peso como la resistencia que está en equilibrio por medio 
de una potencia P aplicada á la primera polea según la dirección BP. 
Esta fuerza P , en virtud de lo que se acaba de ver, equivale á una 

BG 
fuerza dirigida según KB' é igual con Px—; 

AB 
esta por la misma razón equivale á una fuerza dirigida según K'B" é 

BC B'C' 
igual con P x - x — ; 

la cual equivale del mismo modo á una fuerza igual á 
BC B'C' B"C" 

P X Á B X A ? B , X A 7 7 B 7 7 7 d Í H s Í d a S 6 g U n k " K " ' 
Luego para el equilibrio de las dos fuerzas P y R es necesario qu« 

BC B'C' B"C" 
se tenga R—Px—x x : 

0 AB A B ' A"B" 
que da P:R:: ABxA'Bx'A"B": BCxB'C'xB"C" (316); 
de donde se concluye que la potencia P es á la resistencia R, como el 

dudo de los radios AB, A'B', A"B" de las poleas, es al producto 
las cuerdas de los arcos BC, B'C, B"C. 
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Las presiones de los puntos fijos F , F', F", ó las tensiones de las 

cuerdas que están sujetas á ellos, están espresadas por P para el punto 
BG , BC B'C 

F; por Px— para el F , y por Px—x——, para el F . 
' F AB ' J F AB A B 1 

244 Estos resultados se pueden estender á un número cualquiera 
de poleas móviles, colocadas del mismo modo; y si quisiéramos mudar 
la dirección de la potencia , pondríamos una polea fija en E , por cuyo 
medio obraría la potencia en la dirección P'E y se verificaría la misma 
condición de equilibrio , pues esta polea ni favorece ni perjudica á la 
potencia. Si todos los cordones que terminan en estas poleas son para
lelos, será B C = 2 A B , B / C / =2A / B / , B"C"=2A"B", 
y la (prop. 316) nos dará P:R:: 1 :23; 
y como lo mismo sucedería si hubiese mayor numero de poleas, resulta 
en general que la potencia será á la resistencia, como la unidad es al 
número 2W, espresando n el número de las poleas móviles. Así, en la 
(fig. 103) en que se tienen tres poleas móviles, seráP:/?:: 1:8,que da R—8P; 
es decir, que por medio de una máquina semejante un peso cualquiera 
P puede tener en equilibrio á un peso R ocho veces mayor. 

Las presiones que sufren los puntos fijos F, F',F" ó las tensiones de 
las cuerdas que están fijas en ellos , son diferentes; la del punto F es 
igual á P ; la de F' á 2P ; la de F" á 4P. El centro de la polea fija E 
sufre una presión igual al duplo de la fuerza P ; la suma de las pre
siones que esperimentan los cuatro puntos fijos E ,F , F', F" es igual á 
9P, Ó á la suma P-RR de los dos pesos suspendidos á la máquina; y esta 
presión total se distribuye desigualmente como se acaba de ver, y de un 
modo determinado entre los cuatro puntos que están fijos en la máquina. 

245 Una reunión cualquiera de poleas fijas d móviles forman lo 
que se llama tróculas , polipastros o aparejos. La que está representada 
en la (fig. 103) es la mas ventajosa para la potencia, es decir, que dispo
niendo de este modo un numero dado de poleas, una potencia dada se equi
librará con mayor resistencia. Pero como las máquinas no solo tienen por 
objeto el teuer fuerzas en equilibrio por medio de otras fuerzas, se em
plean frecuentemente las tróculas dispuestas de otra manera , según se 
juzga mas á propósito para el uso á que se destinan. En cada caso par
ticular se tendrá que calcular la relación de la potencia con la resisten
cia necesaria al equilibrio; este cálculo en virtud de lo que precede, y 
del egemplo que vamos á dar de él , no presentará jamas grandes di
ficultades. 

La trdcula representada por la (fig. 104) está formada de tres poleas 
fijas á unas mismas armas OV, y de otras armas móviles AK que tienen 
fijas á ellas otras tantas poleas. Una misma cuerda las -abraza á todas, 
pasando alternativamente de una polea de las armas fijas á una de las de 
las armas móviles ; todas las partes EB, F'C , E'B', F"C', &c. de ««a 
cuerda que van de una polea á otra son paralelas. Esta cuerdg ^ tá u h ¡ % 
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por su'estremo á las armas fijas: la potencia P se aplica al otro estre
mo : la resistencia ó peso R está igualmente fijo á las armas móviles; y 
en este peso R se debe comprender el peso de estas mismas armas, y el 

t de las cuerdas que las unen á las poleas fijas. 
Para determinar la relación entre P y R en el caso de equilibrio, 

observaremos que pues los cordones EB , F'C &c. forman parte de una 
misma cuerda , deben sufrir todos la misma tensión en el sentido de su 
longitud; porque es imposible que una cuerda esté desigualmente esten
dida en sus diferentes partes. Luego si se descompone la fuerza R en 
otras tantas fuerzas paralelas é iguales como cordones hay empleados en 
sostener este peso , es decir, en seis fuerzas dirigidas según los cordo
nes EB , F'C , E'B', F^C'&c. , estas componentes iguales espresarán las 
tensiones de estos cordones. Así, cada uno de estos seis cordones está ti
rado en el sentido de la pesantez por una fuerza igual á ^R ; de modo 
que el cordón EB está en el mismo caso que si se suspendiese en su 
estremo inferior un peso igual á ~R ; pero el mismo cordón está tirado 
en sentido contrario por la fuerza P ; luego se tiene para el equilibrio 

P=±R , d R=6P, 
Por consiguiente, en la (fig. 104) que es la que consideramos, la po

tencia P se equilibra con una resistencia igual á 6P. Es fácil de ver que 
en cualquiera otra trócula dispuesta de la misma manera, y no dife
renciándose de esta sino por el número de las poleas, la potencia es á 
la resistencia en el caso de equilibrio, como la unidad es al número de 
cordones que terminan en las poleas de las armas móviles, y que se pue
den considerar como empleados en sostener la resistencia (*j. 

Del torno, de las ruedas dentadas, del cric ó gato, y de la cabria. 

246 Se llama torno en general á una rueda atravesada perpendicu
larmente por un cilindro cuyos estremos descansan sobre dos apoyos 
C,G (fig. 105); en esta máquina una potencia P aplicada en una direc
ción tangente á la circunferencia de la rueda, se lleva tras sí á dicha 
circunferencia y al cilindro que está sólidamente unido á ella; y obli
gándoles á dar vueltas al rededor del ege del cilindro, es causa de que 
se vayan arrollando sucesivamente al rededor del cilindro las diferentes 
partes de la maroma DQ, á la cual está atado el peso que se quiere ele
var d acercar al cilindro. 

En algunas ocasiones no se hace uso de rueda alguna para hacer que 
dé vueltas el cilindro, sino que se colocan perpendicularmente á su ege 
unas palancas E á que se aplica la potencia, y produce el mismo efecto 

(*) En mi Compendio de Mecánica Práctica se presentan otras 
combinaciones de poleas fijas y móviles, cuyas leyes de equilibrio entre 
laS,otencia y la resistencia son bien fáciles de calcular por la doctri-

% espuela* 



DE MECÁNICA. I37, 
que la rueda siendo mas fácil su trasporte. En otras lleva el cilindro en 
sus dos estreñios unas eigüefias P', á las cuales se aplica para el mismo 
fin la potencia ó fuerza motriz, y en otras se ponen unos dientes a] a 
para mover la rueda. 

247 En cualquiera de estas disposiciones se puede colocar, combi-* 1 

nando su acción con una ó muchas poleas mdviles para levantar pesos, 
como se ve en la (fig. 106) , suponiendo que la polea L represente la sec
ción de un torno; pero en este caso conviene que esté el torno bien afir
mado en el suelo para que la potencia no se lo lleve. 

Guando el ege del cilindro está en situación vertical, recibe el nom
bre de argüe ó cabestante, como el de Ja (fig. 107). 

248 Para encontrar la relación de la potencia con la resistencia en 
esta máquina (fig. 1 0 5 ) , observaremos que siendo fijo el ege del cilin
dro, y no pudiendo la fuerza P y Ja resistencia Q egercer sobre éJ otro 
movimiento que el de rotación, se deberá verificar la (ec. 1 S 3 ) ; y como 
aquí solo hay dos fuerzas, á saber, la P que intenta hacer girar á la 
máquina hacia el lado de acá del ege, y el peso Q que intenta hacerle 
girar hacia el lado de allá del mismo ege, resulta que si espresamos por 
r la mD que desde el ege se tire perpendicularmente á la dirección Q D 
en que obra la Q, y por R la perpendicular GK que desde el mismo 
ege se tire á la dirección PK en que obra la potencia P , la citada 
(ec. 183) nos dará PR—Qr=o, ó PR=zQr, que da P:Q::r: R; 
que nos dice que en el torno la potencia es á la resistencia, como el ra
dio del cilindro es al de la rueda. 

249 Para hacer el cálculo con mas exactitud se debe considerar 
aplicada la potencia al diámetro de la cuerda; entdnces el radio del ci
lindro y el de la rueda se deberán aumentar en el valor del semidiá
metro de la cuerda, y se tendrá que la potencia es a la resistencia, co
mo el radio del cilindro mas el de la cuerda, es al de la rueda mas 
el de la cuerda. 

Cuando se trata de elevar el peso d resistencia á una gran altura, 
sucede con frecuencia que después de haberse arrollado la cuerda en to
da la longitud del cilindro, se vuelve otra vez á arrollar sobre la mis
ma cuerda, como representa la (fig. 1 0 7 ) ; y en este caso se deberá con
siderar el radio del cilindro aumentado no solo con el de la cuerda, sino 
con tantas veces el diámetro de la misma cuerda como veces esté ya ar
rollada; de donde se deduce que d proporción que vaya subiendo el peso, 
estará mas desfavorecida la potencia, y se necesitará una fuerza mayor 
para equilibrarse con una resistencia dada. 

Si se quiere determinar la presión que sufre cada uno de ios apoyos, 
se deberá atender no solo á la potencia y á la resistencia, sino también 
al peso de la máquina y á la distancia á que cada una de estas fuerzas 
comprimentes obran respecto de los puntos de apoyo. 

2 5 ° Cuando se combina el torno con un aparejo, trdeula 6 poÜDas-
tro, resulta la máquina que representa la (fig. 108) que se llama cáb% 

S T . III . 
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a cual se emplea para levantar masas considerables, tales como piezas-
de canon &c. Sea P la potencia que aplicada perpendicularmente al eV 
tremo de la barra ó rueda del torno, forma equilibrio con el peso Q 
suspendido al estrenio de las armas del aparejo mdvil; y se tendrá (248) 

* 'entre la potencia P y la resistencia t de la cuerda arrollada al cilin-
tr 

dro P = - , 
espresando por r el radio del cilindro, y por R el de la rueda ó la dis
tancia del punto de aplicación de P al ege del cilindro; pero en virtud 

Q 
de lo demostrado (§245) t~—, espresando por Q la resistencia y por n 

TI 

el ndmero de cordones que terminan en las poleas mdviles; luego si 
Qr 

sustituimos este valor de t en el anterior de P se tendrá P = - -
nR 

que da P:Q::r:nR. 
Luego para el equilibrio en la cabria se necesita que la potencia sea 

á la resistencia, como el radio del ege del torno es á tantas veces el ra
dio de la rueda como cordones terminan en las poleas móviles. 

Si en el torno se aumenta el radio de la rueda d se disminuye con
venientemente el del cilindro, se puede aumentar todo lo que se quiera 
la ventaja de la potencia; pero como esto en muchos casos seria imprac
ticable, pues no podría hacerse la rueda d la palanca tan grande como 
se necesitase por lo embarazosa que podría ser, d el cilindro se debili
taría demasiado y no tendría la resistencia necesaria: vamos á dar á co
nocer un medio muy sencillo de conseguir este objeto, el cual se halla 
descrito en la Mecánica de Gregory, y se atribuye al célebre Jorge 
Eckhardt, aunque hay suficientes motivos para sospechar es bastante 
antiguo en la China. 

Este aparato se reduce á que la parte A (fig. 109) del cilindro del 
torno es mas gruesa que la parte B; y la cuerda que pasa por la polea C 
que sostiene el peso Q está arrollada á cada una de las partes en di
recciones contrarias. Así, cuando la potencia aplicada al manubrio EF 
hace girar al cilindro para arrollar la cuerda sobre su parte mas gruesa, 
se desarrolla en la parte menor una porción correspondiente: de manera 
que en una vuelta completa del torno la diferencia entre la cuerda arro
llada al cilindro mayor y la desarrollada del menor, es igual á la dife
rencia de las circunferencias de los dos cilindros, y el peso Q se eleva la 
mitad de esta diferencia. 

Para encontrar la ley de equilibrio en esta máquina, observaremos 
que estando suspendido en el aire el peso Q, la tensión será igual en 

/

os cordones; y cada uno sostendrá (242) la mitad del peso del cuer-
luego deberemos considerar al rededor del ege del cilindro que es 
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fijo, tres fuerzas, á saber: una Ja potencia P aplicada al estremo del ma
nubrio; otra aplicada en el punto A , cuya magnitud es | Q ; y otra igual 
con esta aplicada al estremo B , que obra en el mismo sentido que la po
tencia P , y en sentido opuesto á la que obra en A . Por lo cual si es-# I 
presamos por R el radio de la rueda d manubrio, por r el del cilindro 
mayor, y por r' el del menor, la (ec. 183) nos dará 

PxR—iQxr+lQxr'=o, ó PxR=Qx^-, que da P;Q:;IllL:R, 
2 2 

que nos dice que la potencia es á la resistencia, como la mitad de la di
ferencia de los radios de los cilindros es al radio del manubrio, rueda 
ó palanca á que se aplique la potencia. 

Haciendo aplicación de esta invención al cabestante simple, como 
representa la (fig. 109*), trae unas ventajas considerables respecto de to
dos los demás medios que se conocen. En efecto, si suponemos por egem
plo que la parte superior A del cilindro mayor tenga 17 pulgadas de 
diámetro, y la menor solo 16, que fuese también el diámetro de la po-

17—16 Q lea G, tendríamos que P:Q:: — :R::%:R, que da P=z—. 
4 4# 

En un cabestante ordinario que tuviese el mismo diámetro de 16 pul-
8Q 

gadas y el mismo manubrio, se tendría P':Q::Lf:R: :8:i?, que da P'— —; 

y comparando P con P' se tendrá P : P ' : : ~ ^ : ~ j ^ r : : I : 3 2 > 

donde vemos que la potencia aplicada al nuevo cabestante es 32 veces 
menor que la que se necesita en el ordinario. 

251 Guando se tiene un sistema de tornos colocados como represen
ta la (fig. 110), la potencia P aplicada á la rueda A D hace mover al ci
lindro BG que comunica el movimiento á una segunda rueda A ' D ' por 
una cuerda B A ' . Esta rueda A ' D ' hace mover al cilindro C'B' al cual 
está unida una cuerda B ' A " , y así sucesivamente hasta el último cilin
dro que está cargado con la resistencia R. 

Si todo el sistema está en equilibrio y espresamos por T, T", T", Ci?c., 
las tensiones de las cuerdas B A ' , B ' A " , &c. tendremos: 

Para el primer torno P : T :: O B : O A , 
Para el segundo. . . T : T\: O ' B ' : O ' A ' , 
Para el tercero. . . . T: R:: 0 " B " : 0 " A " . 

Multiplicando ordenadamente estas proporciones dan 
P:R :: O B x O ' B ' x O " B " : O A x O / A ' x O " A " ; 

que nos dice que la potencia es á la resistencia, como el producto de los 
radios de los cilindros es al producto de los radios de las ruedas. \ 

2 5 2 Se llama rueda dentada á un cilindro mdvil al rJ î#lor d e ^ 
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e^e , y en cuya superficie tiene unos filetes ó dientes ; estos engranan o' 
engargantan en los que se forman del mismo modo sobre otra rueda 
dentada &c. Sobre el ege de cada rueda dentada se adapta ordinaria-

»• mente otra que forma cuerpo con ella y cuyo diámetro es menor; á esta 
rueda menor se llama piñón , y á sus dientes alas. De donde se deduce 
que un sistema de ruedas dentadas (fig. 111) no viene á ser otra cosa 
que un conjunto de tornos como el anterior; y los piñones representan 
los cilindros de la combinación precedente. Por lo que se deduce que 
en las ruedas dentadas la potencia es á la resistencia , como el producto 
de los radios de los piñones es al de los radios de las ruedas. 

La (fig. nrA representa también un sistema de ruedas dentadas por 
cuyo medio se hace que la potencia P se equilibre con una resistencia 
R que es horizontal, o por medio de la polea G con la R' que es vertical. 

En el anterior, los eges de los tres piñones son paralelos,y los dien
tes son prolongaciones del radio; en este el ege del segundo piñón es per
pendicular á los eges de los otros dos; y los dientes son perpendiculares 
á los radios. En ambos sistemas el plano de cada rueda es perpendicular 
al ege de su piñón y son las mismas las circunstancias del equilibrio. 

Si espresamos por Z), 2)', D " los números de dientes de las rue
das A, A', A", y por tí", tí"', d" los números de las alas de los piñones 

a", a'", y suponemos que mientras que la rueda A da n vueltas, las 
ruedas A', Á", A'" hagan la primera N\ la segunda iV"&c., tendremos 
que á cada revolución de A'", el piñón «'" engranará sucesivamente to
das sus alas con Ja rueda A"; de suerte que en N"f revoluciones engra
nará con A" un número de alas espresado por N"'d"''; del mismo modo 
la rueda A" dando N" vueltas, engranará un número N"D" de dientes 
con el piñón a'" ; y como los números de dientes y de alas que engrana 
la rueda A" Con el piñón a'" deben ser iguales, será necesario que se 
tenga $"V"=zN"'d",i 
por la misma razón las otras ruedas nos suministrarán las ecuaciones 

N'D'=N"d", ND=N'd'. 
Multiplicando estas ecuaciones ordenadamente y suponiendo cua

tro ruedas, tendremos NDD'D"=N'"d'd"d"'; 

d'd"d"' 

BD'D" ' 

253 Para hacer aplicación de este resultado, supongamos que se pide 
el número de dientes que es necesario emplear para que la rueda A haga 
una revolución en el mismo tiempo que la rueda A'" hace 60 ; en este 

d'd"d'" 
caso tendremos N=i, N = 60, 1 — 6ox : 

' DD'B" 9 

y tomando arbitrariamente los números á', d", tí7'", podremos suponer 
#Vf=4 , ¿¿"=5, tí""—7 ; esta hipótesis reduce la última ecuación á 

S \ • D D ' D " = 6 o x 4 X 5 X 7 = 8 4 o o . % 
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Pero 8400 se puede descomponer en tres factores de muchos modos; 
luego si elegimos los 12 , 25 y 28 , y hacemos D , D', D" respectiva
mente iguales á estos números , tendremos una solución de este proble
ma que w muy indeterminado. * 

Debemos observar que se debe tomar 2V<;iVy//; 
porque suponiendo d'<.D, d" <^D', d"'<D", 
A va mas lentamente que h!". 

254 Ademas del engranage de las ruedas que nos presentan las 
(figs. I I I y 112), puede haber otros muchos que tienen aplicaciones 
útiles. Los principales son los siguientes. En la (fig. 113) los dientes de 
la rueda grande son perpendiculares á su plano ; y hace oficios de pi
ñón la reunión de muchas barras que se llaman bolillos , fijas en las 
circunferencias de dos placas circulares paralelas que componen lo que 
se llama linterna; esta disposición suministra el medio de producir un 
movimiento de rotación perpendicular al plano de la rueda grande en 
que se reputa que obra la potencia. 

La (fig. 114) presenta el modelo de un engranage por medio del cual se 
produce un movimiento de rotación en un plano oblicuo al de la rueda á 
que está aplicada la potencia. En la disposición de estos engranages consiste 
el mecanismo de casi todas las máquinas de que se hace uso en los molinos. 

En efecto, si el agua que es el agente que por lo regular se emplea, 
cae sobre una rueda horizontal EG (fig. z 15), basta solo este movimiento 
para producir el de la muela d resistencia ILFK que se representa dado 
un corte por el ege para que se vea el espacio KDBF que debe haber entre 
la muela fija y la que gira; pero como para que la harina salga molida 
como corresponde , tiene acreditado la esperiencia que necesita la muela 
dar de 48 á 61 vueltas en un minuto, resulta que si el impulso del agua 
no es suficiente para hacer dar este número de vueltas , se emplea un 
engranage por medio de la rueda dentada A y la linterna d linternas G 
para mover la muela ó las muelas M. 

Si el primer impulso se verifica por medio de una rueda vertical, 
entdnces la rueda E (fig. 116) con la linterna D pueden producir desde 
luego el efecto que se desea sobre la muela M , d en caso de necesi
tarse que dé mas vueltas en un tiempo dado, se fija al árbol la rueda N, 
que podrá obrar á un mismo tiempo sobre dos, tres d mas linternas que 
hagan mover á otras tantas piedras ; y también se ve que pudiendo fi
jarse al mismo árbol otra rueda S, se pueden poner á un mismo tiempo 
en movimiento muchas piedras ó muelas por solo la rueda FG. 

Los dientes deben ser curvos desde el punto en que obran de lleno 
hasta su estremo ; los medios que hay para determinar con exactitud la 
curvatura mas á proposito para producir el mayor y mejor efecto, son 
complicados y no nos detendremos en manifestarlos; pero no obstante 
hé aquí una construcción muy sencilla y que se aproxima bastante á 
la verdadera. Supongamos que el punto A (fig. 117) sea el parage ̂ el 
diente en que obre de^leno el bolillo de la linterna; con Jtí^adio CvS 
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igual al radio de la linterna se traza el arco AB; y egecutando lo mis
mo por el otro lado, se tendrá el diente con las curvaturas por ambos 
lados, como conviene que las tenga en algunas ocasiones. 

s Los dientes no deben ser ni tan largos que embarazen el movimiento 
de la máquina , ni tan cortos que abandonen á los bolillos antes de ha
ber producido todo su efecto. Los bolillos para que no se doblen deben 
ser de la madera mas dura y lo mas cortos que sea posible. 

255 El cric 6 gato es una máquina que se refiere al torno , y que 
no se diferencia esencialmente de él. Consiste en una barra A B (fig. 118) 
guarnecida de dientes en una de sus caras, y mdvil en el sentido de su 
longitud ; los dientes de esta barra engranan con los de un piñón E, 
que se hace girar sobre su ege por medio de un manubrio CM ; los 
dientes del piñón llevan consigo á Jos de la barra, y hacen subir al peso 
que se coloca sobre la cabeza A de esta barra, d se suspende en su es
tremo inferior B; este peso es la resistencia, la potencia está aplicada al 
estremo M de la cigüeña ó manubrio; y suponiendo su dirección MC tan
gente á la circunferencia que describe este estremo , es necesario para 
el equilibrio que la potencia sea á la resistencia, como el radio del piñón 
es al radio de la cigüeña; porque es la misma condición del torno (248). 

El cric que acabamos de describir se llama simple; pero cuando 
entre el piñón y la barra se pone una d muchas ruedas dentadas con 
sus correspondientes piñones, se llama compuesto; en cuyo caso el piñón E 
(fig. 119) no obra ya inmediatamente sobre esta barra, sino sobre la rue
da D; y se verifica que la potencia es ú la resistencia , como el pro
ducto de los radios de los piñones es al producto de los radios de las 
ruedas por el brazo de la cigüeña. 

Del plano inclinado. 

256 El plano inclinado se caracteriza con este nombre, porque for
ma un ángulo con el horizonte; su uso es el de servir para sostener 
un cuerpo poniéndole en equilibrio con otras fuerzas. Tara manifestar 
cómo se efectúa, supongamos que se tenga un cuerpo M (fig. 120) cu
yo peso R lo consideraremos reunido en su centro de gravedad G. Para 
que este cuerpo pueda estar en equilibrio sobre un plano inclinado con 
una fuerza P, es necesario que las fuerzas R y P tengan una resultante 
que se destruya por el plano inclinado, lo que exige primero que dichas 
fuerzas se hallen en un mismo plano (22); y siendo R una vertical que 
pasa por el centro de gravedad , el plano RMP será también vertical y 
contendrá el centro de gravedad G. Por lo que Ja primera condición de 
equilibrio es que la dirección GP de la fuerza P debe estar en un pla
no vertical que pase por el centro de gravedad del cuerpo. 

La segunda condición es que Ja resuJtante GN de las fuerzas Ry P 
seidestruida por la resistencia del plano inclinado; lo que exige (148) 
fque esta recta sea normal al plano inclinado y la encuentre en uno 
e sus punías. 



DE MECÁNICA. 143 

on, se tt 

Esta segunda circunstancia se modifica un poco, cuando el cuerpo 
toca al plano inclinado por varios puntos; porque uniendo estos puntos 
por rectas, hasta para el equilibrio que la resultante normal pase por 
uno de los puntos del polígono comprendido por estas rectas. 

2 5 7 Quedando satisfechas estas dos condiciones, supongamos que * 
sea M un cuerpo mantenido en equilibrio sobre un plano inclinado por 
una fuerza P. Concibamos espresado su peso por la GR, y descomponga
mos esta fuerza en otras dos, tales que la una GN sea perpendicular al 
plano inclinado, y la otra GL obre en la dirección de la potencia P ; y 
en virtud de lo espuesto (29 cor.) tendremos P: R:: sen.RGN: sen.NGL. 

Aquí observamos que siendo el ángulo RGN constante, pues la di
rección GN y la GR. son dadas, la potencia quedará mas favorecida 
cuando el ángulo NGL tenga el mayor seno, que será cuando este án
gulo sea recto, en cuyo caso la dirección GP de la potencia será paralela 
al plano inclinado; y como entdnces el triángulo LGR será semejante al 
ABC, por ser ambos rectángulos, el uno en B y el otro en L, y tener el 
ángulo RGL igual con el ACB (I. 386c) , será P:R:: GL: GR :*• BG: AC; 
que quiere decir que en el plano inclinado cuando la potencia es paralela 
á la longitud del plano, se verifica en el caso de equilibrio que la potencia 
es á la resistencia, como la altura del plano inclinado es á su longitud. 

En el mismo caso tendremos GN: GR: • AB: AC. 
que quiere decir que la presión que sufre el plano inclinado es á la resis
tencia ó peso del cuerpo, como la base de dicho plano es á su longitud. 

258 Si la dirección de la potencia fuese paralela á la base del plano 
inclinado, como se ve en la (fig. 121) se tendría 

P:R::GL: GR:: (I. 485 cor. 5 . 0 ) BG: AB; 
que quiere decir que la potencia es á la resistencia, como la altura del 
plano inclinado es á su base. 

Y respecto de la presión tendremos GN:GR:: AC:AB; 
que quiere decir que en este caso la presión es á la resistencia, como la 
longitud del plano inclinado es á su base. 

Si la dirección de la potencia cayese por la parte inferior de GP, 
entonces mas bien contribuiría para obligar al cuerpo á bajar que para 
tenerle en equilibrio. 

259 Si quisiésemos averiguar las condiciones de equilibrio de dos 
cuerpos M y M' que estuviesen unidos por medio de una cuerda MEM' 
que pasa por la polea E (fig. 122), tendríamos que la tensión de la cuerda 

AD 
en E para sostener al cuerpo M debe ser igual (257) á Mx ; 

AB 
y la tensión de la misma cuerda en E para sostener al cuerpo M' será 

AD 
igual con M'x ; 

AG 
luego igualando estos valores que espresan una misma tensión, se tt 
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drá M x - ^ ~ = M'x^í, que suprimiendo AD resulta M:M'::AB:AC; 

que nos dice que los pesos de los cuerpos deben tener la misma relación 
v , que las longitudes de los planos inclinados sobre que insisten. 

De la rosca. 

260 Aunque la rosca se considera comunmente entre las máquinas 
simples, sin embargo se puede considerar como una máquina que se re
fiere como se va á ver al plano inclinado y al torno. La rosca es un ci
lindro AB (fig. 123) al rededor del cual está adherido un filete saliente 
GMD, cuya íbrma es la de un prisma paralelográmico ó triangular, y 
en el que una de las caras está unida á la superficie convexa del cilindro. 

Se llama tuerca al solido EF en que se hace entrar la rosca; en lo 
interior de la tuerca hay una concavidad semejante al filete C 3 Í D . Cuan
do la rosca ha entrado en la tuerca, esta concavidad se halla exacta
mente llena por el filete, de suerte que la rosca no puede tomar ya otro 
movimiento que adelantarse en el sentido de su longitud, girando sobre 
ella misma. Unas veces la rosca es fija, y la tuerca es la que se adelanta 
á lo largo de la rosca, girando al rededor de su ege; otras veces la tuer
ca es fija, y la rosca se mueve en la tuerca; pero como estos dos casos 
vienen á ser el mismo para el equilibrio de las fuerzas aplicadas á la 
pieza mdvil, nos limitaremos á considerar el primero. Ademas, para fijar 
las ideas colocaremos el cilindro fijo AB en una posición vertical; en 
cuyo caso el peso solo de la tuerca mdvil bastará para hacerle descender 
á lo largo de la rosca, si hacemos abstracción del rozamiento de esta 
tuerca contra la rosca. Representaremos por P la fuerza que se aplica á 
la tuerca para tenerla en equilibrio, y supondremos que esta fuerza obra 
al estremo de una barra EG en una dirección horizontal GH. La fuerza 
P será la potencia; el peso de la tuerca aumentado si se quiere de otro 
peso, será la resistencia que espresare'mos por R; y la cuestión que se 
trata de resolver consiste en hallar la relación entre la fuerza P y la re
sistencia R en el caso de equilibrio. Pero an tes de buscar esta relación 
conviene conocer la generación del filete GMD. 

261 Para esto concibamos dividido uno de los lados cd de un rec
tángulo abed (fig. 124) en un número cualquiera de partes iguales ce1, 
c'c", & c , y por los puntos de división c', c", &c. tiremos paralelas a l a 
base, que dividirán también al lado ba en partes iguales bb', b'b", &c.; 
tiremos después las rectas trasversales cb\ c'b", c"b"' que también 
serán paralelas é iguales entre sí; hecho esto, concibamos arrollado este 
rectángulo sobre un cilindro recto edfe de la misma altura que el rec
tángulo, y tal que la circunferencia de la base sea igual en longitud 
con la base cb de este rectángulo. Y tendremos que la superficie del rec-
^íguío se ajustará exactamente á la del cilindro, de manera que el lado 
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ab vendrá á reunirse con el de; ios puntos Z/, b" caerán sobre los 
puntos c', c". . . . . y las rectas cb\ c'b" , formarán una curva con
tinua sobre la superficie del cilindro. La curva formada de este modo 
se llama hélice; la parte de esta curva que va de un punto á otro de la 
recta cd, por egemplo la porción c me se llama espira, el intervalo* 
c"'c'v comprendido entre los dos estreñios de una misma espira forma lo 
que se llama el paso de la espira ó de la rosca. Todas las espiras de una 
misma hélice son iguales en longitud, y el paso de la espira es el mis
mo en toda la longitud de Ja rosca. Si por ün punto cualquiera m se con
cibe un plano que toque á la superficie del cilindro, por egemplo en la 
recta pmq paralela á su ege ó perpendicular á su base, y se desenvuel
ve esta superficie sobre este plano, las espiras de la hélice se converti
rán en una serie de recías paralelas que cortarán á la recta pmq bajo un 
ángulo igual al que las lineas trasversales cb'', c'b" forman con la 
recta cd; estas paralelas trazadas en el plano tangente representarán las 
tangentes á la hélice en los diferentes puntos de la recta pmq. 

Concibamos ahora un plano cualquiera por el ege de la rosca (fig. 123); 
y supongamos que la sección de este plano con el filete CMD, de cual
quier figura que sea , se mueva de modo que su plano pase constante
mente por el ege , y que al mismo tiempo todos sus puntos describan 
hélices semejantes al rededor de este ege; ella engendrará por este mo
vimiento el filete CMD que rodea al cilindro. 

Entendido esto , para hallar la condición de equilibrio entre la po
tencia P y la fuerza 6 resistencia que carga sobre la tuerca mdvil, su
pongamos primero que la tuerca solo estribe sobre la rosca en un punto 
del filete CMD , y consideremos este punto de contacto como cargado 
de todo el peso R de la tuerca; sea Cmd (fig. 125) la hélice pertene
ciente á este punto m del filete, y G el estremo de la barra d palanca 
á que está aplicada la potencia P según la dirección horizontal GH; ti
remos desde los puntos m y G sobre el ege AB las perpendiculares mk 
y Go, y tendremos que siendo fijo el ege AB como en el torno, si es
presamos por Q la fuerza que aplicada en el punto m se equilibra con 
la fuerza P , .tendremos (146 ec. 183) para determinar la condición de 
equilibrio la ecuación PxGo=Qxmk, 
queda P:Q:\mk'.Go:: (I- 504) cireunf.w&rcircunf.Go. 

Luego una fuerza Q determinada por esta proporción, y que fuese 
horizontal, causaria el mismo efecto que la fuerza P. Y como el peso R 
que consideramos en m, al intentar resbalar sobre la hélice se halla en la 
misma disposición que si estuviese en el plano inclinado hml que forma-
r i a el desarrollo de la espira correspondiente al punto »z, y la potencia 
Q que lo debe sostener es paralela á la base ni de dicho plano, tendre
mos entre la potencia y la resistencia d peso R (§ 258), la proporción 

Q:R::hn:nl. 

Multiplicando estas dos proporciones, se tendrá después de supri 
la Q en los dos primeros términos P'.R'.'.circaní.mkxhn'.circuj^.Goxrt 

n T T. III. 

r^r 

U 
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Pero ni es el desarrollo de la circunferencia que traza mk, luego si 
suprimimos estas dos cantidades en la última razón, será 

P: R:: hn: circunf.Go: 
^ que nos dice que en Ja rosca para que haya equilibrio la potencia es á 

s la resistencia, como el paso de la rosca es á la circunferencia del círcu
lo que la potencia intenta hacer describir á su punto de aplicación. 

Así, la ventaja de la potencia sobre la resistencia es tanto mayor, 
cuanto la potencia^bra á mayor distancia del ege, y cuanto menor es el 
paso de la rosca. A la verdad, hemos supuesto para llegar á este resul
tado que la tuerca mdvil solo estribaba en un punto del filete, pero se 
concibe fácilmente que siendo la relación de la potencia á la resisten
cia independiente de la posición del punto de contacto, sucederá aun 
lo mismo cuando Ja tuerca toque á la rosca en muchos puntos. En efecto, 
el peso de la tuerca se repartirá de un modo cualquiera entre todos los 
puntos de contacto. Llamemos r, r', r",&c, las partes de este peso que 
obren sobre estos diferentes puntos, y cuya suma equivaldrá al peso 
R ; y concibiendo dividida la potencia P en igual número de partes 

p , p ' , p " . . . . y suponiendo que la fuerza jo está empleada en tener en 
equilibrio el peso r, y del mismo modo en los otros, tendremos que en 
este caso cada peso parcial guardará con la fuerza que le hace equilibrio 
la relación constante de la circunferencia oG á hn; de modo que se tendrá 

circunf.oG circunf.oG circunf.oG 
r=px , r'=p'x S r"=zp"x ; 

hn hn hn 

sumando todas estas ecuaciones , y observando que r-+-r'-*-r"....~R, y 
circunf.oG 

p-MA-p"...==P, resulta R=Px y 
hn 

es decir , que se verifica la misma relación que en el caso de un solo 
punto de contacto. 

262 Algunas veces se emplea la rosca sin tuerca por medio de un 
mecanismo, que en las diversas modificaciones que puede tener viene á 
ser en realidad el que presenta la (fig. 126) ; los filetes de la rosca in
móvil en el sentido de su ege engranan en los dientes de una rueda den
tada , que no puede tener otro movimiento que el de rotación al rede
dor de su centro. Esta rueda lleva un piñón propio para hacer mover 
otra rueda, d un cilindro al rededor del cual se arrolla una cuerda, á 
la cual está suspendido el peso que se debe tener en equilibrio. 

La rosca empleada de este modo se llama rosca ó tornillo sin fin, y 
sirve no solo para establecer el equilibrio entre varias potencias , sino 
que en muchos instrumentos de Matemáticas y Física, como en Jos mi-
cfómetros &c. es de la mayor importancia para comunicar pequeños mo
vimientos. 

/
g Para hallar la condición del equilibrio cuando solo hay una rueda 
?rao ma îî esta la (fig. 126), observaremos que la potencia P se equili-
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brará con una fuerza Q que obre en el cliente D, de modo que se tenga 
P : Q :: ah= paso de la rosca : circunf.P; 

y respecto de la rueda dentada tendremos 
Q: Resistencia R:: OC=rad. del cil.: OT)=rad. de la rueda dentada. 

Multiplicando estas dos proporciones será P: R:: anxOCxircunf.PxOD," 
que nos dice que la potencia, es á la resistencia , como el producto del 
paso de la rosca por el radio del cilindro es al producto de la circun
ferencia que tiene por radio la distancia del punto de aplicación de la 
potencia al ege de la rosca , joor el radio de la rueda. 

Y si tuviese mas ruedas , seria la potencia á la resistencia aplicada 
al estremo del radio del último piñón, como el producto del paso de la 
rosca por el de los radios de todos los piñones es al producto de la 
circunferencia que la potencia intenta describir al rededor del ege de 
la rosca , por el producto de los radios de todas las ruedas. 

Terminaremos este punto manifestando un medio de aplicar la rosca 
que es muy poco conocido, que puede ser muy útil en algunas ocasio
nes , y que tiene cierta analogía con el nuñez de los instrumentos ma
temáticos. Para darlo á conocer supongamos que AB (fig. 126*) es una 
lámina d plancha de metal donde juegue la rosca CD con un número n 
de espiras en cada pulgada. Dentro de la rosca CD hay una tuerca , en 
la cual se introduce otra rosca menor DE con n-+-i espiras en cada pul
gada ; y por medio del aparato AFGB se impide el que esta rosca ED 
gire al mismo tiempo que la DC. 

Ahora , si la manezuela CKL da n vueltas, la rosca CD adelantará 
hacia arriba una pulgada ; y si suponemos que la rosca DE se' mueva 
al rededor con CD, el punto E subirá también una pulgada. Pero si á 
la rosca DE se le hace dar n vueltas hacia atrás , el punto E bajará 

n • 
de pulgada? y el'resultado de ambos movimientos será el haber le-

n 1 
vantadó el punto E hacia arriba un espacio espresado por f» 

n-hi n-hi 
de pulgada. m 

Luego si mientras la rosca. CD da n vueltas, la DE se halla sujeta, 
el efecto será él mismo que si hubiera andado n vueltas con CD, y 

hubiera hecho'después n vueltas hacia atrás, por lo que adelantará — 

de pulgada, y en -cada vuelta de la manezuela CKL andará hacia arri-

v í ~ I I I 

na un espacio espresado por x - ^ = de pulgada. 
Í Z - H I n* n2~i-ñ " - • 

Si suponemos que la manezuela CKL tenga b pulgadas de largo, l a \ ° - ^ 
tencia ganada por la máquina estará espresada por la^y^lacion Te 
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(rca--Hi)x6, 283 &e.x/> con la unidad. Para conseguir esta misma ventaja 
en la potencia por medio de la rosca común hubiera sido preciso que 
tuviese 722~w? espiras en cada pulgada; lo cual originaria el que la má
quina seria muy débil, y no podría resistir á una considerable violén

t e l a . Con él auxilio de esta doble rosca se pueden producir unos movi
mientos sumamente pequeños , como se requiere en muchos instrumen
tos matemáticos, y ademas se puede disponer para levantar pesos consi
derables á pequeñas alturas con mucha mas ventaja que la que pueden 
proporcionar las máquinas descritas (255), 

De la cuña. 

263 La cuña es un prisma triangular ABC (fig. 127) que se intro
duce en una hendidura para separar mas las dos partes de un cuerpo. 
La cara BC que está fuera del cuerpo y sobre la cual se golpea para ha
cer que se introduzca la cuña, se llama cabeza de la cuña; se llama filo 
ó corte la arista por la cual principia á introducirse; y lados ks dos 
caras adyacentes á esta arista, que son las que comprimen las dos par
tes del cuerpo. La potencia es la percusión que se egerce sobre la cabeza 
de la cuña por un golpe de martillo d de otro modo cualquiera; la fuer
za que debe vencer es la resistencia que las partes del cuerpo oponen á 
su separación; pero como esta resistencia no es jamas bien conocida por
que depende de la adherencia que tienen los maderos d partes que se 
tratan de rajar, sobre lo cual se tienen muy pocos d casi ningunos datos, 
no indagaremos como en las otras máquinas, la relación de la potencia 
á la resistencia; y nos limitaremos á determinar los esfuerzos que la po
tencia egerce sobre los dos lados de la cuña perpendicularmente á ellos. 
Supondremos la potencia perpendicular á la cabeza de la cuña; porque 
si no lo fuese, se descompondría en dos, la una paralela á esta cabeza 
que no produciría ningún efecto para introducir la cuña; y la otra per
pendicular y que por lo mismo es la única que se debe considerar. 

Sea DE (fig. 128) la dirección de la potencia; por esta recta que se 
supone perpendicular á la cabeza de la cuña, concibamos un plano per
pendicular al corte d filo; y como esta arista es la intersección de los 
dos lados de la Cuña, este plano será también (I. 548) perpendicular á 
estos dos lados; sea el triángulo ABC la intersección de dicho plano con 
el prisma triangular que forma la cuña; tiremos desde el punto E, don
de la dirección de la potencia encuentra á la cabeza de la cuña, dos 
perpendiculares EP, y EG sobre los lados AB y CA; y descomponga
mos la potencia en dos fuerzas dirigidas según ÉF y EG; estas dos com
ponentes representarán los esfuerzos que la potencia egerce sobre los la
dos de la cuña, y cuya relación con esta potencia se trata de encontrar. 
Para conseguirlo sea P la fuerza cfada, x y z las componentes según 
EF/y EG; prolonguemos la dirección DE de la fuerza P una cantidad 
a^Oit rar ia^i , y por el punto e tiremos las rectas ef y eg paralelas á 
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EG y EF; la fuerza P y sus componentes x y z serán entre sí como la 
diagonal Ee y los dos lados Ef y Eg del paralelograrno Efeg; luego á 
causa de ser Eg—fe, se tendrá P: x : z:: Ee: Ef: fe. • * 

Pero los tres lados del triángulo Eef son perpendiculares á los del 
ABG, á saber, Ee á BC, Ef á BA y ef á AC, luego (I. 485 cor. 5.0) se 
tendrá Ee : Ef:fe:: BC : BA : AC; 
por consiguiente P : x: z:: BG : BA: AC; 
es decir, que las tres fuerzas P, x, z, son entre sí como los tres lados del 
triángulo ABC á que son perpendiculares sus direcciones. 

Las rectas BC, BA, CA, son entre sí corno las caras de la cuna que 
se llaman su cabeza y sus dos lados, porque estas caras son paralelogra
mos de la misma base, que tienen por altura á BC, BA, CA; luego se 
sigue que la potencia y sus dos componentes son entre sí como la cabeza 
y los dos lados de la cuña: ó que estando la potencia representada por 
la cabeza de la cuña el esfuerzo que egerce sobre cada uno de los dos 
lados está representado por este lado. Luego sirviéndose de una cuna 
muy aguda, d cu jos lados sean muy largos con relación á la cabeza, se 
podrán egercer lateralmente esfuerzos muy considerables, dando un gol
pe mediano sobre la cabeza de la cuña, d comprimiéndola de un modo 
cualquiera; por esa razón vemos efectos tan prodigiosos en los cuchillos, 
huellas, dientes C i?c . , que no son otra cosa que cuñas. 

Consideraciones generales acerca de las máquinas; división de todas las 
que existen y pueden existir en 21 clases; ley general de su equili
brio , y demostración del principio de las velocidades virtuales. 

264 Combinando de diferente modo estas máquinas que acabamos de 
dar á conocer, resultan otras muchas por cuyo medio no solo se vencen 
las resistencias, sino que se comunican, reparten, distribuyen d trasmi
ten los impulsos de las fuerzas, según las diversas necesidades de la vi
da (*). Sin embargo, á pesar de que hemos visto en las diferentes má
quinas que hemos considerado, que una potencia pequeña se equilibra 
con otra mucho mayor, no debemos deducir por esto que una potencia 
pequeña destruye á una potencia grande; pues en este caso la fuerza 
grande no se destruye por la pequeña; esta realmente solo destruye una 
parte igual de la grande, y los obstáculos fijos que opone la máquina 
destruyen lo demás. 

Para aclarar esto observaremos que en la polea mdvil, una potencia 

(*) Como se suelen confundir con alguna frecuencia las máquinas 
con lo que se llama instrumentos , debemos advertir que instrumentos 
son los medios de que nos valemos para aumentar la actividad de nues
tros sentidos; y que el objeto de las máquinas es el aliviarnos ^n 
nuestras necesidades, economizando las fuerzas de los hombres .ó de 
los animales. V * 

\ 
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cualquiera se equilibra con una resistencia dupla. Sin embargo, esto no 
quiere decir que la potencia P, que es por egemplo tres, destruye d sos
tiene el efecto de la resistencia seis, pues ella nunca puede destruir si-

1 no tres; y si se equilibra con una resistencia como seis, es porque el 
punto fijo G (fig. 101) destruye otro tanto efecto como la potencia P; y 
pudiendo hacer observaciones semejantes en las demás máquinas, dedu
cimos en genera], que cuando por medio de una máquina se equilibra 
una potencia pequeña con una resistencia grande, la potencia pequeña 
solo destruye una parte de la resistencia igual con dicha potencia, y 
la parte restante de la resistencia se destruye por los puntos ó eges 
fijos de la máquina. 

265 Guando por medio de las máquinas se ponen en movimiento las 
fuerzas, es verdad que una fuerza pequeña pone en movimiento á una 
resistencia grande; pero esto es con una pérdida de tiempo tanto mayor, 
cuanto lo es la resistencia respecto de la potencia. Así es, que si tratá
semos de elevar un peso de cien libras á una altura de 20 varas, em
pleando una polea fija necesitaremos una potencia equivalente á poder 
mover las mismas; y para que la resistencia R (fig. 99) subiese las 20 
varas que hay desde donde está hasta B , necesitará hacer pasar por la 
polea 20 varas de .cuerda; y suponiendo que en cada vara se emplee un 
segundo, tardaría 20 segundos; si empleásemos una polea mdvil nos bas
taría una potencia que fuese capaz solo de levantar 50 libras; pero en
tdnces para subir el mismo peso á la altura de las 20 varas, necesitaría 
la potencia P hacer subir doble cuerda de la que hay desde O á B 
(fig. 1.01); luego tendría que hacer subir 40 varas de cuerda; y supo
niendo que tardase un segundo en cada vara , necesitaría 40 segundos, 
que es doble del tiempo que antes se necesitaba. Y como lo mismo se 
verifica respecto de las demás máquinas, resulta que en toda máquina 
en movimiento se pierde siempre en tiempo lo que se gana en fuerza. 
N o obstante, como en muchas ocasiones 6 nos sobra el tiempo , d no se 
lleva precisamente por objeto el vencer una mayor resistencia , sino el 
hacer la operación con mas facilidad d Comodidad , como sucede on la 
mayor parte de las que se emplean en las fábricas y en varios ramos 
de las artes, resulta que las máquinas son de la mayor importancia en 
la sociedad; pues aunque una máquina no puede aumentar en manera 
alguna el efecto del agente , no obstante por su medio se puede aumen
tar muchísimo el producto del trabajo. En efecto , para la mayor parte 
de las operaciones de las artes no se necesita un grande esfuerzo, y 
sucede que empleando solo un agente para una operación, se desperdi
cia mucha parte de su fuerza , como sucede cuando una persona mueve 
una rueda de un torno de hilar ; pues si suponemos que esta rueda co
munique el movimiento á un solo huso, como para conseguir este efecto 
se^uecesita un esfuerzo muy pequeño, resulta que se desperdicia todo 
el esfuerzo restante del agente; pero si se distribuye convenientemente 

^xoda la fífefJa de que es capaz dicha persona po| medio de una máqui-
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na, y se mueven á un mismo tiempo, diez, ciento, mil d mas husos,' 
entdnces es cuando se ve que una persona produce tanto trabajo como 
diez, ciento, mil d mas (*). 

266 En las máquinas que facilitan d abrevian las operaciones de las 
artes, mas bien se emplea la destreza del hombre que su fuerza; y es
tas dependen en gran parte del ingenio y sagacidad del que Jas emplea 
para distribuir los movimientos, y hacer que varias operaciones depen
dan de solo un agente. Sobre este punto se ha dado un paso sumamente 
rápido en la Mecánica, con cuyo auxilio ya se encontrarán muy pocas 
dificultades para conseguir el efecto que uno se propone con la fuerza d 
agente de que puede disponer. Dos sabios españoles, á saber, don Josef 
Lanz y don Agustin de Betancourt, han reducido todas las máquinas 
elementales á 21 clases (**). 

Para esto han observado que los movimientos que se emplean en las 
artes, son ó rectilíneos ó circulares, ó determinados en virtud de cur
vas dadas; y como pueden ser continuos ó alternados (de vaivén), re
sulta que combinando los unos con los otros, y también cada uno con
sigo mismo, se obtienen las veintiuna clases de máquinas siguientes, 
y que sirven para convertir 

i . a El movimiento rectilíneo continuo en otro rectilíneo también 
y continuo. 

2. a Id. en rectilíneo de vaivén. 
3. a Id. en circular continuo. 
4. a Id. en circular de vaivén. 
5. a Id. en movimiento continuo según una curva dada. 
6 . a Id. en movimiento de vaivén según una curva dada. 
7. a El movimiento circular continuo, en rectilíneo de vaivén. 
8.a Id. en él mismo. 
9.a Id. en circular de vaivén. 

10. a Id. en movimiento continuo según una curva dada. 
1 1 . a Id. en movimiento de vaivén, según una curva dada. 
12. a El movimiento continuo según una curva dada en rectilíneo 

de vaivén. 
13. a Id. en circular de vaivén. 

(*) En mi Compendio de Mecánica Práctica (tj§ 115 y 116) se po
nen otros pormenores sobre este particular; y por ahora solo añadire
mos que una corta cantidad de carbón empleada en convertir en vapor 
una cierta cantidad de agua, es suficiente para poducir una fuerza es-
traordinaria que distribuida convenientemente produce unos resultados 
tan ventajosos para las artes y manufacturas, que no se puede formar 
idea sino viéndolos. 

(**) Este importantísimo trabajo está publicado en Paris el año 
de 1808, bajo el título de Ensayo sobre la composición de las máquinas 
por los señores Lanz y Betancourt. ^ 
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14. a Id. en él mismo. 
15. a Id. en movimiento de vaivén según una curva dada. 
16. a El movimiento rectilíneo de vaivén en él mismo. 
17. a Id. en "circular de vaivén. 
18. a Id. en movimiento de vaivén según una curva dada. 
19. a El movimiento circular de vaivén en él mismo. 
20.a Id. en movimiento de vaivén según una curva dada. 
21. a El movimiento de vaivén según una curva dada, en movimien

to de vaivén según otra curva dada. 
De cada una de estas clases se hacen luego varias divisiones; pues 

ademas se puede suponer que cada movimiento sea uniforme d variado, 
y que produzca su efecto en el mismo plano d en planos diferentes; y 
para cada caso particular se presenta en dicha oh ra la máquina d má
quinas que corresponden, y se advierte si hasta ahora no se ha inven
tado. Con el auxilio de esta obra ya no hay que hacer otra cosa en la 
práctica , sino observar bien la naturaleza del movimiento que se trata 
de efectuar , y cuál es el movimiento de que se puede disponer, acudir 
á la tabla en que se presentan todos, y elegir el que mas convenga se
gún las circunstancias. 
{ 267 Entendido esto, pasemos á deducir un principio general que 
puede servir para determinar las leyes de equilibrio en todas las má
quinas de cualquier naturaleza que sean. 
{ Para esto observaremos que comparando los Geómetras las condi
ciones de equilibrio en las máquinas simples,y buscando lo que tienen 
de común , han llegado á descubrir una.ley que se observa en todo sis
tema de fuerzas en equilibrio. En esta ley estriba el principio conocido 
bajo la denominación de principio de las velocidades virtuales , y de 
que Lagrange ha hecho un uso tan feliz en su apreciable Mecánica 
analítica. En la primera edición de esta obra , Lagrange no demostró 
el espresado principio, y solo se propuso deducir de él todas las ver
dades de la Mecánica ; en la segunda da una demostración fundándose 
en la teoría de las tróculas ; y como es un asunto de la mayor impor
tancia , vamos á poner aquí su enunciado, lo verificaremos después en 
algunos casos de equilibrio, y por último lo demostraremos como lo hace 
Poisson en su Mecánica. 
{ 268 Supongamos que P, P', P" & c . (íig. 129) sean las fuerzas da
das ; mP,ff2 /P /,»2 / /P",&c. sus direcciones, y m , m','m"&c. sus puntos 
de aplicación. Supongamos que estos puntos materiales estén unidos en
tre sí de un modo cualquiera por hilos inestensibles , por rectas infle
xibles ó por cualquier otro medio físico d mecánico que se pueda con
cebir : pudiéndose encontrar también entre estos puntos algunos que 

estén sujetos á permanecer sobre superficies d sobre curvas dadas , y 
otros que estén de todo punto inmóviles. 
{ Concibamos que se coiyunique un movimiento infinitamente peque-
ñoitá este sistema de puntos , de modo que el punto m pase á n, el m 
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á el m" á. ra" & c , sin que se alteren en manera alguna las condicio
nes que unen los puntos entre sí; Ls rectas infinitamente pequeñas ñin, 
m'n', m"n" &c. se llaman las velocidades virtuales de estos puntos ; y 
si se proyecta cada una de estas rectas sobre la dirección de la fuerza 
aplicada al mismo punto , se tendrá la velocidad virtual de cada punto, 
estimada según la dirección de esta fuerza. Así, tirando desde el punto 
ñ una perpendicular na sobre la dirección mP de la fuerza P ó sobre 
su prolongación, desde el punto n' una perpendicular n'a' sobre la di
rección m'P' de P' ó sobre su prolongación &c. , las lineas ma, m'a', 
m"a"'&c. serán las velocidades virtuales de los puntos m,m',m'' 6¿e. es
timadas según las direcciones de las fuerzas que obran sobre estos puntas. 
{ 269 De aquí en adelante sefíalare'mos con el signo las.proyec
ciones ma, m'a', m"a" &c. que se cuentan sobre las mismas direcciones 
de las fuerzas, y con el signo — las que caen sobre las prolongaciones de 
estas direcciones; de manera que si se hace ma=^p,m,a'—p',m"a"=-p"&.c. 
las cantidadesp,p',p", £í?e. podrán ser positivas d negativas; por egem
plo, la figura supone que p,p',p"' son positivas, y p " , p ' y negativas. 
Al contrario, las cantidades P, P', P" & c . que representan las intensi
dades de las fuerzas son siempre positivas, como nos hemos convenido(11). 
{ 2 7 0 Esto supuesto, si las fuerzas P, P\ P" &c. están en equili
brio, la suma de estas fuerzas multiplicadas respectivamente por las ve
locidades virtuales p, p', p" &c. estimadas según sus direcciones es 
igual á cero, es decir, que se tiene PpH-P'p/-+-P"p"-f-&c.==o (316) ; 
y recíprocamente las fuerzas P, P', P" &c. estarán en equilibrio cuando 
se verifica esta ecuación para todos los movimientos infinitamente pe
queños que se pueden dar al sistema de los puntos m, m', ra" &c. 
•(. Este es el enunciado mas general del principio de las velocidades 
virtuales. En cuanto á su uso para resolver las cuestiones de Estática, 
solo se necesita en cada caso particular distinguir los diferentes movi
mientos infinitamente pequeños que puede tomar el sistema de los pun
tos m, m', m" &c. , y determinar para cada uno de estos movimientos 
las velocidades virtuales p,p', p " 6?c. estimadas según las direcciones 
de las fuerzas dadas. Hecho esto, el principio de las velocidades virtua
les ó la (ec. 316) en que está espresado, dará inmediatamente todas las 
ecuaciones de equilibrio, que serán tantas como movimientos sean posibles. 
{ 2 7 1 Consideremos, por egemplo, una palanca DcE (fig. 130) forma
da por una linea inflexible comprendida en un mismo plano. Sea c el 
punto de apoyo; P y P' dos fuerzas dirigidas en el plano de la pa
lanca, y aplicadas á los puntos m y m' de esta linea según las direccio
nes mP y m'P'. La palanca solo puede tomar un movimiento de rotación 
al rededor del punto c; luego se tendrá solo una ecuación de equilibrio, 
á saber, Pp+py—0, 

siendo p y p ' J a s velocidades virtuales de m y m', estimadas según las 
direcciones de P y P' que resultan de este movimiento. 
{. Para determinar los valores y los signos de p y p ' , ot>. Ĵ arémos 

• V T. III. P. I. 
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primero que esta ecuación no puede verificarse á menos que estas canti
dades no sean de signos contrarios; lo que exige el que las fuerzas P y 
P' intenten hacer girar á la palanca en sentidos opuestos al rededor del 

v ninto c. Luego si suponemos que la rotación que se imprime á la pa
lanca se haga en el sentido de la fuerza P , entonces p es la positiva, y 
p ' la negativa. En este movimiento, los ángulos mcn y m'cn' descritos 
por las lineas cm, y cm' son iguales; los arcos mn y m'n' descritos al 
rededor del punto c como centro son (I. 504 cor. 2.0) como sus radios 
cm y cm'; y como sean grandes 6 pequeños, siempre conservan la mis
ma relación, la conservarán cuando lleguen á sus límites (I. 328), d lo 
que es lo mismo, cuando sean infinitamente pequeños, de manera que 

mn m'n' 
se tiene siempre = — - . 

cm cm 

{ Si desde los puntos n y n' tiramos las perpendiculares na y n'a! so
bre las direcciones de las fuerzas P y P', tendremos p=ma, p'=m'a'. 
{ Tiremos también desde c las perpendiculares cb, cb' sobre las mis
mas direcciones, y hagamos cb—q, cb'—q'; considerando los arcos como 
lineas rectas perpendiculares á los radios cm y cm', los triángulos cbm, 
y mna serán semejantes (1.485 cor. 2.°), pues ademas de ser rectángulos 
el uno en b y el otro en a, resulta de suponer recto el ángulo nmc, que 
el ángulo amn junto con el bmc valen un ángulo recto, por lo que el 
ángulo nma es igual con el mcb; por la misma razón serán semejantes los 

mn m'n' 
triángulos cb m y m na y se tendrá ma— xcb, ma——jXcb'; 

cm cm 

mn m'n' 
por consiguiente p — xa, p ——-xa . 

• cm cm 

{ Si sustituimos estos valores de p y p ' en la ecuación de las veloci
dades virtuales, teniendo presente que lap' debe ser negativa, y supri

ma m'n' 
miendo los factores iguales , — - , resulta 

cm cm 

Pq— P y = o , 6 Pq=P'q', que da P:P'::g':a; 
que quiere decir, que las fuerzas P y P' son reciprocamente proporcio
nales á las perpendiculares q y q' tiradas desde el punto de apoyo sobre 
sus direcciones; lo que equivale á decir que sus momentos son iguales 
con relación ií este punto. 
{ 272 Gomo este teorema se ha demostrado directamente (229), re
sulta que el principio de las velocidades virtuales se halla comprobado 
respecto de la palanca. A la verdad solo hemos aplicado dos fuerzas á 
esta máquina ; pero si se quiere se puede considerar un mayor número, 
y cualqwíCa que sea este se deducirá la misma condición de equilibrio 
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demostrada (97). Este principio se verifica también sin ninguna dificul
tad en el torno , polea &c. 
{ 273 Comprobada ya la verdad del principio, tratemos de demos
trarle. Para esto sean P, P', P" & c . un número cualquiera de fuerzas 
aplicadas al mismo punto m (fig. 131) según las direcciones wP, mF , 
mP"&c. comprendidas ó no en un mismo plano; sea también R su re
sultante , y mR su dirección. 
{ Tiremos por el punto m en una dirección cualquiera la linea mn, y 
descompongamos cada una de las fuerzas R, P,P', P" Cifc. en otras dos, 
la una dirigida según la linea mn, y ta otra perpendicular á esta linea. 
Pues que R es la resultante de todas las fuerzas, su componente según 
la linea mn será igual á la suma de las componentes de dichas fuerzas 
según la misma linea; luego espresando por a, a, a', a," ci?c. los ángu
los que forman las direcciones de las fuerzas R,P,P', P " & c . con la li
nea mn , tendremos (ees. 17 y 13) 

íícos.a=Pcos.a-t-P/cos.a/'+-P'/cos.a/'-T-cifc. (317). 
Pero si desde el punto n , tomado á arbitrio sobre la mn , se tiran las 
perpendiculares nr, np, np', np" &c. á las direcciones de las fuerzas R, 
P, P', P" & c . ó á sus prolongaciones, y se espresan por r, p , p ' , p " & c . 
las proyecciones mr, mp, mp', mp" &c. de la linea mn sobre estas di
recciones , y por c la linea mn, se tendrá 

r=ccos.a, p—ecos.a, //=ccos.a' cifc; 
luego si multiplicamos por c todos los términos de la ecuación prece
dente, y sustituimos después en vez de ecos.a, ccos.ee, ccos.a'&c. los va
lores r,p, p',p" & c . que acabamos de espresar, tendremos 

Rr=Pp-+-P'p'+P"p"+&c. (318). 
{, Si se supone que el punto m se haya trasladado á n, y se considera 
la mn como la velocidad virtual de este punto , las cantidades r,p,p', 
p " 6?c. serán sus velocidades virtuales, estimadas según las direcciones 
de las fuerzas R,P, P',P" cifc.; luego la (ec.318) significa que el pro
ducto de la resultante de un número cualquiera de fuerzas aplicadas á 
un mismo punto, por la velocidad virtual de este punto estimada se
gún la dirección de esta resultante, es igual á la suma de los produc
tos de estas fuerzas multiplicadas por las velocidades virtuales del mis
mo punto , estimadas según sus direcciones respectivas. 
{ Debemos advertir que para que se verifique este teorema, no es ne
cesario que las velocidades virtuales sean por precisión infinitamente 
pequeñas; porque la longitud de la linea mn es de todo punto arbitraria. 
i. 274 Para que las fuerzas P, P', P" & c . estén en equilibrio al re
dedor del punto m, supuesto enteramente libre, es necesario que se ten
ga 2 í=o , lo que reduce la (ec. 318) á Pp-hP'p'~+-P"p"+&c.—o (319), 
ecuación que comprende el principio de las velocidades virtuales rela
tivamente á las fuerzas P, P', P"&c. 

{ Este principio se verifica igualmente cuando el punto m, en vez ée 
estar libre, está sujeto á permanecer sobre una superficie d ybie una 

• 
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curva dada, con tal que entdnces las velocidades virtuales sean infini
tamente pequeñas; y se verifica cuando las potencias obran sobre dife
rentes puntos de un cuerpo d que están unidos de un modo cualquiera. 
{ Lagrange espresa las fuerzas d potencias por las letras P, Q, R, S 

*' Cfc. y las velocidades virtuales estimadas según sus direcciones por 
dp, dq, dr, ds; y atendiendo á estas consideraciones la (ec. 319) se con
vierte en Pdp+Qdq-hRdr-hSdÁ-h&c.—o (320). 
{ Del principio de las velocidades virtuales se deduce inmediatamen
te este importante teorema, á saber, que el centro de gravedad de un 
sistema de cuerpos pesados, unidos entre si de un modo cualquiera, es
tá en general ó lo mas alto ó lo mas bajo que sea posible, cuando los 
cuerpos se hallan en equilibrio, cuya demostración omitiremos porque 
nos distraería demasiado de nuestro objeto, y 

Del rozamiento y rigidez de las cuerdas. 

275 Siempre que las fuerzas aplicadas á diferentes puntos de un 
cuerpo sólido satisfagan á las ecuaciones de equilibrio que hemos halla
do anteriormente, el cuerpo permanecerá en reposo con tal que se haya 
tenido cuidado de comprender en el número de las fuerzas dadas el peso 
del cuerpo considerado como una fuerza vertical aplicada al centro de 
gravedad. En rigor este equilibrio se deberia romper en el instante en 
que por una mudanza cualquiera en las direcciones d en las intensida
des de las fuerzas dejasen de verificarse estas ecuaciones. 

Pero cuando se trata de un cuerpo colocado sobre un plano fijo ó 
sujeto por algún obstáculo fijo, una circunstancia física de que hemos 
hecho abstracción hasta ahora, se opone á que se verifique en la natura
leza este rompimiento instantáneo del equilibrio. 

Esta circunstancia proviene de que cuando un cuerpo está colocado 
sobre otro, las partes salientes del uno engranan en las entrantes del 
otro, y cuando se quiere que el uno resbale sobre el otro es necesario 
desprender estas desigualdades ó romperlas, á cuyo rompimiento resis
tirán mas ó menos según tengan entre sí una mayor ó menor unión, tra
bazón ó enlace las partes de un cuerpo, que es lo que se llama su cohe
sión, cuando esta trabazón ó atracción de las partes es débil; y coheren
cia, cuando es muy fuerte; y la fuerza que es necesario emplear para 
desprender ó romper estas desigualdades se llama fricción ó rozamiento. 

Este puede ser de dos especies: la primera es cuando el un cuerpo 
debe resbalar sobre el otro; y la segunda cuando la una superficie rueda 
sobre la otra; este último rozamiento es mucho menor que el primero, 
porque el movimiento de rotación contribuye en parte á hacer despren
der las partes entrantes y salientes; y por esta causa* los carruageros al 
bajar una cuesta muy pendiente atan una de las ruedas, y hacen que 
e)f rozamiento sea mayor y no se precipite el carruage. 

El rozamiento es una fuerza pasiva, y por sí mismo es incapaz de 
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producir el movimiento: pero lo que sí hace es destruir el movimiento 
comunicado por otras fuerzas; por lo que cuando se trata de hacer apli
caciones á la práctica de las leyes generales de equilibrio, es de la ma
yor importancia el atender á esta circunstancia. 

276 Dos métodos hay de medir el rozamiento: el primero consiste 
en colocar la superficie del cuerpo AB (fig. 132) sobre la del plano con 
que se quiere comparar; se fija á dicho cuerpo un hilo que pasa por una 
polea D, y á su estremo se van colocando diversos pesos, hasta que el 
peso M sea tal que principie á traer hacia sí al cuerpo AB; en este caso 
se divide el peso total del cuerpo AB por el peso M, y se tiene la re
lación de la presión con el rozamiento. 

277 El segundo método consiste en colocar el cuerpo tal como MN 
(fig. 133) sobre un plano que se halla al principio muy poco inclinado 
al horizonte, y que poco á poco se vaya haciendo mayor el ángulo has
ta que se vea que empieza á resbalar el cuerpo; en cuyo caso la relación 
de la presión ó peso del cuerpo con el rozamiento está espresada por 
la tangente del ángulo de elevación CAB. 

Para demostrarlo tiremos por el centro de gravedad G del cuerpo 
las perpendiculares GD y GK, la una al plano horizontal, y la otra al 
plano inclinado. Representemos por GD el peso del cuerpo, y descom
pongamos GD en dos fuerzas GH y GK, la primera paralela al plano 
inclinado, y la segunda perpendicular á este mismo plano, y tendremos 

GH=DK=GDsen.GDH=GDsen.DGK y GK=GDcos.DGK; 
pero los ángulos DGK y CAB son iguales por ser ambos complementos 
de ángulos agudos, cuyo vértice se halla en I; luego en las ecuaciones 
precedentes podremos remplazar el ángulo DGK por A , lo que nos dará 

GH=GDsen.yí, GK=GDcos.^; 
6 espresando por P el peso del cuerpo que hemos representado por GD, 
será GH=Psen.¿/, GK=Pcos.A. 
La presión que sufre el plano inclinado estando espresada (257) por 
GK=Pcos.^f, la intensidad del rozamiento que se sabe por esperiencia 
como veremos (281), es proporcional á la presión , estará medida por 
Pcos.Axf, llamando fá la cantidad que espresa la parte de la presión 
á que equivale el rozamiento ; pero siendo el rozamiento la fuerza que 
impide al cuerpo el resbalar , deberá equilibrarse con la componente 
GH=.Psen.A que obra en el sentido de la longitud del plano inclinado; 

1 / A Psen A 
luego se tendrá Pcos.Axf=Psen.A, que d a / = ; —tang.A. 

Pcos.A 
278 El rozamiento proviene de una multitud de circunstancias 

que el cálculo solo no puede abrazar, porque es necesario tener en con
sideración el pulimento de las superficies, la temperatura , la humedad 
de la atmósfera , la afinidad de las substancias , la cohesión de sus par
tes , la velocidad del movimiento &c.; y así, es indispensable recifrrir 
a la esperiencia para perfeccionar lo que ella nos haga cor*->r, y pre-
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ver lo qne ella no esprese. El trabajo mas apreciable que hay sobre es
ta importante materia es una memoria de Mr. Coulomb, que tiene por 
título Teoría de las máquinas simples, teniendo en consideración el ro-

%. zamiento de sus partes y la rigidez de las cuerdas, que gano el pre
mio ofrecido por la Academia de Ciencias de Paris para el año de 1 7 8 1 . 

279 Los principales resultados deducidos de los muchos esperimen-
tos que contiene, son los siguientes. 

1.° El rozamiento de las maderas resbalando en seco sobre las ma
deras , opone después de un cierto tiempo de reposo una resistencia que 
es proporcional á la presión ; esta resistencia aumenta sensiblemente en 
los primeros instantes de reposo; pero después de algunos minutos llega 
por lo regular á su máximo ó á su límite. 

2 . 0 Cuando las maderas resbalan en seco sobre las maderas con una 
velocidad cualquiera, el rozamiento también es proporcional á la pre
sión ; pero su intensidad es muc\io menor que la que sufren las super
ficies después de algunos minutos de reposo. Respecto del roble, resba
lando sobre el roble , se halla que la fuerza necesaria para vencer el 
rozamiento después de algunos minutos de reposo, es á la necesaria para 
vencer el rozamiento cuando las superficies tienen ya un cierto grado 
de velocidad, próximamente como 4 á 1. 

3. 0 El rozamiento de los metales , resbalando sobre los metales sin 
unto, es también proporcional á la presión ; pero su intensidad es la 
misma , ya se desprendan las superficies después de un tiempo cual
quiera de reposo , ó ya conserven una velocidad cualquiera uniforme. 

á.° Las superficies heterogéneas, tales como las maderas y los me
tales , resbalando las unas sobre las otras sin unto , dan para su roza
miento resultados muy diferentes de los que preceden ; porque la inten
sidad de su rozamiento con relación al tiempo de reposo , crece lenta
mente y no llega á su límite sino después de cuatro , cinco d mas 
dias, cuando en ios metales llega á su límite en un instante, y en las 
maderas en pocos minutos. Ademas, en las maderas que resbalan sin 
unto sobre las maderas, y en los metales sobre los metales, la veloci
dad influye muy poco en los rozamientos ; pero aquí el rozamiento crece 
muy sensiblemente, á medida que se aumentan las velocidades; de ma
nera que el rozamiento crece sobre poco mas ó menos siguiendo una 
progresión aritmética, cuando las velocidades crecen según una progre
sión geométrica. 

280 Con estos resultados aun no tenemos lo suficiente para calcular 
el rozamiento en ningún caso práctico; pues con saber por egemplo que 
es proporcional á la presión , si de antemano no tenemos determinada 
la fuerza necesaria para vencer el rozamiento á una presión conocida, 
nada podemos hacer; por esta causa vamos á poner aquí los datos que 
resultan de los citados esperimentos. 

'Para formar una verdadera idea de ellos, no será inoportuno el que 
manifestedla el aparato con que se han hecho, y es el que se ve en la 



DE MECÁNICA. 1,5 9 
(fig. 134) : ab es una especie de romana de 7 pies (franceses) de lon
gitud , en cuyo estremo a habia fijo un ege de hierro en figura de cu
chillo que servia de punto de rotación, y que ge apoyaba contra dos 
pequeñas placas de hierro colocadas en B ; al anillo c estaba unida la 
cuerda cdh, que pasando por la polea d tiraba de Ja rastra Q. 

Por medio del peso P, que se hace correr poco á poco á lo largo de 
la romana ab, se mide la tensión de la cuerda fija en c; y cuando la 
palanca principia á hacer mover la rastra, esta tensión es la medida del 
rozamiento de la superficie inferior mn de la rastra con la rs sobre que 
se coloca. Se ha tenido cuidado de añadir á la tensión producida por el 
peso P, la que correspondía al peso de la palanca y á la distancia de 
su centro de gravedad al punto de rotación. 

281 En este concepto, los esperimentos que se han hecho sobre el 
rozamiento de las superficies que resbalan en seco la una sobre la 
otra según el hilo de la madera., sin ninguna especie de unto y solo 
con el grado de pulimento que el arte les puede dar, han dado los re
sultados siguientes. 

El rozamiento en el roble que resbala sobre el roble, llega á su 
máximo , esto es, adquiere todo el aumento de que es susceptible á los 
dos minutos de reposo ; y la relación de la presión al rozamiento se ha 
encontrado ser 

i.° 74:30=2,46 ; 2. 0 874:406=2,16 ; y 3. 0 2474:1116=2,21; 
relación media 2,28. 

Como para abreviar espresarémos siempre del modo que lo acaba
mos de hacer, los resultados de todos los esperimentos , conviene que 
espliquemos bien este modo de espresarlos ; pues entendido en un caso 
se comprenderá con facilidad en todos los demás. Por esta causa adver
tiremos que estos resultados que acabamos de poner abreviadamente 
quieren decir que se han hecho tres esperimentos : que en el i . ° una 
presión de 74 libras ha necesitado para vencer el rozamiento, princi
piando á mover Ja rastra, de una fuerza de 30 libras; por consiguiente 
la relación en que está la presión con el rozamiento en este caso, se 
halla dividiendo el 74 por 30, lo que da 2,46 que es lo que se ve 
allí después del signo as ; que en el 2. 0 esperimento una presión de 874 
libras ha necesitado de un peso de 406 libras para vencer el roza
miento; por lo que dividiendo las 874 libras por 406 , se halla la re
lación 2,16 que es la que hay después del signo = ; y que en el espe
rimento 3. 0 una presión de 2474 libras ha necesitado para vencer el 
rozamiento de un peso de 1116 libras; por lo que dividiendo 2474 por 
1116 se obtiene la relación 2,21 , que es lo que hay después del sig-

n o y por ultimo sumando estas tres relaciones 2,46; 2,16; 2,21, 
y dividiendo por tres, se halla 2,28 por relación media, que es lo 
que hemos espresado al fin. 

Debemos observar de paso para que se note lo verdadero que es el 
que la presión es proporcional con el rozamiento, que en k .perimen-
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tos i.° y 3 . 0 en que las presiones 74 y 2474 son tan diferentes , pues 
la primera es mas de 33 veces menor que la segunda , se nota solo una 
diferencia de 0,25 en la relación de la presión al rozamiento. 

k 282 En los esperimentos anteriores la superficie de contacto era de 
tres pies franceses ; pero con el fin de averiguar la alteración que ori
ginaria la diminución de la superficie de contacto , puso debajo de la 
rastra dos pequeños prismas triangulares de madera de roble de 15 
pulgadas de longitud , y en que el ángulo que descansaba sobre el 
madero durmiente , estaba redondeado , con lo cual consiguió el redu
cir las superficies de contacto á las mas pequeñas dimensiones posibles. 
Se notó en los esperimentos que en un tiempo muy corto llegaba el ro
zamiento á su máximo ; y la relación se obtuvo ser 

i .° 2 5 0 : 1 0 6 = 2 , 3 6 3 2 . 0 450 : 186=2 ,42 ; 3 . 0 8 5 6 : 3 5 6 = 2 , 4 0 ; 
relación media 2,39. 

El rozamiento del roble resbalando sobre el pino, llega á su má
ximo de aumento á los seis segundos de reposo ; y la relación media de 
la presión al rozamiento es la de 1,5. La del pino sobre pino es de 1,78. 

El rozamiento en el álamo negro, resbalando sobre el álamo negro, 
no llega á su máximo de aumento sino con una presión de 45 libras 
y un reposo de un minuto; y la relación media de la presión al ro
zamiento es de 2 ,17 . 

283 Colocando las fibras de la madera en dirección encontrada, esto 
es, que la dirección de las fibras en una superficie forme ángulo recto 
con las de la otra, ha resultado que d igualdad de presión y de super
ficie, el rozamiento necesita mas tiempo para llegar á su límite; y que 
en este caso era menor que en el caso anterior, pero siempre proporcio
nal á la presión; y en el roble sobre el roble se ha encontrado ser la relación 

i.° 5 o : i 3 = 3 i 8 5 5 2 . 0 1 6 5 0 : 4 5 0 = 3 , 6 7 ; reí, mea, 3 ,76. 
284 El rozamiento del hierro resbalando sobre el roble, tarda en 

llegar á su máximo 4 dias de. reposo; y la relación de la presión al ro
zamiento se ha encontrado ser 

i . ° 5 3 ' - I O = 5 , 3 o ; 2 . 0 1 6 5 0 : 3 4 0 = 4 , 8 6 ; rel.med. 5,08. 
La del cobre sobre el roble es de 5,50. 
En el hierro resbalando sobre el hierro, solo se pudieron hacer espe

rimentos hasta la presión de 450 libras; porque á mayores presiones el 
hierro se rallaba, y los resultados eran inciertos; el mayor d menor 
tiempo de reposo no influye en el rozamiento; y la relación de la pre
sión al rozamiento se obtuvo 

i . ° 5 1 | i 5 = 3 v 4 o ; 2 . 0 4 5 0 : 1 2 4 = 3 , 6 3 ; reí. med. 3 ,52. 
En el hierro sobre el latón se encontró ser la relación 

i .° 5 0 : 1 4 = 3 , 6 ; 2 . 0 4 5 0 : 1 1 2 = 4 , 0 1 ; reí. med. 3,8. 
285 Las superficies de contacto en los dos esperimentos anteriores 

eran dé 45 pulgadas cuadradas, y reducidas las superficies á ser las ca
bezas convexas de cuatro clavos, ha resultado ser la relación 

i . ° 4f^ P=5í9i 2 *° 8 5 0 : 1 4 0 = 6 , 0 ; reí. med. 5 ,95 . 
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Superficies dadas de unto. 

286 El tiempo que tarda el rozamiento en llegar á su límite en este 
caso, depende de la dureza del unto y de la estension de las superficie* 
de contacto; estando reducidas las superficies á las menores dimensio
nes posibles, llega el rozamiento á su límite en muy pocos segundos. 

En el roble resbalando sobre el roble , renovando el unto de sebo 
á cada operación, se ha encontrado ser la relación de la presión al roza
miento después de un reposo de 

o " 1.° 47:6=7,83; 2. 0 1650: 64=25,78 
3" 2.° 1650:160=10,31 

15" 2.° 1650:209= 7,89 
i' 2.° 1650:280= 5,89 
4 ' . . . . i . ° 47'.Z=5¿7; 2. 0 1650:318= 5,18 

horas 0 0 , ¿ 2 .i.° 47:9=5,22; 2. 0 1650:452= 3,65 
dias n 

5 2. 0 

6 2. 0 1650:622=12,65 

3250: 120=27 ,08. 
3250: 320=10,15. 

3250: 355= 9>r5. 

3 25o: 413-

3 25o: 593= 

3250: 920: 

3250:1220= 

325°: i554-

7,86. 

5,48. 

3i53-
2,66. 

2,09. 
En el rozamiento del roble sobre el roble untando las superficies con 

sebo ya usado en operaciones anteriores, se ha encongado ser la relación 
después de un reposo de 

o ' . : I . i.° 2310:187=12,35; 2. 0 5810: 502=11,56. 

2' i.° 2310:392= 5,89; 2.0 5810: 790= 7,35. 
hora o _ _ 

1 .. I . ° 2310:451= 5,12; 2. 0 5810:1186= 4,89. 
¿horas 0 0 n _ 16 . i.° 2310:514= 4,49; 2. 0 5810:1535= 3,78. 

En el rozamiento de láminas de cobre sobre láminas de hierro un
tadas con sebo no usado, no influye la estension de las superficies; y la 
relación media de la presión al rozamiento cuando este ha llegado á su 
máximo es la de 9,53 : 1 . 

Estas mismas láminas untadas con aceite de olivo dan la relación 6:1, 
y untadas con unto de coche dan la de 7:1 . 

Rozamiento de las superficies en movimiento. 

287 El rozamiento del roble, resbalando sobre el roble sin unto, es 
el mismo para todos los grados de velocidad; y teniendo las fibras en 
una misma dirección, para una superficie de tres pies, la relación de la 
presión al rozamiento se ha encontrado ser 
1 , 0 74:13=5,7; 2. 0 874:92=9,50; 3. 0 2474:253=9,77; reí. med. 8,32. 

"ara una superficie de contacto de 36 pulgadas 
» X T.III. í v l . 
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i . ° 47 :5=9 ,4; 2. 0 447:49=9,1 ; 3 . 0 1647:160=10 ,3 ; reí. med.9,6. 
Y para una superficie de contacto muy pequeña 

l . ° 47:4,5=10,4; 2. 0 447:36=12,4; 3.°*847:58=14,6; rel.med. 12,47. 

V 288 Guando las fibras de la madera de roble se cruzan á ángulo 
x c c t o sin un to , la velocidad n o influye en el rozamiento ; y para una 
superficie de 36 pulgadas se ha encontrado ser i.° 47:4,5=10,4; 
2. 0 147:14=10,5; 3 . 0 447:46=9,9; 4. 0 847:87=9,8; reí. med. 10,15. 

Y para una superficie de dimensión lineal se halló 
i.° 47:4,5=10,4; 2. 0 447:47=9,5; 3 . 0 1647:161=10,2; reí. med. 10,3. 

La relación media de la presión al rozamiento en el roble que res
bala sobre el pino según el hilo de la madera es 6,33:1. 

La del pino sobre el pino de 6:1. 
La del álamo negro sobre el álamo negro de i p i l . 
E l rozamiento de las maderas con los metales aumenta del modo mas 

sensible con la velocidad; en el hierro con el roble para una velocidad 
insensible la relación se ha encontrado ser i.° 53:4,5=11 ,8; 
2.°453 :35==i2,93; 3.° 853:67=12,7; 4.°i653:i25=i3 ,2; rel.med. 13,4. 

La misma relación para una velocidad de 1 pie por segundo , se ha 
encontrado ser i . ° 53:911:5,9 ; 2 . 0 4 5 3 : 7 8 = 5 , 8 ' 
3-° 8 5 3 : i 5 5 = 5 T 5 ; 4-° 1653:260=6,3; reí. med. 5,85. 

De las superficies en movimiento dadas con unto. 

289 Para disminuir el rozamiento de las maderas solo puede servir 
el sebo y el unto de coche, y para los metales el aceite (*). 

En el roble untado con sebo renovado á cada ensayo, resbalando so
bre roble con una velocidad insensible , se ha encontrado ser la relación 
i.° 3250:118=28,7; 2.°i65o:59=27,9; 3 . 0 850:31=27,4; 
4. 0 850:16=28,1; 5."250:8,5=29,4; 6.° 50:1,75=28,6; rel.med.28,35. 

La misma relación para superficies de contacto nulas se ha encon
trado ser i.° 50:3=16,7 ; 2. 0 250:15=16,6; 3 . 0 450:28=16,1; 
4. 0 850:50=17,0; 5. 0 i 65o : i oo .= i6,5 ; reí. med. 16,58. 

Los mismos resultados se han obtenido poniendo las fibras de la ma
dera al través. 

De los metales resbalando sobre maderas untadas con sebo. 

290 Cuando los metales resbalan sobre maderas untadas con mate
rias crasas , el rozamiento para velocidades insensibles disminuye mas 
que en todas las especies de rozamiento ; pero á poco que se aumenten 
las velocidades, se halla que aumenta mucho con la velocidad. 

La relación de la presión al rozamiento en el hierro que resbala so
bre el roble untado con sebo, renovado á cada operación y con una ve
locidad insensible, es 1650:47=35,1. 

' (*) Del asfalto , pez mineral ó betún de Jude'a , se saca un betún 
que es muy, bueno para untar los eges de las.ruedas. 
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En el rozamiento entre las maderas y los metales cuando las super
ficies de contacto están reducidas á sus menores dimensiones , influye 
muy poco el unto de sebo; y lo mismo sucede quedando las superficies 
solo untuosas , esto es, cuando después de untadas se limpian bien y ŝ  
hacen resbalar. 

Del rozamiento de los metales. 

291 La relación de la presión al rozamiento entre las superficies de 
hierro resbalando sin unto, se ha encontrado ser 
i-° 5 3 : I 5 = 3 , 5 ; 2. 0 453:125=3.6; reí. med. 3,55; 
y untadas con sebo á cada operación es 
i .° 53:8,5=6,2 ; 2. 0 453:45=10,1; 3 . 0 1653:160=10,3; reí. med. 8,87. 

En el hierro sobre el cobre sin unto es 
i . ° 5-2:12,5=4,2 ; 2. 0 452:110=4,1 ; reí. med. 4,15. 
Y con unto es 
i .° 52:6,5=8,0; 2. 0 452:42=10,7 ; 3 . 0 1652:150=11,0; reí. med. 9,9. 

En el hierro sobre el cobre no renovando el unto es 
i .° 52:6,5=8,0 ; 2.° 452:50=8,1 ; 3 . 0 1652:210=7,9 ; reí. med. 8,0. 
Y quedando dichas superficies solo untuosas, la relación bajo todos los 
grados de velocidad es 
i . ° 4 7 : 5 , 5 = 8 , 5 ; 2. 0 447:51=8 ,7; 3 . 0 847-112=7,6 ; reí. med. 8,3. 

Estando dichas superficies untadas con sebo, para una velocidad de 
dos pulgadas por segundo, la relación es 847:95=8,9. 

Con el mismo unto y una capa de aceite encima , para una veloci
dad cualquiera , la relación es 847:112=7 ,6. 

De la rigidez de las cuerdas. 

292 Cuando la unión de las partículas de un cuerpo es tal que no 
muda de figura, á pesar de cualquier esfuerzo que se haga sobre él, en
tdnces se dice que tiene una rigidez absoluta ó que es perfectamente 
rígido. Si al menor impulso muda de figura, se dice que tiene una fle
xibilidad absoluta ó que es perfectamente flexible. En la naturaleza no 
existe cuerpo alguno que tenga rigidez ni flexibilidad absoluta, y sí re
lativas. Una ballena se dice que es flexible, cuando se compara con una 
barra de hierro, y rígida cuando se compara con un hilo. 

Entendido esto, debemos observar que la maroma d cuerda entra en 
la mayor parte de las máquinas; y en todas ocasiones heñios supuesto 
que las cuerdas eran perfectamente flexibles, lo que no se verifica en la 
naturaleza ; pues para hacer que una cuerda se doble y se aplique exac
tamente al carril d cagera de una polea , al cilindro d rueda de un tor
no &c., se necesita un cierto, grado de fuerza de que hasta ahora hemos 
prescindido y que debemos tener en consideración; y esta resistencia es 
lo que se comprende bajo la denominación de rigidez de las cuerdas. 
Esta rigidez proviene del modo con que se hacen , que es el siguiente: 
i-° se hila el cáñamo y se hace lo que se llama tramilla rjjp dos tra-
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millas se hace el bramante ó hilo carreto; luego, se tuercen varios b'ra-
f mantés y forman lo que se llama cordón , ramal ó hijuela ; después se 

reúnen varios ramales, se tuercen en sentido contrario y queda hecha 
\ v ' a cuerda; y según sea la naturaleza del bramante , el numero de estos 

ule que conste el ramal, y el número de ramales de que se componga la 
< cuerda, maroma 6 cable, resulta esta mas ó menos gruesa. Gomo á cada 

operación sufre nueva torcedora , resulta que por lo regular la cuerda 
formada está reducida á los dos tercios de la longitud que tenia el bra
mante; y á causa de esta dirección encontrada en que se tuercen los hi
los , resulta la resistencia que es necesaria para plegarlas y que consti
tuye lo que se llama su rigidez. 

293 Para determinar por esperiencia lo que corresponde á la rigi
dez de las cuerdas , se ha necesitado averiguar de antemano la fuerza 
necesaria para vencer el rozamiento de un cilindro d de una rueda que 
gira sobre un plano. 

Los rodillos de gayaco girando sobre un plano de roble bien acepi
llado con ta garlopa y pulido con piel de pez marino, para producir un 
movimiento continuo muy lento necesitan las fuerzas siguientes : para 
uno de seis pulgadas de diámetro cargado con 100 libras, se necesitan 
0,6 lib.; cargado con 500 lib. ha necesitado 3,0 Jib. ; y con 1000 lib. 
ha necesitado 6,0 lib. 

Uno de dos pulgadas de diámetro con las mismas cargas ha necesi
tado para producir el mismo efecto de 1,6 lib. ; de 9,4; y de 18,0 lib. 

De donde resulta que el rozamiento de los cilindros que giran so
bre planos horizontales sigue la razón directa de las presiones é in
versa de los diámetros de los rodillos ; y se ha encontrado también que 
el untar las superficies no disminuye sensiblemente el rozamiento. 

Los rodillos de álamo negro dan un rozamiento §• mayor que los de 
gayaco; uno de 6 pulgadas de diámetro con una presión de 1000 libras, 
ha necesitado de 10 libras; y otro de 12 pulgadas ha necesitado 5 libras. 

294 Habiendo determinado de antemano el rozamiento de los rodi
llos, por ser necesario valerse de ellos para Jos esperimentos sobre Ja ri
gidez de Jas cuerdas, pasa á hacer los esperimentos relativos necesarios; 
y por dos métodos diferentes ha encontrado que las fuerzas necesarias 
para plegar las cuerdas guardan muy aproximadamente la relación di
recta de las tensiones de las cuerdas , é inversa del diámetro de los 
rodillos, como ya lo habían hallado Amontons y Desaguilliers ; pero no 
se verifica , como dichos Autores aseguran , que siga también la razón 
directa de los diámetros de las cuerdas , sino que resulta aproxima
damente como los cuadrados de dichos diámetros , d mas exactamente 
como una potencia de los diámetros espresada por 1,8 cuando las cuer
das son nuevas , y va disminuyendo esta cantidad á proporción de lo 

I usadas que están; pero jamas ha llegado á ser 1,4. 
295 Más como la simple relación no sirve para determinar las can

tidades, pf|^remos aquí los siguientes resultados. 
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Tabla para determinar la rigidez de las cuerdas no embreadas de tres 

ramales. 
— 

1 
Peso ó ten Cuerda n.°- i . ° de Cuerda n.° 2 . 0 dt Cuerda n.° 3 . 0 de 

sión que su 6 hilos carreto, de 15 hilos carreto, 30 hilos curreto, 

fre la cuerda 2,5 lineas de pe y 20 lineas de cir y 28 lineas de cir

en libras. rímetro ó de 0,80 cunferencia ó de cunferencia ó de 

lineas de diáme- 6,3 7 lineas de diá 3,91 de di ame-

tro. metro. tro. 

Diámetro Je los Diámetro de los Diámetro c e los 
r üdillos. rodillos. rodillos. 

1 pulg 2 pulg 1 pulg 2 pulg 4 pulg 2 pulg 4 pulg 6 pulg 

Libras. lib. lib. lib. lib. lib. lib. lib. lib. lib. 
25 2,0 * # 7 , ° 3,2 *,7 1 1 , 0 5,0 * 

J25 I 1,0 4,0 * 22,0 9,0 5,o 21,0 8,0 * 
225 17 ,0 6,5 * 30,0 17,0 7-P 29,0 14,0 

425 3 1 , 0 12,0 5,7 65,0 ! 3 , ° 4 7 , ° 23,0 
625 43,o *5,o 3 g , ° 41,0 16,7 67,0 3 J , ° * 

1025 * 1 1 , 0 * * 27,0 * 50,0 34,o 

Las mismas cuerdas después de haberlas tenido en agua 5 ó 6 horas. 

¡ 

Libras. lib. lib. lib. lib. lib. lib. 
25 * o,5 5,o 2,0 2,5 9,0 

125 4,5 2,2 1 1 , 0 4,5 35,o 1 3 , ° 
225 7,o 3,o 17,0 * 45,o 17,0 
425 1 1 , 0 5 , i 23,o 10,0 64,0 26,0 
625 14,0 6,5 38,0 15,0 82,0 35,o 

1025 * * 23,0 # 5,4 23,0 5,4 23,0 

Se señalan con una * los esperimentos que no se han hecho. 
Las cuerdas embreadas necesitan próximamente un sesto mas de pe-» 

so que las blancas para plegarse. 

Del rozamiento de los eges, 

296 E n los cabestantes, grúas y poleas destinadas para mover gran
des pesos, se emplean casi siempre eges de hierro que giran en cajas de 
cobre; y cuando solo se trata de vencer resistencias medianas, las po
leas son por lo regular de madera de gayaco que giran sobre eges de en
cina d de box; por lo que no será inoportuno poner aquí los resultados 
de los rozamientos según su importancia. 

En los rozamientos de los eges de hierro en cajas de co.*jfrsin unto$ 

I 
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se ha encontrado ser la relación media de la presión al rozamiento de 
6,3:1; y que la velocidad no influye sensiblemente en estos rozamientos. 

En eges de hierro que giran en cajas de cobre dadas de sebo muy pu-
^¿ro y sin fibras, que es el unto mas á propósito, la relación es de 11 ,5 :1 . 

El rozamiento es menor en el movimiento de rotación en que las 
partes en contacto pueden desengranarse con mas facilidad que cuando 
resbalan las superficies; y también se verifica que en este movimiento 
el rozamiento disminuye un poco á proporción que aumenta la velocidad. 

La relación de la presión al rozamiento de eges de hierro que giran 
en cajas de cobre, es de 8:1. 

Quedando solo untuosas las superficies se obtiene la misma relación. 
Cuando sobre una superficie untuosa se ha puesto aceite de olivo, la 

relación se ha encontrado ser también la de 8:1 d un poco mas peque
ña , pero jamas menor que 7,5:1. 

Como en los usos ordinarios están por lo regular los aparejos al aire, 
al sol, á Ja lluvia &c., se puede establecer en general que la relación 
de la presión al rozamiento es la de 7,5:1. 

Para que fuesen los rozamientos mas sensibles en la rotación de las 
maderas, se uso de poleas de 12 pulgadas de diámetro montadas sobre 
eges de 3 pulgadas; el rozamiento se halló el mismo, ya estuviese el 
ege fijo á la polea y girase sobre cajas unidas sólidamente á la madera, 
ó ya fuese la polea mdvil y girase al rededor de un ege. 

297 Cuando las maderas salen de mano del obrero, no han adquirido 
todo el grado de pulimento necesario y de que son susceptibles ; por lo que 
para hacer los esperimentos se prepararon del modo siguiente: se unta
ron antes los eges con sebo, y después por. medio de una cuerda puesta 
en el carril de la polea y cargada con mil d mil y doscientas libras, se 
producía á fuerza de brazo un movimiento de rotación durante una hora 
ó dos, renovando el sebo dos d tres veces durante esta operación. 

Después de esta preparación se ha hallado que siendo la polea de gaya
co, y el ege de encina untado con sebo, la relación de la presión al roza
miento es de 26:1 ; y quedando solo untuosas las superficies es de 17:1-

En el ege de encina en caja de álamo negro, se ha observado cons
tantemente el menor rozamiento; y la relación es 33:1; y quedando 
solo untuosas las superficies es de 20:1. 

La relación en la polea de gayaco que gira en ege de box untado 
con sebo es de 23:1; y quedando las superficies untuosas es de i4 : I* 

El ege de box untado con sebo y girando en cajas de álamo negro, ha 
dado la relación de 29:1 ; y quedando untuosas las superficies de 20:1-

Los eges de hierro en su rotación sobre Jas maderas han dado resul
tados análogos á los obtenidos resbalando el hierro sobre las maderas. 

Muchos eges de encina y poleas de gayaco después de haber ser
vido seis meses , estando muy suaves y relucientes pero sin engra
sar los dedos, dieron siempre por relación entre la de 16:1 y la de 
1 3 : 1 , infiriendo muy poco la velocidad. 
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Nociones preliminares. 

298 H e m o s dicho ( 1 ) que cuando un cuerpo ocupa sucesivamente 
diferentes partes del espacio, se dice que está en movimiento; de ma
nera que movimiento ele un punto ó de un cuerpo es la traslación de 
dicho punto ó cuerpo de un parage á otro; y también hemos mani
festado (7) que la ciencia que trata del movimiento de los cuerpos se l la
ma Dinámica. El movimiento mas sencillo que se puede concebir es el 
que se hace en linea recta y de un mismo modo, es dec i r , corriendo 
el mdvil espacios iguales en tiempos iguales ; cuyo movimiento se dice 
que es uniforme; y todo movimiento que no es uniforme se llama en ge
neral movimiento variado. 

Del movimiento uniforme. 

299 Puesto que en el movimiento uniforme debe correr el mdvil en 
tiempos iguales espacios iguales, resulta que si espresamos por v el es
pacio que anda en un tiempo cualquiera que tomemos por unidad, el 
espacio andado en un número cualquiera de unidades de tiempo que es
presarémos por t será vxt; 
y espresando el espacio corrido por e se tendrá e=vxt (231) . 

Gomo las cantidades e, v, t son heterogéneas, se deben hacer aquí 
y en lo que sigue las mismas consideraciones que hicimos (164) . 

300 Al espacio v que anda el mdvil en la unidad de tiempo se le 
llama velocidad ; por lo que la ecuación anterior nos dice que el espa
cio que un cuerpo anda al cabo de un cierto tiempo con un movimien
to uniforme, se halla multiplicando la velocidad por el tiempo. 

e 
301 Si despejamos v tendremos v~— (322); 

que quiere decir que la velocidad es la relación que tiene el espacio 
corrido con el tiempo en que se anda; ó es el cuociente que resulta de 
dividir el espacio por el tiempo. 

T • e 

•La misma ecuación nos da t—— (323); 

que nos dice que cuando se conozca el espacio que anda un cuerpo y 
la velocidad, hallaremos el tiempo dividiendo el espacio por ^velocidad. 

D I N Á M I C A . 

Del movimiento rectilíneo de un punto material. 
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302 Si seJalamos con las letras mayúsculas el espacio, velocidad y 
tiunpo correspondientes á otro cuerpo cualquiera , tendremos E=3=P"xT; 
y formando proporción con esta ecuación y la (ec. 321), se tendrá 

^ E:e::FT:vt (324); 
Ique nos dice que los espacios son como los productos de las velocidades 
por los tiempos ; ó que están en razón compuesta de las velocidades y 
de los tiempos. 

303 Si suponemos V=v, tendremos E. e:\T\t; 
que nos dice que á igualdad de velocidades , los espacios son como los 
tiempos. Y si hubiéramos supuesto T=£, hubiera resultado E:e\\V\v; 
la cual nos dice que á igualdad de tiempos, los espacios son como las 
velocidades. 

304 Si suponemos que E=e, tendremos que por ser iguales los dos 
primeros términos de la proporción primitiva (prop. 324), lo serán tam
bién los dos últimos , y será VT=vt; 
la cual puesta en proporción dará V: v:: t: T , d T:t\\v.V. 

La primera nos dice que á igualdad de espacios , las velocidades 
están en razón inversa de los tiempos ; y la segunda que á igualdad de 
espacios , los tiempos están en razón inversa de las velocidades. 

305 Si multiplicamos estreñios y medios en la proporción primiti
va , saldrá Exvxt—exVxT; 
la cual puesta en proporción de modo que las velocidades formen la 
primera razón , dará V\v\\Ext:exT; 
que nos dice que á desigualdad de todo , las velocidades están en ra
zón compuesta, directa de los espacios é inversa de los tiempos. 

306 La misma ecuación puesta en proporción de modo que los tiem
pos formen la primera razón , dará T:t:: Exv: exV; 
que nos dice que á desigualdad de todo, los tiempos están en razón 
compuesta, directa de los espacios é inversa de las velocidades. 

307 Puede suceder que el mdvil haya corrido ya uniformemente 
antes de principiarse á contar el tiempo t un espacio a; y en este caso, 
como durante el tiempo t andará el espacio vt, resultará que el espa
cio total corrido estará espresado por e=a-t-vt (325); 
que es la ecuación mas general del movimiento uniforme; y en la cual 
despejando cada una de las letras que contiene, se tendrá 

a—e—vt (326), v~—^ (327), í = — (328), 
t v 

que nos servirán para hallar-una cualquiera de estas cantidades, cuan
do se den conocidas las otras tres. 

En la última ecuación la cantidad t puede ser positiva d negativa; 
sus valores positivos se refieren á épocas posteriores al instante desde 
que se cuenta el tiempo, y sus valores negativos á épocas anteriores al 
mismo instante. 

308 Sij^os propusiésemos determinar en que' tiempo se encontrarán 

file://e:/T/t
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dos móviles M y M' que parten en el mismo instante , el uno de A 
(fig. 135) y el otro de B , con las velocidades v y v', tendríamos que 
suponiendo que se lleguen á encontrar en C , los espacios corridos por 
estos móviles serán kiZ—vt, BC=ri/£; t 
y llamando a la distancia AB de estos móviles , será 

AC=AB-f-BC=a-f-i>'í; 
por lo que igualando estos dos valores de AC , será 

a 
a+v't—vt, que da t~ (329). 

v—v 

a 
Si v'—v, se tendría fr=—r=oo, 

o 

que espresa que en este caso los dos móviles no se encontrarán jamas, 
lo que en efecto debe verificarse, pues que entdnces caminan en el mis
mo sentido con velocidades iguales. 

309 Como en la ecuación general del movimiento uniforme, el es
pacio e varía al mismo tiempo que t , resulta que en dicha (ec. 325) 
así como en la (ec. 321) se tiene que el espacio e es función del tiem
po i luego si diferenciamos cualquiera de estas ecuaciones , tendremos 

que ambas nos darán de=udí (330), que da — — v (331), 
di 

ecuación que nos dice que en el movimiento uniforme, la velocidad es 
igual al coeficiente diferencial del espacio , tomado con relación al 
tiempo : propiedad que también se verifica en el movimiento variado, 
como veremos (320). 

De las fuerzas , del modo de medirlas, y del paralelograrno y para
lelepípedo de las velocidades. 

310 De lo que hemos demostrado (15) se deduce que si sobre un 
punto material obra en una misma dirección un número cualquiera N 
de fuerzas iguales, la resultante de todas es igual á N veces el efec
to de una cualquiera de ellas ; pues que suponiendo iguales las fuer
zas que allí hemos espresado por P, Q, S, T C i f c . , y suponiendo que el 
número de ellas sea N, la (ec. 2) nos dará R=P-*-P-hP-*-&c.—NP. 

Ahora, si suponemos que el efecto de la potencia ó fuerza P sea el 
comunicar á la mole'cula d punto material un esfuerzo capaz de hacerle 
andar un espacio K, el efecto que la fuerza resultante R obrará sobre 
dicha molécula d punto material, será el de hacerle andar en la misma 
unidad de tiempo un espacio espresado por NK; 
y como el espacio que corre un mdvil en la unidad de tiempo es su ve
locidad (300), resulta que si la espresamos por V será R=Pr. 

Si consideramos ahora un cuerpo cualquiera que se muevan linea 
9 Y T. III. P.'T 
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recta en el espacio, todas sus mole'culas d puntos materiales de que le 
concibamos compuesto, describirán rectas paralelas con una velocidad 
común que espresarémos por V; luego este movimiento se efectuará del 

^ mismo modo que si cada molécula estuviese solicitada, en el mismo sen
tido ep que se efectúa el movimiento, por una fuerza d potencia espre
sada por una linea igual á la velocidad V; y como en virtud de lo es
puesto (72) la resultante de todas estas fuerzas equivaldrá á su suma, 
tendremos que si espresamos por M la masa ó el número de puntos ma
teriales d moléculas de que concibamos compuesto el cuerpo, Ja resul
tante de todas estas fuerzas paralelas estará espresada por M veces el 
efecto de cualquiera de las componentes, y estando representado este 
efecto por V dicha resultante será igual con MV; y como la resultante 
de un sistema de fuerzas d potencias es (6) la fuerza única á que se puede 
atribuir todo el efecto, si la espresamos por F tendremos F=MK(332); 
ecuación que nos manifiesta que la fuerza necesaria para poner en mo-
vimiento un cuerpo, es igual ó se mide por el producto de la masa de 
dicho cuerpo por la velocidad que le comunique (teniendo también aquí 
presente la advertencia hecha § 164). 

Al producto MV de la masa por la valocidad, se le llama también 
cantidad de movimiento (*). 

311 Si espresamos por f,m,v las cantidades relativas á otro cuer
po, tendremos f=mv; 
y formando proporción resultará F:f::MV:mv (333); 
que nos dice que las fuerzas son como los productos de las masas por las 
velocidades, o que las fuerzas están en razón compuesta de las masas y 
de las velocidades, 

312 Si las masas fuesen iguales, esto es, si M=m, la proporción 
anterior se nos convertiría en F:f-.'.V:v; 

(*) Hubo en otro tiempo entre los geómetras una disputa célebre so
bre la medida de las fuerzas. Esta disputa, como otras muchas, prove
nia de que no se entendían acerca de la definición de las palabras. Una 
fuerza no siéndonos conocida sino por sus efectos, se puede medir de di
versas maneras, según el uso á que se quiere apropiar. Por egemplo, si 
nos proponemos determinar el fardo que un hombre puede sostener ins
tantáneamente, la fuerza de este hombre resulta espresada por el p¿s0 

que sea capaz de sostener; pero si se quiere medir la fuerza de este 
hombre por el trabajo que puede egecutar en un tiempo dado, se ten
drá otro modo de valuar su fuerza , que será enteramente diferente 
del anterior; porque un hombre mas débil, con mas aptitud particular 
para sostener una larga fatiga, puede dar en su trabajo un resultado 
mayor que el que puede dar otro hombre que tuviese mayor robustez &c-'i 
y bajo este punto de vista se debe considerar animado de mayor fuer* 
za que el otro. Bajo este segundo aspecto la fuerza de un hombre se de
be consi^rar como equivalente al peso que levanta y á la altura á que 

I 
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que nos dice que á igualdad de masas , las fuerzas son como las velo
cidades que son capaces de imprimir á un mismo móvil. 

313 Por un método análogo al que hemos seguido (302 y siguientes) 
deduciríamos de la (prop. 333) que d igualdad de velocidades, laslt 
fuerzas son como las masas; que d igualdad de fuerzas, las masas es
tán en razón inversa de las velocidades, ó las velocidades en razón in
versa de las masas; que á desigualdad de todo, las velocidades están 
en razón compuesta, directa de las fuerzas, é inversa de las masas ; y 
que á desigualdad de todo, las masas están en razón compuesta, direc
ta de las fuerzas, é inversa de las velocidades. 

314 Como acabamos de demostrar que las fuerzas son proporciona
les á las velocidades que comunican á un mismo mdvil, y por otra par
te sabemos (88) que una ecuación donde entren varias cantidades se 
pueden remplazar estas por otras cantidades que les sean proporcionales, 
resulta que todas las ecuaciones que hemos sacado en la Estática con re
lación á ks fuerzas, y las proposiciones que ellas nos han suministrado, 
se verifican en la Dinámica con las velocidades que las fuerzas son ca
paces de imprimir á los móviles. Por lo que todo lo que hemos demos
trado relativo á la composición y descomposición de las fuerzas, ya sea 
en un plano, y ya en el espacio, se verifica aquí respecto de las veloci
dades. Luego la proposición demostrada (16) la podremos enunciar aquí 
del modo siguiente: si un número cualquiera de fuerzas obran simultá
neamente , ó con cualesquiera intervalos de tiempo sobre un móvil en una 
misma dirección, este describirá una linea recta, cuya magnitud será 
igual á la suma de las velocidades que,obren en un mismo sentido, me
nos la suma de las que obren en un sentido contrario, caminando el mó
vil en el sentido en que la suma de las velocidades sea mayor. 

315 La proposición que en el corolario general ((j 28) hemos dado á 
conocer con el nombre de paralelograrno de las fuerzas, recibe aquí el 
nombre de paralelograrno de las velocidades, y se enuncia del modo si-

lo habrá levantado en un tiempo dado; en el concepto de que no se su
pone que el esfuerzo varíe en razón de la altura, porque en realidad 
esta altura solo representa aquí el número de veces que un cierto traba
jo está repetido. Luego si señalamos con P este peso, y con h la altu
ra, la espresion de la fuerza estará representada en este caso por Ph; 
y poniendo en vez de P su valor Mg (ec. 206), se tendrá Ph=Mgh; 
multiplicando por 2, resulta 2Ph=Mx2gh; 
observando que el cuadrado de la velocidad v debida á la altura h tien* 
por espresion 2gh, como veremos (342), se puede remplazar 2gh por v 2, 
lo que da 2Ph=Mv 2 . 

Donde observamos que considerando la palabra fuerza Ao/o este aspecto, 
viene á equivaler al producto de la masa por el cuadrado de la velocidad. 

Cuando se considera de este modo la fuerza, se le llama fuerza viva, 
y la consideración de r^te género de fuerzas es útil en var^J^ocasiones. 
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guíente: si en la unidad de tiempo dos fuerzas cualesquiera comunican 
á un móvil ciertos grados de velocidad en direcciones que formen ángu
lo , el móvil se moverá con una velocidad espresada en dirección y mag-

i^nitud por la diagonal del paralelograrno construido por dos lineas que 
espresen en dirección y magnitud las velocidades que cada fuerza era 

' capaz de imprimirle. 
316 La proposición del paralelepípedo de las fuerzas demostrada 

(§ 33) s e denomina aquí del paralelepípedo de las velocidades, y se 
enuncia de este modo: si tres fuerzas obran sobre un mismo móvil co
municando cada una de ellas en la unidad de tiempo una velocidad en 
direcciones que no se hallen las tres en un mismo plano, el móvil anda
rá con una velocidad espresada en dirección y magnitud por la diago
nal del paralelepípedo construido sobre las lineas que espresan en direc
ción y magnitud, las velocidades que cada fuerza era capaz de imprimirle. 

317 Por último observaremos que así como todas las fuerzas que 
obran sobre un mismo punto d cuerpo se pueden reducir á dos que 
sean paralelas á dos eges , si todas se hallan en un mismo plano , d á 
tres paralelas á tres eges , si no se hallan en un mismo plano , también 
se verifica aquí que todas las velocidades que un número cualquiera 
de fuerzas puede comunicar á un móvil, si se hallan todas en un 
mismo plano , se pueden reducir á dos velocidades que sean paralelas 
á dos eges; y si no se hallan en un mismo plano, se podrán reducir 
á tres que sean paralelas á tres eges dados; y el modo de egecutarse 
esta reducción será idénticamente el mismo con que se egecutó la com
posición de las fuerzas. 

Del movimiento variado. 

318 Cuando un cuerpo en tiempos iguales anda espacios desiguales, 
se dice que su movimiento es variado. Si los espacios que anda el cuer
po en tiempos iguales sucesivos van aumentando , se dice que el movi
miento es acelerado ; y si van disminuyendo, se dice que el movimien
to es retardado. 

Para que el movimiento sea vanado se necesita que haya una fuer
za que obre continuamente en el cuerpo , á la cual se le llama fuerza 
aceleratriz, si su efecto es aumentar el movimiento del cuerpo; y fuer
za retardatriz , si su efecto es disminuir el movimiento; y nosotros 
comprenderemos ambas denominaciones con la espresion de fuerza va-
riatriz. Si la fuerza aceleratriz d retardatriz obra constantemente, es 
decir, que en tiempos iguales haga adquirir ó perder grados iguales de 
velocidad al mdvil , se llama fuerza aceleratriz ó fuerza retardatriz 
constante ; y los movimientos que se originan se llaman d uniforme-

I mente acelerado , d uniformemente retardado. 
319 Puesto que en el movimiento uniformemente acelerado los nú

meros dé*£':ados de velocidad que ha adquirido el mdvil son tantos 

9 
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como el de unidades de tiempo, se tendrá que si llamamos g la velo
cidad que comunica la fuerza aceleratriz en una unidad de tiempo , y 
v la velocidad que ha adquirido al cabo del tiempo í , será v=gt (334;. 
De donde sacamos desde luego esta consecuencia importante , á saber./ 
que en el movimiento uniformemente acelerado, la velocidad adquirida 
al cabo de un tiempo cualquiera , se halla multiplicando la velocidad 
que comunica la fuerza aceleratriz en una unidad de tiempo por el 
tiempo que se supone obra dicha fuerza. 

320 Entendido esto , pasemos á considerar desde Juego el movi
miento variado en general; y observemos que la velocidad adquirida 
por el móvil al cabo del tiempo t, el espacio corrido hasta entonces , y 
la fuerza variatriz, son tres cantidades que dependen del tiempo; por 
lo que serán funciones del tiempo , cuya forma debemos determinar. 

Para esto representemos el tiempo por t , el espacio corrido por e, 
la velocidad adquirida por z > , y por <p la fuerza variatriz, esto es , la 
fuerza que hace variar la intensidad del movimiento. Concibamos di
vidido el tiempo t en un número cualquiera de partes iguales que es-

presaremos por n , y hagamos para abreviar — = z 0 , lo que da t=nQ. 
TI 

Supongamos que al principio de cada uno de estos intervalos igua
les de tiempo, obre una fuerza sobre el mdvil y le comunique cada vez 
que obre sobre él una velocidad finita que se agregue á aquella de que 
el mdvil pueda estar ya animado. Espresemos por a la velocidad que 
tenga al principio del primer intervalo de tiempo; por a' la velocidad 
que se le comunique al principio del segundo; por a" la que se le co
munique al principio del tercero; y en general por a^n la que se le 
comunique al principio del intervalo espresado por n que es el último. 

Como el movimiento permanece uniforme durante cada intervalo de 
tiempo, y las velocidades sucesivas del mdvil son a, a-i-a', a-t-a'-t-a", £•?c. 
tendremos que «S, (a-\-a')9, (a-\-a'*+-a")9, &c, espresarán (299) los es
pacios corridos en el primero, segundo, tercero &c. intervalo; y obser
vando que hechas las multiplicaciones indicadas, a9 se hallará en todos 
los términos, a'9 en todos menos en el primero, a" 9 en todos menos en 
los dos primeros &c., inferiremos que el espacio e corrido en el tiempo 
total « 0 , d la suma de todos estos espacios es igual á 

e=an9-^a,(n~~i)9-ha,,(n-2)9 W " 1 ^ (335). 
La velocidad del mdvil al fin de este tiempo es igual con 

W + a " W " — 0 ' ; 
el espacio E que correría en virtud de esta velocidad con un movimien
to uniforme , y durante el tiempo n9 , seria 

E=an9+a'n9+a"n9 l)'n9 (336); 
pero este valor de E es mayor que el anterior de e siempre que sean 
positivas todas las velocidades a',a". . . . w-n ^'añadidas sucesivamen
te á la velocidad inicial a , d lo que es lo mismo , siempr^que el mo-
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vimiento del cuerpo sea acelerado durante todo el tiempo n§—t; 
luego en todo movimiento acelerado el espacio corrido durante un tiempo 
cualquiera es menor que el que se correría uniformemente en un tiempo 

^ tfgual en virtud de la velocidad adquirida por el móvil al • fin de este 
tiempo; y como este resultado es independiente de la magnitud del in
tervalo que separa las acciones sucesivas de la fuerza , se sigue que se 
debe estender al caso en que la acción de la fuerza es continua , y en 
que la velocidad del móvil varía por grados imensibles. 

Esto supuesto, sea F.t la función del'tiempo que representa el espa
cio e, de modo que e=F.t; si t se convierte en t'—t~>i-At, esta función 
se convertirá en e'=F.(t-hAt), y será e'—e=Ae=F.(t-i-At)—F.t (337). 

Esta ecuación espresará el espacio corrido durante el tiempo At; pe
ro por irregular que sea el movimiento, resulta que podemos concebir á 
At un valor bastante pequeño para que el movimiento sea siempre ace
lerado, d siempre retardado durante este tiempo; pues por pequeño que 
fuese el tiempo que mediase de la aceleración á la retardación, siempre 
podemos concebir (I. 325 cor. 2.0) un valor menor á At. Supongamos por 
egemplo que el movimiento sea siempre acelerado, y espresemos por Av 
la velocidad ganada por el mdvil durante el tiempo At; de manera que 
v-\-Av sea su velocidad al fin del tiempo t^-At, pues que v es su velo
cidad al fin del tiempo t; y vAt-t-AvAt el espacio que hubiera corrido 
el mdvil en el tiempo At si se hubiera movido uniformemente en todo 
este tiempo con la velocidad final v-hAv; luego en virtud de lo que 
acabamos de demostrar será 

Ae 
F.(t+At)—F.t<vAt+AvAt, ó Ae<.(v-+-Av)At, d Av. 

Por otra parte siendo el movimiento siempre acelerado durante el 
tiempo At, el espacio Ae será mayor que el corrido en virtud de la so
la velocidad v que tenia al principio; luego también se tendrá 

Ae 
F.(t-hAt)~F.t=Ae>vAt, ó —->»; 

de donde se sigue que para los valores At, que se pueden tomar tan 
Ae 

pequeños como se quieran, el valor de la función está comprendi

do entre las cantidades v y v-hAv; luego si espresamos por iv el esceso 
Ae „ , Ae 

que lleva a ti, se tendrá — I M - I U (nS); 
At At K ú ó " 

en cuya ecuación la cantidad w es menor que Av. 
Pero si se supone que At disminuye indefinidamente, resulta que 

el incremento Av de la velocidad correspondiente al tiempo At, dismi
nuirá tamfftn indefinidamente, y podrá l l ega r l a ser menor que cual-
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quier cantidad dada; y con mas razón podrá llegar á ser menor que 
cualquier cantidad dada el valor de w que ha de ser menor que Av, 
y como la cantidad v es constante con relación al tiempo At, resulta 
(II. 480) que v será el límite de v-t-vj, que es el segundo miembro de 

Ae - . 1 

la (ec. 338); y como el límite del primer miembro - — se señala en ge-

de de 
neral (II. 512) por —-, tendremos -—=v (339), 

dt dt 

que es la misma que la (ec. 331); y manifiesta que la velocidad en el 
movimiento variado en general, así como en el uniforme, es igual al 
coeficiente diferencial del espacio tomado con relación al tiempo. 

321 Para tener la medida de la fuerza variatriz <p es necesario com
pararla con una fuerza variatriz conocida. Pero cuando se comparan dos 
fuerzas son entre sí (312) como las velocidades que comunican á un 
mismo móvil durante un mismo tiempo , que se puede elegir arbitra
riamente ; pero si la una de las dos fuerzas que se comparan es una 
fuerza variatriz variable , entdnces es menester tomar las velocidades 
producidas en un intervalo de tiempo bastante pequeño para que se pue
da considerar como constante la intensidad de esta fuerza en este inter
valo instantáneo de tiempo. Luego si suponemos que sea p una fuerza 
aceleratriz constante que comunica al mdvil una velocidad g en la uni
dad de tiempo , gdí será (319) la velocidad debida á esta fuerza du
rante el instante di; pero durante este mismo instante la fuerza ip 
produce una velocidad dv; porque siendo v la velocidad del mdvil al 
fin del tiempo t, y v+dv al fin del tiempo í-H-dí, tenemos que dv es Ja 
velocidad producida durante el tiempo di; luego (312) se tendrá 

p dv 
$>:p: :dí>:gdi; de donde x — . 

g di 
Esta espresion se puede simplificar suponiendo que p es la fuerza 

que se toma por unidad, y que g es también igual á la unidad lineal; lo 
que viene á ser lo mismo que tomar por unidad de fuerza la que produce 
en la unidad de tiempo una velocidad igual á la unidad de longitud. 

dv 
De esta manera el valor de p se reduce á < p = — (340); 

di 

, de d 
de - di 

y si se sustituye por v su valor •— (ec. 339), será <p— (341)» 

d2e 
que suponiendo constante a di, será <p=:—- (342); 
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cuyas ecuaciones nos manifiestan que la fuerza variatriz p es igual al 
primer coeficiente diferencial de la velocidad, ó al segundo ooeficiente 
diferencial del espacio corrido, tomados ambos coeficientes con relación 
al tiempo. La fuerza que se toma por unidad, y con la cual se compara 

l Ja intensidad de la fuerza Q, depende de la elección que se haga de la 
unidad de longitud, y de la unidad de tiempo. Si se quiere por egem
plo que la pesantez sea la unidad de fuerza, no hahrá mas que tomar 
el segundo por unidad de tiempo, y hacer la unidad lineal igual á 35,1 
pies españoles si es en Madrid (véase el fin de la nota (j 162), d el valor 
que le corresponda según la tabla del ((j 48) de mi Compendio de Me
cánica Práctica. Entdnces espresando por medio de estas unidades el 

d d € 

dv 'dt d2e 
tiempo y las cantidades lineales que entran en — y — ó —-, 

* ' ^ dt J dt dt2 

estas espresiones se podrán convertir en números abstractos que espre
sarán á cada instante la relación de la fuerza <p con la pesantez d gra
vedad. 

322 Cuando la fuerza variatriz <p que obra sobre un mdvil es dada 
en función del tiempo , las (ees. 340 y 342) hacen conocer por simples 
integraciones la velocidad adquirida y el espacio corrido hasta el fin 
de cada instante. Pero por lo regular esta fuerza es dada , ó en fun
ción de la velocidad adquirida , d en función de estas dos cantidades, 
y entdnces dichas ecuaciones vienen á ser ecuaciones diferenciales del 
primero y segundo orden, cuyas integrales se necesitan encontrar , lo 
cual presenta varias veces dificultades insuperables. 

323 Si se elimina di entre las (ees.339 y 340),será <pde=rdi» (343); 
ecuación que corresponde también al movimiento variado , y que es 
preferible á las anteriores cuando <p es dada en función de e ; porque 
entonces se hace la integración con mas facilidad , á causa de que se 
presentan desde luego separadas las variables. 

Del movimiento uniformemente variado, que puede ser ó uniformemente 
acelerado ó uniformemente retardado. 

324 Puesto que en el movimiento uniformemente variado, la fuerza 
variatriz hace adquirir d perder grados iguales de velocidad en cada 
unidad de tiempo , resulta que el valor de <p que es el que espresa la 
fuerza variatriz , será una cantidad constante ; luego si la representa
mos por g tendremos 9—g (344); 
y según sea g positiva d negativa, resultará que el movimiento será 
uniformemente acelerado ó uniformemente retardado. 

325 Consideremos primero á g como positiva que es el caso del 
movimiento uniformemente acelerado , y tendremos que sustituyendo 
este valor en la (ec. 340) resultará 
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- - = g (345), que da d y = g d í (346), ó integrando.o=fl-+-gf'(347),' 

Q b 
siendo a una cantidad constante arbitraria ¡(II. 630) que depende de las ^ 
circunstancias iniciales del movimiento ; la cual será cero cuándo st 
suponga que al principiarse á contar el tiempo t , el cuerpo se hallaba 
en reposo , d lo que es lo mismo , que su velocidad era o ~; en cuyo 
supuesto la ecuación anterior se convierte en o=«-f-gXo , que da a = o ; 
y en este caso v—gt (348), 
que es la misma que la (ec. 334) como debia verificarse. 

326 Si se supone que el cuerpo estuviese ya en movimiento al prin
cipiarse á contar el t i empo, entdnces no es f = o , cuando ¿ = o ; 
por lo que en este caso la cantidad a espresa la velocidad de que se ha
llaba animado el cuerpo al principiarse á contar el tiempo i . 

327 Si en la (ec. 339) sustituimos por v su valor (ec. 347), tendré-

de 

mos —=a-hgt (349), que quitando el divisor da de=zadt-\rgtdt (350), 

é integrando será e=b~+-at-+-%gt2 (351). 
{ El mismo valor hubiéramos hallado para e , sustituyendo por p su 

' d 2 e . • 
valor g en la (ec.342); pues entonces hubiéramos tenido — — = g (352), 

dt 
. . . . d 2 e 

que multiplicando por d i da —p-=gdt (353), 

la cual integrada se convierte en ^-—a-+-gt, 

que multiplicando por d i se tiene de=¿zdí-t-gídí, 
é integrando da e = 0 + a í - + - § g i 2 . } 

328 La cantidad b es la constante que da la integración; y para de
terminarla se necesitan considerar las circunstancias iniciales del movi 
miento. Si suponemos que el espacio e principie á contarse desde el pun
to en que se halla el cuerpo al principiarse á contar el t iempo, tendre
mos entdnces que e=o cuando í = o ; 
lo que da ¿ = o , y la (ec. 351) se convierte en e=at-+-£gt2 (354); 
y si cuando t=o no se verifica que e = o , entdnces la cantidad constan
te b espresará la distancia que hay desde el punto d origen desde donde 
se cuenta el espacio al punto en que se halla el cuerpo, cuando princi
pia el tiempo. 

329 Si ademas suponemos que al principiarse á contar el tiempo / , 
el cuerpo se halle en reposo, d lo que es lo mismo, no tenga ninguna ve
locidad, será a=o; con lo que la (ec. 354) se convertirá en e = | g ¿ 2 ( 3 5 5 ) 4 
y si sustituimos en vez de g í su valor v (ec. 348) será e—h)t (356). 

• Z T.III. m . 
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Despejando t en estas dos ecuaciones y en la (ec. 348), resulta 

t——~V — = — (357)-
( v g g 

* 330 Si el cuerpo se hubiese movido uniformemente desde el princi
pio con una velocidad y, al cabo del tiempo t hubiera andado un espa
cio espresado por vt, que es el doble de ivt; 
lo cual nos ofrece una consecuencia importante, á saber, que en el mo
vimiento uniformemente acelerado, el espacio corrido en un tiempo de
terminado es la mitad del espacio que andarla el móvil en el mismo 
tiempo con la velocidad adquirida al fin de dicho tiempo. 

331 Si llamamos E el espacio que otro cuerpo andaría al cabo del 
tiempo 7 1 , sujeto á la misma fuerza aceleratriz, esto es, que en la unidad 
de tiempo comunicase el mismo aumento g de velocidad, será E=z^gT; 
y formando proporción resultará e:E;:£gt2-AgT2::t2:T2 (358); 
que nos dice que en el movimiento uniformemente acelerado los espa
cios totales son como los cuadrados de los tiempos. 

332 Respecto de este segundo cuerpo tendremos también V—gT; 
por lo que v:V:\ gt: gT::t:f (359)1 
que nos dice que en dicho movimiento las velocidades adquiridas son 
como los tiempos. 

Si en la (prop. 358) sustituimos en vez de la razón t2:T2, su igual 
v2\V2 (prop. 359 y I. 271), tendremos e\E \ \v2\V2 (360); 
que nos dice que en dicho movimiento los espacios totales son también 
como los cuadrados de las velocidades. 

333 Si de los términos de las (propores. 358 y 360) estraemos la raiz 
cuadrada, tendre'mos s/e: \/E:: t: T:: v: V (361); 

que permutando tendremos t:T::\/e:\/E (362), d v.V'.'.s/e:VE (363); 
que nos dicen que los tiempos y las velocidades son como las raices cua

dradas de los espacios. 
334 Si hacemos t—i en la (ec.355), será e ~ | g , que da g=.<2e (364), 

d llamandop al espacio e andado en la unidad de tiempo, será g=2p (365); 
y como (ec. 344) g=<p, resulta que la fuerza aceleratriz g es el duplo 
del espacio corrido en la primera unidad de tiempo. 

2e 
Y puesto que <p=g, la (ec. 355) nos dará <p=g=—¿ 

t 

que nos dice que la fuerza variatriz <p tiene por medida el duplo del 
espacio dividido por el cuadrado del tiempo en que se corre. 

335 Si en la (ec. 355) sustituimos por ¿g el valor p que le acaba
mos de considerar , se nos convertirá en e=pt2 (366). 

Si vamos suponiendo sucesivamente t=i, 2 , 3 , 4 , 5 , &c. 
hallare'mos (ec. 366), que los espacios f , p „ 
corridos^? estos tiempos serán. . . . . . \P* io/>, 25^, &c. 



D E M E C Á N I C A . *79* 
donde venios confirmado el que los espacios totales guardan la relación 
de los cuadrados de los tiempos. 

336 Si de 4p que es el espacio andado en las dos primeras unidades 
de tiempo, quitamos p que es el espacio andado en la primera unidad,, 
quedará 30, que espresará el espacio corrido durante la segunda unidad" 
de tiempo. Si del espacio gp corrido hasta el fin de la tercera unidad de 
tiempo, se quita 4p que espresa lo andado en las dos primeras unidades 
de tiempo, quedará $p, que espresará el espacio corrido en la tercera 
unidad de tiempo; y continuando del mismo modo se deduce que los 
espacios parciales, esto es, los espacios corridos en cada unidad de tiem
po siguen la progresión de los números impares. 

337 Si en la (ec. 348) sustituimos 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , &c. en vez de t 
tendremos que las velocidades adquiridas al fin de la primera, segunda, 
tercera, &c. unidad de tiempo serán g , 2 g , 3 g , 4 g , cifc.; 
donde vemos comprobado el que las velocidades son como los tiempos en 
que se han adquirido. 

338 De modo que si queremos poner bajo un solo punto de vista 
todos estos resultados, tendremos que 

Si las unidades de tiempo fuesen ^ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , & c , 

T > - i -J V P 1 3P, 5Pi 7P 1 9P i I1P-> &c«, Los espacios parciales corridos en ) r 1 O J r r 1 * r 1 7 1 r 

cada unidad serian 
X P 5 3Pi 7P •> 9P -> llP-> & C - Í 

5 6 £s> fe> feí f«,i %g » &c-> 

P 5 4Pi 9Pi l 6 P > 2 5 P , 3 6 P , & c - i 
Los espacios totales serian , T 0 0 a? o * 

* ¿ o £g, 2 g , f g , 8g , ^ / g , i 8 g , & c , 
Y las velocidades adquiridas has- 2p, 4p, 6p, 8p , 10/) , izp, &c. 

ta el fin de cada unidad de< , ¿ s 

tiempo serian ¿ 6 « ' 3 5 , 4 g , 5S , 6g , &c. 
339 Por lo regular cuando se cuenta el movimiento de un solo cuer

po , siempre se cuenta el espacio desde el principio del tiempo ; y se 
considera el cuerpo como en reposo, esto es , que la velocidad del md
vil es nula al principio del movimiento ; por lo que en casi todas las 
aplicaciones que ocurre hacer, no se hace uso de otras formulas que de 
las sacadas desde el ( § 3 2 9 ) . Y solo se hace uso de la (ec. 351) que es 
la ecuación mas general del movimiento uniformemente variado, cuan
do se quieren compararlos movimientos de dos d mas cuerpos. Por egem
plo, si nos propusiésemos determinar en qué tiempo se encontrarían dos 
móviles My M' (fig. 135) que partiesen en el mismo instante, el uno 
de A y el otro de B , con movimientos uniformemente acelerados, en 
este caso tendríamos, suponiendo que se llegasen á encontraren C, que 
los espacios corridos por estos móviles , llamando a y g las cantidades 
correspondientes al primero, y a' y g' las correspondientes al segundo, 
serian (ec. 354) AG—at+igt2, y BC—a't+Zg't2; 
y si quisiéramos conty el espacio corrido por M desde el .^yito D, de-
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heríamos añadir la cantidad DA; luego si espresamos DA por b, ten
dremos e=DC—DA-i-AC=b-{-at+±gt2. 

340 Si suponemos g negativa en las (ees. 347, 351 y 354) se nos 
^ convertirán en las ecuaciones correspondientes al movimiento uniforme

mente retardado; y tendremos i°. v=a—gt (367); 
que nos espresa la velocidad con que se hallará el móvil al cabo del 
tiempo t teniendo al principio del tiempo una velocidad espresada por a, 
y espresando g la velocidad que se pierde en cada unidad. 

2 . 0 e=b+at~\gt2 (368), 
que nos espresa el espacio corrido por un móvil en el tiempo t, en el su
puesto de que al principiarse á contar el tiempo se hallaba el móvil en 
un punto que dista la cantidad b del punto desde donde se cuenta el es
pacio e, y con una velocidad espresada por a, siendo g la velocidad que 
pierde el móvil en cada unidad de tiempo. 

3.0 e=at~lgt2 (369), 
que nos espresa lo mismo que la anterior, sin mas diferencia que el su
ponerse en esta que el punto desde el cual principia el espacio es el mis
mo que aquel en que se halla el móvil al principiarse á contar el tiempo. 

Aplicación de las fórmulas del movimiento variado al movimiento libre 
de los cuerpos sometidos solo á la acción de la gravedad. 

341 Ya hemos dicho (162) que gravedad ó pesantez es la fuerza con 
que todos los cuerpos abandonados á ellos mismos se precipitan hacia 
la tierra en direcciones verticales ; y la ley con que se verifica este 
descenso nos ofrece egemplos de movimientos variados en general, y 
de movimientos uniformemente variados. Si consideramos este movi
miento de los cuerpos graves en el vacío, y ademas prescindimos de la 
variación de la gravedad por razón de la distancia del cuerpo al centro 
de la tierra, tendremos el movimiento uniformemente variado; que será 
acelerado si suponemos que el cuerpo desciende; y será retardado si 
se considera que se le ha dado un impulso de abajo arriba; en cuyo 
caso la gravedad retardará su movimiento primitivo. 

342 En efecto, la esperiencia ha demostrado que los espacios que 
la fuerza de la gravedad hace correr á los cuerpos son proporcionales á 
los cuadrados de los tiempos, mientras que las velocidades que adquie
ren son simplemente proporcionales á los tiempos (*). 

Luego (335 y 337) fa pesantez es una fuerza aceleratriz, constante; 
y si se toma el segundo por unidad de tiempo, bastará conocer el espa
cio que un cuerpo corre en el primer segundo de su caída para poder 
determinar todas las circunstancias del movimiento de este cuerpo. Pero 
se ha encontrado por esperimentos hechos con una gran precisión que 
este espacio es el mismo para todos los cuerpos; que varía con la latí-

(*) Esta ley se hace sensible en Física por medio de un aparato 
que se conQfc con el nombre de Máquina de A^jood. 
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tud; y que en Paris á la latitud de 48o 50' 15" es de 15,098 pies.fran
ceses, ó 4,9044 metros; por consiguiente (§334) Ig=i5,098 pies fran
ceses, que da g=2Xi5,098=30,i9Ó pies franceses que equivalen á 
35,203 pies españoles; y en la plaza mayor de Madrid cuya latitud es-
de 40o 25' es (nota del J 162) de 35,0998 pies españoles, que podremos 
tomar por valor sumamente aproximado, el de 35,1 pies españoles. 

Luego haciendo g=35,r pies en las (ees. 348, 355) v~gt, "e=|gí 2 , 
conoceremos después de un ndmero cualquiera de segundos, Ja veloci
dad del móvil y la altura de donde ha caido suponiéndonos en Madrid; 
y para hallar lo mismo en otro parage cualquiera, sustituiremos en vez 
de g el valor que dé la (ec. c nota del § 162) según la latitud, ó el que 
le corresponda en la tabla del (§ 48) de mi Compendio de Mecánica 
Práctica. Recíprocamente, las mismas ecuaciones nos darán á conocer el 
tiempo de la caida del cuerpo, cuando el valor de v ó de e sea dado. 

Si se elimina t entre las dos ecuaciones precedentes, resulta 
v2 • . 

e—— (370), que da v—y "¿ge, 
2g 

ó espresando por h el espacio e será v=.\/2gh (371); 
esta ecuación espresa la velocidad adquirida por el móvil cuando ha 
caido de una altura igual á h; y como se tiene que hacer uso frecuen
temente de esta velocidad se la llama para abreviar la velocidad debida 
á una altura dada. 

343 Si queremos tener reunidos bajo un punto de vista los espacios 
parciales, totales y velocidades adquiridas según sea el numero de se
gundos, y suponiendo que nos hallamos en Madrid, no tendremos mas 
que hacer g=35, i pies; lo que da para p = § g = 17,55 pies, en cuyo 
caso la tabla del (§338) nos dirá que 
Si el número de J* 
segundos fuese \ 1 5 2 ; 3 i 4 i 5 5 o ; &c. 

Los espacios cor- -O 
ridos en cada ) . _ . 
uno de los se - \ I 7 ' 5 5 ; 52,055 87>75 5 122,85; i57>955 i93>°55 &x. 
g¡andos serán ¿ 

Los espacios to- f n „ n " , n B 

tales serán. . .\l7^> 7°> 2 05 I57>955 280,80; 438?755 631,80; &c. 
Las velocidades 

a d q u i r i d a s ) ¿ o 
hasta el fin de\ 3 5 , 1 5 7 0 , 2 ; I 0 5 ' 3 5 J4°,4 5 ^75^5 5 210,6 ; &c. 
cada se (rundo/ 
344 La acción de la pesantez sobre un cuerpo es independiente de 

la velocidad de que ya está animado en el sentido de esta fuerza; 
porque ella comunica velocidades iguales en tiempos iguales y siempre 
en la dirección vertical hacia el centro de la tierra , aunaue en estas 
diferentes épocas el cu$ypo esté animado de velocidades dijerfntes. Lúe-
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go si concebimos un cuerpo lanzado verticalmente de abajo arriba , la 
pesantez debe disminuir continuamente la velocidad , por los mismos 
grados que la aumentaría durante la caida de este cuerpo; es decir, que 
oi se espresa su velocidad inicial por «, su velocidad al fin del primer 
segundo será a—g, al fin del segundo a—2g , al fin del tercero a—3g, 
&c. , teniendo g el mismo valor numérico que antes : todo lo cual está 
confirmado por Ja esperiencia. Luego para determinar las circunstancias 
del movimiento de un cuerpo pesado , lanzado verticalmente de abajo 
arriba, bastarán las (ees. 367 y 369), que son v=a—gt, e—at—\gt2. 

345 El cuerpo se elevará hasta que su velocidad haya venido á ser 
nula ; luego espresando por h la mayor altura á que llegará, y por 0 el 
tiempo que empleará en llegar á ella, tendremos 

gQ2 

o=a-g& (372), h=a9 (373); 2 
a a2 

de donde se saca Q—— (374)5 h=. — (375). 
g 2 g 

Llegado á este punto , el cuerpo volverá á caer hacia la tierra ; y 
si se pide la velocidad que adquirirá corriendo en su caida toda la al
tura A, se tendrá v~\/2gh=\/a2=a (376). 

Luego el mdvil cuando haya vuelto al punto de donde partid, ha
brá vuelto á tomar una velocidad igual á su velocidad de proyección; 
de donde se concluye que para elevar un cuerpo á una altura dada es 
necesario imprimirle una velocidad igual á la que adquiriría por la 
gravedad, cayendo de esta altura. 

No nos detendremos en resolver egemplos numéricos de estos casos, 
porque son bien fáciles de egecutar , y porque si alguno los necesitare, 
los hallará en mi Compendio de Mecánica Práctica. 
{ 346 En lo que llevamos espuesto acerca de la gravedad , hemos 
prescindido de la resistencia que ofrece el aire á los cuerpos que en él 
se mueven , y de la diminución de la gravedad á proporción que se 
separa el móvil de la superficie terrestre ;y como es muy interesante el 
atender á estas dos circunstancias, vamos á considerarías cada una de 
por sí; todo lo cual nos ofrecerá al mismo tiempo la ventaja de presen
tar aplicaciones titiles de las fórmulas generales del movimiento variado. 
{ 347 Propongámonos primero determinar el movimiento de un pun
to material que cae verticalmente , teniendo en consideración la va
riación de la pesantez. 
{ Sea r el radio medio de la tierra que según las ultimas medidas es 
de 7615916 varas españolas (*), g la pesantez d gravedad en la super-

(*) Pues esta cantidad es la mitad de 15231832 varas españolas 
que hemos^udlado corresponder al diámetro medio de la tierra en el 
(§ 34) denh Compendio de Mecánica Práctica. *" 
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ficie , a la distancia del mdvil al centro de la tierra en el instante que 
principia su movimiento5 y tendremos que cuando haya corrido un es
pacio e cayendo hacia la tierra , su distancia al centro será a—e; y co
mo se sabe por esperiencia que la intensidad de la pesantez sobre una 
mis/na vertical, sigue la razón inversa del cuadrado de la distancia del 
cuerpo pesado al centro de la tierra, resulta que si espresamos por <p lü 
pesantez á la distancia a—e, d la fuerza aceleratriz que obra sobre él, 

tendremos p:g::r2:(a—e)2, que da — - (377)1 gr 
{a-ef 

á2e gr1 

luego la (ec ^42) se nos convertirá en <—-=- -1 (378). 
x dt2 (a—ef 

Para integrarla multiplicaremos sus dos miembros por zde , y nos re-
zded2e de2 de 

sultará - — r = d . — - = 2 g r 2 x - —; 
dt2 di2 5 (a—e)2' 

de2 2fí^ 2 

que integrando (II. 521) da — C - i (379)? 

siendo C la constante. 
{ Si en el origen del movimiento se supone nula la velocidad , se 

tendrá a un mismo tiempo e=o, V——=0; 
d i 

de donde resulta para determinar C la ecuación 

agr* 2 g r 2 

O = C H — , que da C—-— ; 

a a 

por lo que la (ec. 379) se convertirá en 
de2 2 g r 2 2 g r 2

 2 P r 2 e 
-—=-Z x — (380); 
dt a—e a a a—e 

6 poniendo en vez del primer miembro de estas dos ecuaciones su va-
2 g r 2 2sr2 2 g r 2 e 

lor v2 (ec. 339 ) , será v2-— — x (381) ; 
Ct d Ct Ct CL*~~~£r 

ecuación que determina el valor de la velocidad v del móvil en cada 
punto de la vertical que describe. 
{ 348 Si despejamos dt en la (ec. 380) , y muMplicaraos numera-
, 1 1 / a a—e 
dor y denominador por y a—e, será di——V — X - • -de (382). 

' 2^ \/ae—e2 

{ Ahora, si en el numerador en vez de a sustituimos \a-\-\a, 
y observamos que at—e2~\a2—i^a—e)2, 

m ~> 

file:///a-/-/a
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resulta que podremos poner la espresion anterior bajo esta forma 

1 */~/(\a—e)de J de \ , p , 
dt~—V — ( — h | a x • • ) (383). 

r 2 £ \ V « e - e a v> a ~(éG--<O a / 
•{ La integral del primer término que hay dentro del paréntesis , es 

(II. 525) VaT^?. 
{ Para hallar la del segundo término observaremos que dividiendo 

de ] . 
por \a el numerador y denominador del quebrado — , se nos 

V^-(ia-e)2 

2de 

convertirá después de hechas todas las reducciones, en 

a—2e 2de zde 
y si hacemos —Z, lo que da > ~dz, d ——dz, 

a a a 

y sustituimos estos valores en la espresion anterior , se nos conver-
dz 

tira en 
\ / i - z 2 

/ a—2e\ 
cuya integral es (II. 550), arco(cos.=z)=arcof eos.—-*-— 1. 

Luego la integral de la (ec. 383) será 

1 i / a / . a 
t——V — / V a e - r n — 

a / a / a—'2e\\ 
—/ y ae—e2H xarc.f eos.— ) ) 
2g\ 2 \ « // 

(384). 

Aquí no hay necesidad de añadir constante , porque se cuenta el tiem
po partiendo desde el origen del movimiento; de manera que se tiene 
t=o cuando e=o; luego por medio de esta ecuación conoceremos inme
diatamente el tiempo en función del espacio corrido. Resolviéndola con 
relación á e se tendrá el espacio en función del tiempo ; pero el valor 
que se hallaría por ella vendría espresado por una serie infinita. Las 
(ees. 381 y 384) comprenden la solución completa del problema propuesto. 
•{ 349 Pasemos ya á considerar el movimiento vertical de un cuerpo 
pesado, teniendo en consideración la resistencia del aire , supuesta pro
porcional al cuadrado de la velocidad, que es el caso que ofrece la na
turaleza. 
•( Aquí hay que distinguir dos casos : primero cuando el cuerpo cae, 
y segundo cuando es lanzado verticalmente de abajo arriba. 
{ En el primer caso, la fuerza aceleratriz <p es la diferencia de dos 
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fuerzas que obran constantemente sobre el móvil en sentido contrario 
la una de la otra ; á saber, la pesantez que obra verticalmente de arri
ba abajo, y la resistencia del medio en que el cuerpo se mueve que se 
opone á su descenso. Esta es una fuerza variable que depende de la ve
locidad del móvil,y que se considera generalmente como proporcional 
al cuadrado de dicha velocidad. Por este motivo la espresarémos por 
mv2, siendo m un coeficiente constante para un mismo cuerpo y un 
mismo medio , pero variable con la forma del cuerpo, con su densidad 
y con la del medio. Si el cuerpo cayese de una grande altura, variaría m 
en razón de la mudanza de las capas de la atmósfera ; pero en una pe-
quena altura se puede considerar el aire como un fluido homogéneo,y 
que m és una cantidad constante. También consideraremos la pesantez 
como unavfuerza constante, y espresáudola por g será <p>—g—mv2 (385), 

dv 
ó en virtud de la (ec. 340) — —g—mv2

 (386). 

dy 
{ 350 Para integrarla la pondremos bajo esta forma dt— (387); 

g—mv2 

y como el denominador de esta espresion se puede descomponer (1.179) 
en (>/g-\-vs/m)(y yg— VVm), tendremos 

dy 1 / dy dy y 
d í = ¡ - = = ( n - 4 3 7 ) —A~z = + — r-\(338)' 

o , l ü 2\/g\Vg-t-vVm Vg—vVm/ 
que integrando (II. 545) da 

t= z(—Aog.(Vg-^v\/ m)—l— \og.{Vg—Wm\ 
2\/g\V m \/m / 

! V mgxt—\og.( — — J 
\ \ / g — v s / m j 

{ No hay necesidad de añadir constante si se supone nula la veloci
dad inicial del cuerpo y se cuenta el tiempo t partiendo del origen del 
movimiento , de manera que se tenga al mismo tiempo t—o y v=o, 
condición á que satisface esta fórmula. 
"v 351 Pasando de los logaritmos á los números y espresando por e 

1 V g-\-V\/ TJt 2\Z~frmXt 
la base del sistema neperiano, resulta — —e Y 6 ^ (39°) , 

V'g—yV m 
ecuación que nos dará á conocer la velocidad del móvil á cada instante. 
{ Mudando los signos á la (ec. 389) la podríamos poner bajo esta for-

— * \/ £—vs/m 
ma — 2Vgmxt==hg.—3 —, 

y/£+v\/m 
w Az T. III. P. I. 
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que pasando de los logaritmos á los números, nos dará 

« V g+vVm 

que también puede servir para determinar la velocidad. 
{ Para determinar el espacio corrido, la (ec. 339) da 

vdv 1 •—2mvdv 
de—vdt=(cc. 388) ¡= x - ; 

g—mv zin g—mv3 

que integrando (II. 545) da e=C xhg.(g—mv2)'} 

2m 
y determinando la constante de modo que se tenga al mismo tiempo 

1 g 1 g—mv2 

v=o y e—o, se halla ezz—xlog. xlog.-
zm g—mv* 2m g 

•2?ne= =H>(i— (392)-

Y como v es dada en función de t por la (ec. 390), esta dará del mis
mo modo en función de t el valor del espacio e. Así, la solución com
pleta del problema propuesto está comprendida en las dos(ecs.39oy 392). 
{ 352 Pasemos ya á considerar el segundo caso , que es cuando el 
cuerpo es lanzado verticalmente de abajo arriba. Ahora la pesantez y 
la resistencia del aire obran en el mismo sentido , y en sentido contra
rio de la velocidad inicial ; luego en este caso deberemos hacer g nega
tiva en la (ec. 385), y tendremos §——g—mv2 (393); 

dv 

por lo que (ec. 340) — =—g—mv2 (394); 

de donde se saca 

dv 1 dv 
-dt= -=—X-

.2 

V™xdv V™> 

(395) 

-Xdv 
8 _ 1 „ 8 

g+mv g ^ y„ ^ ^ —v2 

8 8 

que integrando (II. 550) da — \/ gmxt^SLrc.^Y^ —-xv^-hC, 

siendo C la constante; para determinarla supongamos que a sea la velo
cidad de proyección., y tendremos que contando el tiempo t desde que 
principio el movimiento , se tendrá al mismo tiempo í = o y v=a; 
y por confluiente ^ 
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o=arc.^tang.=l/—xa^-t-C, que da C=—arc .^ tang .= l /—xa^. 

Luego V ^ X ^ a r c . ^ t a n g ^ V ^ ^ 0 ^ (wfyt 

ecuación que servirá para determinar el valor de v. 
*—vdv 

{ En cuanto al espacio corrido se tiene de=yd¿=(ec. 395) - (397); 
g~+-mv 

integrando y determinando la constante por la condición de que se tenga 

( g+ma2\ 
i J (398)' 

g-*-mv / 

Como se conoce á cada instante la velocidad del mdvil por medio de la 
ecuación precedente, se tendrá también por medio de esta última el es
pacio corrido. 
< Lo que mas importa conocer es la mayor altura á que el cuerpo se 
elevará en virtud de la velocidad de proyección ; y como el mdvil se 
elevará hasta que su velocidad haya venido á ser nula, resulta que ha
ciendo v=o, y espresando por h esta mayor altura, se tendrá 

h=—log.f i + - x a 2 ) (399). 

Del movimiento de los cuerpos sujetos á resbalar á lo largo de los 
planos inclinados. 

353 Propongámonos determinar el movimiento de un cuerpo que 
resbale sobre un plano inclinado. Como en este caso su centro de grave
dad se moverá sobre un plano paralelo al plano inclinado , se puede 
referir esta cuestión á la del movimiento de un punto material sobre un 
plano inclinado. 

Sea m este punto material (fig. 136) y g la velocidad debida á la 
acción de la pesantez. Supongamos que esta velocidad está representada 
por la recta mB, y descompongámosla en otras dos wC, w/D, que sean 
la una perpendicular al plano inclinado, y la otra paralela á dicho pla
no ó en su misma dirección ; la primera de estas componentes quedará 
destruida por la resistencia del plano inclinado , y la segunda será la 
que hará resbalar el punto m sobre dicho plano. Esto supuesto, siendo 
las fuerzas proporcionales á las velocidades que comunican á un mdvil 
en el mismo tiempo, si llamamos g' la velocidad que solicita al móvil 
en un segundo de tiempo por el plano inclidado , tendre'mos la propor
ción mB:mD:: g: g'. 

Pero (I. 485 cor. 2 . 0 ) mB:/»D::mA:mE; 
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fuego llamando h la altura mE del plano inclinado y tí su longitud 
gh 

mA, tendremos tí: h:: g: g', que da g —-77 ( 4 0 0 ) « 
t Xirt jrt~Ni • tó>'ítr/ JÍV* d" /->s»--$K rft obtt9YOJíí«{U8 - oíoste .n3fc- ' 

' 354 Esta ecuación nos hace ver que la velocidad g" no es otra cosa 
que la velocidad g que anima al móvil cuando está libre, multipli-

1 cada por la relación constante de la altura del plano á su longitud. 
De donde se infiere que el mdvil es impelido á lo largo del plano incli
nado por una fuerza aceleratriz g' que no difiere de la pesantez sino 
en su intensidad; luego si llamamos t' el tiempo que el mdvil empleará 
en descender desde m hasta A á lo largo del plano inclinado , como el 
espacio corrido será tí, habrá entre g' y t' la misma relación que tenía
mos entre g , t y h en la teoría del movimiento uniformemente acele
rado; por consiguiente será (ec. 355) tí—%g't'2 (401), 

que da t'~y — (402), 
g' 

y la velocidad vf que animará al mdvil en el punto A que corresponde 
á t', será v'=g't' (403); 

eliminando la t' se tiene v'=s/ig'h' (404). 

355 Sustituyendo en esta ecuación el valor de g' (ec. 400) y redu
ciendo , se tiene v,=y/2gh. 

La espresion de esta velocidad siendo independiente del ángulo mAE 
que forma el plano inclinado con el horizonte, resulta que si diferentes 
móviles que parten del mismo punto m (fig. 137) resbalan sobre dife
rentes planos inclinados mA, mA', mA" &c., todos tendrán la misma 
velocidad cuando hayan llegado al plano horizontal. 

356 Debemos observar que aunque las velocidades de un mdvil 
sean iguales en los puntos A y E, no sucederá lo mismo con los tiem
pos ; porque si espresamos por t y t' los tiempos que emplean en correr 
las rectas mE y mA , estos tiempos son dados por las ecuaciones 

t = V — (405) , t'=V _ (405) , t'^V — ( 4 0 6 ) ; 
§ g 

pero se tiene h<Ji y g>g' , o —<—-; luego — < — , lo que da t<f, 
g 8 g g' 

luego el tiempo que gasta el móvil en bajar por el plano inclinado es 
mayor que el que emplea en bajar por la vertical; y también podría
mos deducir que el tiempo que emplea el móvil en correr diferentes pla
nos inclinados de igual altura, es mayor en el plano de mayor longitud. 

357 El movimiento de un cuerpo pesado sobre un plano inclinado 
nos ofrece una propiedad notable en el círculo; á saber, que un móvil 
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gasta tanto tiempo en resbalar á lo largo de una cuerda cualquiera AC 
(fig. 138) como en correr el diámetro vertical. 

hg 
En efecto, sustituyendo en la (ec. 406) en vez de g su valor -y 

(ec. 400), se tendrá t'=\/ lÍL. (407). 
: • gl* 

Pero si espresamos por d el diámetro del círculo ACB, será (1.488,2.a) 
AB: AC:: AC: AD , ó d: tí:: tí: h, que da tí2—hd. 

Sustituyendo este valor en la (ec. 407) y reduciendo, encontrare

mos t'=Á/ tí (408); 
g 

pero este es precisamente el valor que se hallaría para t en el momento 
en que el cuerpo cayendo del punto A llegase á B; porque siendo AB 
la altura espresada por d, si sustituimos d en vez de h en la (ec. 405), 
tendremos el mismo valor para t. 

Del movimiento curvilíneo de un punto ó cuerpo material libre. 

358 Como toda la masa de un cuerpo la podemos considerar (166) 
reunida en su centro de gravedad, para hallar las leyes del movimiento 
de un cuerpo, basta considerar el de su centro de gravedad; con lo cual 
se simplifican mucho las cuestiones , pues solo hay necesidad de consi
derar un punto material. Cuando el movimiento de un punto no se hace 
en linea recta , es preciso que obren sobre él varias fuerzas en direc
ciones diferentes; y así, la primera cuestión que debe ocuparnos es la 
de determinar la velocidad y dirección que toma un punto libre, d que 
no está sostenido sobre ninguna linea d superficie curva dada, para obe
decer á la acción simultanea de estas fuerzas. 

Consideremos primero un punto m solicitado por dos fuerzas P y Q, 
que obren al mismo tiempo sobre el mdvil; tomemos sobre sus direc
ciones mP y mQ (fig. 139) las partes mp y mq que representen las ve
locidades que estas fuerzas imprimirían al mdvil si cada una de ellas 
obrase sola sobre él , y tendremos que en virtud de lo espuesto (315), 
el punto m correrá en el mismo tiempo la diagonal me del paralelogra
rno mpcq ; y si no obra ninguna otra fuerza sobre el mdvil , caminará 
uniformemente por la diagonal me prolongada , y describirá en cada 
unidad de tiempo una porción de esta linea igual á me. En cada punto 
de esta linea , el mdvil se hallará en el mismo estado que si la fuerza 
R ¡> resultante de P y Q , obrase actualmente sobre él y le imprimiese 
la velocidad me. 

Supongamos que al llegar el mdvil al punto m' de la me, una nue
va fuerza S le comunique en una dirección cualquiera m'S una velo-
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cidad espresada por m's; y tendremos que el mdvil se halla en el mis
mo caso que si las dos fuerzas R y S obrasen simultáneamente sobre 
él; luego si tomamos m'c'=.mc y acabamos el paralelograrno m'c'es, la 
diagonal me espresará en dirección y magnitud la velocidad con que 

' caminará el mdvi l . 
Si se supusiese aun que otra fuerza se aplicase al mdvil cuando 

hubiese llegado al punto m" de su nueva dirección , la acción de esta 
fuerza haría mudar la velocidad y dirección de su movimiento ; y se 
determinaría del mismo modo la velocidad y dirección que tomaría. 

De donde resulta en genera l , que si un número cualquiera de fuer
zas P , Q, S, T , & c . obran á intervalos de tiempos determinados sobre un 
punto ó cuerpo , este describirá en el espacio un polígono cuyos lados 
serian fáciles de construir. Cada uno de estos lados se correrá con un 
movimiento uniforme y con una velocidad constante para un mismo la
do ; pero esta velocidad seria variable de un lado á otro. 

359 A proporción que disminuyan los intervalos de tiempo que se
paren las acciones sucesivas de las fuerzas P , Q , <S, 5T, &?c. , los lados 
del polígono irán disminuyendo ; de modo que si suponemos que estas 
fuerzas se sucedan sin interrupción , resultará que el móvil describirá 
Una verdadera curva. Más para conocer mejor la naturaleza de este po
lígono y de la curva que es su l í m i t e , y para determinar la ley del 
movimiento sobre esta curva , es necesario un rumbo diferente del que 
acabamos de seguir a q u í , en que no llevábamos otro objeto que el de 
manifestar con toda claridad el paso del movimiento rectilíneo al mo
vimiento curvilíneo. 

360 El medio mas simple de determinar el movimiento de un pun
to material en el espacio , es el de señalar á cada instante la posición 
de sus proyecciones sobre tres eges fijos. Estas proyecciones se pueden 
representar como tres puntos móviles que siguen al punto mateiial du
rante su movimiento ; entonces Ja cuestión se reduce á buscar las leyes 
de estos tres movimientos recti l íneos, y he aquí como se llega á re
solverla. Sea A (fig 140) el punto de donde parte el mdvil , y tiremos 
por este punto tres eges fijos y rectangulares A X , A Z , A U ; suponga
mos que un numero cualquiera de fuerzas de magnitud y dirección ar
bitrarias , se apliquen al mdvi l cuando se halla en el punto A , que 
obren sobre el simultáneamente y que lo abandonen después á sí mis
mo. Cualquiera que sea el numero de estas fuerzas, siempre se pueden 
reducir (51) á tres dirigidas según los eges ; luego si suponemos que 
el efecto de estas tres fuerzas sea el de comunicar al mdvil la primera 

.una velocidad en la dirección del ege A X espresada por a ; la segunda 
el de comunicarle una velocidad en Ja dirección deJ ege A Z espresada 
por b ; y Ja tercera el de comunicarle una velocidad en la dirección 
del ege A U espresada por c : tendremos que en vir tud de lo espuesto 

4 (3 T6) , si espresamos por v la velocidad resultante Am del m d v i l , « e 

tendrá (ec. 33) i> 2 =a 2 -t-¿ 2 H-c 2 (409); 
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y espresando por a, £, 7, los a'ngulus que la velocidad resultante v for
me con los eges , tendré/nos en virtud de lo demostrado (§ 34) 

a=z>cos.a ( 410) , ¿=i>cos.£ ( 4 1 1 ) , c=acos.<y (412); 

a h c 
que dan cos.ar=— ( 4 1 5 ) , cos.£:=— ( 4 1 4 ) , cos-7=r— (415) ; 

V V V 
por cuyo medio se fijará (II. 183a) la dirección del mdvil , cuando se 
conozcan las de las volocidades en el sentido de los eges. 

El mdvil en virtud de su velocidad v describirá en la dirección de 
la diagonal Km una recta igual á vQ en un tiempo cualquiera 0 ; y las 
proyecciones de esta recta sobre los eges AX, AZ, AU estarán espresa
das (II. 183a) por í>0cos.a, yScos.C, Ü0COS.7; 
d lo que es lo mismo (ees. 410 , 4 1 1 y 412) por aQ, £0 , c0 ; 
luego las proyecciones del mdvil se mueven (299) uniformemente so
bre estos eges con las velocidades a, ¿, c, mientras que este punto ma
terial se mueve uniformemente en el espacio con la velocidad v. 

361 Supongamos que al fin del tiempo 0 obren nuevas fuerzas sobre 
el mdvil, las cuales se reducirán á tres que sean paralelas á los eges 
AX, AZ, A U , y capaces de producir las velocidades a\ b\ e', en la di 
reccion de estos eges en la misma unidad de tiempo, si cada una obra
se sola sobre el mdvil en reposo; este punto material se halla en este 
instante en el mismo estado que si estuviese en reposo , sometido á la 
acción simultanea de tres fuerzas que obrasen en la dirección de los eges, 
y cuyo efecto fuese el comunicar al mdvil en el sentido de AX una ve
locidad espresada por a+a\ esto es, por la suma de la velocidad a que 
ya tenia, y la a! que suponemos adquiere por las nuevas fuerzas; en el 
de AZ, una velocidad espresada por b-hb'; y en el de AU, una veloci
dad espresada por c-t-c'. Luego llamando v' la velocidad que el mdvil 
debe tomar, será (316 y ec. 33) v'2=(a~ha')2~i-(b-+-br)2-+(c-hc')2 (416) ; 
y si se quisiese determinar la nueva dirección de su movimiento, es
presando por a', 6", 7', los ángulos que forma con los eges, obtendría
mos por el método del párrafo anterior 

a+a' b+b' c-f-c' 
c o s . a - — ( 4 1 7 ) , cos.^zz—— ( 4 1 8 ) , eos. 7 ' = — — (419)-

V V V 
Durante un tiempo cualquiera 0' que sucede al 0 , las proyecciones 

del mdvil sobre los eges correrán los espacios (a-ha')B\ (b+-b')Q'', (c-t-c')^; 
luego al fin del tiempo 0H-0' las distancias de estos puntos al punto A, 
serán a f i -^o-Hi '^ ' , b9+(My, C0-J-(CW)0'. 

362 Supongamos que al fin del tiempo 0-t-0' se apliquen al mdvil 
nuevas fuerzas, que reducidas á tres sean capaces de hacer adquirir al 
móvil las velocidades a", b'\ c", en la dirección de los eges; y tendre
m o s que las proyecciones sobre los eges describirán durante este tercer 
intervalo de tiempo 0", los espacios 

( C M V + - ^ 0 " , (b+b'+h")9", (e-t-c'+c")6"; & 
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de manera que al fin del tiempo Q-hü'•+•(>", estas proyecciones se hallarán 

á distancias del punto A , espresadas por < ¿^(Z)-+-¿/)6/-4-(¿-+-¿'-+-/>'/)ó//, 
I ¿ cO -+-( c4-c')6'-t-{ CM-C'H-C" 

363 Continuando del. mismo modo, y espresando p o r x , « , los es
pacios corridos por las proyecciones del mdvil en un número cualquiera 
de intervalos espresados por Q-+-Q'~i-Q"-\-B"/-+*.... Ú(J1^\ 
tendremos en general 

x~-aQ+(a+a')Q'-+-(a+cMy" ^ ^ H - flC»)/)fiC«)/ ( 4 2 0 ) , 

^^¿^(¿-H^Oew^-HiVó^é^ ^ - ( ^ ¿ ^ " H - .... z / « ) y » > ( 4 2 I ) , 

M=c0+(e-t-c /)e /H-(c-f-c /4-c / /)6 / / ^«HrfrWt'f* t.(»)')6(*)' (422); 
por medio de estos valores de a;, z , « , que son las tres coordenadas del 
mdvil referidas á los eges A X , A Z , A U , se determinará inmediatamen
te su posición en el espacio, sin tener necesidad de construir el polígo
no que describe. Cada uno de estos valores tomado aisladamente encier
ra la ley del movimiento de la proyección de este punto material sobre 
el ege correspondiente. 

364 Debemos observar que la composición de los valores de x, z , « 5 

^nos da á conocer que el espacio corrido por la proyección del móvil ni 
sobre uno de los tres eges, solo depende de las velocidades producidas 
por las fuerzas paralelas á este ege como si obrasen solas sobre el móvil; 
de modo que este espacio no está modificado en manera alguna por la 
acción de las fuerzas paralelas á los otros eges. A s í , en el valor de x so
lo se hallan las velocidades a, a'a" &c... que se imprimirían al 
mdvil por las fuerzas paralelas al ege A X si todas las demás fuesen nu
las. Del mismo modo lá acción de las fuerzas paralelas á los eges AX, 
A U , no contribuyen ni á aumentar ni á disminuir el valor de z; y el 
de u es el mismo que si las fuerzas paralelas al ege A U hubiesen obra
do solas sobre el móvi l . 

365 Como este resultado es independiente de la magnitud de los 
intervalos de tiempo 0, 6 ' ,0" . . . .Q^' que separan las acciones de las fuer
zas aplicadas sucesivamente al m ó v i l , así como de la magnitud de las 
velocidades debidas á estas fuerzas , se sigue que se puede estender al 
caso en que el móvi l esté sometido á la acción de una d muchas fuer
zas variatrices combinadas con otras fuerzas cuya acción sea instantánea. 

Por lo que podemos concluir que si se descomponen en tres fuerzas 
paralelas á tres eges fijos todas las fuerzas que producen el movimien
to curvilíneo de un punto material , y se consideran como puntos móvi
les las proyecciones del punto material sobre estos eges . el movimiento 
cofre cada ege se deberá á 'las fuerzas paralelas á esta linea, y del 
mismo modo que si las otras fuerzas fuesen nulas. 

3Ó6 En cada caso particular se determinarán ios movimientos sobre 
los eges por .medio de las ecuaciones del movimiento rectilíneo dadas 
anteriormente ; por lo que la resolución de un problema cualquiera re
lativo al^L wimiento curvilíneo , está reducida á considerar tres mo-
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vimientos rectilíneos en la dirección de tres eges , 6 solamente dos 
cuando estemos ciertos por la naturaleza de la cuestión, de que el mó
vil debe permanecer en un mismo plano; porque entdnces bastan dos de 
los tres eges coordenados. 

367 Entendido esto , pasemos d encontrar las ecuaciones diferen 
eiales del movimiento curvilíneo de un móvil sometido á la acción de 
una ó muchas fuerzas variatriccs , y á la de otra fuerza que le ha 
comunicado instantáneamente una velocidad finita en el origen de su 
movimiento. Para lo cual supongamos que después de un tiempo cual
quiera t sean k\x, u, las tres coordenadas rectangulares del móvil, re
feridas á los tres eges AX, AZ, 'AU; estas coordenadas serán funciones 
de t, y el movimiento quedará enteramente determinado cuando estas 
funciones sean conocidas ; pues que entonces se tendrá á'cada instante 
la posición del mdvil en el espacio. Descompongamos cada una de las 
fuerzas variatrices dadas en otras tres paralelas á los eges de las coor
denadas; y sean X, Z, U, las sumas de las componentes respectivamente 
paralelas á los eges de las x, de las z.y de las u. Las cantidades X, Z, 
Z7, serán dadas en cada caso particular en función de x, z , u; y las su
pondremos positivas ó negativas según cooperen las fuerzas que repre-j 
sentan á aumentar ó á disminuir las coordenadas del móvil.'Y como se
gún lo que se acaba de demostrar (365) el movimiento de las proyeccio
nes del móvil sobre cada ege, se debe á las fuerzas paralelas á este ege, 
resulta que aplicando á cada uno de estos tres movimientos rectilíneos 

de 
d.— 

• ' d t ,¿*-\ " -'• la ecuación general del (§321), 

dx dz du 
d.— d.— d.— 

, di di dt 
se t e n d r á — = X (423), — = Z (424), — = ^ ( 4 2 5 ) ; 

y suponiendo constante á di, se tendrá 

d2x d2z d2u 

que son las ecuaciones generales del movimiento de un móvilen él espacio. 
368 La velocidad inicial del móvil y su dirección no entran en es

tas ecuaciones , y sirven juntamente con la posición del móvil, en el 
origen del movimiento para determinar las constantes arbitrarias que 
deben completar las integrales de estas ecuaciones; estas constantes se
rán seis, pues que hay tres ecuaciones diferenciales del segundo orden. 
Luego para la solución completa de cada problema particular se debe
rán integrar estas tres ecuaciones determinando las constantes arbitra
rias en virtud de las condiciones iniciales del movimiento m 

P B2 T.III. P. I. 
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369 Si se sabe de antemano que el mdvil debe moverse en un plano 

dado, se simplificará la cuestión tomando dicho plano por uno de los 
coordenados , por egemplo por el de las xz ; para lo cual será necesario 
que no exista la fuerza £/", y que se tenga también 11—o; 
ll problema entdnces solo dependerá de las dos (ees. 426 y 427), y ten-

á2x d2z 
dremos que -^=X (429), — = Z (430), 

serán las ecuaciones generales del movimiento curvilíneo de un móvil 
que se mueve siempre en un mismo plano, 

370 Cuando se hayan llegado á integrar las (ees. 426, 427, 428) 
se tendrán en el caso general tres ecuaciones entre x, z , M y t; si por 
medio de ellas se elimina el tiempo i , quedarán dos entre las coorde
nadas x, z, u, que serán las ecuaciones de la curva descrita por el mó
vil en el espacio.; á esta curva que en general será de doble curvatura 
se le llama la trayectoria del mdvil. 

371 El caso particular mas simple que se puede considerar es aquel 
en que las tres fuerzas X, Z, U son nulas, Las (ees. 426, 427, 428) se 

\, y , á2x á2z d2u 
reducen entdnces a — - = o , ———o, . = 0 : 

dt2 ' dt2 ' dt2 9 

d2^; dzz d2u 
multiplicando estas ecuaciones por di, será > = 0 , =ro, ~o; 

dt dt dt 

que por ser di constante , podremos poner bajo esta forma 
dx dz du 

d.—=0, d.—-zzo, d.—=0; 
di di 5 di 

ó.$c (3& ó.n 
las cuales integradas dan ——a, — — b , ——c, 

di di di 
siendo a, Z>, c tres constantes arbitrarias. 

Quitando el divisor en estas ecuaciones resultará 
dx=adt, d£=Adt, dn=cdí; 

las cuales integradas dan x=at-ha\ z=bt-t-b\ w=ci~H?', 
siendo a1, Z/, c' otras tres constantes arbitrarias. 

Si se coloca el origen de las coordenadas en el punto de donde parte 
el mdvil, y se cuenta el tiempo i desde el instante en que principia el 
movimiento, se tendrá al mismo tiempo #=0, z=o, W = Q , i=o; 
de donde resulta a'—o, ¿ '=0, e'==o; 
y por consiguiente las ecuaciones anteriores se nos convertirán en 

x—at, z=bt, u=ct. 

., , a b 
Eliminando i por medio de ellas se tiene x~-—xu, z——xu; 

m 
m 
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que nos manifiestan que la trayectoria es (II. 182) una linea recta que 
pasa por el origen. 

372 Si espresamos por l la parte de esta recta comprendida entre 
el origen y el punto que corresponde á las coordenadas x, z, u, tendré* 

mos (II. 181) l=\/x2+z2+u2=t\/a2+b2~hc2; 

ecuación que nos manifiesta que la longitud 1 es proporcional al tiem
po , y por lo mismo (303) el movimiento del punto material en el es
pacio es uniforme, así como el de sus proyecciones sobre los eges. 

La velocidad del mdvil es s/az-+-bz~+-c2, que es la velocidad resul
tante de las velocidades componentes a, Z>, c en la dirección de los eges. 

373 Si se espresan por a, £ , 7, los ángulos que forma la dirección 
de ésta resultante con los eges de las x, z , u, y se observa que x, z, u 
son las proyecciones de l sobre estos eges, se tendrá (II. 183a) 

¿c=/cos.a, z=lcos.Q, u=lcos.y; r 

sustituyendo por x, z, u, Z, sus valores, dividiendo por i , y haciendo 
para abreviar v2=a2-i-b2-i-c2, resulta a=vcos.a, b=vcos.€, c=vcos.y. 

Estas cuatro últimas ecuaciones comprenden toda la teoría de \'f 
composición y descomposición de las velocidades en los movimientos 
uniforuies; y se ve que estas operaciones , inversa la una de la otra, se 
efectúan como hemos asegurado (317) en virtud de las mismas reglas 
que la composición y descomposición de las fuerzas. 

374 Volvamos á considerar el caso general en que X, Z, U son fuer
zas variatrices dadas. 

Si en una época cualquiera del movimiento se supone que estas 
fuerzas cesen repentinamente de obrar sobre el mdvil, el movimiento 
sobre cada ege de las coordenadas vendrá á ser uniforme ; y como los 
espacios corridos sobre estos eges son x, z , u} tendremos que la ecua-

_ í ¿ * « ¡ - „ 

. , dx dz du 
las espresiones —, —• y —. 

r • di di 3 dt 

Por consiguiente el movimiento del cuerpo en el espacio se mudará en 
un movimiento rectilíneo y uniforme; y si espresamos por v la veloci-

dx dz du 
dad de este movimiento, que es la resultante de las —, —, —, 

, H di di di 
tendremos por lo que acabamos de manifestar 

| / dx 

V^V -77: 

2 dz2 du2 V d x 2 + d z 2 + d u 2 . . 
h — - 4 - — = : (431); dt2 dt2 dt2 dt 

y como en virtud de lo.jspuesto (179) el numerador de esta presión es 
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dt2 

y observando que el primer miembro de esta ecuación no es otra cosa 
que la diferencial de dx2-+-dz2H-du2, dividida por dt2, se tendrá 

1 . d.(dx2-+-dz2+du2) 
— — -=.2(Xdx+Zds+Udu). 

igual con el elemento ds de la trayectoria, tendremos que i>=—(432). 
* ?l - k-teílprl <w¡ <\hnw--\t& 

* ¡ t La variable s es una función del tiempo que espresa la longitud 
de la linea curva corrida por el mdvil ; así , se puede decir que aquí 

t como en el movimiento rectilíneo, la velocidad es igual al primer coe
ficiente diferencial del espacio corrido, considerado como una función 
del tiempo. 

Si espresamos por a, £, 7 los ángulos que forma la dirección de esta 
velocidad con los eges de las tendremos uue como la velocidad 
en la dirección de un ege cualquiera es (61) igual á la velocidad abso
luta multiplicada por el coseno del ángulo que forma la dirección con 

dx dz du 
dicho ege, será vcos.a-— (433) , vcos.S-— (434) , vcos.7=— (435)> 

, ds . 
ó poniendo en vez de v su valor —, y dividiendo por este valor, sera 

dt 

^ dx dz du 
cos.a=— ( 4 3 6 ) , cos.€--— ( 4 3 7 ) , cos.7=— (43 8 ) -

ds ds ds 

Pero como los cosenos de los ángulos que forma la tangente de la tra
yectoria con los eges de las coordenadas son también (nota del § 179) 

d« 
iguales a las relaciones — , —, —, 

ds ds ds 

resulta que la dirección de la velocidad v en un punto cualquiera de la 
trayectoria coincide con la tangente de esta curva en aquel punto. 

Lo cual nos manifiesta que si se suprimiesen de repente todas las 
fuerzas que hacen variar el movimiento de un punto material en el 
espacio, el móvil se escaparía por la tangente á la trayectoria en el 
punto donde se hallase , y con una velocidad igual á la relación que 
tiene el elemento ds de esta curva con el elemento dt del tiempo. 

375 Hay un método muy elegante para determinar la velocidad, 
qne vamos á dar á conocer. Para esto observaremos que si se multi
plica la (ec. 426) por 2dx , la (ec. 427) por 2dz , y la (ec. 428) por 
zdu, y se suman los resultados, se obtendrá 

2dxdzx-h2dzdzz-h2dudzu 
~2(Xdx+Zdz+Uduy, 
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Remplazando d*2-+-dz2'+-du2 por di 2, y considerando á dt como cons-
ds1 

tante é integrando, se hallará- -——zS.(Xdx~i-Zdz>+-Udu) (439); 
dt 

o' poniendo por — su valor v (ec. 432), será 

v2=2S.(Xdx-+-Zdz-hUdu) (440). 
Efectuando esta integración cuando sea posible, llegaremos á tener 

V2=zF.(X, z, Íf,)-+-C. 
Para determinar la constante C será necesario conocer la velocidad 

del mdvil en uno de los puntos de la trayectoria. Así, cuando se sabe 
que w es la velocidad que corresponde á las coordenadas x—a, z—by 

u=c, se tiene <u>2=2F.(tf, Z>, c)+C; 
en la cual despejando Cy sustituyendo su valor en la última ecuación, 
se obtendrá v2—iu2=2F.(a;, z, u)—2F.(a, b, c) (441). 
Diferenciando la (ec. 439) y dividiendo por 2ds , resulta 

d2s dx dz du f 
——X—n-Z v-XJ—: ' 
dt2 ds ds ds 

pero siendo X, Z, U, las tres fuerzas á que se pueden reducir todas las 
, dx dz du 

que pueden obrar sobre el movxl, y —, —, — los cosenos de los an-
ds ds ds 

gulos que las direcciones de estas fuerzas forman con la tangente á la 
trayectoria , resulta que el segundo miembro de esta ecuación espresa 
la fuerza variatriz que obra sobre el mdvil , descompuesta en la direc
ción de dicha tangente ; luego nos resulta también aquí., como en el 

' d2s 
movimiento rectilíneo, que el segundo coeficiente diferencial — es-

di 
d.— 

d2s dt dv 
presa la fuerza variatriz : y como — = =r—, 

* J dt2 dt dt ' 
también se puede deducir que la fuerza variatriz es igual al coefi
ciente diferencial de la velocidad tomado con relación al tiempo, como 
en el movimiento rectilíneo: luego tenemos que estas dos propiedades se 
verifican en todo genero de movimientos. 

• 376 Es muy digno de notarse el resultado de la (ec. 441); pues nos 
dice que se puede determinar la diferencia de los cuadrados de las ve
locidades en dos puntos de la trayectoria, solo por medio de las coorde
nadas de estos puntos y sin conocer la curva que el móvil sigue pasan
do de un punto al otrc§) 

1 
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Pero no se debe olvidar que este resultado supone queXdx~t~Zdz+Udu¡ 

sea una diferencial exacta de tres variables, lo que no siempre se verifica. 
Hay un caso particular muy estenso en que esta fdrmula es una dife

rencial exacta; y es cuando todas las fuerzas variatrices que obran sobre 
el móvil se dirigen hacia centros fijos, y en que la intensidad de cada 
una de ellas es una función de la distancia del móvil á su centro de acción. 

Para demostrarlo supongamos que F esprese la intensidad de una 
fuerza de esta naturaleza, dirigida á un punto fijo; 7, ra, w, las coor
denadas de este punto; f su distancia al mdvil cuyas coordenadas son Jas 
variables x , z , w, y tendremos (II. 180) f2=.(x—/)2~f-(z—m)2-t-(u—«)2; 
diferenciando esta ecuación, y dividiendo por 2/, da 

x—l z—m u—n 
d f~ xdx -i —xdz H — xdzí. 

J f f f 
Los cosenos de los ángulos que forma la linea f con los eges de las x, 

x—l z—m u—n 
de las z y de las u, serán (II. 183a) , , ——-; 

f f J 

or lo que las componentes de F paralelas á estos eges serán (§ 34) 
x—l z—m u—n 

~ F ' ~ r F i ~ F i 

por consiguiente la parte del valor de Xdx-hZdz-i-Udu, 
que proviene de la fuerza F, será 

x—/ z—m u—n /x—7 z—m u—n 
xFdx-i xFdz-{ Fdu=F dx-\ dz-\ du 

f f f \ f f f 
y como lo que hay dentro del paréntesis es igual con df, esta espre
sion se nos convertirá en Fdf; pero si ademas de F se tuviese otro nú
mero cualquiera de fuerzas F', F" &c. dirigidas hacia puntos fijos que 
distasen de los móviles las cantidades/', / " &fc. , resultará que tenien
do en consideración todas estas fuerzas , será 

Xdx~hZdz+Udu=Fdf-hF,df'+F"df" Gfc.j 
pero todos los términos de este valor son diferenciales exactas, pues que 
F es una función de / por el supuesto , F1 de / ' , F" de / " & c . ; luego 
su suma también lo será. 

Si una d muchas de estas fuerzas estuviesen dirigidas hacia centros 
móviles, esto es, si por egemplo las coordenadas /, m, n no fuesen cons
tantes , el valor precedente de df y a no seria exacto , y la formula 
Xdx+Zdz-+-Udu tampoco lo seria. 

Cuando el móvil está solicitado por una sola fuerza dirigida hacia 
un centro fijo, se obtienen resultados que conviene conocer. 

1 ' En efecto , supongamos que las fuerzas que obran sobre él , se re
duzcan á^na resultante única R que pase por el centro fijo, y que 

^ oleando eiTia dirección de M G (fig. 141) se p^ iá representar por una 

1 r 
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parte cualquiera C D de esta linea ; coloquemos el origen en este cen
tro ; espresemos por X su distancia M C al punto M , y por a, £, 7 
los ángulos que la C M = X forma con los eges coordenados ; y tendre
mos que como la resultante R obra en la dirección de M C , formará los 
mismos ángulos con los eges; y descomponiéndola en tres fuerzas X, Z* 
Uparalelas á los eges, será X=Rcos.a, Z=¿Rcos.£, U=Rcos.y:> 

dividiendo la primera por la segunda , la segunda por la tercera y la 
X eos.a Z cos.S U 

tercera por la primera, tendremos ~ - ~ —, -—=- , —'-
Z cos.£ U cos.7 X 

Pero si espresamos por x, z, u las coordenadas del punto M en que está 
situado el mdvil, tendremos (II. 183a) x=Xcos.a, z=Ácos.£, u=A.cos.7, 
que dan del mismo modo que las anteriores 

x eos.a z eos.? u cos.7 
z eos.£ ' u eos.7 x eos.a 

Como los segundos miembros de estas ecuaciones son los mismos que 
X x Z z U u 9Í 

los de las anteriores, tendremos ———, — = — , -———; j 
Z z V u X x f 

que quitando los divisores y trasladando dan 
zX—xZ=o, uZ—zU—o, xU-r-uX—o. 

Si en estas ecuaciones sustituimos en vez de X, Z, U, sus valores 
(ees. 4 2 6 , 427, 428) , se hallará 

d2x d2z d2z d2u d2u d2x 
Z——r—X ~ = ° , U——r — Z - = 0 , X U - = 0 . 

dt2 dt2 dt2 di2 dt2 dt2 

Multiplicando por dt la primera de estas ecuaciones, integrando por 
zdx'—xdz 

partes y reduciendo, se hallará • = C ; 
dt 

y egecutando lo mismo con las demás y quitando el divisor, tendremos 
zdx—xdz=Cdt, udz—zdu=C'di, xdu—udx=C"dt. 

Multiplicando cada una de estas ecuaciones por la variable que no com
prende y sumándolas, se tendrá o-—(Cu-+C'x+C"z) dt, 
d suprimiendo di será Cu+C'x-+-C"z=.o. 

Esta ecuación es (II. 190) la de un plano que pasa por el origen, 
que siendo el centro de atracción , se ve que el móvil se mueve en una 
curva plana. Luego si resolvemos de nuevo el problema suponiendo la 
trayectoria en el plano de las xz , no necesitaremos hacer uso de la 

. _T d2u . 
ecuación U——, ni de las cantidades U y u que son nulas en este ca-

dt2 J ^ si ; por lo que solo necesitaremos la ecuación zdx-~xdz~Cdt, 
la cual integrada dará S.(zd#—xdz)—Ct**-c. 
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Para determinar esta integral , notaremos que siendo zdx el ele

mento (II. 624) de una superficie comprendida por un arco de curva y 
sus coordenadas, podremos suponer que esta superficie esté comprendi
da entre las abscisas x=o, y x=CP (fig. 1 4 2 ) ; entdnces la espresion 

\S.zdx estará representada por LGPM. Si quitamos de esta superficie el 
triángulo CPM , nos quedará 

sectorLGM=areaLCPM—triánguloCPM, d sectorLCM=S.zd*—£*z; 
diferenciando esta ecuación se hallará 

xdz zdx zdx—xdz 
d.sectorLCM=zdjc — == —; 

2 2 2 
quitando el divisor é integrando de nuevo, se tendrá 

2sectorLCM=S.(zd:*;—xdz); 
y como an tes ten/amos S.(zdx—xdz)=Ct-hc, será 2sectorLCM=C¿-f-e; 
y suponiendo que el tiempo principie cuando el mdvil se halla en L, en 
cuyo caso es nulo el sector y el tiempo í , resultará c=:o; 
y haciendo C—iA,, tendremos que la ecuación anterior se nos conver
tirá en sectorLCM==^¿; 
que nos dice que cuando el móvil solicitado por una fuerza que le atrae 

\,ácia un centro fijo C, describe una curva LM, la superficie del sec
tor LCM es proporcional al tiempo que el móvil emplea en correr la cur
va. Esta propiedad se conoce bajo el nombre de principio de las aréas. 

Del movimiento de los proyectiles, contando con la resistencia del aire, 
que es el caso que ofrece la naturaleza á las balas y á las bombas 
arrojadas por las piezas de artillería. 

377 Cuando á un cuerpo cualquiera se le comunica un impulso en 
una dirección cualquiera, principia á moverse en aquella dirección con 
la velocidad que se le ha comunicado ; y desde el mismo instante prin
cipia á obrar sobre él la gravedad y la resistencia del aire; de modo que 
estas dos causas modifican su movimiento, separándole de la dirección en 
que se le comunicó el impulso primitivo ; y como la principal aplica
ción que se hace de este movimiento es al de las balas y las bombas 
arrojadas por las piezas de artillería, resulta que se ha caracterizado con 
el nombre de Balística á la parte de la Mecánica que trata del movi
miento de los cuerpos pesados lanzados en una dirección cualquiera, la 
fuerza que comunica este impulso es la fuerza espansiva de los gases que 
se forman por la inflamación de la pólvora en el momento de la esplo-
sion ; y como luego que el proyectil sale del canon , cesa ya esta ac
ción , resulta que la Balística no nos ofrece mas que esta cuestión. Sien
do arrojado un cuerpo en una cierta dirección con una velocidad deter
minada , hallar todas las circunstancias de su movimiento. 

De este problema se pueden dar dos resoluciones: una haciendo abs
tracción del intermedio por donde pasa el proyectil, esto es , conside-

file:///S.zdx
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rancio que se mueve en el vacío; y la otra teniendo en consideración la 
resistencia que el aire opone á los cuerpos que en él se mueven. Acerca 
de los esfuerzos que se han hecho para resolver esta cuestión puede 
verse mi Compendio de Mecánica Práctica (§§ 255, 256 y 257) ; por 
lo que pasaremos desde luego á resolverla con toda generalidad , con¿ 
tando con la resistencia del aire. 

Para esto conci3)amos la trayectoria en el espacio referid"^ tres 
eges rectangulares, de los cuales el de las z sea vertical. Concibamos 
también las fuerzas continuas que hacen variar el movimiento del pun
to d cuerpo que la describe, descompuestas en otras tres X , Ü7, Z , que 
sean paralelas á estos mismos eges ; y como en este caso solo hay dos 
fuerzas continuas que obran en el mdvil, á saber, la resistencia que 
opone el intermedio y la gravedad, tendremos en primer lugar que la 
gravedad obra de arriba abajo en dirección contraria al ege de las z; y 
en segundo, que la resistencia que opone el aire en su tránsito es en to
das direcciones. Luego si espresamos esta resistencia por R, tendremos 
que concibiéndola descompuesta en otras tres que obren paralelamente á 
los eges de las x, z , ú, cada una de estas será (34) igual á R multipli
cada por el coseno del ángulo que forme R con cada uno de dichos egesy 
y como llamando las coordenadas de un punto cualquiera don* 
de se halle el mdvil al cabo del tiempo í , y s al arco que ha descrito 

dx dz du 
hasta entdnces, se verifica (nota del § 1 7 0 ) que —, —, — son los co-

ds ds ds 

senos de los ángulos formados por la tangente de la curva en aquel pun
to con los eges respectivos de las JC, de las 2 y de las u, resulta que 
como la resistencia R obra en el sentido opuesto al camino que describe 
el móvil, que es el elemento de curva, formará estos mismos ángulos 
con los eges; de modo que sus componentes en el sentido de los eges de 

dx dz du 
las x, z , u, serán R—, R—, R—; 

ds ds ds 
y las fuerzas continuas X , Z , £/, que obran sobre el mdvil, serán en 
este caso, espresando por g la gravedad 

dx „ / dz \ du 
X-~R—, Z=-.(R—-i-g), U=~R—-

ds ' \ ds V ds' 
en las cuales ponemos los signos negativos, porque oponiéndose la es
presada resistencia R al movimiento del proyectil, sus componentes tra
tarán de disminuir las coordenadas del punto donde se hallaría si no se 
le opusiese resistencia. 

Luego en virtud de las (ees. 423, 424, 425), tendremos 
dx dz du 

d.— d.~ d.— 
di dx dt / dz \ dt du 

» Ca T. III. 1*71. 

{ 
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o' quitando el divisor di será 
dx djf , , dz / dz \ , . , du du 

d-Ii=-R^dt ( 4 4 2 ) ' d-57=-(*d7 +T ( 4 4 3 ) ' ( 4 4 4 > ' 

^íí pasando los segundos miembros á los primeros se tendrá 
dx dx ' ' 'K ;. dz dz . . , v , dií du 

d.—hR— dí=o (445), d.—-hi?—d*4-gdf=o (446), d . — d i = o ( 4 4 7 ) . 
dt as dt ds dt ds 

si despejamos R en las (ees. 442 y 444), é igualamos los valores, ten-
da; du 

d.— d.— 
di di 

aremos — — , 
dx , di¿ ' 
-^xdí —xdi 
ds ds 

que mudando los signos, y suprimiendo el ds que resulta común en los 

1 

dx du 
d.— d.— 

, di di 
denominadores, se convierte en 

dxdt dudt 

a cual multiplicada por dudx, y pasando todos los términos al primer 
du dx dx du 

miembro, se convierte en .—xd xd.—=0, 
di di di di 

/du \ 2 

que dividiendo por I — ) ^ la tendremos reducida á 

du dx dx du 
—xd. •—xd.— 
di di di di 

cuya espresion cotejada con lo dicho (II. 520) la podremos poner bajo 
dx dx 

, di di 
esta forma d.—'=0; que integrada dará — 

du du 

~di dt 
, dx du 

ó quitando el divisor sera — = c — , d dx—cdu; 
4 di di 1 

la cual vuelta á integrar se nos convertirá en x=cu-+c'; 
y siendo c y c' constantes arbitrarias, resulta que esta ecuación es 

| • (II. 160) la de una recta que se halla en el plano de las xu que es hori
zontal ; luego la proyección de la trayectoria sobre el plano horizontal 

Y <-
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es una linea recta, y por lo mismo dicha trayectoria se halla en un 
plano vertical, ó lo que es lo mismo , dicha trayectoria es de simple 
curvatura. 

De aquí resulta que hallándose dicha trayectoria en el plano de las 
xz, nos es inútil la (ec. 447) ; y por lo mismo las ecuaciones del movi 
miento se nos reducirán á estas dos: 

dx dx dz dz 
d. h-R—xd¿=o, d. hR—xdt-i-gdt=o. 

dt ds dt ds 

378 Como hasta ahora no hemos supuesto ninguna diferencial cons
tante, podremos considerar que lo sea una cualquiera de ellas; y supo
niendo constante la dx, y efectuando la diferenciación indicada en los 
primeros términos de las ecuaciones anteriores, tendremos 

d2tdx dx dtd2z—dzd2t dz 

_ + 2 ? - x d í = o (448) , — hR—xdt+gdt=o (449)-
di ds dt as 

dsd2t 
en es 

/ 

Si despejamos R en la primera, y sustituimos su valor • - en es

ta última, se nos convertirá en d2z-+-gdt2=o (450). 
379 Si queremos hallar una relación entre las coordenadas de la 

trayectoria, deberemos eliminar t en estas ecuaciones; y como di y d 2i 
son dos funciones diferentes de i , no podremos eliminarlas anillas solo 
con el auxilio de las (ees. 448 y 450) ; por lo que nos proporcionare
mos otra ecuación diferenciando la (ec. 450) , cuya operación nos dará 

d 3 z ~ H 2 g d í d 2 i = o (451) . 

Si en esta ecuación sustituimos en vez de d 2i su valor R , 
ds ' 

di* 
sacado de la (ec. 448) , tendremos d3z+2gR —o (452); 

ds 

d 2z 
y sustituyendo ahora en vez de di 2 su valor , 

sacado de la (ec. 450) , tendremos d3z-hzgR— = 0 , 
ds 

d 2 z 2 

ó" lo que es lo mismo dsz~h2R no (453) , 
gds 

t n gd3zds 
en la que despejando R se tendrá R=z— - ( 4 5 4 ) . 

— 2d2z2 ' 
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d¿2 

luego si sustituimos este valor en la (ec.452), será d3z-\~gAásdt2—o (457); 
d 2z 

ó sustituyendo en vez de d¿2 su valor sacado de la (ec. 450), 
g 

d*z 
tendremos d3z—Adsd2z=o, d —Ads. 

d2z 

Como el primar miembro de esta ecuación espresa (II. 545) la diferen
cial del logaritmo de d 2 z , resultará que si integramos será 

log.(Cd 2 z)=^s (*); 
esta ecuación conforme está seria absurda , pues hay diferenciales en el 
primer miembro, y no las hay en el segundo ; luego para hacerla ho
mogénea , pues que proviene de haber hecho constante á dx, la debere

mos poner bajo esta forma: log.í C—- j=As 
/ d2z\ 

fe) 
Ahora, si llamamos e el numero cuyo logaritmo neperiano es igual con 

As d2z 
la unidad, tendremos e —C-^-j (458). 

381 Para determinar la constante C deberemos considerar las cir-

(*) Esta C proviene de que suponiendo que la constante que se aña
da sea un logaritmo , la integral del primer miembro será 

q log.d2z+log.C=log.(Cd2z). 

380 Si suponemos en general que R sea proporcional á una poten
cia cualquiera n de la velocidad, resultará que R será igual á vn mul
tiplicada por un coeficiente cualquiera que dependerá de la naturaleza 
del medio resistente , y que la esperiencia deberá dar á conocer. Noso

t ros lo espresaremos por \A, y tendremos R~\Avn (455). 

* j ds 
Si en r."*a ecuación sustituimos en vez de v su valor — (ec. 412), ten

dí v 0 J 

ds* • 
dréinos R=£A—; 

5 di"' 
igualando este valor con el de R que da la (ec. 454) obtendremos una 
ecuación de la cual deduciremos con toda generalidad las leyes del mo
vimiento de los proyectiles. Más como la resistencia que ofrece el aire 
está demostrado ((j 267 de mi Compendio de Mecánica Práctica) que es 
proporcional á los cuadrados de las velocidades, solo nos ocuparemos de 
este caso que es el de la naturaleza ; y así, haremos » = 2 , y tendre-

ds2 

mos que R=±Av2=iA — (456); 
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cunstancias iniciales del movimiento ; para lo cual sustituiremos en vez 
de d2z su valor — gdt2 sacado de la (ec. 450), y tendremos 

e 

Pero — es la velocidad del mdvil en el sentido del ege de las x al 
di 

cabo del tiempo t; luego si espresamos por v la velocidad inicial , y 
por Q el ángulo MCP (lig. 142) , que su dirección forma con el hori
zonte d ege de las x, se deberá tener á un mismo tiempo 2=o, A = O , 

dx 
z=o y s=o, y (ec.433) — -vcos.Q; 

(porque aquí espresamos por £ lo que en dicha ecuación por a) ; por 
lo que haciendo estas sustituciones en. la ecuación anterior , tendre
mos v2cos.G2=~-Cg (460). 

Perú si llamamos h la altura de que deberia caer el móvil para ad
quirir la velocidad v, se tendrá (ec. 371) v2—2gh; á 

y poniendo este valor en la ecuación anterior se convertirá en C~—2 heos.£2, 

As 
y la (ec. 458) nos dará e =—2/icos.C2—- (461). 

da-

Con el fin de integrar esta ecuación, espresarémos por p el coeficiente 
dz dz dz 

diferencial —, esto es, haremos—==p, lo que dará dz~pdx, y dx——; 
dx djc p 

y diferenciando, siempre en el supuesto de ser dx constante, tendré-
d 2z dp 

mos dx2 dx9 

, . d 2z 
luego si en vez de —~ sustituimos este valor en la (ec. 461) y muda-

A. dp 
mos los signos, tendremos —e =2/JCOS.£2X— (462). 

dx 

dz • 
382 Del mismo supuesto —=p, resulta (II.591) que ds=dxy n-p 

dx 

luego si multiplicarnos estas dos ecuaciones, tendremos 

—e^sds=2¿cos.£2dp\/i-+-p2 (463), 

é integrando será S.— ¿^ds=2Acos.e2S.dpv'i-+p2 (464)-
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S . d p ^ i + p ^ s / l ^ - f - l x ^ - p d p ^ ^ H - i l o g . y - ^ + Q 
\ 2 y / 4 

d poniendo en vez de y su valor p*\*\/i-+-p2 sacado de la (ec. 465), y 
espresando por \C todo lo que resulta constante que es j-r-C, tendre'inos 

S . d p V / i ^ ^ f ( p V / i T p ^ + l o g . ( p H - \ / i ' ^ ) + C / ) ; 
por lo que la (ec. 464) se nos convertirá en 

1 As 
e =r&cos .£ 2 (p \ / i -Hp 2 H-log. (p+V / n-p 2 ) - r -C / ) (467). 

dz 
383 S^pbservamos ahora que p—— espresa (II. 586) la tangente 

dx «• 

A 

El primer miembro multiplicado por i = — no mudara de valor, y te-

uniendo presente que las constantes se pueden introducir y sacar fuera 

de los signos diferenciales é integrales (II. ()§ 515 y 636) según conven-
4* A 4* 1 As 1 At 

ca, será S.-* ds=— S.-e ds=S. -xe sd.As~ S.e *d.As; 
6 ' ^ ^ A 

cuya espresion en virtud de lo espuesto (II. 650) tendrá por integral 
As 

1 e 
X ; 

A log.e 
ó como log.e=i , por ser la base del sistema neperiano, se tendrá por tíl-

timo que la integral del primer miembro de la (ec. 464) es —— xe 
A 

Para hallar la del segundo haremos \ /n-p 2 =y—p (465); 
\ y 2 — 1 
Suyo supuesto, quitando el radical y despejando, nos dará p— , 

2y 
y 2 - t - r 

la cual diferenciada da dp= xdy, 
2 y 2 

y 2-Hi 
d multiplicando por y será ydp~ xdy. 

•2r 
Pero si multiplicamos por dp la (ec.465) será dp\/n-p2r=ydp—pdp, 
ó sustituyendo en vez de ydp el valor que acabamos de hallar, tendremos 

- y2-+-i ydy dy 
dpy n-p2— dy—pdp= i - f x pdp (466); 

2y 2 y 
por lo que integrando será 
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trigonométrica del ángulo que la curva ó su tangente forma en un pun
to cualquiera con el ege de las abscisas, se tendrá que espresando por a 
este ángulo, será p—tmg.ot., y resultará 

1 
y* 1 - H p 2 — \ / i-Kang.a2=sec.a— ; 

° cos.ct; 
por lo que 

p-+*V 1+p2—tang.a-+-sec. 
sen.a 1 senka-f-i__ sen.a-f-r 

a— f = eos.a eos.a eos.a y' 1 sen.a 

sen.a-w V/sen.a-r-ixV/sen.a-+-i V /sen.oM-i 
(400). 

V/(n-sen.a)x(i—sen.a) V' n-sen.axV'j—sen.a 1—sen.a 
A esta espresion la podemos dar una forma mas sencilla; pues si hace
mos A=.\it y B~a en la (ec. 12 § 19 del T.II) se convertirá en 

n-sen,a 
=tang.(45 0+ia)xcot.(45 0~ía); 

1—sen.a 
y como la cotangente de un arco es la tangente de su complemento y 
45 0 , +"2 a es el complemento de 4 5 ° ~ | a •> resulta que 

t a n g-(45 0 ^4a)=cot . (45 0 ~ia) ; 
1 -l-sen.a 

por lo cual •— tang.2(45°-r4a)5 I—sen. a 

V 

\ / 1 -t-sen.a 
o estrayendo la raiz cuadrada— — tang.(45°-r-|a). 

s/ i-—sen.a 
Luego (ec, 468) p-HVA^ 2 =tang.(45°4- |a) (469); 

sen.a 1 sen.a 
y como pv i +p2=tang.aseca— x == 

eos.a cos.a cos.ar 
tendremos por ultimo reducida la (ec. 467) á 

—^-xe^==Acos.?2x( ^^-t- log. tang.(45°+ia)- í -C /
 ) (470). 

A \cos.a2 / 
384 Para determinar la constante O observaremos que como en el 

origen se tiene 5 = 0 , y a = ? , la ecuación anterior se nos convierte en 
1 /sen.? 

—/icos.?2 

A 

/sen.? \ 
t ^-*-log-tang-(45°+^)+C / ; 
VCOS.b^ / 

j 1 • t sen.? 
de la cual se saca C - - • ~¿ ——log. tang.(45°^^) i 

luego la (ec. 470) se nos convertirá en 

file:///cos.a2
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A 

cion de —. por Ahcos.Q2* la tendremos reducida á 

o / se.? /se.a • , . • \ \ • 
5 - i + ^ c o . ? Y — -r.Io.tan.(45°+|?)-( a +lo. tan. (4 5 °+§ a ) ) ) (471): 

\co.? \cu.or / / 
d espresando por f.? y por f.a las cantidades 

sen.? sen.a 
-—- f-log.tang.(45°H-i?), -H-log.tang.(45°+§ a), 

eos.6 cos.a 
As 

tendremos^ = i-+-^/ícos.?2(f.?—f.a) (472). 
385 Antes de pasar mas adelante observaremos que si la resistencia 

el medio fuese nula , esto es , si supusiéramos ahora que el cuerpo se 
moviese en el vacío, deberia ser R—o , lo que daria (ec. 455) A—o, 

á2z 1 

v en este caso la (ec. 461) se nos convertirá en ——r-~ 
' v * ' dx2 2/¿C0S.?2 

dz x 
la cual integrada da — = C 

dx 2/¿eos.?2 

y como en el origen del movimiento en que x=o , se verifica que 
dz 
—mtang.?, será C _tang.?; 

. . . . . / * x ^ x 

por lo que la ecuación anterior se convertirá en dz=:tang.?dx-
2/iCOS.? 2 

Ov 

la cual integrada nos da £=tang.?XA; (473)¿ 
4 /icos.? 

esta ecuación en virtud de lo espuesto (II. 329) corresponde á la pará
bola vulgar d apoloniana ; y por medio de ella se resuelven varias cues
tiones de que por lo regular se hace uso en la práctica de la Artillería, 
acerca de las cuales hemos dado á conocer lo principal en los*($j 25̂  
al 263) de mi Compendio de Mecánica Práctica. 

. ' 2¿cos.?2dp 
| g 386 bi en la (ec.462) despejamos da:, se tendrá dx_—. •'•> 

> 

— ^—XeAs=hcos.Q2( ifü^-f.log.tang.(45°-H|a)— 
A \ c o s . a 2 

i sen.? •• ' ~\ 

\ ó quitando el divisor A, mudando los signos, efectuando la multiplica-

file:///cu.or
file:///cos.a2
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As 

ó poniendo en vez de e** su valor (ec. 472) se tendrá 
2/¿eos.C2dp 

d*= r — (474)5 

y como dz=pdx, será dz=z 

i-h^/icos.?2(f.?—f.a) 
2/tcos.£2pdp 

(475). 
i~t-^//icos.62(í'.b~—t'.a) 

Como estas ecuaciones no se pueden integrar, no podemos obtener una 
relación entre las coordenadas x, z; pero no ostante la (ec. 472) nos pue
de servir para construir la curva. En efecto , tomando los logaritmos de 
ambos miembros, se tendrá ^ilog.e=log.(n-^/¿cos.?2(f.b3—f.a)), 
y como [II. 473] log.e=i, se tendrá ^s=Iog.(i+.///2cos.62(f.6—!'•*))J 

y dividiendo por A será s—^~ xlog.(i-+-^/2Cos.€>2(f.b°—f.a)) (476). 
A 

387 El logaritmo que se halla en el segundo miembro de esta ecua
ción es el logaritmo neperiano , y también' lo es el que se halla en los 
valores que hemos espresado (384) por f.£ y f.a; 
y puesto que en el segundo miembro de esta ecuación es todo conoci
do , cuando se da el ángulo a que la tangente de la trayectoria en u 
punto cualquiera forma con el ege de las x , resulta que dado este án
gulo podremos determinar el valor de s con toda exactitud ; lo que 
manifiesta que la trayectoria que describen los proyectiles en un medio 
resistente es una curva rectificable. 

Esta propiedad nos puede servir para construirla por puntos con 
toda la exactitud que deseemos; pues si consideramos como una recta 
la porción de curva Ab (fig. 143) que conocemos por la ecuación ante
rior, siéndonos conocido el ángulo bAm podremos resolver el triángulo 
rectángulo Amb , y tendremos conocidas las Am y mb que nos servirán 
para determinar el punto b ; y del mismo modo determinaríamos los 
puntos c , d &c. , como se puede ver en el espresado Compendio de 
Mecánica Práctica , desde la pa'g. 210 hasta el fin; pues allí se presen
tan todos los datos y pormenores necesarios para la construcción , y 
que por lo mismo no repetiremos aquí; pero Jo que no omitiremos será el 
probar todo lo que allí enunciamos sin dar entdnces la demostración 
por no permitirlo el objeto de aquella obrita; y así, nos propondremos 
ahora hallar las fórmulas generales de la velocidad del proyectil, del 
tiempo que tarda en correr una porción de curva cualquiera, la del 
radio de curvatura, y determinar la asíntota vertical de esta curva. 

388 Para hallar la velocidad correspondiente á un punto cualquiera 
de la curva , observaremos que si la llamamos v' se tendrá que esta 
velocidad estimada en el sentido del ege de las x , nos dará (ec. 433) 
dx /dx 

dt —v eos.a, d elevando al cuadrado 
/dx\ 

fe) ~* 
cos.2a; 

D2 T . III . 

V f 
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y llamando tí la altura debida á esta velocidad será (ec. 371) v'2=z2gtí; 

/dxy 
por lo que la ecuación anterior se convertirá en í — ) ~2gh eos.a ; 

/dx\2 

\dt) • 
y como la (ec. 459) nos da 

igualando estos dos valores de 

CP 2/tC0S.£ a£ 

— - ( % 381) — 
eAs { d á ' eAs 

/icos.?2 

que da h — —=(ec. 472) 

/¿A2 

[ — ) tendremos 2uh eos.a2; 
\dt) h 

¿eos.?2 

2/lgCOS.? 2 

0As 

cos.a2eAs cos.a2(i-t-^¿cos.?2(f.?—f.a))' 

(§183) 
Acos.?2(i~hp2) 

lo que dará v'—y^2gh'. 

i-t-^/zcos.?2(f.?~f,a) 

£ l X 
.0L~ 1 

(477)5 

COS. 2g¿ 
(478); 

cos.a r i+Ahcos,€2(f.€—f.a) 
idonde vemos que /a velocidad en un punto cualquiera se puede deter-

inar con toda exactitud por medio de esta fórmula. 
389 Para ver si sucede lo mismo con el tiempo despejaremos di en 

ds 
la ecuación v=—, 

di ' 
ds d* 

que espresa la velocidad (ec. 432), y tendremos dí=—=——— 
t vTg~tí 

que sustituyendo por tí el valor que acabamos de hallar (ec. 477)5 y 
cos.ads 

simplificando se tendrá di— 1 (479)* t/ 2gk 
V

 PAS 
COS.? 

Y como esta ecuación no se puede integrar porque cos.a es variable 
que depende de s, ni se puede trasformar en otra ecuación que sea in
tegrable , es preciso recurrir al arbitrio de que nos hemos valido para 
calcularlo en el (j 278 de dicho Compendio. 

dz dp 
390 Siendo -—----(te. 474) 

dx dx2 dx 
i-4-^/zcos.?2(f.?~f.a) 

2 ¿icos. ? 2 

si espresamos por R el radio de curvatura, y sustituimos estos valo
res en su espresion (II. 620 ec. F) tendremos 

( l + - D 2 ) t 2 / z C 0 S . ? 2 ( n - P 2 ) 2 „ . 

(480). R--
1 -w//zcos.?2(f.?-f.a) 1 -+-^/*cos.?2(f.?--f.a) 

2&C0S.? 2 , 
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En este valor debemos observar que mientras el mdvil vaya subiendo, 
el ángulo a que es el que forma la tangente, de la trayectoria en un 
punto cualquiera con el ege de las va disminuyendo y es positiyo 
en toda la rama ascendente AMN (fig. 143) ; porque m i e n t r a s suba el 
proyectil, la tangente tendrá una posición que caerá por la parte supe 
rior á la linea que se tire por el punto que se considera , paralela a1 

ege de las x. Por ir disminuyendo el ángulo a, disminuirá también f.a, 
y por consiguiente crecerá el denominador del quebrado de la espresion 
antecedente, y^por lo mismo menguará el quebrado que espresa el radio 
de curvatura ; y como la curvatura está en razón inversa del radio de 
curvatura (II. 615), resulta que la curva irá aumentando su curvatura 
en la rama ascendente, y en el vértice d punto mas alto, cuando a=o , 

2/¿eos.?2 

será p=tang.a=o y f .a=o; por lo que será R— — g 

I —nvjt /2COS .b I.b 

En la rama descendente Ja tangente en un punto cualquiera caerá 
por la parte inferior á la recta que se tire-por dicho punto paralela al 
ege de las x;por lo que el ángulo a será negativo, y también lo será f.a. 

sen. a 
En efecto, por lo dicho (384) se tiene f.a=r -~hlog.tan.(45°-H|a)— 

(§ 3 83)P^ I+/> 2 + 1°g-(p-+-V /í-H-p 2); 
y como de tener a un valor negativo resulta que el valor de p=tang.a 

también es (II. 16) negativo, tendremos que el primer término p\S 1 ^ - p 2 

es negativo. 
Para convencernos de que el segundo termino también es negativo, 

observaremos que mudando en este el signo á p se convierte en 

\ p+ \ /n -p 2 ' 

(I. 179) log. ——zzlog.i—log.(p-t-\/i-+-p2)= 
p-h\/ 

o—\og.(p-hS/1 -+-p2)—~log.(p-h \/Wp2); 

luego pues'que en la rama descendente es negativo el valor de f.a, la espre-
2feC0S.b°2(l+p2)l 

sion del radio de curvatura en ella será R— (481). 
i+Aos.£2(f.£-+-f.a) v J 

Por lo que el denominador de esta espresion será mayor que en la ra
ma ascendente; y siendo mayor, disminuirá el radio R , lo que hará 
que crezca (II. 615) la curvatura. 

391 Si queremos averiguar cual es el punto de la mayor curvatu
ra , veremos cuando es un máximo el valor de R-} para lo cual obser-
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varemos que determinando el coeficiente diferencial —— por medio de 
dp 

la (ec. 480), igualando con cero el numerador , después de suprimir el 
xfactor 2/¿cos.b°2 que resulta común, tenemos 

(1 ~hpf (x( 1 H-^//cos.?2(f.e—f.«))X3p-H2 Ahcos£2( 1 -+-p2 )*)=o. 
i>,;a que el primer miembro de esta ecuación sea cero , es preciso 

que uno de los factores en que está descompuesto sea cero. Si fuese cero 

el primer factor (i-t~p2)2, tendríamos n-p 2 =o , que da p=±\/— 1, 
cuyos valores siendo imaginarios dan á conocer que ninguno de estos 
valores puede dar el máximo. 

Igualando con cero el otro factor es muy difícil despejar la p ; pero 
si reflexionamos que el punto de mayor curvatura no puede distar mu
cho del vértice, tendremos que el valor de p será bastante pequeño y 
podremos despreciar p2 y log.p en dicha espresion, sin temer un grande 
error, cuyos supuestos conducen á la ecuación mas sencilla 

3p(i-h^cos.? 2f.b 3)H-2^cos.b° 2=o; 

2Ahcos.€2 

e donde resulta p=tang.a=—- — —— 
^ 5 3(n-^//cos.?2f.b=) 

592 La menor velocidad tampoco se verifica en el vértice; porque 
siendo horizontal la dirección en aquellos primeros instantes en que 
llego al vértice , la gravedad no le añade lo suficiente para vencer la 
resistencia del medio que se le opone; pero como la gravedad va aumen
tando sucesivamente , habrá un instante en que se verificará la míni
ma velocidad , y desde el cual principiará á ser acelerado el movimien
to. Para determinar este punto hallaremos el coeficiente diferencial de 
h' con relación á p en la (ec. 477), é igualando su valor con cero y su
primiendo todo lo que resulta común , tendremos 

(1 +ikos.e J(f.^p V TTp2— log.(/?4-V/iTp!)))X2/?-i-(i +p2fi—o. 

Y si observamos (II. 452) que ps/i-\-p2~p~h^p3—cj?c. 

que (II. 478) hg.(p~hV/i+p2)—log.(i-hp+±p2—&c.)=p+%p3-i-&'c.', 
3 

y que (i+p2)2=i(i-hp2)\/i-hp2~i-i-3

íp
2-i-&>c.; 

y sustituimos estos valores en la ecuación anterior, omitiendo todos lo* 
términos donde se halle una potencia de p superior á la segunda, yes-
presando por X el factor Ahcos.Q2, tendremos 

2+Xf.£x2p-+-§p 2=o, que da p2-t-§Af.b°xp-+-§=o; 

la cual resuelta (I. 253) da p~~p,í.Q±:\/%\2{f.£)2—-§. 
Lo que hay dentro del radical es mentir que el cuadrado del términ° 
que está fuera ; por lo que los dos valores de esta ecuación son negati
vos ; y como por otra parte vamos en el concepto de que p es bastante 
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pequeña, resulta que de estos dos valores deberemos elegir el que dé 
para p un valor absoluto menor, que es el que resulta de tomar el sig
no -t- del radical; por lo que se tendrá p~—|Xf.b°-hV'jX2(t'.G)2~4; 
que como será negativo da á conocer, como habíamos asegurado antes 
que el punto de la menor velocidad se halla en la rama descendente. 

Pasado el punto en que se verifica el mínimo de velocidad. el mo
vimiento del cuerpo será acelerado hasta el infinito , pero de un modo 
poco rápido ; porque la velocidad no podrá jamas pasar un cierto límite 
que haciendo przoo se halla al estremo de esta curva. Pero en este caso 

00 
la (ec.477) s e convierte en h'——, ó lo que es lo mismo (I. 330) en §. 

00 
Por lo que para hallar su valor, diferenciaremos (IT. 573) separadamente 
su numerador y denominador; y después de simplificar tendremos 

tí-

1 
que en el caso de »=oo se convierte en hfz=.—. 

A 
Por lo que la mayor velocidad será v'~y/2gh'—\y — (482). 

A 
Lo que nos quiere decir que el cuerpo al paso que baja se aproxima 
mas y mas á adquirir esta velocidad ; la que no llegará á tener sino á 
una distancia infinita del vértice. 

393 Esta curva tiene dos asíntotas; una la rama ascendente, y otra 
la descendente ; la que nos importa conocer es la de la rama descenden
te. Y para conseguirlo, trasportaremos el origen de las coordenadas al 
punto de la rama descendente en que la tangente forma un ángulo casi 
recto con el horizonte; y espresando por s' el arco tomado partiendo des
de este punto, por 6" el ángulo que forma la tangente en aquel punto 
con el ege de las x , y por tí la altura debida á la velocidad, y te
niendo presente que aquí dp será negativa por serlo p en toda la rama 
descendente , la (ec. 463) se nos convertirá en este caso en 

~eAs' ds'=<¿tícos£'2x~dp 

d en e A S ds'—itícosS'2 Vi^xdp (483); 
y como en el punto á que hemos trasladado el origen , resulta que p 
sera bastante grande para que podamos despreciar 1 en comparación de 

P en la espresion anterior, resultará e ds/=2/x/cos.£/2/)dp (484); 

la cual integrada se nos convertirá en — e A s =ztícos.<S'2p2~hC. 
A J> 
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Para determinar la constante observaremos que cuando / )= tang . f , 

* '=o , lo cual nos da — e°=A'cos .e / 2 tang.£ / a +q 
A 

% 
y .como e°=i, será C— /¿'cos.b^tang.b0'2; 

& A 

por lo cual — xeAs' —tícos£'2p2-h~—h'cQs.G'Haxig.G'2, 
A A 

6 eAs'=i+Atícos.G,2(p2~tang.G,2y, 
y teniendo presente que aquí dp es negativa, la (ec. 474) nos dará 

2¿ 'cos.£ / 2 dp 
dx— : 

eAs' ' 
As' 

que si SHStituimos en vez de e el valor que acabamos de hallar, se 
2¿ /cos.b 3 / 2dp 

tendrá dx i—tang.€/2h'Acos,e/2-hh'Acos.G/2p2 9 

que dividiéndolo todo por Ah''cos.£/2 se nos convertirá en 
2 dp 2 dp 

dx=—X— = — x 
A i A 1 t a n g . £ / 2 + p 2 p 2 + ¿ ' sen .? ' 2 

Atícos.S'2 0 1 A 

//eos.?72 

Ahora , como 6" aunque muy próximo á 90o es menor que 90o, resulta 
que sen.6" será menor que la unidad d seno total , y con mas razón lo 
será sen.?72; luego el término tísen.6'2 será menor que tí'; pero el ma
yor valor que puede tener h\ aun suponiendo la curva allá en el infi
nito, es (§ 392) — , luego el término h'sen.Q'2 será siempre menor que 

A 

—-h'sen.G'2 

1 A 
— y se verifica que 1. será una cantidad positiva, que es-
A tíeos. 6"'2 

2 dp 
presándola por m2, se tendrá dx~—X A p2-\-m2> 

cuya ecuación integrada (II. 550) y determinada la constante se nos 
2 / / p \ / t a n g . £ \ \ 

convierte en x———[ arc.í taug.—— 1—arel tang.— ] k 

Am\ \ 6 m) V m j) 
€ 
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2 / / tang.e\\ 

y haciendo p=oo será x—~j~( a r c * ^ e 90o—-arc.ftang.n———11(485). 

Luego si por el punto L correspondiente á esta abscisa, tirarnos una 
recta LK paralela al ege de las z , esta será la asíntota de la rama des ^ 
cendente. ' 

Mas adelante en un tomo de aplicaciones que pensamos p lacar , 
manifestaremos las demás circunstancias que se deberían tener en con
sideración para que este problema quedase completamente resuelto, y 
los esperimentos que se deberían hacer para que esta parte de la Ar
tillería llegase á todo el grado de perfección que exige su importancia. 

Del choque de los cuerpos, 

394 Por ser porosos todos los cuerpos de la naturaleza, resulta que 
cuando por una causa cualquiera se vienen á estrechar los poros, varía 
su figura y se comprimen; pero luego que cesa la causa que los com
primía , se nota en todos una cierta tendencia á volver á tomar su fi
gura primitiva. Esta tendencia que es mayor d menor según la natu
raleza de los cuerpos, es lo que se llama su elasticidad; y se dice que 
un cuerpo es perfectamente elástico cuando vuelve á tomar exactamen
te su figura primitiva, en el instante en que cesa la causa que le com
primía. La elasticidad no es proporcional á la compresibilidad ; en 
efecto, el aire y Jos gases son los cuerpos mas compresibles, y son tam
bién al mismo tiempo los mas elásticos; pero hay alguno que otro cuer
po muy compresible d que muda de figura con mucha facilidad que 
casi está desprovisto de elasticidad, como sucede al plomo y á la cera; 
y alguno que otro muy poco compresible como el marfil , cristal, 
mármol &c. en que se observa una elasticidad casi perfecta. Guando 
dos cuerpos ya estando el uno en movimiento y el otro en reposo, 
o ya estando ambos en movimiento se vienen á encontrar, entdnces se 
dice que el cuerpo que se mueve con mas velocidad choca al otro. 
Para averiguar las circunstancias con que se efectúa este choque, con
sideraremos primero el de los cuerpos que carecen de toda elasticidad, 
y que se suelen llamar perfectamente duros; y después, el de los que 
son perfectamente elásticos. Aunque no hay en la naturaleza ningún 
cuerpo que sea ni tan perfectamente duro, ni tan perfectamente elástico 
como aquí los considerare'mos , sin embargo participan mas d menos de 
estos dos estados que mirare'mos como límites entre los cuales están co
locados estos cuerpos. 

395 Consideremos primero el caso en que dichos cuerpos no son 
elásticos; y supongamos que My M' (fig. 144) sean dos cuerpos esfe'-
"cos que se mueven en el sentido de A hacia G. Si M va mas rápida
mente que ikf le alcanzará, y entonces M al llegar á tocar á M ' , en 
virtud de su diferencia de velocidad que es lo que se llar . velocidad 
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relativa , le empujará hasta que ambos hayan adquirido una misma 
velocidad; lo que sucede en un tiempo tanto mas corto, cuanto los 
cuerpos son menos compresibles , d se aproximan mas á ser perfecta-

V, ^ mente duros ; entdnces los dos móviles dejarán de obrar el uno sobre el 
*̂ £c!»tro, pues que los suponemos desprovistos de elasticidad, conservarán 

la» forma que, su compresión les habrá dado y continuarán moviéndose 
' con j§£2i velocidad común , como si formasen un solo y mismo cuerpo. 

Llamemos F y F' las fuerzas que han comunicado á los móviles 
My M las velocidades Vy V y será (§310) F=MV, F'=M'F; 
y pues que estas fuerzas obran en una misma dirección tendremos (§ 15) 

F-hF'—MV+M'V. 
Por otra parte , si espresamos por v la velocidad común de estos dos 
cuerpos después del choque , podremos considerar á M-hM' como un 
solo cuerpo que en virtud de la fuerza F-hF' ha adquirido la veloci
dad v ; luego tendremos F-hF'=(M~hM')v. 
Igualando estos dos valores de F+F*, será (M-hM')v=MF-i-M'V'; 

MV+M'V 
que da vzz f486). 
H M-hM' ^ J 

Kuando los cuerpos caminan el uno á encontrarse con el otro, V es ne-
V ^ MV—M'V 

negativa, y se tiene v~ (487). 

Si el cuerpo M' estuviese en reposo cuando M le viene á chocar, V 
MV 

seria nula, y las formulas precedentes se reducirán á v~' C488). 

396 Antes de pasar á considerar el choque de los cuerpos elásticos, 
examinaremos las circunstancias del fenómeno de la elasticidad en un 
cuerpo esférico que fuese lanzado sobre el plano fijo AB (fig. 145) p°r 

' una fuerza perpendicular á dicho plano. Desde el instante que el cuer
po llegue al plano AB , el diámetro ED se acortará por la fuerza de 
la compresión, y el punto D se aproximará al centro C mientras 
que las secciones perpendiculares á ED se ensancharán. Cesará el mo
vimiento del punto D cuando la velocidad del cuerpo esté totalmente 
aniquilada , y entonces en virtud de la elasticidad , esta velocidad re
nacerá sucesivamente en sentido contrario hasta que el cuerpo haya 
tomado su forma primitiva. De donde se sigue que cuando el móvil 
haya vuelto al punto de donde partid, habrá adquirido una velocidad 
igual á su velocidad primitiva , pero que obrará en sentido contrario, ; 

397 Consideremos ahora el choque de dos cuerpos elásticos M y M 
(fig. 146) que supondremos ir en el mismo sentido. Para que se verifi
que *el choque, es necesario que la velocidad V de M esceda á Ja 

f % velocidad V' de M'. Esto supuesto, al chocarse estos cuerpos se cow-
É primirán ^sta que en llegando al máximo ck la compresión , haya11 
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adquirido una velocidad común , de manera que iwi punto material D 
del cuerpo Mque en virtud de la sola velocidad V hubiese descrito la 
linea DE , retardado en su movimiento por el efecto de la compresión, 
en vez de haber llegado á E en el instante del máximo de la com
presión , solo habrá llegado á F ; entonces Ja fuerza elástica p r i n c i 
piando á obrar sobre el punto material, le comunicará en el sentida^ 
de F á G una velocidad igual á la que ha perdido por Ja commresidfi, 
y que le hará pasar al estremo G de la FG igual á FE. Pue^ffíe la 
velocidad del mdvil es la misma para todos los pontos materiales que 
le componen , si espresamos esta velocidad antes del choque por DE, 
podremos concluir que después de este choque será DE—GE=DE—2FE. 

398 Para espresar, analíticamente las circunstancias que acabamos 
de examinar, llamemos iv la velocidad común que en el momento del 
máximo de la compresión anima á todos los puntos de ambos móviles. 
Y considerándolos en este instante como si no fuesen elásticos , la 

MV-hM'V 
(ec. 486) nos dará VJ——^—— (489). 

La velocidad perdida por el cuerpo M en virtud de esta compresión, 
debe ser igual á la velocidad V que tenia an tes del choque menos la. 
que le queda; por lo que estará espresada por V—tu. Por consiguiente 
esta seria la velocidad perdida por el cuerpo en el máximo de l¡0^mn-
presion si la fuerza elástica no existiese ; pero esta fuerza principiando 
desde entdnces á obrar hace perder al mdvil otra igual cantidad V—VJ\ 
de modo que la pérdida total déla velocidad del cuerpo Mserá 2{V— iv). 
Llamemos v la Velocidad después del choque, y tendremos para deter
minar v la ecuación v~V~•¿(V— w)~2w—V (490). 

Respecto de M' tendremos que este mdvil llegado al máximo de la 
compresión , se deberá considerar como cuerpo no elástico, y por con
siguiente habrá ganado una velocidad representada por iv—V'; 
porque la velocidad ganada es igual á la que tiene después del choque, 
menos la que el cuerpo tenia antes. Entdnces es cuando principiando 
á obrar la elasticidad, le llevará consigo, de modo que le separará del 
punto de contacto y le hará ganar aun otra tanta velocidad w—V; 
luego la velocidad de M'después del choque será Pr/~+-2(zu-7-V )—zw—V. 

Espresando esta velocidad por v' tendremos v'—2vo—^(491). 
399 Poniendo en las (ees. 490 y 491) en vez de iv su valor (ec.. 489), 

2(MF-hM'F/) 2(MV^M'V) 
se tendrá por último v=- -~-V, v'sz- —F': 

y reduciendo se hallará 
r(ilí~jtf)+2i¥'r - V'{M'—M)-+-2MV 

— i - --- (492) , v'=z—: '• (40 A 

Si M=zM\ se tiene v=V' y v'=V. ^ 
E2 T. III. P 0 . • 

i-9 
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La primera de estas ecuaciones nos manifiesta que la velocidad de 

'M después del choque, es la m i s m a que la de M' antes del choque; 
y como la segunda nos conduce á una consecuencia análoga, resulta que 
en el caso de ser iguales las masas de los móviles , mudan estos de ve-

velocidades después del choque. 
400 Guando el mdvil M'vo. al encuentro de M, es preciso hacer V 

íítgativa ;n ]/>s formulas precedentes ; y se tiene 
" F(M-M')~2M,F' V\M—M')+<¿MV 

% ^ * M-t-Jkf (494),^ '= (495). 

Si fuesen iguales los móviles que van al encuentro el uno del otro, se 
hará M—M'^lo que reducirá las ecuaciones anteriores á v~—V\ v'=F, 
de donde se concluirá que los móviles en este caso mudarán de veloci
dades y se separarán después. 

401 Si los móviles que van al encuentro el uno del otro tienen ve
locidades iguales, bastará hacer V'=V en las (ees. 494 y 495), y se 

hallará v=¿-± ^—-(496) , v'=— -± (497). 

El cuerpo M se detendrá cuando su velocidad v después del choque 
p reduzca á cero; este caso sucede cuando ikf=3.M /; es decir, cuando 

la^ta.a del móvil M es tripla de la de M' j y en este supuesto se 
•halla v'=2F~. 

402 En fin , si el mdvil M! estuviese en reposo y le alcanzase el 
ikZ", siendo igual con él , haríamos en las (ees. 494 y 495) V'~o, y 
M—M', y nos resultaría v=o y v'=F; 
por consiguiente el mdvil M perdería su velocidad y la daria á M'. 

Principio de la conservación del movimiento del centro de gravedad 
en el choque de los cuerpos. 

403 Sean dos mdviles My M* (fig. 147) que inmediatamente antes 
del choque hayan llegado á los puntos B y G; llamemos E y E' sus dis
tancias al punto A , y representemos por X la distancia del centro de 
gravedad de su sistema al mismo punto; y puesto que las masas son 
equivalentes á los pesos, tendremos (§164) (M-hM/)X=ME-i-M/E'-¡ 

Como los espacios E y E' son funciones del tiempo í , resulta que si 
áX dE dE' 

diferenciamos será (M-hM) = M \-M' (408). 
J dt dt dt ^ y } 

• , d^ tMt , -A 

Los coeficientes diferenciales , representan (374) las velociaa-
dt dt 

des de los mdviles M y M' cuando han llegado á los puntos B y C, 
cuyas distancias al punto A son respectivamente E y E'. Espresenios 
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udad 

áX 
por V y V estas velocidades, y por Vt la velocidad del centro de 

gravedad del sistema ; y sustituyendo estos valores en la ecuación prece-̂  
MV-hM'V 

dente se tendrá (M-hM')V=MF-hM'V, que da V~ M^¡mí^ 
Ecuación que espresa la velocidad del centro de gravedad del sistema, 
cuando los mdviles han llegado antes del choque á los puntos B y C; 
pero cuando inmediatamente después del choque los mdviles se hallen 
en los puntos B' y C', el centro de gravedad del sistema mudará de po
sición; y para averiguar en qué se convierte entdnces el valor de la ve
locidad , representaremos por vf esta velocidad, y por x la distancia del 
centro de gravedad al punto A; habiendo llegado los mdviles en esta 
nueva hipótesis á los puntos B' y C , representemos por e, e' sus dis
tancias AB', AG' al punto A, y por w, tu' sus velocidades, y tendre
mos como antes (M-h M')x—Me-hM'e' (500); 
y diferenciando las variables e, e' y x con relación á hallaremos , 

dx de de' , . i 
(M+M')——M—+M'— (501). _ V 
v ' dt dt dt 

dx de de' 
Remplacemos—, — y — por las velocidades vf,w, w', y hallaré-

Mw^Mw' 
mos v— (502). 

M-hM' K J 

{ 404 Aquí se presentan dos hipótesis: d los cuerpos son duros d son 
elásticos; en el primer caso como las velocidades de ambos cuerpos son 
iguales y hemos llamado (§ 395) v á esta velocidad, será tu^w'—Vy 

M+M' MV-hM'V 
luego tendremos v.zr v—v~(ec. ÁÜQ) >; 

y como este mismo valor es igual con V/(ec. 499), se sigue que v =zV, 
que manifiesta que en el choque de los cuerpos duros, la .velocidad del 
centro de gravedad del sistema es la misma antes y después del choque. 
{. 4°5 Respecto de los cuerpos elásticos, los valores que correspon
den á ix>, zu' son (ees. 490, 49*), 21V—V, 2w~V; 

. , y , , •', v „ ' M(2w-F)-hM(2w~F') 
y sustituyéndolos en la (ec. 502) se hallará v—— 

v ' ' M-hM *• 
Á \ • MV-hM'V t MV-hM'V ~ 
o reduciendo t>—210 ————:=(ec. 489) -(ec. 499)/^; 

M-hM K " M-hM' K ' 

esto es, ere los cuerpos elác^cos así como en los que no lo son, la^elocidad 
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del centro de gravedad es la mis/na inmediatamente antes y después del 
'•hoque; cuya propiedad se conoce con el nombre de principio de ¡a con
servación del movimiento del centro de gravedad en el choque délos cuerpos. 

rincipio de la conservación de las fuerzas vivas en el choque de los 
V•lerjujsRústicos, igualdad de sus velocidades relativas, y determi-
nafrtúfi de la diferencia de las fuerzas vivas en el choque de los 
cuerpos duros. 

{ 406 " El principio de la conservación de las fuerzas vivas en el cho
que de los cuerpos elásticos, se reduce á esta proposición: cuando se 
encuentran dos cuerpos elásticos la suma de las fuerzas vivas es la mis-
Tita antes y después del choque. 

Sean V, V', las velocidades de los cuerpos M y M' antes del cho
que, y v, v' las velocidades que tienen después; la suma de las fuerzas 
vivas antes del choque está representada (not.del§3io) por MV2-+-M'V'2\ 
y se trata de probar que es igual á Mv2-\-M'v'2, suma de las fuer
zas vivas después del choque. Para conseguirlo, observaremos que las 

\velocidades v, v' de los cuerpos M y M' después del choque, están de
terminadas (ees. 490 y 491) por las ecuaciones v—2iv—V, v'—2iv—V> 
íúWo tenemos Mv2-hM'v/2=M(2w—V)2+M'(2W—V')2= ^M{2w~F)2-4-M'(2iv—V'f-

: ' MV2-hM'V'2-h4w(Mw-\-M'w—MPr—M'V) (503); 
los términos comprendidos dentro del paréntesis se destruyen mutua
mente ; pues si en la (ec. 489) se quita el divisor y se trasladan todos 
los términos al primer miembro, se tiene M.VJ-\-M'VJ—MV—M'V'^o. 
Luego solo quedará Mv2+M'v,2—MV2-\-M'V'2, que es L. Q. D . D . 
{ 407 También se verifica en los cuerpos elásticos que las velocida
des relativas de estos cuerpos son las mismas antes y después del choque. 
{ Para convencernos basta restar la (ec. 490) de Ja (ec. 491) ; lo que 

da v'—v—2ix>—V— 2iv-hV=V— V; 
que nos dice que después del choque, v' escederá tanto á v como V es-
eedia á V antes del choque. 
{ 408 En el choque de los cuerpos que no son elásticos , la dije-
rencia de las fuerzas vivas antes y después del choque, no es igual a 
cero, sino á la suma de las fuerzas vivas de las masas animadas de 
las velocidades perdidas ó ganadas. 

{ En efecto, siendo V y V las velocidades de los cuerpos M y M 
antes del choque, y o la velocidad común después del choque, resulta 
que las velocidades perdidas son V—v , y V—v; 
y si las masas My M' se hallasen animadas de estas velocidades, su* 
fuerzas vivas serian respectivamente M(V—v)2 y M'(V'~v)2t*Y3 

sumando estas espresiones tendremos 

(*) Como el cuadrado de V—v es igualmente el de v—V, se ve qu¿ 

las espiones M(V—v)2 y M'( V ' ~ v ) 2 son también las de las fuerza* 
vivep deaidas á las velocidades ganadas v—#', y v—V. 
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M( F~v)2-hM\F/~v)2—MF2-hM/F/2+(M-hM/y-~2 v(MV+M'V); 
poniendo en vez de MV+M'V el valor MIH-M'V que da la (ec.486). 
el segundo miembro se reduce á MF2~hM'F/2~~(M-hM')v2; *f¿, 
y poniéndolo por primer miembro, la ecuación anterior se nos convertir 
en MP+MT' 2 -( i l í+i l í> 2 =.M(r- t») 2 +M / (r / ~i>) 2 , ^ 
que espresa el teorema enunciado, )> 

Del movimiento de un' punto material sujeto á moverse sobre una 
curva dada. 

409 Cuando un punto material está sujeto á moverse sobre una cur
va dada de simple tí de doble curvatura , la resistencia que esta curva 
opone á su movimiento equivale á una fuerza que obrase continuamente 
sobre el móvil en una dirección perpendicular á la trayectoria; de modo 
que añadiendo á las fuerzas dadas en cada caso particular una nueva 
fuerza variatriz para representar esta resistencia , se puede después 
hacer abstracción de la curva, y considerar el móvil como un punto 
material libre. * 

En efecto, si se descompone cada una de las fuerzas variatrices dj> 
das que obran sobre el mdvil, en otras dos , la una dirigida se^jai^^a 
tangente á la trayectoria , y la otra normal á dicha trayectoria , solr̂  
las fuerzas tangentes serán las que tengan su efecto , pues las fuerzas 
normales quedarán destruidas por la resistencia de la curva; y si espre
samos por P la resultante de estas últimas fuerzas , tendremos que P 
espresará la presión que las fuerzas dadas egercen sobre la curva en 
cada uno de sus puntos ; y la resistencia que destruye esta presión será 
una fuerza variatriz igual y contraria á la fuerza P. Esta presión P 
seria la que únicamente sufriría la curva si el mdvil estuviese en re
poso ; pero su estado de movimiento origina otra presión que proviene 
de la continua tendencia del mdvil á escaparse en la dirección de la 
tangente á su trayectoria. 

Para hacerlo ver con toda claridad, consideremos inscrito en la cur
va dada un polígono 'mmm' &c. (fig. 148), y consideremos el mdvil 
eu su tránsito de un lado al otro. Sean 'mm y mm' estos dos lados con
secutivos ; mt, m't' sus prolongaciones; y espresemos por ti la velocidad 
del mdvil cuando llega al punto m ; la dirección de esta velocidad será 
(374) la linea mt; y descomponiéndola en el plano de los dos la
dos 'mm, mm' en otras dos , la una dirigida según el lado mm', y 
la otra perpendicular á este lado y dirigida según mp, tendremos que 
si espresamos por cu el ángulo tmt', estas componentes serán vcos.co 
y vsen.co. 

La segunda quedará destruida por la resistencia del polígono; p*£0 
como co varía de un lado á otro del mismo polígono, á no ser que sea-A 
regular, podernos concebir una fuerza variatriz que obre cnjmnuamente ^ 
sobre el mdvil, y qu He imprima al pasar de un lado á otro 
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las que se deberán añadir á ks fuerzas variatrices X, Z , V, en las ecua-
r f i 'dones fjnnenb.es del movimiento ( 3 6 7 ) ; de m a n » , que tendremos 

locidad de la misma magnitud, y de la misma dirección que esta se-
4 gunda componente; y espresándola por Q , tendremos que la resisten

cia del polígono que destruye la velocidad vsen.co equivaldrá á una 
fuerza variatriz igual y contraria á la fuerza Q. 

y 4 1 0 La,otra componente VCOS.OJ espresa la velocidad con que el 
móV'1 r iícipia a moverse sobre el lado mm'; luego el mdvil, al pa
sar de un lado á otro del polígono, pierde una parte de su velocidad 
espresada por v—UCOS.G/=Ü(I—cos.¿y)=(II. § 19 ec. 3)2í>sen.2fú/. 

Esta diminución se puede atribuir á una segunda fuerza variatriz 
Q ' , que obre según la dirección del lado mt y en sentido contrario del 
movimiento. Ahora, si los lados del polígono fuesen disminuyendo, ten
dremos que el polígono se irá acercando cada vez mas á confundirse con 
la curva; y suponiendo que se haya llegado á confundir con ella , que 
es su límite, tendremos que el ángulo cu vendrá á ser eí ángulo de con
tacto de la curva con la tangente en un punto cualquiera ; el plano de 
dos elementos consecutivos d de las dos tangentes mt y m't' será el 
plano osculador de la curva , que cuando esta sea de doble curvatura 
latría de un punto al otro; y cuando es plana, el plano osculador es 
el. plano mismo de la. curva. 

K

 vv'.í'no el ángulo de contacto de una curva con su tangente es menor 
fl, 445 cor. 2 . 0 ) que cualquier ángulo finito dado, pues no puede pa
sar ninguna recta entre dicha tangente y dicho arco, resulta que cu 

'» espresará la verdadera idea de un infinitamente pequeño; por consi
guiente el seno de su mitad será también infinitamente pequeño, y el 
cuadrado de esta espresion será un infinitamente pequeño de segundo 
drden ; luego estando ía fuerza Qf espresada por 2usen. 2|cy será un infini
tamente pequeño de segundo drden; por consiguiente (II. nota del (j 585) 
en nada puede aumentar ni disminuir á la fuerza Q espresada por vsen.co. 
Por lo que en el cálculo solo atenderemos á la fuerza Q ; y se puede 
concluir que el móvil al correr la curva conserva siempre toda la ve
locidad que se le ha comunicado cuando se ha puesto en movimiento. 

411 En cuanto á la fuerza usen.arque comprime á la curva , y qne 
está destruida por su resistencia, debemos observar que varía en cada 
elemento, pues que sen.o/ muda continuamente; por consiguiente se la 
puede considerar como una fuerza variatriz que obre sobre el mdvil. 

Sí ademas de esta hubiese otras fuerzas variatrices aplicadas al pun
to m, descomponiéndolas del mismo modo, se deberían añadir á vsen.cn 
todas las componentes normales de estas fuerzas variatrices. 

Concibamos en el punto m una fuerza normal N directamente opues
ta é igual á la resultante de todas estas fuerzas ; la resistencia que la 
curva les opone estará espresada por N. Sean a, £, 7 , los ángulos qne 
esj$ fuerza variatriz normal forma con los tres eges; las componentes de 

según estos eges serán respectivamente (§34) JVcos.a, JVcos.£, 2Vcos.7> 

http://fjnnenb.es
http://vsen.cn
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m V í 

—=X+NcGs.a (504), — 2— Z-hNcos.€ (505), — zzU-hNcos.y(so6). 

Á estas ecuaciones reuniremos otras dos que resultan de las relaciones _ 
necesarias que existen entre los ángulos a, £, 7 ; la primera de estas e¡M 
(II. 187) cos.2a-hcos.2£-»-cos.27==i (507). jf 
Y la segunda es que siendo la normal perpendicular á i f lnai i^^j ím el 
punto de contacto, y los ángulos que esta forma con los eges estando es-

da; dz du 
presados (nota del § 179) por -7-1 

x " ds ds ds 

dx dz -¿ di* 
tendremos (II. 187 qp.C) -T-cos.a+-rcos.ff+---cos.7==o (508), 

v ' ds ds ds 
que da d¿ccos.a-f-dzcos.é>-f-diícos.7=o (509). 

412 Si por medio de las ecuaciones precedentes se eliminan las cua
tro incógnitas iV, a, £, 7, nos resultará una ecuación diferencial del se
gundo drden entre x, z, u y t; las cuales reunidas á las dos de la tra
yectoria , si el movimiento se hace en el espacio, d á una si se hace en' 
un plano, que son dadas en cada caso particular, se tendrán tantas ecua
ciones como se necesitan para determinar las coordenadas del mdvj^ro, 
función del tiempo. Esta eliminación se hace con mucha facilidad; pueŝ  
multiplicando la (ec. 504) por dx, la (ec. 505) por dz , y la (ec. 506) 

d2Jt d 2z d2u 
por du y sumándolas, se obtendrá dx hdz \-du = 
• dt2 dt2 di2 

Xdx+Zdz-hUdu-hN(dxcos.a-hdzcos.€-i-ducos.v). 
El último término de esta ecuación es o por la (ec. 509); luego se debe 

. . dxd2x-+-dzdzz-+-dud2u 
suprimir y se tendrá . ¡ z=zXdx-hZdz-+-Udu (510); 

ecuación independiente de la fuerza Ny de su dirección. Y observan
do que el numerador del primer miembro es (nota del § 179) igual con 
dsd2s, la ecuación anterior se nos convertirá dividiendo por ds en 

d2s dx dz du 
-——X—+Z hU— (511). 
di 2 ds ds d s V 0 ; 

De donde se concluye, así como en el (§ 375), que la fuerza variatriz 
del móvil descompuesta según la tangente á la trayectoria , tiene por 
espresion el segundo coeficiente diferencial del arco s considerado como 
una función del tiempo ; de modo que esta espresion conviene igual
mente al caso en que el móvil es libre , y al caso en que se ve precisado 
a^moverse sobre una curva dada. 

4 r3 Si multiplicamos por z la (ec. 510), y observamos que el nu
merador de su primer miembro es entdnces la diferencial de_ 
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ó mas bien —ZL_—1_— s / igu-hÁ2 (518). 

Para integrarla es necesario que por medio de las ecuaciones de la curva 
se pueda reducir esta ultima á no tener sino dos variables; supongamos 
que las ecuaciones de la curva sean u—L{x, z) (519), u=¿(p.(x, z) (520). 

Si con el auxilio de estas ecuaciones se eliminan dos de las varia
bles x, z\ u, no se tratará mas que de integrar una ecuación entre di 
y una de las coordenadas del mdvil. 

417 Como la (ec. 513) da la velocidad sin que sea necesario hacer 
uso de las (ees. 519 y 520), inferimos que la velocidad no depende de 
la forma de la curva, sino de su coordenada vertical u; por consiguiente 
si partiendo del punto O (fig. 149) donde u-^o y v=A, se hacen pasar 
^iversos arcos de curva OM, OIVT, OM" &c. que terminen en un pía"0 

' horizontal RL , resulta que todas las ordenadas u de estos puntos se
rán iguales; y haciendo partir del punto O diferentes mdviles con Ia 

/ 

dx2~i-dz2-hdu:¿ 

d ds2 

dx2+dz2+du2=(§ i7o)ds% será ~^~<¿(Xdx+Zdz-hUdu) (512); 

ds2 

v^ue integrando da —^~v2^2S.(Xdx-hZdz-\AJdu) (513) , 
¿^••píír \.¿jo medio hallaremos la velocidad. 

414 Apliquemos estas formulas al caso en que las fuerzas variatri
ces son nulas; entdnces se tiene X = o , Z—o, U—o, 
y por consiguiente la ecuación anterior da v2=constante. 
Luego un móvil que se mueva sobre una curva- dada, y que no está so
licitado por ninguna fuerza variatriz , conserva la misma velocidad 
mientras dura su movimiento, que es lo que ya hê mos demostrado (410) 
por otras consideraciones. 

4 1 5 Supongamos ahora que obre sobre el mdvil solo la pesantez, 
que es una fuerza variatriz constante que obra en el sentido del ege 
de las M, y tendremos X = o , Z = o , C/=g, 
y entdnces la (ec. 5 1 3 ) se reduce á v2=2S.gdu=2gu-hC ( 514 ) . 

« Para determinar la constante supondremos que v se convierte en A cuan
do u=o, y tendremos A2—C, 
y Tyjkjtará v2—igu^A2 ( 5 1 5 ) , que da v^Vzgu-+-A2 (516) . 

«Esta ecuación de la velocidad es independiente de Jas relaciones que 
c pueden existir entre las coordenadas x, z , u; por consiguiente esta ve

locidad se verifica cualquiera que sea la forma de la curva. 
416 La ecuación que acabamos de obtener para determinar la velo

cidad, no basta cuando se quiere conocer el tiempo y el espacio; porque 
ds ds . 

poniendo en ella el valor — de ü, se tiene — ~ V 2gu-+-A ( 5 1 7 ) , 
d i dt 
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misma velocidad A, habrán adquirido velocidades iguales cuando hayan 
llegado á los puntos M, M', M" &c. situados sobre el plano horizontal. 

En genera l , cualquiera que sea el número de las fuerzas var ia
trices , si la (ec. 513) es integrable , se puede determinar v s in .que 
sea necesario señalar la curva. En efecto, si por la naturaleza de las 
fuerzas variatrices, se sustituyen en dicha ecuación los valores de X,<fT 
Z y de £/, en función de las coordenadas z , w, y s u p / j ^ - . J ^ n i e l&0s-
presion S.(Xdx-hZdz-hUdu) sea integrable, podremos represeiftarTa por 
i.(x,z,u), y entdnces dicha (ec. 513) se convertirá en v2=2L(x,z,u)-hC'. 
Si suponemos para determinar la constante C" , que cuando v—A la 
función f. se convierta en f.(a, b, c ) , se tendrá 

Ü 2 — A 2 = 2 ? . ( x , z,w)—2f.(a, 6, c) (521); 
ecuación que hará conocer el valor de u cuando sea dado el de A , y 
sean conocidas las coordenadas x, z , i/, a, 2>, c, correspondientes á estas 
dos velocidades. 

418 Hemos visto que la fuerza normal N- provenia de las compo
nentes de las fuerzas variatrices , tomadas en el sentido de la normal á 
la curva , y de la fuerza normal producida por la velocidad, Para va 
luar esta última fuerza , tiremos las perpendiculares ore, O/A' ( l i g r i m o ) , 
sobre los medios de dos lados iguales consecutivos mm?m'mu dé un 
polígono de un número considerable de lados ; el ángulo Im'm" forma
do por el uno de estos lados y la prolongación del o t ro , será eJ^rfgnlo 
que hemos representado (409) por co. Pero siendo rectos los ángulos re, re 
del cuadrilátero non'm', se tendrá que los ángulos 

non'-t-nm'n'=2 ángulos rectos=.lm'm"-hnm'm"\ 
luego lm'm"—cü=non'-=.2nom!. 
La pequenez del ángulo nom' que está medido por el arco que le cor
responde , permite tomar el seno en vez del arco ; y como este seno está 

m'n m'n 
espresado por — — , o mas bien por , pues que las rectas m'o y no 

mo no 
2/re're m'm 

se deben reputar iguales , hallaremos cv=. — ; 
no . no 

pasando el polígono á la curva que es su l ími te , el lado m'm vendrá á 
ser el elemento de la cu rva , y ore su radio de curvatura ; por consiguien
te espresando por 7 dicho radio de curva tura , la espresion precedente 

se convertirá en co——. 
7 

Llamemos / la fuerza variatriz que proviene de las componentes 
normales de la velocidad; y como toda fuerza variatriz está representa
da (321) por el elemento de la velocidad dividido por el del t iempo, y en 

üsen.cy 
nuestro caso el elemento de la velocidad es vsen.co, será/— (522'/^ 

. • d i 
F a T . III . F . I . 
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ó porque todo arco sumamente pequeño se puede sustituir en vez de su 

veo 
seno, esta espresion se convertirá en /=— (523); 

di 

-̂ poniendo en vez de co el valor que acabamos de hallar, tendremos 
v ds ds . , . - v2, . . 
- :—-• .poniendo en vez de — su valor v sera j — — (524)' 
7 di di 7 

La presión normal que resulta de las otras fuerzas se determinará 
por el paralelograrno de las fuerzas, 

419 Supongamos por egemplo que la curva sea plana, y que las 
fuerzas que se aplican al mdvil obren en el plano de la curva; en este 
caso se reducirán todas las fuerzas á una sola R dirigida en este plano; 
y llamando Q el ángulo que esta fuerza forma con la normal, se tendrá 
Rcos.Q para la componente de R según esta normal. Si esta fuerza obra 

v2 

contra la curva, ella obrará en sentido contrario de la fuerza — que 
7 

«comprime al punto material sobre la curva, d lo que es lo mismo, que 

tí / r de alejarla del centro; luego en este caso será N— Heos.9 (525). 

v v 
'- ¡s>í R obrase en la misma dirección que la -—, seria N— i-Rcos.Q (526). 

7 7 

De la fuerza centrifuga. 

420 A la presión normal que sufre una curva á causa de la veloci
dad, se le da el nombre de fuerza centrífuga; de manera que la (ec. 524) 

f—— nos da á conocer que la fuerza centrífuga es igual al cuadrado 

de la velocidad dividido por el radio de curvatura correspondiente al 
punto en que se considera el móvil. 

421 Huigens y los primeros Geómetras que han tratado de esta 
fuerza, han deducido su espresion de la consideración del movimiento 
circular; y como este método de darla á conocer, tiene la ventaja de dar 
una idea precisa de ella, vamos á presentarlo aquí en pocas palabras. 

Supongamos que m (fig. 151) sea un punto material unido al punto 
fijo c por un hilo inestensible cm. Concibamos que se le comunique una 
velocidad cualquiera en una dirección perpendicular á la longitud del 
hilo; y para simplificar, supongamos también que ninguna fuerza va-
-¿íatriz obre sobre el mdvil. Este punto material describirá un círculo 
mnk cuyo centro y radio serán el punto fijo y la longitud del hilo. DÜ' 

/ 
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rá (299) uniforme; y si espresamos por v la velocidad con que^tóíCípia 
á moverse el móvil, será s=vt, siendo s el arco corrido en el tiempo & 

Sea/ la intensidad de la fuerza centrípeta, d lo que es lo misin-q¡-
la de la centrífuga, pues que ambas son iguales aunque obran en senti
do diferente. Cualquiera que sea esta fuerza, se la puede considerar co
mo constante en magnitud y dirección durante un intervalo de tiempo 
infinitamente pequeño. 

Si cuando el móvil se hallase en m cesase la fuerza centrípeta , se 
escaparía por la tangente mi ; pero obrando dicha fuerza centrípeta, 
correrá por la curva mnk, y se hallará en n, cuándo si ella no existiese 
estaría el móvil en l ; por lo que el espacio nl=mo será el que es
prese el efecto de la fuerza que le atrae hacia el punto fijo c. Como la 
fuerza centrífuga obra continuamente y conserva siempre la misma in
tensidad á cada impulso que comunica al móvil , resulta que es una 
fuerza variatriz constante y tendrá por medida (334) el duplo del es
pacio que le hace correr en un tiempo cualquiera dividido por el cua
drado de este tiempo; luego tendremos que la fuerza f es igual al du
plo del senoverso om dividido por el cuadrado del tiempo en que se 
corre ; luego si suponemos que el arco mn sea muy pequeño y espre-

1 1 • n 2 1 7 1 0 

samos por at el tiempo en que se describe, tendremos f=z-^-; 

(cuerda mn)2 

y como (1.488,2.a) mo— -—, y cuando el arco es muy peque-
2cm 

rante el movimiento, el hilo que sujeta al móvil sufrirá en el sentido 
de su longitud una cierta tensión que es la que se caracteriza con el 
nombre de fuerza centrífuga. 

Si el hilo no tuviese la resistencia necesaria para vencer esta ten
sión, se rompería, y el mdvil se escaparía en la dirección de la tánge
te. Pero si concebimos que sobre el mdvil obre una f^^' '^ual á ĵma 
tensión, y siempre dirigida hacia el centro fijo, se podrá ft«*¿dr abs
tracción del hilo, y considerar al móvil como absolutamente libre. 

A esta fuerza que se dirige constantemente al centro, se le llama 
fuerza centrípeta; y el mdvil en virtud de esta fuerza combinada con 
el impulso primitivo describirá el círculo propuesto. 

Para que la fue^a destruya la tensión, es preciso que sea igual con 
ella y obre en dirección opuesta; y como esta tensión es lo que se lla
ma fuerza centrífuga, resulta que la fuerza centrípeta es igual con la 
centrífuga, y obran la una en dirección opuesta de la otra. A estas dos 
fuerzas se las distingue en general con el nombre de fuerzas centrales. 

422 Desde luego inferimos por el principio de las áreas (376) que 
los sectores circulares descritos por el radio en tiempos iguales serán 
iguales; lo que exige que los arcos de círculo corridos por el móvil en 
tiempos iguales sean también iguales. Luego el movimiento circular 
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estaría por el peso mismo de este cuerpo. Esto supone sin embargo que 
el mdvil sea considerado como un punto material , d mejor como un 
cuerpo cuyas dimensiones son muy pequeñas y se pueden despreciar en 
comparación de su distancia al punto fijo; porque sin esta condición la 
fuerza centrífuga no seria la misma é igual á la pesantez en toda la 
estension del mdvil. 

Si se espresa por T el tiempo que el mdvil emplea en correr la cir
cunferencia entera del círculo, y por tt la relación de la circunferencia 

' 2itr 
al diámetro, sera 

T 
4Tt2r 

r 

cuyo valor sustituido en el de f, da / — •• ^ - (527). 

Y señalando con las letras acentuadas las mismas cantidades con rela-
4TTV r r' 

cion á otro mdvil, será f'--^-; l u e g o / / : : — : — ; 

que nos dice que las fuerzas centrífugas están en razón compuesta, di' 
recta de los radios, é inversa de los cuadrados de los tiempos; de donde 

-íe" deduce que á igualdad de radios , están en razón inversa de los cua
drados de los tiempos ; y que á igualdad de tiempos^ están en la rela
ción di^ecMáe los radios. m 

/ 

fio se puede tomar por su cuerda, resulta que llamando di el arco mn, 
ds2 ds2 

ds2 2~%r 'dt2 v2 

sr el radio cm , será mo— , v / = - - — = —(§ 375) —. 
ir dt3, r r 

* ^P/md^jí'Vt*^ v>que en el círculo la fuerza centrífuga es igual al 
cuadrado de la velocidad dividido por su radio; y como una curva cual
quiera se confunde en cada punto con su círculo osculador, y tiene en 
aquel parage las mismas propiedades que este círculo , resulta que la 
fuerza centrífuga en una curva cualquiera es igual al cuadrado de la ve
locidad dividido por el radio de curvatura correspondiente á aquel punto. 

423 Para comparar la fuerza centrífuga en el gírenlo con la pesan
tez, supongamos que la velocidad con que se halle el mdvil, sea la de
bida á la altura h, y tendremos v2=2gh, siendo g la gravedad; susti-

2gh 
tuyendo este valor en el de / , se tendrá / — , ó f:g:: 2h:r; 

r 

%que nos manifiesta que la fuerza centrífuga es á la gravedad , como el 
duplo de la altura debida á la velocidad es al radio del círculo des-

N
cX^o por el móvil. 

5Í"eü un caso particular se tuviese 2h—r, la fuerza centrífuga seria 
gual á la pesantez, y el hilo unido al punto fijo estaría estendido por 

¿ fuerza centrífuga que obra sobre todos Jos puntos del mdvil como lo 
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una vuelta completa alrededor de su ege , se tendrá g=G-
47r2r 

Para convertir en número el valor de la fuerza centrífuga es nece
sario conocer los valores de ir, r y T; pero #=3 ,14159 &c. ; el radio 
del ecuador es de 7627299 varas españolas ; la rotación de la tierra se 
efectúa en un intervalo de 86164 segundos. Luego si sustituimos estos 
valores en el de f (ec. 526) tendremos 

4 X ( 3 , i 4 i 5 9 2 6 ) 2 * 7 6 2 7 2 9 9 , , 
f = ( 8 p 4 ? =0,40962564. 

Este número abstracto espresa la relación de la fuerza centrífuga en 
el ecuador con una cierta fuerza tomada por unidad. 

Debemos recordar con este motivo que la espresion de las fuerzas 
variatrices supone que se tome por unidad de tiempo una velocidad 
igual á la unidad lineal (321); luego el número 0,40962564 espresa la 
relación de la fuerza centrífuga que consideramos , con la fuerza va
riatriz constante que produciría en un segundo de tiempo una velo
cidad igual á una vara. Comparada con la misma fuerza la intensidad 
de la pesantez en el ecuador, está espresada (nota del § 162) por 11,69668 
varas españolas. Por lo o^e los números 0,4092564 y 11 ,69168 liaras 

424 Cuando un cuerpo soiido gira alrededor de un ege fijo , todos 
sus puntos describen en el mismo tiempo círculos cuyos planos son per
pendiculares al ege, y que tienen sus centros en este ege, y sus radios 
son las perpendiculares tiradas desde cada punto sobre este mismo ege; 
por consiguiente las fuerzas centrífugas de estos diferentes puntos, so^r 
entre sí como estas perpendiculares. Así, la fuerza 6i¡L^/«»^^-jffc 
cuerpos colocados en la superficie de la tierra, y que giran con ella al
rededor de su ege de rotación , es proporcional á los radios de los pa
ralelos que describen; y ademas esta fuerza se dirige en cada parage 
de la tierra , según la prolongación del radio del paralelo que termina 
en dicho parage. 

La fuerza que prejipita los cuerpos hacia la tierra y que hemos lla
mado pesantez, se debe principalmente á la atracción del esferoide ter
restre sobre estos cuerpos ; pero cualquiera que sea la causa que la ori
gine , siempre es cierto que la fuerza centrífuga disminuye esta ten
dencia de los cuerpos pesados ; de manera que esceptuando los polos 
donde la fuerza centrífuga es nula, la pesantez en todos los parages de 
la tierra es menor que si este planeta no tuviese movimiento de ro
tación. En el ecuador la fuerza centrífuga y la pesantez se dirigen se
gún la vertical en sentido contrario la una de la otra ; luego la pesan^l 
tez es allí igual al esceso de la atracción de la tierra sobre la^trerza 
centrífuga ; por consiguiente llamando G la atracción terrestre d la pe
santez que se verificaría si la tierra fuese inmóvil, g la pesantez efec
tiva , r el radio terrestre, y T el tiempo que emplea la tierra en dar 
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espresan las relaciones de Ja fuerza centrífuga y de la pesantez á una mis
ma fuerza ; luego dividiendo el uno por el otro , se tendrá la relación 
de estas dos fuerzas entre sí. De este modo se halla que la pesantez 

^es igual á cerca de 288 veces la fuerza centrífuga; de donde se sigue 
wsiie esta es cerca de la lüoava parte de la gravedad que habría en el 

tr'.^'-^hii\':". '¿".uvimiento de rotación que tiene la tierra, es decir, que 

s e tiene _ _ — ^ G . 

Si el movimiento de rotación de la tierra se hiciese mas rápido, el 
tiempo T disminuiría , y la fuerza centrífuga se diferenciaría menos de 
la gravedad G ; y si observamos que 289 es el cuadrado de 17 , se ve 
que bastaría que el movimiento de la tierra alrededor de su ege vi
niese á ser 17 veces mayor de lo que es en la actualidad para que la 
fuerza centrífuga y la fuerza G de la gravedad fuesen iguales. Enton
ces la pesantez seria nula en el ecuador, y los cuerpos abandonados á 
ellos mismos estarían allí en equilibrio. 

425 La fuerza centrífuga disminuye á la pesantez en todos los 
puntos de la superficie terrestre ; pero una cantidad menor que en el 

aguador, por dos razones : primera, porque esta fuerza decrece yen-
dooe'i ecuador á los polos , á causa de que disminuye el radio del pa
ralelo; y segunda,, porque aumenta el ángulo que forma con la vertical. 
Si la variación de la pesantez fuese únicamente el efecto de la fuerza 
centrífuga, seria muy fácil de determinar su ley; y en este caso el 
esceso de la pesantez en el polo sobre la pesantez en el ecuador, seria 
igual en virtud del cálculo que se acaba de hacer á cerca de una 2 8 9 ^ 
parte de la pesantez media. Pero siendo Ja tierra un esferoide aplanado 
hacia los polos 1, su atracción sobre los cuerpos colocados en su superficie 
es también una fuerza variable, cuya intensidad decrece yendo del polo 
al ecuador ; por lo que la variación de pesantez que se observa , se debe 
á un misino tiempo á este decremento y á la fuerza centrífuga ; y P°r 

esto la diminución total del polo al ecuador escede á y se eleva a 
cerca de T f § de la pesantez media. 

426 Para saber cuanto disminuye Ja fuerza centrífuga á la de Ia 

gravedad en un punto que no fuese el ecuador, es necesario 
hallar el 

efecto de la fuerza centrífuga según la vertical el (fig. 152) firada pof 

el punto c en que supongamos se quiere determinar. Para este efecto, 
consideraremos la tierra como esférica, porque esta hipótesis no influye 

sobre el cálculo; entdnces estando la latitud del lugar e representada 
por el arco ac , tendría por medida el ángulo aoi—Oid—bel—-^' 

Espresemos por R el radio ao de la tierra y por R' el radio od de 
paralelo que pasa por c, y tendre'mos (I. 649) R'^Rcos.ocd—Rc0*^' 
La fuerza centrífuga cb que obrará en c según deb será (ec.526) -- „ 
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la cual multiplicándola por eos.4- nos dará — ^ 2 X c o s . 4 ; 

que será la espresion de la fuerza centrífuga estimada en la dirección 
Ico en que obra la gravedad , de manera que este valor será la espre
sion de ce. 

Sustituyendo en vez de R' su valor i£cos.4 , y c n . ../ no-
4<n2R a 

dicha fuerza , será Fz=-< - x c o s . 4 ? 

de donde podre'mos deducir que las fuerzas centrífugas en lugares 
diferentes de la tierra, son entre sí como los cuadrados de los cosenos 
de las latitudes. $ 

Si quisiéremos considerar la fuerza centrífuga en u n punto que e s 
tuviese nías elevado que la superficie terr°stre, por egemplo en / , ten
dríamos que espresando por F1 la fuerza centrífuga correspondiente al 
punto Z, que dista de la superficie terrestre la cantidad el que señala
remos con a , en virtud de lo espuesto (423) será F:F':\cd\lh. 

F(R-ha) 
Pero cddh::co—R:lo=oc-hcl=R-\-a; luego R.R-+-a::F:F'=z——- ; 

R 
sustituyendo en esta espresion en vez de F su valor 

^ cos.4 2, será F'z=. ——CCOS.NIA 

Para hacer una aplicación de esta espresion á u n objeto dtil, propon
gámonos determinar lo que disminuye la fuerza centrífuga en Madrid 
á la de la gravedad; y tendremos que siendo la elevación de Madrid s o 
bre el nivel del mar 798 varas españolas, y 40o 25' su latitud, resulta 
que sustituyendo estas cantidades en vez dea y 4*, en vez de m su va
lor 3,14159 & c . , en vez de 2' el suyo 86164 segundos, y en vez de R 

4(3,i4i5926)2(76i67i4) 
el suyo 7615916 varas españolas,resulta F'~ zz 

(86164) 
0,023477 var. español. =0,070431 pies =0,845172 pulg. =10,142 lin. 

Del movimiento de oscilación, y del péndulo simple. 

4*7 Se llama péndulo en general á un cuerpo sdlido suspendido al 
estremo de un hilo que se considera como inestensible é inflexible; este 
hilo está fijo por su otro estremo á un ege horizontal, sujeto de modo 
que puede girar libremente alrededor de él, pero sin que pueda tener 
nías movimiento que este. 

Cuando la vertical tirada por el centro de gravedad del cuerpo com'--
prendido también el hüo, encuentra al ege de rotación, el pe'ndulo está 

% * 
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en equilibrio; si se le separa de esta posición y se ie abandona después 
á la acción de la gravedad, hace á uno y otro lado de la vertical una 
multitud de oscilaciones, cuyas duraciones son iguales y sirven para la 
medida del tiempo. Con el fin de poder comparar mas fácilmente entre 

6 sí las duraciones de las oscilaciones de diferentes péndulos, han imagi
nado los Geómetras un péndulo ideal que se llama péndulo simple, y 
fiesta j ^ - t A c - / ¿ M i t o material pesado suspendido al estremo de un hilo 
quelio tenga pesantez, que sea inflexible é inestensible, y que esté su
jeto por su otro estremo á un punto fijo. Las oscilaciones de este punto ma
terial son las que vamos á considerar; y después haremos ver (475) có
mo se determina para cada péndulo compuesto la longitud del péndulo 
simple que hace sus oscilaciones en el mismo tiempo que el primero. 

428 Antes de entrar en materia conviene dar̂ á conocer algunas pro
piedades generales del movimiento de un punto material pesado sobre 
una curva cualquiera. 

Cuando un cuerpo pesado se mueve sobre una curva dada CfiC 
(fig. 153) su velocidad v en un punto cualquiera m de su trayectoria, 
está determinada por la (ec. 5 1 5 ) vz=A2-+'2gu (528); 
en la cual A representa la velocidad del mdvil en el punto de donde 
parte que suponemos sea el C, g denota la pesantez, y u la coordenada 
^¿ertical del punto m contada al partir del punto C y dirigida en el 
senrfeo de la pesantez. Si se supone la curva compuesta de des ramas 
BC y B C que se reúnan en el punto B , y cuya tangente común en este 

^J-punto sea una recta horizontal, la coordenada u y la velocidad aumen
tarán mientras que el mdvil corra Ja rama descendente B G ; y estas dos 
cantidades llegarán á su máximo en el punto mas bajo. Llegado á este 
punto, el mdvil continuará moviéndose mas allá sobre la rama ascen
dente B C en virtud de su velocidad adquirida; pero mientras que se 
eleve sobre esta linea , la coordenada u y la velocidad v disminuirán; 
y esta diminución progresiva se hará de modo que si se tira un plano 
horizontal cualquiera que corte á las dos ramas de la curva en m y m-, 
la velocidad del mdvil será la misma en los dos puntos de intersección. 

429 El mdvil continuará por la misma razón elevándose hasta que 
su velocidad sea igual con cero ; luego suponiendo qne la velocidad 
inicial A sea nula , el mdvil volverá á subir hasta que se halle en el 
plano horizontal tirado por el punto C de donde parte, y-que corta a 
la rama ascendente en el punto C ; llegado á este punto, principiara a 
bajar otra vez por la rama B C ; después se elevará por la B C hasta que 
haya llegado á su primer punto de partida en donde se hallará con una 
velocidad nula. El mdvil hará de esta manera una serie indefinida de 
oscilaciones semejantes sobre la curva dada. 

Como cada uno de los elementos de esta curva está descrito con la 
misma velocidad , sea que el mdvil suba d sea que baje , se sigue qu(j 
el tiempo de la ascensión por la una de las dos ramas será igual a 
tiempo de la caida por la misma rama ; luego el mdvil empleará e 
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mismo tiempo en volver del punto C al C , que en i r del punto C al 
C ; por consiguiente , el tiempo.de la segunda oscilación será el mismo 
que el de la primera, y todas las oscilaciones se harán en tiempos iguales. 

430 Cuando la velocidad inicial A no sea n u l a , el cuerpo al subir • 
por la segunda rama de la trayectoria , se elevará hasta mas arriba d>jtr 

plano horizontal tirado por su punto de partida. E n t o " ^ 0 " : -la t rans i 
toria es una curva cerrada podrán ocurrir dos casos fcÜ la ^isjtfiaad 
del mdvi l será nula antes que haya llegado al punto B ' donde la tan
gente viene á ser horizontal, y que llamaremos el vértice de la curva 
dada ; d llegará á este punto sin haber perdido todavía su velocidad. 
En el primer caso el mdvil volverá á bajar por la rama B C 7 ; volverá 
á subir por la B C y ^sci lará como antes hacia ambos lados del punto 
mas bajo B . Las oscTlacion.es, escepto la primera que será mas corta, 
se harán en tiempos iguales y por lo mismo se llaman isócronas. 

En el segundo caso , el mdvil continuará su movimiento mas allá 
del vértice B ' ; volverá á bajar por la rama B ' C B , y en lugar de osci
lar correrá un número indefinido de veces y en intervalos de tiempos 
iguales la circunferencia entera de la curva dada. 

431 Estas propiedades del movimiento de un cuerpo pesado sobre 
una curva dada son independientes de la naturaleza de esta curva , quA 
puede ser plana d de doble curva tura , y solo suponen que la tiü^w^o-
ria es una curva cont inua; porque si el ángulo de dos tangentes c o n » ^ 
secutivas en uno d en muchos parages de la c u r v a , fuese un ángulo fi
nito , habría una pérdida de velocidad en cada uno de estos puntos, y 
el movimiento del cuerpo acabaría al fin por pararse, ó al menos por 
venir á ser insensible. 

432 E l tiempo que el mdvil emplea en hacer una oscilación entera 
ó en describir la circunferencia entera de la t rayectoria, depende dé la 
naturaleza de esta curva. Para determinarlo, sea s el arco Cm compren
dido entre el punto de partida del mdvil y un punto cualquiera , y t el 
tiempo empleado en correr este arco; sustituyendo en vez de v su va-
. ds ds 

d~ 6 1 1 ^ 6 C ' ^ 2 ^ ' y despejando di se tendrá dt—- (529)« 
VA2 

433 Cuando sea dada la ecuación de la trayectoria, se despejará en 
ella l a u q u e vendrá espresada en función de s, d la s que vendrá espre
sada en función de u; y sustituyendo uno ú otro de estos valores en el 
de d i , solo faltará integrar esta fdrmula para tener el tiempo correspon
diente á un valor cualquiera de s d de u. Después será fácil de concluir 
el tiempo de la oscilación entera en el caso del movimiento oscilatario; 
o bien en el otro caso, el tiempo empleado en describir la circunferen
cia de la curva dada. 

434 Apliquemos ahora estas consideraciones generales al movimiel^ 
to del péndulo simple. 

Sea O B la vertical tirada por el punto de suspensión Op y £)C la 
* G2 T. III. P. I. 

http://tiempo.de
http://oscTlacion.es
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posición inicial del péndulo; supongamos que en esta posición se im
prima al punto material unido al estremo del hilo, una velocidad per
pendicular á su longitud y dirigida en el plano vertical OCB. 

En este caso, el péndulo durante su movimiento no saldrá de este 
laño vertical, y el punto material describirá un circulo, cuyo radio 

slkl la l y f e ^ d ^ e l hilo OC y tendrá su centro en O. Espresemos este 
radn^oi a, y "por a el ángulo inicial COB, con lo que será a—9 el án
gulo COm que corresponde al arco Cm, descrito en un tiempo cualquiera 
/; d lo que es lo mismo, sea 9 el ángulo variable mOB, comprendido 
entre el péndulo y la vertical; cuyo ángulo vendrá á ser negativo, cuan
do el péndulo haya pasado esta linea; por último sea h la altura debida 
á la .velocidad inicial. Tirando desde los puntos C y » i las perpendicula
res CD y mp sobre la vertical OB, y conservanoo las denominaciones 
anteriores, tendremos que siendo A2—2gh, 

ds 
las (ees. 528 y 529) darán v~y 2g(/¿-H¿) (530) , d t — — ( 5 3 1 ) -

V 2g(/i-Hí) 

El valor de u lo podemos espresar en valores de las coordenadas del 
círculo descrito por CÜ, para lo cual observaremos que «=Dp:=DB—Bp. 

Pero DB es eLsenoverso del arco BC, que espresarémos por£ á causa 
de qtefe-Cís constante dicho arco, y Bp es el senoverso del arco Bm=a, 
..jue por ser variable lo espresarémos por x, y tendremos «=£—x. 

' ds 
Poniendo este valor en el de dt, se tendrá dt— (532)i 

\/2g(/2-h£—X) 

y siendo ds Ja diferencial del arco Bm , cuyo senoverso es x , tendré-

/TT \ , A D X 

mos (II. 550) dszz— ; 

V 2UX—X2 

y como si el tiempo crece , debe disminuir el arco mB, dt deberá tener 
diferente signo que ds, y resultará por último 

adx 
á t = . (533). 

V 2ax—x2V 2g(h-h€—x) 

Supongamos que Ja velocidad inicial sea nula; lo que viene á ser eJ to
mar por origen del movimiento el principio de una oscilación 3 enton
ces tendremos h—o y nos resultará 

, adx adx , . 
á t = — y - — q — — (534)-

S/2ax—x2v 2g(jS'—x) Vx(2a~x)V,2g(S~x) 

A . . ^ 4 3 5 P a r a integrar esta ecuación dividiremos por 2ax Ja cantidad 
que hay debajo del primer radical, y multiplicaremos por la misma can
tidad la q% hay debajo del segundo, y tendremos tidad i 
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2a 2x4 4a2 2x4x6 8a3 

2a 
V,-

2a 
i X 3 X 5 > y x Q...2n—i /x\" 

2x4x6x8x10... 2ti \2a/ 3 

por lo cual tendremos t=... 

0 ~ ó x ( y * »«3 * 2 J-3-5 * 3 1.3.5.7...2/2—1 
i K — . S . — — — [ i-HÍ-.—1 . — + .— —• 
a & \/£x 'X2V 2 < z 2-4 4 a 2.4.6 da3 2.4.6.8... 2« 

Las integrales de los diferentes términos de esta espresion están to-
—*';d# J 

das comprendidas bajo esta forma AS.— , 
V £*—A;2 9 ^ 

siendo » un numero entero y positivo d cero , y ^ un coeficiente rr-
varía con n. Pero si se quiere tener el tiempo de la semioscilacion des
cendente, se deberán tomar todas estas integrales desde x—G que cor
responde al punto de donde parte el mdvil , hasta x—o que corres
ponde al punto mas bajo de la trayectoria. Supongamos que Bn sea el 

— xndx 
valor de la integral S.—-^zz^T tomada entre estos límites, correspondien

te*—*2 

do el índice n al esponente n ; de suerte que BQ , Bl , B,¿ , _B3 , &fé. 
sean los valores de las integrales 

—dx —xdx >—A-2d^ 
— ', S . — , S.— , &c. 
VSx—x2 \/Qx—x2 \/Qx~xz 

tomadas entre los mismos límites; espresemos también por T el tiempo 
de la oscilación entera que es duplo del de la semioscilacion, y tendremos 

m í X a / 1 I X 1 1 i x ^ x . 1 ) 1 \ 

^ g V 2ÍZ 1 2x4 4«2 2X4A6 8a3 3 JWÓ ' 

c • I / a 1X3x5x7."..2/2—1 / i \ " 
sene cuyo término general es I / — x X( — ) 

g 2X4X6X8... 2» \2T3/ 
•^6 

g 
43 o Los valores de las integrales determinadas BQ , 

—adx 1 / a —dx 1 

dt=— —W — x *—z=üz$\ 
1 / x l _ 1 8 VSx—x2 -1 / x 
Y 1 V4ag{$x—x2) V 1 

2U 2a 

Esta ecuación solo se puede integrar por aproximación^ desen ĵ 
viendo en serie el factor "~ —" 1 / x\—k j x I X 3 I X 3 X 5 x * 

———[ 1 = = i - t - | x — H X H , x 
x \ ™) 
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tienen cierta dependencia entre sí, de modo que en conociendo el uno, 
se pueden deducir de él todos los otros. 

—x"dx 
En efecto , á la espresion S. la podemos dar esta forma 

VQx-x2 

'íQ—X-.Lqxn— 1 á x ( i 1 ¿ x 

s/ €x—x2 VSx—x2 V£x—x2 

-4Gxxn— 'dx ( í f — x d * —xn~ldx ' ' 
=S.-= i¡ -i-IgS. (537)-

\ / g VGx—x2 \/Qx—x2 

Ahora, integrando por partes (II. 663), teniendo, presente (II. 525) 
, A —x)dx • — 

que la S. , J—-\ZSx-~x2, 

será S. 

S/ Sx—x2 

gg-x)x«->dx_ -
=xn-IvyGx-x2-(n-~i)S.xn~2dxvyGx--x2 (538). 

ra, multiplicando y dividiendo el dltimo término por \/<Sx—x2, 

xn—2dx(€x—x2)_ 
podremos dar esna forma S.xn 2dxS/Qx—x*zzS. 

\/€x—x2 

Gx" 1dx—xfldx xn~ xdx xndx 
S. -=gS. S. (539). 

\/£x-x2 V£x—x2 V£x—x2 

Por k> que sustituyendo este valor en el anterior y mudando los signos 

de dentro y fuera de la integral, se tendrá S.-
\/€x—x2 

_____ , x

n—J¿x • xndx 
xn— i^x~x2^-(n—i )gS. -(ra—1 )S. (540). 

\ZGx~-x2 V$x-x2 

Y sustituyendo este valor en la (ec. 537), será 

—xn~ldx —xndx 
-( /z- i)S. 

1 x^dx 
S. 1 s/£x—x2~h(n~ 1 )gS. 

V' £ J C — * 2 A / g * - * 2 

\/g*—x 2 

€{211—1) —xn ldx 
J -S (54x); 

\/g*—x 2 y/gx—x2 

V Sx—x2 

file://-/ZSx-~x2
file:///ZGx~-x2
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~xndx xn—W£x-x2 ^ a n — i ) - * " — f d * , 
sulta S. •̂ — S. (542). J 

\ZQx^c~2 ' n % n VGx-»-

En los dos límites *=o , x=(a, se tiene \/£x—•x2=o. 
Por consiguiente, pasando á las integrales determinadas, el primer 

término de esta espresion desaparece y queda reducida á 
—xndx €(2n—i) n ~xn— 'dx 

S. = ¿ ¿XS. , 

-x 

/ 

g ( 2 » — 1 ) _ . 
<S lo que es lo mismo Bn— xB„ , (543)1 

2 » 

Si en esta espresion hacemos sucesivamente »=i, = 2 , = 3 , &c. se 
convertirá en 

•B,=:|(?.B0, 

2x4 ' 

2 x 4 x 6 
1 X ^ X 5 X 7 

4 8 3 2 x 4 x 6 x 8 
IX^X5X7XQ ...27Z—I _ 

y en general Bnzz-1-^±J. £»Boi 

2 X 4 X 6 x 8 X 1 0 . . . 2TI 
donde vemos que determinado el valor de B0, quedarán determinados 
todos los valores de JSr , B2 Ci?c. ; y por consiguiente lo quedará la 
(ec.536). Pero si multiplicamos el numerador y denominador de la es-

" Ó.OC 2 
presión BQ~ —_——— por —, tendremos 

\/€x~ x2 € 

2dx zdx 2dx 

£ 0 = S - = S ! = s . . 

y añadiendo y quitando la unidad á lo que hay debajo del radical y 
pduciendo el — 1 á la especie del quebrado que'le acompaña, podremos 
r dando á dicha cantidad^las trasíbrmaciones siguientes: * V 

\ 

Ka«*$D«9fr.J - . , J ' • / —Xndx 

que suprimiendo en ambos miembros S. • - y despejando, re-
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2X—£ 2d* 
s haciendo zzz, será ———dz, y el valor de BQ se nos converü-

•4 / /2X—S 2 Vl—Z' V'-{—) 
pero en v i r tad de lo espuesto (II. 550), la integral del segundo miem-

2X—<S 
bro es el arco cuyo coseno —z——-—3 

—dx / 2x—£\ 
luego será J50=rS.— _ a r c . f eos.— J-^C; 

Vgx-x2 \ S ' 
¿a cual tomada desde x=$ hasta x=o , da B0-=.it, representando it el 

\ I En efecto , . .¿jcha integral es cero cuando x=S , porque entdnces 
- c vPrincipia el a r co : lo que reduce la ecuación anterior á 2 princip 

o = a r c 
/ 2Q—Q \ 

.( eos.— zz 1 J-f-C; 

V e ) 
y como el arco que tiene por coseno la unidad , es cero , resulta que la 
constante es igual con cero. Luego la integral de dicha espresion sera 

2X—(• 
el arco cuyo coseno se 

y tomada hasta el punto en que x=o que es hasta el punto B , entofl-

2X—•(? , . 1 
ees — - — se convierte en — 1 ; y como el arco cuyo coseno es i g u a l 

á —1 es el de 180o d la semicircunferencia , y cuando el radio es la 
unidad el valor de la semicircunferencia es (1.505 cor.) TT=3, 14159 & c ' ' 
resulta lo que hemos asegurado. 

Sustituyendo en vez de BQ este valor TT en el de Bn, será 
1x3x5x7x9 ...2/Z— 1 

B - - 0 y

 XG
av. 

2X4x6x8x10... 2TI 
Y sustituyendo este valor en el término general del desarrollo & e J -

\ / a /1X7X5X7V9 . . .2«— A 2 / £ V 
se convierte en TT J / — í — - í—1 ) ( — J . 

V
% g \2x4x6x8x10... / \2a/ 

file:///2x4x6x8x10
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Por lo cual tendremos que el valor de T se convierte también en 

donde £ es el senoverso del arco CmB; por lo que siempre será menor qrV 

el diámetro que está espresado por %a\ luego*"— sera por pre'cToiuií un 

quebrado , y la serie anterior será convergente ; y lo será tanto mas, 
cuanto menor sea £ respecto de 2a; de modo que cuando las oscilaciones 
son muy pequeñas nos basta solo el primer término j en cuyo caso se 

tiene T=z<rr y 
8 

ó espresando por l la longitud del péndulo que hasta ahora hemos es

presado por a, tendremos T=TT\/— (54ó)* 
8 

En las observaciones que exigen una gran precisión se conservan los 
dos primeros términos del valor de T; y entonces se tiene ^JL 

T = » " l / l x ( I + l ) ( 5 4 6 ) . - / 

(cuerda CB) 2 

Y como el senoverso £ = B D = (I. 488) , 
v ; 2OB 

y cuando el arco es muy pequeño se puede tomar por su cuerda , re
sulta que poniendo en vez de la cuerda CB el arco CmB que espresa-

remos por cu, se tendrá & = — ; 

y sustituyendo en vez de £ este valor en la espresion de T, tendremos 

Fórmula que se aproxima mucho á la verdadera, y de la cual nos po
dremos valer cuando deseemos hallar el tiempo de una oscilación con 
una precisión estraordinaria. Pero en las cuestiones que ocurren por lo 
general en la práctica , nos basta con la (ec. 545). 

437 Dadas por la observación dos de las tres cantidades Z, g y T, 
que entran en la (ec. 545), se concluirá inmediatamente la tercera j por 

egemplo, si se dan Z y T, se tendrá ^ — (548). 
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,Por medio de esta fórmula se determina en cada parage de la tierra 
la intensidad de Ja pesantez por la longitud del péndulo. 

Para esto se hace oscilar un péndulo compuesto de forma conocida, 
durante un tiempo dado; se cuenta el número de oscilaciones isócronas 
que hace en este intervalo de tiempo; y dividiendo el tiempo dado por 
í*e primar." - se tiene la duración de cada oscilación ; por la regla que 

enwfcluí.i^usa'es^u es (4¿ j ) se calcula la longitud del péndulo simple 
que haria sus oscilaciones en el mismo tiempo que el compuesto ; de 
este modo se tendrán los valores de / y de T, y por su medio se con
duje el de g sustituyéndolos en la (ec* 548). 

438 Haciendo oscilar cuerpos de diferentes masas y de diferentes 
materias, y determinando para cada uno de ellos ñor el medio que aca
bamos de indicar, la intensidad de la pesantez ^Se ha reconocido que 
esta fuerza aceleratriz es la misma para todos estos cuerpos en un mis
mo parage de la tierra , lo que también se comprueba dejando caer los 
cuerpos en el vacío por medio de la máquina neumática. 

439 La observación ha enseñado que la longitud del péndulo de 
segundos varía en los diferentes puntos de la superficie de la tierra, y 
que disminuye al acercarse al ecuador; pero permaneciendo el mismo 
fl tiempo de la oscilación , la fdrmula precedente manifiesta que la pe-
tStoüiS^es proporcional á esta longitud; luego se debe concluir de aquí 
»|,ue la intensidad.fie esta fuerza es igualmente variable; y vista la es-
t\ema precisión de que son susceptibles las observaciones del péndulo, 
frecen el medio mas propio para determinar la ley de esta variación. 

Y por esteinedio, es en efecto por el cual se ha hallado (nota del § 162) 
la espresion general de la pesantez á una latitud cualquiera. 

440 La resistencia del aire no tiene influjo sensible sobre la dura
ción de las pequeñas oscilaciones del péndulo; ella aumenta el tiempo 
de la semioscilacion descendente, pero disminuye en una cantidad igual 
el de la semioscilacion ascendente ; y el tiempo de la oscilación entera 
permanece el mismo que en el vacío. 

441 Si espresamos por T' el tiempo que otro péndulo cualquiera, 
cuya longitud sea gasta en hacer una oscilación entera en otro para-
ge en que la fuerza de la gravedad sea g', la (ec. 545) se nos conver
tirá en f = i r l / ¿ . j 

g' 
y formando proporción será 

T : r : : . | > Z : ^ i ; : : | / I : ( / Z ( 5 4 ^ 
V 8 r g' V g V g' 

que nos dice que los tiempos de las oscilaciones de dos péndulos de di-
persas longitudes y en parages diferentes, guardan la razón compuesta 
directa de las raices cuadradas de las longitudes de los péndulos i M' 
versa.de ]fs raices cuadradas de las gravedades. De donde podremos 

J 
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deducir análogamente á lo espuesto (164) que si las longitudes de los 
péndulos son iguales, los tiempos de las oscilaciones están en razón in
versa de las raices cuadradas de las gravedades; y si las gravedades fue
sen iguales (bien sea por hallarse los péndulos-en un mismo-parage, 'd . 
en un mismo paralelo, ó en paralelos de igual latitud, d por conipemy 
sarse la diferencia de latitud con la mayor d menor elevación en (rjÁ 
puede hallarse el péndulo respecto del cent*«.-*le la T i e r r a ) io^,¿\Jrpos 
de las oscilaciones guardarán la misma razón que las raices cuadra
das de las longitudes de los péndulos ; o las longitudes de los péndulos 
serán como los cuadrados de los tiempos que gastan en sus oscilador 
nes ; y que si los tiempos de las'oscilaciones son iguales , las longitudes 
de los péndulos son como las gravedades. 

442 Si espresamtíf por j.Vel número de oscilaciones que hace el pén
dulo l en el tiempo 9, tendremos que dividiendo este tiempo 9 por N 

9 
nos resultará el tiempo de una oscilación ; luego será T~—; 

y espresando por A7 / el número de oscilaciones que hace otro péndulo, cu-
.,̂ ij.v,dq.->v..j-c-/r-¿J.>V>. • ... ' o 

ya longitud sea /' en el mismo tiempo 9, será del mismo modo T'——j 

y sustituyendo en vez de T y T1 estos valores en la proporción ánterioj 

se tendrá l : l : : j / l : | / ^ ( 5 5 o ) ; 

que elevando al cuadrado y quitando los denominadores , será 
N'2:N2::g'l:gl'(55l; 

y si suponemos que se hagan las observaciones en u n mismo parage, 
será g'=g y se tendrá N'2: .N2 :-J :V, d l: V:: N'2: N2; 
que nos dice que las longitudes de los péndulos en un mismo parage 
o en par ages cuya gravedad sea la misma , están en razón inversa de 
los cuadrados de los números de oscilaciones que hacen en un tiempo dado. 
v'% IN2 

La proporción anterior nos da (552); 

por cuyo medio , si conocemos la longitud l del péndulo que en un 
tiempo dado hace un numero de oscilaciones espresado por ¿V", podré-
nios hallar la longitud V que debe tener otro péndulo para hacer eu 
el mismo tiempo un número de oscilaciones espresado por-A77. 
{ 443 Para manifestar el uso que se puede hacer de esta fdrmula, 
supongamos que en Madrid se quiera hallar la longitud del péndulo 
que en un minuto haga un número n de oscilaciones , y tendremos q i " \ 
como la longitud del péndulo de segundos en Madrid es , como veré- ^ 
mos (446) , de 3,56343 pies españoles = 4 2 , 7 6 1 1 6 pulgada _ 

J|» H2 ' T . I I I . F.Í.X 
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si multiplicamos este valor por (6o)2=3Óoo, iendrémos l~-

) 

espresada en pulgadas españolas. 
De esta espresion se puede hacer un uso de mucha importancia en 

ciencia—de la guerra. Todos saben la necesidad de la uniformidad 
dep'ff—5-?íen J&kropa. Neutra Táctica señala dos clases de paso ; á sa
ber , el regular que es dando 76 pasos en un minuto ; y el redoblado 
que es dando 120. Luego si sustituimos en vez de n en la ecuación 
anterior los números 76 y 120 , tendremos que la longitud del péndulo 
que oscilase en el tiempo que se debiese emplear en cada uno de estos 

/ jipara el paso regular ¿=26,652 pulgadas españolas; 
pasos, ser " ^ p a r a e ] redoblado ¿=10,69 pulgadas españolas. 
{ Los Militares Ingleses hacen mucho uso del péndulo para unifor
mar su paso, porque es el único medio de conseguirlo. Es muy sencillo 
el ponerlo en egecucion ; pues suponiendo una bala al estremo de un 
hilo, y echando un nudo á estas distancias del centro de la bala , se 
tienen las diferentes longitudes del péndulo que se pueden necesitar para 
arreglar el paso de la tropa y enseñar los toques á los tambores con Ja 
exactitud que requiere la importancia de todo lo que tiene relación con 

«t flNlifincia de la guerra. 
* * V * 444 Para determinar el error numérico que se puede cometer de 
„ j.*uooner el isocronismo de las oscilaciones en los pequeños arcos , supon

gamos el arco Bra=5°; y tomando por unidad la longitud del péndu
lo, tendremos l=i; y como el senoverso de 5°=o,oo38o53, el segundo 
término de la (ec. 544) será ( | ) 3 x | é ) = | x o , o o i 9 0 2 7 = 0 , 0 0 0 4 7 5 7 ; 
el tercer término ya daria unidades en el sesto guarismo , y por lo mis
mo no haremos caso de él, ni de los demás que siguen; y tomando por 
unidad el tiempo de la duración de la oscilación entera , se tendrá 
T= 1-1-1x0,0004757 para un arco de 1 0 o d que se separa 5 0 hacia cada 
lado de la vertical, cuya duración solo se diferencia de Ja que se efec
túa por un arco infinitamente pequeño en 0,0004757. 
{ Si tomamos por unidad la oscilación de un segundo, tendremos 
que al cabo de 86400 segundos d de 24 horas , el error ascenderá a 

8 6 4 0 0 x 0 , 0 0 0 4 7 5 7 = 4 1 " próximamente, error bastante pequeño para un 
arco de una magnitud tan sensible , como la de 5 0 hacia cada lado de 
la vertical; pero si el arco á cada lado de la vertical fuese de i ° , cuyo 
senoverso es 0,0001523 , el error en 24 horas solo seria 1 " ^ ; 
y si el arco fuese de medio grado, el error seria solo de § de segundo. } 

445 Por último pondremos aquí la espresion general del péndulo de 
segundos en un parage cualquiera , que es mas exacta que la que pu£1" 
mos en el § 1 1 3 del Compendio. Esta la halla Mr. Biot en el tercer to-
fin.o de la segunda edición de su Astronomía Fisica, teniendo presentes 
todas Jas observaciones que se han Jiecho hasta el dia ; y ha obtenido 
que la. longitud del péndulo decimal que colocado al nivel del mar hi-

0 

153940,176 
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ciese cien mil oscilaciones en un dia solar medio , espresando por ¿ di
cha longitud y por 4- la latitud del lugar, es 

/=o,739703526met.-f-o,oo39i36892sen.2vl/ (553); 
cuyo valor reúne la ventaja de dar para el aplanamiento de la tierra 
una cantidad muy aproximada á la que dan la teoría de la luna , y'&jt 
medida comparada de los grados medidos en Francia v en *l ecuadr̂ f 

Para deducir de esta espresion la longUuv>del penuulo st,,-;:b ô maí, 
esto es , del que hiciese 86400 oscilaciones en un dia solar medio , no 
tendremos mas que multiplicarla en virtud de la (ec. 552) por 

N2 /N\2 /100000'2 / i ooo \ 2 1000000 
lST2\'Ñ') \ 86400 / \J64~) ~ 740496 ' 

por lo que tendrémeCque la longitud del pe'ndulo simple que oscila Jos 
segundos sexagesimales al nivel del mar en un parage cualquiera, cuya 
Jatitud sea 4- , estará espresada por 

¿=0,9909009 met.-t-o, 00524275 sen.24; 
la cual reducida á pies españoles, multiplicándola por 3,5889216 pies 
españoles que tiene el metro , dará 

¿=3,556266 pies esps.-+-o,oi88i58 sen.24« 
446 Este valor es al nivel del mar; pero como los parages ter

restres donde se necesitan hacer observaciones están mas elevare HXA-
pecto del centro de la tierra que el nivel del mar_^gesulta que pal? 
dar mayor exactitud á esta fdrmula , debere'mos contar con lo que**'* 
debe acortar el péndulo por la altura á que nos elevemos. Para esfo, 
observaremos que las longitudes de los péndulos son (441) como la fuer
za de la gravedad ; y como esta disminuye en razón inversa de los cua
drados de las distancias al centro de la tierra, si llamamos r el radio 
terrestre, y a Ja altura del parage sobre el nivel del mar , tendremos 
que llamando V la longitud del péndulo colocado á la altura a, será 

¿ r 2 r 2 

1 : 1 ' : : (r-t-a)2 : r 2, que da l'zzz -=r/x-r 
(r-\-af r^-i-2ar~ha2 

y haciendo la división resulta l'=l(i—^Lt-— fifc.\ 
\ r r2 J 

y conservando solo los dos primeros términos (pues la fracción 30* 

será muy pequeña por ser siempre a una cantidad muy pequeña con 
relación á r) será por ultimo longitud de péndulo simple que oscila los 
segundos sexagesimales á una latitud 4 y á una altura a sobre el 

nivel del mar =(3,556266 pies esps.H-o,oi88i58sen,24) ^1 — —^. ^ 

Para hacer una aplicación de esta fdrmula, propongámonos d|termi-

file:///J64~
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nar por su medió la longitud del péndulo simple que oscila los segun
dos en Madrid ; para lo cual sustituiremos en vez de 4. la latitud de 
Madrid que es 40o 25', en vez de a la altura de Madrid sobre el nivel 
del mar que es 2394 pies , y en vez de r el radio medio de la tierra 

^ L i e es de 22847748 pies , y nos resultará ¿=3,56343 pies españoles. 
"y\¿ompar¿n» .̂/%$e resultado con el hallado directamente por los Se
ñorea "íjabriéí Ciscáif/^-'D. Felipe Bauza que era de 3,56337 pies, 
resulta solo una diferencia de 0,00006 de pie , que no equivale á una 
centésima de linea. Esta conformidad tan estraordinaria nos demuestra 
no solo la exactitud del resultado hallado por estos sabios españoles, 
sino la de la fdrmula general que hemos puesto. 

Del movimiento de un punto material sob\& la cicloide. 

447 Habiendo manifestado ya las propiedades generales del movi
miento de un cuerpo pesado sobre una curva dada , se trata ahora de 
considerar en particular el caso en que la trayectoria es una cicloide. El 
movimiento sobre esta curva presenta propiedades singulares que han 
ocupado mucho á los Gedmetras del último siglo , y que merecen ser 
conocidas. Consideremos una cicloide ACB (fig. 154) cuyo ege AB es 
Ivfr'í'Tr '^I y que está colocada debajo de este ege ; el punto C es el mas 

x b v o de esta currada perpendicular CD tirada desde este punto sobre 
4?r"gé AB es el diámetro del círculo generador ; la longitud del arco 
Cm es dupla de la cuerda Cn del círculo generador CnD (*) ; luego si 
llamamos x á la abscisa Cp y s al arco Cm, se tendrá 

s=2Cny 5 2 =4C« 2 =4xCDxCp; 
y espresando por a el duplo del diámetro GD que es igual con la semi-
cicloide AraC, será s2—2ax (554). 
/ 448 Un punto material sujeto á permanecer sobre esta curva , no 
podrá estar en equilibrio sino en el punto C; si se le coloca en un punto 
cualquiera K descenderá hacia el punto C ; después se remontará sobre 
la otra rama de la curva, y oscilará indefinidamente de una y otra parte 
del punto C. Siendo simétricas las dos ramas de la curva , las duracio
nes de las dos semioscilaciones serán iguales , y la de la oscilación en
tera será doble del tiempo que el mdvil emplea en caer del punto K al 
punto C. Para determinar este tiempo , volvamos á tomar el valor de 
di, dado (ec. 529) ; haciendo en él para simplificar A=o, y observando 
que el arco s contado desde el punto G disminuye cuando t aumen-

ds 
ta , tendremos dt—— (555). 

La variable u es aquí la ordenada vertical del mdvil, contada desde el 
jnto de donde parte que suponemos ser K ; luego se tendrá u—h—x-i 

.(*)/ Vé ^e mi memoria sobre la curvatura de las lineas (§ 111). 

7 



DE MECÁNICA. 243 
siendo h H altura CH del punto K sobre el punto C ; por otra parte 
diferenciando la (ec. 554) , resulta sds=adx; 
por consiguiente multiplicando por s el numerador y denominador de 

s ¿ s A / a — 
la (ec. 555), será dt~ -\]/ — x (55°> 

V-zgus2 S Vhx-x2 

Integrando del mismo modo que lo hicimos cuir-*el valor de B0 

resulta —xarc.fcos.—. j (55?)? 

donde no se añade constante arbitraria, porque se cuenta el tiempo t 
desde el punto de partida del mdvil; lo que exige que se tenga al mis
mo tiempo x—h y t-JLo. 
{ 449 Sea ahora t' el tiempo que ha pasado cuando el mdvil ha lle
gado al punto G en que se tiene #=0; 

y será t ' \ f — xar.(cos.=— 1 ) = — 1/ — (558). 
8 2 8 

Donde vemos que el tiempo de la caida del móvil por el arco de cicloi
de es independiente de la altura h de que el cuerpo ha caido; de mo
do que dos cuerpos que se mueven sobre una misma cicloide , \ 
parten de dos puntos diferentes K y K! llegarán en mismv tiemjh 
al punto mas bajo C, por mucho que difieran entre sí las longitwfcs 
de los arcos CK y CK\ -~" 
{ 450 Combinando esta propiedad de la cicloide con la de ser su 
evoluta otra cicloide igual con ella ( § 1 1 1 de dicha memoria), se po
drá formar un péndulo cuyas oscilaciones serian rigorosamente de igual 
duración, cualquiera que fuese su amplitud. En efecto, por dicha pro
piedad resulta que si se prolonga CD una cantidad DO igual á CD, y 
se trazan dos semicicloides AO y OB, tangentes á las rectas OD y AB 
é iguales á las semicicloides AC y BC, la curva OA será la evoluta de 
AC, y la curva OB será la de BC. Luego si concebimos que las curvas 
AO y OB están formadas por varas flexibles, á las cuales se haya dado es
ta figura, y suponemos que se fija al punto O un hilo OC igual en lon
gitud á OA d á OB, y que se suspenda un cuerpo pesado á su estremo 
C, resultará que si se separa, este péndulo de Ja posición vertical y se le 

. abandona después á la acción de la pesantez, oscilará de una y otra par-
, te de esta posición5 y como.durante estas oscilaciones, el hilo OG se 

arrollará alternativamente sobre la curva OA y sobre la OB, su estre
mo describirá'la curva ACB, que es su evolvente; por consiguiente se 
puede tener seguridad de que el mdvil fijo'á este estremo, describirá 
arcos de cicloide báeia uno y otro lado del punto mas baio; luego en 
virtud del resultado precedente las oscilaciones de este péndulo se aca
barán siempre en el mismo tiempo, cualquiera que sea la separación pri-*^ 

UUJI yeiocidad niitiva. Si el mdvil tuviese en el origen del movimiento relccidad ^ 
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cualquiera dirigida en el plano de la curva ACB, el tiempo de la osci
lación no se mudaría; pues que esto vendría á ser el suponer que el mó
vil parte de un punto mas elevado de esta curva con una velocidad nula. 
{ 45 r Pues que el tiempo de la caida por el arco CK es indepen-

"Viiente de la longitud de este arco, no debe mudar si se toma el punto K 
^ îdtamgfttg.-cefoca del punto C ; pero entdnces este tiempo es el mismo 
qu^í . ¿*?\eríñc:ase el u.t,; ;ú'nento sobre el círculo osculador de la cicloi
de en el punto C; luego su duración debe ser igual al tiempo de la se
mioscilacion infinitamente pequeña de un péndulo que tuviese el radio 
de este círculo por longitud. Pero esto es Jo que sucede en efecto, por
que la Jongitud de la semicicloide AC, qne hemos espresado por a, es 
igual al radio de curvatura que corresponde al vévtice de esta curva; y 
en virtud de la (ec. 545) el tiempo de Ja semioscilacion de un pe'ndulo 

de esta longitud está espresado por — x l / ' —• 
2 g 

{ 452 Se llama tantócrona á toda curva sobre Ja cual un cuerpo pe
sado llega siempre en un mismo tiempo al punto mas bajo , cualquiera 
que sea el punto de esta curva de donde parta. Así , en el vacío la 
cicloide es una curva tantócrona; y se demuestra que solo ella goza de 
ípíír̂ pry piedad. Si la cicloide se arrolla sobre la superficie de un ciün-

vAro vertical derb^e cualquiera, se convertirá en una curva de doble 
m erVvatura , pero todavía será tantócrona; de modo que un mdvil aban

donado á la acción de la pesantez y obligado á moverse sobre esta cur
va , llegará siempre al punto mas bajo en el mismo tiempo, cualquiera 
que sea el punto de partida , y cualquiera que sea también la proyec
ción horizontal de esta trayectoria. 
{ 453 Recíprocamente , todas las tautócronas de doble curvatura 
que pueden existir , no son sino cicloides de base horizontal arrolladas 
á cilindros verticales ; porque si se desarrolla el cilindro sobre que se 
halla una de estas tantócronas, esta curva vendrá á ser plana , y Ia 3 

propiedades del movimiento de un cuerpo pesado sobre ambas trayec
torias serán las mismas; luego si la trayectoria de doble curvatura es 
una tantócrona , la trayectoria plana también lo será ; por consiguiente 
esta ultima no podrá ser sino una cicloide de base horizontal. 
{ La cicloide tiene también la propiedad particular de ser la curva 
que sigue un cuerpo pesado para llegar de un punto á otro en el tiem
po mas corto ; por cuyo motivo se llama también brachistócrona ó li
nea del mas pronto descenso, y 

Principio general de Dinámica debido á D\ilembert. 

p 454 Es de la mayor importancia el manifestar que se debe á D'Alem-
\ "bert un método directo y general para resolver, ó al menos para poner 

3 en ecuación, todos los problemas de Dinámica, por medio deJ cual todas 

V ' ' ' 
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empo hni-
)s cu er\\,Jj 
[u«4ías, dfl 
parte se fi 

) £ . U l C l l - ^ 

las leyes del movimiento de los cuerpos están reducidas* á las de su 
equilibrio ; he' aquí en que consiste el teorema conocido cofl el nom
bre de Principio de D^Alembert. 

Consideremos un sistema de puntos materiales , unidos entre sí de 
un modo cualquiera, y cuyas masas sean m, m', m" 6?c.; supongamor 

que se apliquen á estos mdviles fuerzas que impriman la velocidad^ 
á la masa m , la v' á la masa ni, la v" á Ir " pSc. 01 ^aua u--ja '?_--es- 1 

tas masas estuviese aislada; en virtud de la dependencia de los puntos 
del sistema, las velocidades v,v', v" Cffc. se alterarán en sus magnitu
des y en sus direcciones; pero si se espresan por xu, ix>' ,vo" & c . las ve
locidades desconocidas que las masas m, m', m" & c . tomarán según di
recciones igualmente desconocidas ; y se llaman p,p'^p" & f c . las velo
cidades perdidas d g&iadas por estas mismas masas , de manera que w 
y p sean las componentes de v; tu'y p ' Jas de v';iv" y p " las de v" &c. 
habrá equilibrio en el sistema entre las cantidades de movimiento per
didas ó ganadas mp, m'p', n/'p" 6?c. ; porque si estas fuerzas*no se 
hiciesen equilibrio, zu, iv', VJ"¿fe. no serian las velocidades que tienen 
efectivamente lugar; lo que seria contra el supuesto. 

455 Este principio se verifica igualmente , ya sean v, v', v" & c . 
velocidades finitas, adquiridas por los mdviles durante un tiempo fini
to ; d debidas á fuerzas que obran instantáneamente sobre los 
ya representen estas espresiones velocidades infinitamente peqi 
bidas á fuerzas variatrices ; d ya en fin estas velocidades en parte 
finitas y en parte infinitamente pequeñas. Vamos á manifestar cómo ¿̂ ,. 
hace uso de ellas para resolver las cuestiones de Dinámica ; pero antes 
conviene enunciar de otro modo este principio y darle una forma que / 
será mas cómoda en un gran número de aplicaciones. | 

456 A las fuerzas que representan las cantidades de movimiento 
mp, m'p'', m"p" £í?c. que deben hacerse equilibrio , se pueden sustituir 
las componentes de cada una de ellas; pero la fuerza mp , por egemplo, 
es la resultante de la fuerza mv tomada en su dirección , y de la miu 
tomada en sentido contrario de su dirección , y lo mismo sucede res
pectivamente con las otras ; luego el principio de D'Alembert viene á 
ser lo mismo que decir que hay equilibrio en el sistema entre las can
tidades de movimiento mv , m'v', m"\" &c. comunicadas á los móvi-
tes, y las cantidades de movimiento mw, u/w', va."w" &c. que tienen 
efectivamente lugar, estando tomada cada una de estas últimas en sen
tido contrario de su dirección. 

La ventaja de este segundo enunciado es la de no exigir que se con
sideren las velocidades perdidas d ganadas p,p',p" c i ?c . , y de estable
cer directamente las ecuaciones de equilibrio entre las velocidades da
das v, vf, v" & c . , y las desconocidas -a), w', w" á ? c . que se determinarán 
por estas ecuaciones. 

457 Elegirdmos por egemplo el considerar dos cuerpos pesados fijos * 
l°s estremos de un hilo iaestensible, y puestos sobre dos p^nos^ncli-
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nados unidos, que tengan una altura cojnun como representa la (fig. 122). 

Sea h la altura común de estos dos planos, l la longitud del uno de 
ellos, l' la del otro, M la masa del cuerpo puesto sobre el primero, M' 
la del cuerpo puesto sobre el segundo, y g la pesantez; la fuerza varia-
itriz que obra sobre M será la pesantez descompuesta según el primer 

1 
y del mismo modo la fuerza variatriz que obra sobre M' es igual a 

Espresemos en un instante cualquiera por i el tiempo pasado desde el 
. origen del movimiento, por v la velocidad de M, ñor v' la de M\ y con

vengamos en considerar las velocidades como posmvas d como negativas 
según desciendan d suban los mdviles. Durante el instante di el aumen
to de estas velocidades estará espresado por dv y dv'; pero durante este 
mismo instante, las fuerzas variatrices imprimirían á los mdviles, su-

gh gh 
puestos libres, las velocidades positivas —di y —di; 

1 \ ^ 

de donde se concluye que en virtud de Ja dependencia que los dos cuer-t tienen entre sí , la masa M del primero pierde la velocidad 
gft • *C-Z>T> c gh 

—di—dy, y la M' del segundo la — di—dv' en el instante di. 
Luego las dos cantidades de movimiento que corresponden á estas ve

locidades perdidas, deben equilibrarse en virtud del principio que aca
bamos de dar á conocer; y como estas fuerzas están aplicadas en sentidos 
contrarios á los estremos de un hilo inestensible, es necesario para esto 

que sean iguales, lo que da M^~dt~dv^j—M'(^-dt—dv^J (559). 

Ademas, las dos velocidades v y v' son iguales y de signos contrarios; 
porque en el movimiento que consideramos una de las masas baja y Ia 

otra sube, corriendo espacios iguales por una y otra parte. Luego se tie
ne ZH-I /=0 ; luego dv'=—dv; 
sustituyendo este valor de dv' en la ecuación precedente, se tiene 

(Ml'-M'l)h t (Ml'-M'l)h , f\ 
dv= • / W 7 / g d i (560), que integrada da vzz.- -.gt-ta ( 5 o 1 / ' 

espresando la constante a la velocidad inicial de la masa M. 
458 Sea x la distancia variable de esta masa á un punto fijo elegido 

arbitrariamente, por egemplo al ve'rtice de los planos inclinados, y t e n ' 
:< dx 
drémos v~—, y dx=vdt; 

dt 



D E M E C Á N I C A . £ 4 9 

sustituyendo en vez de v su valor é integrando, se halla 
{Ml'—M'hh gt2 

x— x hat-h-b (562), 
(M^M')ll' 2 f h 

siendo h una constante arbitraria igual al valor de x que correspondeyí» 
origen del movimiento. _ , J 

Los valores de x y de v hacen ver que el movimiento de M es aná
logo al de un cuerpo pesado, suponiendo la pesantez debilitada en la re
lación de (Ml'—M'l)h á (M-+M')ll'. ' 

En cuanto ai movimiento de M! será el mismo en sentido contrario 
que el de M. Guando la velocidad inicial a es nula, y se tiene al mis
mo tiempo Ml'—M'*, las velocidades de los dos móviles son siempre 
nulas y se verifica el equilibrio. Luego la condición de equilibrio es 
que las masas y por consiguiente los pesos de los dos cuerpos estén en 
razón de las longitudes de los planos inclinados sobre que están puestos: 
resultado que ya sabíamos (259). 

Del movimiento de un cuerpo sujeto á girar uniformemente alrededor 
de un ege fijo. 

{ 459 Cuando un cuerpo d un sistema de piyitos materiales unid<fe 
los unos á los otros de un modo invariable , está súrecoií girar unifi /-
memente alrededor de un ege fijo, que supondremos pasar por el pu 
A (fig- 155) perpendicularmente al plano de la figura , si se corta el 
cuerpo por una infinidad de planos omn, o'm'n', o"m"n", cifc. paralelos 
entre sí y perpendiculares al ege fijo, las moléculas ra, m',m" cifc. en 
una revolución total describirán alrededor del ege fijo las circunferen
cias mon, m'o'n'', m"o"n", cifc. y correrán en el mismo instante arcos de 
un mismo número de grados1. Y como estos arcos son proporcionales á sus 
radios, sucederá lo mismo á las velocidades que animan á las moléculas 
m, m', m" cifc. ; de manera que si la distancia eA de la molécula e al 
ege se toma por unidad , y llamamos co la velocidad de esta molécula, 
las velocidades de las moléculas ra, ra', m" cifc. colocadas á distancias 
ri r , r" cifc. del ege fijo, serán respectivamente reo, r'co, r"co & c . 
A-sí, se tendrá para las cantidades efectivas de movimiento de estas 
diferentes moléculas rnreo, m'r'cu, m"r"co &fc. 
í 460 Espresemos por v, v', v" & c . las velocidades comunicadas , y 
tendremos que las cantidades de movimiento recibidas serán mv, m'v'. 
m v cifc. Luego será necesario según el segundo enunciado del prin
cipio de D'Alembert que haya equilibrio entre mv, m'v', m"v". cifc 
y f-mrco, —m'r'co, —m"r"co, éfc. 
{ Para obtener el equilibrio entre estas cantidades de movimiento,-
representemos mv por una parte mf tomada en la dirección de esta, fuer-**v 
za y proporcional á su intensidad; bajemos desde el punto / la perpen
dicular fh sobre el plano de la sección omn , y llamemos J*el Vgulo 

^ * I2 T. III. P. I. 
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finfi formado por mf con este plano , y podremos descomponer á mf en 
dos fuerzas hf=mvsen.€ paralela al ege fijo , y mh=mvcos.G situada en 
el plano omn. 
{ La primera quedará destruida por la resistencia de este ege , y solo 
\ segunda producirá su efecto; del mismo modo llamando £'".&c. 
loTj^ngulaj**^.-^^ fuerzas m'v', m"v"&c. forman con los planos o'm'n', 
o"m"'ñ"C?c. , Tas cantidades' 'de movimiento comunicadas al mdvil se
rán raucos.Q, raVcos.6", m"v"cos.€" ¿fe . 
{ Estas cantidades de movimiento , así como las efectivas rara/, m'r'cu, 
m"r"cu&c. se hallarán situadas en los planos omn, o'm'n',o"m"n"&c. 
<( 461 Para establecer el equilibrio entre estas cantidades de mo
vimiento , observaremos que pues ellas están si t iadas todas en planos 
perpendiculares al ege fijo , deben producir sobre este ege el mismo 
efecto que si todos los planos omn, o'm'n', o"m"n" cifc. no formasen sino 
uno solo (146) : por consiguiente considerando estas fuerzas como si
tuadas en el plano de la figura, será necesario para que el equilibrio 
pueda subsistir entre ellas , que la suma de los momentos que inten
tan hacer girar en el mismo sentido al sistema alrededor del punto fi
jo A , sea igual á la suma de los momentos que intentan hacerle girar 

entido contrario. 
e r v las fuerzas mrcu, m'r'cu, m"r"cu &c. que provienen todas del 

nVvimientó coi!r»sr,'^leí sistema , le hacen girar en el mismo sentido; y 
ÍO estas fuerzas precisan á los puntos ra, m!, m" £í?c. á que descri

ban las circunferencias mno, m'n'o', m"n"o" Cifc. los radios r, r',r" &c. 
son perpendiculares tiradas sobre sus direcciones ; por consiguiente la 
suma de los momentos de las fuerzas efectivas está espresada por 

mr2co+m'r'2cu+m''r''2cu-+-&'c.—co(mr2+m'r'2H-m''r''2+&c.j. 
{ 462 Representemos por X.mr2 la cantidad que está entre los pa
réntesis, y será cuX.mr2 para la suma de los momentos de las fuerzas efec
t ivas. Esta cantidad es la que debe equilibrarse con la suma d diferencia 
de los momentos de las fuerzas raucos.£, ra'u'cos.6", m"v"cos.€" &c. 
Para determinar esta segunda cantidad , sean A U el ege fijo (fig. 156), y 
mi, m'V', m"l" &c. las fuerzas raucos.£, raVcos.6', m"v"cos.€" &c. 
situadas en los planos mon, m'o'n', m"o"n" ff?c. perpendiculares al ege 
fijo; tiremos desde los puntos A , A', A" & c . tomados en estos planos y 
en el ege fijo A U las perpendiculares Al=p, A'l'—p', A"l"=p" &c . 
sobre las direcciones de las fuerzas raucos.6, m'v'cos.G', m"v"cos.€" 
cuyos momentos serán ra úpeos. £, m'v'p'eos.Q', m"v"p"cos.6" &c. 
<(_ Representemos por 2.mvpeos.£ la suma algebraica de estos momen
tos, es decir , la que se verifica haciendo abstracción de los signos qu e 

les afectan; entdnces debiendo equilibrarse esta suma de momentos con 
cu2.mr2, tendremos a/2.rar2=2.raupcos.é> (563J; 

2:raupcos.£ . , \ 
que para determinar la velocidad angular cu dará cu— —- (5047' 
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{ 463 Guando las fuerzas mv, m'v', m"v" cifc. obran en los planos 
omn, o'm'n', o"m''n" cifc. , los ángulos £, €', €" ¿fe. son iguales con ce
ro ; por lo que sus senos también serán iguales á cero , y sus cosenos 

X.mvp 
iguales con 1; por lo que la (ec. 564) se convertirá en cozn- (565.). 

0 ¿i.mr , í 
{ 464 Si todas las velocidades común:. 1 Á l u o « i c n e c i ^ s s :l . sis
tema son iguales y paralelas , como sucedería en el caso de que el sis
tema recibiese un impulso único que le trasportase en linea recta en el 
espacio,si no estuviese sostenido por el ege fijo, tendre'mos v—v'=v"&c; 
y la suma de los momentos de las velocidades comunicadas seria 

v(mp-hmy-hm"p"-t-&c), 
que se podrá representar por vX.mp, y la (ec. 565) se convertirá en 

co-- - (566). 
X.mv 

•( 465 Concibamos ahora por el ege fijo AU un plano AK (fig. 157) 
que hare'mos girar hasta que sea paralelo á las fuerzas mv,m'v',m"v"&c. 
cuyas direcciones están representadas por las rectas mi, m'l', m"l" & c , 
y tendre'mos que las perpendiculares p,p', p " & c . tiradas desde los cen
tros de sección A, A ' , A " &c. sobre las direcciones de estas fuerzas y- /̂n 
iguales á las perpendiculares mq, m'q', m"q" cifcMirnH^ d e n l o s p i n 
tos m, m', m" & c . sobre el plano AK. Llamemos q,q^q" Cifc. estas jfer-
pendic.ulares,y Q la que se tirase desde el centro de gravedad del s i s i e -

ma sobre el plano AK; y representando por M la suma de todas las mo
léculas que le componen, tendremos (§ 174) MQ=mq-+-m'q'-+-m''q''+-C5'c.; 
y pues que se tiene p=q,p'—q\ p''=q" ¿ffe. 
la ecuación precedente se convertirá en MQ=.mp-t*m'p'-\-&e.=.2,.mp. 

vMQ 
Sustituyendo este valor en la (ec. 566) tendremos co— (5^7)« 

Z.mr2 

{ 466 Podría suceder que solo una parte de las mole'culas m, m'. 
m" cifc. hubiesen recibido la velocidad v; entdnces M representaría la 
suma de las mole'culas á que se hubiesen comunicado las velocidades, y 
Q la perpendicular tirada desde el centro de gravedad de esta parte del 
sistema sobre el plano AK. 
{ Nos falta indicar los medios de determinar la espresion X.mr2 que 
se llama el momento de inercia , que es lo que va á formar el objeto 
del capítulo siguiente. 

Del momento de inercia. 

i. 467 El momento de inercia de un cuerpo es la suma de los pr°z 
ductos de todos los puntos materiales que le componen por los cuadrados 
de sus distancias respectivas al ege de rotación, que es l<^qu\ hemos i\nei 
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di<^> 

representado por X.mr2. En esta espresion se puede remplazar la molé
cula m por el elemento dm de la masa,y entdnces el momento de iner
cia será dado por la integral de la espresion S.r^dm. 
{ 468 Propongámonos por primer egemplo encontrar el momento de 
icercia de una recta CB (fig. 158) con relación al ege A U , al cual es 
pl^endicijja^el^plano CAB. 
{ t̂ea ;ro=/Hínaa peí • . " a i lar tirada del punto A sobre la dirección 
de la recta , y BP=x la distancia del punto B á un punto cualquiera 
de esta recta , y tendremos PA2=h2-¡-x2 (568). 
{ Esta espresion es la que se debe multiplicar por el elemento dm del 
cuerpo. Y como la masa en este cuerpo es una recta, solo tiene estension 
en el sentido de B á G; por consiguiente dm estará espresada por dx. 
Luego multiplicando dx por h2-hx2, se tendrá paraVd momento de iner
cia de la recta CB la espresion S.(h2-t-x2)dx=h2x-t-j¡x3-hC (569). 
Esta integral se determinará de modo que la recta esté comprendida 
desde el punto B donde x = o , hasta el punto C donde #=a, y el mo
mento de inercia de la recta BC será h2a-+j¡a3. 
<( 469 Determinemos aun el momento de inercia de la superficie del 
círculo CBD (fig. 159) con relación á un ege AV que pase por su centro 
y que sea perpendicular á su superficie. 

>ea m un punto cualquiera , cuya distancia mA al ege fijo A U es-
esaréino^ por^^l?.s*superíicies de los círculos descritos con los radios 

x'—x-+-dx, tendrán respectivamente por espresiones <nx2 y <n(x-i-dx)2. 
L*& diferencia de estas superficies, despreciando los infinitamente^peque-
ños de segundo drden , será '¿itxdx. 
Esta espresion representará una zona elemental de la que todos sus pun
tos estarán distantes del ege fijo una cantidad igual con x; por consi
guiente multiplicando por x2 esta zona elemental, tendremos 2<nx3dx 
para la diferencial del momento de inercia buscado. Tomando la inte
gral desde x=o hasta x=z=a, hallaremos £<na4 para el momento de iner
cia del círculo descrito con el radio a alrededor del ege AV. 
>( 470 Estos egemplos bastarán para hacer concebir cómo la deter
minación de los momentos de inercia se puede siempre referir á un 
simple problema de cálculo integral. 
{ Cuando se conoce el momento de inercia de un cuerpo con relación 
á un ege que pasa por su centro de gravedad, se puede determinar el 
momento de inercia de este mismo cuerpo con relación á otro ege pa
ralelo al primero. 
{ Para este efecto, sean GF y CK (fig. 160) dos eges paralelos, de 
los cuales el primero pase por el centro de gravedad G del cuerpo; 
coloquemos en el punto G el origen ; tomemos el ege GF por el de las 
u , y concibamos por un punto cualquiera m del cuerpo un plano mKP 

paralelo al de las xz; este plano encontrará á los eges GF y CK en 
dos puntos F y K , y las distancias del punto m á estos eges estaran 
medid*. pc£ las rectas mF y mK que señalaremos con r y r'. Bajemos 

« 
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•desde el punto m la perpendicular mE sobre el plano de las xz , y 
tendremos que los triángulos ECG , /«KF serán iguales por tener los 
tres lados del uno iguales respectivamente con los del otro por lados 
opuestos de paralelogramos. Luego podremos sustituir los lados del 
primero de estos triángulos por los del otro. Esto supuesto, espre 
sernos por a y £ las coordenadas GD y DG del punto G . x, z \s 
GP, PE del punto E , y por a la distancia Z~ Se ios uos e g t a , vaú lo 

f GC 2 =GD 2 +DC 2 , GE 2 =GP 2 +PE 2 , 
cual tendremos^, fl2=aW { 5 ? o ) . r * = x ^ z * ( 5 ? I ) . 
Por otra parte considerando la recta CE que pasa por dos puntos cu
yas coordenadas son respectivamente x , z y a , £ , el valor r' de CE 
nos será dado (II. 170) por la ecuación r'2—{x—ct)2-t-(z—G)2=x2~t-z2'— 

2ax~2&H-a:,*+-62==(ecs. 570 y 571 y2—2aa—-2£z-f-a2 (572); 
multiplicando por dm é integrando, se hallará 

S./-/2d//z=S.r2d/72— zaS.xdm-— 2<SS.zdm-+-a2S.dm (573) . 
{ 471 Las espresiones S.xdm y S.zd/rc que entran en esta ecuación 
son nulas; de lo que nos convenceremos por las consideraciones siguien
tes. Sean x, z las coordenadas de un elemento dm de la masa M: ios 
momentos de este elemento con relación á los eges de las x y de las z 
serán respectivamente zdm y xdm ; por consiguiente las coordenadas x„ , 
y zf del centro de gravedad de M quedarán determinadas por las ecaí 
ciones Mx=S.xdm ( 5 7 4 ) , Mz^S.zdm (575) . 
Pero en nuestro caso las coordenadas xt, zf son nulas, pues que el cf (-
tro de gravedad está en el origen j luego S.xd//2=o(57Ó), S.zd///=o(577j. 
Luego si ademas observamos que S.dra representa la suma de los ele
mentos de ikZ", esto es la masa M, la (ec. 573) se nos convertirá en 

S.r'2dm=$.r2dm+Ma2 (578); 
pero S.r2dm es el momento de inercia del cuerpo M con relación al 
ege GP , que pasa por el centro de gravedad; luego podemos concluir 
que cuando se conoce este momento de inercia , se puede siempre deter
minar el momento de inercia S.r,2dm tomado con relación á otro ege CK 
cuya distancia al GF fuese conocida. 

{ Poniendo la (ec. 578) bajo la forma Sy2dm—M^j^-ha2^ (579) , 

. S.r2dm 
se na convenido para abreviar el representar la espresion ——— por K . 

A s i , adoptando esta notación , diremos en lo sucesivo que el momento 
de inercia tomado con relación á un ege cualquiera será dado por la 
fórmula S.r /2d/w=M(#2-i-a2) (580.) 

Del movimiento de un cuerpo que se mueve de un modo cualquiera al
rededor de un ege fijo. 

{ 4 7 2 Supongamos ahora que diferentes fuerzas variatricas obrando 
X \ 
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sobre los puntos del sistema , le hagan girar con un movimiento va
riado alrededor del ege fijo AU (fig. 161); cada punto m describirá al
rededor del ege fijo un círculo mno que será perpendicular á este ege 
y le cortará en un punto G. Sea <p la fuerza variatriz que obre sobre «2, 

9 el ángulo TV/zP que esta forme en el punto m con el elemento del 
mío T^a^gP^'nnos descomponer á <p en tres fuerzas : la primera pa-

raJerfe ái egerijo y ••' Jv.* siguiente sin efecto; la segunda según el 
radio mC , la que será destruida por la resistencia del punto G; y la 
tercera dirigida según el elemento de la curva que es la dirección mi 
y que tendrá por espresion á <pcos.0. 
Esta ultima será la sola componente de <$ que intentará hacer mover el 
punto m alrededor del ege AU. « 
{ Llamemos co la velocidad angular que existe\l cabo del tiempo f, 
y r la distancia Cm de la molécula dm al ege de rotación ; la veloci
dad de dm al cabo de este tiempo t estará espresada (459) por reo; y 
en el instante df , esta velocidad recibirá el incremento- que le impri
ma la fuerza variatriz. Pero si este mdvil estuviese libre , la fuerza 
variatriz <pcos.0 le comunicaría en el instante di una velocidad repre
sentada (ec. 346) por (pcos.fidi; 

¡or consiguiente el elemento dm al acabar el tiempo í-t-dí se escaparía se
nil la^tangente mT á la curva, con una velocidad igual á ran-<pcos.0dí; 
-ás com&;dtf̂ a£t;?>-uííido al sistema, su velocidad efectiva al cabo del 
iunpo t-hdt no está espresada sino por reo-trdeo. 

^í.sí, en el tiempo í-+-dí la cantidad de movimiento efectiva del elemen
to dm es (rco-\-rdco)dm. 
Y pudiéndose aplicar esto á las otras moléculas, será necesario que las 
cantidades de movimiento 2 .(reoeos. 9 dt)dm, 
en virtud del segundo enunciado del principio de D'Alembert, se equi
libren con las cantidades de movimiento 2.(roj-t-rdco)dm, 
tomadas en direcciones opuestas, es decir, considerándolas en general 
como si obrasen en un sentido contrario al del movimiento del cuerpo, 
teniendo cuidado, si el caso lo exige, de mudar después los signos de 
las que no obrasen en el mismo sentido que las otras. 
{ 473 Más para que estas dos clases de cantidades de movimiento 
dirigidas en sentido contrario, se equilibren alrededor de un ege fijo, 
es necesario que sus momentos tomados con relación á este ese den pr°' 
ductos iguales ; y como las fuerzas obran según los elementos de i°5 

círculos descritos por los puntos materiales, se considera que estas fuer
zas son perpendiculares*á los radios de las circunferencias descritas p01 

los elementos; de donde se sigue que basta multiplicar lar (-presiones 
precedentes por estos radios para tener los elementos buscados. Y & r ' 
mando la ecuación de los momentos se tendrá 

2.(r2co-hr<pcos.9dt)dm==2.(r2co+r2dco)dm (5^1); 
y suprimiendo el primer término que es común en ambos miembros, 
tendi/mof 2.r<$cos.9dtdm='Z.r2dcodm (582). nd^'i 
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Como el tiempo y la velocidad angular dco son los mismos en todos los 
teníanos, se pueden poner fuera del signo 2; y como se tiene que sumar 
una serie de espresiones infinitamente pequeñas, se podrá mudar 2 e n S y se 

dco S./'¡pcos.0d/« 
obtendrá dfS.rpcos.0dwz—dc</S,r2d/?z(583), que da —=:—-—; 

dt p.r'dm ' jj 

Para efectuar las integraciones indicadas sena iiiftesaiuo~"que adémasele 
la posición de los diferentes elementos del cuerpo, se conozca por la na
turaleza del problema la fuerza variatriz que obra sobre cada molécula, 
así como la dirección 9 de esta fuerza; esto es lo que vamos á exami
nar en el capítulo siguiente. 

4 Del péndulo compuesto. 

{ 474 El péndulo compuesto es un cuerpo d sistema de puntos ma
teriales que estando sostenido por una recta inflexible AB (fig. 162) os
cila alrededor de un punto fijo A. En este movimiento los puntos mate
riales m, m\ m" Cifc. describen arcos de círculo mn, m'n', m"n" Cffc. 

situados en planos paralelos, y cuyos centros están sobre un mismo ege 
horizontal KL perpendicular á estos planos. 
{ Así, aunque el mdvil CED no esté sostenido íino por el punto A. 
podemos siempre imaginar que se mueve alrededor de un ege fijo KLÍ 
{ Vamos ahora á referir el movimiento del péncJuíiT i^ptTPsma tri 
eges rectangulares CX, CZ, CU (fig. 163). Supongamos que estos ry¿ 
últimos se hallen en un plano horizontal; entdnces el ege de las x será 
vertical, y por consiguiente el plano de las xz lo será también. 
{, Y como la fuerza variatriz para todos los puntos del sistema es la 
pesantez, tendremos <p=p'=<p"=<p'"=cs>c.—g. 
Como la fuerza que solicita á la molécula m es paralela al ege CX, po
demos representar la intensidad de esta fuerza por la parte mg de su 
dirección; entdnces el ángulo 9 será igual á Tmg; y si se tira la per
pendicular mD al ege CX, como los ángulos CmD y Tmg son ambos 
complementos de TwD, serán iguales, y se concluirá que CmD=9; 

y será z=Dm=Gmcos.CmD=rcos.9, que da c o s . 0 = — . 
r 

Sustituyendo este valor de cos.0 y el de <p en la (ec. 5 8 4 ) , tendremos 
dco S.gzdm gS.zdm 
~dt~S.r2dm~S.r2dm 

{ Pues que zdm es el momento del elemento dm con relación al ege 
de las x, si llamamos z / la ordenada del centro de gravedad con relación 
a este ege, y M la masa de todo el sistema, podremos remplazar S.zdm 

nnr TVT . * , do> áMz, 
por m z ¿ y nuestra ecuación se convertirá en — = ~ — (¿,86) 

dt S.r2dm V> 

• t 

http://dfS.rpcos.0dwz�
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«( En fin, siendo S.r2dm el momento de inercia con relación al ege AU, 
este momento se puede representar (ec. 580) por M{K2-t-a2). 

dco gz, 
Sustituyendo este valor en la (ec. 586) tendremos J£¿—\ (587). 

\NCL.475 ¿Jk^^wvisto (471) que en la espresion M(K2^a2) del momen
to ffe inercia, a represlr^^a la distancia GG (fig. 160) del ege CK al 
ege GF que pasase por el centro de gravedad. Pero en el movimiento 
del cuerpo, el centro de gravedad, como todo punto del sistema, está 
sujeto á describir un arco de círculo situado en un plano perpendicular 
al ege fijo; luego si se representa este plano por XCL (fig. 164), el radio 
del círculo descrito será CG=a, y la ordenada LV^ vendrá á ser la que 
hemos espresado por zt; por consiguiente en virtua de la propiedad del 

círculo tendremos z = \^üax—x2. 
Por otra parte si llamamos s el arco descrito por el punto G, la veloci
dad de este punto será —: 

di ' 
pero hemos visto (459) que la molécula situada á una distancia r del 
ege fijo, tenia por velocidad reo; 
pego la^velocidad del centro de gravedad estará espresada por acó; 
V t , ~ ' ^ S * ' * " ds 

pendremos aco~—, que da cozz (588). 
* • d i adt 

{ Sustituyendo en la (ec. 587), estos valores de co y de ^ , se redo-

d2s g\/ 2ax,—x 2 

ce á í — ( 5 3 Q ) . 
adt2 K2+a2 V ó w 

{ Para integrar esta ecuación multiplicaremos sus dos miembros por 
ds2 

ag 
2ads, y hallaremos — =y 2 —S. xds\/2ax—x2 (590); 

df K2-ha2 

y sustituyendo en vez de ds su valor (II. 550) con relación al senoverso 
que es la abscisa xn y teniendo presente que el arco mengua cuando 

. • Ü adx. 
crece xt, tendremos ds— - (591)* 

\/ 2axt—x2 

{ Sustituyendo este valor en la (ec.500), será v2zzz—S.—3—^d#.(592)> 
> / 7 K ~t-a2 

2 a2 gx ^ 
y efectuando la integración indkada hallaremos v2—— — -/-HC(593/' 

K2-ta 
{ P*,*a ^terminar la constante, supongamos que xt se convierta en 

/ 
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+a2 

ecuación se convierte en t 

K2+a2 . . 
(597)-

ag 
Luego resulta que la cantidad que en la (ec. 545) estaba representada por 
l K2+a2 

— en el péndulo simple, lo está aquí en el compuesto por ; 
g ag 

. , l K2+a2 

ue manera que haciendo —— (598), 
8 a8 

el péndulo simple y el péndulo compuesto harán sus oscilaciones en el 
mismo tiempo. Suprimiendo la g en ambos miembros resulta 

K2+a2 K2 

l~~a~~=±~a~~ha ^ " ^ * 

Por esta formula se puede siempre hallar la longitud delpéndulotiimpte 

% K 2 T.III. P.I.\ 

2 a2 gb 
EB=b cuando la velocidad v es nula, y tendremos C— — — 

Ü L - H T 

y por consiguiente la (ec 593) se convertirá en 
ds2 2 a2g ds 

v* 6 JTi=T2—;(*-*/) (594) , que d a dt- (59S1 

V . 2u2g K ' } 

{ Esta ecuación se integra fácilmente en el caso de ser las oscilaciones 
muy pequeñas, como ordinariamente sucede; porque poniendo por ds el 

adx 
valor —— que se obtiene borrando xt , por ser muy pequeña en 

V 2ax/ * 

comparación de 2axf en la (ec. 5 9 1 ) , se convertirá en 
Ux, i /K2+a2 dx, \ 

dtzz ~ ' X — ( 5 9 6 ) i 

que integrando esta espresion del mismo modo que lo hicimos con la B0 

(§ 436) , tendremos '.ÍT 

| /~¥JZa~2

 a —dx, 4 /W+a~2 * " > L ^ 2 ^ J > J 
t~ñ/ i x S . 1 - \ \ / x a r c . f c ^ - ^ — ) • + € . / . 

a8 y~bx~Px~2 a8 V b / ^ 
Determinando esta integral desde x~b hasta » y =o, resulta que esta 

= * r l / — i 
flg 

y llamando T el tiempo de una oscilación entera, será 
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que haria sus oscilaciones en el mismo tiempo que el péndulo compuesto. 
< 476 Si á una distancia / del ege de suspensión AB (fig. 165) se le 
tira una paralela EF, esta tendrá la propiedad de que todos sus pun
tos harán sus oscilaciones como si estuviesen libres ; porque en virtud 
del principio que precede, estos puntos son otros tantos péndulos sini-
r\"s que oscilan simultáneamente. A estos puntos se les llama centros 

-de^ifila0\fi?^S^>-: -ecj- T\,^ es el ege de oscilación. 
{ 477 Los eges de suspensión y de oscilación son recíprocos ; es de
cir, que si se toma el ege de oscilación EF por ege de suspensión , el 
ege de oscilación se hallará á una distancia M N igual con CD. 
{ Para deniostrarlo observaremos que la distancia CD del ege de os
cilación al de suspensión es dada por la (ec. 599). Pero si se toma el 
ege EF por ege de suspensión, el cuerpo mudara de posición; porque 
EF es una recta determinada en este cuerpo ; y como ignoramos si el 
nuevo ege de oscilación pasará á una distancia MN=CD de EF , re
presentemos esta distancia desconocida MN por V, y por a' la distan
cia del centro de gravedad á EF , y tendremos por la naturaleza del 

a'2+K2 

centro de oscilación Vzzz -— (600). 
d 

Esto supuesto, como la (ec. 599) nos manifiesta que l escede á a, 
sig/**»^?e eJicentjff de gravedad debe estar comprendido entre los 
iS de suspensioTry de oscilación ; por consiguiente entre aya' existi
da relación a-\-a'=-l , que da a'==l—a. 

Por medio de este valor la (ec. 600) se convertirá en 

r=i— }——(601). 
/—a 

K2 

Por otra parte la (ec. 599) nos da l—a~z\— (602); 
a 

luego si sustituimos este valor en el anterior de V, será 

- + / ( : 

, a2 K2 

l - K ¿ ——+a=(ec 599)/ (603). 

a 

«( Por consiguiente cuando se toma EF por ege de suspensión, el ege 
de oscilación LH pasa á una distancia MN de EF, que es precisamente 
Ja misma que separa Jos dos eges AB y EF. 

Del movimiento de un cuerpo libre en el espacio. 

{ 478 Cuando un cuerpo M o un sistema de cuerpos se mueve li
bremente en el espacio, y el punto m del sistema se ha trasportado de 
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m i m' ( f i g . 166), si los otros puntos del sistema han mudado de posi
ción , como todos están unidos invariablemente al punto m , ellos no 
habrán podido tomar esta nueva posición sino por un movimiento de 
rotación alrededor del punto m, ó el cuerpo se habría trasportado per
maneciendo siempre paralelamente á él mismo. Luego se puede conce
bir el movimiento de un cuerpo como compuesto d°-fl£^4os, eLaano 
que trasportase todas las moléculas del ^ l a i c i í í l i páraíeíaméhte 3 ellas 
mismas, y el otro que les imprimiese un movimiento de rotación alre
dedor del punto m. En este movimiento de traslación, el punto m que 
no tiene movimiento de rotación conservará su velocidad primitiva; con 
esta velocidad se moverían todos los puntos del sistema en linea recta 
en el espacio, si n;f hubiese movimiento de rotación. Gomo se puede 
elegir á arbitrio el punto »z, alrededor del cual se supone que gira el 
sistema , se supone que este punto es el centro de gravedad. 
<( 479 Reduciéndose el problema á determinar estas dos clases de 
movimiento, el principio de D'Alembert nos proporcionará hallar las 
ecuaciones del movimiento del centro de gravedad. Para conseguirlo 
descompongamos todas las fuerzas variatrices que obran sobre una mo
lécula dm en tres fuerzas X, Z, U paralelas á los eges coordenados; las 
velocidades comunicadas á dm en el instante di serán Xdt, Zdt, Udt¿ 
por consiguiente para las velocidades impresas al cabo del tiempo íH.fTí 

da; dz du f 
tendremos k-Xdt, \-Zdt, hüdt. * -, 

dt dt ' dt k—^ 
{ Con relación á las velocidades efectivas al cabo del mismo tiempo, 

t dx dx dz dz du du 
serán-—t-d.—, hd.-—, f-d.—: 

di dt dt dt dt dt 
por consiguiente para las cantidades de movimiento perdidas por dm al 
cabo del tiempo t-+~dt, tendremos 

( djc\ / dz \ / dw \ 

Xdt~d.— \dm, (Zdt—d.— Jdwi, ( Udt~d.— jdm; 
y como esto se puede aplicar á todas las otras partículas del sistema , si 
reunimos todas las componentes que obran según el ege de las x , la 
suma de las cantidades de movimiento perdidas en el sentido de este, 

( dx\ 
Xdt—d.—Jdm (604). 

{ 480 Del mismo modo las sumas de las cantidades de movimiento 
perdidas , paralelamente á las otras dos , serán respectivamente 

S . ^Zd í -d . ^d i» (605), S . ^ d í - d . ^ d r a (606). 

{ Pero en el movimiento del centro de gravedad en linr^ r e ^ , basta 

file:///-Zdt
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para establecer el equilibrio el que las tres sumas de todas las compo
nentes de las fuerzas d cantidades de movimiento paralelas á los eges, 
sean nulas separadamente; porque entdnces el uno de los puntos del sis
tema no podrá moverse en ningún sentido , y el equilibrio necesaria
m e n t e se verificará en el sistema. Por lo que igualando á cero las 
(™^^Q4-¡j)&6^&gfy estableceremos la condición de que el sistema no 
puede moverse en virtud w íus cantidades de movimiento que hemos de-

terminado; lo que nos dará las ecuaciones S.í Xdt—d'—)xd/w=o (607), 

S.^Zdí—d.^xdm=o (608), S.^Udt—d.|^xd/H=o (609), 

que dan 
d2x d2z d2u 

S.^-^-dm=:S.Xd/72(6io),S.-^-^-dm—S.Zdm(6i i),S.-^-dm—S.Udm(6i2). 

•{ 481 Para espresar estas ecuaciones en funciones de las coordena-
del centro de gravedad , tenemos por las propiedades de 

este centro Mx~S.xdm , Mz~=S.zdm , Mu~S.udm; 
diferenciando dos veces de seguida estas ecuaciones con relación al tiem
po* confhler%i eiTI&iiL^^ dm como constantes, pues que cuando el tiempo 

„̂ pjlS ¡̂V espacio varían, el cuerpo que se mueve se supone que siempre 
conserva la misma forma, lo que hace que My dm permanezcan en el 

d2x d2x 
mismo estado; por lo que tendremos M—^—S.—^dm (613), 

d V d 2z d2ut ¡f d2u 
M—-=S.—-dm (614), M—-=S.——• dm (615). 

dt2 dt2 K J \ dt2 dt2 K 0 / 

Combinando estas con las (ees. 610, 611, 612) hallaremos 

M^-S.Xdm (616), M^zzS.Zdm (617), M^zzS.Udm (618). 

{ Estas ecuaciones determinan el movimiento del centro de gravedad 
del cuerpo M; porque si se integran nos harán conocer las velocida-

dx dz du, 
des — , — , — 

d i ' df di 
del centro de gravedad paralelamente á cada uno de los eges. 
{ 482 Estas mismas ecuaciones nos dan los medios de demostrar una 
propiedad notable del centro de gravedad. Para este efecto sean Xñ Zñ Ut 

las componentes de la resultante ate* todas las fuerzas variatrices, y ten
dremos MXj—S.Xdm, MZ,—S.Zdm, MU=S.Udm; 
eliminado leparte integral entre estas ecuaciones v las (ees.616,617,618) 

I • • 
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se obtendrá ^ = X , ( 6 i 9 ) , ^zzZ,(6*o)^=U, (621) . 

{ Pero si todas las fuerzas motrices estuviesen inmediatamente aplica
das al centro de gravedad paralelamente á sus direcciones, ellas tendriojf 
por componentes X n Z t , U,; y las ecuador" c~¿vr&»Í& graveZúd 
que serian las de un punto znaterial, se determinarían por las (ees. 426, 
427, 428), y serian precisamente las mismas que las (ees. 6 1 9 , 6 2 0 , 6 2 1 ) ; 
de donde se sigue que el centro de gravedad se mueve como si todas las 
fuerzas del sistema le estuviesen inmediatamente aplicadas. 
{ 483 Para determinar las ecuaciones del movimiento de rotación, 
consideraremos el casernas frecuente del problema general, que es aquel 
en que el cuerpo está movido por una fuerza variatriz que no pasa por 
el centro de gravedad; entdnces tirando por el centro de gravedad G 
(fig. 167) una perpendicular GL sobre la dirección de la fuerza varia
triz, la fuerza MN intentará hacer girar á LG alrededor del centro de 
gravedad G, y hará describir al punto L el círculo LKH; este punto L 
al girar imprimirá al mdvil un movimiento de rotación alrededor de un 
ege que seria perpendicular al plano del círculo LHK y que pasaría por 
el punto G. Estando fijo este ege podemos determinar el movimiento dotr 
rotación alrededor del punto G; porque sean v la "-'locidad rmr^s.^adtm 
al centro de gravedad por la fuerza variatriz, Q la perpendicular GIg 
AZ" la masa del cuerpo, y S.r2dm su momento de inercia; y tendrémb*^ 
que la velocidad angular será dada por la fdrmula (ec. 567 y í) 467) 

vMQ 

si el momento de inercia se toma con relación á un ege que pase por el 
centro de gravedad se reducirá á MK2, y la (ec. 622) se convertirá 

vQ 
e n " = £ 1 ( Ó 2 3 ) ; 

que es la ecuación que determinará la velocidad angular cuando se ha
ya, calculado la velocidad v del centro de gravedad por medio de las 
(ees. 6 1 6 , 6 1 7 , 618) modificadas convenientemente para este caso, y 
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á . 

1 

HIDROST Á T I C A . 

^m^g^'xciones generales acerca de los fluidos. 

484 H e m o s manifestado en la introducción del Tomo primero de 
esta obra, la diferencia que hay entre líquido y fluido; y también he
mos anunciado que la ciencia que trataba del equilibrio de los fluidos 
comprendiendo bajo esta denominación también á los líquidos, se llama 
Hidrostática; y por fluido se entiende en generaV'w/í conjunto ó reunión 
de puntos ó partículas materiales que ceden al menor esfuerzo que se 
hace para separar las unas de las otras. Los fluidos que nos presenta 
la naturaleza no suelen estar dotados de esta fluidez perfecta que su
pone nuestra definición, pues siempre tienen sus partes alguna adheren
cia, y esto produce lo que se llama viscosidad del fluido, y se opone 
mas d menos á la separación de sus partes; pero en la teoría que vamos 
á esponer haremos abstracción de esta adherencia d viscosidad, y solo 
konsiderarémos fluidos perfectos, dejando para después el ver las modi-
LicacjHi^..,"u^dehar tener los resultados teóricos cuando se trate de 
¿icer aplicaeiones'á algunos fluidos en particular. 

485 Los fluidos se suelen dividir en incompresibles, y en compre
sibles ó elásticos. Se llaman incompresibles aquellos que pueden to
mar una infinidad de figuras diferentes, pero ocupando siempre el mis
mo volumen, cuando la temperatura es constante: como son el mercurio, 
el agua, el vino, el aceite &c. ; y se llaman compresibles d elásticos los 
que sin variar la temperatura pueden mudar á un mismo tiempo de for
ma y de volumen por la compresión, y volver á su figura primitiva 
luego que cesa la compresión: tales son el aire, los gases y los vapores. 
Los vapores se diferencian del aire y de los gases permanentes, en q'Ĵ  
pierden su forma de fluidos elásticos, y se reducen á incompresibles o 
líquidos cuando se les comprime hasta cierto punto, d se disminuye su 
temperatura; el aire y los gases conservan siempre su forma propiamen
te fluida d elástica en todas las presiones y temperaturas á que hasta 
ahora se han podido someter. 

Esta división de fluidos en compresibles é incompresibles que se na-
11a adoptada por la mayor parte de los escritores , es errónea (*) 1 P u e S 

(*) En efecto, dicha división está apoyada principalmente en 
esperimento que se hizo en la Academia de Florencia. Se llenaron 
agua varias esferas de oro y <fe otros metales , se cerraron hermética 
mente, se les hizo mudar de figura y por consiguiente de volumen, J 
noto/Lue el agua salía como una especie de rocío por los poros del ffl ̂  
tal i le áuiíde dédugeron que pues el agua pjjf no sufrir aquella compre 
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no se puede decir con verdad que haya fluidos que sean absolutamente 
incompresibles. Sin embargo , como la compresión de los líquidos es 
muy pequeña comparada con su masa, se puede prescindir de ella en 
la mayor parte de los casos prácticos. Por esta causa no resultan gran
des inconvenientes de que se haga la distinción de los fluidos en in
compresibles y elásticos ; pero según mi modo de pensar se deberjí 
desterraren un todo y conservará los flui/^ ^r^'^qu: sop-Jtt-
compresibles su denominación exacta y rigorosa de líquidos , y á los 
que son elásticos la suya propia, f peculiar de fluidos. 

486 Entendido esto, concibamos que ABCD (fig. 168) sea una vasija 
perfectamente cerrada, y que este' llena de un fluido que supondremos 
sin pesantez; si se ha^en dos aberturas FE, III de igual superficie, y 

sion se escapaba por los poros del metal, era una prueba nada equívoca 
de que el agua era incompresible. Esta consecuencia hubiera sido legí
tima , si en el acto mismo en que se hubiese tratado de comprimir la 
esfera , hubiese estallado ; porque entonces se debía inferir que el agua 
por no poderse comprimir habia obligado á romperse la esfera. Pero no 
habiéndose roto , siempre habia de mediar algún tiempo entre princi
piar á atravesar el agua todo el grueso del metal, y aparecer en la su
perficie esterior , y todo este tiempo habia estado comprimida el aguatJf 
Por esta causa convencido el sabio ingles Mr. Centón de la : ;^ictim 
tud de este esperimento , se propuso hacer otros mas^Tta^ecuaaos y decf 
sivos para convencerse de la verdad ó falsedad de esta proposición ;^-f^ 
no siendo conocidos por lo general, no será inoportuno el que los indi
quemos aquí. 

Tomó un tubo de cristal de cerca de dos pies dé largo con una es
fera en uno de sus estremos de pulgada y cuarto de diámetro. Llenó 
con mercurio la esfera y parte del tubo, y lo espuso á que tomase exac
tamente la temperatura de 50o del termómetro de Farenheit ;y estando 
abierto por el otro estremo señaló el parage ó punto donde el mercurio 
permaneció en el tubo , que era cerca de seis pulgadas y media sobre 
la esfera. Después espuso el mercurio á un grado de calor mucho mas 
fuerte , con lo que consiguió que se dilatase hasta llegar al estremo del 
tubo ; entonces lo tapó herméticamente , y reducido después el mercurio 
a los mismos 50o de calor de antes , notó que el mercurio estaba 0,32 
^e pulgada mas alto que antes. Repitió este esperimento con agua pri
vada de aire y halló que cuando por estar tapado el tubo hermética
mente, no cargaba la presión atmosférica sobre su superficie superior, 
estaba 0,43 de pulgada mas alta que cuando estaba abierto el tubo. 
De aquí dedujo, y con razón , que el agua no solo era compresible, sino 
que era 0,11 de pulgada mas compresible que el mercurio. Demostrado 
por este medio que el agua es realmentp compresible?, procedió á esti
mar el grado de compresibilidad correspondiente á cualquier peso da
do. Con este objeto preparó otro tubo dividido con su esfera cornepon-
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se aplican dos émbolos K y L comprimidos por iguales potencias RK, SL 
dirigidas perpendicularmente á las superficies HI, EF, estas potencias 
permanecerán en equilibrio, pues no hay ninguna razón para que la una 
supere á la otra. Luego es necesario que la presión egercida sobre la su
perficie EF se comunique á la superficie HI por el intermedio del fluido; 

que no puede suceder á menos que las partículas de los fluidos no su-
f \ ü por/.y&maf^í "S¿L- T ,Í° I T í a presión. Luego en virtud de esta obser
vación se puede establecer íá proposición siguiente: la propiedad funda
mental que caracteriza á los fluidos y los distingue de los sólidos, y que 
servirá de base para la teoría de su equilibrio y de su movimiento, es 
la facultad que tienen de trasmitir igualmente en todo sentido las pre
siones que se egercen en su superficie. Esta propiedad que está confir-
_ :—. \ -
diente ; llenó la esfera y parte del tubo de agua purgada de aire, 
y dejando el tubo abierto colocó este aparato bajo el recipiente de una 
máquina neumática , y observó el grado de dilatación del agua que 
correspondía á cada grado de rarefacción del aire. Después colocó el 
mismo aparato bajo un recipiente de cristal de una máquina de con
densar el aire , y observó el grado de compresión del agua que corres
pondía á cada grado de condensación del aire que cargaba sobre ella, 

de este modo halló por repetidos esperimentos á la temperatura de 
o° Y^tj^uciiido el jgo.rcurio en el barómetro se hallaba en su altura 
odia, flUtí'eTífruTa se dilato una parte en 21740 privándola del peso de 

atmosfera; y que el agua hallándose comprimida por una presión 
equivalente á dos veces el peso de la atmosfera se comprimía una parte 
en 10870 de su total volumen. Halló también que el agua era mas com
presible en el invierno que en el verano; pero observó lo contrario en 
el espíritu de vino y aceite de olivo. 

Por el resultado de sus esperimentos formó la tabla siguiente cuan
do el barómetro se hallaba á 29 pulgadas y media (inglesas) , y el ter
mómetro de Farenheit á 50 o . 

Compresión de Millonésimas partes. Peso específico. 

El espíritu de vino 66 846. 
El aceite de olivo 48 918. 
El agua de lluvia 46 1000. 
El agua de mar 40 1028. 
El Mercurio 3 13595* 

De todos estos esperimentos se puede deducir con exactitud que nin
gunos fluidos son absolutamente incompresibles. 

Mr. Beudant ¥h su Física impresa en ioi$ indica que hay mucl!üS 

ohjecione: que hacer á los espenmetilos de Mr. Cantón; pero no esj>tf& 
cuales-1 son. 

/ / <* 
/ * 
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mada por la esperiencia y reconocida por todos los Geómetras y Físicos, 
es la que sirve de base á toda la Hidrostática, y se conoce bajo la deno
minación de principio de igualdad de presión. 

487 Para espresar esta propiedad por una ecuación, consideraremos 
primero los fluidos incompresibles. Supongamos que B E (fig. 169) sea 
una vasija prismática recta puesta sobre un plano horj^ont^jjno, y llê ra 
hasta una cierta altura BG de un líquido tL o*el agua. Supongamos 
que se cubra este líquido por un émbolo horizontal GD que cierre la va
sija exactamente, y para mayor sencillez prescindamos de la pesantez del -
líquido, de modo que este no egerza por. sí mismo ninguna presión sobre 
las paredes déla vasija; en fin, supongamos colocado sobre "el émbolo un 
peso dado P, que si s/ quiere podremos concebir que sea el peso mismo 
del émbolo. En este caso ía base horizontal del prisma se halla compri
mida en virtud del principio que acabamos de establecer, del mismo mo
do que si el peso P estuviese inmediatamente puesto sobre esta base y 
se distribuyese uniformemente en toda su estension; todos los puntos 
de esta basé suftirárupresiones-verticales iguales entre sí: de manera que 
si espresamos por É Ta superficie B A de la base, por a una parte de esta 
superficie, y;porp la.presión que sufre esta parte a de la base, tendré-

aP j 
rnos J:a:;P:pz= : '§ 

A • / 
luego esta presión que sufre a podremos concebir que equivale á una /«('--. 

za vertical aplicada en el centro de gravedad de la superficie a é igual 

aP 
co» ——. Pero en virtud del citado principio, la presión que el peso P 

A. 
egerce en la parte superior del fluido, se trasmite por él no solamente á 
la base de la vasija, sino también á todas las demás paredes : de modo 
que todos los puntos de la vasija se hallan igualmente comprimidos en di
recciones perpendiculares á sus paredes; y tomando una parte a de su
perficie sobre una de las caras laterales del prisma, sufre la misma pre-

Pa 
slon~¿T ^ U G S* * " o r m a s e P a r t e ^e I a base horizontal. Otra porción cual-

, . , Pb 
quiera b de superficie sufrirá una presión espresada por ; 

A. 

y formando proporción deduciremos que las presiones que sufren dos por
ciones cualesquiera del fondo ó paredes de una vasija, son proporciona
les á las superficies de estas porciones. 

488 En general, supongamos que la vasija tt.—Ja forma de un po
liedro cualquiera (fig. 170) que esté cg ,'ado por todas p"artes , y exacta
mente lleno de un líquido sin pesantez. Concibamos que la cara C D del 
poliedro se remplace por un émbolo; apliquemos á este emboto u.\ fuer-

La T . m. P . 1. V 
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za dada P perpendicular á la superficie del líquido adyacente. E l fluido 
no se pondrá en movimiento por esta fuerza, pues que no tiene por don
de escaparse y lo suponemos incompresible; y en vir tud del citado prin
c ipio , la presión que egerce sobre la superficie adyacente, se trasmitirá 
por el intermedio del líquido sobre todas las caras del poliedro. Todos 
2 s puntos de la superficie del embolo estarán igualmente comprimidos 
desden tro ál^!ívi^i^¡''^\'\mes perpendiculares á Jas paredes; luego si 
se espresa por a una parte de superficie tomada en estas paredes d sobre 
la superficie del émbolo, la presión se?xá una fuerza perpendicular á su 

aP 
plano , aplicada á su centro de gravedad é igual con ——, espresando 

V siempre A la superficie entera del émbolo. 
489 Este resultado se estiende sin dificultad al caso en que una de 

las paredes de la vasija sea una superficie curva continua d discontinua: 
basta entdnces descomponer esta superficie en elementos infinitamente 
pequeños, que se considerarán como superficies planas de un poliedro de 
una infinidad de caras; y si se espresa por co la superficie de uno de es-

. Peo 

tos elementos, se tendrá para la presión que sufre, siendo P la fuer-

Vi y^f"^-* • —- ^ • • " - t 1 aplicada á la superficie A. Y espresando porj) 

M presión constante que sufriría una superficie plana igual á la unidad 

P 
de superficie, se tendrá - ~ = p , que da P=pA (624). 

A 

ji . . , Pa Peo 
Si sustituimos este valor de P en las espresiones ——- y , 

A A 
se nos convertirán en p a , que espresará la presión sobre la superficie igual 
con a; y en peo que espresará la que sufre la superficie co. 

490 Guando concibamos que el líquido contenido en la vasija esta 
dotado de su pesantez, también trasmite las presiones que se egercen 
en su superficie del mismo modo que cuando carece de pesantez; pero 
ademas egerce sobre las paredes de la vasija una presión debida á su 
peso, y variable de un punto á otro de estas paredes. Lo mismo sucede 
con una masa fluida en equilibrio, cuyas mole'culas están solicitadas por 
fuerzas variatrices dadas y que este contenida en una vasija cerrada por 
todas partes. Si las paredes de esta vasija son necesarias para el equili
brio , de modo que no se pueda hacer en ella una abertura sin que el 
líquido deje de escaparse al instante, es necesario concluir de aquí q u e 

estas paredes sufrir •» cefla punto una presión particular dirigida de 
dentro á fuera, según la normk1 á la superficie de la vasija; porque 
solo sobre esta normal, es sobre la que uua superficie puede sufrir una 
p r e s i ^ y ¿estruir la por su resistencia (63). 
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491 La magnitud de esta presión en cada punto nos es desconocida; 

depende de las fuerzas variatrices dadas y de la posición del punto, y 
manifestáronlos después el método de determinarla; pero no será inopor
tuno el manifestar desde luego cómo se mide esta presión variable. Como 
ella muda en general de un punto á otro, solo se la puede suponer cons
tante en rigor en una estension infinitamente neaue" • >s para útimt 
la presión que sufre un elemento determinaao ue la" superficie, se con
cibe una área plana que se toma yor unidad, y que se halle comprimida 
en toda su estension del mismo modo que lo está este elemento; y es
presando p la presión total que sufre esta área y co la estension infinita
mente pequeña del ele/nento, el producto peo representará la presión de 
este elemento. La ctJütidad p es lo que llamaremos la pi'esion en cada 
punto de la vasija referida á la unidad de superficie ; cuando se ha lle
gado á determinar en función de las coordenadas de este puntó, sé tiene 
la presión pa/ sobre un elemento cualquiera; de donde se concluye por las 
reglas del cálculo integral la presión sobre una porción plana de la su
perficie de la vasija. Se encuentra también el punto de aplicación de esta 
fuerza por medio de la teoría de los momentos de las fuerzas paralelas. 

Esto supuesto, concibamos que se quita una porción plana de la su
perficie de un vaso y que se remplace por un émbolo de la misma es-/ 
tensión; supongamos también que se aplique á es,te émbolo una fuer.Ii. 
igual y contraria á la presión que sufre la vasija en-ca-rcqjarage , f tel
áremos que el equilibrio subsistirá del mismo modo que antes; y t{™j-
poco se turbará si á esta primera fuerza se añade una fuerza cualquie
ra P; porque estando en equilibrio las fuerzas aplicadas á las molécu
las , esto viene á ser lo mismo que si dichas fuerzas no existiesen y solo 
quedase la fuerza P, que como hemos visto (488) no debe turbar el equi
librio; y la presión que egerce sobre la superficie del fluido adyacente 
al émbolo, será trasmitida por el fluido igualmente en todos sentidos-
por consiguiente la presión p referida á la unidad de superficie, se ha
llará aumentada en cada punto de la vasija en una cantidad constante 

,
 P 

e igual á —siendo A la estension de la superficie plana del fluido en 
A 

contacto con el émbolo. 
492 Es muy importante el distinguir bien las dos clases de presio

nes que sufren las paredes de la vasija que contiene un fluido en equili
brio; la una se debe á las fuerzas motrices de las moléculas del fluido, 
y varía de un punto á otro de la vasija; la otra, constante para todos 
estos puntos, proviene de las presiones que se egercen directamente en la 
superficie y que son trasmitidas sobre todos los puntos por el intermedio 
del fluido. Estas dos presiones obran jimttt&ln CÍTU^UIJÍÍ) , y de su suma 
resulta la presión total. ^ v 

493 En virtud de todo lo que acabamos de esponer, un fbuklo in
compresible contenido ̂ u n vaso fijo de posición, se debe c#nsii\rar co-



268 TRATADO EDEMENTAD 
mo una verdadera máquina; porque una máquina en general es un apa
rato por medio del cual una fuerza obra sobre puntos que están fuera de 
su dirección, y produce sobre estos puntos un efecto mayor d menor que 
si estuviese aplicada á ellos inmediatamente; y esta misma circunstan-
aa es Ja que se verifica en una fuerza aplicada á la superficie del líqui-
drl̂ por medk^rá^^n.eiJibulf>: pues que ella obra por el intermedio del 
fluido sobre todos íospunfó's de la vasija, y egerce sobre cada porción 
plana de las paredes una presión igual.á su intensidad multiplicada por 
la relación de la superficie de la pared con la del émbolo. 

494 El principio de igualdad de presión en todos sentidos conviene 
también á los fluidos elásticos; pero con relación á estos no es necesario 
el que obren sobre sus mole'culas fuerzas motrices, d que se egerzan 
presiones sobre su superficie, para que ellas mismas compriman las pa
redes de Jas vasijas que las contienen; pues basta para esto su elastici
dad , en virtud de la cual estos fluidos hacen esfuerzo continuamente 
para dilatarse y ocupar un volumen mayor. Así, si suponemos que una 
masa de aire d de un gas cualquiera esté contenida en una vasija cerra
da por todas partes, y se hace abstracción de la pesantez del fluido, las 
paredes de la vasija sufrirán presiones iguales en todos sus puntos y di

rigidas de dentro á fuera según las normales de estas paredes. La pre
san r^f^¿a Cl Ia ufú^,ad de superficie será la misma en toda la esten-
ski aeía^ílfffi+y- para determinarla, se hará una abertura en un pa-

. r.^> del vaso tomado á arbitrio; se le aplicará un émbolo, y á este ém
bolo la fuerza necesaria para mantenerle en equilibrio; esta fuerza será 
igual y contraria á la presión que sufre el émbolo; dividiéndola por el 
área de la base del émbolo se tendrá la presión referida á la unidad 
de superficie: y se hallará siempre el mismo cuociente cualquiera que 
sea el parage de la vasija en que se haya aplicado el émbolo. Si por 
egemplo la vasija estuviese representada por la (fig. 171) y estuviese llena 
de un fluido elástico, las fuerzas que será necesario aplicar á los dife
rentes émbolos CD, CD', C 'D", C f f c . para impedirles el resbalar, serán 
proporcionales á las bases A , A', A" &c. de estos émbolos, y la rela
ción de cada fuerza en su base será la misma para todos los émbolos. 

Cuando se tenga en consideración la pesantez del fluido, d mas ge
neralmente, cuando sus moléculas se hallen solicitadas por fuerzas va
riatrices dadas, la presión variará de un punto á otro de la vasija, se
gún una cierta ley que trataremos de determinar en lo sucesivo. 

495 La presión constante que un fluido elástico egerce contra las pa
redes del vaso que le encierra y que no se debe á su pesantez, sino so
lamente á su elasticidad, depende de la materia del fluido, de su den
sidad y de su temperatura; y á esta presión se le llama también la fuerza 
elástica del fluid/: nfi* Vspev^cia ha demostrado que para un mismo 

fluido tomada á una misma temperatura, es proporcional á la densidad; 
de manera que espresando la presión por p , y la densidad por D, se 
tiene ejrcadi fluido p—KD (625), 

1 « ^ 
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siendo K un coeficiente que solo depende de la materia,y temperatura 
del fluido. 

Ecuaciones generales del equilibrio de los fluidos. 

496 Para tratar la cuestión del modo mas general consideremos ur 1 
masa fluida ^ya sea homogénea ya heterogen " r ó incompresi
ble, cuyas moléculas todas estén solicitadas por fuerzas variatrices dadas, 
y propongámonos espresar por ec- piones las condiciones de su equilibrio. 

Sean x, z, u las coordenadas rectangulares de un punto cualquiera 
de esta masa paralelas á los eges AX, AZ, AU (fig. 172). Supongamos 
para fijar las ideas qup el plano dé las xz sea horizontal y esté situado 
encima de la masa fluida BCDL, y el ege vertical AU situado por de
bajo de este plano. Espresemos por X, Z, U las sumas de las componen
tes paralelas á los eges de las x, de las z y de las u, de las fuerzas 
variatrices que obran sobre este punto. Dividamos la masa fluida en una 
infinidad de elementos infinitamente pequeños.por planos paralelos á los 
de las coordenadas, é infinitamente próximos los unos á los otros; estos 
elementos serán paralelepípedos rectangulares que tendrán sus lados pa
ralelos á los eges de las coordenadas é infinitamente prdximos los unos 
á los otros , y ademas estos mismos lados serán iguales á Jas difieren 
cíales de las coordenadas; las dos bases opuestas h""'zonta d¿) ^ coiT> 
responde á las coordenadas x, z, u, y que está representado en la figu 4, 
serán iguales á dxdz; su altura vertical será igual á du, y el produjo 
dxdzdu espresará su volumen. La densidad del fluido se puede conside
rar como constante en toda la estension de este elemento; luego si la es
presamos por D, y por dm la masa, se tendrá drn=Dxdxdzdu (626), 
siendo D una cantidad constante en los líquidos homogéneos, y una fun
ción de x, z, u en los fluidos heterogéneos y en los elásticos homogé
neos que no estén comprimidos igualmente por todas partes. En esta 
misma estension del elemento dm, las fuerzas X, Z ,U se pueden tam
bién considerar como constantes; por consiguiente Xdm, Zdm, Udm, 
serán las fuerzas motrices de dm paralelas á los eges AX, AZ, AU. 

497 Esto supuesto, debemos observar que el paralelepípedo dxdzdu 
está comprimido de fuera á dentro sobre sus seis caras por el fluido que 
lo rodea; y que las presiones que sufre deben hacerse equilibrio con las 
tres fuerzas Xdm, Zdm, Udm. 
Luego si espresamos por p la presión vertical referida á la unidad de 
superficie que se egerce sobre la base superior dxdz según la dirección 
cb, como esta presión vertical varía con la posición del elemento que se 
considera, resulta que la cantidad p , que representa su valor y que se 
refiere á un elemento cualquiera, es una función de x, z, u. 

Ahora, si x y z permanecen las mi?- .«s, y u se conr^c^íe en w-f-dw, 

tendremos que p se convertirá en p-\——xdu. 
du J \ 
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y espresará la presión vertical referida á la unidad de superficie que se 
egerce sobre la base inferior del elemento dxdzdu; 
de donde se sigue que las presiones verticales y contrarias que este ele
mento sufre sobre sus dos bases horizontales según las direcciones cb 

\ • i í / dp \ 
y n b i son i^ñi^lí-^^i.jy (p-*-—xd\i\dxdz; 

la primera coopera á bajarla, y la segada á elevarla; por consiguiente 
es necesario para que este elemento permanezca en equilibrio que el es
ceso de la segunda sobre la primera sea igual á la fuerza vertical Udm: 

dp i 
lo que da —xdudxdz=Udm (627). ™ 

du 

dp 
Y poniendo en vez de dm su valor (ec. 626) será -p5=DZ7 (628). 

Igualmente , si espresamos por q y r las presiones laterales egercidas 
sobre la unidad de superficie, y que obran contra las caras dxdu, dzdu. 

[A obtendrá — —DZ (629), — — D X (630). 

l'como por el principio de igualdad de presión (486), en todos los pun-
de una misma mole'cula egercerá el fluido una presión igual, ten

dremos que p=q=r; 
por lo que las tres ecuaciones anteriores se nos convertirán en 

^ = 2 H 7 ( 6 3 i ) , ^ D Z (632), ^ D X (633), 
du dz dx 

que son las ecuaciones generales del equilibrio de los fluidos. 
498 Las condiciones de equilibrio que espresan, se reducen en cada 

caso particular á que se pueda hallar para p una función de x, z , u que 
satisfaga á un mismo tiempo á estas tres ecuaciones; pero si se multi
plica la primera por du, la segunda por dz, la tercera por dx, y se su
man, se tendrá dp=D(Xdx-+Zdz~t-Udu) (634). 

Luego será necesario para que el valor de p sea posible, que la espre
sion D(Xdx-+-Zdz-hUdu) sea una diferencial exacta de una función de 
las tres variables x, z, u. Recíprocamente, cuando quede satisfecha esta 
condición, será p igual con la integral de esta espresion, y se satisfará 
de este modo á dichas ecuaciones. 

499 Este valor de p espresa la presión referida á la unidad de su-
perficie que el fluido en un punto cualquiera, cuyas coordenadas 
son x, z, u y que puede es'ñl\"ituado en su interior ó en su superp' 
cié; luegt/si la masa fluida BCDL está contenida en una vasija, se ten
drá laJ^resion que sufre esta vasija en cada uno de sus puntos, sustitu-
yep.df-en ei valor de p las coordenadas de es¿r punto en vez de x,%iui 
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esta presión será siempre destruida, con tal que las paredes de la vasija 
sean capaces de una resistencia indefinida; pero en los parages en que la 
vasija está abierta y donde el fluido está enteramente libre, nada puede 
destruir la presión que egerce; por consiguiente es necesario que el va
lor de p sea nulo por sí mismo para todos los puntos de la superficie 
libre de una masa fluida en equilibrio, 

500 En los fluidos elásticos, esta eond' ' J "-.^ puv.de quedar sa
tisfecha; por lo que siendo la presión proporcional á Ja densidad (495), 
mientras que Ja densidad no s r . nula tampoco lo será la presión; luego 
un fluido elástico no puede nermanecer en equilibrio á menos que no es
té contenido en una vasija cerrada por todas partes (*); d bien á menos 
que su masa, como lr de la atmdsfera por egemplo, no se estienda inde
finidamente en el espacio. 

501 Debiendo ser nula la presión p en la superficie libre de un flui
do incompresible en equilibrio, se sigue que la ecuación diferencial de 
esta superficie es dp=o, lo que (ec. 634) da Xdx+Zdz+Udu—o (635). 

502 Esta seria aun la ecuación diferencial de esta superficie si *el 
fluido sufriese en ella una presión constante; como si por egemplo la at
mdsfera la comprimiese igualmente sobre toda su estension. 

503 También se verifica que la resultante de las fuerzas variatri
ces X, Z , U, que obran sobre cada punto del fluido situado en su su
perficie , debe ser perpendicular á esta superfici. •>,><• --• resís
tante de las fuerzas que obran sobre una molécula esterior del fluido no 
se dirigiese según la normal, se descompondría en dos, la una tangente 
y la otra normal á su superficie; y nada impediría á la fuerza tangente 
el hacer resbalar á la molécula sobre esta superficie; por consiguiente el 
equilibrio no puede existir mientras que la superficie del fluido no sea 
perpendicular en todos sus puntos á la dirección de esta resultante. 

5°4 Supongamos ahora que el fluido en equilibrio sea homogéneo é 
incompresible. La densidad D es entdnces una cantidad constante; lue
go es necesario (498) que las fuerzas dadas X, Z , U, sean tales que 
la fórmula Xdx-i-Zdz-h-lJda sea una diferencial exacta de una función de 
tres variables independientes. Si esto no se verifica, el equilibrio será 
imposible en la masa fluida, cualquier forma que se le dé, y aun en el 
caso de que estuviese contenida en una vasija cerrada por todas partes. 

Esta condición está satisfecha con relación á las fuerzas de atracción 
dirigidas hacia centros fijos, y cuyas intensidades son funciones cuales
quiera de las distancias á estos centros (376); por consiguiente el equi
librio es posible en un líquido homogéneo, cuyos puntos están atraídos 
hacia uno d muchos centros fijos, y que estin sometidos ademas á sn 
atracción recíproca; más para que se verifique es necesario que la resul
tante del fluid) sea perpendicular á la res>',+"-Jt todas estas fuerzas 

(*) Esto confirma la exactitud con que en la introducciones!primer 
tomo de esta obra definimos los cuerpos que eran verdaderam^ittWn'xdos. 

http://puv.de
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de atracción en todos los parages en que el íluido no esté apoyado con
tra las paredes de una vasija inmutable; en virtud de esta condición se 
determinará en cada caso particular la figura del líquido que convie
ne al equilibrio. 

Si por egemplo solo existe una fuerza de atracción dirigida hacia el 
punto K , la figura de la masa B C D L necesaria al equilibrio será una 
esfera que té1ttfr%^4t&x£?i¿i al punto K, cualquiera que sea la ley 
de esta fuerza. * 

Este resultado se puede obtener (facetamente de este modo: tome
mos el centro de atracción por or igen, y «ean x, z , u las coordenadas 
del elemento dm; y tendremos que la distancia de dm al origen estará 

espresada (II. 181) por Vx2-^z2+u2. K 
Si espresamos por r esta distancia, y por X la fuerza de atracción, 

esta fuerza X formará con los eges coordenados ángulos que tendrán por 

x z u 
cosenos — , — i i j 

r r r 

por consiguiente si X, Z, U son las componentes de \ paralelamente í 

^los eges , tendremos (§34) X=X—, Z=X—, U=X—; 
r r r 

íiflf&xi&j''valores en la (ec. 635) resultará para la superficie 

del fluido, la ecuación —(xdx-hzdz-+-udu)=o; 

4. • \ 
en donde suprimiendo el factor — , multiplicando por 2 é integran-

d o , se tiene x2+z2-hu2=C; 
ecuación que corresponde (II. 342) á la superficie de una esfera. 

Guando este, centro se aleja al infinito , la dirección de la fuerza 
viene á ser paralela á ella misma en toda la estension de la masa flui
da , y entdnces la superficie de equilibrio es un plano perpendicular 
á esta dirección:' Este caso es el de la pesantez ; luego un líquido pe
sado y homogéneo contenido en una vasija abierta en su parte supe
rior , permanece en equilibrio cuando su superficie es horizontal ó per
pendicular á la dirección vertical de la pesantez; recíprocamente, cuando 
este líquido está en equilibrio, su superficie es perfectamente horizontal 

La superficie de un fluido estancado de una grande estension no es 
y a una superficie plana ; es una porción de superficie --esférica cu)'0 

centro es el de la tierra , atendido á que en este caso la" pesantez n° 
se puede considerar r.v:\"')a fuerza paralela á ella misma , sino como 
una fuerza <''..¿ida constauttrn.-* \te hacia el cen t ro , al menos haciendo 
abstraccAí^i de la fuerza centrífuga y del aplanamiento de la tierra. 

5 0 L a s fuerzas de atracción ó de repulsión dirigidas,hacia centres 

/w • y 
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fijos, y cuyas intensidades son funciones de las distancias á * sus cen
tros rijos respectivos , comprenden todas las fuerzas de la naturaleza 
que pueden obrar sobre los puntos de un cuerpo en reposo ; por lo que 
consideraremos la fdrmula Xdx-hZdz-hUdu 
como una diferencial exacta, y espresarémos por <f> su integral; de ma
nera que fp será una función dada de x, z, ?Í. v tal r^f s^tenga 

Xd x+Zdz-+-Udu=d <p' fa^S^y^ 
Igualando esta función <p á una «pstante arbitraria, se tendrá la ecua
ción de una infinidad de superficies que no difieran entre sí, sino por 
los valores de esta constante^ 

La ecuación diferencial d<p=o d Xdx+Zdz-\~Udu=o, 
será común á todas ea/as superficies ; de donde se sigue que todas ellas 
tendrán del mismo modo que la superficie estertor de la masa fluida, 
la propiedad de cortar á ángulo recto en cada uno de sus puntos á la 
dirección de la resultante de las fuerzas dadas X, Z , U; 
y por esta razón se les llama superficies de nivel. Si se hace crecer 
por grados insensibles la constante arbitraria que entra en su ecuación 
general, se tendrá una serie infinita de estas superficies que dividirán 
la masa fluida en una infinidad de capas de un espesor infinitamente 
pequeño, cada una de las cuales estará comprendida entre dos super- y 
ficies de nivel , y que se llaman capas de nivel. T 

En los fluidos pesados, por egemplo, las capas'Í^Kví-^SWl^^^zorví 
tales; y son esféricas y concéntricas cuando todas las moléculas de'j^ 
masa fluida son atraídas hacia un punto fijo que sea el centro común 
de estas capas. 

Esta división de una masa fluida en capas de nivel que conviene tanto 
á los fluidos incompresibles como á los elásticos, nos va á suministra*? 
un enunciado muy simple de las condiciones de equilibrio de estos fluidos. 

5°6 La (ec. 634) combinada con la (ec. 636) nos da dp=J>xd<p (637), 
Si el fluido es siempre incompresible, pero heterogéneo, el valor D 

será variable; más para que el producto Dxd<p sea una diferencial exacta, 
es preciso que el factor D sea una función de la variable <p, función que 
puede tener por otra parte la forma que se quiera. Siendo esto así, la 
presión p será también una función de <f>; luego la presión y la densidad 
serán constantes siempre que lo sea <p, y por consiguiente serán las 
mismas para todos los puntos de una misma capa de nivel. Luego una 
masa fluida heterogénea no puede permanecer en equilibrio, á menos 
que cada una de sus capas de nivel no sea homogénea en toda su es
tension. Esta condición será la única necesaria, cuando el fluido esté 
contenido en una vasija cerrada por todas partes; si está abierta por 
un parage, será necesario también que la superficie esterior del fluido 
sea perpendicular á la dirección de la jppÉWíSl^l^^^uerzas que le 
son aplicadas. La ley de la densidadíd^pasar de una capaNLptra , de
penderá del valor de D en función de <P; cuando el valor de J^£ a dado 
se concluirá el de p , integrando la fdrmula JDxdf. 
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En el caso en que las fuerzas aplicadas á las moléculas fluidas se 

reduzcan á una sola dirigida hacia un punto fijo, será necesario para 
el equilibrio que la masa entera se componga de diferentes fluidos ho
mogéneos superpuestos en capas esféricas y concéntricas alrededor del 
centro de acción de la fuerza. 

Resulta ^ d i ^ n o i y u y e tienen muchos líquidos pesados de dife
rentes densidades cowehiáoi' en una vasija abierta en su parte superior, 
se verificará el equilibrio cuando tod*¿Jos líquidos estén superpuestos en 
capas horizontales ; el espesor y la densidad de cada capa serán arbitra
rios : si se tienen dos líquidos por egempío, bastará para el equilibrio 
que su superficie de separación y la superficie eme termina el líquido 
superior sean planos horizontales, V 

Las condiciones de equilibrio quedarán igualmente satisfechas , sea 
que el líquido mas denso ocupe el fondo de la vasija, sea que ocupe su 
parte superior; pero si se atiende á que el equilibrio de un sistema de 
cuerpos solo puede ser estable ó permanente cuando su centro de grave
dad está lo mas bajo posible, pues de lo contrario el equilibrio será ins
tantáneo, será necesario que el líquido menos denso sea el que sobrenade; 
porque solo entdnces es cuando el centro de gravedad de todo el sistema 
^e hallará lo mas bajo posible; en el caso contrario, cuando por cualquier 
Jjccider^teise separe ej sistema algún tanto de la posición de equilibrio, 

j\mas*volTér'ffr Wle "estado, 

íiculo de la presión debida á los fluidos, y uso del areómetro para de
terminar los pesos específicos de las diversas sustancias. 

507 El cálculo de las presiones que los fluidos pesados egercen sobre 
las paredes de las vasijas que los contienen, es de la mayor importancia; 
pues este es uno de los puntos que presenta resultados mas notables y 
de que se hacen mas numerosas aplicaciones. 

Para fijar las ideas, supongamos que el agua es el fluido pesado que 
consideramos, y que está contenida en una vasija ABGD ( f i g . 173) de 
una forma cualquiera , abierta en su parte superior, y cuyo fondo d la 
base AB es un plano horizontal colocado sobre un plano fijo. El agua se 
eleva hasta una cierta altura en esta vasija; en el estado de equilihrio, 
su superficie superior A'B' que se llama su nivel es plana y horizontal; 
tomemos este plano por el de las coordenadas xz, y entdnces el ege de 
las u es vertical; por lo que lo supondremos dirigido en el sentido de 
la pesantez que llamaremos g. De este modo, las componentes X y % 
son nulas; porque la pesantez que es Ja sola fuerza que consideraremos 
no egerce ningún impulso en el sentido de los eges de las x y de las ¡V 
y se tiene solamente U—g; 
por lo que la (e% <-£ --¿c u-.^irá á dp=Dgxdu, siendo Z> la densidad 
del agua¿j^.e'integrando da p=ÉS^gM (638). 
No se a^ide constante porque la presión p debe ser nula en el nivel del 
agua/j^ndflfse tiene «=o. 
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508 Este valor de la presión es el mismo para todos los puntos que 
están á la misma profundidad debajo del nivel del agua; aumenta con 
esta profundidad, y es el mayor sobre el fondo de la vasija. Si se es
presa por h la altura del nivel A'B' sobre la base AB de la vasija: por 
b la superficie de esta base: por P la presión total que sufre; y se ob
serva que todos los puntos de esta base horizontal están igualmente com
primidos, se tendrá P~bp (639), , ¿ r ^ V mT' t 
pues que p es la presión referida á la uniu&rar Je-Superncie; y sustitu
yendo en vez de p su valor Dgw^resultará P—Dgub, 
ó llamando h la altura u del «fífvel del fluido sobre el fondo de la va
sija , se tendrá P=Dghb (G^o). 

El producto bh es el volumen de un cilindro que tiene por base la 
de la vasija, y por ajftura la del nivel del agua; el producto Dghb es 
(164) el peso de este cilindro lleno de agua; luego la presión que sufre 
la base es igual al peso de este volumen de agua. 

509 De donde resulta que la presión P es independiente de la fi
gura de la vasija; y que siempre que permanezca la misma el área de 
su base y la altura de nivel, aunque la figura de la vasija tenga la forma 
que se quiera, la presión conservará el mismo valor. 

Así, si se toman tres vasijas (fig. 174) que tengan bases iguales pues
tas sobre un mismo plano horizontal, de las que una se eleve ensan-, 
chándose, otra encogiéndose, y la tercera sea cilindrica y vertical, t 
se llenan las tres de un mismo fluido pesado hasJtSumu *httntlüT^ltu/¡JÍ, 
sus bases sufrirán presiones iguales, aunque las cantidades de fluido c(n-
tenidas en estas vasijas puedan ser tan diferentes como se quiera. Este 
resultado notable está plenamente confirmado por la esperiencia. 

510 Concibamos ahora que sobre el agua en equilibrio en la vasija 
ABCD (fig. 173), se derrame un nuevo fluido cuya densidad sea D', que 
su superficie superior A^B" sea horizontal como la del agua, y que se 
eleve en la vasija á una altura h' sobre el nivel A'B' del agua. Estos dos 
fluidos permanecerán en equilibrio en la vasija; el nuevo fluido eger-
cerá una presión igual sobre todos los puntos de la superficie del agua 
que forme su base horizontal; y espresando la superficie de la base A'B' 
por b', la presión total que sufre esta superficie será igual á D'gh'b', 
y se trasmitirá por el intermedio del agua sobre el fondo AB de la va
sija. Por lo que resultará sobre este fondo, cuya superficie es^, una nue
va presión igual á D'gh'b; 
luego la presión total que los dos fluidos reunidos egercen sobre la base 
horizontal de la vasija, es igual á Dghb-h-D'gh'b. 

Si se derrama un tercer fluido en la vasija cuya superficie superior 
A^B'" sea plana y horizontal como la de los primeros, el equilibrio no 
se turbará; y siendo D" la densidad de este tercer fluido, h" la altura 
de su nivel sobre el del segundo, d sohg^ÉBI^I^^Ja superficie su
perior de este, se tendrá D"-gh"b" •'^ñTlz. presionqul^^fre esta su
perficie por parte del tercer fluido. Esta presión se trasmite^or el in-
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termedio del segundó fluido sobre la superficie A'B' del primero ; so
bre esta superficie cuya área es 2>', la presión trasmitida viene á ser 
D" gh"b'; elia se trasmite de nuevo por el intermedio del primer flui
do sobre el fondo AB de la vasija, y resulta sobre este fondo una pre
sión igual á D" gh"b\ 
luego la presión total que los tres fluidos superpuestos egercen sobre el 
fondo de la ^asij^esit-ua^á Dghb-t-D'gh'b-hD''gh"b. 

Continuando asi[ ir^^írterposicion de fluidos de diferentes densida
des , se determinará la presión qu^jegerce un número cualquiera de 
ellos en equilibrio en una vasija sobre s d base horizontal. Esta presión 
solo depende de la estension de esta base ^ de las alturas de las dife
rentes capas fluidas y de sus densidades. En eJ caso que la vasija es 
cilindrica y vertical, esta presión es precisamen\ igual á la suma de 
los pesos de todos los fluidos ; ella no muda de valor aunque varíe la 
forma de la vasija , con tal que no sufra alteración la base , el espesor 
ni la densidad de cada capa fluida. 

511 Como este resultado es independiente del espesor de las capas 
fluidas superpuestas , subsiste igualmente cuando estas capas vengan á 
ser infinitamente delgadas , d lo que es lo mismo, cuando la densidad 
de la masa fluida varia de una manera continua; por consiguiente este 

Resultado es el mismo para los fluidos elásticos. 
|, Seria aun verdadero, si la pesantez en vez de ser constante, variase 
dV untfoípa Ma ovia con la densidad; lo que sucede cuando la altura 
vertical de la masa fluida es bastante grande para que la variación de 
está fuerza venga á ser sensible. Así, por egemplo, la presión que la 
atmósfera egerce sobre una superficie plana y horizontal, es igual al 
peso de la columna de aire cilindrica y vertical que tiene por base 
esta superficie , y que se estiende hasta el limite de la atmósfera. 

Supongamos ahora que una de las paredes de un vaso lleno de agua, 
es plana y no horizontal; y propongámonos determinar la presión que 
sufre. Como todos los puntos de esta pared inclinada no están igualmen
te comprimidos, descompongámosla en elementos infinitamente pequeños; 
sea co «uno de sus elementos , y u la distancia al nivel del agua en el 
vaso; la presión sobre este elemento estará espresada (508) por Dguco. 

Como las presiones de todos los elementos son fuerzas perpendicula
res á la JDared y paralelas entre sí , se tendrá su resultante tomando 
su suma d tomando la integral de Dguco, estendida al área entera de 
la pared. Pero en virtud de las propiedades del centro de gravedad 
(174), Ja jntegral de uoo es igual al producto au/, espresando por a la 
superficiet"de la pared, y siendo u, la distancia de su centro de gravedad 
ai nivel del agua; luego á causa de que los factores D y g son constan
tes, la integral de Dguco ó la presión sobre la pared será igual á Dgau/, 
resultado que nos o.¡ y:..¿¿>e esta presión solo depende de la esten
sion de laj^Z'éa y de la projúJu¿*dad de su centro de gravedad sobre 
el nivel jfi'l agua ; si se hace girar esta pared alrededor de su centro 
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de gravedad , la presión que sufre permanecerá siempre la misma, é 
igual al peso de un cilindro de fluido que tiene por base la pared y 
por altura la distancia de su centro de gravedad al nivel del fluido. 

Cuando la vasija contenga muchos fluidos de diferentes densidades, 
se considerará cada fluido en particular y se determinará la presión 
que egerce sobre la pared , sea directamente , sea por el intermedio de 
los otros fluidos colocados debajo de él; y Id sumare todas estas pre
siones será la presión total que sufre toda ía^áreuT 
{ 513 También puede ocurri^el tener que determinar el centro de 
presión, es decir, el punto e-ít̂ jue encuentra á la pared la resultante 
de las presiones de todos TOS elementos , que es el punto donde se 
puede reputar aplicada la presión total. Pero como las presiones de los 
elementos son fuerza/paralelas , el punto de aplicación de esta resul
tante se determinará en cada caso particular por la teoría de los mo
mentos de estas fuerzas. Si todos los puntos de la pared estuviesen 
igualmente comprimidos , el centro de presión se confundiría con el 
centro de gravedad; pero como la presión aumenta con la distancia al 
nivel del fluido , se sigue que el centro de presión estará siempre mas 
bajo que el centro de gravedad. Un egemplo bastará para manifestar 
cómo se determina la posición del primero de estos dos centros. 
{ Supongamos que la pared inclinada es un trapecio CDC'D'(fig. 1 7 5 V 
cuyas bases paralelas CD y CD' son horizontales; sea CD=m, C'D'—f, 
prolonguemos los dos lados C'C y D'D hasta que'sí̂ corte'ir*1Pfrurr*pur*o 
K, y tiremos desde este punto sobre las bases una perpendicular ^ue 
las corte en los puntos H y h , y tendremos que Hh será la altura de 
este trapecio que llamaremos a. Concibamos por esta linea llh un pla
no vertical, cuya intersección con el fondo de la vasija sea la recta 
AB , y con el nivel del agua la ab. Si dividimos el trapecio en una 
infinidad de capas horizontales de un ancho infinitamente pequeño, la 
presión será la misma sobre todos los puntos de una misma capa; por 
consiguiente podremos tomar estas capas por los elementos de la pared. 
Sea pues cdd'c' uno de estos elementos; espresemos por x su distancia á 
la base CD, es decir, la parte Hl de la perpendicular Hh, siendo / vi 
punto en que esta perpendicular corta á la linea cd; el ancho de este ele
mento d la distancia de las dos paralelas cd y c'd' será dar, y su área 
tendrá por espresion (II. 624) el producto de la una de estas lineas mul
tiplicada por dx. Para calcular el valor de cd, se tiene la propor-

. , CDx/K 
won (I. 482) cd:CD.:lK:llK, que da cd= ; 

HK 

que haciendo H K = z , y observando que CD=m, y lK=z—x, se ten-

drá cd^ZÜll 
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«( Cuando x—Hh—a, se tiene cd—Q'D'—n* de donde sale ra— --} 

hhiftfeíi Í ÚVA<* PT ai. Wt tttdh'&tt irt 3ÍIAAMMtt^ÍÉlkbwrk»'ciUfiHpo\RW» 4cfr «5 

despejando en esta ecuación el valor de £ y sustituyéndole en el pre-
ma —mx-hnx 

cedente, resulta cdz 

Multiplicando esta/rW/inTatí por d# para tener el área del elemento 
cdd'c', y después por Dgu, tendrém^rjue la presión que sufre este ele-

Dg 
mentó será —(ma—mx-+-nx)udx, 

a 

y la presión sobre el área entera CDD'C' será igrkd á la integral de es
ta cantidad, tomada desde A;—o hasta x—a. 
Ademas, se sigue de la teoría de las fuerzas paralelas (174) que si se 
multiplica la presión sobre el elemento cdd'c' por la distancia x de este 
elemento á la recta CD, y se efectúa la suma de los productos semejan
tes por todos los elementos, esta suma será igual á la presión total mul
tiplicada por la distancia del centro de presión á la misma recta CD; 
luego llamando xy esta distancia desconocida, tendremos 

gZ> gD 
xj<S.-<-^(ma—mx-bnx)xudx=S. (ma—mx-hnx)xuxdx (641), 

loriando ambas integrales desde ¿¿=0 hasta x=a. 
^ 514 En esta ecuación u es la distancia del elemento cdd'c' al nivel 
del agua, es decir, la perpendicular //tirada desde el punto / á la linea ab. 
{ Para efectuar las dos integraciones, es necesario tener el valor de u 
en función de x; pero espresando por a el ángulo HhB que mide la in
clinación del plano de la pared sobre el fondo de la vasija, y por £ la 
distancia de la base superior CD al nivel del agua, tirando por el pun
to H la Ho paralela á la linea ab que corte á la recta lf en el punto o, 
tenemos o/=HF=£, oH/=HAB=a, o/=H/xsen.oH/=.xsena, de don
de resulta u=:lf=£~i-x sen.ct; 
poniendo este valor de u en la ecuación precedente, y suprimiendo los 
factores D,gy a que son constantes y comunes á los dos miembros, resulta 
xfi.(ma—mx-hnx)(g-i-xsen.ct)dx=S.(ma—mx+nx)(€x*+'X2sen.a)dx (642), 
ecuación de que se saca tomando las integrales en los límites prescritos 

2 a Q(m-+- 2 n )-+-a1( m -t-1 n) s e n. a 
x - i í ) V (643)-

6C(/?z4-ft)+2a(/»--f-2»)sen.a 
515 Este valor de xf basta para determinar la posición del centro 

que es#*>t*ecta divide a todoatf'OS elementos del trapecio 
dos partíp Iguales; luego tirando en el plano de este trapecio una para-
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lela á la base CD á una distancia de esta base igual con xf, el punto 
en que esta paralela corte á la linea Ee será el centro de presión pedido. 
{ Cuando el ángulo a es nulo, la pared es horizontal, el centro de 
presión debe entdnces coincidir con el centro de gravedad; y en efecto 

a(m-h2n) 
el valor de x, se reduce á x,~—: —, ^ J J f c J 

3 ( W - W Í ) 

que es en efecto la misma que peamos (189) para la distancia del cen-
tro de gravedad del trapeciojífDD'C' á su base CD. , / 
{ 516 Conservando a uff^alor cualquiera, si la base CD está á flor 

/ a(m-h%n) 
de agua, se tiene £=ofy la (ec.643) se convertirá en x—— (644); 

2 (//2~H2 TI j 
de manera que en este caso dicho valor es independiente de la inclina
ción de la pared. El trapecio CDD'C se convierte en un paralelograrno, 
cuando CD=C / D / , d m~n, y entdnces este valor de xt se reduce á x—j¡a; 
de donde se concluye que el centro de presión sobre un paralelograrno, 
de que uno de los lados está á la flor del agua, se llalla sobre la recta 
que une los medios de las dos bases horizontales, á los dos tercios de es
ta linea partiendo de la base superior.. / 
{ 517 El mismo trapecio se convierte en triángulo si una de las d<B * 
bases CD y C D ' se supone nula: haciendo sucesivamente'7fc¿o, m=o, 
se tendrá xy—^a, x¡=%a; 
en el primer caso la base CD del triángulo está á flor del agua, y en
tonces el centro de presión ocupa el medio de la recta que une el vértice 
y el medio de esta base; en el segundo caso, el vértice está á flor del 
agua, la base C D ' opuesta á este vértice es horizontal, y el centro de 
presión se halla sobre la recta que une el vértice y el medio de esta ba
se , 4 los tres cuartos de su longitud partiendo del vértice. Y siempre se 
verifica en todos estos casos particulares que el centro de presión sobre 
una pared inclinada está mas bajo que el centro de gravedad del área 
de esta pared. 

{ 5 I Q > Guando un cuerpo sólido está sumergido en todo d en parte 
en un fluido pesado, sufre en todos los puntos de la parte sumergida de 
su superficie una presión perpendicular á esta superficie y dirigida de 
fuera á dentro. La presión total que sufre una porción plana de esta su
perficie se determinará del mismo modo que la presión que se verifica 
sobre una pared plana de la vasija que contiene el fluido; si esta porción 
de superficie es curva, será necesario para determinar su presión total 
dividirla en elementos infinitamente pequeños: descomponer su presión 
sobre cada elemento en tres fuerzas paralelas á eges rectangulares: bus
car después con el auxilio del cálculo in^^Bi9íÍÉS6Btejttftíe de las fuer
zas dirigidas según cada ege y el pjnto de aplicación d^^sta resuK 
tante : y p 0 r último reducir si es posible las tres resultan*i^Vque s e 

hayan obtenido á una s ^ fuerza que será la presión pedfjjf. 1 3 
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investigación s e simplifica mucho, cuando s e t r a t a de h a l l a r l a resul
tante de las presiones que el fluido egerce sobre la superficie entera del 
cuerpo sumergido; porque entdnces es inútil tener en consideración las 
componentes horizontales de las presiones elementales á causa de que 
estas componentes se destruyen de dos en dos, cualquiera que sea la for
ma del cuer~ri. 

{ Para demostrarlo sea liuD (fig. 176) el cuerpo de que se trata; es
presemos por x, z,u las coordenada*. 4e un punto cualquiera m de su 
superficie; y tomemos como antes el plaiu horizontal del nivel del flui
do por el plano de las xz , y el ege de ias u vertical y dirigido en 
el sentido de la pesantez; consideremos una poi don de esta superficie 
infinitamente pequeña en sus dos dimensiones, te. minada por una cur
va cualquiera y que corresponde al punto m ; representemos siempre 
por co el arca de este elemento , y por pea la presión que sufre , siendo 
p la presión referida á la unidad de superficie; el valor de p será el 
mismo en el estado de equilibrio (506) para todos los puntos que están 
á la misma distancia u del nivel del fluido , ya sea este fluido estan
cado homogéneo d ya se componga solo de capas horizontales homogé
neas. Llamemos aun a, £ , 7, los ángulos que la dilección de Ja presión 
peo ó la normal mn á la superficie del cuerpo, forma con los eges de las 
1 ,z, w; de modo que pcocos.a, pcocos.G, pcocos.y , sean las componentes 
de esta fuerza según estos eges. En fin , supongamos que se proyecte 
el elemento co sobre los tres planos de las coordenadas , y espresemos 
sus proyecciones por a sobre el plano de las zu : por h sobre el de las 
xu : y por c sobre el de las xz. Observando que el plano tangente al 
punto m ó el plano perpendicular á la recta mn, es la prolongación 
indefinida del elemento co, será (II. 340) Ü=COCOS.OÍ, ¿=ct/cos.¿', e=et/cos.7-
{ Multiplicando estas ecuaciones por p , resulta 

pa=pcocos.oc, pb=pC'jcos.€, pc=pcocos.y; 
luego pa, pb, pe son las componentes según los eges de las x, z, u de la 
presión peo ; lo que hace ver que la componente de esta presión, per
pendicular á un plano cualquiera , se deduce de la misma presión, rem
plazando el elemento co por su proyección sobre este plano. 
{ 519 Pero estando el cuerpo terminado por todas partes, hay ne
cesariamente al menos un segundo elemento de su superficie que tiene 
sobre un plano dado la misma proyección que el elemento co. Es de
cir, que si prolongamos en lo interior del cuerpo todas las perpendicu
lares tiradas desde el contorno del elemento co sobre el plano de laszw, 
ellas encontrarán otra vez á la superficie de diclio cuerpo ; luego deter
minarán sobre esta superficie un segundo elemento que espresarémos 
por co1, y que tendrá la misma proyección que co sobre el plano de las zu-
•( Estos dos ei- _ w ^ ' estarán á la misma distancia u del ni
vel del flu' luego las presiona que sufren estarán representadas por 

Y Pc > luego sus componentes paralelas al ege délas x serán iguales 
entre , y atarán representadas por pa, pues que a es la proyección 

/ 



D E M E C X N I C A . 2 $ I 

común de cu y cu' sobre el plano de las zu. Por otra parte como las 
presiones normales pcu y pcu' obran de fuera á dentro del cuerpo , se 
sigue que sus componentes según una recta cualquiera, se dirigen en 
sentido contrario la una de la otra ; luego las componentes de estas dos 
presiones paralelas al ege de las x se destruyen recíprocamente. En la 
figura, el elemento cu' corresponde al punto m'.\ la presión pcu' obra en la 
dirección de la normal m'n', y su compone^^^^glP la «¿Mreccion de la 
recta m'm del punto m' hacia el punto m; al contrario, la componentepa 
de la presión pcu se dirigirá se^jé^sta recta mm', pero de m bacía m'. 
•( 520 Si se prolongan delpnismo modo las perpendiculares tiradas 
del contorno de cu sobre ef^lano de las xu, hasta que encuentren otra 
vez á la superficie dej#cuerpo, se determinará un elemento cu" de esta 
superficie, cuya proyección sobre el plano de las xu será b como la 
de cu. La componente paralela al ege de las z de la presión pcu" que 
se verifica sobre este elemento, será igual y contraria á la componente 
paralela al mismo ege de la presión pcu que se verifica sobre el ele
mento cu ; luego estas dos componentes se destruirán recíprocamente; 
por consiguiente las dos componentes horizontales de la presión pcu que
dan destruidas, la una por la componente según el ege de las # de la 
presión pcu', y la otra por la componente según el ege de Jas z de la pre
sión pcu". De este modo las presiones horizontales que el. fluido egerce,' 
sobre todos los elementos de la superficie del cuenjio, se d¿£tri>yv<\ mw 
tuamente en cada capa ó sección horizontal de este cuerpo. 
{ 521 Para hallar la resultante de las componentes verticales de estas 
presiones elementales, supondremos que se prolonguen las perpendicu
lares tiradas desde el contorno del elemento cu sobre el plano de las xz, 
hasta que encuentren de nuevo á la superficie del cuerpo, lo que deter
minará sobre esta superficie otro elemento cu/, que tendrá la misma pro
yección horizontal que cu. Estas perpendiculares formarán un cilindro 
vertical, terminado por una y otra parte en la superficie del cuerpo por 
los elementos cu y cu/; su sección horizontal es igual á la proyección c , 
común á estos dos elementos; su altura vertical es la distancia de uno 
de estos elementos al otro , que espresardmos por / , y entdnces el será su 
volumen. En la figura, el elemento «ar corresponde al punto m/ y l es la 
longitud de la vertical mmr Si el cuerpo está enteramente sumergido 
en el fluido, el cilindro terminado por los elementos cu y cu sufrirá en 
sus dos estremos presiones normales á la superficie del cuerpo y repre
sentadas por pcu y p/cu/: siendo py p/ las presiones referidas á la unidad 
de superficie que corresponden á los elementos cu y cut, y que no son las 
mismas, porque estos elementos no se encuentran á una misma distancia 
del nivel del fluido. Las componentes verticales de estas presiones son 
•Pc y P / C i y obran en sentido contrario la unjyfeJantra; la fuerza ver
tical que coopera á elevar el cilindro ^ ^ ^ f f l ^ i r ^ ^ R ^ r W l a presión 
inferior sobre la presión superior; lut^estará espresada porS^—pJe, 
suponiendo que cu sea el elemento inferior. 
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{ Cuando el fluido es homogéneo, se tiene p—p=gDl, siendo g la 
gravedad y D la densidad; luego entdnces la diferencia de las presio
nes viene á ser gDxcl, es decir, que es igual al peso de un volumen el 
del fluido igual al volumen del cilindro que consideramos. Dividiendo 
así el cuerpo en una infinidad de cilindros verticales, resulta que cada 
uno de estos cilindros será empujado de abajo arriba por una fuerza ver
tical igual y 'ont: ; ° n l ™so del cilindro fluido cuyo lugar ocupa; por 
consiguiente, la resultante de todas estas fuerzas será también igual y 
contraria al peso entero de la masu fluida, remplazada por el cuerpo; 
de manera que espresando por V su voii-nen, se tendrá gDV para la 
intensidad de esta resultante, y esta fuerza se dirigirá de abajo arriba 
según la vertical que pasa por el centro de grá -edad de la masa flui
da desalojada. 
{ 522 Aunque hayamos supuesto el cuerpo enteramente sumergido 
en el fluido, nuestro razonamiento se aplica igualmente al caso en que 
solo está sumergido en parte; y en este caso la resultante de las presio
nes verticales del fluido, es igual al peso de la masa fluida desalojada 
por la parte sumergida del cuerpo, y que se dirije de abajo arriba se
gún la vertical tirada por el centro de gravedad de esta masa. 
{ También se puede aplicar el mismo razonamiento al caso en que el 

fluido está compuesto de capas horizontales y homogéneas de diferentes 
^ensid^-^es. Para ten^r la resultante de las presiones verticales que un 
fluido de esta naturaleza egerce sobre un cuerpo que está sumergido en 
él en todo ó en parte, se concebirá cada capa homogénea prolongada en 
lo interior del cuerpo, lo que formará una masa fluida análoga á la que 
rodea al cuerpo, y del mismo volumen que su parte sumergida; la pre
sión pedida será igual al peso de esta masa fluida y aplicada en su cen
tro de gravedad, y 

523 Se llegan á obtener inmediatamente todos estos resultados re
lativos á las presiones horizontales y verticales por una consideración 
indirecta que conviene conocer. 

Consideremos un fluido pesado y homogéneo , d solamente compuesto 
de capas horizontales y homogéneas en equilibrio en un vaso abierto en 
su parte superior; el equilibrio no se alterará si se supone que se con
gela una parte de este fluido; y se puede tomar esta porción en la su
perficie d en lo interior de la masa entera. En ambos casos se tendrá 
un cuerpo solido pesado suspendido y en reposo en el resto del fluido; 
luego es necesario que las presiones normales que el fluido egerce sobre 
la superficie de este cuerpo, se reduzcan á una sola fuerza igual y con
traria al peso del fluido congelado. Pero si se remplaza este cuerpo so
lido por otro, que sea exactamente de la misma forma, este sufrirá en 
todos sus puntos las mismas presiones que el primero; de donde se m-
íiere i.° qup 1

 t . Glories - Huido pesado egerce sobre todos lospun-
' tos de l' Mperficie de un cuerpo JÓlido sumergido en él, tienen una re
sultar , única; 2.0 que esta resultante es vertical y dirigida de abajo 
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arriba; 3. 0 que es igual al peso de la porción de fluido desalojado por 
el cuerpo ; 4. 0 que está aplicada cd centro de gravedad de esta porción 
de fluido: resultados que van conformes con los de los números prece
dentes, y que comprenden á un mismo tiempo el caso en que una parte 
del cuerpo sobrenada, y aquel en que todo el cuerpo está sumergido 
en el fluido. ^ . ^ '9 

524 Conociendo en magnitud y dirección la resultante de las pre
siones que un fluido pesado esa¿fb sobre un cuerpo sólido, es fácil de
ducir de ellas las condicioiie^fle equilibrio de este cuerpo, teniendo en 
consideración su peso y esí^-esultante. En todos los casos estas condi- . 
ciones se reducirán á. A ) S : primera que el centro de gravedad del cuerpo 
y el de la porción derfluido desalojado estén sobre una misma vertical; 
y segunda que el peso de esta porción de fluido sea igual al peso del cuer
po. Estas dos condiciones bastan y son necesarias para que la resultante 
de las presiones y el peso del cuerpo se hagan equilibrio. 

Cuando el cuerpo es homogéneo, y se halla enteramente sumergido 
en un fluido igualmente homogéneo, la primera condición está siempre 
satisfecha : porque entdnces los dos centros de gravedad coinciden; luego 
basta para que este cuerpo no tome ningún movimiento que su peso sea 
igual al del fluido que desaloja; y como el volumen del fluido y el dej. * 
cuerpo son los mismos, esta condición se reduce, á^que sus d/'-'üdadcs 
sean iguales. Si las densidades son diferentes, el cuerpo subirá ó ba
jará, según sea su densidad menor ó mayor que la del fluido; en el pri
mer caso para mantenerle en reposo , se fijará al fondo del vaso por me
dio de un hilo inestensjble; y en el segundo, suspendiéndole al estremo 
inferior de un hilo semejante unido por su otro estremo á un punto fijo. 
Pero si suponemos en este segundo caso que el punto de suspensión se 
tome sobre un platillo de una balanza , entdnces este platillo solo sos
tendrá una parte del peso del cuerpo, á saber, el esceso de su peso en
tero sobre el que represente la resultante de las presiones verticales 
del fluido; luego solo se deberá poner en el otro platillo de la balanza 
para tenerla en equilibrio un peso igual á la diferencia de estos dos 
pesos; de donde se infiere este principio de Hidrostática que un cuerpo 
pesado en un fluido, pierde en él una parte de su peso igual al peso del 
fluido que desaloja. 

525 Cuando un cuerpo tiene menor densidad que el fluido en que 
se sumerge, sobrenada d flota sobre él. Es importante saber distinguir 
el equilibrio estable de un cuerpo flotante del que no lo es. Cuando 
el cuerpo está dividido por un plano vertical CED (fig. 177) en dos 
partes perfectamente semejantes en forma y densidad , si se supone 
ademas que se separa este cuerpo de su posición, dfr equilibrio, de modo 
que esta sección CED permanezca vcr&00^^fe&W!Íf£S*mtjle haberla 
separado se le abandona sin imprimiffe ninguna velocidaa^Sdal, la"" 
sección CED permanecerá en un mismo plano vertical durante\l mo
vimiento del cuerpo; por̂ rn̂  siendo semej^i^^o^oi^ un^^otrUp 



284 TRATADO ELEMENTAD 
de esta sección, no hay razón para que salga jamas del plano vertical 
donde se hallaba en el origen. Por la misma razón el centro de gravedad 
del fluido desalojado será siempre un punto de la sección C E D , así como 
el centro de gravedad del cuerpo entero. Sea pues G este último centro, 
sea también en la posición de equilibrio O el centro de gravedad del 
fluido desaloja V>, 3- b intersección del nivel del fluido con el plano 
C E D ; en esta posición ta recta GO que une los dos centros es vertical, 
y por consiguiente perpendicular á L -'ecta A B ; ella se inclina en ge
neral cuando se separa el cuerpo de esta j-^sicion y al mismo tiempo el 
centro de gravedad de la parte sumergida y lia linea de intersección del 
nivel con el plano C E D , mudan de posición sob. ? este plano. Si supo
nemos que este centro y esta linea vengan á ser ei punto O ' y la recta 
A ' B ' después que se ha alterado el equi l ibr io , las fuerzas que pondra'n 
al mdviJ en movimiento son el peso del cuerpo que está dir igido según 
la vertical G H tirada por el centro de gravedad G , y la resultante de 
las presiones verticales del fluido sobre la superficie del cuerpo; esta 
resultante se llama el empuje del fluido, es igual al peso del fluido de
salojado y obra en el punto O ' en sentido contrario de la gravedad , ó 
según la vertical O ' H ' . Gomo esta vertical y la recta inclinada G O es

l í a n en el mismo plano, se cortarán en un cierto punto m: este punto 
síí l lam° metacentro: y para que el equilibrio de un cuerpo flotante sea 
estable, debe estar el metacentro mas alto que el centro de gravedad', 
porque en este caso como la presión del fluido obra en la dirección 
O'/MH ', cooperará á ponerle en la posición ve r t i c a l ; al contrar io, si el 
metacentro se hallase mas bajo que el centro de gravedad , por egemplo 
en m\ la presión obraría en la dirección de m'W" y cooperaría á sepa
rar el cuerpo de su posición ver t ica l ; por lo que si el cuerpo está va
cío por dentro como sucede en los b u q u e s , estaba m u y espuesto á lle
narse de agua y naufragar: cosa que se debe evitar por todos los me
dios imaginables. 

526 T£l principio espuesto (524) nos suministra el medio de averi
guar los pesos específicos de las diversas sustancias, ya sea por los areó
metros 6 pesal¿cores comunes, d por la balanza hidrostática, sobre cuyo 
punto nos hemos estendido lo suficiente en el (§169 y siguientes) del 
Compendio de Mecánica Práct ica ; pero esto no nos dispensará de mani
festar aquí el uso del areómetro de Nicholson de que se hace un uso fre
cuente en la Mineralogía , y consiste en un tubo M N (fig. 178) de hoja 
de lata ó de meta l , terminado en su parte superior por una espiga B 
que l leva en su estremo una cazoleta A . 

Hacia el medio de la espiga hay una sería] Z>, que por lo regular 
está hecha con la l ima. La parte inferior tiene suspendido un cono in
verso E G de su base , y lastreado por dentro con 
plomo d ,OÍcurio. 

E l / , eso del instrumento debe ser tal que cuando se le sumerge en el 
j a r a £">ndonarlo después á sí mismo, sobrenade una parte del tufc°-
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La cazoleta que termina la espiga está unida á ella por medio de un 
pequeño tubo de hoja de lata que entra á enchufe. 

Por lo regular hay otra segunda cazoleta mas ancha que se coloca 
sobre la primera, en cuya concavidad se introduce por su convexidad. 
De este modo se puede quitar esta segunda cuando se quiera , sea para 
retirar mas fácilmente los pesos con que se - sflrr: p a r í hacer alguna 
mudanza que convenga. Por la parte inferior termina en un cono E G 
que está bien lastreado á fin de^i#cuandQ esté sumergido se halle siem
pre en una posición verticaLjp 

Para hacer uso de este instrumento se principia por colocarlo den
tro de una vasija P Q , # i e se llena de agua destilada, y se ponen en la 
cubeta superior Jos pesos necesarios para que la señal b de la espiga des
cienda hasta flor de agua; y la cantidad de pesos que es necesario poner 
para e l lo , se llama la primera carga del instrumento. Después se quita 
esta carga , se coloca en la cazoleta el cuerpo cuyo peso t específico se 
quiere aver iguar , y ademas se colocan en ella los pesos necesarios para 
que baje á flor del agua la señal Z>; se resta esta segunda carga de la 
primera, y se tiene el peso del cuerpo en el aire l ibre. Hecho esto, se 
saca el areómetro y se coloca el cuerpo en la cubeta E , y en la cazoleta t 

A se ponen los pesos necesarios para que la señal b baje hasta hallarse á 
flor de agua ; y estos pesos forman la tercera can¡ga. S*£^piita- ' 'e esta 
tercera carga la segunda, y la diferencia es la pérdida de peso que ha 
tenido el cuerpo en el agua , d lo que es lo mismo, esta diferencia es
presa el peso de un volumen de agua igual al del cuerpo. Y dividien
do este peso por el del cuerpo, se tiene el peso específico de esta sus
tancia comparada con el agua. 

Si la sustancia fuese menos pesada que el a g u a , seria necesario pa
ra que no se elevase sujetarla á la cubeta E por medio de la pieza D . 

5 27 Este medio solo se aplica á las sustancias solidas que no se di
suelven en el agua; para las que se disuelven en ella es preciso pesar
las en espíritu de vino d en cualquier otro líquido en que no se disuelvan. 

528 De todo esto resulta que si se quiere conocer el verdadero peso 
de los cuerpos se deben pesar en el vacío. Porque dos cuerpos que pesados 
en el aire se equilibran por medio de una balanza, exacta, no son igua
les en peso, á menos que no sean del mismo volumen; pues si tienen 
volúmenes diferentes, desalojan cantidades de aire diferentes; luego sus 
pesos están desigualmente disminuidos; y pues que ellos egercen presio
nes iguales sobre los platillos de la balanza, es necesario concluir que 
el peso del cuerpo que tiene mayor volumen es también el mayor. La 
esperiencia manifiesta efectivamente que al instante que se trasporta la 
balanza al vacío , el equilibrio se rompe efljf?jjflf del cuerpo cuyo vo
lumen es mayor. ^ ^ ' ' ^ ^ ' ^ ^ ^ ^ ^ ^ W 

529 Debemos aun observar que roando un cuerpo suspe^kdo en eT 
aire, se abandona á la acción de la pesantez, su fuerza mo t r i ^en este 
fluido es igual al e s c e s o < ^ su peso s o b r ^ cm^lesaAj , 
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modo que él está solicitado por una fuerza aceleratriz constante un poco 
menor que la pesantez en el vacío. Para comparar estas dos fuerzas entre 
sí, espresemos por g la pesantez en el aire libre, y por G la que se ve
rificaría en el vacío, por V el volumen del cuerpo, por D su densidad, 
y por D' la del aire; y tendremos que VD será su masa, y GVD—GVB' 
su fuerza m o i a z ; 1 ~; ^"'diendo la una por la otra á fin de obtener 

/ D'\ 
la fuerza aceleratriz, resulta g=Gf 1 — 1 (645). 

Así, el aire retarda el movimiento de los'éuerpos pesados por dos ra
zones distintas: primera, porgue obra sobre ellos'- orno medio resistente: 
lo que produce una fuerza retardatriz dependiente de la velocidad del 
móvil; y segunda, porque disminuye la fuerza aceleratriz constante 
que obra sobre estos cuerpos. Hemos indicado que la primera causa no 
tiene influencia sobre la duración de la oscilación entera de un péndulo; 
pero no sucede lo mismo con la segunda. Esta duración que es (441) en 
razón inversa de la raiz cuadrada de la fuerza g , debe depender de la 
densidad del aire en que el péndulo hace sus oscilaciones, y aumenta-

vrá con esta densidad. También se sigue que el valor de g que se de
termina por las observaciones del péndulo hechas en el aire, no es exac
tamente la intensidad,,de la pesantez en el vacío; pero por medio de la 
(ec. 645) se puede calcular el valor de G por el de g, cuando se co-

nozca la relación ~ de la densidad del aire á la del cuerpo que se 

hace oscilar. 

Condiciones de equilibrio de los fluidos contenidos en vasos comunican
tes-, de los niveles y sifones; del barómetro y del manómetro. 

530 La consideración de las capas de nivel nos ha hecho ya conocer 
las condiciones de equilibrio de diferentes fluidos encerrados en una mis
ma vasija; pera estas condiciones no son suficientes cuando estos fluidos 
están contenidos en muchos vasos de los que cada uno está abierto en 
su parte superior, y que se comunican entre sí por aberturas laterales, 
de modo que los fluidos pueden'pasar de un vaso á otro. Si el equilibrio 
existe en un sistema de fluidos de esta naturaleza, es cierto que no se 
turbará suponiendo que se cierren las aberturas laterales de los vasos. 
Este estado no podría subsistir en todo el sistema á menos que no se 
verifique separadamente en cada vaso; por lo que será necesario primero 
que los fluidos de difdensidades, contenidos en un mismo vaso, 
estén dispues'. ef'pór'cttpxi. \ ^izontales; estando satisfecha esta con
dición , $ -yitecesario ademas qire exista una cierta relación entre las 
densificeos de los fluidos y las alturas de sus niveles en los vasos co-
mun/xttites; esta relación es la que se trata whora de determinar. 
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Supongamos primero que se tenga un solo fluido homogéneo é incom

presible, esparcido en muchos vasos comunicantes, de los que cada uno 
esté abierto en su parte superior; la condición de equilibrio en este caso 
es que el fluido se eleve á la misma altura, ó que tenga el mismo nivel 
en todos estos vasos. En efecto, si hubiese una vasija en que se elevase el 
fluido á una altura mayor que en las otras, la presión no podría ser nu
la en la superficie libre del fluido en es t a^nppc^ r i a proporcional á la , 
distancia de esta superficie al nivel mas elevado; por consiguiente seria 
necesario para el equilibrio qyr̂ áWo el vaso en que el fluido se eleve á 
la mayor altura fuese el quejpTrmaneciese abierto, y que todos los otros J 
estuviesen cerrados por párales fijas adyacentes á la superficie superior 
del fluido. 3 

Por lo cual siempre que un fluido, tal como el agua, pueda correr de 
una vasija á otra, y que se ve sin embargo permanecer en reposo, pode
mos concluir que el fluido está entonces á un mismo nivel en los dos vasos. 

El uso que se hace del nivel de agua en las operaciones de Geome
tría Práctica es una aplicación inmediata de este principio. 

531 Estando el agua á un mismo nivel en dos vasos comunicantes 
ADG y BEF (fig. 179), derramemos en el primero un nuevo fluido cuya 
densidad sea D ' , y en el segundo otro fluido cuya densidad sea D " : 
sea cdef el nivel del agua en los dos vasos, y c'd', e'f los de los nuevos 
fluidos, y h', h" las alturas de estos niveles sobre el del agua. Cual
quiera que sea la forma de los dos vasos sobre el nivel cdef, la presión 
que el primer fluido egerce sobre la superficie cd del agua, será igual 
(ec. 640) con agh'D', siendo a el área de esta superficie y g la grave
dad; y la presión que egerce el segundo fluido sobre la superficie ef, 
será igual á bghf'D", siendo b la superficie de la sección ef del segundo 
vaso, y g la gravedad; más para que estas dos presiones no turben el 
equilibrio del agua, es necesario que sean entre sí como las superficies a 
y. b (§ 4 87); luego se deberá tener agD'tí\bgD"tí';'.a'.b', 
que multiplicando estremos y medios y suprimiendo las cantidades co
munes, resulta h'B'—tí'B", que da tí:h"::D":D'; 
es decir, que las alturas de los fluidos sobre el nivel primitivo, deben 
ser recíprocamente proporcionales á sus densidades. 

532 Del mismo modo deduciremos que si se tiene un numero cual
quiera de vasos comunicantes por aberturas laterales, que estén llenos 
de un fluido, de agua por egemplo, hasta una cierta altura sobre estas 
aberturas, y hallándose este fluido al mismo nivel en todos los vasos 
se derraman á un mismo tiempo en cada uno muchos fluidos de dife
rentes densidades, dispuestos por capas horizontales, bastará y será ne
cesario para el equilibrio, que la suma de las alturas verticales de estas 
capas, multiplicadas respectivamente por la^dej^idades, sea la misma 
en todos los vasos. 

533 Para determinar la presionwemre el fondo ó soh^^mlquiers^ 
°tra pared del uno de estos vasos, se atenderá solamente á ti\fiu¿dos 
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que contiene, y se hará abstracción de los que están contenidos en los 
otros vasos. En efecto, sin turbar el equilibrio y sin mudar nada á las 
presiones, se pueden concebir cerradas todas las comunicaciones de estos 
vasos por paredes fijas, y considerar después cada vaso aisladamente. 

534 En vez de derramar un nuevo fluido en los dos vasos A D C y 
B E P , se hubiera podido concebir cubierta la superficie del uno de estos 
vasos por una paree1 <*-»<v¡l v poner un peso cualquiera sobre e l la ; dan
do al fluido derramado en el otro vaso una altura conveniente sobre el 
nivel del agua , la presión debida á e, fluido podrá siempre equilibrar
se con este peso por grande que sea, como ie ve en la (fig. 180). Un apa
rato análogo á este colocado convenientemente en un camino, puede ser
vir para pesar á un mismo tiempo los carruages' y sus cargas , sin mas 
operación que la muy sencilla de ver á que altuitt se eleva el agua en 
el t ubo , que debe estar dividido de antemano como corresponde. 

535 La presión atmosférica que se egerce sobre la superficie de los 
fluidos contenidos en vasos comunicantes, no podría turbar jamas el equi
librio de estos fluidos ; porque esta presión es siempre proporcional á la 
estension de la superficie del fluido en contacto con el aire (487), ó lo 
que es lo mismo, la presión referida á la unidad de superficie es la 
misma por todas partes : condición suficiente y necesaria para que no 

v d e s t r u y a el equilibrio que se supone. Pero si el uno de estos vasos se 
abre en el vacío y los otros en el aire , se turbará el equilibrio , y el 
fluido se elevará sobre el nivel en el vaso en que no sufre la presión 
del aire. Así e s , que si los vasos comunicantes A D G y B E F (fig. 179) 
se suponen ambos abiertos en su parte superior DG y E F , y se derrama 
en ellos un líquido homogéneo, tal como el agua , el mercurio & c . , este 
fluido se pondrá á nivel en los dos vasos, y permanecerá de este modo 
á pesar de la presión atmosférica; pero si se hace el vacío en el vaso BEF 
y se cierra exactamente por su parte superior, el agua se elevará al ins
tante en este vaso , y se bajará al mismo tiempo en el otro. Sea , pues, 
e'f (fig. 181) el nivel del agua en el vaso cerrado B E F , y cd el nivel 
del mismo fluido en la vaso abierto A D C . Sin la presión del aire que se 
egerce sobre la superficie cd, el nivel en el vaso B E F seria ef, que se 
halla en el mismo plano horizontal que cd. Luego si espresamos por h 
la altura del nivel e'f sobre el ef, la presión referida á la unidad de 
superficie que la porción de fluido efe f egerce sobre la superficie ef 
será igual á Dgh, espresando siempre por D la densidad del fluido, y 
por g la g ravedad ; luego para que esta presión se equilibre con la del 
agua , será necesario que llamando LT la presión atmosférica se ten
ga Dgh=Tl (646). 

Esta ecuación nos da á conocer que la elevación de los finidos so
bre su nivel producida por la presión del aire, no depende ni de la 
estension de \p ^^rtt-^ <fre esta presión, ni de la forma de los 

-nasos en o"pistan contenidos esi^.^fluidos, sino únicamente de la densi
dad deájuia fluido; y que si la presión del aire permanece la misma, Ia 
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elevación de un fluido cualquiera está en razón inversa de su densidad. 

536 Cuando el fluido de que se hace uso es el mercurio, y detras 
de la columna BEF se pone una escala por cuyo medio se pueda averi
guar en todas ocasiones ia altura del nivel del mercurio e'f en el brazo 
BEF que está cerrado en la parte superior EF sobre el nivel cd ó ef 
del mismo mercurio en el brazo ADC que sufre la presión atmosférica, 
se tiene el instrumento meteorológico que<5> v;..ái^; con*el nombre de 
barómetro, y está representado en la (fig. 182). Por medio de este ins
trumento se conoce á cada ivmétae la presión atmosférica; esta es mayor 
á proporción que se colocajpfbardmetro mas próximo á la superficie de 
la tierra, d con mas propiedad, á su centro;.porque entdnces carga una 
columna mayor de afjfê  sobre la superficio del mercurio, y por consi
guiente es menor á proporción que se coloca el barómetro á mayor dis
tancia; por lo cual se hace uso de él para medir alturas, como mani
festaremos después. 

Diversas circunstancias, tales como los vientos, la temperatura, la 
cantidad de agua que tiene el aire en disolución & c , hacen variar en 
un mismo parage el peso IT de la columna atmosférica. Por lo que la al
tura del mercurio en el barómetro debe variar en la misma relación; 
pero en un mismo parage las variaciones tienen-sus límites respectivos., 
En el ecuador, á la orilla del mar, la variación total de la altura del 
barómetro no llega á cuatro lineas; pero hacia los->polos llaga hasta dos 
pulgadas y aun mas. En Madrid las variaciones se pueden reputar en 
pulgada y media, es decir, que la mayor altura del barómetro solo se 
diferencia en pulgada y media de la menor que puede tener. La mayor 
altura que se observó en el aíío de 1800, reducidas todas las observa
ciones á la temperatura de 1 5 o del termómetro centígrado, d 1 2 o del 
de Reaumur, fue de 30 pulgadas 11,75 lineas españolas; la menor fue 
de 29 pulgadas 10,42 lineas españolas; y la altura media fue de 30 
pulgadas 6,5 lineas españolas (*). 

537 La altura media en París al nivel del Sena es de om,r¡6 ó 28 
pulgadas y 0,2 lineas francesas, y la temperatura media es de 1 2 o . 

La altura media del barómetro en el nivel del océano á la latitud 
de 50 o de la división sexagesimal, determinada por las observaciones de 
Mt.Schuckhurg que están reputadas por muy exactas, es de 0,7629 metros, 
ó 28 pulgadas 2,2 lineas francesas que equivalen á 32,85586 pulg. esp. 

Si suponemos en equilibrio la gran masa de aire que compone nues
tra atmósfera, en todos los puntos de la superficie del mar causará la at-

(*) Todos estos resultados están deducidos con la mayor exactitud 
por D.Juan de Peñalver que es uno de los sabios que con mas acierto 
han trabajado sobre este importante asunte^Mm^yy^ume'toilo se es-
plica con mucha facilidad, por que' l^^^iaclone^ae^a^^lf^de nivel en 
el barómetro son muy pequeñas en elecuador, y tan granÍTe%wlos po
los : sobre cuyo punto nadase ha manifestado aun por los sabios de\¡uropa. 
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mósfera una misma presión; por consiguiente IT será igual en todos los 
puntos de esta superficie; Juego si colocamos dos barómetros en dos dis
tintos parages de esta misma superficie y espresamos por g' la gravedad, 
y por /*' Ja altura á que se eleva el barómetro en aquel parage, res
pecto á que la densidad del mercurio la suponemos también igual, la 
(ec. 646) nos dará Dgh=II~Dg/tí\ que da g:g'::h'\h\ 
que nos dice que en - .,1*11 del mar, suponiendo la atmósfera en equi
librio , las alturas del mercurio en fl. barómetro estarán en razón in
versa de las gravedades que se veriflu. •> en aquellos parages, según 
sus respectivas latitudes. ^ 

g'tí É 
538 De esta proporción se deduce fc=-— (t-^'7); 

S 

por cuyo medio podremos averiguar la altura media del barómetro en 
un parage cualquiera al nivel del mar; puesto que conocemos la altu
ra hf á la latitud de 5 0 o sexag. y nos es fácil conocer por la fdrmula 
(ec. b d c) de la nota del (§ 162) los valores de g y g'. 

Para dos líquidos cuyas densidades fuesen Z), D\ y h, b! las altu
ras de las columnas líquidas que se equilibran con la misma presión en 

vun mismo parage, la (ec. 646) nos dará 
Dgh=II=D'gh' (648) , que da h:h'::D':D; 

que nos manklesta qere las alturas á que se sostienen los líquidos por 
la presión atmosférica están en razón inversa de las densidades de 
los líquidos. Luego pues que la altura media del barómetro en Madrid 
se puede reputar de 30,54 pulgadas españolas = 2,545 pies, y la den
sidad del mercurio es á la del agua como 13,568 es á 1 , tendremos 
que la altura media á que se podrá elevar el agua en Madrid, á causa 
de la presión atmosférica, en un tubo que estuviese cerrado por la parte 
superior, resulta ser de 2 , 5 4 5 x 1 3 , 5 6 8 = 3 4 , 5 3 pies españoles. 

539 Todo lo que hemos manifestado sobre el equilibrio de los fluidos 
pesados en los vasos comunicantes , conviene igualmente á los fluidos 
contenidos en los tubos recurvos. El agua d cualquier otro líquido pe
sado permanecerá en equilibrio en un tubo ACB (figs. 183 y 184) com
puesto de dos brazos AC y BC abiertos por arriba, si dicho fluido esta 
á nivel en ambos brazos. Si estando abiertos los dos brazos se coloca 
el tubo ACB en una posición inversa (fig. 1 8 5 ) , el agua podrá aun 
mantenerse en equilibrio en virtud de la presión atmosférica que se eger
ce de abajo arriba en cada brazo y que se opone á que baje el agua; 
pero suponiendo que el fluido ocupe la parte aCb del tubo, será nece
sario que los dos puntos estremos a y b se hallen en un mismo plano 
horizontal; y que la altura vertical del vértice C del tubo sobre este 
plano , sea

 m e n o r T^_ - . J ^ " ' r a 1 u e I a presión del aire puede ele
var y sosten al fluido sobre su nivel ; pues de lo contra
rio el a ^ . / bajaría á un mismo tiempo en los dos brazos AC y BG 
forman^ u^ vacío en el vértice. 
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Debemos observar ademas que el equilibrio del agua en un tubo in

verso solo es instantáneo; de modo que si el fluido baja algún tanto en 
uno de los brazos y sube al mismo tiempo en el otro, continuará in
definidamente bajando por el primero y subiendo por el segundo. En 
«fecto, supongamos que el estremo a baje hasta a' y que el estremo b 
haya subido a b'; de manera que el fluido llene ahora la parte a'Cb' del 
tubo ACB; tiremos por los puntos a' y •á* i - Wt$ horizontales ae' bf 
que encuentren á la vertical Ce erüos puntos e y f; hagamos Ge—/i, Cf—h'; 
espresemos por 1) y g la dezmad del fluido y la gravedad, y del mis
mo modo que antes por J¿Ha presión atmosférica referida á la unidad 
de superficie; la preskín que se egerce en el punto a' y que intenta has*' 
cer subir el fluido el brazo AC, será el esceso de la presión JT sobre 
la porción Ca' del fluido; luego será igual á II—gD//; 
por la misma razón la presión en el punto b' es igual á LT—gD//, 
y coopera á hacer subir el fluido en el brazo BC; pero á causa de ser 
/»'</», la segunda cantidad es mayor que la primera; luego la presión 
que se egerce de abajo arriba en el punto b' escederá á la que se verifi
ca en a', y por consiguiente el fluido bajará por el brazo AC. 

Cuando el tubo se halla en la posición recta de las (figs. 183 y 184) 
el equilibrio es permanente d estable; de modo que si se baja en uno, 
de los brazos por debajo de su nivel , y se eleva en el otro sobre el 
mismo nivel, él tratará de volver á su posición de equilibrio y hará en 
ambos brazos una serie indefinida de oscilaciones. 

540 Ahora será muy fácil comprender el mecanismo del sifón, ins
trumento que se usa para trasegar los líquidos, y consiste simplemente 
en un tubo recurvo del cual uno de sus brazos es mas largo que el otro. 

Sea ab (fig. 186) el nivel del líquido en el vaso que se trata de va
ciar; se sumerge en este líquido el brazo mas corto CB del sifón ACB; 
se aspira después el aire contenido en este tubo (d antes de colocarlo 
se ha llenado el tubo del líquido que se quiere trasegar) y al instan
te la presión atmosférica que se egerce sobre la superficie ab, hace subir 
al líquido en el brazo CB, y que se eleve hasta el vértice C, con tal 
que su altura sobre el nivel ab ó la perpendicular Ce tirada desde este 
punto sobre la superficie ab 110 esceda á la altura á que el fluido puede 
estar sostenido por la presión del aire; llegado al punto C, el fluido 
vuelve á bajar por el brazo CA y cae en otro vaso por el estremo A. 

Durante este paso el nivel ab se baja, y la altura Ce aumenta; lue
go será necesario para que este paso no sea interrumpido, que esta altura 
no llegue al límite que le está señalado (ec. 646). 

541 La pesantez es la sola fuerza que hemos considerado hasta ahora 
para el equilibrio de los fluidos; pero ademas se debe tener en conside
ración que cuando los tubos son'muy e s ^ ¿ ¿ ^ ^ . n i ¿ a una elevación ó 
depresión según las paredes de los i^^teiigaiTnias^^6|ios atracción 
con las partículas fluidas que la que tienen estas entre sí. ÍÍ^WOS tubos 
estrechos 6e les caracteriza con el nombre de tubos capilares*!ysji espe-:riza con ei noniDre ae tubos capil&'t 
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rienda prueba que el nivel se eleva en un tubo de vidrio sumergido en 
el agua; y que al contrario el nivel del mercurio se baja en el mismo 
tubu. Laplace es el Geómetra que ha publicado una teoría matemática 
y completa de la capilaridad en su Mecánica celeste. 

542 Si suponemos que el brazo AC del tubo en un barómetro se po
ne debajo de un vaso cerrado de pequeñas dimensiones, y lleno de aire 
d de un gas eifalquit., , . ¿ e i / u t «mos que se puede hacer abstracción del 
peso de esta pequeña porción de fluida pero en razón de su elasticidad 
este gas egerce una cierta presión sobre . - paredes del vaso, que es la 
misma en todos sus puntos (494); la presio. _j-*ue egerce sobre la super
ficie del mercurio en N (íig. 182) es la que le sosfJene encima del nivel 
h en el brazo BC; por consiguiente llamando h lQiltura del mercurio, 
y m la densidad del gas, el producto gmh será la medida de la presión 
del gas, debida á su elasticidad y referida á la unidad de superficie; 
es decir, la medida de lo que se llama fuerza elástica del gas. 

El aparato que sirve para medirla se llama manómetro; el cual con
siste en un barómetro ordinario ABC, cuyo brazo abierto CA se comu
nica con una vasija cerrada, en la cual se coloca el gas d vapor cuya 
fuerza elástica se quiere conocer. La altura del mercurio en un baróme
tro, cuyo brazo abierto comunique con la atmósfera, da la medida de 
la fuerza elástica del aire en el punto en que el fluido está en contacto 
con el mercurio; poique si se cierra la abertura A del tubo ACB sin 
mudar nada al estado del aire contenido en el brazo AC, el equilibrio 
del mercurio y de este aire no se turbará; luego la fuerza elástica de 
esta porción de aire AC hace equilibrio con la presión de la columna de 
mercurio; luego esta fuerza elástica tiene por medida el producto gmh. 

543 La fuerza elástica de una porción de aire contenido en una va
sija cerrada, no varía en tanto que este aire conserve la misma densidad 
y la misma temperatura; luego si se trasporta un manómetro de un lu
gar á otro, y se tiene cuidado de no znudar en manera alguna el estado 
del aire que contiene, el producto gmh que mide la fuerza elástica de 
este aire, no deberá mudar tampoco; por consiguiente si la gravedad 
g varía de un lugar á otro, la altura h del mercurio variará en razón 
inversa, suponiendo que la densidad m de este fluido no mude; donde 
se ve de que modo las variaciones de las alturas del mercurio en el ma
nómetro , pueden hacer sensibles las de la pesantez en la superficie de la 
tierra y servir aun para determinarla. 

544 La esperiencia ha enseñado que permaneciendo la misma tempe
ratura, la fuerza elástica de un mismo gas es proporcional á su densidad. 

Así, si se tiene un gas cualquiera contenido en un vaso vertical, cu
bierto en su parte superior con un embolo que le cierre exactamente, 
y este émbolo se c s ^ ^ >m peso dado P, comprendiendo en es
te peso el dej^f«#inb^nmoIoT^Jx^? sustituye sucesivamente á P, una 

^ c"erie de u¿f,t 2P, 3P, 4P Ci?c, el^as se comprime cada vez mas; y la 
esperien^a prueba que su volumen se reduce sucesivamente á la mitad, 
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al tercio, al cuarto Cffc. de lo que era antes; luego su densidad (163) 
viene á ser al contrario dupla, tripla, cuadrupla Cifc. de su densidad 
primitiva: es decir, que la densidad crece en la misma relación que el 
peso comprimente. 

545 Supongamos ahora que permaneciendo el mismo el peso P, se 
eleve la temperatura del gas sometido á la presión; este gnj se dilatará; 
su volumen crecerá y su densidad disminuira^pL.Üfftr los esperimentos 
de Gay-Lussac se sabe, primero.^ué* todos los gases se dilatan uní-
forme mente, al menos en el irJMfvalo de la temperatura del hielo ú la *T 
del agua hirbiendo, ó sea d^0e o° hasta 1 0 0 o del termómetro centigra- i 
do ú 80 o del de Reaumjp; segundo, que la dilatación debida á un mis- ***~^s 
mo aumento de tempe/atura es exactamente la misma para todos los 
gases , vapores ó mezclas de gases y vapores; tercero , que tomando 
por unidad el volumen del gas á la temperatura cero , la dilatación 
común es de 0,00375 por cada grado del termómetro centígrado, de mo
do que á la temperatura r este volumen estará espresado por I-HO,OO375T. 

Aunque esta ley de dilatación solo está verificada por la esperiencia 
entre los límites o° y 100 o, podemos estenderla por analogía fuera de es
tos límites, y suponer que r representa aquí un número de grados del 
termómetro centígrado, positivo cuando la temperatura está sobre cero, . 
y negativo cuando es inferior. Se puede referir este volumen 1+0,003751* • 
á su estado primitivo, sea refiriendo la temperatura á cero, sea mudando 
el peso P que comprime el gas sin mudar la temperatura; por este se
gundo modo será necesario sustituir al peso P un peso P(i-t-o,00375^, 
que será la medida de la fuerza elástica del gas referida á su densidad 
primera; de donde se concluye que permaneciendo el mismo volumen y 
let misma densidad de un gas cualquiera, su fuerza elástica aumenta 
en la misma relación que su temperatura. 

546 Si por una parte la fuerza elástica de un gas es proporcional á 
su densidad cuando la temperatura no varía, esta fuerza queda en la 
misma relación que la temperatura cuando la densidad permanece la 
misma; luego se puede deducir la intensidad de esta fuerza en función 
de estos dos elementos, suponiéndolos ambos variables. Por lo que sí 
llamamos D la densidad, r el número de grados del termómetro centí
grado que señala la temperatura, y p la fuerza elástica del gas d la pre
sión que egerce sobre la unidad de superficie, tendremos 

/>=a£( 1+0,003751-) (649), 
siendo a la relación de la fuerza elástica con la densidad á la tempera
tura cero. Este coeficiente a es constante para un mismo fluido elástico; 
pero varía de un fluido á otro, y se debe determinar por la esperiencia 
para cada gas en particular. 

Uso del barómetro para la mv 

547 Puesto que la causa de la elevación del mercurio ene^^rónae-
t r o es el peso del aire sobre la superficie del mercurio qu< 
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beta, resulta que si colocamos dos barómetros á un mismo tiempo en do? 
parages que disten desigualmente del centro de la tierra, como sobre el 
que diste mas de dicho centro cargará menos aire que sobre el otro, la 
altura del barómetro será menor en el parage que esté mas elevado; y 
lo que nos proponemos ahora es deducir una fdrmula general para podei 
determinar la diferencia de las alturas verticales de dos parages distin
tos por la diferencia -o la^alturas del mercurio en el barómetro: asunto 
que es de la mayor importancia, piv»§de este modo se pueden medir al
turas con una precisión estraordinaria, ;¡n menos gastos, aparato y pér
dida de tiempo, que lo que exigen» las op ;°ciones trigonométricas. 

Para esto consideremos en la masa de aire oye compone la atmósfera 
terrestre una columna de aire cilindrica y vertical que se apoye sobre 
la superficie terrestre y se prolongue indefinidamente. Supongamos que 
el resto de la atmosfera se convierta en solido, de modo que esta co
lumna de aire se halle contenida lateralmente por las paredes de un ci
lindro vertical; si la masa entera del aire está en equilibrio, este esta
do no se debe turbar por nuestra hipótesis; por lo que la columna de 
aire debe estar separadamente en equilibrio; la fuerza que solicita la* 
moléculas de aire es la pesantez; por loque es preciso para el equilibrio 
(506) que la densidad, la presión y la temperatura sean uniformes en 
toda la estension de una misma capa horizontal de una altura infini
tamente pequeña. Sea u la distancia de una capa cualquiera á la su
perficie de la tierra, D su densidad, t su temperatura, g' su pesantez, 
p' su fuerza elástica, y tendremos que D , t, g' y p \ serán funcio
nes de u. Sea también du la altura de esta capa, y A su ancho ó la 
sección del cilindro perpendicular á su longitud; por lo que Ap será la 
presión que se verifica sobre su base inferior; y A(p—dp)=Ap— 
la que sufre su base superior; la cantidad Adp debe ser igual al peso 
ADg'xdu de esta misma capa; luego suprimiendo el factor común A , se 
tendrá —dp=Dg'du (650); 

que viene á ser la (ec. 634) sustituyendo en vez de U su valor g, J 
haciendo X=o, Z = o , y considerando que la presión disminuye cuan
do aumenta la altura u, lo que hace que dp y du deban tener signos di
ferentes. Sustituyendo en vez de D su valor sacado de la (ec. 649)? v 

dp —g'du 
poniendo a en vez de 0 ,00375, se tendrá — = (65 1 )* 

p a(i-har) 
548 De esta ecuación nada se puede concluir mientras que no co

nozcamos r en función de u; se sabe por esperiencia que la temperatura 
decrece á medida que uno se aleja de la superficie de la tierra; pero aun 
no se conoce con exactitud la ley de este decremento. Por fortuna esta 
ley tiene P n r a *"̂ ."„n el resultado del cálculo de las alturas 

.por el bar^, A:ifo"a causa de ic ̂ queííez del factor a, y tiene acredita
do la arrienda que se puede considerar en esta cuestión la tempera' 

^nstfKjte, con tal que se tome para T en cada caso particular un8 
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temperatura media entre las que se verifican en los dos puntos estremos 
de la altura que se quiere determinar. Por otra parte, siendo r el radio 
de la tierra, y g la pesantez en su superficie, si espresamos por g' la 

tékk «EUl «ítító 5»D 9*&C«£(|*"lá<ifc$.lOlteifl 'hlffa:<*kl'*dl(lfl¿l'foí> Stiítlft 

gravedad á la altura w, será (§ 347) (r+u)2:r2::g:g'—- (652); 

d p y —gr*du 
luego la (ec. 651) se convierte en - (053); * 

> J f r a ( n - a r ) ( r + w ) z ^ 

integrando, en el supuesto»*íre ser r constante, se tiene ^ / ^ ^ 

Agr2 1 
log.p=—; -X hC, 

a(i-Har) r-h« 

siendo C la constante arbitraria. El logaritmo de p está tomado en las 
tablas ordinarias, y k representa el modulo de estas tablas , que es 
(II. 545) 0,43429 &c. Para determinar la constante C supongamos que 

kgr 
sea Jl el valor dep que corresponde á n=o , y será log.IT—- --f-C; 

a(i-hctT) 
y quitando la ecuación precedente de esta, resulta (I. 310) • 

IT ker u 
log.—= - X (654). 

p a ( n - a r ) r-hu 

Esta ecuación reunida á la (ec. 649) dará los valores de p y de D en fun
ción de u; por lo que estas ecuaciones encierran las leyes de la densidad 
y de la fuerza elástica del aire que conviene al estado de equilibrio de 
la atmósfera. 

549 Para que la (ec. 654) nos sirva para medir las alturas vertica
les en virtud de las del barómetro, debemos suponer que se haya ob
servado la altura barométrica en la superficie de la tierra y á la altura 
M sobre dicha superficie; sea h la primera altura observada, y h' la 
segunda; sean también en el momento de estas observaciones T y T1 Jas 
temperaturas del mercurio que estén señaladas por un termdmetro en 
contacto con el barómetro, y tendremos que como el mercurio se con
densa j^ja de su volumen por cada grado centígrado de diminución de 
la temperatura , se sigue que si m es la densidad de este líquido que 
corresponde al numero T de estos grados 6 á la primera observación, 

m \ 1 J será el que corresponde al numero T' 6 á la segunda ob-
\ 5 4 1 2 / 

¡rvacion; lueg 

nes Il=mgn ( 6 5 5 ) , y p = ™ g 7 ^ i 

servacion; luego tendremos que la (ec. 64^^t*BaáJ^^; ̂ ^Tjsdos estacio-

w • 
5412 



2^6 T R A T A D O E D E M E N T A D 

T—T' 
Para abreviar comprenderemos el factor n en tí; de modo que 

54^2 
tí representará la altura del barómetro, tal como sea dada por la se
gunda observación multiplicada por este factor. Entdnces dividiendo la 
(ec. 655) porcia (ec, 656;,^ poniendo por g' su valor (ec. 652), se ten-

n h ( r+M) 2 " " 
drá — (057), 

p tí r 
% 

y por consiguiente log.——log.—-f-2log.^n-^j (658). 

550 Supongamos que t y t' sean lns temperaturas del aire en la su
perficie de la tierra y á la altura u. Estas temperaturas difieren en ge
neral de las Ty T' del mercurio contenido en el barómetro; porque este 
líquido no siempre tiene el tiempo de tomar la temperatura del aire 
ambiente. Estas temperaturas t y t' son dadas por termómetros aislados 
y suspendidos al aire libre; y en virtud de lo espuesto (548) supon
dremos *=!(*—O; 
deberíamos tomar también 01=0,00375; pero conviene aumentar un po
co este coeficiente, á fin de tener en consideración la cantidad de agua 
en vapor que contiene el aire. En efecto, bajo la presión ordinaria de 
la atmósfera, la densidad del agua en vapor es á la del aire, como 10 
a 14; luego el aire es tanto mas ligero, cuanto mas vapor contiene; pe
ro como contiene mas á proporción que la temperatura es mas elevada, 
resulta que cuando el aire se dilata por el calor, su peso debe dismi
nuir en una mayor relación que la que aumenta su volumen. Luego au
mentaremos el coeficiente a, y para la comodidad y mayor exactitud del 
cálculo, tomare'mos a=o,004=54-3, s 

a(M') . 
cuyo valor va conforme con la esperiencia; luego será a m (o59/' 

4 1000 

Si se sustituyen estos valores de log.— y ctr en la (ec. 654), tendremos 
P 

h / u \ kgr u 
log. t-2log.( I H ]=r j—X (660); 

\ 1000 / 
que quitando el divisor y poniendo en vez de u la letra A por ser la m1' 
cial de la altura que buscamos, tendremos 

A ^ . Y f ^ S ^ ^ l 0 g . Í - i - 2 ] 0 g / I + - W l + - ) ( 6 6 l ) . 

>£ : *g \ IOOO / \ IT- ° \ r / / \ r/ 

Y Ei^medio mas seguro de determinar con exactitud el coeficieD' 
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^-65806(1+0,00283700.24)^1+^^ 

Esta ecuación servirá para deternffnar la altura A en to%* los pa" 
ragesde la tierra, en virtud de los valores de h, tí y t, í', aud^e veri-

te — que entra en esta fórmula, es el de hacer uso de una altura bien 
kg ; • - ,: _ 

conocida por medidas trigonométricas; se sustituirá esta altura en lugar 
de A en esta ecuación; se pondrá al mismo tiempo en vez de r, t' y h, tí, 
las temperaturas del aire y las alturas del barómetro observadas al pie 
y en el vértice de esta altura A, y en lugaj^ie radrl medio de la 
tierra; y de este modo se tendrá unyecuacion de condición, de donde 

a 

kg 

Tomando un medio evjfe los resultados de un gran numero de observa
ciones hechas con el mayor cuidado, ha encontrado Mr. Ramona que 
a 

—- ZZ18336 metros á Ja latitud de \it. Este coeficiente varía con la latitud 

del lugar de la observación á.causa, de que la gravedad se halla en su 
denominador; luego en virtud de lo espüesto (nota del § 162) deberemos 
multiplicar el denominador de esta espresion por 1—0.002837005.24»; 
y para que no se altere esta ecuación, multiplicaremos el segundo miem
bro por •—-, 

1 — 0 , 0 0 2 8 3 7 0 0 5 . 2 - 4 

y tendremos que para una latitud cualquiera 4 i será 

^ - = i 8 3 3 6 x 1 (662); 
kg 1—0,002837005.24 

que haciendo la división (I. 184), y tomando solo los dos primeros tér
minos , resultará por último para una latitud cualquiera 

a 
—=i8336metros(i-+-o,oo2837cos.24) (663). 
k8 

Sustituyendo este valor en la (ec. 661), se tendrá 

^= i8 3 3 6
w ( i+o,oo2837co .24 )^ i+ 2 ^^ (664). 

Para referir esta ecuación á nuestras medidas no tenemos mas que 
multiplicar el factor constante 1.8336 metros por 3,5889216 pies espa
ñoles que tiene el metro, y tomar las cantidades que entran en el segun
do miembro en pies españoles; lo que en pies españoles dará 
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fícan al mismo tiempo en los dos estremos de esta altura. Pero como A 
' : • ' • ? ! , ; *0-M>:-' -u ir.>Qi\ 'A: i -v . --i-.:.'^ ril-, ^ H < ¡ ; • 

entra en ambos miembros de esta ecuación, y la fracción — será siem-
. , r • .; . !••'•,..-••», «,? ;v oi-î !f.n--.n ni ifíh'm ;»r* • » • el»; t 90 

pre muy pequeña, resulta que se obtiene un primer valor muy aproxi
mado de-A despreciando esta fracción en el segundo miembro de esta 
ecuación; est* valor* ""'e o ¡Rengamos se sustituirá en el segundo miem
bro, lo que dará un segundo vak^ mas aproximado que el primero; se 
podría encontrar un tercer valor m'a."u-oximado, sustituyendo el se
gundo en dicho segundo miembro; pero s%tendrá en todos los casos una 
exactitud suficiente limitando la aproximadla al segundo valor de A. 

552 La (ec 664) no difiere esencialmente dO-̂ i que Mr. Laplace ha 
dado para el mismo objeto en su Mecánica celeste, y que hemos puesto 
en la fdrmula (A) del pliego de cálculos que hay al fin de mi Compen
dio de Mecánica Práctica. Ambas ecuaciones coinciden cuando se des-

A 
precia el cuadrado de — en el segundo miembro de la (ec. 664), lo que 

r 

se puede siempre hacer sin error sensible. 
Hay también otra fdrmula menos exacta, pero mas sencilla que la 

* precedente; la cual se deduce de la anterior, despreciando la fracción 
A y " . a ( 2(M'\ h 
— , lo que la convierte en A~—x[ 1 -i P 0g'T7> 
r kg \ 1000 / tí 

a 

más para satisfacer á las observaciones, el coeficiente — no debe tener 
kg 

el mismo valor en esta fdrmula que en la (ec. 664); y en efecto las ob
servaciones citadas de Mr. Ramona dan para el valor del coeficiente que 

a 
se debe emplear en esta nueva fdrmula, —-—18393 metros, 

kg' 

í la latitud ¿TT donde la gravedad es g'; por lo que para una latitud 
cualquiera 4 , será 

~=i8393X *- -=i8393(1+0,002837005.24) (666); 
kg 1—0,002837003,24 

( 2(M')\ h 
I H JIog. (667). 

I O 0 O / tí 

553 Si se esceptuan los casos en que se trata de una altura muy 
grande, esta fdrmula P* la aue sirve casi siempre para la medida de las 
alturas por Jjj^tiBil'rTatKm"" .̂/ barómetro. Ella da inmediatamente y 
lion una c^.ttítud suficiente la dirigencia de las alturas verticales de dos 
puntosjffjuando se conoce la temperatura del aire y la altura del baro-
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metro en estos dos puntos; t y h se refieren "á la estación inferior *t' y 
tí á la superior; la altura tí relativa á esta segunda estación no se de
be emplear sino después de haberla corregido de la diferencia de las tem
peraturas T y T' del mercurio en las dos estaciones, es decir, después 

de haberla multiplicado por el factor 1-Ĵ t<» g • • • 

Todos estos resultados vajri j¡¡ "Jllomies con los que saca directamente % * 
Mr. Biot que es uno de losj^roios que con mas acierto, elegancia y cla
ridad han tratado esta nñrreria en su apreciable Astronomía Física, Y ^ ^ N ^ 
cuyas fórmulas hemo^ado á conocer en dicho compendio. 

554 Si multiplicamos el segundo miembro de la (ec. 666) por 
3,5889216, la tendremos reducida á pies españoles, y será 

/ h 
^=66011 pies españoles (i+o,oo2837cos.24)í 1 l l o g . - - ^ - ( 6 6 8 ) , 

teniendo cuidado de tomar los* valores de h y tí en pies españoles. 
555 Para hacer uso de estas formulas es necesario hacer estas obser

vaciones con mucho cuidado y con instrumentos muy exactos y que sean 
comparables: sin cuyo requisito se podrían cometer grandes errores. Se ^ 
elegirá si es posible un tiempo sereno, y la hora del medio dia. Se co
loca un observador en cada estación, y hacen en las épocas convenidas 
de antemano la observación de la altura del mercurio en el barómetro, 
apuntando al mismo tiempo la temperatura del mercurio y la del aire 
libre, estando todos los instrumentos á la sombra. 

Estos observadores repetirán sus observaciones de 5 en 5 minutos, 
de 10 en 10, ó de cuarto en cuarto de hora, según se hayan conve
nido antes hasta tener diez d doce observaciones. Después se reúnen los 
dos observadores, comparan de nuevo sus bardmetros para cerciorarse de 
si les ha sucedido algún accidente. Si los hallan conformes, se toma un 
término medio entre todas las observaciones, y con estos datos se cal
culará la diferencia de nivel por dichas fórmulas. Si las observaciones 
se han hecho con todas las precauciones necesarias, el resultado no será 
susceptible sino de muy pocos errores, debidos á las irregularidades ac
cidentales de presión y de temperatura de las capas de la atmosfera; es
tos errores desaparecerán por su compensación recíproca, repitiendo las 
observaciones en diferentes épocas y tomando un término medio entre 
todos los resultados. 

556 Si por una larga serie de observaciones hechas en un mismo 
parage, se determina la altura media del barómetro y la temperatu
ra media de la atmósfera, se puede hallarporjuedio de la (ec. 668) la 
altura de aquel parage sobre el n i v e l ^ j j í í f f i r ^ o a ^ c ^ ^ ^ r otro pun
to determinado. Para esto, se neccmta tener también en^Ljsegundo 
punto la altura media del barómetro y la temperatura meditóme da 
el termómetro, y calcular por dicha^c. 668)ffijop^sihicieS,con 



300 TRATADO EDEMENTAD 
relación á dos estaciones en que se tuviesen alturas correspondientes. 

Todavía se puede simplificar algo mas la fdrmula (ec. 668), viendo 
la corrección que se debe hacer á la altura que da dicha ecuación, pres
cindiendo del factor 1+0,002837003.24; y según los cálculos exactos de 
Mr. Biot se puede determinar la diferencia de nivel por la ecuación 

A—66011 pies "españoles! í \ h 

jlog _ (669), \ S*QO 

teniendo cuidado de que para una latitua\te 
o°, 5°, 10 o , 15 o , 20o, 25°, 30° , ^ó \4o 0 , 

se deben añadir á la altura hallada por la (ec. oV>) una parte de dicha 
altura espresada por 7 ^ g - , SYSI 4^71 í ? o i TÍQ-> Tun T&S'S 1 ~aího-
Que para la latitud de 45 o nada se debe añadir ni quitar; y que para 
una latitud de 50o, 5 5 o , 60o, 65 o, 70 o, 75 o , 80o, 85°, 
se debe quitar á la altura hallada por la (ec. 669) una parte de dicha 
altura espresada por ^oVo •> TSSo •> Yh?-> "dhf •> lé^) ~3TJ"> 3"5*8"* ~5tt 

507 Para que se comprenda bien el uso de estas formulas, nos pro
pondremos aplicar cada una de ellas á un egemplo. Sea el primero el 
determinar la altura del Chimhórazo sobre el nivel del mar pacífico, 
por las observaciones del Barón de Humboldt. 

En la estación superior se tenia A /=o™,377275=i,3540104 pies esp.; 
el termómetro libre d el valor de t' era —1°,6; 
el termómetro del barómetro 6 el valor de T' era 10 o . 

En la estación inferior, esto es, al nivel del mar pacífico, la altura del 
mercurio en el barómetro era /i=onj,7620=2,7347583 pies españoles; 
el termómetro libre d el valor de í=2 5°,3; 
en el termómetro del barómetro se tenia 2==2 5°,3; 
y por último la latitud era i ° y 45'. 

Puesto que aquí la latitud es ^ = i ° 45', se tendrá 24=3° 30'; 
si multiplicamos el coseno de 3 0 30' por el factor 0,002837 hallaremos 
por producto 0,0028317; y anadiándole la unidad, tendremos que el 
factor correspondiente á la latitud se nos convertirá en 1,0028317-

2(M') 
El segundo factor de la fdrmula es H ; 

1000 
y como í=25°,3 y ¿'——I O ,6, tendremos í+¿/=25°,3>—1°,6=23°,7? 

2 (*-+-*') 
cuyo duplo partido por 1000 da 0,0474; por lo que H —i,o4?4' 

1 0 0 0 

h / A\ 
El tercer factor de '9 fórmula es log.—H-2log.í n ), 

el cualJEe nos reduce á log.—7; pues despreciando el termino —enesw 
h r 
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es 22847748 pies españoles, la 1 1111i i l j j^^ ' ' tTr "_ 7 * 'yj 1 \ \ \ \ \ n 

h / A\ ^ 
por lo que log.—-t-2log.f n ^ = 0 , 3 0 4 0 7 1 n-2log.i,oo< 

primera operación, como log.i=;o, queda .únicamente log.—. 
-«oíq ^cüu>B003 i d ) i b ¿h a o p c i o i i u c í e--nvuid - j cd» fe bnp* ::ok> i v n o a nt 

El valor de h le tenemos conocido, pues es ft=2,7347583 pies esp.; 
el de // observado, que es de 1,3540104 pies le debemos modificar, mul-
. , T— T' * 

tiplicandolo por n ; 
5412 g0T 

»•**• 

y como T=2 5°,3 y T'=io°>fseti 
T—T' M 1 5 ^ 3 

I H —y* =1-1-0 ,002827=1 ,002827; 

5412 5412 
que efectuando la multiplicación de esta cantidad por el valor de tí, 
tendremos que el valor de h' que se debe emplear es 1,357838 pies esp.; 
y para hallar el log.— no tendremos mas que restar de log.A, que es 

tí 
0,4369190, el de tí corregida que es 0,1328479, y obtendremos por 
resta 0,3040711. 

Por este logaritmo se ha de multiplicar el producto de los tres pri
meros factores; y como el producto de estos es mas cómodo hallarlo 
por logaritmos, deberemos sumar con los logaritmos de los tres prime
ros factores, el logaritmo de este logaritmo que acabamos de hallar. 

A . A 
El último factor 1 -rh—, no atendiendo por ahora al término — , se 

r r 

reduce á la unidad; luego no tendremos que contar con este factor. 
Por lo que la (ec. 665) se nos convertirá en 

^ = 6 5 8 0 6 x 1 , 0 0 2 8 3 1 7 x 1 , 0 4 7 4 x 0 , 3 0 4 0 7 1 1 ; 
que haciendo la operación por logaritmos se tiene 

Log.6 5806 — 4,8182655 

Log. 1,00283 17— 0,0012280 

Log.1,0474 — 0,0201126 
I<0g-O,3a4O7I 0,4829751 

Log.y^ —í-4,3225812—Log;21017 píes. 
Luego el primer resultado que sacamos es 21017 pies españoles. 

Ahora sustituiremos este valor en vez de A en el segundo miembro 
de la (ec. 6 6 7 ) , y tendremos que como el radio medio de la tierra 
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O .30407114-0,0007986 = 0,3048697. 
Luego Ja (ec. 665) se nos convertirá en 

„ 4 = 6 5 8 o 6 x 1 ,0028317x1,0474x0,3048697x1,00091987; 
que haciendo la operación por logaritmos se tendrá 

Log.6 5806 r r 4 ,8182655 

Log. 1,00 ir?; 3 ' poi 2280 

Log.1,0474 — 0,020. 6 

Log.o,3o48697..= 9 , 4 8 4 1 1 4 3 ' ^ 

Log. 1 ,00091987= 0,0003993 

Log. A = ¿ 4 , 3 2 4 1 i97=Log.21092 pies españoles. 
Si queremos mayor aproximación, pondremos en vez de A en el se

gundo miembro de la (ec. 6 6 5 ) , el valor 21092 que acabamos de encon-
21092 

trar; lo cual nos dará —sr = 0 , 0 0 0 9 2 3 1 5 . 
r 22847748 

Por lo que 2log.^n ^ = 2 ^ . 1 , 0 0 0 9 2 3 1 5 = 0 , 0 0 0 8 0 1 5 ; 

h / A \ 
luego será log.—-*- 2log.f 1 H J r r 0 , 3 0 4 0 7 1 1 -K>,ooo8oi 5=0,30487 

A 
y por ultimo el factor 1 -H será 1,00092315. 

/ • 

Luego si sustituimos estos valores en la (ec. 665) tendremos 
^ = 6 5 8 0 6 x 1 , 0 0 2 8 3 1 7 x 1 , 0 4 7 4 x 0 , 3 0 4 8 7 2 6x1,00092 3 1 5 ; 

que liaciendo la operación por logaritmos tendre'mos 
Log.6 5806 rr 4 ,8182655 

Log .1 ,0028317 . .= 0,0012280 

Log. 1,0474 rr 0 .0201126 

Log.o,3048726..rr 9 ,4841185 

Log. 1 ,00092315= 0,0004007 

Log.A rr*4,324i 253-nLog.21092,4 pies españoles. 

El intentar hallar mayor aproximación nos seria ya inútil, pues esta 
nos ha dado solo cuatro décimas de pie mas que la anterior. Lo que com
prueba que si en esta cuestión que es la mas complicada que se nos p"e' 
de ofrecer, pues no hay altura en el globo que sea igual con la del 
Cldmbdrazo^y^raBBaPfSuTra&î  * .segunda operación, con mas razón nos 
•bastará tt^Aialquier otro caso.\-

Denominemos ahora la misma altura por la (ec. 668) , y tendremos 
que ĵ<dcien4(̂ en ella las sustituciones convenjf ntes se nos convertirá en 



D E M E C Á N I C A . 303 

A—66011X1,0028317X1,0474x0,3040711, 
que por logaritmos tendremos 

Log.66011 = 4,8196163 

Log.1 ,0028317= 0,0012280 

Log.1,0474 = 0,0201126 

Log.o ,30407i i= 9 , 4 8 2 9 7 5 1 ^ . • 0W * • 

Log.A =*4^2^;#*!?o=Log.2io83 pies. * 

Resultado que manifiest-yque en esta altura que es la mayor que 
nos puede ocurrir, t&ta fdfmula solo nos da nueve pies de diferencia, .̂»» ^ 
que es despreciable eî comparacion de ella; por lo que se echa de ver 
que se puede hacer uso con toda seguridad de dicha (ec 668), 

5,57 Propongámonos aun determinar la altura de Madrid sobre el 
nivel del mar; pues tenemos observaciones correspondientes, hechas con 
la mayor escrupulosidad por D. Juan de Peííalver , cuya exactitud en 
hacer uso de instrumentos buenos y comparables es bien notoria. En
tre todas sus observaciones, elegiremos las dos que merecen mayor con
fianza por acercarse mas á la altura media del barómetro. Estas son de 
los dias 18 y 19 de Junio de 1801 . 

Primera. El dia 18 dé Junio á las doce del dia en punto la altura 
del barómetro en el nivel del mar en Santander la hallo el espresado 
Sr. Peííalver de 32 pulgadas 10,36 lineas españolas después de haberla 
reducido á la temperatura de 1 0 o del termómetro centígrado, señalando 
dicho termómetro 1 9 o al aire libre. En Madrid el mismo dia á la mis
ma hora en el cuarto que habitaba el mismo Sr. Peñalver en el Palacio 
del Buen Retiro, la altura del barómetro, también reducida á la tem
peratura de 1 0 o del termómetro centígrado, era de 30 pulgadas y 4,86 
lineas españolas, y el termómetro centígrado señalaba 24 o ,8 al aire libre. 

Segunda. El dia 19 de Junio á la misma hora y en los mismos pa
rages, la altura del barómetro en Santander, reducida á io° del ter
mómetro era 32 pulgadas 11 .36 lineas españolas, y al aire libre seña
laba el termómetro 1 9 o , 2 . 

En Madrid la altura corregida del barómetro era á la misma hora 
30 pulgadas 6,14 lineas, señalando el termómetro 24°,2 al aire libre. 

Cálculo por la primera observación, cuyos datos son 
h = 3 2 pulgadas 10,36 lineas—2,7386111 pies; 

t = i 9 ° ; h/=30pulgadas 4,86 lineas=2,53375 pies; t =24°,8. 
Aquí no tenemos que corregir la altura hf por tener ya reducidas á una 
misma temperatura de 1 0 o las h y h'. 

Ahora, para determinar el factor 1-1-0,002837008.24, tomaremos una 
latitud media entre la de Madrid y la de Santander; y siendo la de 
Madrid 4 o

0 25 / y la de Santander ^2^0^^^,.}*%^^^' 3o 7 ' , 
cuyo duplo es 83o y 53 ' . * . 

Luego si sumamos, el logaritmo del coseno de 8 3 o £3' -^ue es 
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9,0275669 con el del factor -0,002837 que es 7,4528593 , y buscamos 
á que' número corresponde, hallaremos ser al 0,00030229; por consi
guiente el factor 1-4-0,002837008.24=1,00030229. 

Puesto que ¿ = 1 9 ° y í / = 2 4°,8 , será 
aY&f) 2(19-4-24,8) 2x43,8 

j -i —- — I H = 1 -I -=1-4-0,0876=1,0876. 
I O O * ' « I^TíO IOOO 

Ahora, si del logaritmo de ̂ =2 ,7^ ,611 ipies, restamos el de/i~2,53375, 
h \¿, 

nos resultará log.—=0,0337666. x 

Luego si sustituimos estos valores en la (ec. 66^£ la tendremos reduci
da á A—6601 ipies xi,ooo30229Xi,o876xo,o337666; 
que haciendo la operación por logaritmos tendremos 

Log.66011 = 4,8196163 
Log. 1,000302 2 9= 0,0001313 
Log.1,0876 = 0,0364692 
Log.o,o337666..= 8,5284873 

Log.A r=*3,384704i=Log.2424,9. 
Luego la altura de Madrid sobre el nivel del mar en Santander es 
2425 pies españoles. 

Para la segunda observación, se tiene < ,) 2 , ^ * ^ 9 ^ o n ^ e S , 

6

 ( X y ¿=2,54263889 pies. 
El coeficiente correspondiente á la gravedad es el mismo que antes; 

zlMf) 
y siendo £ = i 9 ° , 2 , y t =24°,2 será n = 1+0,0868=1,0868. 

IOOO 

h . 
Para hallar el valor de log.— restaremos del log. de ¿ = 2 , 7 4 5 5 5 5 6 , el 

h 

h 
de /i =2,54263889 , y hallaremos que log.—=0,0333456. 

Luego la fdrmula se nos convertirá en este caso en 
A— 6601 ipies xi,oo03O229Xi,0868x0,0333456; 

que egecutando la operación por logaritmos se tiene 
Log.6 6011 = 4,8196163 
Log.1,00030229= 0,0001313 
Log. 1,0868. = 0,0361496 

- S ¿ 3 ° 3 3 6 

—*3i37893ó8=Log.2393. 
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Luego si sumamos estos 2393 pies con los 2425 qué nos daba la prime
ra observación, y tomamos la mitad, nos resultará 2409; y observando i 
que el parage donde se lidiaba el barómetro en Madrid estaba 15 pies 
mas alto que el nivel del Palacio del Buen Retiro, resulta que la altu
ra de Madrid tomada en el nivel de dicho Palacio sobre el nivel del 
mar en Santander, es de 2394 pies d de 798 varas españolas. 

Be lasMmbas. 

558 Se da en general eVimbre de bomba á una máquina por cu- , 
yo medio y con la presan atmosférica, se eleva el agua á diversas altu- X 
ras sobre su nivel. LiJr bombas pueden ser de tres especies, á saber: 
atraente, impelente y compuesta de atraente é impelente. 

La bomba atraente consta de dos tubos ED, CF (fig. 187) que se 
comunican por una válvula S; el cilindro superior CF se llama el cuer
po de bomba, y á lo largo de él sube y baja un émbolo AB que se mue
ve por medio de la espiga Z por una potencia cualquiera P. 

Con el fin de examinar el mecanismo con que obra, supongamos que 
sea ab el nivel del agua que se quiere elevar, en el cual está sumergi
do el cilindro inferior ED, y que el émbolo esté lo mas bajo posible co
mo en EF. En este caso el espacio comprendido entre ab y EF está lleno > 
de aire: este fluido en virtud de su elasticidad egerce una presión sobre 
la superficie del agua que se equilibra con la de la atmosfera. Si supo
nemos que se levante el émbolo á lo largo del cuerpo de bomba CF, se 
irá formando un vacío entre EF y AB; y entdnces la presión del aire 
contenido entre EF y ab hará que se abra la válvula S y pasará al cuer
po de bomba EB una porción de aire; por lo cual, el que quede en Eb 
se habrá dilatado, y por consiguiente su densidad y su fuerza elástica 
disminuirán; por lo que esta fuerza ya no se podrá equilibrar con la pre
sión atmosférica que se egerce sobre la superficie del agua fuera de la 
homba; luego el agua subirá en el cilindro ED hasta que la presión de
bida al agua elevada, aumentada con la correspondiente á la porción de 
aire comprendida entre este agua y el émbolo, se equilibre con la pre
sión del aire esterior. 

Supongamos que el émbolo se detenga cuando el agua haya llegado 
áa'6'; la válvula S se cerrará por su propio peso; cuando el émbolo 
vuelva á bajar hasta EF se abrirá la válvula S' y se escapará por estâ  
abertura el aire contenido en EB; el émbolo volviendo á levantarse de 
nuevo, causará un vacío entre AB y EF; la presión del aire«'¿/EF abri
rá la válvula S y pasará una parte al cuerpo de bomba EB, y el agua 
se elevará sobre a'b\ por egemplo hasta a"b"'; continuando de este mo
do al cabo de un cierto número de golpes jjg^¿J|fc':,ln. ^ej agua habrá pa
sado al cuerpo de bomba y habrá llegj^s^iasta a^~por-é^>udo. En es
te caso tendremos que si se detiene erémbolo, la válvula S bS ĉerrará'; . 
descendiendo después el émbolo, al llegar á la superfieie o£ dí^agua, 
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suponen 

se sumerge en este líquido, el agua abre la válvula S' y pasa por enci
ma del émbolo, Cuando este haya llegado á EF, la válvula S' se cier
ra, y al volver á subir eleva consigo el agua que se halla sobre AB; al 
mismo tiempo la válvula S se abre y deja pasar una nueva porción de 
agua que remplaza á la precedente, y que sube por el golpe de ém
bolo siguiente. 

De este modo ŝ v Jev^JJ" *"ma en una bomba atraente, y cuando ha 
llegado á una cierta altura salea- * cuerpo de bomba por un orificio la-
teral O al cual está adaptado un tubo o-'T nara dirigirla adonde convenga. 

^ 559 El agua no llegará jamas al cueN¿o de bomba CF si la altura 
> de EF sobre el nivel ab escede á la mayor altura á que la presión at

mosférica puede sostener el agua en el vacío, quí en cada parage se ha
llará por lo espuesto (538) con solo observar la altura del mercurio en 
el barómetro. También podría suceder que el agua dejase de elevarse 
en el cilindro DE y no llegase jamas hasta EF, si el émbolo á cada ope
ración no bajase hasta EF; por Jo que es necesario para que una bomba 
atraente produzca infaliblemente su efecto, que el émbolo al descender 
llegue al estremo del cuerpo de bomba, d al menos que se aproxime tan
to como sea posible. 
• 560 Cuando el agua haya llegado al cilindro superior, se la puede 

*-' elevar después á la altura que se quiera en este cilindro; el volumen de 
agua que cada golpe de émbolo hace subir es un cilindro que tiene por 
altura el espacio corrido por el émbolo, y por base la sección inferior 
del cilindro CF; luego multiplicando este volumen por el número de gol
pes de émbolo que se verifican en un tiempo dado, y suponiendo que el 
émbolo corre constantemente el mismo espacio, se tendrá para este in
tervalo de tiempo la cantidad de agua que suministra la bomba y que 
sale por el orificio O. 

Esta valuación del producto de una bomba atraente no seria exacta, 
si el nivel del depdsito se bajase de modo que la mayor elevación del em
bolo sobre este nivel fuese mayor que la altura á que la presión atmos
férica puede sostener al líquido. 

561 Si se esceptua el caso en que se hace un vacío en lo interior de 
la bomba, la carga del émbolo mientras que se eleva y está abierta la 
válvula S, es igual cd peso de un cilindro de agua que tuviese por base la 
del émbolo, ó el área de la sección interior del cuerpo de bomba, y por 

altura la elevación del agua sobre el nivel del depósito. 
En efecto, el émbolo sufre en general dos presiones contrarias, ha 

que se egerce en el sentido de la pesantez es igual al peso de la colum
na de agua superior del émbolo aumentado de la presión atmosférica; 
luego representando por m la sección interior del cuerpo de bomba, y 
por h la flltiiravprt;^^ - l o f n l n m n ^ de agua que carga sobre el em
bolo, tend^f^q'Se la presionóle sufre este en su parte superior esta
rá repr^jtada por Dghm-t-TL. ' 

CpCo suponemos que el émbolo se halla en contacto con el agua que 
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t i e n e d e b a j o , r e s u l t a q u e e s e m p u j a d o d e a b a j o a r r i b a p o r e l e s c e s o q u e / 

l a p r e s i ó n a t m o s f é r i c a q u e s e e g e r c e s o b r e l a s u p e r f i c i e d e l d e p ó s i t o , l i e - ' 

v a á l a de l a c o l u m n a d e a g u a , c u y a a l t u r a e s p r e s a r é m o s p o r tí, e s d e c i r , 

p o r u n a f u e r z a i g u a l á IT—Dgh'm. 
Quitando e s t a f u e r z a d e l a q u e i m p e l e a l m i s m o c u e r p o e n e l s e n t i d o d e 

l a p e s a n t e z , s e t i e n e Dg{h-\-h')m p a r a l a q u ^ u f r e : J r e s u l t a d o c o n - » 

f o r m e c o n e l e n u n c i a d o d e l t e o r e m a i - j K n l s h~i-tí e s l a e l e v a c i ó n t o t a l d e l 

agua en la bomba, desde el de ;̂'íífo hasta el parage O por donde sale. 
De donde resulta que en ger pal para elevar el agua á una altura dada 
por medio de una bomba atraente, es necesario aplicar al émbolo una ^t* 
fuerza capaz de soste^ y de hacer subir el peso de, este cuerpo, au- > 
mentado del peso de un cilindro de agua que tuviese por base la del ém
bolo , y por altura la elevación del punto donde se quiere elevar el agua 
sobre el nivel del depósito; y ademas se necesita que esta fuerza pueda 
vencer el rozamiento del émbolo contra la superficie interior del cilin
dro en que se mueve. Cuando el émbolo baja, el rozamiento es el único 
obstáculo que tiene que vencer la fuerza, y entonces es favorecida por 
su mismo peso. \ 

562 El mecanismo de la bomba impelente se reduce á que en ella 
descendiendo el émbolo AB (fig. 188) de AB á ab se sumerge en el flui
do, y se efectúa un vacío en el espacio EB; entonces el agua que está 
debajo del émbolo abre la válvula S y pasa á la parte superior. Al su
bir el émbolo, el agua que descansa sobre su base, subirá igualmente, 
y el aire que ocupaba el espacio ABFE se comprimirá, y en llegando á 
ser mas denso que el aire atmosférico, elevará la válvula S' y saldrá 
por esta abertura hasta que haya vuelto á tomar la densidad del aire 
atmosférico. Bajando de nuevo el émbolo, el agua del depósito subirá 
todavía mas en la bomba por la válvula S; y así continuará basta que 
el agua se introduzca en el cuerpo de bomba elevando la válvula S'. 

Por las mismas razones que en la bomba atraente, resulta que por 
medio de la bomba impelente se elevará siempre el agua á la altura 
que se quiera, contal que se aplique una fuerza motriz correspondiente 
al peso de una columna de agua que tenga por base la del embolo , y 
por altura la del parage por donde sale el agua sobre el nivel del de
pósito; y el efecto se calculará como en la bomba anterior. 

563 En la bomba compuesta de atraente é impelente , el émbolo 
AB (fig. 189) es sólido : obra siempre en el cuerpo de bomba CF y se 
baja ó eleva sucesivamente desde EF hasta el orificio K abierto en uno 
de los lados del cilindro: á este orificio está adaptado un tubo recurvo 
KLO, abierto en su estremo superior: una válvula S' fija en el punto 
L, se abre de abajo arriba y permite al agua. j¡|g§ar á la parte LO de 
este tubo por el cual se trata de ele\^M(ffilstaiuff ^»»V)¿dado O , de 
donde pasa después por un segundo o^cio lateral OH al ixd^e donde* 
se necesita. f 

Al bajar el émbolo , c'jmprime al air¿ contenido pn P! r¿Adro\me-'̂ mjDrime al ajj¡|̂ coMenido^en^elü¡̂ Ri 
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rlor y en el tubo KL ; este aire comprimido obliga á que se abra la 
válvula S': una parte de este aire se escapa por esta abertura, y la par
te que queda conserva la misma densidad y la misma fuerza elástica 
que el aire esterior. Llegado el émbolo al punto K d muy cerca de él, 
cesa de bajar : la válvula S' se cierra por su propio peso; cuando el ém-

« bolo sube, eP aire o^teni^vntre este cuerpo y la pared EK se dilata, 
la válvula S se abre, el aire con-, nido en el cilindro inferior se dilata 
igualmente, su fuerza elástica disum/: ̂ 0 „ y e l agua sube en el cilin
dro ED; después de varios golpes de émVolo el agua se halla elevada 

< / " ^ S hasta EF y una porción de ella pasa al cilindro superior, de modo que 
hasta aquí el mecanismo es el mismo que el deN â bomba atraente. Es 
de la mayor importancia en la práctica el tener cuidado de colocar el 
tubo KL muy cerca de EF, pues de lo contrario podría suceder que 
quedase entre la base del émbolo y EF una porción de aire que impi
diese el que llegase el agua á la base del émbolo. Supongamos que el 
agua llega en el cilindro EC sobre el punto K por egemplo á E'F'; al ce
sar de subir el émbolo, la válvula S se cierra, y al descender empuja 
al agua delante de sí, de modo que la válvula S' se abre y obliga al 
agua á penetrar en el tubo LO. El émbolo vuelve á descender hasta el 

( punto K, y al principiar á subir, la válvula S' se cierra, y la S se 
abre de nuevo, y el agua sigue al émbolo, al menos miézitras que este 
cuerpo no se eleve á una altura mayor que aquella á que la presión at
mosférica la puede elevar. Cada vez que el émbolo se eleva del punto K 
hasta E'F', pasa del cilindro inferior al superior un volumen de agua 
que llena el espacio comprendido entre E'F' y el punto K; y cada vez 
que el émbolo vuelve de E'F' al punto K pasa al tubo LO un volumen 
igual de agua. Así, el producto de cada golpe de émbolo es un volumen 
de agua equivalente á un cilindro que tuviese por base la del cuerpo de 
bomba EC y por altura el espacio corrido por el émbolo. 

564 La carga que sufre este cuerpo no es la misma cuando sube 
que cuando baja. Para determinarla, consideremos el émbolo en una po
sición cualquiera, por egemplo, cuando está en ef; si sube en este ins
tante, la válvula S se abrirá y la S' se cerrará; pero por un razona
miento semejante al del (§,561) se deduce que este cuerpo es entdnces 
empujado en el sentido de la pesantez por una fuerza igual al peso de 
un cilindro de agua que tuviese por base la del émbolo, y por altura 
la de ef sobre el nivel del depdsito, es decir, la longitud de la colum
na de agua elevada en la bomba. • 

Cuando el émbolo desciende, la válvula S se cierra, y la S' esta 
abierta; y siendo k el punto en que el plano horizontal de la sección ef 
encuentra al tubo KLO la porción de agua comprendida debajo de este 
punto y de^*'-u#ía en eqüiui^o por sí misma (539) y no egerce nin
guna m/Zon sobre el émbolo sittado en ef; pero la columna de agua 
elevaof'en^l tubo LO sobre el punto k egerce sobre la base del émbolo 
una presion^^rigjda de abajo arriba y pro^ory;onal á su altura vertical' 
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De donde se sigue que el émbolo mientra? que baja, es impelido de abajo 
arriba por una fuerza igual al peso de un cilindro de agua que tuviese 
por base la de este cuerpo, y por altura la elevación del agua en el tubo 
LO sobre la posición vertical del émbolo. En esta valuación no se ha te
nido en consideración la presión de la columna atmosférica que se apoya 
en el émbolo y que le empuja hacia abajo -̂ porque estarlo el tubo LO 
abierto en su parte superior, esta m̂ ...**m quedí/^destruida por la del 
aire esterior que se verifica ¡jm .̂'oéstremo de este tubo. Conociendo la 
carga del émbolo, el peso d/éste cuerpo y el rozamiento que sufre en 
lo interior de la bomba, s#determinará en cada caso particular el esfuer
zo que es necesario hyfer, y la fuerza que se debe emplear para moveí' 
el émbolo y levantar el agua á una altura dada en el tubo LO. 

5 6 5 La teoría de las bombas nos ofrece un egemplo de que el mayor 
efecto de las máquinas no siempre se verifica cuando hay mayor veloci
dad; pues aunque la cantidad de agua que elevará una bomba será ma
yor á proporción de que sea mayor el número de golpes de émbolo que 
se verifiquen en un tiempo dado, esto supone el que en cada golpe de 
émbolo suba una misma cantidad de agua; pero esto no sucedería si por 
tener demasiada velocidad la máquina, principiase á bajar el émbolo 
antes de que hubiese subido el agua necesaria para llenar todo el espa
cio entre E F y la base AB del émbolo. 

HIDRODINÁMICA. 

Del movimiento de un fluido pesado. 

id: 566 I Ja Hidrodinámica es aquella parte de la Mecánica que trata 
del movimiento de los fluidos ; la aplicación de los principios de esta 
ciencia al arte de conducir las aguas y de hacerlas servir para mover 
las máquinas, se llama Hidráulica. 

Si consideramos un vaso lleno de agua hasta una cierta altura, en 
cuyo fondo que supondremos horizontal tenga una abertura, y nos pro
ponemos determinar el movimiento del agua que va á salir por este 
orificio, deberemos observar que durante este movimiento cada molé
cula tomará una velocidad particular , variable de una molécula á otra 
en magnitud y en dirección ; más para simplificar la solución de este 
problema supondremos que todas las moléculas que pertenecen á una 
misma capa horizontal, tienen en el mismo instante la misma veloci
dad-, de modo que cada capa de un espesor infinitamente pequeño per
manezca paralela á ella misma, y p-t-^JrTr'-^ 1 :¿ T¿U<? mismas molécu
las fluidas mientras que dura todo^Tmovimiento. De'^** modo 'yia 
capa cualquiera va ocupando el lugar de la que está debajosyfc>or con
siguiente su ancho aumenta d disminuye según se ensamia o estrecha 
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el vaso , y su espesor varía en razón inversa de su ancho. Para que se 
verifique este efecto es necesario que las mole'culas que componen esta 
capa se aplanen al ensancharse, d se alarguen al estrecharse; de donde 
resulta que ellas mudan también de posición en el sentido horizontal. 
Así, ademas de la velocidad común á todas las mole'culas de una mis
ma capa horizontal ^ada^n.iole'cula tiene aun otra velocidad horizontal 
que le es partícula ropero la 'cur: úon vendría á ser demasiado compli
cada , si se tuviesen en considera¿%*Jas velocidades horizontales ; y 
como por otra parte no traería esto una unidad real , haremos abstrae-como por otra parte no traería 
cion de estas velocidades y solo atendere'xnr?0 -á la determinación de la 
velocidad vertical de las capas fluidas. ^ 

Se concibe con facilidad y lo prueba la esperiencia que cuando se 
trata de un vaso que se separa poco de la forma cilindrica, d cuando la 
altura del agua es muy grande con relación á la diferencia de los an
chos de las capas, las velocidades horizontales de las moléculas son muy 
pequeñas con relación á sus velocidades verticales , y que al mismo 
tiempo son casi iguales para todas las moléculas de una misma capa; lue
go hay un gran número de casos en que el paralelismo de las capas 
se observa, sino exactamente al menos con mucha aproximación; y pa
ra todos estos casos, el cálculo fundado sobre esta hipótesis deberá con
ducir á una solución aproximada de la cuestión. La teoría matemática 
del movimiento de los fluidos está aun poco adelantada ; y así es , que 
solo restringiendo la estension de la cuestión por hipótesis mas d me
nos admisibles , se ha llegado hasta ahora á algunos resultados genera
les , útiles en la práctica y conformes con la esperiencia. 

567 Sea CABD (fig. 190) una sección vertical del vaso, AB el ori
ficio , OZ un ege vertical sobre el cual se cuenten las distancias de las 
capas fluidas á un punto fijo O d al plano horizontal tirado por este pun
to; después de haber pasado un tiempo t desde el origen del movimien
to , espresemos por v la velocidad de una capa cualquiera del fluido, y 
por z su distancia al punto O ; de modo que z y v sean dos funciones 
desconocidas de la variable t. Para fijar las ideas , supongamos que 
mqnn'q'm' represente entdnces la sección vertical de esta capa horizon
tal, y se tendrá Oq=z-, el espesor qq' de la capa estará espresado por la 
diferencial dz , y su volumen será igual á su ancho multiplicado por 
dz. Pero su ancho es el área de la sección del vaso hecha por un plano 
horizontal lirado por el punto q: y esta área es una función de z, de
pendiente de la forma del vaso y dada en cada caso particular, por lo 
que la representaremos por K; luego Kdz espresará el volumen de la 
capa mdvil que consideramos. En fin, espresando siempre por g la gra
vedad , tendremos que gdt seria la velocidad que recibiría dicha capa 
mdvil si estuvj££|ggié#?**^ por dv el aumento de velocidad 
qiv- se ver ĵ̂ rlfen realidad , tenorinos que gdí—dy será la velocidad 
perdida dTcada instante por esta capa ; pero en virtud del principio de 
D'Aleía&ert ^fluido permanecerá en equilibrio fi todas sus capas estu-
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viesen solicitadas por fuerzas motrices capaces de imprimirles las veloci
dades que pierden á cada instante; luego si suponemos estas capas so
licitadas por tuerzas de esta naturaleza , podremos hallar las condicio
nes de su equilibrio. 

Pues que la fuerza variatriz de una capa cualquiera Káz debe pro
ducir la velocidad gdt—dv en el instante di, resultará que dividiendo 
esta velocidad por dt tendremos la esmz¿*M de-ysi fuerza variatriz de 

• dv 
dicha capa que sera g—— 

dz 

luego su fuerza motriz será igual al producto ( g— —JxBKdz, * 

siendo B la densidad del fluido que se considera. Llamemos también p 
la presión referida á la unidad de superficie que esta capa sufre so
bre su base superior mqn : presión que se trasmite (490) por el inter
medio del fluido de que se compone la capa, no solo sobre su base in
ferior m'q'n' sino también sobre las paredes del vaso que terminan su 
circunferencia; de modo que cuando el valor de p este determinado en 
función de z y de t se conocerá á cada instante la presión que sufre 
este vaso en todos sus puntos. 

La base inferior de la capa Kdz sufre en el estado de equilibrio que 
consideramos , ademas de la presión p, otra presión debida á la fuerza 

' / dzA 
motriz de esta capa, e igual á esta fuerza d a íg——JxBKdz; 

dividiendo por K á fin de tener la presión debida á esta misma fuerza 
/ dv\ 

y referida á la unidad de superficie, resulta lg~—JxBdz; 

por consiguiente siendo p la presión total que sufre esta base inferior, 
/ dv\ / dv\ 

se tendrá p =p-H g—<—JxBdz (669) , d pt—p=í g—- —JxBdz (670). 

Pero p —p es la diferencial de la función p tomada con relación á Ja 

f d v \ 
variable z; luego será dp=[ g— — JxBdz (071) ; 

ecuación que hará conocer el valor de la presión p, cuando la de la ve
locidad v estd determinada, 

568 Gomo el fluido que corre en el vaso es incompresible, debe pa
sar en un intervalo de tiempo cualquienw¿¿aÉgr0 (> volumen de fluido 
para todas las secciones horizontales daVn?aso; de donoí^^puede con 

)i% tomadas á arbitrio, 
si esjw: 

cluir que las velocidades de dos capi% tomadas á arbitrio, estar 
á cada instante en razón inversa de sus anchos; luego si esj^esavjps por 
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ztí la velocidad del fluido en el orificio horizontal AB por elcual pasa, 
por k el área de este orificio, y comparamos esta velocidad con la v de la 

v capa iCdz, tendremos la ecuación Kv=kw, que da v=i—^~ (672). 

En este valor de t> tenemos que zu es función de ¿, y ÜC una función 
* de z; luego fe püed%tOnlC?^ diferencial con relación á la una d á la 

otra de estas dos variables, d corre lación á las dos á un mismo tiempo; 
la diferencial relativa á z espresará ta "^Kerencia entre las velocidades 
de dos capas consecutivas del fluido que 1 ^ .verifican en el mismo ins-

/ ^ V , tante; diferenciando con relación á f, se tendr^la diferencia entre las 
1 velocidades de dos capas de fluido que corresponden sucesivamente á la 

misma sección del vaso; más para tener la diferencia entre las veloci
dades sucesivas de unas mismas capas es necesario diferenciar el valor 
de v con relación á las dos variables t y z , considerando la segunda 
como una función de la primera; lo que da 

kzv iv Kdzv—zvdK k kzv 
dv=d.—~kd.—=kx — ¡=s—xdzv xdK; 

K K K2 K K2 ' 

que dividiendo por dt la podremos poner bajo esta forma: 
<" dv k dzv kzv dK k dzv kzv dK dz 

W*~K*Tt~ÍCXd^==KX~dl^'K2~Xdz~Xdi ( Ó 7 3 ) * A 

. . dz 
Sustituyendo este valor en la (ec. 671) y poniendo en vez de — su va-

kzv / k dzv kzv dK dz\ 
lor vz=——, se tendrá dp—[ g x 1 - x X — )xDdz= 

K * V K dt K2 dz di) 

dzv dz kzv dK kzv 
gDdz-kDx—x-+— x — x — x D d * = 

_ dzv dz dK 
. gDdz-hDx—x-+k2Bw2x— (674)-

Integrando con relación á z , y observando que entdnces las cantidades 
dzv 

zu y —— se deben considerar como constantes, resulta 
dzv dz k2Dw2 

p—gDz—kDx xS. — C . 
b dt K 2K2 

En este caso la constante arbitraria C que se añade á esta integral pue
de ser una función de t; su valor depende de la presión que sufre la 
superficie superior del agua. Para fijar las ideas, supondremos que esta 
presión es la de la atmosfera, y la representaremos por II. Sea también 
EHF el niv^^r&^gua eñ él l ^ o , hagamos OH=z', es decir, esprese-
rfíos porVlai valor de z relativov este nivel; representemos por K! Ia 

scccion^el vaso que corresponde al mismo nivel, de modo, que K! sea ^a^< 
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lo que viene á ser K cuando z=z/; y suponiendo ademas que la inte-

ú éb«éi bebioobv siw Boim^qnV.' 

gral S.— se desvanezca para este valor de z=.z', se tendrá para este 

k2Dw2 

mismo valor H=gDz'- hC. 
6 2ÍC2 

Eliminando C por medio de esta ecua^ . «jr la^nterioc 1 será 
dw> ' dz * a.Dw a ÁrD™2 

p = n + g I ) ( z - z O - ^ J - d T x S . - - - ^ 4 - - ^ (675) . 2K' 

Este valor de /? conyene á todos los puntos del vaso; pero la pre- /• 
sion que se egerce en di orificio AB es dada, pues es igual á la presión ̂  
atmosférica si el Huido saliendo del vaso pasa al aire; es nula si pasa al 
vacío; y en genual podemos representarla por DI—c, siendo c Ja dife
rencia de las prc-iones en el nivel del fluido y en el orificio del vaso; 
este valor de c será negativo, si en el orificio hubiese mayor resistencia 
que en la superficie del fluido. Sea también 0 L = / el valor de z que 
corresponde ai orificio A B , valor que es constante y dado; A,Ja altura 

, . d * 
deJ fluido sobre este orificio, es decir, A = H L = / — z ; Nía integral S.— 
tomada en toda la estension de esta altura, ó desde z—z' hasta z=l'f 

por lo que N será una función de A dada en cada caso particular y de
pendiente de la forma del vaso; con lo cual tendremos al mismo tiem
po * - z ' = A , S ¿ = i V , K=k, j p=n-c; 

haciendo estas sustituciones en Ja (ec. 675) y simplificando, se tendrá 
/ k2\ Dzv2 dzv 

kDNx —c-h Dgh-
dt 569 Guando el orificio AB es muy pequeño con relación á las di

mensiones del vaso , de modo que se puedan despreciar sin error sensi
ble los términos multiplicados por k en la (ec. 676) se reduce á 

o—c-t-gDh—kDzu2 (677); 
y si ademas la presión es la misma en el orificio y en el nivel del 
agua , en c u y o caso la cantidad c es nula , esta ecuación da entonces 

íu 2=2gA (678), y zv=v' zgh (679); 
de donde resulta que la velocidad del agua que sale de un vaso por 
un orificio muy pequeño en comparación de la superficie del vaso , es 
igual á la de un cuerpo pesado que hubiese caido de toda la altura del 
nivel por encima del orificio. ^¡ftüm 

57° Si el agua sufriese mayor pre***dfen su nivel qu.pn el orifi-̂  
c í o del vaso, la velocidad zv deberia aumentarse por este e s c e s V * ^ pre
pon , y su aumento seria el mismo que si el nivel estuviesj mas ele-

jr. uijr. 1. 



¡ 
314 TRATADO ELEMENTAD 
vado j así, siendo h' una cantidad tal que gDh'=c^ se tendrá 

w=\/2g(h-htí) (680), 
es decir, que la velocidad w seria la misma que si la altura del ni
vel fuese h-¥-h'. 

Si la altura del nivel del fluido sobre el orificio fuese muy grande, 
entdnces laf^resiom de l^ ' e en el orificio seria mayor que sobre el ni
vel del fluido , y en1 este cásS .^heríamos considerar á tí negativa en 
esta espresion, y seria w—V2g(/^tí)^v 

Despreciando del mismo modo los telónos multiplicados por k en 
>> la (ec. 675) , se tiene p=U-i-gD(z—z') (681 /,w 

de donde se puede concluir que cuando el orijüio es muy pequeño , la 
presión en un punto cualquiera del vaso es igual á la presión debida á la 
altura del nivel sobre este punto; de modo que esta presión á cada instan
te es la misma que si el fluido no tuviese ningún movimiento en el vaso. 

Estos dos teoremas relativos á la presión p y á la velocidad w , se 
verifican igualmente cuando el nivel se baja , que cuando está constan
temente á una misma altura. 

571 Cuando no se supone muy pequeño el orificio, es necesario que 
está en el fondo de la vasija para que la hipótesis del paralelismo de las 
capas no se separe demasiado de la verdad ; pero si se hace una aber
tura muy pequeña en el fondo ó en un parage cualquiera de un vaso, 
y la altura del agua sobre esta abertura es muy grande con relación al 
ancho del vaso , la observación de lo que pasa entdnces prueba que este 
paralelismo se verifica sensiblemente en toda la estension de la masa 
fluida, escepto en las inmediaciones del orificio donde las moléculas de 
agua toman direcciones convergentes hacia este punto. Luego los resul
tados que acabamos de obtener, y que están fundados sobre la hipóte
sis del paralelismo de las capas, subsisten en el caso de un orificio muy 
pequeño horizontal d inclinado; así, la velocidad del agua que sale de 
un vaso por una abertura muy pequeña, cuyo plano tiene una inclina
ción cualquiera, viene á ser siempre igual á la velocidad que un cuerpo pe
sado adquiere cayendo de la altura del nivel por encima de esta abertura. 

De aquí se deduce que si se da al chorro una dirección vertical por 
medio de un tubo, las moléculas de agua que parten con esta velocidad 
se elevarán en el vacío á la misma altura del nivel. Esto es en efecto Jo 
que la esperiencia habia enseñado hace mucho tiempo. Ella manifiesta 
igualmente que si la dirección del chorro no es vertical, el agua des
cribe en el vacío una parábola, cuya amplitud depende de esta dirección 
y de la velocidad en el orificio. En el aire libre la curva que describi
ría el chorro, tendría la rama descendente mas curva que la ascendente, 
y seria muy serugja 111atájj' /f ig. 143). 

¿i 572 Q^JcTéndo la velociamLdel fluido en el orificio, y la magnitud 
de esW/se puede determinar coWfacilidad el volumen de agua que sale 
del vaso e^un tiempo dado. En efecto, este volumen durante el instan-

«*4 
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te di es igual al producto kwdt, espresando siempre k la superficie del 
orificio y w la velocidad con que sale; luego si x representa el volumen 
de agua que ha salido durante el tiempo i se tendrá d*=A"u;df (682), 
la cual integrada dará el valor de x en función de i. 

En el caso de un orificio muy pequeño, se tiene u>=\/ tgh; 

luego dx=k\/zghxdt (683), y x=k* /~~^)rtxf(6S!fj. 

La cantidad de agua que sale.^or un orificio de un vaso, se lla
ma el gasto del orificio, el Jual se suele espresar por Q; en cuyo ca
so se tiene Q=k\/ zghy. (685); 
ecuación por cuyo medio conoceremos una de las cuatro cantidades Q, fe,1) 
h 6 t, si se dan conocidas las otras tres; pues la g es la gravedad que es 
dada (ec. b ó c de la nota del § 162) en un parage cualquiera de la tierra. 

573 Cuando el agua que sale por un orificio, no se remplaza ni en 
todo ni en parte por nueva agua que entre en el vaso, la. velocidad con 
que sale el fluido por el orificio, disminuye gradualmente á medida que 
el fluido baja en el vaso. 

En este caso, si suponemos que K esprese el área de la sección del 
vaso por un plano que pase por la superficie superior del fluido al 
cabo del tiempo í , u la altura de que ha bajado el fluido durante es
te tiempo, y h la altura "del fluido sobre el orificio al principio del 
tiempo, tendremos que h—u será la altura del fluido sobre el orificio al 
fin del tiempo i; por lo que la velocidad del fluido en el orificio será 

entdnces (ec. 679) iv—s/2g{li—u) (686). 
Esta velocidad se puede considerar como constante en el tiempo df j 

por lo que durante este tiempo saldrá por el orificio un prisma de fluido 
cuya base será k y la altura estará espresada por el espacio corrido uni
formemente en el tiempo di y con la velocidad w que será wat; ó sus
tituyendo por w su valor será dt\/ 2g(h—u). 

Así, el volumen del fluido que haya salido en el instante di, 
es kdts/ zg(h—u). 

Pero durante este tiempo la superficie superior del fluido habrá bajado 
un espacio du; y el vaso ha perdido un cilindro de fluido cuya base 
es K y la altura du, por lo que estará espresado por Kdu; 

Kdu 
que igualando estos valores y despejando di, sale dt— • • (687). 

ks/ 2g(/i—u) 

Como la superficie ÜTdebe ser dada en función de u por la forma del 
vaso, el segundo miembro de esta ecuación^/;-contiene á la variable 
u j por lo que integrando, se podrá conocerlo que baja su divamente {a 
superficie superior del fluido en un v'fso de una forma dada. : m 

Si el vaso es un prisma d un cilindro vertical, la superficie K es 
constante e' igual á la se;ti'^horizC?»^|^el^querpo. Así .¿íe tiene 
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K du 2K 

t—~ xS. — = x s/h—u-hC. 
k\Zig V h—u kVog 

Cuando el tiempo t—o, es cero también lo que baja la superficie supe
rior del fluido, es decir, que se tiene al mismo tiempo í = o y u—o; 

2 J g f e _ zK -

por lo que resulta Czz —xw ^ luego tzz— — x(\/h— \/h—w)(688). 
kVTg ^ j , ks/2g 

Para tener el tiempo en que se vacia envaso, haremos u = h , lo que 

i da tzz ~ — V —(689). \ , 
W~2~g~ k s 

Si la figura del vaso fuese un sólido de revolución cuyo ege fuese ver
tical , tendríamos que K seria la superficie de un círculo que tendría por 
radio la ordenada z de la curva generatriz. Luego se tendría K=itz2 y 

TT z2du 
la (ec. 687) dará t~ —xS. (690). 

Wig y/h—u 
Por lo que para determinar el tiempo t en función de w, no faltaría mas 
que sustituir en vez de z su valor espresado en función de u, sacado 
de la ecuación de la curva generatriz, é integrar, completando de mo
do que se tenga al mismo tiempo t—o y M=O. 

Esperimentos acerca de la salida de los fluidos por orificios 6 tubos; de 
donde se deducen las modificaciones que se deben hacer á los resultados 
teóricos para que vayan conformes con los que se obtienen en la práctica. 

574 Hasta ahora hemos prescindido de la velocidad que en el sen
tido horizontal debia animar (567) á las moléculas de una misma c a p a 

fluida; tampoco hemos tenido en consideración que las moléculas del 
fluido al acercarse al orificio toman direcciones convergentes hacia él (*)? 
lo que origina el que cuando han salido del vaso conservan todavía en 
parte estas direcciones; lo que produce una dindnucion en la magnitud 
de la vena ó chorro, cuyo fenómeno se conoce con el nombre de contrac
ción de la vena fluida, y se A e r i f i c a ya sea el orificio horizontal, verti
cal, d tenga una posición cualquiera. 

575 Como los Geómetras a l aplicar el cálculo á los diversos ramos de 
la Física en que no se tienen todavía demostrados los principios c o m o 

(*) Todo esto se presenta á nuestros sentidos echando en la superficie 
superior del agua cuerpos pequeños cuyo peso específico sea mayor que 
el del agua; puesM notéMl"^jcaen verticalmente hasta una distancia de 
3, ó 4 pulgufbfíTaet orificio, aZMe donde principian á separarse de la 
direcciurfoertical y se dirigen há\ia el orificio describiendo curvas mas . 
ó menos'obl^iias, según su distancia al orificio; todo lo cual se mani
fiesta en las^j^s. 191 y, j .Q2).^ * ^ 4 
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corresponde, se ven precisados á hacer varias hipótesis, que aunque muy 
próximas á ser verdaderas, en rigor se alejan algún tanto de la natura
leza d no abrazan todas 'las circunstancias físicas que se verifican en 
sus operaciones, resulta que tienen precisión de comparar después los 
resultados tedricos con los que suministra la esperiencia , calcular las 
modificaciones que se deben hacer en ias ( " jtiul.a^ para fue correspon
dan con exactitud á los resultados i¿r esperiencia, y de este modo se 
tienen las fórmulas con la e^ctitira" que basta para los usos de la vida. 

Por esta causa para ver $s modificaciones que se deben hacer á la 
fdrmula (ec. 685), ya ~JC haber prescindido de la velocidad horizontal 
de las capas, ya portük contracción, ya porque acaso la velocidad en lcj 
interior de la vena fluida será mayor que en la parte esterior, el medio 
mas directo y mas seguro en la práctica es comparar los gastos efectivos 
ya sea por orificios hechos en paredes delgadas, ya sea por tubos aditi
cios, con los que se obtienen por la (ec. 685). 
- Los esperimentos mas numerosos y exactos que se han hecho sobre este 

importante asunto son los de Mr. Bossut, quien presenta en su Hidrodi
námica la siguiente tabla relativa á los orificios pequeños abiertos en pa
redes delgadas, á la que ha añadido Mr. Prony la cuarta columna que 
espresa la relación de los resultados de la esperiencia con los de la teoría. 

Alturas cons Gastos teóricos Gastos efectivos Relación de los 
tantes del agua 
en el depósito 

en-un minuto por durante el mismo gastos efectivos tantes del agua 
en el depósito un orificio circu tiempo por el mis con los gastos 
espresadas en lar de 1 pulgada mo orificio espre teóricos. 
pies. de diámetro es

presados en pul
gadas cúbicas. 

sados en pulga
das cúbicas. 

1 43»' 2722 0,62133 
2 6196 3846 0,62073 
3 7589 4710 0,62064 
4 8763 5436 0,62034 
5 9797 6075 0,62010 
6 10732 6654 0,62000 
7 11592 7183 0,61965 
8 12392 7672 0,61911 
9 13*44 8i35 0,61892 

10 I 3 H 5 5 8574 0,61883 
11 H53° 8990 0,61873 
12 15180 Jim 0,61819 
'3 *5797 **̂ *97ó4 * k 0,61810 
14 l 6 393 # 10130 O-OTO', V 

L . 1 5 
• 16968 10472 OJ6I * 6 

m 1 

' s 
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576 Desde luego se puede notar por esta tabla que los gastos efec

tivos son, así como los gastos teóricos, sensiblemente proporcionales á 
las raices cuadradas de las alturas. Tomemos por egemplo las alturas 4 
y 9, cuyas raices están en Ja relación de 2:3; los gastos correspondien
tes tomados en la tercera columna son 5436 y 8135: números, cuya re
lación es tamfien al j^?coiT"<-- o menos la de 2:3. 

Mr. Bossut ha reconocido"aüi^^s que bajo una misma altura de 
agua, los gastos eran proporcionales áias ajíias de los orificios: por lo que 
resulta que para los orificios pequeños los\astos efectivos asi como los 
teóricos están próximamente en razón compue'snL'de las raices cuadra-
fias de las alturas y de las superficies de los orificios. 

577 Resulta de esto que debe haber una razón sensiblemente cons
tante entre los productos efectivos y los productos teóricos para una 
altura de agua y una abertura de cualquier orificio pequeño. Esta re
lación se ve por la tabla precedente que no se aleja de 0,62 que difiere 
poco de la fracción | . Luego esta fracción es el número por el cual 
se debe multiplicar Ja superficie efectiva del orificio del vaso, á fin 
de tener la superficie de la sección de la vena fluida en el parage de 
su mayor contracción, que se sustituirá al valor del orificio en la (ec.685); 
en cuyo caso se tendrá presente que se debe tomar la altura desde el 
nivel superior hasta el punto de Ja mayor contracción que dista como 
un diámetro de Ja superficie deJ orificio. 

578 Por Jo que cuando eJ vaso se mantiene constantemente lleno, 
siendo h la altura del agua y k la superficie deJ orificio, Ja fdrmuJa 
corregida para tener eJ gasto efectivo Q, durante un tiempo í , será 

Q=o,62&í\/ 2g/i (691). 
Si sustituimos en esta ecuación en vez de Ja gravedad g el valor 

que tiene en Madrid que es 35,1 pies españoles, resultará 

Q=o,62kt\/70,2/2=0,62x8,3785x&í\/h=^i^^kt\/h (692); 
donde Q espresa los pies cúbicos, k los pies cuadrados de la superficie 
del orificio O, h los pies que tiene de altura la superficie del fluido so
bre el orificio, y t los segundos de tiempo. 

Si el orificio fuese circular, tendríamos que espresando por Z> su diá
metro, seria (I. 522 cor. i.°) =0 ,78539^82^; 

por lo que la fdrmula se convertirá en Q=4,o8D 2 i \ /h (693), 
que da 

B==\/—^— (694), te—jU- (695), J fc=f—^Y ( 69 6> 
4 . o 8 í V ^ ^^4¡o^D2h V4,o8Z>V 4,o8íV¿¿# 

579 La^Tdrmulas precedentes st; pueden aplicar á casi todos los ca
sos de \9práctica; pero cuando se quiera mayor precisión convendrá 
sustituir al d e c i e n t e 0,62 en la^«^ 691) el m'mero de Ja cuarta co-
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lumna de la tabla que se refiere á la altura de agua que se tiene ó que 
mas se aproxima. Supongamos que se quiera tener el gasto en 8 minutos 
ó 480 segundos de un orificio de 18 lineas ó 0 ,125 pies de diámetro, 
bajo de una altura de agua de 11 pies y 3 pulgadas. Tomo en la cuarta 
columna de la tabla el numero 0,61873 que está enfrente de 11 pies, y 
en vez de hacer uso de la (ec. 691), me valdré de esta 

0=0,61873^^/2^1- ' # # 

que en sustituyendo el valot 0 , 7 ^ - ^ 0 , 1 2 5 ) 2 de k así como los de ¿, g 
y A, se trasformará en J 

0=0,61873x0 ,01? ' / X48oV / 70 ,2x11 ,25=102,4 pies cubico?. 
580 Guando se a/apta al orificio un tubo adicional es menor la con£ 

tracción, como resulta de los esperimentos de Mr. Bossut, quien nos 
presenta en la obra citada la siguiente tabla, á la que ha añadido 
Mr. Prony la cuarta columna que espresa la relación entre los resulta
dos teóricos y los de la esperiencia. 

1 
Alturas cons Gastos teóricos Gastos efecti Relación de los 

tantes del agua en un minuto por vos durante el gastos efectivos 
en el depósito un orificio circu mismo tiempo con los gastos 
por encima del lar de una pul por un tubo cilin teóricos. 
orificio esterior gada de diáme drico que tiene 
del tubo espre tro espresados en 

pulgs. cúbicas. 
una pulgada de 

sadas en pies. 
tro espresados en 
pulgs. cúbicas. diámetro y dos de 

longitud espresa
dos también en 
pulg.s cúbicas. 

1 4381 3539 0,81781 
2 6196 5002 0,80729 

3 7509 6126 0,80724 

4 8763 7070 0,80681 
0,80638 5 9797 7900 
0,80681 
0,80638 

6 10732 8654 0,80638 

7 1 1 5 9 2 9340 0,80573 
8 12392 9975 0,80496 

9 I3H4 10579 0,80485 
0,80483 10 i 3 8 5 5 1 1 1 5 1 
0,80485 
0,80483 

11 J453° 11693 0.80477 
12 15180 12205 0,80403 

M *5797 0,80390 
14 16393 * ^ 3 » 7 7 * 0,80382 ^ 

0.8: ^ 7 16968 • 13620 
* 0,80382 ^ 

0.8: ^ 7 
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Comparando esta tabla con la anterior, se ve qne los gastos efectivos 
son constantemente mayores, y que la relación media de los gastos efec
tivos , por tubos pequeños adicionales, con los gastos hechos por orificios 
abiertos en paredes delgadas, es, ú igualdad de circunstancias, la de 
81:62 sobre poco mas ó menos. 

581 Aquí también observamos que los gastos hechos por el mismo 
orificio son sifmpre ŝ n si Miente proporcionales á las raices cuadradas 
de las alturas; y como por es periantos repetidos se ha reconocido que 
bajo la misma altura estos gastos son proporcionales á las superficies de 
los orificios, no tendremos otro cambio qu\hacer en la fdrmula (ec. 685) 
que da los gastos teóricos, sino el de multipíiW' Ja superficie del orifi

cio por el número o,3i, lo que dará la fórmulaViguiente análoga á la 
(ec. 691) Q=o,Sikt\/ 2 gh (697). 

Como en el caso de un tubo adicional, k espresa casi siempre el 
área de un círculo, llamando D su diámetro se tendrá fc=o,7854Z)2; 
f observando que en Madrid g==35,i pies, resultará 

Q=o,81 X O , 7 3 5 4 X Z > 2 ¿ V / 7 c Y ^ Í = = C > , 8 1 xo,7^S4xQ,^85XtDis/li= 

5,33xfDVT(698), 
que da 
B=\/—^—(699), * * - — ( 7 o o ) , h^f-Q—X (701). 

5.33X¿v/¿ 5,33J>V/i I 
Estas fdrmulas son suficientes en casi todos los cálculos que ofrece 

la práctica; pero si se quiere mayor exactitud, es menester siguiendo 
el método indicado (579) sustituir en la (ec. 697) al coeficiente medio 
0,81 , el que corresponde á la altura del agua en la cuarta columna 
de la tabla. 

582 Todo lo que acabamos de decir de los gastos por tubos adicio
nales, supone que el agua salga á cano lleno; pero si el tubo es dema
siado pequeño, para que el agua pueda antes de salir correr el largo de 
su pared, entdnces las circunstancias de la salida serán las mismas que 
si no hubiese tubo, y será menester valuar el gasto por la (ec. 691). Los 
mismos esperimentos de Mr. Bossut dan á conocer que para que el agua 
pueda seguir Ja pared deJ tuJjo es menester que Ja Jongitud de este sea 
por lo menos doble de su diámetro. 

583 Hemos supuesto hasta ahora que el tubo era cilindrico; si se 
hace variar esta forma, se harán variar los productos, aunque todas las 
demás circunstancias sean iguales; se puede juzgar de esta variación por 
los esperimentos descritos en el tratado de Castellis de Mr. Poleni y 
citados en la Hidrodinámica de Bossut. Estos esperimentos han tenido 
por objeto el comparar Jos proTk'.ctos de un orificio hecho en una pared 
delgada ñor un tubo ciJíndrico, yioor cuatro cónicos, cuyos resuJtados 
se preséVtan en Ja siguiente tabla. 

< 
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i* 

Diá Z> 1 d-
metro metro 
inte e ste-
rior. rior. 

- I 
lineas. 

26 26 
26 26 

33 26 

4¿ 26 
60 26 

118 26 

V 

321 
I 

Altura cons 
tante del a-
gua en el de
pósito 256 
lineas, ó 1 
pie 9 pul
gadas 4 li
neas. 

Longitud 
de cada tu-
1)0, 92 li
neas ó 7 pu} 
^adas ? L-
neas. 

Orificio al' .0 
€« ur¿^, pared 

dgada. 
Jubo cilindrico 
i.er íwAo cónico. 
2 . 0 ¿u¿o cónico. 
3 . t r ÍM¿O cónico. 
4 . 0 £u¿o cónico. 

Producto en 
un minuto 
espres ado 
en pulgudJ 

23434 
24758 
24619 

24345 
23687 

584 Pasemos ya á considerar los vasos que se vacian libremente por 
orificios pequeños. 

Los esperimentos sobre la duración de las salidas dé los vasos que 
se vacian libremente, no han podido hacerse al menos de un modo con
cluyeme, sobre la duración de la salida total de estos vasos. Se ha es-
perimentado que cuando el agua habia llegado á una pequeña distancia 
como de algunas pulgadas hacia un orificio horizontal, se formaba por 
encima de este orificio una concavidad de figura cónica d de embudo, 
que .disminuía el producto y originaba el que no se pudiese señalar á 
punto fijo el fin de la salida. Por esta causa se han limitado á medir el 
tiempo de la salida desde una altura determinada basta diferentes altu
ras menores que aquella, pero bastante grandes para que el embudo no 
pueda verificarse. 

En este caso la (ec. 688) nos dará el tiempo que tarda en bajar la 
superficie del líquido desde la altura h del nivel primitivo del fluido 
sobre el fondo del vaso hasta la altura u sobre dicho fondo; solo que de
beremos sustituir en vez de k la superficie del orificio multiplicada por 
0,62 si está hecho en paredes delgadas, d por 0,81 si el caíío sale por 
un tubo adicional. Luego tendremos en el primer caso 

iK - , T .2 2 6/C — \ 
ír~ —(s/h—s/h—u)—- —{y h—s/h—u) (702). 

o,biks/ 2g k\/ 2g 

Y en el segundo, esto es, cuando sale el líquido por un tubo adicional, 

2K — ' 2.i6nKu. _ ~ _ 

se tiene í = —tyh~\/h--u)=--¿^(\/h~Vh--u) ( 7 0 3 ) . ^ 
0 ,8lfeV / 2g i # k\/2g 

585 Para convencernos de la °v^ctitud de estas fdrmulaiflobservaré-
1 % T.-IIJ. P. J. 
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mos que c o m p a r a n d o los resultados que dan, con los obtenidos p o r los 
esperimentos d e Mr. Bossut, se halla una conformidad exacta , princi
palmente si se tiene cuidado de atender á todas las circunstancias que 
p u e d e n hacer variar los tiempos dados por la observación. 

Lo que acabamos de decir se aplica principalmente á los orificios ho
rizontales; p<|70 también ^pjiuede aplicar á los laterales, cuando el agua 
se halle un poco mas Revada cp<¿ ^1 borde superior del orificio, tomando 
por la altura h del agua la distanc?ÉlKÍel centro d e gravedad del orificio 
á la superficie superior del liquido. C 

Mr. Hachette se halla en la actualidad ^bajando sobre el impor-
1̂ tante asunto de la contracción de la vena fluidUt^emendo e n considera
ción la magnitud del orificio, su forma, la de la superficie sobre que es
tá colocado, la adición de u n tubo cilindrico d cónico, la altura del lí
quido, su naturaleza y el fluido que le rodea; y según los trabajos que 
ya ha presentado á la Academia de Ciencias de Paris en el año d e 1816, 
se debe esperar que obtendrá resultados útiles e n la práctica. 

«X| ^|o9»xisrvdLiL/SIWP.'rtíjró'i^iLcc-o Má̂ o-j snv'M.p••«•» = >.•'•! ±r.-Ci 

Ecuaciones generales del movimiento de los fluidos. 

<( 586 Vamos ahora á considerar el movimiento d e los fluidos bajo 
el punto de vista mas general, y á buscar las ecuaciones del movi
miento de la masa fluida LBCD (fig. 172) , cuyas condiciones d e equi
librio hemos determinado (496 y siguientes). Éste fluido puede ser ho
mogéneo ó heterogéneo , incompresible d elástico , todos sus puntos los 
suponemos solicitados por fuerzas dadas , tales como sus atracciones 
mutuas, y otras atracciones dirigidas hacia centros fijos d hacia centros 
mdviles; pero en cualquier n ú m e r o que sean las fuerzas que obran so
bre un mismo punto, las suponemos reducidas á tres, paralelas á tres 
eges lijos y rectangulares AX, A Z , AU que serán también los eges de 
las coordenadas. Así, siendo x , z, u , las coordenadas de un punto 
cualquiera de la masa fluida , representaremos por X, Z, U, las com
ponentes paralelas á los eges de las fuerzas que obran sobre este punto. 
Las cantidades X, Z,U, son simplemente funciones de *, z , ^cuan
d o las fuerzas de que son las componentes no mudan de intensidad du
rante el movimiento y se dirigen hacia centros fijos; cuando estas fuer
zas se dirijan hacia centros mdviles y cuando provengan de la a t rac

ción mutua de las mole'culas fluidas, los valores de X, Z , £/", conten
drán también al tiempo t ; d e modo qué espresando en un instante 

cualquiera por t el tiempo pasado desde el origen del movimiento, los 
Valores de X, Z, £/", serán en general funciones de x, z, u y t. 
{ 587 Descompongamos del mismo modo, según los egesAX,kZ-> 
AU, la velocidad!? del p*rTnrî jue corresponde á las coordenadas x, z, ih 
y sean O, v\ v", las componenteS|respectivaniente paralelas á estos eges, 
y tenJTémos que y, v\ v'\ serán'funciones desconocidas de #, z, u y t. 
Si se quielwi comparar entre sí las-"-slocidades d e una misma mole-
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cula fluida en dos instantes consecutivos, será necesario suponer que la 
variable t se convierte en t-t-dt , y al mismo tiempo las coordenadas 
# , z , u de estas mole'culas en AH-d:x;, z-f-dz, u-+-du; 
y como Í>, v\ v" son las velocidades respectivas según l a dirección de 

dx dz du 
los eges, serán iguales (374) á — , — , y 

lo que da dx=vdt, dz=v'd\ du--¿é*dt; 
luego tendremos que x-i-vdt* z-hv'dt, w-+V'dí, 
serán las coordenadas d^b molécula que consideramos al fin del tiem
po t-hdt. Luego par? ¿tener la diferencial de las cantidades u, v\ v"^ 
relativas á una misma mole'cula, es necesario diferenciar con relación á 1 
y con relación á x, z , w, tomando t>d¿, v'dt, t/'dí, por incrementos de 
estas últimas variables. De esta manera se tendrá 

dv dv dv dv 
dv — x d í - i X ü d í n xv dt-i—•—xv'dt (704), 

d i dx dz du ' 

dv' dv' dv' • dv' 
dv' = ± xdt-i X f d í H xvdt-i xv dt (705), 

d i d* dz du V 

dv" dv" ' dv" , dv" ; , \ 
dv"— xdt-i xvdt-i xv dtH xv'dt (706). 

d i d * dz du 

{ Concibamos dividida como en la investigación d e las condiciones de 
equilibrio, l a masa fluida LBCD en paralelepípedos rectangulares é in
finitamente pequeños, cuyos lados sean paralelos á los eges AX, AZ, AU. 
El volumen del elemento que corresponde á las coordenadas x, z , M, 
tendrá por espresion e l producto dxdzdu; 
si espresamos por D la densidad del fluido que podemos considerar como 
constante en toda l a estension d e este volumen, tendremos que l a masa 
d e dicho elemento será igual á Dxdxdzdu. 
Representemos también por p la presión, referida á l a unidad d e su
perficie, que e l fluido que l e rodea egerce sobre las diferentes caras d e 
este paralelepípedo, y que es l a misma en todas partes en virtud de l a 
propiedad fundamental de los fluidos; con l o cual tendremos que las dos 
cantidades D y p son también funciones desconocidas de «, z,,« y f. 
Luego las incógnitas del problema que nos ocupa son las cinco cantida
des Ü, v\ v'\ í> y p. Cuando estén determinadas en funciones de x , z , 
u y t, el estado de la masa fluida será conocido á cada instante; pues 
que entdnces s e conocerá l a velocidad, l a dirección, l a densidad del 
fluido, y la presión que egerce en e l punto que se quiera tomado en l a 
superficie d en l o interior d e esta masa. Por l o que #JS vamos á dirigir 
á encontrar las ecuaciones d e que «Jppenden los valores d e estas ciíco 
incógnitas y que dan l a solución completa del problema. ¿ 
< 588 El principio d e ^ ' A l e a ¿ ? « * J ^ a s suministra inmedmtamente tres 
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de estas ecuaciones. En efecto, las velocidades perdidas durante el ins
tante dt por la molécula sometida á la acción de las fuerzas X, Z, U, 
son Xdt-~dv, Zdt—dv', Udt—dv"; 
porque dy, di/, du", espresan los incrementos de velocidad que efecti
vamente hay durante este instante, y Xát, Zdt, Udt, son las que pro
ducirían Jas fuerzas X. Z^kJ¿ si la molécula estuviese libre y aislada. 
Dividiendo estas velocidades ps. 4*/, á fin de tener la medida de las 
fuerzas variatrices que fuesen capacc^de producirlas, y espresando es
tas fuerzas por X', Z', U', y poniendo por\ly, dv', dv" sus valores pre
cedentes, se halla V _ 

(} dv dv dv dv . . 
X xv xv' xv"=X' ( 7 0 7 ) , 

di dx dz du y 

_ dv' dv' dv' ' dv' „ „ , , S 
_ X y xy ' — x y " = Z ' (708), 

di dx dz du 

dv" dv" dv" dv" 
U xv —xv' —xv"=U' (709). 

di dx dz du u y j 

<( 589 Pero en virtud del principio citado el equilibrio se verificaría 
en la masa fluida, si todas las moléculas fuesen solicitadas por fuerzas 
capaces de imprimirles las velocidades perdidas ó ganadas á cada ins
tante; luego las ecuaciones generales del equilibrio de los fluidos ha-
JJadas (497) deben quedar satisfechas, tomando X', Z', V, por las fuer
zas variatrices paralelas á las coordenadas que obran sobre todos los 
puntos de un elemento cualquiera, y que están representadas por X, Z, V, 
en diclias ecuaciones generales; por consiguiente las (ees. 631,632,633) 

nos darán —=DX' ( 7 1 0 ) , —=BZ' (711), —=BU' (712); 
dx dz du 

6 poniendo por X', Z', V, sus valores y dividiendo por B, se tendrá 
1 dp dv dv dv dv 

- — X — — X xv xv' xv (713), 
B dx dt dx dz du u *? 

1 d» dy' dy' dy' dy' 
— X — — Z xv —-xv' —xv" (714), 
B dz dt dx dz du u J 

1 dp dv" dv" dv" dv" „ 
—x—=í7 - xv xv' xv" (715). 
B du dt dx dz du w ' 

{ 590 Cada uno de los elementos en que hemos dividido la masa 
fluida , mudará deCTorma l̂urante el instante dt, y mudará aun de vo
lumen si el fluido es compresihlef;i pero como su masa debe siempre 
permanecería misma , se sigue que si buscamos lo que viene á ser su 
Yolúmen y s% densidad al fin del p°rr i í-t-dí*, SU producto deberá ser 

1 
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el mismo q u e al fin d e l tiempo t ; luego igualando á ce ro la d i f e r e n 

c ia l d e este producto , resultará una nueva ecuación d e l movimiento. 
{ 591 Para formar esta ecuación , consideremos el paralelepípedo 
rectangular, cuyo volumen estaba espresado por dxdzdu al fin del tiem
po t , y veamos la forma que tomará esta porción del fluido al fin del 
tiempo í-t-dí. Sea m (íig. 193) el vértice ^ este paralelepípedo q u e 
corresponde á las coordenadas x, z , * ^acañ tair&ien mk, mi, mn los 
tres lados adyacentes á este vért^e y respectivamente paralelos á loa 
eges AX, AZ, AU , de modo, que se tenga mn=du , ml—dz, mk—dx; 
supongamos que e,f, g . ' son los otros cuatro vértices , y que durante 
el instante dt los oche, puntos m , n, l, k , e , f, g , //, se trasportan át 
m!, n', V, k', e',f',g',h', y tendremos (pie el poliedro cuyos vértices 
sean estos últimos puntos será aun un paralelepípedo ; y para probarlo 
determinaremos y compararemos entre sí las longitudes y direcciones 
de sus doce lados m'n', m'l' &c. 
{ 592 Las coordenadas x, z, u, del punto m al fin del instante dt 
vienen á ser x~hvdt, z^-v'dt, u-hv"dt. Luego estas cantidades son las 
coordenadas del punto m' ; y de ellas .se deducirán las de cualquier 
otro vértice, remplazando en ellas x, z, u, por las coordenadas primiti
vas de este vértice ; por lo que se tendrán las coordenadas de n', con
servando en ellas x y z y poniendo u-i-du en vez de u ; porque x, z, y 
ZH-d/í son las coordenadas de n; de este modo las coordenadas de n' serán 

dv dv' dv" 
x-hvdt-i- xdudt, z+v'dt-i xdudt, u-+-du-+-v"dt-i xdudt. 

du du du 

{ 593 Conociendo l a s coordenadas de los dos puntos m' y n', Ja l o n 

gitud m'n' s e r á (II. 180) 

m 

V=J/'(jp) xdu2dt2+^pj x d ¿ r d í 2 H - ^ + ~ x d « d ^ (716); 

estrayendo la raiz cuadrada y despreciando los términos infinitamente 
dv" 

pequeños de tercer orden, se tiene m'n'=du-\ xdudt (717). 
du 

Las coordenadas de e' se deducirán de las de m', y las de f de Jas de 
n, poniendo en ellas x+dx, z+dz en vez de x y de z; por consiguiente 
la longitud del lado e'f se deducirá del mismo modo de la del lado 
m'n'; lo que da 

dv" d2v" d2v" 
. e / = d w H xdudt-\ xd^dwdín xdzdudt (718) ; 

du k j dudx dudz % 

luego despreciando los últimos térm^pos que son del tercer orden , V i 
valor de e'f será el mismo que el de m'n'. Del mismo moda s .^hallará 
que los lados kfh' y ¿V^ 0 1 1

 ig-" ' ° c aJ Jado m'n' sin mas diferencia que 
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s dD dD dD dD 
i 4er" Z)H—— xd/H—;— xvdt-v—^-xv'dt-i——xv"dt. 

>r e 

j -\ XUÍH xvai-i—fj-xy u n 
^ út dx cu du 

Multiplica.uVo esta densidad por el y/\' Inen correspondiente, el produc-

/ 

cantidades de tercer drden, de modo que se tiene m'n'—e'f'—k'tí=^l'g'. 
Si se muda u en z, y v" en v' en el valor de m'n' se convertirá en el 

dV 
de m'V, y será m'l'—dz-\ xázát (719) ; 

dz 

mudando dek<mismo modW^en x y v" en se tendrá el valor de m'k' 

dy 
que será m'k'=dx-i xdxdi (720)? V 

dx \ 
. rr u- u 11 A f m'l'=k'e'=zh'f'=n'hs. í También se hallara < „ , ,,, fr, „ b , ' X . 7 \ mk=ntí—gj=le. ^* 

Donde se ve que los lados que eran iguales entre sí en el paralelepí
pedo primitivo, han permanecido aun iguales después de su mudanza 
de forma ; el paralelismo de estos lados es una consecuencia de su 
igualdad ; por consiguiente el elemento que consideramos conserva al 
fin del instante di la forma de un paralelepípedo , pero que ya no es 
rectangular. 
{ 594 El volumen de este elemento se obtendrá multiplicando una 
de sus caras , por egemplo la cara m'k'e'V, por la perpendicular m'q ti
rada desde el vértice m' sobre esta cara ; el área del paralelograrno 
m'k'e'V es igual al producto de sus dos lados m'k', y m'V multiplicada 
(I. 649) por el seno del ángulo m'l'e'; luego el volumen del nuevo pa
ralelepípedo será igual á m'n'xm'Vxm'k'xsen.m'Ve'xsen.m'n'h'. 
Pero los ángulos m'l'e' y m'n'h' eran rectos en el paralelepípedo primi
tivo; luego cada uno de ellos no se puede ahora diferenciar de \TÍ sino 
una cantidad infinitamente pequeña; pero el seno de un ángulo de esta 
naturaleza no difiere de la unidad sino en una cantidad infinitamente 
pequeña del segundo drden, pues es el senoverso de la diferencia de di
chos arcos; luego si se desprecian los términos del quinto drden será 
necesario hacer sen.m'l'e'—i y sen.m'n'h'=i en el producto preceden
te, lo que lo reducirá á m'n'xm'l'xm'k'. 
«( Poniendo en vez de m'n', m'V, m'k' los valores que se acaban de 
dar, efectuando la multiplicación y despreciando siempre los términos 

/ dy dy' dy" \ 
del quinto drden, resulta dxdzdul H xdt-\ xdt-\ xdt ]. 

\ dx dz du / 

Esta es al fin del tiempo zM-d¿ la espresion del vollímen del elemento 
que era dxdzdu al fin del tiempo t; y siendo la densidad D una fun
ción de t, x, z,u, se sigue que cuando t se convierte en t-+-dt, y a^ 
mismo tiempo x, z, u se mudan en x-hvdt, z-hv'dt, u-\-v"dt, ella viene 
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to espresa la masa del elemento al fin del tiempo í-ndi. Quitando el 
término Ddxdzdu que representa su masa al fin del tiempo i, se tendrá 
la variación de esta masa, cuya variación debe ser igual con cero. Des
preciando los términos en que se halla el cuadrado de di, y suprimiendo 
los factores dxdzdu y di comunes á todos los términos, se halla 
dD dD dD , dD ; / du dv' „ dv" 
——1—-—xv-i xv -i xv "-HDX— - * - * • + - D X - * — = O (721), 
di dx dz du a% du 

dD l.Dv d.Dv' d.Dv" ; * 
o lo que es lo mismo {-" 1 1——-=o (722). 

dx dz du 

{ 595 Hasta aquí no hemos distinguido los fluidos elásticos de losj 
incompresibles; y Jas (ees. 707, 708, 7C9 y 722) pertenecen al movi
miento de estas dos especies de cuerpos; pero en el caso de los fluidos 
incompresibles la (ec. 722) se descompone en otras dos; porque entdnces 
no solo la masa de cada elemento debe permanecer constantemente la 
misma, sino que la densidad y el volumen deben también ser invaria
bles; luego igualando separadamente á cero la variación de la densidad 
y la del volumen, tendremos estas dos ecuaciones 
dD dD dD dD dv dv' dv" 
— - + - — X U - H — x v ' - * - — x y , / = o ( 7 2 3 ) , o (724), 
di dx dz du dx dz du 

que remplazan á la (ec. 722) y que unidas á las (ees. 707, 708 y 709) 
servirán para determinar las cinco incógnitas p , D, v, v\ v'\ en función 
de x, z, z¿, i. Cuando el fluido incompresible es homogéneo, la densidad 
D es una cantidad constante, lo que hace idéntica la (ec. 723); entdn
ces solo se tienen cuatro incógnitas p , z?, z/, v" cuya determinación de
pende de las (ees. 707, 708 y 709) y de la (ec. 724). 
{ 596 Con relación á los fluidos elásticos tampoco tenemos mas de 
cuatro ecuaciones, á saber, las (ees. 707, 708, 709 y 722); pero como 
en esta especie de fluidos la densidad está siempre unida á la presión, 
esta circunstancia reduce á una sola las dos incógnitas D y p . Si la 
temperatura es la misma en toda la estension de la masa fluida, se ten
drá p=KD, siendo K un coeficiente constante y dado; sustituyendo 
este valor de p en las (ees. 713, 7*4 y 715), resulta 

d.log.D dv dv dv dv 
Kx — — X —xv —xv' xv" (725), 

dx dt dx dz du 

d.log.D i dv' dv' dv' , d v ' , 
Kx —=Z xv xv' xv" (726), 

dz dt dx dz du 

_ d.log.D dv" dv" dv" , cN" , 
Kx °—=U —xv— xv' —xv" (727); \ 

du dt dx dz du v ' J * 

reuniéndoJas á la (ec. 722) se tendrán Jas cuatro ecuacioTYs necesarias 
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Fin de la parte primera. 

para deterniiniar los valores de I),m\ v\ v". Guando la temperatura va
ríe según una ley conocida, de modo que la que se verifique á cada ins
tante y para cada punto del espacio sea una función dada de t y de las 
coordenadas x, z, «, el coeficiente K será también una función dada 
de estas variables, y las (ees. 725, 726 y 727) bastarán aun para la 
determinación de los valores de p, t>, v' y ir . 
{ 597 Detesta an^'isif^v^tA qne ya que se trate del movimiento 
de un fluido incompresible, mmltî imeo d heterogéneo, d del de un flui
do elástico cuya temperatura puede ser cf istante d variable según una 
ley dada, se tendrá en todos los casos un número de ecuaciones igual al 
de las incógnitas que comprende el problema^nero la integración ge
neral de estas ecuaciones es imposible por los medios conocidos hasta 
el dia ; y aun cuando se llegase á integrarlas , simplificándolas por 
alguna hipótesis particular, faltaría el determinar en virtud del estado 
del fluido en el origen del movimiento, las funciones arbitrarias que 
contienen sus integrales, lo que presenta aun grandísimas dificultades.} 
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