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ADVERTENCIAS DEL TRADUCTOR.

La importancia eolosal de la obra que Mr. Vallés escribit so-
bre la filosofia de la ciencia del caleulo me hizo emprender la
traduccion que hoy sale 4 luz. En las mateméaticas, 4 fuerza
- de manejar ¢l lenguaje maravilloso del dlgebra, mas encomia-

do por los filosofos y por las personas no profundamente versa-
das en el cileulo que por los mismos gedmetras, se habia dejado
en cierto olvido la eritica racional de la filosof¥a, ciencia que
estd muy por encima de las matematicas, porque de los principios
racionales y de las formas de la dialéetica recibe la ciencia del
cileulo la sancion que necesita. El primer objeto de esta obra
es reivindicar para la verdadera filosofia trascendental, los de-
rechos sin razon ninguna conculeados por los mecanismos alge-
bréicos; que el instrumento nunea puede ser mas que el artifice,
ni lalengua del 4lgebra mas que la razon humana.

El segundo objeto del libro de Me. Vallés es patentizar lo
feeundo de su principio -general: las férmulas algebréicas son
expresion de los hechos naturales. Desde ahora llamo la aten-
cion del lector hécia las consideraciones en que funda este prin-

- tipio, cuya trascendencia é importancia no es ficil caleular.

El tercer objeto que se propone la obra de Mr. Vallés esla
reforma de los libros de mateméticas. .La ensefianza de esta
ciencia se hace generalmente en Espafia, acaso como en ninguna
parte, 6 bien por traducciones de libros llenos de ingenio pero
vacios de verdadera filosofia, & bien por dompilaciones mas 6

,Mnenos copiosas y acertadas, extractadas de originales que pecan
de las mismas faltas, En esas obras no se hace caso de la ori-
tica y toda la atencion se fija en la dialéetica; si la suma estd
exacta los sumandos son admisibles, absurdo eritico indebida-
mente generalizado & favor de su verdad dialéetica. ;Como,
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sind, las reglas de los signog, los irvacionales y las imaginarias
habian de haber embrollado la ciencia?

En mi obra titulada Errores en materia de educacion y de
instruceion piblica, tuve precision de consagrar un eapitulo i
este interesante particular, y voy & transeribirlo por dos razo-
nes: 1.* porque presenta en relieve los defectos de que se trata,
y 2.4 porque dauna idea condensada en compendio de la misma
obra de Mr. Vallés, que tuve presente al escribirlo, y de la
cual copié fielmente periodos enteros, que el lector hallard
repetidos en el texto, con ventajas sin duda pam la memoria y
la atencion.

En la traduceion he querido conservar en cuanto me ha sido
posible el estilo y lenguaje del autor; no porque variando gi-
ros y redondeando frases hubiera dejado de ganar la expresion
espafiola comparada con la francesa, sino porque, a4 mi entender,

la forma con que sale 4 luz el eserito original de un novador

reformista Ileva en su misma rigidez, insistencia y prolijidad un
sello de convieeion profunda y de persuasiva atraccion que me-
recen respeto por pertenecer & la esencia de la obra, formando
parte del invento.

El capitulo de mi ecitada obra, suprimiendo algunos pasajes
escritos en un estilo incisivo de controversia y disputa que no
enadran en este lugar, atendido el ecaricter de exposicion dado
por Mr, Vallés & su importante trabajo, esti concebido en los
términos siguientes:

»CAPITULO XL

“Debe mirarse como el principio
fundamental del dlgebra la teoria del
drden de la situacion de las cosas in-
dependientemente de su tamafio,

Porssor.,

? Errores y contradicelones en los libros de matemdticas. Los
libros de matemdticas estdn por hacer.

”Con eseandalo, con admiracion, con espanto habran leido al-
gunos que ven en las matematicas la ciencia exacta por exce-
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leneia nuestra asercion de que sus libros estan lenos de errores”
¥ contradiceiones, pero en esos sentimientos no hay nada de ma-
1o, lo peor del caso es que nuestros asertos son verdad y que va-
1mos & probarlo.

“Seguirémos en la exposicion el método de Mr. Vallés,—

"La tarea no es dificil: no hay ciencia cuyoslibros estén mas
en falso.  Desde Keplero, Newton y Leibnitz que llevaron las
matemiticas hasta donde se podia, valiéndose de los medios pu-
ramente geométricos, nada ha adelantado la ciencia en manos
de los analistas; pero en cambio se ha embrollado en su exposi-
cion y hasta en sus fundamentos,

”No hay cosa mas frecuente que oir decir, eseriba Vil. una
cantidad, como si las cantidades (esto es las longitudes, super-
ficies, solidos, fuerzas, pesos ete.) pudieran escribirse y como si
¢l sistema de numeracion, que esta destinado & designarla plu-
alidad y no las cantidades, fuese el representante de estas,

"8i sobre una linea tomo una longitud partiendo de derecha
& izquierdd esa cantidad serd, por ejemplo; positiva: si la tomo
héeia la izquierda serd negativa, = Y no dejard por esta eireuns-
tancia de ser una longitud real, medible y apreciable de mil
modos,  Sin embargo, esa cantidad, por ser negativa, y segun
se PRUEBA en los libros que andan en manosde todo el mundo,
es menor que cero. (Menor que cero una yara de medir si se
dirige hacia la izquierda!

"Con decir

gl
bastaria para que una persona de talento 6 de un poco de sen-
tido comun arrojase el libro en que tal cosa se probase, como
se arrojan esos edificios logicos de filosofia infeliz que nos han
venido de Alemania, donde no se leen, y que terminan proban-
do que no ExrsTE Dios, 6 que no EXISTE EL MUNDO, 6 que i
EXISTE EL HOMBRE.

" Entremos en materia-

"Conforme 4 las reglas de los signos, admitidos por todos, y
sin motivo generalizadas, tenemos que

—

— =9
4+ a
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Fgne

_a=_9‘

de donde, conforme &todos los libros de flgebra, sale la pro-

poreion
bt + a

g ey

resultado asombroso, y tan grande, que no cabe en cabeza huma-
na, pues no es concebible que lo ménos sea & lo mas como lo
mas 4 lo menos.

”Se demuestra que

a
Sl
pero, siendo toda cantidad negativa menor que cero, ten-

dremos |

—b<0
.

”Ahora bien: jqué podrd responderse si se pregunta: 4 qué
o a Pl i) :
serd igual ? a queé 2 No hay respuesta racional

—=b —a0 ¥ P

posible, siempre que se atienda 4 las preseripeiones del sentido
comun y de la filosofia.

’Bupongamos la ecuacion
s 2
(—a)=(+a)
?Segun lo establecido, extraigamos la raiz cuadrada & ambos
miembros, y tenemos el evidente absurdo de que

—a=-1

PTomemos los logaritmos de losmiembros de la anterior ecua-
cion y hallaremos
2 Log. (—a)=2Log. (+a);

Log.(—a)= TLog.(4a).
7Pero es una cosa demostrada que los nfimeros negativos no
tienen logaritmos, luego /la carencia de una cosa es igual & la
posesion de ella?

& bien
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31 los ntimeros negativos no tienen logaritmos, la operacion
—1258 3 467
es operacion imposible: es asi que la efectuamos por medio de

los logaritmos siempre que nos ocurre esa otra de su clase,....
Luego....

Sea un recipiente lleno de agua hasta eierta altura: suponga-
mos en el fondo deese recipiente un orificio por donde se escapa
el liquido, y que al mismo tiempo se echa agua en el vaso Por un
conducto eualquiera: el aumento & disminucion que experi-
menta el agua del recipiente podra siempre representarse, si lla-
mamos ¢ al agua que se echa ¥ &4 la que sale, por

a—b
“Perosi el agua que sale esmas que la que entra resultara que
a—b=—g¢
¥ como se dice que una cantidad negativa es< que cero,
g
se deducird, si algo puede deducirse, que, habiendo salido
ménos que nada, habrd en el recipiente mis que habia.
Sea : -
ABCDE = 4
i areo medido desde A. ;
"Bi Io medimos en el sentido EDCBA tendremos

arco EDCBA = __4;
de donde resulta, segun los principios establecidos, que cual-
quier cantidad puede al mismo tiempo ser >y < 0.

s
"Si dos cantidades son iguales 6 desiguales, y & ambas se les
hace experimentar la misma modifieacion, los resultados perma-
neceran iguales 6 desiguales, respectivamente. Esto es racio-
nal, mejor dicho, axiomatico,

"Sea

— D

wultipliquemos ambos miembros de la desigualdad por una can-
tidad cualquiera: sea esta — b
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»Segun las reglas de los signos, tendremos
ab <0;
pero, como una cantidad positiva no puede ser menor que ¢ero,
hay que entender las cosas al revés diciendo *

0 < ab.

"E] eirculo cuyo radio es infinitamente pequeiio es un punto.

" La civeunferencia euyo radio es infinitamente grande es una
linea recta.

”Los conceptos al llegar aqui se pierden. Nos parece oir lo
contradictorio: un ruidoso silencio: una oscuridad brillante: un
blaneo negro: un negro blanco. ;('6molo que no tiene dimen-
siones es superficie? jQué es una curva recta?

»(onsideremos la serie

&t—w—,.—83—2—1.0.+14+248 +... +

v

"Segun lo establecido

— ®
es el limite de los nimeros menores que 0.

»Se sabe que si el numerador deuna fraceion permanece inva-
riable y su denominador crece, el yalor de la fraceion dismi-
nuye; luego si el denominador llega & ser el nlmero mayor po-
sible, el valor de la fraccion serd el menor posible—y vice
versa.

?Luego debemos tener

a@ @

Fa s R

"Es asi que lo que se demuestra es que

I

0
"Luego.... 4

"E] voltmen de la esfera es igual & la superficie por el tercio
del radio,
” Demostracion.
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"La esfera puede considerarse como compuesta de un nimero
infinito de pirimides, eada una de las cuales tenga por base un
punto de la superficie y por altura el radio: el voliimen de una
pirdmide es el producto de su hase por el tercio de la altura:
tomando en la esfera al radio por factor comun, tendremos que
la suma de todos esos volimenes estard representada por la
suma de las bases multiplicada por el factor comun; pero la su-
ma de las bases es la superficie de la esfera, luego....

""Pero, segun esta representacion, al centro de la esfera on-
eurrirn los vértices de todas esas pirdmides; y como las bases
son puntos, tendrémos que en el centro de Ia esfera hay tantos
puntos como fiene la superficie, luego gel ecentro es igual 4 1a
superticie? :luego....

"A cada instante se usa en matematicas la frase namero infi-
nito como aplicable & las realidades. El némero infinito, para

-que lo sea es preciso que encierre todos los casos posibles: mu.

chos de estos son eontradictorios en la realidad, como lados en-
trantes y salientes al mismo tiempo, mayor y menor al mismo
tiempo, igual y desigual al mismo tiempo... luego €l nimero
infinito en el érden de la pluralidad es imposible en el Grden
de la realidad.

"Detengamonos ya, que basta ¥ sobra eon lo dicho, sin nece-
sidad de mas detalles, para dar 4 entender cusntas contradic-
clones entrafian los principios de que por ilacion logica se des-
prenden los monstruosos absurdos que dejamos: consignados,

Y cuenta que la mies es abundante! iCuanto no se puede de-
cir sobre las roices imaginarias!! ;Cuénto sobre las formulas tri-
gonomeétricas!! .

" Aliora bien, 4noes extraiio que la duda penetre en doetrinas
al parecer inatacables? ¢Hay algun misterio en los apartados
limites de la ciencia que exploran actualmente los gedmetras?
40 bien se ha dado demasiada extension & algun prineipio cier-
to, apartandolo asi de su significacion primitiva y produciendo
la confusion y el absurdo? Esto debe haber sucedido, si en las
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deduceiones no se ha faltado 4 las leyes de unarigorosa logica:
si las consecuencias no son admisibles, forzoso es remontarnos
al punto de partida.

"Siempre que medimos hacemos uso de una unidad. Vemos
cudntas veces la cantidad que medimos contiene la unidad y
llevamos en cuenta la direccion y posicion en que verificamos
las mediciones. La unidad que nos sirve para medir es un
tipo, un pedazo, wia parte de la cantidad que nos ocupa, con
todas sus propiedades; opticas si es un rayo de luz, dinfmicas
si es una fuerza, geométricas si es una longitud. Pero el ni-
wero de veces que la cantidad contiene 4 la unidad no es cosa
real: es un CONCEPTO MENTAL de relaciones, por medio del
caal recorremos la escala dela pluralidad: de modo que la UNI-
DAD EN ESTE SENTIDO es cosa muy distinta de la UNXIDAD QUE
NOS STRVE PARA MEDIR: esta fiene siempre propiedades Gpticas,
dinfdmicas, geométricas, achsticas, ete., ete. y aquella carece
absolutamente de propiedades de esta especie: su significacion,
COMPLETAMENTE ABSTRACTA, es la del primer grado de la serie
de los ntimeros 6 el prineipio dela escala de la pluralidad: en
una palabra, la unidad que sirve para medir estd siempre en
la region de lo coxcrETo: la unidad quesirve para contar nun-
ca sale de la region de lo ABSTEACTO.

"Para darnos & entender con precision, y distinguir constan-
temente estas dos especies de unidades designarémos con -el
nomhre de M6DULO & la eantidad que sirva para medir otras de
su especie, como un. rayo de luz conocido, una fuerza conocida,
un volimen conoeido, un peso conocido ete. y conservarémos el
nombre de tNTDAD al primer grado de la escala dela pluralidad,
a4 aquel de los nitmeros abstractos representativo de la ope-
racion que consiste en tomar una cosa UNavez.

»,No se vé ahora claramente que bajo el punto de vista abs-
tracto los niimeros no pueden ser mas que ENTEROSY ;No
se observa que es incomprensible un cuarto de signo, medio
ruido; un décimo de vida, que No PUEDE HABER NADA MENOR
QUE LA UNIDAD, que es ininteligible para nuestra razon la frase
una casa repetide menos una vez, una moneda repetida menos
tres veces, y que es ESENCIAL 4 la idea de namero abstracto
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*l que sea niimero entero? ;No se vé ahora claro que desde el
momento en que se diga niimero fraceionario, nmero negati.
vo, se hace uso de una expresion incorrecta y contradictoria,
como blanco negro, ruidoso silencio, cuadratura del cireulo,
realizacion de lo infinito en lo finito, puesto que lo que puede
fraccionarse no es el nmero sino' el médulo, que lo que puede
variar de direecion no es el grado en la escala de la pluralidad,
sino la direccionen que Nevamos el modulo? 4Que las expre-
siones de nidmero abstracto negativo, mimero abstracto Jrac-
cionario, nimero abstracto irracional, nttmero abstracto ima-
ginario corresponden i imposibilidades logicas® ;Que los sim-
bolos escritos 6 hablados del sistema de numeracion no sirven
para ofra cosa mas que para precisar 4 qué grado de la escala
de pluralidad corresponde una coleccion cualquiera de cosas?

"Por una especie de SINECDOQUE muy natural, pero si nose
tiene siempre en cuenta,coMO ES POSIBLE Y CIENTIFICO, CON -
TRARIA ENTERAMENTE AL RIGOR DE LA LOGICA
Y FATAL PARA LA EXACTITUD INTRANSIGENTLE
DE LAS MATEMATICAS, los nimeros, SIMBOLOS RE-
PRESENTATIVOS DE LA OPERACION DE CONTAR,
se encuentran de hecho en la parte de la ciencia del caleuls
que se designa con el nombre de algebra, constituidos, por los
escritos de los autores, EN SIGNOS INDICATIVOS DE LA
MAGNITUD DE LAS CANTIDADES, cuyo tipe son los mé-
dulos, y ademss EN CARACTERES DE LA POSICION, O
LA EXISTENCIA, 0 LA ACCION DE ESAS CANTI-
DADES.

";No se sospecha ya, no se concibe ahora clarﬂmenw que, em-
pleado el nimero en tres usos tan distintos, sea tal propledad
logica en uno de esos usos, absurda cuando se trate de EXTEN-
DERLA 4 alguno de los otros dos; 6 que sea IMPOSIBLE su
aplicacion cuando CESANDO DE SER el mismo sea reemplu-—
zado por los otros?

"Los autores, cuando definen el niumero, definen la CANTI-
DAD y né.la TEORIA DEL ORDEN Y DE LA SITUACION
DE LAS COSAS SIN NINGUNA CONSIDERACION A LA
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MAGNITUD, segun la feliz objecion de Pofnsot. Se defines
ordinariamente a las matematicas como la ciencia de las mag-
nitades en generil 6 la ciencia de las cantidades y no se estu-
dia el nitmero en si mismo, abstraido de las magnitudes., Hé
aqui porqué implica contradiceion la idea aislada de positivo
v negativo, puesto que si los m@meros fuesen ESENCIALMENTE
POSITIVOS nunca podrian ser negativos, so pena de dejar de ser
nameros, por serles esencial lo positivo: y hé aqui tambien por
qué lo que no puede hacerse con el niimero abstracto es ejecu-
table sobre el médulo: porque aquello 4 que se resiste la unidad
de numeracion, INVARIABLE E INDIVISIBLE, es posible sobre la
unidad médulo, tipo representativo de una eantidad, coNcrETO,
VARTABLE Y DIVISIBLE, segun el deseo de cada enal y cuya gran-
deza y pequeniez nada limita,
"La formula
z=iaVs .

representa abstractamente una imposibilidad; pero reflexionan-
do dirémos: puesto que aVZ no puede ser ni concebido ni
practicado numéricamente, investignémos si sucederi lo mis-

10 eon
it
I'amando ) la LONGITUD MODULO.

" Vemos en seguidaque si2 V2 expresa una longitud rea-
lizable podrémos en consecuencia realizar tambien

ava )
para lo enal bastard repetir a veces, no la longitud ) sino la
longitud 2 V2 . sabemos 4 priori que si formamos un tridn-

gulo rectangulo en el cual los lados del angulo recto sean igua-
les 4 ). la hipotenusa sera tal que su longitud respecto de ) le-
be expresarse por e
i ' 2N

"Pero si en lugar de aV'2" se hubiese tenidoa Vs
a V% ,a V3  sonstruiriamos analogamente las longitudes
LV3 T, 2 VE, A V5 .. porque, en efecto, haciendo la
hipotenusa del triangulo precedente, lado del angulo recto
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cuyo otro lado fuese ) la hipotenusa de este segundo trian-
gulo seria IR T ¥, procediendo del mismo modo, obtendria-

mos) VA A VBT VRT,

”De lo dicho se deduce:
Que las expresiones
B T S
10 son multiplicaciones y que
I XN;0x N

son multiplicaciones; puesto que el 1y 0estinrepetidos N veces:

"Que es esencial & la mayor parte de las cosas creadas el po-
der ser repetidas y que por consiguiente el multiplicando pue-
de ser concreto y fraceionario;

"Pero que en todos los casos el multiplicador tiene que ser
abstracto y entero;

"Y que si, bajo el punto de vista numérico, la ley de que el
orden de factoreés no altera el producto debe admitirse como
verdadera, no sucede lo mismo en las aplicaciones de la multi-
plicacion 4 las euestiones coneretas, porque la naturaleza de un -
factor no es TRASMISIBLE 4 otro.

"Unmodulo puede dividirsey subdividirse y volverse 4 divi-
dir. Si el mbdulo primitivo es , cada una de sus divisiones se
expresard por AR i N de aqui no se dedueird mas

sino que el médulo secundario es menor respeeto del primitivo,
¥ que cnando tomémos una fraccion de 2 esto es, - )_" no haré-
Jaos mas que tomar un NUMERO ENTERO DE VECES alguno-de
los médulos secundarios ¥’ 37 A”.... Multipliear quebrados
€, pues, repetir un nimero entero de veces un modulo menor,
relacionado con el médulo primitive, y asi multiplicar serd
stempre, conforme & su etimologia, repetir y anmentar,

"Detengéimonos, pues.
?Mucho sentimos que los limites de esta obra no nos permitan
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seguir la ilacion de estas ideas sin entrar en pormenores pro-
pios solamente de una obra de matemiticas, pero con lo dicho
hay lo suficiente para que pueda concebirse una explicacion sa-
tisfactoria de las longitudes irracionales, y para que sevislumbre
como la teoria de las expresiones imaginarias ha podido dar
por resultado que V'—1 es el signo de la perpendicularidad,
y tambien para comprender, c6mo pueden considerarselégicamen-
te las cantidades positivas y negativas con relacion & las ima-
ginarias y como puede pasarse delo real 4 lo imaginario. En
suma que es absolutamente necesario admitir enalgebra dos sis-
temas de numeracion, el uno llamado enantitativo yel otro or-
dinal. Quien desee mas pormenores acuda 4 nuestra traduc-
cion de la obra de Vallés, ; ‘

”sSemejantes contradiceiones, tal galimatias, tanta confusion,
no merecen ser profundamente estudiadas y euidadosamente
aclaradas para levantar el velo que cubre tantas oscuridades?

"Mientras mas se reflexiona sobre estas materias, menos de
admirar es el que tantas inteligencias se muestren rebeldes 4
los estudios matem&pjcos;.... 4quién sabe si los mas logicos de
todos, han de buscarse entre los espiritus que despues de
algunos ensayos los han rechazado? ;Y quién es quien se
atreveria 4 decir que entre los que han cultivado con éxito Ia
ciencia, se hallard uno solo que durante un tiempo bastante lar-
2o no se haya visto obligado & admitir como verdades proba-
das lo que no era aun para €l mas que verba magistri? Quién
sabe, en fin, si hasta el término de su carrera, nuestros mas
grandes gedmetras han estado mas bien PERSUADIDOS que
CONVENCIDOS de la verdad de ciertos principios pasados en
autoridad de eosa juzgad?

’Mientras no se hagala distincion  debida entre unidad, mo-
9, y direceion; .
igutras que los signos de la pluralidad sean representantes
de niddulos ¥ direcciones; 3 i

"Mientras giig.en la ciencia se continﬁ:a; firmando que todo
namero abstr&ﬁes esencialmente positivg N
""Mientras que nose proc}mﬁcle en princiffio que todo namero
fraccionario es concreto;

L
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"Mientras que se continfie haciendo diariamente uso, sin dar
explicacion ninguna, de cantidades 6 de expresiones imagi-
narias;. ... ..

"Nunca se tendra derecho paracriticar 4 los que rehusen com-
prender, en su conjunto, la exposicion de los principios de la
ciencia y nunca se podra reprender d les que exijan que las
matemdticas entren en el terreno de que se han separado los
autores al sentar sus bases ¥ al exponer sus principios.

”¢Puede ahora quedar duda de la razon que teniamos al decir
que es imprescindible dar 4 los eseritores el DERECHO de ser es-
cuchados al eriticar los programas, y que al efecto es necesario
que estos programas, se conozean oficialmente si no querémos
estadiza ni estancada la instruceion pblica y si deseamos que
el error no se perpetiie en la ensefianza?

"Mas de un siglo hace que Leibnitz y I’ Alembert indicaron
la necesidad de marcar con simbolos diferentes la numeracion,
los mbdulos y su estado: en el siglo actual muchos mateméticos
fildsofos, los Carnot, los Poinsot, los Vallés, han clamado re-
petidamente por la reforma.... 4qué se ha conseguido?... Los
libros de texto no varian ¥ el error 6 lo eontradictorio se ense-

fia con todo el aparato de la légica y la solemnidad de Io cien-
tifico,

Y ahora ;quedard duda de que las mateméticas no deben pe-
dirse 4 los nifios de once afios? Si no satisfacen sus teorias &
los hombres porqué se tiene de imbuir en ellas 4 los nifios?”

1.* Parte, 2
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INTRODUCCION.

No son necesarias largas y profundas observa-
ciones para notar que quien por primera vez
comunica con novedad el fruto de sus medita-
ciones, se halla expuesto & encontrar dos pode-
rosos obsticulos: primero, la incredulidad que
niega la realidad ¢ al menos la importancia de
los nuevos descubrimientos, y despues ese anta-
gonismo hostil & todo lo nuevo, cuyas variadas
causas son quizd dificiles de apreciar en su justo
valor, pero euyo seguro efecto es atribuir a los
antores muertos todo el mérito que pueda tener
el trabajo itil de los autores vivos.

Natural es ciertamente que se acojan con al-
guna desconfianza las ideas nuevas, y hasta es
Decesario que estas ideas sean examinadas por
todos con una prudente reserva y con esa dis-
posicion de dnimo que reclama la prudencia de
la duda. ;

Pero apenas se comprenderia, si no nos lo
testificase la experiencia diaria, ¢émo hombres
de un mérito incontestable se resisten 4 creer la
realidad de las innovaciones anunciadas y la de
Sus consecuencias, aun antes de haberse tomado
lamolestia de examinarlas, Encerrandose en una
Oposicion sistematica, proclaman antes de todo
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examen y antes de todo debate, que no pueden
tener confianza en las nuevas doetrinas, y pasma,
en fin, como enla ciencia exacta por excelencia,
sustituyendo al método 1égico la inspiracion de
algunas preocupaciones, responden con una ne-
gacion & conviceiones matematicamente formu-
ladas.

Con respecto 4 esto puedo unir mi propia ex-
periencia a la experiencia de lo pasado, pues
todas las tentativas que he hecho para difundir
las ideas expuestas en esta obra han tropezado
en el primer obstaculo que acabo de indicar.

{Sucederda lo mismo con el segundo? Y
si es dado 4 este trahajo obtener honrogos su-
fragios, jno atribuirdn algunos 4 otroy no 4 mi
el mérito de las ideas que contiene? Seria ha-
cerme ilusiones no esperar semejante resultado.
Pero, con respecto 4 este particular, séame li-
cito presentar algunas observaciones.

{A quién se debe atribuir la propiedad real de
una idea? JA quien haya hablado de ella en tér-
minos mas ¢ menos vagos sin conocer toda
su extension, y sin haberla quizd sometido &
pruebas de raciocinio 6 de experiéncia? ;O a
guien, examinandola bajo todas sus fases, estu-

idandola en todas sus relaciones, comprendien-
do todas las necesidades de su existencia, todas
las condiciones de su extension, toda la fecun-
didad de sus aplicaciones, la hace penetrar
en la ciencia con todas sus consecuencias, soste-
nida por raciocinios incontestables, generaliza-
da cuanto lo consiente su naturaleza, sancio-
nada por las concluyentes pruebas de la expe-
riencia, formulada, en fin, segun las exijencias
de una verdadera teoria?

La respuesta a esta pregunta no puede ser
dudosa; pues si bastase haber pronunciado algu-
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nas palabras con motivo de una doctrina 0 de
un principio, para gozar todo el mérito de su
descubrimiento, seria necesario renunciar en es-
te mundo al poderoso mévil de 1a emulacion, y
al legitimo deseo de ilustracion que inclina al
hombreal estudio ¥ las meditaciones, pasion hon-
rosa que impele incesantemente 41a raza huma-
na hacia las fuentes de la verdad.

No se' me objete, pues, para quitarme todo
mérito, que otros, antes que Yo, han meditado
sobre los asuntos«de que esta obra trata, 6 que ya
hay publicados algunos opusculos sobre tal ma-
teria. Que, por ejemplo, se han intentado en-
sayos de interprefacion de las expresiones ima-
ginarias, y que el hecho capital en que descansa
esta interpretacion, y por el cual se establece
que en geometria el signo V' —1 representa la
perpendicularidad, esta propuesto ya hace tiem-
Po a la consideracion de los geometras. g

La respuesta 4 estas observaciones es facil:
mucho menos se trata en efecto de este princi-
Pio en si mismo que de los medios de conviccion
que ha sido necesario descubrir para hacerlo ad-
mitir en el nimero de las verdades matemati-
cas, ¢ importa menos tambien haber entrevisto
una relacion entre el signo de las Imaginarias y
laperpendicularidad, (10 que no hace mas que co-
nexionar con el algebra la ciencia gedmetrica)
que haber demostrado que podia existir una
relacion del mismo género para otras cantida-
des distintas de las longitudes, y aplicarlo todo
& estudios diferentes de los dé las lineas y los
angulos. ;

Tengo, ademis, que afiadir otra cosa mu-
cho mas concluyente: en efecto (no ha su-
cedido que cuanto se ha escrito sobre este
asunto tiene que mirarse solo como una pre-
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suncion, tanto menos admisible cuanto que
los razonamientos en que se apoya son entera-
mente falsos? (1) Por eso, pues, no es de admi-
rar que desde el momento en que estas tentati-
vas vinieron & fijar la atencion de los gedme-
tras, quedaran abandonadas 4 su esterilidad, sin
disipar ningunas dudas, y sin corregir nada de
lo pasado, por ser incapaces de producir algo
para el porvenir. :

Quiza se me objete tambien que talentos de
primer 6rden han significado en varias ocasiones
lo indispensable de introducir en el estudio de la
ciencia la distincion de que es objeto el capi-

_tulo primero de esta obra, y en virtud de la cual
se debe evitar euidadosamentela confusion entre
elnimero que se emplea como signo de la opera-
cion de contar y el nimero que sirve de signo
representativo del tamatio de las cantidades.

No quiera Dios que deje yo de conocer la ver-
dad de semejante observacion. Lejos de eso de-
claro que si alguna confianza tengo en la vita-
lidad de lo que he escrito, es porque su objeto
v las consecuencias que de ¢l se deducen, estin
conformes enteramente con esas mismas indica-
ciones 4 que hago alusion.

Mer. Poinsot, pues este nombre cuando se trata
de la filosofia de las ciencias matematicas es el
primero que ocurre, Mr. Poinsot, cuyas pa-
labras cito 4 menudoen esta obra,ha llamado des-
de hace mucho tiempo la atencion de los geo-
metras hicia la importante distincion que acabo
de recordar, aunque aniadiendo que los elemen-
tos de esta teoria wueva y profundae apenas nos
SON cOnocidos.

(1) El capitulo 4.° de esta obra conliene la refutacion de
las teorias emitidas con este molivo.
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En una lectura reciente hecha en la Acade-
mia de las ciencias, (véase mas adelante) ha ve-
novado sus tentativas para demostrar los incon-
venientes que resultan del olvido ¢ de la omision
de la distincion de que se trata.

Pero esa lectura del sabio académico, cayomé-
rito ¢ importancia bajo el punto de vista critico
no se puede cuestionar, no renne ni con mucho
las mismas cualidades considerada bajo el as-
pecto de la organizacion y de la verdadera cons-
titucion de las doctrinas cientificas.

Permitanseme aqui sobre este punto algunas
observaciones, aun cuando han sido ya publi-
cadas.

Si las reflexiones de Mr. Poinsot son admisi-
bles bajo el punto de vista tedrico, lo cual no
puede cuestionarse con fundamento, falta mu-
cho para considerarlas como un medio de reali-
zacion prictico. El autor observa un vacio y
lo designa; entrevee algunas relaciones entre dos
ramos de las matematicas y las indica; pero no
nos dice como podra llenarse ese vacio, ni ¢o-
mo los que en adelante se dediquen al estudio
de las matemdticas huiran el escollo que mues-
tra, ni como la ciencia de los numeros, tal ¢nal
la congibe, pasara 4 laensefianza, ni como, en fin,
evitarémos que se confunda con la de las mag-
nitudes y por qué medios la distinguirémos
de esta, nosolo bajo el punto de vista absoluto
sino tambien bajo el punto de vista relativo que
conduce 4 la consideracion de las cantidades
Namadas positivas y negativas. ;Y qué seria si
Yo anadiese imaginarias? En una palabra, Mr.
Poinsot prueba sin réplica que estamos en mal
terreno, pero no me parece que nos da & cono-
cer nada de ese estado futuro en que debemos
constituirnos para salir de tan mala situacion.
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En prueba de la verdad de estas aserciones
presentaré la tentativa que hace para dar una
explicacion filoséfica de la existencia necesa-
ria de las # raices de una ecuacion del grado n.
Mucho temo que, sin explicaciones ulteriores,
estén los geometras mas dispuestos & dudar
aun (como (%udaba d‘Alembert) que 4 acojer sin
reserva las razones por las cuales Mr. Foinsot
trata de establecer que esta multiplicidad esta
en la naturaleza de las cosas.

He aqui los motivos de esta opinion.

Sucede muy 4 menudo que las raices de las
ecuaciones son imaginarias, y no hay que olvi-
dar que para todo algebrista la forma imagina-
ria no se comprende, ni se explica, ni se inter-
preta: es un misterio. Ahora bien: admito con
Mr. Poinsot que en una cuestion, la ecuacion
obtenida no contiene ninguna imperfeceion res-
pecto del enunciado; en una palabra, que es la
misma cuestion perfectamente formulada. Siem-
pre resultara muy dificil, si né imposible, con-
cebir ¢como una cuestion, algunas veces muy
simple, muy comprensible en_el lenguaje vul-
gar, y encuya enunciacion todo es claro, como,
digo, esta cuestion - transformada en lenguaje
algebraico, acaba porllevarnos por una parte s
respuestas tan claras, tan faciles de comprender
Como su enuneiacion; y por otra parte, a res-
puestas oscuras, misteriosas, que nos vemos obli-
gados & considerar sin sentido real: en una pa-
labra, 4 respuestas imaginarias. Pues bien:
mientras no se me haga comprender en qué
puede consistir esa singularidad del dlgebra
que transforma una expresion, esto es, una idea
real en una idea imaginaria, me serd imposi-
ble ver claro en esa multiplicidad de respuestas
dadas 4 una misma cuestion, y continuaré acep-
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tandolas como un Zeclho algebrdico; pero sin po-

dar ver en ellas una consecuencia necesarig de_
la naturaleza de las cosns. la explicacion de

esta singularidad de que hablo aqui, y, por tanto,.
la interpretacion de las expresiones imagina-

rias, es la verdadera solucion filoséfica de la

cuestion presentada por Mr. Poinsot.

Permitaseme mostrar con un ej emplo muy sen-
cillo la importancia de las reflexiones que acaho
de exponer, y como, su aplicacion 4 las cues-
tiones mas elementales, puede introducir la duda
en algunos principios tenidos por inconcu-
S08.

Si se ‘pide el lado del ecuadrado cuya superfi-
cie es /9, esta cuestion condueird 4 una ecuacion
de segundo grado, de la que se deducirdn por va-
lor del lado pedido las dos expresiones (1)

= VE—VE

La cuestion presenta, pues, dos soluciones. En
virtud de los principios admitidos en dlgebra,
hay que aceptar como una necesidad estas dos
soluciones: ambas son realizables por los pro-
cedimientos geométricos, y ambas, en fin, son
reales. ,

Pero si se pide ahora ellado del eubo cuyo voli-
men es V, esta cuestion conducira @ una ecua-
cion detercer grado, de la cualse deduciran para
el lado pedido las tres expresiones

(1) Calailo segun los métodos ordinarios del dlgebra,
segun los usos generalmente adoplados; pues en las cues-
liones que (rato aqui no acepto por mi cuenla esta doble
interpretacion: véanse con respeclo i esto las objeciones
que presento en el capitulo 4.°'y las explicaciones mas de-
lalladas sobre el cileulo de los signos que se producirin
en la segunda parte de esla obra.
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una sola de las cualeg es real.

Ahora bien: dejando 4 un lado las considera-
ciones de analisis puro, para profundizar la cues-
tion en &i misma, jno ha de sorprendernos que
cuando se trata de construir un cuadrado igual
a una superficie dada, haya dos lineas reales que
resuelven la cuestion, y que cuando se trata de
formar un"cubo que contenga un yolumen de-
terminado, no haya mas que una solucion real?
(No aparecera esta circunstancia mas sorpren-

-dente ahn, cuando se observe que la segunda
cuestion, la del cubo, contiene implicitamente
la solucion de la primera; pues pedir el lado de
un cubo cuyo volumen sea V' es pedir tam-
bien el lado de un cuadrado cuya superficie sea

V' V2, euyo cuadrado no es otra cosaque la base
del cubo pedido? Asi, para construir este cua-
drado ha]ln-él dos soluciones reales, iy para for-
mar el cubo de que este cuadrado puet\e consi-
derarse como base, no-hay mas fque una so-
Iucion posible? En vez de estas dos solucio-
nes, cuyo sentido es accesible 4 nuestra razon,
Yy cuya realizacion geométrica es facil, halla-
mos tres, de las cuales una sola puede ser prac-
ticada, siendo las otras dos una . imposibilidad
para nuestra razon. (En qué confusion no cae-
mos? 4

Y sin embargo, estas dos cuestiones estin con-
tenidas una en otra. Bajo el punto de vista geo-
métrico ¢ conereto, el eslabon que las encadena
es sencillo, evidente, realizable, y por consi-
guiente muy real; jeomo, pues, sucede que su
traduccion en lenguaje algebraico haga imagi-
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naria esta trabazon? ;Cémo las combinaciones
analiticas pueden alejar una respuesta muy real,
que desde ahora parece completamente anexa &
la cuestion, parasustituirle, no ya una, sino dos
respuestas cuya interpretacion no puede hacer-
se? En presencia de estos hechos hay que hu-
millarse y reconocer que nos faltan explicacio-
eiones sobre este punto, y que lo que se ensefia
en nuestros libros sobre los exponentes no cons-
tituye todo lo que es necesario saber acerca de
ellos.

Concluyamos, pues, que la verdadera filosofia
no puede iluminar con su antorcha las incerti-
dumbres matematicas sino con la condicion de
hallar las relaciones, los lazos, las trabazones
queunen lo real 4 lo imaginario; porque, bajo este
concepto, elandlisis puro y gencillo, que se limita
a considerar los hechos aislados sin tener por ob-
Jeto eslabonarlos, es estéril é impotente, y em-
pecemos ya a reconocer la verdad de esta maxi-
ma, nueva hoy, pero que maiianasera vulgar: NO
PUEDE HABER MENOS ENSENANZA EN LA
VERDADERA FILOSOFIA DE LA CIENCIA
QUE EN LAS FORMULAS ALGEBRAICAS.

Esta critica de los trabajos produeidos hasta
_ estedia, puede servir de introduecion 4 las ma-
terias-contenidas en este escrito, pues la inves-
tigacion de lo que falta 4 las obras de los geo-
metras que me han precedido, tanto respecto del
rigor de los raciocinios como respecto de suge-
neralidad, forma realmente el cardcter especial
de esta obra.

Ahora afiadiré algunas palabras sobre el or-
den y la naturaleza de los objetos estudiados
en esta primera parte. s

En el capitulo primero expongo mis ideas
sobre los principios que rijen la representa-



(xxvIm)

cion de las cantidades en la ciencia del cal-
culo, asi’ bajo el aspecto de su magnitud
como bajo el de su drden, 6 el de su modo de
existencia O de accion. Insisto sobre la consi-
deracion de que esta representacion es COM-
PLEXA, porque se compone de un numero y
de una cantidad de la misma clase que la de
que unose ocupa, tomada por término de compa-
racion entre todas las de su misma especie; de-
muestro lo inconveniente de llamar UNIDAD 4
esa cantidad tomada por término de compara-
cion, y, para evitar toda confusion, propongo
que se llame MODULO.

En seguida, hago ver que, siendo complexa la
representacion de las cantidades, no quedara
todo resuelto, contentandonos con examinar si
las operaciones de cdliculo 4 que haya de some-
terse la expresion de una cantidad, podrdn eje-
cutarse sobre el numero que figura en esta ex-
presion: anado, que para quedar completamente
dilucidado el asunto, sera preciso tambien exa-
minar si las operaciones, incomprensibles sobre
el NUMERO, podran ser comprendidas perfec-
tamente y practicadas sobre ¢l MODULO: ob-
servacion tan sencilla como natural, euyo ol-
vido ha hecho nacer tantas incertidumbres en
la ciencia, pero cuya aplicacion debe desvane-
cer mil dificultades, disipando por su claridad
casi todas las dudas.

Estas primeras reflexiones demuestran que,
puesto que el NUMERO y el MODULO tie-
nen cada uno su parte en la representacion de
las cantidades, es indispensable para obte-
ner una interpretacion racional ¢ infalible de
- las expresiones algebraicas - estudiar INDIVI-
DUAL Y SEPARADAMENTE las propiedades
de los ntimeros y las de los médulos. 'Y estos son



= (.txnli)

los objetos de los capitulos segundo y tercero.
En el segundo supongo que el NUMERO est4
esencial y unicamente destinado 4 representar
la operacion de CONTAR y que en su conse-
cuencia es LA ABSTRACCION DE TODA CAN-
TIDAD. Intento dar una definicion del ntiumero
considerado bajo el unico concepto de plu-
ralidad, y pruebo la insuficiencia, 6, por mejor
decir, la ausencia total de definicion del ntiimero,
considerado en este sentido, en losvarios escri-
tos que tratan de la ciencia del caleulo.
Despues, examinando las operaciones funda-
mentales de la aritmética, dispuestas por grapos
de operaciones directas ¢ inversas, digo, al
ocuparme de la adicion y de la sustraceion, ¢o-
.mo han podido introducirse en aritmética las
ideas de positivo y negativo, y combinarse con la
de nimero: critico algunos asertos acreditados
desde hace mucho tiempo, y deduzco que en la
region de lo abstracto, tal como lo entiendo y
como lo he definido, el NUMERO NEGATIVO
ES UNA IMPOSIBILIDAD. Al hablar de la multi-
plicacion y dela division, despues de haber insis-
tidosobre la verdadera naturaleza de los factores
en una multiplicacion, combatolos errores admi-
tidos con motivo de la definicion de esta opera-
cion, y establezco que, desde el punto de vista en
que me hallo colocado en este capitulo, hay que
considerar EL. NUMERO FRACCIONARIO CO-
MO UN NUEVO CASO DE IMPOSIBILIDAD.
En fin, al tratar de la elevacion & potencias y
de la extraccion de raices, presento algunas con-
sideraciones sobre la naturaleza de la doble
cuestion que se presenta, cuando por medio de
cada operacion inversa queremos volver 4 los
elementos de la operacion directa que le corres-
ponde. Estas consideraciones conducen & la
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" consecuencia de que es menester admitir dos es-
pecies muy distintas de expresiones negativas,
fraccionatias ¢ irracionales, la primera de las
cuales se refiere 4 los ntuneros sobre que seopera,
y la segunda a los numeros operadores. En fin,
llego 4 la consecuencia de que, como en los ea-
sos precedentes, los NUMEROS IRRACIONA-
LES SON TAMBIEN SIMBOLOS DE IMPOSI-
BILIDAD.

En el tercer capitulo estudio los moédulos, sus
modificaciones, y sus transformaciones. Aplico
estos estudios a las longitudes, pero facilmente
comprenderd el lector que todas las observacio-
nes, y todos los racioeinios gue aduzco son apli-
cables 4 cuantas cantidades gocen de pro-
piedades analogas 4 las de las longitudes, por-
que sobre la existencia general de estas propie-
dudes y no sobre la existencia individual de lu
longitud, descansan esencialmente las bases de
todas mis demostraciones. .

Hago ver que, porque la longitud goza la pro-
piedad de que el entendimiento puede conce-
birla dividida indefinidamente, la existencia de
una expresion fraccionaria en el estudio de las
longitudes no implicard ni contradiceion ni
imposibilidad; que, en verdad, la division con-
tinuard siendo IMPRACTICABLE SOBRE EL
NUMERO que figure en la expresion, pero que
sera EJECUTABLE SOBRE EL MODULO, rea~
lizando asi la solucion obtenida.

Hago ver, ademads, que, porque laslongitudes
gozan de la propiedad de que en ciertas figuras
de geometria las relaciones que las eslabonan
se expresan por numeros irracionales, sucedera
aqui, como en el caso precedente, quela existen-
cia de la forma irracional en el estudio de las
longitudes, no implicard ni contradiecion ni
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imposibilidad; que, en verdad, la extraccion de
la raiz continuard siendo IMPRACTICABLE SO-
BRE EL NUMERO que figure en la expresion,
pero que sera EJECUTABLE SOBRE EL MO-
DULO, realizando asi la solucion obtenida.

Pasando 4 congideraciones de otro érden, es-
tudio lo que sucedera en los caleulos euando
aparezean el infinito 6 cero.

Insisto sobre el puntode que nodeben confun-
dirse las expresionesinfinito y cerocon las expre-
siones infinitamente grande & infinitamente pe-
fqueiio, pues estas son esencial y inicamente con-
cretas,esto es, aplicables solo 4 cantidades, mien-
tras las primeras pueden 4 la vez aplicarse 4 las
cantidades y 4 las operaciones abstractas de la
ciencia del ealeulo. Digo qué sentidodebe darse
a las primeras, y, analizando la misma cuestion
con respecto 4 las segundas, llego a la conse-
cuencia de que en el estudio de las cantidades
las consideraciones de infinitamente grande é -
finitamente pequefio no implican las mas veces
ni contradiceion ni imposibilidad; que, en ver-
dad, 1o infinitamente grande y lo infinitamente
pequeiio  continuaran siendo INCOMPRENSI-
BLES ¢ IMPRACTICABLES sobre el nimero
que figure en la expresion; pero que las mismas,
ideas APLICADAS AL MODULO nos conduci-
ran & concepeiones REALIZABLES. Ahora debe-
remos proponernos la cuestion de saber lo que
sucederia en la suposicion de que el modulo
fuese infinitamente pequefio ¢ infinitamente
grande, lo cual conduce muy 4 menudo NO A
CERO, NO AL INFINITO, sino & MODULOS que
con relacion al primero tiene constituidos la na-
turaleza en un estado relativo de pequensz in-
finita 6 de grandeza infinita; y, en virtud de es-
tas consideraciones, podremos realizar, 6 al me-
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nos comprender en muchas circunstarcias lo in-
finitamente grande y lo infinitamente pequefio.

Tales son las consideraciones que he desen-
vuelto en la primera seccion de este capitulo,
con motivo de la longitud considerada bajo el
concepto de la magnitud ¢ de la pequeiez. En
la segunda seccion de este mismo capitulo, la
considero con independencia de todo tamafo,
EN SUMANERA DE SER, EN SU DIRECCION.

Primeramente examino el caso en que dos
direcciones son opuestas una 4 otra, y llego,
a consecuencia de este'estudio, al resultado de
que la expresion negativa de una longitud se in-
terpreta SIN DIFICULTAD, aplicando no al #-
mero sino al médulo el signo negativo; y esto
porque el modulo goza de la propiedad de exis-
tir de dos modog, tales, que el uno es invergo
del otro, como la sustraccion es inversa de la
adicion. Generalizando en seguida lo que pu-
- dieran ofrecer estas consideraciones de particu-
lar para ciertas inteligencias, establezco que, en
general, la oposicion en el modo de existir se re-
conoce en el caracter sigiiente: «Dos cantidades,
entre las que existe oposicion, se destruyen,
relativamente & aquel de sus efectos euyo estus
dio se hace actualmente, por su union ¢ por su
adicion material y' fisica, cuando por otra par-
te estas cantidades, consideradas aisladamente,
tienen el mismo valor absoluto.»

Paso en seguida al caso en que dos direceio-
nes son perpendiculares una a otra, y pruebo
que, estando las dos direeciones directa ¢ in-
versa caracterizadas por los factores+1y— 1,
es menester que la direccion perpendicular lo
esté por el factor V' —1, 1o que contiene en prin-
cipio I interpretacion de las expresiones imagi-
garias. Anado, en fin, que, en general es preciso

ecir-

/
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«Cuando una especie de cantidad posea entre
»los dos estados contrarios que se llaman positivo
»y negativo, un TERCER ESTADO INTERME-
»DIO, ycuando este tercer estado sea tal que si,
»despues de haber hecho para obtenerlo ciertas
»operaciones sobre el estado positivo, sucede que,
»despues de repetir sobre este ESTADO INTER-
»MEDIO las mismas operaciones y en el mismo ¢r-
»den, se pasaal estado negativo, éstetercer estado
»debera caracterizarse en algebra por el factor
» \/ —_1.»

En fin, la consideracion del caso en que dos di-
recciones forman entre si un angulo cualquiera
«, conduce 4 la consecuenciade que, estando ca-
racterizada una de ellas por el factor+1, la
otra debera estarlo en el cileulo porel factor
cosw+ V' — 1 sen «; lo cual completa la inter-
pretacion de la forma imaginaria en las conside-
raciones concretas.

Puede decirse, pues, que los estudios conte-
nidos en los capitulos IT y III abarcan todo lo
relativo 4 la representacion de las cantidades, y
asi se verd, que cuantas expresiones hay conoci-
das en dlgebra pasaran en este examen 4 nues-
tra vista recibiendo sucesivamente su verdadera
significacion. :

Estamos ya, pues, en posesion de los materiales
nhecesarios para constituir bajo el punto de vista
mas SENCILLO, mas NATURAL, mas LOGICO,
la ensefanza matematica. Y jcosa notable y
digna de ser meditada! para establecer esta cons-
titucion en cuanto tiene de mas completo, nos
ha bastado interrogar nuestra razon sobre las
consecuencias de los principios mas elementales
dela ciencia:los delarepresentacion de las can-
tidades en e] cdleulo. Consideracion tan sencilla
€N apariencia que sin duda 4 su misma sencillez

1.” PARTE. :
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debe atribuirse el olvido en que yacia, pero tan
fecunda en realidad, que, apenas ha entrado
en esta via, se siente el geometra conducido sin
" esfuerzo y casi instantaneamente hacialas regio-
nes.mas elevadas del andlisis matematico, y ha-
cia las formas algebraicas menos comprendidas
hasta hoy. Asi jqué admiracion no embarga
¢l entendimiento cuando, concentrindose en
si mismo, llega & conocer cuan pocos esfuer-
zos necesitaba para descorrer el velo de tantas
tinieblas, y cuan poca ciencia era menester para
comprender y explicar cuanto la inteligencia de
los sabios no podia entender ni interpretar!

Pero yo no podia terminar mi libro sin
dedicar la mas séria atencion al examen de una
teoria presentada hace aflos sobre la interpreta-
cion geométrica de las expresiones imaginarias,
ymucho menos sin hacer aplicaciones de los prin-
cipios expuestos en los primeros capitulos.

Asi, pues, en el capitulo IV ecombato la teo-
ria de las imaginarias presentada por varios
geometras; manifiesto el vicio de las demostra-
ciones aducidas; rectifico sus errores, y reconsti-
tuyo los principios de esta teoria bajo el con-

_cepto puramente algebraico.

En este exdmen me.veo obligado 4 expresar
dudas que vienen & corroborar las de que ya he
hablado en el curso de esta introduceion con
motivo del caleulo de los signos.

Y, en fin, en el capitulo V presento varias y
notables aplicaciones de los principios que dejo
establecidos.

Conrespecto a estas aplicaciones, me he consi-
derado en la obligacion de producirlas en gran
numero para dar desde luego una idea ventajosa
del mecanismo, por medio del cual la ensefianza
dela teoria desenvuelta en esta obra, debera com-
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prenderse y utilizarse en la practica. Pero, una
vez conseguido este objeto, todo lo que actual-
mente hubiera escrito, podia mas bien ‘conside-
rarse, y conrazon, como unarepeticioneansada.
La segunda seccion del capitulo V esta destina-
da sobre todo & dar una idea de este mecanismo.

Pero al mismo tiempo importaba demostrar que
minueva teoria, mas 6 menos simple que la an-
tigua en sus procedimientos de investigacion,
posela incontestablemente sobre ella la preciosa
ventaja de ensanchar para las expresiones alge-
braicas el campo de la REALIDAD, y de dar 4 las
expresiones tenidas por imaginariasen el terre-
no de la abstraccion, una EXISTENCIA REAL,
una forma determinada y una significacion pre-
cisa, igualmente accesible 4 nuestros sentidos
que & nuestra razon. Tal es el caracter de las
aplicaciones tratadas en la primera seccion del
ultimo capitulo.

Por lo demas, las aplicaciones que pueden ha-
cerse de los principios expuestos en el curso de
esta obra, son tan numerosas, tan generales,
que no hay un ramo de la’ ciencia del caleulo en
que no se puedan realizar; y siquisiera llevar mas
lejos este examen, tendria que presentar un tra-
bajo de verdadera reforma de todos los métodos
de exposicion: pero no es este el objeto que me he
propuesto en la primera parte de esta obra; obje-
0 que, por otra parte, no podria tratarse conve-

- nientemente sin algunos preliminares.

En efecto, no basta haber hallado un nuevo
camino para deducir inmediatamente que es pre-
ferible al antiguo; es menester ante todo volver
afrds, recorrer de nuevo esa antigua via, exa-
minar todos sus pormenores, sefialar todas sus im-
perfecciones; y solo despues de tal investigacion
serd posible hacer una eleceion racional, aprecian-
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do conexactitud todas las ventajas que deben ofre-
cerlos nuevos procedimientos, tanto paralaexpo-
sicion de loque ya se sabe, como para descubrir
lo que nos queda por saber. A esto consagra-
remos la segunda parte de esta obra (1).

Pero antes de dar al publico las numerosas
consecuencias & que me han conducido todas es-
tas investigaciones, séame permitido detenerme
un instante, pues el espiritu del hombre no es
infatigable.

Ademas, experimento la necesidad de consejo
sobre la importancia de este primer trabajo, y
el tanto de mérito que deba concedérsele; mate-
ria sobre la cual asi deseo la critica como la ala-
banza, pues si esta es un poderoso movil para
crear, la primera es un estimulo esencial para la
perfeccion.

(1) No ha salido aun a luz.
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ESTUDIOS FILOSOFICOS

SOBRE

LA CIENCIA. DEL CALCULO.

Los resultados trascendentales del clenlo
son, como todas las abstraceiones del entend;-
miento, signos generales cuya Verdadera ex-
tension no se puede conocer sine subiendo por
medio del andlisis metafisico hasta las ideas
elementales que han conducido d él, lo que
ofrece 4 menudo grandes dificultades, pues
al espiritu humano le es mas fieil dirijir-
se adelante que replegarse en sf mismo.

(LA Prac, teoria analitica de
las probabilidades.)

CAPITULO PRIMERO.

DE LA NECESIDAD DE ESTABLECER UNA DISTINCION PRECISA
EX EL ESTUDIO DE L8 NUMEROS, SEGUN QUE SE EMPLEEN
COMO SIMBOLOS DE LA OPERACION DE CONTAR & COMO SIGNOS
REPRESENTATIVOS DE LA MAGNITUD DE LAS CANTIDADES.

Dudas y objeciones en la ciencia del edleulo.

Si es cierto que la ciencia del cileulo, bajo el punto de
Vista 16gico, debe colocarse en el primer lugar de todas las
ciencias, si cada paso que se dé en su estudio se apoya en
las reglas severas de un razonamiento siempre rigoroso, si,
“I una palabra, la expresion verdad matemdtica es de he-
¢ho en o] lenguaje vulgar el prototipo de todo prineipio so-



bre el que no es permitido cuestionar ¢no debe parecer
extrafio gue haya llegado & introducirse la duda en doc-
trinas al parecer inatacables? sNo ¢s sorprendente que
pueda establecerse la controversia, y hasta permitirse, en
teorfas elaboradas segun todas las exijencias de lo verda-
dere?

Se concibe que semejantes vacilaciones tuviesen en sus-
penso los #nimos en los momentos de empezar & na-
cer una de las ramas del edlenlo.  Los primeros pasos que:
dan los hombres para descubrir la verdad son muchas ve-
ces errores, y aun en matemdticas la sancion de la expe-
riencia no ha sido indtil para confirmar la exactitud de
ciertos resultados. (1) Pero cuando el espiritu humano
se halla en posesion hace tantos afios de prineipios reputa-
dos como verdaderos, cuando esa experiencia de que aca-
bo de hablar no es la de un dia, cuando tantas aplicaciones
han proclamado la verdad de estos principios, parece que
una duda debe destruirse tan pronto como se suscite, y
que una discusion puede promoverse, pero no ser de larga
duracion.

—gA qué causas deben atribuirse estas incertidumbres?

¢Habra algun misterio oculto en esos limites lejanos
de la ciencia hécia los cuales se dirijen ahora las in-
vestigaciones de los gedmetras? 1Y debemos esperar su
revelacion antes que una luz bienhechora deje ver lo que

(1) Dice La Place que puede considerarse el paso de lo positi-
vo 4 lo negativo, de lo real 4 lo imaginario, como un medio de des-
cubrimiento igual 4 la induccion y 4 la analogfa, empleadas desde
hace mucho tiempo por los gedmetras, primero con nna extremada
reserva y despues con una entera confianza, por haber justificado s
wso gran nimero de ejemplos.—Sin embargo, sicmpre es necesario
confirmar con demostraciones directas los resultados obtenidos por
estos diversos medios.—(Zeorie analitica” de las probabilidades:
introduceion, pig. 31, 3.4 edicion.)
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son y lo que valen las ohjeciones suscitadas por la filosofia
de la ciencia? _

¢0 bien hemeos de buscar la cansa de todas estas dudas
en algun prineipio desconocido 1 olvidado, 6 enya acep-
cion verdadera, apartada de su significacion primitiva, ha
tenido inopertunamente demasiada extension & demasiada
restriccion? :

Por mi parte estoy dispuesto & creer que ha de atri-
buirse & este (ltimo motivo, porque las reglas del racio-
¢inio no pueden cambiar los principios; y, en efeeto, si
estd reconocido que no se¢ ha faltado 4 las leyes de la 16-
gien, si las conseouencias se han deducido rigorosamente,
¥ si estas consecuencias sin embargo parecen dudosas, pre-
ciso es que la duda venga del punto de partida, y solo vol-
viendo hiicia é1 podrémos descubrir las causas de las con-
tradicciones observadas.

Ahora Bicn, v fijémonos en esto, sdesde el instante en
fue nos encontramos con las expresiones fraccionarias y
negativas, no vienen # asediar las dudas nuestro entendi-
miento, 6 al menos no se deja sentir cierta falta de preci-
sion? ;En enanto empezamos 4 haceruso de esas mismas ex -
presiones fraceionarias 6 negativas en la clevacion & po-
tencias 6 extraccion de raices, no tenemos que habérnosla
con dos palabras algo distantes por cierto de cunanto su-
giere ideas exactas, y que, sin embargo, se han domiciliado
en el lengnaje de las ciencias exactas (1)? ;Y, en fin, des-
de que se empieza la exposicion del edlenlo diferencial é in-
tegral, las expresiones de infinitamente grande ¢ infinita-
mente pequeiio, llamadas en nuestro anxilio para completar
el estudio de los tamafios, no se ostentan como un verdadero
escollo para las inteligencias, como causa de disgusto

(1) ¢Hay en efecto nada mas antildgico quela palabra IRRA-
CIONAL, 6 algo menos exacto que la palabra IMAGINARIO?
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yrepulsion quizds hicia la ciencia de las magnitudes, § como
fuente inagotable de objeciones, que nd por echarse cons-
tantemente & un lado, dejan de tener una triste realidad?

Sin embargo, en medio de todas estas incertidumbres el
entendimiento humano camina siempre adelante; y si, 4
pesar de estas trabas, consigue grandes y hermosas reve-
laciones, si del nimero de resultados obtenidos solo algunos
estan sujetos a controversia, jeudntos progresos no habria
realizade y hasta qué limites no se hubiera dilatado el
dampo de la ciencia, si una viva luz hubiese dirigido cons-
tantemente su marcha, iluminando los objetos sometidos 4
sus investigaciones!!

— Medio propuesto para resolverlas.

(fomo sc vé, estas consideraciones nos condueen, menos
4 las TEORIAS DETALLADAS de que se ocupa la cien-
cia de la cantidad que a la FILOSOFIA GENERAL de
esta ciencia; pues en el punto en que ‘estamos rara vez
se ocultard , mucho tiempo & nuestro atisho un artifi-
cio inconsistente del cdleulo, toda vez que lo que nos falta
es una ley general, que, por su sola y simple enunciacion,
tenga un poder de creacion mayor que el que es dado
4 todo un volimen de formulas referentes 4 casos par-
ticulares.

Si no he padecido ilusion en los estudios 4 que me
han conducido todos estos pensamientos, si los resul-
tados 4 que he llegado son la verdadera expresion de
LO QUE ES, esa ley general es simple como todas lus
leyes naturales y sq resume en estas palabras:

»&iempre que en una cuestion de la ciencia del céleulo
no se comprenda la operacion que haya de hacerse sobre
una cantidad, téngase presente que la. EXPRESION de
toda cantidad debe componerse de DOS COSAS; primera-
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+ mente un NUMERO y despues UNA CANTIDAD de 1a

misma especie que la que se toma por término de compa-
racion. Fn tal supuesto, investiguese si la operacion cuyo
sentido no se comprende PRACTICANDOLA SOBRE
ELNUMERO, se comprenderia perfectamente y seria rea-
lizable PRACTICANDOLA SOBRE ESA CANTIDAD
tomada por término de comparacion, y que no por estar
sobreentendida deja de subsistiv en la exrrmstox de la
cantidad.”  El resultado de esta investigacion serd la
explicacion de muchas dificultades, la disipacion de casi
todas las dudas. ‘

A LA EXPOSICION DE ESA LEY ESTA CONSA-
GRADA ESTA OBRA: si no me he engafiado respecto al
grado de importancia que 4 tal ley debe concederse, y so-
bre la ntilidad de los resultados 4 que me ha conducido,
esta exposicion serd una confirmacion incontestable de
la verdad proclamada al frente de estos estudios: ”no hay
menos ensefianza en la verdadera filosoffa de la ciencia
que en las formulas algebraicas.”

—-Representacion de las eantidades en la eiencia del edlendo.

Por poco que se medite sobre el modo de representar
las eantidades, no se tarda en conocer que es preciso de
antemano ESCOJER una en cada especie, destinada 4 ser-
vir de término de comparacion entre todas las de la misma
especie; que, hecho esto, hay que averignar cuantas ve-

- ¢es se ha de REPETIR la cantidad elegida para obtener
aquella cuya expresion se desea; y, en fin, que cuando se
ha determinado este "namero de veces,” puede decirse que
la cantidad de que se trata esti expresada por la que se
ha tomado por término de comparacion, repstida tantas
Veces como indiea el nimero en cuestion.
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— Dos especies de unidad.

Esta cantidad tomada por término de comparacion en-
tre todas las de una misma especie se llama ordinariamen-
te UNIDAD; pero se vé que, en este caso, la palabra uni-
dad debe tencr un sentido ENTERAMENTE DIS- -
TINTO del que se le atribuye cuando sirve para repre-
sentar la operacion de tomar una cosa una vez; pues en este
dltimo caso la palabra UNIDAD tiene una significacion
COMPLETAMENTE ABSTRACTA: porque solo sirve
para designar el primer grado de la série de los nimeros,
siendo por tanto el principio de la eseala de la pluralidad.

En el otro caso, al contrario, lo que se llama unidad,
permanece completamente en fe REGION DE LO CON-
CRETO, cs, siempre, un tipo, un trozo, una muestra,
de la cantidad de que nos ocupamos, con todas las cuali-
dades que dependen de su naturaleza: por ejemplo, con
todas las propiedades Gpticas si es un rayo de luz; dind-
micas si es una fuerza; geométricas si es una longitud ete,

—Ineonvenientes de la no adopeion de estas dos unidades.

Ahora Lien, jno es evidente que emplear asf la misma
palabra para expresar dos ideas tan completamente distin-
tas es exponerse a esenciales equivocaciones? Quizds se
diga que contra estas falacias nos encontraremos siempre
armados, no perdiendo nunca de yista la distincion que
acabamos de hacer. Pero jquién podrd estar siempre se-
guro de mo olvidar nunca esta distincion en el 'rd-
pido uso que hay que hacer de estas dos importantes ex-
presiones? Las palabras en el lenguaje de la ciencia,
como en ellenguaje ordinario, tienen gran influencia sobre
nuestras ideas, y 4 pesar nuestro nos dejamos faseinar por
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ese disimulado influjo, hasta el punto de caer en ¢l error,
cuando creemos con intima conviceion no habernos sepa-
“rado de la verdad. _

Y para dejar demostrado desde ahora que, por desgracia,
¢s demasiado real lo que solo he querido presentar al em-
pezar como hipotético, me bastard hacer notar que ha sido
un grave asunto de controversia la famosa cuestion:

¢Hay algo por debajo de la unidad?

Sin entrar desde luego en su exéimen gno aparece con
toda evidencia que si la palabra unidad se hubiese’ desti-
nado 4 significar en la REGION DE LO ABSTRACTO
el primer grado de la escala de la pluralidad, jamis se le
habria ocurrido 4 madie el proponer semejante cuestion,
ni aun siquiera el suponer que valia la pena de una dis-
cusion acalorada y séria?

— Definicion del médulo.

Perosi el doble uso contra el c¢ual elamo ha podido ser, y
hasido realmente un perpétuo manantial de ervores, ha-
gamos desde ahora lo que hnbiera debido hacerse desde el
principio: convengamos 1.° en RESERVAR EXCLUSI-
VAMENTE la palabra UNIDAD para expresar aquel de
los nfimeros abstractos representativos de la operacion que
consiste en TOMAR UNA COSA UNA VEZ, y 2.°en
llamar MODULO de una especie de cantidad aquella de
esas cantidades que se ha CONVENIDO en tomar por .
término de comparacion entre todas las demds de la misma
especie.

De donde resnltard: que si yo designo para una misma
especie de cantidades el médulo por g, ¥ veo que este ma-
dulo tiene que ser repetido «, vez para formar unade esas
cantidades, o, veces para completar otra, e, veces para ob-
tener una terceray asf sucesivamente, estas diversas canti-
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dades se representarin por las expresiones siguientes:

Dgtes.  Dafhe 5 TGIE 3 deas

Los xUsmERos bajo el punto de vista abstracto solo pueden
ser enteros.

Claramente se vé segun estas convenciones que los ni-
INETOS ey , Oa, &y ...y (UE eXpresan 'nimero de veces,” NO
PUEDEN SER SINO NUMEROS, ENTEROS y que, pa-
ra comprenderlo que podrian significar «, , «,, e«,... FRAC-
CIONARIOS O NEGATIVOS, seria menester ante todo
saber tambien lo que puede ser la operacion de REPETIR
alguna cosa un nlumero de veces fraccionario 6 negative: pero
ino es evidente que lo que puede resultar para nuestro en-
tendimiento del simple enunciado de tal operacion, es una
idea de perfecta imposibilidad y né otra cosa?

El niimero, en efeeto, expresa la modificacion que produ-
ce en nosotros la percepeion de los objetos, en cuanto que,
despojados de todas sus propiedades, queremos simplemente
determinar cuantas veces, por ejemply, seria necesario hacer
cierto signo, repetir cierto ruido, trazar cierto cardeter,
para que hubiese tantos signos, tantos ruidos, tantos ca-
ractéres como objetos. Ahora bien: lo mismo que seria
incomprensible hacer nn cuarto de signo, 6 un tercio de
ruido, lo mismo el ntimero, bajo el punto de vista en que
lo consideramos aquf, no puede ser sino entero, y en

¢l momento en que este mumero es fraccionario debemos

afirmar resueltamente que es conereto. (1)

Heé aqui lo que desde luego ocurre cuando aplicamos
el niimero 4 contar objetos que tienen unasignificacion pu-
ramente intelectual. | Asi, mientras que comprenderé muy

-

(1) En el segundo capitulose tratard este punto detalladamente.
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bien Io que es la'mitad de un cuerpo que tiene la forms
de una bola, expresaria una imposibilidad diciendo que en
una urna en que se depositan bolas para votar, entraron
bolas siete veces y media.

Como se vé, es ESENCIAL 4 los ntmeros EL SER DE
POR SI ENTEROS, y esta es la tinica idea que podemos
tener de ellos al principio de la ciencia, y, en tanto que no
se quiera salir del dominio de la abstraccion, se negara
nuestra inteligeneia & considerarlos bajo otro concepto, eua-
lesquiera que sean por otra parte los esfuerzos de raciocinio
que se quieran intentar para cambiar nuestras ideas con
respecto § este punto. 1

¢Se seguird, sin embargo, de aqui que hay absurdo 6 al
menos superfluidad en estudiar las propiedades de los nii-
meros consideradas bajo el punto de vista negativo, frac-
cionario, irracional y hasta imaginario?

Cuestion importante que promueve una inmensa discu-
sion, y cuya respuesta, teniendo en consideracion el estado
actual de nuestras ideas sobre la ciencia del cdleulo, ha
dado toda la materia de esta obra.

Ahora bien, antes de proceder 4 la solucion de esta
cuestion importantisima, haré la observacion signiente:

Si fuese posible al hombre, cuando quiere raciocinar solo
sobre abstracciones, despojarse completamente de lo que
sabe sobre las cantidades concretas, no vacilaria yo en de-
¢ir que al empezar la ciencia ni siquiera habria pensado
en estudiar los niimeros hajo los diversos puntos de vista
que acabo de enumerar. 8i la idea de semejante estudio
se le hubiese ocurrido, la habria desechado inmediatamen-
te como un ‘absurdo & como un extravio de su inteligencia,
porque jeémo, en efecto, entregarse razonablemente 4 un
estudio cuyo punto de partida hubiera sido una imposibi-
lidad para el entendimiento? ;Cémo establecer un cuerpo
de doctrina cuya base no es dable &4 nuestra razon com-
drender ni definir? ‘
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Asf, los gebmetras que en ¢l eximen de una cuestion se
encontraron por la vez primera con un resultado negativo,
dieron prueba de alta filosoffa, resistiéndose 4 comprender
semejante resultado, en que solo pudieron ver ideas contra-
dictorias, y calificando de falsa solucion 4 la que venia &
dar un solemne mentis 4 las ideas claras,perspicuas y pre-
cisas, que tenian de la naturaleza de los ntmeros.

—; Podrdn las cANTIDADES ser infeligibles bajo el concepto
fraceionario, negativo, trracional ¢ imaginario?

Aqui es donde podrf llamarse itilmente en nuestro auxi-
lio la ley general cuya enunciacion he hecho conoger. Di-
rijamonos, pues, esta pregunta:

Si nuestra razon se niega & darnos una explicacion cla-
ra de los NUMEROS abstractos negativos, fraceionarios,
irracionales, y con mayor razon de los imaginarios, si, por
el contrario, no nos permite considerarlos bajo estos puntos
de vista, sucederd lo mismo con las CANTIDADES?

Distincion tan seneilla como fieil, se dird, y que todo el
mundo ha podido comprender y ha comprendido quizis an-
tes que yo: distincion que las soluciones de cualquier
cuestion habrin hecho nacer y analizar. :

Pero, responderé, si semejante distincion en cada caso
particular és de tanta utilidad, si arroja una claridad per-
tecta sobre la interpretacion de los resultados, gporqué no
produce, de un modo general y para el edificio todo de la
ciencia, lo que concede solo para algunas de sus partes?
;Porque no es un faro cuya luz se extiende 4 inmensas
distancias y en todas direcciones?

No haré aqui lo que otros han hecho antes que yo: para

tordos los casos y de una vez haré lo que no se ha intenta-
do hacer sino por partes y en diferentes tentativas.

En tal supuesto, considerarfn este trabajo algunas
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personas solo como una generalizacion, ¢ como la transfor-
macion en cuerpo de doetrina de varios elementos aisla-
dos, pero, por pequeiia que sea la parte que se me quiera
dejar, me quedard al menos la conviceion de que, aun bajo
este punto de vista, faltaba este trakajo 4 la ciencia.

Volviendo, pues, & ladistincion cuyo enunciado acabo
de dar & conocer, 4 saber: si es posible 4 nuestra razon con-
cebir lo que pueden ser CANTIDADES negativas, fraccio-
narias, irracionales 6 imaginarias, la pfimei‘a observacion
que haré es que, propuesta asi, adquiere la cuestion una
inmensa generalidad, puesto que, para responder 4 ella
convenientemente, serd necesario ante todo un estudio de
las propiedades inherentes & la naturaleza de cada especie
de cantidad.

— Consceuencia de una respuesta afirmativa ¢ la precedente
prequnta.

Pero, dejando #& parte por un instante ese aspegto gene-
ral de la enestion, supongamos que haya cantidades sus-
ceptibles de pasar por los estados correspondientes 4 lo
que designamos ahora en dlgebra con las expresiones nega-
tivas, fraceionarias ete., ete.  Justamente de esto dedueiré
que para el modulo de esta clase de cantidades, (que, en
definitiva, no es mas que una cantidad de la misma espe-
cie,) se podra concebir ignalmente lo que significan los es-
tados negativo, fraccionario, irracional, 6 imaginario; v,
siendo asf, en la expresion « p de cualquiera de estas can-
tidades, siempre serd posible hacer la interpretacion de es-
tos diversos estados, pues aunque tal interpretacion no se
pueda hacer sobre el niimero ahstracto « , siempre serd po-
sible ejecutarla en la expresion « p, 4 causa del médulo p.

Vése, pues, que en el paso de lo abstracto 4 lo concreto
ha de haber expresiones incomprensibles en el primer caso



que podréin, sin embargo, en el segundo ser de facil com-
prension. Estas consideraciones no introducen perturba-
cion ninguna en la naturaleza de las cosas; porque el ni-
mero permanece con las propiedades exclusivamente anexas
d su esencia, y el médulo solamente eslo que se modifica, si
su naturaleza consiente tales modificaciones.

Quizds deberia yo descender ahora & algunos pormeno-
res, demostrando coémo se efectian estas modificaciones en
los médulos de las mismas cantidades; pero ereo que serd
mejor proseguir por un instante aun el eurso de las gene-
ralidades, 4 finde que esta exposicion delos hechos sea un
trasunto fiel de la armonfa con que estan enlazadas todas
las ideas de cuyo desarrollo trato.

—gSerdn algebrdaicas las modificaciones que debe experimens
tar el mddulo de una misma eantidad para representarly bajo
diversos estados?

Despues de haber supuesto que existen cantidades para
las que pueden coneebirse distintos estados, 6 distintos mo-
dos de existencia 6 de accion, y despues de haber recono-
cido que en estas diversas circunstaneias el médulo de tales
cantidades habra de recibir ciertas modificaciones, para que
la expresion de la cantidad represente estos diversos esta-
dos, habremos de dirigirnos la pregunta siguiente: Jpodran
expresarse por signos de operaciones algebrdicas las modi-
ficaciones del médulo de que acaba de hablarse?

Siendo asi, y admitiendo interinamente la suposicion
Jno pasaria para siempre al caleulo el efecto de esas mo-
dificaciones, sin vernos de continuo obligados 4 estudiar in-
dividualmente los resultados delese efecto en cada nueva
expresion obtenida?

Si, por ejemplo, la cantidad de que nos ocupamos es una
fuerza, y si ¢ es el médulo de las fuerzas, si ¢/, 4", ¢, ete.’
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son el médulo ¢, modificado segun las exigencias de los di-
versos modos de accion conforme 4 los euales puede obrar,
éno podria suceder que ,’,,”,.” no fuesen otra cosa que ¢,
tratadosegun alguna de las operaciones de que acabamos de

hablar, como por ¢jemplo, — ¢ , 6 bien 7, 6 bien ¢ \-./_’
6 bien ¢ V7, ete?

Sin detenernos por el momento en 1o que hay mrear-
MENTE de admisible en semejante suposicion, concedamos
que sea verdadera y vedmos & qué consecuencias debe con-
ducirnos. -

— Consecuencias que resultarian de estq suposicion st fuese
verdadera.

En el primer caso, en.el de que se hubieran de-
Jado al médulo modificado las formag ¢/, ¢”, g™ Ly
es evidente, que despues de haber escrito algebrai-
camente las condiciones de la cuestion, para que la expre-
sion de estas condiciones fuese homogénea seria preciso
que cada uno de sus términos estuviese compuesto de un
niimeroy de uno de los médulos ? 4¢3 ¢"y ¢",... Ahora bien:
en el estado de duda en que nos habiamos de encontrar
respecto 4 las relaciones que unen entre si estos varios
modulos, no seria posible ir mas adelante en la solucion
dela cuestion. Pero si advierto que estas relaciones hasta
ahora ignoradas pueden representarse algebrdicamente,
€0mo acaho de suponerlo, reemplazaré entonces en Ia
expresion de las condiciones del problema los médulos
#38"¢™,..., por sus equivalentes—gp, £, o VT ete., y
desde este instante la solucion de la cuestion habra dado
Un gran paso.
~ En efecto, por una induceion justificada d posterior: por

| Taciocinio, podré transportar sobre el niimero que acom=

1. pawre, 4
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paiia al médulo ¢, las operaciones algebrdicas de que esté
afeetado en cada término y separar en seguida del modulo
el nimero. Por tal medio no tendré mas que una serie
de nimeros unidos entre si por indices de operacion; efec-
tuaré, en cuanto fuere posible, estas operaciones segun las
reglas algebraicas y aritmé ticas conocidas, y llegaré de este
modo 4 un resultado que uniré al médulo ¢, 4 fin de obte-
ner la expresion completa de la cantidad buscada. Si el re-
sultado numérico vé precedido del signo —, tendré un indi-
¢io de que el verdadero médulo es—¢,yno ¢, y de que, en su
consecuencia, el problema no puede satisfacerse sino por el
estado negativo de la cantidad: si el resultado numérico sa-
le con el signo V/—1 tendré un criterio para creer que elver-
dadero médulo es ¢ V—I en lugar de p, y que, en conse-
cuencia, la cuestion no puede quedar resuelta sino por el
estado imaginario de la cantidad, ete. :

Vése, pues, la importancia del hecho (queno es todavia
mas que una suposicion, ) de que log modulos ¢, ¢’y 27,0
que eorresponden 4 los diversos estados de una misma
cantidad, recibiesen, para expresar estos estados, modifica-
ciones susceptibles de expresarse por medio de ¢ y de ex-
presiones algebriicas. #

Entonees seria permitido hacer abstraccion del médulo
%, trasportar & los nfimeros que lo acompafiasen los signos
de las operaciones de que estuviese afectado, efectuar en
seguida estas operaciones sobre esos ntmeros, y al cabo
agregando el resultado al médulo ¢, se obtendria la ex-
presion de la cantidad buscada, que seria negativa, fraccio-
faria, irracional 6 imaginaria, segun que el resultado nu-
mérico obtenido se hallase afecto (en su {ltimo limite de
reduccion y al agregarlo al médulo ) 6 bien del signo de
1a sustraccion, 6 bien del de la division, 6, en fin, del de
1na extraceion de raiz imposible.
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—¢ 2 initil el estudio de los niomeros desde el punto de vis-
ta negativo, fraceionario, irracional 6 tmaginario?

Por las consecuencias que acabamos de enumerar se vé
facilmente que, hecha la precedente suposicion, la respuesta
4 la pregunta que nos hemos dirigido es muy sencilla ¥
faeil.

¢Hay ahsurdo 6 superfluidad en estudiar las propiedades
de los nfimeros bajo el punto de vista negativo, fracciona-
rio, irracional & imaginario?

Sin duda que né: segun la precedente suposicion no ha-
briani absurdo ni superfluidad en hacer este estudio; al con-
trario seria de grande utilidad, puesto que, una vez hecho
sobre los niimeros, se hallaria por lo mismo efectuado sobre
todas las cantidades euyos diversos estados pueden figu-
rarse por los signos negativo, divisivo, irracional & imagi-
nario. '

Ahora bien, considerando la cuestion desde este punto
de vista se advierte cuén pueril seria, en esta region pura-
mente abstracta de la ciencia del edleulo, querer explicar el
sentido de un resultado cualquiera ; por lo enal ha queda-
do sin explicacion todo lo que se ha intentado en este gé-
nero hasta el dia.

Pero héiganse abstractamente cAleulos conformes con
las reglas propuestas; combinense de todas las maneras
posibles los signos de las operaciones, los niimeros opera-
dores, y los ntimeros sobre quie se opera, y llegars un dia en
que los resultados obtenidos, y cuyo sentido ha quedado
incomprensible, reciban en las aplicaciones 4las cuestiones
coneretas una interpretacion ficil. Hé aqui cuanto puede
esperarse, y cuanto es dado comprender.
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— Exposicion de las investigaciones que hay que hacer sobre
los médudos.

Que nos resta, pués, ahora que hacer? Examinar todas
las diversas propiedades de las cantidades de cada especie,
¢ inquirir ¢oémo han de expresarse los modulos representa-
tivos de los distintos estados que pueden afectar las can-
tidades.

Ahora bien, no necesito hacer un estudio muy profundo
de las diversas especies de esas cantidades. En efecto: lo
que haya dicho y demostrado para una especie se aplicard
4 eualquiera otra que, como esta, sea susceptible por su
naturaleza de modificaciones semejantes.

En tal concepto, y colocindonos en el punto de vis-
ta en que nos lo permite el estado actual de los co-
nocimientos mateméticos, la eleccion de la especie de
cantidad sobre que practiquemos nuestras investigaciones
no puede ser dudosa. Esa cantidad serd la longitud; pero
no hay que perder de vista que lo que digamos de ella y
de sus diversos estados, ha de aplicarse a cualquier otra
cantidad que pueda admitir en todo 6 en parte los cambios
de estado de que ella misma es susceptible.s

Si despues de haber hecho el eximen de todas las
modificaciones 4 que se presta la longitud y de haber
descubierto qué formas algebriicas les corresponden, que-
dasen aun inexplicables algunas de esas formas, seria nece-
sario deducir, né que esas formas son imaginarias, sino que’
ignoramos aun 4 QUE CANTIDAD y 4 QU ESTADO
ESPECTAL de esta cantidad corresponden esas formas.

Si, por el contrario, hallisemos que hay en la longi-
tud algunos estados que, para expresarse, reclaman algo
mas que una e las formas usuales de operacion algebréica,
'y para los cuales es preciso hacer uso de nimeros tratados
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por otras operaciones distintas de las que constituyen los
«elementos de la ciencia, (1) esos nuevos ntimeros, esas
nuevas formas, esas nuevas operaciones deberian pasar para
siempre 4 la parte abstracta do la ciencia del céleulo, no
solo por ser indispensahles para satisfacer todos los ca-
s0s que puede ofrecer la consideracion de las longitudes,
sino porque puede haber en la naturaleza otras cantidades
distintas de las longitudes, ¥ya estudiadas & susceptibles de
serlo un dia, que, Poseyendo estados andlogos, necesitiran,
para expresarse, de esas formas y de esas operaciones ente-
ramente nuevas.

—Las indagaciones respecto & los médulos deben ir precedi-
das del estudio de los ntumeros considgrados desde el punto de
g vista abstracto.

Las indagaciones cuyo plan acabo de trazar hallarian,
pues, aqui su lugar natural, pues mas tarde se vord que los
resultados 4 que conducen, confirman en todo punto las
hipétesis admitidas en el DPresente capitulo. Sin embargo,
las siguientes consideraciones me determinan 4 diferir su
exposicion hasta el capftulo tercero.

Puesto que las cantidades tienen siempre por expresion
un nimero y un médulo, sno ha de ser conveniente para
fijar con perfeccion la REPRESENTACION de las canti-
dades, estudiar, no solo lo que concierne al médulo, sino
lo que puede tener relacion con el némero independiente de
este médulo, esto es, considerado aisladamente bajo el punto
de vista que se ha convenido en llamar aritmético 6 abs-
tracto?

.

(1) Por ejemplo: las funciones que degenden dela .considera—
cion de los dngiilos. (Véanse con este motivo las admirables re-
flexiones de Mr. Poinsot al fin del capftulo 3.%)
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Me parece, pues, que es necesario para adquirir un com-
pleto conocimiento de la representacion de que aqui se
trata, y que es indispensable para saber interpretar con se-
guridad la expresion de una cantidad, el conocer 4 fondo
los dos elementos constitutivos-de esa representacion, y
estar bien seguro de la influencia que cada umo ejerce
en la expresion que resulte de su combinacion: y en fin,
saber lo que puede 6 debe practicarse sobre cada umne
de ellos para realizar, ya las condiciones de los problemas,
ya sus soluciones.

Estas consideraciones, nos conducen al estudio prévio
de los ntimeros, considerados solamente como representan-
tes de la operacion de CONTAR, ¢ independientes de to-
da ACEPCION CONCRETA.

Por lo demés, este estudio, imprescindible, nada tienc
de 4rido ni de fatigoso. En ¢l hallaremos ocasion de
reformar errores, de conocer bajo su verdadero punto de
vista la naturaleza de las operaciones aritméticas que
constituyen los elementos de la ciencia del cileulo, y de
sentar, en fin, sobre bases sélidas la distincion que debe
existir entre lo abstracto y lo concreto. Estos diversos ob-
jetos serin la materia del capitulo siguiente.

Fl estudio de los médulos, de sus modificaciones y de
su uso en las ciencias matemgticas, formard el asunto del
capitulo tercero.
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CAPITULO 1II.

DE LOS NUMEROS Y DE L'AS OPERACIONES ARITMATICAS
DESDE EL PUNTO DE VISTA ABSTRACTO.

SECCION PRIMERA.

DE LA VERDADERA NATURALEZA DEL NUMERO ABSTRACTO.

—Imposibilidad de hallar una definicion del wimero negati-
vo, fraccionario, irracional ¢ imaginario bajo el concepto pu-
ramente abstracto.

Cuando se considera 4 los nimeros como expresion sola-
mente de los resultados que se obtienen de la operacion
de contar, cuando se quiere que los mimeros permanezcan
en la region de lo abstracto, y solo se usan como me-
dio de REPRESENTAR las cantidades, en una palabra,
cuando prescindimos de toda consideracion que los re-
fiera directa ¢ indirectamente 4 IDEAS CONCRE-
TAS, entonces'es de ESENCIA del nimero no ser inteli-
gible para nosotros, sino en tanto que es ENTERO; y en tal
caso, decir que un nfimero es negativo, fraccionario, irra-
cional & imaginario es expresar ideas contradictorias, pues
entonces ya no es posible 4 nuestro entendimiento concebir
lo que podria ser coNTAR NEGATIVA, FRACCIONARIA, IRRA-
CIONAL 6 IMAGINARIAMENTE.

Y en efecto, si bajo este punto de vista se quisicse bus-
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car una definicion clara, precisa y general del ndmero ne-
gativo, fraccionario, irracional 6 imaginario, semejante de-
finicion, para ser légica, deberia depender solo de la natu-
raleza y de las propiedades del nimero, tales como acaba-
mos de darlas 4 conocer: de donde se sigue que no existiria
ninguna de las aplicaciones que pudieran hacerse de lu
“ operacion de contar 4 las diversas cosas creadas cuya com-
prension no fuese accesible & nuestro entendimiento.

Pero nada hay mas sencillo que hager ver que no puede
ser asf, porque en la série de las cosas creadas, acerca de
las cuales podemos establecer suposiciones, existen mu-
chas respecto de las que d priori sabemos que es un absur-
do repetirlas negativa ¢ fraccionariamente ete.

En efecto, observaremos con este motivo que no sucede
lo mismo con las dificultades que encuentra nuestra razon
para establecer la generalidad deun principio, que con lag
que es preciso vencer para probar al contrario que esta
generalizacion no es posible. En el primer caso debe
probarse que no existe ninguna circunstancia en que no
])uedg.demosh‘arse la verdad del principio, lo que exije
muchas veces una série numerosa y aun infinita de in-
vestigaciones, y en el segundo solo es necesario haber pro-
hado, RESPECTO DE UNA SOLA CIRCUNSTANCIA,
la imposibilidad de aplicar este principio, para deducir de
ello que el principio no es general.

En tal supuesto, si se pretendiese haber hallado la de-
finicion de que acabo de hablar, bastaria para mostrar que
es falsa, hacer ver un SOLO caso en que la aplicacion de
esta definicion fuese RACIONALMENTE imposible é incom-
prensible @ priori.

¢Qué puede ser una casa repetida menos una vez, una
vida repetida menos tres veces? ;Qué es un euarto de voto,
un décimo de hombre etc.? Todo esto es evidente-
mente ininteligible para nuestra razon, sean los que fue-
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ren los estuerzos que se quieran hacer, las palabras que
se quieran emplear, los raciocinios de que se quiera hacer
uso: siempre serd imposible hiicer entrar estas expresiones
en la region de las cosas comprensibles. Tal seria sin
embargo el resultado de la definicion de que se trata, si se
consiguiese hallarla, lo cual, solamente, bastaria para pro-
har la imposibilidad-de que exista semejante definicion y la
inutilidad de las tentativas para descubrirla.

— listos diversos estados del ntomero abstracto coriesponden
i b it
& emposibilidades .

Antes de definir o que puede ser un ntimero negativo,
fraccionario, irracional 6 imaginario, csto es, antes de decir
lo que ha de ser para nuestra razon, el conjunto, formado
por una parte con la idea de nmero, tal como la hemos
dado & conocer al principio de este capitulo, y, por otra,
con la idea propia de cada una de estas ecuatro expresiones,
preciso es que convengamos en el valor de estas 1lti-
mas, y saber ante todo lo que deben significar tales pa-
labras. Ahora bien, si al dedicarnos 4 esa investigacion
hallamos que, en tanto que no se sale de la region de lo
abstracto, todas estas expresiones significan operaciones
imposibles, de distintas especies, Pero siempre impractica-
bles, ino deberemos ver en las expresiones mimers ne-
gative, ntvmero fraceionario ete.; la idea de némero hecha
imposible ‘por el agregado de esos cuatro ealificativos,
fuyo conjunto forma simbolos perfectos de otras tantas im-
Dosibilidades? :

Ante todo averigiiemos de qué modo estas diversas pa-
labras han podido aparecer ¢ introducirse por la primera
Vez en el lenguaje de 1o ciencia.
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Verdadera definicion del ntinero abstracto.

Para esto es preciso ante todo reconocer cual debe ser
LA ESTENSION DE LA CIENCIA DE Los NUMEROs cuando s
reserva & esta expresion la significacion que le hemos dado
en el principio de este capitulo, esto es, cuando el nimero
no sirve para otra cosa que para expresar los resultados
de la operacion de contar. No podremos tener una clara
idea de las cuestiones que nos ocupan sino cuando conoz-
camos la verdadera extension de La cIENCIA DE Los N{-
aueros desde este punto de vista.

Defino los nfimeros como sigue:

Son simbolos escritos & hablados por cuyo medio ex-
presamos las diversas percepeiones que despierta en nues-
tra alma laidea de pluralidad. Son signos destinados
4 precisar, ya para nosotros mismos, ya para los demis,
4 qué grado de la escala de la pluralidad corresponde una
coleccion cualquiera de cosas, ya semejantes, ya dife-
rentes.

Contar serd hacer cualquier operacion necesaria para
determinar el valor del nimero por cuyo medio, deberin
designarse esas diversas colecciones.

Se me preguntard quizd lo que ha de entenderse por'la
palabra pluralidad. A esta pregunta responderé que la
idea contenida en-esta expresion es felizmente tan facil de
concebir como dificil de definir. No es necesario haber
reflexionado mucho tiempo sobre el papel que estd desti-
nada 4 representar una definicion, para conocer que es
absolutamente imposible definirlo todo. Definir una
idea es hacerla comprender por medio de otras ideas ya
conocidas; pero jquién no vé desde luego que recorriendo
la cadena de las definiciones & que dard lugar una idea
cualquiera, llegariamos necesariamente & un primer eslabon,
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dunaidea primitiva, 4 unaidea madre de que se derivarian
todas las demds, y que, por consiguiente, no podria ya ser
concebida, explicada, nidefinida por medio de ninguna otra
idea, sino por solo el testimonio de nuestra razon? Ahora
bien, puesto que, en resimen, pEFINTR BS HACER COMPREN-
DER; jqué nos importa comprender por medio de una pa-
rafrasis, 6 por medio de esa conviceion interior, de ese irre-
cusable testimonio, hijo de la aplicacion denuestros sentidos
y de nuestro pensamiento4 las diversas creacionesdel mun-
do material y del mundo moral? ¢Quedariamos mas con-
vencidos, porque se nos hubiesen dicho ciertas palabras, que
por haber aplicado las facultades fisicas ¢ intclectua-
les al conocimiento de los hechos naturales? Sin duda
que né, porque esta aplicacion no es de un dia: empieza
con el hombre: camina y progresa con su existencia. Ahora
bien, jeémo dudar de las verdades que establece semejante
estudio y porqué no las hemos de aceptar como verdade-
ras definiciones? ¢No mos vemos obligados 4 reconocer
que nuestra razon no las admite por unvano capricho,
sino porque son indispensables para explicar el edmo los
efectos que incesantemente observa en torno suyo son
realmente tales como se le aparecen 6 presentan? ;No son,
por el contrario, estas verdades Mas posrTIvas que nuestras
DEFINIC10NEs oRDINARTAS?  Pues si estas Gltimas dependen
de las combinaciones de nuestro espiritu, que no es infalible,
las otras no tienen otra base que las leyes inmutables de la
Daturaleza misma, ‘

Perdéneseme esta digresion sobre un punte que si no
estd comprendido del todo en los asuntos que forman el
objeto de esta obra, no le es, sin embargo, comple-
tamente ageno desde el punto de vista fileséfico en que
lo considero ¥ sobre el cual no son de desdeiiar algunas ex-
Plicaciones exactas,

Volviendo ahora 4 la idea que representa Iar palabra
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pluralidad, nada mas sencillo que comprender como nace
en nosotros. La vista, el tacto, el oido, todos nuestros
sentidos, en una palabra, concurren & darnos cuenta de la
existencia de las DIVERSAS cosas creadas: nuestras ne-
cesidades nos llevan en seguida 4 hacer un profundo exi-
men de las propiedades inhérentes 4la EXISTENCIA de
las cosas, y de ahi el origen de las ciencias. Pero, sin detener-
nos en el exdmen profundo de la forma, del color, de la
naturaleza de cada una de las obras de la creacion, obser-
vamos, como un hecho primitivo, que un ser, cualquiera
que seael que venga & herir nuestros sentidos, no existe
AISLADO O SOLO en la naturaleza; 4 su lado observa-
mos otro semejante 6 diferente, luego otro, luego otro mis,
y asf sucesivamente sin que nada limite esa facultad de
admitir sin cesar nuevos objetos con los primeros.  Simul-
taneamente, por otra facultad que nosha concedidola na-
turaleza de percibir MAS DE UNA COSA A LA VEZ,

- adquirimos la idea de pluralidad, idea que, como todas las
demds, se desenvuelve despues mas 6 menos segun las dis-
posiciones naturales del individuo, 6 segun sus estudios
mas 6 menos perseverantes sobre las consecuencias de esta
idea primitiva.

Ahora bien, jqué mas podria exigirse sobre la idea de
pluralidad, que hacer ver, como acabamos de practicarlo,
A qué facultad se refiere y por qué sintomas se revela?
Si esta experiencia diaria, de todos los instantes, si estas
observaciones, compafieras inseparables de todos los actos
de nuestra vida, no fuesen bastantes para convencernos,
Jqué palabras serian capaces de destruir una ineredulidad,
que no fuera dado destruir al testimonio, renovado sin cesar,
de todos nuestros sentidos?

Pasando ahora a examinar la explicacion precedente
de la palabra nimero, me parece obvio, que, apreciada
sanamente bajo el punto de vista de la pluralidad, la con-
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dicion de las cosas ereadas, y examinadas tinicamente bajo
este punto de vista  ya despojadas de las demds propieda-
des inherentes & su naturaleza particular, me parcce evi-
dente, digo, que los caractéres, la definicion, los nsos del
niimero deben ser los que he manifestado; y si, por ejemplo,
se supiese que los objetos contados son esencialmente dife-
rentes unos de otros, y que estos objetos no son de nin gu-
na manera susceptibles de ser comparados, esto es, que no
gozan de la propiedad de que uno cualquiera de entre
ellos, pueda ser el equivalente de todo 6 parte de otro, en
tal caso, repito, seria imposible asignar al ntmero otras
funciones que las que resultan de la definicion prece-
dente.

—De los diferentes usos del nivmero en el estado actual de
nugstras ideas, y de la necesidad de distinguirlos claramente
£ unos de otros.

Pero, 1.% como en ciertas circunstancias, y precisamente
¢n aquellas en que el uso de los ntimeros presenta las apli-
caciones mas importantes, los objetos sobre que se efectiia
la operacion de contar son todos de una mnaturaleza seme-
jante:

2. Como que entonces sucede que estos objetos son
‘omparables, esto es, que hay uno en su especie por medio
del cual pueden concebirse y representarse todos los demis
de la misma clase: :

3.° Y como, en fin, al hacer la operacion de contar se
ha conocido que el resultado obtenido podia no solo dar
na idea del xtmero de las cosas contadas sino tambien
del TAMA RO que deberia tener una cosa de la misma
¢specie para que representase por sf sola todas las demis
tomadas en conjunto, los hombres, por una especie desinée-
doque muy natural, han atribuido & los mimeros otras
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funciones distintas de la que acabamos de mencionar,
y, 4 consecuencia de todo esto, ha sucedido que el nimero
ha servido no solo para CONTAR LAS CANTIDADES Sino que se
ha convertido en signo representativo del TAMARNO de las
cantidades.

Pero, reflexionemos: mientras que la primera propiedad,
la de contar las cantidades, no exigia ni enlasformas pri-
mitivas dadas 4 los nimeros, ni en las reglagcon cuyo auxi-
lio son designados & combinados entre sf, ninguna modifi-
cacion de los principios de numeracion y de céleulo puestos
on uso, nose tardd en advertirque esos mismos principios eran
rsurrorENTES cuando se queria hacer uso de los nimeros
como representativos de los TAMANOS de las cantidades;
¥, en su consecuencia, se hizo sufrir djestos principios ao-
prrreacrones y EXTENSIONES (1) mas 6 menos impor-
tantes, que han pasado al estudio de la ciencia y que han
quedado para siempre en su dominio.

Mas tarde, se-observé que para completar el estudio de
las cantidades no bastaba haber hallado los medios de ex-
presar sus tamaiios 6 magnitudes. Vidse que una misma
cantidad podia, sineambiar de naturaleza, ser conside-
rada bajo diferentes aspectos, 6 ser estudiada con relacion
4tal 6 cual modo de mxrsteNcia 6 de asccron; y, habiendo
tratado el entendimiento humano nd de inventar nuevos
medios, sino de expresar por los mismos nimeros y signos
de orERACION ya conocidos y estudiados, estos diversos esta-
dos, resultaron nuevas modificaciones (2) de los principios
primitivos de la ciencia del céleulo, de donde procede el
TERCER aspecto de los niimeros, 6 sea el TERCER USO
4 que se les ha destinado.

(1) Porejemplo, la multiplicacion y la division de las frac-
clones.
(2) Aestose refierenlas reglas de los signos para las eantida-
des que se llaman aisladas.
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Demostraré en el lugar oportuno que este término no ke
sudo el wltimo y que las investigaciones matemdticas han
dado aun MAS EXTENSION todavia al uso de los nime-
ros en la ciencia del edleulo (1); pero, por el momento, no
son necesarias, para lo que me propongo decir, estas nuevas
explieaciones, que probablemente exigirian para ser sufi-
cientemente comprendidas en todos sus detalles, desarro-
llos impropios de unos clementos,

Limitindome, pues, 4 las precedentes observaciones se
vé ahora que en la parte de la ciencia del cdleulo que se
designa bajo el nombre de dlgebray tal como DE HECHO
se-halla constituida por los escritos de los autores, pueden
los ntimeros figurar bajo tres puntos de vista diferentes:

1. CoMo SIMBOLOS REPRESENTATIVOS DE LA OPERACION
DE CONTAR:

2. CoNo STGNOS INDICADORES DEL TAMANO DE TAS CAN-
TIDADES:

3.° CoMO CARACTERES DE TAL 6 CUAL MODO DE EXISTEN-
CIA O DE ACCTON DE TAS CANTIDADES.

Ahora bien, en el estado actual delas cosas, creo que no
se han distinguido bastante estos diversos usos 4 que estdn
destinados los niimeros, y esto consiste, # mii entender, en
{que estos usos no se han introdueido de golpe en la ciencia,
basados en teorfas formadas, concebidas ¥ meditadas de
antemano, sino que, porel contrario, han ocupado su lugar
enella poco & poco, segun la voluntad de los varios gedme-
tras que se han dedieado 4 los estudios matematicos, y se-
gun las exigencias de cada problema particular cuya solu-
tion se presentaba. 4

En consecuencia, como todos estos usos no forman un

(1) Aludo 4 los clenlos diferencial é integral, enlos cuales se
Pasa de una especie de cantidad 6 otra, de uma linea & un punto,
s P :

de una curva 4 un dngulo, de una fuerza 4 una velocidad, ete.
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cuerpo de doctrina sustentado por fundamentos profundos
ni aun conocidos, no es de admirar que se haya introduei-
do la confusion en esos tres objetos tan distintos 4 que se
han destinado los nimeros y que poco & poco hayamos lle-
gado 4 un punto en que nos es forzoso preguntar: JEn
(ué consiste que ciertas propiedades delos niimeros gue no
son_falsas en ciertos casos dejan de SER VERDADERAS  INTE-
LIGIBLES en otros? -

TLas reflexiones que preceden nos proporcionan la clave
natural de todas estas contradicciones, porque, efectiva-
mente, se estd de hecho empleando el nimero en tres
usos diferentes, y asi no podra ser ya motivo de sorpresa el
que tal propiedad de los niimeros, procedente de uno de es-
tos msos, no pueda ya aplicarsele cuando el uso, CESANDO
DE SER EL MISMO se amplie 4 alguno de los otros dos.

Asf en todas las discusiones que se han suscitado con
este motivo ha habido & la vez razon y sinrazon; pero
nadie ha podido entenderse, por haber observado que en la
practica ninguno se ha atenido 4 la definicion primitiva
del nfimero y que se ha dado este nombre & una cosa muy
distinta de la primera. Para evitar, pues, toda confusion,
en el estado actual de las cosas se deben distinguir tres
especies de niimeros, de manera que, antesde responder &
las preguntas generales que puedan hacerse sobre las pro-
piedades de los niimeros, seri preciso ante todo explicar -y
entender la especie particular de niunero de que se quiere
hablar. 5

—Exdmen de las definiciones de la palabra nimero dades
por los autores de elementos.

Me habia propuesto en un principio examinar las diver-
sas definiciones del niumers dadas por los autores de mate-
maticas y demostrar sucesivamente lo incompleto de eada
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una de ellas; pero, cuando quise poner en ejecucion mi pro-
pbsito, no tardé en advertir que iba & caer en una série de
Trepeticiones fatigosas ¢ inditiles 4 Ia vez, porque, efectiva-
mente, el exdmen que hiee de tan varias definiciones me de-
mostrd que, con c.rtas diferencias de redaceion, son todas
iguales en elfondo. ;Consistird acaso esa conformidaden qua
los autores se han copiado mituamente? ¢0 en que esta de-
finicion es la tinica que existe en nuestro sistoma de en-
sefianza?  Ganas dan de admitir esta ltima suposicion, al

- observar que ni uno solo de los autores de que hablo defi-
ne el nimero antes de definir la cANTIDAD; de lo enal debe-
mos deducir que desde ol primer momento no atribuyen
al niimero otra funeion que la de representar las MAG-
NITUDES de las cantidades. Si luego resuclven con los ni-
meros algunas cuestiones independientes de la considera-
cion del tamafio, es como por un efecto del acaso y sin que
¢llos mismos sospechen que entonees hacen del niimero un
uso distinto del indicado por su misma definicion.

En vista de esto, y del absoluto silencio que han guar-
dado todos los autores sobre la distineion que me pa-
recia tan necesario establecer entre el nimero que sirve paye
contary el niimero destinado & representar las cantidades,
esto es, entre el ndmero que CUENTA el 6rden y la situa--
cion delas cosas y el nlimero que MIDE los tamafios, he va-
cilado mucho tiempo desconfiando de m{ mismo, ¥ muchas
veees me he preguntado si me sedueia una ilusion. Pero,
al fin, reflexionando de nuevo ¥y con mas intensidad so-
bre el asunto, han ido désapareciendo. mis dudas suce-
sivamente, se han fijado mis irresoluciones y me ha pare-
cido ir caminando por la via de la verdad. Desde enton-
ces he logrado convencerme de que esa distincion que me
habia parceido necesaria é indispensable estaba ya formu-
lada claramente hace afios por un gedmetra de nuestros
dias, ¥ sancionada en la siguiente frase con toda la autori-

1.% paRTE, 3



dad de los titulos cientificos menos disputables.

“Hemos emprendido nuevamente y continuado todas
"ostas investigaciones, que estdn ligadas entre si de la ma-
“nera mas intima y que tienen en general por objeto la
"TEORIA DEL ORDEN y DE LA SITUACION DE
"LAS COSAS CON ABSTRACCION COMPLETA DEL
YTAMANO, teorfa nueva y profunda, cuyos elementos
“apenas nos son conccidos, pero que se debe mirar como el
primer fundamento del 4lgebra y la fuente natural de las
“'principales propiedades de los nfimeros.” (1) ,

Despues M. Poinsot ha sido mas explicito: en una lec-
tura hecha en la Academia de eiencias ¢l 10 de Mayo
de 1841 se expresa en estos términos:

" Regularmente sedefinen lasmatemdticas como la ciencia
"*de las magnitudes en general, 6 la ciencia de las cantidades,
1o cual en el fondo es'lo mismo que decir la ciencia de
"as RELACIONES: esta es la definicion mas general que
“’se ha dado hasta aqui‘de las matemiticas. Pero, aungue
Vesta definicion parezea abrazar toda la ciencia, ecreo
“que no dd una idea de ella bastante profunda ni bas-
“tante extensa, porque las mateméticas no son solo la
Yeiencia de las relaciones, esto es, que no se atiende en
“ellas tnicamente 4 la prororeroN y 4 la ampina, sino que
“deben estudiar tambien ¢l ndmero en si mismo, esto es,
el 6rden y la sitnacion de las cosas con abstraccion com-
“pleta de sus relaciones y de las distancias mas & menos
“orandes que las separan.”  "Recorriendo cualquicra de
"las diferentes partes de las matemitieas siempre encuentra
"¢l gebmetra estos dos grandes ohjetos de nuestras expe-
"culaciones.”

Ahora bien, gno s de admirar que, haciendo ya tan-

{1) Memoria de M. Poinsot, tomo X1V de las memorias del
Instituto.
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tos afios que se proclamé esta gran verdad, no haya ha-
bido un solo autor de elementos capaz de aprovechar lo

~que hay de itil en esta definicion de 1a palabra ‘nimero,

si n6 en sus diversos pormenores, al menos en su base?

Lejos de esto, esa palabra ha permanecido siendo lo que
era antes, porque en la definicion ha entrado siempre o
magnitud de las cantidades.

Es verdad que los autores distinguen (6 creen al menos
distinguir) dos especies de ntimeros; el ntimero concreto ¥
el nimero abstracto: sirve el primero, dicen, para repre-
sentar las cantidades cuyo niimero y especie son conocidas;
y el segundo, para todas las especies sin designacion par-
ticular de ninguna. {Grado singular de abstraceion, que
consiste en dejar 4 un lado un nombre ¢ un apelativo!!
Pero jqué adelantan? ;Vislumbran acuso ese grado su-
blime de abstraceion, tan importante y tan profundo, que,
no haciendo caso en los ohjetos contados de ninguna de
sus propiedades fisicas, mecdnicas, geométricas, materiales
en una palabra, los considera tinicamente bajo el aspecto
solo de su ORDEN, de su SITUACION y de su NUME-
RO, y, segun la feliz expresion del gran gebmetra que aca-
bo de eitar, con abstraccion perfecta de la magnitud?

Tal es el estado de confusion en que se hallala ciencia
matemitica de nuestros dias desde los principios mismos de
su exposicion. (1)  El mecanismo del céleulo, la manipu-
lacion de las cifras, de las letras y de los signos; hé aqui
linicamente lo que se ensefia 4 los discfpulos. Y Jen ma-
teria de andlisis? NG es el de la filosoffa, sino tinicamente
el de los procederes algebriicos el que se encuentra en
nuestras obras de ensefianza.

(1) Con este motivo no puedo menos de citar la definicion si-
guiente que encuentro en una obra de dlgebra, adoptada por la Uni-
versidad y que en 1828 habia llegado 4 la quinta edicion: se 1'lam‘a
aimero absoluto & un nimero tal como se entiende en aritmé-
tica.
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SECCION II.

ESTUDIOS SOBRE LA ADICIGN Y LA SUSTRACCTON.

—De la introduccion dz lo positive y de lo negativo en arit-
mética.

Despues de haber mostrado cuan necesario es, en el es-
tado actual de la ciencia, considerar varias especies de ni-
meros, volvamos ahora 4 ladefinicion primitiva que hemos
dado de esta palabra, y supongamos que el nimero esti
solo destinado & Tepresentar la operacion de contar: ¢l ni-
mero, pues, serd siempre un cierto tanto de veees.

Investiguemos si en este easo puede haber niimeros ne-
gativos, y tratemos de explicar lo r[ﬁc podrian ser seme-
jantes ndmeros.

En el lenguaje vulgar empleamos las palabras si ¥ N6,
afirmacion y negacion, afirmativo y negativo, para expre-
sar dos ideas completamente opuestas una 4 otra, y tales que
lo que una ha hecho nacer en nuestro espiritu se halla
completamente destruido por la otra, de modo -que la exis-
tencia simultanea de estas dos ideas, su rEvNTON inmediata,
deja nuestras facultades intelectuales en el mismo estado
de nulidad que §i quedaseninertes, y nuestro pensamiento,
despues de esta doble operacion, se halla en la mism
tuacion que al empezar.

. Ahora bien, como en aritmética la adicion ¥ la sustrac-
cion son dos operaciones inversas una de otra en el mismo
sentido en que lo entendemos aqui, Puesto que por medio
de la segunda operacion s¢ anule en un niimer
le ha aumentado por medio dé la primera,

a §l-

o lo que se
ha podido suce-
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der que se haya infiltrado laidea de st y de nd, de afirmati-
v y negativo en los signos indicadores del sumar y del res-
tar.  Debe notarse que ha ocurrido en esto una anomalia,
que se presenta tambien en muchas ocasiones andlogas
cuando se hacen aplicaciones semejantes, y es que una de
las dos expresiones no se ha conservado, siendo reemplaza-
da por otra equivalente; y por esto en vez de decirse afir-
mativo, se ha dicho positivo.

Asi el signo de la adicion, designado primero por mas,
se ha Hamado signo positivo, y el signo de la sustraceion,
designado en un Prineipio por menss, se ha lamado negativo.

Tal es, si no me engafio, la introduccion mas natural de
las palabras positive ¥ negativo en ellenguaje de la ciencia,
¥ asf es como puede suponerse que, por la primera vez, las
ideas que estas palabras representan se hayan conglomera-
do y aglutinado en la de ndmero.

Pero, obsérvese bien que mo es el ndmero lo que
estas palabras han venido 4 modificar ni que es la
idea de niimero 1o que ha recibido modificacion: 4 ope-
raciones hechas 6 por hacer sobre los nimeros es 4 lo
que esas voces se aplican, porque tnicamente se destinan
4 designar tal ¢ cual uso que se haga del nimero, y por-
que, en cuanto al nimero en si mismo, no dicen absolu-
tamente nada mas ni menos- especial de lo que ya se
sabia sobre su verdadera naturaleza, esencialmente abs-
tracta,

—ZLas palabras POSITIVO y NEGATIVO no pueden
tener mas que un valor de relacion:

Observemos en segundo lugar que, por si mismas y con-
sideradas ATSLADAM ENTE, las palabras positivo y nega-
tivo 1o tienen valor absoluto, ¥ que, tanto en el lenguaje
aritmético como en el vulgar, tienen significado por eausa
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de la comparacion. En efecto; puesto que el st y el nd estén
destinados & representar ideas contradictorias en el sentido
en que lo hemos explicado arriba, todo lo que resultard
es que, despues de haber caracterizado una de esas ideas
declarindola afirmativa, habremos de aplicar 4 la otra la
voz de negativa; pero, como nada obliga & elegir para esto
la una mas bien que la otra, tendremos que, segun la volun-
tad del caleulador, lo que se considera como positivo por
uno podré ser considerado por otro como negativo, y, sin
embargo de esta diversidad en la eleccion, no resultard con-
fusion ninguna, siempre que tengamos comprendida de an-
temano la naturaleza de cualquiera de las dos ideas 6 de
las dos operaciones contrarias 4 que se haya CONVENIDO
en llamar positiva.

Por lo demds, 4 poco que se reflexione, se comprende
fhcilmente que no hay problema que no pueda ponerse de
dos modos, de tal manera; que, para expresar el mismo
hecho, ser4 menester, segun el giro dado 4 la frase en que
so haya de hacer la pregunta, responder ya si, ya no, aun-
que en ambos casos la cosa que se quiere enunciar quede in-
variable. '

Por ejemplo, si se trata de expresar la idea de que
debe cesar la accion de andar, responderemos nd, cuan-
do nos pregunten si vamos 4 continuar, y responderemos si,
cuando nos pregunten si vamos & parar.

En restiimen, hasta ahora vemos:

1. Que las palabras positivo y negativo no pueden te-
ner significacion absoluta:

2.2 Que solo tienen una significacion relativa, que, en
general, sirve para expresar la oposicion en dos ideas in-
versas:

3.° Y que, en este supuesto, no han podido razonable-
mente introducirse en la ciencia aritmética sino para de-
signar operaciones opuestas, como son la adicion y la sus-
traccion.
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Prosigamos ahora estas explicaciones, y veamos eémo las
ideas de positivo y negativo, han podido pasar de las OPE-
RACTONES 4 los NUMEROS.

—De los nivmeros abstractos positivo y negatiro.

Ahora bien, puesto que se ha convenido en llamar al
signo de la adicion positivo, y al de la sustraccion negati-

, parece que ndé cometeré ningun ervor diciendo (ue
todo nidmero que haya que afiadir es positivo, y todo el
que haya que quitar aegative. s evidente, en efecto,
que, lejos de ocasionar errores esta convencion, podréd, al
contrario, ser de alguna utilidad enla prictica, y, al po-
nerla por obra, no haremos por-otra parte ras que enun-
ciar una cosa ya estipulada de antemano, puesto que todo
nimero agregable debe ir con el signo de la adicion que se
ha convenido en llamar positivo, y todo niimero que tenga
de restarse debe ir con el signo de la sustraccion, que se
llama negativo.

Asi, con tal que explicita 6 implicitamente se entienda
que HAY QUE hacer una adicion 6 una sustraccion, es facil
concebir hasta ahora lo que puede ser un niimero abstrac-

- to positivo 6 negativo.

Pero ;sucederd lo mismo suprimiendo toda idea de adi-
cion 6 de sustraccion, si fuese preciso, independientemen-
te de toda idea sobre estas operaciones, concebir aun los
nimeros positivos y negativos? Sin duda que né, y, para
comprenderlo, solo hay que suponer que en cada cucstiorn
8¢ ejecutan todas estas operaciones, sino por completo, al
Menos, en tanto cuanto es posible. Por tal medio, nos
desprendemos de las consideraciones anexas 4 estas opera-
ciones, practicamos con este motivo todo lq que el proble-
ma exije, y, cuando, hecho esto, nos enconframos aun en
presencia de un niimero que debe reputarse como negati-
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vo yen el cual no puede ya hacerse ni concebirse sus-

“straccion, se reconoce que la existencia de semejante niime-
ro es un verdadero misterio, y que es imposible dar un
paso mas para enuneiar una explicacion racional acerca
de su existencia.

Asi, cuando hallemos eserito — 14, comprenderémos que
¢l niimero 14 debe sustraerse de otro nimero; si, segun la
cuestion propuesta, este niimero es 19, el resultado de lau
sustraccion serd 5. Siel ndmero de que hay que res-
tar 14 es tambien 14, el resultado de la sustraccion serd
cero.  Pero siempre que el nimero de que tengamos que
quitar 14, sea menor que 14, entonces la operacion serd
incomprensible ¢ inejecutable.

Supongamos, por cjemplo, que tal nimero sea 9; para que
lo que se pide sea practicable, seria preciso que sepudiese
quitar del nimero 9, el nimero 14. ;Qué habremos de ha-
cer? « Ks preciso busear cual es el grado de la escala de
pluralidad & que se llega quitando del grado 9 de esta
escala el grado 14. Pero si existe semejante grado es

evidente que, afiadiéndolo 4 14, se deberd reproducir 9:
consecuencia absurda, porque 9 es menor que 14, y un gra-
do cualquiera, aumentado en otro grado, debe siempre dar
un grado superior al primero.

Es, pues, imposible quitar 14 de 9: todo lo que se podra
hacer serd descomponer 14 en dos partes, 9,y 5; y lo mis-
mo vendrd 4 ser quitar 14 de 9, que quitar del 9, 9% 5:
condicion cuya forma obtendré, escribiendo, segun nues-
tras precedentes convenciones, — 9 y — 5.

Muy" bien puedo quitar 4 9 la primera de las dos
partes en que he descompuesto el 14; tendré entonces 9—9,
lo que d& cero por resultado; pero de este modo no habré
hecho mas que una parte delo que se pedia, porque el pro-
blema econsistia en sustraer el 14 todo entero de 9, y nd
una parte solode 14.  Si, pues, yo quisiese que el problema
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estuviese completamente resuelto, seria preciso ahora qui-
tar todavia cinco, operacion representada por — 5; pero gde
dénde lo tengo de quitar? Yano es del 9, puesto que el
9 ha desaparecido en 1a primera sustraceion, no quedando
nz}da.. ¢Es, pues, del cero? Pero, jqué es quitar 5 de cero?
40 Io que lo mismo que es0 — 52 O bien, jqué es— 5?

Todo esto es ahora incomprensible, y se vé, que no te
nemos mas medio ni mas modo de explicar por palabras lo
que es este — 5, sino diciendo que es la expresion de una
imposibilidad.

Pareee, pues, supérfluo, en esta parte puramente abs-
tracta de la ciencia del edleulo llevar mas adelante el exd-
men del nimero precedido del gigno negativo: lo que he-
mos dicho de esta Gltima palabra encierra todo lo que po-
demos decir de ella en aritmética, ¥ la iltima consecuencia
a que llegamos es que todo numero negativo, (6 sea, todo
niimero precedido del signo menos, cuando ya no hay sus-
traccion en que pueda entrar en juego, y cuando este ni-
mero es abstracto 4 la manera con que lo hemos explicado, )
contiene el indicio de una perfecta imposibilidad, siendo
Para nuestra inteligencia un signo seguro de una falta ab-
soluta de sentido ¢ de una pura contradiceion.

Lo que acabo de deeir del nimero negativo, lo dirétam-
bien del nimero positivo, esto es, del nimero agreguble;
porgue cqué puede significar + 5, considerado aisladamen-
fé, y con independencia de toda idea de adicion? No hay que
salic con la consideracion de que siempre es posible una
adicion, ctiulquicra qite sea el niimero gue haya que afia-
dir, y que en sy, conseciencia siempre se podrd saber lo

« que significa + 5,

Sin duda una adicion siempre es posible cuando se tienen
los elementos de que se compone, pero cuando es preciso
hacer una adicion, ¥ Unicamente tenemos un SOLO ele-
mento de esta operacion, es completamente ininteligible
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lo que queremos decir. Ahora bien: 4 5 significa dos
cosas: por una parte, que 5 deberd afiadirse; por otra, que
concebimos aislada é independientemente & + 5 sin ningu-
na idea de adicion: jno es claro que nos ponemos volun-
tariamente en el terreno de lo contradictorio, eseribiendo
con ¢l signo + y enunciando con lapalabra mas 6 positive
que el nimero 5 esti sometido 4 cierta operacion, y dicien-
do en seguida que lo coneebimos independientemente de to-
da operacion?

Hé aqui porqué es tan refractario para la inteligencia
un nimero positivo que no debe agregarse d algo eomo un
niimero negativo que no-debe quitarse de nada.

Asi, en la parte de la ciencia del eileulo en que se con-
sideran los nlimeros como representantes inicamente de los
diversos grados de la escala de pluralidad, un niimero ne-
gativo es solo un nimero precedido del signo de la sus-
traceion, & un nir:ero que es menester sustraer. Ahora
bien; tmicamente hay dos casos en que la sustraceion serd
posible, ¥ entonces la existencia 6 la manifestacion de un
niémero negativo no implicard contradiceion. Pero, si la
sustraccion es imposible, la contradiceion y la imposibi-
lidad resultarin en el acto manifiestas, porque, despues de
haber efectuado la sustraceion en tanto cuanto fuere posi-
ble, cuando ya no hubiera sustraccion que hacer, seria me-
nester, sin embargo, para que tuviese sentido el resultado,
que aun fuese practicable la operacion ya agotada de
restar. !

— Erdmen de esta asercion: todo nimero abstracto *

es esencialmente positivo.
No dejaré este punto sin hacer una observacion sobre
un aserto contenido en muchas obras: fodo niumere abs-
tracto es esencialimente entero y positive. Las Gltimas obser-
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vaciones que acabo de hacer son ya de naturaleza bastente
4 probar que la Gltima parte de este aserto es, por lo me-
nos, muy inecierta; pero examinémosla mas en particular.

No hay duda que todo nimero abstracto es entero, y
tanto que mientras no se haya explicado lo que es media
vez, un tercio de vez, un cuarto de vez, no serd posible
comprender lo que es un nimero abstracto fraccionario.

Pero de ninguna manera veo (iue todo niimero abstracto
sea esencialmente positivo, y no sé porqué se quiere
pretender que debe ser mas bien positivo que negativo.
Por de pronto no perdamos de vista que las expresiones
positivo ¥ negativo no tienen mas que un valor de rela-
cion una con respecto & otra, que nos servimos de ellas’
solo para caracterizar la oposicion que existe entre dos
ideas, dos operaciones, 6 dos hechos contradictorios que se
destruyen mituamente. En este supuesto, como ya lo
‘he hecho obscrvar, eada una de estas ideas 6 cada una de
estas dos operaciones puede ser arbitrariamente llamada
positiva 6 negativa, con tal de que se reserve para su inver-
sa aquella de las dos expresiones de que no se haya hecho
primeramente uso. Sentado esto, no se puede comprender
como se quiere hacer una excepeion con los mimeros, ni
porqué se dice que son mas bien positivos que negativos.
Por si mismos los niimeros no son ni una cosa ni otra, y
d poco que se reflexione sobre el cémo se han aplicade 4
los nimeros las calificaciones de positive y negativo, fi-
cilmente nos convenceremos de tan clara verdad.

En efecto, niimero positivo no puede significar otra
cosa que nimero precedido del signo de la adicion: esto
es, numero agregable, nimero que hay que afiadir; y nitme-
To negativo querrd decir niimero que separar.  Ahora bien,
éno es evidente que si se hubiese convenido en llamar nega-
tivo al signo de la adicion, y positivo al de la sustraccion,
como ciertamente ha podido hacerse, hubiera sido menester
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decir entonces que todo némero abstracto es esencial-
mente negativo? Y hé aquf el aserto anterior cambiado
completamente. Pero esto solo coneierne 4 la forma; en
cuanto al fondo, vemos que si sirviéndose de la palabra
positivo los escritores de que hablo han querido real-
mente decir nimero que debe sumarse, se han engaiiado
tan porfectamente en este caso como en el primero.

¢Porqué el mimero abstracto se ha de sumar mas bien
que restar?” ;Dénde constan los privilegios de la adicion
sobre la sustraccion? ;Porqué han de ser los niimieros
admitidos sin exdmen 4 los honores de una de esas ope-
raciones y marcados con un signo de reprobacion con res-
pecto i la otra? ;

Y en hecho de verdad no sucede ast: el nimero es 4 In
vez llamado 4 funcionar como aditivo ¥ como sustractivo.
¢Nos hemos de inclinar 4 nombrarlo positive, porque nos
parezea el empleo del niimero en el segundo caso mas limi-
tado que en el primt}ro?' Si hemos de pensarlo asi, digd-
moslo francamente para que se sepa ¢l motivo que nos
impulsa; pero en tal caso borremos la palabra ESEN-
CIALMENTE, porque dice mas de lo que estamos auto-
rizados 4 decir.

—El uso del wlimero negativo no es mas limitado que el
del nimero positive.

Por otra parte, cuidemos de no caer en un nuevo error,
diciendo que el empleo del nimero como sustractivo, es
mas limitado que el del nimero considerado como adi-
tivo.

Pudicra ser asf siuna sustraccion imposible no fuese una
verdadera respuesta 4 una cuestion Propuesta; pero seme-
Jante sustraceion es tambien una solucion de un problema
que puede ser el resultado do una adicion & de una sus-
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traccion efectuadas, En un caso sabemos que la cuestion
propuesta no es posible: en el otro que lo es.  Quizds se
afiadird que cuando la cuestion es posible, de mds se sabe
lo que es menester hacor Para obtener sn solucion; pero
respondo que en tal concepto el primer caso no es mas
estéril que el segundo, ¥ que la sustraccion imposible,
aun conociendo la imposibilidad del problema, muestia
al mismo tiempo lo que seria necesario hacer sobre los
datos para que estos dejasen de expresar una impesibi-
lidad. Tan perfectamente sabemos el cudnto se aparta la
cuestion del limite de lo posible, como sabfamos antes lo
que era preciso hacer por el otro lade de este limite, en
la region de lo posible, Para resolverla.

No es este el lugar propio para desenvolver con mas
extension este aserto, pero no es necesario haberse in-
ternado mucho en el estudio del Algebra para conven-
cerse de esta verdad. Bien diffeil es, pues, decidir si el
uso de los niimeros negativos & sustractivos es mas limi-
tado que el de los ntimeros positivos ¢ aditivos. En cuan-
to & mi, no sé si debo admirarme mis cuando hallo en la
ciencia los medios de resolver una cuestion que cuando
Ia ciencia mo indica que una cucstion es impos;ible, ¥, ree-
tificando mis erroves ¢ ilustrando mi ignorancia sobre el
estado de esta cuestion, me muestra por si misma el cdaro
el cuinto debo reformar su enunciado para hacer desa-
Parecer las imposibilidades.

— Respuesta d algunos sofismas.

8i, apurando todas las argucias de una escuela que no
estd en la verdad, quisiera alguno presentar la batalla en
otro terreno, defendiendo que todo mimero sumado con
€ero no deja de ser el mismo nimero, y que as{ puede con-
cebirse siempre que un némero es el resultado de su adi-
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cion real & posible con cero; y si, ademds, se dedujese de
aqui, que siempre hay una adicion que pUEDE hacerse )
concebirse para cualquier nimero, en euyo caso hay
suficiente fundamento para sostener que el niimero es
ESENCIALMENTE positivo, responderé que, aun admitiendo
que el agregar cero & un ntmero sea hacer una verdadera
y real adicion, semejante posibilidad no es una propiedad
del nimero de tal modo earacteristica, de tal modo inhe-
rente 4 su naturaleza, de tal modo distintiva de su esen-
via, que pueda decirse, aun admitiendo la batalla en tal
terreno, que el nimero es L&L\TCIALMENTE positivo;
pues, por el contrario, todos los ob_]ctos creados, todos los
séres posibles, ya en el mundo fisico, ya en el mundo mo-
ral, gozan de esa llamada prople(hd atribuida solamente y
sin razon al ntimero; de que si NADA se les afiade no de-
jan de ser lo que son.

No es, pues, eso una propiedad esencial solamente al
néimero, sino una propiedad comun 4 todo y aplieable
4 todo; y por otra parte salgamos de estas lastimosas argu-
cias bajo las cuales nos refugiamos, 4 menos que no sea en
el fondo de las cosas donde no tratemos de ver claro, dete-
niéndonos solo en la forma.

jRealmente es sumar agregar cero?

2Es hacer algo no aiiadir nada?

En el lenguaje aritmético, tal como lo estudiamos aqui, -
cero mo es, ni ha sido, ni jamds puede ser mas que el
signo de la nada, y jno se vé entonces que hacer adicion
de nada es en el fondo no hacer nada? jQue al razonar asi
se juega del vocablo? ;Que lo que resulta es solo el hibi-
to de estudiar la ciencia por sofismas, y no desenvolver los
principios sino por medios completamente extraiios 4 su
esenciaf?

En fin, si se dijese que todos los mimeros pueden
concebirse como formados por ol primero de ellos, llamado
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uNTRAD, abadido sucesivamente 4 sf mismo, y que, bajo este
punto de vista, siendo todos los niimeros resultados de adi-
ciones, pueden ser llamados POSITIVOS, responderéd, prime-
ro, que el principal error de esta interpretacion essacar de
quicio la cuestion, pues ndmero positivo no es el que re-
sulta de una adicion wrcma, sino el que debe formar parte
de una adicion por wAcER, y ciertamente no se necesitaria
mas para mostrar que, teniendo en consideracion el objeto
que nos ocupa, semejante interpretacion no es de ninguna
importaneia; pero, como los errores cometidos sobre estas
particularidades de la ciencia de los ndmeros han sido tan
cientificamente repetidos, afiadiré algunas palabras sobre
esta formacion de los nimeros.

No disputaré que sea posible y aun cémoda, pero
creo que estd lejos’ de ser esemcial, esto 68, que no es
tal que sin ella no puedan ser inteligibles los niimeros.

En efecto, si para esta formacion la unidad y la adicion
constituyen un medio cémodo, no es un medio, sin el cual
no podamos pasar. Y esta consideracion facilita sin duda
la percepcion de los nimeros, pero no es indispensable para
engendrar en nuestra alma la idea de pluralidad que,, 4 mi
parecer, es preexistente d la de adicion & de sustraccion.

¢No podré, para formar los nimeros comprendidos entre
los dos limites 1 ¥ A, deeir que se derivan todos de A por
la sustraccion sucesiva de la unidad?® La Gnica diferencia
entre estos dos procederes es que en vez de tomar el limite
as pequetio, tomo ¢l mayor. Confieso que el otro modo
€3 mas ¢6modo; pero lo que se trata de probar es que sea
#sencial, fundado en la naturaleza y dependiente de la natu-
raleza intima del nimero,

¢Ahora bien, ese punto de partida es mas esencial
i mas natural que el mio? ;El ndmero 1 esti mas en
la naturaleza que el niimero A? Mucho trabajo- costaria,
establecer semejante principio, y la pluralidad me pa-
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rece difundida por todas partes con profusion. ;No hay
mas que una sola estrella en el cielo y un solo grano de
arena en el Ocfano? ;Un drbol se compone de una sola
hoja y el mar de una sola gota de agua?

Por muchos esfuerzos que se hagan, j‘amz'ls se encontra-
ri una base sdlida para el aserto de que el nimero es
esencialmente positivo. '

— Resiumen.

~ En resimen, me parece que resulta de la anterior dis-
cusion:

1.° Que, bajo cl punto de vista en que he anunciado al
principio que consideraba los nimeros, no es posible admi-
tir.en el lengnaje aritmético propiamente dicho, 6 por me-
jor deciren el abstracto, que las palabras positive 6 nega-
tivo puedan aplicarse 4 otra cosa que 4 las dos operaciones
inversas (le sumar y restar:

2.° Que por las expresiones, ntmero posttive, niinero
negativo no puede entenderse otra cosa sino nimero gue
HAY QUE aiadir, nimero que HAY QUE sustraer:

3. Que es contradictorio querer comprender aisla-
da é independientemente de toda operacion de adicion & de
sustraccion, Lo QUE PUEDE SER un nfimero positive & nega-
tivo, puesto que desde el instante en que sc unen las pala-
bras positivo 6 megativo & la palabra niimero, & bien los
signos + y — 4 los earactéres que sirven para representar
los niimeros, ya no los consideramos, de hecho, aisladamen-
te, sino al contrario como préximos 4 entrar en juego en
una adicion ¢ en una sustraceion:

4.° Que el signo —delante de un ndmero indica
necesariamente un caso de perfocta imposibilidad, cuando
todas las operaciones que hay que hacer, sceun la enun-
ciacion de la cuestion, estin agotadas:
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5.2 En fin, que o finico que resulta EsExcran para los
nimeros es la propiedad de SER ENTEROS; PEro que no es
mas lgico decir que son esencialmente positivos, que el
querer negarles la propiedad de representar alguna vez al-
go posible cuando son negativos: que, bajo este punto de
vista, en cada cuestion particular habri que hacer un exé-
men prévio, para saber cual es de estas dos calificaciones
la que debe atribuirse & los nimeros que figuren en la
cuestion, y que si los nimeros fuesen esencialmente posi-
tivos, nuneca podrian ser negativos, so pena de dejar de
ser nimeros por serles esencial lo positivo. A

. BECCION III.

ESTUDIOS SOBRE LA MULTIPLICACION Y LA DIVISION.

1

—Predmibulo. »

Acabamos de ver en la seceion precedente, las conside-
raciones & que nos ha conducido el exdmen atento de las
dos primeras operaciones de la aritmética; y hemos visto:

1.*  Que la adicion en tanto quo figura sola en las ope-
raciones que hay que hacer para resolver una cuestion, es
una seiial de que el problema es posible.

2.° Que si por el contrario un problema no es posible
Se revelard esta circunstancia porla presencia en los cileu-
los deuna sustraceion impracticable, y por la permanenciy
despues de hechos todos los edleulos de un niimero afectado
del signo — » 0 sea de un nimero negativo.

Ahora, vamos 4 ver que lo mismo sucede con los otros
varios grupos de operaciones, y que los diversos caractéres
de imposibilidad de los problemas aritméticos se reve-

1.* Pamre. 6

' S T
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lardn, como el precedente, por una de esas operaciones im-
posibles de realizar.

__Dela multiplicacion y de lu naturaleza de sus factores.

Suponiendo que se agregan varios nimeros unos 4 otros,
¥y que estos niimeros son todos iguales entre si vendremos
4 parar al caso particular de la adicion que se ha conveni-
do en designar por un nombre particular, y que se conside-
Ta como UNa operacion nueva.

Pero en realidad lo que hay de nuevo es el nombre y
el procedimiento para obtener el resultado; porque en la
esencia siempre es una adicion lo que se ejecuta. En el
caso de que hablamos, esta adicion recibe el nombre de
multiplicacion: el niimero REPETIDO se llama multiplicando,
ELNUMERO DE VECES que el multiplicando se repite
so llama multiplicador, y €l resultado obtenido, en vez de
conservar el nombre de suma, se llama producto: se
dice tambien del multiplicando y del multiplicador que
cada uno de ellos es factor del producto.

Ahora bien, como en la adicion, considerada bajo un pun-
to de vista general, los ntimeros repetidos son y no pueden
dejar de ser enteros, se sigue de aqui que en la mul-
tiplicacion el multiplicador serd. constante y necesaria-
mente entero, y que nunca representard mas que la
idea de UN CIERTO NUMERO DE VECES, siendo por
consiguiente un nimero abstracto tal como lo hemos defi-
nido al principio. Se vé, pues, que, ascendiendo hasta el
verdadero origen de la multiplicacion, es imposible COM-
PRENDER y admitir que el multiplicador no sea entero;
como igualmente es imposible comprender y admitir que
este nimero pueda ser CONCRETO, esto es, que represen-
te una cantidad cualquiera que sea; porque este mimero
en una palabra, es y no puede ser mas que un nimero de
yeces.
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En cuanto al multiplicando nada se opone 4 que sea
concreto, porque, en efecto, puede uno proponerse el repe-
tir varias cantidades; y, como en la ciencia del edleulo las
cantidades se representan por niimeros, puede suponerse
que el multiplicando es uno de estos nimeros destinados 4
representar las cantidades. Se vé que aqui admito como
demostrada la proposicion de que las cantidades pueden
representarse por néimeros.  Si hubiese ahora de detener-
me en este punto, no estarian fuera de lugar los pormeno-
res todos que exije la teorfa de esta representacion; pero
como 4 esto he destinado el tercer capitulo de esta obra,
me basta por el pronto conceder que el multiplicando es
abstracto como el multiplicador, ¥ que estos dos ntimeros,
en lo que v 4 seguir, nunca son otra cosa mas que ciertos
grados de la escala de pluralidad. ¢

Resulta evidentemente de estas consideraciones que en
In suposicion en que mos colocamos de que el multipli-
cando es abstracto, y por consiguiente entero, (debiendo
siempre serlo el multiplicador seevs sv NATURALEZA) el
producto de toda multiplicacion no puede ser sino un ni-
mero entero.  Pero la proposicion inversa no es verdadera,
¥ todo ntimero entero no es el producto de una multipli-
cacion, al menos si se admite que la unidad no multipli-
€4, esto es, que no es REPETIR tomar UNA vez. Pero con es-
te motivo permitaseme presentar algunas observaciones.

~—La expresion N. X 1 no es una multiplicacion.

Quizd parezea pueril abrir una diseusion séria con mo-
tivo de semejante cuestion; y realmente seria asi, si ante
todo se hubiese tratado de introducir en la exposicion de
la ciencia explicaciones sacadas del dominio de la verda-
dera filosofia; pero en esta ocasion, como en otras muchas,
los matematicos se han separado del camino razomable
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para entrar en el terreno de las argueias escoldsticas. Sin
duda no han podido arraigarse en los hombres sensatos la
magyor parte de las ideas que aqui combato; pero jeudn es-
casas son las inteligencias avaras de la precision que
naturalmente tienen los raciocinios exactos! ;Cudntas hay
que parecen complacidas tinicamente euando introducen
en sus demostraciones el eapricho 6 la rareza de los me-
dios, la sutileza 6 el discreteo en las razones!! Y por des-
gracia, esto es lo que se encuentra en la mayor parte de
las obras de ensefianza!! :

Ahora bien; como al escribir este libro he sentido la
necesidad de que se introduzean imprescindiblemente re-
formas en el plan de los tratados elementales, ha de per-
dondrseme mi insistencia hasta en aquellos pormenores que,
con el tiempo han de contribuir quizis & facilitar el es-
tudio de las ciencias mateméiticas.

Vuelvo 4 mi asunto.

Si tratamos de darnos cuenta del sentido que tienen las
palabras smultiplicar, repetir, lo primero que razonable-
mente nos ocurre es que encierran en sf la idea de plurali-
dad de la cosarepetida, y que estaideano se satisface como
esta cosa no se repita 6 se tome dos veces por lo menos. Ba-
jo este punto de vista los analistas tienen mucha razon,
tanto en la esencia como en la forma, cuando dicen quela
unidad no multiplica, y por consecuencia yerran y se sir-
ven de una expresion vieiosa cuando dicen multiplicar por
uno; pues multiplicar por uno, ya no es hacer una multi-
plicacion, porque la idea de repeticion ¢ de multiplicidad,
6 pluralidad, contenida en la voz multiplicar, se halla en
contradiccion con la de unidad, por haber entre ambas im-
compatibilidad completa.

Por fortuna poseemos un regulador irrecusable ¥
de una aplicacion general, ya para esta dificultad, ya
para otra cualquiera relativa 4 la multiplicacion, que con-
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siste en ascender al orfgen de Ia operacion que, como hemos
dicho, es la suma. Recordemos, pues, que la multiplica-
cion es una adicion en que todos los niimeros afiadides son
iguales entre si.

Deesta definicion resulta forzosamente que siempre que
una pretendida multiplicacion no se resuelva en una suma,
10 habré motivo ninguno para calificar la operacion con el
titulo de multiplicar;-pues para que haya adicion es preciso,
indispensable, que DOS nimeros al menos ya iguales 6 des-
iguales entren en juego. Luego tomar un ntimero solo,
tomar un nimero una vez no es hacer una adicion, y, por
consiguiente, mucho menos serd hacer una multiplicacion.
Asf, por cualquier lado que se examinela cuestion, siempre
resultard que, siendo N un némero cualquiera, no debe
darse el nombre de multiplicacion 4 ninguna operacion
eserita bajo la forma N X 1.

Lo que decimos aquf del multiplicador 1, tiene la mayor
analogfa con lo que ya hemos dicho de la adicion de un
nimero con cero, ¥, en efecto, hemos demostrado que no se
debe dar el nombre de adicion 4 ninguna operacion escrita
bajo la forma N + 0, pues que esta forma indica en reali-
dad que nada hay que afiadir.

Esta analogfa nos lleva 4 una observacion que no debo
Pasar en silencio, y es que las dos expresiones N X 1 ¥
X + 0 son realmente iguales entre sf; pues cada una ex-
Presa que es preeiso tomar el niimero N, sin hacerle nada
absolutamente, por lo que podemos escribir:

Nx1=N-+0.

Esta relacion prueba tambien que N X 1 no puede ser
ma multiplicacion, pues, si 4 pesar de todo lo que dejo di-
¢ho Para probar que N + 0 no es una adicion, se per-
sistiese en atribuirle el cardeter de suma, deberia al menos
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concederse que los nimeros agregados N y 0, no sonigua-
les entre si, y que por consiguiente, aun suponiendo que la
férmula representase una suma, no podia ser nunca una
multiplicacion. Asf, las dos formas N (1, N + 0, no
representan ninguna operacion que haya que ejecutar con
N, pues, al contrario, son dos indicios que aparecerdn en
los céleulos siempre que no haya nada que hacer con el
ntimero N para resolver una cucstion.

Segun estas observaciones se vé que se ha procedido
filoséficamente conservando la denominacion de nimeros
primos 4 todos los que no son producto de la multiplica-
cion de otros dos; v, en efecto, todos los niimeros, excepto
estos, pueden mirarse como derivados de otros nimeros,
como consecuencia de la existencia de estos otros nimeros,
y como secundarios con relacion 4 ellos, condicion que no
existe enlos primos.

—ZLa expresion N X 0 no es unamultiplicacion.

Un caso no menos notable que el que acabamos de exa-
minar s aquel en que el multiplicador es cero.

Veamos, pues, lo que puede significar N X 0.

Es evidente que esto indica, que el nimero N no debe
tomarse absolutamente, y que en su consecuencia la tnica
stgnificacion razonable que puede tener la expresion anterior
es cero.

JPero puede esto considerarse como una multiplicacion?
Sin duda que nd, pues si repetir una cosa una vez mno es
multiplicar, con mayor razon dejard de serlo no repetirla
ninguna ni hacer nada con ella.

Ademis, y segun la observacion antes hecha, para
que N X 0 fuese una multiplicacion seria preciso que
hubiese una adicion en que entrase N y euya suma fuese
nula, lo que es evidentemente absurdo. De todas las
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operaciones que hemos examinado hasta ahora, la siguien-
te sustraccion N — N seria la Ginica que, no haciendo uso
mas que de N, daria el mismo resultado que N X 0; de
modo que podemos escribir

N X 0=N—N.

Y estos seriin los dos simbolos que aparecerdn en el cil-
culo siempre que para resolver una cuestion que presupo-
ne la existencia del nimero N sea menester, por el con-
trario, destruir este mismo ntimero para obtener la solucion
del problema.

Ahora vemos que si, conforme el uso adoptado, se conti-
nia diciendo que N 3¢ 1 v N X 0 son multiplicaciones,
tal incorreccion no puede ser admitida mas que en virtud
de una extension natural, pero né filoséfica, porque solo se
funda en la forma bajo que se presentan esas dos expresio-
nes, puesto que en el fondo no es exacto proceder asi: por
consiguiente, toda ley que se aplique 4 la multiplicacion
en general, no podrd extenderse sin reserva d esas dos
Taras expresiones de que ahora tratamos.

~—Fulsa aplicacion de la ley de la invariabilidad del
producto.

Sin embargs, puesto que el érden de los factores no al-
tera el producto, pudiera raciocinarse asi:

Las expresiones N X 1y N X 0, son lo mismo que
1 XNyo0xN.

Ahora hien: 1 N expresa que 1 se repite N veces,
1o cual es una verdadera adicion en que los niimeros afia-
didos son todos iguales entre sf; luego 1 X N es una mul-
tiplicacion.

Tambien 0 > N expresa que 0 se repite N veces, y es
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tambien una suma en la que los nfimeros afiadidos son
todos iguales entre s, de donde se sigue que 0 X N es
una multiplicacion.

En uno y otro easo, (si admitimos que 0 4 0 + 0 +...
pueda mirarse como una adicion) las consecuencias del
raciocinio son exactas; pero jqué pruchan esas consecuen-
cias? Hay que observarlo bien, solo prueban que 1 X Ny
0 X N son multiplicaciones, pero né que lo sean N X ly
N xo. '

En efecto, la ley de que se hace uso no es aplicable si-
no cuando, cambiando el érden de los dos factores, la ope-
racion indieada contintia siendo una multiplicacion ¥ cuan-
do no se sabe de antemano que una de estas operaciones
deja de serlo. Ahora bien, esto es lo que ninea sucede &
N X 1y N X0, puesto que hemos establecido 4 priori
que estas dos operaciones no pueden, segun la definicion
adoptada, ser una multiplicacion, de manera que se aplica
la ley de la invariabilidad del producto 4 un caso para el
que es evidente la imposibilidad de su aplicacion.

No quiere esto decir que (N 3 1) noseaigual 4 (@3¢ N
ni que (N x 0) deje de serlo-4 (0 x N): al contrario, fici
es probar 4 priori que estas expresiones son iguales entre
si.  Pero de que exista tal igualdad no se sigue que las
operaciones que hay que hacer para realizar una y otra,
son iguales, lo cual es simplemente 1o que nos proponfamos
demostrar. :

Estas observaciones, pues, patentizan por una parte
cuanto importa en la ciencia del edleulo diseutir todos los
CABOS y examinar todas las excepciones, so pena de caer
en el error; y por otra indican (cosa que hasta hoy no se
habia advertido), que las demostraciones, tanto antiguas -
como futuras de la inyariabilidad del producto, cuando se
cambie el érden de los factores, dejarin de ser exactas en
cuanto uno de ellos es menor que 2.
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~Dudas y dificultades introducidas en lg ciencia del cdienls
con motivo de Iy definicion de Iy palabra multiplicar,

La definicion que he dado de 1 multiplicacion no est4
admitida por todos log autores de elementos, aunque s la
mas, clara y sencilly ¥ pueden sacarsc de elly todas
las propiedades de esta operacion, puesto que es la tiniea
realmente admisible bajo el punto de vista en que esta-
mos eolocados, esto es, partiendo de que no se Puede ope-
Tarsino con niimeros abstractos, con nfimeros que ni directa
ni indirectamente se refieran & ninguna idea conereta,
o que 4 mi entender excluye desde luego los nimeros
fraceionarios, al menos bajo el punto de vista tedrico,

Pero esta diferencia en el modo de proceder consiste en
que esos autores han dado al terreng de lo abstracto mas
extension de Ia que realmente tiene incluyendo en ¢l 4
los mimeros que se llaman fraccionarios; pero yo probaré
que la existencia de semejantes niimeros es intomprensi-
ble, como no se refieran d ideas CONCRETAS. Cuando
las fracciones Dor primera vez aparecen ‘en el edleulo de
los mimeros indican una imposihilidad, porque la unidad,
mientras no sirve mas que para contar, mientras no repre-
senta una cantidad, en una palabra, mientras no es cox-
CRETA, €S por su naturalesa INDIVISIBLE, y no es dado
d nuestra razon comprender qué puede ser una fraceion
6 un pedazo cualquiera de la vN1DAD DE NUMERACION,

Ligado de este modo por los gebmetras el estudio de las
fraceiones g] de los ntimeros, desde luego se advirtié que lo
que con el tiempo se ha lamado multiplicacion de las frac-
clones ng encajaba en la definicion que he dado, por lo que
trataron de hallar otra aplicable & todos los casos. ¢Lo
lograron? Esto es lo que ahora vamos 4 examinar.,

"La multiplicacion de un nimero por otro, dicen estos

L 4



autores, ¢s una operacion por la cual se compone un tercer
ndmero con el primero como el segundo esta compuesto
con la unidad.”

A poco que se examine con cuidado esta definicion 1o
se tardard en descubrir que no sirve para otra cosa que
para indicar la composicion del producto, y que cierta-
mente carece del verdadero cardcter de una buena defini-
cion, puesto que no solo no dice nada, sino que ni aun
hace presentir los medios que deben emplearse para obte-
ner el producto. ‘

Porque i se quiere componer un niimero con otro, ¥ si
esta composicion ha des ser andloga 4 la de un 'tercer mit-
mero con la unidad, es preciso, cuando menos, que se Nos
haga conocer con todos los pormenores convenientes el
cémo se componen los nimeros con la unidad. Pero sien-
do en la region de lo puramente abstracto slempre ente-
ros los nitmeros, podemos considerarlos como formadoes por
la adicion sucesiva de la unidad. Si repetimos, pues, pa-
ra formar el producto tantas veces el multiplicando cuan-
tas ha sido preciso repetir la unidad para formar el multi-
plicador, entonces se viene & parar literalmente 4 la defini-
cion que he dado de la multiplicacion, con la sola diferencia
de que 4 la palabra componer he sustituido la de contener, lo
cual es infinitamente mas claro, porque conduce natural-
mente & la série de operaciones que es' preciso practicar
para obtener la operacion definida.

Asi, en la region de lo abstracto y en los limites que he
trazado, la definicion de la multiplicacion dada por los
autores de que hatlo es ciertamente menos clara y menos
explicativa que la que he dado 4 conocer.

Pero se dird, si bajo este punto de vista la definicion
parece, en efecto, llena de inconvenientes jcuénto no aven-
taja & la otra por su generalidad!!

Esta proposicion puede parecer verdadera 4 primera vis-

.
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ta, sobre todo & los que, habiendo ya estudiado la cien-
cia, han podido desde hace mucho tiempo meditar sobre In
naturaleza de cada operacion; para estos, digo, la nueva
definicion del multiplicar ofrece un restimen corto y fAeil
de cuanto hasta este dia ha recibido el nombre de multi-
plicacion. Mas para el discipulo que empicza, para el
que quiere estudiar por la primera vez la eiencia del cAl-
cuto, para el que no sabiendo nada necesita marchar pro-
gresivamente en este estudio, esa generalidad que 4 vhes-
tros ojos forma el mérito/de vuestra definicion v4 4 set un
manantial de incertidumbres, de errores, y aun quizd una
causa insuperable de repugnancia al estudio.

8i, en efecto, parece racional una separacion en la cien-
cia que nos ocupa entre lo que es abstracto y lo que es
concreto, si, como lo probaré pronto, la confusion de estas
dos ramas de la ciencia ha oscurecido su inteligencia y 4
menudo detenido sus progresos, quedaremos convencidos.
de que, por ahora, esto es, al empezar los estudios, la de-
finicion que eritico debe ser rechazada, pues que acabo de
demostrar, en efecto, que en el dominio abstracto, tal co-
mo lo entiendo ¥ lo he definido, satisface muchisimo me-
108 que la anteriormente dada por mi.

Si salimos de la region de lo abstracto; esto es, del

0880 en que los miémeros son enteros, y si tenemos que

operar con nimeros fraceionarios, preciso serd que empece-
mos por explicar eémo un ntimero fraceionario se eompone
con la unidad. Ilevadala cuestion 4 este especial terreno,

. 8¢ Teconocerd que no puede darse un paso por é1 ¥ que es

Preciso recurrir 4 Gonsideraciones concretas. Entonces
la unidaq, que hasta ahora llevamos estudiada, lo que yo
lamo unidad de numeracion, que es el primer grado de
la escala de pluralidad, aparece insuficiente Y nos vemos
obligados 4 dar esa denominacion 4 todaslas CANTTDA-
DES susceptibles de representarse por niimeros.
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Pero zse dice algo en aritmética de esa representacion’
de las cantidades por los niimeros? Al empezar el estudio
de la ciencia se dé algo 4 conocer respecto de esa misma
representacion, que es la base de todas las aphcacmnes del
céleulo, que ejerce su accion en todo, y sin la cual no
existe el estudio de las cantidades? Nociones acaso, ¥
casi siempre nada. )

Y sin embargo jqué inmensa diferencia existe entre la
unidad de NUMERACION y la unidad representativa de
una CANTIDAD, entre la unidad numérice y la unidad
cuantitativa, entre la unidad NUMERO DE VECES, y la
unidad MODULO, entre la unidad invariable é indivisible
y aquella euyo valor cambia con el capricho de cada cual,
y cuya grandeza é pequefiez nada limita, entrela unidad
igual para todos los hombresy para todes los pueblos, y
la unidad por esencia fraccionable!!

Sin tan importante distincion vuestra definicion no es
mas que uncaos; y gedmo podreis hacer comprender toda
su extension antes de haber hablado largamente de los
ntmeros abstractos y de los mimeros concretos, esto es,
antes de estar iniciados en los secretos de la ciencia? Tal
definicion puede pasar como un restimen til para el hom-
bre que sabe, pero debe desecharse como un obsticulo para
¢l que quiers aprender.

Y por otra parte, aceptandola desde luego sen qué dé-
dalo no se pierde la inteligencia relativamente 4 la natura-
leza del multiplicador?

En efecto, ascendiendo 4 la verdadera fuente de la
multiplicacion, hemos reconocido que el multiplica-
dor no puede ser otra cosa que un cierto ndmero de veces,
y que era imposible suponer que representase otra cosa
mas que un grado de la escalw de pluralidad, porque el
MULTIPLICADOR, en una palabra, NO PUEDE SER
CONCRETO,
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Ahora bien; si ese multiplicador es una fraccion, esta
fraccion no serd inteligible sino en tanto que la unidad
& la cual se refiera represente una cantidad: Ia composi-
cion de esta fraccion serd, pues, concreta como la unidad
de que se deriva, ¥ mos encontrarémos con una multi-
plicacion en que el multiplicador no serd abstracto, (1)

¢Y habré quien piense que semcjantes contradicciones
10 merecen un profundisimo estudio ¥y cuidadosas expli-
caciones? ;O que algunas lineas bastan para levantar el
velo que cubre tantas oscuridades? Yo de mi sé decir que,
mientras mas reflexiono sohre estas materias, menos me ad-
miro de que tantas inteligencias se muestren rebeldes al es-
tudio de las matemdticas; jy quién sabe si las mas logicas
han de buscarse entre las que no han seguido adelante des-
pues de las primeras tentativas? ¢Ni quién se atreverd 4
sostener que entre los que han cultivado la ciencia se ha-
llard uno siquiera que, durante mucho tiempo, no se haya
visto obligado 4 admitir, como verdades probadas lo que
1o era para ¢l mas que verba magistyi? ¢Quién sabe
si hasta el fin de su carrera nuestros mas célebres
gedmetras han estado mas bien persuadidos que con-
LT

(1) Hé aqui como con este motivo se expresa M. Lacroix en sus
Eusayos sobre la enseianza, 1805 pig. 260 y 261. Una dificul-
tad, por la que han pasado con f‘lemaszizda ligereza la mayor parte
de los antores, es la aplicacion 4 los nimeros fracmo_nano}s de ls}s
definiciones de la multiplicacion y de la division relativas 4 los ni.
meros enteros, Hay aquiun transito muy notable de una acep-
cion dada 4 las palabras multiplicar y dividir segun el easo menos
complejo de la idea que expresan, é’ una acepcion general en que se
envuelven casos nuevos, no unidos 4 los primeros mas que por sim-
ples analogias, exigiendo la indicacion de esfas; aﬂa?c?gms Za_ COnSE-
deracion de los wimeros concretos... Sin incu.rrlr. en inexactitud en
la marcha del raciocinio, no se puede pasar en silencio una ex_tgn-
sion de ideas tan importante. Husta exije una nueva dqﬁmc{m

los términos que pueda prestarse_é. ello y cuyas cqnsec-nen_cms
implican nada menos que las modiﬁcac:m}es que deben introducirse .
en la ciencia del cdleulo para aplicarse & casos que parecen enter-
mente opuestos,
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vencidos de la verdad de ciertos principios pasados en
autoridad de cosa juzgada?

Mientras que en la ciencia se continte afirmando que
todo ndmero abstracto es esencialmente positivo,

Mientras que no se proclame en prineipio que todo ni-
mero fraccionario es conereto,

Mientras que se contintie haciendo diariamente uso, sin
explicacion, de cantidades 6 de expresiones imaginarias,

Nunea habrd derecho para ineulpar & los que rehusan
comprender, en su conjunto, la exposicion de los prinei-
pios de la ciencia.

Despues de esta digresion, que por un instante nos ha
levado 4 nuestro pesar & la consideracion de los nimeros
fraceionarios, entremos en el objeto especial que nos ocu-
pa y continuemos nuestras observaciones sobre la multi-
plicacion y la division de los nimeros enteros.

—_Restumen de las observaciones relativas a la multiplicacion.
V4

Resumiendo las observaciones que hemos presentado so-
bre la naturaleza de la multiplicacion, hallamos:

Que como estd en la esencia de la mayor parte de las
COSAS creadas el poder ser repetidas, podemos desde ahora
preveer que en las aplicaciones de la multiplicacion el
multiplicando podrd ser concreto y fraccionario:

Pero que en todos los casos el multiplicador serd abs-
tracto y entero:

Que cuando los dos factores se suponen abstractos y
enteros el producto siempre es un nimero entero:

Pero que todo nimero entero no es un producto; ¥
hemos afiadido que se llama primo todo nimero entero
que no es producto de otros dos diferentes de ¢l y dela
unidad.
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—De la operacion inversa do Iy multiplicacion y de las dos
distintas cuestiones ¢ que dd origen.

Despues de haber visto que los nfimeros sirven para
componer otros por medio de I multiplicacion, podemos
Proponernos el problema inverso, esto es, dado un nimero,
reconocer si es 6 né producto de otros dos, y en el caso de
que la respuesta sca afirmativa determinar ¢l valor de
estos otros dos nimeros.

De aquf nace la operacion de dividir,

Pero al tratar de esta operacion nueva bajo este punto
de vista, adquiere un grado de generalidad que la hace
salir del plan que me he trazado; pues promueve nada me-
o8 que la importante cuestion de 1a determinacion de los
nimeros primos que hasta este dia no se ha resuelto sino 3
por tanteos y por medio de una série de divisiones.

Mas para hacer desaparecer de esta cuestion esa genera-
lidad de que no quiero ocuparme por ahora, supondré que
s¢ sabe de antemano que el niimero propuesto es realmen-
te producto de otros dos nimeros, que uno de estos dos
nimeros es conocido ¥ que se trata de obtener el otro.

No me detendré aquf 4 enumerar los procedimicntos des-
critos en arimética para resolver la cuestion, pucs no con--
sidero en esta obra bajo el punto de vista prictico lus ope-
Taciones del cileuln, sino mas bien en su esencia y relativa-
mente 4 su verdadera significacion tedrica.

Cuando los dos factores son abstractos, como en tal caso
el producto no varia cualquiera que sea el érden de los
tactores, se deduce que siempre habrd que hacer la misma
°Peracion ya para buscar el multiplicando, conocido el
Producto y el multiplicador, ya para determinar este Gl-
timo, conocido el multiplicando y el producto. Numérica-
Ménte ninguno de estos dos casos de la division tiene un ca-
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rheter distinto del otro, pues hay completa identidad entre
su objeto, los medios y los resultados.

Pero si se supone que la cosa repetida, el multiplicando,
en vez de ser un niimero abstracto expresa un ser concre-
to, una CANTIDAD, entonces excusado es decir que el
producto, (que es esa misma cantidad repetida varias ve-
ces), serd un ser concrefo DE LA MISMA ESPECIE que el
multiplicando. Tuego si se dan el producto y el multipli-
cando y se trata de obtener el multiplicador, el resultado
que se busca serd un nimero abstracto, UN NUMERO DE
VECES, ysi al contrario se dan el producto y el multipli-
cador, la cosa buscada serd un nimero CONCRETO, wna
CANTIDAD de igual naturaleza que el producto.

Asf, mientras que en el caso precedente el namero bus-
eado era siempre abstracto, en este serd unas veees abstrac-
to y otras concreto, de donde se sigue que, siempre que
entremos en la region de lo concreto, serd preciso dis-
tinguir dos clases de division, segun se trate de determi-
nar con el producto y uno de los factores ya el multipli-
eando, ya el multiplicador.

Esto muestra que si, bajo el punto de vista numérico, la
ley de la invariabilidad del producto aunque cambie el
orden de los factores debe tenerse por verdadera, no suce-
de lo mismo en las aplicaciones de la multiplicacion 4 las
cuestiones CONCRETAS, pues entonees, para no introdu-
cir ningun desérden en el estado de la propuesta, ni cam-
biar la inteligencia de estas cuestiones, ni engafiarse res-
pecto 4 la interpretacion que ha de darse 4 los resultados
obtenidos, puede muy bien invertirse el érden de los fac-
tores en cuanto 4 su VALOR NUMERICO, pero NO SE
PUEDE obrar del mismo modo relativamente & su NATU-
RALEZA que no es TRANSMUTABLE de un factor &
otro.

Despues de esta corta digresion respecto 4 lo concreto,
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entremos en el objeto especial de este capitulo y volvamos
4 la division de los niimeros abstractos.

—En abstracto las expresiones fraceionarias son el shmbolo
de una imposibilidad.

Como no es dado al hombre comprender en conjunto .y
por decirlo asi 4 primera vista las relaciones que las cosas
pueden tener entre si, resulta que entre todas las cuestio-
nes que pueden presentarse para determinar estas relacio-
nes-las habrd cuya solucion serd posible aunque no parez-
ca evidente; mientras que ofras, al contrario, podran al
Pprincipio no parecer imposibles, aunque despues de un ex4-
men mas detenido y profundo se advierta que son inso.
lubles.

Por ejemplo, si se quiere determinar numéricamente la
relacion que existe entre los niimeros 277 ¥ 21, 6 en otros
términos cuantas veces contiene exactamente 277 4 21, 4
primera vista no se sabrd si la cuestion propuesta es posi-
ble 6 né; pero, si se llega 4 conocer que 277 es un ni-
mero primo, se deducird en seguida que la cuestion pro-
Puesta es imposible, y que ni 21 ni ningun otro némero
puede hallarse contenido un nimero exacto de veces
en 277,

Sin embargo, si quiero ejecutar, al menos en tanto
cuanto es posible la operacion propuesta, hallaré que divi-
diendo 277 por 21 obtengo por cuociente 18 y por resi-
duo 4.

Pero si yo dijera que el cnociente pedido 6 la relacion
entre 277 y 21 se representa por 13 cometeria un error,
Puesto que 18 no seria cuociente de una division por 21
sino para el ntimero 278, y lo que se pide es este mismo
Cuociente para el ntimero 277.

A fin de completar la solucion de la cuestion propuesta

1.2 paRTE, 7
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que consiste en saber cuantas veces 277 contiene & 21 se
podra raciocinar como sigue:

Puesto que 277 es lo mismo que 273 + 4, seri me-
nester que yo divida 273 + 4 por 21 lo cual se escribe asi:

273 +4
21

.

Nada mas facil que ejecutar la primera parte de
esta operacion, y ya hemos dicho que dd por resulta-
do 13; falta, pues, para acabar todo lo que hay que hacer, -
dividic 4 por 21 & efectuar la operacion representa-

4
da por——-.
21

Todos los ndmeros de que aquf se trata son abstrac-
tos, esto es, son grodos de la escala de pluralidad, y por

5 s 4
tanto para ejecutar la operacion representada por e serd

preciso hallar uno de estos grados que repetido veinte y
una veces dé por resultado el grado 4. Pero es evidente
que reducido el problema 4 estos términos es imposible
hallar lo que se busca, puesto que siendo 21 ya mayor
que 4, con mucha mas razon el producto de 21 por otro ni-
mero lo serd tambien.

“Es pues cierto, como lo anunciamos en el principio de
este capitulo, que cuando enla parte abstracta dela Ciencia
del Cdleulo la existencia de los ntimeros que se llaman
fraccionarios se manifiesta por la primera vez, aparece como
signo de_una verdadera imposibilidad, 6 bien como indicio
de que la cuestion es insoluble, al menos bajo el punto de
vista abstracto; porque ninguna operacion de eileulo ni
ningun ntmero puede satisfacerla, en ¢ sentido en que ha
sido propuesta.
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SECCION T1V.

—_—

ESTUDIOS SOBRE LA ELEVACION A POTENCIAS Y EXTRACCION DE
RAICES.

—De la elevacion ¢ potoncias Y extraceion de las raices.

La naturaleza de las aplicaciones que preceden y los por-
menores con que los hemos tratado nos permitirdn expo-
ner con mas brevedad lo relativo 4 la elevacion 4 Poteneias
¥ 4 la extraccion de raices. ;

Se sabe que se d4 ¢l nombre de elevacion d potencias 4
una série de multiplicaciones en que todos los factores son
iguales; el factor empleado es el niimero que se eleva 4 la
potencia, y se dice de é1 que es su raiz: el ntmerode ve-
ces que este factor entra en juego, se llama el grado de la
potencia, y, en fin, la potencia es el resultado 6 producto
definitivo.

La operacion inversa 4 la que acabamos de definir ha
recibido el nombre de extraccion de rasces ¥ consiste en
volver de una potencia cuyo grado se conoce al factor &
i la raiz que ha servido para formarla.

Pero es evidente que esta cuestion no es la tnica que
S¢ puede proponer cuando se quiere bajar de las potencias
dlaraiz.  ;No puede suponerse cn efecto que la potencia
¥ 1a raiz son conocidasy que se trata de determinar el
grado?  Asf, en este caso, como en los de la sustraceion ¥
la division, es preciso reconocer que pueden proponerse dos
¢lases diferentes de problemas cuando por medio de la
Operacion inversa se quicre volver 4 los elementos de la
Operacion directa.

Pero entre estos tres casos no es perfecta la semejanza, y
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al pasar de uno 4 otro, se hallan diferencias que son muy
importantes para que pasen en silencio.

— Advertencia sobre la naturaleza de la doble cusstion que s

presenta cuando por medio de cada aperacion tnversa se quie-

revolver & los elementos de la operacion divecta que le cor-
responde.

En general, si tres nlimeros cualesquicra estén represen-
tados por @, b, ¢, investiguemos qué clase de relacion tienen
entre s para que el tercero ¢ sea resultado de los dos pri-
meros combinados segun las diversas operaciones aritmé-
ticas de que tenemos hablado.

El caso mas sencillo es el de la adicion: es evidente que
en este caso la relacion buscada debe ser a 4+ & = e

Si ahora se quiere volver de ¢ & uno de los dos nimeros
4y b, habrd que examinar dos casos, y los valores buseados
seran dados por las formulas

a=¢—0b,
b=¢—a.

Pero es evidente que en cada uno de estos dos casos la
naturaleza de la operacion que haya que hacer para obte-
ner ya a, ya b, serd idénticamente lamisma, y, excepto las
cifras que variaran, los procedimientos de céleulo serdn
complet'amente iguales en ambas cireunstancias.

Esta perfecta semejanza se observard siempre, ya sean
los ndmeros sumados puramente abstractos, ya se su-
pongan concretos, porque en la suma los sumandos y el
resultado son constantemente de la misma especie, pues no
es posible admitir en esta operacion, como en las siguientes,
que la naturaleza de algunos de los ndmeros sea abstracta



—101—

al mismo tiempo que Ia de los nimeros restantes lo sea
concreta.

Asf, los dos problemas 4 que conduce la operacion in-
versa de la adicion 80zan en su esencia de una identidad
perfecta, no solamente en cuanto al proceder de e4leulo
que es preciso emplear para resolverlos, sino tambien en
cuanto al sentido en que haya de interpretarse Ia natura-
leza de los resultados obtenidos en ambos casos.

Pero pasemos 4 1a multiplicacion: para esta operacion
la relacion buscada serg

ab:c.

Sien este caso como en el precedente se quiere ir desde
¢4 uno delos dos niimeros ¢ ¥ b, habrd tambien que exa-
minar dos casos, y los valores buseados se obtendrin por
las formulas

=2
=_.

Ahora bien: se sabe que tambien aqui la naturaleza de
L operacion que hay que hacer para obtener a 6 & sera
la misma para estos dos nimeros: solo variard el valor
de las cifras, pero el procedimiento quedard uniforme.
Pero aqui ya no es posible afiadir, como lo hemos hecho
para la adicion, que esa semejanza se exfenderd igualmen-
te al SENTIDO en que debe interpretarse la naturaleza de
los resultados obtenidos en ambos casos. Sera as{ mientras
no salgamos de 1o abstracto, y en cada uno de los dos casos
que se presentan la naturaleza del resultado serd abstracta
¢ idéntica. :
Pero, cuando se pase 4 lo concreto, esta identidad de in-
terpretacion desaparecerd, pues que la naturaleza del resul-

-
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tado ser conereta sise trata de determinar el multiplicando
y abstracta siempre que busquemos el valor del multipli-
cador. ]

Hé aqui, pues, entre estas dos primeras operaciones de
la aritmética y sus inversas una diferencia que importa no
perder de vista: y puede observarse, ademds, que mientras
que en los dos problemas inversos de la adicion la identi-
dad en los procedimientos numéricos es evidente de por
sf, no sucede lo mismo cuando se trata de la multiplica-
cion, porque solo en virtud de la ley de la invariabilidad
del producto parece demostrada esa identidad, yla tal ley
estd ciertamente muy lejos de ser evidente por si mis-
ma. Asi, 4 medida que se adelanta en el estudio de las
operaciones aritméticas, se reconoce no solo que las propo-
siciones son menos evidentes, sino que empiezan 4 mani-
festarse desemejanzas notables.

Estas observaciones se confirman y se hacen cada vez
mas dignas de atencion cuando se pasa & la operacion que
nos queda por examinar.

En efecto, en la elevacion & potencias la relacion entre
a, by ¢ es delaforma

N=c

8i queremos obtener @ por medio de b y ¢nos valdremos
de la férmula

b

a=V ¢

Pero aqui ya no seria verdad decir, como en los casos
precedentes que la naturaleza de las operaciones aritméti-
cas que dan ¢ por medio de ¢ y b es la misma que la de
los procedimientos que es necesario emplear para obtener &
con ¢ y @, de manera que seria completamente falso eseribir
siguiendo la analogia
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porque se sabe en efecto, que en este caso el valor de &
es igual 4 la relacion de log logaritmos de ¢ y de @, por lo
que hay que hacer uso de la formula

e log. ¢ :
log. a

Hasta la uniformidad en 1os procedimientos numéricos
que se habia encontrado en la adicion ¥ la multiplicacion
desaparece, pues, completamente en la elevacion 4 po-
tencias,

En cuanto 4 la xATuRATEZA de los resultados 6 al sexT1-
Do en que haya precision de interpretarlos, es evidente
que, mientras permanezeamos en lo abstracto, los resulta-
dos serin abstractos, sea que se quiera obtener @ por me-
dio de ¢ y de 3, sea que se busque & por medio de ¢ y de a.
Pero, cuando pasemos 4 lo concreto, sucederd algo andlogo
4 lo que hemos dicho para la multiplicacion, porque como
que el grado de la potencia no puede evidentemente ser
sino abstracto; A

1.° la naturaleza del resultado podré ser eonereta cuan-
do se quiera determinar a,

¥ 2.° esa naturaleza serd siempre abstracts cuando se
trate de la determinacion de .

— Observacion {mportants sobre el caso en qUe SE SUPONE que
el nivmero que hay que elevar d una potencia es conereto.

Por lo demds, este oscuro easo de que mos ocupamos
(¢tiando ¢ es concreto) presenta una verdadera dificultad y
exije, para ser comprendido perfectamente, explicaciones
muy detalladas, de las que con gran admiracion mia no he
hallado vestigio ninguno en las obras de aritmética y al-
gebra.  No ereo fécil, mientras no expongamos la teorfa
de la representacion de las cantidades por los ntmeros y
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los signos algebriicos que se comprendan en su conjunto
las explicaciones que aqui anuncio, pero al menos puedo
en pocas palabras dar & conocer su inmensa importancia.

Si # es ntimero aBsTRACTO las multiplicaciones sucesivas
de @ por 4, de a* por a, de a® por 4,... seharinsin ningu-
na dificultad, porque la naturaleza del multiplicador, que
siempre debe ser abstracto, no cesard de conservar esta pro-
piedad; pero, si se dice que @ es cONCRET0, es imposible sin
una explicacion anterior que comprendamos lo que signi-
fica hacer uso de un multiplicador CONCRETO. En la
multiplicacion comun, siendo los dos factores (4 natura sua)
diferentes é independientes uno de otro, nada se opone i
que uno sea concreto, pues esto no implica contradiceion
con la naturaleza delotro, que siempre puede suponerse abs-
tracto. Pero en la elevacion & potencias no sucede lo mis-
mo, porque, siendo todos los factores iguales, decir que uno
de ellos es concreto, es, si n6 afirmar al menos hacer creer
que todos loson, y por consiguiente se suscitardn en nues-
tra inteligencia fundadas dudas sobre tan extrafia cues-
tion. Indispensables serdn, pues, explicaciones especiales
para este caso particular que hagan comprender en qué
sentido se entiende la elevacion 4 potencias de un numero
conereto.

Por ahora, no me detendré més sobre este asunto, cuya
importancia he querido desde luego dar 4 entender, y al
cual volveré mas adelante para tratarlo con todos los
pormenores necesarios. Solamente necesito afiadir con res-
pecto @ este particular que, al presentar las observaciones
que anuncio sobre el asunto, no omitiré el eximen escru-
puloso de la multiplicidad de las raices de una misma po-
tencia, analizando la causa primera 4 que debe atribuirse
esta multiplicidad tan sencilla como satisfactoria de la
presencia de, las » raices en una ecuacion del grado n.
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—Bajo el punto de vista abstracto las erpresiones irraciona -
les son stmbolo de ung tmposibilidad.

Volvamos ahora 4 los dos problemas 4 que di lugar la
operacion inversa de la formacion de las Potencias, y to-
davia encontraremos, como en las operaciones precedentes,
nuevos casos de imposibilidad, :

Basta formar las diversas potencias de los primeros ni-
meros de la série natural para reconocer que las que son
del mismo grado estdn separadas por intervalos tanto ma-
yores cuanto mas lo son sus raices y mas alto es el grado,
resultado experimental muy ficil de descubrir.

Figurémonos ahora que se trata del grado m y llame-
mos N y N’las dos potencias de dos niimeros consecutivos
enalesquiera 2 y # + 1.

Si N” es un ndmero comprendido entre N y Ny sise
pregunta cual es la raiz del grado m de N” es evidente que
No serd posible responder 4 esta pregunta. Para resol-
ver la cuestion seria preciso, en efecto, hallar un ntimero
ENTERO que, empleado m veces como factor, diese N7,
Fste ntmero debenfa ser mayor que z, puesto que n™ es
ignal & N, menor que N”; y al mismo tiempo deberfa ser
menor que # + 1, puesto que (n—+ 1)™ d4 por resultado
N’, mayor que N,

La cuestion propuesta es, pues, insoluble bajo el punto
de vista abstracto, de donde se sigue que la expresion

L
V'N” ¢s un stmbolo de imposibilidad.

A la expresion de cualquier niimero semejante se dd el
Nombre de ntimero érracional.

Pero como sabemos que los dos problemas inversos de la
elevacion 4 potencias no corresponden uno 4 otro ni si-
quiera bajo el punto de vista de las operaciones numériecas,
¢s evidente que no basta haber examinado uno solo de estos
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problemas para conocer todos los casos de imposibilidad 4
que puede dar lugar la operacion inversa de las potencias.
Podemos proponernos tambien determinar ¢l grado por
medio de la potencia y de la raiz: por ejemplo se puede pre-
guntar 4 qué grado es menester elevar » paraobtener N”.
8i elevamos » 4 las diversas potencias cuyos grados mar-
ca la série natural de los nmeros

L (e b R AR

serd facil ver que dos cualesquiera resultados consecutivos
difieren entre si un nimero de unidades que va sin cesar
aumentando con €l grado. En general para los grados m
y m + 1, esta diferencia esigual & n™ (n — 1).

Ahora, admitamos que N” estd entre n™y 2™t no es
necesario entrar en minuciosos pormenores para probar
que, en esta hipotesis, la cuestion propuesta es imposible;
pues el grado que se busca debe ser al mismo tiempo supe-
rior & m é inferior 4 m + 1, esto es, que para resolver el
problema, seria menester tomar # mas de m veces como fac-
tor y menos de m + 1 veces, condicion que no se puede
3 : aouleg N2
satisfacer, de dondg deducimos que la expresion T o
es un nuevo simbolo de imposibilidad, siempre que N” no
sea verdadera potencia de #.

Se da el nombre de niimero irracional al que se repre-
senta en dlgebra por la expresion precedente.

~—Hay dos elases muy distintas de wivmeros irracionales, frac-
ctonarios y negativos,

Tmporta, pues, distinguir dos clases de niimeros irracio-
nales aun bajo el punto de vista de los procedimientos nu-
méricos y sin salir de la region de lo abstracto.

Launa se manifiesta cuando se busca el nimero que hay
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que elevar & una potencia determinada para obtencr un
resultado conocido de antemano,

La otra cuando se busea el grado de la potencia & que
hay que elevar un nfimero conocido para obtener igual-
mente un resultado tambien conocido.

Ahora bien, ecomo en este Gltimo caso lo que se busca es
siempre ABSTRACTO, mientras que en el primero puede su-
ponerse que el nimero buscado es concreto, distinguiremos
estos dos casos de irracionalidad llamando al primero NU-
MERO IRRACIONAL CONCRETO yal segundo NUME-
RO IRRACIONAL ABSTRACTO.

Por lo demds, (no hay que hacerse ilusiones, que nues-
tros estudios posteriores confirmarin dmpliamente esta ver-
dad;) la misma distincion EXISTE entre los nimeros Srac-
¢londrios; pero como son idénticas bajo el punto de vista
numérico las dos operaciones inversas de la multiplicacion,
nadie se ha cuidado de distincion tan clara. Pero en el
fondo es evidente que cuando nos proponemos volver al
multiplicador, el nimero fraccionario obtenido no puede
ser sino abstracto, mientras que cuando queremos volver al
multiplicando el nimero fraccionario obtenido pvEDE sEr
conereto.

Y lo mismo sucede con los nimeros negativos.

En una adicion los ntimeros sumados pueden suponerse
6 abstractos & concretos. En estos dos tiltimos casos y bajo
el punto de vista numérico, esta distincion es ilusoria, y
quizds por este motivo, lo repito, ha pasado desapercibida;
Pero no sucede lo propio en cuanto concierne & la compren-
sion 6 4 la inteligencia de los resultados ni al sentido en
que este ha de inferpretarse, pues, si mas tarde se demues-
tra que un nimero conereto, estoes, queuna CANTIDATD
(repirese que no decimos un nimero) negativa, fracciona-
M, irracional ¢ imaginaria es cosainteligible, os idea muy
comprensible, deduciremos que al pasar de lo abstracto 4
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lo conereto, habremos disminuido considerablemente el
niimero de las imposibilidades hasta ahora demostradas,
apareciendo en toda su importancia la evidente y necesaria
distincion que nos ocupa.

—De las expresiones imaginarias.

La imposibilidad de extraer de un ntimero eualquiera
una raiz de un grado determinado d4 orfgen 4 los ntimeros
irracionales, y la extraccion de las raices produce las ima-
ginarias; pero dificil seria en aritmética hacer comprender
1o solo toda la extension de esta expresion analitica, sino
hasta dar desu simple manifestacion una explicacion satis-
factoria, porque esta manifestacion es una consecuencia de
laregla llamada de los signos en algebra, enteramente ex-
trafia 4 la ciencia aritmética.

Respecto de lo que precede he hecho ya eomprender que
en la operacion designada con el nombre de elevacion 4 po-
tencias se presentaba desde luego una verdadera dificultad
al suponer que la raiz representaba un nimero conereto;
dificultad consistente en que en la elevacion 4 potencias, co-
mo en toda multiplicacion, no es posible que haya mas de
un factor conereto, por lo que sin prévia explicacion no se
puede concebir lo que ha de resultar, si né bajo el pun-
to de vista numérico, al menos bajo el punto de vista
racional de la suposicion de una raiz concreta.

He afiadido que mas adelante estudiarfamos esta cues-
tion; y desde ahora puedo anunciar que no causardn poea
sorpresa las consecuencias 4 que hade conducirnos yel
nimero de errores que este extmen estd llamado 4 extirpar.

Pero mientras no se dén estas explicaciones sers casi im-
posible expresar con claridad la naturaleza de los irraciona-
les y de las imaginarias, por lo cual debo ahora limitar-
me al simple hecho de su existencia, contentdndome senci-
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llamente con decir que se d4 el nombre de imaginaria 4
toda expresion en que est4 eserito que se debe extraer una
raiz de grado par de un nimero negativo.

El simbolo mas sencillo de un nimero imaginario es,
pues, VT, y sabemos que lo mas importante de las difi-
cultades que suscita la explicacion racional de las imagi-
narias es descifrar el enigma de Jo que expresa V _7.

— Observaciones finales.

Tales son las principales observaciones elementales de
que me ha parecido susceptible el asunto que acabo de tra-
tar en este capitulo, y creo haber dicho lo hastante, para
dar 4 entender:

1.> La necesidad de considerar el ntimero no solamente
como representativo de las cantidades, sino como computa-
dor del 6rden y de la situacion de las cosas independiente-
mente de la magnitud de Ias cantidades:

2.° El verdadero sentido de las operaciones de la cien-
cia aritmética cuando los niimeros se emplean eomo sfmbo-
los tinicamente de la idea de pluralidad;

3.° En fin, Ia impotencia en que estamos de dar (siem-
Pre bajo el mismo punto de vista), un sentido razonable 4
los nfimeros negativos, fraccionarios, irracionales é ima-
ginarios, ¥ la necesidad de considerar estos diversos ni-
mmeros, cuando se manifiestan en el exdmen de una cues-
tion, como la expresion aritmética de la imposibilidad de
resolver esta cuestion en el sentido en que s¢ ha enun-
clado, ;

Bste capitulo estaba, pues, consagrado 4 establecer Ia ver-
dadera naturaleza del ntimero bajo el punto de vista abs-
tracto de la pluralidad; y creo que, considerada en su con-
jul}to esta parte de la ciencia aritmética, se habia omitido
Por completo en nuestras obras de ensefianza.
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Establecida asi esta primera base de la ciencia, paso 4
exponer los diversos principios del empleo del ntimero, co-
mo representante ya del tamafio de las cantidades, ya de su
estado, 6 situacion, ya de sus diferentes modos de existen-
cia & de accion, y haré ver que, para llenar esos diferen-
tes objetos, se combina el ntmero con los diversos signos de
operaciones: as{ se concebird que en este segundo uso del
nimero la forma final obtenida por las varias rapresenta-
ciones de que acabo de hablar, es siempre COMPLEXA;
¥ que, por no haber sido suficientemente RECONOCIDA
vy EXPLICADA esta complexidad ha resultado hasta el dia
6 insuficiente 6 imposible una interpretacion filoséfica y
general, no ya solo de los ntimeros, sino tambien de las ex-
presiones negativas, fraccionarias, irracionales, ¢ imagi-
narias.
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CAPITULO IIL

ESTUDIOS SOBRE LOS MODULOS.

Al empezar este capitulo debo advertir que los estu-
dios que forman su objeto, aunque especializados en su
forma y aplicados 4 las longitudes, son susceptibles de
generalizacion y de adaptarse 4 TODAS las cantidades.
Desde luego se comprenders esto en virtud de las observa-
ciones que terminan el capftulo primero, sin perjuicio de
las cuales lo iremos confirmando cada vez mas amplia-
mente, 4 medida que adelantemos en nuestro trabajo.

SECCION PRIMERA.

DE LA LONGITUD Y DB SUS DIFERENTES ESTADOS BAJO EL
PUNTO DE VISTA DE GRANDEZA O DE PEQUENEZ.

—Modo de expresar las longitudes.

En lo que vi 4 seguir convendremos en designar por 2
¢l médulo de la cantidad distinguida bajo el nombre de lon-
gitud.

A B M

A fin de tratar primero el caso mas sencillo y de no in-
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trodueir en la cuestion complicacion ninguna, supondré ex-
presimente que todas las longitudes de que voy & ocu-
parme estdn contadas sobre la linea AM & partir del punto
A. De este caso particular pasaré en seguida al exdmen
de los casos mas generales.

8i, habiendo tomado 4 partir del punto A sobre AM una
longitud AB, necesito expresar esta longitud, Tlevaré sokire
AB, partiendo del punto A, el médulo de las longitudes 2,
y si @ es el nimero de veces que ha sido necesario repetir
este médulo, colocAndolo una vez tras otrd, parallegar des-
de A al punto B, diré que laexpresion a . esla representa-
cion algebraica de la longitud AB; porque, en efecto, cual-
quier otra longitud que partiese del punto A y se tomase
sobre AM tendria una expresion distinta de la precedente,
de modo que es imposible ninguna duda sobre la verdadera
longitud que se ha querido representar.

Si, por el contrario, dada la expresion a i se quisicse
figurar geométricamente la longitud 4 que corrésponde,
se llevaria 4 partir de A el médulo o sobre AM tantas
veces como indicase @, y se llegaria, procediendo asi, al
citado punto B: luego la longitud AB seria la pedida.
—Madificaciones que debe experimentar ol médulo para ex-

presar todas las longitudes posibles.

Mientras que el modulo 2 pueda quedar contenido un
numero exacto de veces en la longitud AB, la operacion
no presenta dificultad ninguna.

B AL

Pero si despues de haber llevado sobre AM ol méduloa,
como acabamos de explicarlo, un nimero de veces igual &
a, sucede que el punto B’ & que se llega queda distante
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de Buna cantidad Tenor que 1, entonces se hace imposi-
ble representar 1y longitud AB por medio del procedimien.
to que acabamos do dar 4 conocer.

Pero ficilmente so Presenta un medig Propio para evitar
la dificultad que nos detiene; Porque, en efecto, es nngy
propiedad inherente 4 g naturaleza misma de Ia CANTI-
DAD de que nos oeupamos el poderla concebiy fraceionada,
en tantas partes como se quiera sin que nada limite el grado
de pequefiey que nuestra imaginacion puede atribuir 4
esas diversas partes; de donde resulta que, si suponemos
que en vez del modulg escogido, estoes, en vez dola cong-
cida longitud Ay ensayamos y probamos otras varias lon.-
gitudes convenientemente mas pequedias, habremos de dar
tal vez con una que se halle contenida un niimero exacto
de veces en AB; de modo que, si «" y 3’ representan este
NUEVo nimero y esta nueva longitud, la expresion de AR
serd o 3, ‘

Si se pretendiese que, por pequetio que fuese ¥, nunca so
podria conseguir darle un valor tal que estuviese contenj-
do un niimero exacto de veces en AB, podria responderse
que al menos, 4 medida que X disminuyese, se disminuiria
ignalmente la primera diferencia obtenida B’B, y como B'R
8 siempre mas pequeiio que ), 4 cuya disminueion no hay
limite, no lo habrig tampoco 4 1a de esta diferencia, que so
haria asf tan pequeiia como pudiera desearse,

—FEsta modificacion es algebrdica.

Para llegar 4 esa disminuecion sucesiva del maédulo, Ia
naturaleza de (o cantidad de que me ocupo permite supo-
1er que los nuevos médulos, que sustituyen al primero, no
;01 Ofra cosa que este dividido en gierto nimero de partes
igl!ale#, ¥ los procedimientos geométricos conocidos indj-
A1, e efecto, la manera do ofectuar esa division y conocer *
la nueyy longitud que es su resultado. En tal supuesto, si

1.* Parrr, 8
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m es ¢l ntmero de partes en que se halle dividido 2, y si ¥
esuna de estas partes, es evidente que tendré la ecuacion

W= —.

m

Y hé aquf el primer ¢jemplo de una relacion algebriica
que une entre sf los mbdulos de una misma cantidad con-
siderada bajo dos estados diferentes, ¥ una primera com-
probacion de que la suposicion que hemos hecho es, con
efecto, susceptible de recibir aplicaciones en el exiimen de

las cuestiones concretas!

— Aplicacion al antiguo sistema de medir las longitudes.

No serd inttil presentar, como aplicacion de lo que aca-
hamos de decir, el antigno sistema de que haciamos uso
para las longitudes. :

Acabamos de ver que, si se quisiese con un solo modulo
obtener la expresion de todaslas longitudes, seria necesario
haeer igual el modulo J & la mas pequeiia de todas las lon-
gitudes conocidas; pero, ademds de que seria muy diffeil
hacer esto inteligible para todos, es evidente que tal
medio, muy simple bajo el punto de vista tedrico, seria muy
complicado en sus resultados, puesto que entonces habria
precision, ya en el lenguaje, ya en la eseritura brdinaria,
dle emplear muchas palabras 6 caractéres para expresar las
longitudes.

Inconyeniente tan grave debid hacer que se recurriera &
ofros procedimientos, v hé aqui el que se adopté.

Despues de convenir en un primer médulo para las lon-
gitudes, se hizo uso de este mismo médule para medir

_ todas las longitudes euya expresion no requeria , en las ne-
cesidades ordinarias de la vida, ndimeros muy complicados.
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Asi, pues, para expresar las longitudes mayores que la
convenida se adopté un médulo mayor que el primero, ¥
para expresar las longitudes menores, se hizo uso de otro
médulo mas Pequefio. )

En el antiguo sistema habia, Pues, para las longi-
tudes la legua, 1a toesa, el pig, Ia pulgada, la linea, y
el punto.

Ahora bien, partiendo de la longitud llamada Punto, que
representarémos por el médulo 3y, todos los demds se deri-
vaban de este del modo siguiente:

Para la linea, ¢l médulo, , . . =12

Para la pulgada. . |, . et Jg = 144 ),
Paraelpic... ... .. s R T—1 708
Para la toesa, . . SR A )y = 10.368 %
Para lalegna, .. o il o X5 = 20.736,0003,

Y se vé que por este procedimiento, si el médulo Ay Te-
Presentaba la mas pequedia de las longitudes conocidas, fi-
cilmente se expresarian todas las Iongitudes por medio de
los ntimeros abstractos yded,. :

Pero si en una cuestion preveo que uno de estos mébdu-
los, el pié por ¢jemplo, podrd ser bastante, me scrd dable
limitarme 4 hacer uso de ) solamente,

Sin embargo, si al medir una longitud encuentro que
contiene & Ay un nimero de veces igual & @, y ademds una

“parte menor que )3, podré, para darme cuenta del valor
de este residuo, llevar sobre &1 el médulo menor 2, que es-
tard por ejemplo contenido b veces: despues, si esto no es
aun suficiente por quedar todavfa algun resto, se echard mg-
10 del médulo )y, ¥, en fin, si todavia no basta, del o3 me-
dios en cuya virtud la longitud de que se trata tendrq por
eXpresion

gy 4blyg4-ed-d ).
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Por lo dicho se vé que si en las multiples investiga-
ciones de la ciencia del cdleulo se hubiesen conservado
constantemente los modulos, la idea de los nimeros frac-
cionarios ni siquiera se habria presentado al entendimiento:
ni su uso hubiera sido necesario. Pero con razon 6 sin ella
se ha hecho lo contrario, se han abandonade los mé6dulos
y solo se han conservado los niimeros.

Una vez adoptado este partido, se observo Jque el
mbdulo )y es doce veees mayor que el modulo 13, y por
consiguiente este doce veces menor que g ; luego, en lugar
de Js, se pudo escribir la docé ava parte de )y, lo que
estd convenido en representarse asi:

. v A J
¥ entonces, poniendo 1') en lugar de ), las dos primeras

partes dela longitud propuesta pudicron eseribirse:
)-.‘
ahy —+ b 112 .

Continuando el mismo sistema se verd que la expre-
sion entera quedard modificada del modo siguiente:

A Ay
ﬂ‘)q—!—b'ié : l‘ii_%_,l

Pero lo que importa mucho observar bien es que los nU-
MEROS ABSTRACTOS @, b, ¢y d, 110 estan modificados por estas.
consideraciones, sino SOLO y SIEMPRE LOS MODU-
LOS, y que sobre )3 tinicamente deberdn hacerse todas lag
divisiones y operaciones indicadas. Tal esla consecuenciain-
mediata quees posible deducir de los precedentesraciocinios..

Pero, como al estudiar las reglas del cdleulo se ha obser-
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vado que habia ciertos medios de operar sobre a, b, ¢, d, con
los nimergs 12, 144, 1278...., tales que en la prictica se
obtiene igual Tesultado que si gop estos mismos niime.-
ros se hubiese operado sobre Jog médulos, se L suprimido
el médulo y se han hecho con solos 1o niimeros lag opera-
ciones 4 que debia estar sometid, Unicamente ol module.

Pero en teorfa, como se Vé, no es ¢] nimero lo que puede
resultar modificado, sine SIEMPRE ¢ médulo, cuyas pro-
piedades fraccionables deben constantemente tenerse en
cuenta, so pena de vep ﬂesapa1‘eeer la IDEA DE CAN-
TIDAD y de que el nimerp ge reduzea 4 ser un simbolo
de una operacion del entendimiento,

— Interpretacion ds las expresiones Jraccionarias de Jug
CANTIDADES,

Si, pues, en adelante al tratar yng cuestion euya soly-
cion haya de ser ung longitud, hallo que, siendo ¢l médulo

MEEn
adoptado, esta longitud debe teney Por expresion 7). 5 8-

te resultado no serq Ya para mi una imposibilidad, pues le
daré en seguida una significacion Precisa, suponiendo que
Dara hallar 1a longitud dada, no es 3 1o que hay que repe-

. : , il S AT
tr un nimero de vecesigual & <" 7o cuul serig tncompren-

#ble, sing que es preciso empezar por dividir » en un nf.
Wero de partes igual é 4, y quela longitud buscada se
obtendr repitiendo a veces una de estas partes considerg-
da como sub-médulo é médulo nuevo,

Y ast empieza 4 comprobarse nuestra gran ley general,

"Biempye que una operacion sea incomprensible sohye
el néimero abstracto que figura en la expresion de ung
”Cantidad, examinese si so puede concehir ¥ ejecutar sobre
el médulo, ]
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En el caso que nos ocupa, si ¢ no contiene 4 b un nume-
Sl

ro exacto de veces, la operacion - 5 INCOMPRENSIBLE; Pe-

ro entonces, efectuando la division del médulo » en b par-
tes, esta misma operacion SE CONCIBE ¥ SE EXPLICA POT me -

. 4 ' 4 (1] .
dio de esta interpretacion; y la expresion - A recibe una

significacion clara y precisa, sin que nuestro entendimiento
se vea obligado 4 admitir d priori la existencia de los ni-
meros fraccionarios. i

— Consecuencias de esta interpretacion para la teorta de los
nlumeros fraceionarios.

Pero, una vez reconocido cuanto hay de razonable y

exacto-en la explicacion anterior, y comprendida perfecta-
e Saigl

mente la verdadera significacion de la expresion 71 A0 de
cualquiera otra semejante, cuando, en fin, no se puedan co-
meter ya errores sobre el particular, entonces se ocurriri
acaso la idea de saber si, suprimido por un instante en
las expresiones el modulo 2, se pueden efectuar sobre la

et : ; :
parte numérica 5 de esas expresiones, considerada aisladu

’

¢ independientemente de todo mddulo, clertas operaciones
aritméticas, de tal suerte que sepuedan prepardr asi de an-
temano colecciones de resultados. Porque entonces no ha-
bré mas que agregar esos mismos resultados 4 los diferen-
tes modulos de las cantidades sobre quese hayan propues-
to las cuestiones para conocer la solucion respectiva.
Nada se opone 4 semejante concepeion, pues nada hay
que impida prescindir de los modulos en las expresiones
de las cantidades, conservando solo las partes numéricas o
algebriicas, ni ejecutar con la parte numérica todas las
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combinaciones que lag reglas del cilenlo autorizan, ya
haciendo cambiar 4 voluntaq los valores de estas partes
numéricas, ya modificando de todos los modos posibles Jos
signos de las operaciones que relacionen unas con otras,

—Importancia de ung discusion prévia sobre I ley de lu
homogeneidad en ol trdnsity 1o abstracto d I conereto.

Pero, cuando de estos resultados puramente abstractos
se quicra pasar 4 aplicaciones sobre cantidades concretas,
habrd siempre que raciocinarsobre el trénsito de 1o abstrac-
to d lo concreto, Porque serd preciso que el médulo se
reincorpore de tal manera en ln expresien numérica, que
8¢ vea bien claro que los diversos términos de que se com-
ponga el resultado final son homegéncos, esto es, que todos
son expresiones de cantidades de la misma especic que la de
que nos ocupamos; pues 4 no ser asi el resultado final
serd tambien incomprensible. En una palabra, dado un
resultado puramente algebrdico, tendrén que ir precedidas
sus aplicaciones 4 las cantidades concretas de una discu-
sion destinada 4 establecer racionalmente en qué condi-
ciones y de qué modo debe entenderse lo que dice el re-
sultado para quelas aplicacioues estén en armonia con Ia
ley de 1a homogeneidad. :

Mas adelante se verd que, por falta de andlisis y d.
atencion acerea de un puiito tan delicado como es el transit,
de 1o abstracto 4 lo eoncreto, muchas dificultades y dudas
8¢ han introducido en la ciencia del caleulo, especialmente
enlo que concierne 4 la representacion general de las
turvas por ecuaciones.

Bsta digresion me ha separado por un instante del ohje-
to actual de mis mvestigaciones; pero era dificil no hablar
de ¢llo en el momento en que lo exijia, por decirlo asf, el
asunto de que trataba, ¥ por otra parte todas estas- obsex-
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vaciones, una vez hechas, no podrin menos de simplificar
la exposicion y la inteligencia de lo que nos queda por
decir. '

Ahuora, pues, se vé como se introdujeron los niimeros frac-
cionarios en la ciencia del edleulo, y como, despues de
estudiadas sus combinaciones en abstracto, se puede hacer
Ia aplicacion de los resultados meramente numéricos 4 to-
das las cuestiones coneretas.

—sHay algo menor que 1?7

Si ahora vuelvo 4 la cuestion iniciada en. el capitu-
lo 1T ";Hay algo menor que 1?”’'quizi nos sea menos difi-
¢il resolverla que comprender como sigquiera ha podido
ocurrirse semejante contrasentido.

Por de pronto en la naturaleza no hay nada grande ni
pequetio.

" Hstas palabras (1) no pueden entenderse en una acep-
“eion ENTERAMENTE ABSOLUTA; y sialguna vez
Vereemos emplearlas en tal sentido, es porque subentende-
“mos siempre una comparacion. Asf, por ejemplo, cuando
"decimos de un drbel que es grande 6 pequefio, lo com-
?paramos implicitamente al término medio del tamafio de
“los arholes, ¥ no podemos expresarnos de este modo sino
"porque la altura de los drboles tiene dos limites extremos
“que nos son bien conocidos; pero mo sucederd lo mismo con
"respecto 4 objetos cuya grandeza 6 pequefiez no tienen
l{mites necesarios, pues el que por ejemplo exigiese que le
“trazdran una linea recta del tamafio usual, tendria una
Vexigencia de manificsta insensatez. g

"No conocemos de los tamafios mas que sus relaciones,
Yy esto eslo que nos cs posibledar & conocer 4 los demds,

(1) Anales de matemiticas, tomo XXI, pig. 325.
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“’pues por mucho que se intentase torturar la len gua, din-
troducir en ella palabras & giros NUEVOs, NUNCA se conse-
"guiria hacerle expresar una magnitud independiente de
otra magnitud de su misma naturaleza.”

Pero si en un sertido absoluto no hay nada grande,
nada pequefio, jqué significard esta pregunta, hay algo .
mas pequens que 17

O este ar60 no esde la misma naturaleza que el vxo, en
cuyo caso la pregunta es absurda, puesto que no se pueden
comparar objetos heterogéneos:

O bien ese ArGo es de la misma naturaleza que uxo, ¥
cntonces s menester préviamente dejar convenido lo que
se entiende por vNo. ‘ ;

S1 ese UNO es abstracto, si es lo que hemos convenido
en llamar unidad, (né mbdulo), si esa unidad es el primer
término de lasérie de los ntimeros, se hace evidente que No
PUEDE HABER otro término de la série que sea menor que
“no; pues, por mas (ue se quisiese sutilizar en la cuestion
¥ hasta acudir 4 los némeros fraccionarios, siempre respon-
deriamos, apoyados en las ideas precedentes, que los
niimeros fraccionarios son séres de conveneion, que por s
mismos no tienen significacion ninguna, implicando al
contrario una falta de sentido para la razon, por no ser
susceptibles de representar ninguna cosa mientras per-
manecen en la region dé¢ lo abstracto, ni tener para
nuestra inteligencia ningun valor, sino cnando referimos
S origen y uso 4 las consideraciones concretas. !

Si, por el contrario, la unidad de que se trata es con-
creta y representa por consiguiente un tamaiio, responderé
que todo tamaiio menor que este serf una cosa mas peque-
fia que yxo. :

Bs, pues, evidente que, sien vez de llamar vstpanms 4
estas diversas cantidades que se toman por término de
Comparacion entre todas las cantidades de la misma espe-
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cie, se les hubiese dado otro nomhre, como nosotros hemos
hecho l'amdndolas médulos, & nadie se le habria ocurrido
pensar que habia diversidad de UNOS, ¢ sea UNOS de di-
ferentes clases jdependientes de cada naturaleza Jde cantidad!
¥ mucho menos por supuesto que existian varias unidades
en la misma especie: se hubiera sobre todo evitado la con-
fusion entre la unidad abstracta, la unidad numérica ¢
inmutable, con las unidades coneretas, que son enteramente
de convencion, variables por eonsecuencia segun la volun-
tad de cada cual, ¢ inconcebibles sobre todo sin una deter-
minacion prévia de la especie de cantidad de que se tratas
¥ la ciencia no habria sufrido desde los principios mismos
de su exmosicion.

—De las longitudes drracionales.

Hemos desenvuelto bastante en el capitulo segundo las
circunstancias que se refieren 4 la manifestacion de los
nimeros irracionales, y hemos demostrado que la existen-
cia en abstracto de semejantes niimeros no puede com-
prenderse; que su manifestacion era el sfmbolo de una
imposibilidad y que, en consceuencia, toda cuestion, cuya
solucion depende de un ntimero irracional, contiene necesa-
riamente en su enunciado una 4 varias incompatibilidades.

Pero si el ntimero, considerado en sf mismo, no puede
conducirnos i la explicacion de la irracionalidad, jse se-
guird de aqui que cstamos condenados para siempre 4
permanccer en la ignorancia, y que, en las aplicaciones de
la ciencia del cdleulo & las cuestiones conerctas, hemos de
continuar considerando como insolubles todas las que con-
duzcan & expresiones que contienen la indicacion de rai-
ces imposibles de extract? En una palabre, ino se po-
drin en la practica realizar Y producir longitudes cuya
expresion aritmética sea irracional?
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El lector ha respondido de antemano afirmativamente
4 esta pregunta, y ya sin duda la propiedad fundamental
del triangulo rectingulo se ha presentado 4 su entendi-
miento.

Y es que, en efecto, es de esencia de Ia longitud, esuna
propiedad inherente 4 su naturaleza, no solo el ser divisi-
ble en las partes que se quieran, sino el poder constituirse
por medio de ciertas figuras, de ciertas operaciones geomé-
tricas, en un estado de aumento & de disminucion cor-
respondiente exactamente al que se figura por un signo
radical. La interpretacion de lo irracional en las longi-
tudes se podrd hacer, pues, né por virtud del némero
abstracto, en el que la extraccion de la raiz continuari
siendo imposible, sino por virtud del niodule, sobre el cual
la extraccion podrd ejecutarse, si né aritméticamente, al
menos por procedimientos geométricos equivalentes.

Pasemos & un ¢jemplo y supongamos que se quiere re-
solver la cuestion siguiente: :

Varios drboles estin plantados formando un euadrado:
contado el nimero de drboles de que se compone uno
de los lados del cuadrado ha resultado igual & a: hay
dos cuadrados iguales y se quicre con los drboles que
contienen los dos y empledndolos todos formar un solo
cuadrado.

Se pregunta: jeudntos drboles tendrd el lado de este
nuevo cuadrado?

S1 se designa por « este nimero la condicion del proble-
mase expresard evidentemente por la siguiente ecuacion:-

L9t
de la cual se deduce

Xk \/T.

La naturaleza de esta solucion nos dice que no hay
ningun ~(mEro posible de drboles que pueda satisfacer la
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cuestion propuesta: la presencia del factor irracional v/ 3
s, como suficientemente lo hemos e'xplicadu, un simbolo de
la imposibilidad de resolver esta euestion, y cualesquiera
que sean nuestros estudios sobre la naturaleza del objefo
concreto de que nos ocupamos, un drbol, no hallaremos en
este ohjeto ninguna propiedad por medio de la cual la
operacion V' 2, impracticable sobre ¢l ntimero que figura
en la expresion precedente, pueda realizarse sobre el mo-
dulo que el nlimero acompafia. Nos es, pues, imposible
conmseguir en este caso una interpretacion enalquiera de se-
nejante resultado.

Pero admitamos ahora que la cuestion propuesta sea la
siguiente:

Hay dos cuadrados ignales: el lado tiene Ia longitud a:
se pide un tercer cuadrado tal que la superficie sea igual
4 la suma de los otros dos. ;Cuél serd la longitud del la-
do de este cuadrado?

Si designamos, como antes, por z la longitud desconocida
del lado del cuadrado pedido, se tendra, tambien como an-
tes, la ecuacion

=t
de la cual se saea
r=aVvy.'

Por la naturaleza de esta solucion, deberiamos 4 prime-
ra vista considerar la enestion propuesta como imposible,
pero,  reflexionando mejor y fundindonos en los prin-
cipios expuestos en los capitulos precedentes, podremosra-
ciocinar del modo que sigue: :

4C6mo se ha introducido en la cuestion el nimero a?
Habiendo elegido cierto médulo 3 para las medidas de
las longitudes, hemos encontrado que el lado de los dos
cuadrados contiene 4 este médulo un nimero de veces
igual 4 @, de manera que, en realidad, la verdadera repre-
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sentacion de la longitud de este lado es @ . Por una conse-
cuencia muy natural de esta observacion, diré que la ver-
dadera representacion de Ia longitud » debe ser a V3,
esto es, que para realizar # seria necesario repetir el médu-
lo primitivo 4 un niimero de veces representado por ¢ /3 .
Pero esta operacion, como hemos dicho, es de imposible
ejecucion con los nimeros; ¥ he aqui el caso de experimen-
tar si, en virtud de nuestra ley general, podriamos ejecutar
sobre el méodulo lo que no podemos ni dun coneebir siquicry
para el nimero. Y

Observo que el ndmero ¢ no introduce dificultad alguny
en la cuestion; debemos, pues, atribuir al factor V3 la
causa de la imposibilidad que se manifiesta: pucsto que
@ V'3 no puede ser concebido ni practicado, investigue-
mos si sucederd lo mismo con A V'3, Desde luego obser-
Vo quo si X V'2 expresa una longitud realizable, podré
por lo mismo realizar tambien g V2 ) paralo cual bas-
tard vepetir @ veces, no ya la lon gitud 2, sino la longitud
AV,

Tal es la aplicacion para este caso de nuestra ley ,gene-
ral, en virtud de la cual hemos dicho que, en las considera-
ciones de la ciencia del cileulo referentes 4 las cuestioncs
toncretas, cuando una expresion algebriica se presenta con
algunas indicaciones de operaciones imposibles de ejecutar
sobre el NOMERo, es preciso examinar si estas mismas
Operaciones son ejecutables sobre el monULO, ¥ sl la natu-
taleza de este médulo permite, & bien concebirlas & bien
Practicarlas, lo que tambien puede conducir 4 una inter-
Pretacion tan razonable como til del resultado obtenido.

Nuestro examen, llevado hasta este punto y aplicado 4
1 cuestion de saber si por medio de & la longitud A V' 7 es
realizable, no presentard ya ninguna difieultad; pues que
sabemos en efecto d priord que si formamos un tridngulo
Tectingulo, cuyos dos lados del angulo recto sean iguales &
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#, la hipotenusa de este triingulo rectdngulo serd tal gue
su longitud respecto de A deberi expresarse por ) V'3,
La consecuencia de esta observacion es que, tratindose de
longitudes, la solucion figurada por el resultado ¢ V' 2 no
presenta ya imposibilidad ninguna, pues que se explica
ficilmente y eonduce en ¢l acto al conocimiento de la lon-
gitud pedida.
Sien vez de @ V2 se hubiese obtenidoo VT, a V 7,
a V'5..., eon procedimientos semejantes se habrian cons-
truido las diversds longitudes de A V'3, % V%, A V5....
En efecto, convirtiendo la hipotenusa del trisngulo prece- -
dente en cateto del dngulo recto de un nuevo tridngulo
rectingulo cuyo otro cateto fuese , la hipotenusa de este
segundotridngulo seria ) V37 despues, convirtiendo) v/ 3
en cateto del dngulo recto de un tercer triingulo rectin-
gulo cuyo otro cateto fuese tambien 2, obtendriamos una
tercera hipotenusa cuya longitud seria 3 V7, ¥ asi suce-
sivamente; de manera que este procedimiento, continuado
indefinidamente, realizaria todas las longitudes cuya ex-
prcsmn general es ) V'u; esto es, que este procedimiento °
proporciona la interpretacion de todas las longitudes cuya
expresion contiene un nimero irracional del segundo grado.
No es este lugar oportuno para entrar en largos detalles
sobre las nuevas consideraciones geométricas necesarias
Para realizar las longitudes irracionales de los grados su-
periores al segundo, porgue aqui no estudiamos geomefria,
si bien podrémos probar en lo sucesivo ¢l eémo las expre-
siones irracionales del grado » se realizan geométricamen-
te con la division de unarcoen un nfunero » de par-
tes. Sea lo que fuere, aquise trata menos de conocer
estos procedimientos para todos los casos posibles de los
ntimeros irracionales, que dejar consignado en uno solo
de estos easos que la concepcmn de la forma irracional, de
imposible que era en la region de lo abstracto ¥ desde el
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punto de vista de la pluralidad, se hace practicable y muy
comprensible cuando nos trasladamos 4 la region concreta,
y cuando, por ejemplo, se aplica 4 las longitudes.

Concluyamos, pues, que el exfmen que acabamos de
hacer prueba que nada es mas fieil que realizar las longi-
tudes V'S, VT, WE, V. esto es, todas las que se
expresan por irracionales del segundo grado, porque los
procedimientos de la geometria ordinaria nos demuestran
que las relaciones entre las longitudes que entran en cier-
tas figuras deben, segun los principios de esta cieneia, ex-
presarse por V'3, V'3, V§, VB

Todo o cual, (aun SUPONIENDO que fuese imposible
realizar por figuras geométricas longitudes cuyas relacio-
nes tuviesen por expresion irracionales de un grado cual-
quiera), indica, né que la concepeion de una longitud se-
mejante sea imposible, sino solamente que su realizacion
estard subordinada al descubrimiento ulterior de alguna
propiedad geométrica que haga intervenir una expresion
irracional de este grado en la relacion de dos Iongitudes.

De nuevo hemos venido 4 parar i la verdad fundamen-
tal de que solo por el completo estudio de las propiedades
modales inherentes 4 los médulos, ¥ en general 4 las cosas
creadas, nos hallarémos en estado, por una parte, de inter-
pretar el sentido en que deben entenderse los resultados
de la ciencia del edlculo, ¥y por otra de realizar en la pric-
tica, por medio de los médulos de las cantidades ¥y de las
Operaciones y nimeros con que estos médulos se combinan,
las soluciones indicadas por csos resultades. Con verdad,
pues, hemos podido afirmar al principio de esta obra que
¢l medio mas seguro de hacer desaparecer las dudas y las
incertidumbres mateméticas, consiste en investigar si las
Operaciones que no se pueden concebir ni practicar respecto
de los néimeros, son comprensibles y ejecutables respecto
de los médulos,
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— Del cero y del infinito desde el punto de vista abstracto.

Vamos ahora & pasar & consideraciones de gran impor-

tancia y que pueden considerarse eomo la clave del cileulo

_infinitesimal. Aludo al sentido que se debe dar en la
ciencia 4 las expresiones cero ¢ dnfinito.

« Aqui tambien tenemos que distinguir los dos casos que
tanto nos ocupan: el dela ahstraccion y el de las enestiones
coneretas.

Por de pronto, y en abstracto, es decir, cuando solo
entran en juego las ideas de los nGmeros, es evidente
que cero no puede representar mas que un puro nada.

En efecto, desde el instante en que decimos que no
(queremos salir de las ideas abstractas, preseindimos de toda
idea de eantidad. ;Y qué idea puede entonces quedar en
¢l entendimiento? Nada mas que la idea de contar. Pero
cero viene tambien 4 destrnir esta \iltima idea, de tal
modo que no nos ocupa ya ni la idea de cantidad, ni tam-
poco la de la operacion de contar; luego en enanto concier-
ne i la ciencia del cdleulo (que tiene por objeto estas dos
cosas), cero es y no puede ser sino el sfmbolo de la nada.

4Qué serd el infinito bajo el punto de vista abstracto?
El infinito representard en nuestro espivitu la operacion
de contar como imposible para nosotros & causa de su in-
mensidad; el infinito serd un ndmero 4 que nunca podre-
mos llegar, por mucho que prolonguemos la accion de re-
petir una cosa; y si el infinito aparece como respuesta
4 una cuestion presentada tendremos nna prueba manifies-
ta de que hay imposibilidad de satisfacer el problema.

Asi, en abstracto, el cero representard la setineion dela
operacion que consiste en contar, v el rxrrsrro expresari
que esta operacion es {mposible de realizar en S con.
Jjunto.
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Estos son los dos Ifmites en que se hallan colocadas to-
das las operaciones ejecutables de la ciencia del ecdlenlo
sobre los ndumeros. :

—Del cero y del infinito bajo el punto de vista concreto.

Pero pasemos 4 las cuestiones concretas y veamos prime-
ramente lo que serd la expresion de una cantidad que se
hace nula 6 infinita, ¥ despues la de una cantidad nula, la
de una cantidad infinitamente pequena y la de una cant-
dad infinitamente grande,

Ocupémonos en primer lugar del caso en que se trate do.
hacer nula 6 infinita Ia expresion de una cantidad,

Para darnos una cuenta exacta de ello, preciso es vol-
ver & nuestra primera observacion, que consiste en no pex-
der de vista que una cantidad se expresa siempre por un
nimero y un médulo. Si, pues, esta cantidad es una lon-
gitud y si 4 es el médulo de las longitudes se podrs re.
presentar esta longitud por aa.

Si para satisfacer 4 una cuestion hallo que la expresion
@ de una longitud debe ser igual 4 cero, ficilmente po-
dré llenar esta condicion, suponiendo que el XOMER0 @ oy
cero, esto es, suponiendo que no hay nada que hacer con
el médulo cualquiera que sea.

Pero nétese bien, que esto no implica de modo alguno Ia
anulacion 6 destruccion del MODULO A, el cual permanece
siempre siendo tal como es, 4 como ha parecido conveniente
tomarlo, de manera que, aunque @ deba ser nulo, la ideq
de longitud no desaparece, porque en realidad la cuestion
Podria siempre satisfacerse aun conservando Ay hacien-
do uso de €. Supongamos por ejemplo que la cuestion
Propuesta sea esta;

¢Qué camino deberé recorrer para encontrarme en ]
Punto de partida?

1.*panTE, 9
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Puedo satisfacer & csta pregunta no moviéndome 6 no
haciendo ningun uso de ». Puedo igualmente satisfacerla
andando b y despues retrocediendo la misma cantidad
bn. Y en este caso, cualquiera que haya sido &, la cues-
tion queda resuelta no solo sin que sea necesario anular el
modulo  sino, al eontrario, despues de haber hecho uso de
¢l con un valor real lineal, sea la que fuere la dimension
que se le haya atribuido. Asf, no puede decirse que, cuando
an es nulo, solo resuelve la enestion el punto de partida,
pues, por el contrario, la resuelven una infinidad de longi-
tudes diferentes. Cuando hayamos hablado de lainterpre-
tacion de las cantidades negativas, la relacion que quiero
dar & entender serd mas ficil de percibir; pero creo que,
por el momento, basta eon lo dicho, que es sobremanera
claro y comprensible. !

Para hacer esto mas claro aun, no hay mas que suponer
que el punto de partida estd sobre una eircunferencia de
circulo, y que se pregunta qué camino es necesario seguir
en esta cireunferencia para volverse 4 hallar en este pun-
to de partida,

Si o es el arco que convengo en tomar por moédulo de
los arcos, y si & es el nimero de veces que es preciso repe-
tir este arco para satisfacer el problema, es evidente que
no solo el problema quedard resuclto admitiendo que & es
nulo, esto es, que no se hace uso de e, sino tambien toman-
do & & del tamafio que se quiera y repitiéndolo, tanto 4 ¢l
como & sus divisiones, el nimero de veces necesario pars
roproducir una 6 muchas vecesla circunfereneia entera.

En una palabra, se puede (sin que sea necesario para es-
to suponer que el modulo de las longitudes es nulo, antes
bien haciendo uso de este médulo, cualquiera que sea), sa-
tisfacer & problemas cuyasolucion exije que la expresion de
una longitud sea nula, y para obtener la solucion de cstos
problemas es menester 6 no hacer ninguna operacion con
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«l modulo, & bien hacer con el médulo escogidouna série
de operaciones, compatibles eon las cualidades inherentes
4 la naturaleza de este modulo, pero tales que su efecto se
destruya miituamente,

Lo que acabo de decir para el caso en que la expresion
de una longitud es nula, lo repetiré igualmente para el
Caso en que esta expresion haya de ser infinita.

Es evidente que en esto €aso no se necesita suponer que
el médulo de las longitudes llega 4 ser infinito, como tampo-
cotuve antes necesidad de admitir que el médulo era nulo.
Al contrario, puedo suponer que este modulo tiene una lon-
gitud finita cualquiera; pero para resolver el problema seri
preciso repetir este médulo un NUMERO INFINITO DE
VECES, 1o que corresponde, como ya he observado, 4 una
imposibilidad.

Asf, euando en el exdmen de una cuestion se sabe solo
que la expresion de una longitud debe ser 6 nula & infinita,
esto no prejuzga nada acerca del médulo, ni quiere decir
4que no haya médulo de longitud, 6 bien que no haya mas
que un médulo infinito que resuelva la cuestion, antes bien,
puede interpretarse diciendo que, en el primer caso, las
operaciones que hay que hacer con el médulo SE DES-
TRUYEN mituamente y que, en el segundo, son en NU-
MERO infinito.

—De las longitudes infinitamente grandes é infinitamente
pequenas.

* Pexo, si tales son los raciocinios 4 que venimos # parar
cuando nos encontramos con una longitud cuya expresion
¢ nula 6 infinita, los resultados son del todo diferentes
“uando la cuestion es la reciproca, esto es, cuando se pre-
gunta qué debemos hacer en la expresion de una longitud
Para que esta longitud sea infinitamente pequenia 6 infini-
tamento grande.
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Y esto consiste en que cero no es sinénimo de infinita-
mente pequefio, como tampoco infinito lo es de infinita-
mente grande.

Las palabras infinitamente pequefio ¢ infinitamente
grande no pueden concebirse sino aplicadas 4 una cantidad:
las palabras cero é infinito, al contrario, pueden muy bien
entenderse de una ¢ varias operaciones cuyos efectos se
destruyen 64 euyo término es imposible llegar, y asi se vé
que la condicion para que la expresion de una cantidad sea
cero O infinita no prejmzga nada sobre el modulo. Pero
cuando digo que quiero que una longitud sea infinitamen-
te pequefia 6 infinitamente grande, entonces fijo y deter-
mino, de manera que no queda lugar & dudas, que la idea
misma de longitud ha de admitir en sf las condiciones 4 que
haya que satisfacer, cualesquiera que sean por otra parte
las operaciones 4 que esta longitud pueda estar some-
tida.

Por haber confundido las expresiones que acabo de pre-
cisar se han introducido en la ciencia del edleulo numero-
sas incertidumbres: unas veces el signo de cero 6 del infi-
nito se ha de entender del ndmero, otras del médulo, y, ¢6-
mo la distincion no estd claramente establecida, ya porque
no se ha presentado con bastante lucidez al andlisis de la
razon, ya porque el hibito de prescindir de los médulos
no deja ver en el cileulo mas que nimeros, ha sucedido
que no siempre se¢ ha podido raciocinar de un modo cierto
sobre la verdadera naturaleza de los resultados obtenidos.

Recordemos aquf los principios que ya hemos tenido
ocasion de dar 4 conocer. ’’En la naturaleza nada hay
"grande, nada pequeiio, y estas palabras no pueden enten- :
»derse en un senfido enteramente absoluto. No conoce-
“mos de las cantidades sino las relaciones, Y, cualesquierd
Yque sean nuestros esfuerzos, nunca conseguiremos expresar
tamaio ninguno independientemente de otro tamaiio de s’
misma naturaleza.”
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Si esto es asi, y nadie podré disputar que uo lo sea, Jqué
pueden, pues, significar esas exprosiones "longitud infinita-
mente pequeiia,” "longitud infinitaments grande” con ca-
scter exelusivo ¥ absoluto?

Mientras me hablen de ung longitud mayor 6 menor
que otra, podré suponer que, permaneciendo invariable el
médulo por pequeiio que sea, la comparacion del médulo
con una longitud ha debido efectuarse llevando el médulo
siquiera con ia Imaginacion mas 6 menos veees sobre la lon-
gitud; pero siempre serd precisoal menos hacer este transpor-
te una vez, y entonces la longitud serd Pequefia, muy peque-
din si se quiere, bero nunca infinitamente pequenia.

Del mismo modo si el médulo es muy grande, 6 si el
nimero de veces que se le transporta es extremadamente
grande, la longitud que lo contenga podri ser muy grande,
Pero por mas que se haga nunca llegard 4 una longitud’
ifinitamente grande.

Esto nos ensefia, pues, que nunca podremos llegar 4 la
realizacion de una longitud snfinitaments pequeia & infini-
lamente grande, cualquiera que sea el estado del médulo de
las longitudes, & cualesquiera que fueren las operaciones
que haya que hacer con el médulo,

Sihay, pues, en geometria areo que pueda reputarse co-
mo longitud infinitamente pequeiia 6 longitud infinitamen-
te grande, no siendo ese Azao susceptible de expresarse con
¢l médulo de las longitudes, necesariamente seri menester
e para pasar deuna 4 otra de estas expresiones haya
tambio de médulo, desaparicion del médulo de las longi-
tudes y sustitucion de un nuevo médulo 4 este.

Quizi de un gran nimero de especies de cantidades se-
Tig eﬁbar&zoso decir & qué consideraciones nos arrastrarian
tos trinsitos de un médulo 4 otro: siempre habria que
hacer un estudio para cada especie, y sin duda surgirian
“onsideraciones dignas de meditacion. Pero, tratdndose de
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longitudes, la solucion de esta cuestion es faeil y se presen-
ta espontdneamente, porque gquién no vé, en’ efecto, que
enando el mdédulo de la longitud va disminuyendo progre-
sivamente hasta llegar al término en que nos es preciso
considerarlo como nulo, quién no vé que entonees se pre-
senta por si mismo el punto geométrico para sustituirse «l
médulo? ;Quién no advierte que asi podemos decir, né
que existen longitudes infinitamente pequefias, (lo que es
imposible) sino que la constitucion de los séres geométiicos
y su dependencia mitua es tal que nos es licito considerar
el punto como una longitud infinitamente pequefia? ;Quién
no distingue que apoyarse en semejante consideracion
cuando raciocinamos es seguir paso 4 paso el érden con
que ha procedido la naturaleza en sus multiples erea-
ciones?

Y, ademds, puesto que, por grande que sea el médulo,
una longitud infinitamente grande nunca podria realizarse
repitiendo el mddulo, no habrd medio de hacer inteligible
esta expresion sino suponiendo que el modulo mismo de
la longitud esel que se transforma en infinitamente gran-
de. Pero j& qué consideracion geométrica nos conduce se-
mejante suposicion? Aquirepetiré, como antes, que exis-
ten sin duda varias especies de cantidades acerca de las
cuales seria diffcil coneebir los efectos de semejante trans-
formacion; pero, tratandose de la longitud, esos efectos son
evidentes; pues si ¢l modulo se hace infinitamente grande
es porque consideramos larecta en toda su extension como
direccion indefinida.  Efectivamente esta cantidad, en tal
concepto, no terming nunca y no hay por consiguiente lon-
gitud finita que pueda realizar la definicion.

Ciertamente no dudo de que estas consecuencias sean
admitidas por todo el mundo, pues los algebristas hacen
un usgo diario de tales verdades. Pero seria dificil no re-
conocer que la consideracion de los médulos, esto es, de la
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naturaleza de la cantidad misma, podia solamente condu-
cir i la demostracion inmediata de ley tan fundamental
en geomctria,

¢Porqué hasta ahora han dominado las dudas en este
asunto? Porque en nuestros cileulos hemos querido re-
ferirlo todo al nimero, por estar habituados 4 fijarnos solo
en él enando interpretamos las expresiones algebraicas, sin
apreciar suficientemente 1a importancia de las considera-
ciones concretas acerca de ésas expresiones; de donde ha
resultado que, cuando nuestros raciocinios nos han eondu-
cido 4 esos limites extremos en que LAS CANTIDADES
dejan de existir, no hemos sabido leer en la expresion
algebraica de esas mismas cantidades mas que la evalua-
cion NUMERICA del cero y del infinito, lo que, ba-
Jo el mismo concepto numérieo, no dejaba en nuestra razon,
¥a que no en la prictica, al menos en teorfa, mas que Ia
idea ABSOLUTA de la nada 6 de lo imposible. Pero las
consideraciones concretas nos ensefian que esa idea de na-
da 6 de imposibilidad, que es, en efecto, una consceuencia
necesaria de las suposiciones extremas de que partimos, en
vez de ser admitida en un concepto absoluto, debe serlo
relativamente 4 la especie de cantidad de que se trate,
Asi habré disminucion hasta cero 6 aumento hasta el infi-
nito de la cantidad; pero, en vez de traducir exelusivaments
estas circunstancias por las palabras nada é imposible, ¥ pa-
Taver claramente todo lo que son susceptibles de expresar
segun los razonamientos que 4 ellos nos han conducido,
serd preciso investigar si 4 la cantidad que suponemos in-
finitamente pequefia viene naturalmente & sustituirse la
¢onsideracion de alguna otra cantidad, y si sucede lo mis-
mo en el caso de admitir que la cantidad se hace infinita-
mente grande.

Esto no excluye sin duda el caso en que la nada abso;uta
¥ la imposibilidad absoluta fuesen las solas consecuencias
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razonables de lo infinitamente pequefio 6 de lo infinita-
mente grande; pero aun esto hace ver que esos casos no
son los Gnicos que pueden existir, y que, donde el nimero
abstracto es insuficiente para indicarnos por si mismo una
solucion, las consideraciones coneretas podrin algunas ve-
ces revelarnos una § varias.

En fin, nuestro anélisis manifiesta que en el estudio de
las relaciones que unen entre silas varias obras de la crea-
cion, las consideraciones infinitesimales deben ser un po-
deroso medio de descubrimiento. Hace siglo vy medio que
esta verdad halla diariamente nueva confirmacion en nues-
tros calculos. Pero 4 mi parecer hasta ahora no se habia
demostrado, d, prior? y en general, que es una consecuencia
muy inmediata de las leyes constitutivas que en la natu-
raleza gobiernan las cosas que queremos someter 4 nues-
tras expeeulaciones.

—De la transformacion de elertos médulos en otrosy de los
infinitamente pequenos de distintos érdenes.

Si ahora dirigimos la atencion hécia las consideraciones
sobre los infinitamente pequefios, que erizan de dificulta-
des la introduccion al cileulo diferencial, creo que se
hallard en lo que pl'eceqc una primera aclaracion 4 algu-
nas de sus dificultades. Si se pregunta, por ejemplo,
"’ gexisten cantidades infinitamente pequefias?’ nadie vacila-
ri en responder que una cantidad yuede hacerse muy pe-
quefia, pero que mientras sea cantidad de la misma especie,
NUNCA se convertird en infinitamente pequefia; y asf
serd erréneo decir que una longitud, un tiempo, una fuer-
z4, pueden por sf y sin dejar de ser longitud, tiempo 6
fuerza, convertirse en infinitamente pequefiosy @ fortiori
cn infinitamente pequefios de primer 6rden, de segundo
orden, de tercero &e.
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Pero siempre habré razon para decir que hay en la na-
turaleza cantidades cuya constitucion, euya esencia es tal
que, con relacion d otras cantidades, pueden reputarse como
infinitamente pequefias del 1.0 2. y del 3.° 6rden.

Asi, (acabamos de verlo), el punto comparado con la
longitud es un infinitamente pequefio, como una longi-
tud cualquiera comparada con la recta indefinida es otro
infinitamente pequefio; y es fhcil ver, sin entrar con
este motivo en nuevas amplificaciones, que larecta indefi-
nida es de por si infinitamente pequefia eon relacion al pla-
no indefinido, y que, en fin, este es infinitamente peque-
iio con relacion al espacio. De donde se sigue que, bajan-
tlo la escala y yendo del espacio al punto, pasamos por una
serie de infinitamente pequeiios de diversos ordenes, siem-
pre COMPARADOS los unos con los otros.

Semejantes analogfas existirin, si nd en totalidad al me-

nos en parte, para otras clases de cantidades, y serd posible
concebir de nuevo en otro drden de cosas lo infinitamente
pequefio y lo infinitamente grande comparativamente.
; Asi, si reflexiono sobre la intensidad g de la ‘grave-
dad en la superficie de la tierra, y si la eomparo 4 la accion
atractiva moleeular de que es resultante, esta Gltima serd
infinitamente pequefia con relacion 4 g, y la presion que
comunicaria esta fuerza g & un punto material, seria lo
infinitamente pequefio de la presion & del peso que dd 4
un cuerpo de volimen finito. :

En el curso de esta obra, se precisard por completo lo
(jue estos ejemplos contuvieren aun de vago; pero por un
momento los he unido & los precedentes para hacer com-
Prender mejor que solo CAMBIANDO de médulo es po-
sible 4 nuestra inteligencia concebir lo infinitamente pe-

‘
4uedio y sus diferentes érdenes.

Porque la consideracion aislada ¢ incomparativa de una
sola y misma cantidad, no puede engendrar, ni lo infinita-
mente grande ni lo infinitamente pequefio.
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Cero ¢ infinito, hé aqui las operaciones que se destru-
yen en cuanto 4 sus cofectos 6 que no tienen fin: por una
parte negacion de longitud, per otra imposibilidad de
crearla ; pero enando pensamos en salir de la longitud,
cuando investigamos lo que podria reemplazarla, ya des-
truyendo el modulo, ya déndole una longitud infinita, en-
tonces se hallan séres geométricos, que vienen, por decirlo:
asf, personalmente 4 sustituirse 4 la longitud eliminada, pa-
ra dar una forma inteligible 4 los resultados de semejante
suposicion.

En una palabra, si no estd concedido al homhre tener
conciencia del énfinito absoluto le es dado no obstante rea-
lizar, ya en sus concepeiones, ya en sus obras el INFINI-
TO RELATIVO. Cuando estudiamos con detenimiento la
naturaleza en sus efectos no tardamos en percibir lo infinito
en casi todos ellos, por ser el medio casi exclusivo que para
producir emplea la naturaleza, siendo esta sin duda la ra-
zon de nuestra ignorancia sobre el mecanismo de los pro-
cedimientos que pone en juego. Pero nada nos impide
apreciar los resultados de esos procedimientos, ni distin-
guir, ya con la razon, ya con los sentidos, las propieda-
des de que gozan, ni por consiguiente en varias circuns=
tancias afirmar que, partiendo de wn resultado dado v
aplicandole la consideracion del infinito, iremos natural-
mente 4 otro resultado de antemano previsto. ¥

Por ahora no extenderé mis mis consideraciones sobre
el asunto, si bien no puedo dejar 4 un lado una impor-
tantisima observacion. >

Salta ya 4 la vista que la ciencia del céleulo se extien-
de por regiones inmensamente mas estensas de lo que en
un principio nos habiamos imaginado, pues, en efecto, hasta
ahora nuestras investigaciones nos habian hecho pensar
que no eran susceptibles de coirparAcroN mas que las can-
tidades de una misma especie, lo eual es el objeto del dl-
gebra,
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Pero, puesto que es posible Por una concepeion racional
pasar en ciertos casos de una especie 4 ofra, podemos ya
vislumbrar el vasto horizonte de recursos que esta ciencia
posee para efectuar ese transito, con tal de que haya siem-
pre entre las especies respectivas una trabazon que auxi-

lie la inteligencia al efeetuar la transformacion.

— Consecuencias relativas & los métodos de exposicion de los
principios del calenls diferencial é integral.

Lo que ahora es una esperanza, lo que todavia es una
duda, serd en breve certeza ¥ veremos pronto los dominios
y el objeto esencial del céleulo diferencial & integral.
Pero, edmo hasta este dia poco se ha ocupado nadie de los
médulos, y no habia sido suficientemente profundizada
la consideracion de las transformaciones de los unos en los
otros, ha resultado de aqui que no se ha podido dar un
paso en esta parte de la eiencia sin recurrir 4 lo que, en
el estado actual de las ideas, es ol equivalente de estas
transformaciones, esto es, 4 la consideracion de una misma
cantidad que se hace infinitamente grande é infinitamente .
pequeia. Tal es el orfgen de todas las oseuridades que
reinan aun en la exposicion del cilenlo infinitesimal, obs-
¢uridades que desaparecerdn completamente y serdn reem-
plazadas por un método de exposicion tan elaro como fcil
cuando se traiga 4 la cuestion lo que solo debe figurar en,
ella, la transformacion de log médulos.

Pero antes continuemeos examinando los diferentes es-

tados de una longitud.
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SECCION II

D¥ LA LONGITUD Y DE SUS DIFERENTES ESTADOS RESPECTO DE
LA DIRECCION.

— Bnunciado general de la cuestion.

Al considerar la longitud bajo el punto de vista de su
grandeza 6 de su pequefiez, creo que hemos llegado 4
obtener algunas ideas elaras sobre la naturaleza de las can-
tidades fraccionarias é irracionales y sobre la de las canti-
dades que, comparadas entre si, pueden ser tenidas por in-
finitamente pequefias § infinitamente grandes. Luego
hemos visto como, con tales ideas, se podia sind compren-
der, al menos admitir la existencia de los niimeros fraceio-
narios ¢é irracionales, y someterlos, en este estado, 4 los cal-
culos algebrdicos. Mas tarde veremos lo que son en es-
tos mismos edlculos las consideraciones de infinitamente
grande ¢ infinitamente pequefio. .

Ahora despojemos por un instante la longitud de su
propiedad de ser mas 6 menos grande, y no la considere
Mmos sino en su propiedad de ser aplicada segun la direc-
cion de tal 6 cual recta.

Pero para proceder siempre de lo simple & 1o compuesto,
imaginemos primero que no salimos de un mismo plano, y,
i fin de precisar mas la cuestion, supongamos que habien-
do trazado sobre este plano una linea indefinida MN, tomo
sobre esta linea un punto O, y que luego por este punto O
hago pasar una série de lineas rectas OP, 0Q, OR, 08.....
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Dada una longitud enalquiera OA puedo concebir que
esta longitud es llevada 4 partir del punto O, va sobre la
direccion ON, ya sobre la direccion OP, ya sobre la 0qQ,
ya, en fin, sobre cualquiera otra que pase por el punto 0: de
ahf resultan evidentemente una infinidad de diversos mo-
dos de existencia de la longitud OA en virtud de los cua-
les, esta longitud podré gozar de propiedades diversas se-
gun que sea llevada sobre direcciones diferentes unas de
otras.

En tal supuesto, si he elegido cierto médulo » para la lon-
gitud OA contada sobre ON, yendo de O hécia N, ¥y si
quiero distinguir estas de las otras longitudes OA segun
las diferentes direciones, haré uso para estas ltimas de
nuevos médulos que llamaré ¥, 3", 3”,... elc.

La cuestion importante que ahora habrd que resolver,
ser4 saber si estos nuevos modulos ¥, %", W, pueden, co-
mo lo hemos hecho presumir, expresarse por medio del
modulo primitive A, modificado por algun signo de opera-
cion 6 de expresion algebrdica.
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— Exdmen del caso particular de los dos modos de existencia
de la longitud opuestos uno & otro.

Pero, antes de ocuparnos de la solucion de este problema
bajo un punto de vista tan general, restrinjamos su enun-
ciacion y limitémonos, por el momento, 4 buscar qué clase
de modificaciones deberd experimentar el médulo 2 para
que, asi modificado, represente en flgebra, no ya las longi-
tudes OA llevadas sobre MN 4 partir del punto O con di-
receion hacia N, sino las que, llevadas sobré la misma li-
nea MN & partir del mismo punto O, se dirijan hécia M.

El problema se halla, pues, como se vé, restringido al
caso particular en que las dos direcciones que se estudian
estén sobre la misma recta, pero opuestas una 4 otra.

A fin de dirigirnos bien en ¢l modo de investigacion que
debemos seguir para resolver esta cuestion, procedamos 4
la discusion que debe preceder 4 la solucion de toda cues-
tion, esto es, al exdmen de las propiedades de que gozan

los datos.

gL_. -

(0 A T P

Cuando no me ocupo sino de las longitudes que partien-
do del punto O van todas dirigidas hicia N , advierto que,
dadas dos de estas longitudes cualesquiera que ellas sean,
OA y OB, si las agrego una 4 otra sumando OB con OA y
aplicando ‘el punto O de OB sobre ¢l punto A, llegaré asf &
nn nuevo punto C obteniendo una tercera longitud OC
mayor que cada una de las otras dos é igual 4 su suma.

Lo que acabo de decir de las longitudes dirigidas hécia
Ny comparadas entre si, podré decirlo ignalmente de las
longitudes OA y OB,
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dirigidas hdcia M, y comparadas entre s{ como las pri-
meras, de manera que estas observaciones son comunes 4
los dos casos aunque de direccion opuesta.

—Lrpresion de la ley que rije la oposicion en el modo de
existencia.

Pero no sucede lo mismo cuando se quieren comparar las
longitudes de la primera categoria con las de la segunda,
¥ entonees se observa que los resultados 4 que se llega
son esencialmente distintos del que acabamos de com-
probar,

A 0
AL T W I T

En efecto, si se supone que una de las dos longitudes
Precedentes OB es de la primera categoria y por consi-
guiente dirigida desde O hécia N, y silaotra longitud O A
¢5 de la segunda categorfa y dirigida desde O hécia M cuan-
do traslademos OA sobre OB de modo que coincidan, como
antes, el punto O con el punto B, entonces el punto A en
lugar de venir 4 ocupar la posicion €, primitivamente co-
locada tras el punto B 4 una distancia mas distante del pun-
to de partida que OB; este punto A, digo, vendra en virtud
de la direceion impresa g OA 4 colocarse en C entre O v B
4 una distancia del punto de partida mucho menor que OB,
de modo que el resultado de esta operacion serd mno dejar
subsistir de OB sino una parte, la parte OC.

Y por consiguiente, si las dos longitudes QA vy OB hu-
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biesen sido iguales, el punto € hubiera venido & eolocarsc
en el punto O coincidiendo con €l '

Hé aqui, pues, el cardcter distintivo que las dos direc-
ciones que consideramos dan 4 las longitudes que se apli-
can sobre ellas, porque cuando dos de estas cantidades son
iguales en cuanto 4 la longitud y se suman dgjando d cada
wn@ s DIRECCTON f el SENTIDO en que deben marchar en vivtud
de esta direceion nos encontramos, despues de hecha la suma,
en el mismo origen, esto es, en el punto de partida de la
primera longitud, lo que exije que la exprcsion de las
operaciones hechas asi sea cero.

Tal es la ley general 4 que dehen obedecer los datos del
problema.

Ahora bien, si & es el médulo de las longitudes de la
primera categorfa, y si ¥ es el de las longitudes de la
segunda, una longitud cualquiera dirigida hicia N, ten-
dra por expresion ax y una longitud cualguiera dirigida
hécia M se expresard por i,

Pero notemos que si entre los dos modulos & y &' existi
una diferencia, existe tambien algo comun, pues, en efecto,
estos dos moédulos, que difieren en cuanto 4 la direccion,
expresan uno y otro una longitud. Pero, tajo este nltimo
concepto, nada se opone 4 que yo admita que las dos lon-
gitudes que representan tienen el mismo valor absoluto, y
que su diferencia, designada hasta ahora en la escritura
por la acentuacion del segundo, consiste solo en que este
tiene mna direccion inversa de la del primero.

Siendo asf, y teniendo los médulos igualdad de’ longi-
tud, es evidente que enando dos longitudes sean iguales ¢
inversas una 4 otra si la una se representa por ai,
la otra lo serd por al’, puesto que el resultado de la ope-
racion del transporte de estos modulos, (el nimero a),
sobre sus lineas respectivas, serd el mismo ya se vaya
de izquierda 4 derecha, ya se camine de derecha @
izquierda.
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Esto supuesto, traduzeamos ahora al dlgebra la condi-
cion & que deben satisfacer los datos del problema; para 1o
cual serd necesario eseribir que si se suma con Ig longitud
ai la longitud g (por el cardcter de direccion que la
acentuacion representa) se debe obtener por resultado cero,
esto es,

el 4-a¥ =0,

En adelante podré, pues, tomar en consideracion en log
mismos ciloulos lag dos cantidades A y 2’ con tal de no
perder de vista que siempre que halle la suma al-+adk,
deberé en su lugar poner cero.

—MUodificacion en el médulo primitivo de las longitudes para
que exprese longitudes opuestas ¢ lus primeras.

Pero, como se vé, si no se introduce nada nuevo en la
cuestion y si nos paramos en este punto, no podrin supri-
mirse en la escritura algebriica usual y admitida los mé-
dulos A y ¥, ni trabajar solo con los nimeros que unidos
4 los médulos completan la expresion de las cantidades.
Serd preciso para prevenir los errores conservar siempre
estos modulos; ¥y asi, sabremos constantemente que @ A su-
mado con g X' debe dar cero §mo 2¢, como nos veriamos
obligados 4 escribir en cuanto los médulos no figurasen
Ya en los caleulos. ; ;

Ahora, para comprender hien lo que tengo que decir,
Supongamos que por un instante olvidamos todo lo que
hemos aprendido acerea de las cantidades positivas y ne-
gativas, y que nos colocamos en la humilde Posicion del
alumno que empieza el dlgebra y sabe solamente que el
signo + quiere decir afadir ¥y ¢l signo — quitar.

En este estado, el principio precedente, la ley conereta,
81 puedo expresarme asf, que representa los dos modos de

1.* Parye. 10
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¢xistencia opuestos de la longitud, esa ley, figurada por
la férmula
al+al = 0,

serd inexplicable en la teorfa del cdleulo; pues, segun las
ifleas desenvueltas en esta teorfa, nunca por medio de la
adicion podrd obtenerse un resultado nulo, nunca sumando
_ s¢ tendré cero.

Puesta asf la cuestion, y bien reconocida la dificultad,
podré hacer la signiente observacion: puesto que, conside-
rando las cosas concretamente, la suma de las dos expre-
‘siones ar y @) debe dar 0, ALGEBRATCAMENTE podré
obtener este mismo resultado si antes de todo cdleuloy des-
pues de haber reconocido la oposicion entre las dos expre-
siones, demuestro, por medio de una preparacion hecha so-
bre el médulo ¥, que este modulo, igual por otra parte i i en
cuanto 4 la significacion de la longitud, debe ser sustraido
constantemente en vez de ser sumado: lo eunal se indicaria
ficilmente haciendo preceder al médulo 2 el signo de la
sustraecion, y escribiendo —  en lugar de ¥

Por este medio satisfago & todas las exigencias de la
cuestion.

Primeramente establezco una diferencia clara y precisa
entre los dos médulos, condicion primordial que era nece-
sario llenar: en segundo lugar esa distincion deja ver con
ventaja que los dos modulos son de la misma longitud, pues-
to que el mismo signo los representa, y, en fin, esa misma
distincion es tal que en adelante, en todos los calculos arit-
méticos que haya que hacer con las dos longitudes que
tienen un modo opuesto de existencia, la condicion

ar4anN =10

se hallard siempre satisfecha de por st misma, porque en-
tonces a ¥ se cambia en— A repetido @ veces, 6 sea —ad,
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.
convirtiéndose Ia condicion en una verdadera identidad.
Resumamos, pues, diciendo que siempre que cantida-
des de ignal especie han de estudiarse en una misma
cuestion con dos modos de existencia opuestos, podremos
representarlas por un mismo médulo, salvo que ese solo
médulo en la expresion de una de ellas iri precedido del
signo de la sustraceion, 4 fin de indicar que, si s¢ quieren
aplicar las reglas ordinarias del edleulo 4 estas cantidades,
en vez de sumar habi4 que sustraer constantemente lgg
cuntidades marcadas con este signo.

—Interpretacion de las expresiones negativas.

¢ aquf, pues, una segunda aplicacion de nuestra ley
weneral, por la que vemos que las expresiones negativas
S0LO representan EL MODO de existencia de una cantidad
opuesto 4 otro. Hé aquf tambien ung segunda comproba-
cion de que, como digimos al principio de esta obra, las
modificaciones que debe experimentar el médulo primitivo
fle una cantidad para representarla en sus diversos esta-
“los, son susceptibles de expresarse por medio de ese médu-
lo acompanado de algun signo 6 expresion algebrdica, pu-
diendo asf el EFEero de estas modificaciones entrar desde
hiego en 1a expresion algebraica de las condiciones de un
Problema.

Séame ahora permitido detenerme un instante en algunas
vonsideraciones acerca de las cantidades positivas y nega-
tivas; pues, desde el punto de vista en que me hallo, todos
los hechos aislados de 1a ciencia del caleulo, hasta los que
Parecen mas independientes unos de otros, se me muestran
unidos entre sf por un lazo tan fntimo que no hay sepa-
racion posible entre los principios teéricos y los hechos
naturales,

El punto sobre el eual deseo insistir mas particularmente



en este momento es el siguiente: la naturaleza de los racioci-

nios que se acaban de leer sobre las longitudes positivas y

negativas estal que todos nuestros razonamientos, aunque
concretados 4 las longitudes, son generales y suseeptibles

de aplicarse & todas las cantidades en que se hayan reco-

nocido los dos modos de existencia opuestos.

Ahora bien, ypara hablar, pues, de un modo general, di-
remos con este motivo que la oposicion en el modo de
existencia entre dos cantidades se reconoce par el carde-
ter siguiente:

Dos cantidades entre las que existe esta oposicion que-
dan, cuando se suman, destruidas en lo que respecta &
aquel de sus efectos 6 estados que se. estudia 6 se consi-
dera en cada caso actual: mas claro: se destruyen por su
reunion & por su adicion MATERTAT y FISICA, ciando
egas cantidades, consideradas aisladamente, tienen el mismo
valor absoluto.

Asi, puesto que el movimiento que un peso colocado en
¢l plato de una balanza comunica 4 este instrumento en
derredor de un punto fijo se destruye con la adicion de un
peso igual al primero, pero colocado en el otro plato, diré
que los modos de existencia 6 de accion de esos dos pesos
son opuestos uno & otro.

Puesto que los fendmenos eléctricos producidos por un
cuerpo que posea cierta cantidad de electricidad vitrea se
destruyen y desaparecen ecompletamente cuando se afiade
4 este cuerpo una cantidad igual de fluido resinoso, diré
que los dos modos de existencia 6 de accion de estos dos
llamados fluidos sen epuestos uno 4 otro.

Puesto que en el fenémeno de las interferencias la cla-
ridad producida por un rayo luminoso se halla en ciertas
bandas destruida por la adicion de un rayo luminoso pro-
cedente del mismo origen que el primero, siendo por con-
siguiente igual 4 él, diré que los dos modos de existencia
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4 de accion de estos dos rayos son opuestos uno 4 otro.

De manera que se v4 sucesivamente salir de un mismo
principio y referirse 4 un mismo punto de partida la
existencia de todas esas cantidades que, en las diversas
ramas de las matematicas aplicadas, han debido & deberdn
un dia considerarse bajo los conceptos positivo y nega-
tivo.

Pero aqui se presenta una consideracion digna de toda
nuestra atencion:

Es evidente ¢ priori, y ya hemos tenido gran cuidado
de mencionarlo en l1a definicion precedente, que no son
las cantipapEes lo que debe destruirse y desaparecer con
su reunion, sino los Erreros que pueden producir y que
actualmente se estudian: lo que deja de produeirse por des-
truccion 6 compensacion es el efecto de cada una de dos
cantidades de accion opuesta, perolas cantidades no se
destruyen: las cantidades contintan subsistiendo.

Asi, acerca de las longitudes ¥ de sus direcciones debe-
mos decir que no son las longitudes propiamente dichas
ni los caminos que toman lo que desaparece: los efectos
de su traslacion 6 movimiento respecto del origen 6 punto
de partida es lo que se compensa. Y un mévil que
hubiera seguido las dos longitudes habria andado en
realidad, pero esta marcha, relativamente al punto de
partida, no hubiera producido nada.

Asi, los dos pesos iguales que se colocan en los platillos
de una balanza no se destruyen como pesos, pues, al con-
trario, obran con toda su doble energia sobre el punto de
apoyo que sostiene el instrumento; pero, anplado mutua-
mente el movimiento que cada uno imprime en su par-
ticular & la balanza, resulta de su reunion 6 de su existen-
¢ia simulténea el reposo del equilibrio.

De manera que, en el primer caso y atendiendo .a’. la
#raslacion definitiva, las dos longitudes son como si no
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hubiesen existido, mientras que, atendiendo al camino recor-
rido, hay que tener en cuenta 4 una y 4 otra.

En el segundo caso, atendiendo al movimiento de Ia ba-
lanza, el instrumento estd absolutamente en la misma si-
tuacion que si no tuviese pesos; mientras que, atendiendo 4
la estabilidad y & la resistencia del punto de apoyo 6 & la
traccion que experimenta, nos es preciso reconocer que este
punto estd sometido simultineamente 4 la doble aceion de
cada peso, la cual es tan importante y tan real, que, en
pasando de ciertos limites, arrancaria con violenta fractura
el mismo punto de apoyo.

Por lo demds, la observacion de que son los efectos y
né las cantidades lo que se destruye, parece vulgar en la
apariencia, y, sin embargo, aplicada al fenémeno de dptiea
que acabo de indicar, viene 4 confirmarlo que sabemos hoy
sobre el modo de trasmision de los fendmenos luminosos.

En efecto, es evidente que un rayo luminoso no puede
ser inmaterial; pero si este rayo es material segun el modo
de la emision, esto es, :i son corpiisculos lo que produce la
yision por la série no interrumpida de sus choques, nunea
se comprenderi que estos corpusculos, cualquiera que sea
su forma, cualesquiera que sean sus movimientos girato-
rios, puedan, hiriendo un objeto siempre en el mismo sen-
tido, destruir ni aun disminuir los efeetos de los choques
que producen, pues por el contrario esos efectos tendrin
que acrecentarse.

Esto nos conduce 4 pensar que la sustancia productora
de la vision, persistiendo siempre, debe moverse de tal ma-
nera que, en los fendémenos de las interferencias, las modi-
ficaciones que produce en la retina, se destruyan; de don-
de sacamos inmediatamente la consecuencia de que en un
mismo instante los rayos que producen el fenémeno deben
solicitar el 6rgano de la vista, el uno en cierta direccion y
el otro en una direccion opuesta; pues asf la retina queda-
ra en reposo y no habrd vision.
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No necesita mis ¢l fisico para vislumbrar n;ovimientok
vibratorios de un medio elistico y formular la teorfa de
las ondulaciones.

Procediendo por analogia con los fenémenos eléctricos
no se dird que los que llamamos fluido vitreo y fluido re-
sinoso se destruyen con su adicion 6 su reunion en un
mismo cuerpo; pero podemos pensar que lo que llamamos
electricidad vitrea no es mas que una fuerza con un medo
de existencia opuesto 4 lo que llamamos electricidad re-
sinosa, lo que no quita que esas fuerzas sean iguales y pro-
duzcan los mismos efectos cuando obran aisladamente sobre
suerpos inertes respeeto de ellas,

4Son las velocidades del éter iguales ¥ contrarias? ;0
bien variaciones ignales de dilatacion ¥ -de condensacion
del éter con relacion 4 cierto estado de densidad de es-
te fluido que, seria particular 4 cada GUerpo, y cuyo equi-
librio estaria interrumpido sin cesar por la accion de agen-
tes exteriores? 30, en fin, otros modos, otros estados fisicos,
desconocidos quizé aun, por los cuales se puede y se po-
drd concebir mas tarde que fuerzas iguales ¥ contrarias se
desarrollan en un medio elistico? Esto es lo que el
estado actual de nuestros conocimientos no permite deter-
winar. Pero, al menos, la existencia de estas fuerzas
iguales y contrarias, cualquiera que pueda ser su modo de
generacion, me parece incontestablemente demostrada, por-
que los fenémenos fundamentales satisfacen completamente
4 la ley general que rige la oposicion en el modo de exis-
teneia.

No dejaré este asunto sin consignar aun en algunas pa-
labras una observacion cuyas ‘ulteriores consecuencias me
parece han de ejercer un influjo incontestable en las
aplicaciones de la ciencia del cdlenlo al estudio de las leyes
¥ de los hechos naturales,

Si volvemos al ejemplo de la balanza solicitada por dos
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a5 pesos iguales y si, para mas sencillez, sustituimos & esta
balanza una polea por cuya garganta pase un cordon cu-
yos dos extremos sostengan los pesos en cuestion, el efecto
de cste sistema serd tal que en los céleulos y razonamien-
tos deberemos, considerado uno de ‘estos pesos como positi-
vo, mirar al otro como negativo, pero siempre teniendo en
cuenta el aparato sobre que obran.

Este aparato, realiza, pues, fisicamente la operacion arit-
mética llamada sustraceion y es evidente que aqui el OBJE-
T0 FISICO que llamamos polea, reemplaza al signo al-
gebrdico —.

Esta observacion tan natural, con motivo de un aparato
tan sencillo, corrobora el pensamiento, (que ampliaremos
aun) de que las operaciones del cileulo deben REPRE-
SENTAR LAS LEYES DE LAS RELACIONES FISI-
CAS bajo la influencia de las cuales nacen, crecen, y obran
las cantidades (nd los niimeros). La misma observacion
nos muestra que no es tan peco matemitico, como se pu-
diera creer 4 primera vista, introducir las relaciones fisi-
cas en las cuestiones de andlisis; y, en fin, nos conduce por
la via reefproca & la conclusion de que & su vez las férmu-
las algebraicas pueden REALIZARSE FISICAMENTE
por aparatos 6 por maquinas, como algunos lo han em-
prendido ya.

Pero importa notar que mientras que la ciencia aritmé-
tica no ofrece sino medios MUY LIMITADOS para eje-
cutar los cileulos que indican las férmulas, no sucede lo
mismo con los PROCEDIMIENTOS QUE LA NATU-
RALEZA pone 4 nuestra disposicion y que pueden variar
al infinito. Para presentar un ejemplo muy sencillo, ¢i-

taré la division, que en los polipastos resulta de una série de”
sustracciones, y en el plano inclinado aparece de una vez.

Estas conaideraciones engrandecen y ensanchan la orbita
de las investigaciones 4 que puede consagrarse la inteli-

"
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gencia humana para SUSTITUIR A LOS CALCULOS
PROCEDIMIENTOS FISICOS. Y, en efecto, basta ha-
her observado que las mismas formas algebriicas se aplican
al estudio de las longitudes, de los pesos, de la luz, de la
eleetricidad &e., para concluir que no son solo los apara-
tos dindmicos los susceptibles de gjecutar cdleulos, sino que
no hay quizd una sola rama de las ciencias que no pueda
un dia regalar al hombre sy contingente de utilidad. {Noha
sucedido, por ejemplo, que donde los procedimientos ordi-
narios de la geometria y de la arcometria son insuficientes
para dar & conocer con exactitud el déhil espesor de ciertas
capas y de las diferencias de densidad en log gases, las cuales
se pudieran reputar como infinitesimales, no hasucedido que
los procedimientos épticos han venido 4 sustituirse 4 los
antiguos, introduciendo en las determinaciones obtenidas
una precision casi igual 4 la que solo el edleulo hubiera
podido suministrar?

— Observaciones sobre el paso de esta primera parte de nues-
tros estudios d la siguiente.

Mis reflexiones hasta ahora habrin podido purecer de un
interés secundario, porque, aun cuando contribuyan 4 dar
mas claridad y precision 4 eciertas doctrinas, como estas
doetrinas eran ya eonocidas y aplicadas diariamente, no
Podian revelar nada absolutamente nuevo; pero no sucede-
rd lo mismo con lo que tiene que seguir, y el interés de
curiosidad que los hombres prestan 4 la revelacion de todo
lo que ha sido hasta el dia misterioso, incomprensible &
inexplicado quizd dé mas valor 4 la segunda parte de mi
trabajo.

Sin embargo (tan grande es la fuerza de la preocupa-
cion en todos los dnimos) no causard poea sorpresa saber

1€, en su origen, lo que primeramente deseubrf y lo que
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me ofrecid mas facilidades fué la interpretacion de las ex-
presiones imaginarias; y que, dado aquel primer paso, me
fué dable interpretar las expresiones negativas, despues lus
espresiones fraccionarias é irracionales, y, en fin, las expre-
siones de los infinitamente grandes ¢ infinitamente pequefios.

Y aunque ahora la inteligencia de mis ideas sea mus
clara y mas sencilla para todos, por el resultado mismo de
mis observaciones, quizd haya personas que presten ficil-
mente aquiescencia 4 mis consideraciones sobre los médu-
los y sus modifieaciones para la interprefacion de las ex-
presiones imaginarias y tambien para la de las cantidades
infinitamente pequefias ¢ infinitamente grandes, y se nie-
guen & prestarla 4 la interpretacion de las.expresiones ne-
gativas y con mayor razon & la delas fraccionarias, pre-
testando que se sabe desde hace mucho tiempo lo que son
estas tltimas, acerca de las cuales no hay por qué hacer
innovacion ninguna.

La fatal tendencia & que aludo, y cuyos efectos temo en
algunas personas, he tenido que empezar por combatirla
en mi mismo; pues yo tenia, como todo el mundo, las mis-
mas preocupaciones, contra las cuales mis primeras dudas
solo pudieron lucharmuy flojamente, por lo que no me de-
terminé 4 sacrificarlas hasta que la verdad me parecié ex-
plicarse con acentos tan poderosos y tan irrvesistibles que
conservar mas tiempo la vacilacion habria sido querer per-
manecer & sabiendas en el error.

81 yo hubiese sido duefio de escojer para mi trabajo ¢l
modo de exposicion que hubiera querido, no habria titu-
beado en darle principio explicando primeramente todo
lo nuevo que tengo que decir sobre las expresiones imagi-
narias, y, entrando asi en un terreno tan misterioso, tan
interesante y tan poco explotado hasta ahora, habria podi-
do llevar al lector por el camino que me hubiera parecido
conveniente, y, como de ello no le habia de resultar con-
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trariedad ninguna en sus hébitos, no hubiera vacilado cn
marchar conmigo confiadamente por el nuevo camino que
le trazaba.

Pero si este modo de exposicion presentaba ventaja 4 la
persona del autor, ofrecia para el objeto cientifico grandex
inconvenientes, por lo cual, tuve que renunciar 4 ¢él,
resigndndome 4 representar el papel de reformador, que es-
td erizado de dificultades, en vez de ¢l de novador, que
no es ni con mucho tan expuesto.

Estas observaciones podrin servir de excusa 4 algumas
amplificaciones quizd largas en lo que precede, si bien
cuandoe las ideas que presento sean generalmente adoptadas
por verdaderas, su exposicion se har dentro de algunos afios
en poquisimas lineas, suprimiéndose muchas cosas de este
escrito que actualmente me han parecido, siné indispensa-
bles, al menos muy ttiles para hacer admisibles mis nue-
© vas ideas.

~ Kdmen del caso particular de los dos modos de existencia
de la longitud perpendicular d otra.

El método en este estudio, como en los precedentes,
consistird en indagar el carfcter esencial de los dos esta-
dos de que nos ocupamos y que los distingue de todos lox
demds: en una palabra, serd preciso encontrar la enuncia-
cion algebriica si es que existe de la perpendicularidad.

P
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8i O es siempre el punto de partida de todas las longi-
tudes que estudiamos, y si OA 6 @2 es una longitud si-
tuada sobre ON, serd menester, para obtener esta misma
longitud sobre OP, perpendicular 4 ON, ejecutar primero
ciertas operaciones geométricas, por medio de las cuales tra-
zaremos la DIRECCION de OP, y, determinada y fijaya
esa direccion, llevaremos sobre OP, partiendo siempre de O,
el médulo a un ndmero de veces igual 4 a.

Ahora, tratemos de saber si existe una modificacion de
x (que interinamente vepresentaré por ¥) tal que a )’ exprese
que la longitud OA debe considerarse como existente enla
perpendicular OP en vez de existir en ON; esto es, (para
volver 4 unaidea expresada varias veces en esta obra), tra-
temos deaveriguar si hay una OPERACION ALGEBRAI-
CA QUE REPRESENTE LA OPERACION GEOME-
TRICA por medio de la cual se pasa de un estado primi-
tivo de direccion alestado perpendicular.

En la incertidumbre en que me hallo con este
motivo podria inventar para esta representacion, tal co-
mo acaho de definirla, un signo cualquiera, con el cual dis-
tinguiriamos & 2, y por este medio diferenciarfamos las pri-
meras longitudes situadas sobre ON de las que estdn si-
tuadas sobre su perpendicular OP.

Pero algebraicamente este invento no adelantaria nada
la cuestion, puesto que con signo tan arbitrariamente esco-
gido, y desconocido en dlgebra, no podriamos efectnar nin-
guna operacion algebriica.

La ciencia del céleulo nada ganaria con lo que nos pro-
ponfamos, si la modificacion de que se trata no era de na-
turaleza algebraiea; porque no depende de nosotros que sea
6 n6 asf. Esta propiedad es inherente 4 la naturaleza de
las cosas, ha sido ereada con ellas, y lo dnico que nos que-
da que hacer es ver si hay un medio de investigacion pro-
pio para darnos & conocer la verdad sobre este hecho.
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Mas si es posible que el nuevo médulo Y no sea otra
cosa que A MODIFICADO ALGEBRAICAMENTE, siem-
pre podremos admitir que el tal modificador algebriico
serd un cierto factor desconoeido P, Y eseribir por consi-
guiente )= p quedindonos siempre que descubrir,
si es posible, lo que puede ser ese p algebriico y descono-
cido.

Sentado esto, marchemos adelante en nuestra investiga-
cion que quizé demos con algo algebriico que represente
la perpendicularidad.

—Tnvestigacion de la ley de la perpendicularidad.

Ante todo, observo que es propio de la perpendiculari-
dad y que este cardcter no pertenece sino 4 ella, que &i -
ahora hago sobre OP, y en el mismo orden, las mismas
operaciones que he hecho al principio sobre ON, iré 4
parar exactamente sobre la diveccion OM opuesta 4 ON.

Hé¢ aqui, pues, un hecho, una relacion geométrica que
une entre sf estas tres direcciones; tal es el principio geo-
métrico de la perpendicalaridad. Veamos lo que dice el
algebra de é1.

Pero si la multiplicacion del médulo primitivo » perte-
nece 4 una direccion que por otra parte puede ser cual-
quiera; si la mult{plicaciun de este médulo por P debe te-
Aier por objeto expresar que la direccion no se refiere ya’
4 la linea primitivamente escogida, sino 4 su perpendicu-
lar, se deduce que, no faltando 4 las preseripciones de este
Principio, y aplicandolo al nuevo médulo 2 p, esto es, 4 la
direccion OP, ¥, por consiguiente, multiplicando este mé-
dulo por p, lo que dard 2 p?, se obtendri el médulo delas
longitudes perpendiculares & OP, las cuales resultan de la
Tepeticion sobre OP de las mismas operaciones que se ha-
bian hecho sobre ON, practicadas exactamente en el mismo

drden,
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Ahora bien, geométricamente esto me hace volver & OM;
pero ya he probado que el mbdulo de las longitudes que
estan situadas sobre OM debe, relativamente al modulo &,
estar representado por — 2; luego al fin la ley de la per-
pendicularidad exije que se tenga— A = A p?, ¥ como es-
to debe acontecer cualquiera que sea el modulo A que se
escoja, se deducird de agui que p debe ser ignal 4 4= V7 1.

En cuanto al doble signo lo hemos introducido por no
faltar & los usos algebriicos. (1)

Pero es evidente que, limiténdonos al caso partieular gue
nos ocupa, como sabemos de antemano que no hemos in-
troducide en la cuestion al factor p con cl signo de la sus-
traccion, resultara que p debe ser igual & -|- V=4 &
hien & vV —1.

Pero, como estd en la naturaleza del razonamiento que
hemos empleado, hacernos llegar al mismo resultado final
— ) =1p*, sea que tomemos & p con el signo — 6 con el
signo 4, no es de admirar que la solucion obtenida se pre-
sente con estos dos signos.

Por otra parte ficil es de ver & qué corresponde el se-
gundo signo: lo que ya sabemos sobre los dos modos de

(1) Lo que hay de notable, y esta verdad serd suficientemente
demostrada en la segunda parte de esta obra, es que la regla ordi-
_naria de los signos para los mendmios no es racionalmente aplica-
" hle sino al ‘easo que nos ocupa, 4 la consideracion de las direceio-
nes, y de ningun modo al tamafio de las cantidades; y, como esta
distineion bajo el punto de vista tedrico nunca se ha expresado
claramente, resulta, que respecto 4 este particular todos nuestros
métodos de exposicion carecen de precision: en el eapitulo siguien-
te se verd otra conclusion de la misma clase. Algunos antores de
elementos han reconocido la insuficiencia de las demostraciones
ordinarias de la regla de los signos para lo que se califica de can-
tidades aisladas, dando en ello prueba de gran discernimiento. En
realidad la regla de los signos no es aplicable sino 4 las direccio-
nes; y es una inutilidad, cuando no un vicio, querer generalizarla,
¥y continnar aplicindola & las cuestiones en’ que solo entra en
juego la consideracion de los tamafios.
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vxi.atunci;r.. opuestos bastaria para hacernos ver ¢ Priori, que
4 ) V=1 es el médulo de las longitudes sitnadas sobre
OP, — 2 V=7 debe ser el de las longitudes opuestas
4 esta, y por consiguiente situadas sobre OQ, prolongacion
de la perpendicular por debajo de MN. Pero ¢l racioci-
nio directo conduce tambien 4 este resultado; porque, en
clecto, si, como lo hemos indicado, p representa la reunion
de las operaciones geométricas que hay que hacer para
obtener OP, es evidente que, dando 4 estas operaciones un
modo de existencia 6 de aceion inverso del Precedente con
relacion 4 la linea ON, obtendré 0Q. Ahora, puesto que
este es un modo inverso del primero, deberi representarse
por — p estindolo el primero por ; de donde se si gue que el
médulo relativo 4 0Q serd —» p; despues, repitiendo sobre
0Q las mismas operaciones — p que he hecho sobre ON, ten-
dré pormédulo de la nueva direceion obtenida— PXR—1p
03.7°; pero esta nueva direccion es OM, cuyo médulo
€5 —A: por tanto, se tendrd, como antes, — ) — Prny,
como sé que p se ha empleado en el razonamiento con el
signo — , deduciré de aqui P =— V=: 1o cual demues-
fra de nuevo que el médulo de las longitudes contadas so-
hre 0Q debe ser — V/—1.

Hé aqui completamente resuelto €l problema que nos
Propusimos, y esta solucion viene de nuevo 4 confirmar
triunfalmente nuestra ley general: en la ciencia del caleu-
lo, las formas ¢ expresiones algebriicas, incomprensibles
sobre los niimeros abstractos, son algunas veces suscepti-
bles de interpretacion clara ¥ precisa cuando se pasa 4 la
consideracion de las cantidades coneretas.
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—_Mcétodo de investigacion que me condujo la primera ves d
la representacion algebrdica de lo ley de la perpendicula-
ridad.

He dicho que, al empezar mis investigaciones sobre el
objeto de esta memoria, se me ocurrié ante todo la inter-
pretacion de las expresiones imaginarias; pero, como la de-
mostracion que se acaba de leer parece una consecuenci
de la Jey general enunciada, y que por consiguiente la in-
terpretacion de las expresiones imaginarias no ha podido
ceurrirseme sino despucs de desenbierta la ley, ¥ como,
ademds, en la demostracion me apoyo en lo que ya se ha
demostrado con motivo de las cantidades negativas, se po-
dria creer, contra lo que he anunciado, que lo relativod lx
interpretacion de las negativas debié preceder & la inter-
pretacion de las imaginarias.

Todo esto seria cierto, si la demostracion qite acabo de
hacer fuese realmente la que me condujo 4 la interpreta-
cion, y si por el contrario no hubiese venido despues; pere
solo tras haber meditadolargo tiempo sobre las consecuen-
cias de este primer descubrimiento, fué cnando se me pa-
tentizd la importancia de la consideracion de los modulos,
y cuando se presentd 4 mi espiritu la enunciacion de la
ley general que he dado & conocer, resultando de todo un
conjunto de consideraciones, ligadas & un principio gene-
ral, del cual posteriormente he conseguido sacarlo todo-
Pero al prineipio procedi de otro modo, y, como este punto
es de una importancia incontestable, creo que no serd int-
til exponer aqui ¢l edmo, sin ninguna consideracion refe-
rente 4 la ley de los médulos, llegué en su origen & descu-
brir la significacion del signo V'—1.

Hé aqui lo que en el mes de Abril de 1839 escribia con
este motivo:




—161—

N

=)
L
B

""Voy 4 examinar qué sucederd en eléngulo recto AOB
por causa de las miltiples direcciones que una linea, tirada
por el punto 0, pueda tomar en este 4ngulo.

"Imaginemos que una linea, que designaré por a, se
aplica sobre OA 4 partir del punto 0, y que, sin dejar de
tener su punto de partida en O, gira, elevindose, sobre
04 tomando asf todas las posiciones posibles entre O A vy OB.

"Esta lfnea, en cuanto 4 su longitnd, se representars
siempre algebrdicamente Por @; pero jebmo dar una idea de
8us diversas posiciones? Tal es ¢l problema que me pro-
Pongo resolver, |

”Ahora bien: sea OC una de csas posiciones: observo que
enbajando del punto Cuna perpendicular CP, sise me die-
sen OP y CP, me seria muy fAcil obtener el punto C, y por
consiguiente conocer 0C, nosolo ensulongitud sino tambien
€D su posicion eon respecto al punto O y 4 la linea OA.

"Para esto seria preciso, llevar 4 partir del punto O so-
bre 04, 1a longitud OP, elevaren Psobre OA una perpen-
dicular, y tomar sobre esta perpendicular, 4 partir de sy
Dié, la distancia PC; este procedimiento conduciria al pun-
to C sin poder nunea dar ofro punto diferente del C.

"Pero puede esto escribirse algebraicamente? ;Puede ex.-
Presarse todo esto con los solos signos del dlgebra, y eje-
eutar con resultados exactos las operaciones algehriicas

1.* pARTE 11
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ordinarias sobre la expresion obtenida de este modo de la
longitud @ y de su direccion?

" A primera vista parece que esta cuestion ha de ser re-
suelta negativamente. ;

"n efecto, si para expresar estas operaciones geométri-
cas que me dan el punto C, quisieso escribir que 0C es
igual 4 OP + PC, con csta expresion llegaria al punto P
sobre la linea OA; pero llegado 4 este punto nada me in-
dicaria en la expresion anterior que PC, debe ser llevado
perpendicularmente & OA; y, por tanto, no podria ha-
cer mas que afiadirlo & OF & continuacion del punto P
obteniendo asf una longitud OP, sobre OA, que de ningun
modo ser4 la misma que quiero representar, ni en lo que
concierne 4 la ToNerrup nien lo quelrespecta i la PosICION.

”Sin embargo, me eslicito hacerlaobservacion de que, sid
Ja cantidad PC agregase un signo particular destinado 4 in-
dicar que la direccion de PC debe ser perpendicular & OA,
por causa de este signo-la expresion OP + PC, tomaria el
cardcter que quiero darle, representando asf fielmente las
operaciones geométricas que es preciso cjecutar para lle-
gar de O 4 C.

"8 al efecto invento el signo l, entonces la expresion
OP + PC (perpendicular & OP) seréd

oP + T¢ |

"o que quiere decir que PC debe medirse 4 partir del
punto P, no ya sobre la linea OA en la prolongacion de oPp,
sino perpendicularmente & OA.

"H§ aqui sin duda un convenio al cual nada se opone
y de que podremos servirnos -en las investigaciones geo-
métricas; pero, si by ¢ son las longitudes de OP y de PC,
la expresion

b+
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1o representard yanada algebriico, puesto que no sabemos

4le ninguna manera lo que en 4lgebra priede significar el

signo l i ¥ entonces, jeémo aplicar 4 una cantidad afectada
con este signo las consideraciones de la ciencia del c4l-

_culo?

"’ Asi, inventando un sfmholo particular para Ia perpen-
dicularidad, podemos indicar 4 la vista, en la escritura or-
dinaria esa direccion especial de una linea con respecto 4
otra; pero nos sers imposible aplicar esos stmbolos 4 los
caleulos algebriicos.

’Yeamos, pues, si adelantando en nuestras investigacio-
nes conseguimos realizar lo que hasta ahora no pasa de
un deseo.

"’Por de pronto veo que, siendo arbitraria la direccion
(ue he tomado para la linea OC, podré representar todas
estas direcciones por medio de las longitudes & y ¢ ¥ del
signo de la perpendicularidad. Siendo suficiente este (l-
timo signo para expresarlo todo, ocupémonos tinicamente
de su investigacion. :

Pero para conocer entre todos los sfmbolos el que serd
mas 4 propésito, nos conviene antes conocer bien la ley
del principio cuyo representante ha de ser este sfmbolo.

"Estudiemos, pues, la ley fundamental de Ia perpendi-

eularidad.
B

o
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»Para esto, tomese 4 partir.del punto O una longitud »
que llegue hasta P, elévese en P una perpendicular PC cu-
ya longxt;ud sea u, y en C sobre OP elévese otra CD que
corte 4 OB en D.

"Fs sabido en geometria que ejecutada esta figura
(siendo por otra parte el dngulo en O recto), las dos lon-
gitudes CD y DO son respectivamente iguales &4 OP y PC
6 & A y p; y no solamente estos hechos son consecuencias
de la perpendicularidad, sino que son su PROPTEDAD
EXCLUSIVA, de manera que cualquier otra direccion
distinta ‘de la perpendicular no daria 4 la vez CD = &
y DO = u.

"Esta figura expresa, pues, la ley 'fundamental de la
perpendicularidad; veamos como podremos representarla al-
gebraicamente.

PC 6 p, siendo perpendiculard OA, podra representarse
segun nuestro convenio por g |,

"’Siendo el mismo CD perpendicular 4 PC, que estd repre-
sentado por p |, serd preciso, segun nuestro propio conve-
nio, cubrir & CD 6 4 A dosveees con el signo de la perpendi-
cularidad y entonces CD se representaré por?r i

"’Pero, despues de haber sumado por via de perpendicu-
laridad las tres longitudes OP, PC, CD, 1rreo cromE-
TRICAMENTE al punto D, al cual habria directamen-
te llegado tomando la longitud perpendicular OD & u |,

"Segun esto podemos, pues, decir que la ley fisica “del
principio de la perpendicularidad exije que se obtenga al-

gebraicamente
A??Lfﬁ

& bien, puesto que p ' figura en los dos miembros,

=]

'A+An=&
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"Pero esta ley, expresada por una ecuacion en que los
signos algebriicos + ¥ = estén combinadys Con un signo
convencional que hasta ahora o representa operacion nin-
guna de céleulo, es absolutamente incomprensible en ilge-
bra, porque no indica operaciones ALGEBRAICAMENTE
ETECUTABLES sobre 3.

"¢Perono pudiéramos hacerle adquirir de algun modo
esta propiedad?

VAl efecto, 1o mas natural es investigar si existe algun
factor algebriico que modificando una longitud cualquie-
Ta 2, pueda hacer de la expresion de ests longitud asf
modificada, y sustituida en la ley escrita de 1a Perpendicus
laridad, una formula VERDADERAMENTE ALGE-
BRAICA, esto es, unaidentidad.

”Ahora bien, si pes ese factor, A se representard por ip

?TU por 2 pt,
"La ley de la perpendicularidad sera, pues,

A-Ap =0,
6 bien
St =0;
Y» como A no puede ser nulo, puesto que es un valor cual-
quiera, se tendrd
: 142 =0,

== V.

""Luego hay una expresion algebraica, y esa expresion es
V=1, que hace que Ia ley en cuestion deje de quedar en
¢l dominio de los simbolos convencionales, entrando asf en
el terreno del algebra. g

"’Hay, pues, una operacion algebrdica, representacion EN
EL CALCULO de Ia operacion que consiste EN GEOME-

de donde
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TRIA en elevar una perpendicular 4 una linea, asi como
en 1a misma 4lgebra hay operaciones que reemplazan 4 la
de afiadir 6 quitar sobre una misma linea una longitud 4
otra, 6 como tambien hay en dlgebra otra operacion que
expresa la que se ejecuta en geometria cuando se lleva
varias veces & continuacion una de otra la misma lon-
gitud.”

Hé aqui por qué medio llegué 4 convencerme en un
principio de que V/—T era el simbolo algebréico dela per-
pendicularidad geométrica. En esta demostracion no fi-
guran mis ideas respecto de los médulos, y se vé que no
tuve neeesidad de considerar en las cantidades los dos mo-
dos opuestos de existencia.

Pero este procedimiento, aunque rigoroso en si mismo,
estd lejos 4 mis ojos de ser tan filoséfico como el que he
expuesto al principio, porque este no es ya sino un caso
particular de un método general y fecundo, del que debe
resultar no solo lo que es relativo 4 un modo particular de
existencia de una misma cantidad, sino ademds lo que se
refiere al conjunto general de todos los modos de existen-
cia posibles; que es lo que vamos 4 continuar exponiendo.

— Exdmen del caso particular de los dos modos de cxistencia
de la longttud cuando forma con otraun dngulo cualquiera ete.

En este nuevo exdmen, como en los que le han precedi-
do, empezaremos por estudiar las diversas relaciones geo-
métricas que existen entre los dates de la cuestion, y solo
nos quedaré que examinar si el dlgebra nos d4 los medios
de expresar analiticamente estas mismas relaciones.
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B
/P//
For ot
0. i
i A

Sea OA la direceion que tomamos por origen de partida,

¥ OB una direccion que forme con la precedente un 4n-
gulo e. :
Si de un punto eualouiera P de la direccion OB baja-
mos una perpendicular PP’ sobre OA, serd nn hecho geo-
métrico patente que las dos lineas OP’ y PP sumadas,
teniendo en cuenta tanto sus longitudes como sus DIREC-
CIONES, conduciran al punto P, al cual se hubiera lle-
gado directamente siguiendo la longitud OP, 6 sca, ca-
minando sobre OB, cuya inclinacion y posicion respec-
to de OA conocemos por estar dado ¢l Angulo «.

Ya sabemos que por ser la direccion P'P perpendicular
4 la OA es necesario que la expresion de la longitud PP
vaya acompaiiada del factor algebrdico V' —1, de modo que
el camino OP'P tiene por expresion analitica

OP' 4+PP v—I.

Escribamos, pues, que esta expresion es igual 4la que
debe servir para representar la distancia 6 longitud OP
tomada sobre OB. :

En el estado de incertidumbre en que nos encontramos
sobre la forma analitica que debe servir para representar
la direccion OB respecto de la OA, admitamos por un
instante, como lo hemos practicado en las antecedentes in-
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vestigaciones, que esta forma consiste en cierto factor des-
conocido, que representaremos por p; y en consecuencia
OP quedari representado, tanto en longitud como en direc-
cion, por el producto algebriico OP X p.

Deberemos, pues, obtener en virtud de las precedentes
observaciones.

OP X p=0P'+PP v=—i,
ecuacion de la que sacaremos

A
P 0P+OP"

Tal es el valor de p: tal es, pues, la forma de la expre-
sion analitica que se puede.llamar el coeficiente de direc-
cion de una linea que forma un dngulo « con OA.

Racionalmente hablando, puesto que esta forma debe,
en las investigaciones algebrdicas, representar la direccion
‘de la linea OB, es evidente que debe convenir 4 todos
los puntos de esta linea, y, por consiguiente, no depender
de la consideracion particular de uno de sus puntos P.

Y ese precisamente es el cardcter propio de la expresion
anterior, pues si el punto P figura en ella solo es en apa-
riencia. En efecto, es otra verdad geométrica, dependiente
de la naturaleza de la linea recta y del dngulo, que las

: 0P PR wiin 5
relaciones op ¥ op Son invariables cualquiera que
sea el punto P que se haya tomado sobre OB, de tal modo
que, representando, como es costumbre hacerlo, los valores
constantes de estas relaciones por cos @ y sin «, resulta
definitivamente

p=1008 & 4 V' sin «,

forma bajo la cual se pone de manifiesto la independencia
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del valor de p con relacion al punto P, 6 4 cualquier otro
de la direccion OB,

Queda, pues, demostrado que las direcciones de las ree-
tas, unas con respecto 4 otras, tienen una expresion anali-
tica, de tal manera que sirviéndonos de esta expresion po-
drin someterse esas direcciones al cdleulo con la misma
facilidad que se someten 4 &1 1as longitudes representadas
por los nimeros. 8e vé tambien que en estos cileulos se
podré, eomo practicamos en geometria, hacer 4 la vez sobre

“las longitudes ¥ las direcciones toda clase de investiga-
cion; pues que la expresion maltiple

7 (oS @ - V—T sin «)

designa simultdneamente una linea euya longitud es ¥
que forma un éngulo « con la direccion tomada por linea
de partida.

Detengdmonos un instante 4 reflexionar sobre los hechos
notables que se desprenden de los principios que acabamos
de establecer. : 5

—Logaritmos eireulares.

Las investigaciones analiticas hechas desde Euler han
confirmado la identidad que existe entre las dos expresio-
nes e V=1, v 008 o 4~ N =1 8in z. - Pero shora que sa-
bemos que una de estas expresiones, cos « + V—ising,
Tepresenta en geometrfa la direccion de una linea que for-
ma con la tomada por orfgen de partida un angulo «, la
écuacion siguiente

COS a4 V—] sing=—e* V-1

que, hasta este dia, no ha sido otra cosa mas que una es-
pecie de simbolo, viene 4 ser una extension muy natural
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de los conocimientos debidos 4 la teorfa logaritmica.

En efecto, ;qué es el logaritmo de una cantidad? B"I_]O
¢l punto de vista mas general, es el lugar que ocuparia
segun su tamafio esta cantidad en una progrcsmn en - que
todas las cantidades de la misma especie se hallasen dis-
puestas segun el érden de su desarrollo.

Pero si por analogia queremos hacer la aplicacion de
esta idea primitiva 4 las direcciones, reconoceremos que al
desenvolyerse forman en derredor de un punto fijo una sé-
rie que abraza toda la circunferencia al rededor de este
punto. De manera que tomada una de ellas por linea de
partida, cl lugar de cada una de las otras podré contarse
por el arco de circunferencia que intercepta d partir de
la primera, 6, en otros términos, por el dngulo que forman
entre i, Pudiéramos establecer como prineipio, segun la
observacion precedente, que el angulo es el logaritmo dela
direccion; y hé aqui porqué el andlisis, en su rigorosalé-
gica, confirmando de antemano esta verdad, y cuando los
gebmetras no sabian aun que cos« —+ V—1 sin« es la
expresion analitica de las direcciones, habia igualado es-
ta expresion 4 una exponencial del dngulo.

Mucho me alejaria de mi objeto si hubiese de seguir es-
te pensamiento en toda su extension, porque es nada menos
que el gérmen de los logaritmos que pudieran amarse
circulares, y porque irfamos 4 parar 4 las mas unportantes
cuestiones de la teorfa de los ntimeros, sobre las que arroja
una claridad inesperada.

— Aplicacion d la teoria de los nivmeros.

Con pocas palabras daré & entender la importancia de
esta ltima asercion.

8i un ndmero X es primo con ¢ y si se dividen sucesiva-
mente todos los multiplos de X comprendidos entre Ky
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(¢ —1) X por el niimero @, se tendri constantemente un
residuo: estos residuos marchardn en progresion por difo-
rencia, pero la progresion serd cireular, y hé aqui como
se debe entender este particular. Se dividivd una eircun-
ferencia en @ puntos de division y se pondrin sucesivi-
mente sobre esos puntos todos los ndmeros desde 1 hasta «
inclusive. Hecho esto, para contar todo el largo de la cir-
cunferencia en progresion por diferencia es menester sal-
var el mismo niimero de divisiones. .
Si, por ejemplo, se toma para este ntmero el valor del

residuo de la primera division — ¥ se hace uso de €l 4

partir del punto marcado «, se obtendrén asi sucesivamentec
y en el orden en que estin presentados los diferentes re-
siduos,

Pero es evidente que los puntos de division de 1a cir-
cunferencia pueden para este objeto ser reemplazados
por las direcciones de los radios que van & parar 4 estos
puntos, y de esta simple observacion resulta bien clara-
mente que habrd analogia cor.pleta entre el rden sucesi-
Vo de estas direcciones y el de los residuos. Llegamos, pues,
guiados solo por consideraciones de un érden enferamente
elemental & ese género de analogfa notable sefialado por
M. Poinsot (1) entre los resfduos de las raices primitivas
de un niimero y las » raices de la ecuacion binomio, que,
como se sabe, no son otra que expresiones de la forma
COS « |- V—1 sin «, esto es, direceiones. TFacil es, pues,
entrever desde este momento que toda la teoria de los
residuos en el estudio de los mfimeros estd intimamente
Hgada con la de las direcciones, y por consecuencia, cual-

i ias del Instituto, tomo XIV y l’xl.timo, afios 15113_
18%4) v gfgfoﬁz. 386, y Memorias de la Academiareal de las Cien-

cias afios 1819 y 1820, pig. 100.
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quier propiedad de que gocen las Gltimas podré inmedia-
tamente aplicarse 4 los primeros. De aqui nace un modo
de investigacion que conduce desde luego 4 la comproba-
cion de varias verdades. Pero este es asunto en que no
me puedo detener aqui mas tiempo.

—Generalidad de los principios precedentes é interpretacion
de las expresiones tmaginarias.

Lo que ya he dicho con motivo de las cantidades positi-
vas y negativas me dispensard de repetir que los ra-
ciocinios que se acaban de leer, aunque aplicados 4 las
longitudes, pueden extenderse 4 todaslas cantidades que,
como las longitudes, tienen modos de existencia determina-
dos por condiciones andlogas. Asf diremos en un sentido ge-
neral:

’Cuando una especie de cantidad posea entre los dos
estados confrarios que se llaman positivo y negativo, un
tercer estado intermedio, y cuando este tercer estado sea
tal que si, despues de haber hecho para obtenerlo ciertas

- operaciones sobre el estado positivo, sucede que, repitiendo
sobre este estado intermedio las mismas operaciones y en
el mismo 6rden, se pasa al estado negativo, ese tercer es-
tado deberd representarse en dlgebra por la expresion
V—I.»

Asi se comprende toda la generalidad de nuestros prin-
cipios, y se vé queno essolouna interpretacion geométrica
de las expresiones imaginarias la que se dd en_esta obra, sino
una interpretacion general de esasexpresiones para todas las
cantidades cuyos diversos modos de existencia estén deter-
minados por condiciones anélogas 4las que rijen entre sf las
direcciones. En esto precisamente se distingue este trabajo
de esos pocos ensayos publicados hasta ahora sobre estaim-
portantisima materia y cuya insuficiencia demostraré en el
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capitulo siguiente; Pues de ningun modo es el resultado de
una coincidencia observada acaso por casualidad entre una
figura de geometria ¥ algunas expresiones algebraieas; sino
que es el producto del pensamiento tan fecundo como sim-
ple de que lo queests ligado por la naturaleza pudiera es-
tarlo tambien en ciertos casos por el céleulo, y de que
cuanto estd ligado de la misma manera deberd sin duda
tener por expresion analftica los’ mismos sfmbolos de
operacion.

—De las cantidades positivas Y negativas con velacion d lus
tmaginarias y del paso de lo real d lo emaginario.

Cuando los geémetras han tratado de considerar en una
misma recta direceiones opuestas, han visto primero i
Probado en seguida la intervencion necesaria de los sig-
nos 4 y— sin pasar jamds de ahf. Al adoptar para la
representacion analitica de las curvas las coordenadas rec-
tangulares, han destinado el factor + 1 4 las abseisas posi-
tivas y el factor — 1 4 las abscisas negativas, porque hah
advertido que entre estas dos direcciones opuestas hay una
relacion obligada. En cuanto 4 las coordenadas las han
ligado entre s{ con una relacion del mismo género. Pero
entre las ordenadas y las abseisas nada han visto comun
mas que la ecuacion misma de lacurva, esto es, la funcion
que une el tamafio de la ordenada al de la abscisa.

Asi las cantidades positivas y negativas forman una cla-
se aparte enteramente distinta de las cantidades imagina-
rias; y hasta ahora conocen tan mal 4 esos diferentes
miembros de una misma familia, que clasifican 4 las pri-
meras en la region de los entes reales, mientras que las
sogundas pertenccen 4 un mundo imaginario.

Sin embargo, el cdleulo, que es un dialéctico rigoroso,

enseiiaba que entre
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+1,—1, V=1, y cosa-+ V=Isina

debia existir una conexion forzosa, puesto que las dos
primeras expresiones son solamente casos particulares de
la cuarta; pero esta cireunstancia, lejos de aclarar la cues-
tion, la oscurecia mds, y el trinsito de lo real & lo imagi-
nario, empleado como un poderoso auxiliar en las investi-
saciones puramente analiticas, era y es para la inteligen-
cia, y bajo el punto de vista filosofico, una eircunstancia
incomprensible.

1 pasage siguiente, de Laplace, di una idea del estado
de incertidumbre que reina en los dnimos con respecto 4
este particuiar.

"Una observacion importante, dice, que depende de
la gran generalidad del andlisis y que permite ex-
tender este método (el que d4 4 la vez la funcion com-

" prendida bajo el signo integral y los limites dela integra-
cion) & las formulas y 4 las ecuaciones por diferencias que
la teorin de las probabilidades presenta mas frecuentemen-
te, es que las séries 4 que se llega, suponiendo reales y
positivos los limites de las integrales definidas, son valede-
ras en el easo en que la ecuacion que determina estos li-
mites no tiene mas que raices negativas ¢ imaginarias.

" Estos transitos de lo positivo 4 lo negativo, y de lo real
4 lo imaginario, que yo hesido el primero en utilizar, me
han conducido tambien 4 los valores de muchas integrales
lefinidas singulares, que despues he demostrado directa-
mente. Puédense, pues, considerar estos trinsitos como
nn medio de descubrimiento semejante 4 la induccion y i
la analogia, empleadas*desde hace mucho tiempo por los
gedmetras, primero con una gran reserva, y despues con -
tera confianza, por haber justificado su uso un gran ni-
mero de ejemplos. Sin embargo, siempre es negesario
confirmar con demostraciones directas los resultados obte-
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nidos por estos diferente medios.” (Zeoria analitica de las
probabilidades, introduceion, pig. 34, 3.* edicion.)

Se vé, pues, que estos tréinsitos de lo real 4 lo imagina-
rio que Laplace declara haber empleado por primera vez
¥ de que los gedmetras actuales hacen frecuente uso, son
medios de descubrimiento fundados né sobre una teorfa
positiva y racional, sino solamente sobre la sancion de la
experiencia. Por eso Laplace no ecree que de ningun
modo Ileven consigo un testimonio de Jjustificacion, y por
eso dice, que siempre es necesario confirmar econ demostra-
ciones directas los. resultados obtenidos por esos diferentes
medios.

Pero ahora que nosotros hemos probado que la expresion
©€0s o -~ V/—1 sin « lo es de una direccion y que las rela-
ciones que existen entre las direcciones positivas, negativas
perpendiculares y angulares son, por decirlo asf, el resul-
tado de una sola ojeada sobre una figura geométrica, la
conexion que existe entre

~+1,—1, V=1 y cose 4 V=] sin«

queda naturalmente establecida, no ya solo como una
consecuencia puramente analitica, sino como una necesi-
dad comprobada @ priori por el raciocinio y que es indepen -
diente de toda demostracion por medio del cdleulo.
Conefbese tambien con la mayor facilidad que el trdnsi-
to misterioso de lo real 4 lo imaginario v4 4 ser NrcEsARTA-
MENTE una de las mas simples concepciones matematicas
por no haber en ello mas que un simple cambio de la linea,
6 del eje, 6 de la direceion primitivamente tomada por origen
de partida de las direcciones, 6 (para hablar con toda? %ene-
ralidad,) EL PASO DE L0 REAT A Lo IMAGINARIO VENDEA A SER
PURA Y SENCILLAMENTE, SEGUN LA ESPECIE DE CANTIDAD DE
QUE UN0 sE ocuPE, ¢l TeAxsrro DEL MODO DE EXIS-
TENCIA O DE ACCION, que SE TOMA FOE PUNTO DE
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PARTIDA EN 108 cArcvros A OTRO MODO DIFERENTE.

Con razon podemos, pues, repetir que la dnica relacion
que los gedmetras han visto entre las abscisas y las ordena-
das de una curva es la funcion que conexiona el tamafio de
las unas con el de las otras. Sin embargo, puesto que, inde-
pendientemente de la forma particular de la curva y antes de
todo céleulo, se hallaban obligados por el mismo estadode
las cosas & hacer distineion entre lo positivo y lo negativo
¢no era natural observar que, dada la direccion positiva ¢
negativa, la posicion perpendicular quedaba ipso facto fija-
dairrevocablemente y esto con entera independencia de cual-
quier dato numérico? ;No habia motivo para pensar que
debia existir una relacion algebrica entre una cosa y otra?

C
B O-A

Pero se han contentado con decir: si llamo + 1 ladirce-
cion OA, me veo obligado 4 llamar — 1 la direccion OB.
" Mas gporqué pararse en el camino y no preguntar como se
llamard la direccion OC, la eual, dada la OA, no queda
menos irrevocablemente fijada que la de OB?

Hé aqui, pues, consideraciones muy sencillas que, como
se vé, nos conducen directamente al objeto; y, en verdad,
cuanto mas se reflexiona sobre este asunto, mayor trabajo
cuesta comprender como un hecho tan claro, tan racional,
y cuya verdadera expresion matemdtica se ha entrevisto
por gedmetras distinguidos ha podido permanecer tanto
tiempo en la region de las dudas.

Consiste 4 mi parecer en habernos dedicado mas bien &
buscar efectos que 4 estudiar causas, y en no habernos

penetrado lo bastante de esta gran verdad.
Los resultados trascendentales del edleulo son, como to-
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Yaverdadera extension no so puede conocer sin ascender por
el andlisis metafisico hasta las ideas que los han en-
gendrado.

Ahora, para terminar este capitulo, demos nna idea de
las consecnencias que se desprenden de los principios ex-
Puestos relativamente al estudio completo de las cantid..
des por el edleulo.

—Dz la necesidad de admitiv on adelante en dlgebra dos sis-
temus de numeracion: el uno amady cuantitative y el of o
. ordinal.

De los principios expuestos en el presente capitulo re-
sulta una analogia entre la medida de las longitudes ¥ la
de las direcciones, 6 entre las expresioned por medio de
las cuales unas y otras se representan en la ciencia de] ¢4]-
culo, demasiado notable para no tratar aquf el asunto con
todos sus pormenores.

Si 2 es el médulo que nos convieno pdoptar para med;r
Ias longitules, las diversas longitudes que se puedan oh-
tener con este médulo entero, se expresarin por

2y 20 33, dAy.einy .
8i« es un dngulo convenido de antemano para indicar
unas ‘rie de direcciones, todas las que se puedan producip
con este dngulo entero, se expresardn por
COS «— V—q sin «,

¢0s 2a -4 V7 sin Qu,

cos 3u—~ V7 sin 3«

1.* panrE 12
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cos pu—t V—Asinpa,

§i dividimos el modulo 2 de las longitudes en un nf-
mero cualquiera n de partes iguales, las diversas longitu-
des que se puedan obtener con una fraccion exacta de
denominador n de este mbdulo, seran

A A ~ ) A
191’ ﬂ, ?i, 'p'ﬂ’ [1J

& se divide el arco = que sirve para contar las direc-
ciones en un nimero cualquiera n de partes iguales, las
diversas direcciones que se obtendran con una fraccion exac-
ta de denominador n de este arco seran:

-4 Ly o
cos =hasil =
n+‘/ Tsin_,

2

o e = o
cos 2— -+ V—i sin 2~
n n

fa L L o
co8 3§+\/r—| Y

o —_— .2
BOS et i L
B0S P+ Y—i sinp—

; ! )
Ast como todas las expresiones [1]en cuanto —se haee
n

jgual & ¥ vuelven 4 adquirir la forma primitiva

S A e Dy >
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del mismo modo toman 1a primitiva forma que queda ex-
presada todaslas expresiones[2]en cuanto se hace % el
n

De modo que 81, como se hace en los edleulos por puro
hébito, puede decirse (prescindiendo dol tamaiio del médulo)

los nimeros 1, 2,8, 4,.....p,..... del mismo modo (pres-
cindiendo tambion do] tamaig del areo) todas las dire-ciones
pueden designarse por la série de Ias expresiones

cos 1 4 V7 sin 1,
€08 21~ V7 sin 9,
cos 3 V7 sin 3,

2

C0s p 4= V1 sin p,

. . .

De lo dicho es imprescindible consecuencia afirmar que
en la teorfa del lgebra no basta con un solo sistema de
numeracion si se quiere dar 4 la ciencia toda la extension
{lue exije, y que es preciso tener dos sistemas, el uno ex-
presado por la série de los niimeros reales 1, 2, 3, etc. para
representar los tamafios 6 las intensidades de las cantidades,
Y el otro expresado por la série de las formulas 6 si se
quiere de los niimeros imagiharios,

cos 14 v—isini,.
| cos 2 4 V77 sin 2,
€0s 3 - V7 sin 3,
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para representar su 4rden, su situacion, sus diferentes mo-
dos de existencia 6 de accion.

El primero podria llamarse sistema de NUMERACION
CUANTITATIVA.

El segundo, sistema de NUMERACION ORDINAL.

Como deciamos, en adelante tendrd que ocuparse el al-
gebra de algo mas que de la mumeracion cuantitativa,
pues, al demostrar, como acabamos de hacerlo, que existen
expresiones algebriicas, por cuyo medio se puede contar ¢l
Srden & la situacion de los cosas, hemos establecido la in-
contestable necesidad de que el estudio de la numeracion
ordinal avance de frente con el de la numeracion cuanti-
tativa, y asi hemos apoyado solidamente sobre su base, y ya
podemas sequir en sus desarrollos la admirable teorfa  vis-
lumbrada por Mr. Poinsot hace tantos afios, LA TEO-
RIA DEL ORDEN Y DE LA SITUACION DE LAS
COSAS CON PERFECTA ABSTRACCION de sus ta-
mafios.

Veamos, pues, la confirmacion mas elemental y mas
brillante 4 1a vez de estas verdades filosoficas, que tengo
una gran satisfaccion en reproducir al terminar este capi-
tulo, y que fueron proclamadas en estos términos por €l
ilustre gedmetra & quien acabo de citar. (1)

»T,a teoria de los Angulos, no pertenece solo 4 la geome-
"tr{a como pudiera creerse & primera vista, porque es tam-
"hien una PARTE ESENCTAL del andlisis matemético.
»"Ristas notabilisimas cantidades, 6 masbien, estas relaciones
Ygeométricas llamadas angulos, se presentan en dlgebra de
»una manera tan natural y tan necesaria que los exponen-
"tes & los logaritmos, por sus propiedades enteramente
“semejantes, son inseparables de ellas. Pues si la division

(1) Investigaciones sobre el andlisis de lag secciones angula-
res, 1825.
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Vdel logaritmo en, partes iguales, corresponde 4 la extrac-
“cion de la raiz de una cantidad real, la division del angu-
lo en partesi guales corresponde ignalmente la extraceion
"de la raiz de una cantidad imaginaria. Pero las canti-
"dades reales y las que se laman imaginarias se presen-
"tan lo mismo en nuestras transformaciones analiticas;
"'se mezelan por decirlo asi en todos nuestros cileulos, y
"Justamente en esta combinacion de simbolos reales ¢ ima-
ginarios consiste la naturaleza propia y el cardcter dis-
“tintivo del dlgebra. e vé, pues, que esta ciencia, para
la ejecucion actual de las operaciones que indica, exije
"4 la vez la consideracion de los dngulos y las de los loga-
Vritmos,

"Aduzeo de paso todas estas reflexiones, interesado en
“favor de la filosoffa de la ciencia, parte no cultivada por
los autores, siendo quizé la mas digna de estudio, pues
"nuestras formulas ¥ nuestros teoremas mas notables son
"menos ftiles y menos preciosos en sf mismos, que esu
“especic de matafisica que los ilustra y domina, porque es
"o Gmico que puede dar al entendimiento nuevas fuerzas Y
"la necesaria energfa para adelantar en las regiones no ex-
“ploradas de la ciencia.”

Despues de leidos tan profundos pensamientos, entrega-
dos hace afios al dominio de la publicidad, ;y sin embargo,
tan poco comprendidos hasta el dia! jno tenemos fundado
motivo para creer que el género de investigaciones conteni-
das en esta obra y que sometemos hoy al exémen de los 2e6-
metras camina con firmeza por el terreno de la verdad?
4U6mo pudiera quedar en nuestro espiritu vacilacion al-
guna, duda ninguna, cuando de nuestros mismos estudios
se desprende, como consecuencia inmediata, que la doble
consideracion de los tamafios de las cantidades y de su
atributo ordinal exije un doble sistema de numeracion?
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¢Cuando vemos que los simbolos constitutivos de estos dos
sistemas son esas mismas expresiones reales ¢ imaginarias
que vienen incesantemente 4 entrometerse en todos nues-
tros cdleulos? ;Y cuando, en fin, leemos palabra por palabra
en todas nuestras consecuencias esas mismas verdades filo-
sbficas que acabo de transeribir?

Tengo, pues, confianza en que si he podido incurrir en al-
gunos errores de pormenor me seran ficilmente perdona-
dos, porque espero que ante todo los gedmetras solo pres-
tardn atencion en esta obra al plan esencial de mis investi-
gaciones generales sobre la filosoffa de la ciencia, viendo
{inicamente en los detalles medios incidentales de explana-
cion 6 amplificacion.

Estos estudios sobre la metafisica del cdlenlo, recomen-
dados con tan justo motivo por Mr. Poinsot, conticnen en
s mismos la demostracion de su utilidad; y la naturaleza de
las consecuencias 4 que me han conducido ya, y que am-
plificaré en los capitulos siguientes, demostrard hasta la
evidencia que deben ser de un poderoso auxilio en la apli-
cacion de la ciencia matemdtica al estudio de la filosofia
natural.
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CAPITULO TV.

EXAMEN DE UNA TEORIA CUYO0 OBJETO ES LA INTERPRETACION
GEOMBETRICA DE LoS SIMBOLOS IMAGINARIOS,

—Oljeto de este capltulo.

Geometras distinguidos han hecho algunas tentativas
para hallar una interpretacion, si nd universal, al menos
geométrica de los simbolos imaginarios.

Su trabajo estd publicado hace mucho tiempo, y, sin
embargo, no ha conducido & ninguna consecuencia impor-
tante ni ha corregido error ninguno, y del eseaso ndmero
de sibios que ha tenido conocimiento de ese trabajo ni
uno solo quizd ha querido aceptar sus razones como prin-
cipios ineontestables.

Nadie, sin embargo, hasta el dia ha probado que sean
falsas estas razones; nadie ha indicado en qué punto de-
ben ser rectificados sus raciocinios: por lo cual veo clara-
mente que, si no tomo yo la iniciativa, no dejardn de opo-
nerse esos trabajos 4 los mios, diciendo que otros me han
precedido en este género de investigaciones.

Yoy & demostrar que semejante inculpacion es comple-
tamente infundada.

Porque jeosa admirable! si los hechos consignados en las
memorias de que hablo son exactos, si las consecuencias &
que van & parar los autores son expresion de verdades
incontestables, nada es mas falso que los racioeinios por cu-
yo medio han creido poder establecer estas verdades, de ma-
nera que me ha sido preeiso en el exdmen que he hecho de
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ese trabajo demostrar que el fin era bueno aunque los me-
dios eran malos, y hacer ver que no han estorbado la apa-
ricion de la verdad raciocinios basados sobre errvores.

Bsta critica bajo el punto de vista filosdfico tendrd,
pues, un doble interés, el de borrar n[gmfas manchas en
la ciencia del edleulo v el de mostrar eémo en las combi-
naciones del espiritu humano puede entrar en juego el
error de modo que produzea la verdad. En fin, las mate-
rias tratadas en este eapitulo, aunque parecen aplicarse 4
una especialidad, no estarin contenidas, sin embargo, en
un terreno tan estrecho que mo puedan proporeionarnos
una importante coleccion de conocimientos utilisimos.

— Historia.

Hace afios que, habiéndome ocupado de algunos puntos
de geometria con motivo de los anales de matematicas pu-
blicados por M. Gergonne, tuve que leer dos memorias de
MM. Francais y Argand sobre la interpretacion geomé-
trica de los simbolos imaginarios.

Ambos gedbmetras sacaban la notable conclusion de que
el signo V—1 es un signo de posicion, con cuyo auxilio
deben caracterizarse las direcciones de las rectas perpendi-
culares & una recta dada.

Estas publicaciones se hicieron hacia fines del afio 1813,
y estdn insertas en el tomo 4.° de los Anales. En ¢l mis-
mo voliimen se lee una nota de M. Lacroix concebida
asi:

"En la primera parte de las Transacciones filosoficas de
1806, pdg. 28, hallo una memoria, escrita en franeés por
M. Buée, comunicada & la sociedad real de Léndres por
. ”M. Williams Morgan, y cuyo objeto es el mismo que el
"de las memorias de MM. Frangais y Argand. El autor
"pretende que V1 no es simbolo de ninguna operacion
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Taritmética, ni tampoco de operacion alguna puramente
“geométrica: que es un signo de perpendicularidad, un
Vsigno puramente descriptive, un signo, en fin, que indica
"la DIRECCION de una linea, PRESCINDIEN DO de su
"longitud (tales son las expresiones del autor).”

De los tres geémetras que acabamos de eitar, solo dos
pueden considerarse como inventores de la nueva idea;
pues, en efecto, en el eurso de su memoria M, Frantais
Se expresa asf:

"En honor 4 la verdad, debo declarar que el fondo de
"estas nuevas ideas no me pertenece. Lo he hallado en
"una carta de M. Legendre 4 mi ‘difunto hermano, en la
"cual este gran geémetra le comunica (coizo una cosa que
"le ha sido trasmitido y como objeto de pura curiosidad) lo
“esencial de mis definiciones segunda y tercera, de mi
“’teorema primero, y del corolario tercero de mi teorema
“segundo.”

Y mas adelante afiade, pig. 225.

"Acabo de’recibir en este instante la memoria do M.
"’Argand quehe leido con el mayor interés. No me hasido di-
"ficil veconocer en ella la explanacion de las ideas conte-
nidas en la carta de M. Legendre 4 mi difunto hermano,
"y no me queda la menor duda de que no se debe 4 M.
Argand, la primera idea de representar geométricamente
las cantidades imaginarias.”

En cuanto d la cuestion de saber cudl de los dos sefiores
Argand 6 Buée debe obtener la prioridad es muy difi-
¢il resolverla, pues en el mismo afio de 1806 fué cuando,
Por una parte, M. Argand imprimié su ”Ensayo sobre sun
modo de representar las cantidades imaginarias en las cons-
trucciones geométricas” y por otra hizo M. Bude aparecer
su memeria en las Transacciones filoséficas.

M. Tegendre examinG 4 su debido tiempo el manus-
crito de M. Argand, y este es el origen de la comunica-
¢ion mencionada por M. Francais.
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Pero sea lo que fuere, la exposicion de estas nuevas ideas
es absolutamente Ia misma en los eseritos de los tres ged-
metras; y basta, para tener un - completo conocimiento de
ellos, estudiar uno solo. En tal coneepto, elde M. Frangais,
parece merecedor 4 la preferencia.

Uon fecha del 23 de Noviembre de 1813, M. Servois,
dirigit al redactor de los Anales una carta con una eritica
de 1as memorias de MM. Frangais y Argand, carta en que
Qervois manifestaba los motivos que no le permitian ad-
mitir como exactas las demostraciones de estos gedmetras;
pero el objeto de M. Servois al atacar estas nuevas ideas no
es calificarlas de intitiles'y erréneas, sino solo de hacerles
adquirir lo que les falta aun bajo el punto de vista de la
evidencia y de la fecundidad.

Mas adelante trataré de esta carta, pues la eritica que
contiene es la tinica que conozeo sobre este asunto.

— Los gebmetras parecen dispuestos d admitir como verdade~
ro el fondo de estateoria.

Bl redactor de los Anales parece mucho mas benévolo
que Mr. Servois: en su carta y en la discusion suscitada
con este motivo apoya con consideraciones muy especiosas
los asertos de MM. Francais y Argand; en principio pa-
rece dispuesto 4 adoptar como verdadera la idea de mirar
al signo V=1 como representante de la perpendiculari-
dad, y, para prueba de este aserto transcribo la observa-
cion con que acompafia la nota citada de M. Lacroix.

A1 publicar esta nota esti muy lejos de nuestro animo
]a pretension de quitar & M. Argand la propiedad de sus
"jdeas: la principal, que consiste en considerar V/—{ como
un signo de perpendicularidad, es por otra parte tan sen-
“cilla y natural que, lejos de sorprender que tambien s
“haya ocurrido 4 M. Buée, hay motivo para admirar qué
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"por el contrario haya tardado tanto tiempo en aparecer,
"y que no se haya ocurrido igualmente 4 mayor namero de
"gebmetras,”

En apoyo de esta misma opinion citaré ademds ln nota
con que M. Gergonne ha concluido 1a memoria de M. Fran-
cais.

"Hace dos afios, dice, que escribiendo 4 M. de Maiziéres
"con motivo de su memoria, inserta en la pag. 368 delpri-
“mer volimen de los Anales, le decia que habré quizds
“error en querer incluir todos los tamafios numéricos en
“una simple série, y que Por su naturaleza parecian deber
"formar una tabla de doble entrada, que, limitada solo 4
"los néimeros enteros podia tener la figura signiente:

. . s . . . L |

sey— 2R 2V, — 4 eV T, 2V Dy, 12V, sV =,
=2 Vet —1 4 VITH, VI, 14 V1, 24V
T eiay—2 - 1 A ey SO

L et B € M U R e MR Yy (S
s — 2= — 1, =1 =3 1,—3y—1, 1—28y—1, s—ayTq,,...

"De esta figura se deduce que yo, como M. Francais,
"suponia de la forma » VT los ntmeros situados en una
"lineaperpendicular & Ia que contiene los niimeros de la for-
“ma n, y que, como él tambien, representaba los nfimeros
“situados fuera de estas lineas por la suma de sus proyec-
“ciones sobre una y sobre otra.

PEl mismo M. de Maizidres, con motive de algunas di-
“ficultades que yo habia opuesto en la memoria que acabo
"de citar, me decia en el mes de Abril de 1811:

Cong, que agut expongo sobre las {maginarias, es una idea
Yatrevida que me alegro de presentar, y cuya evactitud Y
"habrd V. reconoeido: y mas adelante: Esta paradoja cesa-
"rd de serlo cuando haya probado que las tmaginarias del
Vsegundo grado y, por consiguiente, de todos los grados son tan

-
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" poeo imaginarias como las cantidades negativas o las tmagi-
Pnarias del primer grado; y cuando nos hallenos colocados
Yoan respecto @ las unas en la situacion en que estaban nues-
"tros algebristas del siglo diez y siete con respecto d las otras.

"Recordando estas circunstancias, continda . Gergon-
Yne, estd ciertamente lejos de mi Animo la intencion de
“privar & M. Frangais, ni al gedmetra cuyas indicaciones
"tan bien supo este aprovechar, de sus respectivas ideas;
"pues solo quiero patentizar que estas ideas no son de
“ningun modo tan extrafias, que no haya podido germinar
Mgu esencia en varias cabezas dla vez.”

Por lo que precede queda bien probado que M. Servois,
¢l mas hostil de todos los gebémetras citados, al par que
hace objeciones contra los métodos de MM. Frangais y
Argand no considera, sin embargo, sus ideas ni inutiles
ni erroneas. ;

Y resulta tambien probado que estas ideas han ocurridod
varios gedmetras distinguidos, MM. Frangais, Argand,
Buée, de Maiziéres; que M. Legendre parece haberles pres-
tado algun asentimiento; que, en fin, M. Gergonne las acep-
ta completamente, admirdndose de que hagan tardado tan-
to en gerinar y queno se hayan ocwrrido & mayor nme-
ro de gedmetras, y quizdsd esta lista podriamos afiadir los
nombres de la mayor parte de los lectores de los Anales.

——Pero la exactitud de la teoria en cuanto & su forma estd
generalmente puesta en duda.

" Esto en cuanto 4 la eseneia: pero jsucede lo mismo con
la forma? ;Estd en el propio caso la dialéctica qué ha
querido hacer de esas ideas verdades matemédticas?

Aqui no encontramos yala mizma unanimidad.

En efecto, M. Legendre, en la carta citada, presenta el
asunto como un objeto de pura curiosidad: el trabajo que
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habia anunciado M. Maiziéres sobre la interpretacion de las
imaginarias no llegé § publicarse: M. Servois, bastante -
eil respecto al fondo, se levanta enérgicamente contra las de-
mostraciones, aunque sirviéndose de consideraciones sobre
las enales hahlaré; M. Frangais, confundido por M. Servois,
no encuentra recursos personales ni replica casi nada mas
que lo que ya M. Gergonne habia r spondido por él, y
pronto patentizaré la insuficiencia de esta respuesta. M.,
Argand mismo estd quizds menos convencido que M. Fran-
cais, y tanto, que es importante citar sus propias palabras,
subrayando aquellas expresiones en que deseo que se fije
mas la atencion del Jector. :

"La teorfa que acabamos de bosquejar puede mirarse
“desde un punto propio para ilustrar o que aun tenga de
Voseuro y que parece ser su objeto principal, ¢ saber: esta-
"blecer nociones nuevas sobre las cantidades imaginarias. En
Vefecto, dejande d parte la euestion de si esas nocionss son
"verdaderas 6 falsas, podemos limitarnos & considerar osta
“teoria como un medio de investigacion de si las lineas en
“direccion pueden ser signos de las cantidades reales ¢
“imaginarias y 4 no ver en el uso que hemos hecho de
“ellas sino el simple empleo de una notacion particular;
"para esto, basta empezar demostrando por medio de los
Vprimeros teoremas de la trigonometria las reglas de mul-
"tiplicacion y de adicion dadas mas arriba, las aplicacio-
“nes iran despues y solo quedard que examinar la cues-
“tion diddetica: que si el empleo de esa notacion puede
Vser ventajoso & haber caminos mas cortos y ficiles pa-
”’ra demostrar ciertas verdades, solo puede decidirlo la ex-
"periencia.” Frde

Vese pues, que la fé de M. Argand en lo principal de
su teoria estd lejos de ser inquebrantable: ¢l mismo dice
que todo no puede ser claro, y el saber si las nuevas no-
ciones son verdaderas 6 falsas queda en duda.
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En fin, M. Gergonne, que mas que ningun otro, parece
dispuesto 4 la propagacion de la nueva doetrina y que no
vacila en aceptar el fondo como verdadero, se expresa ¢o-
mo sigue en la nota que termina la memoria de M.
Francais. ;

»8in duda queda mucho por hacer para obviar todas las
" objecciones, para aclarar todus las dificultades, para disipar
Wtodas las nubes, para extender y perfecoionar la nueva teoria
"y hacer bien evidentes su espiritu, su objeto, y sus ventajas;
»pero no se pueden esperar estos resultados sino del tiem-
?po y de los esfuerzos reunidus de todos los que no quie-
»pan desechar esta teorfa con desden sin haberla examina-
"o seriamente.” ;

Jistas observaciones hablan bastante alto y prueban cla-
ramente que si M. Gergonne no formula cargo directo
contra la nueva teorfa estd muy lejos de hallarla irre-
prochable: kay dificultades que aclarar, nubes que distpar,
es preciso hacer muy evidentes su esphritu, su objeto y sus
ventajas. ;

Creo que de lo que acabo de decir  puede deducirse
que al aparecer la teoria sedujo 4 los gedmetras por su
novedad, su originalidad, y sobre todo por la perspeetiva
de las consecuencias notables que hacia entrever, pero que
todos convinieron en mirar como insuficiente la base sobre
quese queria presentarla entre las verdades matemdticas:
en una palabra: hubo duda.

. ¢Seha disipado la duda con el tiempo? J_Han.venido
nuevas explicaciones 4 aclarar las dificultades ya enun-
ciadas & concebidas?

Preciso es reconocer que no hay nada de esto, y un si-
lencio de tantos largos afios nos haria creer, al contrario,
que las meditacionies de los gedmetras sobre una cuestion
tan notable, lejos de disipar las incertidumbres y de obviar
las objeciones, les han dado quizd mas vigor del que te-

nian en su su origen.
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— Exdmon de esta teorta en la memoria de M. Frangais.

,Consagrémonos, pues, & un sério exfmen de la teorfa de
M. Frangais, estudiando todas sus'definiciones, todos sus
teoremas, y procurando en este género de investigaciones
delicadisimas, en que el raciocionio marcha siempre por
las pendientes del sofisma, comprender bien los puntos 1i-
tigiosos y mostrar en qué concepto dan lugar 4 la eritica
algunos de sus razonamientos.

—Definiciones. 3

M. Frangais, conforme con todos, llama relacion de ta-
maiio 4 la relacion numérica entre los tamaiios de dos
rectas y relacion de posicion & la inclinacion de dos rectas
una sobre otra, 6seaal dngulo que forman entre sf.

‘uando nos ocupamos del tamaiio de una recta, repre-
sentamos este tamafio por una simple letra a, 8, ¢, cte.

Pero para indicar el tamafio y la posicion de una recta,
distinguiré, dice M. Frangais, la letra destinada & designar
su valor absoluto conun simbolo expresivo del dngulo que
hace esa recta con ofra recta fija é indefinida tomada arbi-
trariamente. Asi, pues, a,, b{g, Cyyenssnsss  TEPTESentan
rectas cuyos tamafios absolutos son g, 8, e,....., pero que
forman respectivamente con larectatija dngulos o, £, y.....

M. Frangais afiade en seguida que cuatro rectas estin
en proporeion de tamano i de posicion cuando entre las dos
primeras hay igual relacion de tamafio y de posicion que
entre las dos fltimas; de donde se signe que, si se adoptan
las notaciones de M. Francais, la expresion

ez o b{B: :(-'7: dﬁ
exije que se haga 4 la vez

Ak,
2 e
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w—_— .B o 7 Lo 8 .
Pasando 4 las proporciones de tamafio y de posicion
continuas, concluye qhie para que una recta bz sea 4 la
¥ i
vez media proporeional de tamafio y de posicioun entre a, y
¢, es menester que se tenga

b= Ve,
=" (=

de modo que b divide en dos partes 1ﬂ'uale~, el éngulo for-
mado por las reetas ag, ¢, .

Hasta ahora, como s¢ vé, se trata de una mnotacion ch-
moda para el género de investigaciones que se proponia
M. Frangais, y de definiciones que cada autor es siempre
duefio de plantear y que entran por otra parte en un érden
de ideas admitido por todos los gedmetras.

M. Frangais atribuye d sus definieiones mas extencion de
la que tienen.

Pero, establecidas estas premisas, llegamos & las prime-
ras deducciones y ya aqui tiene que empezar nuestra eri-
tica.

M. Frangais se expresa asi:

» Notacion 2. Ahora podemos separar en la notacion lo !
"que es relativo al tamafio absoluto de una recta de lo que
Veg relativo 4 su posicion.”’

La palabra separar, cuando se aplica 4 expresiones alge-
bréicas, presenta tal vaguedad en su interpretacion que
es imposible atribuirle una idea fija, precisa é inmutable,
siendo por otra parte dificil darse cuenta del verdadero
sentido que el mismo autor le suponia.

Por de pronto, segun las definiciones del autor, cuando
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se trata de comparar entre s{ y simultdneamente los tama-
fios y las direcciones, la separacion de lo que es relativo al
tamaiio y de lo que es relativo & la posicion es facil ¥ evi-
dente, pues resulta de las condiciones definidas: asf, en la
relacion colectiva de a, 4 & 5 8¢ ‘muy bien que lo relativo
al tamafio serd el cuociente ordinario % » ¥ quelo relativo
i la posicion debe ser la diferencia o — s por cuyo medio
queda efectuada completamente la separacion.

Hemos visto igualmente el e6mo en 1a expresion que M.
Frangais llama proporcion de tamafio ¥y de posicion, lo que
esta expresion ofrece primero de colectivo, se separa en
dos proporciones una por enociente aplicable solo al tamaiio,
y otra por diferencia concerniente solo 4 Ia posicion.

Pero no es en la relacion, no es en 1a proporcion, sino
en la notacion misma a, considerada aisladamente, donde
M. Frangais se propone luego separar lo relativo al tama-
io de lo relativo 4 la posicion. Pero, aunque de antemano
no define lo que entiende por la palabra separar, siempre
podremos darnos cuenta de ello por sus operaciones subsi-
guientes.

Hé aqui como procede M. Frangais:

"’ Desde luego se tiene, por la primera notacion,

Q== ay ey
'y en seguida se obtiene por la segunda definicion,
12120 a% apn
Estos dos asertos son inadmisibles y:yo niego qué resul-

ten el primero de la notacion 1, y el segundo de 1g defini-

cion 2,
1.* PARTE 13
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JQué’ dice en efecto la primera notacion? Copio tam-
bein textualmente:

»Representaremos aqui el tamafio absoluto de una recta,
por una simple letra @, b,... y para indicar 4 la vez el
"tamafio y la posicion de una recta, distinguiremos Ialetra
»destinada 4 designar su valor absolute eon un signo ex-
presivo del dngulo que forma con una recta fija.”

De estas palabras evidentemente no se puede sacar sino
la conclision siguiente respecto de la ecuacion a,=a, 4
saber: que en esta ecuacion @, representa una longitud @
tomada sobre la recte fija que sirve de punto de partida
para medir los dngulos, y esto es incontestablementelo que
indica el simbolo 0, asf como ¢l @ del segundo miembro ex-
presa una longitud 4, cuya posicion NO ESTA EXPRESA-
DA y que, por consiguiente, puede ser cualquiera; en otros
términos, M. Frangais ha caido aqui en el error, en que sin
un sumo cuidado es facil dar, de que escribir cero eslo mis-
mo que o eseribir nada, que no caminar es lo mismo que
hallarse en el punto de partida, ete., ete.

Pero cuando nos ocupamos esencialmente de las relacio-
nes de posicion y de su medida gqué significa, la expresion
de igualdad entre una longitud dirigide segun wuna recta’y
la misma longitud cuya direccion queda indeferminada?
Porque, observémoslo bien, desde que en una relacion al-
gebraica entran en juego rectas que tienen una direceion
especial expresada por una notacion complexa, siempre ha-
bra que deducir de esta relacion dos: lo cual resulta efec-
tivamente de la primera definicion.

De a,==a deduciré que las longitudes son iguales, b
sea @ = « pero respecto 4 las direcciones jqué podemos co-
nocer? No solo no se puede deducir nada bajo el punto de.
vista intelectual, pero ni aun siquiera respecto de la eseri-
tura tenemos forma que presentar 4 los ojos. &

Estas objeciones conservan toda su fuerza cuando se
aplican al segundo aserto:
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134,300,

¥ aqui la argumentacion es aun mas directa,

En efecto, Frangais dice: ; :

Para tener proporeion de tamafio ¥ de posicion entre
cuatro reetas es menester que haya entre las dos prime-
"ras igual relacion de tamafio ¢ tgual relacion de posicion
"que entre las dos Gltinas.” x :

De donde saco que si me es imposible expresar estas dos
relaciones estamos fuera de la cuestion, y por consiguiente
fuera del caso relativo al género de proporcion que se ha
definido.

Porque si es cierto que de la relacion precedente puedo
deducir Ia proporcion de tamafio =

e PO gL R

me hallo, relativamente 4 la proporcion de posicion, en la
angustia que antes he sefialado; pues no puedo darle por
medio de la escritura forma alguna ni verdadera ni falsa,

Para raciocinar con exactitud habria " sido preciso ante
todo presentar la proporcion como sigue:

1,010 00, 0 0.

En este estado es incontestable: pero fijémonos bien en
la observacion que v 4 seguir, pues es de una importan-
cia capital.

Puesto que bajo las condiciones de la definicion 1 se
puede dar un sentido razonable 4 1a proporcion general

1 am:bﬁ::cy:dé'r

esta definicion no autoriza indefinidamente el uso que se



—196—

puede hacer de las operaciones de la aritméticn y del dlgebra
en las cuatro expresiones aq, bg, ¢;, d;; todo lo que resulta
de ello es que la forma anterior reemplazard, COMO ME-
DIO DE ESCRITURA, las dos relaciones

a ¢
.an—, a_p=7—8

pero no AUTORIZA. DE NINGUN MODO & deeir, por
ejemplo, que

y 4 ligar asi los dobles simbolos az, bgyesere pOT medio de
los signos de operaciones deducidos de las propiedades ex-
clusivas dela progresion por cuociente; porque la expresion

e
gl

s b Cye ds
no es una mera progresion geométrica, pues no hay que
perder de vista, que esa expresion es 4 la vez una progre-
sion por cuociente y una progresion por diferencia.

Habeis hecho intervenir en la cosa definida una expre-
sion ya usada en dlgebra, habeis escrito vuestra definicion
bajo una forma que en esta ciencia goza de tiertas propie-
dades, y habeis venido & aplicar, sin sospechar siquiera
vuestra equivocacion, 4 los términos y al objeto definido
las propiedades de aquella forma; en esto os habeis equivo-
cado, resultando que os habeis expuesto 4 prejuzgarlo
todo y & dar demostraciones especiosas en la forma pero
viciosas en el fondo. ;

Suponed, por ejemplo, que en vez de escojer la forma de
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las progresiones Dor cuociente hubieseis elegido la de las
Progresiones por diferencia ¥ que escribiendo

ay. bﬁ:'c, . d;

maquinalmente hubierais deducido né que

diat baXe,
Gy
sino
L
dﬁ — ,,g—f-fy .

Nadie dudard de que se pudo representar el conjunto de
lasdos proporciones tanto por laforma caracterfstica de la
una como porla forma caracterfstica de la otra: 6, por mejor
decir, todo ¢l mundo convendrd en que es inconveniente
emplear cualquiera de estas dos formas, pues cada una de
ellas prejuzga propiedades que, por este solo hecho, se han
creido aplicables gratuitamente ¥ admisibles sin demostra-
cion. ;

Pero ya que la observacion est4 hecha, y que se puede
preveer que la memoria de A, Francais es un sofisma, se
comprende que precisamente 4 favor de esta forma y de
las propiedades ordinarias que le son inherentes, s¢ ha in-
troducido el paralogismo manteniéndose oculto de tal modo
que hasta el dia ha pasado desapercibido. '

Se puede sin duday sin grandes inconvenientes dar 4 la
expresion a,, ; 2e o €1 d3 el nombre de proporeion. Pero
observemos bien que, aplicindose la palabra proporcion,
aisladamente, 4 las dos clases de proporcion por diferencia
Y Por cuociente, es indispensable, enando se habla de cuatro
nlimeros que estin en Proporcion, especificar de qué géne-
To de proporcion se trata.
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Ahora, lo mismo sucederd con esa tercera especie de
proporcion que inventais, y como las operaciones que hagais
sobre esos cuatro nimeros cuando la proporcion sea por
cuociente serdn muy diferentes de las que se puedan prac-
ticar sobre ellos cuando esos Propios nimeros estén en pro-
gresion por diferencia, andlogamente las nuevas operacio-
nes que puedan hacerse con los cuatro nimeros, o, Por
mejor decir, sobre los cuatro simbolos que constituyen la
tercera especie de progresion, habrén de ser de un género
completamente diferente de las que son aplicables 4 los
dos casos precedentes. :

Si para dar confuna sola expresion una idea de la rela-
cion complexa de tamaiio y de posicion se hubiese. escrito:

aMOb};(ﬂc?OFia

entonces probablemente se hubiera empezado, & bien in-
quiriendo de qué propiedades podia gozar semejante reu-
nion de los cuatro simbolos ax, bz, € d;, 6 bien se hu-
biera investigado si se podia aplicar’ & esos simbolos, con
la doble representacion que se les atribuye, una operacion
- cualquiera de aritmética, y creo que entonces se habria
experimentado grave dificultad en resolver afirmativa-
mente la cuestion. Es posible sobre a, b, ¢, d, separados,
“hacer las operaciones expresadas en % = -;—y las que de-
penden de ellas; esigualmente posible obrar separadamen-
te sobre @, By 7» 035 F aplicarles las operaciones in-
dicadas en « — B =17 — 8,y las que dependen de ellas.
Pero antes de aplicar 4 @, una operacion cualquiera, seria
preciso haber definido lo que puede ser en este case
gemejante operacion, que es precisamente la dificultad
que se presentard siempre cuando se emplee en dlgebra
un signo para representar né una operacion de 1a aritmé-
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tica, n6 una cantidad, sino una convencion. Porque mien-
tras la relacion que Puede existir entre los procedimien-
tos del céleulo y el 6rden de los hechos 4 que se aplica la
convencion no esté sometida 4 sérias reflexiones, serd
imposible deducir nada, Pero téngase en cuenta que no
hay que buscar la relacion de que hablo en ninguno de
los artificios conocidos del cdleulo, ni en el Jjuego de algu-
nas férmulas ni en la correlacion poco fundada de algunos
resultados mas hien algebrdicos que racionales, porque es-
to seria comprometerse en una via poco satisfactoria para
el entendimiento ¥ demasiado abundante en obsticulos. Se-
T preciso deducirla de la naturaleza misma de este 6rden
de hechos, de su esencia, comparada directamente con Ia
de las operaciones diversas de que se compone la ciencia
del edleulo, de 1a analogfa completa que puede existir
entre los diversos resultados producidos. por este Grden de
hechos sobre las cantidades 4 que se aplica, y los que 4 su
vez producen las operaciones del chleulo en los niimeros
{ue representan estas cantidades. Si en esta comparacion
s¢ halla una analogfa completa entre los resultados natu-
rales y los resultados caleulados, entonces, pero entonces
solamente, se tendrd derecho para concluir que bajo el pun-
to de vista algebriico, las operaciones que han producido
estos resultados numéricos son lo equivalente de las cir-
cunstancias, de las operaciones naturales, bajo la_influen-
cla de las cuales pasan los hechos representados por estos
niimeros; y, desde este instante, el signo convencional po-
drd reemplazarse por una.operacion de edleulo.

Tal es la verdadera marcha filoséfica que es preciso
seguir siempre que se quiera saber si existe alguna rela-
cion, alguna analogia entre cierto orden de hechos y las
diversas op(;mciones de que se compone la lengua general
conocida con el nombre de dlgebra, por cuyo medio ex-
Presamos las relaciones que las cosas ya de igual especie,
¥a de especies diferentes pueden tener entre sf.
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Pero mas adelante insistiré y con mas DOTMENOTEs
sobre este objeto importante: vuelvo ahora & la memoria
de M. Frangais.

De lo que precede se debe deducir:

1.0 Que no tiene sentido 1a ecuacion e, = %.

2.0 Que tampoco lo tiene la expresion 17 1,2 @l a:

30 En fin, que aun cuando esta Gltima expresion pu-
diera considerarse como representativa de una proporcion
colectiva de tamaiio y de posicion segun las ideas de M.
Frangais, no se halla mada en el razonamiento del autor
que autorice 4 aplicar 4 los términos de esta proporcion
colectiva tal 6 cual operacion del caleulo. Dedueir, pues,
de la expresion precedente la relacion @, = a.. 14, s su-
poner que lasreglas de la progresion geométrica se aplican
4 la progresion colectiva, lo que no ha sido demostrado; de
donde se sigue que todo ¢l edificio entero de M. Frangais
se derrumba con su base. :

Quizd se juzgue ahora que no es necesario proseguir mas
tiempo nuestra eritica, y que lo que acabamos de decir es
muy suficiente para hacer desechar completamente la teo-
ria de M. Frangais; pero, como estos crrores no. Soh los
{micos que existen en la obra, y como puede ser muy util
discutir asuntos que, cual este, pertenecen 4 la metafisica
de 1a ciencia, y como ademds semejantes discusiones son
siempre un manantial de Gtiles revelaciones que difunden
por consecueneia saludable luz sobre la constitueion de las
doctrinas cientificas, ereo muy conveniente dar 4 esta in-
teresante critica mayor amplificacion.

— Toorema primero de M. Frangais.

Patentizado ya el como ha dado M. Trangais 4 sus de-
finiciones mayor extension de la que tienen, pasemos & sus
teoremas y entreguémonos sobre todo 4 un exémen Ppro-
fundo del primero.
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M. Frangais en este teorema se propone demostrar que
las cantidades imaginarias de la forma =+ ¢ V—] represen-
tan en geometrla POSICION DE LAS PERPENDICULARES AL
EJE DE TAS ABSCISAS.

Pero toda la fuerza de su argumentacion, estd en que

la cantidad =~ ¢ V' —1 es una media proporcional de ta-
mafio y de posicion entre + ay — a.
- En apoyo de este aserto, no solo M. Francais no presen-
ta ninguna prueba directa, sino que ni aun ofrece considera-
cion alguna mas 6 menos plausible, mas 6 menos espe-
ciosa: es un hecho que sin duda M. Frangais considera
como suficientemente establecido, y en esto, como lo haré
ver ahora, es al menos consecuente con su definicion pri-
mera tomada en toda la latitud que, en su error, ha creido
oportuno atribuirle.

— Critica y error de M. Servois eon motivo de este teorema.

Contra esta aserto principalmente se divije la eritica de
M. Servois; pero M. Servois no demuestra el porqué es
inadmisible, limitindose 4 observar que no estd demos-
trado. )

Citemos las expresiones de este gedmetra:

"La demostracion del primer teorema de M. Franeais,
Pes 4 mi parecer enteramente insuficiente é incompleta.
MEn efecto, esta nroposicion que forma su base, la canti-
Ydad == a V—1 esuna media proporcional de tamaioy de
posieion e:tttrer + ¢y — a equivale & estas dos, una de
?]os cuales es evidente (== a V=1, término medio de ta-
"mafio entre + @y — @) mientras que la otra (= a V=1
?término medio de posicion entre + # y — a)no estd pro-
’hada y contiene precisamente el teorema de que se
Prata.”

Aqui tendremos que condenar & la vez 4 la critica y al
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eritico.  Cuesta trabajo concebir como M. Servois ha po-
dido hallar evidente que la cantidad 4 a V=T es un
término medio de tamaiio entre + ay —a. |

¢Qué es +a y qué es —a? No son dos cantidades
consideradas bajo el concepto solo de su tamafio; pues, si
fuese asf, como los tamafios expresados son iguales, seria
preciso decir que cada una de estas cantidades representa
la misma cosa y que entre las dos' expresiones + a y—a
hay perfecta igualdad, lo que no es cierto.

+ ay—a son dos longitudes iguales, pero sus direc-
ciones son opuestas, que es lo que evidentemente expresan
los dos signos + y —.

Es, pues, incontestable que cuando multiplico + a por
—a, llevo en cuenta no solo el tamafio ¢ de cada una de
las dos lineas, sino tambien los signos + y — que
acompafian 4 la expresion de sn tamaiio, esto es, que indi-
can sus direcciones: es preciso, pues, & consecuencia de
esta observacion, reconocer que el producto obtenido con-
servard un aLco & RESULTaNTE de esas dos direcciones: y
que, por tanto, este producto, en su conjunto no puede ser
solo funcion del tamafio: en fin, su raiz cuadrada tendrd
alguna indicacion de que los signos de direccion entraron
en juego en las diversas operaciones productoras del resul-
tado final. Nadie puede negar tales consecuencias, y con
gran discrecion, pregunta M. de Gergonne como =+ V—1
puede ser -término medio de tamafio entre 4+ « el
ni como un ser de razon, un ser Imqwmm‘m, puede Sel‘
medio entre dos tamafios efectivos.

Esto supuesto, volvamos al aserto de M. Frangais ¥
tratemos de suplir al silencio de M. Servois. '

—Razonamiento de M. Gergonne en apoyo del teorema pri-
mero.

Hé aqui como M. Gergonne intenta hacer concebir la
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verdad del teorema primero de la teorfa de las imagina-
rias.

”La media proporcional de tamafio entre + @ y — a no
es ni puede ser mas que @, pues cuando se habla ‘nica-
“mente de tamafio, se debehacer abstraccion de los signos,
"y Vaa==a. Pero cuando se toma por término me-
“die &= a V' —1, se enuncia por esto mismo que se han te-
nido en cuentalas posiciones inversas de + ¢y — a, de-
biendo entonees el términomedio conservar el sello de es-
”ta consideracion, y ser por este mismo hecho un térmi-
”no medio de posieion, asi eomo lo es de tamafio.”

Se vé que ¢l género do consideraciones sobre que se
apoya M. Gergonne es exactamente de la misma naturale-
za que el usado por mf para sefialar y combatir el error
de M. Servois; toda la discusion se redace ahora 4 este
punto: Puesto que empleando + ¢ y — @, €l resultado
debe aparecer con un sfmholo procedente y significativo de
las primitivas direcciones, gsera buena logica deducir que
simultineamente y por esto solo haya de ser ese simbolo
nna media proporcional de tamafio y una media propor-
cional de direccion?

Tal es el verdadero punto discutible, y temo que to-
do el mundo prevea, desde este momento, que, siendo este
¢l estado de la cuestion, no ha de haber quedado muy re-
suelta la difieultad. : :

—Refutacion del argummﬁa deducido de la influencia de los
stgn08.

En efecto, si semejante tésis fuese verdadera, si razo-
nes tan vagas & expresiones tan poco matemdticas pu-
diesen pasar en autoridad de cosa juzgada, habria que ne-
gar 4 la ciencia del cileulo la calificacion de exacta, sus-
tituyendo 4 la certidumbre matemética una probabilidad
muy incierta. : o



—204—

Supongamos un momento que el raciocinio que deabo
de exponer sea fundado y apliquémoslo al cdleulo, que
no nos pasmardn poco las consecuencias & que nos ha de
conducir.

Por ejemplo:

El término medio por diferencia entre las longitudes a
a4+ b

2 2
resultado 4 que se llega el gebmetra cuando no se ocu-
pa mas que de los tamafios; pero si supongo que la di-
reccion ¢ es opuesta 4 la direceion b expresaré esta cir-
cunstaneia, haciefido preceder los nimeros ay b de los
signos — y +, de modo que en este caso, ¢l término me-

dio buseado, serd _—‘;ﬂ /

¥ &, es incontestablemente igual 4

¢Podriamos ahora decir, reproduciendo textualmente el
razonamiento de MM, Gergonne y Frangais, que, como se
han tenido en cuenta las posiciones inversas de —a ¥
de + &, el término medio debe entonces conservar el ca-
ricter de esa consideracion, siendo, por el hecho mismo, un
término medio por diferencia de posicion asf como de ta-
maiio? :

Y puesto que el resultado final —_—%—i_—b
nativamente mareado con el signo 4y con el signo —, se-
gun que b sea mayor 6 menor que @,y puesto que,
por otra parte, no puede ser afectado de otro signo, resulta
que el término medio’ de posicion entré las dos direcciones
inversas, caracterizadas por + y —, debe siempre confun-
dirse con la linea misma sobre que se cuentan las dos di-
recciones, pudiendo alternativamente coincidir ya con la
direccion primitiva, ya con la direccion inversa de esta
linea, pero nunca con la direecion perpendicular, como sin
embargn debia ser, 6 s¢ pretende que sea.

, estard alter-

.
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Tales son las singulares consecuencias 4 que iriamos &
parar si pudiese adoptarse ese modo de raciocinar como
verdadero.

Prosigamos:

Es sabido que, si @ representa una longitud, la superficie
del cuadrado construido sobre esta longitud tendrd por
expresion a*: operemos ahora sucesivamente sobre las dos
rectas + @ y — @, iguales en tamafio, pero dirigidas en
sentido inverso: el cuadrado de la primera se obtendrd mul-
tiplicando -}~ @ por -+ a, y, segun las reglas conocidas, este
cuadrado sera - a?; el cuadrado de la segunda se obten-
drd multiplicando — @ por — @: y, tambien segun las re-
glas conocidas, el cuadrado serd como antes - a?.

Pero segun las ideas de. MM. Gergonne y Frangais serd
preciso deeir:

Teniendo en cuenta las posiciones inversas de +-a y
de — @, el resultado tiene que conservar el cardcter de es-
ta diferencia de posicion y el resultado habré de indicar
por el hecho mismo, la posicion del cnadrado construido
asi como su tamafio.

Mas aqui evidentomente peca la regla, pues en el caso
actual, tamafio y posicion son iguales en el edleulo,

P

BT 7 B

A . A
s 10
0. S
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¥, sin embargo, realmente, en la ejecucion’ prictica, es
de toda evidencia que la posicion del cuadrade construido
sobre OA’ es muy diferente de la del cuadrado construido
sobre OA; porque estos cuadrados OABP, OA’B'P estin,
nb superpuestos, como deberia suceder si su posicion fuese
1a misma, sino juxtapuestos, lo que es muy diferente.

Y por cierto que todavia pudiera decirse, que si OABP es
el cuadrado representado por (+ @) x (4 4), puesto que
OA y OP, son las direcciones positivas de los ejes, no su-
cede lo mismo con OA’B'P que no podria ser el cuadra-
do representado por (— @) X (— a)sino elfi gurado por

(—a) X (+a);

pero, debiendo expresarse este dltimo cuadrado por — a,
se deja ver una distincion manifiesta entre los dos casos:
uno con el signo + y otro con‘el signo —.

A este modo de raciocinar se presenta una objecion
grave y muy propia para mostrarnos cudn lejos de las
ideas recibidas nos condueiria la teorfa que critico.

En efecto, esta explicacion nos induciria nada menos
que'd considerar la expresion (—a) X (+ @) como un
cuadrado, lo que, bajo el punto de vista algebraico, es inad-
misible.

Efectivamente, en #lgebra la condicion esencial pard
que una expresion se tenga por cuadrada es que los dos:
factores que deben producirla sean exactamente iguales,
tanto bajo el aspecto numérico como bajo el de los signos
y esta condicion es TAN INDISPENSABLE en el estado
actual de la ciencia, estd considerada como tan fundamen-
tal, que, habiendo conducido en sus consecuencias &
género de expresion incomprensible, 4 cantidades ininteli-
gibles, y calificadas de imaginarias, los algebristas han pre-
ferido humillarse ante esas formas misteriosas y reconocet
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su existencia como LEGAT, si eslicito expresarse asi, mas
bien que rebelarse contra el principio establecido en la de-
finicion del cuadrado.

Sin embargo de todo ¢han tenido razon los algebristas
en este punto 6 né? 6 bien solo les ha faltado establecer al-
guna distincion? Esto es lo que 1no me corresponde exa-
minar aqui: pero siempre es cierto que su modo de proceder
estd establecido como principio en la doctrina actual del
dlgebra. ;

Siendo formalmente contrarias & este prineipio las con-
secuencias de la interpretacion precedente, esto es, de la
aplicacion de las ideas de MM, Frangais y Gergonne, deduz-
€0 que es imposible, en el estado actual de nuestras ideas
sobre el dlgebra, admitir esta interpretacion ‘como verds-
dera. :

Por otra parte, examinemos mas directamente la cues-
tion, pues por todos sus aspectos es muy ficil combatirla.
8i no quereis, diremos, reconocer el cuadrado OA’B'P como
representante de (—a) X (—a,) serd preciso necesaria-
mente admitir que este cuadrado estd figurado por OA’CQ,
Puesto que para este y relativamente al cuadrado OABP,
se ticne dlavezs OA'=—a yOQ = — ¢,

Pero muy lejos de obtener por este medio un cuadrado

- Superpuesto al primero y con igual posicion que él, nos

| resulta un tercer cuadrado cuya posicion estd mas distante

aun de la del primero que lo estaba la posicion de] se-
gundo.

Asf, por cualquier lado que se mire la cuestion, es jm-
Posible, aplicdndole las ideas de MM. Gergonne ¥ Francais,
sacar una consecuencia razonable, ni deducir un resultado
algebrdico, conforme con los de las operaciones geométri-
cas, pues el resultado algebrdico, sea que se emplee + a,
8ea que se trabaje con — a, aparece siempre con el signo +,
mientras que la construccion geométrica conduce 4 dos
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cuadrados, cuyas posiciones respectivas, segun todas las
ideas recibidas, tienen que mirarse como inversas una 4
otra, y por consiguiente caracterizadas por los signos
opuestos + y —-

— Dudas y objeciones con motivo de la regla de los stgnos en
dlyebra.

Tas objeciones generales que aqui presentono son finica-
mente hostiles 4 1a memoria de M. Frangais, pues son exten-
sivas 4 uno de los puntos mas delicados de las doctrinas al-
gebraicas: 4 las cantidades negativas aisladas, y 4 1a famosa
regla de los signos, que se cree demostrada con argumentos
incontestables, aunque el evidente asunto que acabamos de
tratar nos suministra armas para una muy séria objecion.
¢No es claro, en efecto, puesto que hajo el concepto alge-
bréico los cuadrados (4-a) X (+a)y (—a) X (—a)
son exactamente ignales, tanto con relacion al tamaiio co-
mo con relacion 4 los signos, que deberiamos concluir que
los cuadrados geométricos correspondientes deben tenmer
TGUAL superficie ¢ TGUAL posicion? Pero si la expe-
rieneia prucha que no es asf, toda vez que hay igualdad de
superficie, pero no coincidencia de posicion, serd preciso
deducir 6 que la regla de los signos no es exacta 6 que al
menos no siempre es aplicablo. 4

Adoptando esta {iltima suposicion que es la menos ex-
céntriea, habria que decir:

El cuadrado de — @ es ignalé 4 a2, como lo es el cuadra-
do de + a, y né porque — multiplicado por —dé +,
sino porque, cuando se trata de superficies, es preciso hacer
abstraccion delos signos, 6, por mejor decir de las direecio-
nes, y ocuparse exclusivamente de las longitudes. Y por
otra parte gla demostracion geométrica, por medio de
la cual se enseiia 4 determinar la superficie de un cuadra-
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do eonstruido sobre una linea, se funda acaso en alguna
consideracion directa & indirects acerca de la posicion
de esa linea? ;0s conduce 4 alguna consecuencia respec-
to al influjo que esta posicion puede tener sohre la del
cuadrado? De ninguna manera: en cnanto 4 esto la demos-
tracion es muda, y no solo es muda sino que su espiritn
es mas bien contrario que favorable 4 semejante conse-
cuencia. No demos, pues, en dlgebra 4 esta Proposicion una
extension mayor de la que autoriza la definicion geométri-
ca, esto es, su verdadera base,

—Restunen de esta disousion.

Repetiré lo que acabo de decir: no es este Iugar propio
para tratar & fondo la importante cuestion que suscito, pe-
ro era necesario decir mucho sobre ella, para mostrar que
en esta materia podia permitirse la duda, y para hacer ver
cuin razonable era suponer que, aun en las proposiciones
generalmente admitidas por todos los algebristas, hay mo-
tivo para mo aplicar, por lo menos, sin reserva la regla de
los signos 4 todas las eireunstancias del edleulo.

Hemos atacado y ecombatido la proposicion de M. Fran-
Gais, né de una manera indirecta, nj en algunos pormeno-
res de forma, sino en la esencia, en su orfgen, en la parte
4 que.tiende esta proposicion, si né 4 falsear la metafi-
sica de la regla de los signos, al menos & abusar de
ella. z

Puedo ahora decir 4 M. Francais:

Pruebo que vuestro razonamiento, aplicado palabra por
palabra & proposiciones distintas de la vuestra, conduce 4
consecuencias contrarias 4 vuestras propias deducciones y 4
los principios admitidos en las doctrinas algebricas. TLue-
go esta clase de razonamientos no puede aplicarse & todos
los casos, y asf es evidente que, antes de fundaros en él,

1.* Parre. 14
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era neceswio que probéseis que tenia suficiente antoridad.

Hago mas: demuestro que aun en los casos en que ordi-
nariamente se hace uso de &1, aun en agu2llos precisamente
en que su empleo no ha parecido hasta ahora sujeto 4 nin-
guna controversia, la regla ordinaria de los signos, aplica-
da 4 las CALIDADES aisladas, ecnduce & resultados alge-
briicos que no coinciden siempre con los resultados geo-
métricos de que deberian ser representantes.

TPero toda la economia de vuestra demostracion estriba
en una aplicacion de la regla de los signos 4 cantidades
aisladas representativas de cantidades geométricas,

Luego, es imposible no considerar como probleméiticas
por lo menos las consecuencias que deducis de semejante
género de demostracion.

(Creo, pues, que aun estd por hacer la demostracion del
teorema primero de M. I‘rﬁngais, y que su teorfa de las
imaginarias descansaba sobre la base deleznable que aca-
bamos de destrair.

— Vugva refutacion del teorema primero de M. Frangais bajo
el eoncepto de su forma algebrdica.

Quizés podria terminar aquf mis observaciones erfticas:
pero séame licito examinar aun bajo un nuevo aspecto el
teorema primero de M. Frangais, né porque me parezca
necesario entrar en nuevos pormenores para corregir 1os
errores de este gebmetra, sino porque este nuevo exdmen
nos pondré en camino para indagar lo que hay que hacer
con su teorfa de las imaginarias, 4 fin de darle lo que le
talta. ;

H¢ aquf estas nuevas observaciones:

Eu virtud del teorema primero de M. Frangais la ean-
tidad @ V=T, debe ser término medio proporcional de
tamalfio y de posicion entre 4+ a y — @.
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Kscribo, pues, segun este geGmetra:

e e T R

4Qué dice la definicion primera, pues 4 ella siempre hay
que volver los ojos para darnos cuenta exacta de toda pro-
porcion eolectiva de famaio y posicion? Dice que semejan-
te proporcion es equivalente d otras dos: una por euocien-
te relativa 4 los tamafios, y otra por diferencia relativa 4
las posiciones.

Ahora, puesto que los signos 4+, —, V=] son, tanto se-
gun las ideas recibidas como segun lasde M. Francais, los
caractéres algebrdicos de las direcciones, no hay mas que
hacerlos desaparecer, y entonces serd preciso que haya
proporcion por cuociente entre los simbolos restantes, que
solo expresardn tamaiios: esto es en efecto lo que sucade,
puesto que se tiene

aLaniala

Pasemos 4 la segunda prueba y busquemos nuestra pro-
gresion por diferencia; para lo cual es preciso al contrario
hacer desaparecer ahora los tamaiios dejando solo log sig-
nos; en este caso, se tienen los cuatro simbolos:

+11 i ‘/:Ta e V""—l"'_"I
y serd preciso segun la definicion primera de M. Francais
que resulte

e P e Ry
1 — v — V—-I-i—i

lo que es falso. :

Nos es, pues, imposible en la proporeion colectiva de M.
Frangais, volver 4 hallar 4 la vez las dos proporeiones por
viociente y por diferencia que, segun la primeyg definicion,
deben constituirla.

Sin embargo, si, reconoeiendo que VY —1 no puede satis-
facer 4 la progresion por diferencia anterior, Namamos # 4

3
(4]
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la expresion desconocida que debe satisfacerla, tendre-
mos para determinar = s
+ l.22 2. — 1.

Pero de esta relacion, lo que se saca es que z = 0, de
donde habrd que deducir que la cuestion es insoluble.

Tal es la Gltima palabra de la proposicion de M. Fran-
cais, cuando se apuran las consecuencias que de ella se
pueden deducir: nueva prueba de la insuficiencia de su
teoria de las imaginarias.

— Las proposiciones de M. Frangais, carecen de demostracion,
pero quisds no son falsas.

Con tales antecedentes percibi desde hace mucho tiempo
que la teorfa de M. Frangais era inadmisible. El silencio que
todos los lectores de log Anales han guardado sobre esta
teorfa y su esterilidad desde el dia en que se publico,
4 pesar de lo fecundos que parecian sus principios, me han
hecho siempre creer que no existe un solo gedmetra que
se juzgue suficientemente autorizado para admitirla: todo
¢ lo cual, explica porqué yace en abandono.

Pero si en el estudio de las ciencias es importante sciia-
lar los errores, combatirlos y destruirlos, no lo es menos
investigar si 4 estos errores puede sustituirse una verdad.

Observemos que en el caso actual hemos demostra-
do que M. Frangais di6 & sus definiciones mas exten-
sion de la que les corresponde, admitiendo como evi-
dente una proposicion que no lo es. Pero esto no prueba
que en realidad no exista esta extension, ni que la pro-
posicion por no demostrada no sea verdadera.

4No podemos ver en MM. Frangais y Gergonne dos in-
teligencias de esas que obedecen 4 una especie de instinto
que les hace ver claro en una cuestion, aunque la preoct=
pacion les haga prejuzgar el resultado? Y es que el instin-
to, en los hombres de talento especialmente, no siempre sé
engafia ni toda preocupacion supone errores.
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—Refleziones sobre la metafisica de la ciencia del cdleulo.

Hace cinco afios proximar ente que, conducido por un
trabajo sobre los logaritmos, 4 las consideraciones de las
cantidades negativas y positivas, 4 las de los infinitamen-
te pequefios, y en una palabra 4 todos estos objetos que de
tan cerca tocan 4 la filosoffa de la ciencia y que tienen en-
tre sf tan gran conexion, tuve que ver de nuevo la memo-
ria de M. Frangais, y, refloxionando segunda vez sobre las
objeciones que se acaban de leer, reconoci que habia poco
que hacer para dar 4 este trabajo una parte de lo que pe-
dia M. Servois, esto es, el complemento de evidencia
que le falta. Pero en cuanto 4 la fecundidad no me pa-
recia lo mismo, y mucho menos que lo que yo habia
hecho ‘era suficiente para extender y perfeccionar lanueva
teorfa (en el sentido que le daba M.s Gergonne) haciendo
evidentes su espiritu, objeto y ventajas. Habia resuelto,
si se quiere, la cuestion bajo el punto de vista algebriico,
pero esto no me bastaba, pues yo queria ver el fondo de
otro modo que 4 través de los simbolos del cédleulo.

Estos pensamientos fueron manantial de numerosas re-
flexiones sobre la representacion de las cantidades por me-
dio de las formas algebriicas. Empezé & reconocer pri-
meramente algunos abusos 6, si se quiere, usos no justi-
ficados de algunos signos de operaciones: luego me parecid
que estos mismos signos, de que se habia abusado en cier-
tas circunstancias, podian emplearse ventajosamente en
otros casos que se habian abandonado: mas tarde me
parecid mecesario establecer una distineion clara ¥ precisa
entre los diversos elementos que figuran en toda expresion
algebriica. De aqui resultd la clasificacion de esos ele-
mentos en dos especies, segun que sirven para designar
tamaiios 6 que representan operaciones de cdleulo, y al fin
vino ¢l pensamiento fecundo de que asf como los primeros
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clementos 6 los NUMEROS representan en dlgebra el
raaaNo de las eantidades, del mismo modo los SIGNOS
de operacion algebrdica podrian’ muy bien ser los re-
presentantes de los mEcHos con que la naturaleza constitu-
ye las eantidades en tal 6 cual estado, en tal 6 cual 4rden,
y esto con INDEPENDENCIA DE SU TAMANO; pensamiento muy
simple sin duda alguna y que aparece 4 los ojos de la irre-
flexion como supérfluo, pero que yo no titubeo en mirar
como ¢l verdddero lazo que une la filosofia notural & la cien-
cia del caleulo, el verdadero intermediario que transforma las
Teyes del Mundo Creado en fdrmulas algebrdicas siempre o~
prensibles, el trdansito indispensable con cuyo auwilio nues-
tra razon sin cometer errores llega & poner los problenas
naturales en ecudaeton.

Pero la exposicion completa de estas doetrinas me hacia
evidentemente salir de los l{mites de una refutacion. Y no
podia colocarlas en ella como un episodio, porque su im-
portancia, al contrario, las hacia objeto principal, tanto
que su conjunto constituye toda esta obra. Pero entre-
mos en materia. 3

— Rectificacion de la teorta de las tmaginarias.

Réstame ahora dar 4 conocer el complemento que he
anunciado, en cuya virtud el trabajo de M. Frangais
puede, si nd bajo el punto de vista filoséfico, al menos bajo
el punto de vista algebriico ser admitido como exacto.

Hé aqui, pues, la série de raciocinios que me parece pro-
pia para dar dla teoria de las imaginarias un cardctdr ver-
daderamente matemdtico.

Se ha visto que lo vituperable en M, Frangais es haber
admitido tdcitamente en primer lugar que la proporcion
colectiva de tamafio y de posicion podia escribirse

Sl €y s d;,

[in ®
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esto es, bajo la forma de las progresiones por euociente, y en
segundo lugar, que por eso mismo, podia gozar de todas
las propiedades de esta clase de progresion.
Evidentemente lo ha hecho asi, poniendo la ecuacion
a, =a. 1, y diciendo que @ V—] ¢s media proporcio-
nal de tamaiio y de posicion enfre + ¢y —«.
Desprendiéndose esta idea de nuestra critica sigimosla

un instante en sus consecucnecias,

Como los signos convencionales adoptados pararepresen-
tar las diversas circunstancias de eierto érden de hechos
no autorizan, mientras solo tienen caricter de convencion,
¢l uso de las operaciones del edleulo, puede preguntarse si
en lugar de ay, bg, etc., podria encontrarse una expresion
algebrdica tal que las reglas ovdinarias de la proporcion por
cuociente fuesen aplicables &la proporcion colectiva de M.
Francais
iy, bﬁ: =l d;.

.
.

Para ilustrar esta cuestion supongamos un instante que
sea posible, y :lcsignemos,' en consecuencia, por f (a, «,)esta
expresion desconocida en laque ¢y « deben figurar. Es
inttil detenerse mucho para hacer ver que siendo la fun-
cion f independiente del valor particular de (#y «), esta”
fancion sera la misma para la expresion de toda recta, y en
su consecuencia la forma asignada por M. Frangais, serd:

fas ) f(b,B)0 0 f (e 2): [ (d,3) 1]
¥ sera preciso determinar la funcion f de tal modo quelas
dos ecuaciones de condicion primitiva

wibl e d

@. 9.3

aparezean siempre, ¥ puedan deducirse una y otra de la
expresion [1] y esto conservando por otra parte su inde-
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pendencia, de tal modo que los valores dea, b, ¢, d, no in-
fluyan en nada sobre los de a, 3, y, 8, ¥ reciprocamente, ¢
pues esa esla condicion precisa de los datos de la cuestion.

En tal eoncepto, no se necesita reflexionar mucho para
advertir que si la funcion f(a, «) es de la forma a F ()
se satisface yala mitad del problema; porque, en efecto, la
proporcion precedente tendri esta forma:

aF(«) I OF(8)I1cF(y)IdF(3).

Sila naturaleza de los datos y la de la forma F autorizan
esta proporcion se deducird

. Fla) o Fly) r2]

b. F(B) T 4. F(3) 5
Y, como por otra parte los mismos datos dicen de ante-
mano que se debe tener separadamente la proporcion de

-~ ¢ 2 # k
tamafio — = —, se sigue de aqui que la relacion [2] se

8
reducira solo 4 Ll
Fla) _ F(y)
LR

Esto es, que la primera proporcion del problema subsis-
tird tal cual es, y la segunda, de proporcion por diferencia
que era, se convertird en proporcion por cuociente.

—La direccion de una recta tiene por expresion algebrdica
la funcion logaritmica.

Queda, pues, que examinar ahora cual debe serla forma
de la funcion ¥ para que la proporeion por diferencia

a. f.9.8
pueda ser legitimamente reemplazada con la proporcion por

cuociente,
F(2)!F(B)::F(z): F(3).
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Pero enunciar semejante cuestion es resolverla, pues es
evidente, en efecto, que esta enunciacion no es otra cosa
mas que Ia exposicion de la propiedad fundamental de la
funcion logaritmica.

Llamando, pues, = la base desconocida del sistema de lo-
garitmos de que pueda aquf tratarse, tendremos

F(a) =2z

¥ entonces la proporcion colectiva de M. Frangais, se es-
cribird bajo la forma
az*} bafl 2 ezr dzd

Ahora se hace patente que siendo cierto quea, b, ¢, d es-
tén en proporcion por cuociente ¥ 2, B, v, & en proporcion
por diferencia, se podrén aplicar 4 la proporcion colectiva
anterior las reglas de laproporcion por cuociente; y, en efec-
to, siguiendo estas reglas, tenemos

@ i}
bt St e L
b R

0 que, en virtud de las dos condiciones

@ e
T ='E-ya-—,8=7—8

es incontestable.
—Determinacion de la base de este sistema de logaritmos.

Qué queda, pues, que hacer ahora? Determinar el valor
de Ia base z, y, como esta determinacion es independiente
de los tamaiios, podremos suprimir estos y fijarnos en la
Proporcion

I ST |
gl iy LBy

Ahora, para determinar z, bastard examinar un caso par-
ticular. Admitamos, al efecto, que @ es nulo y &igual 4 =,
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esto es, que las dos posiciones 3% y 2% estdn sobre la recta
tomada por punto de partida, pero que son inversas una
otra, y tratemos de busear entre ellas un término medio:
sabemos de antemano que este término medio serd la per-

pendicular 4 la recta precedente, de modo que en virtud

k2
de lo anterior su expresion algebriica deberd ser 3 %
Por otra parte, puesto que la forma general z* antoriza la
aplicacion de las reglas de célewlo que rijen las proporeio-
nes por cuociente, se sigue que, designando por « la expre-
sion analitica de -la direccion media buscada, se deberd

tener

de donde

y por consiguiente, puesto que sabemos de antemano (que
™

x es igual § 2 *, podremos eseribir,
Tr‘
2} = V",

Tal os la couacion de condicion de la que dedueiré el
valor de 2. Pero parece 4 primera vista que esta ecuacion
no puede servir para nada, por ser una identidad siempre
satisfecha cualquiera que sen 2. En efecto, 2% =7 s lo mis-
mo que

T

zo4w ;

=
(2

T
'y, siendo ¥ la raiz cuadrada de esta cantidad, la ecaacio™

precedente dd idénticamente

1

T

2L
z!=z*

Sin embargo, aunque tal sea el resultado 4 que se llegd
considerando estacondicion en si misma y fuerade cualguier
otro punto de vista algebriico, no sucede lo mismo ni con
mucho enando se intenta combinar la série de ideas nuevas
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de quees representante la notacion 2% con eiertos principios
adquiridos en la ciencia y sancionados por una experiencia
de todos los dias.  En efceto, se sabe y se prueba d priari,
que en las consideraciones que se refieren al estudio de las
direceiones, y & causa de las relaciones necesarias que
existen entre ellas, para tener en cuenta el estado directo
¢ inverso que puede tomar una misma longitud, es preciso
designar uno de estos estados por + &, y el otro por — ¢, 6,
mas bien, hacer ver que los signos + y — no afectan al
tamafio, sino solo 4 la direccion por a. (+ 1)y pora. (— 1.)
En tal suposicion, nos vemos obligados & admitir que
debe haber identidad completa entre las expresiones + 1,
¥ 2%, que representan algebriicamente la posicion directa
¥ entre — 1 y 27 que representan algebrdicamente la po-
sicion inversa.

Es manifiesto que este es el tnieo medio de evitar ulte-
riormente contradicciones en las diversas investigaciones
algebriicas. :

De estas analogias se deducird que el producto z° z7 es
igual & — 1,y que laraiz de este producto no es otra cosa
que V—1; de modo que la precedente ecuacion sc trans-
forma en la que sigue: ;

I

Bajo esta nueva forma esta ecuacion no es ya unaiden-
tidad, es el gérmen de una teorfa fecunda en cuya virtud
la ciencia del cileulo vd & conquistar un sistema comple-
to de numeracion para las diveceiones, como posee uno
para los tamafios, y esto es lo que he desenvuelto suficien-
temente al terminar el capitulo anterior.

En cuanto al valor de z deducido de la ecuacion
™

},‘42.: \/_1
solo hay que decir que no depende ya sino de un cdleulo
muy corto.  En efecto, si en la formula conocida

cosx - V—ising = V!
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™
se hace 2 = 5 tendremos,

(i e
Visp=—20"
Comparando, pues, se deduce inmediatamente
A ST T
072 ¢ = z’g
de donde
v=1

i
Tal es ¢l valor de la base del sistema de logaritmos, en
cuya virtud se computarin las direcciones.

En verdad que 4 los ojos de muchos gebmetras estos
principios de la teorfa de las imaginarias pareceran esta-
blecidos de una manera incontestable y quizés no pidan
més; en cuanto 4 mf yo he sido mas exigente. |

Sin duda la importante verdad de que V=T es el signo
de la perpendicularidad resulta suficientemente probada
de lo que acabamos de leer; pero por este procedimiento 1o
me parece inmediatamente deducida de las nociones funda-
mentales de la geometria, toda vez que estriba en considera-
ciones de dlgebra que, 41laverdad, no permiten la duda, pe-
ro cuya analogfa con las consideraciones correspondientesde
geometrfa no es siempre inmediata. Se ha visto en el capi-
tulo tercero con qué seneillez llego 4 lamisma consecuencia
por medio de mis principios sobre la representacion de las
cantidades; v, si tengo una predileccion decidida porla de-
mostracion que recuerdo aquf, es porque posee & mis 0jos
¢l gran mérito de ser esencialmente filosbfica, pues, se de-
duce inmediatamente de la definicion misma de la perpen-
dicularidad geométrica. Pero este es asunto sobre el
que las explicaciones desenvueltas en ¢l capitulo tercero
me dispensan de extenderme mas.

Réstame ahora dar una idea de la utilidad de los prin-
cipios expuestos en esta obra, bajo el punto de vista de su
fecundidad enla region de las aplicaciones; y estoesloque
paso inmediatamente 4 hacer en el capitulo siguiente.
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CAPITULO V.

.

APLICACIONES DE LAS DOCTRINAS EXPUESTAS EN LOS CAPITU-
LOS PRECEDENTES A LA TEORIA DE LAS TUNCIONES CTRCULARES

Y A LA GEOMETRIA.

—Objeto de este earpitu-la.

En el capitulo tercero de esta obra he demostrado esta
proposicion capital: si se toma cierta recta por punto de
partida de la medida de los dngulos, y si una nueva recta
forma con ella un dngulo «, la direccion de la segunda
con respecto 4 la primera se caracterizara algebrdicamente
' ¥ge distinguird de la direccion de cualguier otra por la
expresion,

€08 - V1 sin «.

No ignoro que estehecho, enteramente nuevo, podré 4 pri-
mera vista hallar en los 4nimos alguna oposicion: hacien-
do tanto tiempo que se hace uso de estas formas algebrii-
¢as jedmo no se ha pensado, dirdn, en semejante interpre-
tacion? ;Cdémo admitir que tantos sibios eélebres, que en

. el curso de sus investigaciones han puesto en practica sin
cesar las expresiones imaginarias, no hayan entrevisto una
propiedad tan general y tan fecunda, que abraza por sf sola
toda la trigonometria actual y una buena mitad del estu-
dio de la geometria?
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Fistas objeciones hace tiempo que me las he suscitado
yo mismo, pues si el hecho analitico de que se trata aqui,
se presenta desde luego 4 la inteligencia de los lectores
como un medio de dar & expresiones misteriosas hasta el
dia una significacion clara y ficil, no se tanda en recono-
cer, meditando mas profundamente en este asunto, que el
hecho mismo, si estd matemiticamente establecido, no tien-
de nada menos que 4 dar una nueva faz 4 los métodos de
enseianza adoptados hasta ahora. Se concibe facilmente,
.quc tal grado de importancia no me permitia entrar en
esta via nueva sin haber reflexionado maduramente sobre
o] hecho en sf mismo, y sin haberlo justificado, no solo conla
prueha del raciocinio, sino tambien con la de la experien-
cia, pues, como he dicho al principio de esta obra, hasta en
mateméaticas la sancion de la experiencia es & menudo de
gran peso para confirmar la exactitud de ciertos resul-
tados.

Se ha podido ver en lo que precede por qué série de
consecuencias racionales he llegado & la interpretacion
que doy de las expresiones imaginarias. Pasemos ahora
4 la prueba de la experiencia, entrando en la region de
las aplicaciones. '

Nadie me vituperard por no haberme sujetado enlo que
vé & seguir al 6rden diddetico que conviene 4 una obra
de ensefianza.  En este escrito mi ohjeto no es exponer
con todos los pormenores necesarios para discipulos por qué
procedimientos se aplican al estudio de la ciencia los prin-
cipios expuestos arriba, porque quiero solamente demos-
trar 4 las personas que ya poseen el conocimiento de las doe-

trinas cientificas cudn propios son estos principios pard
explicar una clase de hechos que hasta el dia era incom-
prensible y como se convierten en un nuevo método, de in-
vestigaciones en los estudios matemdticos.

Entro, pues, en materia: ;
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SECCION 1.2

APLICACION A LA TEORIA DE LAS FUNCIONES CIRCULARES.
— 8¢ demuestra por la experiencia que la expresion
€08« ~ V—i sin o,

25 en efecto admisible en dlgebra como simbolo de la direccion
determinada por el dugulo =.

Lo primero que hay qiie hacer, es ver si en efecto la
expresion algebriica

€os o~ V—1 sin «,

conviene por las variaciones diversas de « i los valores geo-
métricos que estos cambios del dngulo = producen en la
direccion primitiva.

Empezemos por suponer que el dngulo & cambia de sig-
no, esto es, que se cuenta en un sentido opuesto relativa-
mente 4 lalinea que sirve de punto de partida.

Si repetimos para este caso lo que hemos dicho para el
primero, si reproducimos en esta eireunstancia las mismas
explanaciones con cuyo auxilio hemos determinado el coe-
ficiente de direccion de la linea que forma con la de par-
tida ¢l dngulo primitivo «, advertiremos que el inico cam- 7
bio que hay que introducir serd el del sentido en que se ha
tirado la perpendicular, lo que conduce 4 sustituir

— VvV -1d VL.
El coefiiente de direccion rélativo al 4ngulo « debe, pues,

ser,

€os « — V—1 sin «.
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Este es, en efecto, el resultado que se obtiene cuando en la
expresion general

cos « - V=1 sin «,

se reemplaza « por — «, pues esta expresion toma enton-
ces la forma

cos (—ux) - V—1 sin (—«).

Pero segun las nociones mas elementales de trigonome-
tria se tiene

cos (— &) = €08 «, ¥ 8in (— &) = —sin «.

Substituyendo pues, estos valores, en la expresion an-
terior encontramos como antes,

c0s « — V—1 sin =

8i el 4ngulo ¢ aumenta un nimero entero cualquiera de
circunfereneins, la direccion permanecera siendo evidente-
mente la misma. Serd preciso, pues, que suexpresion ana-
litica no varie. Ahora bien, en dlgebra un niimero z de cir-
cunferencias se representa por 2nr, el coeficiente de di-
receion se convierte en este caso en

¢0s (x-F2nx) + V1 sin (« 4 2ur)
expresion que es exactamente la misma que
cos « -+ V'—I sin .

8i « aumenta en media circunferencia, la direccion nue-
va esla inversa de la precedente, es preciso pues que las
dos expresiones
€08 & -V —i sinz
%
cos («-fm) -+ V—1sin (x4 )

difieran solo en el signo.
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Lo cual, en efecto, es lo que resulta de las relaciones tri.
gonométricas conoeidas.

8i « aumenta un cuarto de circnnferencia, la nuevy
direceion serd perpendicular 4 la primera. Ahora bien,
los coeficientes de estas dos direcciones son respectiva-

COS e~ VT sin o,

cos (a -+ ;) + V—isin (a -+ ;—) :
Pero, puesto que hemos demostrado que el hecho geo-
métrico de la perpendicularidad de unga direccion sobre
otra se expresa en dlgebra por el factor V'3, sers Ppreci-
80 que el segundo coeficiente no sea otra cosa mag que el
primero multiplicado POr V—1, y que en su consecuencia
se tenga la ecnacion

(cos a4~ V=7 sin e} Vs —

cos (a—i-;)—f—\/: sin a+%,
6 bien
COSa V' —] —sin e —

cos (a~+5 )+ v sinfut 7 ¥

Esta relacion es exacta de todo punto, puesto que ex
sabido que
e .
cos (ac—}—T:;) ===81N &,
-
¥ que
. ™
sinf{ &+ 5 } = cos «.
8i la cantidad afiadida 4 « es no ya una circunfereneiy
6 una media 6 un cuarto, sino un dngulo cualquiera 8, he
aqui como en virtud de nuestros principios debcremos -

clocinar,
1.2 Parre. 15



X —996—

Los coeficientes de las dos direceiones que se consideran
son respectivamente

¢os a 4V —I sin a,
cos (& + B) V=T sin (a+ ).
Pero, puesto que hemos demostrado que el hecho geo-
métrico en virtud del cual una direccion estd distante de

-

otra un dngulo B, se expresa cn dlgebra por el factor
cos p+4 V—1sinf,

serd preciso que el segundo coeficiente no sea otra cosa
mas que ¢l primero multiplicado por :

cos p+V—isinp
¥y queen consecuencia se tenga la ecuacion

cos (x4 )+ V=1 sin («+ B)=
(cos eV —1sin «) (cos BV —1 sin f).

consecuencia plenamente justificada por las verdades bien
conocidas de la trigonometria, en virtud de las cuales se

tiene

cos («—+ )= coS « COS B — sin « sin B,
sin (« -+ ﬁ); oS « sin p - sin « cos B.

(ontinuando un raciocinio semejante & este, nuestros
prineipios nos conducen 4 este resultado,

cos (atpty+34 )+ V=T sin (atB47+3+)
=_(cos a4 V=1 sin «) (cos g+ v—lsinp)
(cosy +v—1siny) (cos §4v—isind)...
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formula fecunda, por euyo medio se determina el seno yel
coseno de la suma de varios arcos por medio de los senos y
cosenos de estos arcos.

En el caso particular de ser iguales entre sf los 4ngu-
los a, B8, ¥, 5, que Yo supongo en nimero n, esta relacion
se transforma en la siguiente:

€0s n& +V'—T sin na =(cos « 4 V=7 sin &)

Nuestros prineipios nos conducen de nuevo 4 consecuen-
cias algebrdicas desde hace mucho tiempo reconocidas co-
mo verdaderas.

Prosigamos:

—Traduccion geométrica dela ecuacion.
{c0s a+ VT sin «)" 4 (cos a — V=T sinx)"=2cosna,

Si en la ecuacion precedente se cambia el signo de &,
resultard
(cos @ — V7 sin «)"=0s na — V=T sin na,

¥ si se suman estas dos expresiones, tendremos

{cosa+VTsinx)"-}(cose— vV —=isin a)"=2¢osnu.

Hasta el dia la verdad algebrdica expresada por esta
ecuacion tnicamente ha sido un Hecho analitico incontes-
table, ¥ no solo no se ha hecho su traduccion geométrica,
sino que es probable que nunca se haya preguntado si ha-
bia motivo para hacerla y en qué podia consistir. V4 4
verse que, segun mis principios, no es mas que la reproduc-
cion en dlgebra de una figura de geometria muy sencilla.

(Véase figura 1.%)

St (cos a4 V=i sin«)"?

Hsto representa en geometria la direccion ON, 4 la cual
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se llega despues de haber tomado sobre la circunferen-
cia OA, ciyo rayo es la unidad, n veces el arco « 4 partir
de la linea de base OA.

Luego cambiar el signo «, en cuyo caso se convierte la
expresion en

(cos a—V—1sine)",

seria igual 4 tomar por debajo de OA el propio dngulo «
un mismo nimero de veces, lo que conduce geométrica-
mente 4 la direccion ON’, completamente simétrica 4 ON
con relacion 4 OA.

En tal suposicion, segunla formula, es necesario 4 la ree-
ta ON aiiadir la recta ON’; para esto precisa tirar 4 con-
tinuacion de la primera, por el punto N, una linea para-
lela 4 la segunda ON’, por ejemplo NP, y tomar NP=O0ON";
pero es bien sabido en geometria que haciendo esto se llega
4 un punto P situado sobre lalinea AB. Es preciso, pues,
para que haya armonfa entre la férmula algebrdica y las
operaciones geométricas que se tenga OP=2 cosna, lo
que es de toda evidencia. Hé aquf, pues, una de las for-
mulas mas importantes de la teorfa de las funciones eir-
culares que, segun nuestros principios, no es mas que la
traduceion de una figura muy sencilla de geometria.

— Traduccion geométrica de la ecuacion

(cos @ +V—T sin a)*— (cos « —V—T sin «)"=
2 yisinna

Si en vez de sumar las dos precedentes expresiones se
restan serd preciso, 4 continuacion de la direccion ON,
reproducir no ya la direccion ON en el sentido que le
pertenece de O hicia N, sino en sentido contrario, lo que
geométricamente se reduce d tirar NQ igual y paralela &
NQ, 6 por mejor decir 4 su prolongacion ON". Pero se sabe
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que, haciendo esto, se llega, como distanciay como direccion,
4 un punto Q situado sobre la linea OC perpendicular 4 la
direccion OA tomada por punto de partida, lo que, en vir-
tud de nuestros principios, debe expresarse algebrdicamente
Por 00 V1. Y como es conocido que OQ es igual 4
2 sin na, se sigue que debe obtenerse:

(€08 & + V7 sin «)"*—(c0s & — V=7 sin a )R
2 V1 sin ne.

Esta Gltima ecuacion, muy usada en la teoria de las fun-
ciones cireulares, es, pues, como la precedente, la traduc-
eion algebriica de una figura muy sencilla de geometria.

— DLraducoion geométrica de la couaeion
(cos & -V —q sin @) (cos @ — V1 sin %) =1,

Hemos probado que el coeficiente de 1a direccion que
forma con la linea de base un ingulo « es el factor

€08 x 4 V—{ sin «,

de donde se sigue que, por el contrario, si se divide la ex-
presion analitica de la direccion dela base, que es 1, por el
factor

cos &« - V—1 sin «,

deberé resultar la direccion determinada por un angulo &,
igual al precedente, pero situado debajo de la base, direc-
cion cuya expresion hemos dicho que es

€0s &« — V' —{ sin e,
Es preciso, pues, que se tenga

1

. =C0s &« —V _]sin
COS x4 V—1sin« raima
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de donde
(cos a —V—1sin) (cos a4 V—isina)=1, j
y en general :
(cos « 4 V—1 sin )" (cos « — V= sin «)"=1,
férmulas cuya verdad es muy conocida en dlgebra.

— Euplicacion geométrica de las expresiones

"‘_',:_'a :'_ﬂ :'_-‘setc-

La forma de raciocinio de que he hecho uso para llegar
4 la investigacion del factor de la perpendicularidad re-
ferida 4 las dos direcciones extremas + 1 y — 1, entre las
que esté colocada simétricamente, puede aplicarse palabra
por palabra, 4 la investigacion de la expresion de toda
direccion simétricamente colocada entre otras dos.

Por ejemplo, describase el caadrante PA: si dividimos el
angulo recto POA en dos partes iguales, tendremos una
direccion OM: sca p el factor de esta direccion con relacion
4 OA; si ahora de OM quiero pasar 4 OP, deberé hacer
tambien uso del factor de direccion p lo que producird p*,
y puesto que, hecho esto, llego precisamente 4 la direccion
perpendicular OP, se sigue de aqui que deberé tener
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pP=v=y, de dondep:\/‘ —1

¥ haciendo raciocinios andlogos se llegaré 4 la consecuen-
cla de que las expresiones algebriicas

SR 8500
V=1, V=, V=1, eto.
representan las direcciones de las lineas que dividen el

dngulo recto en 2, 3, 4, 5, etc., partes iguales, y que en
general las expresiones algebréicas

2 . 8 & 5
V—I1, V=i, vV—1, v/, etc.

representan las direcciones de las lineas qrre dividen la semi-
circunferencia en 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, etc. partes iguales,

—Erplicacion geométrica de las n raices dela unidad.

En fin, si en vez de la media circunferencia nos ocupa-
mos de la circunferencia entera, concibiéndola dividida en
2,' 3, 4, 5, 6, y, en general, en # partes iguales, siendo p el
coeficiente de direccion de la primera linea divisoria, el
coeficiente de direccion de la Gltima n serd p"; pero esta
iltima, es precisamente la linea de base, de modo que se
debera tener p*=1 de donde p = VT

Esto nos muestra, y los resultados algebriicos conocidos
confirman plenamente esta indicacion, que no es entera-
mente indiferente en todos los casos sustituir

n m
Viayiyal.
. =
V' 1 se aplica 4 la direccion de lalinea que divide en #
m
partes la eircunferencia, y V' 1 4 la de la linea que la

divide en m partes iguales, cosas que en la naturaleza son
esencialmente distintas unas de otras, y que deberin por
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consiguiente serlo igualmente en el cdleulo.

Pero, como euando se nos ha pedido que dividamos la
circunferencia en » partes iguales, el procedimiento que
hemos empleado se limita & eseribir, que al cabo de » re-
petlclones de un cierto dngulo «, 4 lo largo de la circun-
ferencia, llegamos 4 lalinea de partida, como tambien si
hubiésemos tomado el dngulo 2« en vez de «, y silo hubié-
semos repetido » veces hubiéramos llegado evidentement-
4lamisma lineade partida, como ademds si hubiésemos to-
mado el angulo 3ay lohubiésemos repetidos » yveces, hubié-
ramos llegado 4 la misma linea de partida, y asi sucesiva-
mente hasta- el angulo na, se sigue de aqui que lo que he-
mos escrito debe igunalmente convenir 4 todos estos casos,
de donde a fortiori debemos concluir que de nuestra
ecuacion de relacion es preciso necesariamente deducir »
valores distintos de p, lo que nos conduce 4 la conse-
cuencia de que deben existir z#raices del gradon delaunidad.
Lo que es un hecho completamente admitido en dlgebra.

-En fin, puesto que los valores-de p corresponden, segun
nuestra teorfa, 4 los coeficientes de direceion de las lineas
determinadas por los dngulos «, 2z, 3z, ete., puesto que
hemos probado que ®estos coeficientes son de la forma

cos a4 V—{ sinx

€05 2« 4 V' —1 sin 2a,

. . . . . . . . .

y puesto que, en el caso actual, a es ignual 4 “2_;-, se sigue

que los valotes de p, ¥ por consiguiente lasn raices de la
unidad, deben ser de la forma

2
n

cos—— -+ V=1 sin —
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cos 2— -+ V=Isin2=— 9 5

€0s (n—1) ———I— V-_isin(n—1) — 2 :

27 et 2
cosnT-}-\/_, sinn =~

Verdad desde hace mucho tiempo consagrada en la cien-
cia algebrdica.

Este seria quizis el Iugar apropésito para hacer notar
como todas las propiedades de las raices n de la unidad
se desprenden de nuestros principios; pero, como en #lge-
bra es donde especialmente se trata de la resolucion de la
ecuacion z"=1, entraré en mayores pormenores sobre es-
te objeto, cuando, en la segunda parte de esta obra, me
ocupe de la aplicacion de mis principios 4 este ramo de la
ciencia Jel cdleulo.

Podria sin trabajo dar mas extension aun & estas citas,
pero no hago aqui un tratado especial de la materia, y
creo que lo que precede es muy suficiente para mostrar la
Verdad y la fecundidad de nuestros principios.

SECCION II.

APLICACIONES A TA GEOMETRIA ELEMENTAL.

— Detalles preliminares sobre la manera de representar en
dlgebra las rectas y sus direceiones.

Acabamos de ver en lo que precede las consecuencias
importantes & que nos ha conducido el principio por el cual
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" hemos aprendido 4 representar en dlgebra las direcciones de
las rectas. Combinemos ahora las longitudes con las direc-
cionesy vamos 4 llegar 4 otras consecuencias no menos dig-
nas de observacion. '

M

A

Tirese por el punto O una recta OM formando un dngu-
lo 0 conla linea de base OA; y tdémese sobre la linea OM
un punte P. Si para abreviar represento por r la distan-
cia OP, la recta OP, tanto en tamaiio como en direccion.se
representard en el cdleulo por la expresion

7 (cos 04V —1sinb)s

como quedd probado en el eapitulo ITT.

Con tal antecedente, si en esta expresion, en que 8 es
constante, se supone que r es variable desde cero al infi-
nito, la expresion anterior representard todas las longitu-
des cuya existencia es posible, dirigidas segun 0. Esta
expresion podra, pues, tambien emplearse para representar
todos los puntos de la recta indefinida OM, y es evidente
queno podri aplicarse sino 4 los solos puntos de esta recta.

En cuanto 4 cualquier porcion de esta recta por debajo del
punto O y en su prolongacion, GUARDEMONOS DE DE-
CIR que se obtendrd con la suposicion de » negativo; pues
no hemos de perder de vista que » expresa solo una lon-
gitud ¥ nada mas: lo nico que puede ser negativo, lo
Gmico susceptible de una existencia determinada 6 inversa
esla direccion. Asf la expresion:
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—r(cos 6 4V —; sin 8),
se aplicard 4 la lfnea OP prolongada mas alla del punto O,
entendiéndose bien que el signo— NO AFECTA A »,

SINO A
cos 6 - V—1 sin 6.

8i la linea de que nos ocupamos no pasa por el punto O,
hé aquf como, partiendo del origen, podremos ir 4 parar
4 uno cualquiera de sus puntos P

P

0 B A.

Designando por B la posicion del punto donde corta la
linea de base OA, llamando d la distancia OB y » la BP,
en fin, llamande 0 el dngulo que PB forma con la linea de
hase, se verd que el camino OB, tanto en longitud como en
direccion esta representado por d, que el camino BP tanto
en longitud como en direccion estd representado por

r(cos 8 -4 V/—1 sin 6),

~ yqueen su consecuencia lasuma de estos dos caminos, que
fija irrevocablemente la posicion del punto P, tendri por
expresion

d+ r(cos § - V—1 &in 8).

Si ahora se supone que » es variable desde cero hasta
el infinito, la expresion anterior representari todos los
caminos cuya existencia es posible para ir de O & un pun-
to cualquiera de la recta BP, siguiendo primero la parte
comun OB.
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Esto es, que la expresion anterior, en quer es variable,
puede emplearse para expresar todos los puntos de larecta
BP referidos al punto O y 4 la linea OA.

Observaré, ademés, que en cuanto 4 la porcion delarec-
ta BP, situada en su prolongacion por debajo del punto B,
se representard por la suposicion de que en la expresion
precedente el segundo término se hace negativo, lo que da

d—r (cos 6+ V—1 sinf).

Pero siempre queda entendido que el signo — debe atri-
buirse AL COEFICTENTE de direccion, sin que nunca
puede haber motivo 4 NINGUNA INTERPRETACION
RELATIVAA r.

8i yo redactase ahora un tratado completo acerca de esta
materia, tendria que insistir sobre un gran ntimero de por-
menores preliminares, pero eseribo en este momento no para
discfpulos que tengan que aprenderlo todo, sino paralecto-
res que han de familiarizarse pronto con esta clase de mate-
rias y para los cuales pueden Supﬂmll'be algunas explana-
ciones.

—Relaciones entre una recta cualquiera y su perpendioular.

Volvamos al caso de una linea que pasa por el origen, ¥
cuya expresion analitica es

7 (cosf \f-“{sine).

Propongamonos hallar Ia expresion analitica de la linea
que, pasando por el orfgen, le es perpendicular. 8is” de-
signa la distancia de un punto cualquiera de esta linea al
origen y 0’ el dngulo que forma eon la linea de base, su
€Xpresion sera

r’ (cos ' 4 V1 sin6).

Pero, siendo perpendicular 4 la anterior, seri menes-
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fer que su coeficiente de direccion no sea otra cosa que el
de la linea dada multiplicado por V' =T; se tendrd, pues,
para la expresion analitica de la perpendicular

" V—1 (cosb6 4 V_—1sind).

Si en vez de pasar la perpendicular por el origen, pa-
sase por un punto de la recta dada distante del punto O la
cantidad «, la expresion analitica de la perpendicular seria
evidentemente

a(cos 6 4+ V—1 sin 8) 7" V—1(cos 8 4+ V—1 sin 6),
6 bien
(a7 V—I1) (cos 0 4+ V=g sin0)

en la que todo es constante excepto #/.

Designando por # la distancia desconocida, contada #
partiz del origen, en que esta perpendicular viene 4 cortar
la linea de base, y por % el valor #* que corresponde 4 esta
interseccion, se debera tener

(a4y V—1) (GOSB—f—q/__.isjna):w'; .

igualando respectivamente loreal y lo imaginario, tendre-
mos las dos relaciones

acosf—ysinf =z
asin 6 4y cos =0,
Se saca de la segunda
y=—atangl,

lo que demuestra que este valor de y debe contarse sobre
la direccion de la perpendicular que pasa por debajo de la
linea dada. :
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Sustituyendo este valor en la primera, se saca de é1

xTr=a

cos 0

Estos son justamente los valores que se encuentran por
los procedimientos ordinarios de la geometria analitica.

— Interseccion de dos rectas.

Pasemos 4 otras cuestiones.

0 B A

Sea siempre OA nuestra linea de base, y tiremos dos
rectas cualesquiera OP, BP de las que pase una por el ori-
gen, y otra por un punto B distante de este origen la can-
tidad OB = d, sus expresiones analiticas serdn

r (cos 6+ V—1sin0)
d—7" (cos ' 4 V=isin0’).

Propongamonos determinar las longitudes OP y BP,
que determina su interseccion.

8i llamamos z & y estas longitudes, serd preciso eseri-
bir que el camino

z (cos 04 V1 sind),

es igual al camino
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d—+y (cos ¥ 4 V=isin¢’).

Poniendo, pues, esta ecuacion, y despues igualando res-
pectivamente por una parte y otra lo real y Jo imaginario,

resultard
2cos =d—-+ycosb

2 sinf =ysin 6.

Y resolviendo estas ecuaciones hallaremos los valores si-
gnientes:
in6
el B0,
(sing —6")

| sin 0’
=0 ——r.
. (sin 6 —0")

Que son los valores que se obticnen por los procedi-
mientos conocidos del dlgebra.

— Férmulas fundamentales de la trigonometria de los tridn-
gulos.

Ademis, si en el tridngulo anterior OBP se ponen suce-

sivamente
OB =i, BP. =&, PO =0,
OPR = A, POR =1, PBO =0
si se observa que entonces
A=0—¢, B=0,yC=n—4¢
las dos eeuacignés de condicion anterior se convierten en

ccos B=a—bcosC,

esin B = &sin C.
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Que son las formulas fundamentales de la trigonometria
para la resolucion de los tridngulos rectilineos.

— Prineipios fundamentales de la teoria gencral de los poli-
gonos.

Si una recta forma econ la linea de partida un dngu-
lo 6, su coeficiente de direccion serd

cos 8y -+ V—1 sin 6;.

Si una segunda recta corta 4 esta, segun un dngulo 65,
su coeficiente de direccion con respecto 4 la linea de base
serd

(cos 83+ V—1sin ;) (cos 03 + V—1sin6,),
6 bien
COSs (91 —!—eg) "[_ \/—_1 sin (61+Bg).

Siuna tercera recta cortala precedente formando un an-
gulo 63, su coeficiente de direccion con respecto 4 la linea
de base serd

(cos 8; + V_'TI sinf;) (cos b, V—1sin6,)
(cos 8 + V—isinby);
& bien
c0s (61 03 103 ) -+ V'—1 sin (9, -0, - 65 ).

En fin, si se contintia asi hasta unarecta n, el coeficien-
te de direccion de esta recta n, siempre referida a la li-
rd - - r
nea de base, tendrd por expresion

(cos 0y + V—1sin b, ) (cos 8 4 V1 sin b3)...

...(€0s 0, 4+ V=1 sinb,)
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6 mas simplemente

€08 (61~ 034-... 46, )+ V=i sin (01 Oa+-...-F0,).

Ahora bien, si se supone que la ltima recta se confun-
de con la direccion positiva de la linea de base, la expre-
sion analftica de esta direccion, siendo + 1 se tendré

|

(€08 0, 40, 4.6, )+ V=7 sin (00 4...40,)
=1

de donde se dedueira
BP9, ... + 0 =2kn,

siendo % un niimero entero,

En cuanto al valor de £, es evidento que serd igual al
nimero de veees de las vueltas completas ejecutadas para
la construceion precedente.

(Véase figura 2.%)

En tal supuesto, si se dirige la vista 4 Ia figura citada,
que representa un poligono, y sise supone que la direccion
de uno de los ladds de este polizono AB, esti tomada
por base de partida, es ficil ver que los 4ngulos suce-
sivos 6y, 83, fg..., que forman los lados entre sty sonlo que
se llama en geometria los dngulos externos del poligono,
¥y se deduecird de la formula precedente que, en el caso do
la figura anterior, la suma de los dngulos externos es
igual 4 una circunferencia 6 4 cuatro dngulos rectos, de
donde se sigue que lasuma de los dngulos internos es igual
4 tantas veces dos dngulos rectos como hay lados menos
dos, que son los teoremas fundamentales de Ia teoria de
los poligonos.

Si se supone, que todos los dngulos 6,5 8,y b,,..., 6, con
iguales entre sf, los ngulos internos lo serdn igualmente;

1.® PARTE. 16



—242—

ahora bien, en este caso, la ecnacion de condicion serd

nl = 2k,
esto es,

Lo que conduce 4 varios valorves de 0y, y sevé de un
golpe que las direcciones correspondientes & estos valores
del dngulo 8, tendrdn precisamente por expresiones alge-
bréicas las n raices de la unidad.

De aqui se deducird que ¢l problema consistente en
construir un polfgono de # vértices con todos los dngulos
iguales, es susceptible de » soluciones, hecho comprobado
desde hace mucho tiempo por los elegantes teoremas de
M. Poinsot sobre los poligonos regulares.

Imaginemos ahora que @y, @, Gs;.-y On—ty On SOIL TCE-
pectivamente las longitudes de los lados del poligono cor-
respondiente 4 los 4ngulos externos 8, 8, 0;5.00y ne Es
evidente que si se parte del punto B siguiendo el poligono
para volver al punto B, serd preciso que la suma de los
varios caminos asi recorridos sea nula, lo que conduce dla
relacion siguiente:

a, (cos 0, +V/—1sin0,)
—+ a, [cos (0, 8,) + V—1sin (0,46,) 1]
4 a, [cos (8,4 0:+46,) + VvV —isin (0,--6:+49) 1
A a, [cos(8, 4044 0a)+V—1 sin(8, -+ 6.4...7+0.) 1-

Condicion de la cual, teniendo en cuenta la relacion

b, 01 .enn 4 0,,= 2k,
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se sacan las dos sisuientes:
@, €08 0, a3 €08 (0, +0,) +a, cos (8, -6, + 0,)
—= ey GOR (6, + 0,4 01... R e
@, Sin 0, 4-a, sin (0, 4-0,) 4, sin (0,40, 46,)

s sert o ey S0y o 05 0, i -0, ) =0,
lo que quiere decir:

1.° Que la suma de las proyecciones de los lados de
un poligono, sobre la direceion de wuno de ellos, es igual
con signo contrario 4 la longitud del lado sobre que se
proyecta.

2. Que la suma de las proyecciones de los lados de un
poligono sobre una direccion: perpendicular 4 la de uno
cualquiera de los lados es nula.

Y mas en general aun: silas direcciones, en lugar de ir
referidas 4 uno de los lados del poligono, se refieren 4 una
linea cualquiera, llamando ¢ eldngulo que esta linea forma
con el lado que al prineipio se habii tomado por base, serd
preciso, para pasar del caso precedente 4 este otro, multi-
plicar todos los coeficientes de direccion por

cOs o - V=% sin g.

Las ecuaciones anteriores recibirdn en este caso modifi-
caciones que me exchso de transcribir, pero de las cuales
se deducira sin trabajo que la suma de las proyecciones de
los lados de un poligono sobre upa recta cualquiera es
constantemente nula. ;

Vuelvo 4 recordar que no estoy redactando un tratado
completo sobre la materia, y que por tanto no tengo para
qué expresar ahora hasta las tiltimas ramlﬁcacmnes de los
diversos resultados que he obtenido, porque ha de bastar
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para el objeto que me propongo comprobar, por una parte,
1a fecundidad de estos resultados, y por ofra su coineiden-
cia con las verdades ya conocidas.

—Del etreulo.

Lo que precede serd, & mi entender, suficiente para indi-
car como los principios que he demostrado se aplican &
1as longitudes y 4 las direcciones rectilineas.

Pasemos ahora al eirculo.

Si se toma por origen el centro del circulo, la lineca de
base serd uno de sus didmetros, de modo que, siendo 7 el
tamaito del radio, uno cualquiera de los puntos del circulo
tendrd por expresion

r (cos -4 V—Isin 0).
Asi, suponiendo & ¢ variabley & constante, esta expre-

sion representard un punto cualquiera de la circunferen-
cia, y suponiendo variables & la vez 4 6 de cero 4 2% yaA

de cero & 7, esta misma expresion serd la de un punto
cualquiera de la superficie del cireulo.

—De la tangente al ctreulo.

Siendo perpendicular 4 la direceion del radio que pasx
por un punto del circulo la tangente 4 ese punto, se sigue
que ol coeficiente de direccion de esta tangente sera
igual al nroducto del coeficiente de direccion del radio
po1 = ST

Asi, para el radio determinado por el 4ngulo 4, el coe-
ficiente de direccion de la tangente sera

=+ (cos 0+ V=1sin0) V—i.
(Véase figura 3.%)

Designando por p la distancia variable del punto Ra
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un punto cualquiera T de esta tangente, hallarémos que la
posicion de este punto T se determinard por OR + RT &

#{cos0~+ V—1sin0) & (cosd + V—1sin0) v—i,
que puede escribirse tambien
(rp V—1 )(cost -+ V—q1sin0),

correspondiendo ¢l signo + 4 la porcion de la tangente si-
tuada por encima de OR y el signo— 4 la situada por
debajo. ;

Propongimonos. ahora determinar la distancia descono-
cida OM en que la tangente corta la linea de base, y la
longitud RM comprendida entre la misma linea de base y
€l punto de contacto.

Higase para abreviar

OM = z, RM =y,

¥ dejemos & un lado la consideracion del doble signo -
que el cocficiente de direccion reproduce por otra parte de
por si mismo.

La condicion del problema es que los caminos geomé-
tricos OR y RM sumados con sus direcciones son el equi-
walente del camino OM.

Esto da inmediatamente la relacion

(r+y vV-1)(cosb| V—Tsinl) =z.
Desarrollando ¢ igualando separadamente 4 cero lo que

es real y lo que es imaginario, se obtienen las dos eena-

ciones
#cosf—ysinb = a,

i

rsinf + yecos§ = 0.
De la segunda inmediatamente se saca -

¥ = —r tang 6.
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.

Asf mientras que el punto R corresponda al cuadrante
para el cual tangente 9 es constantemente positivo, el va-
lor de y serd negativo, esto es, que la tangente cortard la li-
nea de base debajo de OR; y poniendo este valor de y en la
primera ecuacion, hallaremos

sin®0
r (cos ¢+ —) ==,

cos 0 /

de donde
e g
cos 9§ °
Que son los valores ordinarios de z y, de y.

—Interseceion de dos eircunferencias.

Tomarémos por linea de base la linea de los centrosy
por origen el centro de uno de los dos circulos; de .donde
se sigue que si 7y es el radio de este, su expresion analiti-

ca serd fiats
1 (cos 8,4+ V—Isir g') .

En cuanto al otro, &' , es su radio y si 4 cs la distancia
de los centros, su expresion serd

d+r; (cos b+ V—1siv 6).

Busquemos su punto de interseccion; serd preciso para
obtenerlo, igualar una 4 otra estas dos expresiones, lo
que da

7, (cos b,V —1sinf,)=d 4+ r. (cos §, -+ V'—1 sin 6.}
ecnacion de la cual sesaca

7 €08 0y =d 47, cos 0,

7, 8in 0; = rysin 0,,

¥ por medio de estas dos se determinardn 8, y 6-.
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Para conseguirlo, hagamos la suma de sus cnadrados,
resultard

r@=d2 4+ 2dpr;cost, 4 r
Tuego
—_— . 2
cos by = s ead
erg

¥ por tanto

(r2, —r2)

cos 6, — o
- i

Dados por sus cosenos los dngulos 8, v 8., se deduce que
el problema tiene siempre dos soluciones, y se vé que es-
tas dos soluciones serdn simétricas con relacion 4 la linea
de los centros. En consecuencia la linea que une los dos
puntos de interseceion es perpendicular 4 la linea de los
centros.

No me detendré en discutir estos valores, usados diaria-
mente, porque aqui debo solo patentizar el cémo estos nue-
vos principios se 11)110111 4 la investigacion de las verdades
geométricas y cudn ficil es la nueva via abierta para des-
cubrirlas, 4 cuyo fin me parece digna de interés la dis-
cusion que va 4 seguir.

— Propiedad fundomental de los ejes radieales.
(Véase figura 4.%)

Sea un circulo cuyo centro esté en Cy del que CO sea
un didmetro; levintese sobre este didmetro una perpendi-
cular OI indefinidamente prolongada, y por un punto cual-
quiera 8§ de esta perpendicular tirese una tangente al cir-
culo; se pide la longitud ST de esta tangente.

Témese por linea de base el didmetro CO y por origen
su punto de interseceion O con la perpendicular.

Héganse para abreviar CT = r y dngulo ACT = 6: se-
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gun nuestros principios serd preciso que la suma de los
caminos OC + CT + TS sea igual al eamino OS. Ahora
bien, el camino CT tiene por expresion

(cos e—i— V—1 sin 6),

el eamino TS que es perpcndlcular 4 CT, tendrd por ex-
presion *

TS (cos 6 4+ V—1sinb) VT;
y, en fin, el camino OS 6 bien OT + IS se expresari por
(01--18) v=i.

Escribamos ahora la igualdad anteriormente menciona-
da, y resultard

OC—+r (cos0+ V—7sin6)
—+ TS (cos 6 4+ v—Tsin0) v—f = (0l +1S) v=1.
De aqui se deducen las dos relaciones siguientes:
OI + IS = rsinf + TS cos 6,
— OC = rcos § — TS sin 4.

Para obtener TS, tomemos la suma de los cuadrados:

resultard
2

—— U
(01 +1I8)* 4 OC = #* T3,

Y, desarrollando el primer miembro, observarémos que
2 i S

T0I4-0C

es igual & #2  Suprimiendo, pues, esta Gltima cantidad
en los dos miembros, se hallard definitivamente

il -
TS =18 (IS 42 0I) =18 X SG.
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Este valor de TS es, pues, independiente del radio del
cireulo, y tanto que IS y SG permanecerdn siendo los mis-
mos, sin que cambie lalongitud dela tangente, de donde se
deducird que, si por los mismos puntos I y G se hacen pa-
sar tantas eireunferencias como se quiera todas las tangen-
tes llevadas de un punto S de la linea 1G 4 estas diversas
circunferencias serdn iguales entre sf.

—Propiedad de las secantes tiradas por un punto exterior.

A esta primera conclusion podemos afiadir ofra: en
eficto, puede observarse que no solamente TS es indepen-
diente de  sino que es tambien independiente de 8, de
donde resulta que lo que hemos dicho de la recta que pasa
por 8 y certa la eircunferencia en los puntos T y G podria
decirse igualmente de cualquier otra recta que pasase por S
¥ cortase la circunferenecia en los puntos I y G’. Temando
¢l didmetro perpendicular 4 esta linea por linea de base ¥
su interseceion por orfgen, se obtendrd la ecuacion

2

T8 =18 X} 5G*
de donde salen los teoremas conocidos en geometria so-
bre las secantes al efrculo tiradas desde un punto externo.

—Tangente comun @ dos eireunferencias.
(Véase figura 5.%)

Sean Cy e los centros de las dos eireunferencias, R y »
sus radios, T y # los puntos de contacto de la tangente co-
mun con cada cireunferencia, en fin 8 la interseceion de la
tangente comun con la linea de los centros.

Sabemos que, puesto que T# es una tangente, los dos ra-
dios ¢t y CT le serdn perpendiculares, de manera que re-
lativamente 4 la direccion ¢T las direcciones » y R ten-
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dran por valor V/—T; en cuanto al camino ¢C, designan-
do por 6 el 4ngulo UST, su direccion con relacion 4 la de

T se expresard por
cos # - V=Tsn4.

Esto supuesto, eseribamos que el camino f¢ + ¢C es
igual al ecamino T 4 TC, lo que conduce inmediatamente
4 1a ceuacion siguiente, en la que d representa la di stancia
de los centros:

r V=1 +d (cos f 4+ V=1 sin ) ={T+R vV—i,
de donde se deducen las dos siguientes:
2 iT = d cos 6,
R—r = dsin,

de las cuales se saca inmediatamente

2

(T=d*— (R—r)*

tang £ =*—r"_'l—}:-—é_:

Vd* 4 (R—2)°
Implicitamente hemos supuesto aqui que las direcciones
de r y R van en el mismo sentido, lo que corresponde a la
tangente externa; en cuanto 4 la tangente interna, basta
cambiar el signo de » V1, y resultard, pues,

2

TT P (R P),

tang 8 = —-:“;n;;__—_w

vd -+ (R4-r7)?
Como se vé, podria multiplicar estas citas, pero losejem-
plos que acabo de presentar son muy suficientes para dar
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una idea de la generalidad y del modo de aplicacion de
los nuevos prineipios.

Solo afiadiré para concluir algunos pormenores sobre la
determinacion de la expresion algebrdica de las secciones
conicas.

— Eupresion algebrdica de la olipse.

Se sabe que la elipse goza de esta propiedad: si de sus
dos focos se tiran radios vectores 4 un mismo punto de la
curva, la suma de estos radios vectores serd constante;
busquemos segun esta propiedad su expresion.

(Véase figura 6.7)

. Sean F ¥ F’ los dos focos, llamemos 4 la distancia ‘que
los separa, tomemos por origen el punto F y por linea de
base la lincu FF, .

Si P es un punto cualquiera de la eurva, ysi se llama »
el radio vector FP, y 6 el dngulo que forma con la linea
de base, el punto P se determinard por medio de la ex-
presion

» (cos 6+ V—1sing).

Pero, en tal estado, esta expresion no ensefia nada de par-
ticular: es menester reemplazarla con la indicacion general
del radio », 6 sea con un valor particular que indigue co-
moen la eurva de que nos ocupamos 7 varia con 4, Para
esto, escribamos en virtud de nuestros principios los datos
de la cuestion:

Llévese al puntoP el segundo radio vector F*P, que pa-
ra abreviar llama: é #, y sea ¢' el ingulo que forma con la
linea de base.

Serd preciso que el camino geométrico FF' 4 F'P sea
igual al camino FP, escribiremos, pues:

7 (cos 8+ V—isinb) =d -+ (cos '+ V=T sin¢).
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Pero, como la suma 2 -7 cs constante, llamando s esta
eonstante, resultari # —s—r, y podremos asi reempla-
zar la precedente ecuacion por la siguiente:

r (cos 8 - V=1 sin 6)
==d - (s—7) (cos & 4 V—1sin¢’).

De donde, igualando separadamente lo real 4 lo real y
1o imaginario 4 lo imaginario, resultard

(s—r) cos & =rcos b —d

(s—r) sin 8 =rsin 6.

Haeiendo la suma de los cuadrados quedardn efectuadas
todas las reducciones.

(s— r)? =r*—2 drcos 8 4 .
Desarrollando el primer miembro, suprimiendo por una

parte y otra la cantidad comumn r®, y resolviendo la ecna-
cion en relacion 4 7 se obfiene

=____sg_~_.--_dg
2 (s—dcosb)’

La e\:presmn general de un punto cualquiera de la elipse
serd, pues,

&2 —d?

(s—a’co:,a) cos § 4= V=1 sin ).

— Expresion algebrdica de la hipérbola.

No repetlremos los célculos en cuya virtud determina-
riamos la expresion analitica de la hipérbola por ser en
todo iguales 4 los precedentes. En vez de suponer cons~
tante la suma de los dos radios vectores, basta escribir que
Io es su diferencia: de modo que llamando ¢ esta constan-
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te, serd menester reemplazar la condicion » -4 # = g por
r—i" =1, estoes, que en vez d¢ » —=s— p se pondri
7’ =r —{; segun lo cual se vé que, para conocer el resul-
tado que se busca, bastard cambiar el signo de r y reem-
plazar + s por — ¢, lo cual d4 inmediatamente

R wa
2 (t4deost)”

De donde se sigue que la expresion analitica de un pun-
to cualquiera de la hipérbola serd

—a? S
=i 84 v— 6).
St deost) (cos 64 1siné)
— Ezpresion algebrdica de la pardbola.

En fin, en cuanto 4 la pardbola, la determinaremos en
virtud de esta propiedad: cada uno de sus puntos estd 4
igual distancia de un punto fijo y de una recta fija dadas.

B

Sea T el punto dado y AB la recta dada: del punto F
bajemos sobre AB una perpendicular FD y tomemos el
punto D por origen y la recta FD por linea de base: segun
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la propiedad que acabamos de enunciar, serd preciso que,
si del punto P se tira, 1.° el radio vector FP; 2.°la perpen-
dicular PE, se tenga PE=TFF.

En tal supuesto, designemos por # la longitud comun
de PF y PE, y por 8 el dngulo de PF con lalinea de base,
y eseribamos que el camino DF + FP es igual al camino
DE 4+ EP. Tendremos, designando por d la distancia co-
nocida DF, y por y la altura desconocida DE,

d+ r(cosi—+ V—=1sinb) =y V—1-+r,
de donde resultardn las dos ecuaciones siguientes:
d+rcost =,
rsinl=y,

que dan inmediatamente

d dsin@

= y Y=
1 —cosb Y 1 —cos@

y, en consecuencia, la expresion algebraica de la pardbola
serd
d
1—cosé

(cos0t V—1sinb):

— Conclusion.

Podria amplificar mucho mas csta clase de investi-
gaciones, pues es indistintamente aplicable 4 todas las
cuestiones de geometrfa; pero el lector juzgari que los
pormenores en que acabo de entrar son mas que suficien-
tes para demostrar que he logrado el objeto que me pro-
puse.

La extraordinaria conformidad de los resultados que
consigo por medio de ese nuevo modo de investigacion &
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que me han eonducido mis indagaciones con los resultados
ya obtenidos por los procedimientos ordinariamente puestos
en uso, prueban de un. modo inconstestable que mis nuevas
doctrinas son la expresion de la verdad, ¥ quelas conside-
raciones & que me he consagrado, ya para la investigacion,
ya parael establecimiento de esas doctrinas, son una justa
apreciacion de las relaciones que deben existir entre los
hechos naturales y la lengua algebréica.

Acabamos de ver, por la série de aplicaciones que he
presentado en este capitulo, la influcncia que estas doctri-
nas deben tener sobre la ensefianza de la teorfa de las fun-
ciones circulares que hasta el dia solo ha sido abstracta y
analitica y que espero haber hecho pasar para siempre &
la region de lo concreto. Se ha visto igualmente cémo es-
tas doctrinas establécen una via fecunda para todas las in-
vestigaciones de geometria; y he presentado bastantes
ejemplos y aplicaciones para que su importancia pueda
apreciarse, y para que esta gran clasificacion de la ciencia
del céleulo ew dos partes muy distintas, una aplicada 4 la
computacion de la cantidad, yotra 4 la del érden y de Ia
situacion de las cosas, se introduzea definitivamente en el
terreno de la ensefianza, no ya como un ACCIDENTE
util solo en algunos casos aislados, sino como base ESEN-
CIAL, que gjerce una influencia NECESARIA, # indis-
pensable en la discusion de todas las cuestiones que la
ciencia del cdleulo estd llamada 4 resolver.

— Trabajos ulteriores.

Mi tarea estd muy lejos de terminar, pues si he des-
cubierto la interpretacion de un género de expresiones
incomprensibles 6 no entendidas hasta el dia, y si he de-
mostrado  que estas expresiones tienen que ser en manos
de los gedmetras un instrumento precioso para todas sus

B~
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investigaciones, resta aun hacer ver que estas nuevas
consideraciones aplicables, no solo & las longitudes y a
sus direcciones sino 4 todas las cantidades, son la CON-
DENACION de doctrinas pasadas en autoridad de cosa
juzgada y que en el dlgebra propiamente dicha, estin
llamadas tanto & eselarecer lo que hay de obscuro, como
# destruir lo que hay de falso.

Queda tambien que demostrar el como dan 4 la meta-
fisica del edleulo infinitesimal esa clgridad que le falta, ¥
esa precision que tanto se ha buscado, pero queno ha po-
dido obtenerse todavia.

Quedan, en fin, por desarrollar las grandes ventajas
que producirdn las nuevas consideraciones en toda APLI-
CACION de la ciencia del edleulo al estudio de los HE-
(HOS NATURALES.

TLa exposicion de estas nuevas investigaciones constitu-
ye la materia de la segunda parte de esta obra. (1)

(1) No ha parecido aun.

Para que se vea si Mr, Vallds tiene razon al decir que sus prin-
¢ipios son lan CONDENACION de doctrinas pasadas en autoridad
de cosa juzgada, queremos presentar la ecuacion siguiente, que';
como todas las que contienen la misma clase de incompatibilidad
en. los datos, no tiene valor ninguno ni real ni imaginario que,
sustituido en ella, realice la supuesta igualdad.

(2z—3)+VazrT—T1=0.

A continuacion presentamos una lista de la literatura revolucio-
naria en materia de matemiticas, si es permitido Namarla Zasi.
¢No es cosa que admira la persistencia delos hombres de la ciencia
en no variar el algoritmo cuando hace tanto tiempo que se estd
dando la voz de ALERTA?

FIN.



LISTA de algunos escritos en los cuales se
~ discuten los simbolos peculiares del Al-
gebra.

Londres, 1685, folio. Jomxy Warrrs, 4 Treatize of Alge-
bra, both historical and practical. Reimpreso en
latin con adiciones en el segundo tomo de
Wallis’s Works, Léndres, 1693, f5lio.

Nipoles, 1687, folio. G Fraxcrsco pE Gorresres, Lo-
gistica Universalis.

Londres, 1758, 4.° Franors Masgres, Dissertation on
the use of the Negative Sign in Algebra.

Londres, 1796, 8.° Witttasr Frexo. Zhe Principles of Al-
gebra.

Philosophical Transactions for 1778 and 1802 [Prayratr],
(Woodhouse.) On the necessary Truth of certain
Conclusions obtatned by aid of Imaginary Expre-
SL0Ns.

@ambridge, 1803, 4.° Roperr Woopmouse. 7e Lrineiples
of Analytical Calenlation.

Philosophical Transactions for 1806. El Abate Bufig. Me-
motre sur les Quantités Imaginatres. (Leidaen 20
de Junio de 1805.) Véase tambien la Revista
vol. XII de la Edinburgh Review. Abril—
Julio, 1808 (escrita por Playfair.)

Léndves, 1804. Report of the Third Mecting of the British
Association for the Advancement of Seience.

Parfs, 1806. Arcaxn. Essai sur la maniére de représenter
les Quantites Imaginaives dans les Construetions

t G'éometriques.

Annales des Mathématiques 1813.—Fraxcors, Areaxn,
Servors, GercoNNE. Observaciones.

1.2 PARTE 17
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Londres, 1817, 4.° BexyaMIN GOMPERTZ. The Prineiples
and Application of Tmaginary Quantities. Libro
I, (al cual se hallan agregados algunas observa-
ciones y porismos. ¢

Léndres, 1818, 4.° BeENJaMIN GOMPERTZ. The Principles
and _Application of Imaginary Quantities. Li-
bro 11, (derived from a particular case of
funetional projections.

Paris, 1828, 8.° C. V. Mouvrny. La vraie théorie des Quan-
tites Négatives et des Quantites Prétendues Ima-
ginaires. Dedié aur amis de P évidence.

(ambridge, 1828, 8.° JouN WangeN. A Treatise on the
Geometrical Representation of the Square Roots
of Negative Quantities.

Philosophical Transactions for 1829. Jomx Tromas Gra-
vis. An Attempt torectify the Inaccuracy of some
Logarithmic Formule. (Leido el 18 de Diciembre
1828.) ;

Philosophical - Transactions for 1829. Jomx WARREN.
Consideration of the Objections raised against the
Geometrical Representation. of the Square Root®
of Negative Quantities. (Leido el 19 de Febrero
1829.) El mismo volimen contiene. Joux Wag- ]
REN. On the Geometrical Representation of the
Powers of Quantities, whose indices involve the
Square Roots of Negative Quantities. (Leido el 4
de Junio 1829.) '

Cambridge, 1830, 8.° GroreE PEscock. A Treatise on Al-
gebra. 3

Philosophical Transactions for 1831. Davies GILBERT. On
the Nature of Negative and of Dnaginary Quan-
tities. (Leido el 18 de Noviembre 1830.).

Loéndres, 1836, Anénimo. [GroreE Peacock.] 4 8y-
Uabus of a course of Lectures upon Trigonometry

G



—259—

and the aplication of Algebra to Geometry.

Cambridge, 1837, 8.° anénimo. (Osporye Reysonns.) Stric-

tures on Certain Parts of ""Peacock’s Algebra’,
-— e by a Graduate.

Londres, 1837. A. or Moreax. Eloments of Algebra.

Londres, 1837. A. v Moreax. Elements of Trigonometry
and Trigonometrical Analyss, preliminary to the
differential Caleulus.

Edinburgh. Philosophical Transactions. Vol. X1V, ParteI.
(Greeory.) On the Real Nature of Symbolical
Algebra. 3

Ladies’ Diary. London, 1839. Trowmas Wrrre. On the AL
gebraical Expansion of Quantity and on the Simbol
V—T (which isusually considered to denote im-
possible or imaginary quantity.

Cambridge. Philosophical Transactions vol. VII. Parte II.
Vol. VII, parte IILy vol. VIII. (Leidos el 9
de Diciembre 1839, Noviembre 29 1841 y 27
1843.)

A. v Mogeax.” Onthe foundation of Algebra.”

Parfs, 1841. M. F. Varrks. Etudes Philosophiques sur la
Seience du Caleul.

Cambridge, 1842 et 1845. (Grorer Pracock.) 4 ZTireatise
on Algebra. Vol. 1. Arithmetical Algebra. Vol. 2.
Symbolical Algebra and its aplications to the
Geometry of Position.

Léndres, 1843. 12.° Marriy Omy [traducido por Alexander
John Ellis’|. The Spirit of Mathematical Analysis
and, its relation to a logical System.

Loéndres, 1849. A ve MoreaN. Trigonometry and double

Algebra.

Recomendamos las obras de Pracock y de Mogcax,
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