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PRELIMINARES.

1. Utilidad del empleo de las sombras en el dibugo.—
Sabido es, que uno de los objetos de la Geometria Des-
criptiva es representar con exactitud las formas de los
cuerpos; y bajo este solo punto de vista, la determina-
cion de las sombras es un auxiliar muy util para con-
seguirlo, puesto que proporciona un medio de repre-
sentacion muy ventajoso para hacer comprender mds
facilmente la disposicion general de las diversas partes
de una figura.

En efecto, cuando se considera la descripcion de un
cuerpo representado por medio de sus dos proyecciones,
deben mirarse simulténeamente la proyeccion horizontal
vy la vertical, y por esta constante comparacion €s como
tinicamente se consigue tener una idea clara de la forma,
dimensiones y posicion del objeto propuesto. A pesar de
la elegancia y sencillez del método de proyecciones, la
necesidad de comparar incesantemente dos proyecciones
es un trabajo penoso y que distrae del estudio, miéntras
que si en el plano horizontal, por ejemplo, estuviesen
trazadas las sombras arrojadas por los diversos CUErpos,
los unos sobre los otros, 6 sobre el plano horizontal,
encima del cual estén colocados, 4 la vista de esta sola
proyeccion, las figurasy la extension de estas sombras ma-
nifestarfan claramente la forma y la situacion respectivas
de estos cuerpos, y darfan inmediatamente una idea clara
de las dimensiones verticales que no pueden repiesen-
tarse sobre este plano.

Claro es, que si se tienen las proyecciones horizontal
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y vertical de una figura, y en dmbas sus sombras cons-
truidas, se tendrd su mds propia representacion definién-
dose con toda fijeza el objeto. (!)

2. Definiciones y principios fundamentales.—Para la
mejor inteligencia de la teorfa de sombras, asentaremos
las siguientes definiciones y principios de Fisica.

1.° Un medio es el espacio, lleno 6'vacio, en donde se
produce un fenémeno: el aire, el agua, el vidrio, son
medios en los cuales se propaga la luz. Es Zomogéneo un
medio cuando en todas sus partes su composicion y su
densidad son las mismas. .

2." La luz es el agente de la naturaleza que produce
€n nosotros, por su accion sobre la retina, el fenémeno
de la vision.

3. Se llaman cuerpos luminosos los que emiten luz,
como el sol y las sustancias en ignicion. Se denominan
cuerpos opacos aquellos que se-oponen al paso de la luz,
como las maderas, los metales, etc.

1. principro. Todo cuerpo luminoso emite, de todos
sus puntos y en todas direcciones, rayos luminosos.

2.’ principio. En todo medio homogéneo, la luz se
propaga en linea recta.

3. Determinacion de las sombras.—La determinacion
de las sombras comprende dos partes: es una la descrip-
cion grafica del contorno 6 figura de estas sombras, y la
otra ensefia la manera de representar los cuerpos cuando
se tienen sus sombras conocidas.

Nos ocuparemos sucesivamente de cada una de ellas.

(*) Pronto tendremos ocasion de ver (8), que geométricamente hablando,
una sombra sobre un plano equivale 4 una proyeccion oblicua del objeto en
cuestion sobre dicho plano, la que unida 4 la proyeccion ordinaria es suﬁ-
ciente para su representacion exacta.



CAPITULO PRIMERO.

De las sombras y su construccion grafica.

S

TEORIA DE SOMBRAS.

4. Se entiende por sombra, la carencia de luz: de
modo que la habrd alli donde los rayos de luz no puedan
llegar 4 penetrar.

5. Esto sabido: concibamos en un medio homogéneo
(fig. 1.%) un punto luminoso L en presencia de un cuerpo
opaco T. Los rayos que en todas direcciones emite el
punto L (2-1.” pr.’), respecto al cuerpo T son de tres
especies:

1" Rayos que no encuentran al cuerpo T, como los
Ly, Lé, Lb... etc. Son completamente extrafios 4 é1 (2-2.°
p-’), y segun su direccion difunden luz en el espacio.

2." Rayos que encuentran la masa del cuerpo, como los
Lo, Ln que iluminan sus elementos 7z, 7.

Para determinar toda la porcion de la superficie del
cuerpo alumbrada, sirven los de la

3. especie que son: Los rayos que tocan al cuerpo,
como los La, Lo, Le... etc.; los cuales forman una super-
ficie cénica tangente al cuerpo T, y en el que la curva
abc.., segun la cual la superficie del cuerpo toca 4 este
cono que lo envuelve, separa la parte iluminada de la
que permanece oscura. En efecto, la porcion de super-
ficie cénica L@ bc... estd rellena de rayos de luz que pro-
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cedende L (2-1.” p.’), asi que todos los elementos de la
porcion de superficie del cuerpo T contada desde la
curva @ bc... hicia el lado de L, recibirdn un rayo de luz
cada uno, de modo que estardn fodos ellos completa-
mente iluminados por el punto L; al paso que la parte

tronco-cénica abc ab ¢ prolongada indefinidamente del
lado opuesto 4 L, comprenderd todos los puntos del
espacio que no pueden recibir luz directa de L, porque
es evidente que ningun rayo de L puede llegar 4 ellos
sin atravesar el cuerpo T (2-2.° p.’) que suponemos opaco;
este tronco de cono @b¢ abc es pues hueco y determina
la sombra producida por el cuerpo T en el espacio. Asi,
pues, la linea de contacto abec... divide la superficie del
cuerpo T en dos porciones bien distintas, la @ b ¢z 7 ilu-
minada por el punto L, y la otra abczs que no puede
recibir ningun rayo de luz directa, estard totalmente en
sombra: por esto,d la curvaa b c...se llama lalineade se-
paracion de luz y de sombra sobre el cuerpo T. Final-
mente, si interponemos en la sombra producida por el
cuerpo T un plano P 6 cualquier otra superficie, resul-

tard una curva de interseccion a 6 c... que encerrard todos
los puntos de la superficie P que no reciben luz directa
de L, miéntras que todos los puntos exteriores 4 esta
curva como los %, 2..., se encontrardn iluminados porque
siempre habrd un rayo de luz de L que llegue 4 ellos
(2-1.7 p.°); de aqui que la porcion comprendida por la

linea a b c... se llame la sombra arrojada por el cuerpo T
sobre la superficie P.

6. Se comprende fdcilmente, que detelmm'ldald linea
abec..., la podremos mirar como la directriz del cono
cuya interseccion con las superficies exteriores serd el
contorno de la sombra arrojada.

7. Cuando el cuerpo iluminado es un poliedro, /z
linea de separacion se compone de fodas las aristas que
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separan las caras tluminadas de las oscuras, el cono re-
presentado en la figura 1.° pasa 4 ser una piramide, y su
interseccion con un plano P serd un poligono que deter-
minard la sombra arrojada por el poliedro.

8. En los dibujos geométricos se supone siempre que
la luz proviene del sol, y en este caso se admite que los
rayos son paralelos entre si; de modo que (2-1.” p.°) por
un punto cualquiera del espacio pasa siempre un rayo de
luz paralelo 4 la direccion que tendrian los enviados del
sol. Resultado de esta hipStesis es poder prescindir de
las penumbras que irisan los contornos de las sombras
propias y arrojadas y que el cono 6 la pirdmide formado
por losrayos luminosos que envuelven al cuerpo, pasan 4
ser un cilindro 6 un prisma é parte de uno y otro (fig. 15),
lo cual en nada hace variar lo establecido en n.” 5.

9. Aunque ladireccion de laluz puede ser cualquiera,
en los dibujos geométricos aplicados 4 la industria se
elige casi siempre de modo que sus rayos sean paralelos
4 la diagonal del cubo que tiene sus caras paralelas 4 los
planos de proyeccion (figs. 2 y 2"), con lo que resulta
que sus dos proyecciones a'6", ¢* 6" forman con LT 4n-
gulos de 45°. Esta direccion tiene la propiedad, que si la
naturaleza de la cuestion exige para su resolucion el uso
de un tercer plano de proyeccion perpendicular 4 LT,
la nueva proyeccion @” 4" si ha variado el plano vertical
6 la @" 0" si ha cambiado el horizontal, forman tambien
con las lineas de tierra trazadas, dngulos de 45°, lo cual
permite poderla dibujar sin construccion prévia.

Suele tambien emplearse una direccion de luz que
forma dngulo de 45° con su proyeccion. Mds adelante
(85) haremos ver las ventajas que esta direccion puede
proporcionar.

10. La determinacion gréfica de las sombras en un
cuerpo, se reduce segun lo dicho 4 encontrar:

1.”  La curva de contacto del cuerpo dado, con un citin-
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dro circunscrito de generatrices pavalelas @ la direccion
del vayo de luz,; esta curva serd la separacion de luz y
sombra sobre este cuerpo y determinard por tanto la
sombra propia.

2.° La tnterseccion de este mismo cilindro con una Si-
perficie cualquiera, que serd el contorno de la sombra
arrojada por el cuerpo sobre ella.
~ Ambas cuestiones han sido resueltas de un modo ge-
neral en Geometria Descriptiva; asi la determinacion de
las sombras de los cuerpos debe mirarse como una de
sus aplicaciones, sencillas en si, porque muchas veces,
las reglas alli expuestas pueden recibir notables simpli-
ficaciones segun la forma ¢ posicion de los cuerpos,
como tendremos ocasion de ver en las siguientes aplica-
ciones 4 algunas figuras geométricas que pueden consi-
derarse como los elementos de una construccion cual-
quiera. 5

Empezaremos por las mds sencillas, resolviendo en
cada una de ellas el problema siguiente: Conocidas la
forma y posicion de una figuva, determinar su sombra
propua, la arrojada sobre superficies cualesquiera y tam-
bien las sombras que en ella puedan productr uno 6 vd-
710 puntos, bien pertenezcan & la misma superficie ¢ le
sean exteriores.

S Ik
P UNLO;

44. En este ejemplo no debemos considerar al punto,
tal como se le defini6 en Geometria Elemental, porque
para que produzca sombra (8) es indispensable que
tenga masa que intercepte rayos de luz; debemos, pues,
mirarle como un voliimen cuyas dimensiones han llegado
al limite de reduccion, pero sin dejar de ser talvolimen;
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un grano pequefio de arena, por ejemplo (!). Aun de
esta suerte considerado, el punto no presenta superficie
apreciable, por lo que no cabe distinguir Znea de separa-
cton, y por lo cual el punto carcee de sombra propia.

El cilindro envolvente al cuerpo (8) se convierte en
este caso en una recta paralela al rayo de luz que pasa
por el punto, y 4 partir del cual se transforma en rayo de
sombra. La sombra arrojada por el punto serd pues la
interseccion de esta paralela con la superficie que pri-
mero encuentre. Por esto el punto @ (fig. 3), cuya posi-
cion hace que la paralela al rayo de luz encuentre pri-
mero al plano horizontal en su traza a, se dice que arroja
sombra sobre el plano horizontalen @. Anédloga construc-
cion hace ver que el punto & la arroja sobre el plano
vertical en 4. Como la paralela 4 la direccion del rayo
de luz que pasa por el punto ¢ encuentra primera-
mente al plano P, paralelo al horizontal, la sombra que
arroja sobre este plano el punto ¢ tiene por proyecciones
¢" ¢". Del mismo modo, si la paralela 4 la direccion del
rayo de luz encuentra primero al plano O, como sucede
4 la del punto ¢, la sombra arrojada poreste punto sobre
el plano serd el punto de él 2" 2.

En cada una de las figuras 10 y 11 el plano estd dado
por rectas que se cortan; la sombra @ que sobre ellos
arroja el punto @ se obtiene, como hemosdicho, determi-

() Reconocida la realidad objetiva de la extension, asi como sus caracté-
res de multiplicidad y continuidad, la vista de un punto indivisible, del punto
inatemdtico, es ciertamente una idea contradictoria: por abstraccion, sin em-
bargo, merced a la que descomponemos un conocimiento adquirido y sepa-
ramos mentalmente uno ¢ mis elementos de los que siempre se hallan inva-
riablemente unidos en nuestras nociones individuales, podemos tomar el
punto por origen y base de exposicion, y mas, teniendo en cuenta, que en los
libros de ensefianza no se busca lo mas filosofico, sind lo mds util para ense-
nar; razon por lo cual se ha distinguido siempre entre el método de ense-
nanza y el de invencion.
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nando la interseccion del 7ayo de sombra correspondiente
al punto @ con dichos planos, problema resuelto en
Geometria Descriptiva y cuya construccion indican las
citadas figuras.

Las mismas consideraciones nos conducirfan 4 deter-
minar la sombra arrojada por un punto sobre una super-
ficie conica, cilindrica, esférica, y en general cualquiera
de generacion dada, como tendremos ocasion de ver al
tratar de aquéllas en particular.

Concluiremos, pues, diciendo, que para conocer la si-
tuacion de la sombra arrojada por un punto dado, basta
encontrar la énferseccion de la recta paralela ¢ la direc-
cion del rayo de luz que pase por dicho punto, con la pri-
mera siperficie que se oponga & Su prolongacion.

§. I11.

LiNEAS.

12. Consideraciones andlogas 4 las que hemos hecho
al tratar del punto nos conducen 4 establecer, que de
igual manera que aquél, las lineas no tienen sombra
propia.

Linea recta.—Los rayos luminosos que se apoyan en
la recta determinan un plano paralelo 4 la direccion del
rayo de luz (Geometria Elemental), y su interseccion con
otro plano cualquiera dard la sombra arrojadasobre éste
por la recta dada. Una cualquiera delas paralelas al rayo
de luz que se apoye sobre la recta propuesta determina
con ésta el plano mencionado; esta regla general se sim-
plifica por la consideracion de que, de la interseccion
citada no necesitamos mds que la parte comprendida
entre las paralelas al rayo deluz que pasan por los puntos
extremos de a0 (fig. 4), cuya faja 4 partir de ella se llama



plano de sombra: asi, en lugar de determinar el plano
dicho para buscar su interseccion con el segundo P, es

mds breve /allar las sombras arrojadas ay b por los
puntos extremos a y b y unirlos por unarecta.

Asi lo hemos hecho con la recta @b de la figura 5; los
puntos extremos arrojan sombra en @ y b, luego la recta
ab arroja sombra sobre el plano horizontal segun a é.

La sombra arrojada por la recta ¢d (fig. 5), que toca
perpendicularmente 4 la linea de tierra en ¢, pasard por
este punto por ser ¢ la traza del rayo de luz correspon-
diente al extremo ¢, el otro extremo ¢ arroja sombra en
d’ (11), luego la recta cd arroja sombra en el plano ver-
tical y es c¢d'.

43. La anterior construccion aplicada 4 larecta hori-
zontal a b (fig. 6), nos dice que susombra arrojada sobre el
plano horizontal es la recta @ b igual y paralela 4 @b, lo
cual es facil comprender si se observa que larecta ab es
una horizontal del plano de sombra que ella determina y
a b una porcion de la traza horizontal de dicho plano.
Podremos, pues, establecer en general que: /o sombra
arrojada por una recta sobre mzp/mzo par (z/elo a ella es
stempre igual y paralela d esta recta.

14. En la figura 7 se observa; que el extremo «a de
la recta @b arroja sombra en @ sobre el plano horizontal,
miéntras que el otro & la produce sobre el vertical en

0, lo cual indica que una parte de la sombra arrojada
por la recta ad estd en el plano horizontal de proyec-
cion, entanto que otra parte estd en el vertical. Para de-
terminarla, basta la sencilla consideracion siguiente: si
un plano de proyeccion, el vertical por ejemplo, no
existiera, el punto & arrojarfa sombra sobre el horizontal

en & (14), y la sombra arrojada por la recta @b seria @b
(12), pero interponiéndose realmente el plano vertical,
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la parte ¢ 4 no existe, pues que los rayos de sombra cor-
respondientes habrin encentrado dntes al plano vertical,

como se ve enel del punto & quelo encuentra en 6': por
q

otra parte, el punto ¢ en que la sombra 25 encuentra 4
la linea de tierra, podemos mirarlo como un punto de
sombra arrojada sobre el plano vertical, y como el &' es
el otro, la parte de sombra sobre este plano serd ¢4’ (12)
y la total de la recta ¢4 la linea angulosa a ¢ b'. Si se
desea el punto de @b que arroja sombra sobre LT, bas-
tard desde ¢ trazar paralelas 4 las proyecciones del rayo
de luz y dardn el punto ¢ ¢".

Lainvestigacion de la sombra arrojada por la recta m %
(fig. 7) que se apoya sobre los dos planos de proyeccion,
no puede ofrecer dificultad, porque siendo 2 y n las
trazas de la recta, estos mismos puntos serdn tambien las
trazas del mismo nombre de los rayos de sombra que
por ellos pasen. Si el plano vertical desapareciese, el
punto 7 pasarfa 4 ser uno cualquiera del espacio de pro-
yecciones 7', 7, y su sombra sobre el horizonte serfa »
(11); y repitiendo las mismas consideraciones dichas al
tratar de la recta @6, deduciremos que la sombra arro-
jada por la 77 es la parte 2 p sobre el plano horizontal
y la pn sobre el vertical. EI mismo procedimiento nos
llsvarfa 4 encontrar la sombra ¢ s 7' arrojada por la recta
g » perpendicular 4 LT.

15. Por modo igual, la construccion aplicada 4 las
rectas de la figura 8 hace ver, quela a & arroja sombra so-
bre el plano vertical desde @' 4 & obedeciendo 4 la regla
dada enn."413,la ¢ segun ¢ 7@ y la mn sobre el plano
horizontal desde 72 4 %. Sila recta m # en vezde ser per-
pendicular al plano horizontal lo fuese al vertical, sus
sombras respectivas nos conducirian 4 establecer la si-
guiente regla general: Cuando una recta es perpendicular
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d uno de los planos de proyeccion, su sombra sobre este
plano es paralela ¢ la proyeccion del rayo de lus.

16. Si fuese un plano P cualquiera (fig. 9) el que in-
terceptara la direccion del plano de sombra de la recta
a0, la sombra arrojada sobre este plano por ella se ob-:

tendrfa uniendo por una recta las sombras &', a’, 8", 8"

- arrojadas por sus extremos a y b sobre este plano (11).

Finalmente, la sombra arrojada por la recta 77, se
deduce fdcilmente, considerando, que si el plano Q no

existiera, la recta 77 arrojaria su sombra segun 77 7%’
(14), pero interpuesto el plano Q la sombra hallada
subsiste sélo en las porciones #4 y ¢' 7, lo cual indica
que la definitiva es la 2 5 ¢'7'.

17. La sombra arrojada por una recta sobre una su-
perficie cualquiera se obtiene sin dificultad, encontrando
la interseccion causada en esta superficie por su plano
de sombra, y de lo cual nos ocuparemos en el lugar co-
rrespondiente.

18. La sombra arrojada por una linea poligonal, sea
6 no plana, sobre una superficie exterior cualquiera, se
obtiene hallando la sombra arrojada sobre dicha superfi-
cie por sus distintos lados.

19. La sombra arrojada por una linea curva sobre
una superficie dada, se obtiene hallando las sombras
arrojadas por sus distintos puntos. El problema admite
simplificacion tratdndose de la circunferencia de circulo
y de la elipse, como veremos al tratar de las sombras
arrojadas por las dreas que encierran estas curvas.

S Ve
SUPERFICIES.

20. Areas planas. Poligonos.—Los rayos luminosos
que se apoyan en los lados del poligono 1-2-3 (fig. 4),
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determinan un prisma (8) cuya directriz es el mismo po-

ligono 1-2-3. Por otra parte, se concibe ficilmente que

si una cara de este poligono estd iluminada la otra debe
estar oscura, de modo que el perimetro 1-2-3 es verda-
‘deramente la linea de separacion de luz y somlna En
sombra ;Wopza estard pues el reverso, 6 sea la parte
opuesta 4 la sobre que incida la direccion de la luz, ficil
de conocer por reducirse 4 determinar la sombra arro-
jada por un punto sobre un plano (44). Asf se ve que las
caras iluminadas del poligono de la figura 10 son las vi-
sibles en ambas proyecciones. 5

La interseccion del prisma mencionado, que 4 partir
del poligono 1-2-3 es un pmsma de sombra, con un plano

P, dard el contorno 1-2-3 de la sombra producida por
el pohgono I-2-3 sobre este plano. Su construccion se
consigue (fig. 10). determinando las sombdras arrojadas
por los distintos lados del poligono, como hemos dicho
EM N ET2g T
24. Aplicada la anterior construccion al poligono
-2-3 paralelo al plano horizontal (fig. 11), se observa que

su sombra arrojada 1-2-3 es. un poligono igual al pro-
puesto; lo cual se concibe porque aquél y su sombra
pueden mirarse como las intersecciones de un prisma
por dos planos paralelos, y tambien como una conse-
cuencia de la regla del n.°18.

Generalizando este caso podremos decir: que /a som-
bra arrojada por una figura plana sobre un plano que le
sea paralelo es siempre tgual d esta figura.

22. Reduciéndose el problema de hallar la sombra
arrojada por un drea poligonal plana, 4 determinar las
que arrojan los lados de su perimetro, el obtenerlas so-
bre superficies cualesquiera queda implicitamente re-
suelto con lo indicado en n.” 17 y 18.

23. (Circulo.—Todos los rayos de luz que se apoyan
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en la circunferencia del circulo C (fig. 4) engendran una
superficie cilindrica (8) cuya directriz es la circunferen-
cia misma, que por tanto es la Znea de separacion de
luz y sombra, porque es evidente que si una cara de este
circulo estd iluminada su reverso estard oscuro. La cara
en sombra propia se distinguird mediante las considera-
ciones expuestas en el n.” 44 por tratarse de un drea
plana.

La sombra arrojada tendrd por limite la curva inter-
seccion del cilindrode sombra con el plano P, que puede
construirse tomando sobre la circunferencia un cierto
numero de puntos 7z, 1, p, g,... etc. (fig. 4), y las som-
bras arrojadas por ellos sobre el plano determinaran el
contorno buscado 727 p ¢ etc.

Siendo circular la directriz de este cilindro, su inter-
seccion con el plano P es una elipse 6 circulo, lo cual
hace que su construccion pueda obtenerse por medios
mds sencillos, como se indica en los siguientes ejemplos.

24, En la figura 12, el circulo, que tiene una posi-
cion cualquiera respecto los planos de proyeccion, esta
dado por su centro ¢" 0" y la elipse 1"-2"-3"-4" en el plano
horizontal; con lo cual 4 la vez que se tiene la magnitud
1'-2" del didmetro del circulo dado se puede construir
su proyeccion en el plano vertical que es otra elipse (1).

- (1) En la elipse del plano vertical son didmetros conjugados las proyec-
ciones verticales correspondientes de los 1!-2%, 3h-4b toda vez que estos son
proyecciones de dos didmetros perpendiculares del circulo del espacio (Geo-
metria Descriptiva). :

La sola elipse 1"-2"-3"4" proporciona todos los datos necesarios para deter-
minarlos; en efecto:

El eje mayor 1-2! siendo proyeccion del didmetro horizontal del circulo,
se proyecta verticalmente segun 1%-2¥ paralelo 4 L T.

El eje menor 3"-4" que es la proyeccion del didmetro del circulo que coin-
cide con la méxima pendiente horizontal de su plano, no suministra ¢l solo
datos suficientes para deducir su correspondiente proyeccion vertical, por lo
que tendremos que proporcionarnos otra recta tal como el didmetro a® 6® pa-
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Conocidas las dos proyecciones del circulo, para cons-
truir la elipse sombra arrojada sobre cualquier plano,
bastard tener dos didmetros conjugados de ella, que ob-
tendremos segun se ha visto en Geometria Descriptiva,
eligiendo del circulo del espacio los extremos de dos
didmetros perpendiculares (!): tales son en la figura los
1-2, 3-4 de las elipses proyecciones: buscando pues las
sombrfzs arrojadas por los cuatro puntos 1,2 34 ('1'1) la

elipse cuyos didmetros conjugados sean 1-2, 3-4 es la
sombra producida por el circulo dado, sobre el plano
horizontal. Esta razon es la que nos ha dispensado de
dibujar la elipse de la proyeccion vertical.

25. En la figura 13 el circulo es perpendicular 4 los
dos planos de proyeccion, y asi se proyecta sobre ellos
segun dos didmetros perpendiculares 4 la linea de tierra.
Esta posicion especial en nada hace variar las construc-
ciones dntes dichas para hallar su sombra arrojada, siendo
necesario tnicamente un rebatimiento del plano del cir-
culo 6 una nueva proyeccion tal como la vertical segun
L' T' que hemos elegido como mds sencilla, para tener
bien determinadas las proyecciones de varios puntos de
la circunferencia del circulo si se desea aplicar el proce-

ralelo 4 L T que, por corresponder al didmetro del circulo paralelo al plano
vertical, se proyecta sobre éste en su verdadera magnitud; luego se obtendra
cortando las proyectantes que se levanten de o y 6! por arcos de circulo de
centro o' y radio oi-1" que es el del circulo.

Definido ya el plano del circulo por las dos rectas que se cortan 1-2 y a b
muchos medios se ocurren para construir en direccion y magnitud la proyec-
cion vertical correspondiente 4 la 3"-4". En nuestra figura hemos trazado por
el punto 1 la paralela a la 3-4, cuya proyeccion horizontal 1%-2" encuentra 4 la
prolongacion de a" 6" en 7" y su proyeccion vertical correspondiente 7% per-
mite conocer la direccion 17-7". La paralela .4 ella trazada por o' y limitada
por las proyectantes que se levantan de 3" y 4" determinard el diametro 3%-4
conjugado del 17-27, y ellos la elipse proyeccion vertical del circulo del es-
pacio.

(*) No se olvide que estamos buscando la interseccion del cilindro de
sombra correspondiente al circulo dado con un plano.
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dimiento dicho en el n.’ 23, 6 los extremos de dos did-
metros perpendiculares si se quiere seguir el indicado
en el n.’ 24; hemos, pues, empleado una simplificacion del
ultimo procedimiento, determinando primero la traza
horizontal o, de la paralela al rayo de luz que pasa por
el centro o; luego, buscando en la proyeccion auxiliar
dos didmetros perpendiculares y fijando las sombras arro-

jadas 1 y 2 por un extremo I y 2 de cada uno de ellos;

y, por tiltimo, uniendo estos puntos I y 2 con o, y pro-
longando estas rectas cantidades iguales, hemos obte-

nido los didmetros conjugados 1-e¢ y 2-b de la elipse
sombra (!).

(*) Siendo la elipse una curva empleada muy frecuentemente en el tra-
zado de sombras, no estard fuera de lugar recordar su construccion cuando se
tengan de ella los ejes ¢ un sistema de didmetros conjugados asi como para
pasar de unos & otros. Suponemos conocidos los principios en que se fundan
cada una de las que vamos 4 exponer.

Construiv una elipse conocidos sus dos ejes.—Entre los diversos medios que se
usan en el dibujo, indicaremos el que parece mds ventajoso, por ne exijir
ninguna linea auxiliar.

Sobre una cinta de papel X (fig. 32) que tiene uno de los lados rectilineo,
se marca una longitud ee igual al semieje mayor y otra ¢4 igual al semieje
menor; de este modo @& expresa la diferencia de los semiejes. Se coloca luégo
esta cinta X de modo que el punto 6 se encuentre sobre la direccion del eje
mayor y el punto @ sobre la del menor; la posicion del punto e dard un punto
de la elipse. Haciendo mover esta cinta de modo que siempre los dos puntos
a y b estén sobre las rectas indicadas, el punto e sefialara sucesivamente dife-
rentes puntos de la curva que podrdn reunirse por un trazado continuo.

Igualmente, si 4 partir de un punto ¢ del borde de una cinta de papel Z
cortada como la anterior en linea recta, se toma la longitud del semieje ma-
yorde ¢ 4 a, y el del semieje menor de ¢4 4, con lo cual la porcion aé sera
igual 4 la suma de los semiejes, y hacemos mover esta cinta Z de manera que
las dos extremidades ay é estén siempre, la @ sobre la direccion del eje menor
y la 4 sobre la del mayor, el punto e indicara distintos puntos de la elipse
pedida.

Construir una elipse, conocidos dos didmetros conjugados en magnitud y direc-
cion.—Sean (fig. 33) AA' y BB’ los diametros conjugados; formese con los
semidiametros el paralelogramo o AP B, dividase el lado BP en un cierto nti-
mero de partes iguales, y en igual niimero el o B; tirense las rectas prolonga-
das A’ ', A’ ', A g, A' gy las A, An”, Ap”, Ag’,... los puntos 7, 2, p,

2
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En las figuras 12 y 13 las elipses cortan 4 la linea de
tierra, lo cual indica que los circulos dados arrojan som-
bra sobre ambos planos de proyeccion; para obtener la
total, basta construir las sombras que dichos circulos
arrojarian sobre cada plano de proyeccion en el supuesto
de que no existiera el otro, y dibujar luégo las porciones
de ambas elipses situadas en la parte visible; como com-
probacion del dibujo, deben pasar ambas elipses por los
mismos puntos de la linea de tierra, porque geométrica-
mente hablando, ellas son la interseccion de un cilindro
con dos planos que se cortan. Si se quiere saber cuales
son los puntos del circulo ) que arrojan sombra sobre

LT, bastard trazar por p y ¢ paralelas 4 la direccion de
la luz hasta su encuentro con las proyecciones del cir-
culo, eligiendo de los dos puntos en que cada proyeccion
corta 4 aquél, el correspondiente, que se conocerd com-
pardndolo con el eje del cilindro de sombra. Esta cons-

¢, 7, €0 que se cortan cada dos rectas correspondientes, son puntos de la
clipse. Del mismo modo pueden construirse las otras tres partes de la elipse,
6 tambien pueden deducirse de la ya construida por simetria.

Conocidos dos diametros conjugados de una elipse, determinar sus ejes.—Sean
a8y ¢ d (fig. 34) los diametros conjugados dados. Por un extremo de cual-
quiera de ellos, el o’ del @' &, por ejemplo, se traza una paralela al otro y se
levanta 4 esta HK una perpendicular ¢’ O igual al otro semididametro oc';
desde O como centro se describe la circunferencia de radio O <’, se unen los
dos centros por una recta O o y del medio » de ésta se tira una perpendicular
que cortara 4 HK en un punto s, tomando este punto s por centro se describe
una circunferencia con rddio so que pasard tambien por el otro centro O y
cortarda 4 HK en puntos 7 y 2; obteniéndose ya las direcciones de los ejes
con solo unir con el o cada uno de los 72 y 2 asi determinados. Para limitarlos
bastard trazar O 7z y O 7, y dirijir desde A y B paralelas 4 O o quelcortardn la
direccion del eje mayor enay 6,y desde C y D otras paralelas 4 la misma
Oo hasta encontrar 4 la direccion del eje menor en los puntos ¢ y &; las por-
ciones @b y cd seran los ejes de la elipse correspondiente al sistema de didme-
tros conjugados dados @' &' y ¢’ d'.

A pesar de estas sencillas construcciones, nos creemos en el deber de ad-
vertir que en la mayoria de los casos, la practica aconseja como procedimiento
mas breve para encontrar las sombras arrojadas de circulos, el indicado en
el n.° 23.
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truccion debe aplicarse en cuantas ocasiones de esta na-
turaleza ocurran; en las figuras citadas los puntos de la
circunferencia son los g y ¢ y no los » y S.

26. Si el circulo es paralelo 4 un plano de proyec-
cion, al horizontal, por ejemplo (fig. 14), originar4 sobre
este plano una sombra circular de r4dio igual al del cir-
culo dado; asi lo dice la inspeccion de la figura 4 y es
tambien una consecuencia de la regla dada en el n.° 21,
por manera que la cuestion en este caso queda reducida
4 encontrar la traza horizontal o, de la paralela al rayo
de luz que pase por el centro o del circulo dado, que es
cl eje del cilindro de sombra, y de este punto como cen-
tro describir un circulo de rédio igual al dado.

27. Si el drea dada estuviese limitada por una elipse,
el procedimiento para encontrar su sombra arrojada serfa
exactamente el mismo que los anteriormente expuestos.

La sombra arrojada por un punto 6 linea sobre un cir-
culo 6 elipse, se obtiene por el medio indicado al tratar
de un drea plana (11).

Las sombras arrojadas por un circulo, elipse 6 drea
cualquiera sobre otras figuras dadas, se obtienen deter-
minando las que producen sobre ésta los distintos puntos
de la curva que limita el 4rea, como tendremos ocasion
de ver para la circunferencia al tratar de las sombras en
los conos, esferas 6 cilindros huecos. Pudiera hallarse
tambien encontrando la interseccion de Ia superficie con
el cilindro de sombra correspondiente, procedimiento
explicado en general en Geometria Descriptiva al tratar
de las intersecciones de superficies entre i,

e

CUERPOS.

28. Cuerpos limitados por superficies planas. Polie-
dros.—Las caras de un poliedro (fig. 15), toda vez que



son planas, se hallardn, por ser los rayos luminosos para-
lelos entre si, 6 enteramente oscuras 6 por completo
iluminadas, 4 ménos que no reciban sombra arrojada por
algun cuerpo exterior.

Asf las aristas de un poliedro pueden clasificarse de la
manera siguiente:

1.0 Iluminadas, que provienen de la interseccion de
dos caras iluminadas;

2. Oscuras, que resultan de la interseccion de dos
caras en sombra; -

3. De separacion, que son las de interseccion de una
cara iluminada con otra oscura.

El conjunto de estas ultimas lineas determina por tanto
sobre su superficie, la sombra propia del cuerpo.

99. Toda la dificultad consiste, pues, en saber en-
contrar sobre el poliedro la linea de separacion de luz 4
sombra, porque la arrojada por ella, considérese 6 no
como directriz del prisma de sombra, fija el contorno de
la que produce el poliedro (18, 20).

30. La regla general para conocer esta linea de sepa-
racion, que como se ve ¢s la linea poligonal de contacto
entre la superficie del poliedro y la formada por genera-
trices rasantes 4 &l y paralelas 4 la direccion del rayo de
luz, ha sido dada ya en Geometria Descriptiva, pues el
problema actual es no mds que un caso particular del de
interseccion de superficies, siné que en vez de buscarse
como alli interseccion se necesitan en este caso contactos.

Las construcciones serdn pues las siguientes (fig. 16):
cortar el poliedro y prisma envolvente por un plano ver-
tical auxiliar R paralelo 4 la direccion del rayo de luz,
el cual causard en el poliedro el poligono aéy0z3 y en el
prisma la infinidad de rayos que resulten encontrarse en
este plano, limitados por los dos extremos 7za y 76 ra-
santes al poliedro; para evitar confusion en la figura 16,
est4 trasladada paralelamente la seccion causada por el
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plano R 4 la figura 16% yen ella es facil reconocer, que
las caras del poliedro en que estdn los lados o3, 6v, v6 de
la interseccion se hallan iluminadas, miéntras que las
caras correspondientes 4 las secciones 6z, =5, 3= se encuen-
tran en sombra porque un rayo luminoso no podria lle-
gar 4 ellas mds que atravesando la masa del cuerpo
(3-2.° pr.’), que no es posible por tratarse de un cuerpo
opaco (3-3."). Las aristas, pues, 8-9 y 3-4 de los puntos
o« y 6 pertenecen 4 la linea de separacion de luz 4 som-
bra; asi como las que contienen los puntos 6 y v estdn
iluminadas y las de los puntos = y 3 son oscuras.

Empleando nuevos planos auxiliares paralelos al R
convenientemente elegidos y haciendo en las secciones
que ellos produzcan en el poliedro las consideraciones
que acabamos de indicar para el plano R, podrfamos fé-
cilmente clasificar todas las aristas del poliedro, de cuyo
exdamen deduciriamos que la /inea de separacion en la
figura citada pasa por los vértices I, 2, 3,4, 5,6,7,8,
9, I0.

A fin de que esta clasificacion se haga con la brevedad
posible, conviene elegir los planos auxiliares de modo
que intercepten el mayor ntimero de aristas.

La sombra arrojada por el poliedro se obtiene hallando
la arrojada por los distintos lados de la linea de sepa-
racion (30, 48), cuya consiruccion en la figura hace ver
se extiende por los dos planos de proyeccion.

Con el empleo tambien de un plano proyectante, se
determina igualmente la sombra @ que un punto @ pro-
duce en el poliedro, que como se sabe, es la interseccion
del rayo de sombra de este punto con la superficie del
mismo: la construccion necesaria estd en la figura citada.

La que originaria una recta, serfa la interseccion que
en él causara el plano de sombra correspondiente; pero
tambien puede obtenerse, determinando las sombras
arrojadas por dos de sus puntos sobre cada cara y uniendo




|

e
por rectas estas sombras, debiendo concurrir en un punto
de la arista las que resulten estar en caras adyacentes, lo
que permite asegurarse de la exactitud de la construc-
cion. Finalmente, la sombra arrojada por una linea curva
se construye hallando las que producen sus distintos pun-
tos y es la interseccion del poliedro con el cilindro de
sombra correspondiente 4 la linea dada.

Las anteriores reglas, que son generales, pueden sim-
plificarse segun la forma y posicion del CUErpo, como va-
mos 4 ver en los siguientes ejemplos.

31. Piramides.—El prisma envolvente (28), para la
posicion de la figura 17, se reduce 4 dos planos paralelos
4 la direccion de la luz, y las aristas de la pirdmide que
toquen 4 estos planos serdn las de separacion de luz d
sombra; para determinarlas basta considerar, que los dos
planos por pasar por el ctispide de la pirdmide se cortan
segun la paralela al rayo de luz que pasa por él, por lo
que si de su traza horizontal ¢ se tiran dos rectas ¢-1, c-3
(*) rasantes al poligono de la base, estas rectas serdn las
trazas horizontales de los dos planos que sustituyen al
prisma de sombra; las aristas de apoyo ¢-1, ¢-3 son pues
las que indican que las caras 1-¢-2, 2-¢-3 estdn oscuras y
constituyen por tanto la sombra propia de la pirdmide.

La sombra arrojada se obtiene hallando la que pro-
duce la linea de separacion 1-¢-3 sobre la primera super-
ficie que se interponga; en la figura es el contorno 1-¢-3
sobre el plano horizontal (12), el mismo que han deter-
minado las trazas de los planos que han hecho conocer
la linea de separacion.

La sombra que un punto @ pueda arrojar sobre la pi-
rdamide se encuentra como se ha indicado al tratar de un
poliedro (30), pero es mds sencillo emplear el plano au-
xiliar que determinan el rayo de sombra correspondiente

() La notacion 3" de la figura 17 debe ser 3.
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al punto dado @ y la paralela 4 él que pasa por el cuspide
¢, cuyo plano produce la interseccion 6¢ con una cara
iluminada sobre la cual estd el punto @ sombra arrojada
por el punto a.

La sombra que una linea recta 6 curva pudiera arrojar
sobre la superficie de una pirdmide, se construye sin
dificultad, toda vez que esta figura es un caso particular
de un poliedro.

32. Si la base de la pirdmide no estuviera en el plano
horizontal, las aristas de separacion las determinarian
rasantes al poligono de la base tiradas desde el punto
de interseccion de su plano con la paralela al rayo de luz
que pasara por el cuspide de la pirdmide (Geometria
Descriptiva), 6 aplicando la regla general para un polie-
dro cualquiera (30) si resultara su construccion mds
sencilla.

Asi, en el tronco de pirdimide de bases paralelas al
plano horizontal representado en la figura 18, la linea de
separacion la hemos deducido: 1." tirando por el cuspide
¢la paralela al rayo de la luz, 2. buscando la 1ntersec-
cion  de esta paralela con el plano de la base y 3.° ti-
rando desde 4" las dos rectas &'-1", &"-5" que toquen &
la base de la pirdmide; las aristas 1-2, 4-5 que pasan - por
los puntos 1 y 5 son las que determinan la linea de sepa-

racion en la superficie lateral. Como la situacion parti-
cular de las dos bases hace ver facilmente que la inferior
estd oscura y la superior iluminada, la total Zmea de
separacion del tronco de pirdmide representado, es la
de las aristas que determinan los vértices I, 2, 3, 4, 5, 6,
lo cual permite en seguida distinguir las caras iluminadas
de las oscuras, es decir la sombra propia.

La sombra arrojada puede obtenerse siguiendo las
construcciones hechas en los nims. 12 4 15, 6 més bre-
vemente hallando solo las sombras arrojadas 1 y 4 de un
vértice cualquiera 1 de la base inferior y otro 4 de la

|
|
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superior y construir, 4 partir de estos puntos, lineas poli-
gonales respectivamente iguales y paralelas 4 las dos
bases que son lineas de separacion de luz y sombra (24).

33. Prismas. (Fig. 19.)—El lugar geométrico de
todos los rayos luminosos rasantes 4 un prisma hace ver,
que dos planos paralelos 4 la direccion del rayo de luz y
que le toquen segun una arista, bastan para determinar
la linea de separacion de luz 4 sombra. Esta se conse-
guird pues por el 6rden de operaciones siguiente:

1. Por un punto arbitrario 7, trazaremos una paralela
a la direccion del rayo de luz y otra 4 las aristas del pris-
ma; el plano que ellas determinan es paralelo 4 los dos
dntes mencionados.

2. Construiremos la interseccion #7 de este plano con
el de la base del prisma, que en la figura es su traza ho-
rizontal.

3.* Tirando dos paralelas 1-2 y 5-4 (!) 41la n# y que to-
quen 4 la base del prisma, tendremos las trazas horizontales
de los dos planos primeros. Las aristas 1-2, 4-5 del prisma,
que estdn en estos planos, son de la linea de separacion
de luz & sombra sobre su superficie lateral; y como la
base superior en la figura estd iluminada (20), resulta que
la linea que separa las caras iluminadas de las oscuras y
que determina por tanto la sombra propia del prisma,
pasa por los puntos 1, 2, 3, 4, 5. Construyendo la som-
bra producida por esta linea de separacion (18), se ten-

drd determinado el contorno 1-2-3-4-5 de susombra

arrojada.
La sombra que un punto, @, arroja sobre el prisma, es

el punto @ de la interseccion de esta superficie con el
rayo de sombra correspondiente, el cual puede determi-
narse, como para una pirdmide se ha dicho, siguiendo la
construccion dada para este caso es un poliedro (30),

(*) La notacion 5" de la figura 19 debe ser 5.
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pero es mds sencillo y conforme 4 las reglas de Geome-
tria Descriptiva, imaginar por el rayo de sombra un plano
paralelo 4 las aristas del prisma, cuya traza horizontal se
obtiene tirando por «, la a, b paralela & n7; cuyo plano
corta 4 la cara iluminada del prisma segun la recta 6 @
paralela 4 las aristas, y su interseccion con el rayo de
sombra del punto @ da el punto @ que se pide.

34. La figura 20 representa un prisma proyectante
recto, elevado sobre el plano horizontal é iluminado
segun la direccion a"6", @'0".

Los planos de apoyo con el prisma y paralelos 4 la
direccion de la luz, siendo perpendiculares al horizontal,
tendrdn sus trazas cd y g# paralelas 4 la proyeccion
horizontal @" 8™ de la direccion de la luz. Las aristas de
contacto 1-2, 5-6 serdn las de separacion en la super-
ficie lateral, y como la base superior estd iluminada y la
inferior oscura (20), la total linea de separacion que de-
termina la sombra propia del cuerpo, pasa por los vér-
tlces I7 2’ 31 4) 5’ 6) 77 8'

La sombra de cada uno de estos puntos, determinard
el contorno de la arrojada por el prisma; pero estando
las bases en planos paralelos al horizontal, basta (21)
determinar la sombra arrojada 6- 5 por una arista lateral
6-5 (45) y construir 4 partir de sus estremos, lineas
poligonales respectivamente iguales y paralelas 4 las
2-3:4-5y6-7:8-1.

35. Hemos elegido en este ejemplo la direccion de
la luz formando 45" con el plano horizontal de proyec-
cion, para dar 4 conocer las propiedades que tiene y
simplificaciones que proporciona en los dibujos esta m-
clinacion que la hacen preferible en muchas ocasiones.

Las mds importantes son:

1." No determindndose las proyecciones de la direc-
cion del rayo de luz, puede elegirse 4 voluntad la hori-
zontal @"0", de manera que resulten bien iluminadas
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determinadas partes del objeto con preferencia 4 otras
ménos importantes, ¢ tambien para que las diversas som-
bras arrojadas se destaquen unas de otras 4 fin de pro-
ducir el mejor efecto posible en el conjunto del dibujo.

2. El rebatimiento del rayo de sombra Correspon-
diente 4 un punto cualquiera 2, 6 el ser 2" 8"—a’s, hace
VEr que son x6—=xy y xo=—xz y en general, la sombra
arrojada por un punto sobre el plano de proyeccion con
queen el rayo de luz forma 45° 6 sobre todo otro plano que
le sea paralelo, se encontrard separada de la proyeccion
del punto una cantidad igual 4 la distancia que existe
entre este punto y e/ plano sobre el cual su sombra es
arvojada,; propiedad notable que proporciona muchas
simplificaciones cuando se han de construir sombras arro-
jadas por los cuerpos.

36. De las anteriores propiedades se deduce, que un
objeto cualquiera tal como ¢l prisma representado en la
figura 20, estard completamente definido con solo darse
Su proyeccion horizontal y la sombra arrojada trazada,
como estd, segun un rayo de luz inclinado 45°; porque la
longitud de las sombras 6-6, 5-5, etc. indican la altura
exacta 4 que se encuentran sobre el plano horizontal los
puntos correspondientes proyectados en 6, 5, etc., cono-
ciéndose asi la tercera dimension del objeto, que no po-
dia darla la sola proyeccion horizontal; esto permite asf
apreciar muy facilmente las alturas del objeto represen-
tado en una sola proyeccion.

37. Cuerpos limitados por superficies curvas. —Cono.
—Considerando la superficie cénica como limite de una
pirdmide, se determinan las sombras siguiendo el proce-
dimiento esplicado al tratar de ella (31 y 32); puede, sin
embargo, hacerse mds directamente con solo tomar en
cuenta el conjunto de los rayos luminosos que pasan
rasantes al cono (fig. 15), deduciéndose como inmediata
consecuencia, lo mismo que en el primer caso, que la
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superficie envolvente (30) se compone de dos planos tan-
gentes 4 aquél paralelos 4 la direccion de la luz, y de una
canal cilindrica que tiene por directriz la porcion de curva
de la base que determinan las generatrices de contacto
de los dos planos tangentes. Es evidente, por tanto, que
tan luégo como estas ¢-1, ¢-3 sean determinadas, lo es-
tard la porcion de arco de la base 1 -2-3.

Sea (fig. 21) el cono de cuspide ¢ y base circular situada
en el plano P, de centro o y radio dado (!). Represen-
tado el cono por sus contornos aparentes, la determina-
cion de las generatrices de separacion se consigue encozn-
trando las de contacto de los planos langentes paralelos d
la direccion de la luz, problema que ha sido tambien
resuelto en Geometria Descriptiva, por lo que ahora nos
limitamos 4 seguir la construccion correspondiente, que
consiste: en trazar por el ctspide ¢ la paralela al rayo de
luz y hallar su interseccion & con el plano de la base; las
tangentes @-1, &-3 dan las generatrices de contacto bus-
cadas ¢c-1,c-3, y como la base estd en sombra (23), la
linea ¢-1-@-b-2-a-3-c serd la de separacion y determi-
nard la sombra propia del cono; la arrojada por él la
limitard el contorno de la producida por esta linea, que
no se ha representado en la figura por no hacer confuso
el dibujo, y porque no puede ofrecer dificultad atendido
4 que las partes arrojadas por ¢-1, ¢-3 se encuentrasegun
las reglas dichas para la recta (12 4 15) y la de la parte
1-@-0-2-a-3 por las dadas para el circulo (23 4 26). Se

(*) El dibujo de las elipses proyecciones del circulo de la base del cono,
que ha sido ya esplicado en Geometria Descriptiva, se ha hecho: en la proyec-
cion horizontal, empleando un nuevo plano vertical, perpendicular al del
circulo, con lo que los ejes dela elipse en el plano horizontal son, el eje mayor
el 414", igual al doble rddio o”e" del circulo, y @a®, proyeccion horizontal del
diametro @"a", el eje menor; y del mismo modo, con el auxilio de un nuevo
plano horizontal, perpendicular tambien al del circulo se obtienen igualmente
los dos ejes #z"2Y, m¥m" de la elipse segun la cual el circulo dado se proyecta
sobre el plano vertical. :
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comprobard la construccion viendo si las sombras arro-
Jadas por las generatrices ¢-1, ¢-3 resultan tangentes al
arco de elipse que se obtenga para sombra arrojada por
el arco 1-2-3, cuya propiedad debe verificarse cualquiera
que sea la posicion que el cono pueda tener.

Aplicando lo que acabamos de decir al cono recto de
la figura 22, se tiene la sombra propia determinada por la
linea de separacion ¢-1-2-5-3-¢ y la arrojada sobre el
plano horizontal ¢-1-2- 3- ¢ siguiendo lo expuesto en el
nam. 42 para las generatrices ¢-1 y ¢-3 y lo esplicado en
num. 26 para la arrojada por la porcjon circular 1-2-4-3;
¢ mds sencillamente del siguiente modo, que se deduce
de las construcciones anteriores, y consiste en determinar

la sombra arrojada ¢ por el cuspide del cono asi como la
1-2-3 del circulo de su base (26), y trazar desde ¢ dos
tangentes 4 este circulo, con lo que tambien quedan sefia-
ladas las generatrices ¢-1, ¢-3 de separacion.

Si se quiere construir la sombra arrojada sobre el
Cono por un punto exterior @, lo que se reduce 4 hallar
la interseccion del rayo de sombra correspondiente 4
este punto con el cono, se trazardn los dos rayos ¢ y aa,
que determinan un plano que contiene el cuspide Nl
punto dado: este plano, cuya interseccion con el de la
base del cono es a,d, corta 4 la superficie en la parte ilu-
minada segun la generatriz ¢ 6, y su interseccion con el
rayo de sombra @ @, determina el punto @ que es la som-
bra arrojada por el punto @ sobre el cono.

La sombra arrojada por una linea sobre la superficie
comica, serd consecuencia de la de cada uno de sus pun-
tos que sabemos ya determinar; si fuera recta, solo serfa
preciso hallar la interseccion con el cono, del plano de
sombra correspondiente.

38. Observaciones.—1.! Las anteriores construccio-
nes se simplificarfan si el cono considerado descansara
por su base sobre el plano horizontal, pues el punto &
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pasaria 4 ser la sombra arrojada por el cispide y las dos
tangentes @-1, d-3 determinarian ellas solas la sombra
arrojada por el cono, puesto que la linea de separacion
serfa inicamente I-c-3 toda vez que la base no podria
arrojar sombra, quedando asi reducida la construccion 4
una andloga 4 la empleada para la pirdmide de la figu-
ra 17 (31).

2.' Siel punto o resulta dentro del circulo de la base
del cono, indicarad que su superficie lateral se encuentra
toda iluminada y no arrojard sombra sobre el plano ho-
rizontal.

39. Si el cono recto tiene una posicion inversa del de
la figura 22, debe distinguirse si es sélido 6 hueco.

En el primer caso (fig. 23), la determinacion de su
sombra propia y la arrojada se consigue por los mismos
medios esplicados en el caso precedente, como deduci-
dos que son de las consideraciones hechas para un cono
en una posicion cualquiera (37). Las construcciones seran
pues: tirar por el ciispide ¢ la paralela al rayo de luz
prolongada hasta su encuentro & con el plano de la base,
y trazar desde este punto &, dos tangentes -1, &-3 4 la
circunferencia de la base que fijardn las generatrices de
separacion ¢-1I,¢-3; como la base del cono estd iluminada
(23), la total linea de separacion que determina la som-
bra propia es la c-1-2-3-c.

El contorno de la sombra arrvjada, siendo el produ-
cido por la linea de separacion, se obtiene por partes
segun las reglas explicadas en los numeros 14, 24 y 26.

Finalmente, la sombra @ que un punto exterior a
arroja sobre el cono, se encuentra siguiendo exactamente
la construccion explicada para este mismo caso en el
ejemplo anterior, por cuya circunstancia nos creemos dis-
pensados de repetirla. La figura 23 estd anotada igual-
mente que la 22 para que la explicacion de aquélla con-
venga 4 ésta.
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40. Cono hueco.—Consideremos el tronco de cono
hueco de la figura 23 (). La superficie cilindrica de
generatrices paralelas al rayo de luz (30) se compone de
dos hojas bien distintas; una formada, como en el caso
anterior, por los rayos tangentes 4 la superficie exterior -
que determina, como allf, la linea de separacion de luz 4
sombra de la parte convexa. La otra hoja cilindrica la
constituye la canal formada por los rayos que se apoyan
en una porcion de la circunferencia interior de la base
del cono, y su interseccion con la superficie céncava de
€l, determina el contorno de la sombra arrojada por ella
dentro del cono.

La linea de separacion sobre la superficie convexa del
tronco de cono asf como la sombra arrojada por ella, se
obtiene como se ha dicho para un cono sélido (39), con
la variacion consiguiente 4 tener la figura que nos ocupa
la base menor en sombra (23), lo cual permite no dibu-
jar la construccion que harfa confusa la figura. '

La parte hueca de la figura 23" estd limitada por una
superficie cénica colocada de igual modo que la del
ejemplo anterior; la determinacion de la linea de sepa-
racion en ella se obtendrd, por consiguiente, segun la
construccion allf dicha (39): trazaremos, pues, por el cis-
pide ¢ la paralela ¢d 4 la direccion delrayo de luz, desde
el punto & de interseccion con el plano de la base tira-
remos las dos tangentes @-1, ¢-3 y la linea de separacion
sobre la superficie céncava serd la c-1-3-2-2-3-¢, de
ella, el arco 1-2-2-%-3 esel que arroja sombra en el inte-
rior del cono, por lo que las generatrices ¢-1, c-3, que
fijan los extremos de este arco, no tienen la importancia
que en el caso anterior.

La sombra arrojada por el arco 1-3-2-1-3 se obtiene

(*) Representamos la proyeccion vertical cortada por un plano que pasa
por el eje, para que pueda ser visible la sombra en el interior del cono, toda
Vvez que sus paredes son opacas.
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determinando la que producen sus distintos puntos (37),
y para conocer la que origina uno de estos, basta fijarse
en que para tener la causada por un punto exterior @ en
una posicion cualquiera del espacio, debemos aplicar la
construccion dada en nimero 37, sirviendo aquella expli-
cacion para la figura actual, 4 cuyo fin se han colocado
las mismas letras en el detalle de la construccion. Repi-
tiendo ésta para los distintos puntos del arco 1-3-2-%-3,
que son posiciones especiales del ¢, tendremos la som-

bra arrojada en el interior del cono. Asf para un punto

772 construiremos:

1." Las paralelas al rayo de luz mm y cd que pasan
por el punto que se considera y el cuspide del cono.

2." La interseccion &z n del plano de las dos para-
lelas anteriores con el plano de la base del cono, inter-
seccion que se obtiene directamente en este caso uniendo
el punto que se considera con el &"

3. La generatriz ¢z segun la cual el plano de estas
dos paralelas corta 4 la parte iluminada del conoj; y final-
mente, la interseccion de ¢z con el rayo de sombra #z m,
lo que dar4 el punto 7z sombra del punto 7.

Por dltimo, para fijar el contorno de la sombra que
pueda arrojar alguna porcion del arco 1-3-2-1-3 sobre
el plano de la base menor del tronco de cono, asi como
para averiguar que parte de este arco 1-2-3 la origina,
basta considerar, que siendo paralelos el arco 1-2-3 y
este plano, la sombra arrojada por él serd un arco de
circulo de igual rddio que el 1-2-3 (26). Es suficiente,
pues, trazar por el punto o de la base superior la para-
lela al rayo de luz y su interseccion o, con el plano de la
base inferior; la parte 5 A del arco = descrito con cen-
tro o, y rddio o"7" es la sombra arrcjada por la parte 32
del arco 1-2-3 sobre dicha base. Segun la forma del
tronco de cono, asf el arco «f cortard, serd tangente in-
terior 6 exteriormente 6 quedard exterior al circulo de
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la base inferior; el primer caso lo indica la figura, en el
segundo todo el tronco de cono estard iluminado excepto
la generatiz de tangencia y en los dos tltimos casos toda
la base inferior estard en sombra.

Una série de excavaciones, en la forma que afecta la
figura 23", y cuyos ejes cortan al terreno segun una dis-
posicion especial, constituyen el obstdculo conocido en
fortificacion con el nombre de pozo militar 6 pozos de
lobo.

41. CGilindro.—Cualquiera que sea la posicion de un
cilindro en el espacio (fig. 15), podrd determinarse su
sombra ya se la considere como limite de un prisma 6
bien imaginando la forma de la superficie que constituyen
los rayos luminosos rasantes 4 aquélla (30), de 4mbas
maneras se observa que estd formada de dos planos pa-
ralelos 4 la direccion de la luz tangentes al cilindro, y de
dos canales cilindricas cuyas.concavidades se miran y
cuyas directrices son las porciones de arcos de las bases
del cilindro limitados por las generatrices de contacto de
los citados planos tangentes. La linea de separacion serd
pues conocida cuando lo estén estas generatrices, las
cuales se obtienen siguiendo el procedimiento explicado
en Geometria Descriptiva para construir planos tangen-
tes 4 un cilindro paralelos 4 una recta dada.

Aplicando lo dicho al cilindro oblicuo debase circular
de la figura 24 ('), la linea de separacion de luz y sombra
resulta de las construcciones siguientes:

(*) Las elipses proyecciones del circulo de la base del cilindro, se han di-
bujado: la del plano horizontal, trazando las proyecciones horizontales de la
horizontal y maxima pendiente de este nombre del plano P, que pasan por la
proyeccion o del centro, y tomando sobre la primera o"a=0"6 igual al ridio
del circulo, se tiene el eje mayor «6 de la elipse que se busca: trasportando
luego 9 0¥ de o hasta w se tiene el rebatimiento = » de la maxima pendiente
horizontal, y tomando en ella o X igual al radio del circulo, y deshaciendo el
rebatimiento, el punto A ird 4 3, y prolongando 0%3 hasta o¥h—=7" se tienc el
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1! Por un punto cualquiera sz se trazan las rectas
mg y ml tespectivamente paralelas 4 las genelatrlces
del cilindro y rayo de luz.

2." Se encuentra la interseccion #7 del plano de las
dos rectas que pasan por 7z con el plano P dela base del
cilindro.

3." Se trazan dos tangentescd, g& 4 la base del ci-
lindro y paralelas 4 la citada interseccion z7. los puntos
de tangencia 1 y 3 determinan las generatrices 1-6, 3-4.
de contacto de los planos tangentes al cilindro paralelos
4 la direccion de la luz. '

Como en la figura estd en sombra la base inferior y la
superior iluminada (23), la total Znea de separacion sobre
el cilindro serd la 1-2-3-4-5-6. Determinada por ésta la
sombra propia, la arrojada por el cilindro se obtiene
construyendo la producida por cada una de las partes de
esta linea; asi la causada por las porciones rectas 1-6y
3-4 segun se ha explicado en los ntmeros 42 4 15, y
las arrojadas por los arcos I1-2-3 y4-5-6 segunse hadicho
en los ntimeros 23 4 26, las que deben resultar ser tan-
gentes 4 las porciones rectas (Geometrfa Descriptiva), y
cuya propiedad debe verificarse cualquiera que sea la
naturaleza y posicion del cilindro que se considere.

En nuestra figura no las hemos construido porque no
ofrecen ninguna dificultad y confunden el dibujo.
~ La sombra arrojada por un punto @ sobre el cilindro
se obtiene con la construccion explicada en Geometria
Descriptiva para hallar la interseccion de una recta con
un cilindro, cuyo problema, como allf se hizo ver, se re-
suelve mds ficilmente por el intermedio de un plano au-
xiliar, que en este caso debe contener al rayo de sombra
y ser paralelo ademds 4 las generatrices del cilindro. No

eje menor X 3, y con los dos ejes «6 y A la elipse conocida. Andlogameate
hemos construido los ejes de la elipse que es la proyeccion sobre el plano
vertical del circulo de la base del cilindro.

(&%)
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SOn precisas las trazas de este plano. para conocer su in-
terseccion con el cilindro propuesto, porque teniendo la
interseccion 77 del plano P con el andlogo al que ahora
necesitamos, basta por el punto @, en que el rayo de sombra
de @ corta al plano P, trazar la paralela @,6 4 la nr para
tener la interseccion del nuevo plano con el P, y la ge-
neratriz ba que pasa por b es la buscada; finalmente, el
puUnto @ en que se cortan esta generatriz y el rayo de
.sombra es el pedido.

Si una linea arroja sombra sobre un cilindro, se deter-
minard aquélla ficilmente encontrando la producida por
sus distintos puntos, reduciéndose Ia construccion, si
fuera recta, 4 cortar el cilindro por un plano paralelo 4
la direccion de Ia luz.

Las anteriores construcciones pueden simplificarse si
el cilindro tiene una representacion especial; por ejem-
plo, si la base descansara en el plano horizontal la cons-
truccion quedarfa reducida 4 la andloga explicada en el
nimero 33 para el prisma de la figura 19, 6 tambien si
se consideran posiciones particulares del cilindro recto
como en los ejemplos siguientes.

42. Gilindro vertical. —Supongamos un cilindro cir- -
cular colocado sobre el plano horizontal (fig. 25) (). Los
planos tangentes paralelos al rayo de luzson proyectantes
sobre el horizontal, por tanto sus trazas horizontales se-
14n paralelas 4 la proyeccion sobre este plano de la di-
reccion del rayo de luz. Trazaremos pues las tangentes
1-2, 5-4 paralelas 4 ella, las cuales dan por sus puntos de
contacto I y 5 las proyecciones de las generatrices de
separacion que son las 1-2, 4-5: como la base superior
estd iluminada (23), la total linea de separacion es la
1-2-3-4-5. La determinacion de la somdra arrojada no

() Debemos considerar la figura bajo el supuesto de representar unica-
mente las proyecciones de un cilindro solido, de igual contorno aparente.



— 35— :
puede ofrecer ninguna dificultad encontrando la produ-
cida por las generatrices I-2, 4-5 segun la regla del nt-

mero 15 y la del arco 2-3-4, segun se dijo en nlimeros23
24 y 26, la cual tambien debe resultar tangente 4 1-2, 5-4.

Observacion.—De la anterior construccion se deduce

 la siguiente regla que encuentra 4 la vez la sombra pro-
pia y arrojada de un cilindro de la forma y posicion del
de la figura 25: determinese sobre el plano horizontal la
sombra arrojada por la circunferencia de la base supe-
rior del cilindro (26), y las tangentes paralelas 1o
comunes 4 los dos circulos iguales de este plano dan las
generatrices que determinan la sombra propia, y la arro-
jada sobre el plano horizontal.

43. Cilindro hueco.—TLa figura 25 representa ahora
un cilindro hueco determinado por las superficies cilin-
dricas de eje comun y rddios 0-2, 0-7 respectivamente (1.

. La sombra propia y arrojada por la superficie convexa
se obtienen segun lo dicho en el ntimero anterior.

El contorno de la sombra arrojada en el interior de
este cilindro lo determinan los rayos de luz rasantes ala
circunferencia interior de rddio 0-7. Para conocer la por-
cion de arco de esta circunferencia, basta observar que
siendo la parte céncava la superficie de un cilindrorecto
(42), es suficiente, como en el caso anterior, imaginar dos
tangentes 4 su base que forman 45° con LT; sus puntos
de contacto 6 y 10 indican como el nimero 42 quelalinea
de separacion es la 6-7-8-9-10, de modo queel arco 7-8-9
es el que arroja sombra en el interior del cilindro, lo
cual hace que las aristas 6-7, 9-10.no téengan en este caso
objeto especial andlogamente 4 lo que se dijo en el cono

hueco (40).

() . Suponemos que 4 la proyeccion vertical le falta una parte de la pared
anterior, unicamente para que asi pueda ser visible la sombra arrojada en su
interior; pero para la construccion debemos suponerlo completo.
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La sombra arrojada por el arco 7-8-9 es la sucesion de
sombras producidas por sus distintos puntos que se -ob-
tienen segun la construccion explicada de un modo gene-
ral en el nlimero 44, y que ahora por la posicion especial

de los datos puede simplificarse: asf para hallar la que

produce un punto 2, trazamos por este punto la para-
lelanm al rayo de luz, y como la superficie cilindrica es
proyectante, el punto " serd la proyeccion horizontal
de la sombra que se busca, la cual se proyecta vertical-
mente en #'; esta construccion, aplicable 4 todos los
puntos del arco 7-8-9, produce el contorno 77-m™-m -m"-g°
dibujado en la figura y hace ver tambien que los puntos
7 Y 9 son los extremos de los que arrojan sombra en el
interior del cilindro.

44. La figura 26 representa una canal semicilindrica
colocada respecto al plano vertical del mismo modo que
el cilindro anterior lo estd con el horizontal; la determi-

nacion de su sombra propia y arrojada no puede ofrecer
dificultad encontrando:

I. La linea de separacion 1-2-3-4, 5-7-8 del prisma
que contiene la canal y la sombra arrojada por ella (34).

2. La tangente 26 que determina la parte 9-10 del
arco que arroja sombra en el interior de la canal (43).

3. La sombra arrojada 9-%, %-6 por la arista 9-1-6
(13).

4. Finalmente, las sombras arrojadas 10-9 ¥ -4 por
los arcos de circulo 9-10 y 5-4 siguiendo las reglas dadas
en los niimeros 24 y 43 respectivamente.

45. Cilindro horizontal.—Si el eje del cilindro es
horizontal ¢ inclinado respecto al plano vertical, como el
representado en la figura 27 (!), los planos tangentes 4su

(1) Dada la longitud del rddio y las proyecciones del eje oo del cilindro
circular recto, las de este cilindro se dibujan tomando 4 partir de o, y per-
pendicularmente 4 la proyeccion del eje longitudes o™ Ai=spht 31 iguales al radio
de la base, de este modo AM3t es Ia proyeccion horizontal de una de las bases



superficie paralelos 4 la direccion de la luz pueden con-
seguirse directamente, pero és més sencillo referir el ci-
lindro 4 un nuevo plano vertical que sea perpendicular 4
su eje, como el L' T". En este nuevo plano el cilindro
estard representado por el circulo o de rddio igual 4
0"%, y para tener la segunda proyeccion vertical del rayo
de luz, bastard considerar las proyecciones de su direc~
cion en el primer sistema, tales como la que pasa por el
punto o, y estas nos dardn la nueva proyeccion vertical
0"'x. Como en el sistema LT’ el cilindro tiene una posi-
cion andloga al de la figura 25, la determinacion de la
linea de separacion se obtiene en el caso que nos ocupa,
refiriendo al plano vertical cuanto en la figura 25 se hizo
en el horizontal; asi, se trazan dos tangentes al circulo o”
paralelas 4 la direccion 0" A de la luz en este plano, y las
proyecciones horizontales de los puntos de contacto 17,
5" determinan las generatrices de separacion 1-2, 5-4, y
como de las dos bases del cilindro, la de laizquierda esta
iluminada y la de la derecha oscura (23),1a total linea de
separacion que determina la sombra propia del cilindro

. esla 1-2-3-4-5-6-1.

La sombra arrojada por esta linea, dard el contorno
de la producida por el cilindro, que se obtiene, la parte
originada por las generatrices I-2, 4-5 como se ha dicho
en el n’ 43, y las arrojadas por los arcos de circulos
2-3-4 y 5-6-1 segun se ha explicado en los nimeros 23,
24 4 25.

Sila construccion estd bien hecha, deben correspon-
der las sombras arrojadas por los arcos 2-3-4, 5-6-1 4

elipses iguales y tangentes 4 1-2 y 4-5. Esta propiedad

proporciona el siguiente sencillo procedimiento: bis-

del cilindro. Esta base tendra por proyeccion vertical la elipse «¥AY 6737 que
tiene el eje mayor «¥ 6%=\1 31 y por eje menor la porcion de horizontal A7 oY
deducida de la proyeccion de A"8%, La otra base se dibujara del mismo modo,
y con ellas se tiene conocido el cilindro por su contorno aparente.
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quense las sombras arrojadas por las dos bases de la
manera que se ha explicado para el circulo (25), y tra-
cense dos tangentes 1-2, 4-5 4 las dos elipses ignales que
resulten.

46. La figura 28 es un sencillo caso particular de las
26 y 27; la sola inspeccion de ella es suficiente para
deducir su construccion.

47. Eslera.—El conjunto de los rayos de luz que se

- apoyan sobre la esfera (Fig. 15) forman un cilindro cir-

cular recto de rddio igual al de esta esfera y cuyo cje es
la paralela al rayo de luz que pasa por el centro de
ella.

La linea de contacto entre ambas superficies, que
como sabemos es la /nea de separacion de luz y sombra,
no es otra por tanto que la circunferencia de circulo
méximo cuyo plano sea perpendicular al eje del cilindro
citado, es decir, 4la direccion de laluz, y por consiguiente
se encontrard igualmente inclinado respecto los dos
planos de proyeccion. Esta linea de separacion estara
pues representada en ambas proyecciones pordos elipses
iguales. ;

La interseccion del cilindro de sombra con un plano,
dard tambien una elipse que serd el contorno de la som-
bra arrojada por la esfera sobre este plano.

Si las circunferencias de rddios iguales o'-1" 0'-3" (fi-
gura 29) son las que representan la esfera propuesta, el
eje de su cilindro de sombra serd la recta o-0; paralela 4
la direccion de la luz, ylas tangentes 4 estas circunferen-
cias paralelas 4 estas proyecciones, determinarén el con-
torno aparente del cilindro de sombra.

Deduciéndose de los mismos datos del problema los
elementos que determinan el cilindro de sombra, puede
indistintamente conocerse la sombra propia, 6 la arro-
jada, ¢ las dos 4 la'vez, como vamos 4 ver desde luégo.

Con objeto de simplificar las operaciones graficas, re-
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feriremos las construcciones 4 un nuevo plano vertical
segun L'T’ que sea paralelo 4 la direccion de la luz, para
lo cual determinaremos las nuevas proyecciones vertica-
les 0 del centro de la esfera y 0"-0, del eje del cilindro
de sombra; desde el punto 0"’ como centro, con un ra-
dio 0”-2" ‘igual 4 0"-1" describiremos una circunferencia
4 la que trazaremos dos tangentes 27'-2, 2”-2 paralelas 4
0"-0, con lo cual tendremos las nuevas proyecciones ver-
ticales de la esfera y cilindro envolvente.

48. En esta disposicion el dibujo, podemos, como
hemos dicho, hallar indistintamente la sombra propia 6
la arrgada,; propongdmonos hallar la Znea de separa-
cion 6 sombra propia. Podriamos, segun la regla general
del n.” 30, emplear diversos planos secantes que fueran
verticales y paralelos 4 la direccion de la luz, pero
siendo la linea de separacion, como hemos dicho, una
circunferencia situada en un plano perpendicular al eje
del cilindro y que pasa por el centro de la esfera, se
proyectard en la nueva proyeccion vertical segun el did-
metro 2"-2%, (porque el indicado plano Q resulta ser
perpendicular 4 este nuevo vertical). Conocida en el
sistema I’ T’ la proyeccion vertical 27-2°’ de la circun-
ferencia que se busca, facilmente se obtiene la corres-
pondiente horizontal, porque, segun se ha dicho en Geo-
metria Descriptiva, las proyecciones horizontales 2 2"
correspondientes 4 los extremos 27, 2, determinan el eje
menor 2°-2" de la elipse que se busca, y el eje mayor 11"
es perpendicular 4 €l (horizontal del plano Q) é igual al
didmetro de la esfera. Finalmente: la elipse 3-47-37-4"
igual 4 la 1"-2"-1"-2" y simétricas con respecto 4 L T, (47)
serd la proyeccion vertical de la linea de separacion en
el sistetha propuesto; pero puede obtenerse directa-
mente la elipse 3'-4°-3"-4", y sirve de comprobacion al
dibujo, repitiendo la construccion explicada para la
I"-2"-1"-2" refiriéndola al sistema L” T” formado del plano

eI
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vertical primitivo y uno horizontal paralelo 4 la direc-
cion de la luz. :

49. Sombra arrojada.—Hemos dicho (47) que sobre
cada uno de los planos de proyeccion es una elipse; am-
bas podrén construirse mirdndolas como causadas por el
circulo de la linea de separacion (23 y 24), pero es mds
breve, sin embargo, determinarlas como intersecciones
del cilindro de sombra con estos planos de proyeccion,
en cuyo caso las proyecciones auxiliares dntes encontra-
das simplifican notablemente las construcciones gréficas
y permiten conocer directamente fos ejes de ellas sin
referirse 4 la linea de separacion. Se ve, en efecto, que
on el sistema L' T los dos rayos 27-2, 2"'-2 determinan
el eje mayor 2-2 de la elipse segun la cual el cilindro
de sombra queda cortado por el plano horizontal de pro-

yeccion, asf como que los rayos 1'-1, 1"-1 determinan

en el mismo plano el eje menor 1-1 que es igual al did-
metro de la esfera (Geom." Descrip.”). La elipse Mg RS
es, pues, la sombra arrojada por la esfera sobre el plano
horizontal de proyeccion y de la cual no debe dibujarse
mds que la parte que esté situada en la extension visible
de este plano.

Anilogas construcciones repetidas en el sistema L” T"
formado, como se ha dicho (48), por el plano vertical
propuesto y uno horizontal paralelo 4 la direccion de la
luz, nos dar4n la elipse 3-4-3-4" scbre el plano vertical.

Como verificacion, las dos elipses 2-1-2-1 y 3-4'-3-4'
deben ser iguales y cortarse sobre la linea de tierra (25).

80. Sombra arrojada por un punio sobre la esfera.—
El modo de obtenerla se reduce siempre, 4 construir la
interseccion de la esfera con la paralela al rayo de luz
que pasa por el punto dado. Asi, para tener la sombra
del punto a (fig. 29), se trazardn las dos proyecciones
@-a" @’-a" del rayo de sombra correspondiente al punto
4, y en el nuevo plano vertical segun L' T* se determi-
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nard la segunda proyeccion vertical ¢ del punto a:
luégo, tomando el punto o'’ como centro, con un rddio
0”-s” igual 4 7°-s"; se describird el arco o'6” que es la
nueva proyeccion vertical de la seccion hecha en la es-
fera por el plano vertical que contiene el rayo del punto
a. La interseccion del arco «'¢” con el rayo a”-a” pa-
ralelo 4 0"-0,, dard el punto @’ del que se deducird el
a"y de este el a’, que son las proyecciones de la sombra
causada por a. ' ;

La sombra arrojada por una linea sobre una esfera se
obtiene hallando la sombra que sobre ella producen sus
distintos puntos, lo cual equivale 4 buscar la intersec-
cion de la esfera con un cilindro de generatrices parale-
las al rayo de luz y cuya directriz fuera la curva dada. La
construccion se simplificarfa si la linea fuera recta.

54. Hemisferio hueco (!) (fig. 30).—Buscamos Gnica-
mente la sombra arrojada en el interior de la semi-esfera
céncava por la parte correspondiente de la circunferen-
cia del circulo mdximo que la limita, porque la propia
como la arrojada de la superficie convexa, es la encon-
trada en el caso anterior (48 y 49) si bien limitada por
la debida al circulo exterior de la corona que la limita.

Siendo esférica la superficie céncava, la determinacion
‘en ella de la linea de separacion es un problema igual al
anterior; por tanto las tangentes /-1% /-1" paralelas 4 la

‘proyeccion del rayo de luz, determinardn los extremos
del arco 1-2-3-2-1 que arroja sombra en el interior de la
semi-esfera.

La sombra arrojada por un punto cualquiera del arco
1-2-3-2-1 O por un punto exterior @, s¢ determina como

(*) Representamos la proyeccion vertical cortada por un plano paralelo &
&l y por el centro, para que pueda ser visto el contorno de la sombra sobre la
superficie concava. 3
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se ha explicado en n.”50. Se elejird, pues, un nuevo plano
vertical paralelo 4la direccion dela luz, talcomoel L' T,
y sobre él sefijardn las segundas proyecciones 3”-4"-5" y
0”-0," de la semi-esfera y direccion de la luz respectiva-
mente.

Empezaremos encontrando la sombra que produce el
punto 3. El plano vertical que contiene el rayo del punto
3 corta 4 la esfera segun un circulo méximo que se pro-
yecta sobre el nuevo plano vertical en el arco 37-o"-8",
y la interseccion de este circulo mdximo con el rayo
3”-3" determina el punto 3" del que se deduce el 3'y
de éste el 37, que son las proyecciones de la sombra

rrojada por el punto 3 en la esfera.

Conigual construccion hemos obtenido los puntos 2 , 2
que son las proyecciones de la sombra arrojada por los
puntos 2, 2.

Antes de pasar adelante debemos hacer ver una pro-
piedad notable que tienen estos puntos de sombra y
que sirve para facilitar su determinacion. En la nueva
proyeccion vertical se han formado los dos tridn-

'’ que son is6sceles, porque
tienen 0”-3"-0"-3” como ridios de un mismo circulo,

giles tor st = o o5

y 07-2"-0"-2” por la misma razon; ademds el 4ngulo
0"-3"-3" es igual al 4ngulo 0”-27-2” 4 causa del parale-
lismo de los rayos 27-2” y 37-37,de lo cual resulta que
los 4ngulos 37-07-3” y 27-0”-2” son tambien iguales, y
por consiguiente, los puntos 07, 27, 3” estdn en linea
recta. Esta propiedad hace ver que la sombra arrojada
dentro de la esfera por el arco 1-2-3-2-1 es un arco de
circulo mdximo, por ser una curva plana al proyectarse
segun una recta 0”-3" sobre el plano vertical L' T' (Geo-
metria Descriptiva) y ademds porque pasa su plano por
el centro de la esfera. Merced 4 ella, las operaciones
para determinar las proyecciones 2, 2 se reducen 4 tra-
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zar por los puntos 2°, 2", 2” las paralelas 4 las proyeccio-
nes respectivas del rayo de luz, y la interseccion delrayo
2”-2"! con 07,-3” da 2” del cual se deducirdn los puntos
pedidos 2" y 2"

Con los ejemplos de los numeros 40, 43, 44, 46, 51
hemos resuelto, segun indicamos en n.” 27, el problema
de hallar la sombra arrojada por una linea sobre un cono,
cilindro y esfera.
| 52. Cono, Gilindro y Estera.—En la imposibilidad
de presentar un ejemplo que reuna todos los casos que
en la prictica ocurren, nos limitamos al indicado en la
figura 31 que contiene las tres figuras elementales que
hemos estudiado separadamente.

Los datos en ella son: las proyecciones horizontales
de un cono circular recto G cuya altura es siete veces
el rddio de su base, la del cilindro circular recto DD y
esfera E, colocados tangentes uno al otro en el érden
que la figura indica; y se trata de dibujar todas las som-
bras bajo el supuesto que la direccion de la luz forma
45° con el plano horizontal y que su proyeccion sobre
este plano es paralela 4 la recta SS.

Las principales operaciones necesarias, segun hemos
dicho en ntmeros 8 y 29 son: determinar las lineas de
separacion y construir la interseccion de los prismas 6

cilindros de sombra correspondientes con las superficies

exteriores.

Lineas de separacion.—Se traza la de cada figura aisla-
damente prescindiendo de toda otra que haya 4 su alre-
dedor; asf, en el cono C, despues de tirar la C'c paralela
4 SS, tomaremos 4 partir de G una longitud igual 4 siete
veces el rddio C'zz de la base (35 y 36); desde ¢ trazare-
mos las tangentes Csz, Cn 4 dicha base y las generatri-
ces de separacion son C'z, C'z (38);

En el cilindro DD, determinada la nueva proyeccion

D’ sobre un plano vertical paralelo 4 SS, los puntos de
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contacto «', 6" de las tangentes al circulo D inclinadas
45" con L T, dardn las generatrices de separacion sobre
el cilindro, la 6" 8" invisible y la & ¢* visible (42);

En la esfera E, su nueva proyeccion E' sobre el mis-
wo plano vertical L T proporciona por sus tangentes
inclinadas 45° respecto la linea de tierra los ejes de la
clipse de separacion « 4«5 (48). -

Sombras arrojadas.— Cono. Los planos de sombra que
pasan por las generatrices C'z y C'7z2 encuentran al plano

horizontal en las trazas Ca y Gz y al cilindro D y esfera
E segun elipses, y para buscarlas de una manera breve,
puede referirse el primer plano de sombra al nuevo
plano vertical segun L' T’ perpendicular 4 Cs, la traza
del mismo nombre de este plano se tiene tomando Xy
igual 4 siete veces xz; construyendo en é€l, las nuevas
proyecciones D", E” del cilindro y esfera dados, se
tienen los didmetros conjugados de la elipse dede proyec-
ciones de la que causa este plano en el cilindro D, y la
===z del circulo producido es la esfera E. Otro plano
vertical L” T” perpendicular al plano de sombra de la
generatriz C'z dard igualmente las elipses fg fig y 200, y
con ellas determinadas la sombra que el cono arroja
sobre el cilindro, esfera y plano horizontal.
Cilindro.—El plano de sombra que pasa por su arista
de separacion ¢ g, referido al sistema L T, tiene por tra-

zas a¢a, @ @', su interseccion con la esfera es la elip-
s€ pppp-

Lsfera.—Arroja sombra sobre el plano horizontal

segun la elipse 7 7 7 7 (49). En restimen, la sombra pro-
pia del cono estd determinada por las generatrices c'm,y
¢'n,y la arrojada sobre el cilindro, limitadas por los arcos
de elipse dede y fgfz, sobre la esfera siguiendo el contorno

=%, y AMAL y sobre el plano horizontal en mwme, mcn,y nan.:
en el cilindro la generatriz @ @ limita el contorno de
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sombra propia y la arrojada sobre la esfera estd definida
por la elipse pppp y sobre el plano horizontal porlaa a;
y e€n Ja esfera,la sombra propia se extiende hasta el arco
2528, asi como la arrojada es la superficie eliptica 7777,

La repeticion de ejemplos es el medio mds propio
para vencer las dificultades que al principio puedan pre-
sentarse, asf como para estudiar los diferentes efectos
producidos cuando se cambia la forma, el grandor ¢ la

posicion de las figuras, 6 bien la direccion de la luz.
—
3 >

CAPITULO SEGUNDO.

Dibujo de los cuerpos.

§.I.

DEFINICIONES.

53. ‘Se llama dibujo en general el arte que ensefia 4
representar sobre una superficie dada, la figura 6 imdgen
de cualquiera de los objetos que ofrece la naturaleza 6
elabora la industria.

Segun el objeto de cuya representacion se trate, se
divide en diferentes clases que se designan con nombres
particulares, 4 saber: natural, topogréifico, de adorno,
industrial etc.

El dibujo industrial, que es al que vamos 4 referirnos
exclusivamente, es el que sirve para representar los dis-
tintos objetos que entran en las construcciones mecd-
nicas, arquitecténicas y 4 toda otra cualquiera que
esta sea.
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Un objeto puede necesitarse tenerlo representado tal
como se le observa desde un punto fijo, llamado punto
de vista, en cuyo caso el dibujo se llama perspectivo, 6
puede desearse representado de modo que en nada se
alteren sus formas y proporciones y en este caso se llama
dibujo de proyecciones. Ambos toman sus medios de eje-
cucion 4 la geometria elemental y de aqui que se conoz-
can tambien con el nombre de d7dujo geométrico. Los
dos, pueden obtenerse por medio del dibujo Zneal 6
lavado.

NellE
DiIBUIO LINEAL.

54. Cuando se representa un cuerpo de modo que
su superficie esté unicamente indicada por lineas rectas
6 curvas, se tiene lo que se llama el dibujo lineal de este
cuerpo. Esta clase de dibujo es el medio mds sencillo,
breve y fécil de representar un objeto, puesto que no
hay mds que repasar con tinta las lineas que se habrdn
trazado exactamente con lapiz segun las reglas de la
Geometria Descriptiva.

85. Ordinariamente en los dibujos lineales no se con-
sideran mds que las sombras propias del objeto repre-
sentado; 4 fin de dar 4 este dibujo toda la claridad posi-
ble y al mismo tiempo hacerle mds agradable y que

mejor indique las diferentes partes salientes y entrantes

del objeto representado, se ha convenido en dibujar:
Con trazos finos todas las lineas visibles é tlumi-
nadas.
Con lrazos mds gruesos, las aristas ¢ intersecciones
que pertenecen 4 caras ¢ Superficies en sombra y las
aristas que constituyen /la linea de separacion de luz y

Sombra.
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Estos trazos gruesos, para producir el efecto del claro-
oscuro, solo deben emplearse en las superficies tevmina-
das en aristas vivas y que jformen dngulo saliente; de
modo que Jas aristas de dngulos entrantes se dibujardn
con lineas finas aunque estén en sombra. '

56. Las reglas dadas en el Capitulo anterior deter-
minan en un dibujo cudles deben ser las partes ilumina-
das y cudles las oscuras: segun ellas, la pirdmide de la
figura 17 tiene las caras c¢-1-4 y c¢-3-4 iluminadas y las
¢=-1-2 y ¢c-2-3 oscuras; se delineard pues con trazo fino la
¢-4 y con linea gruesa la ¢-2 y tambien las ¢-1 y ¢-3 que
forman la linea de separacion. En el cono de la figura
22, la curva de la base se dibuja gruesa porque parte de
ella, la 1-2-3, es linea de separacion y el resto, intersec-
cion de superficies en sombra; por el contrario, en la
figura 23" la circunferencia que representa la base infe-
rior del tronco de cono, se dibuja precisamente con /Zinea
Jina & pesar de estar parte de ella en sombra, porque cor-
. responde 4 arista entrante.

57. Cuando los cuerpos estdn terminados por super-
ficies curvas, como sus proyecciones estdn limitadas por
lineas que no son aristas vivas puesto que indican unica-
mente sus contornos aparentes, no deben, dun estando
en sombra, representarse por trazos gruesos como los
que- indican las superficies planas: sin embargo, para
hacer notar en el dibujo que ellas pertenecen 4 partes
del cuerpo en sombra, se ha convenido en dibujarlas
algo mds gruesas que las lineas iluminadas. Finalmente,.
como las superficies curvas no tienen en toda su exten-
sion el mismo grado de oscuridad, se dibujan las lineas
de ellas con un grueso variable que indique la variacion
de luz en su superficie; asi en la figura 22 se ve que la
linea ¢'z” no es tan gruesa como la 27s" y que las 1-2-3
de las figuras 23 y 2°"“ degeneran procrreswamente en
linea fina.
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Por medio de estos convenios el dibujo habla mejor 4
los ojos y hace distinguir facilmente los relieves de los
huecos asf como tambien las porciones limitadas por
superficies planas de las formadas por superficies curvas.

S I

DiBujo Lavabpo.

98. Para conseguir que un dibujo lineal sea mds in-
teligible, y que la representacion de.un cuerpo se apro-
xime, cuanto pueda ser, 4 la verdadera, es decir para
que las partes que lo componen ofrezcan un aspecto
mds conforme 4 la realidad, se da 4 la figura, por me-
dio del /lawado, una cierta coloracion por la cual las
formas y las posiciones relativas de cada parte estdn
representadas mds clara y distintamente, El objeto, pues,
del lavado, no es solamente hermosear ¢l dibujo sino ha-
cerlo més ficilmente comprensible. A este fin, despues
de determinadas las sombras propias y arrojadas como
hemos explicado en el capituloanterior, deben repartirse
con el lavado las tintas en la degradacion conveniente
segun la naturaleza y la posicion de las superficies de los
cuerpos respecto 4 la direccion de la luz.

59. Para aclarar las ideas, necesario es que exponga-
mos las causas que producen las diferencias de la luz y
de la sombra sobre las superficies.

El color que ofrece 4 nuestra vista un objeto ilumi-
nado depende, entre otras causas, de la intensidad de la
luz que le envfa el cuerpo luminoso y de la reflexion
que €l produce y hace llegar hasta el observador. Se-
gun un principio de Fisica, la sntensidad de la luz
enmmitida por un punto luminoso varic en razon inversa
del-cuadrado de las distancias. Estando en los dibujos
geométricos, los objetos iluminados por el sol, la distan-
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cia entre éste y aquéllos es inmensa comparada con las
~dimensiones de los objetos iluminados y con las distan-
cias que los separan entre sf; puede, pues, considerarse
igual para todos y por consiguiente, suponer mno existe
diferencia en la intensidad de la luz que llega 4 los di-
versos elementos del objeto que se considera. En cuanto
4 los elementos en sombra, haciendo abstraccion de todo
lo que puede hacer reflejar la luz, deben tener todos una
intensidad igual y representarse con megro puro: esta
afirmacion puede parecer exagerada porque no estamos
habituados 4 ver los cuerpos sombreados de esta manera,
pero es porque otros cuerpos, reflejando luz, la envian
de tal manera que producen claridad alli donde los rayos
directos del sol no pueden llegar; por esto no tenemos
ocasion de ver nunca una sombra completa.

60. Consideremos ahora la segunda causa, es decir,
la luz que el objeto iluminado envia al observador. Es
evidente que para que sea visible un punto cualquiera de
una superficie, no es suficiente que esté iluminado, es
necesario ademds que pueda reflejar la luz recibida h4cia
el observador (2-2.%) ().

Para la mejor inteligencia, dividiremos las superficies
en dos clases relativamente 4 la manera que reciben y
reflejan la luz, 4 saber, superficies pulimentadas y super-
Jictes mates.

61. Superficies pulimentadas—puntos brillantes.—.

Cuando un rayo de luz 22 (fig. 35) encuentra una super-
ficie plana y pulimentada, este es reflejado por la misma
superficie en una direccion 77 tal, que siendo 724 la nor-
mal 4 la misma superficie, forma el dngulo 7726 igual al
b, 6 lo que es lo mismo, el dngulo ¢mp igual al 7y,
y ambos dngulos se hallan en el mismo plano normal 4

() Es evidente que un objeto iluminado colocado 4 espaldas del obser-
vador no podra ser visto por él.
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la superficie sobre que se refleja el rayo luminoso. El
dngulo zmp se llama dngulo de ncidencia y el rmq de
reflexion ().

62. Supongamos ahora (fig. 36) una superficie plana
P perfectamente pulimentada, un espejo por ejemplo;
sea L la posicion de un punto luminoso y o la del obser-
vador; es evidente que como cada punto de la superficie
P recibe y refleja solo un rayo, no encontrando los
#' v, w2’ 7",..... en su direccion al observador, no produ-
cen sensacion alguna (3-2.%), miéntras que el 720 que pro-
viene de la reflexion del Lz, causa el mismo efecto que
si el punto luminoso estuviera situado en #z; de donde
resulta que vista desde el punto o la superficie del plano,
aparecerd oscura toda ella 4 escepcion del punto 7z que
le envia el rayo mz20, que serd asf visible para el observa-
dor y le parecerd byillante.

63. Siel foco luminoso fuera el sol serfan paralelos
sus rayos incidentes sz, smz, sm..... (fig. 37), los cuales
sc reflejarian segun direcciones #z0, 120, 110,..... tambien
paralelas (61) y concurrirfan todos en un punto sobre
esta direccion 4 una distancia infinita (Geometria ele-
mental); de modo que si allf estuviera situado el obser-
vador, recibirfa todos los rayos reflejados o, mo, mo.....
v resultaria ser para él, todo el plano P b#7illante. Cual-
quier otro plano P’ paralelo al P aparecerd al mismo
tiempo brillante tambien para el observador, porque sus
rayos incidentes sz, si2, smt,..... siendo paralelos 4 los

m, sm, si,.... se reflejardn segun direcciones 720, 2o,
#20,..... (61) paralelas 4 las o, mo, mo,.... ¢é incidirdn
sobre el observador supuesto en el infinito, del mismo
modo que los m20, m20,mo0,..... del plano P.

64. Sabido esto, veamos cémo podemos determinar

() En Fisica se vera la demostracion experimental de estas leyes.
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los puntos brillantes sobre una superficie. cualquiera A B
(ig. 38),dadas que sean la direccion ss de la luz y la del
- rayo visual oo y siendo las distancias infinitas, que es
como se consideran iluminados y vistos los objetos que
se representan por medio del dibujo geométrico.

Conforme 4 lo expuesto, bastard para fijarlos proceder
del siguiente modo:

1. Desde un punto cualquiera 7 del espacio, se tra-
zan las paralelas s y mo 4 las direcciones del rayo de
luz ss y del rayo visual oo. ‘

2.° Se construird la bisectriz 725 del dngulo s 0.

El plano P perpendicular 4 la direccion de la bisectriz
7.0 y todos los paralelos 4 él, se verdn brillantes por el
observador colocado 4 la distancia ya dicha (63).

3. Se determinardn finalmente todos los planos tan-
gentes P, P”, P 4 la superficie AB y perpendiculares
d la direccion #26: los puntos 72, m”, " de tangencia
serdn los puntos brillantes de la superficie.

Consecuencia.—A todo plano P perpendicular 4 la bi-
sectriz de las direcciones ss y oo se llama plano brillante
auxtliar.

Apliquemos la construccion anterior 4 las superficies
que hemos considerado en las sombras.

65. Cono.—Siempre que un plano tangente al cono
sea paralelo al plano brillante ausxiliar, la generatriz de
contacto serd linea brillante (64).

Tratemos, pues, de investigar si existe linea bri-
llante sobre la proyeccion vertical del cono de la fi-
gura 39.

La direccion de la luz tiene por proyecciones s"72", s"2°
y la del rayo visual, que es perpendicular al plano ver-
tical, serdn o' perpendicular 4 LT y el punto o'z,
Rebatiendo el plano de las dos rectas su: y 720 al rededor
de la om2 hasta colocarlo paralelo al plano horizontal,
el dngulo sm 0 se colocard en s'nz0; y trazando en esta
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posicion la bisectriz 724’ y deshaciendo luégo el rebati-
miento, vendrd ésta 4 colocarse en  b.

Falta tinicamente averiguar, si entre los distintos la-
nos tangentes al cono, hay alguno que sea perpendicular
4 esta bisectriz 726 (64). Su traza horizontal H* debe ser
perpendicular 4 la proyeccion horizontal 72'6" (Geome-
trfa Descriptiva), ademds la proyeccion ¢’d" de la vertical
cd del plano P debe formar un dngulo recto con la pro-
yeccion vertical 276" 6 su paralela ¢’ de la bisectriz:
como en la figura este dngulo d"c'é es obtuso, diremos
que no hay linea brillante sobre 14 proyeccion vertical
del cono considerado.

66. Cilindro.—En la proyeccion vertical del cilindro
de la figura 39 la generatriz #n# es una linea brillante,
porque el plano P tangente segun esta generatriz es pa-
ralelo al brillante auxiliar (64). En efecto, su traza hori-
zontal H”® es perpendicular 4 72'0" y la recta ¢'d” ()
paralela 4 la traza vertical, forma un dngulo recto con
c'b paralela & 776",

67. Esiera.—Propongdmonos construir el punto bri-
llante sobre la proyeccion vertical de la esfera represen-
tada en la figura 4o.

Como los planos tangentes 4 la esfera son perpendicu-
lares 4 los rddios respectivos que van al punto de con-
tacto, elegiremos el centro de la esfera para trazar desde
¢l las paralelas «s y 20 4 la direccion de la luz y rayo
visual respectivamente. Rebatiendo el 4ngulo szo sobre
el plano horizontal que pasa por el centro de la esfera
obtendremos el s'z0, y construyendo en él la bisectriz
20’ y el punto 72", 7" en que esta recta corta 4 la esfera
y vuelto todo 4 la primitiva posicion, el punto #2 ird 4 m
y su proyeccion 2" serd el punto buscado, porque es
evidente que el plano tangente en 7 es perpendicular 4

(*) Proyeccion de la vertical del plano P.



T
la bisectriz «6 y por consiguiente el punto 2" es bri-
llante (64).

68. Reparticion de las tintas en las superficies puli-
mentadas.—Si todas las superficies fueran perfectamente
pulimentadas, la teorfa de las sombras serfa inatil, porque
para el observador no habrfa visibles mds que los puntos
6 lineas brillantes construidos como se ha indicado pre-
cedentemente (64); los demds elementos de ella, no siendo
perpendiculares 4 la direccion de la bisectriz no pueden
enviar al observador ningunrayo luminoso (64), por tanto
estos elementos, aunque estén iluminados, le parecerdn
igualmente oscuros que los que estdn en sombra (!).

CGonsecuencia.—En todo cuerpo pulimentado se repre-
sentard con un color muy vivo y trasparente el punto 6
linea brillante, y el resto de su superficie con una tinta
oscura (?).

CUERPOS MATES.

69. La mayor parte de los objetos que se presentan
4 nuestra vista, como las piedras, las maderas etc., son
cuerpos szates, y dun de estos los mejor labrados son de
un pulimento muy imperfecto, es decir, que el aspecto
exterior, sin dejar de ofrecer la apariencia de una super-
ficie continua, estd siempre salpicada de una multitud de
asperezas y cavidades, muchas veces imperceptibles y
mds comparadas con las dimensiones del cuerpo, pero
siempre muy considerables relativamente 4 las moléculas

(*) Puede notarse este efecto, observando un globo de metal bruido
expuesto d los rayos solares: se verd que una muy pequefia porcion de su
superficie refleja rayos luminosos y que el resto del globo parece estar en
sombra, 4 menos que no refleje las imdgenes de objetos iluminados que I»
rodeen.

(!) Ejemplo de esta representacion ofrecen los dibujos lavados de objetos
brunidos ya de metal 6 de madera barnizada.
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luminosas que son extremadamente ténues. Puede pues
suponerse que cada elemento superficial de estos cuerpos
estd formada de una infinidad de pequefias facetas incli-
nadas en todas direcciones (fig. 41), y consiguiente 4
esta diversidad de inclinaciones, debe necesariamente
haber en cada elemento algunas facetas perpendiculares
d la direccion de la bisectriz, de suerte que los rayos que
lleguen 4 ellas serdn reflejados en direccion del obser-
vador (64), y de aqui que todos los elementos visibles
de la superficie parezcan iluminados cualquiera que sea
la direccion del rayo visual, aunque’ no con tanta inten-
sidad como los puntos brillantes, porque éstos envian luz
reflejada de algunas facetas y en las superficies pulimen-
tadas va al observador toda la luz que incide sobre el
elemento brillante.

70. Puntos brillantes.—No cabe juzgar por esto que
el observador vea la superficie de un cuerpo mate igual-
mente iluminada en toda su extension; esta superficie,
como hemos dicho, presenta un aspecto sensiblemente
continuo, asf que las facetas culminantes de las aspere-
zas que la irizan constituyen un lugar geométrico tal
como ABC (fig. 41). En el punto B supuesto que sea el
brillante (64), concurrirdn dos causas que contribuirdn
por distinta manera 4 enviar luz al observador; es la una,
que todas las facetas exteriores situadas en el plano tan-
gente que ha determinado el punto brillante B, se mani-
fiestan como elementos de superficie brillante, y su
nimero es siempre muy grande porque el plano tangente
no tiene sélo un punto matemdtico comun con la super-
ficie envolvente A B C; asi como la otra es debida 4 que
las facetas de las cavidades contiguas 4 B, & irregular-
mente distribuidas, pueden por su posicion especial
enviar al observador, como hemos dicho, laluz que ellas
reciban (69); verdad es que esta segunda causa es comun
4 todos los elementos de la parte visible de la superficie,
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pero la primera, que es muy preponderante, es parti-
cular al punto B tinicamente: por consiguiente este punto
ofrecerd una claridad mucho mayor que los demds de la
superficie, porcuyarazon se llama tambien punito brillante.

El efecto que causa al observador el punto brillante
de una superficie mate, es tanto mayor cuanto mds puli-
mentada esté; en efecto, el pulimento, resultando del
frotamiento que destruye la parte mds saliente de los
elementos superficiales, produce en cada uno de ellos
(fig. 42) una faceta principal dirigida en el sentido gene-
ral de la superficie, y disminuye por consiguiente los
intervalos céncavos y por tanto el numero de facetas
inclinadas en todas direcciones. Se concibe, pues, que el
ntimero de rayos enviados por las facetas de las cavida-
des serd muy pequeiio en comparacion de los enviados
por las facetas que han resultado del pulimento; los cua-
les, si tienen la posicion del punto brillante, producirdn
tanta mayor sensacion cuanto mds pulimentada sea, al
par que el resto de ella se verd cada vez mds oscura (68).

71. Reparticion de la luz sobre las superficies mates.
—Se observa que en todo cuerpo mate hay partes que
aparecen mds iluminadas que otras, y como la situacion
y extension de estas partes es muy importante determi-
narlas en un dibujo, veamos cémo sabremos distinguir
en una superficie los elementos de ella que tienen posi-
ciones mds adecuadas para enviar la luz que reciben al
observador. Se comprende que las partes mds claras
estén en general en las inmediaciones de los puntos bri-
llantes, pero sin concluir por esto, que la luz debe estar
distribuida alrededor de estos puntos de una manera
simétrica. :

El grado de claridad con que un elemento de super-
ficie se presenta al observador depende de dos causas:
1." de la cantidad de luz que por cualquier motivo recibe
este elemento superficial, y 2." de la porcion mayor 6

ety s S



ey e e

s
menor que de la luz recibida envia este elemento al ob-
servador.

72. Cantidad de luz que recibe un elemento de su-
perficie iluminada.—Ya hemos dicho en n.’ 59 que los
rayos de luz al encontrar la superficie del cuerpo que
iluminan tienen todos la misma intensidad, de modo que
la iluminardn mds 6 ménos segun que reciben mds ¢
ménos rayos sus distintos elementos.

Supongamos que A B (fig. 43) sea el lado de un cua-
drado (') colocado de perfil y perpendicular 4 la direc-
cion de la luz; todos los rayos que iluminan este cuadrado
constituyen un prisma recto cuya base es el cuadrado
AB. Si hacemos girar este cuadrado alrededor del lado
proyectado en A hasta la posicion A By, los rayos de luz
que iluminan esta nueva posicion forman tambien otro
prisma cuya seccion recta es A 4. La relacion entre las
dos secciones citadas, 6 entre los lados AB y A4, toda
vez que ellas tienen comun el lado proyectado en A, dard
la que existe entre el numero de rayos de luz que ilumi-
nan las caras AB y AB,. En el tridngulo AB&; es
Ab=ADBsena 6igual 4 ABsena. Para la situacion
A B, seria igualmente A b,— A B ><sens de donde
Aby i Aby il sena : senoy luego, la cantidad de luz reci-
bide por un elemento superficial, es directamente pro-
porcional al seno del dngulo que él forma con el rayo
lumanoso.

Consecuencia.—Los elementos de una superficie per-
pendiculares al radio de luz serdn los mds iluminados y
aquellos cuyo plano tangente sea paralelo 4 su direccion
(*) no recibirdn la accion de los rayos luminosos.

Finalmente: entre las causas que mds contribuyen 4

(*) Un elemento de superficie.
(®) Estos elementos hemos visto que constituyen siempre la linea de
separacion de luz y sombra en un cuerpo.



disminuir la cantidad de luz en las partes de una super-
ficie que presentan mayor inclinacion con respecto 4 la

direccion de aquélla, debe contarse las sombras que

sobre las cavidades de la superficie arrojan sus asperezas;
y este efecto es tanto mayor cuanto menor sea el 4ngulo
que la direccion de la luz forma con el elemento que se
considera (%).

73. Claridad aparente de los cuerpos.—Resta estu-
diar la marcha de los rayos luminosos desde los cuerpos
iluminados hasta el observador. Cuestion es esta diffcil
de apreciar de una manera satisfactoria por las muchas
circunstancias que la modifican, algunas imposibles de
valuacion rigorosa toda vez que dependen principalmente
de la constitucion fisica de la superficie de los cuerpos
y de las modificaciones que experimenta la luz al encon-
trarse con estas superficies mates, sobre las que 4un no
se tienen todos los conocimientos necesarios.

Fundando pues la explicacion sobre hipétesis, los resul-
tados serdn unicamente probables, y solo podrdn admi-
tirse hasta ser reemplazados por los deducidos de teorfas
basadas en principios ciertos.

Sabemos que en un cuerpo mate, los elementos de su
superficie presentan una multitud de facetas designal-
mente inclinadas que hace reflejen la luz que llega 4
ellas disemindndola en todas direcciones (69), por cuya
razon aparecen estas partes mds debilmente iluminadas
que los puntos brillantes.

74.- Vamos ahora 4 determinar entre los elementos
de una superficie mate los que, siendo igualménte ilumi-
nados, estdn mds favorablemente colocados para reflejar
mayor cantidad de luz en una direccion dada.

() Puede observarse esta disminucion de luz producida por las sombras
de las asperezas, inclinando una hoja de papel de grano grueso bien extendida
hasta que proximamente quede paralela 4 la direccion de la luz, y se verd que
su superficie se oscurece gradualmente.
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Consideremos un elemento cuadrado proyectado segun
el lado AB (fig. 44.). Sus irregularidades a,4,¢, d, etc.,
reflejando los rayos que reciben en distintas direcciones
(69), obran cada una de ellas 4 manera de cuerpos lumi-
nosos: al observador no podrén llegar mas que los rayos
en una direccion, que serd la correspondiente 4 la situa-
clon que ocupe.

Deslindando entre todos los rayos reflejados por las
distintas facetas de este elemento los que resulten diri-
gidos en un mismo sentido, se forman virios prismas de
base comun A B y cuyas secciones rectas, son 7727, m'in',
#2*7*, etc., respectivamente. Las magnitudes de estas sec-
clones rectas indican claramente la mayor 6 menor re-
union de rayos. La intensidad de la luz enviadaal obser-
vador por el elemento A B, puede pues valuarse en cada
caso por la magnitud de la seccion recta del prisma
correspondiente 4 la situacion de aquél. Estas secciones
rectas, teniendo por expresion formular A B sen o dan
(72) mn : m'n' i seno : send!lo que permite deducir que;
la “intensidad de la luz, que refleja cada elemento de
superficie mate en una diveccion determinada, estd en
razon wmversa del seno del dngulo que forma su plano
tangente con la direccion del rayo visual ( s

Observaciones.—r1." La cantidad de la luz enviada por
una superficie mate al observador serd tanto menor
cuanto-mds se acerque éste 4 la direccion 0-0 de la nor-
mal 4 ella.

2. La consecuencia 4 que dntes hemos llegado, deja
de verificarse cuando el dngulo indicado es proxima-
mente nulo, que serd cuando el observador contemple el
clemento A B segun la direccion o;-0;, porque las aspere-

(*) Praticamente puede comprobarse esta propiedad, observando una su-
perficie plana fija, un tablero por ejemplo; se notard cuanto més sirgada se la
mire que estd mds iluminada y més brillante su superficie,
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zas a, b, ¢, d,....del elemento mate, quedan cubiertas unas
por otras al observador ¢ interceptan por tanto las ante-
riores una porcion de rayos luminosos que en la direc-
cion 03-04 reflejarian las posteriores.
© 75. Reasumiendo las dos propiedades citadas deduci-
mos, que los elementos mejor expuestos para que el ob-
servador pueda verlos més iluminados, son aquellos cuyos
planos tangentes forman dngulos rectos con la direccion
de laluz y al mismo tiempo el menor posible con la di-
reccion de la visual (!).

Hn las superficies consideradas en Geometria Descrip-
tiva puede muy fdcilmente estudiarse la variacion de
inclinacion de los planos tangentes 4 distintos puntos de
ella respecto 4 las dos direcciones 4ntes citadas del rayo
de luz y de la visual segun la posicion que se considere.

Si la superficie es desqrrollc.ble como el plano tan-
gente en un punto lo es 4 lo largo de la generatriz que
pasa por este punto, las distintas intensidades de luz apa-
recerdn segun generatrices, cuya consecuencia se aplica
en particular 4 los conos y cilindros.

76. Reflexion atmosférica. — Por ultimo, 1a atmos-
fera que la luz atraviesa 4dntes de llegar 4 nosotros no es
de una trasparencia perfecta, sus moléculas retienen
algunos rayos que los reflejan, como lo hacen los cuer-
pos opacos, disemindndolos en todos sentidos, los cuales
originan la /uz atnosférica 6 reflejo nmzosferzco (?) cuya
1nten51dad es bastante considerable para permitir ver
muy distintamente los cuerpos sobre los cuales no llegan
los rayos directos.

(*) No se olvide que estamos considerando elementos que no comprendan
el lugar del punto brillante.

(3) Sielaire no existiera, no sufriria reflejo la luz que proviene del sol,
y el cielo pareceria de un negro absoluto sobre el que los astros se destacarian
como puntos brillantes.
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77. Rayo atmosférico principal.—La experiencia
hace ver que para cada inclinacion del rayo de luz di-
recto, existe siempre una direccion segun la cual el re-
flejo atmosférico correspondiente tiene mayor intensidad
que en toda otra, 4 esta direccion especial se llama 7ayo
atmmosférico principal.

Consideremos primero un cuerpo opaco completa-
mente aislado tal como la esfera de la figura 15; se ob-
serva que si los rayos de luz tienen la direccion S A, los
reflejos atmosféricos ejercen su maximo efecto paralela-
mente 4 la direccion R B precisamente opuesta 4 S A.

Si como sucede generalmente las figuras que observa-
mos estdn préximas al plano horizontal 6 colocadas en
€l, tal sucede al cilindro de la figura 45, la direccion del
7ayo atinosférico principal, siempre situado en el mismo
plano vertical que contiene el rayo de luz directo, forma
con el horizontal un dngulo de 32 grados proximamente
cuando el rayo de luz incidente sigue la direccion de la
diagonal del cubo (9) (!); y si se elije un rayo incidente
que forme 45° con el horizontal (84) el rayo atmosférico
principal forma tambien 45° proximamente con este
plano horizontal.

Lo expuesto tltimamente permite mirar al cuerpo ob-
servado como iluminado, de una parte por los rayos
luminosos paralelos al rayo incidente y de la otra por los
rayos de una luz mucho mds débil paralelos 4 la direc-
cion del atmosférico principal, de suerte que la region
situada en la sombra relativamente 4 la luz directa, ofre-
cerd igualmente degradacion de tintas y tendrd sus
puntos brillantes como la iluminada.

78. Reparticion de las tintas en los cuerpos mates.
—Preciso serd por lo dicho, en todo dibujo lavado acla-

(1) En este caso el rayo de luz directa forma con el plano horizontal un
angulo de 35°-15’-50". 5
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rar notablemente la tinta oscura en los sitios préximos
4 los puntos 6 lineas brillantes correspondientes al rayo
atmosférico principal (64) y no emplear tintas demasiado
oscuras sobre la restante parte en sombra, por la luz que
envian sobre ella los reflejos atmosféricos cuyo efecto
aunque débil se hace mds sensible en las partes elevadas
de la sombra propia y en las mds separadas del cuerpo
en la arrojada.

79. Reasumiendo y aplicando en el cilindro recto de
la figura 45 cuanto hemos dicho en este capitulo se ve
facilmente, respecto 4 la mayor 6 menor cantidad de luz
que reciben sus distintos elementos:

1" La generatriz ¢z es la mds iluminada porque el
plano tangente correspondiente forma el mayor 4dngulo
posible con la direccion de la luz (72-cons.?).

2." La luz disminuye gradual y simétricamente de aa
4006y de aa d cc porque los planos tangentes en gene-
ratrices igualmente separadas de la a @ estdn igualmente
inclinados 4 la luz. Esta pérdida de luz aumentard tam-
bien con simetrfa por las sombras que arrojan los puntos
culminantes de las asperezas de la superficie sobre ella
misma (72). e

3. Las generatrices 64 y cc serdn las mds oscuras

(72), y determinan en la superficie lateral la linea de se-
paracion de luz y sombra (42).
4." La generatriz dd en sombra, es la ménos oscura,
porque el plano tangente correspondiente 4 ella es el
que forma mayor dngulo con la direccion del rayo atmos-
térico principal (77).

5. La claridad originada por la reflexion atmosférica
disminuye progresiva y tambien simétricamente 4 dere-
cha 6 izquierda de la generatriz dd, si bien mucho mds
debilmente que la degradacionindicada 4 partir de la a..

6. ILa parte inferior de las generatrices @a y conti-
guas estdn algo mds iluminadas que las correspondientes
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superiores por la influencia que sobre ellas ejercen los
reflejos de los ‘rayos directos que chocan en el plano
horizontal. :

7. Los extremos superiores de las generatrices ddy
contiguas estdn un poco ménos sombreadas que las res-
pectivas inferiores por los reflejos atmosféricos que son
mds en la parte superior (76).

8. Finalmente, la sombra arrojada sobre el plano
horizontal es mds oscura cerca del cilindro y va aclardn-
dose progresivamente aunque poco 4 medida que se
separa de ¢l, porque sus puntos M, N... estdn expuestos
4 los reflejos de una masa de aire tanto mds grande
cuanto mayor sea su distancia al cuerpo (76) (!).

El observador que contemple el cilindro notars en la
proyecion vertical.

1" Que no tiene arista brillante (64 y 66).

2. Que la luz se reparte segun generatrices (75).

3." La generatriz 7m es por su posicion la que peo-
res condiciones tiene para enviar su luz al observador
(74-obs.m-1.%),

4. Las generatrices simétricas con respecto 4 la mz,
emiten relativamente mds luz y esta capacidad aumenta
con su distancia 4 aquélla (74). .

5. Las generatrices gp y ¢g¢ del contorno aparente,
aparecerdn oscuras con relacion 4 la luz que los ilumina
(74-obs.” 2.%).

Teniendo en cuenta la distinta cantidad de luz que
cada una tiene, se podrd deducir ficilmente cémo se
tendrdn que distribuir las tintas para conseguir el efecto
mds exacto, debiendo tener presente, que la-degradacion
de tonos puede conseguirse empleando tintas desvane-

o

(*) No tomamos en consideracion las modificaciones que pueden originar
los reflejos del plano vertical para no hacer més larga esta clasificacion.
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cidas por medio del agua clara 6 por capas cortadas
sobrepuestas las unas 4 las otras (!).

80. No debe olvidarse, como repetidamente se ha
manifestado, para el mejor acierto en los distintos ejem-
plos que puedan ofrecerse, que las diferentes intensida-
des de luz y sombra en un cuerpo, no dependen sola-
mente de la forma de su superficie sino tambien del
mayor 6 menor pulimento de ella y mds atin de su natu-
raleza fisica; se comprende que la luz no debe producir
los mismos efectos sobre un objeto de piedra que sobre
los de metal G otra sustancia: inicamente la comparacion
razonada de los efectos de luz sobre los cuerpos, podra
indicar el mejor modo de representarlos con la posible
exactitud.

(*) Las tintas desvanecidas no suelen emplearse sino para las figuras cuyas
superficies son continuamente variables. Las capas cortadas es el procedi-
miento hoy preferido por tener una aplicacion muy aproposito para los dibu-
Jos de construcciones, méaquinas, etc.
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