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Nociones fundamentales.

ARTÍCULO 1 °

V entajas de la  representación literal de las cantidades.

1. En el Álgebra se considera la cantidad de una ma
nera general j  por consiguiente con completa indepen
dencia del número y de la especie á que se refiere. La 
representación general de la cantidad reclama el uso de 
símbolos que no sean las cifras conocidas en la numera
ción. Los signos que se ha convenido emplear con aquel 
fin son las letras del alfabeto. Aun cuando también se 
usaban éstas en la Aritmética, con objeto de representar 
los números de un modo por lo general más breve y que 
en ocasiones facilitara los razonamientos, nunca se pres
cindía de que expresaran una colección de unidades



iguales de valor determinado; de modo que las propie
dades demostradas en la teoría de los números enteros 
había que volver á hacer patente su evidencia en el caso 
de que fueran fraccionarios ó inconmensurables. Por 
ejemplo, cuando (Aritmética 21) una vez demostrado 
que <iEl producto de varios factores enteros es indepen
diente del orden de colocación de éstos n había necesidad de 
hacer ver (Aritm.“' 92) que la misma proposición era 
cierta cuando los factores eran todos quebrados ó unos 
enteros y otros quebrados, así como también (Aritm.“ 187, 
corolario 2.®) cuando el producto indicado constara de 
factores inconmensurables. En el Álgebra no sucede 
lo mismo: en ella se prescinde por completo de la forma 
del número, y por tanto de las veces que contiene á la 
unidad de medida, de modo que los razonamientos per
tinentes á toda cuestión algebraica siempre se apoyan en 
propiedades generales y comunes á todas las cantidades 
é independientemente del símbolo con que éstas se ha
llen representadas: según esto, fácilmente se comprende 
que así como en Aritmética pudiera haberse prescindido 
de la escritura simbólica, no sería posible hacer lo mismo 
en el Álgebra, en donde la precitada escritura es de todo 
punto indispensable.

Por otra parte, en la Aritmética se efectúan los cálcu
los con números cuyo valor es conocido; así es que los 
resultados obtenidos en los ejemplos y problemas que á 
ella conciernen, no manifiestan señal alguna de las ope
raciones que para determinarlos había habido necesidad 
de efectuar. No así en el Álgebra, donde por lo mismo 
que con las letras no pueden ejecutarse en realidad ope
raciones sino meramente indicar éstas, queda marcada 
con tal motivo en el resultado final, la manera de proce
der con los datos para encontrar el valor de la incógnita.
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El cuadro que determina las operaciones que deben efec
tuarse con hs cantidades conocidas, con el fin de averiguar 
el valor de la desconocida, recibe el nom bre de fórmula.

Un ejemplo de esta clase de expresiones literales se 
tiene en la regla de aligación directa (Aritm.'̂  181), cuan
do para la determinación del precio medio de una mez

cla se ve que lo cual manifiesta

que el procedimiento para hallar el valor de la incógnita 
en todos los problemas de esta misma índole, consiste en 
calcular los valores de las cantidades mezcladas, sumar 
éstos y dividir la suma que resulte por el número que 
exprese la totalidad de las unidades que componen la 
mezcla: el cociente obtenido será el valor del precio me
dio que se deseaba encontrar.

Para la resolución de las cuestiones correspondientes á 
las reglas de interés, descuento, compañía, etc., se dedu
jeron también las respectivas fórmulas (Aritm.'̂  173, 175, 
176 y 205), fáciles, como la anterior, de traducir al len
guaje vulgar.

2. En el Álgebra, además de considerar en la canti
dad la cualidad de ser numerable, aunque prescindiendo 
siempre, según se tiene dicho, de la unidad á que se re
fiere; hay que atender también á su sentido ó diversa 
manera de ser. Así, cuando desfuerzas ejercen su acción 
en un mismo punto y en igual dirección, si se quisiera 
determinar el efecto que ambas producen, habría que te
ner en cuenta no sólo la intensidad de cada una de ellas, 
sino también el sentido en que obran, supuesto que de 
ambas circunstancias dependería el valor del esfuerzo, 
mediante el cual se pondría en movimiento el punto de 
aplicación de aquéllas. Del mismo modo pudiera decirse 
que, el agua vertida en un recipiente y la que sale de éste
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por un orificio practicado en una de sus paredes, influ
yen, produciendo efectos contrarios, en la cantidad de lí
quido que el mencionado recipiente contiene.
. Una vez adquirido el conocimiento de lo que se en̂  
tiende por cantidad algebraica, así como de la misión que 
desempeñan las fórmulas en la resolución de todo pro
blema particular que se halle comprendido en el general 
de que se trate, puede decirse ya que él objeto del Alge
bra es averiguar la fórmula ó fórmulas necesarias para la 
resolución de un problema, sin prescindir de las diferentes 
afecciones que poseen las cantidades que en aquella ó aque
llas expresiones intervienen.

—  8 —

ARTÍCULO 2.°
C onsideraciones acerca de la s  cantidades p o sitiv a s  

y  n egativas.

3, Guando las cantidades que intervienen en la reso
lución de un problema admiten acepciones opuestas, re
ciben el nombre de positivas aquellas que propenden á la 
consecución del fin que, según el enunciado de la cues
tión, se desea conseguir; mientras que aquellas que se 
oponen á que aquel fin se realice, se distinguen de las 
anteriores con el nombre de negativas.

Según esto, si se quisiera averiguar el tiempo que ne
cesita un sujeto para reunir un capital determinado de 
antemano, suponiendo que se conocen los ingresos y gas
tos con que anualmente.cuenta; es evidente que como los 
ingresos contribuyen á la formación del mencionado ca
pital, representarán en este caso las cantidades positivas; 
al paso que las negativas deberán referirse á los gastos.



en atención á que éstos se oponen á la consecución del 
fin propuesto.

Como quiera que el efecto producido en una cuestión 
por las cantidades que tienen el mismo mmlo de ser, está 
determinado por la suma de todas ellas, al paso que el 
de dos cantidades de sentidos opuestos por el resultado 
que se obtiene al restar de la que tiene mayor valor ab
soluto el de la menor, se explica que por medio del signo 
de la adición y del de la sustracción, conocidos en Arit
mética, se haya convenido en distinguir las dos afeccio
nes opuestas que pueden tener algunas cantidades, ante
poniendo el primero de aquéllos á las positivas y el se
gundo á las negativas. De aquí que al signo -(- se llame 
también signo positivo y al •— signo negativo.

4. La influencia que, como se ha visto en los ejem
plos que se acaban de citar, ejercen en los resultados las 
diversas acepciones de las cantidades que en su deduc
ción intervienen, trae consigo la necesidad de operar con 
éstas sin prescindir de que posean ó no una misma ma
nera de existir; mas como quiera que los diferentes mo
dos de ser de una cantidad tienen un significado de dis
tinta índole que el de su expresión numérica, de aquí 
que se baya necesitado admitir ciertos convenios que 
permitan, con unidad y fijeza de criterio, someter al 
cálculo las mencionadas cantidades, sin incurrir en las 
contradicciones que procediendo de otro modo pudieran 
sobrevenir en la interpretación de los diferentes resul
tados.

5. En la Aritmética se veía que una cantidad era ma
yor que otra cuando la primera era igual á la segunda 
aumentada en una cierta cantidad. Haciendo extensiva 
esta consideración al caso en que las dos cantidades se 
hallen afectadas de signos iguales ó contrarios, se dirá



— l o 
que la MENOR de dos cantidades es aquella á la cual hay 
que agregar una cantidad positiva para obtener la otra, ó 
sea la llamada mayor.

Siendo evi^ute, por otra parte, que dentro de una 
misma c u e s ti^ los efectos de dos cantidades del mismo 
valor absoluto pero de signos contraríps, se destruyen; se 
tendrán, como consecuencia de estos convenios, las si
guientes proposiciones:

1."' Toda cantidad negativa es menor que cero; supuesto 
que agregando á aquélla una cantidad positiva de un va
lor absoluto igual al que ella misma posee, el resultado 
es cero. * (**)

Obsérvese que el cero á que se acaba de hacer refe
rencia, no es el de la numeración, sino C|ue representa el 
origen ó punto de partida desde el cual se empiezan á 
contar tanto las cantidades positivas como las negativas; 
en cuya atención este cero, que señala la separación que 
existe entre unas y otras, recibe el nombre de cero lí
mite (*).

2^ Toda cantidad negativa es menor que cualquiera 
otra que sea positiva. En atención á que aquélla es menor 
que cero y éste á su vez menor que toda cantidad po
sitiva.

3.-'̂  I)e dos cantidades negativas, es menor la que posea 
mayor valor absoluto. Se trata de hacer ver que siendo 
a-\-b mayor que b, se verificará que —(a-j-fc)<—b). En 
efecto, agregando á —(«-)-&), ó sea á —a—b, la cantidad 
positiva a, queda como resultado —b (*■•').

(*) Por ejemplo, el cero de un termómetro no indica la falta 
completa de calor, .sino nn punto fijo y convencional del expre
sado instrumento de medida, á partir del cual se aprecian las 
temperaturas superiores é inferiores á la que señala el expre
sado punto.

(**) Sin establecer convenio alguno, no se explicarla la pri-



ARTÍCULO 3.°
Definiciones referentes á la s  expresiones algebraicas.

6. E xpresión algebraica es la expresión literal en 
que no sólo se tienen en cuenta los valoreS representados 
por las letras de que se compone, sino también la manera 
de existir de las cantidades á que se refieren.

V alor numérico de una expresión algebraica es el nú
mero que resulta después de sustituir en ella los valores 
particulares de las letras y de efectuar las operaciones 
que estén indicadas.

Ejemplo; Si en la expresión algebraica ge
hace a=3 y &—5 se tendrá;

4X33—2X3X5^=108—150=—42.
Una expresión algebraica se dice que es racional 

cuando no contiene ningún factor literal que se halle 
afectado del signo radical; en el caso contrario se la co
noce con el calificativo de irracional ó radical.

Cuando una expresión algebraica además de ser racio
nal no contiene ningún denominador literal, se dice que 
es ENTERA. Tal es la expresión ‘¿ah-\-‘̂-íâ b—^babĉ .

En el caso de que una expresión racional contenga al
gún denominador literal, se la conoce con la denomina
ción de FRACCIONARIA.

De aquí se infiere que la expresión algebraica sólo es 
entera ó fraccionaria por su forma y no por el valor n u 

mera proposición, supuesto que es inconcebible la existencia de 
una magnitud que sea inferior á la falta completa de cantidad ó 
sea al cero absoluto. Pudiera decirse lo mismo de la segunda, 
pues si se considera como positiva la cantidad que representa los 
créditos, A favor de una ])ersona, y como negativa la que hace 
referencia á. sus d.'ud.as, no por eso puede afirmarse que éstas 
hayan de ser menores que aquéllos. Finalmente, por contener 
—(a-(-6) á —a más de una vez, se verificará, que, —{a-\-b]>—a; 
lo cual se halla en contradicción con lo que manifiesta la tercera 
consecuencia,
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inérico que representa, pues una expresión algebraica en
tera puede equivaler no sólo á un número fraccionario, 
sino también á otro que sea inconmensurable; al paso 
que cuando esjraccionaria pudiera representar una can
tidad numérica entera, como sucede con la expresión 
aP-yi

que, aun cuando fraccionaria en la forma, equivale oc
al número entero 9 siempre que a=2, &=3 y c=4.

7. Se llama término de una expresión literal, á cada 
parte de ésta que se había separado de las demás por el 
signo positivo ó el negativo. El signo de un término es 
el que se halla escrito delante de éste. Si el primer tér
mino de una expresión literal careciese de signo, se su
pondrá siempre que el signo que le corresponde es el po
sitivo.

Coeficiente de un término, es el factor cuyo valor nu
mérico se encuentra determinado. Se ha convenido que 
el coeficiente se escriba delante de los factores literales 
que contenga el término, y si éste careciese de coeficiente 
explícito, se consideraría que su valor era la unidad. Así, 
en el término 5a-6 el coeficiente es 5, y en aĥ ĉ  el coefi
ciente se supone que es igual á 1, en atención á c[ue este 
último término equivale á

8 . El GRADO, con respecto á todas sus letras de un 
término entero, se halla determinado por el número de 
sus factores literales. Por lo tanto, el grado de un término 
está dado por la suma de los exponentes de todos los fac
tores literales que contiene, considerando que vale la 
unidad el de aquellas letras que no tuviesen exponente 
explícito. Así, el último término citado es del 8.° grado y 
el del penúltimo de 3.®

El GRADO DE UN TÉRMINO entero con respecto á una de 
sus letras, lo señala el valor del exponente de dicha letra.

—  12 —



Ejemplo: es de 4.° grado con respecto á la letra a.
T érminos semejantes son aquellos que poseen las mis

mas letras afectadas respectivamente de iguales exponen
tes. A'sí, 3a^b^c, —SaWc,

Se ha convenido en colocar los factores literales de ca
da término por orden alfabético, con el fin de distinguir 
con más facilidad ac|uellos que sean semejantes.

9. Se llama monomio la expresión que consta de un 
solo término; binomio cuando está compuesta de dos; tri
nomio la" que contiene tres; cuatrinomio si consta de cua
tro, y finalmente, si la expresión algebraica está formada 
de más de cuatro términos se llama polinomio. A s í , 

3aW^c—a'Pd será un binomio; 4:â b‘̂c— un 
trinomio; 6a'^b^-\-Sa%d—4ci‘b'̂ c-\-â ĉ  un cuatrinomio, y 
finalmente —2aPb^-\-a%' ^— es un
polinomio de seis términos.

Se dice que está un polinomio ordenado con respecto 
á una letra, cuando sus términos se hallan colocados de 
tal modo que los exponentes de la citada letra, que se 
llama ordenatriz, van del mayor al menor ó al contrario. 
El polinomio que se acaba de citar se halla ordenado con 
respecto de las potencias descendentes de la letra a y las 
ascendentes de la b.

El GRADO DE UN POLINOMIO entei’o y racional, con res
pecto á una de sus letras, está determinado por el mayor 
exponente que dicha letra posee en la expresión literal 
que se considera. Así, el último polinomio es del 8.® gra
do con respecto de a, y del 10.® respecto de

Un polinomio entero se llama homogénetfcn&náo fbUos 
sus términos son del mismo grado, y eivíal caso este gra
do común .se dice que es también el del polinomio. El 
polinomio á que se refieren los anteriores,'ejem,|)Í:o  ̂ es ho
mogéneo y del grado 10.®  ̂ ^ - i
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CAPÍTULO II.
Operaciones fundamentales.

G E N E R A L I D A D E S .

10. La consideración de que las cantidades algebrai
cas representan relaciones numéricas, induce á que éstas 
sean también sometidas á las mismas operaciones que se 
efectúan con los números, y si bien es cierto que en Arit
mética las definiciones de la suma, resta, multiplicación, 
división, elevación á potencias y extracción de raíces tenían 
carácter general, al tratar ahora de hacer aplicación de 
ellas al Álgebra es necesario acomodarlas á la doble sig
nificación ó sentido que en esta parte de las Matemáticas 
puede tener la cantidad.

Por otra parte, ya se tiene dicho (1) que con las letras 
no pueden realmente ejecutarse operaciones sino meras 
indicaciones de éstas; de aquí se infiere que al tratar do 
que se efectúen aquéllas, hay necesidad de limitarse á 
transformar la expresión algebraica que forman los tér
minos de la respectiva operación en otra más sencilla ó 
que, en su defecto, convenga más al objeto especial del 
cálculo de que se trata.

Sin embargo, á pesar de estas diferencias, se emplean 
en Álgebra los mismos signos que en Aritmética para in
dicar operaciones de igual nombre, así como también 
idénticas palabras para distinguir tanto ' los .correspon
dientes resultados como los términos con que éstos se ob
tienen.
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Ante la necesidad, pues, de dar mayor amplitud al 
concepto que se tiene adquirido acerca de las diversas 
operaciones que se etecti'ian con los números, y aten
diendo á las diversas maneras de proceder á fin de de
ducir los respectivos resultados, se hace indispensable 
examinar nuevamente y con la debida separación cada 
una de aquéllas.

ARTÍCULO l.°
Adición.

11, El objeto de la adición en Álgebra eS reunir va
rias expresiones algebraicas en una sola. De aquí se in
fiere que el valor numérico que corresponde al resultado 
de esta operación tiene que ser igual á la suma de los 
valores numéricos de los sumandos, y en su consecuen
cia se verificará que aun cuando se llegue á invertir el or
den de colocación de los sumandos, la suma de éstos perma
necerá, inalterable, supuesto que los términos positivos, 
cualquiera que sea el lugar que ocupen, siempre contri
buyen con su valor numérico á aumentar el de la suma, 
así como el de los negativos á disminuir el valor de ésta.

12. Apoyándose en estas consideraciones, puede de
ducirse que para efectuar la suma algebraica de varios 
polinomios, se deberá formar un solo polinomio con todos 
los términos de los sumandos, escribiendo éstos unos á conti- 
nuación de otros con los mismos signos gue tuvieren.

En efecto, si se deseara sumar los polinomios a-\-b—c 
y en los cuales se representa, para mayor
sencillez, cada término por una letra, se tendría

[a-\-b---c)-f\m--n—p-\-q)==a-\-b----c-\-{m—n~p-\-q),
en atención á que suprimiendo el paréntesis del piimei
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poliiioniio, uo por eso ha podido experiuieutar alteración 
alguna el valor numérico de la suma propuesta; pero tam
bién por lo dicho (11) se tiene

mas como quiera que por la anterior consideración se 
ve que

{m—n—p-[-q)-\-a-\-h—c=m—n—p-\-q-\-a-\-¡)—c, 

resultará demostrado que
[a-\-h—c)-\-{m—n—2}-\-q)=a-^h—c-\-m—H—p ^ q .

Lo dicho para dos polinomios puede hacerse extensivo 
sirviéndose de idénticos razonamientos, al caso en que 
sea mayor el número de aquéllos.

13. Si la suma obtenida contuviese términos seme
jantes, entonces ésta podría y debería simplificarse, para 
lo cual se reducirían los expresados términos á uno solo.

Esta transíormación se apoya en que siendo semejan
tes los términos que se consideran, es evidente que el va
lor de cada uno de éstos quedará expresado por sólo su 
coeficiente, desde el momento en que se tome por unidad 
su parte literal; y en esta atención resultará que cuando 
los términos semejantes tengan el mismo signo, se ante
pondrá á la parte literal, que es común á todos ellos, un 
coeficiente igual á la suma de todos los de sus términos y con 
igual signo.

Así;
_—ba%c^——ISa^c^.

Como consecuencia de lo que se acaba de decir, cuan
do los términos semejantes que hubieren de reducirse á 
uno solo no tuvieran el mismo signo, se sumarian sepa
radamente los afectados de igual signo y se determinaría la



diferencia de las dos sumas, y al restdlado se le antepondría 
el signo de la de mayor valor absoluto.

Ejemplo: ha%‘̂c-\-^a'‘̂ ĥ c—l'i)a%'̂ c--\-2a:'’Pc—la^^Pc= 
=lM ''‘h^c—26«'’‘¿^c=—ll'a'‘h‘̂c.

Pudiera también haberse hecho la reducción, compa
rando los dos primeros términos, después el resultado de 
esta comparación con el tercero, y continuando de este 
modo hasta haber considerado á todos ellos. Así, en el 
ejemplo anterior, pudiera haberse dicho:

3a'‘i'*c; 13a''6^c— 19a'^b'^c=—Ga'̂ b-̂ c; 
—Ga'̂ b'̂ c— 6a'^b^c-\-2a'‘Pc — —4:a'̂ Pc; —4:a^bh—la'd/c=  

=  —lía'^b^c.
Véase cómo se podría efectuar la siguiente suma in

dicada:
{oa%c—8ah^-\-2ab^)-\-{ia^bc—'iab̂ )

-\-{cfibc—2a?c‘̂-{-GaW-\-9a?)-\- (3a^c^— bah^—9a"-j-3¿-):
en vista de que en este ejemplo aparecen en los suman
dos diferentes términos semejantes, convendrá, para ob
tener la suma con más facilidad, colocar los expresados 
términos de modo que so correspondan en columna, á fin 
de evitar equivocaciones en la reducción de los términos 
semejantes.

En la práctica se disponen los sumandos del siguiente 
modo:

ba%c—8a^c' -̂\-2aW 
Aa%c ~lab'^
a%c—2íi"c--|-6«fP-j-9a'

-f-3«3c‘-i—5ai;3_ 9a7-j_3¿,‘2 

Suma... iOa'*ic—7f{'*c2—4a&-* -|-3&-
So comprende, después de lo dicho, que la adición algebraica 

no supone, como la aritmética, la idea de aumento cuando en los
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polinomios que han de sumarse existen términos afectados de 
signos contrarios; tan es asi, que se concibe la posibilidad de que 
tuvieran tal valor numérico cada uno de éstos, que hasta pu
diera suceder que la suma algebraica de todos ellos equivaliese 
á cero.

-  18 -

ARTÍCULO 2.' 
Sustracción.

14. Esta es una operación inversa de la anterior, su-' 
puesto que en ella se conoce la suma ahjehraicn de dos ex- 
j>resiones literales y ima de éstas y se trata de determinar la 
otra. De ésta definición se deduce que cuando se consiga 
averiguar el resto ó sea la expresión desconocida, debe 
verificarse que ésta, sumada algebraicamente con la 
que hace las veces de sumando conocido, tiene que re
producir la suma dada, ó sea el minuendo.

Por lo tanto, cuando se trate de restar de una expre
sión literal otra, se escribe la primera y á continuación la 
segunda con signos contrarios á los que en ella tenían todos 
sus términos.

Se quiere demostrar que
—c)—[m —n—p-\-q)=a-{-b —c— m-{-n-\-p—q  (1).

En efecto, si se suma algebraicamente el segundo miem
bro de esta igualdad con el polinomio que hace las veces 
de sustraendo, se tendrá:

a-\-b—c—m-\-m-\-p—q-^m—n—p-\-q\
simplificando esta expresión, se ve que es igual á a-\-h—c, 
ó sea al minuendo.

Ejemplo: Restar del polinomio
7a'*¿^c-|-8a‘*ic—í)a~b-—2ah  ̂el 3a'‘bc^—a~b'̂ -\-Ga%̂ :
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se dispondría la operación del siguiente modo;

la ’̂ hh-[Sd^hc— ba%'̂ —2a¥
________ _________  - f a ’¿)2

Diferencia reducida. dnM)‘̂c-\-'ña%c~lid-h‘̂ ~ 2 a l^^ñ ,^
Comparando el segundo miembro de la igualdad (1) 

con el primero, se deduce que para cambiar los signos á 
varios términos de un polinomio, sin que el valor numérico 
de éste vatie, se escribirícn dichos términos con signos con- 
ti amos ó, los que tenían dentro de un paréntesis, y se ante- 
pondrci éi éste el signo negativo.

15. Si ahora se supone una dilo’eucia indicada en la 
que el minuendo sea cero y el sustraendo una expresión 
literal cualquiera, se tendrá que

0 {—a--\-h—c-\-d)=a—h-\-c— c7,
lo cual manifiesta que todo polinonito encerrado dentro de 
un paréntesis y afectado del signo — equivale al mismo po
linomio sin paréntesis y cuyos términos tienen signos con
trarios.

Esta operación comprendo la adición y la .sustracción aritmé
ticas, on (d caso general de que estuviesen afectados de signos 
diferentes, los términos de la sustracción; de modo, que Tejos 
de ser siempre el resto menor que el minuendo, pudiera acon
tecer lo contrario y aun verificarse, que el valor numérico 
de aquel fuera la suma de los del minuendo y sustraendo, lo 
cual sucederia cuando tuviesen igual signo los términos del mi
nuendo y todos los del sustraendo contrario al que poseveran 
los anteriores.

a r t í c u l o  3.°

M u l t i p l i c a c i ó n .

16. La MUI,TiPLicACIÓN de dos expresiones algebraicas 
tiene por objeto hallar una tercera cuyo valor numérico



sea en magnitud y signo respecto del valor nninérico de 
una de las dos expresiones que se multiplican, lo que el 
valor numérico de la otra es en magnitud^ signo respecto 
de la unidad positiva.

De esta definición se deduce, que cuando uno de los 
dos i'actores tenga el signo -j-, el producto deberá tener 
igual signo que el otro factor, así como cuando un factor 
posea el signo —, el producto estará afectado de dife
rente signo que el otro.

De aquí resulta que sioítipro que dos factores posean el 
mismo signo, el producto será positivo, y cuando lo tengan 
diferente, el residtado de la operación será negativo. Tam
bién se desprende de la coiisideración anterior, que, 
cuando varíe el signo de uno de los dos factores de un qgro- 
ducto, el de éste variará tanibién.

Aun cuando la multiplicación de signos carece real
mente de sentido, las conclusiones que acaban de dedu
cirse, hacen que en la práctica la llamada regla de los sig
nos se exponga diciendo:

+  • +  =  +  > +  ■ — =  — , — =  — , — . — =  -f-
Para explicar con la debida claridad la multiplicación 

de las expresiones algebraicas, conviene distinguir tres 
casos: 1.®, Multiplicación de dos monomios. 2.®, Multi
plicación de un polinomio por un monomio. 3.®, Multi
plicación de dos polinomios.

17. P rimer caso. Se sabe que un monomio es un pro
ducto de varios factores; luego aplicando á estas expre
siones algebraicas los principios que en Aritmética se re
ferían tanto á la multiplicación de dos productos indi
cados, como á las transformaciones que sin alterar su va
lor puede experimentar un producto, y á la multiplica
ción de dos potencias de una jnisma base, las cuales son

—  20 -
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consecuencias del teorema fundamental (Aritm.'̂  21) cuya 
generalidad está puesta de manifiesto (Aritm » 187, coro
lario 2.°), se tendrá que el producto de multiplicar 3a‘̂d‘̂cd 
por —Síí'̂ c'*, será igual á

— ‘¿.a'‘.b' .̂c.d.o.a .̂c'^=—3.5.a'‘.a^.h^.c.é.d=— lba'b~c^d-,
de donde se deduce que para midti]ílicar dos monomios, 
se comenmrcí 'por detenninar el signo del producto, atenién
dose á lo dicho en la regla de los signos, se multiplican luego 
los coeficientes, y á la derecha del producto que resulte se es
cribirán las letras, poniendo á cada una de éstas un expo
nente igual ú la suma de los que tengan las mismas letras 
en los'factores, y en cuanto á las letras desiguales, deberán 
aparecer en el producto de igual modo que en el factor mo
nomio en donde se hallen.

Ejemplo: — 7a%^c^X—^>̂ l̂>d̂ =o6aŴ ĉ d̂ .
18. S eoundo caso. Si se tratara de multiplicar el po

linomio a—b—c-{-dfi-e—f-fig por m, se podría deducir el 
producto considerando descompuesto al multiplicando en 
dos partes: la una representada por la letra A, que se 
supone formada por todos los términos positivos, y la 
otra J5 por la suma do los negativos; así se tendría que

(a—b—c-\-d-fi-e—f-\-g)m={A—B)in]
pero según lo dicho (Aritai.» 20) este último miembro es 
igual á

Am—-jBin=[a-\-d-\-e-\-g)m—{b-fic-\-f)m— 
—am-\-dmfi-cm-\-gm—{bmfi-cm-\~fm)= 

=am-\-dm-\-em-\-gin—b¡n—cm—fm,
de donde se desprende que

(a—h—c+d+e—f+g}m=am—hm—cm+dm+em—fin+gm; 
de esta igualdad se deduce, por lo dicho (16), que



{a—h—c+fZ+e—/+,9)X—»»==
= —am-\-bm+cni—dm—eni+fm—gm.

Lo cual manifiesta que para míiiltiplicar un polinomio 
por un monomio, se midfip>lka cada término del midtipli- 
cando por él nmltiplicador, teniendo en cuenta la regla de 
los signos, y se suman algebraicamente los productos parcicdes.

Ejemplo:
(6a®—üa-b^c—abk--\-5b’'c^)l ab“=

=42a'*í>^—56a®í)'*c—7a f̂t ĉ -̂)-35aí)*’c® (1)

Como quiera que el orden de colocación de los factores 
no altera el valor del producto, pudiera decirse también 
qae 2>cira multiplicar un monomio por un polinomio, se mul
tiplica cada término del multipilicador por el mídtiplicando, 
dando á cada producto parcial el signo que le corresponda 
y sumando algebraicame7ite todos ellos. Así, al efectuar la 
multiplicación indicada lab%6a-—SaW^c—ab®c‘̂ -j-5&V), 
daría el mismo resultado.

La igualdad (1) dice que cuando los términos de un 
polinomio posean uno ó varios factores comunes, se ¡rue
den separar éstos sin más que colocarlos fuera de un pa
réntesis y dentro de él la suma algebraica de los demás 
factores. La idea de sacar factores comunes suele en la 
práctica también expresarse colocando éstos á la derecha 
de una raya vertical y á la izquierda se escriben unos de
bajo de otros, con sus respectivos signos, los factores no 
separados de cada término. Así, el primer miembro del 
ejemplo anterior podría escribirse también de la manera 
siguiente:

6a® 7ab^
—Sâ b̂ c 
— aldé 
-fbbic®

-  22 -



19. T e r c e r  c a s o . Si se quisiera determinar el pro
ducto de a—b—c-\-d por e+ /—g] obsérvese que como el 
valor numérico del multiplicando ha de estar afectado 
del signo positivo ó del negativo, de aquí que si su valor 
numérico fuera m, aquél debería representarse por rfer»; 
según esto, se tendría que

{a—b —c+d) {e+f—g)==izm(e-{-f—g)— 
= ± m X e± »i Xf-^zm'X.—g={a—b —c+d)e+(a—b—c+d) f  

+(a—h—c+d)X g~

De donde se deduce que para multiplicar un polinomio 
por otro, se multiplica todo el multiplicando por cada tér
mino del multiplicador, y se suman cdgebraicamente los pro
ductos parciales que resultan.

Cou el fin de facilitar la reducción de los términos que, 
en los productos parciales, pudieran aparecer semejantes, 
conviene ordenar con respecto á una letra los polino
mios que se hayan de multiplicar.

Ejemplo 1.0

{3a^—5a^b—SdW-^lab'^—2b̂ )̂ {2a‘̂—lab+db%

D I S P O S I C I Ó N  P R Á C T I C A  D E  L A  O P E R A C I Ó N .

3íi‘— 5a-'ó— 8(1-6--)- la  b^— 2 b'‘

—  23 —

Q/7-_ la  6-)- 9 b-

4a-6'‘

-186'‘

2 = por 2a‘ 6a!'—10d’b—lGa'b-^+Ua-'b^
| s | j  »—lab.... —21d'6-(-35a''6--|-56rt^63_ ^barb’‘-\-iíab'
¿ | a ,  » 96-...................... 27a'6-—45rt-'6-'— 72rt26'-ffi3a6''-
Producto total re- '  ̂ ~

dncido.............6ct>’—31a’6-j-46a'’6--)-25a'%3_i25a26''-)-77a6'’—186*‘

20. En donde se ve que si se multiplican dos polino
mios ordenados con respecto ó, una letra, el qirimer término 
del producto total, ordenado también con respecto á la misma 
letra, proviene, sin reducción, del producto de los dos prime-
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ros términos de los factores propuestos, y el iiltimo término 
de aquel producto procede asimismo, sin reducción, de mul
tiplicar los dos últimos términos de aquellos factores.

En eíecto, el producto de los dos primeros términos de 
los factores lia de contener á la letra ordenatriz a con un 
exponente mayor que el que posea la misma letra en el 
de otros dos términos cualesquiera de los factores, de 
donde se sigue que aquél no podrá reducirse con ningún 
otro y en su consecuencia deberá ocupar el lugar desti
nado al primer término del producto total. Análoga
mente: el producto de los dos últimos términos de los 
factores es en el que la letra ordenatriz a posee menor 
exponente que en todos los demás, y por lo tanto no 
podrá reducirse con ningún otro, y en su consecuencia, 
ocupará el último lugar del producto total, que, como se 
ha dicho, está ordenado con respecto á la misma letra.

Ejemplo 2.° a ■ 
a

Ejemplo 3.“ a -f- i  
a — 1)

â ah
ah-\-l)^

«2—2a/;+i2

a--f- ah 
— ah--h'^ 

«2 —62

21. El ejemplo segundo pone de manifiesto que el 
cuadrado de la diferencia de dos cantidades, es igual ú la 
suma de los cuadrados de las mismas, menos el dohle de su 
producto; al paso que el ejemplo tercero dice que el pro
ducto de la suma de dos cantidades por su diferencia, es 
igucd al cuadrado de la que hace veces de minuendo, menos 
el cuadrado de la que ocupa el lugar del sustraendo.

En el caso de que varios términos de uno ó do los dos polino
mios que se tratan de multiplicar, tuvieran la letra ordenatriz 
con in'ual exponento, se considerarán como si fuesen uno solo,



sacando como factor común dicha potencia, y el polinomio for
mado por la parte contenida dentro del paréntesis se supondrá 
qne hace las veces de coeficiente de aqnel tórmino;_ seguidamente 
se procederá á efectuar la multiplicación propuesta, sin alterar en 
nada la regla que se acaba de exponer, obteniendo aparto, si 
necesario fuese, el producto de aquellos coeficientes que, como 
ya se ha dicho, fueran polinomios. •

—  25 —

ARTÍCULO 4.0 

División.

2 2 .  En la división se conoce el producto de dos fac
tores algebraicos y uno de éstos, y so quiere hallar el otro 
factor.

De esta definición y de la regla do los signos expuesta 
(16), se desprende que cuando el dividendo sea positivo, 
el cociente tendrá el mismo signo que el divisor, y que 
cuando el dividendo sea negativo el cociente poseerá 
signo contrario que el del divisor. Luego: el cociente de 
dos cantidades de igual signo es positivo, así como el de dos 
cantidades de diferente signo será negativo.

Según esto, la regla de los signos en la división, será:

+  : +  =  + ,  — —
La división de dos expresiones enteras se dice que es 

EXACTA, cuando el cociente es otra expresión entera, y en 
el caso contrario la división será inexacta.

No es de extrañar que, siendo esta operación inversa 
de la anterior, al tratar de explicarla convenga distinguir 
los mismos tres casos que se consideraban en la multi
plicación.

2 3 .  P eimer caso. Dividir un monomio por otro.
Píira deducir el valor del cociente en este caso, se cm
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menzará por determinar el signo de cociente con sujeción á 
la regla que se acaba de exponer; luego se dividirá el coefi
ciente del dividendo por el del divisor; se restarán los explá
nenles de las letras iguales del divisor de los correspondien
tes del dividendo, y las letras desiguales que aparezcan, sólo 
en el dividendo, se deberán escribir en el cociente con el mis
mo exponente que posean en aquél.

Así: 24 b̂  cd^: — 8 a-’ cV — —3 â  b" c; supuesto que 
—3a“í)’cX— 24a'  ̂b ĉ d̂ .

De donde se deduce que la división de dos monomios 
será exacta, cuando se verifique que los exponentes de las 
letras del divisor no sean mayores que los que poseen 
las mismas letras en el dividendo, y la división será 
inexacta si no aconteciera esta circunstancia.

Así: que es ellOa^b^dY ’obfî  ^
resultado de haber dividido al dividendo y al divisor por 
2â b~cP, ó sea por el producto de las menores potencias 
de los factores comunes que contienen ambos términos 
de la operación.

2 4 .  S egundo caso. División de un polinomio por un 
monomio.

Para determinar el cociente en este caso, se dividirá 
cada término del polinomio por el monomio y se sumarán 
algebraicamente los cocientes parciales que resulten.

Sea el dividendo a—fi+c y el divisor d; se trata de ha

cer ver que {a—b-\~c):d—^ — ^  |- ^ .

Este segundo miembro es igual al cociente de la divi
sión indicada en el primero, supuesto que multiplicado 
por el divisor reproduce al dividendo.

Ejemplo 1 (42ffl'*í)“—htid^b'^c—7aV/’ĉ -j-35ab^c )̂:7ab‘̂ = 
?=6a’’—SaVfc—a¥c‘‘-\-b¥c^,
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Ejemplo 2.“
(1 Oa% -̂\~oaW*c—la ‘b^c^):\b(n'^= 2a

31)4
c

~ Ü ~ lb a ¥ '
En donde se ve que la división de un polinomio por 

un monomio será exacta si lo es la de cada uno de los 
términos de aquél por el divisor, y no lo será en el caso 
contrario.

2 5 .  T ercer caso. División de dos polinomios.
Se ha visto en la multiplicación de polinomios, que el 

producto se compone de la suma do los productos par
ciales del multiplicando por cada término del multiplica
dor, así como también se sabe que el dividendo es el pro
ducto del divisor por el cociente. Según esto, si pudiera 
separarse del dividendo cada uno de los productos par
ciales del divisor por cada término del cociente, cualquier 
término de estos productos parciales dividido por el co
rrespondiente del divisor, daría como resultado un tér
mino del cociente que se busca: ahora bien, como que se 
sabe (20) que el término del producto en que la letra or- 
denatriz tiene mayor exponente, proviene del producto 
de los dos términos del multiplicando y multiplicador en 
que dicha letra se encuentra con mayor exponente, resul
tará que ordenados el dividendo y divisor con respecto á 
una letra, el primer término del dividendo será igual al 
primer término del divisor por el primero del cociente: 
luego para tener el primer término del cociente, so divi
dirá.el primero del dividendo por el primero del divisor. 
Una vez conocido ese término del cociente, si del divi
dendo se resta el producto del divisor por el mencio
nado término del cociente, el resto que se obtenga será 
igual al producto del divisor por el polinomio compuesto 
del segundo, tercero, cuarto, etc. términos del cociente, y 
repitiendo el razonamiento anterior, se verá que el piq-



mer término del resto es igual al primero del divisor por 
el segundo del cociente: de modo que este segundo tér
mino se determinará, dividiendo el primero del resto por 
el primero del divisor: discurriendo del mismo modo po
drían obtenerse los demás términos del cociente. Luego, 
según esto, para dividir un polinomio por otro, conviene 
ordenarlos con relación á una letra y comenzar la operación 
por dividir el pi'imer término del dividendo por el primero 
del divisor, y así se tendrá el primero del cociente; para en
contrar el segundo y los siguientes, se multiplicará el divisor 
por el término del cociente que acaba de encontrarse, se ha
lla la diferencia que existe entre este producto y el resto an
terior, y él cociente del primer término del nuevo resto poi- 
él primes'o del divisor será el siguiente término del cociente. 

Ejemplo 1.®

D I S P O S I C I Ó N  P R Á C T I C A  D H  L A  O P E R A C I Ó N .

6a®—31a'’6-|-46a'&--)-25a®6®—125a-6’'-p7’7a6®—186''' 1 3a'—5a"6—8a-6--p7a6"-
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(1) —6a®+10a‘6-pi6a''6'2— 4a' 6̂' 2a-—lab-\-9b-

(2)
(3)

(4)
(5)

Kesiduo.

—21a'-6-f62a'6''-j-lla36"—121a26'>-f77a6"—186® 
-P21a''6—35a >6'¡—56a'>6®-|- 49a^614a6®

27a'6'2—45a"63— 72a'26'+63a6''—186" 
27a'6--'+45a"6''+ 72a26'>—63o6''+186"

0

(1) (3) y (5) son los productos respectivos del divisor 
por los términos 2ar, —lab y — del cociente, des
pués de cambiados de signo.

(2) y (4) primero y segundo resto reducidos que respec
tivamente pasan á hacer las veces de segundo y de ter
cer dividendo parcial.

En la práctica se omite la escritura del término que 
proviene de multiplicar el primero del divisor por cada



uno de los del cociente, supuesto que su producto es 
igual al primer término del correspondiente dividendo, j  
á que al efectuar la sustracción se destruyen ambos. 
Asimismo se suelen también omitir todos aquellos térmi
nos de cada resto que no sean indispensables en el co
rrespondiente dividendo parcial.

26. La división de dos polinomios será inexacta: 
1 .”, cuando ordenados con respecto á una de sus letras 
el primero y el último término del dividendo no sean 
divisibles respectivamente por el jadmero y último del 
divisor. 2.°, cuando el primer término de cada resto 
tampoco sea divisible por el primero del divisor. 3.“, 
cuando en el divisor exista alguna letra que no se baile 
en el dividendo ó de encontrarse también en éste sea con 
un exponente inferior al más pequeño que posee la mis
ma letra en el divisor. Supuesto que en ninguno de estos 
casos puede existir un polinomio entero cpe multiplicado 
por el divisor reproduzca al dividendo.

Las divisiones cuando son inexactas pueden conti
nuarse hasta obtener en el cociente el número de térmi
nos que se deseen; pero, suponiendo que el dividendo y 
el divisor se encuentren ordenados con respecto á las 
potencias descendentes de una misma letra, se prosigue 
la división solamente hasta llegar á _un dividendo parcial 
de menor grado que el divisor, y, cuando esto sucede, el 
cociente completo se forma de la suma algebraica de los 
términos obtenidos, mas del cociente indicado del último 
resto por el divisor.

Ejemplo:

(6a^—22a'‘+i3a^-2Sa^-3Sa+12):(2a=>—4a^-\-7a+G)
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6a’’—2'2rt '‘-)-43a^'—28a-—38a-)-12 
-)-12a>—21a3—18a2

-10a’4-22a3—46a2
—20a3-(-35a2-l-30a

2a''—lla'3— 8a 
+  4a-2— 7a—6

2g3—4a--t-7a-|-6

3a2—5 a - f l - —7a''—15a-f6  
2g3—4a‘-'4-7 a-^-6

— 7a’̂—15a-|-tí

2 7 . Este ejemplo prueba que las condiciones citadas (2 6 ) no 
son indispensables para que la división sea inexacta, supuesto 
que hay ocasiones en las que sin verificarse n inguna de aquéllas, 
se obtiene, sin embargo, un residuo diferente de cero.

Se pudiera efectuar la división de los polinomios sin ordenar
los, pero entonces seria preciso tener cuidado de ii\pscogiendo en 
cada dividendo el término en que la letra ordenatriz tuviese ma
yor exponente, á fin de dividirle por el del divisor en que tam
bién la letra ordenatriz poseyera á su vez el expolíente más cre
cido.

Si la letra ordenatriz apareciese en varios términos afectada 
del mismo exponente, se ordenarán los polinomios que se trata de 
dividir, reduciendo á un solo término todos aquellos en que la 
mencionada letra posea el mismo exponeiite, y  se procederá á ob
tener, siguiendo la regla general, el cociente que resulte de di
vidir el coeficiente del primer término de cada dividendo parcial, 
por el del primer término del divisor; jiara lo cual so deberán 
efectuar aparte las divisiones que fueren necesarias.

La división de un iiionoiiiio por un polinomio tendrá que ser 
siempre inexacta, supuesto que aquel término nunca puede ser 
igual al producto que re.sulte de multiplicar el polinomio divisor 
por n inguna cantidad algebraica entera.

Se hace patente la divisibilidad de un polinomio entero por el 
binomio x —a, teniendo en cuenta el siguiente teorema.

2 8 . U n  iM l in o m io  e n te r o  c o n  r e a p e c to  á  l a  l e t r a  x, q u e  s e  r e 
d u c e  á  c e r o  s u s t i t u y e n d o  e n  ue? d e  x u n  v a l o r  a , s e r á  d i v i s i b l e  
p o r  X— A.

En efecto, si se representa ...... - \ - k x - \ - L
el polinomio propuesto, por Q el cociente de la división y  por 1{ 
el rasiduo, se tendrá A x '» - \ - B x '< ^ - ' - \ - C x " '—^ -\-..... - \ - k x - \ - L  —



=  Q(£c— si eu esta igualdad se sustituye en vez de x el v a 
lor a, resultará

4ara-|-Uam-i_|-C'ara-24-....+/r«-!-/.= Q(«-a)-|-i?=i?;
mas como por la hipótesis el primer miembro equivale á cero, su  
igual, ó sea el residuo R, equivaldrá también á cero.

De esta pro])osición se deduce que x"i—o'" es divisible ])or x—a, 
supuesto que en este caso el residuo de la división seria ig'ual á 
fliii—ara=0 .
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ARTÍCULO 5.0
E levación á potencias.

29. La definición dada (A ritm .=̂ 39) sólo puede apli
carse á los casos en que el exponente de la potencia que 
se considere sea un número entero y positivo; de aquí la 
necesidad de exponer una definición general que permita 
deducir el valor de la mencionada potencia, cualquiera 
que sea el valor y signo de su exponento.

Con tal fin, se dice que Ja elevación ú potencias tiene por 
objeto (Jeterminar el resultado que se obtiene de considerar 
la base como factor, de la manera que la 7inidad positiva 
adoptada interviene como sumando en la formación del ex
ponente.

Con el fin de fijar el alcance de esta definición v de 
examinar las conclusiones que do ella se deducen, con
viene proponer algunos ejemplos:

Si se tratara de elevar b á la potencia 5.^ en la cual se 
ve que el exponento es entero y positivo, único caso que 
hasta aquí se ha considerado, resultaría que al aplicar la 
definición que antecede, como quiera que el exponente 5  

es la reunión do cinco unidades, If' deberá ser igual al 
producto que se obtenga al considerar á b cinco veces



como íactoi’. De donde se deduce que cuando el expo
nente de la potencia sea un número entero y positivo, es 
indiferente apoyarse en una ú otra definición, para de
ducir el verdadero valor de aquélla.

Si ahora se propusiera la potencia cu}^ exponente 
es fraccionario, obsérvese que éste se halla formado pol
la reunión de 4 unidades fraccionarias, de las cuales 5 
componen la unidad principal: luego se verificará, según 
la definición general citada, que el valor de estará 
determinado por el producto de 4 factores tales que el 
que resulta de multiplicar de 5 de ellos deberá ser igual 
á la base.

Llamando pues x á uno de estos factores, se tendrá 
que h''i''=xy[,x'X_x'Xx, así como también que x.x.x.x.x=h.

30. Si se quisiera investigar la significación que tieno 
la potencia íi-“, en la que, como se ve, el exponento es 
entero y negativo, tendríaso que comparar la unidad po
sitiva con el exponente — n, y, por lo tanto, habría que 
considerar á éste como el resultado de restar de lá men
cionada unidad la reunión de seis unidades; operación 
contraria á la de la suma que se efectuaba cuando el ex
ponente era entero y positivo; luego el valor de h se 
determinará practicando también la operación contraria 
á la de la multiplicación, de que se hacía uso cuando el 
exponente era positivo, ó sea dividiendo la base por su 
sexta potencia, y, en esta atención, se tendría

Esta última conclusión dice que toda cantidad con ex
ponento negativo os igual al cociente giie resulta de dividir 
la unidad i)or aquella cantidad con el exponeiite hecho po
sitivo.

31. Como caso particular del que se acaba de men-



donar, pudiera considerarse aquel en que el exponente 
de la potencia fuera igual á cero, pues obsérvese enton
ces que éste puede suponerse como si proviniera de res
tar de - | - 1  el mismo número -)-l; y por lo tanto el valor 
de la potencia se obtendrá dividiendo la base b por 
ella misma una sola vez; con tal motivo resultará que

bo=.b:l)=l.

Lo que manifiesta que toda cantidad con exponente cero 
es igual á la unidad positiva.

Al exponer la elevación á potencias do una expresión 
algebraica, conviene, para mayor claridad, distinguir dos 
casos, según sea que se trate de efectuar aquella opera
ción con un monomio ó con un polinomio.

3 2 .  P rimer caso. Cuando se quiere elevar un mono
mio á una potencia, hay que fijarse tanto en los signos 
como en los exponentes que afectan á las letras que 
aquél posee.

Las potencias de un monomio son positivas cuando el ex
ponente es par; y tienen el mismo signo que el monomio 
cuando aquéllas son de grado impar.

En efecto, si la potencia es de grado par, representará 
el producto de un número par de factores, que serán to
dos positivos ó todos negativos; en el primer supuesto se 
tendrá, según la regla de los signos dada en la multipli
cación, un resultado positivo, y en el segundo, como que 
habrá un número par de factores negativos y por cada 
dos de éstos el producto es positivo, se obtendrá también 
un resultado positivo. Si la potencia fuera de grado im
par, constaría de un número impar de factores; si éstos 
son positivos, evidentemente su producto también tendría 
que serlo; pero si aquéllos fueran negativos, obsérvese 
que, si se prescinde de uno de ellos, el producto de los
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restantes será positivo, supuesto que lo compone un nú
mero par de factores negativos, y por consiguiente para 
obtener el producto final se tendría que multiplicar dos 
factores de signo contrario, que, como se sabe (16), da-; 
rían un resultado negativo.

33. Fara elevar la potencia de una letra á otra poten
cia, se multiplica el exponente que tuviere la letra por el 
que corresqwnde á la potencia.

En efecto, ....=&“+“+“+... de
donde se deduce que que era lo que se de
seaba demostrar.

Ejemplo;
34. La potencia de un producto indicado equivale al 

producto de las potencias del mismo grado de sus factores.
Se trata de hacer ver que [cd)cdf=a^¥c^d\
En efecto;
{ahcdy=ahcdXal>cdXabcdX....=aUdal)cdabcd.... =

=a«a....Xy^^.... Xece.... XdM .... =a'̂ h'̂ ĉ d\
Ahora bien, como que mí monomio no es sino el pro

ducto indicado de varios factores, resulta que cuando 
se desee elevar aquél á una potencia cualquiera, de- 
herá elevarse á dicha potencia su coeficiente numérico y 
multiqdicar los exponentes de sus diferentes letras por el de 
la potencia, y al resultado se le antepondret el signo que le 
corresponda.

Ejemplos:

35. S egundo caso. Cuando se trate de formar la 
potencia de un polinomio bastará hallar el producto (*)
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(*) Mieutrás que no se dlg-a lo contrario, los exponentes se 
suponen enteros y positivos.



de tantos factores iguales al polinomio, como unidades 
tuviere su exponente.

Mas en vista de lo trabajoso que seria practicar este procedi
miento, conviene fijarse, en que siendo si
se quisiera elevar al cuadrado un polinomio expresado por

tendríase, ; pero
como { ji- \-p - \-q )-= '¡ -p -]¡ - '2 ,n {p - \-q )J ^ p -¡^ q 'f  y  siendo asi qire 

Í P + q ) - = p - - \ - ^ p q + q ’̂-,

reemplazando en  la segunda igualdad la expresión equivalente 
á { p ^ q f  se verificará, {n-^p^-qy-=n^-Y'2Kp-{-q)-\-jflJ\-<2.2N+q^--, 
sustituyendo este resultado en la primera equivalencia acon
tecería que

{m-\-n-\-23-\-qf—m^-\-'2m{n -\-p - f  g )  -\.rP-\.2n{p-\-q) J^2f-^'¿pq-\-q^-=
='>n--\-n--\-2y--\-q--\-1(pnn-\^i2)-\-^nq-\-np-y-nq-\-j)q)\.

traduciendo esta expresión dél lenguaje algebraico al vulgar, 
manifiesta que e l  c u a d r a d o  d e  u n  p o l in o m i o  e s  i g u a l  á  l a  s u m a  
d e  lo s  c u a d r a d o s  d e  s u s  d i f e r e n t e s  t é r m i n o s ,  m á s  e l  du pylo  d e  
c a d a  u n o  d e  lo s  e x p r e s a d o s  t é r m i n o s  2M r  c a d a  u n o  d e  lo s  q u e  le  
s ig u e n .

La elevación de un polinomio á la tercera potencia se obtendrá 
considerándole también como si fuera un binomio, v  teniendo 
presente que gg procederi¡ análoga
mente á como se hizo en el caso anterior, y  se vería que

I + ^’>̂ -{n.\-p-\-q)-\-̂ rí‘-{m-yp.{-q).\-^p\m-\-n-\-q)

\ +G{mn2)-\-m7iq-)̂ tnpq-\-n2}q).
Lo que manifiesta, que e l  c u b o  d e  t m  2 ')o lin o m io  e s  i g u a l  á  l a  

s u m a  d e  lo s  c u a d r a d o s  d e  s u s  t é r m i n o s ,  m á s  e l  t r i p l o  d e l  c u a 
d r a d o  d e  c a d a  t é r m i n o  2w r  c a d a  u n o  d e  lo s  r e s t a n t e s ,  m á s  e l  
s é x t u p l o  d e  lo s  q y i'o d u c to s  t e r n a r i o s  d i f e r e n t e s  q u e  c o n  lo s  e x p r e 
s a d o s  t é r m i n o s  .se p u e d e n  f o m n a r .

Mediante consideraciones anáiogas á las que se acaban de 
exponer, pudiera deducirse también la reg la  para elevar un po
linomio á la potencia 4.=*, 5 .“, etc.
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ARTÍCULO 6 .“ 
E xtracción de raíces.

— 36 -

36. Se llama raíz de una cantidad algebraica positiva 
ó negativa, otra cantidad literal, gue elevada ú la potencia 
cuyo exponente es igual al índice de la raíz, reproduce la 
cantidad propuesta.

37. Se ha visto (29) que ¥<'^=x.x.x.x, en donde se
5 _

verifica que x.x.x.x.x=h, y por lo tanto x=\¡h', luego la 
primera igualdad manifiesta que

—(Ví^. V^. V^. V i) ""(S h )
es decir, que toda cantidad con exponente fraccionario, es 
igual á una raíz de la misma cantidad, cuyo índice es el 
denominador del guebrado, elevada á una potencia, cuyo 
exponente es el numerador.

Al exponer la extracción de raíces de una expresión 
algebraica conviene, para mayor claridad, distinguir dos 
casos; l.° Extracción de raíces de un monomio. 2.® Ex
tracción de raíces de un polinomio.

38. PuiMBa CASO. Para determinar la expresión equi
valente á la raíz de un monomio, hay que tener en cuenta 
el signo del resultado y los exponentes que afectan á las 
letras que en éste aparecen.

La raíz de grado par de un monomio positivo, puede ser 
positiva ó negativa.

Supuesto que, bien sea que la raíz tonga el signo posi
tivo ó el negativo, siempre acontecerá que al elevarla á 
una potencia de grado par, el resultado deberá poseer el 
signo positivo (32); luego, en tal caso, la expresada raíz
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se hallará afectada del signo de ambigüedad así, por 

ejemplo, V a^=±a^-
La lais de grado par de un monomio negativo, es imagi- 

nana. En atención á que no puedo existir cantidad 
alguna positiva, ni tampoco negativa, que elevada á una 
potencia de grado par, dé un resultado negativo. Así,

V ® es una cantidad ó iiaíz imaginaria, supuesto que 
el valor absoluto del resultado es a ,̂ y esta cantidad no 
puede estar afectada en el presente caso del signo posi
tivo ni del negativo.

Con tal motivo, á las cantidades ó raíces que no son 
imaginarias, se denominan cantidades reares.

La raíz de grado impar de un monomio tiene el mismo 
signo que éste. Puesto que se sabe (32) que cuando el ex
ponente de la potencia es impar, los signos de la poten-

. 5 5

cía y de la raíz son iguales. Así, ■\/rpü=aü, ŷ ^ = = —a-.
39. La rau de un producto indicado, es igual al pro

ducto de las raíces del mismo grado de cada uno de los fac
tores.

be desea probar que \Ja h cd = \¡a \Jh  y/c \ / d .......(1)
En efecto, por lo dicho (36), so tiene que

( v ^ V r  Vc~V it) '

La igualdad (1 ) manifiesta que jiara multiplicar canti
dades radicales del tnismo índice, se multiplican las canti
dades sub radicales, y del producto que resulta se extrae la
vais de igual grado que el que afecta á las cantidades pro
puestas.

40. Corolario.— Z a raíz de una cantidad afectada de 
un exponente cuyo valor sea míütiplo del que posee el índice



(h la raíz, eq̂ nivale á la expresada cantidad con un expo
nente igual al cociente que resulta de dividir el que tiene la 
potencia propuesta por el mencionado índice.

in_ / jH \ínn
Eu efecto, según se acaba de ver ) , y

/ m \ 71iH mu
por lo manifestado (37) se tiene \^b  ) —b —&«

En vista de lo que antecede, para extraer la raíz de un 
monomio, se determina el valor de la raíz de su coeficiente 
numérico, divídese el exponente de cada letra por el índice 
de la raíz y al resultado se antepone el signo que le corres
ponda.

3 ________
Ejemplo: V—64a®i®c'̂ ®=—da&̂ c*’’.
41. De aquí se sigue, que un monomio no tendrá raíz 

exacta cuando, no la posea su coeficiente ó cuando los 
exponentos de las letras no sean divisibles por el índice 
de la raíz. Si se verifica alguna de estas dos circuns
tancias ó ambas á la vez, suele convenir transformar la 
expre.sión propuesta en el producto de dos monomios, 
uno que tenga raíz exacta y el otro íió, para lo cual se 
extraerá la raíz del que la tuviera exacta y en cuanto á 
la del otro se deja indicada.

3 ____' 3 ______ 3 ____ 3
Ejemplo: V54 2 7 X ^'2b-c=3a‘̂ cd\l2 be
En vista de que irara sacar un factor fuera de un radi

cal hay necesidad de extraer su raíz, se infiere que cuan
do aparezca un factor fuera del signo radical y se desee 
colocarle debajo de éste, habrá necesidad de elevarle á la 
potencia que indique el índice de la raíz.

___________ 5 ______________
Así; 3a-b\lpaV^c=\/9 ¡('‘b^'X.^ah^c=\¡4óaW'c.
Segundo caso. La clcducdóii ele la raíz cuadrada- de un poli

nomio es una consecuencia do lo dicho (35 ), supuesto que si 
se tiene el polinomio ......ordenado con respecto
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a las potencias cTescendentes de una letra y se representa con 
su raíz cuadrada, que también supóuese ordenada 

con relación á la misma letra, sucederá que

"^+-®+C4--0+....=(’»+«+i3+g+.....)-=
.... .........................y .....

Pero según l^ q u e queda manifestado (20), se tendrá A = m -, 
de donde^OT=V^ . Para hallar el valor de n, obsérvese que al 
restar del primero y  último miembro de la igualdad (1) re
sulta que

..... -\-q -^ .........................)+(ra-t-p -hí-)-......f
en donde se ve que B  será igual á 2„m, supuesto que en uno y  
Otro termino, la letra ordenatriz deberá tener mayor exponente

que en todos los demás, y  por consiguiente n =  —

ĥ l tercer término p  se hallará considerando al polinomio

«i +  n + ^ i + g - f - ......

como binomio, cujm primera parto fuera 7n - \ - n  y  la segunda los 
demas términos do que aquél consta, y  acontecerá que

—(w-)-?i)2-|-2(m-|-n) {p-\-q-\-...... ............................y

Postando de ambos miembros de esta igualdad, (m-)-M)2 se 
verificará que

■A-+B-\-C-{-D+ ......+ —(w + n )2 =
= 2 (« i-t-n ) { p - \-q + ......)4 - (p .- |-^ + ...... yi_

Ordenando el primer miembro de esta equivalencia con res
pecto á las potencias descendentes de la misma letra ordenatriz 
y  representando la diferencia indic*da en el primer miembro por
el polinomio A '+ B '+ C '^ D '^ ...... , el cual se supone que t L -
bién se halla ordenado con respecto á las potencias descendentes 
(te la misma letra ordenatriz, sucederá

A '+ B '+ C '+ D 'A r ......= 2 {m + n ) { p + q + ...... ) + ( p + , ^ + ......

de donde se deduce que A '= 2m p, y  en su consecuencia p = ¿ '- .  

Siguiendo un procedimiento análogo al que se acaba de prac-
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ticar, se vendría en conocimiento de los demás términos de la 
raíz.

Según esto, p a r a  h a l l a r  l a  r a í z  c u a d r a d a  d e  u n  p o l in o m i o  e n 
t e r o ,  s e  o r d e n a r á  é s te  c o n  r e s p e c to  á  u n a  l e t r a ,  s e  d e t e r m i n a r á  
lu e g o  l a  r a í z  c u a d r a d a  d e l  p r i m e r  t é r m i n o  o b te n ie n d o  a s í  e l  
p r i m e r o  d e  l a  r a í z ;  s u  c u a d r a d o  s e  r e s t a r á  d e l  p o l in o m i o  in 'o -  
p u e s t o  y  s e  d i v i d i r á  e l  s e g u n d o  t é r m i n o  d e  é s te  p o r  e l  d u p l o  d e l  
p r i m e r  t é r m i n o  d e  l a  r a í z ,  y  é l  c o c ie n te  o b te n id o  s e r á  e l  s e g u n d o  
t é r m i n o  d e  é s ta ;  lo s  s i g u ie n te s  s e  d e t e r m i n a r á n  r e s t a n d o  d e l  p o l i 
n o m io  p r o p u e s t o  e l  c u a d r a d o  d e  l a  r a í z  h a l l a d a  y  d i v i d i e n d o  e l  
p r i m e r  t é r m i n o  d e l  r e s to  p o r  e l  d o b le  d e l  p r i m e r o  d e  l a  r a í z .

Si al extraer la raíz cuadrada entera se liega  á obtener un  
residuo igual á cero, entonces el polinomio propuesto será cua
drado perfecto.

Después de lo dicho, se deduce que un polinomio ordenado con 
respecto á una letra, no podrá tener raiz cuadrada entera exacta: 
l . °  Cuando su primero y  último término no sean cuadrados per
fectos. 2.° Si el segundo término del mencionado polinomio no es 
divisible por el duplo del primer término de la raiz. 3.° En 
tanto que el primer término de un resto no sea divisible por el 
diqjlo del primer término do la expresada raiz. 4.° Cuando al 
llegar á uu término de la raíz, en que la letra ordeuatriz tenga  
un exponente igual á la mitad del que posee la misma letra en  
el último del polinomio propuesto, no sea aquel término igu a l al 
que resulte de extraer la raíz cuadrada del último término dei 
mencionado polinomio.

42. También se infiere que ningún binomio puedo 
tener raíz cuadrada exacta, supuesto que ésta no puede 
ser un monomio, en atención á que una potencia cual
quiera de un monomio es otro monomio: tampoco puede 
ser un binomio, ni menos un trinomio, porque una po
tencia de un binomio tiene á lo menos tres términos.
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Sin más que tener presente la  expresión á que equivale el cubo 
de un binomio (35), y  seguir uu orden de consideraciones análo
gas á las expuestas en la investigación de la raiz cuadrada de 
los polinomios, pudiera deducirse, para la extracción de la raíz 
cúbica, la siguiente regla: s e  o r d e n a  e l  p o l in o m i o  p r o p u e s t o  r e s 



p e d o  á  l in a  d e  s u s  l e t r a s ,  e x t r á i g a s e  l a  r a í z  c ú b ic a  d e  s u  p r i m e r  
t é r m i n o  y  s e  t e n d r á  e l  p r i m e r o  d e  l a  r a í z ;  s e  d i v i d e  e l  s e g u n d o  
t é r m in o  d e l  p o l in o m i o  } ) o r  e l  t r i p l o  d e l  c u a d r a d o  d e l  p r i m e r  t é r 
m in o  d e  l a  r a í z  y  s e  e n c o n t r a r á  e l  s e g u n d o  t é r m i n o  d e  é s ta .  P a r a  
h a l l a r  c a d a  u n o  d e  lo s  t é r m i n o s  q u e  q u e d a n  p o r  d e t e r m i n a r ,  s e  
r e s t a  d e l  p o l in o m i o  d a d o  e l  c u b o  d e  l a  s u m a  d e  lo s  q u e  ,se h a n  
e n c o n tr a d o ,  d i v i d i e n d o  e l  p r i m e r  t é r m i n o  d e  l a  d i f e r e n c i a  p o r  e l  
m is m o  d i v i s o r .

Sirviciidose de considcracione.s de ig'ual índole que las que se 
acaban de exponer, pudiera también deducu-se el lu-ocsdimionto 
para extraer de un polinomio su raíz cuarta, quinta, etc.
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CAPÍTULO III. 
Fracciones algebraicas.

G E N E R A L ID A D E S .

— 42 -

43. Una FiiACCióN ALGEBRAICA cs cl cocieiitc iiidicado 
do una cantidad numérica ó literal por otra literal. Esta 
división no eíectuada, se ox[)resa del mismo modo que 
en Aritmética, cuando aquella operación se significaba 
por .medio de un quebrado ordinario, ó sea sirviéndose 
de una raya horizontal encima do la cual se escribe cl 
dividendo, que, como allí, se llama numerador, y de
bajo el divisor, á quien se le aplica también el nombro 
do denominador. El numerador y denominador constitu
yen los términos de la fracción.

Así se vió (26) que la división indicada
(6—7«2—15a):(2a3_4a2_|.7a_^G)

, 6—lar-—15a
se escribía 2 a3—4 ¿t2_|_ empleando la
escritura usada en Aritmética para expresar idéntica ope
ración.

Se dice que es mixta una expresión literal cuando se 
coinjioue de un monomio entero y de otro fraccionario 
reunidos algebraicamente.

Al expresar con la debida propiedad las fracciones al
gebraicas, so sobrentiende que, de efectuarse la divi
sión do su numerador por el denominador respectivo, no 
resultaría cociente entero exacto; con tal motivo siem



pre se supone que eu ellas no se trata de ejecutar la ope
ración indicada; de aquí la necesidad de someterlas al 
cálculo sin alterar la forma fraccionaria que poseen.

Las reglas que se siguen tanto para transformar las 
fracciones algebraicas como para operar con ellas son idén
ticas á sus respectivas aplicadas á los quebrados ordinarios, 
debiendo tener siempre en cuenta la diferencia que exis
te en la ejecución del cálculo de las expresiones algebrai
cas (Capítulo II), el cual tiene que acomodarse á la ín
dole de las cantidades que en el mismo intervienen.

Representando los quebrados numéricos un conjunto de partes 
iguales de la unidad y  habiendo deducido en tal concepto las 
reglas correspondientes á la transformación y cálculo de aqué
llos, hay ahora necesidad de poner nuevamente de maniflesto, 
que las precitadas reglas son también aplicables al caso en que 
se trate de operar con fracciones algebraicas, supuesto que repre
sentando éstas una división indicada, adquieren con tal motivo 
una significación más amplia y  general que la do las ordinarias, 
por cuanto que en aquéllas sus dos términos pueden representar 
cantidades inconmensurables, asi como poseer afecciones contra
rias; circunstancias que es inadmisible puedan verificarse en ios 
quebrados comunes, dada la noción que de ellos se tiene adqui
rida (Aritm.“ 2 ).
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ARTÍCULO l.°
Transform ación de fracciones.

44 . P a r a  t r a n s f o r m a r  u n a  e x p r e s i ó n  m i x t a  e n  f r a c c i ó n ,  s e
s u m a  a lg e b r a ic a m e n te  e l  n u m e r a d o r  d e  é s ta  c o n  e l  p r o d u c t o  d e  l a
p a r t e  e n t e r a  p o r  e l  d e n o m in a d o r ,  y  a l  r e s u l t a d o  s e  le  p o n e  e l
m i s m o  d e n o m  i  n a d a r .

h  a d  b a á z b  Ln efecto; a ± ; - r =  =  •
d  d  d  d

S i  s e  m u l t i p l i c a n  ó  d i v i d e n  lo s  d o s  t é r m i n o s  d e  u n a  f r a c c i ó n



44 —

a lg e b r a ic a  p o r  u n a  m i s m a  c a n t i d a d ,  e l  v a l o r  d e  l a  f r a c c i ó n  p e r 
m a n e c e  in a l te r a b l e .

Sea la fracción y  m  la cantidad por la  cual se desea m ulti

plicar los dos términos. Siendo asi que en toda división el d iv i
dendo es igual al producto del divisor por el cociente, resultará

que - ^ X b = a ,  de donde -  X b m = a m ,  y  por consiguiente

cuya igualdad demuestra las dos partes que abraza la  proposi
ción que se acaba de enunciar.

Según esto, cuando se quiera simplificar una expresión a lg e 
braica, se dividirán sus dos términos por los factores que haya  
comunes en el numerador y en el denominador.

Véase en el m im . 2 3  un ejemplo de simplificación de fraccio
nes algebraicas, en el cual se puede observar que se han dividido  
los dos términos de que consta por el m . c .  d .  algebraico.

Pura r e d u c i r  f r a c c i o n e s  l i t e r a l e s  á  u n  c o m ú n  d e n o m in a d o r ,  
b a s t a  m i d t i p l i c a r  lo s  d o s  t é r m i n o s  d e  c a d a  u n a  p>or e l  f a c t o r  q u e  
f a l t a  á  s u  r e s p e c t i v o  d e n o m in a d o r  p a r a  c o m p o n e r  m . c .  m . d e  to 
d o s  lo s  d e n o m in a d o r e s .

Se determina el m . c .  m .  de los denominadores análogam ente á  

como se hacía en la Aritmética, ó sea formando el producto de 
las mayores potencias do los factores diferentes, tanto numéricos 
como literales, que tuvieren aquéllos.

Asi, en los quebrados siendo el m . c .  m .’ ‘ 18a'’ó V  20a‘ó'n’’ 6a'*&'c-
dc los denominadores 360a'*ó'c^, quedarían transformadas las

100«"'óV-m 126a/i 240cp
mencionadas fracciones en 360a"ó'c‘ 360a''ó’c' 360a’*ó'C'*

En la simplificación de fracciones y  en la reducción de éstas á 
un común denominador, so ha supuesto que los términos de aqué
llas son precisamente monomios, en vista de que las teorías del 
M .  c. D .  y  del M .  c.‘ m .  de polinomios no son suficientemente sen 
cillas, ni poseen el interés práctico necesario para que tengan ca
bida en estos elementos.



ARTÍCULO 2 °  

R eglas operativas.
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45. S uma y sustracción. —Según lo dicho (24), se tiene 
a  b  , c a — b + c  ,  ̂ m  n  m — n=-----, asi como también - 7----------- — .

d  d  d  dd  d  d
Esto manifiesta que p a r a  s u m a r  ó  r e s t a r  f r a c c i o n e s  d e  i g u a l  

d e n o m in a d o r ,  s e  s u m a n  ó  r e s t a n  a l g e b r a ic a m e n te  lo s  n u m e r a d o 

r e s ,  y  a l  r e s u l t a d o  s e  le  p o n e  p o r  d e n o m in a d o r  e l  m i s m o  q u e  p o 

s e e n  l a s  f r a c c i o n e s  p r o p u e s t a s .
Cuando los quebrados algebraicos tuvieren denominadores di

ferentes, se reducen á un común denominador, y  entonces el caso 
queda reducido al anterior.

Multiplicación y división.—Para m u l t i p l i c a r  d o s  f r a c c i o 

n e s  s e  d i v i d e  e l  x > r o d u c to  d e  lo s  n u m e r a d o r e s  p o r  e l  d e  lo s  d e n o 

m in a d o r e s .

En efecto, 

mente ambas

X b = a , y  -yX <i=c; multiplicando ordenada-
d

a  eigualdades, se tendrá que ' .< .b d = a c \ de

donde resulta que

P a r a  m u l t i p l i c a r  u n a  e x p r e s i ó n  e n te r a  p o r  o t r a  f r a c c i o n a r i a ,  
ó u n a  e x p r e s i ó n  f r a c c i o n a r i a  p o r  o t r a  e n te r a ,  s e  m u l t i p l i c a  é s t a  
p o r  e l  n u m e r a d o r  y  e l  p r o d u c t o  s e  d i v i d e  p o r  e l  d e n o m in a d o r .

En efecto, siendo evidente que a X c = a c ,  al dividir ambos

miembros de esta identidad por b , resulta que - ^ x c = ^  y  tam-

. . .  c  a c  
biéii a x - r = v  b  b

P a r a  d i v i d i r  d o s  f r a c c i o n e s  a lg e b r a ic a s ,  s e  m u l t i p l i c a r l a  l a  
q u e  h a c e  l a s  v e c e s  d e  d i v i d e n d o  p o r  l a  d e l  d i v i s o r  i n v e r t i d a .

Esta regla y  las que corresponden <'i los demás casos de la di
visión de fracciones, se demostrarian siguiendo el mismo proce
dimiento que en Aritmética (95 ).

Potencias y raíces.— P a r a  e l e v a r  u n a  f r a c c i ó n  a lg e b r a ic a  á  
u n a  p o t e n c i a ,  s e  e le v a r ía n  s u  n u m e r a d o r  y  d e n o m in a d o r  á  l a  p o 



t e n c ia  q u e  s e  d e s e e  y  s e  d i v i d i r í a  e l  p r i m e r  r e s i d t a d o  p o r  e l  s e 
g u n d o .

Esta reg'la se haría patente sig’uieiido el mismo razonamiento 
empleado en Aritm ética (99 ).

46 . Fara extraer la raíz de un grado cualquiera de una 
fracción litered, se obtendrán las raíces del mismo grado de 
numérador y denominador, y se dividirá la primera ]oor la 
segunda.

V“'En efecto: — , igualdad cierta, supuesto cpie
^   ̂ \ / J

al elevar el segundo miembro á la potencia del grado m 
reproduce la cantidad subradical.

Corolario.—Esta igualdad dice que para dividir dos 
cantidades radicales que posean igual índice, se dividirán 
las cantidades subradicalrs, y el cociente que resulte se colo
cará debajo de un radical del mismo grado.

Nota.—P ara efectuar las operaciones con expresiones 
mixtas, se pueden transformar éstas previamente en fraccio
nes ó considerarlas como polinomios.

ARTÍCULO 3 .“
Form as sim bólicas.
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47. Se suelen presentar en ciertos casos las fracciones 

y algunas otras cuya significación no es evi

dente ó interesa conocer, si so han de interpretar debida
mente l^s resultados obtenidos por medio del cálculo.

Si en la fracción representara el cero la carencia de 

toda cantidad, no tendría sentido la mencionada expre



sión, supuesto que nada significaría la relación entre una 
cantidad determinada y la nada absoluta; mas si se tiene 
en cuenta que el cero puede considerarse en tal caso co
mo uno do los elementos constitutivos de la cantidad, 
dotado por lo tanto de su misma naturaleza y propieda
des (*), podría interpretarse la antedicha expresión aten
diendo á que si en una división indicada, en que el di
videndo permanece invariable, el valor del cociente será 
tanto más crecido cuando más pequeño es el divisor; de 
aquí se infiere que cuando éste sea lo más pequeño po
sible, el cociente llegará á valer más que cualquier can
tidad asignable, la cual se ha convenido en expresar por 
medio del signo oo que se lee el infinito.

Así, por ejemplo, si en la fracción -^, en la cual se

prescinde de los signos que pudieran afectar á sus dos 
términos, se supone que permanece invariable su nume
rador a, y se asignan á su denominador sucesivamente 
1 , & & &ios valores —, etc., entonces los de la fracción

propuesta pasarán á ser respectivamente 1 0 , 1 0 0 , 1 0 0 0 ,

etc. veces mayores que el de de donde se infiere que

cuando el denominador de ésta sea menor que cualquier 
cantidad por pequeña que sea, adquirirá la fraccióñ'Hin 
valor mayor que cualquier cantidad finita.

— 47 -

(*) Asi, por ejemplo, el i)Uiito matemático,-aun cuando so di6e 
que es ig'ual á cero, no por e.so significa la carencia comjdeta de 
extensión; pues si msi aconteciese, nunca podría considei’arse la 
linea como compuesta de un conjunto do puntos. Asimismo, al 
coinjiarar la masa do un cuerpo con cero, se da á entender que 
este últinio representa un elemento del cuerpo, llám ese.éste áto
mo ó molécula, que, por más que no haya sido posible aislar, es 
indudable que tiene existencia real.
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Así como acaba de liacerse patente que -^=cx>, pu

diera demostrarse, siguiendo un orden análogo de con
sideraciones, que si se asignan al denominador de una 
fracción valores que va3'an creciendo indefinidamente, 
en la sucesión de éstos la citada fracción irá cada vez 
aproximándose á cero, y en su consecuencia resulta- 

ana oo = 0 .

48. De cualquiera de estas dos igualdades se deduce 
que OXoo—fl, y en su consecuencia ya se puede decir 
que para que d  qn-odudo de dos fadores sea igual ú cero, 
no basta que lo sea mío de ellos, sino que se requie¡'e además 
que el otro tome un valor finito.

49. En la expresión los dos ceros significan la re

lación entre dos cantidades infinitamente pequeñas, y 
atendiendo á la definición de lo que se entiende por co

ciente do dos cantidades, el de -jj- será según esto una

cantidad finita cualquiera, y i)or lo tanto representará 
la indeterminación de la cantidad.

Obsérvese que la expresión -|y también puede provenir

de una fracción cujms dos términos poseyeran un factor 
común, el cual se redujese á cero por una suposición 
cualquiera. En tal caso se conseguiría hallar su verda
dero valor suprimiendo previamente dicho factor común 
antes de hacer la hipótesis que convierta en cero la frac
ción propuesta.

Por ejemplo, si se tiene La fracción ±— v en8*-̂ —112a;-1-128 '
ella se reemplaza en lugar ele x  el número 4 , se rechice
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á — . Sin embargo, no es esto el valor verdadero de aquel la

fracción, pues si se tiene en cuenta que puesta en la forma
(2x--¡-503-1-11) (x —4) ■ ■ , j, ^

(kx-^ I 20x 32) (X I )’ siipi'ii'nr el tactor común que existe

en sus dos términos, se reduce á ^  sustituir en

ésta el valor 4 en lugar de x ,  resulta para el de la fracción 
63propuesta el quebrado 160'

ooTja expresión —  es también símbolo de indeterminación, pues

s i se sustituye en ella  en vez del infinito la fracción que le

, , j  , oo a a 0representa, se tendría —
‘ ’ oo  0 0 0
En g'eneral, los símbolos cero é infinito aparecen también en 

algunas otras formas fraccionarias, pero en todo caso siempre 
se puede determinar su significación, sin más que reemplazando

en vez del oo  el quebrado donde a representa, segiin  se tie

ne dicho, una cantidad finita cualquiera.



LIBRO SEGUNDO.
ECUACIONES D E  PEIM ERO Y D E  SEGUNDO GRADO.

CAPÍTULO I.
Nociones preliminares.

ARTÍOULO l.° 
Definiciones.

50. Aquellas igualdades en que aparecen una ó va
rias cantidades desconocidas se llaman ecuaciones. Las 
cantidades incógnitas que entran en una ecuación, se 
suelen representar por lo general con las últimas letras 
del alfabeto, al paso que las primeras de éste se em
plean en lugar de las cantidades conocidas.

Toda igualdad cuyos miembros permanecen de igual 
valor numérico, cualquiera que sea el que se asigne á las 
letras que contiene, recibe el nombre de identidad. Así 
la igualdad («—h-\-c)m—ani— será una' identi
dad, supuesto que sus miembros sólo se diferencian en 
la forma.

Las ecuaciones sólo pueden convertirse en identidades 
asignando determinados valores á las letras que con 
tienen.

Los valores de la incógnita reciben el nombre de raíces.
Solución de una ecuación es el valor de la incógnita ó 

el grupo de valores de las incógnitas que satisfacen ó ve-



rifican la ecuación, ó sea que la transíonnan en un.-i iden
tidad.

Una incógnita se halla despejada cuando se encuentra 
sola en un miembro y no aparece en el otro.

Sistema de ecuaciones es la reunión de dos ó más ecua
ciones que deben verificarse con los mismos valores de 
las incógnitas.

Ecuaciones equivalentes son las que tienen las mis
mas soluciones.

Dícese que una ecuación no se altera cuando ha sido 
transformada en otra que le sea equivalente.

Si la ecuación que se considera no contiene más letras 
que las correspondientes á las incógnitas, se la denomina 
numérica.

Así, 4a;—oy—d es una ecuación numérica con dos in
cógnitas.

Se llama ecuación literal aquella ecuación que además 
de la letra ó letras que representan incógnitas, contiene 
alguna ó algunas otras cuyo valor se supone conocido. 
Un ejemplo de ecuación literal se tiene en ax—hy=c.

Las ecuaciones se dividen también en grados.
Determina el grado de una ecuación, el número que 

corresponde á la mayor suma de los exponentes de las 
incógnitas, en cada uno de sus términos, no apareciendo 
éstas en ningún denominador, ni encontrándose afecta
das del signo radical.

En los dos ejemplos que acaban do citarse, las ecuacio-  ̂
nes son de primer grado.

-  r>i -



ARTÍCULO 2 .“

Transform aciones de una ecuación.
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51. Como toda ecuación no es sino una igualdad 
condicional, se desprende que, si con sus miembros se 
efectúa la misma operación, los resultados obtenidos de
berán continuar siendo iguales entre sí; mas como quiera 
que no porque se verifique tal circunstancia sea evi
dente que, á consecuencia de tab modificación de for
ma, pudieran tener los mismos valores la incógnita ó in
cógnitas en ambas ecuaciones, hay necesidad de poner 
de manifiesto los casos en que con la antedicha opera
ción no se ha hecho sino transformar la ecuación pro
puesta en otra equivalente.

Desde luego es indudable que tina ecuación no se alte- 
rarc'c, aun cuando á sus dos miembros se les agregue ó q;uite 
una misma cantidad conocida ó desconocida.

52. Corolario 1.®— Una ectiación no se altera aun 
cuando se pase un término de un miembro á otro, siempre 
que se le cambie de signo; pues esto supone que se ha aña
dido ó quitado de ambos miembros una misma cantidad.

Por ejemplo, si se tiene la ecuación de 2.® grado 
ax-—h=cx-^d y se agrega á los dos miembros la canti
dad b y se les quita ex, se tendrá ax‘̂—cx=d)-\-d.

Asimismo qiodrian colocarse todos los términos en un 
solo miembro de la ecuación, sin más que cambiar el signo 
dé los términos que se trasponen , ó sea de aquellos que 
varían de. miembro. Según esto, la ecuación anterior 
pudiera escribirse en la forma ax^—ex—(&-{-fZ)=0, cono
cida con el nombre de reducción á cero.

Corolario 2.°— Una ecuación imede simplificarse supri-



miendo todos aquellos ténnhios que, siendo de iijual valor y 
hallándose afectados del mismo signo, aparecen en ambos 
miembros.

También es evidente que nna ecuación no se altera 
nmltiplicando ó dividiendo sus dos miembros por nna mis
ma cantidad conocida.

Corolario l.°~Una ecuación no se altera, aun cuando 
se cambien los signos de todos sus términos; en atención á 
que este resultado puede suponerse' (pie proviene de ha
ber multiplicado aquéllos por —1 .

Corolario 2.^—En tanto que todos los términos de una 
ecuación posean un factor común conocido, qwdrá simplifi
carse sin más que dividir sus dos miembros p/or el expresado 
factor.

53. Cuando dependan de la incógnita alguno ó algunos 
de los denominadores de la ecuación propuesta, ésta tampoco 
se allerará, aun cuando se multipliquen sus dos miembros 
poi la potencia de la incógnita del grado preciso, qiara que 
desaparezca de los mencionados denominadores.
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Efectivamente, si en la ecuación -- = B ,  so supone queÓX'ra-l-c''
el primer miembro contiene sólo el tiírmino en cuyo denomi
nador la incógnita aparece con mayor exponento que en todos 
los demás, y el segundo contiene los términos restantes, se 
tendrá, que al multiplicar sus dos miembros por b x m -\-c  resul-

X(5*"H-c)=7iX(5u'ni-|-c), en donde so ve que todastará
6íci" -pe

las soluciones do la ecuación propuesta, tienen que satisfacer á la 
tiansf'oimada, y esta última es fácil demostrar que no admite nin
guna raiz diferente de las de aquélla. En efecto, si se supusiera

que en la ecuación ^_^.^x(ton-l-c)=yfx(óa;m ^-c), existía una

raíz r  diferente de las de la ecuación propuesta, al sustituir su 
valor en la expresión h x '» -\-c , se tendría como resultado un nú
mero finito, ó el infinito ó cero. Pero 5u.-“H-c no puede suponerse
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que después de efectuada la anterior sustitución, sea ig-ual cá un 

i-o finito 71, pues si tal sucediera, tendriasenumero

iffualdad absurday  por lo tanto, se verificaría que _

por no ser r  raíz de la ecuación propuesta.
Tampoco puede ser óí'm.^c=oo, pues entonces resulta que la 

transformada a=JiX{hx"'-\-c) se convierte en a= /> X o o , igual
dad imposible, supuesto que si tal sucediera, deberla ser Jí 
igual á cero (48), y  esto no puede acontecer, en atención 
á que ?■ es á la vez raiz de la propuesta, pues se tendría

— = 0 . Finalmente, no puede ocurrir que sea igual á
oo
cero, pues en tal caso la ecuación transformada se convertirla en 
a = B X 0  y  es inadmisil)lc que en esta igualdad B  sea el infinito, 
pues entonces acaecería que r  seria también raíz de la ecuación

propuesta, en vista de verificarse en ella ^ = 'X > .

L uego teniendo la transformada las mismas raíces que la pro
puesta y  ninguna diferente de las de ésta, ambas ecuaciones se
rán cqrrivalentes. Se acaba de suponer que los signos que afectan  
á las cantidades que han intervenido en esta demostración son 
positivos; pero so comprende con facilidad que, siguiendo el mis
mo orden de consideraciones, pudiera también hacerse patente la 
certeza de la proposición, aun cuando cambiasen alguno ó algunos 
de aquéllos.

54. De estas últimas proposiciones se deduce, que 
t ' podrán hacerse desaparecer los denominadores de una 
■ ecuación sin que ésta se altere, siempre que éstos sean 

numéricos, y también cuando, con ciertas restricciones 
(5 3 ), dependieran de la incógnita, pues en tales casos 
bastaría reduciv todos los términos de la ecuación á un co
mún denominador y después suprimir éste, lo que equival
dría á multiplicar los dos miembros de la ecuación pro
puesta por el denominador suprimido. Esta tramslorma- 
ción es conocida con el nombre de iiuilar los denomina
dores.



Ejemplo: Sea la ecuación 
2x 4—-3a:
-7 — lx= '^~— : ox ó '

Según lo dicho (Aiutm.® 82), se infiere que para reducir 
sus términos á un mismo denojiiinador, habrá que de
terminar el M. c. M. de todos los denominadores, el cual 
seria 7.8.5.3.a:=84l)j;, y multiplicar el numerador de ca
da término fraccionario jior el cociente que resulta de di
vidir el antedicho m. c. m. por el respectivo denominador y 
los términos enteros-por el precitado u. c. m. Procediendo 
de este modo se tendría:

2,8.5.3.a;- (4—3a;)X7.5.3.a; 
7.8.5.Í3 X

11.7.8.5.3.a;
7.8.5.3.a;

_2.7X.3_ 7.8.5.a;2
5.7.8.3.a;

7.8.5.3.a; 
20.7.8.5.3..a’

3.7.8.5.a;

Suprimiendo ahora todos los denominadores, resulta:

2.8.5.3.a;2—(4—3a;)X7.5.;3.a;-f-11.7.8.5.3.a;= 
=2.7.8.3—7.8.5.a;--^+20.7.8.5.3.a:;

lo que manifiesta que cuando, como en el presente ejem
plo sucede, los denominadores son primos entre sí dos á 
dos, la regla anterior queda reducida á multiplicar el nu
merador de cada término fraccionario p>or el producto de los 
denominadores de los demás, y los términos enteros por el 
producto de todos los denominadores.

lía  ning-iina de las ti-ansformacioiies que se lian efectuado, ha 
variado el grado de la ecuación; si al deducir la transformada hu
biera alteración en él, esto pondría do maniflesto (jue se había in
troducido en alguna de las dos ecuaciones una nueva relación 
entre la incógnita ó incógnitas y  las cantidades conocidas, y  pol
lo tanto ya 110 podría ser el mismo el número do raíces de ambas 
ecuaciones.



Por ejemplo, en el caso general de que se m ultipliquen ambos 
miembros de una ecuación por una cantidad desconocida, y  
cuando aquéllos se elevan á una potencia del mismo grado, la 
ecuación que eu cada una de estas transformaciones se obtiene, 
posee mayor número de soluciones que la propuesta respectiva! 
por más que las de esta últim a deberán ser comunes á ambas. 
Inversamente pudiera decirse, que si los dos miembros de una 
ecuación se dividen por una cantidad que contenga á la incóg
nita ó se extrae de aquéllas una raiz del mismo grado, sé obten
drá para la transformada una ecuación de grado inferior y  de 
menor número de soluciones que la propuesta.

— 56 —
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CAPÍTULO II.
Ecuaciones de primer grado con una incógnita.

a r t í c u l o  i .°
R esolución de ecuaciones.

 ̂ 55. Antes de que se proceda á resolver una ecua
ción, se preimra ésta; con tal fin comiénzase por quitar 
los denominadores, se efectúan las operaciones que es
tén indicadas, en el caso de que la incógnita se en
cuentre dentro de un paréntesis, y se hacen las simplifi
caciones que son consiguientes, en el supuesto de que 
haya algún término igual ó factor común, en ambos 
miembros. Después se efectúa la trasposición de los tér
minos con objeto de que pasen á un miembro todos aque
llos que son dependientes de la incógnita, y al otro los 
que sean conocidos; luego se hace la reducción de los tér
minos semejantes á uno solo, y finalmente se multiplican 
ambos miembros de la ecuación que se obtenga por —1 , 
en el caso de que fuera negativo el término en que apa
rezca la incógnita.

Ejemplo 1.0 Preparar la ecuación numérica:

íK—l()00-|-^a:=l<)400-— a;b 4g
Quitando los denominadores (54), resulta: '

-lba:-j-7 'Ix—7 (i800-j-90a:=9312()U—105,*,



Al ci'ectuar la trasposición do términos, se tendrá: 
48a;+72a:+90a:+105a:=931200+76800.

Procediendo ahora á hacer la reducción de términos, 
se deducirá que 315a;=1008000.

Ejemplo 2.“ Preparar la ecuación literal:
a I fx— q I d
1— ^ ^ —— • o x  ' X ' e

Si se quitan los denominadores, so obtendrá: 
ae-\-l)cex=be(fx—(j)-\-hdx.

Efectuando la multiplicación que está indicada, resul
tará: ae-\-hcex=hefx—heg-\~bdx.

Trasponiendo términos: hcex—hefx—hdx=—ae—leq.
Al multiplicar ambos miembros por —1, se tendrá 

que hefx—hcex-\-hdx—ae-\-beg.
Reduciendo cada miembro á un solo término:

{ef—ce-\-d)hx—{a-\-hg)o.
56. De modo c|ue, según se acaba de ver en uno y 

otro ejemplo, toda ecuación de primer grado con una in
cógnita, después de preparada para su resolución, ó sea 
cuando queda reducida á su forma más simple, consta de 
dos términos: uno con la incógnita elevada á la primera 
potencia, y el otro independiente de la incógnita y por lo 
tanto conocido. Según esto, la ecuación reducida de pri
mer grado con una incógnita presenta la siguiente forma 
general: Ax=B.

En la mayoría de los casos, para llegar á conseguir la 
reducida de una ecuación, no hay necesidad de efectuar 
todas las transformaciones que se han mencionado (55), 
puesto que, según se ha visto en los ejemplos que ante
ceden, alguna ó algunas de ellas pudieran ser innocesa-
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riíis, dada la forma de la ecuación propuesta. Tampoco 
es de rigor que se practiquen las expresadas transforma
ciones, precisamente en el orden que se han mencionado, 
por más que siempre será convenienle atenerse á él, pues 
de lo contrario pudiera acontecer que, al preparar una 
ecuación, hubiera necesidad de que se ejecutasen dos ó 
más veces transformaciones de la misma índole.

57. Dividiendo los dos miembros de la ecuación re
ducida A x= B  por el coeficiente A  de la incógnita, apa-

lyrecerá ésta despejada, ó sea la transformada y

por lo tanto resuelta la ecuación que se propuso.
De aquí se deduce que en toda ecuación de p>yimcr gra

do con una incógnita, ésta no tiene sino un solo valor, su
puesto que al ser la propuesta equivalente á la reducida 
Ax=B, ésta no puede quedar satisfecha, sino reempla

zando en ella ^  en vez de x, atendiendo á f[ue es la

única expresión c[uo multiplicada por A  da un producto 
igual á B.

Se desprende también de lo dicho, que para resolver 
una ecuación de primer grado con una incógnita, se pre
ciara agüella, y luego, en la reducida que se oUenga, se di
vide el miembro conocido por el factor que multiplica á la 
mencionada incógnita.

Como pudiera ocurrir que en el curso de las operacio
nes practicadas hasta despejar la incógnita, se hubiera 
incurrido en alguna equivocación; para asegurarse de ello, 
se sustituirá en la ecuación propuesta en vez de la incóg
nita, el valor hallado para la misma, y si se transforma 
en una identidad, será señal de que la ecuación está bien 
resuelta; mas si esto no sucede, se tendrá la prueba do 
que se ha cometido algún error en las operaciones efeg-
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tuadas y por lo tanto habrá necesidad de resolverla nue
vamente.

3 lo lOÓAsí, en la ecuación ^̂--re—KiOO— g-rr=ld400— ~ x

correspondiente al ejemplo l.°, se tenía-para reducida

315a;=100800, de donde a;=^^^.?^=3200.dio
Si ahora se desea comprobar este valor, se sustituiría 

en lugar de x en la ecuación propuesta y se tendría

3200—| x 3200--1600+^|x 3 2 0 0 = 1 9 4 0 0 -^ |x 3200,

en donde efectuando las multiplicaciones y divisiones 
que están indicadas y reduciendo términos, aparecería la 
identidad 12400=12400; luego el valor hallado para x es 
el verdadero, en vista de que verifica la ecuación pro
puesta.
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ARTÍCULO 2.0 

R esolución de problem as.

I.
GENERALIDADES.

58. En la resolución de todo problema algebraico 
hay que tener muy en cuenta las relaciones que ligan á 
las cantidades desconocidas con los datos: si en el enun
ciado de la cuestión se expresaran de un modo taxativo 
las mencionadas relaciones, y todas ellas pudieran repre
sentarse en el lenguaje simbólico de un modo exacto y 
preciso, no sería entonces difícil traducir aquéllas en ecua-
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dones, ó sea lo que se llama plantear el problema. Mas 
como quiera que tan fiel representación no es posible 
conseguir en algunas ocasiones, dada la notación de que 
se dispone, de aquí que las ecuaciones deducidas del 
planteamiento de un problema expresen solamente las 
condiciones algebraicas á que han de satisfacer las canti
dades . desconocidas. Así se explica que al resolver la 
ecuación á que ha dado lugar el planteamiento de un 
problema, el valor hallado para la incógnita verifique á 
aquélla en todas ocasiones, pero no por eso puede asegu
rarse que satisfaga á la totalidad de las condiciones que 
explícita ó implícitamente se determinan en el enunciado 
de la cuestión propuesta, las cuales podrán ó no quedar 
satisfechas con el valor hallado.

59. No siempre es fácil plantear un problema, si se 
atiende á que en unos casos no aparecen de un modo taxa
tivo en el enunciado de aquél ciertas relaciones que exis
ten entre las incógnitas y los datos, las cuales pudiera su
ceder que hasta fueran ignoradas por quien trata de resol
ver la cuestión; en otras ocasiones acontece que la cantidad 
desconocida no se relaciona directamente con las conoci
das, sino por el intermedio de otras auxiliares; y, final
mente, la diversa índole de los problemas que pudieran 
proponerse, y la mayor ó menor complicación que existe 
en el enunciado de éstos, son circunstancias que impiden 
poder dictar reglas fijas para el planteamiento de todo 
problema; lo único que ocurre sobre este particular es 
que para conseguir este fin, deberá comenzarse por exa
minar las relaciones qiie median entre las incógnitas y los 
datos; una vez hecho esto, se representarán las primeras con 
las últimas letras del alfabeto y se ejecutarán con ellas y las 
cantidades conocidas las mismas operaciones que se efectua
rían con unas y otras, si se tratase de comprobar las incóg-
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nitas en el caso de que éstas fueran conocidas. Be esto modo 
se ohtendriin diferentes expresiones alfiébraicas, que ú/uala- 
das de conformidad con el enunciado de la cuestión, darim 
por resultado la ecuación ó ecuaciones que se buscan.

60. Una vez planteado el problema, haj  ̂ que resolver 
la ecuación ó ecuaciones resultantes, para lo cual ya se 
ha visto que, cuando se trata de una ecuación de primer 
grado con una incógnita, existen reglas seguras y preci
sas para deducir su correspondiente solución.

Determinados que sean el valor ó valores de la incóg
nita ó incógnitas, se comprohan'm éstos, viendo si electi
vamente satisfacen á las condiciones que se exijen en el 
enunciado de la cuestión.

Finalmente, se discutirá el problema examinando la 
naturaleza y signos de los valores que pueden poseer la 
incógnita ó incógnitas, según sean los que tengan las can
tidades que en aquél se suponen conocidas.

Los problemas se dividen en determinados, indetermina
dos é imposibles, según que la ecuación ó sistema de ecua
ciones que resulta sea determinado, indeterminado ó im
posible: en el primer caso cada incógnita nO tiene sino un 
solo valor, en el segundo cada incógnita posee diferentes 
valores, y en el tercero, el valor ó conjunto de valores 
que verifican á una ecuación ó á un sistema de éstas no 
satisface álas condiciones del problema. Esto último pro
viene, de que al plantear un problema, la ecuación ó sis
tema de ecuaciones resultantes, expresan únicamente la 
relación ó relaciones numéricas que existen entre las can
tidades que intervienen en la cuestión, al paso que estas 
mismas cantidades pueden, según se ha dicho, tener que 
satisfacer además á otras condiciones de su enunciado, 
las cuales no es posible expresar por medio de la nota
ción algebraica.
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IT.

PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR MEDIO DE UNA ECUACION.

61. Problema I.®—Hallar dos números cuya suma 
valga 17 y la diferencia 5.

Este problema tiene dos incógnitas; mas como quiera 
que, dada la sencillez de las relaciones que las ligan, co
nocida una de aquéllas la otra se determina con facili
dad, se puede plantear el problema sirviéndose solamente 
de una incógnita.

Sea X el número menor, el mayor estará expresado por 
y por lo tanto la suma de ambos valdrá 17, ó sea 

a;-|-íc-|-5=17; resolviendo esta ecuación, se obtiene x = 6, 
y por consiguiente el número mayor será 6 -j-5 ==ll.

Cuando los datos de un problema tienen, como el que 
se acaba de resolver, valores concretos, hay necesidad de 
plantearlo nuevamente, si se propone otro problema de la' 
misma índole aunque con diferentes datos, por cuyo mo
tivo es preferible resolver los problemas de una manera 
general, ó sea suponiendo que no se halla determinado el 
Â alor particular de los diferentes datos; en tal caso al de
ducir el valor de la incógnita, por medio de éstos, se 
obtienen fórmulas generales, en las cuales no hay más 
que sustituir en cada caso particular, los valores de los 
datos para la investigación del correspondiente de la in
cógnita.

Por ejemplo: si en el problema anterior se designa la 
suma de los dos números conocidos por S  y la diferencia 
por d y continúa representándose con x  el menor núme
ro de los dos desconocidos, se tendrá que el ■ mayor es-
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tai’á expresado por a;-|-r?, y por lo tajito x-{-x-\-(l—S, 

de donde y  y x-\-d=-^—  ,^-\-d= .

62. Lo cual manifiesta en lenguaje vulgar, que cuan
do se conocen la suma y la diferencia de dos números, el 
mayor, ó sea el que hace las veces de minuendo, es igual á 
la mitad de la suma, más la mitad de la diferencia, así co
mo el menor equivale á la mitad de la suma, menos la mitad 
de la diferencia.

El mismo resultado se hubiera obtenido representando y  el 
mimero mavor, pues el menor seria entonces y —d  y  la ecuación

S-l-rf
resultante y-\-{y—d)= S , de donde y  

_S-^d
y  por consiguiente

-d
el uiimero menor y —d—  ----

Haciendo aplicación de estas fórmulas al caso en que los datos 
estén expresados por los números i  7 y  5, se tendrían idénticos 
valores á los que se encontraron anteriormente.

Si se quisiera bailar la condición á que deben satisfacer los 
mencionados datos, para que el problema fuera posible con núme-

.  S  , d  S  d ^ ,
ros positivos, debería verificarse que -2 + 2 ^®

primera desigualdad se deduce <S'>— d, y  de la segunda S > d \  lo 
cual indica que cu n ingún  caso S  puedo ser negativo y  que su 
valor debe ser mayor que el de la diferencia.

P eoblbjia 2 .“—Deseando un  individuo distribidr el dinero que 
tenía entre varios qmbres, observó que si entregaba á cada uno de 
éstos 38 rs. vn. le sobraban 1, y  si daba ú cada uno de los jmbres 
81 rs. le faltaban 48. Se quiere averiguar cuántos eran los jmbres 
y  cuál la cantidad de dinero destinada á ser repartida entre ellos.

Si se conociera una de estas dos incógnitas, seria entonces fácil 
determinar la otra. Representando x  el número de jiobres, se 
tendría, 28a3-f-7==iUa3—48; de esta ecuación se obtiene a:==l8 ‘/a-

Lo cual dice que el problema es imposible, supuesto que por 
ser el valor de x  un número fraccionario, carece de sentido en el 
presente problema.

Si éste se hubiera enunciado diciendo; un individuo que trata,



d e  c o m p r a r  c i e r t a  c a n t i d a d  d e  t e la ,  o b s e r v a  q u e ,  c o s tá n d o le  e l  
m e t r o  2 8  r s .  v n . ,  le  s o b r a b a n  7 ,  y  s i  c o m p r a b a  d e  o t r a  t e la  q u e  
v a l í a  á  r a z ó n  d e  3 1  r s .  e l  m e t r o ,  le  f a l t a b a n  4 8 .

Este problema y  el anterior, al plantearlos, dan lugar la m is
ma ecuación y  por consiguiente á idéntico valor para la incógnita; 
sin embargo, dicho valor no satisface al primer problema y  si al 
segundo: la diferencia consiste en que la  naturaleza de la canti
dad buscada cu el primero, es tal, que no permite la división de 
la unidad en partos, mientras que si en el segundo.

Si ahora se quisieren averiguar las condiciones, que deben tener 
los datos, para que el penúltimo problema fuera posible, se plan
tearla ésto en general. Asi, llamando A  la cantidad que en la 
primera distribución corresponde á cada pobre, B  lo que le sobra, 
A' lo que se entrega <á cada uno de éstos en el segundo reparto, 
y  B ' la cantidad que falta para completar éste, se tendríi la

ecuación A x-\-B = A !x—B', de donde se deduce que
A  — A

Como que x  en este problema no es admisible que pueda te
ner signo negativo, deberá verificarse A'—A > 0 , y  como ade
más el expresado valor debe ser entero, es necesario que 
sea mriltiplo de A'—A, á cuya condición se ve  que no satis
facen los valores asignados á los datos.

Según esto, si se quisiera que el valor de x  satisficiese á am
bos problemas, bastarla con hacer B  igual á 6 eu vez del Valor 7 
que antes tenia; y  asi resultaría, cc=18.

Si se hubiera elegido por incógnita la cantidad total y  que se 
trata de distribuir, el número de pobres estaría expresado por

A B '+ A 'B
A  -  A' ’ y ------? = A ~ -
Esto manifiesta, que la elección de la incógnita influye en la 

mayor ó menor sencillez de los cálculos neces<arios para determi
nar el valor de aquélla; así, cuando se supone que ésta represen
taba el mimero de pobres, la ecuación resultante no tenia deno
minadores, y  era también entera la expresión que determinaba 
la totalidad de la limosna que se había de distribuir; mientras 
sucede todo lo contrario cuando la incógnita es la precitada 
limosna.

Si el problema se enunciara diciendo: una compañía mercantil 
emprendió un negocio; en la liquidación resultó que si d cada socio
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s e  r e p a r t í a  u n  d i v i d e n d o  d e  2 8  o n z a s  d e  o r o ,  s o b r a b a n  6  d e  é s ta s ,  
y  e n  e l  c a s o  d e  q u e  lo s  d i v i d e n d o s  f u e r a n  d e  3  í  o n z a s ,  f a l t a b a n  4 8 :  

s e  d e s e a  a v e r i g u a r  s i  g a n ó  ó  p e r d i ó  l a  c o m p a ñ ía  e n  l a  e x p r e s a d a  
o p e r a c ió n  c o m e r c ia l ,  c u á l  f u i  l a  p é r d i d a  ó l a  g a n a n c i a  y  e l  n ú 
m e r o  d e  s o c io s .

Llamando x  al número de socios, y  suponiendo que cada 
uno de ellos tuvo que desembolsar dinero, la ecuación seria 
28a;—6=31x-)-48, de donde x = —18. Pero si se admite que cada 
socio percibió cierta cantidad, al plantear el problema, se tendría 
2 8 x -|-6 = 3 1 x —48, de donde x = 1 8 .

En el primer caso se ha tomado por unidad un socio que des
embolsa dinero, y el resultado es de signo contrario al de esta uni
dad, lo cual manifiesta que, en el asunto á que se hace referencia, 
hubo ganancias en la compañía. Al considerar el segundo caso, 
se v e  que en él la unidad supone un socio que recibe dinero y  
resulta x = 1 8 , ó sea un número afectado del mismo signo que 
la  unidad, lo cual v iene á confirmar las ganancias en la ope
ración mercantil de que se trata. D e modo que, sea cualquiera la 
unidad adoptada, las soluciones en el problema no sólo dan á 
conocer el número de socios y  la suma que se busca, sino tam 
bién si ésta fué en concepto de pérdida ó de ganancia.

Si en el enunciado de esto último problema se supusiera que 
había pérdidas, el problema seria imposible, no porque, según se 
ha visto, el valor obtenido para x  fuera negativo, sino atendiendo 
k que se exije de antemano la condición de que el valor de la 
incógnita tiene que ser positivo.

Problema 3.°— U n  i n d i v i d u o  d i s t r i b u y ó  l a s  a v e l l a n a s  q u e  p o 
s e ía  e n tr e  c u a t r o  n iñ o s ;  a l  p r i m e r o  le  e n tr e g ó  l a  m i t a d  d e  a q u é l la s  
m e n o s  S ;  a l  s e g u n d o  l a  c u a r t a  p a r t e  m e n o s  3 ;  a l  te r c e r o  la  s e x t a  
p a r t e ;  y  f in a lm e n te ,  a l  c u a r to  l a s  8  a v e l l a n a s  q u e  le  q u e d a b a n .  
¿ Q u é  n ú m e r o  d e  a v e l la n a s q o o s e ia  e l  m e n c io n a d o  i n d i v i d u o  a l  h a 
c e r  e l  r e p a r to ?

Llamando x  al total de las avellanas distribuidas entre los 
cuatro niños, se tendría que el número de avellanas que to-

ccmó el primero de ellos, estaría expresado por -^ —5; las que re

cibió el segundo por - j ~ 3, las del tercero por ^ ; asi la ecua

ción serla. - 6 ^ - f - 3 ^ - | - + 8 = = x : de donde resu lta  x = 0 ¡



esto iimniliesta que el problema es im posible, lo cual fácilmente 
se explica, si se tiene en cuenta que el primer miembro es siem 
pre mayor que el seguiudo.

bi la índole de la cuestión que se trata de resolver, admitiera 
acepciones opuestas para la incógnita, entonces la solución cero 
señalaría el límite que separa los valores positivos y neg'ativos 
de la precitada incógnita.

Si sem odifícara el enunciado do esto último problema diciendo: 
u n  i n d i v i d u o  d i f t i r i b u y ó  l a s  a v e l l a n a s  q u e  te n ía  e n t r e  c u a t r o  n i 
ñ o s :  a l  p r i m e r o  le  e n tr e g ó  l a  m i t a d ,  a l  s e g u n d o  l a  t e r c e r a  p a r t e ,  
a l  t e r c e r o  l a  s e x t a  y  a l  c u a r to  le  d i ó  l a s  8  a v e l l a n a s  q u e  t o d a v í a  
q u e d a b a n  e n  s u  p o d e r .  ¿ C u á l  e s  e l  n ú m e r o  d e  a v e l l a n a s  q u e  d i s .  
t r i b u y ó ?

Eepresentaiido este número por £c se tendría,
43

de donde a ;= —= o o ,  lo cual dice que esta ecuación es también  

imposible, en vi.sta de no exi.stiv ningún valor finito que le sa
tisfaga; y  se comprende lo dicho, pues al examinar la citada 
ecuación, se pone de manifiesto en ella que 8 debería sor igu a l 
á cero. “

Finalm ente, .si se dijera: u n  i n d i v i d u o  d i s t r i b u y ó  l a s  a v e l l a n a s  
q u e  l l e v a b a  e n t r e  c u a t r o  j ó v e n e s ;  a l  p r i m e r o  le  e n tr e g ó  l a  m i t a d  
m e n o s  5 ,  a l  s e g u m lo  l a  t e r c e r a  p a r t e  m e n o s  3 ,  a l  t e r c e r o  l a  .s e x ta  
p a r t e  m e n o s  3 ,  y  a l  c u a r t o  le  r e g a ló  l a s  1 0  a v e l l a n a s  q u e  le  s o b r a 
b a n .  ¿ C u á l  s e r á  e l  t o ta l  d e  l a s  a v e l l a n a s  r e p a r t i d a s ?

Llamando x  el número de éstas, deberá verificarsevC cc £C
— 2-|-10=a;, de donde se obtiene lo cual

prueba que el problema es indeterminado, supuesto que cual
quier valor asignado á x  le satisface. Esto tiene fácil explic.a- 
ción, en el presente caso, si se observa que la ecuación obtenida 
es una equivalencia.

63. Problema 4.°—Dos máquinas locomotoras parten 
ú la vez, con movimiento uniforme (*), de Jerez y de Puerto

(*) be dice que el moviimento de un móvil es uniforme, 
c u a n d o  e n  t i e m p o s  ig u a le s ,  p o r  m u y  p c q u e f w s  q u e  é s to s  .se c o n s i-  
d e i  p i ,  r e c o r r e  t r a y e c to s  i g u a le s .  En el movimiento uniforme se 
entiende por velocidad, e l  c a m in o  r e c o r r i d o  p o r  e l  m ó v i l  e n  l a  
u n i d a d  d e  t ie m p o .
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Heal en dirección á Sevilla: la que sale de la primera de estas 
poblaciones, marcha con una velocidad de 400 metros por 
minuto, y la que procede de la segunda, recorre en igual 
tiempo 700 metros. Se sabe además que la piorción de vía 
férrea comprendida entre Jeres y Ptie^io Peed tiene una 
longitud de 34 leilómetros, y desea averiguarse á qué distan
cia de la primera ciudad se encontrarán las mencionadas 
locomotoras.

Representando por x esta última distancia, 24r-{-x ex
presará la que media entre Puerto Real y el punto de en
cuentro de ambas máquinas. Como que en el movimiento 
uniforme se verifica que las velocidades son directamen
te proporcionales á las distancias recorridas, se tendrá

‘̂ = — —, de donde x—32.
700 24rf-x

Luego según esto, la locomotora que partió de Puerto 
Real, alcanzó á la que salió de Jerez á los 32 kilómetros 
de distancia de esta ciudad, ó sea en la estación de Le- 
brija.

Generalizando este problema, ó sea representando las 
cantidades que intervienen en su resolución por medio 
de letras, y discutiendo la fórmula obtenida para valor de 
la incógnita, se tiene la ventaja de que, sin salirse de la 
cuestión propuesta, se pueden examinar nuevamente, á 
manera de resumen, las variadas interpretaciones á que 
se prestan los diferentes valores que, según se ha visto 
en los ejemplos anteriores, pudieran corresponder á la 
incógnita.

Dos móviles parten en línea recta y al mismo tiempo de 
los puntos A y B, distantes entre sí d metros, con las veloci
dades respectivas v y v ': averiguar si se encuentran y en 
qué punto.

Representando, como en el caso anterior, por x la dis-
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tanda que media entre el punto de partida i? y el de en
cuentro, se tendrá que d-{-x entonces expresa el trayecto
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comprendido entre este último punto y el A. Si por otra 
parte se comienza por suponer á los dos móviles cami
nando en dirección de F  A G, resultaría que, por análo
gas consideraciones á las expuestas en el problema nu- 

X v' , v'dmérico anterior, de donde x-d-\-x V ' V—V
En esta fórmula pueden hacerse en primer término 

una de las tres suposiciones que siguen:

1 .'̂  v>w'. 2 “ v—v\

En el primer caso el valor de x es positivo, supuesto 
que lo son el 'dividendo y el divisor de la división indi
cada, y además el expresado valor satisface al proble
ma, en atención á que ambos móviles deberán encon
trarse á la derecha del punto F, lo cual es, por otra parte, 
natural, en vista de que la velocidad del móvil, al par
tir del punto A, excede á la poseída por el que sale al 
mismo tiempo del F.

En el supuesto de que v=v', el valor obtenido para x  
es infinito, y por lo tanto los móviles nunca llegarán á 
encontrarse, lo cual se explica fijándose en que los dos 
móviles parten á la vez de los puntos A y  F, caminan en 
un mismo sentido y con idéntica velocidad durante el tra
yecto representado por la recta F  G.

Si, además de suponer v= v\ se tuviese í7=0, en

tonces acontecería que esto dice que el valor



de X es en tal caso indeterminado, y so comprende íá- 
cilmente que así sea al considerar que los dos móviles 
caminan unidos en todos los puntos del trayecto.

Finalmente, en el tercer caso, ó sea cuando t;<F, el 
valor de x será negativo; esto manifiesta que el punto de 
encuentro se hallará no á la derecha del punto 13 como 
en los casos anteriores, sino en sentido opuesto ó sea á la 
izquierda de B. Por lo tanto, para que el problema fuese 
posible, en la hipótesis do que los móviles partan de los 
puntos y se requiere que la dirección del movi
miento de aquéllos fuera de derecha á izquierda.

Si cuando v es mayor ó menor que v', aconteciera que

d = 0 , entonces x = —̂ --7 = 0 ; por tanto el punto
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V— V
de

encuentro estaría dado por el mismo punto de partida, 
que sería común á ambos móviles.

64. De las conclusiones obtenidas en los problemas 
que anteceden, se tiene: l.° Que si la incógnita posee un 
valor fraccionario ó negativo, el cual se halla en contra
posición con la naturaleza de la cantidad, cuyo valor se 
trata de averiguar ó con alguna condición dada implíci
tamente en el enunciado; en tal caso el problema es im
posible. 2." Que aun cuando muchas veces las canti
dades cuyos valores se f|uieren determinar, no pue
den ser expresadas por números fraccionarios ó ex
presiones negativas, no por eso debe deducirse que el 
problema es imposible, basta haber determinado con 
exactitud lo que representa la unidad, pues acontece en 
ocasiones que una solución al parecer imposible, es de fá
cil interpretación. 3.® Que cuando un problema no e.sté 
resuelto por la solución hallada, no debe deducirse que 
la ecuación sea absurda, sino que lo es el enunciado; así, 
aquellos problemas cu los cuales se pida una magnitud



determinada y den por resultado una solución igual á 
oo, son absurdos ó imposibles, mas no la ecuación que 
da lugar á dicho valor oo (* (**)). 4.o Que las ecuaciones ó 
las fórmulas de todo problema general en donde inter
vienen cantidades susceptibles de poseer sentidos contra
rios, son aplicables á todo problema que se distinga 
del propuesto, por la diferente manera de existir de los 
antedichos elementos literales, sin más que cambiar de 
signo en aquellas fórmulas, á las cantidades que mudan 
de acepción

Teniendo presentes las conclusiones expuestas, podrán 
interpretarse debidamente los resultados que se obten
gan en la resolución de los problemas, y rectificar los 
enunciados que adolezcan de algún defecto.
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(*) Por ejemplo, en el problema anterior se tenia, —E _ —ü,
d-\-x v '

y  allí se vio que x  era infinito cuando v= v '. Obsérvese que

la ecuación anterior se transforma en ecuación absurda

en el supuesto de que x  hubiera de poseer un valor finito y  
determinado; mas como quiera que el expresado valor es precisa
mente en este caso igual á infinito, ya no puede decirse, si se ha 
do hablar con la debida propiedad, que la ecuación mencionada 
sea absurda; lo verdaderamente imposible es que dos m óviles 
que parten de puntos diferentes, caminando en el mismo sentido’ 
en idéntica dirección y  con igual velocidad, puedan llegar á 
encontrarse.

(**) Este iiltimo enunciado, que la experiencia ha hecho ver 
como cierto, se conoce con el nombre de prúicipio de Descai'tes.
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CAPÍTULO III.
Ecuaciones de primer grado con más 

de una incógnita.

ARTÍCULO 1 °

Elim inación de una incógnita entre dos ecuaciones.

65. Eliminar una incógnita entre dos ecuaciones, es 
deducir de éstas, por medio de transformaciones, que no 
alteren los valores de las demás incógnitas, otra ecuación 
que no contenga á la incógnita que se desea hacer des
aparecer.

Para conseguir este objeto, existen diversos procedi
mientos, entre los cuales están más en uso los llamados 
métodos de sustitución y de reducción. Cualquiera que sea 
la manera de efectuar las transformaciones que con tal 
motivo proceden, se supondrá, para mayor sencillez, 
que las ecuaciones á las cuales se han de aplicar, están 
ya preparadas (55), y por lo tanto, tendrán la forma
ax-\-by-\-cz^....= K , en la cual el término conocido y
los coeficientes representan números enteros.

El MÉTODO DE SUSTITUCIÓN consiste en despejarla incóg
nita que se desea eliminar, en una cualquiera de las ecua
ciones propuestas, y sustituir el valor obtenido en la otra 
ecuación.

Ejemplo: Eliminar la incógnita ¡/ en las ecuaciones 
4a:-f-7?/=47, 
ox—2y=  5;
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47—4a;
i

despejando y en la primera ecuación, se tendrá y- 
sustituyendo este valor en la segunda, resultará,

o x — 2 X — s— = o ;

en donde se ve que ya no aparece la incógnita y.
6 6 . Este método suele modificarse, despejando en 

ambas ecuaciones la incógnita que se desea eliminar y 
sustituyendo uno do estos valores por la expresada in
cógnita en el otro. Así, en el ejemplo anterior se tendrá: 

47—4a;
y= — — > r

^
=----- 2—! donde resulta

47—4a? -oa;

Cuando se elimina una incógnita en la forma que 
acaba de efectuarse, ó sea, d e sp e ja n d o  a q u é lla  en  a m h a s  

e c u a c io n e s  é ig u a la n d o  los v a lo r e s  oh fen idos, se  d ic e  q u e  se  
h a  s e g u id o  e l método de ioualación.

67. Método de keducción (*).—Si en las ecuaciones 
propuestas, fueran iguales los coeficientes de una misma 
incógnita, la ecuación final resultante de sumarlas ó 
restarlas, según que estos coeficientes tuvieran signos 
contrarios ó un mismo signo, no contendría ya á la incóg
nita que se deseaba eliminar. Así al sumar ordenada
mente las ecuaciones ' '

.,G
13a?—j— 8y=23 V' ■

A :X -r  8 y = l l  \

Se tendrá....  17a? =34

("'■■) Este proccdiiinento e.s conocido además con la denomina
ción de método de adición ó sustracción y  también con el de 
método de coeficientes idénticos.



De aquí se desprende que si los coeficientes de la in
cógnita que se desea eliminar no son iguales, siempre 
podrá hacerse que lo fueran, multiplicando cada una 
de las ecuaciones propuestas (*), por el coeficiente que 
en la otra ecuación tiene la incógnita que se quiere eli
minar.

Si, por ejemplo, se quisiera hacer aplicación del proce
dimiento que acaba de exponerse, á la eliminación de la 
incógnita x en las ecuaciones anteriores

4íc-^7?/=47 
5x—2)/— 5,

habría que multiplicar la primera por 5  y la segunda 
por 4, y resultarían con tal motivo las ecuaciones

20a;-(-35y=235 
20x — 8 y =  2 0 ,

las cuales al restarlas ordenadamente, darían por resul
tado 43y=215, en la que ya no aparece la incógnita x.

Cuando los coeficientes de la incógnita que se trata 
de eliminar, no sean primos entre sí, bastaría multipli
car cada una de las dos ecuaciones por el factor, que le 
falta al respectivo coeficiente de la antedicha incógnita 
para componer el múltiplo más simple de los precitados 
coeficientes, y después se proseguiría la operación en la 
forma del primer caso.

Según esto, si se desea eliminar la incógnita x en las 
dos ecuaciones

12x-¡-6?/~- ^3^=20 
18a:—2y-\-llz= 3 \ ,
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(*) Cuando se dice que se m ultiplica una ecuación por cierto 
número, deberá entenderse que lo multiplicado realmente por 
éste sou los dos miembros de aquélla.
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se tendrá que, siendo 36 el m. c. m. de los coeficientes 
12 y 18, se deberá multiplicar la primera eeuación por 3 
y la segunda por 2, y por lo tanto

36íC-(-15y— 9^=60 
36¿c— 4y-f-22^=62:

restando ahora ordenadamente de la segunda ecuación la 
primera, se obtendrá 31^—19y=2, que ĵ a no contiene 
á la incógnita x.

6 8 . Al comparar los dos métodos de que se acaba de 
hacer uso, resulta que, en general, es más cómodo ser
virse del de reducción cuando las ecuaciones están pre
paradas, atendiendo á que la ecuación obtenida también 
tiene que aparecer en esta misma forma: sin embargo, si 
la incógnita, que se desea eliminar, posee por coeficiente 
la unidad ó el sistema propuesto no está preparado, pu
diera convenir que se le diera la preferencia al método 
de sustitución.

Obsérvese también que las transformaciones á que han 
sido sometidas las ecuaciones dadas, al practicar los 
métodos de eliminación expuestos, se han limitado en 
unos casos á reemplazar por una cantidad el valor de 
otra igual, y en otros á multiplicar los dos miembros 
por un número conocido (52); luego los valores de las in
cógnitas no han podido experimentar alteración alguna.
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ARTÍCULO 2.0

R esolución de un sistem a com puesto de dos ó m ás 
ecuaciones con igual número de incógnitas.

69. Para mayor sencillez en la explicación, conven
dría distinguir dos casos, según que sean dos las ecuacio
nes ó se consideren mayor número de éstas.

Tratándose de resolver dos ecuaciones de primer gra
do con dos incógnitas, se elimina una de ellas, y como 
consecuencia de esta transformación resultará una ecua
ción con una sola incógnita, y ya se dijo (5 7 ) la manera 
de obtener su valor.

Así, por ejemplo, si las ecuaciones propuestas fueran
4íP^7í/=47 
5íc—2y=  5,

eliminando la x  en ambas ecuaciones por el método de 
reducción, se tendrá, según se ha visto (67), 43y=215, 
de donde y=5.

Si ahora se quisiera determinar el valor de x, podría 
esto conseguirse, bien sea eliminando la y en las ecuacio
nes propuestas, con cuyo motivo resultará una ecuación 
sin más incógnita que la a?, de la cual se deducirá x = 6\ 
ó bien podría emplearse otro procedimiento más expe
dito, que consiste en sustituir el valor conocido de y en 
cualquiera de las dos ecuaciones dadas, y entonces re
sultaría una ecuación con la incógnita x.

Por lo tanto, si en el ejemplo que antecede, se sustitu
yera en la ecuación ox—2y—5 en lugar de y su valor ó,

X ose tendría, ox—10=5, de donde x = ~ — 'd.
o



70. Las fórmulas que se deducen al resolver dos 
ecuaciones literales con dos incógnitas, permiten desde 
luego determinar los valores de éstas, cuando las ecuacio
nes propuestas sean numéricas.

Así, en el sistema
a x-\-b y—c 
a'x-\-h'y=c'

aplicando el método de sustitución para eliminar la 
incógnita x  en ambas ecuaciones, se tendría de la pri- 

c—hy
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mera de éstas. x= a
segunda, daría por resultado, a 'X

cuyo valor, sustituido en la 
hy

-Vy- efec-
tuando las transformaciones que proceden para su reso
lución (55), se obtendría, [áb'—l)a')y=ac'—ca', de donde 
__ ac'— ca'

Siguiendo el método llamado de reducción, para eli
minar la incógnita y en las ecuaciones propuestas, ha
bría que multiplicar la primera por h' y la segunda 
por 1), para después restar ordenadamente ambos resul
tados. Así se tendría, {aV—ba')x=ci'—be', de donde

valores que, sustituidos en las ecuaciones

que fueron dadas, las satisfacen.
Si se quisieran resolver por medio de estas dos fórmu

las las ecuaciones numéricas que antes se propusieron, 
bastaría sustituir en aquéllas en vez de cada letra su va
lor particular. Así, ahora, se tendría que a=4, b— 1 , 
c=47, a'—5, c'—5, de donde resultaría

4X6—47X5
- = o .

71.
4X —2 -7 X 5   ̂ 4X —2 -7 X 5 '

Si ahora se deseara resolver un sistema de n ecua-



ciones con n incógnitas, se comentaría eliminar tina 
incógnita en la primera ecuación y cada una de las demás, 
y así resiütaría otro sistema equimlente' al anterior com
puesto de n— 1 ecuaciones con n— 1 incógnitas; después de 
esto, se pasaría á eliminar, en este último sistema, otra 
cantidad desconocida, obteniéndose con tal motivo n— 2  ecua
ciones con n— -2 incógnitas; continuando en tal forma se 
llegaría á tener la ecuación final con una sola incógnita, 
cuyo valor ya se sabe cómo se determina. Una vez conocido 
éste, se sustituiría en una, cualquiera de las dos ecuaciones 
del sistema anterior, que sólo deberá contener dos incógnitas, 
y resolviéndola se tendrá el valor de otra; los valores halla
dos de estas dos cantidades desconocidas se sustituyen en 
una cualquiera de las tres ecuaciones del sistema anterior 
que contiene tres incógnitas, y entonces ya podría decirse 
encinto vale otra, y así se continuaría del mismo modo hasta 
que se consiguiera averiguar los valores de todas ellas.

Ejemplo: Resolver el sistema

2y-\- z— 89 
7£c-j-2̂ ’=209  
3a;-|-5 í/ = 1 6 1 .....  (a)

Eliminando la z entre la primera y segunda de estas 
ecuaciones por el método de sustitución, para lo cual se 
despeja z en la primera y se reemplaza su valor en la se
gunda, se tendrá, 7¿c-j-178—4t/ = 209; de donde se de
duce, I x —4y==31...., (b).

Si se elimina la y entre esta última ecuación y la ter
cera por el método de reducción, resultará;

3Ó£C—20?/=lo5 
12x'+20y=r644
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47íc =799,



de donde se deduce que íc= 17; si ahora se sustituyera 
este valor en una cualquiera de las dos ecuaciones del 
sistema anterior (a) y (b), por ejemplo, en la (b), se ten
dría, que 119—4y=31, y por lo tanto, y—2 2 . Finalmen
te, si se reemplaza el valor hallado para y en la primera 
ecuación del sistema propuesto, resultaivá 44-j-.^=89, de 
donde ^=4.5 (•'•').

También pudiera resolverse un sistema de ecuaciones, 
que contenga igual número de incógnitas, determinando 
directamente el valor de cada una de éstas; pues así 
como se ha venido en conocimiento de la primera incóg
nita, pudiera haberse procedido del mismo modo para 
determinar el valor de cada una de las demás; pero ob
sérvese que, obrando de esta manera, habría que emplear- 
más trabajo con motivo del mayor número de operacio
nes que entonces sería necesario efectuar.

72. Si cada una de las ecuaciones propuestas no con
tuviese, como en el último ejemplo, á todas las incóg
nitas del sistema, convendría eliminar en tal caso la 
incógnita que entrase en menor número de aquéllas; 
cuando esto no suceda so elegirá, para mayor sencillez 
en la eliminación, aquella incógnita que tuviese menores 
coeficientes, ó si se empleara el método de reducción, de
berá darse la preferencia á la incógnita, cuyo coeficiente 
tenga el jna3'or número posible de factores comuires con 
los coeficientes de la misma incógnita en las demás ecua
ciones. Finalmente, la observación y la práctica en los 
ejercicios de esta índole, indicarán en cada caso particu-

(") Podrían también haberse resuelto tre,s ecuaciones litera
les con tres incógnitas, y  asi se hubieran obtenido las fórmulas 
correspondientes á cada una de ellas. Haciendo aplicación: de 
estas fórmulas al sistema numérico propuesto, se hallaria igu a l
mente el valor de cada incógnita; pero en la práctica es míis có
modo resolver el expresado sistema directamente.
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— s o 
lar las transformaciones que con más facilidad conducen 
á la resolución de las ecuaciones propuestas.

Cualquiera que sea el método de eliminación de .qxie 
se haga uso, siempre la ecuación final resultante será de 
primer grado y no contendrá más cjue una sola incóg
nita; por lo tanto, según se sabe (57), ésta no tendrá sino 
un solo valor. Lo cual manifiesta que en un sistema de 
ecuaciones de primer grado distintas y compatibles, que 
contenga tantas ecuaciones como incógnitas, cada una de és
tas no tiene sino un solo valor.

7 3 . Ecuaciones distintas son aquellas, en que se ve
rifica que ninguna de las que componen el sistema 
puede deducirse de las demás, por medio de una opera
ción que no las altere. Según esto, son distintas las ecua
ciones de los diferentes sistemas de que se ha hecho 
mención en los ejemplos anteriores; en cambio

3,x-\- 4y=15 
9¿c-)-12y=45

son la una consecueíicia de la otra, supuesto que, si se 
multiplican ambos miembros de la primera por 3, resulta 
la segunda. Así, este sistema, en vez de contar con dos 
ecuaciones, realmente tiene una sola.

74. Se dice que varias ecuaciones son contradictorias 
ó incompatibles, cuando el conjunto de ellas forman un 
sistema, que no puede quedar satisfecho para ningún va
lor finito y determinado, que se asigne á sus incógnitas.

Por ejemplo,

dx-\- 4y—15 
9¿c-)-12y=29:

en donde se ve desde luego que existe una condición 
absurda.
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ARTÍCULO 3.°

R esolución de un sistem a en que el número de ecu acion es  
no es igual al de incógnitas.

75. De no ser igual el número de ecuaciones al de in
cógnitas, claro es que el de aquéllas será menor ó mayor 
que el de éstas. El primero de estos casos conviene sub
dividirlo en otros dos, según que sea una la ecuación 
propuesta ó varias las ecuaciones del sistema dado.

Para resolver una ecuación con varias incógnitas, se 
deberán suponer conocidos los valores de todas ellas me
nos el de una, con cuyo motivo la cuestión queda redu
cida á resolver una ecuación de primer grado con una 
sola incógnita (56).

Según esto, sea la ecuación ?>x-\-4,y—bz—Q] si en ella 
se dieran los valores arbitrarios 8  y 7 respectivamente á

 ̂ é y, tendríase = 6 ....(h).
Para conocer otra solución de la ecuación propuesta, 

se asignarían en ella los valores arbitrarios 1 0  y 9  respec-
20tivamente á z é y, y resultaría x = -^ . Si se continúao

dando valores cualesquiera á dos de las incógnitas, se 
tendrán otros nuevos para la tercera; esto manifiesta 
que el número de soluciones tío tiene fin, y por consi
guiente la ecuación será indeterminada.

Pudiera suceder que se procediera á la resolución de 
un sistema compuesto de tantas ecuaciones como incóg
nitas, sin haberse dado cuenta de q^e una ó varias de las 
citadas ecuaciones eran consecuencia de alguna ó algu-



n.as do las ecuaciones restantes; entonces acontecería que 
al determinar los valores de las incógnitas se pondría en 
evidencia que el sistema propuesto era indeterminado. 
Así, por ejemplo,

d.T/—|— 4:^=10  

9íf-]-12^==45,
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efectuando en estas ecuaciones la eliminación de la in- 
por el método de sustitución ̂  se tendría 

■i,'/ 1.  n .  .15—ií/
cógnita X

X
15- y por lo tanto 9X -12y=45; de3 ' " ..........."" 3

donde se deduce 135—36y-)-3ü?y=135, lo cual manifiesta 
0 y por consiguiente el sistema propuesto resulta

indeterminado; lo que pudo haberse conocido de ante
mano, atendiendo á que en él sólo se tiene en realidad 
una sola ecuación con varias incógnitas, supuesto que 
multiplicando los dos miembros de la primera por 3 , re
sulta la segunda ecuación.

A las incógnitas á quienes se les asignan valores arbi
trarios denomínanse variables independientes, y, aquellas 
cuyos valores dependen de los asignados á las antedi
chas variables, se dice que son funciones de éstas. Así, en 
el ejemplo (h)  ̂é y son las variables independientes y x  
es función de ambas.

76. De lo dicho se desprende, que para resolver un 
sistema compuesto de mayor número de incógnitas que 
de ecuaciones, habrá que comenzar por dar valores ar
bitrarios á tantas incógnitas como excede el número 
formado por la totalidad de éstas al de las ecuaciones 
que se hayan propuesto, con cuyo, motivo la cuestión 
aparece entonces reducida á resolver un sistema do igual 
número de ecuaciones que de incógnitas (71).



líjemplo; Sean las tres ecuaciones con cuatro incóg
nitas:

2.r-(-3?/—4^=3 
2.-r-|-2«—92=—7 
2-¡-2n—3íc=—7.

Considerando á la incógnita y como variable indepen
diente y dándole el valor 1 , quedará el sistema propuesto 
reducido á

2x — 42=0 
2x-\-2n—9z= —7 
z~^2n—3 a:— í j

en donde ya no existen sino tres ecuaciones con tres in
cógnitas. Resuelto este sistema, se tendría z = l, x = 2, 
n= —1 . Dando á y un valor diferente de 1 , sería fácil 
deducir, siguiendo un procedimiento análogo, los valores 
correspondientes de las tres incógnitas restantes, los cua
les compondrían otra nueva solución del sistema pro
puesto y así se podrían encontrar tantas cuantas solucio
nes se desearan.

77. En el segundo caso, ó sea cuando se trate de un 
sistema de m ecuaciones de primer grado con m—n in
cógnitas, se resuelve primeramente el sistema formado 
de m—n ecuaciones con igual número de incógnitas, y las 
soluciones halladas lo serán del propuesto, siempre que 
satisfagan á las n ecuaciones sobrantes, las cuales se de
nominan ecuaciones excedentes. Mas como esta última cir
cunstancia no acontecerá en la gran mayoría de los 
ejemplos que pudieran citarse, se infiere que todo sis
tema con más ecuaciones que incógnitas será en general 
absurdo.
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Ejemplo:
18íc—ly—5í;= 11 
66y—10£C-|-15áf=1620 
14^-f-8y+3£c=320 
Qx—y —ít=19  
19£c-¡-22?/—8^=63.

Al resolver el sistema formado por las tres primeras 
ecuaciones con igual número de incógnitas, se tiene 
x — 12 , y—2b y 2= 6, cuyos valores, por no satisfacer á 
las dos últimas ecuaciones, que son las excedentes, ma
nifiestan que el sistema propuesto es imposible.

Cuando los coeficientes de las incógnitas son literales en las 
ecuaciones excedentes, reciben éstas el nombre de ecuaciones de 
condición, sin duda, por expresar las condiciones á que deben 
satisfacer los valores de aquéllos, con el fin de hacer posible el 
sistema propuesto. Claro esté, que si el niunero de coeficientes 
indeterminados es igual al de ecuaciones de condición, al re
solver éstas, considerando h los mencionados coeficientes como 
si fueran incógnitas, acontecerá que todas las ecuaciones pro
puestas serán compatibles, siempre que se asigne á los coefi
cientes indeterminados los valores que se hayan deducido de las 
precitadas ecuaciones de condición.

Ejemplo:
í8x —l y —bz=H  
66y—10a; 4-152=1620 
142-|-8¿/-1-32=320 
ax—y —2=19 
6x-|-22?/—82=63.

Pudieran hacerse compatibles las ecuaciones que constituyen  
este sistema, resolviendo las tros primeras, y  una vez sustituidos 
los valores de a;, z é í/  en las dos ecuaciones de condición, y 
efectuadas las reducciones-procedentes, resultarían tranformadas 
éstas en

• 12a=50
126=-4.39,
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do modo.qiie las ecuaciones

18 a 3 — 7/y—5 z = ll
66¡/-10 x-|-152=1620
143+8¿/+3z=320
50
12‘

' _-J (-V¡X—2/—z=19

22.v-^íc-8z=63,

serian compatibles, y  el sistema que forman la totalidad de ellas 
se verificarla para x = 1 2 , ¡¡/=25 y z = 6 .

Es evidente, que si el niimero de coeficientes literales fuera 
mayor que el de ecuaciones de condición, éstas podrían quedar 
satisfechas de un mimero infinito de maneras.

ARTÍCULO 4.0 
Resolución de problem as.

78. Cuando en la investigación de las relaciones que 
median entre las incógnitas y los datos de una cuestión, 
asignado que sea el valor de una de ac|uéllas, se viene fá
cilmente en conocimiento de las demás, entonces se pue
de dispensar la formación de tantas ecuaciones como in
cógnitas contenga el problema, así como la determina
ción directa de cada una de éstas.

Así, el problema (61) podría resolverse también por 
medio de dos ecuaciones con dos incógnitas, supuesto 
que, .si se llama x  al número mayor é y al menor, se tiene

^  de donde se deduce tu—
X—y=JJ

y--

2 '
S—D

Análogamente si en el problema de los correos (63) se 
llama ij á la distancia que media entre el punto de par-



ticla J. y el punto de encuentro E, se tendrán las ecua
ciones

X  v'
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y V de donde v—v'
y—x=^d

y-

v'd
;—V
vd

V— V .

Mas cuando las relaciones que ligan á las incógnitas, 
no sean tan sencillas como en los ejemplos á que se aca
ba de hacer referencia, entonces procede que el problema 
se plantee, sirviéndose de tantas ecuaciones como cantida
des desconocidas aparezcan de su enunciado.

P r o b l e m a . —En un almacén existen una barra de hierro y
2otra de cobre, y  se sabe que las de la im m era x>esan 96 kg.o

3 5menos que los -r- de la segunda, y  los de ésta pesan lo mismo4 o  4
que los de la segunda. Se desea .saber cuál será el peso de cada 

una de estas dos barras.
Keprcsentando con las letras x  á y  los pesos respectivos de las 

barras de hierro y de cobre, se tendriaii las ecuaciones

3 2_y__a3=96

de donde se obtiene a;=720 kg., í/ = 512 kg.
P r o b l e m a . — Cuatro sujetos han comprado azúcar, té, manteca 

y  café ú los mismos precios cada articulo. E l primero compn'ó 
7 kg. de azúcar, 3 de té, 4 de manteca y  5 de café, que importa- 
ron l io  ptas. y  50 cénts. El segundo tomó 2 de aziicar, i  de té, 
H  de manteca y  9 de café, y  su cuenta ascendía á 93 yitas. y  
50 cénts. El tercero llevó 3 de azúcar, 5 de té, 10 de manteca y  
6 de café, y  tuvo que p>agar con tal motivo 183 ptas. Finalmente, 
el cuarto sujeto adquirió 9 kg. de azúcar, 8 de té, 8 de manteca 
y  9 de café, teniendo que abonar en tal concepto 263 ptas. y  
50 cénts. ¿,Cuál es el valor del kilogramo de cada especie?



Representando con x , y, z y n, los precios respcctiyos del azú
car, te, manteca y café, se tienen las ecuaciones

lx - \- iy - \-  4s-(-5»=110,50 
-X-\- ? /-l-ll3+ 9 íi=  93,50 
3x-)-5?/-|-10z-|-6?í=i 83 
9x-i-8ífy-j- 82-j-9n=263,50,

que resueltas, quedan satisfechas con los valores referidos á la 
peseta x = l ,  ?/=25, z—i,  n =2,b .

Si se propusiera resolver una cuestión en que se conocieran el 
número de unidades de cada una de las especies mezcladas, y á 
la vez el precio medio, seria fácil resolver entonces este nuevo 
problema correspondiente á la regda de aligación, sin más que 
apoyarse en la igualdad (Akitm.=‘ 181), que como se vió, servia 
de fundamento para la resolución de los dos casos que á aquélla 
pertenecen.

En la citada igualdad se tiene una ecuación de primer grado
con las incógnitas p',2>-......> J' tanto, los problemas de
esta Índole tendrán un mimero infinito de soluciones.

Al hacer aplicación de lo que se acaba de decir al caso parti
cular (Aurni." 185), en que se trata de hacer la mezcla de 6, 2, 
6, 4 y  10 hectolitros de diferentes clases de trigo, y  determinar 
entonces cuáles habían de ser sus respectivos precios, á fin de que 
el del hectolitro de la mezcla fuese de 24 qyesetas; se tendría una 
ecuación con cinco incógnitas, en donde despejando una cual
quiera de ellas, resultaría

, )—{np -\-n'p'-\-^i"p"-\-'n!"p'")
V -

si ahora se efectuaran las sustituciones que corresponden al ejem
plo particular propuesto, se veria que

„.v ̂ 24(6-1-2-1-6-1-4-flO)- (6jo+2y/-j-6y/-f4y/")
10 ’
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por tanto, asignando valorea arbitrarios á las variables indepen
dientes, pudiera obtenerse el número de soluciones deseadas; de 
modo que si para fijar las ideas se supone que p, pl, p"  y  p'"  va
lieran respectivamente 17, 20, 21 y 2G, resultaría yj"'= 3 0  pe
setas.

Lo cual pone d(> manifiesto un nuevo procedimiento para com- 
])i'obar los problemas de la regla de aligación.



P r o b l e m a . — Un sujeto se obligó á conducir una partida  de 
loza, en la que había vasijas de tres distintos tamaños, con la 
condición de que abonarla por cada una que rompiera tanto 
como le valia su conducción. En el prim er viaje llevó 2 vasijas 
grandes, 4 medianas y  3 pequeñas; rompió las q)equeñas y  reci
bió 0 ,i  4 pesetas. En el segundo transportó 3 grandes, S medianas 
y  2 pequeñas, rompió las medianas y  recibió 0,0Í de peseta. En  
el tercer viaje llevó 4 grandes, 2 medianas y  5 pequeñas; rompió 
las grandes y  no tuvo que percibir ni abonar nada. En el cuarto 
que condujo 7 grandes, 8 medianas y  4 pequeñas, solamente lle
garon enteras las grandes y  percibió 0 , H.  Finalmente, en el 
quinto viaje transjíortó 5 vasijas grandes, 6 ■medianas y  9 joqu e
nas, y  únicamente llegaron sin romperse las medianas, con cuyo 
motivo se le entregaron 0,08 de peseta. Se desea averiguar cuánto 
se le pagaba por la conducción de cada vasija de los tres tamaños.

Representando por x, y , z, lo que respectivamente valia la 
conducción de cada vasija grande, mediana y chica, se tienen 
las ecuaciones

2x-\-iy—3 z= 0 ,lá  
3 x -5y-\-2 z= 0 ,01  
2y-4x-\-5z= :0  
7x—8y—4 z = 0 ,l l  
6¿/—5íc—9z=0,08,

que corresponden á las cinco liquidaciones efectuadas, y  resuel
tas las tres primeras que poseen igual número de incógnitas, se 
encuentra x= 0 ,04 , y= 0 ,03 , z=0,02.

Al sustituir estos valores en las dos ecuaciones excedentes, 
resulta que no las satisfacen, y por lo tanto, el problema es ab
surdo, dadas las condiciones que se determinan en su enunciado.
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CAPÍTULO IV.
Ecuaciones de segundo grado con una incógnita.
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ARTÍCULO  1 °

R eso lu c ió n  de la  ec u a c ió n  d e seg u n d o  g ra d o  
en  su s  d iferen tes  form as.

79. Una ecuación de segundo grado se llama com
pleta, cuando contiene un término en que el exponente 
de la incógnita es 2 , otro en que el exponente de la in
cógnita es 1 , y finalmente un tercer término conocido. 
A.SÍ, la forma general de la ecuación completa dé segundo 
grado, después de preparada, es ax^-\-bx-\-c=Q, en donde 
efectuando la transposición y multiplicando ambos niiem- 

.bros de la ecuación, que resulta, por 4a se tiene 
Aaxr-\-4:áhx—iac\

y agregando á ambos miembros 6 ,̂ con el fin de trans
formar el primero de éstos en trinomio, que tenga raíz cua
drada exacta, se tendrá ^aP-xr-\-4:abx-\-lP-=b-—4ac; y co
mo quiera que el primer miembro de esta ecuación es 
igual al cuadrado del binomio 2ax-\-b, al extraer la raíz 
cuadrada de los dos miembros, se obtiene

‘2ax-\-b=±\Jh^—4ac (*),

(*) Al extraer la raíz cuadrada de los dos miembros do 
la ecuación A:Ct-x--\-Anhx-\-h-=h-—4ac, so tendrá en realidad, 
±(2rta3-|-ó )= ±V //-—4ac, de donde, 2«a3-(-ó=d=Vó-—4«c, y 
—(2aas-|-Z>)=±A7)-—4ac; mas como quiera que multiplicando 
ambos miembros de esta última ecuación por —1, se reproduce 
la .anterior, es inútil que se escriba el sig’no do ambig'üedad ci\ 
el primer miembro de la antepenúltima ecuación,



y por lo tanto la ecuación propuesta ha quedado trans
formada en otra de primer grado, que ya se sabe cómo 
se resuelve.

Despejando en ella x, se tiene (1 )2a ' '
en donde aparece x  con dos valores que sólo so diferen
cian en el signo que antecede al radical, los cuales una 
vez separados serían

__ —6 - 4ac
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X- 2a X- 2a
80. Traduciendo al lenguaje vulgar la fórmula (1 ) so 

tendrá la siguiente regla: En una ecuación de segundo 
grado de la forma ax2-(-bx-j-c=0 , la incógnita es igual al 
coeficiente del segundo término cambiado de signo, más ó 
menos la raíz cuadrada de la diferencia que existe entre el 
cuadrado de dicho coeficiente y el cuadruplo del producto de 
los coeficientes de los términos extremos (*), dividiendo todo 
el resultado obtenido por el duplo del coeficiente del primer 
término.

Conviene á veces transformar la ecuación 
aai^-\-bx-\-c= 0

en otra equivalente, con el fin de que el coeficiente del 
término en x- sea la unidad, lo cual se consigue sin más 
que dividir los dos miembros de aquélla por el expresado 
coeficiente, y es fácil comprender que la ecuación resul
tante tendría entonces la forma x-~\-mxfi-n=i).

Las soluciones de esta ecuación podrían obtenerse ha
ciendo en la fórmula (1) a = l ,  b=m y c~ n  y resultaría 
por lo tanto,

(*) El término conocido c, puede con.siderarse como coefi
ciente del termino en x".
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— — 4n_ m
'~2-Vi)í̂ —\n

m -» / /  V
(2).

81. Esto pone de manifiesto que en la ecuación de la 
forma x ‘̂ -\-)n.r-\-Ji=0 el valor de la incógnita equivale á la 
mitad del coeficiente del segundo término mudado de signo, 
nicis ó menos la raíz cuadrada de la diferencia que existe 
entre él cuadrado de la mencionada mitad y él tercer tér
mino.

Ejemplo : Resolver la ecuación Ix-—13.r—110=0; 
sustituyendo en la fórmula (1) el número 7 por a, en lu
gar de l), —13, y —110 por c, se tendrá

/
_13±Vl32+4.7.110 _13d=57 ^

14 14

x= -\-5  

x=^—3 1

Si para resolver la misma ecuación quisiera hacerse 
uso de la fórmula (2 ), se transformaría aquélla en

„ 13 l i o
-A

en tal caso pudieran efectuarse las correspondientes sus
tituciones, y resultaría

13 A //13Y^ , :
V I 14I +

l i o
7 "

13d=57
"“ T-T"'

Rara comprobar estos dos valores de la incógnita, no 
habría sino ver si verificaban la ecuación propuesta.

82. No todas las ecuaciones de segundo grado po
seen las tres clases de términos que se ha visto tiene la 
ecuación completa, sino que frecuentemente carecen ó 
del término en x  ó del término independiente de la ilV



cógnita; eu cualquiera de estos dos casos se aplica á la 
ecuación de segundo grado, que se proponga, el calificati
vo de incompleta.

Para resolver la ecuación bastará consi
derarla como un caso particular de la completa, eu la 
cual el coeficiente & de ésta es igual á 0  en la ecuación 
incompleta propuesta, y eu este supuesto se tendría, apli
cando la fórmula (1 ):

: \ /0 —dac__ A j  e
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x= 0 :
2a (3)

Se podría también resolver la ecuación ax^-¡-hx—0 
por medio de la misma fórmula (1 ), sustituyendo en ella 
0  eu lugar de c, y así se tendría;

-h=i=]/b̂
2a 2a (4)

X ■■ -A  (.),
a ' '

Ejemplo : Resolver la ecuación ^x‘’-—25=0. 
Efectuando las correspondientes sustituciones en la 

fórmula (3) será
\ 2,5

T ....j P '= -2 ,5 ,
valores que verifican la ecuación propuesta.

Ejemplo: Resolver la ecuación —2bx—0.
Reemplazando 4 en lugar de a, en la fórmula (4) y —25

2 óen vez de b, resultará .r' = 0  y x”= ~ . (*)

(*) Como pudiera haber alguna duda acerca de si la fórmula 
general que corresponde á las raíces de la ecuación completa de 
segundo grado, comprende ó no las soluciones que se refieren á 
las ecuaciones incompletas, convendrá á los alumnos ejercitarse 
cp deducir directamente estas mismas soluciones,



Según se lia visto, para determinar los valores de la 
incógnita, en cualquiera de las formas de la ecuación de 
segundo grado que se considere, siempre ha habido ne
cesidad de extraer una raíz; y en esta atención sin duda, 
ha tomado origen el que aquellos valores se denominen 
también raíces de la ecuación.
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ARTÍCULO 2.°
Propiedades de la s  raíces y  su  d iscusión.

8 3 .  E l  p r i m e r  m ie m b r o  d e  u n a  e c u a c ió n  d e  l a  f o r m a  

x'2+ m x-|-ii= 0 ,

e s  i g u a l  a l  p r o d u c t o  d e  d o s  f a c t o r e s  b in o m io s  d e  p r i m e r  g r a d o ,  
c u y o s  p r i m e r o s  t é r m i n o s  s o n  x , y  lo s  s e g u n d o s  e s t á n  f o r m a d o s  

p o r  c a d a  u n a  d e  l a s  r a l e e s  d e  a q u é l la  c o n  s ig n o  c o n t r a r i o .
En efecto, siendo x '  una de las raíces de la mencionada ecua

ción, el primer miembro de ésta tiene que ser divisible por 
X —x '  (28 ). Efectuando la división se obtiene por Cociente exacto, 
x - \ - { x ' - \ - m ) = x —(—x ' — m ) , y  por lo tanto,

x - - \ - ^ n x - \ - n = { x — x ' )  { x — {—x ' — m ) ) .

D e esta igualdad se deducen las siguientes proposiciones:
1.  ̂ S i  l a  e c u a c ió n  d e  l a  f o r m a  x--)-mx-l-n t ie n e  u n a  r a í z  i g u a l  

á  x', q m s e e r á  ta m b ié n  o t r a  e q u i v a l e n te  d —x'—m.
2.  ̂ L a  e c u a c ió n  d e  s e g u n d o  g r a d o  d e  l a  m i s m a  f o r m a ,  n o  

p u e d e  t e n e r  s in o  d o s  r a í c e s ;  en atención á que el producto del 
segundo miembro eir la últim a igualdad, no puede reducirse á 
cero, sino siendo cero alguno de los dos factores, ó sea cuando 
x = x '  ó x = — x '—m '.

3. “ L a  s u m a  d e  l a s  m e n c io n a d a s  r a í c e s ,  e q u iv a l e  a l  c o e fi

c ie n te  d e l  s e g u n d o  t é r m i n o  c o n  s ig n o  c o n t r a r i o ,  en vista de que 
£c'-p(—x ' — m ) = — m .

4. “ E l  p r o d u c t o  d e  l a s  p r e c i t a d a s  r a í c e s  e s  i g u a l  a l  t e r c e r  t é r 

m in o ,  en atención á que x ' { — x ' — m ) — — x''^— m x ' ^ n .
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8 4 . En la cliseusión de las ralees de la ecuación ax--\-bx^c= Q ,

que, como se dijo (79 ), son cc- -6±Vó’—4(70
2ñ ’ procede consi

derar tres casos principales, según que la expresión subradical 
h-—4ac sea positiva, cero ó negativa, y  en todos ellos los tres 
coeficientes, que se supone, representan cantidades reales.

En el primer caso, si 4 í7c fuera cuadrado perfecto, su raiz 
cuadrada seria exacta, y  entonces las dos soluciones serian ra
cionales y conmensurables: si por el contrario el valor de aquel 
binomio no fuera cuadrado perfecto, las dos raíces serian irracio
nales ó inconmensurables, pero siempre representarían cantida
des reales.

Si se quisiera deducir el signo de cada una de las mencionadas 
raíces, pudiera conseguirse sin más que conocer los que afec
tan á los diversos coeficientes. En efecto, la  ecuación general 
á que se hace referencia puede presentarse en una de estas cua
tro formas:

•i.“ =0 3.̂ ■11̂  c „x ^ - \ ~ x ------= 0' a a

2.“....  £c-—^x-l—̂z=0a a 4 .“ X-------X------= 0 .a a

Obsérvese que el coeficiente a siempre puede suponerse posi
tivo, pues si no lo fuera, bastaría cambiar los signos á todos los 
términos de la ecuación propuesta.

En las dos primeras ecuaciones, d esra íces tienen igual sig-

no, supuesto que su producto equivale á +  —; l’cro en la pri

mera, ambas raíces tienen que ser jiegativas, en atención á que 

su suma tiene por valor — y  en la segunda las dos son positi

vas, porque su suma es +  Las dos últim as ecuaciones tienen
(*

sus raíces de signo contrario, en vista de que su producto es — 

pero en la tercera, su raiz negativa es de mayor valor abso

luto, porque tienen por suma — en cambio, en la cuarta,



su vaiz negativa es la do menor valor absoluto en atención á que

la suma de ambas vale + — (*).a  ̂ ^
En el segundo caso, ó sea cuando ly'—iac  es igual á cero, los

dos valores de x  se reducen á x = — lo que manifiesta, que en

este caso las dos raíces de la ecuación son iguales en m agnitud y  
en signo: negativas si b os positivo, y  positivas si b es negativo.

Finalm ente, en el caso de que el valor de b-—4uc sea negativo, 
so tendida (pie extraer la raíz cuadrada de una cantidad negativa, 
y  por lo tanto las dos ralees serian im aginarias (3 8 ).
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ABTiCULO 3.°
R esolución de problem as.

85. Los valores de la incógnita en los problemas que 
se resuelven por medio de ecuaciones de segundo grado, 
se distinguen, por más de un concepto, de los obtenidos 
en la resolución de los problemas determinados de pri
mer grado; pues mientras que en éstos, según se vió, ca
da incógnita no tenía sino un solo valor, en aquéllos 
existe duplicidad de valores para la cantidad desconocida. 
Por otra parte, si bien es cierto que en los problemas de 
segundo grado las raíces pueden ser conmensurables, en 
cuyo caso poseen la misma significación j  alcance que 
tenían los valores de las incógnitas en los resueltos por 
medio de ecuaciones de primer grado, hay casos en que

(*) Cuando dos térlniiios consecutivos de una ecuación tienen  
nn mismo signo, se dice que existe una permanencia, y  hay  
una variación cuando c.stáu afectados de sigiid  contrario.

Como que se ve coincide el número do permanencias con el de 
ralees negativas y  el de variaciones con el de positivas, esta con
sideración permite determinar desde' luego los signos de las raí
ces de la  ecuación dada, fijándose fínicamente en los que afectan 
á los diferentes términos de ésta.



se obtienen pura aquéllos, soluciones de diversa índole; 
así sucede cuando las citadas raíces son inconmensura
bles ó imaginarias.

Las soluciones inconmensurables manifiestan que el 
problema es absurdo, cuando por el enunciado de éste, se 
ve Cjue la incógnita expresa una cosa indivisible ó preci
samente conmensurable; en los demás casos los valores 
inconmensurables son verdaderas soluciones aproximadas 
de la cuestión propuesta.

Las raíces imaginarias dicen que el problema á c|ue se 
refieren no tiene solución numérica que satisfaga á las 
condiciones expresadas en el enunciado de aquél, por 
más que, según se dijo (58), siempre verificarán la ecua
ción deducida como consecuencia del planteo.

Obsérvese que si una de las dos raíces es imaginaria, 
la otra no podrá ser cantidad real, en atención á que, se
gún se tiene visto (79), el radical es el mismo para los 
dos valores de la incógnita. Sin embargo, puede suceder 
que de las raíces halladas, solamente una de ellas posea 
todas las propiedades exigidas en el enunciado del pro
blema.

P roblema I .°—Dado el producto y  la sum a de dos cantidades, 
hallar una de ellas. Representando la suma por s y  una de las 
cantidades por x ,  la otra tendrá por expresión s—x ,  y  siendo 
conocido su producto p , se tendrá la ecuación x{s—x)=p>, ó,

X-—sa5q-7J=0, de donde c c = -^ ± 'y /L — p .

P roblema i.°~^H allar sobre una recta qiie une dos puntos, A 
y  B, otro ])unto C igualmente iluminado por dos luces colocadas 
en los anteriores, que se hallan distantes entre si d metros.

Sean i- é i'- las intensidades de las dos luces y  x  la distancia 
desconocida A C, la que media entre B  y  C estará expresada 
por d—x .

A _ B ■
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Los que hayan estudiado óptica, saben que c u a n d o  d o s  l u c e s ' 

i lu m i n a n  ig u a l m e n t e  u n  p u n t o ,  s u s  i n t e n s i d a d e s  s o n  d i r e c t a m e n te  
j) ro p > o r c io n a le s  á  lo s  c u a d r a d o s  d e  s u s  r e s p e c t i v a s  d i s t a n c i a s  á

d ic h o  p u n t o ;  luego, según  esto, deberá verificarse, - 3 = 7
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Si se supone que i > i ' , el primei- valor de x  será igual á c í X v ^ ,

x-* -{d—x Y
Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, lo cual no

alterará las soluciones de la ecuación, siempre que en uno de los
miembros se dejen indicados los dos valores de su raiz, resultará,
i  , i '  i

~ = — -,----- ) de donde x = d X ^ -r ^ .X rf—x ’ i ± i '
Al discutir este resultado, comiéncese por observar que en él

tiene x  dos valores distintos, lo cual manifiesta que en la recta
A B  existen dos puntos igualm ente iluminados por ambas luces,
cuya posición depende de l'os valores* asignados á i é i ' .

i

lo cual indica que el punto buscado se encuentra entre A y  J3, y  
más próximo á éste que al anterior; pues siendo el valor
de X tiene que ser más pequeño que d ,  por ser propia la fracción

i d
y  ¿+¿'<27, de aqui que

El segundo valor de dice que el punto que se

ti’ata de encontrar está á la derecha de B , pues siendo i> i—i', 

la fracción es impropia, y  por lo tanto x > d .

Si i= i',  el primer valor de x  se reduce á lo que prueba
¿I

que el punto buscado se halla á la mitad de A Z?, y  el segundo

se conviei-tc en t7x-Q -=cx); esto manifiesta que el otro punto

se halla á una distancia infinita, y  por lo tanto, no existe otra 
solución sino la que corresponde al primer valor.

Finalm ente, en el caso de que i<j.', el valor primero indicará 
que el punto que se desea encontrar, se halla entre A y  B , pero 
más próximo de A que de B , pues como que ¿-)-¿'>2í, se ten- 

ddrá x < 2"
El segundo valor se hace negativo; lo cual indica que el punto 

buscado está á la izquierda de A,



D o s  f o c o s  l u m h io s o s  s e p a r a d o s  á  u n a  d i s t a n c i a  d e  3 9  m e t r o s ,  
p o s e y e n d o  e l  p r i m e r o  u n a  i n t e n s i d a d  d e  1 6  C á r c e l  ( * )  y  e l  s e y u n d o  

d e  6 , 2 5  l á m p a r a s  d e l  m is m o  s i s t e m a .  ¿ C u á l  s e r á  e l  p u n t o  q u e  s e  
h a l l e  i g u a l m e n t e  i l u m i n a d o  p o r  a m b o s  fo c o s ?

Eeemplazando, en la anterior fórmula, en vez de cada letra su  
valor particular, se obtendrían las dos soluciones
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C-39X-1—Sx '= 2 4  metros 
104 metros.

Si el punto igualm ente iluminado hubiera de hallarse precisa
m ente entre los dos focos, se tendría sólo una solución en cada 
uno de los tres casos, en vista de que entonces habría que pres
cindir de las segundas soluciones por ser e x t r a ñ a s  al problema.

(*) En fotometría se hace tiso de la lámparaíCárcel como una 
de las unidades adoptadas para medir la intensidad de luz.



LIBRO TERCERO.
PKOGRESIONES Y LOGARITMOS.

CAPÍTULO I. 
P r o g r es io n e s .

86. Se llama progreskIn una continuación de núme
ros tales que cada uno se forma del inmediato anterior, 
por medio de una ley general.

Los diferentes números que componen la progresión 
se denominan términos de ésta. Al resultado constante 
que se obtiene de la comparación de cada dos términos 
consecutivos se llama razón.

Las progresiones se dividen en crecientes y decrecien
tes: en las primeras los valores de los términos van au
mentando de izquierda á derecha, al paso que en las se
gundas se verifica lo contrario; y, por lo tanto, toda pro
gresión creciente será decreciente invirtiendo los térmi
nos, de modo que el último de la primera pase á ocupar 
el lugar que corresponde al primero de la segunda, y el 
primer término de aquélla ocupe el último de ésta.

Aun cuando toda progresión es por su naturaleza inde
finida en ambos sentidos, es lo más corriente en la prác
tica que se la considere limitada, en cuyo caso el primero 
y el último término reciben el nombre de extremos, y los 
couíprendidos entre uno y otro medios de la progresión.

Interpolar varios términos entre dos números dados, 
es formar una progresión que tenga por extremos los dos



números mencionados y tantos medios como términos de 
aquélla se haya convenido en deducir.

Estos últimos términos se denominan medios diferen
ciales cuando forman parte de una proyresión aritmética, 
y se dice que son medios proporcioncdes cuando perte
necen á una progresión geométrica.
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ARTÍCULO l.° 

Progresiones aritm éticas.

87. La progresión se llama aritmética, cuando cada 
uno de sus términos se forma añadiendo al inmediato an
terior una cantidad constante denominada razón ó dife
rencia.

Según esto, para formar una progresión aritmética, se 
escogerá una cantidad a, y á ésta y á las sumas sucesi
vas que van resultando, se les agrega la diferencia cons
tante d : los términos de la progresión en este caso serán 
a, a ^d , a-f-2d, a-\-M, .... a-f-nd y la progresión se in
dica en la siguiente forma: -r-a . a-\-d. ci-)-2(Z. ......
. a-f-wd, que se lee: como a es a-f-d es a-\-2d es etc.

Cuando d es positiva, la progresión es creciente, y si 
fuere negativa será decreciente.

Así, -p3 . 5 . 7 . 9 . 1 1 ......  es una progresión creciente
cuya diferencia es 2, y si se escriben estos mismos tér
minos en sentido contrario se tendrá: - P l l . 9 . 7 . 5 . 3 ....
una progresión decreciente cuya razón ó diferencia se
rá —2.

Por medio del siguiente teorema se determina la ex
presión del término general.
• Un término cualquiera de una progresión aritmética es



igual al primero, más tantas veces la diferencia como térmi
nos hay antes de él.

Sea la progresión -^a . h . c . e ........p .q . r  .u, en que
a y u son los extremos y el la razón, se tendrá, J=a-j-í7, 
c=b-\-d, e—c-\-d ....q=p-f-(h r=q-\-d, u^r-\-d\ suman
do ordenadamente estas igualdades y simplificando, re
sulta: n=a-\-d-\-d-\-d-\-d-\-....; en esta igualdad d se
halla repetida tantas veces como igualdades existen, ó 
sea tantas como términos hay en la progresión menos 
uno: llamando n al número de términos que posee la 
progresión, la igualdad que antecede se convierte en 
u=a-\-{n—l)d  (1), que era lo que se deseaba de
mostrar.

Despejando a de la igualdad (1), se deduce que
a=u—[n—l)í7  (2), lo cual manifiesta que tm término
cualqtiiera es igual al último, menos tantas veces la diferen
cia como términos le siguen.

Si se quisiera hallar el duodécimo término de la pro
gresión -f-3. 5 ......, no habría sino apoyarse en la fór
mula (1) y se tendría «=3-(-l 1X2=25.

Si ahora se tratara de encontrar el término colocado once
lugares antes del último de la progresión -r-......  23.25,
se harían las debidas sustituciones en la fórmula (2), y así 
se tendría a= 25—11X2=3.

88. Para interpolar un cierto número de términos 
entre dos números dados, habrá que averiguar el valor 
de la diferencia de la correspondiente progresión, y una 
vez conocida, se sumará esta razón con el primer término 
y se tendrá el segundo, agregando á éste la misma razón 
se tendrá el tercero, y así sucesivamente se formarán los 
demás.

Sean p y q los términos entre los cuales se desea in
terpolar otros en número de n\ como quiera quep ha de
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ser el primer término de la progresión y g el último, y la 
totalidad de los términos de ésta ha de ser w-j-2, se. tencb'á

de donde se deduce- que d= a—p (3).

Luego para interpolar varios términos entre dos nú
meros conocidos, es indispensable hallar el valor de la di
ferencia, el cual se obtiene restando del número que ha de 
hacer las veces de último término, el que ha de ocuqqar el lu- 
(jar del primero, y este exceso obtenido-se divide por el nw  
mero de términos que se han de interpolar, más uno.

Así, para interj)olar entre los números 3 y 25 diez me
dios diferenciales, se tendría, según la fórmula (3), que d

sena igual a J q- |^ = 2 .

Fácilmente se comprende que, si se llegasen á interpo
lar suficiente número de términos diferenciales entre 
otros dos que fueran conocidos, siempre se podría conse
guir que la razón obtenida sea tan pequeña como se de
see, y por lo tanto puede considerarse que en tal caso el 
crecimiento de los términos de la progresión se efectúa 
por grados insensibles.

De la fórmula (3) se deduce también, que si entre cada 
dos términos de una misma progresión aritmética se in
terpola el mismo mimero de medios diferenciales, las pro
gresiones parciales que resulten formarán una sola pro
gresión, supuesto que todos tienen la misma diferencia, 
y en tal consideración cada una de aquéllas concluye por 
el término con que la otra empieza.

89. Antes de deducir la expresión de la suma de 
todos los términos de una progresión, conviene demos
trar el teorema siguiente;

En toda progresión aritmética la suma de dos términos 
equidistantes de los extremos, es igua,l á, la suma do éstos,



Sea la progresión -^a .h  .c . e ........p . q . r  .u . Como
quiera que e y son dos términos equidistantes de los 
extremos, éstos tendrán por expresión, según las fórmu- 
las (1) y (2), e=a-\-7id, ii= u—red, en el supuesto de que 
re sea el número de términos anteriores al e y posteriores 
al p : sumando ordenadamente las dos últimas igualda
des, resulta e-\-p=a-\-u.

Luego, si se llama ;S' á la suma de todos los términos 
de la progresión, se tendrá

....-\^p-\-q-\-r~\-u;
colocando los términos del segundo miembro de esta 
igualdad en sentido contrario, se obtiene

iS'==M+’'+<í'+Í’+ .... e + c + 6 + a ;
y sumando ordenadamente las dos equivalencias que se 
acaban de escribir, resulta

2^= (a+ « ,)+ (í.-fr)+ (c+ íz)+ (c+ i,)+ ....
+(<3+i^)+(c+g)+(í>-|-r)-)-{ci-(-re.);

como los términos comprendidos dentro de cada parén
tesis se hallan equidistantes de los extremos, la suma de 
cada dos de ellos será igual á a-\-u] luego

2/S=(n-[-re)-|-(e(-|—re)-|-(a-j—re)-|-(íi-|—re)-|-.....

en cuyo ségundo miembro a-\-u estará repetido tantas 
veces como términos existen en la progresión: siendo re 
el número de éstos, la última igualdad se transformará

en 28={a-\-u)n, de donde ....  (4), cuya
tí

fórmula dice que la suma de todos los términos de una pro
gresión por diferencia, es igual ci la semisuma de los extre
mos multiplicada p>or el número total de aquéllos.

Hallar la suma de todos los términos de una progresiÓ7i
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por diferencia, en la cual el primer término sea 3, la dife
rencia ó razón 2 y el número de términos 12.

Determinado el último término, según se vió (87), y ha
ciendo uso en el presente ejemplo de la expresión (4), se

tendrá 6 '= :? I^ x i2 = 1 6 8 .

En vista de que las fórmulas (1) y (4) contienen cinco 
cantidades literales distintas, fácil será, conocidas que 
sean tres de ellas, deducir los valores de las dos restan
tes, en atención á que se tendría un sistema de dos ecua
ciones con dos incógnitas, que ya se sabe (69) cómo se 
resuelve.
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ARTÍCULO 2.° 
Progresiones geom étricas.

90. Una progresión se dice que es geométrica cuando 
cada uno de sus términos es igual al que le precede, 
multiplicado por una cantidad constante denominada 
razón. Para formar los términos de una progresión geo
métrica, se considera una cantidad a, como término do 
la progresión, se multiplica éste por la razón r y se tiene 
el siguiente; multiplicando este segundo término por la 
razón, se determina el tercero y de este modo se conti
núan deduciendo los valores de los demás términos.

Estas progresiones se leen lo mismo que las aritméticas 
y se escriben del siguiente modo: ~a\ar\ar^\ar'^\....:«?•".

Si la magnitud de r es mayor que 1 la progresión será 
creciente, y si menor que 1 será decreciente.

Así, -h-3:6; 12:24:48: ....es una progresión geométrica
creciente, cuya razón es 2, y si se escriben estos mismos



términos proporcionales (*) en sentido contrario, ó sea,
-h-48:24:12:6:3:....se tendrá una progresión decreciente

1cuj^a razón es

De la definición que se acaba de exponer, se deduce 
la manera de hallar el valor de un término cualquiera:
sea la progresión -H-a:6:c:d: .... -.p-.q-.t-.u, y r su razón; se
tendrán las igualdades b=ar, c=hr; d=cr; ....  í?=pr;
t=qr, íi=tr: multiplicándolas ordenadamente y simplifi
cando el resultado, se obtiene n=arrrr; igualdad en la 
que r se baila repetida tantas veces como términos menos 
uno hay en la progresión: llamando 71 al número de tér
minos, la igualdad anterior se reduce á ....  (1).

Como es evidente que se hubiera obtenido el mismo 
resultado deteniéndose en un término cualquiera de la 
progresión, se deduce que éste equivale al primero multi
plicado por una potencia de la râ Ó7i, cuyo expolíente es 
igual al nimiero de términos'que le anteceden.

Si se quisiera hallar el duodécimo término de la pro
gresión -h-3:6: ....no habría sino apoyarse en la expre
sión general (1) y resultaría, «—3X2'^=2048.

91. La interpolación de un número determinado de 
términos entre dos números conocidos, queda reducida, 
según se ha visto en las progresiones aritméticas, á en
contrar el valor correspondiente de la razón. De modo, 
que, si fueran p y q los dos términos entre los cuales 
se desea interpolar otros en, número de 71, teniendo en 
cuenta que p es el primer término y g el último de la

progresión, resultaría, de donde, r = ^

(*) Se llaman asi, en atención A qtie cada tre.s términos con
secutivos forman una proporción continua, en la cual ol segaiiidq 
es medio proporcional entre los otros dos,
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Según esto, el valor de la razón se obtiene dividiendo el 
último término de la progresión por el primero, %j del cociente 
que resulta se extrae la raíz, cuyo índice es igucd al número 
de términos que se desea interpolar, más uno.

De aquí se deduce, que si entro cada dos términos 
consecutivos de una progresión geométrica, se interpola 
el mismo número de medios proporcionales, el conjunto 
de progresiones parciales que resultan formarán una sola 
progresión.

92. La suma de los términos de una progresión geo
métrica, se determinará mediante la consideración que 
sigue:

Teniendo en ^a\lr.c:d:....p:q:t:u una progresión; si se
llama S  á la suma de todos sus términos, n al número de
éstos y r á la razón, resultará: jS'=a-|-??-(-c-(-d-|-....-(-

multiplicando los dos miembros de esta
igualdad por r, se obtiene; rS=ar-\-hr-\-cr-\-dr-\-....-f
-\-pr-\-qr-\-tr-\-ur, pero como se verifica que ar=h, br—e,
cr=d, etc., podrá escribirse también rS=h-\-c-\-d-\-....-|-
-\-g-\-g-\-t-\-u-\-ur, restando de esta igualdad la primera,

se tendrá que rS—S= ur^a; de donde S—-----—....  (2).
r—1 ^

Según esto, la suma de todos los términos de una pro
gresión geométrica, es igual al último, multiplicado goor la 
razón, dismimiido este producto en el primero, y dividiendo 
el resultado q>or la diferencia que existe entre la expresada 
razón y la unidad.

Ejemplo: Hallar la suma de los doce términos de una 
progresión geométrica, en la que él primero es 3 y la razón 
vale 8.

Se determinaría el último término, que, según se vió (90), 
era igual á 2048, y por lo tanto, ¿1=2048X2—3=4093.

Las relaciones (1) y (2) contienen cinco cantidades dis
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tintas, luego el conocimiento de tres de ellas dará lugar á 
problemas análogos á los que podían resolverse en las 
progresiones aritméticas. Sin embargo, conviene observar 
que, cuando no se conozca n, no es fácil determinar su 
valor con los conocimientos que basta el presente se tie
nen expuestos, ni tampoco se podrá hallar r en el caso 
de que n sea mayor que 3.

Obsérvese además, que al comparar las fórmulas (1) y  (2) obte
nidas en las iH'ogresiones aritméticas con las que corresponden á 
las mismas cuestiones cu las geométricas, se ve  que liubieran 
podido formarse de las primeras las segundas, sin más que cam
biar las sumas de aquéllas en producto, las restas en divisiones, 
las m ultiplicaciones en potencias y  las divisiones en ralees. Asi, 
por ejemplo, si se quisiera escribir la fórmula que en las progre
siones geométricas corresponde á la deducida para determinar la 
siima de los términos de una progresión aritmética (89 ), se ten
dría entonces P =V («?í)'*; lo cual manifiesta, que e l p r o d u c t o  d e  
to d o s  lo s  t é r m i n o s  de, u n a  p r o g r e s i ó n  g e o m é t r i c a ,  e q u i v a l e  á  l a  

r a í z  c u a d r a d a  d e l  p r o d u c t o  d e  lo s  e x t r e m o s ,  e le v a d o  á  l a  p o t e n c i a  
i n d i c a d a  p o r  e l  n ú m e r o  t o ta l  d e  a q u é l lo s ;  regla que pudiera dedu
cirse con facilidad directamente.
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CAPÍTULO II. 
Logaritmos.

ARTÍCULO l.° 
Propiedades generales.

93. Al comparar las progresiones aritméticas con las 
geométricas, han podido reconocerse las relaciones de 
analogía que existen entre unas y otras, en todo cuanto 
se refiere en ellas á la formación de los diversos términos 
de que constan y á la manera de intervenir los distintos 
elementos, que componen las fórmulas que se han dedu
cido, La observación de esta marcada correspondencia 
entre las antedichas progresiones, ha sido sin duda la 
causa de la invención de los llamados logaritmos, según 
se hace patente en el estudio de esta teoría.

Se llaman logaritmos los términos de una progresión arit
mética que se corresponden con los de otra por cociente, de 
tal modo que el término 0 que aparece en la primera ocupa 
igual lugar que el 1 que forma parte de la segunda. Así:

. —n d ......... —2d . — d . 0 . d . 2 d ..........nd  .—co oo

rn r rn : (1)

representan dos progresiones cuyos términos, á la vez que 
reúnen las condiciones de la definición que antecede, se 
supone crecen y decrecen indefinidamente y en el mismo 
sentido en una y otra. Así se tendrá que el logaritmo 
de 1, será 0; el de ?•, d; el de 2d, etc.



La palabra logaritmo se ha convenido en expresarla 
con las tres letras log, que se anteponen al número á que 
hacen referencia. Segtm esto, se diría log r ”=nd. -

94. Dos progresiones formadas en las condiciones 
expuestas, constitu}^!! lo que se conoce con el nombre de 
sistema de logaritmos (•'■').

Pudiendo formarse estas progresiones de modo que 
sus respectivos términos so diferencien entre sí, en can
tidades tan pequeñas como se desee, resulta de aquí que 
todos los números pueden entrar á formar parte de las 
mencionadas progresiones, lo cual manifiesta que en un 
mismo sistema de logaritmos todo número tiene su co
rrespondiente logaritmo y recíprocamente.

Comparando nuevamente las antedichas progresio
nes (1), se deduce además, en vista de que todos los térmi
nos de la progresión por cociente son siempre positivos, 
que los números negativos no tienen logaritmo. Así como 
también, que los números mayores que la unidad tienen 
logaritmos .positivos y los menores que aquélla los tendrán 
negativos. Á  mayor número corresponderá mayor logaritmo 
y reciprocamente.

95. Se entiende por b a s e  de un sistema de logarit
mos, el número que tiene por logaritmo la unidad ((*) **).

Según esto, si ahora se quisiera que apareciese la base
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(*) Como quiera que á cada alteración en los valores de r  y  
de cí se tendrán dos nuevas progresiones, de aquí que sea infinito 
el número de sistemas de logaritmos que se pueden considerar, v  
por lo tanto, uu intsmo número puede tener infinitos logaritmos, 
asi como un logaritmo puede pertenecer á infinitos números.

(**) Seria fácil hallar el valor de la base, en el sistema de 
logaritmos propuesto (1), fijándose en que ? irf= logr «, mas como

que en este caso ) id = l,  se tendrá n = — , valor que sustituido en

A íila igualdad primera, da por resultado l=log r d, do donde



l io  -

de uu sistema en las progresiones de que so compone, 
éstas tendrían entonces la siguiente forma:

—OO........— 11 ..........
1 1

—3 . —2 . —1 . 0 . 1 . 2 . 3  . . . . .  ........OO
i  1 1

¿CO ¿)íí • b-'
0= (2)

Al examinar el sistema expresado en la forma que 
antecede, se deduce otra manera de considerar los loga
ritmos, supuesto que, según se ve, éstos son Jos exponentes 
de Jets piotencias ú que Jiay que elevar un número invariable, 
positivo y diferente de uno, llamado base, piara que resulten 
los correspondientes números del sistema (■•').

Según esto, si se designa por N  un número cualquiera, 
por h la base del sistema y por x  el logaritmo de N, se 
tendrá, N = h^, á cuya igualdad se llama mif/ciów loga
rítmica.

96. Apoyándose en la definición que antecede, se 
puede demostrar que en todo sistema de logaritmos, és
tos poseen las siguientes propiedades:

1.“ El logaritmo de un producto es igual á la suma de 
los logaritmos de los factores.

En efecto, siendo x, x' y x' los logaritmos respectivos 
de los números n, n' y n ,  se tendrá: n=b^ , n'=h''^' y (*)

(*) Para demostrar que esta definición es general y  por consi
gu ien te aplicable á los diversos términos de un sistema cualquiera, 
considérese en el sistema de logaritmos propuesto (i) , un  número 
cualquiera r» y  su correspondiente logaritmo n d ,  y  sé tendrá

evidentem ente, r = ( v r  )  ; si ahora se elevan ambos miembros de/ d yid
esta identidad á la potencia n, aparecerá, rn = \ f r  )  ; pero como

d
que b=\'r , resultará, ?■'» =  en donde se ve  que el logaritmo 
de , ó de su igual b>‘Uj equivale á n d .

Los números á que equivalen las diferentes potencias de la 
base, reciben el nombre de a n t i l o g a r i t m o s .



n"=b^"] multiplicando ordenadamente estas ecuaciones, 
resultará: y por lo tanto,

log n n'n=x-\-x'~\-x"=\og n-\-\og «'-j-log n .
2.  ̂ E l logaritmo de un cociente es igual al logaritmo 

del dividendo menos el logaritmo del divisor.
En efecto, sea « el dividendo, n' el divisor, y a; y x' 

sus respectivos logaritmos. Dividiendo ordenadamente

lás ecuaciones y n'=b^', resultará, —= b^-^'
n' ’

de donde: log — = x —íc'=log n—log n'.'iX
3. “' E l logaritmo de la potencia de un número es igual 

al logaritmo de éste nndtiplicado por el exponente.
Sea n el número que se quiere elevar á la potencia m, 

y a: el logaritmo de aquél, se tendrá n=b^] elevando 
ambos miembros de esta ecuación á la potencia m, resul
tará y  por lo tanto, se verificará que

log n'‘''=mx=m'X[og n.
4. “' E l logaritmo de una raíg cualquiera de un número, 

es igual al logaritmo de éste dividido por él indice.
Si se extrae la raíz del grado m en ambos miembros

m X
de la ecuación n= h^, se tendrá ‘\Jñ=yb^=b«\ y por

tanto, log \ /n = —m m
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a r t í c u l o  2.»

Propiedades particulares de los logaritm os ordinarios.

97. El sistema de logaritmos que más habitualmente 
se usa en los cálculos, es aquel cuya base es 10, ó sea la
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misma, que posee nuestro sistema de numeración. En tal 
caso el sistema de logaritmos se llama vulgar, ordinario, 
decimal ó tabidar (* (**)), con el fin de diferenciarlo del deno
minado liiperhólico, natural ó neperiano (*■'*').

Según lo dicho (95), las progresiones que sirven de 
fundamento al sistema vulgar serán las siguientes;

— oo..
. . 1  1 
••10“ '" ' ’l0'i

n. .. —3 . —2.—1.0.1.  2 . 3 ....... 11 ....... (X)

. :0,001:0,01:0,1;1 :10:102;10'':... :10'¡ :. . .  :10 oo [ ( » )

Del examen comparativo de ambas progresiones se 
desprende, que los únicos números cuyos logaritmos son 
enteros, se hallan formados por las potencias de 10 con 
exponentes también enteros, y por lo tanto los logaritmos 
de los números que no reúnen esta circunstancia, se com
pondrán de dos partes, la una entera, llamada caracte
rística, y la otra decimal, denominada mantisa. Así, el 
logaritmo de todo número comprendido entre 10® y lO'’*, 
será mayor que 3 y menor que 4; y por consiguiente 
tendrá tres unidades de característica y la parte decimal 
ó mantisa que le eorresponda.

Todo número conmensurable que no fuere igual á una potencia 
de la base, cuyo exponente sea entero positivo ó negativo, tiene 
por logaritmo un número inconmensurable.

Si se tiene un número n, que puede ser entero ó fraccionario, 
pero no una potencia de 10, cuyo exponente sea entero, y se re
presenta con la letra x  su logaritmo, que, como so ha visto, no 
puede ser igual á rrn nriinero entero, habrá que hacer patente 
que tampoco el mencionado logaritmo puede ser un número frac-

(*) Estos logaritmos fueron calculados por primera vez por 
Briggs.

(**) Se llamó asi, por haberlo considerado primeramente Ne- 
per que fué el inventor de los logaritmos.



cioHario, y por lo tanto tendrá qne ser inconmensurable.
En efecto, si n representara un mimero entero, se tendría que 

en la ecuación 10 •^=n, no podría x  ser un quebrado irreducible tal
s -i

como y ,  pues si esto sucediese, resultarla 101 —n, ó 2 s X 5 «—nt ;

igualdad absurda, en atención á que descompuesto n en su  ̂
factores primos contiene únicamente á los factores 2 y 5 afec
tados del mismo exponente entero, y por lo tanto n tendría 
que ser igual á una potencia de 10, lo cual es contrario á la 
hipótesis.

Tampoco n puede ser un quebrado irreducible, pues si esto
_p

aconteciera, la igualdad \Qq=n ó i0^=rfl seria absurda, su
puesto que el primer miembro representaría á un número en
tero y el segundo un quebrado irreducible.

98. La característica del logaritmo de un número ma
yor qiie 1, tiene tantas tinidades, como cifras menos una 
2)osee la parte entera del número que se considera.

Si se considera un número cuya parte entera tenga n 
cifras, se hallará comprendido entre lO”-"* y 10", y pol
lo tanto su logaritmo será mayor que n—1 y menor w; 
luego la característica del logaritmo que corresponde al 
número propuesto, tendrá n—1 unidades.

Así, por ejemplo, en las progresiones fundamentales 
del sistema de logaritmos ordinario, se ve que al loga
ritmo de 10®, que es un número entero de 4 cifras, corres
ponden 3 unidades á su característica.

99. Si tm número se mtdtíplica ó divide por una poten
cia de 10, la característica de su logaritmo aumentará ó 
disminuirá en tantas unidades como tenga el exponente de 
10; pero la mantisa no experimentará alteración alguna.

En efecto, representando por n un número cualquiera 
y por m el exponente de la potencia de 10 que se consi
dere, se tendrán las siguientes igualdades:
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log (wXlO’")=^og w+log 10’”= lo g  n-[-m
log (5?. : 10"')=log «—log 10”'= lo g  n— m.

Cuyas conclusiones hacen patente lo que se deseaba 
demostrar, supuesto que el aumento ó disminución que 
experimenta log n en m unidades enteras, afecta única
mente á la característica.

R e c í p b o c a m e n t e : Si dos logaritmos se diferencian en u 
unidades, el número correspondiente al mayen- es igual al 
que corresponde al menor muUiplicado por 10̂ ‘ .

En efecto, siendo los dos logaritmos conocidos l y Z-l-̂ í, 
serán 10' y 10'd-“ sus respectivos números, y como que 
10'+“ =  10' X  10“ 1 se tendrá demostrado lo que se de
seaba.

100. La característica de un número decimal menor que 
1, fiê ie tantas unidades negativas como ceros más uno exis
tan entre la coma y la primera cifra significativa.

Sea F  una fracción decimal y n el número de ceros 
que contiene entre la coma y la primera cifra significa
tiva. Multiplican.lo F  por la unidad seguida de w+1 
ceros, ó sea por 10"+i, se tendrá otro número decimal 
cuya primera cifra de la izquierda ocupará el lugar que 
corresponde á las unidades enteras, en atención á que 
para obtener el expresado producto, habrá necesidad de 
correr la coma de izquierda á derecha n-{-l lugares. 
Ahora bien, el logaritmo del producto tendrá cero por 
característica (98), luego el de la fracción decimal F  será 
el resultado de quitar w-[-l unidades de esta característica 
cero, y por lo tanto la que corresponderá á la fracción F  
será —(M-j-l)-

Así, por ejemplo, en las progresiones mencionadas (97), 
se ve que al logaritmo de la fracción 0,001, que tiene dos 
ceros entre la coma y la primera cifra significativa, corres-
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ponde una característica igual á —3 unidades enteras.
Por lo tanto, la característica positiva de un logaritmo 

ordinario indica el lugar que ocupa, á la izquierda de las 
unidades sencillas, la primera cifra significativa del nú
mero propuesto, al paso que la característica negativa 
expresará el que ocupa, á la derecha de las unidades 
sencillas, la primera cifra significativa del número que 
se considera.

ARTÍCULO 3.0 

U so de la s  Tablas.

101. En la elevación á potencias se conocía la base y 
el exponente que afectaba á ésta y se trataba de averi
guar el valor de la potencia; en la extracción de raíces se 
daban la potencia de una cantidad y su exponente, lla
mado entonces índice, y se quería hallar el valor de la 
base, que, en la expresada teoría, recibía el nombre de 
raíz; por lo tanto, según esto, sólo resta ahora que se 
considere el problema cuyos datos son la potencia y la 
base de donde proviene, y deducir de ellos el valor del 
exponente, el cual, según lo. dicho (95), será el logaritmo 
de la mencionada potencia.

Para resolver este problema en los diferentes casos que 
pueden ocurrir, hay necesidad de servirse de las T ablas 
DE L ogaritmos, las cuales se componen de tm  co n ju n to  

d e  c u a d ro s , en  lo s q u e  se  e n c u e n tr a n  lo s  lo g a r itm o s  d e  los  

n ú m e r o s  en te ro s , co m q iren d id o s e n tr e  cero  y  u n  l im ite  a r b i 

t r a r io  q u e  se  f i j a .
La disposición de las tablas de esta índole y el mayor 

número entero cuyo logaritmo contienen, varían según sea



el autor que las haya construido; mas como quiera que á 
todas ellas precede una explicación detallada, acerca de la 
manera de usarlas, sería inútil detenerse aquí con tales 
repeticiones, y por lo tanto, sólo se insistirá en resolver 
los dos siguientes problemas:

1.0 Dado un número, que no se halla en las tablas, 
averiguar su logaritmo.

2.0 Dado un logaritmo, que no se encuentra en las 
tablas, determinar el correspondiente número.

— 116 -

I.

102. Si se quisiera encontrar el logaritmo del número 
6789256, que excede al que marca el límite de los conte
nidos en la tabla de que se haga uso (*), se tendría que 
la característica del expresado logaritmo sería 6, en virtud 
de lo ya diclio (98), y la mantisa se sabe (99) es la mis
ma que la del logaritmo del número 6789,256; mas co
mo 6789,256 se encuentra comprendido entre los nú
meros consecutivos 6789 y 6790, resultará entre sus 
respectivos logaritmos, comprendido el del 6789,256. Así 
se tendrá,

log 6790...........=^,831870
log 6789,256....=3,831806+íc
log 6789...........=3,831806.

Admitiendo ahora que las diferencias de los números 
son directamente proporcionales á las diferencias entre sus 
respectivos logaritmos, proporcionalidad que, aun cuando

(*) En los ejemplos de esta teoría, que so proponen en el pre
sente Tratado, han sido empleadas las Tablas de Logaritmos 
publicadas por el catedrático D. Ensebio Sánchez Eamos.



no es rigurosamente exacta, el error con ella ocasionado, 
es insignificante cuando se aplica á números consecuti
vos mayores que 1000, resultaría:

6790—6789:6789,256—6789 
::log 6790—log 6789:log 6789,256—log 6789;

ó bien, 1:0,256; :0,000064:a;=0,000016; y por lo tanto,
log 6789,256=3,831806-1-0,000016=3,831822:

como que el número propuesto es un entero con siete 
cifras, contendrá 6 unidades la característica de su loga
ritmo, do modo, que log 6789256=6,831822.

La diferencia tahular, ó sea la que existe entre dos 
logaritmos consecutivos de las tablas, se expresa ba- 
bitualmeute con sólo las cifras significativas que repre
sentan unidades del último orden decimal, á que se re
fieren los mencionados logaritmos. Según esto, en la 
diferencia tabular del ejemplo anterior, se escribiría sólo 

y lí®̂ ' lo tanto, la que existe entre el logaritmo que 
corresponde al número próximo menor y el que se busca, 
sería 16.

Según esto, para bailar el logaritmo de un númefo 
entero, que no se encuentre en las tablas, se seimrarán de 
la derecha de éste solamente las cifras que sean xirecisas 
para que el número restante, que queda á la izquierda 
esté en aquéllas (*); se multiplicará la diferencia tabular
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(•■) Teniendo en cuenta que la diferencia que existe entre los 
logaritmos de dos números consecutivos, disminuye á medida que 
sean mayores los números que se consideren. Supuesto que lla
mando n y n-pi á los expresados luimeros, se tendrán las si
guientes igualdades:

log (ji-|-l)_iog n= log  ^ ll^ ^ = Io g

en donde se ve que está demostrada la proposición que se acaba 
de enunciar. ^



por la parte decimal que en el número propuesto se habrá 
separado, el producto que resulte añádase al logaritmo del 
número menor, y se pone á la mantisa obtenida p>or medio 
de esta suma la correspondiente característica.

103. Eu el caso de que el número propuesto fuera 
decimal, se determinaría su característica con sujeción á 
las proposiciones demostradas (98, 99 y 100) y luego se 
hallaría su mantisa del mismo modo que si el número 
dado fuera entero.

Ejemplo 1.® Hallar el logaritmo de 67,89256.
Según se ha visto, log 6789256—6,831822 

y por lo tanto, log 67,89256—1,831822.

Ejemplo 2.® Determinar el logaritmo de 0,03456.
Se tendría, log 3456=3,538574 

de donde, log 0,03456=2,538574.

Obsérvese que en este último logaritmo la earaci^rística 
es negativa y la mantisa positiva. Á los logaritmos así 
compuestos, se ha convenido en representarlos de modo 
que el signo menos se halle precisamente encima de la 
característica.

104. E l logaritmo de un quebrado ordinario, es igual al 
logaritmo del numerador menos él logaritmo del denominador.

En efecto, como quiera que todo quebrado ordinario es 
un cociente indicado, se tendrá, según se dijo (Ó6,2.“), que

log -^= log 4—log 5=0,602060—0,698970, de aquí re

sulta que log ~ = —0,096910.

En donde también se hace patente que el logaritmo de 
un quebrado propio es siempre negativo.

Los logaritmos negativos pueden transformarse en otros
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equivalentes de característica negativa y mantisa positiva, 
sirviéndose del coinjdemento á cero.

105. Llámase complemento á cero de un logaritmo (*), 
á otro logaritmo que sumado con el propuesto da por 
resultado cero.

De esta definición se desprende, que el complemento á 
cero de un logaritmo es este mismo logaritmo pero afec
tado de signo contrario. Así, el complemento á cero del 
logaritmo 4, que, como se ve, carece de mantisa, será 
igual á —4.

Sin embargo, de seguir este procedimiento cuando el 
logaritmo propuesto se componga de característica y de 
mantisa, el resultado obtenido no tendría forma á propó
sito para cálculos ulteriores, y en esta atención, conviene 
transformarlo en otro equivalente de característica nega
tiva y mantisa positiva, para lo cual si, por ejemplo, se 
tuviera el logaritmo negativo —2,096910, se determina
ría su complemento á cero, sin más que efectuar la sus
tracción agregando 3 unidades al minuendo cero, ó sea 
una más de las que posee el sustraendo, y para que 
aquél no se altere, habría que quitarle las mismas 3 uni
dades; así:

—3 -f3,000000 
—2,096910

—3+0,903090=3,903090. '' j ^

Cuyo resultado manifiesta, que para convertir un loga
ritmo negativo en otro equivalente de característica nega
tiva y mantisa positiva, se añade una unidad negativa á 
su característica y se determinará el complemento aritmético
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(*) Este complemento recibe el nombro de cologar timo y tam
bién el de complemento logarítmico.



d e  s u  m a n t is a  c o n s id e r a d a  com o p o s i t i v a  (Aritm.”' 188).
Del mismo modo que por medio del complemento arit

mético se transformaban las sustracciones en adiciones) 
se podrá convertir en suma la diferencia de dos logarit 
mos, sin más que añadir al minuendo el complemento á 
cero del sustraendo.

Así, por ejemplo, cuando del logaritmo 3,873907 se 
quiera restar de 2,.589241, no habría sino agregar á éste 
el complemento á cero de aquél, ó sea, 4,126093; y se 
tendría como resultado, 2,715334, igual al que se hubiera 
obtenido al restar directamente los logaritmos propuestos.
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II.

106. Si se tratara de determinar el número correspon
diente á un logaritmo, que no estuviera contenido en las 
tablas, se comenzaría por buscar en ellas las dos manti
sas entre las cuales se halle comprendida la del logaritmo 
propuesto, procurando siempre que las antedichas manti
sas se refieran á los números enteros de mayor número 
de cifras, qué las citadas tablas contienen. Si, por ejem
plo, el logaritmo fuera 2,456789, obsérvese que su man
tisa se halla comprendida entre 456776 y 456791, que 
respectivamente corresponden' á los números 28627 y 
28628; de modo que

log 28628.....=  4,456791
log 28621~\~x==....4,456789
log 28627 =  4,456776.

Teniendo en cuenta la proporcionalidad menciona
da (102), se tendrá:
28628—28627 : (28627-)-¿c)—28627;;0,000015; 0,000013.



Esta proporción en la práctica se escribe en términos 
'inás sencillos, diciendo; l:cc;'.15:13, de donde íc= 0,866; 
por lo tanto, el logaritmo de 28627,866, sería 4,456789; 
luego según esto, al logaritmo 2,456789 corresponderá el 
número 286,27866.

De modo, que para deducir el número que corresponde 
á un logaritmo dado, cuya mantisa no se encuentra en las 
tablas, se buscarán en éstas los dos números consecutivos 
de mayor número de cifras, cuyos respectivos logaritmos 
comprendan entre sus mantisas á la propuesta, y se dividirá 
el exceso de la mantisa dada, sobre la próxima menor que se 
halla contenida en aquéllas, por la diferencia tabidar escrita 
enfrente de esta última; el cociente que se obtenga, expresado 
en forma de fracción decimal, se agregará á la derecha del 
número menor, y en este residtado se colocará la coma, de 
manera que la parte entera tenga tantas cifras más una, 
como imidades posea la característica del logaritmo pro
puesto.

107. Si ahora se quisiera hallar el número correspon
diente á un logaritmo de característica negativa y man
tisa positiva, se procedería, para la determinación del 
expresado número, del mi,smo modo que en el caso ante
rior, ó sea como si la característica fuera positiva, y an. 
teponiendo al número obtenido en este supuesto tantos 
ceros (incluyendo al cero enteros) como unidades negati
vas tuviere la característica.

Sea, por ejemplo, el logaritmo 3,456789, cuya mantisa 
se ha visto que corresponde á 28627,86; se tendrá, según 
lo dicho (100), que 3456789=log 0,002862786.

Si el logaritmo propuesto fuera negativo, no habría si
no transformarlo en otro de característica negativa y 
mantisa positiva (105), con cuyo motivo este caso que
daba reducido al anterior,
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También pudiera haberse hallado el número que corresponde 
al expresado logaritmo negativo, sin más que suponer h éste co
mo si todo él fuere positivo; con tal modificación se determinaría 
su número correspondiente, el cual debería considerársele como 
denominador de una fracción, cuyo numerador fuera la unidad.

En efecto: sea el logaritmo —4,024239 que, considerado como 
positivo, corresponde al mimero 10574; teniendo en cuenta lo 
dicho (06, 2.^), se explica que

—4,024239=0-4,024239=log 1 - lo g
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CAPÍTULO III.
Aplicaciones de los logaritmos.

ARTÍCULO l.°
M anera de efectuar operaciones con los logaritm os.

108. El uso de los logaritmos en el cálculo, suminis
tra un valioso elemento, que, según lo dicho (96), permite 
efectuar de un modo tan rápido como sencillo las opera
ciones numéricas: así, el producto de varios factores se 
obtiene por medio de una suma; la determinación del 
cociente de dos números queda reducida á una sustrac
ción; la elevación á potencia se consigue sirviéndose de 
una sencilla multiplicación; y finalmente, la extracción de 
raíces no sólo se facilita con la intervención de los loga
ritmos, sino que, en la mayoría de los casos, es el único 
medio practicable para obtener el resultado.

A fin de proceder con la debida seguridad en todo 
cálculo donde baya de servirse de los logaritmos, con
viene exponer primeramente la manera de efectuar con 
ellos las operaciones ordinarias.

Para sumar varios logaritmos, se practica la operaciÓ7i 
como si fuesen decmiáles, y si alguna ó algunas de sus cai'ac- 
terísticas tuviei-an el signo negativo, se efectuaría la suma sin 
contar co7i éstas, y después se determmaría la diferencia qiie 
existiera entre la característica hallada y la que provenga 
deja simia de las negativas, cuida îdo, como es natural, quq



el resultado posea el mismo signo que tuviera la de mayor 
valor absoluto.

Ejemplo:

3,476782+1.594235+4,864236+5,141297 =  5,076550.

Para restar un logaritmo de otro, se suma él que hace 
las veces de minuendo con el complemento á cero del sus- 
traendo, según se practicó (105) esta operación. También 
pudiera haberse obtenido el mismo resultado efectuando di
rectamente la sustracción.

109. Para multiplicar un logaritmo de característica 
negativa y mantisa positiva por un número entero, se 
midtipilicarían por éste primeramente la mantisa y luego la 
característica, sumando algebraicamente los dos resultados.

Ejemplo:

3,569841 X 4 = (—3+0,569841)X4= 
= —12+2,279364=10,279364.

Si ahora se quisiera dividir un logaritmo de caracterís
tica negativa y mantisa positiva por un número entero, 
se añaden á los valores absolutos de la mantisa y de la 
característica el número de unidades precisas, para que esta 
última sea xm múltiplo del divisor, y se efectúa separada
mente la división de cada, una de estas dos partes pior el 
mencionado divisor entero.

Ejemplo:

5,842356:7=(7+2,842356):7=l,406050.

110. Si se quisierau multiplicar varios factores, se su
marian sus logaritmos y se determinaría él número corres
pondiente ti esta suma, el cual, según se dijo (96, 1.“̂), sería 
el producto buscado.
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Ejemplo: Se desea hallar el valor del producto de 
13X29X67: se tendrá,
log (13X29X67)=log 13+log 29+log 67=4,402416;

luego el número 25259 que corresponde á este logaritmo, 
será el producto buscado.

Para obtener el cociente de dos números, restañase del 
logaritmo del dividendo el del divisor, y se hallaría el nú
mero correspondiente á esta diferencia.

Ejemplo: Si se deseara determinar el valor de 
295780:1286, tendríase:
log (295780:1286)=log 295780—log 1286=2,361728;

y como quiera que este logaritmo corresponde al núme^’o 
230, éste será el cociente buscado (’̂ ).

111. Cuando se desee elevar un número á una poten
cia, se miiUiplicárá el exponente de ésta por el logaritmo del 
número, procediendo á determinar entonces el número que 
corresponde al producto obtenido (96, 3 .»-).

Ejemplo: Determinar el valor de (16,7)5.
Log (16,7)''=5Xlog 16,7=6,113580, á cuyo logaritmo 

corresponde el número 1298919,85607, que será el valor 
de la potencia buscada.

Se puede extraer la raíz de cualquier grado de un nú
mero, sin más que dividir el logaritmo de éste por el 
índice de la raíz, y buscar el número corrrespondiente al 
cociente que resulte. (*)

(*) Pudiera hallarse también el cociente de dos números sin  
más que agregar al logaritmo del m inuendo el cologaritmo del 
sustraendo y  determinar luego el antilogaritmo de la sum a  (105).

Así, haciendo referencia al ejemplo anterior, se tendría:
log: 295780......  ^,470969

comp. log 1286....... 4,890759
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2,361728=log 230



Ejemplo: \/l298919,85607. 
Se tiene que,

5
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5

log V 1 2 9 8 9 1 9 , ^̂ *̂ ^^=1,222716,O

al cual corresponde el número 16,7, ó sea el valor de la 
raíz que se deseaba encontrar.

ARTÍCULO 2.°

R egla de interés com puesto.

112. Se llama interés compuesto á la ganancia pro
ducida por un capital, impuesto con la condición de que 
los intereses devengados á la terminación de cada unidad 
de tiempo, se vayan acumulando al expresado capital, con 
el fin de que á su vez produzcan también interés.

Para determinar la relación que liga al capital primi
tivo c, al compuesto ó acumulado C, al tiempo t que dura 
la imposición, y finalmente, á 7? en representación del 
tanto por uno, ó sea, del beneficio obtenido por cada uni
dad de dinero en la unidad de tiempo, hay necesidad 
de considerar que el capital c producirá cR al cabo 
de un año, y por lo tanto á la terminación del primero, 
el capital c se habrá convertido en c-\-cR=c{l-\-B)\ lla
mando á este resultado c', el cual, después de trans- 
cuiT’ido otro año, se transformará á su vez, según aca
ba de manifestarse, en c poniendo ahora en lugar
de c' su valor c(l-)--jR)> resulta c{l-\-R) (l-(-E)=c(l-)-i7)2; 
lo que dice, que el capital c al cabo del segundo año, 
se habrá convertido en c{l-\-Rf; del mismo modo



al cabo del tercer ano resulta c(l-|-jR)^, y por lo tanto, 
á los t años, c[l-\-Hy ; de donde se deduce la igualdad 
C = c{l+ E Y ....(1 ).

Despejando sucesivamente en esta igualdad las canti
dades c, B j  t, se tendrá:
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c— G
( l + i 2) f... (2);

= v , (3); t-- _log g—log c 
log(l+E )

Como se ve, puede por medio de estas fórmulas deter
minarse una cualquiera de las cuatro cantidades que inter
vienen en ella, siempre que sean conocidas las otras tres.

P koblema 1.0— individuo impuso 17000 pesetas al 
^ P- %; ¿en qué se convertirá ese capital prestado á interés 
compuesto al cabo de 7 años9

Siendo 6  el tanto por ciento, el beneficio de una uni
dad de dinero al cabo de un año será 0,06. Como quiera 
que en este caso la incógnita es (7, habrá que emplear 
la fórmula (1 ) correspoudienle, en la que haciendo las de
bidas sustituciones, se tendrá C'=17000X(1,0G)’; de don
de se deduce,
log (7=log 17000-)-7Xlog (1,06)=25561. ptas. y 71 cénts; 
por lo tanto, el importe del interés compuesto devengado 
durante los 7 años, ascenderá á 25561,71—17000, ó sean 
8561,71 pesetas.

Problema 2.»— Un sujeto que tiene un hijo de 12 años 
y desea redimirlo del servicio de las armas, ¿qué cantidad 
debe imponer al 5 p. %, para reunir las 1500 pesetas que 
necesitará dentro de 8 años?

Haciendo uso de la fórmula (2 ) que determina el valor 
de c, se tendrá c- de donde.~(l,05)á

log c=log 1500—8 log 1,05=3,006579; 
y por lo tanto, c=1015,24 pesetas.



P roblem a  3.®— Jerez de la Frontera, que hace medio 
siglo tenía 33104 habitantes, cuenta en la actualidad con 
63132; se desea averiguar cuál debió ser, durante el tiemggo 
transcurrido, el aumento anual de población por cada 1000 
almas.

De la fórmula (3) aplicable á la resolución de este pro
blema, se obtendrá

log (1 I 63132-log 33104_
50

=0,0056081=log 1 ,0 1 2 ,
de donde i í = 0 ,0 1 2 ; lo que manifiesta que el aumento 
en el vecindario de la expresada ciudad durante los últi
mos 50 años, ha sido en cada uno de éstos de 12 habi
tantes por cada 1 0 0 0 .

P roblem a  4.®— ¿Fn cuánto tiempo se triplicará un capi
tal cualquiera, prestado al 6 p. %  de interés compuesto?

En el presente caso, D=3c; y por lo tanto, de la corres
pondiente fórmula (4), se tendrá, 3=(l-[-0,06)f (*); despe-, 
jando aquí la incógnita f, resultará.
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pr=:18 años y 2 2  días;log (1,06)"
Obsérvese, que aun cuando se adoptara por unidad de 

tiempo el mes ó el día, podrían emplearse idénticos razo
namientos para deducir la correspondiente fórmula, que 
sería la misma, sin otra diferencia que B  representaría 
entonces el interés de la unidad de dinero al cabo del 
mes ó del día; y por tanto, si se atiende á que toda 
fracción de año puede expresarse en aquellas unidades 
de tiempo, habrá que convenir en que la fórmula obte-

_ (*) Esta es una ecuación exponencial, llamada asi porque la 
incógnita aparece en ella por exponente.



nida (1 ) es general, y por consiguiente aplicable también 
al caso en que t represente un número fraccionario.

113. Eli el comercio sólo se acostumbra usar de la expre
sada fórmula, eu el caso de que t exprese un número exacto de 
anos; así e.s que cuando el tiempo fijado conteng’a además a l
gunos días, se principiará por deducir sirviéndose de la preci
tada expresión general, la transformación experimentada por c 
al cabo de t años y  después so pasa á investigar la cantidad que 
esto capital acumulado produce impuesto á interés simple, du
rante el número de dias que se desig’iie.

Asi el capital acumulado durante t años será C"=c(l-|-r)í y  la 
transformación de éste, impuesto á interés simple durante d  dias, 
se determinara por la íórmula (2) de la regla (Aritm.'* 1V3), 
sin más que sustituir en vez de c el capital C ,  en lugar de

t su igual ggg y  finalmente, reemplazando r  por su equivalente 

100 B, y  asi se tendría
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C'x^XlOOi?
=c(l+J?y R x - d

100 "‘"^360'
L uego el capital c al cabo de t años y  d  dias se convertirá en

C'=c(l+i?)í -t-c(l+ií)í i? x ~ = c (l-)- i? ) í

Nótese que si en esta últim a fórmula se hiciera d —0, resultaría 
C = c(l-|-i? ) t , lo cual fácilm ente se 'explica que suceda.

a r t í c u l o  3.°

A nualidades y  rentas v ita lic ias.

114. Se entiende por a n u alid ad , la cantidad constante 
que se entrega anualmente, bien con el fin de extinguir 
una deuda ó bien para formar un capital, durante un 
cieito número de años. £¡11 el primer caso, la entrega de 
la anualidad se efectúa á la terminación de cada año, y



en el segundo se hace al principio de cada uno de ellos.
P rimer caso. Anualidades de amortización.
Sea a la anualidad, B  el tanto por uno anual y t el nú

mero de años en que se ha de extinguir la deuda: satisfa
ciendo la primera anualidad al cabo del primer año, ésta 
producirá intereses durante los t— 1 años restantes, y al 
fin de los t años se habrá transformado en la
segunda anualidad se convertirá en a ( l + ¡ a  tercera 
en 1 así sucesivamente pudiera decirse de las
demás hasta la última, que, satisfecha al fin de los t años, 
no habrá producido interés alguno y valdrá solamente a. 
De modo que el valor de todas estas anualidades, al fin 
de los t años, será:

a ( l - f  .......

_ a ( l + E ) < — a
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+ a ( l + E ) + a = B
Pero si el valor de la deuda se representa por c, se ha

brá convertido ésta al cabo de t años, en luego

se verificará la igualdad c(l+ ií) * - ^....

en la cual aparecen ligadas las cantidades a, c, B j  t. 
Despejando a en la ecuación (1), se obtiene:

cB{l-\-B)^ fo\
(1 + E ) « — 1 ....

Problema 1.°— Una Diputación 2movincial ha contraído 
un emjiréstito de 2000000 de pesetas al 7 p. % , y se desea 
averiguar gtié cantidad anual debe jiresiponer, p>ara amor
tizar el expresado capital y sus intereses al cabo de 15 años.

Sustituyendo en la fórmula (2) en vez de cada letra su 
correspondiente valor particular, se tendrá: 

2000000X0,07(1,07)15
a = - (1,07)15—1 =219586 ptas. y 15 cénts.



P roblema 2 .®— Un sujeto gasta en tabaco desde la edad 
de 14 años, 20 céntimos de peseta por día. ¿Qué cantidad 
podría haber reunido á los (JO años, si hubiera impuesto en 
cada uno, al G p. las 7G pesetas que anualmente des
embolsa para fumar?

Representando por C la expresada cantidad descono
cida, cuyo valor equivale al segundo miembro de la igual

dad (1 ), se tendrá la ecuación dondeXl
sustituyendo en vez de cada letra su valor particular en 
este ejemplo, y efectuando después las operaciones que 
se hallan indicadas, resultará
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(7=
73((l+0,06)46—1) 

0,06 =16535 pesetas y 38 céntimos.

P roblema 3.®—¿,iEn cuánto tiempo puede amortizarse 
una deuda de 1200 pesetas, siendo 4 el tanto por ciento y 
200 las que anualmente se entregan?

Despejando (l-j-Jí)' en la igualdad (1 ), se tendrá

de donde .3 .
~ a - c K  log (1+ R ) ....

sustituyendo en esta fórmula en lugar de cada letra su
valor en el presente caso, al efectuar las operaciones que
están indicadas, se obtiene

lo g  2 0 0 — lo g  (2 0 0 — 1 2 0 0 X 0 ,Od)t=  
mente

log 1,04 = 7  años próxima-

Es evidente que, si se quisiera comprobar uno cual
quiera de estos resultados, no habría sino volver á resol
verlo, en el supuesto de que uno de los datos pasaba á 
considerarse como cantidad desconocida, y si no exis
tiese equivocación alguna, habría identidad entre la so



lución obtenida y el dato correspondiente del problema 
que se trataba de comprobar.

Así, por ejemplo, para tener el convencimiento de que 
el valor hallado últimamente para la incógnita ¿, era el 
verdadero, se resolvería el siguiente

P roblema 4.®—¿A qué capital corresponde una anuali
dad de 200 pesetas durante 7 años y al 4 p. %  interés?

a { i+ n y — i
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De la fórmula general (1) se tendría c 
200((l+0,04f—1)

de donde c= 1 2 0 0  pesetas:0,04(l-f0,04)’'
lo que manifiesta que no ha habido equivocación al 
resolver el problema 3.®

S egundo caso. Anualidades de imposición.
En este caso, la primera anualidad produce interés du

rante los ¿años y se convierte en a(l-)-ií)‘ , la segunda 
en y así de las demás hasta la última, que
produciendo interés sólo durante un año, se transforma 
en a(l-j-ií): luego el capital que resulta, será:

C=a[l+BY + a ( l - f  E )^-^+ a{ l+ í:)'-2+  a{l+Il)

ó C=a{l-{-B) ....
_ g(l+E) [( l+ i^ )^ -l]  ....

R
P roblema.— Un sujeto impone al 4 p. %  una cantidad 

anual, con el fin de reunir al cabo de 20 años 32000 duros. 
¿Cuál será el valor de la anualidad?

Despejando a en la fórmula anterior, se obtiene
CB

“- ( 1+i?) [ ( l+ i ? ) '- l ]
32000X0,04

y por lo tanto, se tendrá: 
ros y 3  pesetas próximamente.

=1033 du-



Este problema pudiera comprobarse por medio de la 
fórmula (h), en el supuesto de que la única incógnita 
fuera C, ó bien admitiendo que la cantidad desconocida 
estuviera representada por ¡f, en cuyo caso habría necesi
dad de despejar ésta en la ecuación (h), la cual, una vez 
preparada, se convertiría en

a(l+7?) (1 + i? )' = (7 ií+ a(l+ JÍ), 

log [CE-|-a(l-[-.R)]—log a
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y por lo tanto, t- 1 .log (1+ E )

La cantidad U no se puede determinar directamente 
en el actual caso, en atención á que, para conseguirlo, 
habría que resolver ecuaciones de un grado superior al 
segundo.

115. Rentas vitalicias.— Se denominan de este modo 
aquellas anualidades que percibe una persona durante su 
vida, con el fin de que á su fallecimiento quede extinguido 
el capital que entregó y los intereses devengados.

Fácilmente se comprende, que estas anualidades se de
terminan por la fórmula (2 ) de las anualidades de amor
tización, en la cual G representa el capital impuesto, a la 
anualidad, B  el tanto por uno anual y ¿ el tiempo proba
ble de vida del imponente.

La vida probable de una persona es el tiempo que ha 
de transcurrir para que mueran la mitad de los indivi
duos de su misma edad, que existen en el país á que se 
haga referencia. La estadística de cada nación suministra 
los datos para formar una tabla de vida probable, y claro 
es que estas tablas inspirarán tanta más confianza cuanto 
más numerosos, recientes y exactos sean los datos esta
dísticos, que se bajean allegado para formarlas.

Á falta de tabla á propósito, puede hacerse uso de la



siguiente fórmula empírica: t;=58—0,8e ('■% en la cual v 
representa la vida probable y e la edad del individuo ex
presada en años.

ProblbjMA 1.°— Un individuo de 55 años d is fru ta  de 5000 p e 
setas de sueldo anual. ¿Qué capital representa éste, considerado 
como renta vitalicia, en el supuesto de que sea él 6 p.°lo bI interés 
para  esta capitalización?

Al despejar c eu la fórmula (1) de las anualidades de amortiza
ción y  sustituir en ella los valores de los datos, teniendo en
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cuenta que v = l i ,  resultará c=
5000 ((1,06)»—1) de donde se de-0 ,0 6 x (l,0 6 )u  

duce que c=46474 pesetas y  90 céntimos.
Problema 2.°—¿Qué renta vitalicia corresponde á tm  sujeto 

de 55 años de edad, que entrega un  capital de 46414 pesetas y  90 
céntimos al 6 p.^jo anual?

Sirviéndose de la fórmula (2) que corresponde al presente

problema, se tendría a =
46474,90X0,0 6 x ( l ,06) ■' y  por lo tanto

(1 ,06J ''-1
(2=5000 pesetas.

Obsérvese que la solución de uno cualquiera de estos dos ú lti - 
mos problemas, v iene á comprobar la del otro.

(*) Esta regla, debida al catedrático Sr. Gaseó, arroja resul
tados que se aproximan mucho á los contenidos en las buenas 
tablas cuando el individuo que se considera tiene una edad com 
prendida entre 5 y 65 años,



APÉNDICE.

Coordinaciones y  combinaciones.

116. Llámanse coordinaciones de varios objetos, los 
diferentes grupos que pueden formarse con ellos, tomán
dolos de dos en dos, de tres en tres, de cuatro en cua
tro, etc., de manera que un mismo objeto no entre dos 
veces en una misma agrupación.

El modo de formar las coordinaciones se desprende de 
la anterior definición. Así, para disponer con m letras las 
coordinaciones binarias, ó sea las agrupaciones compues
tas de dos letras, se coloca á la derecha de cada grupo 
todas las demás una á una. Por ejemplo, las coordina
ciones binarias de las letras a, h, c, d, e, f,  serán:

ah
ha
ca
da
ea
fa

ac
he
ch
dh
eh

fh

ad
hd
cd
de
ec
fe

ae
he
ce
de
ed
fd

af
¥
c f
df
ef
fe

Para formar las ternarias, se colocan una á una á la de
recha de cada coordinación binaria todas las demás le 
tras, que no aparecen en ella. En general pudiera de
cirse que las coordinaciones de un cierto orden se for
man, conocidas las del inmediato anterior, añadiendo



á la derecha de cada una de las anteriores las diferentes 
letras que no entran en ella.

El número de coordinaciones que pueden disponerse 
con m letras, se deduce del modo de formarlas; y como 
para obtener las binarias se añade á cada letra todas 
las demás una á una, ó sea las m—1 restantes; con tal 
motivo cada letra habrá de producir m— 1  coordinacio
nes binarias, y por lo tanto las m letras darán m[m—1 ).

117. Conocido que sea el número de coordinaciones 
de un orden cualquiera que se forman con m letras, 
se podrá deducir el número de las del orden siguiente. 
Sea para ello G el número de coordinaciones de m le
tras del orden w; al arreglar las del siguiente, hay 
que añadir una á una á cada coordinación del anterior 
todas las letras que no entran en ella; luego el número 
de éstas será m—n] de donde se desprende que á 
cada coordinación de las ya formadas se le pueden agre
gar m—n letras, y por lo tanto cada una de aquéllas 
producirá m—n coordinaciones del orden m-f-1 ; y en su 
consecuencia, las C coordinaciones del orden n darán 
C{m—n) del orden siguiente. Sustituyendo en esta expre
sión en vez de C su valor y haciendo sucesivamente 
w=2, n=3, w=4, etc., se tendrá el número de coordina
ciones ternarias, cuaternarias, etc., de m letras:

biuai-ias......
I ternarias.... m{m~V¡{m—2)
I cuaternarias m{m—l)(m —2)(«i—3) 
del orden íi. m(m—l)(?íi—2)(m—3)...(«i—(?i—l))...(q)

La expresión general (q) manifiesta el número de coor
dinaciones de un orden cualquiera.

Ejemplo: ¿Cuántas coordinaciones i)Hcdcn formarse con 
9 letras tomadas 5 á o?
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Haciendo las debidas sustituciones en la expresión (q) 
se tiene;

9(9—1) (9 -2) (9—3) (9—4)=9.8.7.6.5=15120.
118. Llámanse permutaciones las diferentes coordina

ciones que pueden formarse con varios objetos, en el 
caso particular de que entren todos en cada una de ellas. 
Luego de aquí se infiere, que para formar las permutacio
nes de ni letras, se dispondrán las coordinaciones bina
rias, ternarias, cuaternarias, .... , las del orden m—1 y
finalmente las del orden ím, que serán las permutaciones. 
Así, para hallar el número de permutaciones de m letras, 
se hará n=m  en la expresión general (q) y se tendrá;
P=»í(,H _l) (,„_2) (jw—3) (m—(í«—2)) (í»_(wí_l))=

=ni{m—1 ) {m—2 )  3 .2 .1 .
Ljemplo; ¿Cuántas permutaciones pueden formarse con

9 letras'?
Sustituyendo en vez de ni su igual 9  en la expresión 

anterior, resultaría que P=2.3.4.5.G.7.8.9=362880.
119. Se llaman combinaciones las coordinaciones que 

se diferencian por lo menos en uno de los objetos que 
componen cada agrupación.

Según esto, como con cada combinación ó producto 
diferente de n objetos ó cifras distintas pueden formarse 
2’3.4....n permutaciones, número igual al de coordina
ciones del orden n, que se pudieran disponer con n obje
tos, de aquí resulta que las C combinaciones de m objetos 
agrupados n á n, producirán CX2.3.4....«; número pre
cisamente idéntico á la totalidad de las coordinaciones 
que pueden formarse con ni letras tomadas n á n, y por
10 tanto, se tendrá la igualdad,

< '̂X2.3.4 n=m{m—l) {m—2) («¿—3 ) („ i-(„—i));
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do donde

C= m{m—1) {m—2) {m—3) {m—[n—1))
2.3.4....n (s).

Ejemplo: Determinar el niimero de productos diferentes 
que se pueden formar con .9 cifras distintas tomadas 5 á 5.

Sustituyendo en la fórmula (s) en lugar de m su igual 
9, y en vez de n el número 5, se obtiene:

(7= 9.8.7.6.S
" 2.S.4.5 " =126.

Obsérvese que el cociente resultante para valor de C, 
está siempre expresado por un número entero, cual
quiera que sea el orden de las combinaciones que se con
sideren.

En efecto, al considerar combinaciones binarias, el 
numerador de G constaría del producto de dos enteros 
consecutivos, en donde uno de éstos necesariamente sería 
divisible por 2 , y en su consecuencia, por el denomina
dor de la fracción que representa G. El numerador de este 
quebrado en las combinaciones ternarias, es el producto 
de tres factores consecutivos, entre los cuales uno de ellos 
tendrá que ser divisible por 2 y otro por 3; luego el 
mencionado numerador será divisible por el producto de 
2X3, que es precisamente el valor de su respectivo deno
minador.

Este mismo razonamiento puede hacerse también 
extensivo á las combinaciones de un orden cual
quiera.

El número de combinaciones de m letras ú objetos 
diversos, .de un orden cualquiera, se deduce en función 
del número de combinaciones correspondientes al orden 
inmediato anterior, de la manera siguiente;
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„ m[m—1 ) (hi—2 )....[m—(■«—2 )) {m—[n—1)) 
2.3.4 [n—l)n

__ín[ni—1) (mi—2). (mi («—2))^ ,(mí—(m—1))
2.3.4 (m—1)

120. E l número de combinaciones del orden u, que se pue
den formar con m letras, es el mismo que el del orden in—n.

En efecto, sean las m letras abed....rspq-, si se considera
este grupo como un producto de todas las letras y se di
vide por una combinación del orden n, resultará por co
ciente un grupo de m—n, ó sea una combinación del or
den m—n] haciendo lo mismo con las diferentes combi
naciones del orden n, los cocientes que resulten serán 
grupos de m—n letras. Cada uno de éstos se diferencia 
de los demás en una letra, supuesto que la agrupación 
de que se compone cada divisor, se distingue de los 
otros en una leli-a, de aquí resulta que estas diferentes 
agrupaciones formadas no serán sino combinaciones 
de m—n letras. Como también se verifica que á cada 
combinación del orden m—-n, considerada como divisor, 
corresponde un cociente de n letras, queda por lo tanto 
demostrado el teorema.

121. Para formar las combinaciones de un cierto or
den, obsérvese que,, en el supuesto de que las m letras se 
bailen colocadas por orden alfabético, al tener dispuestas 
las combinaciones de un orden cualquiera, deducirianse 
las del siguiente, añadiendo á cada una de las anteriores 
las letras que siguen á la última de cada combinación: 
en efecto, si para hacerlo ver, se supone que una de las 
combinaciones del orden anterior sea a c f j  el total de las 
letras abcdefgh, añadiendo á la combinación citada una 
letra de las que anteceden á / ,  por ejemplo b, resultaría 
el grupo acfb, y como quiera que se tendrá de antemano



la combinación abe, á la cual se lian debido añadir todas 
las letras que siguen á la c, es claro que se le habrá agre
gado la /  y se tendrá ya formada la combinación abef, 
idéntica á la anterior aefb.
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Binomio de Newton.

122. Si se tiene un conjunto de factores binomios, 
tales que el primer término de cada uno sea igual en to
dos ellos y diferente el segundo, ó sea de la forma
(a;-f-íí) (íc-f-ft) (íB-|-c).... , y se determina la expresión de
su producto, se obtendrá: .

(íc-pa) {x-\-b)=x'̂ -\-a 

(aj-pa) {x-\-b) {x-\-c)=x?-\-a

+c

x-\-ab-,

(x-pa) (x-p&) (x-pc) (x-pd)=x '+o
+b

+d

x^-pa6
-pac
-j-bc

x^-\-ab
-pac
-paeZ
-p&c
-P&d
-Ped

x-pa6c;

x^-pa6c
-pa&(Z
-paceZ
-pZ)ccZ

x-pa&ctZ.

En estos resultados puede observarse: l.° Que el número 
de términos del produeio es uno más que el de los faetores. 
2.° El primer término es tina poteneia de x igual al número 
de faetores, y el exponente de x va disminuyendo sueesiva- 
mente en una unidad en los términos siguientes, hasta que 
llega á redueirse á eero en el último. 3.® El eoefieiente del 
primer término es la unidad, el del segundo la suma de los 
segundos términos de los binomios, el del tercero la suma de 
los productos binarios de los mismos, el del cuarto la suma



de sus productos ternarios, y asi sucesivamente se diría de 
los demás: finalmente, el último término es el producto de los 
segundos términos de los factores.

123. Para hacer patente que esta ley es general, se 
demostrará que siendo cierta para n factores binomios, 
también lo será cuando el número de éstos sea n-j-1 .

En efecto, por la hipótesis se tiene:

{x-\-a) {x-f-b) (íc-j-c)....[x-\-h]—
= x  ’̂ -^Ax ” - 2-)-Gr " -3-j- - f p ;

en donde
A —a-\-b-\-c~\-d-\-....-\-h
JB'^^ah-f-aC'^adf-,... .aJi....
0=abc~^ahd-f-....ahli....
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P=abc....Ji:

efectuando la multiplicación del segundo miembro de la 
primera igualdad por el factor x-\~i, se tendría:

X ” -\-Ax ” ~'^-\-Bx " - 2_j_ (Jn - 3_|_...........................p
x-f-i

x^+^-f-A ÍC”- 2 + ....+P¿,
+  i -f-Ai -\-Bi

Este producto se compone de un término más que el 
anterior, el exponente de x en el primero es igual al nú
mero de factores binomios, y va disminuyendo sucesiva
mente en una unidad en los diferentes términos basta 
reducirse á cero al final. El coeficiente del primer tér
mino es la unidad, el del segundo A-\-i, que representa 
la suma de los segundos términos de los binomios; el del



tercero B-\-Ai es la reunión de los productos binarios de 
dichos segundos términos: en efecto, B  expresa el con
junto de las combinaciones binarias de las n primeras le
tras a, h, c, el, ...., h y Ai es la reunión de los productos
de cada una de esas letras por i; ahora bien, como para 
formar las combinaciones binarias, se añaden á cada 
letra todas las que le siguen, en ]3 no hay más combina
ciones que las resultantes de agregar á cada letra to
das las que le siguen hasta h: luego para tener las com
binaciones de n-\-l letras, falta añadir á las anteriores 
las que resulten de agregar á cada letra la última i ó sea 
el producto Ai\ por lo tanto, B-\-Ai significa la suma de 
las combinaciones binarias de los n-\-l, segundos térmi
nos de los binomios. Del mismo modo se verá que C-\-Bi 
representa la suma de las combinaciones ternarias de 
dichos segundos términos, pues en C no existen más 
que las combinaciones ternarias, obtenidas al añadir á 
cada combinación binaria todas las letras que siguen á la 
última de cada combinatdón hasta li-, luego para tener las 
de n-\-l letras faltan todas las que puedan formarse, 
agregando á cada combinación binaria la última letra i, 
lo cual daría por resultado Bi combinaciones ternarias. 
Finalmente, el último término Pi es el producto de todos 
los segundos términos de los binomios.

Se ve pues, que la ley enunciada, al suponer que sea 
cierta para un número n de factores, lo es también cuando 
el número de éstos es uno más, ó sea w-f-l. Ahora bien, 
como se sabe que es cierta cuando el producto se com
pone de dos factores, lo será cuando conste de tres, y 
siéndolo en este caso, también se verificará cuando se 
componga de cuatro: siguiendo el razonamiento se verá 
es aplicable á cualquiera que fuere el número de factores 
del producto.
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Así, admitiendo que el número de factores binomios
sea ?)?., se tendrá:

(*+«) (íc+&) {x-\-c)...{x-\-i)=
=xm+ a xm-'-\-db £C a&c X ni—3-|_. ..-\-dbcd... i

+  b -\-ac ábd
+  c -\-ai abe
+  d +•••
+••• +... +....
+••• +... +••••
+  i -\~hi -\-ghi

haciendo a—h—c=d=.t...=g=Ji=i^ resulta que
xm—£C«'+ a cc»»-‘+ a ’2 xm-i-\-a?

+  « +a^ -|-a3
+  « +  «2 -j-a®
+  « -j-â
+... +••• +•••

124. En este segundo miembro la letra a se halla 
repetida como sumando tantas veces como factores exis
ten, es decir m veces: luego -\-a-{-a-\-a....=ma- a- se
halla repetido tantas veces como combinaciones binarias 
se pueden formar con los segundos términos de los bino

mios, cuyo número se sabe (119) que es m{in—1 )
1.2 por lo

tanto el coeficiente ....¿
1.2

de la misma manera se deduce que 
?m(ím—1 ) [m—2 )

“ 1^2^'equivale á —̂ ---- ~a^, etc.; luego,

1 .3
, m(m—1 ) (m—2 ) .

+ -  1 ,2 . -̂-----................ + a ” .̂... (r),

fórmula debida á Newtou, la cual proporciona el medio



de formar una potencia cualquiera de un binomio, sin 
necesidad de conocer de antemano las de nn grado in
ferior.

El segundo miembro de la fórmula (r) dice:
1° El mwiero de términos del desarrollo excede en una 

unidad al de unidades del exponento de la 2'>otencia. 2.® El 
exponente de x va disminuyendo sucesivamente en una 
unidad en los términos siguientes, siendo m el pirimero 
y cero el último. 3.® La suma de los exponentes de x y a 
en cada término es m, de modo que el piolinomio así for
mado es homogéneo. 4.® El coeficiente del p>ri)ner término 
es uno, el del segundo m, el del tercero el m'imero de 
combinaciones binarias de m letras, el del cuarto el número 
de combinaciones ternarias, y en general, el coeficiente de 
un término cualquiera es el número de combinaciones for
madas con m letras, de modo que el orden de aquéllas 
sea igual al número de términos existentes delante del que 
se considera. 5.® El exponente de a en un término cual
quiera es igual al número de términos que le anteceden.

De donde se deduce, que siempre podrá formarse un 
término cualquiera del desarrollo, conocido el lugar que 
en éste ocupa. Así el término del lugar n-f-1 tendrá por 
coeficiente el número de combinaciones del orden n, que 
pueden formarse con m letras, es decir,

m[m—1 ) [m—2 ) (m—3) (m—[n—1 ))
1.2.3.4....n ■

el exponente de a es igual al número de términos que 
tiene delante, que es n, y el de a; es m—n; puesto que 
entre los exponentes de a: y a han do sumar m. Llaman
do pues T  á dicho término general, se tendrá: 

m{in—1) {m—2) [m—3)....[m—{n-—l))
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T nrr<in-n-a "a;1.2.3....n
Haciendo en esta expresión « = 1 , w=2, w=3, .....



—1̂

resultarán todos los términos del desarrollo, desde el se
gundo en adelante.

Se puede y conviene obtener en ocasiones la potencia 
de un binomio, sin necesidad de fórmula, ó sea prescin
diendo del término general; pues se observa que él coefi
ciente de un término cualquiera se forma, multiqüicando 
él del anterior por el exp>onente de x en este término, y  di
vidiendo el producto por el exponente de a, aumentado en 
una unidad: por ejemplo, el término
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m[m- -1 ) [m—2) [m-'i] («i—
1.2.3.4.5

se forma, multiplicando el coeflcientc del anterior 
m{m—l) {m—2 ) (m —3)

T JJÁ
por el exponente m—4 de x  en este término y divi
diendo su producto por 5, que es el exponente de a au
mentado en una unidad, y como quiera que el de a au
menta y el de x  disminuye también en una unidad, al 
pasar al término siguiente, se tendrá conocido un tér
mino cualquiera, sabiendo cuál es el, que le antecede. 

Ejemplo: Desarrollar la potencia [x-fafi.
Aplicando la fórmula del binomio (r) á la determina

ción de este desarrollo, ó deduciendo separadamente, por 
medio de la regla que se acaba de exponer, el valor de 
cada término se tendría en uno y otro caso que

{x-f- afi—cifi-\-bax'^-f^^S^a^x^ 20X3 3/y.2_a'̂ X' 60X2 a^x-\-
120

24X5

2  ' 2X3 ' 6 Xd:
■x̂ -¡- l)ax'̂ -\- 1 0 â a:̂ -f-1 Qa^x--\- bâ ‘'x cé\

Al aplicar la fórmula de Newton á la formación de una 
potencia cualquiera de un binomio, se observa que los



coeficientes do los tánninos equidistantes de los extremos 
son idénticos, lo cual se explica en atención á que el coe
ficiente de un término del desarrollo, correspondiente á 
la potencia m de un binomio, es el número de combina
ciones que pueden formarse con m letras del orden indi
cado, por el número do términos que haj  ̂ delante. Ahora 
bien, si se consideran dos de éstos equidistantes de los 
extremos, para lo cual es necesario que el uno tenga de
lante de sí tantos términos como el otro tiene detrás, y 
sea este número n, el coeficiente del primero es el número 
de combinaciones de m letras del orden n: respecto de 
aquel que tiene' detrás n términos, podría averiguarse el 
valor de su coeficiente, sabiendo el número preciso de 
los que tiene delante; mas si se observa que en el desa
rrollo hay jw-}-! términos, como que al que tiene n de
trás, le anteceden la totalidad de ellos monos los que 
le siguen, menos el mismo, ó sea —n—l= m —w;
por lo tanto, habiendo delante del expresado término 
m —n, su coeficiente será igual al número de combina
ciones de m letras del orden m—u] luego según lo di
cho (1 2 0 ), los coeficientes de los términos equidistantes 
de los extremos tienen que ser iguales.

De aquí se desprende que en el desarrollo de una po
tencia cualquiera do un binomio, basta formar la mitad 
ó la mitad más uno do los términos que haya de poseer 
aquél, supuesto que los coeficientes de los demás han de 
ser idénticos á los de los anteriores.

Si el segundo término a del binomio fuere negativo, 
reemplazando —a en vez de a en la fórmula, se tendría 
entonces:

[x—a)"‘—¿c”’—
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m{m—1 ) 2

1.2
m{m—1) [m—2 )

r . ^
__ 2̂ ),



en donde se ve que los términos víin siendo alternativa
mente positivos y negativos, verificándose que el último 
estará afectado del signo positivo cuando m sea un nú
mero par y del signo negativo cuando m fuere impar,

Si en las dos últimas igualdades (1) y (2) se hace x = l,  
se obtiene:

I-I I \m 1 I I — 1) 9 I — 2) ,
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fi \m 1 r 1) o(1—
— 2)

1.2.3 a®-)-...zfc:a”

lo cual facilita la formación de una potencia de un bino
mio cualquiera; pues suponiendo que se tuviera el bino
mio su potencia puede escribirse en la si
guiente forma:

X

en donde a representa la fracción
X

Potencias y  raíces enteras de los polinomios.

125. Teniendo en eiienta lo dicho (35), todo polinomio puede 
considerarse como si fuera un binomio, cuya primera ])arto sea 
uno de los términos de aquél y la .segunda este compuesta de 
todos los restantes, de manera que la determinación de una po
tencia cualquiera del binomio asi dispuesto, so habrá hecho de
pender de la de otro polinomio que tenga un término menos; 
descomponiendo éste á su vez en otras dos partes, tales que la 
primera sea uno de sus términos y la segunda el conjunto de 
los demás, la cuestión habrá también quedado reducida á for
mar la iDoteucia de un polinomio, que tendrá un término me
nos que el anterior, ó sea dos términos menos que el propuesto;



continuando así, so llegaría al íin á un binomio Cuyas potencias 
del grado que se quiera, se saben deducir directamente; una vez 
conseguido esto, no habría sino efectuar las sustituciones debidas 
en las potencias de los polinomios, que tuvieren un término m<ás 
que aquél, y  se continuarían estas sustituciones hasta tanto que 
se viniera en conocimiento de la expresión, que corresponde á 
la potencia pedida del i)olinomio propuesto.

El procedimiento explicado es el mismo puesto en práctica en 
la pág. 35 cuando se trataba de obtener las potencias 2.'', etc., 
de un polinomio; la única diferencia que existe, es que allí se 
deducian las potencias do un binomio, tomando á ésto tantas ve
ces por factor como unidades tenia el grado de la potencia, 
mientras que aqui se determinan desde luego las de un grado 
cualquiera m, sirviéndose del desarrollo que proporciona el bi
nomio' de Ncwton, lo cual permite que ahora pueda hallarse, 
sin diflcultad alguna, la expresión general de la potencia m de 
un polinomio.

En cuanto se acaba de decir, únicamente se consideran poten
cias enteras, ó sea aquéllas cuyo expoueute es un niimcro entero 
y positivo (35 , nota).

128. La fórmula del binomio permite, también deducir el pro
cedimiento que debe segmirse, para extraer la raíz de cuahjuier 
grado do un polinomio; con tal fin, conviene demostrar, que si 
de un  polinomio, ordenado con relación á urui letra, se resta la 
¡jotencia m de la sum a de los n prim eros términos de su raíz m, 
el p rim er término del resto será igual á m veces la potencia m—1 
del prim er término de la raíz, midtipUcada por el que ocupa el 
lugar n-)-l.

Siendo A  la suma de los n primeros términos de la raíz, y B  la 
de los demás, la raíz estará representada jior A-\-B  y el polino
mio propuesto por que, como se sabe (124), es igual á

A>n-\-7iiBA'» - ......restando A>n de

ambos miembros, resulta:.

\A-irBy>— Am==mBAm-í-[-^I!:ij:^^B-iA>n-^j¡-......-\-B>n.
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Los términos de este resto son productos de los polinomios A  y  
B, y como los términos de A  tienen mayor expolíente que los de



D, entre los términos del producto n iB A m -' se encontrará el que 
tcng'a mayor exponente, que será el primero del expresado pro
ducto, evidentemente igual á m  veces el primero do B  multipli
cado por el primero de ^1»'-'; luego el primer término del 
resto es igual á m  veces el producto de la potencia m—1 del 
primero do A, que e§ el primero de la raiz, por el primero de B, 
que es el que ocupa el lug'ar n-\-l do dicha raiz.

Una vez demostrada esta proposición, si se tratara ahora de 
extraer la raiz del grado m de un i)olinomio P,  que se supone 
ordenado con relación á una letra, se tendrá que el primer tér
mino de este polinomio deberá ser igual á la potencia m del 
primer término do la raiz (20): luego para tener el ¡irimer tér
mino de éste, no hay más que extraer la raiz m  del primer 
término de P. Para deducir el segundo, se aplicará el teorema 
que so acaba de demostrar, según el cual, si se resta de P  la 
potencia m dei primer término de la raiz, el primero del resto 
será igual á m  veces el producto do la potencia m — 1 del primero 
de la raiz, por el término que ocupa el lugar n-|-l, que en esto 
caso .será el segundo: por lo tanto, para tenor el segundo término 
de la raiz, se dividirá el primero del rosto por m  veces la potencia 
m—1 del primero do la raiz. Aplicando el mismo principio para 
la determinación del tercer término, so tendrá, que restando del 
polinomio propuesto la potencia m de la suma de los dos prime
ros términos de la raiz, el primero del rosto será igual á m  veces 
la potencia w —1 del primero de la raíz, multiplicado por el ter-, 
cero: luego el tercero se hallará, dividiendo el primero del resto 
por m voces la potencia m — 1 del primero de la raiz. Del mismo 
modo podrían determinarse uno á uno todos los demás términos.

De lo expuesto so deduce, que para extraer la raiz m  de uu 
polinomio, ordénese éste con relación á una letra, se extrae la 
raíz  m de su  prim er término y  se tendrá el prim ero de la raiz. 
P ara  determinar desde el seyiúido en adelante un  término cual
quiera, réstese del polinomio propuesto la potencia m de Id sum a de 
todos los términos hallados en dicha raíz, y  el prim ero del resto 
se divide por  m veces la potencia  m—1 del prim ero de aquélla, y  
el cociente obtenido será el término siguiente de la raíz.

127. Según esto, no será exacta la raiz del grado m de un 
]iolinomio, ordenado con respecto á luia letra, si no la tuvieren 
sus.términos primero y último, ni tampoco cuando se verifique
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que el primer término de alguno de los restos no es divisible pol
ín veces la potencia del grado m — 1 del primer término de 
la raiz.

Aplicando la regla  expuesta al caso en que m = 2 , se volverla  
á deducir el procedimiento (41) para extraer la raiz cuadrada de 
un polinomio; asi como suponiendo w = 3 ,  se hallarla la regla  (4 2 )  
para obtener su raiz cúbica.
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Cálculo de las expresiones radicales reales.

128. Cuando las cantidades radicales son numéricas, 
además de lo trabajoso que es, en la mayoría de los ca
sos, la extracción de raíces, en no pocas ocasiones acon
tece, que los resultados sólo se obtienen con cierta aproxi
mación, y por lo tanto, al tener que ejecutar operaciones 
con números que se hallan desprovistos de la debida 
exactitud, irán en aumento ios errores cometidos, á me
dida que vaya creciendo el número de aquéllas. Por 
otra parte, según se ha visto (41, 42 y 127), no siempre 
es posible averiguar, cuáles son las raíces de determinadas 
expresiones algebraicas. Estas dificultades se evitan, ha
ciendo que las antedichas raíces indicadas, intervengan 
directamente como elementos de cálculo, y por lo tanto, 
conservando en éste el signo que les es propio, pues así 
se consigue también que en el resultado final se tengan 
radicales relativamente sencillos cuyo valor pueda apre
ciarse con más facilidad y exactitud que el hallado, en 
el supuesto de haberse convertido desde luego las canti
dades propuestas en otras, exentas de radical alguno.

La conveniencia de simplificar las expresiones radica
les y la necesidad de considerar á éstas como elementos 
de cálculo, exijen de consuno que se tenga conocimiento



de las diversas transfonmiciones de que aquellas expre
siones son susceptibles, las cuales se fundan en el si
guiente teorema.

129. Un radical no se altera, aun cuando se midtipli- 
quen por un mismo número el índice y los exponentes de la 
cantidad subradical, ó se dividan por un divisor común.

m  mn

Se trata de hacer patente la igualdad \Ja>’
m p pn m n

En efecto, se sabe (37) que \JaP —a ™ al
comparar el segundo miembro con el primero, se hace 
ver que es cierta la primera parte do esta proposición, y 
si se compara el primero con el último, queda demos
trada la segunda.

Este teorema perujite simplificar un radical, cuando el 
índice y los exponentes de los factores subradicales tie
nen divisores comunes, lo que se conseguirá dividiéndo
los por su M. c. D.

15______  5 _____

Ejemplo: yj%a%^=\j2ah'^.
130. El mismo teorema facilita el medio de transfor

mar radicales de diferente índice en otros de uno misnio, 
para lo cual se hallará él m . c . m . de todos los índices siendo 
éste el índice común, y luego se multiplicarán los exponen- 
tes de los factores subradicales por el cociente que resulte 
de dividir el índice común por el del respectivo radical {*).

Ejemplo: Reducir á un índice común las expresiones 
e ___  :í ______  _______

\l2ah'\ Vdbc .̂
Como que el m . c . m . de los índices de estos radi
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(*) Conviene fijarse en la analog-ía que tiene esta manera de 
transformar las ex])resiones radicales, con la reducción de los 
quebrados un común denominador.



cales es 6 , se transformarán respectivamente estas can-
6 __ 6 ___  -c_____

tidades en \/64Zí̂ c'*.
131. Se llaman radicales semejantes aquellas expresio

nes que, después de simplificadas y reducidas á su forma 
más sencilla, tienen igual índice y poseen además la 
misma parte subradical.

5 5 5 _____

Ejemplo: 2c\l^alP', —'Sb\jAab‘̂-. los productos
2 c y 3b se denominan coeficientes.

Hay ocasiones en que cantidades que no parecen al 
jíronto semejantes, pueden ser transformadas en otras 
que realmenle lo sean, y esto se consigue sin más que 
simplificando las expresiones propuestas y extrayendo la 
raíz de aquellos factores, que la tengan exacta (41).

Ejemplo :
lU 5 5

Vl28abVq -\¡'dj2a¥‘.
10 5

5 5 5 ______
\j\2iiab-cr'—\l'¿2Aat)’ĉ —2c\lA:a¥.

5 5 5 _____
—\]Wf2áh~T==—\j2A‘6 .ic i¥¥= —?>h\l-ici¥.

132. Las reglas operativas aplicadas á las cantidades 
radicales son las mismas, que las puestas en práctica con 
las expresiones literales racionales, supuesto que los ra
zonamientos de que se hizo uso, al deducir estas reglas 
tienen la suficiente generalidad para hacerlas extensivas 
al presente caso.

Para mayor sencillez en los ejemplos, se supondrá que 
son monomias las expresiones subradicales que se cpnsi- 
doran.

La suma y la resta de las cantidades radicales deberán
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efectuarse, según se acaba de decir, del mismo modo que 
si fueran expresiones algebraicas racionales, pai'a lo cual 
se consideraría á cada radical como si fuese un monomio 
y se procedería á reducir los términos que hubiere se
mejantes.

Ejemplo l.°

/ 4 G ____ \ 4 ___  ' i ______
- f  ( Icé \JoL̂ b—i(X^y¡ab -|-c ) —  ba\Jci^b 8 ^Júa^b -j-

7 G _____  4   __  <■’ _____
-\-da\rb^^—Sy/áI>+2byM'c+lab\Ja%—4:a^y/ab+c\9a^c^

4 _  3 _____  7  
= (5 + 7  &)a +  8 + 3a V//’c'*—(8-j-4a3)Y ai,-t-

6 __
+(2i-fc)V'.»a"c.

Ejemplo 2.®

(srtV ^ ^ —8 V ^ + 2 ^  ~  V a^b—i  a^\/ab+c\/y«'’c )=
7 ____  _ _  (i _̂___  4 _  _  e ______

==üay¡b^^— 8yab-\-2b\¡<ba-c— lab\/a% +ia^\lcé— cy9céc=
' 7 íi _____  ____

= 3 a  V¿^+(4«®—8) V ab -f [2b— c)y¡ dcé'c— 1 cé\¡ a%.

133. Se vió (39 y 46) la manera de multiplicar y di
vidir cantidades radicales, que tenían el mismo índice; de 
modo que, según esto, en el easo de que los tuvieren di
ferentes, bastaría redueirlas á un común índice, y luego 
proceder con los radicales que resultasen, de la manera 
que entonces se dijo.

Ejemplo 1
3 ____ G ______

y'bab X  7 V 11 c V a%-c—
fi G _______ f’ _____  • '_____________ _
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Ejemplo 2°
12 12 12 12

8 c\¡a^^h''c:2\la^h=?, c\l a^^h\:2\l c\la%' ĉ.
Para elevar una cantidad radical á una potencia, se 

inuUiplican los exponentes de la canlidad subradical por el 
exponente de la potencia, ó, cuando sea posible, se divide él 
índice del radical por él exponente de la p>otencia.

m
En efecto, si se quisiera elevar Va" á la potencia del 

grado p, se tendría, según lo dicho (39), que

\\Jâ ) í ^ = v ^ x V ^ x V ^ .. = V (
Si ahora se supone que m fuera múltiplo de p  y pol

lo tanto m=2)q, resultaría que
m __ p q__  <?__ /p q __\ q __
^ a " P = y a ”-; luego \V“” •

Donde se ve que este segundo procedimiento es pre
ferible al primero, en atención á que da desde luego por 
resultado un radical de menor índice.

/  7 \  7 7 7

Ejemplo 1.» ^V3 « 7  —V(3a®)'‘=V81íi^"=«"V81a®.

Ejemplo 2.®. (V3a®)̂ ‘=V3«®-
Para extraer una raíz de una cantidad radical, se mul

tiplica el índice del radical por el de la raíz que se quiere 
extraer, ó cuando sea posible, se dividen los exponentes de 
la cantidad subradical por él índice de la raíz.

Se trata de demostrar que ^ y a P = y /a P ....(1).
En efecto, esta igualdad es cierta, supuesto que

n \ vm
laPjp =V¿¡püz=V^,



en donde se ve que el segundo miembro de la igualdad (1 ), 
al elevarlo á la potencia n, reproduce la expresión que se 
halla debajo del radical del grado n en su primer miem
bro (36).

Si iuera p — la igualdad (1) podría escribirse
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V
»i__inn  íH 

3 _____ 6 _______
Ejemplo 1.® yjyjdái^c=yj‘¿a^bc.

3 _________

Ejemplo 2.0 \/\/8a%*^\¡2ah-.
De la regla que se acaba de exponer se desprende:

1 .0  Que en una serie de raíces sucesivas, el cambio de or
den de estas raíces no altera el resultado. 2.° Que cuando 
el índice de un radical no sea un número primo,-podrá 
descomponerse en factores y bailar sucesivamente las raí
ces cuyos índices sean éstos. Lo cual manifiesta que sin 
necesidad de recurrir á los logaritmos, puede determinarse 
el valor de las raíces cuyos índices sean potencias de 2 , 
de 3  ó se compongan de un producto de ambos factores.

Nota.—En estos elementos se supone, que cada radical 
no tiene sino su valor aritmético, ó sea el que resulta de 
extraer la raíz del valor absoluto de la cantidad subra
dical (*).

m  Se ha vi.sto (3 8 ) que las raíces de segundo grado tieiieu  
dos valores, v  en Algebra superior también se demuestra, que 
todo radical,'^algebraicamente considerado, tiene tantos valores 
coino unidades posea el indice de sii raíz.



— 156

Exponentes negativos y  fraccionarios.

134 . Las reglas operativas que se han dado (Capítulo II), 
cuando los expouentes do las cantidades que intervenían en el 
ciUculo eran enteros y  positivos, son aplicables también al caso 
en que los exponentes sean neg'ativos ó fraccionarios, según se 
puede demostrar.

Expoxbxtes nbr.ativos.—So ha visto (30) que toda cantidad 
con exponento negativo, os igual al cociente que resulta de divi
dir la unidad por aquella cantidad con exponente hecho positivo; 
de donde se deduce, que transformando toda cantidad con ex
ponente negativo en su equivalente, que contejiga esa misma 
cantidad con el exponente positivo, se podrá efectuar la opera
ción propuesta, y comprobar si el resultado obtenido se halla ó no 
conforme con la respectiva regla, que de antemano se conoce.

Las de la suma y  resta se comprende que serán las mismas ya  
conocidas (Capítulo II), y  fácilm ente se explica que asi sea, 
poi cuanto estas operaciones no ex igen  modificación alguna  
en los exponentos de las cantidades literales, que en ellas inter
vienen.

En la multiplicación se tiene

____l)m Jjn hm+n
idéntico resultado al que se hubiera obtenido, sumando algebraica
mente los exponentes de los dos factores propuestos, que, como 
se ve, no son sino potencias de una misma base.

Del mismo modo se demostrarla, que ó»í x ó - ’‘ =&"*—« , y  que

Si se tratara de dividir ó— n  ̂ ge tendría análogam ente

l)in hm ^ •.in—(—n).

en donde se ve, que el exponento de la base en el resultado, es 
una potencia de ésta, cuyo grado so obtiene restando algebrai
camente el exponente del divisor del que posee el dividendo.

De la misma manera se deduciría, que ó— = &^ m—u v
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En la elevación á potencias, resulta  

í  1 1(5-")»!={ ̂ 1  =&-»•.» ̂ '  \bn  ]  6»‘a
del mismo modo

N / I  1 1

\6» /  ó""'
=6>»a ,

L uego también aqui tiene aplicación la regla dada (33). 
En la extracción de ralees, aparece

Vó" Ó»í
resultado que se halla conforme con la regla  conocida (37').

135. Exi’oxentbs fuaccionakios.—Toda cantidad con expo
nente fraccionario se sabe (37), equivale á una raiz de la ex
presada cantidad, en la que el índice es igual al denominador 
del quebrado, la cual deberá hallarse elevada á una potencia, 
cuyo expolíente es el respectivo'numerador; de aquí se infiere, 
que transformando las cantidades que teng-an exponentos frac
cionarios en radicales, y  efectuando con éstos la operación que se 
desee, se verá en el resultado su conformidad con la respectiva 
regla  ya practicada.

Desde luego puede asegurarse que las de la adición y  sustrac
ción son lás mismas ya  expuestas (C.-viútulo II), lo cual se com
prende suceda, atendiendo á que estas operaciones no requieren  
alteración en los exponentes de las cantidades literales, que se ha
yan de sumar ó restar.

En la multiplicación se tendría.
m p

b » X b >¡-

n q
z\'bmxÍbP-

na________  1 IL
= \ bniq+ npz=b n~' 1

por transformaciones análogas se deduciríá, que b>i-Xh'’ = b
p I p,’“+ry hnixh'i=b ' </.

Estos resultados manifiestan, que para efectuar la m ultiplica
ción dejdos potencias de una misma base, en las cuales uno ó los 
dos exponeutes son fraccionarios, se formará una potencia de la



citada base, cuj^o'expoiiente será la suma de los que corresponden  
á aquellas potencias.

En la división resultaría,

^  ^  ^ _ “iiq__ jH p
6 » :6'/ =  Vó"‘: Vó P =  Vó >n(í—n¡>=hñ q-̂

P P
sig-uiendo el mismo procedimiento, se hallaría que 6'«:ó <2 = b T

m m
y  bn-.b^ =&n

Estas conclusiones dicen, que para dividir dos potencias de una 
misma base, cuando uno ó los dos exponentes sean fraccionarios, 
se formará una potencia de dicha basq, cuyo exponento estará 
dado por la diferencia que existe entre los exponentes del d iv i
dendo y  divisor.'

En la elevación á potencias, se vería,

<1_____
í  ™\E A //" "9__ EL P
\ b » ) q = \  \^/b>n) = \ /b m ¡ j^ ^ n ^ J .

del mismo modo se probaria que [b»)  = b ñ  ^  ’’ y  qne {bm jq~b '” ̂
En donde se veq u en o  se ha hecho sino aplicar lareg la  dada (33). 
En la extracción de raíces, resulta:
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P _ P ■

V EL A / "__ p>i_ EL-
a ’> = \  Vu’"=V u"’= u

Esto también se halla conforme con la respectiva reg-la (37 ).
Como resumen de las conclusiones que se acaban do deducir, 

queda hecho patente que las reglas operativas aplicables á las 
cantidades afectadas de exponentes negativos ó fraccionarios, son 
exactamente las m ism as que las que se tienen dadas pa ra  el caso 
de que los exponentes fueran  enteros g  positivos.

Ligera idea acerca de las expresiones imaginarias.

136. be vió (3 8 ) que estas cantidades no representan ningnin 
valor numérico y  que, dentro del Algebra elem ental, no son su s



ceptibles de admitii’ interprotación alguna; en esta atención, 
cuando al resolver un problema algebraico, se obtenga para valor 
de la incógnita una raíz im aginaria, se considerará éste inad
m isible y  por lo tanto absurda la cuestión propuesta. Mas como 
quiera que los antedichos resultados son en realidad expresiones 
algebraicas ó numéricas, de aqui que se las considero también 
como elem entos de cálculo, habiéndose convenido en hacer á 
ellas extensivas las mismas reglas operativas, que se tienen ex
puestas al tratar de las cantidades reales.

Antes de proceder al cálculo de las expresiones im aginarias 
de segundo grado, que son las únicas de que aqui se va  á tra
tar, conviene que sean transformadas con sujeción al siguiente  
teorema:

137 . Todo monomio imaginario de segundo grado es igual á 
la raíz cuadrada aritmética de la cantidad subradical, m u ltip li
cada por  V—1-

En efecto: V—rt-= V «*X —l= a V —1-
En la suma y  en la resta se facilita la reducción de tér

minos que pueden suponerse semejantes, desde luego que se 
considere en ellos á V—1 como factor común.

Asi: V ^ M ± V = ^ = (V m± V 5 )V = T .
138 . En las operaciones restantes conviene estar familiarizado 

con la determinación de las potencias de V—1, las cuales se ob
serva que están repetidas de ciratro en cuatro:

(V = 1 )‘ = V ^ ;  (V = T )^ = -1 ;  ( V : : i ) ^ = ( V = T ) ' ( V = í ) = - V = T í  
( V -1 ) '  = ( V - 1 ) -  ( V - 1 > = + 1 .

Según esto, si ahora se deseara hallar una potencia cualquiera  
de V 1, se dividiria el exponente de la potencia por 4, y  el resi
duo de la división manifestará cuál de las cuatro primeras poten
cias es el resultado que se busca.

En efecto:

(V_i)> »!-hi=(vc:í)ím x V = i= V -i 
(V=T) im-i-2^(Vi:i) 1 «íx = - i
(V=I)'-H> = ( V ^ )  '■'»x )
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Ejemplo: (2rt^V^)'’=512íí2-V ^.
Ciiaiido se tiene un binomio de la forma aibA^—1, compuedo 

de una cantidad a real y  de otra bV—1 imaginaria, siempre re
presentará umi expresión imaginaria, pues si a ± b V —1 fuera 
igual á una cantidad real c, se tendría restando de ambas a que 
± b V —l = c —n; y  por lo tanto, una'cantidad imaginaria equival
dría á otra real, lo que desde luego es inadmisible.

Las expresiones imaginarias de la forma a-j-bV—1 y a —bV—1 
que, como se ve, linicamento se diferencian en el sigmo que ante
cede al radical, se dice que son conjugadas.

Aun cuando parezca absurdo, obsé-yese que la suma y el pro
ducto de dos cantidades imaginarias, conjugadas es una cantidad 
real; lo cual se explica suceda, atendiendo á que en la adición 
se destruyen los dos iinicos términos afectados del factor V—1, y  
en la multiplicación hay necesidad además de elevar al cuadrado 
este factor, que da por resultado la cantidad real —1 (*).
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Ecftaciones bicuadradas.

139. La ECCACióN bicuadrada es de euarlo grado y 
tiene la fonna x ' ^ - \ - h a f - \ - c = 0 .

Si en ésta se hace x ’-—y, resultará y por lo tan
to la ecuación bicuadrada se habrá transíorinado en 
«y'-f 5y-t-c=0, ó sea en una completa de 2.° grado, cu

yas raíces estarán dadas por y = — i donde

se deduce que x \  l —h±^jr-—iac
V 2a lo cual mani-

(*) Estas contradicciones y otras análogas que se suelen pre
sentar en el cálculo algebraico de las expresiones imaginarias, 
son una consecuencia de haber hecho extensivas á simholos, que 
en realidad no representan valor alguno, las reglas que se tie
nen deducidas, en el supuesto de que eran reales las cantidades 
con que se operaba.
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fiesta que la incógnita de la ecuación propuesta tiene 
cuatro valores iguales dos á dos pero de signo contrario.

Ecuaciones de 2.° grado con más de una incógnita.

140. Una ecuación completa de segundo grado con dos 
incógnitas, tiene la forma
si se quisiera resolver esta ecuación, no habría sino des
pejar una de las dos incógnitas en función de la otra, 
para lo cual, suponiendo á ésta como conocida, se podría 
transformar la ecuación propuesta fen

resolviendo esta ecuación completa de segundo grado, 
se tendría,

—(b¿/+f7)±V(fcy-f- d)^—4g(cy‘-^+ ey+Z).
a;= 2a

dando ahora valores arbitrarios á y en este segundo 
miembro, se deducirán los correspondientes de x, lo cual 
manifiesta que el número de soluciones sería ilimitado.

Cuando se trata de resolver un sistema de ecuaciones 
de segundo grado con más de una incógnita, lo más fre
cuente es que, al efectuar la procedente eliminación, re
sulten ecuaciones de un grado superior al segundo, en 
cuyo caso, la investigación de sus raíces se hallaría fuera 
del dominio del Álgebra elemental.

F I N .
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24 360«'‘5 ’'ĉ ■lS0a>'b'‘tí' ■

i / 100 cf'b^chn óOd'b-c-m
44 l '¿Q0a^b'‘c ‘ ISOa’̂ b'c-'-

f
95 l 1

126«« &ian
180rt«5'c'>

1
\

240cp 120cp
360íi»6'C'‘ 180fl«5>(í'

54 9 es sería

60 3 15 15
+-8~a=

67 3 mayor menor
89 14 4ax--\-4abx— 4ac\ 4a-x--\-4ábx= —4ac;

/ —6 -I-V5 -—4ac —6+V&-—4«c
V 2rt *  2rt

90 8 j
—6—V 6-—4«c —6—V b ^ ír tc

\ ^  2fl ^  2a

108 16 1 1
.̂■2

128 17 (4) (1)







•;.>■■*. •■if,l''.«fe''-■ ■ ■“■•■■ ■.'■ ''■ ?.- ..s ■■■ ■' ■'' íW f . r ' .  -f ' ■=■ “ ■̂ ' ' . 3

I- '  a r ^ ■■ .  »•,. ■ »

> V '  • '; « '• Y ■ > 1  ■■■.•' ' H . . . '
■ ' « . . ' '  - . , '

Y Y- ’K ' .
■ y , ¿ y ' -  - ' i !  

* ■  *!f

^ ’i

w ñ

j^ '- ' ’-i

" « ' . ■ !  ^ ’t

.  * .  • ■ ' ■ ' ;fY..^\.''

^ 4 - S MV ■/>: /.;. ■

';. ;,v : , :[",£ ■'

■■ . -.-.-i:.

■■ V . - y - y -  .-.■..J.^:? - ; ,■ r •_ -i, ■. ■ ■ < ■ ■ '.fí''-

® 'S ' , ' f e » : V í í ' : ; ' :
■ t'
,.' • *■' jj.'.' ■-
- .■■Y '

r i.y. V  '

) c-

■ •■̂' • .. • H'"-' • •. '.... ‘>'V' ' '>'•'•
•i

' yí̂ Y y-- '

í*" „• V' .>K

'■■ f-:-. V'- '..̂ ' ■ ..::1

' . ri ■(

É i i t e f e 'a i l i s í i K l




