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INTRODUCCION

1. Se llaman Ciencias Matemdlicas, 6 Matemdtica en general,
& aquel grupo de conocimientos que se 0CUpa del estudio de las
leyes y propiedades de la cantidad.

I1. Cantidad se define por algunos, como toda porcion limi-
tada del tiempo 6 del espacio.

Y en efecto; siendo el tiempo y el espacio infinitos y divisi-
bles, ninguna cantidad que se considere estd fuera de estos
conceptos: por su cualidad de infinilos, el hombre no puede
abarcar el entero conocimiento del tiempo y el espacio abso-
lutos; por esto las cantidades que considera son esencialmente
limitadas, es decir, partes de uno 6 de otro.

Tambien se ha definido la cantidad diciendo que es todo lo
susceplible de aumento y disminucion.

Pero si bien esta es una de las cualidades inherentes de la
cantidad, no estan en ella comprendidas todas las que consti-
tuyen el concepto definido y establecen sus diferencias carac-
teristicas; asi es que los afectos del &nimo son susceptibles de
aumento y disminucion, y evidentemente no son cantidades
sometidas 4 las leyes de la Matemdtica.

Por ultimo, y eludiendo dmbas definiciones, otras escuelas
dicen que la idea de cantidad es simple y conocida de los hom-
bres y por ella distinguen lo singular de lo plural, lo uno de lo
multiplo, cuya explicacion es rechazada por los que no admi-

“ten mds que conocimientos adquiridos.
1
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I1I. Cualquiera que sea la definicion que se considere més
admisible, y suponiendo que lo sea la primera, el conocimiento
completo de cualquier cantidad, lo adquieren los hombres por
medio de una comparacion que establecen entre la que tratan
de conocer, y otra tambien limitada y fija, que les es conocida.

Expliquemos esto con ejemplos.

Si trato de conocer qué cantidad estin distantes dos puntos
del espacio, procedo del siguiente modo: tomo una longitud
cualquiera conocida y conveniente, & la cual llamo varae, me-
tro, elc., y veo cuéntas veces estd contenida en la distancia que
trato de apreciar.

Tambien, si quisiera determinar la cantidad de trigo de un
granero, tomaria una capacidad arbitraria y fija y veria las ve-
ces que la cantidad de trigo del granero la contenia.

IV. Analizando estos ejemplos, y cualesquiera olros que se
pusieran, se liene que, para formar idea completa de una can-
tidad, se necesita:

1.0 Que sea limitada y conlenga exactamenle & algunas de
las partes en que se puede considerar dividida.

9.0 Que se fije la parte de la cantidad que ha de servir de
término de comparacion.

3.0 Que se averigiie cudntas veces contiene, d esta parte, la
cantidad que se trata de conocer.

V. Se llama unidad, aquella parte de la cantidad escogida
convenienlemente en cada caso, como lérmino de comparacion.

VI. La comparacion que se ha explicado se llama tambien
medida de las cantidades.

VII. La cantidad como espacio tiene ciertas cualidades de
forma y posicion, distintas de las de divisible y comparable,
pero, en tan intima union y estrechas relaciones unas con
otras, que del conocimiento de las ultimas se viene al de las
primeras, y de aqui el que entren en el dominio de la Mate-
matica. Tiene, pues, esta ciencia muchas partes 6 ramas que,
si bien en sus primeros pasos parecen separadas, &4 medida
que se elevan en sus teorias, se unen en un solo y general co-
nocimiento de la cantidad. De aqui el llamarse Malematicas,
si se consideran las ramas que para ordenar su estudio se tra-
tan sucesivamente; y Matemdtica si se consideran sintética-
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mentey comogrupo de conocimientos sujeto & los mismos prin-
cipios y leyes.

VIII. Las ramas elementales de las Matemdticas se nom-
bran: Aritmética, Algebra y Geomelria.

La Aritmética comprende el tratado de las cantidades, re-
presentadas por simbolos de valor fijo; y se llama Algebra si su
representacion es por olros simbolos que no tienen desde luego
un valor designado: Geomelria es la parte que estudia las pro-
piedades de forma y extension de los espacios limitados.

IX. Las Matemdticas se llaman tambien Ciencias exactas,
cuyo nombre han merecido por la evidencia é inmutabilidad
de los principios en que se apoyan y la demostracion rigurosa
de los que de ellos se derivan,

X. Para més claridad en su exposicion se dan distintos
nombres 4 las verdades que contiene: éstos son los de axioma,
postulado, teorema, lema, escolio, corolario y problema.

XI. Se llaman axiomas aquellas verdades cuyo enunciado
basta para convencernos de su evidencia, sin que razonamiento
alguno haga més clara su percepcion; asi no tienen ni necesi-
lan de demostracion.

XII. Se llama postulado una verdad casi tan evidente como
el axioma, necesaria para el fundamento de algun teorema, la
cual se admite sin demostracion, porque las dadas hasta ahora
causan ménos convencimiento que su simple enunciado.

XIII. Teorema es una verdad que admite y necesita de de-
mostracion. Consta, pues, de dos partes,  saber: enunciado
y demostracion.

El enunciado esla manera de expresar la verdad de quese
trata y consta de dos partes: hipdlesis y conclusion.

Se llama hipdtesis 6 suposicion de un teorema, & aquellas con-
diciones del mismo que se dan como ciertas; y se llama iésis
6 conclusion la consecuencia de la hipétesis, y la cual forma el
objeto de la demostracion. Demosiracion es un raciocinio que
evidencia la verdad de la conclusion 6 tésis.

Teorema reciproco de otro es aquel cuyo enunciado tiene
por hip6tesis la tésis del primero y por tésis su hipdtesis. No
todos los reciprocos son ciertos, por lo que necesitan de de-
mostracion.

XIV. Lema es un teorema que sirve para facilitarla demos-
tracion de otro.
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XV. Corolario es una verdad que se deriva inmediatamente
de un teorema, ¢ por un razonamiento muy sencillo.

XVI. Escolio es una observacion 6 llamada 4 la atencion del
lector sobre ciertas propiedades que deben fenerse presentes,
principalmente para la resolucion de problemas.

XVII. Problema es una proposicion por la que se pide ob-
tener un resultado, mediante condiciones conocidas & las cua-
les ha de satisfacer.

Consta, pues, de un procedimiento para obtener elresultado
pedido, que se llama resolucion; de un resultado que se llama
solucion, y de una demostracion de la exactitud de ésta.

En todo problema las condiciones dadas se llaman datos y
el resultado que se busca incdgnita.



ARITMETICA

PRELIMINARES

1. Aritmélica es la ciencia de los numeros; se propone, por
lanto, resolver de un modo breve y sencillo todas las cuestiones
referenles d su representacion y composicion y descomposicion.

2. Numero es el resultado de comparar la cantidad con la
unidad.

3. Los numeros pueden ser enteros, fraccionarios é incon-
mensurables.

4. En efecto, 1a unidad absoluta ¢ indivisible, segun la Me-
tafisica, principio y origen de todos los nitmeros, no estd en el
conocimiento de los hombres.

5. La unidad aritmética, que es una porcion conocida de las
cantidades, y cuya cualidad esencial es la de divisible, y por tanto
la de comparable con otra de su especie, da, al medir, origen 4
varios resultados.

1.0 Sila cantidad que se mide contiene exactamente 4 la
unidad escogida resulta el nimero enfero,

2.0 8i la cantidad que se mide no contiene exactamente 4 la
unidad escogida, pero si & alguna de las parles en que se puede
considerar dividida, da origen & los niimeros fraccionarios.

3.0 Si la cantidad que se mide no contiene exactamente &
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la unidad ni 4 las partes en que se considera dividida, de modo
que no tiene expresion exacta en entero ni en fraccionario, se
llama inconmensurable.

En restimen:

6. Namero enfero es el que consta de unidades exactas;
fraccionario el que se compone de partes de la unidad, é in-
conmensurable el que no puede expresarse por entero 6 frac-
cionario.

7. Hay tambien inconmensurabilidad entre un nimero y
ciertas partes de la unidad, cuando por medio de esas partes
no puede expresarse exactamente ese nimero.

8. Por tanto la unidad que se emplea para expresar la can-
tidad por medio de numeros, produce resultados muy diversos.
Asi una misma cantidad puede tener expresion entera ¢ frac-
cionaria y hasta.ser inconmensurable, segun la unidad que se
tome para medirla. Esto lo confirma cualquier ejemplo, pues
una distancia no tendrd la misma expresion si se mide con el
melro que con la lequa, y pudiera suceder que contuviese al
melro virias veces exactamente, en cuyo caso la representacion
numérica de la distancia seria un numero entero; pero que
medida con la lequa no la contuviese sino & alguna parte de
ella, y enténces su expresion seria una reunion de partes de la
lequa 6 sea una fraccion de ésta. Por uitimo, puede concebirse
que no contuviese al metro 6 & la legua ni & ninguna de sus
partes exactamente, y en este caso su expresion numérica no
podria hacerse sin error por niimero entero ¢ fraccionario, y
entonces se dice que la distancia, y el meiro, 6 la lequa, son
inconmensurables; lo que significa tanto como que no tienen
medida 6 unidad comun.

9. Para facilitar el estudio de los nimeros, la Aritmética
los considera en abstracto, 6 sea sin asignarles especie deter-
minada; y se llaman concrelos cuando en algun ejemplo 6 pro-
blema determina su especie.

10. En los numeros concretos se llaman homogéneos los
que perlenecen 4 la misma especie, y heterogéneos los que son
de distinta; asi 4 kilogramos y 6 kilégramos son nimeros
concretos homogéneos, y 4 kilégramos y 8 metros son hetero-
géneos.
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Representacion de los numeros enteros, 6 numeracion.

11. Numeracion de enteros es la manera breve y sencilla de
expresar eslos numeros.

12. La generacion de los nimeros enteros es por agrega-
cion sucesiva de unidades, de modo que si 4 una unidad le
agregamos otra, ya se forma un numero entero; si 4 éste se
agrega otra, resulta un tercero, y asi sucesivamenle; se con-
cibe, pues, que la serie de los nivmeros enleros es ilimitada, toda
vez que por grande que sea un numero siempre puede consi-
derarse que hay otro siguiente, formado por la agregacion &
¢ste de una unidad.

13. La numeracion, por tanto, no ha podido consistir en
nombrar todos los niimeros posibles, sino en dar reglas para
hacerlo con pocas palabras, sujetas 4 un sistema que ayude 4
la memoria, respecto de niimeros suficientemente grandes para
salisfacer las necesidades de la préictica.

14. De dos maneras pueden expresarse los niimeros, 4 sa-
ber: de palabra 6 por escrito; asi la numeracion es verbal 6
escrila.

: ¢ I. NUMERACION VERBAL

15. La numeracion verbal acostumbrada es Ia llamada de-

. cimal, porque en este sistema siempre que se reunen diez uni-

dades de un drden se considera que forman una nueva unidad

que se llama del érden superior inmediato y cuenta en todos los

Grdenes con unos mismos nombres, aadiéndoles el del érden
en que se estd. Asi el cuadro de esta numeracion es:
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CUADRO DE LA NUMERACION VERBAL.

PRIMER ORDEN.— Unidades simples.

Uno.
Dos.
Tres.

Siele.
Ocho.
Nueve.

SEGUNDO ORDEN.—Decenas.

Una decena .
Dos »
Tres
Cualro
CGinco
Seis
Siete
Ocho
Nueve

Y ¥w ¥ Y Y9

Nombre usual.
i

diez.
veinte.
treinta.
cuarenta.
cincuenta.
sesenta.
setenta.
ochenta.
noventa.

TERCER GRDEN.—De las centenas.

Una cenlena.
Dos »
Tres »
Cualro »

» »
Nueve » .

ciento.
doscientos.
trescientos.
cuatrocientos.
»
novecientos.

CuARrTO ORDEN.—De los mallares.

Un millar. .
Dos »
Tres »

» »

Nueve »

mil.
dos mil.
tres mil.

»
nueve mil.
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QuINTO GRDEN.—De las decenas de millar.

Una decena de millar. . . . . diez mil.

T8 o0p » Vi n oo s iveinibomil

Tres » » Yo e sl treinta ik
By oy Bk »

Nueve » » P ko s DORERA mil.

SEXTO ORDEN.—De las centenas de millar.

Una centena de millar. . . . . cien mil.

Dos » Py L Lok s vrdeoscientosiials

Tres » Pisi R L s iiecenh. o btrescientos mils
» » » W 68 1 7, Sl 48 »

Nueve » » 3 UL i oinoveeientos mil.

SETIMO ORDEN.— Unidades de millon.

Drmillon: )k =51 52 BEgr e e 2 Rl Inis Moy,
([ Latee TERERRARR 1 T T P »
Toies e BTG BOBIlie e W W 2l »

» » o e LR e S R S
Nleve UL G SEINGAR AR B0 1 »

17. Este cuadro indica que con la admision de los érdenes
no hay que emplear méas nombres que los de uno, dos.... etc.,
hasta nueve y el de los drdenes de que se trate.

18. ¢Y c6mo se llenan los intérvalos de una decena & otra,
de una centena 4 otra, de un millar & otro, etc.?

Para ello se ha seguido en la expresicn el método natural
de la formacion de los numeros. Asi de una decena 4 otra se
forman los niimeros por la agregacion sucesiva de unidades;
pues segun esto, se nombran primero las decenas y despues las
unidades, que se consideren agregadas: asi para decir una de-
cena 1 siete unidades se expresan juntos dmbos nombres, y se
dice diez y siete. Lo mismo se ejecuta en todos los intérvalos,
pues debe observarse que cuando se llega d las decenas ya se

2
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sabe el nombre de todos los niumeros inlermedios de un grupo de
decenas d otro; cuando se llega d las centenas se saben los de una
d otra, y asi sucesivamente.

19. Como los primeros nimeros tienen mucho uso en el
comercio de los hombres, y el lenguaje tiende siempre 4 ser
lo més breve posible, 4 esta numeracion sistemdtica se le han
introducido alteraciones de nombres que el uso ha consagrado.
Asi se dice once, doce, trece, catorce, quince, en vez de diez y
uno, diez y dos, etc., y lo mismo respecto de otras variaciones
que van sefialadas en el cuadro anterior.

920. Siguiendo los principios expuestos, el orden octavo se
Nlama de las decenas de millon; el noveno, de las cenlenas de
millon; el décimo, de los millares de millon; el undécimo, de las
decenas de millar de millon, y el duodécimo, de las cenlenas de
millar de millon.

21. Si hubiera necesidad de mas nombres se forman otros
seis drdenes con las palabras del primero, y se llaman todos de
los billones: los seis siguientes son de los frillones, etc.

92. Nunca hay necesidad de nombrar nimeros tan gran-
des; pero si existiera, con una sola palabra nueva para cada
grupo de seis érdenes, y esto junto con los nombres ya cono-
cidos de cada 6rden, y los de los nueve nimeros primeros,
bastaria para satisfacer 4 la expresion de cualquier cantidad.

23. Los nimeros se enuncian empezando por los ordenes su-
periores y el nombre del grupo de seis érdenes no se dice sino
al final de los seis y los de cada orden mno se dicen sino de ires
en tres.

24. Sirva de ejemplo lo siguiente. Para enunciar un ni-
mero compuesto de nueve cenlenas de millar de millon, fres
decenas de millar de millon, un millar de millon, cinco cente-
nas de millon, seis decenas de millon, siete millones, ocho cen-
tenas de millar, cuatro decenas de millar, cinco millares, dos
centenas, seis decenas y cuatro unidades, se expresaria breve-
mente en virtud de no decir el nombre comun al grupo de seis
ordenes sino una vez al final de ese grupo, y el de cada ires



e R

drdenes reunidos, tambien al final. Asi se diria: Novecientos
treinta y un (mil) quinientos sesenta y siete (MILLONES) ocho-
cientas cuarenta y cinco (mil) doscientas sesenta y cuatro (UNI-
DADES).

¢ II. NUMERACION ESCRITA

25. Facilmente se habrd notado en la numeracion verbal
que con las nueve palabras desde uno & nueve hay bastante
para expresar lo que puede haber en el sistema decimal, en
cada uno de sus érdenes, y que basta anadirles 4 estos nom-
bres el del érden que se quiere expresar.

En la numeracion escrila, 6 sea en el sistema para expresar
con signos d los niimeros, se concibe ficilmente que si 4 cada
una de estas nueve palabras se le asigna un simbolo que la re-
presente, s6lo falta el hallar la manera de que estos mismos
simbolos puedan indicar el érden que deben representar.

96. Estos signos, que traducen las palabras desde uno &
nueve y que tambien se llaman nimeros digitos, cifras, notas
6 guarismos son los siguientes, tomados del drabe: 1, 2, 3, 4,
9,6;7,8;9.

En cuanto 4 la manera de que una misma nota 6 guarismo
represente 6rdenes distintos, el medio mds sencillo de conse-
guirlo ha sido, el de escribir los nimeros poniendo los guaris-
mos unos al lado de los otros, en linea horizontal y con arre-
glo al principio siguiente.

917. Toda cifra puesta d la izquierda de olra representa uni-
dades del orden superior inmediato. Con esto cada érden tiene
su lugar determinado en la escritura, pues una sola cifra serdn
unidades simples; si 4 su izquierda se escribe otra nota ésta
serd del érden de las decenas; si & la izquierda de las decenas
se pone otra, ésta serd del de las centenas, y asi sucesivamente.

98. Como quiera que el 6rden representado por un guaris-
mo depende del lugar que ocupa respecto al de las unidades
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simples, ha habido necesidad de inventar una cifra sin valor
por si misma llamada cero (cuya figura es 0), que sirve para
ocupar aquellos lugares en la escritura que no tienen unidades
asignadas.

99. En restumen las cifras del sistema decimal son diez: nueve
significativas y una insignificativa. Estas cifras tienen en los
nameros escritos dos valores: uno absolulo, segun su figura, y
otro relativo 6 de orden, segun el lugar que ocupan.

30. Los nimeros se escriben & medida que se expresan, de
izquierda 4 derecha, 0 sea empezando por las cifras que repre-
sentan los 6rdenes superiores; ocupando con ceros los lugares
que se omilen en la expresion hablada.

31. El principio que da valor relativo 4 las cifras puede
tambien enunciarse: Todo guarismo puesto d la derecha de olro
representa unidades del orden inferior inmediato. Gon lo cual
la nota puesta & la derecha de las unidades simples represen-
taria unidades diez veces inferiores & ésta, y lo mismo las si-
guientes que se colocaran, dando lugar 4 continuar la nume-
racion en los drdenes de diez en diez veces inferiores a la
unidad simple, como se estudiard en su lugar respectivo.

La numeracion completa en todo sistema abraza tanto los
érdenes ascendentes respecto del de las unidades simples, co-
mo el de los descendentes por intérvalos iguales 4 la base.

39. Este sistema de expresion de los niimeros, ya hablado,
ya escrito, se llama decimal por la razon indicada de ir sus
érdenes de diez en diez: y el nimero diez se dice que es su
base. No es dificil concebir que pudiera haberse escogido otro
nimero cualquiera de unidades por base: asi como dos 0
doce, etc., sin que por ello sufriesen alteracion los principios
en que se funda su parte sistematica: solo habria aumento 0
disminucion de cifras y de palabras de modo que lo que fija
un sistema cualquiera de numeracion, es su base, 6 sea el ni-
mero constante de unidades de cada orden necesario parda com-
poner una del superior inmedialo.
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CAPITULO II

Operaciones con los numeros enteros.

¢ I. PRELIMINARES

33. Se llaman operaciones con los nimeros, las diversas ma-
neras de combinarlos entre si, componiéndolos y descomponién-
dolos. g

34. Las operaciones son, pues, de dos clases: de composicion
y de descomposicion.

Se dice que son operaciones que componen, aquellas que
con los niimeros que les sirven de elementos para operar, y con
las condiciones de su definicion, se proponen hallar un resultado
que mo estd en ninguno de los elementos de la operacion, sino
que se produce con la concurrencia integra de todos ellos.

Se llaman operaciones de descomposicion, aquellas en que
el resultado que se pide se encuentra incluido en alguno de los
niimeros dados para operar, de modo que para encontrarlo hay
que hacer una especie de separacion 6 andlisis de los elemenltos
dados.

35. Son operaciones que componen, la suma y la multipli-
cacion; y que descomponen, la resta y division, que lambien
se llaman inversas respectivas de las primeras.

36. Estas cuatro operaciones se llaman tambien fundamen-
tales porque, en efecto, en el vasto campo de esta ciencia, sea
con numeros G con simbolos literales que los representen,
desde las mds sencillas teorfas 4 las mas complicadas, no se
ejecutan mas operaciones que las cuatro dntes dichas.

37. Hay otros dos modos de operar con los niimeros, que
son les llamados elevacion d polencia y extraccion de raices, que
alganos seialan como otras dos operaciones, respectivamente
de composicion y descomposicion; pero en realidad no son mas
que casos especiales de la multiplicacion y division.

Por ultimo, hay escuelas que hasta aniaden una sélima ope-
racion llamada logaritmacion, 6 delerminacion del logaritmo
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de los miimeros; pero realmente no es mas que un conjunto de
las cuatro operaciones fundamentales para lograr un resultado
definido.

33. La Aritmética, al exponer las cuatro operaciones fun-
damentales, obedece & los siguientes principios:
1.0 Que el resultado que se obtenga sea exactamente el defi-
nido como fin de la operacion.
2.0 Que el procedimiento empleado sea el mds brévey sencillo
posible.

Segun esto la norma que guia y justifica los métodos para
operar, es la definicion de la operacion. Todo resultado que
se ajuste 4 ella es el pedido; todo método que lo consiga es
bueno: serd preferible el mds breve y sencillo.

39. En cada una de estas cuatro operaciones fundamenta-
les tienen los elementos dados para operar nombres propios
y peculiares, 'y signos para indicarlas.

g II. SUMA 0 ADICION

10. Suma 6 adicion es aquella operacion que se propone ha-
lar el resultado de reunir varios nimeros en uno solo.

Compone, por consiguiente, esta operacion, pues vale tanto
como decir que, dadas las partes de un ltolal, las junta para
recomponer el todo. No estd, pues, el resultado incluido en

ninguno de los elemen(os, ni sé forma separando & alguno en
partes determinadas.

41. Los nombres dados & sus elementos son: el de suman-
dos 4 los nimeros que se han de reunir; suma 6 total al resul-
tado que se busca. Tiene esla operacion un signo para indi-
carla en la escritura, que es el llamado mds (+), que se escri-
be entre los sumandos. Asi 45+326+12 se lee cuarenta Yy
cinco mds trescientos veintiseis mds doce, 'y quiere decir que
se busca un namero que tenga tantas unidades como proven-
gan de la reunion de las de los tres dados.

42. El método que més pronto ocurre para obtener el re-
sultado que se propone esta operacion, es el de reunir con un
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sumando una & una todas las unidades de otro; 4 la suma de
éstos, una & una, las de un tercero, y asi sucesivamente.

Es cierto que asi se conseguiria el resultado pedido; pero
tambien lo es, que el procedimiento es muy largo y hasta im-
practicable para nimeros algo considerables. :

43. Aunque en la esencia se conserva este método primi-
tivo se ha simplificado observando que los nimeros escritos
s6lo pueden constar de nueve guarismos, cada uno en su 6r-
den respectivo, y que si se pudieran reunir primero todos los
que representan las unidades simples, despues todos los que
representan las decenas, etc., y, por fin, que la suma de los
guarismos de las unidades se reuniera 4 la de los que repre-
sentan las decenas, ésta 4 la de las centenas y asi hasta la de
los érdenes mis altos de los sumandos, evidentemente se ha-
bria conseguido el mismo resultado que reuniendo unidad 4
unidad, toda vez que la suma asf efectuada, constaba de todas
las unidades, todas las decenas, centenas, etc., de los sumandos.

Esto simplifica la operacion, porque se reduce 4 aprender
de memoria la suma de un namero digito con otro digito, y
de aqui con otro cualquiera: con esto se saben reunir los gua-
rismos del mismo 6rden; y en cuanto & reunir la suma de
las de un érden con la del siguiente se hace de este modo: se
empieza por el érden inferior, 6 sea el de las unidades sim-
ples, y como quiera que la misma numeracion indica al contar
cudntas decenas hay en un namero cualquiera, se reservan
mentalmente de la suma de los guarismos de las unidades sim-
ples, las decenas que resullen; se escriben las unidades de esta
suma, y las decenas reservadas se suman con los guarismos de
las decenas. Lo mismo se efectiia con todos los demds érde-
nes que produzcan decenas de su dérden, que son unidades
gar;} el siguiente superior; y con esto se obtiene la suma cifra

cifra.

Es claro que esto supone el saber sumar nimeros digitos
entre si, lo cual hay que aprender de memoria 6 por medio
de la préctica 6 en tablas al efecto, y tambien el hacer men-
talmente la suma de un digito con cualquier niimero, lo cual
ensena la préctica. Y, por ultimo, que se empieza la suma por
los guarismos de érden inferior, para reunir al siguiente las
unidades que resulten de su 6rden; pues si se empezara por
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los de 6rden superior, al sumar despues cada uno de los in-
feriores ocurriria en general tener que corregir todas las ci-
fras ya puestas, por las reservas que habria que reunirles; y
esto se evita empezando por los guarismos de las unidades
simples.

44. La mejor disposicion para este procedimiento es el de
escribir los sumandos unos debajo de los otros, de modo que se
correspondan los guarismos del mismo 6rden, y trazar por debajo
del ltimo una raya, pues asi la vista los percibe facilmente y
sin confusion y se separan los sumandos del resultado ¢ suma.
Asf para sumar 3526 con 438, con 9570 y con 635 se dispon-

dria:
3526
438
9570
635

14169

El resimen de este método es la regla siguiente:

45. Para sumar nimeros enteros escribanse los sumandos en
columna vertical de modo que se correspondan los guarismos del
mismo orden; debajo del wllimo lrdcese una raya para separar-
los del resullado; simense los guarismos de la primera columna
de la derecha y escribanse las wnidades que resullen, reservando
las decenas para sumarlas con los guarismos de la siguiente, y
conlintiese asi hasta sumar los de todas las columnas.

46. Es evidente que la colocacion en columnas verticales
no es esencial; pero es la mejor disposicion para no confundir
los guarismos, y siempre se adopta cuando se va & efectunar la
operacion con numeros algo considerables. :

47. Silos sumandos fuesen muy numerosos, tambien hay
confusion &un colocados en columna, y es dado d equivoca-
ciones; por lo que se distribuyen los sumandos en grupos, y des-
pues de hechas las sumas de cada grupo se reunen lodas en un
lotal.

Todas estas disposiciones se fundan en un principio casi
axiomdlico, & saber:

48. TEOREMA. El drden de los sumandos no altera el valor
de la suma. Y en efecto,la suma es el resultado de reunir to-
das las unidades de los sumandos en un solo numero. Asi,
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pues, cualquiera que sea el lugar de los sumandos el método
expuesto de reunir por érdenes cumple con el fin de la opera-
cion, y claro es que la manera de colocarlos no influye en la
suma.

49. Lldmgnse operaciones indicadas, aquellas en que por me-
dio de los signos peculiares de cada una, esldn sefialadasy sin
verificar.

50. Una suma indicada serd, por tanto, una serie de ni-
meros unidos por el signo .

51. Si los sumandos de una suma variasen de valor, la
suma podria sufrir ciertas alteraciones que basta enunciarlas
para convencerse de su certeza.

1.0 Si uno 6 varios sumandos se aumentan en cierto niumero
de unidades lo nueva suma vendrd aumenlade en el tolal de
unidades anadidas al, 6 d los sumandos.

En efecto, si sumar es reunir todas las unidades, el nuevo
resultado debe contener las que habia y las nuevamente ana-
didas.

2.0 Si uno 6 varivs sumandos se disminuyen en cierlo ni-
mero de unidades, la nueva suma vendrd disminuida en el total
de unidades quitadas al, 6 d los sumandos.

En efecto, los primitivos sumandos pueden considerarse
como los nuevos aumentados en lo que se les quita; luego la
primitiva suma debia tener tantas unidades mds respecto de
Ja nueva, como el total de las quitadas & los sumandos. Esto
es lo mismo que decir que la nueva suma tiene tantas uni-
dades ménos, como se han quitado de los sumandos.

3.0 Si unos sumandos se disminuyen en cierlo nimero de
unidades y otros se aumentan en las mismas, la suma no se al-
lera.

En efecto, el total primitivo disminuye en ciertas unidades
por lo que se quita & los sumandos, y aumenta en las mismas
unidades por lo que se les anade, y es evidente que si un ni-
mero aumenta y disminuye en las mismas unidades no altera
de valor,

3
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52. Se llama prueba de una operacion olra que se hace para
conocer si la primera estd bien hecha.

Desde luégo ocurre que la prueba de una operacion, siendo
4 su vez olra operacion, puede estar equivocada la prueba, y
la operacion bien hecha, 6 compensarse la equiyocacion de la
prueba y la dela operacion, apareciendo las dos bien hechas
y realmente estando equivocadas dmbas.

La prueba, pues, no ofrece en sus indicaciones mas que un
grado de probabilidad, fundada ésta, en la dificultad de que
ocurra el segundo caso mencionado.

53. Las pruebas delas operaciones son tanto més aceptables
cuanto mas breves y sencillas son, y cuando consisten en una
operacion de distinta indole que aquella que se trata de probar.

54. Como la suma es la primera operacion con los niime-
ros, no se puede en érden 16gico recurrir & olra para su prueba.
Asi que consiste en volver d sumar las columnas en sentido in-
verso al efectuado, y se debe de oblener un lolal idéntico al pri-
mero (48) ().

55. La relacion de igualdad enire dos cantidades se indica
por medio del signo = que se pone entre ellas y se lee ignal &:
asi; como 4+5 dan de suma 9, esto se escribe 4+4+5=9.

56. Se llaman miembros de una igualdad las cantidades es-
eritas d derecha ¢ izquierda del signo igual; primer miembro es
el que estd 4 la izquierda y sequndo el que estd 4 la derechas

57. AXIOMA. Si dos cantidades son iguales y aumentan 6 dis-
minuyen en el mismo niumero de unidades, conlintan siendo
iguales. .

De modo, que si bien los miembros pueden sufrir altera-
cion, la igualdad subsiste. Hay, pues, que distinguir en las
igualdades, lo que se refiere 4 los miembros, de lo que es rela-

S gl g st

(') El nimero (48) puesto entre paréntesis, y lo mismo los que se vean en
todo lo que seguird, quiere decir que se recurra al parrafo que lleva ese numero
para recordar la verdad ya demostrada que conviene tener presente. Sin evacuar
estas citas no puede hacerse bien el estudio-de esta Ciencia; asi es que los alum-
nos deben de volver & repasar cada parrafo que se vea indicado ¢ llamado de este
modo,



SO
tivo al equilibrio (digdmoslo asi) que el signo IGUAL expresa
entre ellos. Asi, teniendo 4-+5=9, si 4 los dos miembros sumo
3, claro es que éstos varian, toda vez que vienen aumentados
en 3 unidades; pero la igualdad subsistird, y se tendra, por
tanto, 4+5+3=9+3.

Por tanto, decir que una igualdad no varia, solo quiere in-
dicar que si los dos miembros sufren alteracion, ésta es idéntica
en dmbos y contintuan siendo iguales.

g III. SUSTRACCION ( RESTA

58. La sustraccion es la segunda de las operaciones fun-
damentales y primera de descomposicion: tiene por fin, dado
un namero llamado minuendo y otro sustraendo, hallar un
tercero llamado resto, que sumado con el sustraendo dé el mi-
nuendo.

50. Analizando esta operacion con respecto 4 los nimeros
enteros, es claro que sisustraendo y resto componen por suma
el minuendo. en éste se hallan reunidos los dos, y por tanto
si puedo separar 6 quitar del minuendo el sustraendo, encon-
traré el resto. Asi, pues, entre nameros enteros el resto indica
lo que le falla al sustraendo para igualar al minuendo; 6 en
otros términos, la diferencia enlre los dos nimeros dados. De
aqui el llamar al resto de dos enteros la diferencia 0 exceso
del minuendo sobre el sustraendo.

60. Tambien dice el analisis hecho, que la manera de hallar
el resto es quitar del minuendo lodas las unidades del susiraen-
do; y como hacerlo una & una serfa muy largo, y por otra
parte es evidenle que si se quitan del minuendo sucesivamente
todos los ordenes del sustraendo, es decir, lodas sus unidades
simples, sus decenas, centenas, elc., lo que resta de ¢l serd la
diferencia, se ha seguido este procedimiento. Advirtiendo que
estando los érdenes representados por guarismos, habra que
quitar de cada guarismo del minuendo su correspondiente
en el sustraendo. Pero puede ocurrir que fuese el minuendo
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menor que uno de los guarismos correspondientes en el sus-
traendo, y en este caso para hacer posible el quitarlo del de
su 6rden se anade mentalmente una unidad del 6rden inmedia-
to, que vale alli diez, y ya se podrd restar; teniendo presente
al restar el guarismo siguiente que se ha tomado esta unidad
en el minuendo. Esto supone: primero, que se saben de memo-
ria las restas 6 diferencias enire un nimero digilo y olro cual-
quiera tambien digilo, aunque se le afiadan diez unidudes; se-
gundo, que la distinla agrupacion que se da G las unidades del
minuendo al fomar una de un érden para afiadirsela d alguno
de los inferiores no allera elresto; y lercero, que las restas su-
cesivas de cada orden se van reuniendo en su Orden respectivo.
Todo esto se efectua facilmente: lo primero por medio de la
practica 6 de tablas que contienen las diferencias entre los ni-
meros mencionados; lo segundo observando que si bien al res-
tar un 6rdengdel minuendo se le afaden diez unidades para
poder restar, tambien se le quita una al érden superior inme-
diato, con lo cual el minuendo no se altera (51-3.°). Por ulti-
mo, la agrupacion de todos los restos en su lugar respectivo
se verifica facilmente, pues estos restos son guarismos que van
en su 6rden, empezando por el de las unidades simples.

61. De lo dicho se infiere la siguiente regla. Para restar
dos ndumeros enleros escribase el minuendo y debajo el sustraen-
do de modo que se correspondan los guarismos del mismo orden;
{rdcese por debujo una raya para separarlos del resto; hallese la
diferencia de cada guarismo del sustraendo con su correspon-
diente en el minuendo, empezando por las unidades simples, y
escribanse los restos en su lugar respectivo. Si alguna cifra del
minuendo es menor que la correspondiente del sustraendo, aiddan-
sele diez unidades y verifiquese la resta, teniendo cuidado de
considerar la siguiente disminuida en una unidad.

62. Esta operacion se indica por medio de un signo lla-
mado ménos, que es una rayita horizontal (—) que se coloca
delante del sustraendo: asi, 15—17 se lee quince ménos siete y
representa una diferencie indicada.

63. Las alteraciones que sufre el resto de dos nimeros ente-
ros por la adicion de unidades al minuendo 6 sustraendo 6 d los

dos son las siguientes: o 3 ]
Supongamos que al minuendo se le afiaden 6 quitan cierto
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nimero de unidades, dejando el mismo el sustraendo. Se tendrd
que el nuevo minuendo es la suma del sustraendo primitivo y
del nuevo resto; pero si una suma aumenta ¢ disminuye de
unidades, preciso es que (51-1.c y 2.°) uno de los sumandos
haya aumentado ¢ disminuido en el mismo nimero; y como
¢l ‘sustraendo no ha variado, necesariamente el resto liene que
ser el que aumente 6 disminuya en el mismo nimero que el mi-
nuendo. Luego

1.0 Si al minuendo se le afiaden 6 quitan cierlo nimero de
unidades, dejando el mismo el sustraendo, el reslo vendrd au-
mentado 6 disminwido en el mismo nimero.

Supongamos ahora que dejando sin alteracion el minuendo,
al sustraendo se le anaden 6 quitan unidades. En este caso la
suma (minuendo) no varia; uno de los sumandos (el sustraen-
do) aumenta; luego si la suma ha quedado inalterable, preciso
es (51-3.0) que el otro sumando (el resto) disminuya en la mis-
ma cantidad, de lo contrario Ja suma vendria aumentada y no
serfa 1a misma. Si se supone que el sustraendo haya dismi-
nuido para que la suma no altere, es necesario que el otro
sumando, el resto (51-3.°), aumente en la misma cantidad. En
resimen: :

90 Siel sustraendo aumenta 6 disminuye de unidades dejon-
do sin alteracion al minuendo, el reslo disminuye 6 aumenta en el
mismo numero.

Expresando estas consecuencias reunidas puede decirse:

Que el resto sufre idénticas alleraciones que el minuendo y
las contrarias que el sustraendo, cuando éstos varian por la adi-
cion 6 sustraccion de cierto nimero de unidades.

3.0 Si al minuendo y al sustraendo se les suma 6 resta el
mismo numero el resto no varia. Esta es una consecuencia in-
mediata de los dos teoremas anteriores, toda vez que el resto
sufre en Ambos casos un aumento y disminucion de un mismo
nimero de unidades.

64. Laprueba de la operacion de restar se hace por medio
de la suma del resto con el sustraendo, la cual ha de producir
el minuendo.

65. En la prueba de la suma se dijo que por la resta po-
dria probarse si una suma estd 6 né bien hecha, y en efecto:
si-verificada una swma se vuelven d swmar todos los sumandos,
exceplo uno, el nuevo total debe ser igual al primitivo, ménos el
sumando exceptuado. La razon es evidente, pues si & la nueva
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suma se agregase el sumando exceptuado, deberia dar la pri-
mitiva (48), luego la nueva es la diferencia entre la primitiva
y el sumando exceptuado.

~ 66. EscoLio. La operacion de restar puede formularse de
diversos modos, como otras tantas cuestiones que por ella
sola se resuelven asi.

¢Qué niimero sumado con 30 da 45? ;Qué niamero se debe

restar 4 45 para obtener 30?

" Dada la suma 45 de dos sumandos, de los que uno es 30, ha-
llar el otro. Estas serian otras tantas maneras de formular la

misma cuestion que se resuelve por la resta de estos dos ni-
meros.

En general siempre que dados dos niimeros se pide un tercero
que sumado con uno de ellos produzca al otro, la operacion de
restar es la que resuelve la cuestion, y el enunciado de esla ul-
Eiuzla fijard la significacion del resto respecto de los nimeros

ados.

¢ IV. MULTIPLICACION

67. Multiplicacion es la tercera de las operaciones fundamen-
tales y sequnda de composicion, y es la que tiene por objelo, da-
dos dos nimeros, hallar un lercero que sea respecto de uno cual-
quiera de los dados lo que el otro es respecto de la unidad.

68. El numero que se busca se llama producto.

Los dos nimeros dados reciben los nombres de multipli-
cando y multiplicador, 6 el de factores del producto.

Se llama multiplicando al que se compara con el producto,
y multiplicador al que se compara con la unidad.

Esta eleccion es arbitraria, segun se expresa en la defini-
cion.

69. El signo para indicar esta operacion entre dos numeros
es un aspa () 6 un punto (.) puesto entre los factores y que
se lee mulliplicado por. Tambien se suele usar de paréntesis
dentro de los cuales se encierra & uno de los factores 6 4 cada
uno de ellos cuando éstos son sumas 6 diferencias indicadas.
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70. Aplicando la definicion al caso de dos nimeros ente-
ros, por ejemplo & 65, lo que se busca es un tercer numero
que sea respecto de 6 lo que 5 es respecto de la unidad enlera.
Segun esto, como 5 se compone de 14141411 el producto
por definicion debe de componerse de 6-+6-+6-+6-+6. Por
tanto, tratindose de enteros puede decirse que multiplicar es
hallar el resultado de repetir un ndmero por sumando lantas
veces, como unidades tiene olro.

71. Si se observa que repitiendo un nimero dos, tres 6 cua-
tro veces por sumando, el resultado es evidentemente dos, tres
6 cualro veces mayor que el nimero que se repite, se puede
tambien decir que mualtiplicar un numero por olro entero es
hallar un tercero que sea lantas veces mayor que el primero, como
unidades tiene el sequndo.

72. Estos conceptos ¢ explicaciones de la definicion gene-
ral de esta operacion, cuando se trala de enleros, sirven para
justificar los procedimientos para efectuarla entre éstos.

73. Desde luégo se concibe, que si multiplicar es el resul-
tado de sumar el multiplicando consigo mismo tantas veces
como uuidades tiene el multiplicador, con el procedimiento
de la suma basta para hallar el producto, sin necesidad de in-
ventar olro nuevo.

Pero tambien es ficil de conocer que seria impracticable
por lo largo. En efecto, habria que escribir el multiplicando
tantas veces como unidades tuviera el multiplicador, y despues
efectuar la suma; y dmbas cosas serian imposibles de realizar
en la generalidad de los casos, dun traténdose de multiplica-
dores poco considerables.

74. Ha sido, pues, preciso investigar un medio breve y sen--
cillo de realizar esta operacion, y éste ha sido el siguiente.

Tres casos hay que analizar en las multiplicaciones de dos
enteros, que son: primero, dos digilos; segundo, compuesto de
vdrias cifras, por un digilo; y tercero, dos compuestos de vdrias
cifras.

75. PRIMER €ASO. Para multiplicar dos niimeros digitos, como
sus productos de dos en dos son en numero limitado, se ponen
en tablas que los contienen todos, las cuales son féciles de apren-
der de memoria.
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TABLA DE MULTIPLICAR.

: Disposicion. Para for-
1(2(3]4|5]6|7|8]|9] mar esta tabla, llamada
— Il e aa | Pitagérica, seescriben en
L A 1011214 11618 453 misma linea horizon-
360912 15118121 | 24|27} tal los nueve niimeros di-
ponleeend bl owlrm oo [ mrron) k08 Y agregando 4 cada
4| 8l12]16]20(24]28 (32136} uno de ellos otro igual &
I o Tanlos an | a= F a0 | 2= 1. €1, 86 obtiene una segun-
.‘2 191_" 29_ _El E’Q 35 %9'5’_ da linea de nimeros, que
6112 18124130136 | 42|48 | 54| son los anteriores toma-
—|—{— ol g g —|——{ dos dos veces por sumando
7|14 21|28 |35 42/49| 56| 63| 6 multiplicados por dos.
| || = = =) Si 4 cada uno de los pro-
_8_ 1_61 4 g gy 48 _‘rﬁ % 721 ductos de esta segunda
9 (18127|36|45!54' 63| 72|81 lineaseagrega el namero

que estd encima de ¢l en
la primera, resultard la suma de estos mismos nimeros toma-
dos tres veces como sumandos, 6 sean sus productos por tres, que
se escriben en una tercera linea; y siguiendo asi se van obte-
niendo las diversas lineas que indican los produclos por cua-
tro, cinco, seis, etc. 5

Uso. Una vez conocida la manera de formar esta tabla, para
hacer uso de ella no habrd mas sino tomar en la primera co-
lumna vertical de la izquierda el nimero que sea el mullipli-
cando, y seguir por el renglon horizontal que estd 4 su dere-
cha hasta llegar al producto que estd debajo del niimero que
sea el multiplicador en el renglon de arriba. Asi para hallar
el producto de T por 8, se seguird con la visla el sélimo ren-
glon horizontal y la octava columna vertical, y en su coinciden-
cia se encuentra el namero 56, que es el producto. Si fuera el
de 4 por 6, se mirard el nimero que estd en la coincidencia
del cuarto renglon horizontal con la sexta columna vertical,
que es 24.

76. SEGUNDO CASO. Un numero de vdrias cifras por un di-
gito. Sea, por ejemplo, 4526<5. Segun las consideraciones
expuestas, el objeto de esta operacion es hacer al 4526 cinco
veces mayor. Si, pues, se observa: primero, que si ¢ cada una
de las partes de cualquier nimero se hace cinco veces mayor Y
se reunen los resullados, el nimero que se obtiene es evidente-
mente cinco veces mayor que el propueslo; segundo, que las par-
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tes del 4526 son sus diferentes ordenes y éstos se hallan expre-
sados por niimeros digitos; y lercero, que por la multiplicacion
de digitos podemos hacer d cada cifra de los diferentes drdenes
cinco veces mayor en su drden relativo, ficilmente ocurre que
multiplicando por 5 cada cifra del nimero 4526, y reuniendo
en un solo niumero los resultados, se consigue el objeto de la

operacion propuesta.

La manera de reunir los resultados de la multiplicacion de
cada cifra del 4526 por 5 pudiera hacerse escribiendo aparte
cada producto en su valor relativo, unos debajo de otros y su-
mando despues; asi podria decirse: 5 por 4 millares son 20 mi-
llares 6 20000 unidades; 5 por 5 cenlenas son 25 centenas 6
9500 unidades, etc.; y sumando despues 20000 con 2500, etc.,
se tendria indudablemente el producto: este modo de reunir no
se usa, por ser mds breve otro que en nada complica el pro-
cedimiento, y es el ir haciendo la reunion de los productos al
mismo tiempo que se van efectuando, para lo cual se empieza
la multiplicacion por la cifra de las unidades simples del mulli-
plicando y despues las siguienles; pero no escribiendo de cada
producto parcial mds que las unidades, reservando las decenas
para agregarlas en su valor absolulo al producto de la cifra si-
quiente. Lsta reserva es mental, es decir, que se conservan
en la memoria las decenas que resulten de un érden para agre-
garlas al producto siguiente. Con esto se ahorra el escribir
tantos productos parciales como cifras tiene el mulliplicando
y hacer despues la suma. En el ejemplo propuesto diriamos,
por tanto: 4526 5; 5 6 son 30, 6 sea cero unidades y 3 de-
cenas; escribiendo el cero unidades y reservando las 3 dece-
nas para agregarlas al producto de 52 decenas, que es la ci-
fra siguiente: este producto es 10 decenas, y 3 de la reserva 13
decenas, 6 sea una centena y 3 decenas: escribo las 3 decenas
al lado del cero y reservo la una centena para el producto de
5% 5 cenlenas, el cual da 25 y 1 son 26: escribo el 6 y reservo
el 2, que son millares, para el producto de 5x 4, que son 20
millares, y 2 son 22: como no hay més cifras lo escribo inte-
gro al lado de las 6 centenas, 3'decenas y cero unidades, y
con esto el producto serd 22630. Asi se ejecula la operacion
de reunir al mismo tiempo que la de multiplicar. La recopila-
cion de este procedimiento es la regla siguiente.

71. Para multiplicar un niumero compuesto de vdrias cifras
por otro de una sola, escribase el multiplicando y debajo el mul-

4
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tiplicador ; tirese una raya bajo la cual se pone el producto; mul-
tipliquese la cifra del multiplicador por cada una de las del mul-
tiplicando, empezando por la de las unidades simples, y escri-
banse las unidades de cada producto, reservando las decenas para
afiadirlas al producto del érden siguienie.

78. TERCER CASO. Multiplicar dos numeros compuestos de
vdrias cifras. :

Sea, por ejemplo, mulliplicar 7983 por 452. Segun lo ex-
puesto, el fin de esta operacion se habrd conseguido si hace-
mos al nimero 7983 las 452 veces mayor que indica el mul-
tiplicador, y es evidente que esto se obtendria si lo hiciésemos
primero 2 veces mayor, despues 50 veces mayory despues 400
veces mayor, y por {ltimo se reuniesen estos tres resultados en
un total.

Queda, pues, la cuestion propuesta reducida 4 investigar
coémo se ha de proceder para multiplicar brevemente al ni-
mero 7983 por 400 y por 50; pues por 9, como nimero digito
que es, ya se sabe por el caso anterior. La nueva cuestion,
por tanto, que surge €s la de multiplicar un nimero 7983 por
una cifra significativa seguida de ceros: 400 6 50.

79. Para resolverla propongamonos primero mulliplicar un
numero cualquiera por 10, 100 6 1000, 6 en general por la uni-
dad sequida de ceros.

Sea 798310, como el objeto es hacer 10 veces mayor al
7983, 6, lo que es lo mismo, 4 cada una de sus cifras en su
valor relativo, siendo décuplo el sistema en que estd escrilo
ese numero, basta para conseguirlo recordar el principio en
que se funda este sistema, quees que foda cifra puesta @ la
izquierda de otra representa unidades diez veces mayores que la
anterior, y por tanlo que si las 3 unidades se han de conver-
tir en decenas, las 8 decenas en centenas, las 9 centenas en
millares y los 7 millares simples en decenas de millar, etc.,
habrd que escribir las mismas cifras corriéndolas un lugar
hacia la izquierda, para lo cual basta ponerle un cero d la de-
recha.

B
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Luego para multiplicar un niimero por 10 basta escribir
un cero d sw derecha.

80. Un analisis andlogo nos daria & conocer que pard
multiplicar un entero por 100 ¢ por 1000 bastaria escribir dos
é tres ceros d la derecha.

En general, que para multiplicar un nimero enlero por la
unidad sequida de ceros, basta escribir @ sw derecha lanlos ceros
como acompaiian d la unidad.

81. Sabiflo esto, si el multiplicador es una cifra _signifi-
cativa (diferente de la unidad) seguida de ceros; por ejemplo,
400 y el multiplicando un entero; por ejemplo, 7983, es claro
que siendo el objeto hacer 4 7983, 400 veces mayor, esto se
conseguiria evidentemente escribiendo 400 veces al 7983
como sumando y reuniéndolos en un total. Pero como el
6rden de estos sumandos no altera la suma, (ue en nues-
tro ejemplo es el producto, si considero & estos 400 suman-
dos formando grupos de & 4, habra con esto 100 grupos
iguales que reunir y cada uno sera de 7983 repetido 4 ve-
ces. En resimen, que la operacion de repetir 400 veces &
70983 se convierte en estas dos: 1.2 Multiplicar d 7983 por 4.
9.2 Multiplicar el resultado ast obtenido por 100. Ambas ope-
raciones se saben ya ejecutar, puesla una es multiplicar un
enlero por un digito, y 1a otra por la unidad sequida de ceros,
y dmbas son breves luégo.

82. Para multiplicar un nimero entero por und cifra sig-
nificativa distinta de la unidad, y sequida de ceros, se mulli-
plice por dicha cifra y d la derecha del resultado se ponen
lantos ceros como acompafien d la cifra.

83. Ya con estos antecedentes es fécil ejecutar la multi-
plicacion de dos enteros cnalesquiera compuestos de vdrias
cifras: en efecto, volviendo al ejemplo propuesto de 7983 452,
cuya operacion queda ejecutada descomponiéndola en tres
multiplicaciones parciales, dsaber: primero por 2, despues por
50y por ultimo por 400, y reuniendo, se liene que 7983X2
da 15966; y 798350 da 399150; y, por altimo, 7983400
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da 3193200, y sumando estos tres productos se halla 3608316.

84. La manera de disponer esta operacion, para més cla-
ridad, es la de escribir el multiplicando y debajo el malti-
plicador; despues se tira una raya bajo la cual se van es-
cribiendo los productos parciales del multiplicando por cada
una de las cifras del multiplicador, pero con una modifi-
cacion en la escritura, y es que como los productos par-
ciales se han de sumar, no se les ponen los ceros que debian
tener 4 su derecha, y para que se correspondan las cifras del
mismo 6rden despues de esta supresion, basta con escribir
cada producto parcial adelantindolo un lugar hdicia la iz-
quierda respecto del anterior, es decir, que la cifra de las
unidades de cada uno venga debajo de la de las decenas del
inmedialo anterior.

Asi, pues, la operacion del ejemplo propuesto se dispone:

7983 Multiplicando.
452 Multiplicador.

15966
39915 {Productos parciales.
31932

3608316 Producto total.

El resamen de este procedimiento es la regla siguiente.

85. Para mulliplicar dos enteros compuestos de varias cifras
escribase el multiplicando y debajo el multiplicador y trdcese
una raya por bajo de éste. :

Multipliquese todo el multiplicando por cada una de las ci-
fras del multiplicador, escribiendo los productos parciales que
se obtengan por cada una debajo los unos de los otros, pero
adelantdndolos un lugar hdcia la izquierda respecto del ante-
rior inmediato. Verifiquese la suma de todos los productos par-
ciales, y ésta serd el lolal.

86. OBSERVACGIONES. Si en el multiplicador hubiera ceros °
intermedios de las cifras significativas, como los produclos
parciales del multiplicando por estos ceros serian filas de ce-
ros, no se escriben y se saltan hasta la primer cifra signifi-
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cativa que se encuentre, leniendo cuidado de escribir esle pro-
ducto parcial adelantando hdcia la izquierda un lugar mas, que
ceros intermedios se hayan saltado. Asi 9756< 2003 se dispondra:

9756
2003

29268
19512
19541268

87. Ocurre con frecuencia en los calculos aritméticos, que
conviene operar con elementos que & su vez son operaciones
indicadas. Tal serfa, por ejemplo, multiplicar la suma indi-
cada 3-F4-+5 por un nimero cualquiera, 6 una diferencia
13—5 por un nuamero, 6 una suma por olra suma indica-
da, etc., 6 un producto indicado por un mnimero 6 por otro
producto i otras vérias operaciones con, elementos de esta
naturaleza, cuyos casos principales se van & analizar.

88. Ante todo se recordard que para expresar la multi-
plicacion de una suma 6 diferencia indicada por un namero
¢ porotra suma 6 diferencia tambien indicada, se encierra
dentro de un paréntesis al factor compuesto, es decir, al
que expresa la suma ¢ diferencia: con esto se evita la con-
fusion que el aspa 6 punto traeria, puesto que no sabria-
mos si la multiplicacion indicada por estos signos afectaba al
ultimo sumando de los propuestos ¢ 4 toda la suma. Asi,
si- escribo 3-4-5-44X 2 entenderfamos que sélo habria de mul-
tiplicarse el sumando 4 por el factor 2; pero (34-5-+4) 2 quiere
decir, y no hay confusion, que toda la suma 34544 ha de
multiplicarse por 2. Del mismo modo (4-+5) (7+3) quiere decir
que toda la suma 4+-5 se ha de multiplicar por toda la suma
T+4-3; de modo que el paréntesis es generalmente un signo de
multiplicacion y cada paréntesis es un factor.

89. Los productos indicados en los que cada factor es un
numero, se escriben poniéndolos todos & continuacion, con el
aspa 0 punto intermedio. Asi 30.5.6.7 es un producto indicado
de cuatro factores, y quiere decir que 30 se ha de multiplicar
por 5, su produclo por 6 y el producto de los tres por 7. De
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modo, que efectuado seria 30.5.6.7=6300. Esto supuesto.

90. Para multiplicar una suma indicada por wn némero se
multiplica cada uno de los sumandos y se suman_ los productos
parciales. Sea, por ejemplo, (13+4-+5) 2. Segun la definicion
de multiplicar por un entero, el objeto de la operacion pro-
puesta es hacer d la suma dos veces mayor, y se concibe que si
cada una de sus partes se hace dos veces mayor y se reunen
los resultados, el total serd toda la suma hecha dos veces ma-
yor: luego (134445 2=13.2-+4 .2-+5.2.

91. Supongamos ahora una suma por olra, dmbas indicadas
y sea (4+5) (3++2). Es claro que pidiéndose ahora que la su-
ma (44-5) se repita 342 veces se consigue repitiéndola pri-
mero 3 veces, despues 2 veces, y sumando los resultados; de
modo que se descompone la operacion de esta manera: (4+5)
(3+2)=(4-+5) 3+(4+5) 2 y se estd en el caso anterior; el pro-
ducto serfa 4.3+5.3+4.2+5.2. Es decir, que para multipli-
car dos sumas indicadas se multiplica la que hace de mullipli-
cando sucesivamente por cada uno de los sumandos del multipli-
cador y ln reunion de todos los productos serd el total.

92. Para multiplicar una diferencia indicada por un nimero
se multiplica, minuendo y sustraendo y se reslan los productos
parciales. Sea (13—5) 4; como 13—5=8, y por tanto 13=8+-5;
multiplicando dmbos miembros por 4, dird 13X 4=(8+5) 4=
8.4--5. 4; si de Aambos miembros se resta 5X 4 yen lugar de 8
se pone su igual 13—5 dird: 13.4~5.4=(13-5) 4.

93. Para sacar un factor comun de varios nimeros se en-
cierran en un parénlesis y fuera se pone el factor. Asi 4. 1+4.1
4-i. T=(4+4+4)1;5.34+8.3—1.3=(548—T) 3.

94. El érden de los factores no altera el valor del producto.
Considerando primero que sean dos factores 3X2, si se des-
compone el 3 en sus unidades y se repiten dos veces, la reunion
de todas ellas serd el producto: el cuadro que se tendrd serd:

14441 | 34-3=3X2
1141
24+-2-4+2=2X3
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Sumando por columnas horizontales da 343 6 sea 3X2,
y por verticales 2422 6 sea 2% 3; y como estas sumas son
iguales, es claro que 3X ik

95. Demostrando el teorema con dos factores para exten-
derlo al caso de muchos, basta hacer ver que en un producto
de varios faclores uno cualquiera de ellos puede cambiar de lugar
con el siquiente sin alterar el produclo. Los casos que se pueden
considerar son tres: primero, que los factores sean los dos pri-
meros; segundo, que sean los dos @llimos;y tercero, que sean
dos intermedios. : :

PRIMER CASO. Sea el producto 5.7.3.4 en el que van 4 cam-
biar de lugar los dos primeros. Seha demostrado que 5.7=1.5.
Si 4 estos productos iguales se les multiplica por el mismo
pimero 3.4 los resultados son iguales. Luego 5.1.3.4="1.5.3.4.

SEGUNDO CASO. Sean ahora los dos ultimos factores del
producto, 5.7.3.4, los que han de cambiar de lugar. Se tiene
que 51.8.4=5.7.845.1.345.7.3.4+5.7.3, y si se saca de todos
estos sumandos del segundo miembro & 3 de factor comun
sera (5.7+5.7+5.7+5.7) 3, pero 5.7 repetido cualro veces por
sumando es lo mismo que 5.7x4: luego se tiene la serie de
igualdades 5.1.3.4=5.1.3+5.1.345.7.3+45.7.3=(5.7+5. T+
5.145.7) 3=5.7.4.3. Comparando el primer miembro y el ul-
timo nos prueban que los dos tltimos factores 3 y 4 del pro-
ducto propuesto, han cambiado de lugar sin allerar su valor.

TERCER CASO. Sean ahora dos intermedios, y el producto
5.7.4.3.8, dejando de considerar los dos ultimos factores 3.8,
se tiene demostrado que 5.7.4=5.4.7 segun el caso anterior.
Si los dos miembros de esta igualdad se multiplican por 3.8
los resultados son iguales: luego 5.7.4.3.8=5.4.7.3.8.

Con lo cual queda probado que el cambio de érden de des
factores intermedios tampoco altera el producto.

Probado que se .pueden invertir dos factores consecutivos
cualesquiera sin alterar el producto, todos los cambios de lugar
de los factores quedan justificados; porque si del producto
4.7.3.8 se quiere pasar & 8.4.7.3 por inversiones sucesivas de
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los factores de dos en dos, se diria 4.7.3.8; invirtiendo 3 y 8,
sera igual 4 4.7.8.3; invirtiendo 7 y 8, serd 4.8.7.3, é invir-
tiendo 4 y 8, serd 8.4.7.3, que es el pedido, y al cual se ha
llegado por la inversion sucesiva de s6lo dos factores; luego
estos productos son iguales.

06. Para mulliplicar un producio indicado por un nimero,
basta multiplicar uno cualquiera de sus factores. En efecto, sea
un producto 5.3.7; si se multiplica por 2 uno cualquiera de
sus factores, por ejemplo el 5, dird 5.2.3.7, y como el 6r-
den de los factores no altera el producto, serd igual 45.3.7.2,
en el cual estd de manifiesto que todo ha quedado mullipli-
cado por 2.

97. Para multiplicar entre si dos productos indicados se re-
unen en un solo producto todos los faclores.

En efecto, sea 3.5.7 el producto indicado, que se va & mul-
tiplicar por 9.8, que es otro producto indicado. Si se efectia
este segundo se liene 9.8=72, y por tanto la operacion pro-
puesta queda reducida 4 maltiplicar 4 3.5.7 por 12, lo cual
se efectia poniendo 3.5.7 .12, y como lo mismo es 72 que 9.8,
sustituyendo estos factores serd 3.5.7.9.8.

Lo mismo se dird del producto de tres 6 mds productos in-
dicados, cuya operacion se indicaria por un solo produclo en el
que estuviesen los faclores de que constasen todos ellos.

08. Con esto se justifica una abreviacion de la multiplica-
cion de enteros cuando uno 6 dmbos factores terminan en
ceros. Y es: se suprimen los ceros y se verifica la operacion con
la parte significaliva, y al producto se le agregan lantos ceros
como tienen uno 6 los dos faclores. X

En efecto,sea 3400 X 590:se liene 3400=34.100y 520=52.10;
luego 3400 .520=34.100.52 .10=34.52 .100.10. Es decir,
que hay que multiplicar 34 por 52, que es la parte significa-
tiva de los factores, y el resultado por 1000, 6 sea afiadirle tres
Ceros.

99. El nimero de cifras del producto de dos nimeros es
igual d tanlas como tienen dmbos 6 una ménos.

Sea un numero de tres cifras por otro de cuatro: el caso
en que dardn mds cifras al producto es cuando sean lo ma-
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yor posible: por ejemplo 9999999 y como este producto es
menor que 99910000 que tiene T cifras. En el caso mis fa-
vorable no podra tener el de dos numeros de cuatro y tres
cifras, mas de siete.

El caso en que dardn ménos es cuando sean lo menor po-
sible, 6 sea 1001000, y dun en éste dan 6 cifras. Gomo este
ejemplo se prueba en todos.

100. La prueba de la multiplicacion se hace invirtiendo los
factores, y repitiendo la operacion, y se debe oblener el mismo re-
sultado (94).

101. Si el multiplicador tiene muchas cifras se facilita la
operacion formando una labla auxilior de los productos del
mulliplicando por los nueve guarismos del sistema: con esto
en cada multiplicacion, por uno de los guarismos del multi-
plicador, no hay més que consullar la tabla y escribir el pro-
ducto en su lugar correspondiente.

102. POTENCIAS DE LOS NUMEROS ENTEROS. Se llama polencia
de un nimero el resullado de multiplicarlo por si mismo vdrias
veces. El nimero que se eleva se llama base, y el que indica
las veces que se toma de factor exponente.

La operacion se indica escribiendo la base, y 4 su dere-
cha, un poco mds alto, el exponente. Si la cantidad que se ele-
va fuese una suma ¢ diferencia indicada, se encierra dentro
de un paréntesis, y fuera se pone el exponente. Asi (3+4)* 6
(24-6)* indican respectivamente que la suma (344) se ha de
repetir dos veces de factor y la (2-4-6) tres veces.

Cuando el exponente es 2 6 3 se leen cuadrado y cubo. Asi
7y 8 se leerdn siete elevado al cubo y ocho al cuadrado.

103. BEs ficil de notar que el numero de mulliplicaciones
que hay que efectuar para hallar la potencia de un nimero, son
tantas, como unidades tiene el exponenle, ménos una; pues para
una sola multiplicacion se necesitan dos factores, con lo cual
siempre hay una ménos de éstas que de aquéllos.

104. Para elevar un producto indicado d una polencia se
eleva cada uno de sus faclores. En efecto; de la definicion de
potencias se deduce que (5.7.8)*=5.7.8X5.7.8X5.7.8, y como

5
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el 6rden de los factores no altera el producto, esto es igual
4 5.5.5.7.1.1.8.8.8=5"1"8".

105. El cuadrado de la suma de dos nimeros se com-
pone del cuadrado del primero, ms el doble producto del pri-
mero por el sequndo, mds el cuadrado del sequndo.

En efecto; seala suma de dos nimeros (4+5), cuyo cua-
drado se trata de averiguar: se tendrd (4+5)*=(4+-5) (4+4-9)=
(4+5)4+(4+5)5:42+4.5—+—4.5—+—52=4'2+2.4.5—{—5‘2.

En general (ab)*=a*+2ab—+0*.

106. El cubo de la suma de dos nimeros se compone del
cubo del primero, mds triplo del cuadrado del primeropor el se-
gundo, mds triplo del primero por el cuadrado del segundo, mds
cubo del segqundo.

En efecto; (4+5)*=(4+5)2(4+5)=(4*+2.4.54-5°)4+(4+
9.4.54+5%)5=4"+2.42.54+4.5°+42.542 .4 .5°+-5° =443 . 825
+3.4.5*4-5°.

En general (a+b)’=a’+4-3a*b+-3ab*4-0°.

¢ V. DIVISION DE ENTEROS

107. La division es la segunda de las operaciones de des-
composicion de los niimeros; y su objeto es, dados dos mimeros
de los cuales uno se considera como producto del olro por un ter-
cero desconocido, investigar este lercero.

108. Los nombres dados & los elementos de esta operacion
son los siguientes: dividendo al numero dado como producto,
y divisor al factor conocido: al desconocido se llama cociente.

109. El signo para indicar esta operacion es, dos puntos
puestos entre el dividendo y el divisor; asi 88:8 quiere decir
ochenta y ocho dividido por ocho.

110. Desde luégo se ve, por multitud de ejemplos, que no
siempre es posible hallar en nimero entero el cociente de
dos cualesquiera dados; asi, siendo 26 el dividendo y 7 el di-
visor, como 3X Tes 21y 4X 7 es 28, el cociente no es 3 por
pequefio, ni 4 por grande. En tales casos, & estos numeros 3
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6 4 se les llama cocientes inexactos, y lo son en ménos de una
unidad. Si se escoge al mds pequeiio, 3, se dice que es inexacto
por defeclo, y si al mayor, 4, inexacto por exceso.

111. En dmbos casos se llama residuo de una division de
enteros @ la diferencia entre el dividendo y el produclo del di-
visor por el cocienle.

112. Se concibe sin dificultad que segun se tome el co-
ciente inexacto, por defecto 6 por exceso, asi el residuo indica
cosas distintas, 4 saber: en el ejemplo propuesto de dividir 26
por 7, si tomo como cociente el numero 3, el residuo es
96—3.7 6 sea b; este numero 5, residuo de una division por
defecto, significa las unidades que sobran al dividendo para ser
igual al producto del divisor por el cociente. Es decir, que
26=3.7+5.

Si se hubiera tomado por cociente al inexacto por exceso
4, entonces el residuo seria 4.7—26, 6 sea 2; este numero 2
significa en esle caso las unidades que faltan al dividendo pard
ser igual al producto del divisor por el cociente. Es decir, que
26=4.7—2.

s evidente que la suma de los dos residuos (por defecto
y por exceso) ha de ser ignal al divisor. g

Comprendido esto, propongamonos investigar el método
para hallar el cociente de dos niimeros cualesquiera.

113. Es claro que por el procedimiento ‘de la suma y resta,
y dun de la multiplicacion, podria investigarse el cociente de
dos niimeros.

En efecto; sumando el divisor consigo mismo una vez, y
despues otra, y asi sucesivamente hasta encontrar el dividendo,
6 un namero que difiera de él en ménos del divisor, se tendria
que tantas veces como hubiera sumado el divisor consigo mismo,
de otras tantas unidades constaria el cocienle.

114. Tambien por las restas del divisor, hechas al dividendo
y restos sucesivos, se llegaria i delerminar el cociente de dos ni-
meros. Asi lo manifiestan estos ejemplos: 348:92. Efectuando
Ja division por suma, diria: 924+92=184; 184+92=276; 276+
92—=368; y como 368 es mayor que el dividendo 348, tendria
que el cociente estd.entre 3 y 4, pues al sumar a4 92 tres
veces da 276, y al sumarlo cuatro da 368. Por resta, diria:
348 —92—=256, 256 —92=164 y 164—92="T2; delo que deduz-
co (pues al llegar & 72 no puedo restar, y yahe ejecutado 3
restas), que el cociente por defecto es 3 y el residuo 72.

115. Desde luégo se concibe que esta manera de encon-
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trar el cociente investigandolo unidad d unidad es imprac-
ticable por lo larga cuando se trata de cocientes algo consi-
derables.

116. Por medio de la multiplicacion tambien puede lle-
garse 4 fijar el cociente de dos numeros, empleando una se-
rie de ensayos y probaluras de nimeros que, multiplicados por
el divisor, den el dividendo. Asi, 252:36 diria: ensayando el 6,

“tengo 36X 6=216, que es menor que el dividendo; ensayo
ahora el 8, y como 36X 8=288, es mayor que 252, ensayo el Ty
tengo 36X 7=252, dedonde deduzco que 7 es el cociente exacto.

117. Desde luégo se nota lo imperfecto que seria este pro-
cedimiento y la serie de ensayos & que nos conduciria el in-
vestigar el cociente de una vez lodas sus unidades. :

118. Preciso ha sido buscar un medio de ejecutar esta ope-
racion de dividir, inventando un procedimiento distinto del
de sumar, restar y multiplicar: de aqui el que constituya una
nueva operacion. Kste procedimiento consiste en investigar el
cociente cifra d cifra.

119. Para ello se parte de esta observacion: siendo el divi-
dendo el producto del divisor por el cociente, en él estin
acumulados y confundidos todos los productos parciales de
las diferentes cifras del cociente incégnito por el divisor,
mis las unidades del residuo si lo hubiere, y saponiéndolo
inexacto por defecto. Tengo, pues, por ejemplo, que al divi-
dir 8046 por 9 puedo considerar que en 8046 estan los pro-
duclos de las cifras que busco, multiplicadas cada una en su 0r-
den por el divisor 9; Yy, por tanto, que el producto de la cifra
mas alta del cociente, multiplicada por 9, estd contenido en
las unidades mas altas del dividendo: éstas son 80 cenlends. (No
puedo decir 8 millares, porque 8 no contiene 4 9 1); y ahora
digo que si por un medio cualquiera puedo averignar el ma-
yor mimero de veces que esta parte del dividendo conliene al
divisor, esle nimero serd la primera cifra del cocienle; es de-
cir, que si puedo asegurar que 80 lo mas que contiene &

9 es 8 veces, el niimero 8 es la primera cifra del cociente bus-

cado. En efecto, el nitmero 8 de cenfenas para el cociente
no es cifra grande, puesto que su producto por 9 doy por su-
puesto estd contenido en las 80 cenlenas del dividendo. Tam-
poco la cifra 8 de cenlenas para el cociente puede ser pe-
queiia, puesto que este recelo lo produce el que las cenlenas
que sobran de 80, despues de restarle las 8 veces (ue con-
tiene 4 9, reunidas con las decenas y unidades de lo restante
del dividendo, pudieran ser bastantes & que debiéramos au-
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mentar esta cifra 8 que hemos puesto, por lo ménos en una
unidad; pero no tiene lugar este recelo, toda vez que habien-
do puesto en el cociente el mayor nimero de veces que las
80 centenas contienen & 9, lo mds que podrian sobrar serian 8
centenas (pues si‘sobrara una mds estaria contenido el 9 una
vez mas en 80 yno seria 8 el mayor numero de veces, y he-
mos supuesto que se pone el mayor), y la parte restante del di-
videndo, que son las decenas y. unidades, no pueden componer
nunca esa cenlena que falta (pues lo mas que podrian ser es
9 decenas y 9 unidades) para que se debiera aumentar la cifra
8. En resiimen; si lo que sobra de las centenas del dividen-
do, 1o mds es tanto como unidades tiene el divisor, ménos una,
y lo que sigue del dividendo no puede componer esa UNA,
claro es que en el cociente se ha puesto una nola que no es
pequenia: luego si mo es grande ni pequeiia, es la verdadera.

Si ahora se resta de las 80 centenas el producto de las 8
centenas del cociente por el divisor 9, 6 sean 8 centenas por
9, ignal 72 centenas, quedardn 846 unidades de todo el divi-
dendo propuesto, en cuyas 846 unidades estin acumulados los
productos de las otras cifras del cociente por el divisor: si re-
pito para las decenas del cociente el mismo andlisis, diria
que, siendo 84 las decenas del dividendo y siendo 9 el mayor
niimero de veces que contienen al divisor 9, la cifra de las
decenas del cocjente es 9: si se resta de las 84 decenas el
producto 99 el cociente y divisor, quedarin de todo el
dividendo 36 unidades, en las cuales estd el producto de la
tercera cifra del cociente por el divisor; y siendo 4 el nui-
mero exaclo de veces que estas 36 unidades contienen 4 9, esta
cifra 4 es la de las unidades del cociente. Asi, pues, este co-
ciente estara compuesto de 8 centenas, 9 decenas y 4 unida-
des, 6 sea 894.

120. Se ve, pues, que el procedimiento para encontrar el
cociente cifra & cifra es el siguiente. Tdmense de la izquierda
del dividendo tanlas cifras como tiene el divisor, 6 una mds s,
consideradas como unidades simples, no conlienen @ dicho divi-
sor ; véase el mayor ntmero de veces que esta parie contiene al di-
visor, y ésta serd la primera cifra buscada; mullipliquese esta
cifra por el divisor y réstese el producto del dividendo parcial;
bdjese d la derecha del resto la cifra siguiente y se lendrd el se-
gundo dividendo parcial. Y asi se continta hasta que no haya
mds cifras en el dividendo que consideray.
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Si alguno de los dividendos parciales fuese menor que el di-
visor, se pone cero en el cocienle y se contintia la operacion.
121. La manera de disponer los célculos es la siguiente:
se escribe el dividendo y 4 su derecha el divisor, separados
por un corchete, y debajo de éste se coloca el cociente, asi:

Dividendo 8046 | 9 Divisor.

84 Al
a6 894 Cociente.

Residuo O

192. La clave del procedimiento para buscar el cociente
de dos niimeros, cifra & cifra, estriba en poder hallar con se-
guridad, cada vez que se considera un dividendo parcial (de
cualquier 6rden que sea), el mayor niimero de veces que contiene
al divisor. :

En efecto; & dos condiciones sujelocada guarismo que pongo
en el cociente: una @ que su producto por el divisor esté conle-
nido en el dividendo parcial. En virtud de esta condicion no es
grande. La otra condicion es que ese guarismo ndique el ma-
yor niimero de veces que el dividendo parcial conliene al divisor.
En virtnd de esto la diferencia entre el dividendo parcial y el
producto de dicho guarismo por el divisor ha de ser menor
que el divisor, por 1o ménos en una unidad del orden de que
se trata, y dun en este caso esa unidad que hace falta para
que el dividendo parcial contuviese una vez mas al divisor
1o la puede formar la parte del niimero dado, inferior al Grden
del dividendo parcial de que se trata, y por tanto el guarismo
6 nota que con esta segunda condicion se pone no es pequeiio.

123. Luego toda la dificultad consiste en ese medio para
saber con sequridad cudl es el mayor niimero de veces que cada
dividendo parcial contiene al divisor. Ese medio es el siguiente:

1.0 Si el divisor es un numero digilo, la tabla de multiplicar
va indicando en cada division parcial la cifra del cociente. De
ella nos hemos valido en el ejemplo de dividir 8046 por 9.

9.0 Si el divisor esld compuesto de varias cifras, se recurre d
formar una tabla auxviliar de esta operacion, en la cual se po-
nen los maltiplos del divisor por los nueve niimeros digilos, y se
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consulta en cada division parcial. Esta tabla se forma de la
manera siguiente: :

Sea 8765432109:4576. Se dispondra el célculo:

Tabla auxiliar.

516X 1= 4576 8765432109 |4576
» X2= 9152 4576 PR
» X3=13128 41807 1915522
» X 4=18304 41184
¥y % 5=90880 - it
» X6=27456 7103
» X 7=32032 4576
» X8=36608 95272
» X9=41184 22880
93021
22880
"~ 10410
9152
12580
9152

Residuo 3437

ExpricAcioN. La tabla auxiliar de los multiplos del divisor
la he formado del modo siguiente. Escribo el divisor 4576: de-
bajo 1a suma de este namero consigo mismo; asi he obtenido
su producto por 2, que es 9152: debajo la suma de este pro-
ducto y el mismo namero 4576, y éste es su producto por 3.
Debajo la suma de su producto por 3, y otra vez el mismo
nimero, y se ha obtenido su producto por 4; y asi sucesiva-
mente hasta el de 9.

Hecho esto, siendo el primer dividendo parcial 8765, para
saber el mayor namero de veces que contiene al divisor 4576,
consulto la tabla auxiliar y veo que siendo 9152 el producto
de este divisor por 2, el dividendo parcial 8765 1o mds que lo
contiene es 1 vez: este 1 es la primera cifra del cociente.
Para oblener la segunda resto el producto de la cifra primera
i por el divisor; la tabla da este producto, y uniendo al resto
4189 la cifra siguiente 4, resulta el segando dividendo parcial
41894. Consultada la tabla, veo que el mayor multiplo del di-
visor contenido en ¢l es 41184, de donde deduzco que la se-
gunda cifra es 9, y asi sucesivamente. :

124, Esla, pues, dado el medio seguro de averiguar en
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cada division parcial la verdadera cifra del cociente. Sin em-
bargo, la tabla auxiliar no se emplea en la generalidad de los
casos, por ser larga su formacion y haber otro medio mds hreve
(si bien no tan seguro) de hallar la cifra conveniente. Este
medio es el llamado de TANTEO, y consiste en ver cudnlas ve-
ces la primera cifra de cada dividendo parcial (6 dos primeras
si tiene una mas que el divisor) contiene d la primera del di-
visor. Esto, que se averigua por el conocimiento que tenemos
dela tabla de multiplicar, ofrece una cifra que, si no es la ver-
dadera, difiere generalmente en muy poco de ella, y la razon
es la siguiente: la cifra mas alta de cada dividendo parcial
proviene del producto de la respectiva del cociente por la
mis alta del divisor, agregando & este producto las reservas
de aquel 6rden que provienen de la multiplicacion de las otras
cifras del divisor por todaslas del cociente. Asi, (ratando de
buscar el cociente de 14835:43 sin formar la tabla auxiliar,
se diria para la primera cifra: 148 entre 43, por la tabla de
multiplicar no puedo saber cudl es el mayor nimero de veces
que 148 contiene & 43; pero observando que en las dos pri-
meras cifras del dividendo parcial (que dicen 14) estd el pro-
ducto de la primera cifra del divisor (que es 4) multiplicada
por la que busco, digo 14 entre 4 y enténces por la tabla sé
que es 3. Claro es que esto no es mds que un tanteo 6 medio
de hallar la cifra buscada por aproximacion, pues en 14 no sélo
estd el producto por 4 (primera cifra del divisor) de la cifra
deseada, sino tambien las reservas de ese dérden que han pro-
venido de la multiplicacion de las otras del divisor, que siguen
a la primera, por todas las del cociente y que no tomo en
consideracion al hacer el tanteo; y que estas reservas pueden ser
tantas, que influyan para que eslas dos primeras cifras del di-
videndo contengan al divisor una vez més de lo que debe indi-
car la primera cifra del cociente, se ve en infinidad de ejem-
plos: tal seria si en lugar de ser el ejemplo propuesto fuera
17535: 44, en que el tanteo daria: 175 entre 44, 6 bien 17 entre
4, corresponde 4 para el cociente, y esto no es exacto, porque
la verdadera cifra es 3, pueslo que 4x 44 da 176175, y esto
sucede por la acumulacion que hay en los 17 millares del
dividendo de las reservas de los productos de las demds cifras
del cociente por todo el divisor.

Todavia es mayor ei error que nos da el tanteo en ciertos
ejemplos que pueden presentarse, como en 80035:149, que
en la primera division se diria 800 entre 149 ¢ bien 8 entre 1
4 8. Y esla cifra es tan inexacta cuanto que la verdadera es 5.
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195. Para evitar en muchos casos estos errores del tanteo, 6
hacer que las cifras que proporciona difieran en pocas unida-
des de la verdadera, se recurre & considerar awmentada en una
wnidad la primera cifra del divisor cuando la que le sigue es S 6
mayor que 5, pues en estos casos los errores serian mayores
ymds frecuentes si no se hiciera esto. Asi al efectuar 96843:199

“sien el tanteo de la primera cifra se dijera 968 entre 199, ¢
hien 9 entre 1, se tendria por cociente probable 9, lo cual no
es exacto, porque el verdadero es 4; y con esto la regla del
tanteo daria una cifra que difiere en 5 unidades de la verda-
dera, lo cual originaria muchas operaciones para irla reba-
jando hasta encontrar la verdadera, con lo cual el tanteo seria
mas complicado que la formacion de la tabla auxiliar; pero si
observo que el divisor 199, 4 causa de ser muy grandes las
cifras que siguen & la primera, esti mds cerca de 2 centenas
que de la 1 que he considerado para el tanteo, diré 968 entre
199, 6 bien 9 entre2 (obtengo como cifra probable 4, que jus-
tamente es la verdadera).

126. En resamen, por el tanteo se consique hallar con breve-
dad para el cocienle una cifra que probablemente es la verda-
dera, y si nolo es, difiere de la verdadera en pocas unidades. Se
supone que al hacer el tanteo se toma siempre el mayor nu-
mero de veces que el divisor estd contenido.

127. (Y qué medio existe para rectificar en cada division
parcial la cifra que como probable coloco en el cociente? Es el
signiente: multiplicar esta cifra por el divisor y restar el pro-
ducto del dividendo parcial; si se puede restar no es grande, y
como pequena no puede ser, es la verdadera. Digo que peque-
nia no puede ser, pues como tomo el mayor nimero de veces que
la primera 6 dos primeras cifras del dividendo contienen al di-
visor; y en esta primera 6 dos primeras cifras estdn acumula-
das generalmente las vnidades de las reservas de los produclos
de las otras cifras del cociente por el divisor, claro es que no
puede dar el tanteo como cifra probable una que sea pequena.
Sin embargo, & veces suele tomarse como cifra probable no la
mayor que da el tanteo, sino una menor, porque el calculador
considera que rebajdndola pondria la verdadera y puede acon-
lecer con eslo que ponga una cifra pequena. Tambien tiene un
medio muy sencillo de conocerlo y es que si su producto por el
divisor restado del dividendo parcial deja un resto mayor que el
divisor la cifra hallada es pequena. Gomo, por otra parte, para

6
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continuar la operacion es preciso restar de cada dividendo par-
cial el producto de cada cifra del cocienle por el divisor, la
prueba de las cifras probables y el procedimiento de la opera-
cion se hacen al mismo tiempo.

198. La prueba de la division consiste en multiplicar todo el
cociente por el divisor, lo cual debe reproducir el dividendo si la
division es exacla.

129. Si es inexacta y por defeclo d este producto se agrega
el residuo, y si por exceso se resla, debiendo obtenerse como re-
sultado el dividendo.

130. Analizada esta operacion en todas sus partes, vamos
4 estudiar qué alteracion sufre el cociente de dos nimeros dados
cuando dmbos 6 uno solo se multiplican 6 dividen por un tercero.

131. Ante todo notaré que si tengo una ignaldad en la que
un miembro es un producto de dos factores, es decir, A=B.C
me puede representar el resultado de una division exacla; en
la que A es el dividendo, B el divisor y C el cociente, ¢ bien
C el divisor y B el cociente, pues esta consideracion es arbi-
traria.

132. Esto supuesto, si los dos miembros de esta igualdad
los muliiplico 6 divido por un mismo nimero N, la ignaldad
subsistird y tendré

A.N=B.C.N (1.0) y.A:N=B.C:N (2.

La primera igualdad dice que si tomo A.N como dividendo
y B como divisor, el cociente es C.N. 0 traduciendo y compa-
rando este resultado con el de la anterior igualdad resulta.
Que en las divisiones exactas

1.0 Si el dividendo se multiplica por un nimero, el cocienle
queda multiplicado por el mismo nimero.

La segunda igualdad tomando B como divisor el cociente
es C:N y dice

9.0 Si el dividendo se divide por un nimero el cociente queda
dividido por el mismo nimero.

Si en la ignaldad A=B.C multiplico y divido por un mismo
niimero N el segundo miembro, la igualdad subsistird; luego
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tendré A=B.C.N:N (3.0), en la cual si tomo & B.Npor divisor,
el cociente es C:N; luege

3.0 Si el divisor se mulliplica por un nimero el cociente que-
da dividido por el mismo nimero.

Ahora, si tomo 4 B:N por divisor enténces el cociente serd
C.N; luego

k.o Si se divide el divisor por un mimero, el cociente queda’
multiplicado por el mismo nimero.

Por dltimo, si en las igualdades (1.0)y (2.) tomo por di-
visor respectivamente B.N y B:N el cociente es C; luego

5.0 Si se multiplican 6 dividen el dividendo y el divisor por
un mismo numero, el cociente no varia.

133. Todas estas propiedades son en las divisiones exactas.
oY en las inexactas? De éstas puede afirmarse lo siguiente:

Sea A el dividendo, Bel divisor, C el cociente y R el resto:
tendremos A=B.C+-R.

Si 4mbos miembros los multiplicamos 6 dividimos por un
mismo numero, N, tendremos

A.N=B.C.N+R.N y A:N=B.C:N+-R:N.

En dmbos casos, tomando & B.N ¢ B:N como divisor, el co-
ciente es C y el resto R.N 6 R:N.

En efecto; como R< B, pues Res el resto y B el divisor de
una division, es claro que R.N<B.Ny R:N<B:N; luego estos
.son los residuos; luego

6.0 Si el dividendo y el divisor de una division inexacta se
multiplican 6 dividen por un mismo niimero, el cociente enterono
varia, pero el residuo queda multiplicado 6 dividido por el mismo
nimero.

134. El procedimiento de la division admite ciertas abre-
viaciones en algunos casos:

1.0 Cuando el divisor es un nimero digito, como sin tabla
auxiliar ni tanteos, y sélo por la tabla de multiplicar, se hallan
las verdaderas cifras del cociente, no hay necesidad de ir es-
cribiendo los restos de las divisiones parciales para unirles la
cifra siguiente del dividendo, sino que se hace mentalmente
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del modo que sigue. Sea 34705:5. Digo: 3Lentre5 a6, y sobran
4, quecon el 7 son 47; ahora 47 entre 54 9,y sobran 2, que
con el 0 son 20; 20 entre 5 & 4, ysobra 0, que con elHsonbd; y,
por tultimo, 5 entre 5 4 1; luego el cociente es 6941.

9.0 Para hallar el cociente de un nivmero entero que lermi-
na en-ceros, dividido por 10, 100, 1000, efc., 6 en general por la
unidad sequida de ceros, basla suprimir de su derecha lanlos
ceros como acompafian d la unidad. Asi 34000:1000=34%. En
efecto; tales cocientes, multiplicados por el divisor, reproduci-
ran el dividendo (80).

3.0 Para dividir un nimero enlero cualquiera, por la uni-
dad sequida de ceros, se separan de la derecha del dividendo tan-
tas cifras como ceros acompaiian @ la unidad. La parte que estd
d la izquierda es el cociente y la de la derecha el residuo. Asi
347632:1000 da 347 de cociente y 632 de residuo: en efecto;
347632 —347000--632, el primer sumando da de cociente, segun
lo anterior, 347, yel segundo es el residuo, pues teniendo tantas
cifras como ceros acompafian 4 la unidad, serd menor que el
divisor.

4o Si eldividendoy el divisor lerminan en cerosse suprimen
igual numero de ellos d la derecha de dmbos, y se halla el cociente
de los nuumeros resultantes. El cociente es el mismo que el de
los niimeros propuestos, y solo el resto ha quedado dividido
por la unidad seguida de tantos ceros como se han suprimido.

En efecto; suprimir cierto niamero de ceros en dividendo
y divisor es, segun se ha visto, dividirlos por la unidad segui-
da de igual nimero de ceros; y segui el principio demostrado
(133-6.0), elcociente no varia, pero el resto queda dividido por
dicho namero.

135. Para dividir unproduclo indicado por un mimero, bas-
ta dividir uno cualquierade sus factores. Es decir, que 5.8.7:4
da de cociente 5.2.7.

En efecto; si este cociente se multiplica por el divisor 4,
y se elige para efectuar la multiplicacion (96) al factor que se
dividi6, sé reproducird el dividendo.



g 1 e

136. Para dividir un producto indicado por olro produclo
indicado se divide el dividendo sucesivamente por cada uno de
los factores del divisor. Asi 8.7.9:2.7.3 dard de cociente 4.1.3.
Tal producto es el verdadero cociente, porque multiplicado por
el divisor (97) dard el dividendo propuesto.

137. Para dividir una suma indicada por un nimero, se
divide cada uno de los sumandos y se suman los cocientes par-
ciales. Estas divisiones se indican encerrando la suma indi-
cada dentro de un paréntesis. Asipara dividir la suma 18+
12-+60 por el nimero 6, se escribira (18+-12-460):6 y el co-
ciente es 34+-2-+10. En efecto; si este cociente se multiplica
por el divisor (90) precisamente reproduce el dividendo.

138. Para dividir una diferencia indicada por un nimero,
se dividen el minuendo y el sustraendo y se restan los cocienles
parciales. Tambien se indica esta operacion encerrando la di-
ferencia indicada dentro de un paréntesis. Asi para dividir
97—18 por el nimero 9 se escribird (27—18):9;y efectuando
segun la regla, se tendra por cociente 3—2. En efecto; esevi-
dente que si este cociente se multiplica (92) por el divisor, se
obtendra el dividendo.

139. Para hallar el cociente de una serie de niimeros en su-
ma 6 diferencia indicadas, por un tercero, se divide cada uno
* de ellos por el divisor y se suman los cocientes de los sumandos
y se les restan los de los sustraendos. Asiel cociente de (8-+-4—6-+
10—2):2 es 4+2—3+4+5—1.-En efecto; es evidente que sieste
cociente se multiplica (90 y 92) por el divisor se obtendra el
dividendo.

o

N ¢
Aas unidades mas
S f o g

Ejercicios practicos:

1.0 ¢(Por qué se empieza la division p
altas del dividendo y nd por las inferiores? = £

9.0 4Qué alteracion puede sufrir el cociénte de dos ni-
meros enteros si al dividendo 6 al divisor d-ambos se les su-
ma una unidad? v * ;

3.0 ¢Qué alteraciones se deben hacer en  dos numeros
dados para que su cociente aumente ¢ dismintya en una
unidad? i o
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4. ;Qué niamero es el que multiplicado por 14 aumenta
en 3783 unidades? Respuesta: 291.

5.0 ¢Qué niimero es el que multiplicado por 48 y 25, y di-
vidiendo su producto por 104, da de cociente el triplo de1850?
Respuesta: 481.

CAPITULO III

De algunas propiedades de los numeros enteros.

140. Un nimero enlero se dice MOLTIPLO de olro cuando lo
contiene exactamente.

141. Un nimero entero que divide d otro exaclamente se lla-
ma FACTOR DIVISOR O SUBMULTIPLO del primero.

La notacion m.T 6 m.3, quiere decir miltiplo de 7 6 de 3.

142. Todo divisor devarios sumandos lo es dela suma.

Sean los sumandos 4, B, C, y suponiendo que todos son
multiplos de un tercero, F, y que el primero lo contenga n ve-
ces, el segundo p veces y el tercero ¢, se tendréan las igualda-
des A=nF; B=pF; C=¢F. Sumindolas ordenadamente y sa-
cando en el segando miembro de factor comun F, se tendrd
A-+-B+C=(n+p+q)F. Cuya igualdad hace ver que la suma
A-+B+C contiene al factor F un numero exacto de veces.

CoroLARIOS. Todo divisor de un nitmero lo es: primero de
susmultiplos; sequndo de sus polencias. En efecto: 1. Un multi-
plo deun niimero no es més que la suma de este niumero consigo
mismo vérias veces; luego el factor de tal namero divide ato-
do los sumandos y por tanto & la suma. 2.° Demostrado que
el divisor de un nimero lo es de sus multiplos, lo esta res-
pecto & sus potencias, queno son més que ciertos mulliplos
de los numeros. !

143. Todo divisor de dos nimeros lo es de su diferencia.

Sean dos nameros A y B; Fun divisor de dmbos; m ynlas
veces que estd repetido en A y B respectivamente: se tiene A=
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mF: B=nF. Restando ordenadamente y sacando F de factor
comun se tendra A—B=(m—n) F. Cuya igualdad demuestra
que la diferencia A—B es un multiplo de F.

Caractéres de divisibilidad por algunos nimeros enteros.

144. Unnamero es par éimpar, sequn sead no divisible por 2.

145. Todo nimero que lermina en cero 0 cifra par es divi-
sible por 2. En efecto; todos los que terminan en ceros son
miltiplos de diez (53) y 4 su vez de 2, pues 10=2.5. Los que
terminan en cifra par se pueden descomponer en dos suman-
dos; por ejemplo: T4=T0-+4; uno sus decenas, que son divi-
sibles por 2, por lerminar en cero, y el otro la cifra de sus
unidades, que es par. Luego la reunion de estos sumandos,
que es el namero dado, tambien es divisible (142) por 2.

146. Todo nivmero que lermina en cero 65 es divisible por 5.

(La demostracion andloga 4 la anterior.)

147. Un ndmero es divisible por 9 6 por 3 si lo es la suma
de sus cifras. En efecto; una unidad, decena, centena, etc., 6
en general una unidad de un érden cualquiera, es un multi-
plo de 3 6 de 9 mds uno. (Para probar esto, basta dividir 1,
10, 100, 1000, etc., por 36 por 9,y se tendrd deresto 1.) Lue-
go dos, tres, cuatro.... nueve unidades, de un érden cualquiera,
son mialtiplos de 3 6 9 mis uno, dos, lres, cuatro.... nueve
unidades simples.

Eslo supuesto, sea un nimero cualquiera, 6582, que descom-
puesto en sus colecciones de unidades se tendra respecto de 3:

6000=m.3-+6 ytambienrespectode9 6000=m.9+6

500=m.3+5 500=m.9+5

80=m.3+8 80=m.9+8

9-—m.3-+2 sumando ordenadamente Dy 2
6582=m.3+4(6+5+84-2) 6582=m.94(6+5+8+2)

Cuyos resultados dicen, que el segundo sumando en que se
pueden descomponerlos nimeros, 6 seade lasumade sus cifras,
depende que sean 6 né miltiplos respectivamente de 3 6 de 9.
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148. Un nimero es divisible por 11, si la diferencia entre la
suma de las cifras de lugar impar y las de lugar par, es cero,
once 6 mulliplo de 11.

En efecto; toda unidad de érden impar es un multiplo de-
11 mas uno (lo cual se prueba dividiendo 1, 100, 10000, etc.,
por 11, y siempre dan de resto 1); luego dos, tres, cuatro, elc.
unidades de 6rden impar, son mitltiplos de 11 mds dos, tres
6 cuatro unidades simples.

Por otra parte, toda unidad de érden par es un miltiplo de
11 ménos uno (pues si se divide 10, 100, 100000, etc., por 11,
dan de resto 10); luego dos, tres, cuatro unidades de érden par
son miltiplos de 11 ménos dos, tres, cuatro unidades simples.

Segun esto, sea un nimero cualquiera, 4859; descompo-
niéndolo en sus colecciones de unidades se tendrd, segun lo
anterior:

4000=m . 11=4
800=m.11+38
50=m.11—5
= 9

Sumando ordenadamente 4859=m.11+4-(8+9)—(4+5).

Lo cual dice que de la diferencia de las cifras de lugar im-
par, ménos las de lugar par, depende que el nimero propuesto
se componga de partes divisibles por 11, y por tanto que ¢l
lo sea.

149. MAXIMO COMUN DIVISOR DE VARIOS NOMEROS es el mayor
que los divide exaclamente.

Las tres letras m. ¢. d. se leerdn méximo comun divisor.

150. Todo factor comun de dividendo y divisor de una di-
vision inexacta divide al resto, y reciprocamente lodo factor del
resto y divisor divide al dividendo. En efecto; sea el dividendo
56, el divisor 21; el cociente es 2 y el resto14: se tiene 14=
56—2x21. Todo factor de 56 y21 lo es de 21X 2, por ser un
maltiplo de 21, y por tanto de 14, que es la diferencia (91)
de 56 y 2x21. Reciprocamente como 56=2.21-+4-14 todo fac-
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tor de 21y 14 1o es de 2.21 por ser un multiplo de 21, y por
lanto de la suma (90) de 2.21 y 14, que es 56.

Idéntica propiedad existe para los residuos por exceso. Su
demostracion puede servir de ejercicio, por ser andlogad la
anterior. :

COROLARIO. Elm. c.d. de dividendo y divisor deuna divi-
sion inexacta, es el mismo que el del divisor y resto. En efecto;
sean A y B dos numeros y R el resto de su division. Sea M
elm.c. d. de AyB; seaM' elm. c. d. de B y R. Por ser M un
factor de Ay B lo es de B y R; pero como M' es el mayor de
los factores entre By R, es claro que M no puede ser mayor
que M'. Reciprocamente, por ser M' factor de By R, lo es de
Ay B, ycomo Mes el mayor de los factores entre 4 y B, tam-
poco M' puede ser mayor que M. Si, pues, M no es mayor que
M',ni M' mayor que M, precisamente M=M".

151, Para hallar el m. c. d. de dos nimeros, se divide el
mayor por el menor; si dan cociente exaclo, el menor serd el
“m.c.d.; si no lo dan, se continta dividiendo cada divisor por el
reslo hasta obtener cociente exvaclo, en cuyo caso el wllimo divi-
sor serd el buscado.

En efecto; sean los nimeros cuyo m. c. d. se busca 840
v 288; este m. ¢. d. no puede ser mayor que 288, puesto que
ha de dividirlo, pero si puede ser igual & 288, si ¢éste divide
4 840. Ensayando la division, se ve queno es exacta y deja de
resto 264; pero como el m. ¢. d. de los nimeros propuestos
es el mismo que el del menor, y elresto de su division, queda
la cuestion reducida 4 investigar el de 288 y 264, para lo cual
se volverd 4 ensayar la division del mayor por el menor, y asi
sucesivamente. La operacion se dispone:

Cocientes| 2 1 11
840 288 | 264 24
mic.dz

Residuos 264| 24 ‘ 0

152. La propiedad fundamental del método de las divisio-
7/
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nes sucesivas para la investigacion del m. c. d. de dos niume-
ros es la demostrada (150), y como ésta se verifica lo mismo
para un cocienle por exceso, 6 sea parva un resto por defecto,
de aqui una simplificacion en el método, que es la siguiente.
Tanto més sencilla serd la investigacion, cuanto ménos divi-
siones haya que efectuar, y es claro que miéniras mas peque-
fios sean los restos que sirven despues de divisores, mas pronto
se llegard al ultimo que da cociente exacto, que €s el 'miic..ds
Sequn esto, si en las divisiones sucesivas se obliene un resto
mayor que la mitad del divisor, se fuerza la unidad en el co-
ciente, y el nuevo reslo, por defecto, serd menor que la mitad
del divisor.

Asi al investigar el m. c. d. entre 458 y 126, la primera di-

vision da 3 de cociente y 80 de resto; y como 80>%de126 se

fuerza 1a unidad y se pone 4 de cociente, y el nuevo resto, por
defecto, es 46; con esto la segunda division serd de 126:46,
la cual da 34 de resto; se fuerza la unidad y el resto serd 12;
se divide 46 por 12 y el resto es 10, y forzando la unidad serd
9: se divide 12 por 2, y como da cociente exacto,2 es el m. c. d.
Con esto se ahorran algunas divisiones, pues sin forzar la uni-
dad se habria tenido que ejecutar siete divisiones.

153. Todo factor de dos nimeros lo es de su m. c. d. En
efecto; el nimero que divida d los dos. propuestos divide al
resto de su division, y como este resto pasa & ser divisor en
la segunda division, tambien el namero de que se trata divide
al dividendo y divisor de esla segunda division, y por tanto al
resto, y asi sucesivamente hasta el ultimo resto, que es el
m. c. d.

De esto se deduce, que si sereconoce desde luégo algun
factor comun en los nimeros dados para invesligarsum.c.d.,
se puede suprimir en todos ellos y tenerlo despues en cuenta
para multiplicar el m. c. d. de los niimeros resultantes por este
factor 6 factores, que se suprimieron en los dados. Asi, pues,
si se dan los nameros 18000 y 1400 para hallar su m. c. d.
desde luégo se reconoce que tienen el factor comun 100; se les
suprime y quedan 180 y 14; éstos tienen el factor 2, se supri-
me y quedan 90 y 7. Se halla el m. c. d. de éstos, que es 1,
y el de los propuestos serd 1X 2% 100=200. ;

154. Si dos niumeros se multiplican 6 dividen por un lercero
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sum. c. d. queda multiplicado 6 dividido por el mismo nimero.

En efecto; el m. c. d. es el altimo resto de vérias divisiones
sucesivas en las que, 4 partir del primer dividendo y divisor,
todos se han multiplicado ¢ dividido por un nimero, y se sabe
que los restos van sufriendo la misma alteracion (133-6.°)

155. Para hallar el m, ¢. d. de varios nismeros se busca el
de dos de ellos, despues entre elm. ¢. d. hallado y el tercer ni~
mero, 1y asi sucesivamente hasta el wltimo nimero; éste ultimo
m. c. d. serd el pedido.

En efecto; sean tres nimeros, A, By C, cuyo m. c. d. se
busca, y sea éste M. Como el niamero M divide & los pro-
puestos, tambien dividira al m. c. d. de A y B, que se llamara
M', y por consiguiente al m. c. d. de M' y C, que se llamaré
M. Luego el m. c. d. M que se busca no es mayor que 5. L
puesto que lo divide exactamente. Ahora bien; como M" divi-
ded Cy M', por ser sum. c.d., y por tanlo a4 Ay B (mul-
tiplos de M') dividird tambien & M, m. c. d. de 4, By C;
luego M no es mayor que M. Por tanto, precisamente M=M".
La investigacion de M esla que prescribe la regla.

EyempLo. Sean los nimeros 30, 45 y 70, cuyo m. c. d. se
busca: el de 30 y 45 es 15, y el de 15 y 70 es 5; luego 5 es el
de los tres nameros dados. .

Facilmente se extiende el razonamiento anterior al caso
de mas de tres numeros. En la prictica se busca el primer
m. c.d. entre los dos nimeros mis pequeios de los propues-
tos, porque los céleulos son mads sencillos.

156. Los cocientes de dividir varios nimeros por su m.c. d.
no tienen mds factor comun que la unidad. Sean A, B, C tres
nimeros y M sum.c. d.; a, b yclos cocientes respectivos; por
M se liene A—aM, B=bM, C=cM. Si los nameros a, b, ¢ tu-
vieran un factor comun, d>1, se tendria llamando a', b, G
suscocientespor él,que a=a'd, b="b"d, ¢c=c'd; y sustituyendo,
seria A=a'dM, B=0b'dM, C=c'dM;1o cual no puede admi-
tirse, puesto que manifestaria que A, B y C tenian un divisor

comun, d M, que esmayor que M, contra el supuesto de que M es
el m. ¢c. d.
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2 II. NOMEROS PRIMOS.—DESCOMPOSICION EN FACTORES FRIMOS.
MiNIMO COMUN MULTIPLO.

157. NOMEROS PRIMOS. Sellama niimero primo el que o es
divisible mds que por si mismo y la unidad; asi 1,2, 3,5, sl
13, etc., son nimeros primos.

Dos 6 mds nimeros se llaman primos enlre si cuando no
tienen mds factor comun que la unidad; asi 8 y 9 son primos en-
ire si.

Se llaman primos dos d dos, varios nimeros propuestos cuan-
do cada uno es primo con todos los demds.

158. Para formar una tabla de nimeros primos, desde el 1
hasta cierto limite, se escriben los miumeros impares compren-
didos y se tachan el cuadrado de 3y los que se cuenten de tres
en tres; el cuadrado del siguiente, que es 5, y los que vayan de
cinco en cinco, y asi sucesivamente hasta que el cuadrado de uno
de los subsiguientes no tachados sea mayor que el limite propues-
10. a los numerosno lachados se agrega el 2.

Con este procedimiento se excluyen todos los miltiplos de
2, puesto que no se escriben los pares: despues los multiplos
de 3, toda vez que excediendo cada impar al anterior en 2
unidades, los que se cuenten de 3 en 3 se exceden en 6, y si
el primero tachado es un multiplo de 3, como efectivamente

lo es el 32, todos los que siguen de 3 en 3 tambien lo son. And-
loga justificacion se haria para con todos los que se tachan.

Este método se llama Criba de Eratostenes.

159. Un niumero dado es primo si, dividido por los primos
menores que él, se llega d oblener un cocienle inexacto menor que
el divisor. En efecto; si ensayada la division de un nimero
por los primos 2, 3, elc., menores que ¢l, se llega 4 un co-
ciente inexacto menor que el divisor, se tiene seguridad de que
no podrd obtenerse ya cociente exacto, pues de lo contrario
el niumero seria divisible por este cociente (15-3.c) que es
menor que el divisor, lo cual se ha visto que no se verifica: asi
37 dividido por los primos 2, 3, 5, 7, no da cociente exacto, pero

——
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al dividirlo por 7 da de cociente inexacto 5; y ya no puede ob-
tenerse cociente exacto, pues habia de ser menor que 5ydi-
vidir 4 37. lo cual no se verifica.

160. Dos nimeros enleros consecutivos son primos entre si.
Pues todo factor comun que tuviesen habia de dividir 4 su
diferencia (91), que es 1; luego no pueden tener més factor
comun que 1.

161. Los nimeros primos son ilimitados. En efeclo; sean A
9, 3...n los de una tabla; si se multiplican dardn un producto
que se llamara P, y si se le anade una unidad se tiene P—+1.
Ahora. si P-+1 esun nimero primo, queda demostrado que
n no es el mayor primo que existe; y si P41 no es primo,
el factor que lo divide no puede ser ninguno de los de P (160),
y como en P estin todos los factores primos, desde 1 hasta
n, claro es que el factor primo que divida & P+1 serd ma-
yor que n. Queda demostrado que » no es el mayor primo.

Como lo mismo se puede demostrar con cualquier primo
que limite una tabla, por grande que sea, es claro que son
ilimitados.

162. Si un nimero primo no es divisor de otro, los dos son
primos; pues no teniendo un nimero primo més factores que
¢l mismo y la unidad, si él mismo no divide al otro numero,
no puede haber entre dmbos més factor comun que la unidad.

COROLARIO. Dos ntimeros primos son primos enlre si, pues
solo pueden tenei de faclor comun d la unidad .

163. Si un numero divide d un producto de dos factores, y
es primo con uno de ellos, precisamente divide al otro factor.

Sea AB el producto y P un factor de él; supuesto que Ay
P son primos, su m. c. d.es 1; si dmbos nitmeros se Iulti-
tiplican por B, setendrd ABy BP, cuyo m. c. d. sera B (154).
Como el nimero P divide 4 AB por hipétesis, y 4 PB por ser
uno de los factores, precisamente divide (153) 4sum. c. d. que
es B.

164. Si un numero PRIMO divide & un producto de varios
factores, divide mecesariamente @ uno de ellos. Sea el producto
4. b. c., yp un numero primo que lo divida. Considerando al
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producto como si estuviera compuesto de dos factores, el uno
ay el otro be, se tendrd que si p divide & a, el teorema estd
demostrado, y si no serd primo con a (162) y por tanto di-
vidird (163) al otro factor be. En este caso, si divide & b, el
teorema estd demostrado; si no, serd primo con €l y precisa-
mente dividira 4 ¢. Lo mismo se diria en el caso de més de tres
factores. 1

COROLARIOS. 1.0 Si wunndmero primo divide d una potencia,
divide d la base. En efecto; una potencia es un producto en el
que todos los factores son iguales & la base.

9.0 Si dos niimeros son primos entre si, sus polencias tambien
lo son. En efecto; las potencias no pueden tener mas factores
comunes que los de sus bases, y se supone que éslas son nu-
meros primos.

165. Si un numero es divisible por varios primos, dos d dos,
lo es por el producto de ellos.

En efecto; sea A un namero divisible por a, b, ¢, primos
dos 4 dos. Dividiendo A por ay llamando p al cociente exacto,
se tiene A=a.p; ahora b divide por hipotesis & A, lnego divi-
diré 4 su igual el producto a.p, pero b es primo con a (tambien
por hipotesis); luego (163) dividird & p; llamando q al cociente
exacto de p dividido por b se tendra p=Db.¢, y sustituyendo este
valor de p, serd A=a.b.q; como tambien ¢ divide 4 A, dividird
al producto @.b.q. ysiendo primoconay b precisamente divide
4 q; llamando r al cociente de ¢ dividido por ¢ serd g=c.r,y
sustituyendo A=a.b.c.r, cuya igualdad manifiesta que A es di-
visible por el producto a.b.c y da de cociente exacto 7.

166. Descomponer un nimero en sus factores primos es lras-
formarlo en un producto de factores primos.

Para descomponer un niimero en sus faclores primos se divi-
den el nimero y los cocienles sucesivos por los factores primos que
tengan, hasta llegar d un cociente 1, y el producto de los diviso-
res serd el numero dado. La razon es evidente, pues en la pri-
mera division se ponen de manifiesto un factor primo y un
cociente, que, descompuesto 4 su vez, da otro factor primoy
otro cociente, y sustituido en la primera descomposicion se
tienen dos factores primos y el segundo cociente, y asi suce-
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sivamente. La operacion se dispone del modo que sigue. Sea
el namero 360:

ExPLICACION. — Se escribe el 360(2
namero, y 4 su derecha se traza 180(2
una raya vertical; & la derecha de 902
esta raya se van escribiendo los 453
divisores, y 4 la izquierda los co- 153
cientes sucesivos. En el ejemplo 55
360=2°.3°.5. 4

La serie de sustituciones que pone de manifiesto la igual-
dad de 360 al producto de los divisores primos es la si-
guiente: en la primera division se Liene 360—=2.180; pero co-
mo en la segunda division, 180-=2.90, sustituyendo en la ante-
rior este valor de 180, se tiene 360=2.2.90; en la tercera di-
vision 90—=2.45, y suslituyendo esta descomposicion de 90, se
tiene 360-=2.2.2.45; en la cuarta division 45=3.15;. luego
360—2.2.2.3.15; por iltimo, en la quinta division 15=3.5; lue-
go 360=2.2 2.3.3.5, 6 sea =2°.3°5.

167. Un mismo nimero no puede descomponerse en dos sis-
temas de factores primos diferentes. En efecto; si un numero
N descompuesto una vez diese N=2.32.5, y otra vez N=2.3.1,
se tendria 2.32.5—=2.3.7. El segundo miembro es divisible por
el niumero primo T; el primero debe serlo tambien; pero co-
mo 7T es primo, tiene que dividir 4 alguno de los factores del
primer miembro (164), que siendo 4 su vez primos y dife-
rentes de 7, no son divisibles por ¢l (162). Luego T no divide
al primer miembro, y, por tanto, la igualdad establecida es
absurda; por consiguiente, es imposible que N admita dos
descomposiciones diferentes en factores primos. :

Aungque todos los factores primos fuesen los mismos, la des-
composicion seria diferente si los exponentes no fuesen idénti-
cos. Asi nose puede tener N=2°.5.7 y esta olra N=24.5.7;pues
si esto fuera posible, se tendria 2°.5*.7=2%5.T; de donde divi-
diendo Ambos miembros por 2° seria 5*.7=2.5.1, y se estd en
el caso anterior, pues el segundo miembro es divisible por el
factor primo 2’y el primero no lo es.
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168. La descomposicion en factores primos ofrece el medio
de resolver estas dos cuestiones: primera, hallar todos los di-
visores simples y compuestos de un nimero; segunda, hallar el
minimo comun multiplo de varios nimeros.

169. PARA HALLAR TODOS LOS DIVISORES DE UN NUMERO se
descompone el niimero en sus factores primos; hecho esto se escri-
ben en una linea la unidad y todas las potencias del primer factor
primo; despues se multiplican el segundo factor y todas sus polen-
cias sucesivas por los nimeros escrilos, y asisucesivamente. En
efecto; de este modo se forman niimeros, cuyos factores primos
estan entre los del propuesto, y, por tanto, serdn divisores de
éste. Ademds, se forman todas las agrupaciones posibles con
sus factores primos.

Esevpro. Hallar los divisores de 360. Como 360=2%.3.5,
se dispondra: :

13- 2 5.4 SgUnidad y potencias del primer factor 2.

3 12 éé %{Producto de la linea anterior por 3y por 3*=9.

/

5:40% 20740
15 30 60 120(Producto de los nitmeros anteriores por 5.
45 90 180 SGOS

170. Se llama minimo comun multiplo de varios nivmeros el
menor ndmero que es DIVISIBLE por todos los propuestos. Las
tres letras m. ¢. m. se leen minimo comun multiplo.

171. Para hallar el m. c. m. de varios nimeros se descom-
ponen en sus factores primos y se forma el producto de las ma-
yores potencias de los diferentes factores primos de que se com-
ponen.

Esempro. El minimo comun multiplo de 6, 8, 9y 15 serd
9°.32.5, teniendo en cuenta que (6=2.3; 8=2?; 9=3* 15=3.5).
En efecto; el nimero asi formado sera multiplo de los dados,
porque contiene todos sus factores primos, y cualquier factor
que se le suprimiera le haria perder esta cualidad respecto de
alguno de los propuestos.

Nora 1.2 Cuando entre losnimeros dados los hay que son
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factores de los otros, no se tienen en cuenta éstos que dividen
d otros de los dados, porque sus factores primos estin entre
los de éstos. Asi, -pedido el m. ¢. m. de los numeros 4, 5, 6, 8,
9,10, 12, 15, 18, 20, 24 y 30, no se considerarian el 4, 5, 6,
8,10, 12 y 15, por ser factores de los siguientes 18, 20, 24
y 30. Descomponiendo éstos en sus factores primos, y re-
uniendo las mayores potencias de los diferentes, se tendria
23.3*.5=360, que es el m. ¢. m. de todos los propuestos.

172. Gonocido ya que todo nimero 6 es primo 6 un producto
de factores primos, y sabiendo que todo factor de varios niime-
ros lo es de sum. ¢.d., es claro que Lodos los factores primos co-
munes 4 varios niimeros entran en sum. ¢.d. y que ningun fac-
tor primo que no sea comun puede entrar & constituirlo, pues
debia dividir 4 los nameros dados, que son miltiplos de su
m.c.d. Luego se puede afirmar que el m. ¢. d. de varios ni-
meros 70 es olra cosa que el produclo de lodos los factores pri-
mos comunes d ellos. Este nuevo conocimiento de la compo-
sicion del m. ¢. d. ofrece el medio de investigarlo por la des-
composicion de los nimeros dados en sus factores primos. Asi
para hallar el m. ¢. d. de varios nimeros se descomponen en
sus faclores primos, y se multiplican todos los comunes elevados
@ la menor potencia que tengan en alguno de los dados, pues
las menores potencias son las comunes. Asi, dados los nime-
ros 37800, 360, 80, 1575 y 240 para hallar su m.c. d., se tie-
ne 37800=23.52.3".7; 360=2%.5.3* y1575=3517: los facto-
res comunes son 3°y 5,y el m. c.d. 32.5=45.

173. De esla descomposicion se infiere tambien que en
la investigacion del m. c. d. por divisiones sucesivas se pue-
de suprimir en el dividendo, 6 divisor, todo factor primo que se
reconozca que no es comun, pues este factor no ha de entrar
enel m. c. d.ycon esto se simplifica la operacion. Asi, las
simplificaciones que se deben tener presentes para la inves-
tigacion del m. ¢. d. por divisiones, son: primera, suprimir
los factores que d primera vista se reconozcan como comunes
a los mimeros con los cuales se opera; segunda, suprimir
algun factor primo de uno de ellos no comun con el otro;’y, ter-
cera, hacer que todos los restos sean menores que la mitad del
divisor: teniéndolas presentes para ‘el ejemplo siguiente, de
investigar el m. c. d. entre 600600 y 148580, desde luego su-
primo en émbos el factor comun 10 y guedan 60060y 14858;
suprimo el 2, que es comun, y quedan 30030 y 7429. Antes de
dividir suprimo en el primero los factores primos 5 y 2,10 co-

8
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munes al segundo, y quedan 7429 y3003: suprimo en el se-
gundo el factor primo 3, no comun al primero, y quedan 7429
y 1001; los divido:

T kel [ 1
7420 1001 | et | 1
22 157 0

54

Como el primer resto 422 tiene el factor 2, no comun @
1001, lo suprimo y tomo como divisor 211; elresto porexceso es

157>32211; lo tomo por defecto, y es 54; reconozco en éste

el factor 2, no comun con 211,y 1o suprimo; queda 9: tambien
tiene el factor 3, no comun, y lo suprimo; gueda 3: lo suprimo
tambien por no comun, y queda 1: el cociente de 211 por 1
ha de ser exacto, luego 1 es el m. c. d. que oblengo: si ahora
lo multiplico por los factores comunes suprimidos, que son 10
y 2, se tiene 1.10.2=20, que es el m. c. d. de los propuestos,
hallados en tres divisiones.

174. Es evidente tambien que si el m.c. d. es el pro-
ducto de todos los factores primos comunes de varios ni-
meros, cuando éstos sean dos, el cociente de dividir uno de
ellos por el m.c. d. de d&mbos, serd el producto de los facto-
res primos del que se divide, no comunes con el otro nume-
ro. Asi en los nimeros 3080 y 728, cuyom. ¢. d. es 56, en ésle
se hallan todos los factores primos comunes & los dos; luego
si divido 3080 por 56, el cociente 55 es el producto de todos
los factores primos de 3080 no comunes con 728. 1Y qué pro-
piedades tendria el niimero que resultase de multiplicar esle
cociente 55 por el otro niimero dado 728? El producto 55X 728
contendria: primero, todos los faclores comunes dlos da-
dos, toda vez que en 728 estd el m. c. d. de los dos, que es
el producto de los comunes; segundo, todos los factores de
798 no comunes con 3080. que estan en el otro factor que con
el miximo componen & 728; y tercero, todos los factores pri-
mos de 3080, que no son comunes con 728, los cuales se ha-
llan en 55. En resimen: el producto 55X 728 contiene todos
los factores primos, comunes y no cOmMunes, de los dos dados; es
decir, que los contiene & todos, y los comunes no eslan repe-
tidos, pues s6lo enlran una vez en el m. c. d.; luego tal pro-
ducto es un miltiplo de los nameros dados, y el menor posi-
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ble. Es decir: es el minimo comun multiplo de 3080y 728. Lue-
go para hallar el m. c. m. de dos niimeros se halla sum. c. d.,
se divide uno de ellos, y el cociente-se multiplica por el olro.

175. Si se tratase de lres 6 més numeros, el procedimien-
to seria, por ejemplo, para tres, 4, B, C, hallar el m. ¢. m,
de A y B: sea éste M.B. Ahora se halla elm.c. d. entre M.B 'y
C; se divide C por este m. c. d.,y el cociente M' se multiplica
por MB; el producto MBM' es el m. c. m. de los tres nime-
ros. La justificacion de esto puede servir de ejercicio.

CAPITULO IV

Fracciones 6 quebrados.

¢ I. INTRODUCCION

176. Se dijo que para expresar la cantidad por numeros
era preciso escoger una parte de ella como unidad y ver cudn-
tas veces la conlenia. La expresion de estas veces era el ni-
mero, ek cual era entero si la contenia exactamente. Pero jcémo
expresar una cantidad que no contiene exactamente & la unidad
elegida? O en otros Lérminos: siendo la medida de las cantida-
des una operacion de dividir, ;cémo expresar el cociente de
dos cantidades, cuando el dividendo no contiene exactamente
al divisor?

177. La solucion de estas cuestiones tambien se indicd, pues
siendo la unidad una cantidad, y por tanto divisible, se dijo
que en eslos casos se consideraba & la unidad dividida & su
vez en partes iguales, y que si alguna de estas infinitas partes
en que puede dividirse, estaba contenida exactamente en la
cantidad que se mide, ya podria expresarse ésta por numeros;
pero que estos numeros no eran enteros respecto de la unidad
primiliva, sino que expresaban ciertas partes de ella.

Aclaremos esto con un ejemplo: trato de medir la distan-
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cia entre dos puntos y veo que no contiene exactamente ala
unidad escogida, ya porque desde el ultimo punto en que se
coloco la medida, sobra un poco de distancia menor que aqué-
lla, ya sea porque desde luego toda la distancia que trato de
medir es menor que la medida que empleo. Asi es que la cues-
tion se presenta si, por ejemplo, con el metro trato de me-
dir, 6 1o tomo como unidad para expresar una distancia me-
nor que el metro. No pudiendo ser la expresion de tal distan-
cia ni uno ni dos, etc., metros enteros, y conviniendo expre-
sarla por metros, considero 4 éste dividido, por ejemplo, en
diez partes iguales, 6 ciento, 6 mil, etc., en las que sean sufi-
cienles para que una de ellas eslé exactamenle contenida en
la distancia que trato de expresar por melros. Supongamos que
esta parte fuera una de las diez en que primero se dividio y
que la distancia contuviera & esta parte siele veces exactamen-
te. (Como expresar esto por medio de nimeros? Claro es que
siesta parte del metro fuese la unidad misma en que se quiere
expresar la distancia, la expresion serd el nimero entero, 7
de estas unidades; pero si queremos referir la distancia al
metro enténces seria 7 partes del metro dividido en 10.

Se ve, pues, que la expresion fraccionaria de la cantidad
en los casos concretos, es puramente relativa dla unidad que
se emplea, y originada por la division de una cantidad por otra
mayor que ella. Siendo imprescindible en los célculos de los
abstractos, tener que dividir un nimero menor por otro mayor,
ha sido preciso inventar una expresion que indicase eslos co-
cienles, que no son nameros enteros, y esta ha sido la de es-
cribir el dividendo y debajo al divisor separados por una raya;

y q ooy . 5 .

asi el cociente de 5 dividido por T se escribe  y se lee cinco

sétimos. En abstracto esto quiere decir cinco partes de la uni-
i1 EE3y . 5 sys

dad dividida en siete, y en los casos concretos, — de libra, que

la unidad empleada es la sétima parte de la libra y que la can-
tidad contiene 4 esta unidad cinco veces.

T8, Tales cocientes se llaman nimeros quebrados 6 frac-
cionarios.

179. Considérense, pues, en abstracto ¢ en concrelo, se
llama nimero fraccionario el que expresauna parte 6 la reunion
de vdrias partes iguales de la unidad.

180. Los fraccionarios se escriben por medio de dos nu-
meros enteros separados por una raya. El que hace de divi-
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dendo se llama numerador y el que sirve de divisor denomi-
nador; el segundo dice las partes en que se considera dividi-
da la unidad, y, por tanto, denomina la unidad empleada; da
la especie; el numerador expresa cudnlas de estas parles se o~
man; numera, cuenta las unidades denominadas que tiene el
quebrado. Estos niimeros aisladamente se llaman términos del
quebrado. Su lectura es: primero el numerador y despues el
denominador, afiadiéndole 4 éste la terminacion de los ordi-
nales si no pasa de diez, y si pasa la de avos: asi -‘:—, %, se leen
tres quintos, cuatro sétimos;y ~371—, -f:gg, se leen siete treinta y un
avos, doscientos noventay tres, siete mil doscientos nueve avos.

181. La perfecta identidad de conceptos en los quebrados,
ya se consideren como cocientes indicados, ya como nimeros que
expresan partes de la unidad, hace que se puedan justificar los
métodos de su calculo bajo dos aspectos.

Las consideraciones que deben tenerse presentes para la
comparacion de magnitud de dos quebrados son las siguientes:

182. Si dos quebrados tienen igual denominador es mayor el
que liene mayor numerador. La razon es evidente: §>‘3-, por-
que siendo 17 la unidad de 4mbos, el primero tiene 5 de éstas
y el segundo 3.

183. Si dos quebrados tienen igual numerador es mayor el
que tiene menor denominador. Tambien es larazon clara, puesto
que 2>3;, porque constando dmbos de las mismas 3 unida-
dades, las del primero son mayores que las del segundo, toda
vez que las quintas partes de la unidad son mayores que las
sélimas parles, pues miéntras en ménos partes se divide la
unidad mayores son estas partes.

184. Un quebrado cuyo numerador es igual d su denomina-
dor vale una unidad enlera. Asi %:1; y en efeclo, si la unidad
se divide en siete partes y se reunen las siete, claro es que se
forma la unidad.

185. De aqui que una unidad reducida d fraccion estd re-
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presentada por un quebrado cuyo numerador es igual & su
. o8 :

denominador. Asi -, o, o, etc., son expresiones de una

unidad.

Dada la especie (6, lo que es lo mismo, el denominador)de
una fraccion, para reducir una unidad d quebrado de la misma,
basta dividir el denominador dado, por si mismo.

Estas formas de la unidad son artificios para los célculos,

; 2 1 344
pues mds sencillo es decir 1, que no, por ejemplo, 57

186. Tules quebrados se llaman impropios y tambien aque-
llos en que el numerador es mayor qne el denominador ; por ejem-
p]o, 50 9"

187. En oposicion este nombre al de propios, dado & los
en que el numerador es menor que el denominador .

188. El nombre de impropios se les da porque tales for-
mas son artificiales y maneras de expresar una ¢ muchas uni-
dades enteras solas, 6 con fraccionarias. Tales fracciones impro-
pias contienen enteros y el hallarlos se Hama sacarle los enteros
que conliene.

Sea, por ejemplo, la fracclon =3 como cada es una uni-
dad entera la fraccion propuesta lendré lantas umdades ente-
ras como - contenga el numerador numera, cuenta 39 de es-
tas partes, Iuego aqui la cuestion es hallar cudntas veces 39
contiene 4 9. Como 39 y 9 son enteros, este problema lo re-
suelve la division; y como 39 conuene 4 9 cuatro veces y so—
bran 3, se dice que el quebrado = equlvale 4 4 enteros y 9 ;
cnal se escribe 4——— obreemendléndo;e el signo -+ entre el
entero y el queblado.

189. Tales mumeros compuesios se llaman mixtos, porque
constan de entero y fraccion.

Si la division fuese exacta, por ejemplo en -6—, la cual da de
cociente 8, se dice - A——8 y esto es una manera de escribir el
numero 8 por medxo de una operacion indicada.
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190. Reciprocamente si se diera un mixto, por ejemplo4~
y se quisiera poner bajo la forma de quebrado (& lo cual se
llama incorporacion de mzxtos), la operacion seria la inversa,
pues se diria: para incorporar 6 sumar las unidades del en-
tero con las del quebrado, preciso es que sean homogéneas,
6 sea que serefieran las enteras al 3 unidad del quebrado,
y se liene, pues, que como cada umdad del 4 vale —,las cua-
tro tendrén - 36 : sumadas ahora con 4 dan : las operamones
hechas para mcorporar han sido: multzplwar el entero por el
denominador, afiadir al producto el numerador de la fraccion y
ponerle d la Suma el mismo denominador.

Las fracciones pueden compararse muy ficilmente con la
unidad, puesto que siendo ésta equivalente & una fraccion de
idéntico numerador y denominador, es ficil averiguar si ue—
nen mas 6 ménos partes de las denommada% que ésta. Asi a
es claro que le faltan = 5 para valer ,,61 y21 tienen - 6 més
que la unidad: y en todos los casos o que le falta ¢ le sobra
4 una fraccion para valer una unidad es wna fraccion cuyo
numerador es la diferencia entre los dos (érminos de la propues-
ta, y cuyo denominador es el de la propuesta.

191. Veamos qué alteracion sufre una fraccion operando
con sus términos y olros niimeros enteros

1.0 Sea una fraccion propia, tal como ; sid sus dos terml—
nos se les suma un mismo nimero, 2, la nueva fraccion dlra =
¢Cudl es mayor? Ala prlmera le faltan - - para valer 1 umdad
y 4 la segunda l;,y como - >~’ quiere decn‘ que la fraccion
propia ha aumentado por la adwwn de un mismo numero enie-
ro d sus dos lérminos.

2.0 Sea ahora la 1mpropla = 513 los dos términos se le agregan
dos unidades enteras dlré .Ala pnmera le sobran + para
valer 1 enteroy & la segunda —2A, y como - /7 4 qulere decir
que laprimera es mayor; es decxr, que sid los dos términos
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de una fraccion impropia se les agrega un mismo nimero enlero,
la fraccion resullante es menor que la propuesta.

Claro es que si & los dos términos deuna fraccion propia se
les resta un mismo numero entero, la fraccion resullante es me-
nor que la propuesta; y si fuese impropia, seria mayor. Aside - “
restdndole 4 é los dos térmmos resulta P25, 11> bues  la prime-
ra le faltan 2 S ydla segunda 41 bara valer 1 unidad; luego a
la primera le falta m4és. Si fuera impropia, por ejemplo, ..
restandole 2 diria ~' como d la primera le sobran 5’— y 4 la se-
gunda 2 , quiere declr que L Z

192. El empleo de la via factorial con los términos de un
quebrado produce los sngulentes efectos:

1.0 Sea una fraccion . cuyo numerador se multiplica por
2, 3, etc.; se tiene empleando el 3 lanueva fraccion -, 12 ; com-
parada con la primitiva, se ve que el numerador cuenta ex-
presa 3 veces mas unidades de la misma especie (de )que
el primitivo; luego si el numerador de un quebrado se mul-
tiplica por un numero enlero, el quebrado queda multiplicado por
el mismo nimero.

9.0 Si hubiera sido el denominador el multiplicado, por
ejemplo, que de % se hubiera pasado & 5%, 6 sea -1%, se ten-
dria que constando 4mbas fracciones del mismo nimero 4 de
unidades, la especie del primero (1) es tres veces mayor
que la del segundo ( ) luego % es tres veces menor que l;
Luego si el denominador de un quebrado se multiplica por un
nimero enlero, el quebrado queda dividido por el mismo niimero.

193. Esto nos ofrece el medio para mulliplicar 6 dividir
un quebrado por un enlero; y es para lo primero multiplicar el
numerador por el entero, y el denominador para lo sequndo.

194. Tambien se deduce que si los dos términos de una frac-
czon se mulliplican por un mismo numero la fraccion no allera.
* de'valor. En efecto, si émbos términos de cualquier fraccion
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se multiplican por 2, 3 6 4, etc., se hace 2,3 6 4 veces mayor
y 2,3 64, etc., veces menor, y un numero que se hace ciertas
veces mayor, y el mismo nimero de veces menor, no altera.
195. De aqui seinfiere que hay infinilas fracciones equiva-
lentes unas d otras, d saber: todas las que proceden de la mul-
tiplicacion de los dos términos de una cualquiera por la serie na-
tural de los mimeros, es decir, que su forma es distinta, pues
sus numeradores y denominadores[lson1 2diferemes; pero todas

A ¢ 2 20
valen lo mismo. Tales serian =81 s ol

196. Esta equivalencia permite una trasformacion de gran
utilidad en los quebrados, & saber: la reduccion de varios d
un comun denominador .

Sean, por ejemplo, las fracciones propuestas i 2, %, % 3
las que se quieren (rasformar en otras equivalentes del mismo
denominador. Es claro que si el problema es posible, el deno-
minador comun ha de constar de los mismos factores primos,
puesto que es un solo nimero; y tambien que sise ha de ob-
tener por la multiplicacion de los dos términos de cada frac-
cion por un mismo numero, este denominador comun ha de
ser un malliplo de todos los denominadores. Si, pues, ha de ser
un multiplo de ellos, el mis sencillo es el llamado minimo
comun malliplo. Luego si se busca (171) el de los denomina-
dores dados, 3, 6,5y 9, que es el nimero 90, ya sélo falta ave-
riguar por cudl namero deben de multiplicarse los dos térmi-
nos de cada fraccion; pero si el nuevo denominador ha de
ser 90, claro es que el factor que falte d cada denominador pa-
ra componer el niimero 90 es el propio para la reduccion ape-
tecida: asi en la primera fraccion de las dadas se multiplica-
rin sus dos términos por 30, que es el factor que falta a3
para dar 90, yse tendna 60 ; la segunda por 15, y dma —1a
tercera por 18, y seria la cuarta por 10, y daria —70

197. Luego para reducu‘ vdrias fracciones d un comun de-
nominador se halla el minimo comun’ multiplo de sus denomi-
nadores y se multiplican los dos términos de cada fraccion por

9
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los factores que le faltan d su demominador para componer el
minimo comumn malliplo.

Debe de observarse en la préictica:

1.0 Que los factores que faltan & cada denominador para
componer el minimo comun multiplo se hallan ficilmente,
ya por la simple inspeccion de los primos que componen &
éste, y 4 los denominadores, y que se han puesto de manifiesto
al investigarlo, ya por la division del minimo por cada de-
nominador.

2.0 Que basta multiplicar el numerador por este factor que
falta y poner por denominador del producto al minimo multi-
plo, toda vez que la multiplicacion del denominador por ese
factor ha de producirlo seguramente.

3.0 Que si todos los denominadores de las fracciones dadas
fuesen nitmeros primos des & dos, su minimo miltiplo es el pro-
ducto de todos ellos, y por tanto & cada denominador lo que
le falta para componer este numero, es el producto de todos
los demds: en este caso la reduccion consiste en multiplicar los
dos términos de cada fraccion por el producto de los denomina-

{ ; : g9
dores de los demds. Tal sucederia en la reduccion de +, 3, 5 ,
s 18 39 15
que darian 30° 30° 30°

Este medio suele emplearse dun cuando los denominadores
no sean primos, para ahorrarse investigar el minimo miltiplo;
pero enténces los resultados vienen complicados con factores
comunes, lo cual debe evitarse en los cilculos, pues siempre
se deben procurar los resultados més simples. .

La reduccion de quebrados 4 comun denominador es la
trasformacion mds importante de ellos, tanto porque pone de
manifiesto la magnitud respectiva entre dos ¢ mas fracciones,
como, principalmente, porque los hace homogéneos. En efecto;
siendo el denominador de los quebrados el que determina la
unidad & que estan referidos, si es comun, todos se refieren a
la misma unidad, y ya se sabe (8) que ésfa es la condicion de
homogeneidad en la expresion de las canlidades.

198. Veamos ahora la division de los términos de un que-
brado por un entero, & qué alteraciones da lugar.

Supéngase que el numerador de una fraccion se divide por
2, 8 6 4, etc., dejando el mismo denominador, y sea, por ejem-
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plo, la fraccion —6—, euyo numerador se divide por 2; la resul-
tante serd ;-; comparada con “ , COmMo son de la misma espe-
cie (igual denominador)y la propuesta consta de dos veces
més partes que la resultante es ev1dente que ha quedado
dividida por 2.

199. Luego st el numerador de una fraccion se divide por un
nimero entero, la fraccion queda dividida por el mismo numero.

Inversamente, si propuesta la“fraccion - se divide un de—
nominador por 3, resultard 4, que es tres veces mayorque - 12 %
pues consta de las mismas partes, pero tres veces mayores;
luego si el denominador de una fraccion se divide por un nimero
entero. el quebrado queda mulliplicado por el mismo mimero.

200. En resimen: de dos maneras puede multiplicarse una
fraccion; por un entero, y es, primero, multiplicando su nume-
rador; segundo, dividiendo su denominador por el entero. .

El primer medio siempre es aplicable; el segundo es prefe-
rible por dar resultados mds sencillos; mas para esto es nece-
sario que el denominador sea multiplo 6 divisible por el en-
tero. Asi -f;—XS se puede verificar: %56 m:: Aqui por
ser 12 divisib]e por 3 se debe emplear el segundo medio; pero
si se tuviese ><4 como 11 no es miultiplo de 4, la forma més
sencilla para el resultado se obtiene por el primer medio. Asi
se diria: — <%

201. Tambien de dos maneras puede dividirse una fraccion
por un entero, y son: primera, dividiendo su numerador; se-
gunda, mulliplicando su denominador por el entero. La segunda
manera es siempre aplicable; la primera ee preferible cuando
el numerador es miltiplo del entero; 351 2 como 4 es mil-
tiplo de 2 se tendria "9 6 sea ~2— Si el ejemplo fuera :2, co-
mso 5 no es5 divisible por 2 el resultado se hallaria pomendo
s 0 sea .5

202. Para regla de memoria puede servir en todas estas
alteraciones de los quebrados, empleando la via facterial con

n
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sus términos, la siguiente: un quebrado sufre las mismas alte-
raciones que su numerador y las contrarias que su denominador
cuando se multiplica ¢ divide alguno de sus términos por un
entero.

203. Supdngase ahora que los dos términos de una fraccion
se dividen por un entero: claro es que la fraccion no varia
pues si, por ejemplo, los dos términos se dividen por 3, queda
dividida por 3, por haber dividido al numerador; y multiplicada
por 3, por haber dividido al denominador; y un nimero que
se multiplica y divide por un tercero no altera de valor.

Asi, pues, son fracciones equivalentes {:%y »g— y ;

904. Esto origina lo que se llama simplificacion de frac-
ciones, que es la reduccion de las fracciones d su mds simple ex-
presion, 6 sea 4 una que ya no se puede simplificar: tales frac-
ciones se llaman irreducibles.

205. Las fracciones irreducibles tienen sus términos pri-
mos entre si; pues si tuvieran algun factor comun diferente
de 1, suprimiéndolo se tendria otra equivalente y mas sencilla.

906. Simplificar, pues, una fraccion es hallar lairreducible
que le es equivalente. Claro es que para ello bastard suprimir
todos los factores comunes d su numerador y denominador, y
para lograrlo desde luego bastard investigar el mdximo' comun
divisor de dmbos términosy dividirlos por él.

s : 3 1650 11 1483 _ 18
Asi la irreducible equivalente & ;- es S

b

907. Toda fraccion equivalente 350 una 1z'-lm'etiucz'ble liene sus
términos equimitlliplos de los de ésta. Sea, por ejemplo, la fraccion
irreducible %_—-%; si se multiplican las dos por b dird %za,
y siendo a, un entero, es preciso que 5 divida al producto 3b;
pero es primo con 3, luego dividird & b; es decir, que b=>5xm,
siendo m un entero cualquiera; si se sustituye este valor en

. . . 3.5. > 5
la igualdad anterior se tiene ™ —a; simplificando 3m=a;
8. .4 3Im
luego v=3=5."
COROLARIO. Dos fracciones irreducibles iguales son idénticas.

Sean ;== dos fracciones, dmbas irreducibles ¢ iguales; segun
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el teorema anterior se debe de tener c=a.m y d=b.m; sim
es diferente de 1, los nimeros ¢y d tendrian un factor comun,
m, lo cual no es posible, segun el supuesto de que % es irre-
ducible, 6, lo que es lo mismo, que ¢y d son primos; luego
para estar conforme con la hipétesis, m=1; y por tanto c=a
y d=b, es decir que d4mbas irreducibles iguales, son idénticas.

¢ II. OPERACIONES CON LOS QUEBRADOS.—SUMA DE FRACCIONES.

208. La suma 6 reunion en un solo numero de las unida-
des de varios, exige para verificarla que estas unidades sean
homogéneas. Asi que en la suma de fracciones hay que distin-
guir dos casos: primero, que las fracciones sumandos tengan el
mismo denominador;y segundo, que no lo tengan. Esto equivale
4 decir que sean homogéneas 6 no lo sean.

1.0 Si tienen el mismo denominador, como los numerado-
res expresan las unidades de que constan, bastard sumar los
numeradores y poner al resullado el denominador comun, que
es el que indica la especie de las unidades reunidas. Asi:

i 2449
utu sz‘aj—ii—zﬁ'

2.0 Si no tienen el mismo denominador se reducen & comun
denominador, y se estd en el caso anterior. Asi:

3’ Aoy
Z+§+7 dan '1% E

209. Para sumar nimeros mixtos entre si, 6 con quebrados,
se incorporan los mixlos, y se estd en el caso anterior. Tambien
pueden, dejarse en la forma en que estén, y sumar primero los que-
brados y despues los enteros, reuniendo dmbas sumas.

Se reunen primero los quebrados, por side su reunion re-

sultase algun entero, anadirlo 4 la suma de éstos. Asi:
167

2 4 5
35‘+7—+'5§ dan 923.7'
 210. La suma de un entero, 6 muchos, con un quebrado 6 va-
1108, ya se sabe hacer, puesto que es la incorporacion de un mixto.
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2 11I. SUSTRACCION DE FRACCIONES.

211. Tambien la operacion de quitar de un nimero las uni-
dades de otro exige homogeneidad en dmbos. Asi dos casos
se distinguen en la resta de fracciones: primero, que lengan el
mismo denominador; segundo, que no lo tengan.

1.0 Si tienen el mismo denominador se reslan los numerado-
res (que son los que expresan las unidades de que constan) y
al resto se le pone por denominador, el comun d minuendo y sus-
traendo (pues asi se expresa la especie de las unidades con que
se opera).

9.0 Si mo tienen el mismo denominador se reducen d un co-
mun denominador y se esld en el caso anterior. Asi:

oo U Bi8 05
BL By B2 8. BRENeY

912. Para restar mimeros mixztos se reducen & quebrados y
se restan como éstos, 6 se dejan como estdn y se restan primero
los quebrados y despues los enteros. Si el quebrado minuendo
fuese MENOR que el sustraendo, se toma una unidad del entero
del minuendo, que vale tantas partes como indique el denomina~ -
dor (185), y se incorpora al quebrado.

T S e e

2.9) 42—2 2= —2 5 =335—2 e b

EJEMPLOS.

En el segundo ejemplo se ha agregado al quebrado %Eol del
minuendo una unidad del entero, que reducida & su especie
vale %, con lo cual se puede efectuar la resta de las fracciones.

213. Para restar una fraccion de un entero, se reducen una

6 mds unidades del enlero d fraccion, cuyo denominador sea el
: 3 2
del sustraendo. Asi: 4—§=3—5~—g=3—5—.
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¢ IV. MULTIPLICACION DE FRACCIONES
Y ELEVACION A POTENCIAS: PRODUCTOS INDICADOS.

914. La definicion de esta operacion cuando el mulliplica-
dor es una fraccion propia, tiene una significacion diferente de
cuando es un entero. Asi se vié que multiplicar un nimero por
9, 36 4, etc., era hallar un resultado 6 producto 2, 3 6 4ve-
ces mayor que el multiplicando.

Qué se pretende al multiplicar un nimero cualquiera por

2 3
3 [§} B etc.?

Segun la definicion general, el fin deesta operacion es ha-
llar un nimero que sea, 0 tenga, la misma relacion con el multi-
plicando, que el multiplicador tiene con la unidad. Segun esto,
si el multiplicador fuese, por ejemplo, »25, para interpretar la
operacion preciso es analizar primero qué relacion tiene, 6
qué es% de la unidad, para saber qué ha de ser el producto

respecto del multiplicando. g es la unidad dividida en tres
partes y tomadas dos; luego la maltiplicacion de cualquier ni-

2 . >
mero por - quiere decir que se busca un lercero que sea las dos

terceras partes del multiplicando. Es decir, que se trata de divi-
dir al multiplicando en tres partes iguales y tomar dos de estas
paries; se ve, pues, que multiplicar un nimero por una fraccion
es tanto como tomar ciertas partes de éste indicadas por el mul-
tiplicador: hay, pues, que despojar 4 la maultiplicacion por
fracciones de la idea de que el producto esmayor que el mul-
tiplicando: eso es para el caso de ser entero. Tambien debe
notarse que la operacion que satisface & la cuestion de tomar
ciertas partes de un namero, es la multiplicacion por el quebra-
do que indique estas partes: asila traduccion analitica de esta

. . . o 5
cuestion. Tomar los cinco sétimos de ocho; es verificar 8X = ;
y si fuese los nueve once avos de Ires oclavos, se tendria que

i 3 57h
verificar X 7
915. Analizado el fin de esta operacion, para un multi-
plicador fraccionario, veamos los casos que pueden ocurrir.
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1.0 Multiplicar un entero por una fraccion. SeaVSX%.‘S_i el
fin es hal]arlas? partes de 8, claro es que si conociera una séti-
ma parte, repitiéndola cinco veces se tendrian las que se hus-

. . 8 .
can. Ahora un sétimo de ocho: es evidente -, luego cinco ve-

8 8.5 . 5 8.5
cesesto, es —-X 5, 6 sea ——, es decir, que 8X 5=—3—- &

REGLA. Paramultiplicar un entero por una fraccion se mul-
tiplica por el numerador y se parte el producto por el denomi-
nador.

. 2416. 9.0 Multiplicar dos fracciones entre si. Por ejemplo,
3 X5 el finde la operacion quedard realizado por un namero
que sea los cuatro quintos de dos tercios: si se pudiera de-
terminar % de % ficilmente se hallarian los %buscados repi-

3 4
tiendo cuatro veces el .
. 1 2 . = 2
Ahora bien: ~de, es decir, la quinta parte de 5, se ob-

tiene dividiendo% por 5, 6 sea g;% Este resultado se repite 4
2

veces, multiplicdndolo por 4, y se tendrd 5+
quebrado expresa los %de %, que era lo que se pedia. Obser-
vando la formacion de este resultado con respecto & los facto-
res, se deduce que para multiplicar dos fracciones, se multiplican
los numeradores y denominadores entre si, y se parle el primer
producto por el sequndo.

917. 3.0 Multiplicar nimeros mixtos entre si 6 por enteros
6 fraccionarios.

(a) Paramultiplicar dos mixlos se incorporan los enleros d
las fracciones y que;la el4cas;)3reduscido al anterior. Asi:

93x 3t =2 2 =T=97.

(b) Para multiplicar un mizto por un entero, 4 se incorpora
el mizto, y se estd en el caso de quebrado por entero, 6 se mul-
tiplica el entero por las dos parles delmixlo, sumando despues los
productos. Sea 2%)( 4=1:—><4. Tambien Q%X 4:(2-{—-2—)4:2.4

43 a=107.

><4,ésea23—';—. Este
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(¢) Para multiplicar un mixto por un quebrado se incorporae
¢l mixto, y se estd en el caso de dos quebrados. Asi:

aix =03,

218. COROLARIO 1. El producto de vdrias fracciones en-
tre si se obtiene formando una sola, cuyo numerador es el pro-
duclo de todos los numeradores, y el denominador el producto
de todos los denominadores. En efecto; %.g. 7 37 Uene por
objeto hallar los siete once avos, de los cinco sétlmos de'los
cuatro quintos, de dos tercios Ahora los cuatro quintos de dos

5 .
tercios se expresan por 3 5, l de este numero es la frac-
2.4.5
cion ..y, por ullimo, los de esto es e “, conforme

con el enunciado.

Nora. 1.0 Sientre los factores de un producto indicado de
fraccionarios los hubiese enteros, es evidente que al efectuar
siempre sepuede hacer que figurasen los enteros en el numerador
de la fraccion produclo.

2.0 Para multiplicar una suma indicada de fraccionarios, 6
enleros, y fraccionarios, por un enterod fraccionario, se multi-
plica cada uno de los sumandos por el mulliplicador, y se su-
man los productos parciales.

3.0 Para multiplicar una diferencia indicada por una frac-
cion, semultiplican el minuendo y sustraendo, y se resta del pri-
mer producto el seqgundo.

4.0 El producto de una suma indicada de fraccionarios, ¢
de enleros y fraccionarios, por un entero 6 fraccionario, se 0b-
tiene multiplicando la primera suma por cada uno de los su-
mandos de la sequnda y reuniendo todos los productos parciales.

La justificacion de estas reglas, que es bien sencilla y esld
fundada en los procedimientos anteriormente demostrados,
puede servir de ejercicio & los alumnos.

EsewpLos. Del 2.2 Sea la suma (2-+- ++ )— se tendri=

+ 1a + 2%,
(7—5) gz para ello por un método andlogo al del
10
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caso (92), se veria %—3:-3 6 %-&-%:—i—, de donde (% +£)

8 56
3529 4.5 1.5 3.6 4.5 8.5 | B )
Rl s 6 sea == de donde A )

9 7.9 | 56.9 8.9’ 08956
(i_i o}
! 8) T 3 2 3
4. 2.X4-;esto es lo mismo que(2+g) (4+7)=(2+—5—)4
342 340 9.8 3.2
+@+5)7=8+5 5 +57
919. TEOREMA. El drden de los factores, de un producto de
fracciones entre si, 6 con enleros, no altera el producto.
En efecto; cualquiera que sea el drden en que se coloquen
los factores, irdn los mismos factores al numerador, y al

denominador, de las fracciones productos resultantes; luego
todas ellas tendran el mismo valor, puesto que sus términos

|

9

A o e 9 22,87

son d(: 1gualsvalor. As71.433.7.4.ﬁ da =, y en otro or-
A4.3.2 A

dop, 5. 4.5 5 da s resultado equivalente al ante-

rior, pues los numeradores tienen los mismos factores y tam-
bien los denominadores.

990. COROLARIO. La polencia de una fraccion se obliene ele-
vando sus dostérminos. En efecto; (%)2-—:% ; %: 2; :%.

991. OBSERVACION. La potencia de una fraccion irreduci-
ble es otra fraccien irreducible. En efecto; si la fraccion que
se eleva se supone irreducible, precisamente tiene sus tér-
minos primos entre si;y como las polencias de dos numeros
primos, son tambien nimeros primos entre si, la fraccion re-

sultante tambien tiene sus términos primos, 6 es irreducible.

2 V. DIVISION DE FRACCIONARIOS

999. En la division de fraccionarios tambien debe senalar-
se su distinta significacion respecto de la de enteros. El co-
ciente de tales nimeros no expresa cudntas veces contiene el
dividendo al divisor como en aquéllos; lo que se pretende al
dividir quebrados es encontrar un factor que, multiplicado
por el que se da como divisor, reproduzcd al dividendo pro-
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puesto. Hay, pues, que despojar 4 1a division por fraccionario
de la idea de que esté contenido el divisor en el dividendo,
y de que dé un resultado menor que él: esas son propieda-
des peculiares de los enteros. Esto supuesto, sea:

993. Dividir un entero por una fraccion; por ejemplo,
4:%. Fl cociente buscado ha de ser un nimero que, multi-

plicado por -:f:—, dé 4. En otros términos: los %delcociente va-

len 4; si se pudiera hallar % de este cociente, estaria resuelta

la cuestion, pues todo el cociente constard de cinco veces

esta quinta parte, y se hallaria repitiéndola cinco veces.
Ahora hien; si : del cociente valen 4, claro es quel5 val-

' 4 4 i
dré 3 veces ménos, 6 sea 3 ya tenemos aqul — del cociente que
se busca; luego todo el cociente seré cinco veces esto, es de-
. 4 4.5
cir, X 5=—, 6 sea 4)(%
REGLA. Para dividir un entero por una fraccion se mulli-
plica el entero por el divisor invertido.
o e 4% . . 4 3 .
994. Dividir dos fracciones; por ejemplo, — : . Elcocien-
tle 3
te buscado ha de ser tal, que multiplicado por - ha de dar
4 . . 3 . 4 1
= en otros términos: los del cociente valen —; luego del
4 : . 4 4
cociente valdra tres veces ménos, 6 bien —: 3, 6 sea 3. Aho-
i o4 : > .
ra bien; si del cociente que se busca tiene por expresion
4 A ; .
53 claro es que todo el cociente constard de cinco veces su

quinta parte, 6 hien -_‘%X 5, 6 sea :—:;1, 6, lo que eslo mismo,

4 5
X 5

: REGLA. Para dividir dos fracciones se multiplica la que hace
de dividendo por la del divisor invertida.

Nota. Si los dos términos de la fraccion dividendo fuesen
maultiplos de los del divisor, el cocienle se encuentra dividiéndolos

§ : . 4 2
término @ término; y,en efecto, 3 segun la regla setendrd
4 3 4.3 4:2 2

X = =93 =73"

9N T 192 9:8
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995. Para dividir nimeros miztos se incorporan, y queda el
. caso reducido al de dos fracciones.
NotA. Si solo el divisor fuese el miwto, incorpordndolo se es-
taria en alguno de los casos ya explicados.
4 2 14 23 14.7
EJEMPL02S. U 21§ ; 37—=;5— e
2.04: 35 Y -5~= 4)(-1—7*
Esercicios. Dense los enunciados y 1a justificacion del pro-
cedimiento para los casos siguientes:
1.0 Dividir una suma indicada de fraccionarios enlre 8i 6
con enteros por un fraccionario mixlo.
9.0 Dividir una diferencia indicada por un fraccionario.
3.0 Dividir unproducto indicado de enteros 6 fraccionarios,
0 de unosy otros, por un entero, fraccionario 6 mizto.

CAPITULO V

Fracciones decimales.

9926. Los principios generales de la numeracion permiten
escribir sin denominador aquellas fracciones en que éste sea una
potencia de la base. En efecto; del principio que toda cifra es-
crita 4 la derecha de otra representa unidades del érden in-
ferior inmediato, se deduce que la cifra que se escriba & la de-
recha de las unidades simples de un numero, representard dé-
cimas; 1a que se escriba 4 la derecha de las décimas, seréd cen-
tésimas, y en general partes de la unidad dividida por 10, 100,
1000, etc.

997. Estas fracciones, que lienen por denominador una po-
tencia de diez, 6 sea que su denominador es la unidad sequida
de ceros, son las que se llaman decimales.

998. Las fracciones decimales, segun esto, pueden escri-
birse sin denominador de manifiesto, porque marcando cuél
seala cifra de las unidades de una cantidad, se pueden expre-
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sar las partes decimales de ella por cifras escritas 4 su dere-
cha; de modo que la primera serd las décimas, la segunda las
centésimas, a tercera \as milésimas, la cuarta las diezmilésimas,
la quinta las cienmilésimas, 1a sexta las millonésimas y asi suce-
sivamente.

9229. El signo con el cual se marca la cifra de las unidades
es una coma que se pone @ su derecha.

- 930. Para escribir una fraccion decimal se escribe la parte
entera, y si no la hay un cero; despues se pone la coma y se es-
criben los decimales como si fuesen enteros; teniendo cuidado de
que la wltima cifra ocupe el lugar que su denominador exige. Si
las cifras del nimero decimal que se escribe no son suficienles
para ocupar todos los lugares, se ocupan con ceros despues de la
coma los que fallen.

931. Su lectura se hace como la de los enteros, dindole al
final la denominacion de su wltima cifra.

Asi, para escribir 2 enteros y 7 centésimas se pondré 2,07;
y 347 millonésimas se pondré 0,000347. De modo que los ni-

meros 2,07 y —?%% y 0,000347 y ngm son iguales.

Tambien puede leerse juntamente la parte entera y la decimal,
prescindiendo de la coma, con solo dar la denominacion de la l-
tima cifra, pues todas siguen una misma ley. Asi, 2,43 se puede
leer doscientas cuarenta y tres centésimas.

932. Las fracciones decimales bajo la forma entera no alteran
de valor escribiendo ceros d su derecha. Sea la fraccion 3,6; si
se escribe un cero 4 su derecha dird 3,60, que si bien tiene
diez veces méas unidades, pero son diez veces menores; luego
no se ha alterado. Analogo razonamiento se haria, cualquiera
que fuese el numero de ceros que se agregase.

Tambien puede decirse: la fraccion 3,6 es equivalente a

3,60, porque puesta la primera bajo la forma ordinaria da %—3—
y la segunda 100° las cuales evidentemente son equivalentes
(194).
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933. Para reducir fracciones decimales d comun denomina-
dor se iguala con ceros d la derecha el nimero de sus cifras.

934. Para multiplicar un decimal por la unidad sequida de
ceros, se corre la coma d la derecha tantos lugares como ceros
tenga el mulliplicador. En efecto; este movimiento de la coma
hace adelantar las cifras uno, dos, tres., etc., lugares 4 la iz-
quierda, 6, lo que es lo mismo, que cada cifra representa uni-
dades 10, 100, 1000 veces mayores; luego todo queda hecho
10, 100 6 1000 veces mayor. Asi: 3,4776X 100=347,76; 8,24 X
1000=28240. ;

935. Para dividir un decimalpor la unidad sequida de ceros
se corre la coma tantos lugares d la izquierda como ceros tenga
el divisor. La igualdad, 3,4776X100=341,76, prueba que
347,76: 100=3,4776, porque se llama cociente todo faclor que,
multiplicado por el divisor, da el dividendo.

936. Parasumar fracciones decimales se escriben los suman-
dos unos debajo deotros, de modo que se correspondan las cifras
del mismo 6rden, para lo cual basta colocar las comas en co-
lumna; se suman como los enteros, y en el resultado se pone la
coma en su lugar correspondiente. Asi, para sumar 3,478 con
72,00764, con 43,1203, con 560,032, se escribirdn:

3,478
72,00764

43,1203
560,032

Suma. ... 678,63794

937. Para restar fracciones decimales se escribe el minuen-
do y debajo el sustraendo, de modo que se correspondan las cifras
del mismo orden; se restan como los enteros, poniendo despues
en el residuo la coma en el lugar que le corresponda. Asi, para
restar de 42,0764 la fraccion 17,4578, se pondra:

42,0764
17,4578

24,6186
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Si alguna de las dos fracciones decimales que se van 4
restar tuviese ménos cifras decimales que la otra, para efec-
tuar la operacion se completa con ceros, lo cual se sabe que
nola altera. Asi, para restar de 4,02 la fraccion 2,7645, se
escribird 4,0200—2,7645. Si hubiese sido restar de 7 la frac-
cion 3,496 se escribiria 7,000—5,496=1,504.

En la multiplicacion de decimales, ademds del caso exa-
minado (234) pueden ocurrir:

238. MULTIPLICAR UN DECIMAL POR UN ENTERo. Para ello
se prescinde de la coma y se efeclia la operacion como si fue-
sen dmbos enleros, y en el produclo se separan tanias cifras
decimales como tiene el factor decimal.

En efecto; sea 15X 3,5; al prescindir de la coma y verifi-
car su producto, se hace al factor 3,5, y por tanto al pro-
ducto, diez veces mayor; luego para que sea el verdadero,
debe hacerse este producto diez veces menor, 6 separar como
decimal una cifra de su derecha. Asi se tiene 15X 3,5=52,5.

239. MULTIPLICAR DOS DECIMALES. Se prescinde de las comas
y se halla el producto como si fuesen enteros, y de su dere-
cha se separan tantas cifras decimales como lienen dmbos facto-
res. En efecto; al suprimir la coma en dmbos factores se han
multiplicado por la unidad seguida de tantos ceros como tiene
cada uno, y por tanto el producto tambien ha quedado mul-
tiplicado por la unidad, seguida de tantos ceros como tienen
4mbos factores. Luego para que sea el verdadero, es preciso
dividirlo por la unidad seguida de los mismos ceros, ¢ sea
separar de su derecha tantas cifras como tienen dmbos fac-
tores. Asi: 3,5 1,5; efectuando el producto, prescindiendo de
las comas, da 525, pero como cada factor se ha hecho 10 ve-
ces mayor, el producto es 10X10=100 veces mayor que el
verdadero; luego habrd que dividirlo por 100 y serd 5,25 se-
gun la regla.

Nora. La operacion se dispone como para los enteros.
Asi: 34,176X 2,48 se pone:
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34,176
2, 48

273408
136704
68352

84,75648

240. POTENCIAS DE LOS DECIMALES. Dela regla de multipli-
cacion de los decimales se desprende que para elevar un deci-
mal d una potencia se eleva como si fuese entero, y del resulta-
do se separan tantas cifras decimales, como unidades lenga el
producto del exponente de la polencia, por el numero de cifras
decimales de la base.

En efecto; como para elevar un nimero 4 potencia hay que
multiplicar entre si tantos factores iguales & este namero como
unidades tiene el exponente, al efectuar la primera multipli-
cacion, el producto tendrd doble nimero de cifras decimales
que la fraccion propuesta, y estara elevada al cuadrado; si es-
te producto se vuelve & multiplicar por la misma fraccion pro-
puesta, su producto tendré tres veces el numero de cifras deci-
males que la fraccion propuesta, y serd ésta elevada al cubo.
Y asi sucesivamente. Asi: (1,2)'=1,2x1,2X1,2x1,2=2,0736.

241. El cuadrado y el cubo de un decimal tienen respecli-
vamente el duplo y el triplo de cifras dectmales de la base. Asi:

(1,2)2=1,44y (1,2)°=1,728.
242. DIVISION DE DECIMALES. Ademés del caso examinado
(235) se consideran dos, que son:

243. DIVIDIR UN DECIMAL POR UN ENTERO. Para ello se pres-
cinde de la coma y se dividen como enteros, separando en el co-
ciente tantas cifras decimales como tiene el dividendo. Asi:

34,767:9=3,863 y 4,4804 : 46=0,974.
En efecto; por prescindir de la coma en el dividendo se le

multiplica, y por tanto al cociente, por la unidad seguida de
tantos ceros como cifras decimales tenga; luego el verdadero
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cociente se tendra separando en el obtenido el mismo nimero
de cifras decimales que tiene ‘el dividendo.

94%. PARA DIVIDIR UN ENTERO POR UN DECIMAL O UN DECIMAL
POR OTRO. Se corre la coma en dividendo y divisor, hasta que
este wltimo sea entero, y queda el caso reducido al anterior. Asi:
346:7,94 es 1o mismo que 34600:794,y 36 : 3,475=36000: 3475.
En efecto; si el dividendo y divisor se multiplican por un mis-
mo nimero, el cociente no varia; luego al correr la coma los
mismos lugares 4 la derecha, el de los nimeros propuestos no
se altera.

Para ejecutar la operacion se dispone como para los en-
teros.

245. Nota. Si bien el cociente de dos nimeros no varfa,
multiplicandolos ¢ dividiéndolos por un mismo nimero, el
resto queda multiplicado 6 dividido por el mismo namero; lo
que debe tenerse en cuenta en la division de decimales, cuan-
do de apreciar el érden del resto se trata.

Asi al dividir 0,0366 por 0,7 se dispondrd segun la regla
0,366 :7; lo que da 0,052 de cociente, y de resto 0,002; pero
si bien el cociente no ha variado por haber corrido la coma
un lugar 4 la derecha en dividendo y divisor, el resto 0,002 ha
quedado multiplicado por 10; luego el verdadero resto es
0,002:10, 6 sea 0,0002.

946. REDUCCION DE FRACCIONES ORDINARIAS A DECIMALES Y
VICEVERSA. Para reducir una fraccion ordinaria & decimal, se
divide el numerador sequido de ceros por el denominador, y se
separan del cociente tanlas cifras decimales como ceros se hayan
considerado afiadidos al numerador.

En efecto; sea una fraccion ordinaria, la que se

13
%‘)
quiere trasformar en otra equivalente decimal; se tiene que
L % 1000 j
13 80
80 1000....
divide por la unidad seguida de los mismos ceros no altera. Si

11

, toda vez que si un namero se multiplica y
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se ejecutan las operaciones indicadas, se tendra que la fraccion

—1~3~X 10000....@00&:
80 80 1625 ;605 Fs decir, que se ha
10000... 10000 10000 i

dividido el numerador 13 seguido de ceros, por el denominador
80, y en el cociente 1625 se han separado cuatro cifras decima-
les, que son tantas como ceros se han anadido 4 13.

947. Las fracciones decimales resultantes de la aplicacion
de 1a regla anterior 4 las fracciones ordinarias, pueden ser de
dos clases: primero, EXACTAS, si el cocienle que se encuentra es
exacto; segundo, PERIODICAS, si el cociente es inexacto.

Asi, por ejemplo, al aplicar la regla i la fraccion -%, se tie-

ne que dividir 50000.... por 9, y como desde la primera divi-
sion parcial se repite el mismo resto 5, el cociente serd siem-
pre el mismo. Asi dard 0,555....

3 2% i :
Lo mismo ocurriria con 15 que, reducida, produce la frac-

tion 0,4666....

En 4mbas la division nunca serd exacta, por méis ceros que
se consideren afiadidos al numerador; y & partir de cierta cifra
se repiten indefinidamente. Estas fracciones decimales se lla-
man inexactas, y 4 causa de la repeticion de sus cifras se dicen
periddicas.

948. Se llama periodo la cifra ¢ cifras que se repilen. Asi,
en las anteriores, el periodo es 5 en la primera; y 6 en la se-
gunda. ;

949. Las fracciones peri6dicas pueden ser puras 6 mixvtas,
segun que el periodo empiece 6 nd en las décimas. Asi, 0,555....
es pura, y 0,466.... es mixta, porque tiene la cifra irregular 4.

950. Las fracciones decimales periédicas son representacio-
nes inexactas de las que les dan origen; pero el error que se co-
mele puede hacerse menor que cualquier cantidad dada. por pe-
queiia que sea. Asi, es cierto que la fraccion decimal 0,555....

: i) :
nunca es exactamente igual & -, cualquiera que sea el ni-
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mero de periodos que se considere; pero al considerar 3 cifras
el error es menor que 0,001, porque —2 estd entre 0,555 y
0,556; si se toman 4, es decir, 0,5555, el error es menor que
0,0001, porque 0,5556 es mayor que %, y asi sucesivamente;

luego las fracciones periddicas son susceplibles de acercarse todo
cuanto se quiera d su generalriz, pudiendo llegar d ser la dife-
rencia menor que cualquier cantidad dada, por pequenia que sea.
Por eso se llama 4 la generatriz el LIMITE de los diferentes va-
lores de la periddica, que todos tienden & ser igual & ella,
acercandose cada vez mas, pero sin poder nunca representarla
exactamente 4 causa de la infinidad de los periodos.

951. REDUCCION DE FRACCIONES DECIMALES A ORDINARIAS.
La fraccion ordinaria que origina una fraccion decimal, se lla-
ma su generalriz.

Reducir una fraccion decimal d ordinaria, es hallar su ge-
neralriz correspondiente.

952. LA GENERATRIZ de una fraccion decimal de un nimero
limitado de cifras, tiene por numerador el nimero que resul-
la de suprimir_la coma, y por denominador la unidad sequida
de tantos ceros como notas decimales haya. En efecto; esto no
es mas que poner de manifiesto el denominador implicito. Asi
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953. La generatriz de una fraccion decimal periddica pura
tiene por numerador el periodo, y por denominador lantos 9, co-
mo cifras liene el periodo.

Sea la fraccion decimal periddica pura 0,131313.... y Fsu
fraccion ordinaria generatriz, hicia la cual se acerca & medi-
da que se consideran mayor numero de periodos. De modo
que F=limite de 0,131313... y llevando la coma & la derecha
del primer periodo serd 100 F=limite de 13,131313.... Si se
restan 4mbas igualdades ordenadamente, la diferencia de los
primeros miembros es 99F, y la de los segundos tiene por
limite 13, pues el resto de la parte decimal consiste en el
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ultimo periodo que se considere, y éste cada vez representa
unidades decimales de érden mds inferior,y por tanto, el li-
mite de la diferencia de la parte decimal es cero. De 99 F—=13

se deduce dividiendo 4mbos miembros por 99, que F—_—%—g—.

954, La fraccion generalriz de una decimal periddica mixla,
tiene por numerador la diferencia de los nimeros que resultan
de llevar la coma é derecha é izquierda del primer periodo, y por
denominador un nimero compuesto de tantos 9 como cifras tiene
el periodo, sequido de tanlos ceros como cifras tiene la parte no
periddica.

Sea la fraccion 0,41313.... y sea F su generatriz; se
tiene F=limile 0,41313.... Si se lleva la coma 4 derecha é iz-
quierda del primer periodo, resulta 1000 F=Ilimite 413,1313....
y 10 F limite=4,1313...; restando ordenadamente dardn 990 F

M3—4
—=413—14, de donde F= —900 "
955. NotA. El numerador de la gemeratriz de una frac-
cion decimal periddica mixta, no puede terminar en cero.

En efecto; examinando el numerador de esta generatriz
se ve (ue para terminar en cero es menester que la ultima
cifra de la parte no periddica, yla de la periddica, sean igua-
les; lo cual es imposible, porque entonces el periodo comen-
zaria un lugar dntes.

Sin necesidad de reducir una fraccion ordinaria 4 decimal,
se puede determinar desde luego qué clase de fraccion ha
de producir por los caractéres siguientes:

956, Para que una fraccion ordinaria sea exaclamente re-
ducible d decimal, se mecesila y basta que, despues de suprimi-
dos todos los factores comunes @ sus dos términos, el denomi-
nador no contenga olros factores primos que 26 5.

En efecto; como para reducirla & decimal se multiplica el
numerador por la unidad seguida de ceros, 6 seauna potencia
de 10, se introducen en el numerador- todos los factores 2
y 5 (pues 10=2.5) que sean necesarios para que su division
por el denominador sea exacla, toda vez que éste no tiene
otros factores primos que el2 6 el 5.
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Asi, 1a fraccion ordinaria 30° como su denominador 80=

2' 5 es exactamente reducible 4 decimal y da 0,1625.

957. Para que una fraccion ordinaria dé wna decimal pe-
riodica pura, se mecesita y basta que enlre los factores primos
de su denominador no existan el 2 ni el 5.

En efecto; exacta no puede ser, porque contiene otros fac-
tores diferentes de 2 6 5, los cuales no se introducen en el
numerador al ponerle los ceros, y por tanto la division no
puede ser exacta. Nosiendo exacta precisamente, serd perio-
dica, y periédica pura. En efecto; segun la regla de las ge-
neratrices de las periédicas mixtas, su denominador termina
en ceros, pero né su numerador; luego no pueden simplifi-
carse de tal manera que desaparezcan & la vez todos los fac-
tores 2y 5 que contiene el denominador. Alguno de ellos
tiene que persistic en el de lageneratriz, y como la propuesta
no tiene ni el 2 ni el 5, no puede producir una periddica
mixta. Se ha visto que la fraccion que produce no es exacla
ni periddica mixla; luego precisamente es periddica pura.

Asi, la fraccion ) como su denominador es 9=3%, dalape-
riédica pura 0,555.

358. Para que una fraccion ordinaria produzca una de-
cimal periddica mixta, se necesita y basta que su denominador
contenga, ademds de otros factores, al 2 6 al 5.

En efecto; exacta no puede engendrar; tampoco producird
una periédica pura, pues el denominador de la generatriz de
las de esta clase sélo se compone de cifras 9, y por tanto
no tiene ningun factor 2 ni 5. Cuyo requisito hace que las que
los tienen no pueden producir fracciones periddicas puras. No
siendo exacta ni periddica pura, precisamente serd periodi-
ca mixta.

259. NotA. El numero de cifras irrequlares de una frac-
cion decimal periddica mixta es iqual al mayor de los exponen-
tes que el 2 6 el 5 lleve en el denominador de su generatriz.

En efecto; el numerador de la generatriz de una fraccion
periddica mixta no puede terminar en cero, y, por el contra-
rio, el denominador termina en tantos ceros como tiene la
parte né periddica. Esto dice, que por mucho que se simpli-
fique su generatriz, no pueden desaparecer & la vez los fac-
tores 2y 5; uno de ellos persislird, por tanto, con todo su
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exponente, que es igual al nimero de cifras de la parte né pe-
riodica.
: sl 3

Asi, la fraccion ' cuyo denominador es 15=3.5, da una
decimal periddica mixta porque tiene el factor 5 ademis del
3, y solo tiene una cifra irregular porque el exponente de 5
es1: la que produce es 0,4666.

CAPITULO VI

Raiz cuadrada de los numeros enteros,y fraccionarios.

260. Se lama raiz cuadrada exaclta de un numero olro
cuyo cuadrado reproduce al propuesto.

Segun esto, los nameros 1,2, 3, 4,5,6,7,8,9y 10, son
las raices cuadradas exactas de 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81
y 100, respectivamente.

961. Los nameros que tienen raiz cuadrada exacta se lla-
man cuadrados perfeclos.

9262. El signo para indicar la extraccion de laraiz cuadra-
da es el {7, que se llama radical. El nimero al cual se ex-
trae la raiz se escribe debajo y se llama sub-radical 6 radi-
cando. Asi: /st se lee raiz cuadrada de 81.

963. Si un nimero enlero nmo liene raiz cuadrada exvacla
en nimeros enleros, tampoco la tiene en fraccionarios. En efec-
to; seaun namero lal como 46, cuyaraiz estd entre 6y17. Sise
supone que la exacta pudiera ser 6 mis una fraccion, incor-
porando 6 con la fraccion simplificada, y elevindola al cua-
drado, deberia reproducir el namero 46. Pero esto es impo-
sible, porque las potencias de una fraccion irreducible son
tambien fracciones irreducibles (221).

964. Las raices exactas de los niimeros (ue no son cua-
drados perfectos no pueden, por tlanto, expresarse ni por
niimeros enteros ni fraccionarios; sélo se hace aproximada-
mente. Tales raices se llaman inconmensurables.
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265. Se llama raiz entera de un niimero la exacta del ma-
yor cuadrado contenido en él. Residuo es la diferencia entre
el cuadrado de la raiz entera y el nimero propuesto.

266. Para extraer la raiz cuadrada exacta 6 entera de los
nimeros menores que 100, basta aprender de memoria los
cuadrados de los diez primeros nimeros.

267. Si los nameros son mayores que 100, hay que tener
presente la composicion del cuadrado de Ja suma de dos nu-
meros (114), & saber: que (A+B)*=A4*4+24B+B*, de donde
se deriva:

1.0 La diferencia delos cuadrados de dos niumeros enteros con-
seculivos es igual al duplo del menor, mdsuna unidad. En efecto;
como (N-+1)*=N>--2N+1, si de imbos miembros se resta N,
se tiene (N+1)>—N*=2N-+1.

2.0 El residuo de laraiz cuadrada de un nimero, es menor
que el duplo de la raiz enlera, mds una unidad. Pues si la raiz
entera de un numero fuese, por ejemplo, 19, y el residuo igual
6 mayor que 2.19-1, el nimero propuesto seria el cunadrado
de 20 y nod de 19, toda vez que contiene & 19*+2.19-}+1, que
es igual & 19+41)%, 6 sea 20°. Luego la raiz no seria 19, sino
20, contra el supuesto.

3.0 La raiz cuadrada de un nimero tiene la mitad de cifras
que el propueslo, si las de ésle son pares, y una mds si son impa-
res. En efecto; los niimeros que estin entre 100 y 10000 tienen
tres 6 cualro cifras y su raiz estd entre 10 y 100; es decir, tie-
ne dos cifras. Los que estdn entre 10000 y 1000000 tienen cin-
co 6 seis cifras y su raiz estd entre 100 y 1000; es decir, tiene
tres cifras, etc.

268. Esto supuesto, sea un niumero comprendido entre 100
y 1000, tal como 4225, cuya raiz cuadrada se busca; ésta se
compondra de decenas, que se llamardn A, y de unidades,
- que se designardn por B, y por tanto la raiz por (A+-B), cuyo
cuadrado (A B)*=A4*+4-24 B+ B*reproducird 4 4225, sila raiz
es exacta, 6 estard contenido en €l sinolo es. La primera parte
de este cuadrado es 4%, 6 sea el cuadrado de decenas, que evi-
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dentemente es un numero de centenas (pues 10*=100) que es-
tardn en las 42 del propuesto; en las que tambien estdn las
que provengan de las otras partes del cuadrado y del resto si
lo hay; luego si se extrae la raiz cuadrada del mayor cuadra-
do contenido en las 42 centenas, la cifra que se obtiene no es
menor que la verdadera cifra de las decenasde la raiz cuadra-
da del nimero propuesto. .

Tampoco serd mayor, porque estando el cuadrado de la
cifra 6 asi determinada, conteniendo en las centenas del ni-
mero propuesto 4225, éste tiene su raiz cuadrada entre seis
y siete decenas, y por tanto la cxfra 6 no es grande para las
decenas de su raiz.

Determinada la cifra de las decenas de la raiz cuadrada,
para hallar las de las unidades se observa que si del nimero
propuesto 4225 se resta el cuadrado de 6 decenas, 6 sean 36
centenas, 6 3600 unidades, el resto 625 se compondré con las
otras partes del cuadrado, y del residuo silo hubiese. Como
el producto 248 (duplo de decenas por unidades) es un nui-
mero de decenas, eslard en las 62 decenas del resto; ademas,
como uno de los factores es conocido (4 saber, 24, y en el
ejemplo 2.6), el otro factor B (6 sean las unidades de la raiz)
no seré mayor que el cociente de 62:2X 6; pues en las 62 de.
cenas estdn las que provengan del cuadrado de unidades, mds
las del resto. Luego dividiendo las decenas del resto por el du-
plo de las decenas de la raiz se tiene sequridad de no poner una
cifra menor que la verdadera de las unidades de la raiz.

Pero st se puede poner una que sea mayor, a causa de que
las decenas que se acumulan del cuadrado de unidades, mas
las del resto, pueden contener una 6 mds veces al que sirve
de divisor, lo cual ficilmente se puede verificar (por ejem-
plo, con el numero 861=19%). Para comprobar la que se ob-
tiene por el tanleo, se escribe junto al divisor, y asi, modi-
ficado, se multiplica por la misma cifra; de este mode se for-
ma el cuadrado de unidades y duplo de decenas por unidades,
cuyo producto, si se puede restar de todo el que ha servido
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de dividendo, asegura que la cifra puesta no es grande: si
no se pudiese restar, se rebajaria en una unidad, volviéndola
4 comprobar. En el ejemplo, 62 entre 12 da de cociente 5, que
puesto junto 4 12 hacen 125, y multiplicado por 5 da 625,
igual al que sirvi6 de dividendo; el resto es cero, y la raiz,
por tanto, 65 exactamente.

La disposicion practica de esta operacion es como la de
dividir. Asf en la del numero que ha servido de ejemplo se
dispondra:

42'25 65
_?6__ 12'5
6:12'5 5
625 . " eos
0

269. Si se tratase de un nimero cuya raiz tuviera tres ci-
fras, es ficil de ampliar & este caso el mismo procedimiento.
Sea, por ejemplo, hallar laraiz cuadrada de 522576. Como sus
cenlenas son 5225, su raiz no se puede determinar @ priors
como cuando son ménos de 100, sino que hay que aplicar
d suvez &4 estas centenas el procedimiento explicado. Asi, se
operaria como si se tratase solo de hallar la raiz cuadrada de
5225, que tiene cuatro cifras, y cuya raiz se sabe determinar;
yuna vez obtenida, las unidades de la raiz del nimero dado
se hallan dividiendo las decenas del resto por el duplo de
toda la raiz hallada. La operacion se dispondra:

a 52'25'76 | 792 Raiz entera.
_" _4:25*— T Ll A
N e Rt
Mo | ige 1539
2884 $40%
Residuo.. 1292 340

il (o8 USSR 4
Andlogas consideraciones extienden’el ‘procedimiento & to-
12
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doslos enteros, cualquiera que sea el nimero de las cifras que
haya de tener su raiz.

970. REGLA. Para extraer la raiz cuadrada de un namero
mayor que 100, se divide en secciones de dos en dos cifras, em-
pezando por la derecha; se exirae la raiz de la primera seccion
de la izquierda y se lendrd la primera cifra de la raiz; seele-
va esta cifra al cuadrado y se resta de la primera seccion; d la de-
recha del resto se baja la seccion siguiente y se dividen las de-
cenas del mimero que resulta, por el duplo de la primera cifra
de la raiz; el cociente serd la sequnda; para comprobarla se es-
cribe junto al divisor y se multiplica, asi modificado, por la mis-
ma cifra; el producto seresta de todo el que ha servido de divi-
dendo; d la derecha del resto se baja la seccion siguiente, y asi
se conlintia hasta que no haya mds secciones que bajar.

971. El error comelido siguiendo esta regla, en la raiz
cuadrada de los nimeros que no son cuadrados perfectos, no
llega & una unidad por defecto. Porque si 4 la raiz entera ob-
tenida se le aumenta una unidad, su cuadrado es mayor que
el mumero dado; lugo la raiz exacta se encuentra entre dos
enteros consecutivos, de los que el menor es el obtenido.

979. Raiz cuadrada de las fracciones. Se distinguen dos ca~
sos: primero, que dmbos términos de la fraccion sean cuadra-
dos perfectos; segundo, que alguno de ellos no lo sea. '

973. En el primer caso se exirae la raiz cuadrada de sus
dos términos y se divide la del numerador por la del denomina-
dor. En efecto; si la fraccion asi obtenida se eleva al cuadra-
do, evidentemente reproduce la propuesta. Asi:

/2 =23
36 Ve 6

974. En el segundo caso en que uno, 6 los dos términos
no son cuadrados perfectos, la rafz obtenida, extrayéndola
de 4mbos, no es exacta; pero es facil determinar un limite al

error que se comete, siempre que el denominador sea un cua-
drado perfecto. Pues el error cometido al tomar como raiz de
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tales fracciones la entera del numerador dividida por la exacta
del denominador, es menor que la unidad partida por la raiz

{ A 3
del denominador. En efecto; sea la fraccion 9> u¥o denomi-
nador es cuadrado perfecto; como la raiz exacta del numerador

estd entre 4 y 5, la del quebrado estaré entre % y %; luego

difiere de cualquiera de éstas en ménos de%.

275. Todo quebrado cuyo denominador no es cuadrado per-
fecto puede trasformarse en otro cuyo denominador lo seq, pues
si dmbos términos se multiplican por el denominador se con-

sigue este resultado. Asi: —2—:3%;)- Luego la raiz de todo

cuadrado puede extraerse con un error menor que la unidad
partida por su denominador.

276. En algunos casos, por la descomposicion en factores
primos del denominador, puede conseguirse el que éste sea
cuadrado perfecto mulliplicando los dos términos por los facto-
res primos que le fallen al denominador para ser cuadrado per-

: b

fecto. Asi, dada la fraccion T tomo 50=2x 5%, para que sea
el denominador cuadrado perfecto bastard un factor 2, pues
enténces todos sus factores tendrén exponente par, y se tendré
il o ixe - 92
50 50x2 100’

1
V100

277. En las fracciones decimales se consigne que el deno-
minador sea cuadrado perfecto haciendo que el nimero de ci-
fras decimales sea par, paralo cual basta agregar un cero cuan—
do mo lo sean y enlonces la raiz tendrd la mitad de cifras deci-
males, pues la raiz de su denominador implicito, que es la uni-
dad seguida de un namero par de ceros, es la unidad seguida
de la mitad del nimero de ceros.

Asi, para extraer la raiz de 0,424 se pondrd VO,A%O*

cuya raiz se puede ya extraer en ménos de

:11—0, y seria 0,4 por defecto.
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_@_4_(_)_:‘/4240’ la cual
10000 100
es por defecto 0,65 en ménos de 0,01.

278. Aproximacion de las raices cuadradas inexactas de los
niimeros enteros. Para extraer la raiz cuadrada de un nimero
entero, que no es cuadrado perfecto, con un error menor que
una parte cualquiera de la unidad, se multiplica el niimero por
el cuadrado del denominador de la aproximacion pedida; se ex-
trae la raiz enlera del producto, y ésta se divide por el mismo de-
nominador. En efecto; sea, por ejemplo, la raiz de 20 en ménos

de %; para ello bastard poner & 20 bajo la forma de fraccion,

cuya raiz es la misma que la de

cuyo denominador sea 3%, pues conseguido esto, la rafz de tal
fraccion serd exacta en ménos de —-. Pero poner & 20 bajo la

i
forma apetecida es_bien ficil, pues la igualdad 20:20; g

‘nifiesta la manera de ejecutarlo, que es la enunciada en la re-
gla. Asi se tendrd que como la raiz cuadrada de 20 3*=180

ma-

es 13, 1a del quebrado serd 13%=4% en ménos de %

979. El mismo método aplicado & una fraccion sirve para
extraer su raiz cuadrada en ménos de una parte alicuota de

la unidad. Asila raiz cuadrada de 1—51en ménos de i se ob-

3
5% 3
biuir 1 el 5
tendra observando que 0o pero —r da 4;luego e
: A0 ¢D S 2 3 1
estd entre 5 ¥ 3 su raiz cuadrada serd 3 en ménos de 5

por defecto.

280. De la indole de las fracciones decimales se desprende que
cuando la aproximacion que se pide es una parte decimal de la
unidad, bastard afiadir al nimero dos ceros por cada cifra deci-
mal que se desee en la raiz. En efecto; para hallar la raiz de

s 1
13 en ménos de 0,001, 6 sea 1000’ segun lo enunciado, se ex-

traeria laraiz de 13X 1000%, y obtenida, se dividiria por 1000,
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conforme con la regla; pero multiplicar un nimero por 1000
es anadirle seis ceros, 6 sea dos ceros por cada cifra decimal
que se desea; y dividir la raiz por 1000 es separar de su dere-
cha tres cifras decimales, conforme con lo enunciado en la re-
gla. En el ejemplo propuesto se tiene 13 1000*=13000000,
cuya rafz cuadrada es 3605; luego la de 13 en ménos de 0,001
és 3,605.

Esencicios. V/57198069—1563 1/ 61000=241 9
V/ 1607448649 =40093 \/956484=978"\79,6:3,09838....'

81 9 V 16"
16 1155=3,H989...

CAPITULO VII

Raiz cubica de los numeros enteros, y fraccionarios.

981. Raiz cubica exactade un mimero es otro nimero cu-
yo cubo 6 tercera polencia, reproduce al propuesto.

Segun esto, los numeros 1,2, 3, 4,5,6, 7,8, 9y10, son las
raices cubicasde 1, 8,27, 64, 125, 216, 343,512, 729y 1000 res-
pectivamente. 4

282. Elsigno para indicar esta operacion es el radical \/"
poniendo en su abertura el indice 3.

983. Los mimeros que tienen raiz cubica exacla se llaman
cubos perfeclos.

284. Si un numero enlero no tiene raiz cubica exacta en-
tera, tampoco la tiene fraccionaria. En efecto; sea el numero 70,
por ejemplo: como el cubode 4 es 64 y el de 5 es 125, la
raiz de 70 estd entre 4 y 5. Suponiendo que 4 y una fraccion
fuese la exacta, esto seria absurdo, porque incorporando 4 4 la
fraccion, y hecha irreducible, su cubo debia dar 170,10 que es
imposible, porque las potencias de las fracciones irreducibles
son tambien fracciones irreducibles yné nameros enteros.
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985. Se llama raiz cabica entera de un numero que no es
cubo perfecto la raiz exacla del mayor cubo contenido en el ni~
mero. La raiz exacta de los queno son cubos perfectos es in-
comensurable.

986. Se llama residuo de la raiz cubica la diferencia en-
tre el cubo dela raiz enlera y el nimero propuesto.

Para extraer laraiz cubica exacta 6 entera de los nameros
menores que 1000, basta aprender de memoria los cubos de
los diez primeros nimeros.

987. Para extraerla & los niimeros mayores que 1000 con-
viene recordar las partes de que consta el cubo de la su-
ma de dos nimeros (106) (a-+b)*=a’-+3a*b+3ab*+-b*; de don-
de se deduce: primero, que la diferencia de los cubos de dos ni-
meros enteros consecutivos es igual al triplo del cuadrado del
menor, mds el triplo del menor, mds una unidad. En efecto;
(n+1)*=n3+3n*+3n-+1); restando de los dos miembros n® se
tiene (n-41)*—n*=3n*+3n+1.

988. El resto de la raiz cibica de un mimero, lo mayor que
puede ser es el triplo del cuadrado de la raiz, mas el triplo de
la raiz, pues si tiene una unidad mds, el namero es el cubo
de su raiz, mas uno.

989. La raiz cubica de un nimero tiene tanlas cifras co-
mo grupos de @ tres forman las del propuesio, contando una
mds si sobran una 6 dos cifras del propuesto. En efecto; los
numeros comprendidos entre 1000 y 1000000 tienen cinco 6
seis cifras, y su raiz cubica estd entre 10 y 100, y por tanto
tiene dos cifras. Anilogamente en otros ejemplos.

990. Esto supuesto, sea el niimero cuya raiz cubica se pide
962144. Esta constara de dos cifras, 6 sean decenas y unida-
des. Llamando las primeras a, y b las segundas, la raiz serd
(a+b), y su cubo (a+bP=a*+3a*b+3ab*+b’ reproducira el
namero propuesto si es cubo perfecto, y si no lo es, estard
contenido en é1. La primer parte, a®, 6 sea el cubo de decenas,
es un namero exacto de millares (pues 10°=1000), que estard
entre los 262 millares del niimero; y como en éstos 262 han de
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estar tambien las que provengan de las otras partes del cubo,
y del resto si lo hubiese, evidentemente la raiz cubica entera
de estos millares dard una cifra que no puede ser menor que la
verdadera.

Tampoco sera mayor, pues estando el cubo de lacifra 6 asf
determinada contenido en los millares del niimero propuesto,
la rafz cubica de éste es mayor que 6 decenas.

Se ha visto que evidentemente no serd menor, luego & for-
tiori serd la verdadera. Obtenida la cifra de las decenas, para
hallar la-de las unidades se observa que si del nimero pro-
puesto se resta el cubo de decenas, quedarén de resto las otras
partes del cubo, 4 saber, (3a*b—+3ab®+b*), mas el residuo si lo
hubiese. La primera de estas partes, 3a’b, es un nimero exac-
to de centenas, porque siendo a decenas, a* son centenas, que
estaran enlas centenas del resto. Si, pues, se dividen estas cen-
tenas por el factor 3a2, 6 sea triplo del cuadrado de la primera
cifra dela raiz, el cociente no serd menor que las unidades, toda
vez que en las centenas que sirven de dividendo estin acumu-
ladas las que provengan de las dos partes restantes del cubo, y
las del residuo. En el ejemplo se restard el cubo de 6, 6 sea216,
de 1os 262 millares, cuyo resto, junto con las tres cifras signien-
tes, da 46144, y dividiendo sus 461 centenas por 3.6%, el co-
ciente 4 que se obtiene no serd menor que las unidades de la
raiz. Pero si puede ser mayor, como ficilmente puede verse
en muchos ejemplos, 4 causa de que las centenas provenien-
fes del triplo de decenas por el cuadrado de unidades, més las
del cubo de unidades, més las del resto, pueden componer un
nimero mayor que el que se toma por divisor. Para compro-
bar la que se obtiene por la division, lo méds breve es elevar
la raiz hallada al cubo y ver si el resultado es 6n6 mayor que
el nimero propuesto; y si lo es, rebajar la dltima cifra y vol-
verla 4 comprobar. En el ejemplo puesto, como 64 elevado al
cubo da el namero dado, la raiz es 64 exactamente.
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Disposicion 262144 | 64 Raiz.
; 216

46144 | 108

|
|
1
262144 |
Residuo 0 |

991. Si el nimero de que se trata tuviese més de dos ci-
fras en su raiz, por ejemplo, tres, quiere decir que para ex-
traer la raiz de sus millares habrd que aplicar el procedi-
miento anterior y despues determinar la cifra de las unidades:
andlogamente en otro cualquier namero, sean las que se quie-
ran las cifras de su raiz.

909. REGLA. Para extraer la raiz cubica de un nimero ma-
yor que 1000, se divide en secciones de tres en lres cifras, empe-
zando por la derecha; se extrae la raiz de la primera seccion de
la izquierda; esta raiz se eleva al cubo y se resla de la primera
seccion; @ la derecha del resto se baja la primera cifra de la
seccion siguiente y se divide el nimero que resulla por el triplo
del cuadrado de la raiz hallada; la cifra que se obtenga de co-
ciente se pone en la raiz y se eleva ésta al cubo, el cual se resta
de las secciones con que se ha operado, y asi se contintie hasta
que no haya mds secciones que considerar.

993. El error cometido, siguiendo este método, en las rai-
ces de los niimeros que no son cubos perfectos, no llega 4 una
unidad. La razon andloga 4 la expuesta (271).

994. RAICES CUBICAS DE LAS FRACCIONES. Se distinguen dos
casos: primero, que los dos (érminos sean cubos perfectos; segun-
do, que alguno 6 dmbos no lo sean.

1.0 La raiz cubica de una fraccion, cuyos dos términos son
cubos perfectos, es igual d la del numerador dividida por la del

3

216 6

3T Demostracion andloga 4 la

denominador. Asi:

del numero (273).
9.0 Cuando alguno 6 los dos términos del quebrado no son
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cubos perfectos, entdnces el quebrado no tliene raiz exacta, y
para determinarla, con un error menor que un limite conocido,
basta que el denominador sea un cubo perfeclo.

295. Si se divide la raiz cubica entera del numerador, por la
exacta del denominador, el error serd menor que la unidad parti-

: ! S b
da por la raiz del denominador. Asi: = es la raiz cubica de

29 : 1 ;
195 en ménos de gde error. (Véase niimero 274.)

296. En las fracciones puede conseguirse que su denomi-
nador sea cubo perfecto, multiplicando sus dos términos por

el cuadrado del denominador. Asi: %=~77;— Si son decima-

les, se hace su denominador cubo perfecto, cuidando de tomar un
numero de cifras decimales multiplo de 3.

297. Tambien puede en algunos casos obtenerse por de-
nominador, un cubo perfecto mas sencillo; descomponiendo
el dado en sus factores primos y multiplicando los dos tér-
minos por los factores primos, que le faltan para que sus ex-
ponentes sean 3 6 multiplos de 3.

Asi la fraccion como 12=2%3, le faltaun factor 2 y

12°
3* para que sea el denominador cubo perfecto, y se tendra
7 Q 2

—“—:—2,—@—, cuyo denominador es cubo perfecto, y mds sen-
cillo que si Ambos términos se hubiesen multiplicado por 12*.

998, APROXIMACION DE LAS RAICES CUBICAS INEXACTAS DE
LOS NUMEROS ENTEROS. Para aproximar la raiz cibica inexacla
de los niimeros enleros en ménos de una parte alicuola de la uni-
dad, se multiplica el nimero por el cubo del denominador de la
aproximacion, se extrae t% raiz del producto y se divide por el

: Y e 1
mismo denominador. Asi: V5 en ménos de —-, se3 obtendré
3 .

3 4 <
observando, que 5=£;—<33—, y serd l/ 5>;?3 :__V 53>< P

13
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999. Si la parte alicuota es decimal, por cada cifra decimal
que se quiera en la raiz, se le afiadirdn al nimero lres ceros,
se exirae la raiz cubica del nmero que resulla y sele separan
tantas cifras decimales, como grupos de tres ceros se hayan
aiiadido. En efecto; sise quiere extraer la raiz cabica de 6 en

ménos de 0,01, 6 sea 100° se tendrd que multiplicar 6 por

100° 6 sea por 1000000, es decir, afiadirle seis ceros, extraer la
raiz ciibica del producto y dividir esta raiz por 100, 6 sea se-
pararle dos cifras decimales, conforme con la regla.

CAPITULO VIII

Proporciones

300. El cociente de dos nimeros recibe tambien los nom-

bres de relacion 6 razon. Asila relacion de 8 4 4 es —-[;,éen

3
otra forma: 8:4 y es 2; lade 3 &5 queda indicada, y es I

301. Se llama proporcion la igualdad de dos Tazones. Asi:

%.——%, que tambien se escribe a:b:ic:d, y se lee aesd b

como ¢ es & d, es una proporcion.

302. Se llaman EXTREMos de una proporcion el primero y
cuarto término, y MEDIOS el sequndo y tercero. Tambien los di-
videndos de dmbas razones se llaman antecedentes y los divi-
sores consecuentes.

303. Es evidente que dos proporciones que iengan una
razon comun, las otras dos razones forman proporcion; pues
e

de %—=% y —%=%, se deduce inmediatamente, que %-——~«.
304. En toda proporcion el producto de medios es igual al de

0o : .
extremos. En efecto; sea —b———-—; reduciendo estas fracciones

d
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4 comun denominador, dirdn —— y como tienen el mis-

ad  be
b bd’
mo denominador, para que sean iguales, precisamente ad=bc.
Reciprocamente, si el producto de dos nimeros es igual al
de otros dos, se puede formar proporcion colocando los facto-
res de un producto en los medios y los del olro en los extremos.
En efecto; si ab=cd, dividiendo dmbos miembros por el pro-
ducto de un factox de un miembro y uno del otro, por ejem-
c
"E-
305. De la propoqxcwn directa se deduce primero, que un
exiremo de una proporcion es igual al producto de los medios

plo, bd, dlré bd , Y smphﬁcando

ol e Bl
dividido por el otro extremo. En efecto; si g como ar=

; be S
be, se tiene que, ey segundo, un medio es igual al producto

; : @ B
de los extremos partido por el otromedio; pues de, Yo se tie-

a
ne, br=ad, de donde mz—bi.
306. Se llama proporcion continua la que liene los medios
iguales; éste se llama medio proporcional entre los extremos.

L . ; ;
Asi: T continua y b el medio proporcional entre ay c.

307. Para hallar un medio proporcional entre dos numeros
se extrae la raiz cuadrada d su producto. En efecto; si @ y b son
los numeros dados, y @ el medio proporcional que se busca,

se debe tener %z%; de donde z*=ab; luego x=\/ab.

308. De la proposicion reciproca se deduce que pueden
permutarse los términos de una proporcion, sin que ésta deje de
existir, con tal de que en lodas las variaciones el producto de
los extremos sea igual al de los medios. Las formas que segun
esto, se pueden dar & una proporcion entre cuatro nﬁmeros son

ocho; cada dos empiezan con un mismo nimero. Asi:1. P b ;,
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s diske diih b @ b o
Tt el e i R B
7 Bt St 8.=—6—=-d—. En todas ellas los nimerosa yd, b yc¢
T ! a b :

ocupan los medios 6 los extremos, y por tanto si en una se ve-
rifica que ad=bc, lo mismo acontece en todas y tiene lugar el
principio demostrado (30% Rec.c?).

309. En toda proporcion la suma o diferencia de antecedenle
y consecuente de cada razon, dividida por su antecedente 0 conse-
a ic
e
cion: en ella se tiene ad=bhc; sumando ahora, 6 restando, el
producto bd, 6 ac, de los consecuentes 6 antecedentes (segun
con los que se quiera comparar), sea, por ejemplo, bd, dirdn
ad==bd="bc=xbd; y sacando factores comunes, serd d(a==b)=

" —+
b(cd), de donde a—';—b:c—iﬂ. Cuando este principio se aplica

cuente respectivo, da el mismo cociente. Sea la propor-

4 una proporcion, se dice que se compone por sumd 6 dife-
rencia.

310. COROLARIO. En toda serie de razones iguales, la suma
de antecedentes es dla de consecuenles, como un anlecedente es dsu

: S AL
consecuente. Sean dos razones igunales, 3 invirtiendo los

medios serd —g—:%; segun lo anterior, ﬁ'cﬂ:bj’dﬂ: invirtien-
atc ¢ : =
’_bi{:d_'Tl" cuya igualdad prueba la proposicion.
Sean ahora tres 6 mas las razones iguales, %z%z%:....
atc ¢ atc_e
Como estaignaldad consta de dos razones, y el principio es ver-
e Facilmente se ex
b+d+f [

tenderia el principio & cuantas razones iguales se conside-
rasen,

dolos medios

se tieneen las dos primeras

dadero para dos, se liene
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311. La suma de antecedenle y consecuente de cada razon,
dividida por su diferencia, da el mismo cociente en las dos ra-
zones.

a_ ¢ Jotadd b a=b b
+En efecto; oy se tiene S —Z,by ?”'J’ luego
at+b a—b ,. . . g c+d
S prum ¢ invirtiendo los medios, R e
312. Si vdrias proporciones se multiplican ordenadamente
los productos forman proporcion. Sean dos, %—_——2—, %z-%; de

la primera ad=bc, de la segunda eh=fg; mulliplicando estas
igualdades, adeh=befg, 6 sea aexX dh=bfx cg, de donde (304
Rep.c® aq_fg
L Ty
tres 6 mas proporciones.
313. COROLARIO. Las polencias 6 raices del mismo grado de
los términos de una proporcion forman proporcion. Es evidente,

Fiacilmente se extiende Ja demostracion 4

: o i R
segun lo anterior, que si, ——=—- se multiplica por si misma
b .d

dara —ag———f— volviéndola 4 multiplicar sera e efc
b i R P e

(T
W_jse deduce de las

etc., por la extraccion de las raices cua-

314. Como la proporcion primitiva
e e e
siguientes B
drada 6 cubica, 6 en general de un mismo grado de todos los
términos de ésta, se liene que las raices del mismo grado de los
términos de una proporcion forman proporcion.

: Ty i am __ cm
i O OF i S e
315. Es evidente que si e tambien 1.9) b 515

a ¢ I TR a.m  c.m

) R e TRt (1)) TP e o N s o MR SRR DR R .
ey bom  d.m’ - bm d’ 4 bom d.m’ el
la igualdad primera es el resultado de multiplicar los dos
miembros de la propuesta por m; la.segunda es el resultado
de haberlos dividido por m; la igualdad, por tanto, subsiste;
la 3.2 es el resultado de haber multiplicado los dos términos
del primer miembro de la propuesta por m, y como_es una
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fraccion no se ha alterado de valor; y la cuarta proviene de la
multiplicacion de todos los términos de la propuesta por m,
y como son dos fracciones no se altera la igualdad Traducidas
dicen: 1.°) Se pueden multiplicar por un mismo numero los an-
tecedentes. 2.9) Los consecuentes. 3.°) Un antecedenle y su conse-
cuente. 4.0) Los cualro lérminos de una proporcion sin que dejen
los resultados de formar proporcion.

De las proporciones primera, segunda, tercera y cuarta se
deduce la propuesta. Primera, dividiendo los antecedenles por
un mismo numero; segunda, dividiendo los consecuentes; ter-
cera, un anlecedenle y un consecuente; cuarta, los cuatro térmi-
nos por un mismo nimero. Luego todas estas trasformaciones
pueden hacerse con los términos de una proporcion sin que
ésta deje de existir. 4

316. Estas propiedades ofrecen el medio de convertir en
enteros, los términos de una proporcion cuando sean fraccio-
narios, 6 de simplificarlos en su caso. En efecto; sila propor-

i 2

cion fuese 3:'§::%:%’ multiplicando todos los términos
por 120, minimo comun miltiplo de los denominadores, se
tendra 96:80::90:75.

CAPITULO IX

Aplicaciones.

2 1. SISTEMA METRICO DE PESAS ¥ MEDIDAS Y TEORiA DE
COMPLEJOS F INCOMPLEJOS.—RESOLUCION DE LAS CUESTIONES
DE INTERES SIMPLE, DESCUENTO, COMPANIA, ALIGACION Y
CONJUNTA.—METODO DE REDUCCION A LA UNIDAD.

317. Se llama sistema mélrico decimal de pesas y medidas,
aquel cuya base es el METRO y cuya ley es que las diversas unida-
des sean décuplas unas de olras.

318. Ademds de esta ley general, por la cual se llama de-
cimal, se usa en esle sistema de las palabras Deca, Heclo, Kilo
y Miria, que respectivamente significan diez, ciento, mil y diez
mil, para anteponerlas 4 la unidad principal de las medidas de
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cada especie y formar el nombre del miltiplo: asf como de las
de deci, centi, mili, que respeclivamente significan 0,1, 0,01,
0,001, que antepuestas tambien al nombre de la unidad de ca-
da especie indican los submiltiplos de ella.

319. La unidad principal del sistema es su unidad de lon-
gitud, 4 la que se llama METRO.

METRO es la longilud de la diezmillonésima parte del cuarto
de meridiano terresire.

320. Launidad de superficie es el METRO CUADRADO. Para las
medidas agrarias se usa el AREA, dsea un cuadrado cuyo lado son
diez melros.

321. La unidad para dridos y liquidos es el LITRO, 6 sea un
decimelro cubico.

392. La de peso es el GRAMO, 0 sea el peso en el vacio de un
centimelro cubico de agua destilada d 4° sobre cero del centigrado.

Para, grandes pesos se usa del QUINTAL METRICO ¥ TONELADA
METRICA.

393. Para los volimenes, la unidad es el METRO CUBICO.

Para leiia y madera se llama al melro cibico STERIO.

324. El cuadro de este sistema es el siguiente:

MEDIDAS DE LONGITUD. Unidad principal, el METRO. Milti-
plos: Decdmetro, Heclometro, Kilomelro y Miridmetro, 6 sean
10 metros, 100 metros, 1000 metros, 10000 melros. Submulti-
plos: decimelro, centimelro, milimetro, 6 sean 0,1 de metro,
0,01 de metro, 0,001 de metro.

MEDIDAS DE SUPERFICIE. Unidad principal, el METRO CUADRA-
po. Miltiplos, los mismos que los longitudinales, pero cuadra-
dos, y tambien los submiltiplos. Asi, se usan el Decdmetro cua=
drado, Heclometro cuadrado, etc., y tambien decimelro cua-
drado, centimelro cuadrado, elc.

Para las superficies agrarias se toma como anidad princi-
pal un miltiplo del metro.cuadrado, & saber, el DECAMETRO CUA-
DRADO, que se ha llamado AREA: el multiplo mds usual de esta
unidad es la Hectdrea, 6 sean 100 dreas, y el submultiplo la
centidrea, 6 sea 0,01 de drea.

Nota. Estas medidas de superficie, que son cuadradas, se
suelen indicar en la escritura poniendo un exponente al nom-
Bre de la medida longitudinal. Asi: Metro® es Melro cuadra-

0, etc.

PEsos. Unidad principal, Gramo. Multiplos: Decdgramo,
Hectégramo, Kilégramo y Miridgramo. Submultiplos: decigra-
mo, centigramo y miligramo.
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Para los grandes pesos se usa tambien del QUINTAL METRICO,
. que tiene 100 kildgramos, y la TONELADA METRICA, (ue tiene
1000 Eilogramos.

MEDIDAS DE CAPACIDAD PARA ARIDOS y Liquinos. Unidad
principal, el Litro. Multiplos: Decdlitro, Hectdlitro, que son los
mas usados. Submultiplos: decilitro, centilitro.

MEDIDAS PARA VOLUMENES. Unidad principal, el METRO cU-
BICO (que se indica, y todas las demds de volimen, con el ex-
ponente 3), 6 sea Melro®. Multiplos: Decdmetro®, Heclome-
iro*, elc. Submultiplos: decimetro®, centimelro®, milimelro’.

Para leiie y madera se suele dar al melro® el nombre de STE-
RrI0. Las necesidades de la practica han hecho adoptar las nue-
vas unidades quintal y tonelada métrica y el sterio, 10 mismo
que sus multiplos y submualtiplos.

g II. APLICACIONES DEL CALCULO
DE LOS NOMEROS ENTEROS Y FRACCIONARIOS, A ALGUNOS
EJEMPLOS DE CONCRETOS.

325. Definiciones. En los ntmeros concrelos se llaman
complejos si estdn referidos d diversas unidades de la misma
especie.

Asi: T Ekilégramos, 6 gramos, T decigramos, son concretos
referidos & distintas unidades, pues la del primero es el kild-
gramo, la del segundo el gramo y la del tercero el decigramo,
pero todas de la misma especie de peso. Incomplejo es un con-
creto referido d una sola unidad, como 60 hectomelros, cuya
unidad es el hectometro. :

326. Los complejos se reducen ficilmente & incomplejos, 6,
lo que es lo mismo, se refieren ¢ la misma unidad, por multi-
plicacion ¢ division.

En efecto; cualquier concreto que se quiera referir 4 uni-
dad dos, tres.... diez veces menor que la en que estd valuado,
bastard multiplicarlo por 2. 3.... 6 10. Viceversa si es d uni-
dad superior, dos, tres.... diez veces mayor, habri que divi-
dirlo por 2, 3.... 6 10.
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Sea referir 12 kilometros d metros, lo cual se enuncia vul-
garmente reducir kilémelros dmelros: el razonamiento es, que
conteniendo cada unidad kilometro mil veces & la nueva me-
tro, las 12 unidades kildmelros contendrdn 12 veces 1000 me-
tros: la operacion de multiplicar esla que resuelve la cuestion
de repetir al niimero 12 mil veces; daria, por tanto, 12 kilome-
tros—12000 metros. Si hubiera sido la cuestion inversa, 0 sea
referir 6 reducir 12000 melros d kilomelros, como cada mil
unidades melros componen un Fkildmetro, habrd tantos um
kilometro como veces 12000 melros contengan & 1000 melros.
La operacion de dividir es la que resuelve la cuestion de en-
contrar las veces que un nimero entero contiene & otro.

397.- Con los fraccionarios concretos la reduccion seria
andloga. Asi,seén % de vara los que se quieren referir d pulga-
das; la unidad vara consta de 36 pulgadas, luego cada unidad
delos :;L devara, que es 3 constara de 3 de 36 pulgadas;

»
b)

1 L
pero tomar un -5v~de 36 se resuelve por la multiplicacion de

dmbos nameros, luego serd —352, y las tres unidades serén
3 36

5 pulgadas. EL inverso en incomplejo fraccionarto se re-

suelve por division. Asi,veferir o de pulgada & varas, co-

4 1 4 1
mo una pulgada es %-de vara, - de pulgada seré 9 de a6

1 4 :
de vara,dsea 936° luego 9 serdn cuatro veces este valor,

4 e
6 sea 936" cuyo resultado procede de dividir ?por 36.

398. Estudiado esto, las reducciones de los complejos d una
sola unidad, de cualquiera clase que se componga su especie, se re-
ducen d la repeticion de los calculos indicados. Asi, 3 kilomelros,
T decdmetros, 5 decimetros, veferidos & decimelros, dan: los 3

14
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Kkilometros=30000 decimetros; los T decdmelros= 700; y suma-
dos con los b decimetros, se tienen 30705 decimelros.

Si hubiera sido referir 4 metros, 5 decdmelros, & kilome-
tros, se tendria que los 4 melros dan 0,004 de kilometro, y
los 5 decdmetros, 0,05 de kilometro: sumando, serdn 0,054 de
kilometro.

329. Si los concretos fuesen de un sislema que 10 sed deci-
mal, y no se supiese, por tanto, referir de una vez cada unidad
4 la que se desea, se iria reduciendo cada una d su inmediala
superior ¢ inferior y sumando con los que hubiese de éste.

Asi, 6 arrobas, T libras y 2 onzas, referirlas & onzas, se di-
ria: referidas las 6 arrobas A libras, dan 625 libras, mds T que
hay, son 6X25+T1 libras; refiriéndolas & onzas, dan (6.25+7)
16 onzas, mds 2 que hay en el complejo, son (6.254T7)1642:
ejecutados los cdlculos dan 2512 onzas.

Si hubiera sido referirlas 4 arrobas se ejecutarian los si-

guientes cdlculos: 2 onzas 4 libras dan —?6-, 6 sea % libra,

mds 1, dan 287_ libras; reducidas & arrobas, dan _8—55?’ mis las
. 57 :
6 arrobas del complejo, dan 6%-6.

930. La suma y resla de concrelos se efeclia fdcilmente re-
firiéndolos d la misma unidad. Estas dos operaciones exigen
homogeneidad en sus elementos y el calculo se reduce & su-
mar 6 restar enteros 6 fraccionarios.

De 7 kilometros restar 8 decdmetros y 6 metros. EL cdlculo
es: 7000 —86™ =6914™ .

De 7 quintales y 3 arrobas restar 2 quintales y 6 libras. Se
tiene 7751 —206=569"".

331, Pudieran sumarse y restarselos complejos sin referirlos
4 la misma unidad, sumando 0 restando las partes de ellos que
sean homogéneas. Esto obliga & reducciones parciales, que en
algunos casos traerdn ventaja y en otros né. Y no es mas que
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aplicar parcialmente el principio general de que sélo pueden
reunirse 6 restarse los nimeros homogéneos.

332. Lamultiplicacion de concrelos resuelve esta cuestion:
dado el valor de una unidad hallar el de vdrias de la misma es-
pecie. Por ejemplo: si un metro cuesta 60 reales eudnto coslardn
807 Evidentemente hay que repetir ochenta veces el valor de
uno. Asi serd 80 60 reales.

333. Si dmbos valores fueren complejos se reducen, el
complejo de la unidad cuyo valor se da d incomplejo del género
que se quiera, y el de las unidades que se buscan al de la unidad
dada. Sea, por ejemplo: siun melro cuesta 3 duros, 5 reales y 20
maravedises geudnto costardn 3 decdmelros, 6 metros y 7 centime-
tros? Se refiere esto 4 metros, que es la unidad cuyo valor se co-
noce, y da 36,07 metros: se refiere el precio dla especie en que

se desea obtener, & reales, por ejemplo, yda reales. Con

117
estas reducciones la cuestion queda reducida 4 la siguiente: si
115

11
1115.36,07
1%

334. La division de concretos se emplea para resolver la
cuestion siguiente: dado el valor de muchas unidades hallar el de
una de la misma especie. Asi, valiendo 30 metros 200 reales geudn-
to vale uno? Gomo 200 es el producto de 30, por el valor busca-
do, se conoce el producto y un factor yse busca el otro factor:
es evidente que la division del producto, por el factor conocido

1
un metro cuesta

reales geudnlo costardn 36,07 metros? El

producto reales resuelve la cuestion.

resuelve lacuestion. Asi, 30 es el valor de un melro.

335. Todos los casos se reducen & éste: refiriendo el valor
dado d un solo género y las unidades conocidas al género cuya
unidad se busca. Asi, 15 varas, 1 pi¢ y 2 pulgadas cuestan 6
duros y 3 reales. Cudnlo costard un pié? Refiriendo el precio
de todos A& reales, dan 123 reales, y las unidades conocidas 4

piés, dan —z—z—pzes: la cuestion se reduce 4 la primera, 6 sea: st
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221

i pids valen 123 reales jowdnto cuesta un pié? Aqui el pro-

2
ducto es 123 reales y el factor conocido —2-61; luego el otro

227 123X6
factor es 123.—6~-— 997

336. En lo expuesto estdn comprendidos todos los proble-
mas que con los concretos puedan proponerse, y que son re-
solubles por el empleo inmediato de alguna de las cuatro ope-
raciones fundamentales. La clave de la resolucion de estas
cuestiones estd en las referencias de unas umdades 4 otras.
Sirva de resiimen lo siguiente: )

337. Fijese primero en cada cuestion la operacion [unda-
mental que la resuelve. Si es la suma 6 la resta, conviértanse
en homogéneos los dalos, refiriéndolos d la misma unidad. Si es
la multiplicacion, refiéranse las unidades que se buscan d la co-
nocida, y el valor de ésta, al género quese desee. Si es por divi-
sion refiéranse el valor y las unidades conocidas, las primeras al
género que se pide y las segundas al en que se desee su valor.

338. Suele llamarse valuacion de quebrados & la resolucion
del signiente problema: Converlir un incomplejo en complejo,
6, lo que es lo mismo: dado un concrelo referido ¢ una sola uni-
dad, referirle d las distintas que conlenga de su especie.

Por ejemplo; 485'“)6” referirlo & las distintas unidades de
tiempo que contengal este problema ya se ha resuelto, pues
se sabe referir 4 la unidad superior minuto dividiendo por 60;
éstos & horas dividiendo por 60; éstas & dias dividiendo por
24; éstos & amos dividiendo por 360, etc.

339. Pareceria mds complicada la cuestion si el incomple-
j§4((1)ado fuese fraccionario. Por ejemplo; reducir & complejo

a1
do propio el nimero propuesto, la referencia & otras unidades

tiene que ser & las inferiores, si es (ue sedesea que puedan
aparecer nameros enteros en equivalencia & la fraccion; asi,

de duro. El método es andlogo, sélo que siendo quebra-
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en el ejemplo propuesto, el género duro se reduce & reales

X200 . 1
e ejecutadaesta operacion

64 64 ; :
da16reales TR dereal: los o1 se reducen & maravedises mul-

tiplicando por 34; asi se ejecutard

multiplicando por 20, 6 sea

421

iiiais ! A ! 340
wdzsesm de maravedi; equivalen, pues, los 21 de duro

y se tiene 5 mara-

k!
4 16 reales 5 maravedises y o de maravedi. Queda, pues,

averiguado que esta cuestion no es mds que una de las ante-
riormente resueltas.

2 III. EJEMPLOS DE ALGUNAS CUESTIONES QUE SE RESUELVEN
POR PROPORCIONES

340. Preliminares. Para que una cuestion sea resoluble
por una proporcion se necesita y basta: primero, que inter-
vengan en ella cuatro niimeros homogéneos de dos en dos. Gon
esto el cociente de cada dos homogéneos es un nimero abs-
tracto, y los dos cocientes pueden ser iguales y formar pro-
porcion; segundo, que los dos sequndos homogéneos lengan de-
pendencia proporcional de los dos primeros. Esto quiere decir,
quesi uno de los datos conocidos se multiplica por 2,816 4,
el que depende de ¢l haya, por la naturaleza de la cuestion,
que multiplicarlo 6 dividirlo por 2, 3 6 4. Estas condiciones
son necesarias y suficientes.

341. Apliquémoslas 4 un caso general. Sean Ay Bdos ho-
mogéneas; a y b otras dos homogéneas, dependientes propor-
cionalmente de A y B, por ser A y B homogéneas: el cociente

A 2 : a b
~5 €8 U0 numero abstracto, y lo mismo el de b 6 g Para

que haya proporcion es preciso que la cuestion sea tal, que
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se tenga i—ié———b» ue lo mismo acontezca, cual
N g B A b B Sk a > Y q Evey ual-

quiera que sean las variaciones que por multiplicacion 6 di-
vision sufran los dos homogéneos conocidos, que se designan
con A y B,y se llaman principales.

4Como conocer cudl de estos sequndos cocientes es igual al
primero? Para ello sirve la.dependencia proporcional. En efec-
to; si la cuestion es tal, que multiplicando A por 2, 3 6 4, su
dependiente @ hay que multiplicarla por los mismos niimeros
2, 36 4, es evidente que la proporcion ha de ser de la pri-
mera forma, pues ella es la que satisface & que si por decir

2.4 tambien haya que poner 2.a la igualdad subsista, pues es
evidente que de i:i se deduce _g:_ga_
Bl B (1 :
Si, por el contrario, multiplicando & A por 2, 36 4la na-
turaleza de la cuestion indica que se debe dividir & la de-
pendiente a por 2, 3 6 4,es claro que la proporcion entre los
cuatro nameros es de la segunda forma, pues ella es la que

satisface 4 que poniendo 24 y «:2 la igualdad de cocientes

; : A b
subsista: en efecto; es evidente que de i se deduce

B2

342. Si la dependencia proporcional entre dos homogé-
neos y sus dependientes es de la primera forma se llama
directa y si de la segunda inversa. La regla ¢ traduccion de
estas formas al lenguaje vulgar es la siguiente.

Sila proporcion entre cuatro términos es directa se esta-
blece: cantidad primera es d su homogénea como la dependiente
de la primera es d la dependiente de la segunda.

Si es inversa se establece: cantidad primera es d su homo-
génea como la dependienle dela sequnda es d la dependiente de la
primera.

343. Es indiferente tomar como primera cualquiera de las
cuatro cantidades que entran en la cuestion: regularmente
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se toma una de las dos homogéneas conocidas 6 principales.

944. EJEmMpLOS. Los problemas que se resuelven por una-
sola proporcion han de tener como datos tres canlidades cono-
cidas por medio de las cuales se determina la cuarta. Al mé-
todo de suresolucion, fundado en los principios generales dn-
tes dichos, se suele llamar REGLA DE TRES SIMPLE.

1.0 90 albafiles hacen en cierto tiempo 50 metros de tapia;
38 albaiiiles geudntos melros hardn en el mismo liempo? Si se
llama x 4 los metros desconocidos, reconoceré que esta cues-
tion depende de proporciones por los signientes razonamientos.

En primer lugar hay en ella cuairo cantidades homogéneas,
dos d dos, que son 20y 38 albaiiles y 50 y x metros. En se-
gundo lugar su dependencia es proporcional y directa, pues es-
cogiendo 4 20 como cantidad primera, lanaturaleza de la cues-
tion dice que si 20 albaiiles hacen 50 melros de pared, doble 6
triplentimero de albaitiles hardn doble6triple numero de melros
de pared en las mismas condiciones. Asfla proporcion que tra-

B

=95 melros.

20 50
duce el problema es: i Y, de donde x=" %0

9.0 90 albaiiiles hacen una obraen 15 dias; 30 gen cudnlos
la harian? Sean x estos dias: reconozco por andlogo razona-
mientoa las del ejemploanterior, que la cuestion depende de una
proporcion, y como & doble 6 triple numero de obreros, el
tiempo tardade en hacer una misma obra, debe ser la milad
6 tercera parte, la dependencia 0 razon es inversa: la propor-

cion se establecerd: —QQ————JJ— de donde xz= ol —=10 dias
! S goua152 TGO 1 3

345. Hay otras muchas cuesliones que se resuelven por
estos principios, pero que necesitan establecer mas de unare-
lacion: su método de resolucion se llama por REGLA DE TRES COM-
PUESTA.

Se reconocen los problemas resolubles por regla de lres
compuesla en que hay una sola canlidad incognila y la serie de
datos son homogéneos de dos en dos y todos en dependencia pro-
porcional con los dos en cuya especie estd el desconocido.

346. El planteo de eslos problemas consiste en comparar
cada dos datos homogéneos conocidos con los dos en que estd
el incognito. ;

Por ejemplo: 20 obreros, lrabajando 9 horas al dia, hacen
en 8 dias un foso de 40 metros de largo y 4 de ancho. Se pregunta:
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36 obreros, trabajando 8 horas al dia, jeudntos dias tardardn en
hacer un foso de 6Q metros de largo y 6 de ancho?
Estableciendo los datos en dos series, de modo que se cor-
respondan los homogéneos, y llamando 4 los dias incogni-
tos, se tendra: :
QOobrerol 91\0:'11! 40metros largo 4met1'os ancho 8 dias

36 8 60 6 T
Desde luégo se reconoce que esta es una cuestion resolu-
ble por proporciones, porque consta de una serie de datos ho-
mogéneos dos & dos y en dependencia proporcional con el gé-
nero del desconocido, como va & comprobarse: el planteo se
verifica comparandolos dos & dos cen éste y prescindiendo en
cada comparacion de todos los demds. Asi la primera propor-
cion seria entre los obreros ylos dias, formulada del modo si-
guiente: si 20 obreros tardan en hacer cierta obra 8 dias, 36
geudntos tardardn? La razon es inversa y se pondrd llamando
x' 4 los dias 20:36::x':8. La segunda cuestion que se formu-
la es entre las horas y los dias, advirtiendo que los dias que
se toman para esta cuestion como conocidos, son los " de-
ducidos de la anterior proporcion, pues formulada esta nueva
cuestion se diria: si trabajando 36 obreros 9 horas tardan x'
dias, trabajando (los mismos 36) 8 horas geudnlo lardardan? Los
datos, por tanto, son: 9 horas, x' dias; 8 horasy x" dias; sura-
zon es inversa y se tendrd 9:8::x":x'. :
La tercera cuestion parcial es entre las longitudes de los
fosos 40™ y 60= y los z' y x» dias respectivos; su razon es di-
recta y la proporcion es: 60:40::x»:27. (Se ha tomado como
primera al dato 60 de la segunda serie para que la segunda
razon de la proporcion sea @max” y né x:xw, 4 fin de que
todas las inc6gnitas auxiliares vayan cayendo en el antegedente
"y consecuente de la segunda razon.)
La cuarta y altima proporcion llamando X & su incdgnita
tiene por datos los anchos 4= y 6 ™ de los fosos y los xny &
que tardan los 36 hombres, su razon es direcla; serd, por tan-
" 1o, 4:6:: X:xw. Se ha designado por X 4 la incégnita de esta
altima proporcion porque es la del problema, pues ya se han
tomado en consideracion todos los datos. Para hallar el valor
de X en todas estas proporciones se dispone el planteo:
20:36:vm =8
9 Bl S
60:40::m @ x" .
4: 6::X
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De donde, multiplicando ordenadamente y suprimiendo en
las segundas razones los factores comunes de antecedentes y
consecuentes, z', &y o, se tiene 20.9.60.4:36.8.40.6 :: 8.

347. Conocido esto se abrevia y simplifica el procedimiento,
prescindiendo de poner las incognilas auxtliares y comparando
desde luégo cada dos datos con los dos de la especie en que esld
la incognita y escribiendo solo una vez la razon de éstos. Asi, sea
. la cuestion:

30 obreros, trabajando  horas al dia, tardan 20 dias en ha-
cer un canal de 18 varas de largo, 6 de ancho, T de profundidad,
en un lerreno de 5 de dureza y con una actiidad representada
por 12. Se pregunla: 47 obreros, trabajando 6 horas al dia,
tcudntos dias tardardn (x) en hacer un canal de 15 varas de lar-
go, T de ancho, 9 de profundidad, en un lerreno de durezally
con 9 de actividad?

Se escriben los datos en dos lineas.

Obreros. Horas de trabajo. Varaslargo. Varasancho, Profundidad. Dureza. Actividad. Dias.
30 5 18 6 1 5acad =0t 19()
41 6 15 1 9 11 9 x

Y se plantea comparando cada dos datos con los 20 y 2
dias; teniendo cuidado de empezar cada proporcion por la co-
nocida conveniente, para que la segunda razon sea en todas la
misma. Asi la primera comparacion seria entre los obreros y
los dias: su razon es inversa, y se tendria, empezando por 47,
que 47:30::20:x. Lasegunda, comparando las horas de trabajo
con los dias: tambien su razon es inversa, y dird 6:5::20:x.
La tercera, entre las varas de largo del canal y los dias: sura-
zon es directa, y para que la segunda razon sea 20:2 se empe-
zard por el dato de la primera serie, 6 sea por 18, y dird
18:15::20:x, y asi sucesivamente. La. disposicion del cdlculo
es poner todas las primeras razones 4 la izquierda de una raya
vertical, y en columna y & la derecha la razon entre los dos
datos en ‘cuya especie estd la incognita. Asi se escribe:

47:30
6: §
18:15)
6: Y 20:x.
%
Wit
%12 :
Y dntes de pasar al resultado de multiplicar ordenadamente
15
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las razones de la izquierda, se suprimen en ellas los factores
comunes de antecedente y consecuente: asi se suprimirdn los
factores H, 7y 9, ¥y se tendré (claro es que esto no es mds que
. una abreviacion y se suponen las incognitas auxiliares para su
demostracion) que 47 6.18.6:30.15.11.12::20 :2; de donde

=395 ’10', 127 —27—

348. REGLA DE INTERES. Lldmase interés lo que produce un
capital prestado con la condicion de que cada cien unidades pro-
duzcan al afio una cierta cantidad, que se llama lanto por ciento.

En las cuestiones de interés simple (que son aquellas en
que los intereses no se acumulan al capital) se consideran dos
casos: primero, si el capital ha sido prestado por un aio; se-
gundo, si el tiempo es diferente de un afio. Si el capital ha sido
prestado por un aiio, la resolucion depende de una regla de
tres simple, pues hay que considerar solamente los siguientes
datos: 100 unidades producen r de rédito en un aiio, y se pre-
gunta ¢ capital qué interés y producird, tambien en un ano.
100 y ¢ son homogéneas, y 7 ¢ 9, intereses respeclivos, tam-
bien lo son, y dependen en proporcion directa de las prime-
ras; pues 4 doble 6 triple capital doble 6 triple rédito 6 inte-
rés. Luego la proporcion serd 100:c::r:y.

Esta proporcion resuelve las tres sencillas cuestiones que
pueden proponerse, tomando como incognita cualquiera de las
tres cantidades ¢, r 6 y. :

EsEMPLOS, 1.0 (Cudnio producirdn en un aiio 1500 reales,
al 6 por 100 al aiio? y=90.

9.0 (A cudnto ham estado prestados 20000 reales para que en
un afio hayan producido 428 reales de interés? r=2,14.

3.0 ¢Qué capital produce 3520 reales en un aiio, prestado
al 5 por 100?="10400. .

349. Siel tiempo es diferente de un aino, entonces la cues-
tion depende de una regla de intercs compuesta. El aiio para
las cuestiones de interés, cuando hay que tener en cuenta el
tiempo, se considera compuesto de 360 dias y el mes de 30.

¢Cudnlo producird en el tiempo 1, un capital ¢, al r por

ciento al aito? Séa y este interés, y enténces los datos son 100,
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que producen r en un afio; ¢, que produce y en ¥ tiempo:
aplicando el método de la regla de tres compuesta, y llamando
i el interés del capital ¢, en un aflo, se tiene que 1005 cs00 0
pero los intereses ¢ en un afio ¢ y en ¢ meses, de un mismo
capital ¢, son directamente proporcionales al tiempo porque se
han prestado; luego los dalos de esta proporcion serdn: si en
12 producen i, en [ meses seudnto producirdn? Llamando y este
interés se tiene 12:1::4:y. :

Multiplicando ordenadamente las proporciones obtenidas

suprimiendo el factor 4 comun en la segunda razon, serd
1200:cXt::0:y.

En esta proporcion hay cuatro cosas qué considerar, que
son: capital, tiempo, rédilo, interés (c, t, r,y); dadas tres de
ellas se podré determinar la cuarta.

350. Si el tiempo ¢ viniese expresado por dias que fuesen
meses exaclos, enténces para hacer uso de las férmulas es ne-
cesario reducir los factores 1, afo, y I, tiempo, & meses: tam-
bien podria hacerse uso del dato t, tiempo, expresado por dias,
poniendo 1*%°=360.

1.0 ;Qué interés producen en 120 dias 2000 reales, al 6 por
100 al ano? y=40.

9.0 ¢ A cudnto por ciento han estado prestados 30000 reales
para que en 60 dias hayan producido 500 reales? r=10s

3.0 (Cudnte tiempo ha estado prestado el capital 25000 rea-
les para que al 5 por 100 al ano haya producido 270 reales?
1—2 meses, 17 dias y una fraccion.

4o (Qué capital produce 1500 reales en 180 dias, al 5 por
100 al ano? ¢=60000.

351. REGLA DE COMPANIA. REPARTIMIENTOS PROPORCIONALES.
Dividir un nimero en parles proporcionales d tres dados es des-
componerlo en sumandos, lales que sus cocientes respectivos por
estos nimeros sean iguales.

Asi, para dividir el nimero 240 en partes proporcionales d
2, 3 y 5, representando estas partes por x,Y, z, sé debe tener

que x:2::y:3::2:5; de donde o+y+2:24345:2:2::9:3::2:5
y como x4y +z=240, se tendra w:QXTO—:ZLS, Y=<

240 240 ;
o= 5=5X o =120 ‘

Luego paradividir unnimero en partes proporcionales d olros
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dados, basta dividirlo por la suma de ellos ymultiplicar el co-
ciente por cada uno de los nimeros dados.

Esto supuesto, 1a REGLA DE COMPANIA es la que expone el mé-
todo para dividir las ganancias 6 pérdidas de una sociedad,
proporcionalmente d los capilales de los socios 6 al tiempo en que
han estado en sociedad.

Es claro que si los capitales son iguales, 6 si lodos estuvie~
ron el mismo tiempo en la sociedad, las ganancias deben ser di-
rectamente proporcionales d los tiempos 6 capitales respectiva-
mente (miéntras nada se pacte en contrario).

Pero si los tiempos y los capilales fuesen diferentes, se dedu-
ce de los principios anteriores que las ganancias 6 pérdidas de-
ben ser proporcionales d los productos de los capitales por los
tiempos.

En efecto; sea ¢ un capital que ha estado el tiempo ¢ en
la sociedad y le corresponde g de ganancia. Sea ¢’ otro capital
que ha estado el tiempo ¢' y le corresponde g'. Sea ¢ la ga-
nancia de ¢ ent' tiempo. :

Es claro que las ganancias g yg” de los dos capilales ¢
y¢', que han estado el mismo tiempo ¢, segun el primer princi-
- pio dardn g:g"::cc’.

Tambien es evidente que las ganancias g’y ¢” de un mis-
mo capital ¢' en los dos tiemposty ¢' dardn g:g'::6:", con-
forme con el segundo principio.

Multiplicando y suprimiendo en la primera razon el factor
.comun ¢” se tendrd g:g' XXt

Esto supuesto, en la regla de compaiia se distinguen dos
casos. simple y compuesta.

Simple es cuando los capitales d liempos son iguales, y com-
puesta en el caso contrario.

352. REGLA DE DESCUENTO. Desconfar un documento es lo
mismo que dar anticipadamente su velor, mediante una rebaja
que se hace de su imporle.

Los valores que més frecuentemente se descuentan en el
comercio son las letras y pagarés a plazo fijo; en éstos, y en
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cualquier otro valor de andloga condicion, se considera que °
tienen dos valores, uno llamado nominal, que es el expresado
en ellos mismos, y el cual no es efectivo hasta el cumplimiento
de su plazo, y otro el efectivo en el momento, cuyo valor co-
lectivo es tanto menor que el nominal cuanto més tiempo falta
para su vencimiento.

Lo que se busca por la regla presente es el valor efectivo
del momento de una letra 6 pagaré, dado el valor nominal,
N, el tiempo que falta para cumplir, ¢, y el tanto por ciento, 7.

Esta cuestion se resuelve por una regla de interés, pero
hay dos maneras de hacerlo: una es la comun, queé’ consiste en
hallar el interés del valor nominal por el tiempo que falta hasta
el vencimiento, restarlo de la letra, y se tiene el efectwo. A éste
se llama descuento por fuera.

EsempLo. ¢Cudl es el valor efectivo de una letra de 100000
reales, que vence dentro de 90 dias, siendo 6 por 100 el descuento?
Como elinterés, en tres meses, de 100000 reales nominales al
6 por 100 es y=1500, el valor actual de la letra es 100000 —
1500=98500.

Hay otro método de descontar més racional que el anterior,
llamado descuento por dentro, y que consiste en hallar el in-~
terés del valor efectivo actual de la letra, y ser éste el que se resta
del valor nominal.

Este método racional de descontar no -es usado en el co-
mercio.

353. REGLA DE ALIGACION. Es la que tiene por objeto resol-
ver los dos problemas siguientes: ‘

1.0 Conocidos los precios de cada unidad de cierta especie,
y el numero de eslas unidades que se han mezclado, hallar el
precio de la mezcla.

9.0 Conocidos los precios de las unidades de ciertas especies,
y el precio medio, hallar cudntas unidades de cada especie se han
mezclado 6 deben mezclarse.

En el primer caso, para resolver la cuestion no hay mds
que hallar el precio detoda la mezcla y dividir por el nismero de
unidades que se han mezclado, y se oblendrd el precio de una
unidad de la mezcla. En efecto; si se han mezclado 10 arrobas
de vino de 40 reales arroba, con 15 arrobas de vino de 75 rea-
les arroba, el valor de las diez arrobas & 40 reales es 400 rea-
les, y el de las 15 4 79 es 1125; el valor total de la mezcla es
1525 reales; luego las 10415 arrobas=25 arrobas de la mez-



— 118 —

cla valen 1525 reales: una valdrd la veinticinco ava parte, 6
sea 1525:25=061 reales.

Para resolver la segunda cuestion supongase que se quiere
saber cudntas fanegas de trigo de d 40 reales y trigode d 15 se
deben mezclar para que resulte trigo de 60 reales: lamando
x las fanegas que se deben mezclar de 4 40 ¢ y las de & 60, se
tendrd que en cada fanega de a 40, vendidas & 60, se ganan
(60—40) reales; luego en las z se ganan x (60—40).

Anilogamente, en cada fanega de 75 vendida & 60 se pierde
(15—60) reales; luego en las y se perderdn y (15—60).

Estas gahancias y pérdidas deberan ser iguales para que se
pueda vender & 60 reales cada unidad de la mezcla; luego se
establecera que x (60—40)=y (15—60): de donde x:y::15:20.
Esta proporcion dice que las unidades x é y, que se deben mez-
clar de cada especie, esldn en razon inversa de las diferencias de
sus precios, al precio de la mezcla, 6 precio medio.

La igualdad 2 20=y>x15, puede satisfacerse con infinidad
de pares valores para é y; uno de ellos es, evidentemente,
z=15 é y=20, pues de esta manera los dos miembros constan
de idénticos factores, y por tanto son iguales.

Luego si se mezclan 15 fanegas de 4 40 con 20 de & 75,
se tendran 35 fanegas, cuyo precio sera de 60 reales cada una.

354. Por consiguiente, cuando se da el precio medio, y se bus-
ca la proporcion en que se han de mezclar las especies, se resla
el precio de cada especie del precio medio, y s¢ ponen enconira-
das estas diferencias.

Pudiera suceder que se (uisiera que en la mezcla hubiese
més de 35 fanegas; entonces no habria mas que multiplicar los
dos valores, 15 de x, y 20 de y,por un mismo numero para ob-
tener nuevas soluciones, pues esto no es mas que repetir la
primera mezcla varias veces.

Tambien puede suceder que se fije el namero de unidades
que ha de tener la mezcla, como en el siguiente problema:

yCudnlos litros de agua d 300 con agua d 360 se deben de mez-
clar para obtener A8 lilros de a4 347

Sean z los litros de & 300 é y los de & 36°; estos litros es-
tan en razon inversa de las diferencias de sus grados 4 los gra-
dos de la mezcla; luego x:y::2:4; pero es condicion del pro-
blema que x—+y=18 litros; lnego componiendo la proporeion
primera, serd x4y:r::2+4:2; de donde x=~6 litros, y por
tanto y=12.

355. REGLA CONJUNTA es la que Liene por objelo hallar la re-



— 119 —

lacion enire dos unidades concretas distintas, conociendo la de
estas unidades con olras cualesquiera intermedias y las de éstas
enlre si.

Se llaman magnitudes equivalentes aquellas que tienen la
misma relacion con alguna unidad concreta: asi un duro equi-
vale 4 veinte reales, pues dmbas magnitudes dan e} mismo
cociente referidos 4 reales; una arroba 4 veinticinco libras. Dos
barriles de 4 doce litros equivalen & veinticuatro botellas de
4 litro, una fanega de trigo d tres y media arrobas de peso, etc.

Principio fundamental. Si s mulliplican ordenadamenle vd-
rias equivalencias, tales que el primer miembro de cada una de
ellus sea de la misma especie que el sequndo de la anterior, los
produclos serdn equivalentes, y el de los primeros miembros de
la especie del primero, y el de los sequndos de la especie del
altimo.

1.0 Sean dos las equivalencias propuestas, tales como

10°=11°
! 4\): 50
Si se multiplican los dos miembros de 1a primera por el ni-
mero abstracto 4, y los dos miembrosde la segunda por el ni-
mero abstracto 11, se tendra:
40°=44"
44*=55°
de donde 402=55° ; luego cuando son dos las equivalencias,
el principio esta demostrado.
9.0 Si las equivalencias son mdis de dos, como por
ejemplo:
105=112
4_\)____ 5c
ge=—034
7d: 65
se tendria multiplicando las dos primeras, 4% 102=11X5°;
sustituyendo este resultado en Jugar de las dos primeras equi-
valencias propuestas:
1 A0 =14 X 5°
8:—=23¢
701: 6e
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multiplicando las dos primeras de estas nuevas equivalencias,
y poniendo la dltima debajo,

3X 4X 10°=11X 523"
7(1:69

en estas dos equivalencias se verifica que TX 3X 4X 102=
1% 5X23%x 6° queda demostrado el principio enunciado.
356. Segun esto, para hallar el valor 6 relacion de ciertas
unidades concretas, con olras conocidas, por medio de equiva-
lencias, se debe tener cuidado de disponer las equivalencias de
tal modo, que el primer miembro de cada una sea de la mis-
ma especie que el segundo de la anterior. Ademds, el primer
miembro de la primera equivalencia, y el segundo de la ulti-
ma, deben ser de la especie de la incognita. La razon de esto
es que las magpitudes que ocupan estos lugares son las que
determinan la especie de los productos de los primeros y se-
gundos miembros de las equivalencias, y con esta disposicion
se consigue que uno de los productos sea de la especie de la
incognita y el otro tambien. :
~ KJEMPLO. Suponiendo que una libra esterlina equivale d 25
francos, 5 francos d 19 reales, 10 reales d un escudo, seudnlos
escudos tierien 293 libras esterlinas? Tendremos

wesc\xdos :‘O)‘gglib. st.

1ib. st. — francos

1 =129
5£rancos — 191‘9&193

1 Oreales — /1 escu‘do

de donde X 1 5 10=d= =293 X 95% 19 1= 6 sea 2 X 50
escudos — 1301 THeseds » dividiendo por el namero abstracto 50 serd

5 i
,139,(1)70 :2783,5escudoa x

meseudos —

g IV. MiToDO DE RESOLUCION DE LAS CUESTIONES QUE
DEPENDEN DE PROPORCIONES, CONOCIDO CON EL NOMBRE DE
METODO DE REDUCCION A LA UNIDAD.

Lo primero que debe hacerse despues del enunciado de un
problema, para resolverlo, es molar en la serie de valores cono-
cidos (6 datos) cudl es la especie de la incognita, y la esencia del
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mélodo de reduccion & la unidad consiste, en llegar d determinar
el valor deuna unidad, de cada una de las magnitudes, con la
cual estd relacionada la incgnita, y hecho esto se halla el de to-
das las unidades.

EJEMPLOS. 1.0 Sabiendo que 20 obreros han hecho una obra
en 12 dias, geudntos dias tardardn 27T obreros en hacer la mis-
ma obra? Si 20 obreros hacen la obra en 12 dias, un obrero tar-
dara 20 veces mds, es decir, 20X 12; teniendo ya lo que tarda

un obrero, facilmente se averigua lo que tardardn 27; pues es

claro que serd 27 veces ménos dias que uro, 0 sea @;g

este es el valor de la incdgnita.

9.0 52 obreros (rabajando 9 horas al dia, con una fuerza
representada por 343, enun lerreno cuya dureza esld represen-
tada por 8, han abierto 6 canales de 45™ de largo, T de ancho
y 4deprofundidad. Se prequnta qué mimero representaria la
fuerza de 5T obreros para abrir & canales de 18= de largo, 4
de ancho y 3 deprofundidad, en un terreno cuya dureza fuera
6 y trabajando T horas por dia.

SOLUCION. Si 52 obreros han empleado 343 de fuerza para
hacer cierta obra, 1 empleard 52 veces mds para la misma,
6 sea 52X 343; los 57 empleardn 57 veces ménos, 0 sea
52 2 2 g
O—X—gﬁ— Eslo estrabajando 9 horas; si trabajan 1 empleardn

9 veces més fuerza, 0 sea Egﬁ—; pero como trabajan 17
horas empleardn 7 veces menos, 6 sea ig%‘ig—g— Con ané-

logo razonamiento se verd que si la dureza fuese 1 emplea-
rian 8 veces ménos, y como es 6, este factor ird al nume-
343.52.9.6.4.18.4.3

rador, y siguiendo asi, elresultado z= 57.1.8.0.45.1.4

18
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PROBLEMAS PARA EJERCICIOS.

1.0 10 hombres en un dia descargan de un buque 400 ca-
jos de azicar. Para descargar 840 ;jcudntos hombres se ne-
cesitaran?

2.0 800 hombres, trabajando 7 horas al dia, han necesitado
40 dias para hacer un lerraplen de 120000 metros cabicos.
920 hombres jcuantos dias necesitardn para hacer un lerra-
plen de 417600 metros ciibicos, trabajando 5 horas diarias?

3.0 Se quiere dividir 1824 reales entre tres personas, de
manera que la relacion de la parte de la primera 4 la dela

segunda sea 9 y & la de la tercera R

4.0 6 obreros, trabajando unidos, han hecho una obra en

4 dias. Las relaciones de las fuerzas de los cinco ultimos res-
; 9 A
pecto de la del primero estdn representadas por TR

12 ; : z
= .Cuénto tiempo tardaria cada uno de los obreros en

620
ejecutar la misma obra?

5.0 Uno ha prestado una suma por 8 aiios, al & por 100 al
aiio; 4 los res afios el deudor le paga los intereses y le pro-
pone pagarle tambien el capilal, con la milad de los Intereses
que deberia percibir si el conlrato continuara; aceptada por
el que presto, la proposicion, recibe 14400 reales. Se pregun-
ta: ¢4 cudnto por 100 presto?

6.0 Un comerciante se retira del comercio y divide su for~
tuna realizada en tres porciones. Con la primera compra una

casa, quele da 4%- por 100, y esta renta es la centésima parte

de la fortuna que realiz. Pone la segunda en renla y le da el
9 por 100. Por ultimo, de la lercera porcion de su fortuna,
que importa tanto como las otras dos, saca 10000 reales, y el
resto lo coloca en casa de un banquero, que le da 5400 reales,
4 razon de 6 por 100, y se pregunta: ;Qué fortuna realizo el
comerciante? ;Cual fué el precio de la casa? (Qué sumas puso
en casa del banquero y en renta? Y, finalmente, (eudl es la
renta total?
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7.+ Uno tiene un pagaré de 9681,57, que cumple & los 9
meses y 17 dias de su fecha, y quiere realizarlo. Se lo des-
cuentan al 6 por 100. ;Qué suma recibié? (Primero, descuen-
to por fuera.) (Segundo, descuento por dentro.)

8.0 Una letra de 11891,42, cuyo plazo era de 3aliosy 5
meses, ha sido descontada por fuera y han dado por ella 900
reales, Se pregunta el tanto por ciento de descuento.

9.0 Un barco lleva un cargamento valuado en 1500000 rea-
les. Durante el viaje hatenido una averia que le importa 2500
reales. Se pregunta cudnto tiene que pagar por su parte de
averfas un comerciante que aseguré por 50000 reales sus mer-

cancias, y que se obligd 4 pagar dlos aseguradores 'I-;— por 100

del importe de las averias,

APENDICES

357. APLICACION DE LOS PRINCIPIOS DE LA NUMERACION DE-
CIMAL A UN SISTEMA DISTINTO, SIENDO ESTOS EL DE BASE 2 612
6 EL BINARIO Y DUODECIMAL. COMO SE PUEDE PASAR DE UN SIS-
TEMA A OTRO Y VICE-VERSA. Los principios generales de la nu-
meracion (4 saber, de contar por érdenes, formados por po-
tencias de la base, y de que las cifras represenlen los érdenes
segun el lugar que ocupan) aplicados 4 olra base distinta de la
decimal, darian diferentessistemas denumeracion, pero de ani-
loga extructura. Asi, aplicado al sistema cuya base fuese 2,
significaria que dos unidades de cada 6rden forman una del
inmediato superior, y sila base fuese 12, cada vez que se re-
unieran 12 unidades de un dérden se formaria una del superior
inmediato; y lo mismo en los demas ejemplos que se propu-
siesen.

Estos sistemas, cuyas bases son 2 y 12, se llaman binario
y duodecimal respectivamente.
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En todo sistema de numeracion, si se emplean las mismas
cifras que en el decimal, la base tiene por expresion escrita
10. En efecto; el 1 colocado en el segundo lugar indica una
unidad de segundo 6rden, la cual es siempre la base.

Es evidente que en el sistema binario no puede haber més
cifras que 1 y 0, puesto que cuando se reunen dos de un 6r-
den ya forman una del inmediato superior. Tambien es evi-
dente que en el sistema duodecimal los nimeros 10 y 11 no
forman unidad de otro érden, por lo que se representardn res-
pectivamente por una sola cifra, tal como 10=a, 11="0.

Dado un niumero en el sislema decimal, para escribirlo en
otro sistema, basta dividirlo y los cocientes sucesivos por la
nueva base. Los restos y el ullimagocienle, sequn su orden, serdn
las cifras del nuevo sistema.

Sean los niimeros escritos en el sistema decimal, yque se
quieren escribir en otro sistema:

1.0 13 en el sistema binario. | 2.0563en el sistema duodecimal.
DISPOSICION. : DISPOSICION.
13\ 2 563 | 12
1 6\_{ 11=>b| 46 |12
0] 3|2 10=a| 3
114
tiene por expresion 1101. tiene por expresion 3ab.

En efecto; en ambos ejemplos al efectnar la primera divi-
sion se han puesto de manifiesto las unidades de primer 6r-
den en el resto, y todas las de segundo en el cociente. Si, co-
mo sucede en los dos ejemplos, estas unidades de segundo 6r-
den son mas que las de la base, se vuelve & dividir y se pon-
dran de manifiesto en el resto y cociente respectivos las uni-
dades de segundo y todas las de tercero, y asi sucesivamente.

Reciprocamente. Dado un nimero escrito en cualquier siste-
ma, escribirlo en el decimal.

Para ello basta hallar la suma (en el sistema decimal) de la
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cifra de sus unidades simples, mds la cifra de sequndo orden
multiplicada por la base, mds la de tercer érden por el cuadrado
de la base, mds la de cuarto drden por el cubo de la base,y asi
sucesivamente.

En efecto; tal procedimiento es retroceder en el anterior-
mente empleado, porque es evidente que cada cifra de un 6r-
den indica las veces que una potencia de la base estd repetida
por sumando, y esta potencia es igual al lugar, ménos uno
que ocupa la cifra. Asi: 1101 escrito en el sistema binario tiene
el decimal 140.24+1.2*+4+1.2°=13. El namero 3ab escrito en
el sistema duodecimal tiene ea el decimal por expresion 11+
10.124-3.12°=563. '

358. DE LOS LIMITES DE CIERTAS CANTIDADES VARIABLES. Se
llama cantidad variable aquella que puede lomar dislinlos valores.

Si una cantidad variable varia segun las condiciones si-
guientes:

1.2 Que su variacion sea continua; es decir, que la diferen-
cia entre dos valores sucesivos puede ser tan pequefia como se
quiera.

2.2 Que se acerquen los valores que foma d una canlidad
conslante.

3.2 Que su diferencia con este valor constante pueda hacerse
menor que cualquier cantidad dada. Enténces la variable se
dice que tiene un LIMITE, y 1a CONSTANTE d que se acerca se lla-
ma el LIMITE de la variable.

La Aritmética presenta ejemplos de cantidades variables.
Tales son las fracciones decimales periddicas, cuyos LiMITES
son las ordinarias generalrices. Pues, en efecto, se ha visto
que la serie de valores de la fraccion periddica 0,5; 0,55;

o 4 : 195 i
0,555..., etc., se van aproximando sucesivamente a 9> pudien-

do la diferencia entre dos valores sucesivos y entre uno de ellos

b : : &
v ser menor que cualquier cantidad dada, por pequena que

sea. Asi, pues, —95»— es el limite de los valores variables que pue-
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de tomar la fraccion peri6dica 0,55... Lo mismo puede decir-
se de las raices llamadas inconmensurables, que son los LIMITES
de las aproximaciones con que se pueden hallar.

. Esto supuesto, si dos canlidades variables son constantemente
iguales en todos los estados de magnitud porque pasan, Sus Li-
MITES son tguales.

En efecto; sean a y b dos variables que sucesivamente van
siendo iguales en todos los estados de magnitud en que se las
considere, y sean A y B sus limites. Si A4 no es igual B, lla-
mando su diferencia d se tendra A=B-d; es decir, que @
tiene por limite, segun esta hipétesis, & B+d. Pero como @
es ignal 4 b en todos los estados de magnitud porque pasa, y
b tiene por limite B, a puede llegar 4 diferenciarse de B en
ménos de cualquier cantidad, y por tanto en ménos de d. Ahora
bien; estas dos consecuencias, & saber, que a tiene por limite
4 B4d, y que se puede acercar d Ben ménos de d, simultd-
neamente, es un absurdo; luego la hipétesis de que proviene
una de ellas es falsa: 1a de que a es igual 4 b en todos los es-
tados de magnitud no puede ser falsa, porque es la del teo-
rema; luego la que es falsa es la de que A se diferencie de B.
Por tanto, A=5.



ALGEBRA

CAPITULO1

Definicion.—Uso de simbolos.—Sus ventaj as.—Distinto
sentido de las cantidades.—Reglas de la escritura
algébrica.

1. ALGEBRA es la parle de las Matemdticas que estudia las
leyes de la cantidad en general; es decir, independientemente
del numero y clase de unidades que tenga.

9. Para ello es necesario expresar la cantidad de un modo
genérico, y, por consiguiente, usar de otros simbolos diferen-
"tes de las cifras de la numeracion. Estos simbolos generales
son las letras de los diferentes alfabetos. Para aumentar el
namero de simbolos disponibles se acentiian las letras y se les
ponen indices. Asi: a'b"c» son letras acentuadas, que se leen
a prima, b segunda y ¢ tercera, y no quieren decir otra cosa
sino que la letra acentuada es una cantidad distinta de la que
se representa con la misma letra sin acento 6 con uno diferente.
Lo mismo significan los indices, que son nimeros escritos d la
derecha y mds bajos que la letra; por ejemplo: 4, b, que se leen
A sub uno, b sub dos. Con esto se tiene disponible gran ni-
mero de simbolos en el Algebra.
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3. Las ventajas que el uso de los simbolos proporciona,
ademas de su generalidad, son: Primera. Se simplifica la escri-
tura, toda vez que una letra puede representar cualquier nu-
mero. Segunda. Se simplifica el cdlculo, pues generalmente
se reduce éste 4 indicar las operaciones, como se verd més
adelante. Tercera. Por la simetria de la escritura algébrica se
descubren leyes que los nimeros ocultan 4 causa de la con-
fusion de unas unidades con otras en los resultados de las
operaciones. Cuarta. Se deducen formulas para la resolucion
de problemas, 6 sean cuadros de las operaciones que se deben
ejecutar con los dalos de una cuestion, para resolverla.

4. DE LA REPRESENTACION EN ALGEBRA DEL SENTIDO DE LAS
CANTIDADES. Para la completa representacion de ciertas can-
tidades no basta decir 6 representar un niimero de unidades,
sino que hay que anadir en qué sentido se verifica ese niimero
respecto de un punto i origen determinado. Por ejemplo: si
se habla de fechas, no basta decir un nimero de anos para
fijar un suceso, sinoque senecesila decir si son dnles 6 despues
del punto que se tome de parlida; si se habla de distancias en
linea recta, no basta expresar tal 0 cual namero de metros,
sino que es menester afiadir si son & la derecha 6 izquierda
del origen; para expresar la temperatura, no basta el numero
de grados, sino que es menester agregar si son sobre 6 bajo el
origen de la escala del termémetro.

Estos y otros muchos ejemplos hacen conocer la necesidad
de expresar en ciertas cuestiones cudl es el sentido de las can-
tidades que en ellas intervienen respecto de un punto de par-
tida u origen fijo y convencional.

5. El Algebra expresa la conltraposicion de sentido de dos
cantidades por medio de los signos +y —, que Son los que tra-
ducen al lenguaje analitico las palabras sobre 6 debajo, dniles 0
despues, d derecha 6 izquierda.

6. Lo cual se formula en la siguiente regla: Si dos canlida-
des enlran en una cuestion contrapuestas respecto de un origen
fijo, en su expresion algebrdica deben llevar signos conlrarios.
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7. Las cantidades precedidas del signo -+ se llaman positi-
vas, y del signo — megativas.

8. La representacion numérica del origen de lodas las can-
tidades conlrapuestas, es cero. Evidentemente, en todos los ca-
sos, desde el punto de partida al mismo, no hay cantidad.

9. El cero no debe llevar signo alguno de sentido. En efecto;
el cero representa el origen, y éste, respecto del mismo, no
estd ni en uno ni en contrario sentido.

10. Como miéntras mas unidades liene un nimero nega-
tivo, més 1éjos estd del origen, en sentido inverso que los po-
sitivos, se expresa esto estableciendo que

1.0 Todo miumero negativo es menor que cero.

2.0 De dos nimeros negativos es menor el que liene mayor
valor absolulo.

11. Se llama expresion algébrica 6 literal aquella en que
se emplean letras para representar 4 los niimeros.

12. Si una letra estd tomada una 6 mis veces como factor,
se indica, como en los nimeros, por medio del exponente.
Asi: ¢® es lo mismo que axaxa.

13. El exponente 1 no se pone: asi; a, b, son letras que tie-
nen por exponente implicito la unidad.

14. El producto de dos 6 mas letras desiguales 6 de letras
con numeros se indica escribiéndolos juntos. Asi, 3a*b es un
producto indicado entre 3, a® y b.

15. Sellaman términos de una expresion algébrica las par-
tes que en ella estdn separadas por los signos 4 6 —. Asi,
3a*b+4ab*—0b* es una expresion que tiene tres términos.

16. Se llama monomia la expresion que consta de un solo
término; binomia, la que consta de dos; trinomia, de tres, vy,
en general, de mis de tres, polinomia.

17. Se llama entero un término algébrico cuando no estd
indicada su division por un factor literal, y se llama fraccio-
nario cuando esld indicada la division.

18. Se llama grado de un término entero el niimero de sus

17



— 130 —

factores literales. Es claro que el grado de un término se en-
cuentra sumando los exponentes de sus letras.

CAPITULO II

Operaciones algeébricas.

g I. Suma

19. Las operaciones con las cantidades literales tienen el
mismo nombre que las de la Aritmética, pero varian en la ge-
neralidad de su objeto y en el procedimiento. La generalidad
es mayor 4 causa de que, pudiendo representar los simbolos
literales cualquier nimero, y ensentidos iguales 6 contrarios,
hay necesidad de comprender en las definiciones todos los
casos posibles dentro del fin dela operacion. El procedimiento
es distinlo porque, no confundiéndose los elementos con que
se opera, no se efectda generalmente la operacion, quedan-
do indicada del modo mds simple que permitan las reglas de
la escritura algébrica.

Son, por tanto, las operaciones en el Algebra cuestiones
puramente de forma, arregladas & las convenciones de la es-
critura, y al fin definido.

20. SuMA. Se llama suma algébrica de vdrias expresiones li-
terales la reunion con su signo de todas ellas. Las expresiones
que se suman se llaman sumandos.

21. Esta operacion en Algebra queda, por tanto, indicada,
y s6lo podré en algunos casos simplificarse la expresion resul-
tante. t

22. Para ello se debe tener presente que la suma de varios
sumandos iguales y del mismo signo, por ejemplo, -a-+-a-+a
6 —b—b—>b se escribe +3a 6 —3b. Es decir, se pone una vez
el sumando y delante un namero precedido del signo comun
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que indica las veces y -el sentido en que estd repetido. Este
niimero se llama coeficiente.

23. Cualquier factor del producto indicado, que se llama
monomio algébrico, puede considerarse como su coeficiente; y
muchas veces se toma por coeficiente el producto de muchos
factores del mismo término, cuando se trata de un monomio.
Asi, en el término 3a*bc’x el coeficiente puede ser 3, 6 3a%, 6
3a*b, 6 3a2bc®, ete., segun se quieran combinar sus factores;
en todos los casos indica lo mismo, es decir, que en general
coeficiente deuna leira, 6 de cierlo nimero de ellas, es toda canti-
dad que las multiplica. Asi en (m-+3a-+b%x se puede decir que
todo el paréntesis es el coeficiente de x.

24. De aqui la reduccion & unisolo término en las expre-
siones algébricas, de aquellos que tienen la misma parte literal
(4 los cuales se Haman semejantes). Pues si se consideran dos
términos semejantes puede ocurrir que los signos sean iguales,
6 contrarios:

1.0 Si los signos son iguales, se suman los coeficientes y
se pone la suma delante de la parte literal, precedida del signo
comun. Asi: +3a*b+4a*b=-Ta’b; tambien —3a*b—4a*b=
—Ta*h.

En efecto; cuando dmbos términos tienen el mismo sen-
tido, 6 sea el mismo signo, es claro que la suma debe llevar
el signo comun, pues si se suman, por ejemplo, distancias &
la derecha del origen, el resultado serd una cierta distancia &
la derecha. Respecto de la reunion 6 suma de los coeficien-
tes, es evidente que asi debe efectuarse, toda vez que éstos
designan las veces que se repite por sumando la parte literal
comun.

2.0 Si tienen signos contrarios se restan los coeficientes y
se pone el resultado de coeficiente & la parte literal, prece-
dido del signo del mayor. Asi: 4a’°b—2a*b=-+2a%h; y tambien
3a2b—"Ta2b=—4a’b.

En efecto; es evidente, que el que posee 48 y debe —5
posee +3; y tambien, que el que posee +5 y debe —8 posee
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(—3), lo cual justifica que el resultado es del sentido del ma-
yor, que es la regla de los coeficientes.

95. Por ultimo, si los lérminos semejantes tienen el mismo
coeficiente y signos contrarios, se destruyen y queda cero por
resultado. Asi: +3a*b—3a*b=0; porque tener +6 y deber —6
es tener cero.

96. La reduccion se efectia siempre que es posible, pues
por su medio se da & las expresiones literales la forma mas
sencilla. A

97. Teniendo la regla justificada para el caso de dos mo-
nomios semejantes, es ficil extenderla al caso de que haya més
de dos términos semejantes en los polinomios.

En efecto; considerando la expresion

Ta' b —8ath? —Ta*b’+2a4b>+-6a*b —9a'b®,
es evidenle quevreduciendo los positivos y negativos entre si

tomaria la forma 15a*b>—24a‘b’; y, por altimo, teniendo ya
dos términos, reduciendo por la regla anterior seria —9a*b?.

EJERCICIOS

4a3—5a’b—7ab=—2a3—9b’+4a‘lb—4b3—2ab’+6a3—1Oab=
+8arb2+10b3—-8b"‘+5ab2—8a2b—3a3,
reducido da
5a°—9a2b—6ab* =110
Reducir
7m—6y+53—a+3—m—3y—a—8—3z+7a—1 —x+y
+3z—2x+ 3y—a-+1+a+8y—53+ata+9,

reducido es
ha+3y+6a-+4.
Reducir

3gm4-Tgm—1 +9mm*2—12:vm—3+8mm—1 +2gm T —2
— dpm—1 —Tgm—34 g} fom—2—9pm-3,
reducido es
6m-4-11m -1 +20pm—2—287m—3.
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EJEMPLOS DE SUMAR

1.0 16a—5b--10c —9d
180+3a— Td—5c¢+ 3e
— 2b—Ta— 3d+5e— 9f
2¢+48d+ Tf—3b+11a

Suma reducida.... 23a+80-+T7c—11d+4-8e—2f.

2.0 5a* +3a*b*c— Tab*
+17ab* —6a* —+ 2a%b%
— 8a2b2c+9a*  —10ab*
+ 3a* +5a%b’c— Tab*

Suma reducida.... 11a* +2a*b*c— Tab*

3.0 Ta*b —3abc—8b*c—9¢® +cd?
+8abc—5a*h 3¢’ —4b*c+cd?
+4a*h —8¢® +9b*c—3d?

Suma reducida.... 6a2b+5abc—3b*c—14c¢*+2cd®—3d°.

2 II. RESTA ALGEBRICA

28. Se llama resto de dos expresiones literales, otra expre-
sion que, sumada algébricamente con el susiraendo, da el mi-
nuendo.

Sea el minuendo a—b vy el sustraendo ¢—d; la operacion
se indica escribiendo a—b—(c—d). ¢Como lograr la expresion
que anadiéndole ¢—d produzca por las reducciones a—0b? Es
evidente que tal expresion debe de contener a—b, puesto que,
eso ha de resultar despues de reducir; ademds, debe de con-
tener tales Lérminos, primero, que al afiadirle ¢ se anule con
éste; y segundo, que al afiadirle —d tambien lo anule: con eso
quedard, despues de reducir, sélo el minuendo. Ahora bien;
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+clo anula —¢; y —d lo anula -+d; luego el resto tiene a—b
y —cy +d; luego serd a—b—c+d.

Comparado este resto con la operacion indicada, a—b—
(c—d), se deduce que para expresar el resto algébrico de dos
expresiones, se escribe el minuendo y d continuacion el sus-
traendo con los signos cambiados.

(3x—2a+6)—(2x—7a—3):3£—2a—+—6—2x+7a—{—3
=x+5a+9. :
(12a—b+90—3d)—(7a—5b+90—10d+12)

* =bat4b+Td—12.
(—140+3a—27d+30—}-5e)—(7a+3b—50—8d-—120+7f):
—4a—17b+8¢—19d+1Te—1f.
(5a'~‘—4a2b—4ab2—+—8b3)—(2a3—5aﬁb—6ab’+b3)
=3a>+a2b4-2ab*+T0°%.
(15as—18a’b-+1Ta2b*+-11ab*—9b").—
(7a"—1.‘3a3b--—19(1"02—6-21103--1Ob“):8a’*—5a-‘b—}—36a’b2

—+9ab’—-b". &

99. Muchas veces es conveniente en las expresiones algé-
bricas, el cambiar de signo & muchos términos de un poli-
nomio, y para ello seencierran dentro de un paréntesis, con
los signos cambiados, anteponiendo al paréntesis el signo (—).
En efecto; los términos que estdn dentro del paréntesis estdn
sometidos 4 un doble cambio de signo, lo cual no altera el
primitivo.

Asi, son expresiones idénticas de un mismo polinomio las
siguientes: zi4-8x'—4a’—3x1-9; 6 de otro modo, x*+8x°—
(422+43x—9), y tambien zi—(—8r*+4x2+3x—9); ¥, POr ul-
timo, — (@‘—8x’+4a*+32—9).

g 1II. MULTIPLICACION ALGEBRICA.—ELEVACION A POTENCIA
DE LOS MONOMIOS

30. Se llama mulliplicacion algébrica, la operacion que tiene
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por objeto hallar una expresion que sea respecto de la que hace
de multiplicando lo mismo que la que sirve de multiplicador es
respecto de la unidad positiva.

31. Tres casos se consideran en la multiplicacion algébri-
ca, 4 saber: primero, que los dos faclores sean monomios; se-
gundo, que uno sea polinomio y el olro monomio; tercero, que
los dos sean polinomios.

32. 1.c MULTIPLICACION DE DOS MONOMIOS. Siendo los mo-
nomios productos indicados, para su multiplicacion se for-
mard un producto que conste de todos los factores (Arit.2 97);
como el orden de éstos no lo altera, se pueden multiplicar los
coeficientes y letras iguales entre si, permaneciendo las des-
iguales como estin en los monomios. .

El producto de las letras iguales se expresa en Algebra por
la misma letra, poniéndole la suma de los exponentes. Asi: a*}
@t =a®; amx ar=qam+n, En efecto; limitdndose ahora & expo-
nentes enteros y posilivos, se tiene que en el primer caso, co-
Mo a’=a.a.a y e*=a.a, es evidente que a’.a*=a.a.a.a.a, 6
sea as, porque el exponente indica los factores que hay en el
producto: lo mismo se demuestra con cualesquiera otros ex-
ponentes enteros y positivos; y, por tanto, en el producto de
letras iguales siempre llevard ésta un exponente igual & la su-
ma de los de sus factores.

33. En cuanto ‘al signo del producto, como éste ha de ser
respecto del multiplicando como el multiplicador respecto & la
unidad positiva, es claro que si el multiplicador es positivo,
es decir, tiene el mismo signo que la unidad positiva, el pro-
ducto lleva el mismo signo que el multiplicando. Asi que
+ X +da—+, y — X —+ da —. Si el multiplicador es nega-
tivo, 6 sea tiene signo contrario & la unidad positiva, el pro-
ducto llevara signo contrario al multiplicando; es decir, que
+ X —da—,y— X —da—+.

34. Luego signos iquales dan para el producto MAS, y signos
desiguales MENOS.

35. En resumen: para mulliplicar dos monomios, se mulli-
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plican los coeficientes, sesuman los exponentes de las letras igua-
les, los desiguales entran en el producto como estdn en los facto-
res, y se le antepone el signo + 6 —, segun los factores lo ten-
gan igual 6 contrario. Ejemplos: 4a*bcX 3a2b=12a*b*c; 32?2z X
—x2t=—82'2"

36. 2.0 POLINOMIO POR MONOMIO. Este caso se reduce al pri-
mero, pues multiplicando cada término del polinomio por elmo-
nomio, y reuniendo con su signo los produclos parciales, se ten-
drd el pedido. En efeclo; ya lleven los términos del polinomio
los signos + 6 —, se ha visto (Arit.2 90 y 92) que para efec-
tuar el producto de unasuma 6 diferencia indicada por un fac-
tor basta multiplicar cada término de la suma 6 diferencia,
restando si son diferencias el producto del sustraendo. Para
indicar la operacion se suele encerrar al polinomio en un pa-
réntesis. Vice-versa; si todos los términos de un polinomio es-
t4n multiplicados por un monomio, se dice que se saca ¢ste de
factor comun cuando se indica la operacion. Ejemplos: (dab—
Qa’bz—?:ab")‘lab:8a4b2—ia3b"—6a2b". Si en lugar de este se-
gundo miembro se hubiese puesto el primero, se habria sacado
2ab de factor comun.

37. 3.0 MULTIPLICACION DE POLINOMIOS. Para multiplicar dos
polinomios se maultiplica todo el multiplicando por cada Lérmino
del polinomio multiplicador y la suma algébrica de los resulla-
dos es el producto. En efecto; cualquier valor que pueda tomar
el multiplicando queda de esle modo multiplicado por todo el
multiplicador. (Arit.? npum. 91.)

EsempLo. Multiplicando Art—bax’+-3a°w* —2a
Multiplicador Sax*—ba’x*—3a°
Producto por 3a*z’. 19025 —15a° 0"+ 9a'x® —6a°s’
» »—5a‘y*. —90a* 2’4250 x5 —15a°x* +-10a"x*
y  »—3ad. —120°z* +15a0a° —9a"w*+-64°
Prod.to total red.d° 'lQa’w”—35a“x"+34a"x‘—-27a5x"-+-9a“a:3
+ad'x*+6a
38. Los polinomios algébricos dnles de multiplicarlos se or-
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denan por las polencias ascendentes 0 descendentes de una misma
letra, que se llama ordenatriz 0 principal.

39. Se dice que un polinomio esld ordenado con respecto d
las potencias descendentes de una letra cuando los términos van
dispuestos de modo, que el primero es aquel en que esta lelra tie-
ne mayor exponente, y sucesivamente los términos van colocados
sequn la magnitud de este exponente, hasta el iliimo, que es aquel
donde la letra lo tiene menor.

40. Se dice que un polinomio estd ordenado por las potencias
ascendentes de una letra cuando tiene una disposicion inversa
d la explicada; de modo que el primer término es aquel en que
la letra ordenalriz tiene menor exponenle, y el dltimo aquel en
que lo tiene mayor.

41. Generalmente se escoge por letra ordenalriz aquella que
estd repelida en mayor ndmero de lérminos: sin embargo, dve-
ces se escoge otra cualquiera por lelra principal.

42. Para multiplicar polinomios se ordenan por las polen-
cias ascendenles 6 descendentes de una misma lelra. Asi:

(10a°b*—10a2b*+-5ab*+a*—5a'b—b°) (3ab*—3a*b+-a*—b*)
orden4ndolos por las potencias descendentes de la letra a, serdn:

a*—5a“b+10a’b*—10a*b°+-5ab*—b°
a’—3a*b+3ab*—b?

Producto orde-t 4% —8a7h--28a%h* —56a°b*+10a*b*—56a°b°4-28a*b*
—8ab™4-b°.

En algunos casos la letra ordenatriz entra elevada al mismo
exponente en varios términos, y enténces se saca esa letra de
factor comun, y todo lo que multiplica se encierra dentro de un
paréntesis, 6 se escribe 4 la izquierda de una raya vertical.

Asi, al ordenar con respecto & o, para multiplicar el poli-
nomio, 3ab’z—a*+2a’x*—2b*—b*z—3b*2* por el polinomio a*
—6ab*r—2b'+-3a*x*+-2b%x* —2b*x se dispondran:

18
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2 |o*43ab® |z — @
—3b* - b —2b*
3a2 |x*—6ab® |x+ a
+20b* —2b* —2b*
6a* w"-}—ga“b‘ 23—3a® e
—5ah* —3a’h’ —92a4p*
—6b* —+6ab —6a°h"
—2b° —4b°
—120°0* |x*—18a2b* |x*4 6a°0* |
— 4a?p* | + 6ab® - 2ath?
—+18ab* —6ab* —+12ab°
4605 | + 2b° 4 4b
-+2a° 2243a’h’ |x—a®
—3ab? — a'b? +4p®
—4a*b* —6ab®
+60° | A2
6at —21a°0® |x*— a¢ |49 |x—a®
—5a’bh? — 3a2b® | — ba'b® | +2a‘b? ~+-4b?
==hb +2402b* | —10a®b* | +40°
i + 6ab® =" ath?
— 20 — 6ab* —+6ab®
— 2b° +2b"
EJERCICIOS
1.0 (a+b) (a+b)=a*+2ab+-D".
2.0 (a—b) (a—b)=a*—2ab+b".
3.0 (a—b) (a—D) (a—b)=0a"—3a’ b+-3ab*—h>.
4.0 (a+b) (a—b)=a*—b*.
R (22 —32—1) (1—2)=2"—50"—a+14.
6.0 (+a*+a®) (@2—1)=a°—a.

7.0 (4a*—16ax+-37°) (5a*—2a*x)=20a°—88a*r+-4Ta’x*
—6a%z®.

8.0 (Tw3—5a*b-+6ab>*—2b%) (3a*—4a*b+16a°b*)=21a"—43a'b
+150a°b*—110a*b* 1040’0 — 32a*0°.

9.0 (a5—5a‘b+10a°b*—10a*b+-5ab"—b") (@®—3a*b+-3ab*—0b’)

=at—

8a4b—+28a°0 —56a°b’+-10a'b* —56a°b*+-28a°b°

—8ab™-b",
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100 |2’ 4(a+1)2*—(a*+20—3)o+(a*—5a*+-8a—T)]
[z*+(a—1)2+4(a*—3a+1 )|=2*+2ax'+(a*—5a+3)x®
+(a*—8a+11a—9)x*—(5a*—21a*+-26a—10)x+-a®
—8a4++24a’—36a>+29a—1.

El cuarto ejemplo (y debe tenerse muy presente) dice que el
producto de una suma mulliplicada por su diferencia es iqual
d la diferencia de sus cuadrados.

43. Si se multiplican dos polinomios ordenados, el primer tér-
mino del producto proviene sin reduccion del producto de los dos
primeros de los faclores, y el @ltimo (lambien sin reduccion) de
los dos wltimos. En efecto; ordenados, por ejemplo, dos polino-
mios por las potencias descendentes de una letra, el producto de
sus dos primeros términos tendrd & la ordenatriz con un ex-
ponente mayor queel de otros dos términos cualesquiera;luego
no puede reducirse con ningun otro término ni estar pospuesto.
Ocupard sin reduccion el primer lugar del producto. Andloga-
mente, en el producto de los dos altimos términos de los fac-
tores es en el que la letra ordenalriz, tiene menor exponente;
luego ni puede reducirse con ningun olro, ni anteponerse. Ocu-~
pard sin reduccion el ultimo lugar del producto.

44. POTENCIAS DE LOS MONOMIOS. Para elevar un monomio d
una polencia se eleva el coeficiente y se mulliplican los exponentes
de las letras por el de la potencia. En cuanto al signo, si la polen-
cia es par, llevard el signo mds, y si es impar el del monomio.
En efecto; como la potencia de un producto es el producto de
las potencias de los factores, siendo los monomios productos
indicados, habra que elevar cada factor; por eso los coefi-
cientes se elevan 4 la potencia indicada: en cuanto 4 las letras,
como para multiplicar las iguales se suman los exponentes, es
claro que para elevarlas 4 potencia habré de repetirse el ex-
ponente tantas veces por sumando cuantas unidades tenga el
de la potencia, 6, 1o que es lo mismo, se multiplicaréd por éste.
Respecto del signo, si la potencia es par, habrd un numero
par de factores que, aunque sean negativos, agrupandolos de
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dos en dos su producto es positivo, y per tanto tambien lo es
la potencia. Si es impar, enténces los factores, agrupados de
dos en dos, dejan uno que no puede agruparse, y que si es ne-
gativo cambia el signo del producto de los demés, y de aqui
que lleve la potencia impar el signo del monomio. Asi: (2a*b*)*
=16a'h"*; (—2a%b°)*=16a"b"*;~(20’°)’= —32a'°h".

g IV. DIVISION ALGEBRIGA ¥ FRACCIONES MONOMIAS.
EXPONENTES NEGATIVOS

45. La division algébrica tiene por objelo hallar una expre-
sien llamada cociente que, multiplicada por la que sirve de di-
visor, reproduzca al dividendo.

46. En la division algébrica se distinguen tres casos: pri-
mero, de dos monomios; segundo, de polinomio por monomio;
y tercero, de dos polinomios.

41. Se habra advertido que las operaciones llamadas in-
versas, 6 de descomposicion, tienen un fin peculiar, que se
explica, por ser el resultado pedido, uno de los elementos que
por composicion, constituye con otro dado, el propuesto para
descomponer.

48. Fsta observacion general, yla de queel resultado delas
operaciones algébricas, es toda expresion que se ajusta alenun-
ciado y conforma con la escritura convenida, constituyen los
medios de analisis para investigar las reducciones que en al-
gunos casos pueden hacerse en la indicacion de las operacio-
nes con las formas algébricas. Asi, pues, las reglas para el
calculo algébrico son resiimenes breves de las reducciones que
pueden hacerse en ciertos casos con los elementos de una ope-
racion indicada, para obtener expresiones sencillas y las cua-
les cumplen con el fin definido.

49. PrIMER cAso. En la division de monomios, lo que hay
que tener presente es: primero, que el cociente multiplicado
por el divisor ha de producir el dividendo; segundo, las reglas
de la multiplicacion de los monomios. Asi jqué signo llevard

el cociente de dos monomios? Analizando los casos que pue-
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den ocurrir, éstos son cuatro, como manifiesta el siguiente
cuadro:

Dividendo Divisor Cociente
UTSRRE L SRR N e + . : 4
Qw5 S 15t s O il 8
s WOSN Ry e b BN il e —

- g N b Tyt B e L Rrg PR O . +

En el primero y segundo, como el dividendo es positivo,
el cociente ha de llevar un signo tal, que al efectuarla mul-
tiplicacion por el divisor dé un resaltado positivo: ahora bien;
segun las reglas de la multiplicacion, para que dos factores
den producto posilivo, preciso es que sus signos sean iguales;
luego en el caso de dividendo positivo el cociente ha de tener
el mismo signo que el divisor. Un andlisis andlogo indica que
para un dividendo negativo el signo del cociente ha de ser con-
trario al del divisor: esto es lo que se ha escrito en el cuadro
antecedente.

50. Si se examina con atencion se deduce esta regla, fi-
cil de retener, que es: Signos iguales en dividendo y divisor
dan cocienle positivo, y signos desiguales, negativo.

51. Ocupémonos ahora de la parte literal y de los coefi-
cientes. Sean los que se quieran los valores que pueda repre-
sentar una letra, ellos no son mas que nimeros: un monomio
es un producto indicado, y el cociente de dos productos in-
dicados se puede hallar dividiendo cada uno de los factores
del dividendo por el factor 6 factores que se quieran del di-
visor; y reuniendo en un solo producto estos cocientes indivi-
duales (si se permite la frase) queda, pues, al arbitrio del
calculador elegir del monomio divisor el factor que le aco-
mode para ir dividiendo cada uno de los del dividendo, con
tal que despues multiplique los cocientes entre si. Asi puedo
dividir el coeficiente del dividendo por el del divisor; si son ni-
meros (como generalmente suelen serlo los de los monomios),
por las reglas de la division aritmética, y si son letras, por
las que ahora diremos.

52. En cuanto & la parte literal no hay simplificacion po-
sible silas letras que tiene el monomio dividendo son diferen-
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tes de las que se encuentran en el divisor. En efecto; Lquére-
duccion cabe en dividir p por ¢, mas que escribir p:q 6 %‘? El

caso, pues, de reduccion, y que hay que estudiar, es el en
que existan letras ignales en el dividendo y divisor. Y como
cada factor del dividendo puede dividirse por el que nos aco-
mode del divisor, pueden elegirse los iguales. Veamos qué
reduccion cabe en esto, y sea, por ejemplo, a®: a’; es claro que
la letra ha de tener en el cociente un exponente tal, que al
multiplicarla por la que sirve de divisor reproduzca el del di-
videndo; pero multiplicar letras ignales en Algebra es sumar
sus exponentes; luego la cuestion se reduce & esta otra: LQué
namero sumado con el exponente 3 da 5? La Arilmética la
resuelve por la operacion de restar, puesto que es la que tie-
ne por objeto hallar el namero que, sumado con olro dado,
produce un tercero conocido. Por tanto, el exponente de la le-
tra en el cocienle esla diferencia entre los dos exponentes del
dividendo y divisor. Asi: a*:a’=a>. .

Claro es que 4 posteriori se verifica que a*X a*=a’.

53. Hemos analizado el caso para cuando el exponente de
la letra en el dividendo es mayor que el que llevaen el di-
visor; ¢y cuando sea igual, por ejemplo, a’:a%? La aplica-
cion de la regla daria a’. ;Qué valor represenia una canlidad
elecada d cero? Para interpretarlo, sise analiza la operacion
cuyo resultado ha de manifestar, se ve que ésta es una divi-
sion en la que el dividendo es igual al divisor,y cualquiera
que sea el valor real que se les atribnya, el cociente de toda
cantidad por si misma es la unidad: asi somos inducidos &
asignar al simbolo @’ el valor 1, 6 sea =1

54. Por uiltimo, si el exponente de la letra en el dividendo
fuese menor que el que tiene en el divisor, por ejemplo, a’:a®,
la aplicacion de la regla llevaria al resullado a—2, el cualal-
gébricamente se conforma con la condicion de cociente, toda
vez que a—245 (si se admile la exlension d los exponentes ne-
galivos de la suma de exponentes para la multiplicacion de
letras iguales) daria a—2+5=a3 . Pero jqué significacion tiene
una cantidad elevada & exponente negativo? Analizando la ope-
racion de donde procede por la aplicacion de laregla de di-
vidir, se ve que cualquiera que sea el valor de a, el dividen-
do a tiene 3 factores a y el divisor a® consta de 5 factores a,
y como, cualquiera que sea su valor, se ha visto en Aritméti-
ca que en dividendo y divisor se pueden suprimir los mismos
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factores sin que la relacion 6 cociente varie, es claro que
a’:a®; suprimiendo en dmbos axaXa 6 a®, queda el cociente
1:a*, equivalente al propuesto: esto nos induce & considerar &
la expresion a-2 como una manera de escribir el cociente

1 5
1:a*, 6 en otra forma —-. En resimen, cuando el exponente de
&

la letra en el dividendo es menor que el que lleva en el divi-
sor, el cocienle queda indicado, si bien puede simplificarse ya
aplicando la regla y poniendo un exponente negativo, ya en for-
ma de quebrado; de modo que toda lelra con exponenle negati-
00 es un cociente indicado, de la unidad, por la misma lelra con
exponente posilivo.

55. Para dividir un monomio por olro dividanse los coefi-
cientes numéricos por las reglas de la Aritmética y réstense los
exponentes de las lelras del divisor de los de sus iguales en el di-
videndo; las de ésle que no estén en aquél, eniran tal como se en-
cuentran, en el cocienle; el signo serd posilivo 6 negativo, sequn
que los del dividendo y divisor sean iguales 6 contrarios.

Se dice que un monomio es DIVISIBLE por olro cuando, apli-
cando la regla anterior, se obliene una tercera expresion con
exponentes posilivos (0 enlera).

56. Para que un monomio sea divisible por olro se necesita
y basta que lo sean sus coeficientes, y que en el dividendo se en-
cuenlren todas las letras de que consta el divisor y elevadas d
una polencia por lo ménos igual.

Nota. Si no se considera que es algébricamente fracciona-
rio el término cuyo coeficiente numérico lo sea, puede omitirse
la condicion de los coeficientes.

Ejemplos de monomios divisibles algéhricamente:

30a'b3c:6a’b*=5ab’c; 14a°b%c*: —Ta’b*c*—= —2
—13ab’ccd?: —21 a** =} ;? b’d?.

51. Silos monomios no son divisibles algébricamente la di--
vision queda indicada, y el tratar de los fraccionarios se verd la

manera de simplificar este cociente.
58. SEGUNDO CASO. Division de un polinomiopor unmonomio,
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Cualesquiera que sean los valores que tomen las letras que
entren enlos términos de un polinomio, éstos serén nimeros,
y el polinomio representard una serie de niimeros que se han
de sumar 6 restar, y por la Aritmética se sabe que el cociente
de estos nimeros, en suma ¢ diferencia indicada, divididos
por un tercero, se encuentra dividiendo cada uno de ellos
por el divisor, y sumando ¢ restando los cocientes parciales,
segun sean sus signos.

59. Conforme con esto, para dividir un polinomio por un
monomio se divide cada término del polinomio por el monomioy
los cocienles parciales se ponen d continuacion unosde olros con
el signo que les corresponda.

60. Un polinomio se dice que es divisible por un monomio
si lo es cada uno de sus lérminos.

Para indicar la division de un polinomio por un monomio
se encierra al polinomio dentro de un paréntesis, y fuera se
deja el monomio.

Ejemplos de polinomios divisibles:

1.0 (30a*b2c—9a"b*c+-6a*b’c’):3a*b*c=10a*—3a-2bc*.

2.0 (15a2b*c4-10a2b’c*—5a°b?):5a*b*= —3c—2¢*+1.

61. Si el polinomiono es divisible por el monomio, su division
queda indicada por dos ‘puntos, ¢ en forma de quebrado, el
cual podré simplificarse.

62. Nota. No se analiza el caso de la division de un mono-
mio por un polinomio porque su division no puede efectuarse
algébricamente; es decir, porque no puede enconfrarse ningun
monomio ni polinomio entero que, multiplicado por el divisor,
dé el dividendo.

63. TERCER CASO. Dividir un polinomio por olro.

Vamos 4 estudiar esta operacion para aquellos casos en que,
dados dos polinomios enteros, se puede encontrar una tercera
expresion (mondmica 6 polinomia) tambien entera, que mullipli-
cada por el divisor reproduzca al dividendo, 6 que le falle para
ello agregarle una, llamada resto, lambien enlera, y que se n-
vestiga.

n este supuesto, como el dividendo proviene de la mul-
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tiplicacion del cociente por el divisor, la ley de los produc-
tos de los polinomios servird para que induzcamos el cocien-
te. Ordenados, ante todo, dividendo, divisor y cocienle, por las
potencias ascendentes 6 descendentes de una misma letra, y
llamando A, B, C.... los términos del primero; a, b, c.... los
del segundo, y m, n, p.... los del tercero, y segun su 6rden de
colocacion, se tendrd por definicion:

A+BA C+....=(a+b+ct...) (mtntp+....), y, segunla

multiplicacion, pr ecisamente A prow iene sin reduccion de ax m;
luego M= — Es decir, que ordenados dividendo y divisor,

el primer término del cociente es igual al primero del dividendo
dwidido por el primero del divisor.

Para invesligar cémo se encuentra el segundo se tiene
presente que en el dividendo A+B-+C+-.... estin sumados y
reducidos todos los productos de los diferentes términos del co-
ciente por todo el divisor, y por tanlo que si se le resla el
producto del primer término m por todo el divisor, el resto,
(lo suponemos ordenado) llaméndole A' +B'+C'-f...., esta-
rd formado de la suma de los productos del divisor por todos los
términos del cociente que siguen al primero; es decir, que se
tendra

A' 1B +C' +....=(@+b+c+...) (nHp+....)

Volvemos en este caso & tener ordenados los factores y el
producto, y por tanto & que sin reduccion, A' provenga de
axn; luego n se encontrard dividiendo A' por a. Es decir,
que para enconlrar el sequndo término del cociente se mullipli-
ca el primero por todo el divisor, su producto se resta del divi-
dendo y se divide el PRIMER TERMINO DEL RESTO (reducido y or-
denado) por- el PRIMERO del divisor.

Un andlisis andlogo haria ver que el tercer término del
cociente se obtiene restando del que hace de dividendo, para
ohtener el segundo, el producto de este término por todo el
divisor, reduciendo y ordenando elresto y dividiendo su pri-
mer término, por el primero del divisor, y asihasta el tllimo.
Este procedimiento se formula en la siguiente regla.

64. Para dividir dos polinomios se ordenan dividendo y di-
visor con respecto d las potencias ascendenles 6 descendentes de
una misma lelra, y se divide el primer lérmino del dividendo
por el primero del divisor y se lendrd el primero del cocienle:

: 19
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este término se multiplica por todo el divisor, su producto se res-
ta del dividendo y se divide el primer término del resto ordena-
do por el primero del divisor y se tendrd el sequndo del cociente;
asi se contintia hasta que el residuo sea cero, 0 que no sea posible
la division en érminos enteros del primer término del uno de
los restos por el primero del divisor.

EJEMPLOS
a*+42ab+b* la+b 8atb+6a’b*—1a%b’4-3ab 4ab—3ab*+b°
—wi—ab  [gpy =806 200 | Topt3ab
ab+b? | 12a°b*—9a2b*+3ab*
—ab—b? _7_—_—12a3b2+9a2b3—3ab‘
0
EJERCICIOS

1.0 (dr’+-4a*—29x +21):(20—3)=22"+4-52—1.

9.0 (122 —T82%y—10xy*+1Tay’+3y"): (6x*—Aay—y*) = 1227
—Hry—3Y°.

3.0 (5a5b365——%2a“b306+5a3b367—HQa'zb“v“—-’la?b%“+28ab20“’):(a'-’bc’

— habe®)=5ab—2a*b*c*—3ab*c*—Tbe’.

(1242 4 (26b—3bc-+18d) a +9b5—150) : (ba—20 +8¢)=2a

+5b—Tc+3d. :

5.0 [8y° + (6a—+6)y* — (13a*—Ta+18)y® + (14a*— Mo’ +24a
—14)y’+ (10a*—25a°4-31a° +7a—5)y—(250°—25a'F-11a°
—}-18a’—-—33a+-10)]:[2y3+(a+2)y’—(a2—3a+5)y+(5a°——8a2
+9a—5)| =4y +(a—1)y—(5a*+3a—2).

65. Si un polinomio ordenado con respecto @ las potencias de
una letra tiene términos con todas las potencias de las letras, des-
de la m.“= hasta la cero, se lama complelo y del grado m.

66. Siun polinomio complelo de la forma entera Agm-Brm—1
4Dam=2,, .4+ Ta+V se divide por el binomio (x—a) el resto es el
mismo polinomio, poniendo a envez dex. Enefecto; sea el cociente
entero Gy el residuo R; se tiene Agm4-Bem—t4. 4 To4V=

°

4.
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C(x—a)-+R. Esta igualdad subsiste, cualquiera que sea el va-
lor de @, pues un miembro es el resultado de las operaciones
hechas en el otro; luego tambien subsistird si se hace z=a.
Pero enténces a—a es cero, y G, que es entero respecto & x, mul-
tiplicado por cero, da cero. En cuanto & R, como el divisor es
de primer grado respecto & =, el residuo es independiente
de x, y por tanto no sufre variacion al poner a en vez dex,y
queda R=Aam4Bam—1+4Dam—2...4Ta+V. ;

Cor.o Si un polinomio ordenado por x se reduce d cero, po-
niendo a en vez de x, es divisible por x—a. En efecto; se acaba
de ver que el resto de su division es el resultado de sustituir
en el polinomio @ en vez de x; si, pues, por esta sustitucion
se reduce & cero, claro es que el resto es cero, y la division,
por tanto, exacta. Asi: dw’+-52*—22r—87 se reduce 4 cero po-
niendo 3 en vez de x; luego es divisible por (x—3). Tambien
la diferencia de dos potencias iguales de dos términos es divi-
sible por la diferencia de sus primeras potencias; es decir, que
(#°—a®) es divisible por (x—a), pues evidentemente poniendo @
en vez de @ se reduce & cero.

2 V. FRACCIONES ALGEBRICAS
™

67. Se llaman fracciones algébricas las divisiones indicadas
de las expresiones lilerales. .

68. Las expresiones algébricas fraccionarias provienen de
los casos de division en que el dividendo no es igual al pro-
ducto del divisor por una expresion entera; entonces el co-
ciente queda indicado.

69. Los nombres de numerador y denominador dados en
la Aritmética 4 las divisiones indicadas se conservan en el Al-
gebra para el mismo caso: asi es, que al dividendo de estas
expresiones se le lama numerador, y al divisor denominador, y
se escriben separandolos con una raya horizontal.

70. Se pueden multiplicar los dos términos de una fraccion
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algébrica por una expresion enlera sin que se altere su valor.
a . s
En efecto; sea i s una fraccion algébrica, y sea ¢ el valor de

su cociente, se tendrd a=Dbc; y si m es una expresion entera,

; 1A . am a
am="bem, 6dividiendo por bmsera W:c: i

71. Para reducir vdrias fracciones algébricas d un comun
denominador se halla el minimo comun multiplo de sus denomi-
nadores, que servird de denominador comun, y se multiplica ca-
da numerador por los faclores que fallan d su denominador
para componer el minimo multiplo.

79. El minimo comun multiplo de varios monomios se con-
sigue hallando el desus coeficientes poniéndole por parte literal
todas las letras diferentes de los monomios, elevadas d su mayor
exponente. Es evidente que la expresion asi determinada goza
de 1a condicion de ser divisible por todos los monomios pro-
puestos, y no hay ninguna més sencilla que goce de esta pro-
piedad, pues la supresion de un solo factor literal de los que
la forman haria que no fuera divisible por el monomio que te-
nia ese factor elevado & mayor exponente.

Asi, el m. ¢. m. de los monomios 44a’b*c, 48a®bct, 36a*b°c?,
18a’b2ct, serd 1584ashec*. i

7. Si los monomios no lienen mingun faclor comun, el
m. ¢. m. es el producto de lodos ellos: asi el m. c. m. de 13a°b,
14e*d®, 1f2g, es 3094a’be'd’fg.

Sy Ay’

74. Esto supuesto, sean las fracciones —-—, ==+, <=
P ? Aatbc® Gabc’ 8abe®

que se quieren reducir 4 un comun denominador.

El minimo comun miltiplo de losdenominadores es 24a*b*c?,
y si cada numerador se multiplica por el cociente de dividir el
minimo multiplo por cada denominador, se tendran trasfor-
madas las fracciones en estas otras:

3w*X 6b 5zy X hac Ty*X 3ab
Ga2be.6b 6ab®.dac’ 8abc*X 3ab’
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18bx 20acxy 20 aby?
hatb?c ° 2Uabc:’  2Uathit
15. Si los denominadores no tuviesen ningun factor comun
se multiplican los dos términos de cada fraccion por el producto
de los denominadores de las demds. Asi,
3a*bx  Aatbx® bk
; Fod%:? OB AR 4
reducidas & comun denominador, dan:
60a*bchkx  112a°bcdx®  245bcd*hk?
140a>cd*hk’ 140a*c*d*hk’ 140a*c2d*hk”
76. Del principio (70) se deriva tambien, que si se dividen
los dos términos de una fraccion por un mismo factor, la frac-
cion no se altera; esto conduce 4 la simplificacion de las frac-

ciones, que se consigue suprimiendo en dmbos lérminos los fac-
tores comunes.

EJEMPLOS
12a°bc® _2¢  187a'béc2xy
18a'b¢ 30> 255akbocat |
17. Para sumar vdrias fracciones de un mismo denominador
se suman los numeradores y al resultado se le pone el deno-
minador comun. St no lienen el mismo denominador se reducen
i un comun denominador, y queda el caso reducido al anterior.
Lo mismo seefectiua para restarlas, cambiando de signo al sus-
traendo. Asi:

bz —b B a=b a
S g R i S TRy T
b2 1 _b"—a-’+b" [ 2 —a*,
= @=  ae=p’
a+b | a—b 3 a-+b ——[i———b—:b;
9 9 9 9

- 3b a2—b*—ab acd—&b“—l’-a2
b +, cd +mbcd bed :
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18. El producto de las fracciones algébricas se halla mul-
tiplicando los numeradores y denominadores enire si.

g a B ¢ JBAEE
Sea multiplicar —b—por L sl —b-—p y E—q, se tendrd a=

bp, c=dg; luego ac=bd.pq, de donde p.qz%, y sustituyendo
g Oh 03500
los valores de p y de ¢, sera —b—x T
179. Para dividir fracciones se multiplica la fraccion divi-

dendo por la divisor invertida.

El cociente de %:% ha de ser tal, que multiplicado por

¢ a ey ad
q ha de dar b y esto indica que es o

EJEMPLOS
(ehe =) oce b Harts

a—x 2) \afo ' b—w) (@—a%) (B*—2*)
§ . x
Td_(aitbomh

e g [(eh+fo)dd

a b\ /a+b  a—b
(_____ ) (_‘_F_*_ __)
efectuando los calculos ab(a?-+b%)

\b0 a/\2 2
ek S Nalard. . .M. eI AL
(F—?) (—E+T) 2(a*-+ab+-b*

80. POTENCIAS DE LOS FRACCIONARIOS. Para elevar una

fraccion & una potencia basta elevar numerador y denominador
d la misma polencia. En efecto;
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B in Blonb b bXbX...b bm
EJEMPLOS
3a2b3):— galbs. (+3a2b3)3— ﬂfm’_g
(_ e | N ade Y o | e

81. FORMA ENTERA DE LAS FRACCIONES ALGEBRICAS; EXPO-
NENTES NEGATIVOS. Las fracciones algébricas pueden escribirse
bajo la forma de expresiones enteras, cambiando de signo al ex-
ponente de los faclores del denominador .

82. En efecto; se sabe que toda expresion 6 faclor con ex-
ponenlie negativo equivale & un quebrado, cuyo numerador es la
unidad y cuyo denominador es la misma expresion 6 factor con
exponente posilivo.

83. De esta equivalencia se deduce que puede pasar un fac-
tor del numerador al denominador, ¥y viceversa, con solo variar

de signo su exponente. La equivalencia BL—i:a~2 justifica el pa-

so del denominador al numerador; y la reciproca, la igualdad

==

4 1 i o
A e la justifica.

a2
84. Las expresiones algébricas de forma entera con expo-
nentes negalivos son, por tanto, fracciones que en esta nueva
forma se pueden calcular por las reglas de las "expresiones
enteras. Un ejemplo bastard para hacer ver el método de jus-
tificacion de las demés operaciones. Sea a—2Xa—3; segun la
regla de las expresiones enteras (32) su_producto serd a—3-2.

(A St
En efecto; a—3=—, y a—2=—_,multiplicando ordenadamente,
a? a*
& | 1
: BN a2 N e L
dird a .><a P X g
Del mismo modo se justificaria cualquier otra operacion:

*

=a—872,
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¢ VI. RAICES DE LAS EXPRESIONES ALGEBRICAS MONOMIAS

85. Sellamaraiz, en general, de un grado cualquiera, de una
expresion algébrica, otra que, elevada d la potencia que indica el
indice, reproduce d la propuesta.

86. Para extraer laraiz deun grado cualquiera dun mono-
mio se extrae la de su coeficiente y se dividen los exponenies de
las letras por el indice; en cuanlo al signo, si el indice es par
levard la raiz el doble signo ==, y si es impar el mismo que el
del monomio. En efecto; del procedimiento para elevar un mo-
nomio & potencia se desprende que si la expresion obtenida se-
gun la regla dada se eleva & la potencia que indica el indice de
la raiz, se reproduce el monomio propuesto. toda vez que ha-
bré que elevar el coeficiente del monomio raiz & una poten-
cia igual d1la raiz que se le extrajo, y que multiplicar los expo-
nentes de sus letras por el mismo numero por el cual se di-
vidieron. En cuanto al doble signo de las raices de grado par,
la razon es evidente, pues el monomio raiz, ya tenga el signo
-+ 6 el —, elevado 4 una potencia par, dard un resultado po-
sitivo. Asi:

SRS 0 3 RSP L IRRR 3 iR RS
/ 36a4b*c ==-6abc?; V%?agbgcezf)"ab%? ;:V/ —343a°b*>=—1Ta%b.

Nora.—Las condiciones necesarias y suficientes para que
un monomio tenga raiz exacta de un grado se deducen de la
regla dada. Segun ella, elcoeficiente haser potencia perfecta del
grado de la raiz, y los exponentes han de ser divisibles por el
indice; ademads, si éstees par, la expresion ha de ser positiva.

87. EXPRESIONES IMAGINARIAS. Se llama expresiones ima-
ginarias dlas raices de grado par de las cantidades negativas.
En efecto; sea, por ejemplo, [/—4; como la raiz elevada al

cuadrado ha de producir en magnitud y signo & la cantidad sub-
radical, y como las potencias pares de los niimeros positivos
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y negativos son positivas, hay una imposibilidad de expresar
V/ —4, porque no se sabe qué signo darle, y de aqui el llamar
d tal raiz y sus andlogas cantidades imaginarias,
Sin embargo, para simplificar los cdlculos en que tales can-
tidades se presentan, se admite que (V:——l)zz—i.

88. Los radicales tmaginarios de sequndo grado pueden sim-
plificarse extrayendo laraiz de la cantidad sub-radical, prescin-
diendo del signo y multiplicandola por |/ —1. Asi:|/ —4=2
{/—1, porque (2 V=1 )=4x—1=—4.

89. CALCULO DE LOS IRRACIONALES MONOMIOS. Se llama can-
tidad irracional d las raices de las expresiones que no la tienen
exacla.

90. Un factor puede salir de un radical (sisu exponente es
divisible por el indice) dividiendo su exponente; y vice-versa,
puede introducirse multiplicando su exponente por el indice. Am-
bas trasformaciones se fundan en quela raiz de un producto
es igual al producto de las raices de los factores. Asi: {/12a%c¢?

=|/3.4a.0%.b.c*=2ac V%’b_.
91. Un radical no se altera multiplicando sw indice por un
nimero y elevando la cantidad sub-radical al mismo nimero. Es

m mn m.n
decir, que |/ a={/ a» . Enefeclo; (Va) = ((n\l/;)m>n pn)

m mn
y extrayendo la raiz mn.*™* de 4mbos miembros, V&“___VZ;.

92. Para reducir varios radicales d indice’ comun se mul-
tiplica cada indice por todos los demds, y se eleva cada sub-ra-
dical d la polencia que indica el nimero por el cual se mullipli-
ca su indice.

93. Si los indices no son primos entre si dard un resullado
mds sencillo el empleo del minimo comun mulliplo de ellos como
indice comun, elevando cada sub-radical al cocienle de éste por
su indice. :

20
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3
Asi: |/ 2ab, |/ 30, reducidos dindice comun, dan /8,
4 6 3

6

|/ 00", Tambien |/ ab’, \/ b, |/ ab, como 4, 6y 3, su
et e e

m. ¢. m., es 12, dan |/ a0, |/b'%, V a'vt.

94. Se llaman cantidades irracionales semejantes las que tie-
nen la parte racional semejante y lu irvacional idénlica. Para
reducir las semejantes se siguen las mismas reglas que en lasra-
cionales. :

95. Lasuma yresta de radicales se hace como el de las ex-
presiones racionales, pues sé sabe que éslas no son operacio-
nes, sino indicaciones delo que se ha de ejecutar: s6lo cabe,
en los llamados resultados, 1a simplificacion que ocurra por la
reduccion de los términos semejantes.

96. Para multiplicar radicales del mismo indice se mulli-
plican los sub-radicales, afectando al producto del indice comun.
Si no lo tienen se reducen @ uno comun.

m et m St m e ke m n (sl ch
Ast: {/a. /b =|/ab. Tambien |/ a X Y b= V.
mn____ mn B
V bm = V an b,
97. Para dividir radicales de indice comun se dividen los
sub-radicales y se afecla el cociente del mismo indice; sino lotie-
nen se reducen d indice comun.

mn
Tt I

m
m m n o
at Varvi=l/ Lvevi=V &
98. Para elevar un radical d una potencia se eleva la can-
tidad sub-radical.

m i m Zliey m 1 ook m S
En efecto; sea (}/a )" = |/ a % V.=l a.
99. Para exiraer una raiz de un radical se maulliplica el
indice de la raiz por el del radical.
n

mn

—_—— mn
En efecto; V l\n/a-_—_l/'[{; pues (Va‘)n=f;7; :
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La justificacion de las reglas dadas desde el nimero 92 al
99 se funda en la propiedad demostrada, namero 91, y en la
definicion de raiz; de donde se sigue que las igualdades esta-
blecidas son verdaderas.

100. EXPONENTES FRACCIONARIOS O DIFERENTE FORMA DE RA-
DICALES. Puesto que para extraer la raiz de un factor debe di-
vidirse su exponente por el indice, es claro que son expre-

X m n
siones equivalentes {/an y am. Estos exponentes fracciona-

rios indican, por tanto, una extraccion de raiz, y la expresion
sera irracional, si m no es divisor de n.

101. Los irracionales, bajo esta forma, pueden calcularse
por las reglas de las expresiones enteras. Sea, por ejemplo,

n P n P Dng{mp
am™ X a9; el producto serd ¢ = I=qg ™M1
n m P

En efecto; am=}/an y aE:[/aT; multiplicando se tiene

n TR mq mq ng-+mp
amxqa="Van - Vap =Vgna VamP-—\/ anatmp =g mq

El mismo método se emplearia para justificar las reglas de
dividir, elevar 4 polencias y otra cualquiera.

EJERCITIOS

QV l/ﬁo—l/15+l/ 3s € hallard —l—?(L

V45c“—l/800‘+l/ 5a’c y (a—=c) V5c
PTG 1

i /%

1
tyizs
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CAPITULO III

Ecuaciones de primer grado, con una 6 varias
incégnitas.

PRELIMINARES

102. Las expresiones unidas por medio del signo igual to-
man los nombres de identidad, igualdad 6 ecuacion.

Lldmase identidad si un miembro es la repeticion del otro.
Asi: 6=6 34+x=3+x son identidades. Lidmanse igualdad si
un miembro es el resullado de las operaciones indicadas en el
otro. Asi: 84+4—3=9 3r4+2r—T+1-=5x—>b son igualdades.

Se llama ecuacion la igualdad establecida entre los dalos é
incognitas de una cuestion, conforme con el enunciado de ésta.

103. Grado de una ecuacion es el mayor exponente de la in-
cognita; y si hay mds de una, la suma de los exponenles en el
lérmino en que sea mayor.

104. Se dice que se ha despejado una incégnita cuando esld
sola en un miembro con el signo positiro y tiene por coeficiente
y exponente la unidad, y en el olro no hay mds que canlidades
conocidas. El valor que asi se obliene para la incégnila se lla-
ma solucion 6 raiz de la ecuacion.

105. Se dice que unnimero salisface una ecuacion cuando,
puesto en lugar de la incgnila, hace idénticos dmbos miembros.

106. Las ecuaciones se llaman lambien algébricas 6 numé-
ricas, sequn que los datos estén representados por lelras 6 por
numeros. Las letras x, y, 2, v, etc., se suelen emplear para
represenlar las incognilas, y las primeras del alfabeto, a, b,
¢, etc., para los datos en las algébricas.

2 1. ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA SOLA INCOGNITA

107. Las ecuaciones de primer grado que no sean tdenlida-
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des no pueden tener mds que una rafz, pues la forma de una
incégnita de una ecuacion de primer grado ya despejada es

& en la que A y B son nameros, y el cociente de dos

=
nimeros no admite mds que un valor; pero esta tultima for-
ma de la ecuacion es una trasformada de la propuesta, lue-
go ésta no puede ser satisfecha mds que por un solo namero.
No se refiere este razonamiento en el caso de identidad, pues
enténces, como se verd, los valoresde A y B se convierlen en
cero y dejan de ser numeros.

108. Se dice que una ecuacion no se allera por las cuatro
operaciones igquales que con dmbos miembros se ejeculen si la
nueva ecuacion tiene las mismas soluciones que la primitiva. Con-
secuencia de estoes, que si sesuman 6 restan cantidades igua-
les cunlesquiera d los dos miembros de una ecunacion, ésla no se
altera, pues aunque los sumandos sean dependientes de la in-
c6gnita, su grado no se altera, y el mismo niimero que la sa-
tisfaga dntes la satisfard despues. Tambien pueden mullipli-
carse 6 dividirse por factores independientes de sw incognila,
porque esto se reduce & las operaciones antecedentes. Pero
se allerard su grado, y por tanto el namero de sussoluciones
(como se verd), silos fuclores son dependientes de la incognita;
y, en su consecuencia, si se elevan dmbos miembros d polencia
6 se les extrae una raiz.

109. En las ecuaciones de primer grado con una sola in-
cégnila las trasformaciones que en general hay que hacer para
despejar ésta, son: Primera, quitar los denominadores; segunda,
efectuar lasmultiplicaciones indicadas por los parénlesis; tercera,
hacer la trasposicion; cuarta, hacer la reduccion, y quinla, des-
pejar la incognila.

1.2 Para quitar los denominadores se mulliplica cada nu-
merador por el producto de los denominadores de los demds que~
brados, y los términos enteros por el producto de todos los deno-
minadores. En efeclo; esto es redncir todos los términos 4 un
comun denominador 'y suprimirlo, que significa tanto como
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multiplicar toda la ecuacion por un mismo nimero. Si los de-
nominadores lienen factores comunes, se emplea con ventaja
el minimo comun maltiplo de ellos como denominador co-
mun, (72).

-1

fis Qui-
tando denominadores, abfr—{fc=>b(d—x). Ecuacion numérica:
27(x—2)
T+ R el
(x—2)=36.

2.2 Efectuando las operaciones indicadas, se liene respec-
tivamente: abfr—fe=>bd—bx,y en la numérica 4r+2Tr—
54=36.

3.a La trasposicion consiste en poner en un miembro los tér-
minos que tienen incognita y en el otro los que no la liencn: para
pasar un término de un miembro d otro, se suprime donde estd
y se pone en el olro con signo contrario. En efecto; si en la
ecuacion algébrica anterior se quiere pasar el término —bx del
segundo miembro al primero, bastard sumar +bx & dmbos
miembros, con lo cual desaparecerd del segundo y aparecera
en el primero con el signo . El lérmino — fese pasard al otro
miembro, sumando 4 los dos -fc. Asi las ecuaciones ante-
riores tomaran la forma abfr—bx=bd+fe y 4x+2T2=36+54.

4.a La reduccion es la reunion en uno solo de los términos
semejantes en las numéricas, y en las algébricas es sacar la in-
cognita de factor comun de los términos que mulliplique. Asi
dirdn: x abf+b)=>bd—+fc; 31x=90.

5.2 Para despejar la incégnita se divide el miembro conocido
por el coeficiente de la incgnita: de este modo le queda por
coeficiente la unidad, y la ecuacion no se altera (108); ademds,
se procura por una conveniente trasposicion que el signo de la
incognita sea positivo. En las ecuaciones del ejemplo se ten-
dré respecti\"amente: x:—b—di& y ng(l)

abf+b

EsempLos. Ecuacion algébrica: L=

=9. Quitando denominadores dard: 4x+427
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EJEMPLOS NUMERICOS

i b 3
134———2‘—-2.’1?—8 Z‘.T—g

2:v+7+ix=6r—“23. v =

378 99
—G——F 2 6 3 e 10x+19+ ..... T -—423 953 "
3n 3£
z z z
§+f3——i&z~7x—712+3~ =116 .
3,252—5,001—2=0,24+0,34....2=2,010426...
ALGEBRICOS
ar L : h+g)_b_d[w
i et f R i R
5ab § 4no ?Zw duc %ab—6 A (Tab—3c)a
&8 % ‘+ Herabi el
o 7a 51: i by (39b—14a)a
e e T )

“ia ab T 6b T 91ab —0p 112
r—1 3an +6:L"+2 6x"+2+x“
0PTSRS e
Esta ecuacion se reduce & una de primer grado dividién-
dola toda por an y lrasponiendo, con lo cual desaparecen los

s 3 1
términos en 2* y resulla x:——m.
9abe ~ a’h? (2a+b)ba* 6x _ab
a_—{b @IF a-{”W St +7“—~....x~ a——l;
6z (3bet-ad)z  Sab 5a(9b— ) (3bc—ad)z
%—a  2abla+b) ~ 3c—d -0 2abla—b) "
5a(°.2b—a)
T iSe=d

110. Se llama verificar una raiz poner su valor en la ecua-
cion y ver si la satisface.
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¢ II. RESOLUCION DE PROBLEMAS

111. La resolucion de todo problema que depende de ecua-
ciones tiene tres partes: primera, su planteo; segunda, su re-
solucion ; tercera, su discusion.

Se llama planteo la traduccion al lenguaje algébrico, 6 sea
la expresion escrita por medio de los simbolos literales y nu-
méricos y de los signos de las operaciones del enunciado de
un problema.

112. Para plantear los problemas no hay reglas generales
y delerminadas como para suresolucion. El atento estudio del
enunciado; el indicar las incégnitas por las letras v, ¥, 2, &,
ttimas del alfabeto, y efectuar con ellas todas las operacio-
nes que en el enunciado se indican, eslableciendo aquellas
igualdades que se tendrian si su valor fuese conocido y se tra-
tase de ver si satisfacian a las condiciones dadas, son otros
tantos consejos que nada fijo encierran. La prictica es la que
més ensefia & plantear los problemas matemiticos.

: 5 ; i
PrROBLEMAS. 1.0 Diofanto, matemdlico griego, paso - de su

! e ; i
vida en lg nifiez BT en la adolescencia; casado y sin hijos paso

1
de su padre y al cual sobrevivié Diofanto 4 afios. ¢Cudl fué la

edad de Diofanto? Si se llama J;laincéﬂnita es claro que, segun
las condiciones de la cuestion, se tiene - + + ~+~5—+—~+

4=z, de donde x=84.
2.0 ¢Qué numero dividido suceswameme pm ayb, dan sus

cocientes de diferencia d? Sea x: se liene E——--—d de don-

b
abd

der— ring

1 ; % ; % i ;
— de su vida y 5 afios mds; tuvo un hijo que vivid 5 de la edad
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3.0 Repartir 2500 pesetas entre dos personas, de modo que
la primera tenga 4 veces mds que la sequnda.

Ecuacion planteada: si se llama x la parte menor se tiene
&+4=2500.

4.0 Queriendo dos personas comprar un caballo, ven que el
uno solo puede pagar la quinta parte de su precio, y el otro la
sétima; y reuniendo lus dos partes, les faltan todavia 276 peselas
parareunir el precio del caballo. 4Cudnto era esle precio? Si se

llama @, la ecuacion es %-{—%4—276:90.

5.0 Dividir 46 en dos partes tales, que la suma de los cocien-

tes respeclivos de ellas por Ty por 3sea igual d 10. Si se lla-
: r 46—

ma x & una de las partes, la ecuacion serd —7—+——3~—=1O.

6.0 Uno ha recorrido viajando, embarcado, d caballo y d pié,
3040 leguas. Por mar han sido tres vecesy media las que recor-
ri0 d caballo, y d pié dos veces un lercio las que recorrié por
mar. Se pregunla cudnlas recorrié embarcado, cudnlas d caballo
Y cudnlas dpié. Llamando « las que recorrio 4 caballo, la ecua-

; 1 1 1

cion es -} 3 9 .1:—}-25 4 3442-00: 3040.

1.0 Diridir el numero a en lres parles tales, que la primera
sea d la sequndu como m d n, y la sequnda d la lercera como p

d q. Llamando . 4 la parte primera, se tiene w—}——n—. ac—}——l—]n—.
Tr=a. m om
8.0 Un tonel que contiene 2500 lilros de vino tiene tres gri-
fos: el primero lo vacia en dos horas, el sequndo en tresy el
tercero en cualro. Se prequnia en cudnlo tiempo quedaria vacio
8i se abriesen los tres d un tiempo.
2500z

2

-+

. Llamandéo x & las horas que tardaria, se tendra
00z 500z ORI
——3—+~—4--—2500 0 —2——}—3—{—7“1 :

9.0 Un esltanque tiene tres cafios y el primero lo llenaria

1 1 §
en 13 horas; el sequndo en 3§, y el terceroen 5. Se pregun-
la en cudntas horas lo llenarian corriendo los tres d la par. Sean
3¢ . 3r

« estas horas: se tendrd —4«-‘—-10—-}-3—1.

10.0 Un estanque se llena por tres cafios: el primero sélo tar-
21
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daria a horas, el sequndo b y el tercero c..Se pregunia en cudn-
tas horas lo llenarian los tres. Llamando @ estas horas se tiene

X A T
Pl 5 e

2 1II.  ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON VARIAS INCOGNITAS

113. PRELIMINARES. METODOS DE ELIMINACION. Cuando un
problema contiene més de una incégnita, pueden ocurrir tres
casos: primero, que el ntmero de ecuaciones sea igual al de in-
cdgnitas; segundo, que sea menor ; Lercero, que sea mayor.

114. En todos los casos, el niumero de ecuaciones que origi-
nan se llama SISTEMA.

115. Dos 6 mds ecuaciones de un sistema se llaman COMPA-
TIBLES cuando pueden ser salisfechas por unos mismos valores
para sus incognilas, y se llaman DISTINTAS dos ecuaciones que
no procedan la una de la otra; es decir, que ninguna operacion
que se haga con los dos miembros de la una, dé por resullado
la otra. :

116. Cuando un problema da origen d un nimero de ecua-
ciones compalibles y distinlas, igual que de incégnitas, se llama
DETERMINADO.

Si el namero de ecuaciones es menor que el de incégnitas
se dice INDETERMINADO, Y si es mayor, MAS QUE DETERMINADO;
en todos estos casos, para resolver las ecuaciones hay que re-
currir 4 la eliminacion.

117. Eliminar una incégnita entre dos ecuaciones es DEDU-
CIR de ellas, sin alterar el valor de las demds incdgnilas, olra
ecuacion que no la conlenga. Para ello se conocen, enlre olros,
los métodos de igualacion, sustitucion y reduccion.

118. Para aplicar estos métodos se suponen quitados los
denominadores en las ecuaciones, efectuadas las operaciones,
hechas la trasposiciones y reducciones. Ademas, para despejar
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una incégnita cualquiera se consideran las otras como si fuesen
datos.

119. 1.c METODO DE IGUALACION. Consiste en despejar la in-
cognita que se quiere eliminar en dmbas ecuaciones é iqualar sus
valores.

Seanlas dos ecuaciones ax-+by=Fk(1.2) ya’z+b’y=k' (2.2);

E'—b'

despejando xenlas dos, se tendra, x= k—-;by, r= ; de

donde si el sistema es compalible, como el valor de z ha de
: k—b k'—b' .

ser el mismo, se tendra 2 Vo = y (3), ecuacion en la

que ha quedado eliminada la x.

120. Falta s6lo hacer ver la compatibilidad de esta ecuacion
resultante con las del sistema; 6, 1o que es lo mismo, que el sis-
tema dado, ar+by=k (1.2), a'x+b'y=k' (2 4) tiene las mis-
mas soluciones que el formado con una de sus ecuaciones, y la
resullante y reciprocamente, 4 lo cual se llama ser equivalentes.

En efecto; sea z=« y=6 el par de valores que satisfacen 4

la(1.2) y (2.#), tambien satisfardn «= k;be ya=k ;,b 6, sus
trasformadas, y es evidente que k;bgzk—;b—e (3), por ser

iguales al mismo valor «; pero esla es la ecuacion (3), susli-
tuyendo € por y; luego el sistema azx+by==k (1) y sa: #9
E'—b'y : a

S se satisface por x=« é y=6. Reciprocamente, sea r=a

6 y=6 un par de valores que satisface al sistema (1) y (3), digo
que tambien satisface al (1) y (2): en efeclo; si en (1) se susti-
luyen estos valores se tiene aa—b6=Fk, de donde k_;bg
" k_ g A
Por otra parte, sustiluyendo en (3) se tiene ——ai——-k a,b 6,
k'—b'e

av 3

=«

como el primer miembro es igual 4 «, se tiene a=

de donde a'«+b'6=Fk', quees la ecuacion(2). Se ve, pues, que
los valores x=« é y=8, que satistacen 4 (1) y (3), tambien sa-
tisfacen 4 (1) y (2). Queda, pues, demostrado que 4mbos siste-
mas son equivalentes.
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121. 2.0 METODO DE SUSTITUCION. Consiste en despejar la
incdgnita en una ecuacion y suslituir sw valor en la olra. Asi,
en la ecuacion (1) y (2), para eliminar lay por este mélodo, se

tiene en (1), y=k_;ax.... (3), y sustituyendo en (2), 6’ x+b'
k—ax .,
s TR

122. El sistema (1) y (2) se salisface por r=« é y=6; la
ecuacion (3) tambien se satisfard, por ser una trasformada de
la (1); con esto, hacer r=e €s lo mismo que converlir &

k—ax : e
i en 6; luego si en la ecuacion (4) se pone x=« se con-

vierte en a'«+b'6=Ek", que es 12 (2), que se satisface. segun
la hipétesis, por estos valores; luego z=« 6 y=6 satisfacen &
(3) y (4). Reciprocamente, si r=« é y—=6 satisfacen 4 (3) y (4)
tambien lo hacen con (1) y (2). En efecto; satisfaciendo 4 (3),
6 sea 6=k~fb—af, se tiene su trasformada az-+tbé==Fk, que es
la (1) satisfecha por estos valores. Por otra parte, hacer z=«a
é y=6 en (3) convierte al valor —_b"—“ en 6y es lo mismo que

-

A —6 en (4), lo cual da a'«+b'€=Ek’, que
es la (2) satisfecha por z=« é y=6; luego dmbos sistemas son
equivalentes.

123. 3.0 METODO DE REDUCCION, DE SUMA Y RESTA 6 DE COE-
FICIENTES 1GUALES. Consiste en igualar los coeficientes de la in-
cognita que se va d eliminar y sumar las ecuaciones si eslos coefi-
cienles lienen signos contrarios, y restarlas si lienen el mismo
signo.

124. Para igualar los coeficientes de la incégnita basta mul-
tiplicar cada ecuacion por el coeficienle que licne la tncdgnila en
la otra. :

1925. Si los coeficientes de 1a incégnita no son primos entre
si se halla su minimo comun maltiplo y cada ecuacion se mulli-
plica por el cociente de dividir el minimo por el coeficiente que
en ella tiene la incognita. En las ecuaciones (1, y (2; para eli-

hacer x=a y .
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minar y se igualardn los coeficientes, para lo cnal se multi-
plicala(1) por b' yla(2) porb, yresultard ab'z+bb'y=kb' (3),
ba' x-+bb'y=-bk' (4). Restando (3) y(4) se tendrd ab'x—ba'x
=kb'—bk' (5). ‘

126. Para hacer ver con mis claridad la equivalencia del
sistema (1) y (2) al (1) y (5) se observa que si se lrasponen to-
dos los Lérminos al primer miembro, el segundo serd cero, y
con esto las ecuaciones (1) y (2) tendrin la forma de A=0,
A'=0,enlas que A yA' representan en general un polinomio
que puede estar compuesto de lérminos con 2y con y é in-
dependientes. La ecunacion (5) proviene de haber multiplicado
la primera por b' y la segunda por b y haber restado; luego
tiene la forma Ab'—A'b=0; se trala de demoslrar la equi-
valencia dej,;gt 1)y jb'(-)—A 'h=0 Z (2). Siz=aé y="=6 satis-
facen al sistema (1), es porque anulan & A y 4" ;1uego Ab'=0
y A'b=0, yportanto Ab' —A'b=0;es decir, que r=a é y=86
~ satisfacen al sislema (2). Reciprocamente, si r=a« é y=6 sa-
tisfacen al sistema (2), como anula & A4, no puede satisfacerse
la olra ecuacion sin qué’ A'b sea cero, pues queda —A' =0,
y como b no es cero, por cer el coeficiente de y (y si fuera
cero no tendria la ecuacion (1) dos incégnitas ni habria ne-
cesidad de eliminar), precisamente para que el sistema (2) se
salisfaga por x=« 6 y=6 A' se anula; luego A=0y A'=0,
que es el sistema (1); luego son equivalentes.

127. NoTA. De estos métodos, los mas empleados en la
préctica son el de sustitucion, cuando la incégnita tiene por
coeficienle la nnidad, pues enténces su valor es entero; y el de
reduccion en los demas casos, por la sencillezde la ecuacion
resullante.

128. Resolucion de un sistema delerminado. Sabiendo eli-
minar una incdégnita entre dos ecuaciones, es ficil resolver
un sistema de igual nimero de ecnaciones que de incdgnitas.
En efecto; <i el sistema consta de p ecuaciones y p incégnitas,
eliminando una entre la primera y todas las demds, se tendrd
un nuevo sistema de (p—1) ecuaciones con (p—1) incégnitas,
(ue, juntas con una de las de p, dan un sistema equivalente al
propuesto; despues, eliminando otra incdgnita entre las (p—1)
ecuaciones obtenidas, resultard un sistema de (p—2) ecuacio-
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nes con (p—2) incégnitas, que junto con una de las de (p—1)
y con una de las de p, da un sistema equivalente al propuesto.
Siguiendo asi se llegard & formar un sistema final, que cons-
tard de p ecuaciones, tales, que la primera tiene p incdgnitas,
la segunda (p—1), la tercera (p—2), y asi sucesivamente has-
ta la p%=* | que tendrd (p—(p—1)) incognitas, 6 sea 1. Des-
pejando esta incdégnita en esta ecuacion, y sustituyendo su va-
lor en la anterior, se hallard el de otra, y de sustitucion en
sustitucion el de todas las demds.

La demostracion de la equivalencia del sistema formado
con una de las p ecuaciones y las (p—1), resultado de elimi-
nar una incdgnita entre ellas, pnede servir de ejercicio; em-
pezando por demostrarlo en un sistema algébrico de tres ecna-
ciones con (res incégnilas, y empleando el método de reduc-
cion, pasando todos los términos al primer miembro.

129, Apllcando este mélodo 4 las tres ecuaciones T2y
63=47.... (1.2); 22+2y+32=32.... (2.%); brx—6y+423=15...
(3.2), se tendré despues de reducir (eliminando x entre la
(1.2) y las otras dos por sustitucion); el smema 2y+92=062
(4), 8y+132=110 (5), que junto con la (1.2), z+2y+62=417,
forma el equivalente al propuesto. Ellmmando y por reduccion
entre (4) y (5) se tiene 232=138.... (6), cuya ecuacion, junta
con una de las dos (4) 6 (5), y con Ta (1.2), dan el sislema L
2y+6z2=47.... (1), 2y+92=62.... (4), 232=138.... (6), equi-
valente al de las propuestas (1), (2) y (3). Para despejar estas
incognitasen este iltimo sistema (1), (4)y (6), se tiene en (6) z=
138
23
62, de donde y=4; sustituyendo en (1) los valores de z¢é y,
se tendra x1+2.4+6.6=47, de donde z=3.

De andloga manera se resolveria cualquier otro sistema
determinado.

130. NOTAS SOBRE LA RESOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUA-
CIONES CON IGUAL NUMERO DE INCOGNITAS Y EJERCICIOS.

1.2 Guando los coeficientes de las incégnitas son nimeros
muy grandes, es mas venlajoso resolver el sistema por el mé-
todo de sustitucion.

EJEMPLO.—Sea el sistema

- 1,23450+4-1,3579y+ 8,642z —9,765744=0.... (1.2)
71,4475 5,225y —6,3362 —O0, ,611327=0.... (2.2

——=~0; sustituyendo este valor de z en (4), serd 2y-+9.6==
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1,5380x-14,4444y—5,67892-+1,20011==0.... (3.%).
Despejando z en la primera, se tiene
_ 1,23450+4-1,3579y—9,765744
Ll 8,642
cuyo valor, sustituido en la 2.2 y 3.3, da
12,118772-+453,75810y —67,15884=0,
20,302002+46,11988y —45,08733=0.
Despejando y en la segunda de este sistema, se tiene
_ 20,3022-45,08133 (5.9)
25 o i A VOREL o, o AR
y sustituyendo este valor en la primera, 3328,8772—1091,397x

673,549
+2423,809—3097,358=0, de donde z= 2937480 0,301030.

Para hallar el valor de y se sustituye el valor de z en (5.)
y da y=0,28450980.

Por dltimo, para determinar el de z se sustituyen estos va-
lores de x é y en (4.2) y se tendrd z=0,9542425.

2. Si en el sistema de ecuaciones propuesto hay muchas
incégnitas que no entran en todas las ecuaciones, debe empe-
zarse por eliminar las que entren en menor namero de ecua-
ciones; pues con eso se pasa al sislema siguiente, que no con-
liene alguna de esas incégnitas, con mucha mayor facilidad,
toda vez que ya estin dadas algunas ecuaciones de ese siste-
ma, que son las ecuaciones del primitivo en que no enlran
estas incdgnitas.

EseMpPLO. Sea el sistema T2+2z+4-3u=29....(1.2), 4y—
2z+t=11....(2.%), 0Y—3r—2u=8....(3.2), 4y—3u+2t=8....
(4.%), 3z4+8u=33....(5.2). '

Como la x no entra mds que en dos ecuaciones (1.2) y (3.2),
elimindndola entre éstas se pasa desde luégo del sistema pro-
puesto & otro formado con la (1.2), y el resultado de la eli-
minacion de zentre (1.2) y (3.2) y las 2 restantes que da 35y
62 —5u=143; dy—2z1=11; dy—3u=2+49; 32+ 8u=33.

Ahora, en el sistema que forman las que siguen 4 la (1.9),
como la ¢ no enlra mas que en (3.2) y (4.%), se elimina y se
tendra 35y+62—5u=143; dy—4z+3u=13; 324 8u=33 ‘

En este sistema de las tres ultimas, eliminando la y enire
las dos primeras, resulla el siguiente: 1642 —125u=117; 3z
+8u=33. :

i Gl
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En las dos tltimas, determinados el valor de z y u, susti-
tuyendo en la anterior se tiene el de y; sustituyendo en la
anterior se encuentra el de ¢; y, por ullimo, sustituyendo en
Ja primera el de x.

1El valor de las incognitas es el siguiente: =2, y=4,2=3,
=1, u=3:

3.2 Algunas veces se proponen sistemas tales que, por la
simetria con que entran las incégnitas en las ecuaciones, 6 por
ciertas relaciones especiales que entre ellas se-expresan, dan
lugar 4 métodos més expeditos que los explicados; pero ni de
las condiciones para que esto suceda, ni del particular método
de cada caso, puede darse una regla general, por lo que hay
que limitarse & poner algunos ejemplos:

1.0 Siel sistema fuese z+y+z+t=a.... (1), y+z4t+v=
i_ 2), z—ggg-i-v—}-w:c.... @), t+vtzty=d.... (4), v+x+y

I=0.3.10).

Se ve que si se suman las 5 ecuaciones miembro 4 miem-
bro, en el primero entra cada incognita cuatlro veces por su-
mando, y por lanto que si & la suma (a+b-+c+d-+e) se llama
s, la ecuacion suma se podra escribir dz+y+zt+ttv)=s, de

donde x+y+z+t+v=—i—.Determinada asilasuma delascinco

incégnitas, como cada ecuacion da la suma de cuatro de ellas,
es muy fécil hallar el valor de la quinta. Asila primera ecua-
cion da la suma de (z-+y+2+1) que es a; luego para la quin-

y : . s
ta incégnila se tiene v=-—0a; andlogamente, paralas otras

s s s s
se tendrd 1=——1b;y=——¢; F=-—d;l=—F—¢.

4 4 4 4
2.0 Sea el sistema%=%=~:—=% (1.2); mz+ny—+pz+

qu=Fk (2).
Si se multiplican sucesivamente los términos de la pri-

mera relacion %" por m; los de la 2.* por n; los de la 3.2 por

p, y los de la 4.2 porg, se tendré
e gengd bo oMz AW PR L YU

g g TR TN PR AR
6 sea (Arit.» nam. 310.) :
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g gt s m+ny+p2+qv

a b ¢ d matnbtpetgd :
pero como el numerador de la nltima relacion es igual & k,
se tendra

S 9 SR k ;
o b ¢ d matndbtpetgd’
de donde
) ak e bk :
~ matnb+petgd’ g ma+nb+pc+qd !
ck
"= matnbtpotad’” ma+nb+pr+qd '
EJERCICIOS
182.1;— Ty—5 z=11 =12
2 = gk
L =t goLuciones y'%_
3%z+ 2 y+i}x:80 P
,1 L——‘ ljx~—__—2____
Ty LS
14—1— b SOLUCIONES PRLNL L
g4 -
1—4——1 =¢ z—————2
il Pk “T b4c—a
3+ 6y—25+9u=6 =2
g4y— 5x-+52—6u=>5 \y:%-
32897 2p48y—3u—3 SOLUCIONES| 5
( Ju+-10y+3z —4x=9 u_—_-%_
\

Si 4 la suma delas 6 incognitas
se llama s, se tendra

5 S s
e ok & =g = —
1?/} u_ji—-v— s fv 55' 4
o B el om0 T
4. ac+y+u+t+v — SOLUCIONES) y = e, t== b
x+z4ut-t+4v=e . 5
y+z+u+t+v ==f z.——:—g_d, v::-5——a

22
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¢ IV. RESOLUCION DE PROBLEMAS QUE TIENEN MAS DE UNA
INCOGNITA

1.0 Buscar dos nimeros tales, que su suma sea 570 y que la
mitad, mds la octava, mds la duodécima parte del primero sea
igual d la tercera, mds la sexta, mds la novena del sequndo. Las
ecuaciones son, llamando z al primero é y al segundo, las si-
guientes: x+y=570; fvﬁ{-—x«—{-ﬁ:y—}—y——}»y-; de donde z==

s A2 3T E
264; y=306.

2.2 Dadala suma S de dos niomeros, y su diferencia D, hallar
estos nivmeros. Sea x el mayor ¢ y el menor. Las ecuaciones del
problema son &+y=S; r—y—=D;de donde x= S—;j; y:~S2—d.

Nora.— Como este problema es de uso frecuente para abre-
viar los cdlculos, conviene conservar en la memoria las f6r—
malas de 2 é y, cuya traduccion es: dada la suma y la diferen-
cia de dos niimeros, el mayor es ignal 4 la mitad de la suma,
més la mitad de la diferencia, y el menor 4 la mitad de la su-
ma, ménos la mitad de la diferencia.

3.0 Un banquero toma prestados 32000 reales d cierto tanto
por ciento para prestar 92000 ¢ uno mayor y ganar en esta ope-
racion 3160 reales; olro ha tomado prestados al mismo tanto que
en la primera 37000 para prestar 70000 reales como dntes Y gana
esta sequnda vez 1835 reales. Se pregunta 4 qué tanto tomé
prestado y 4 qué Lanto prestd.

PLANTEO. Llamando x el tanto & que tomo 6 y al que pres-
t6, las ecuaciones ya reducidas son:

92y =322+316ja=4 .
440y=74x+367§y i1
4.0 Por 16 pesetas y 45 céntimos se han comprado 8 kilos de
cierta especie y 19 de otra;y por 23 peselas y 80 cénlimos se com-
pran 20 kilos de la primera y 16 de la segunda. (A cémo sale el
kilo de cada especie?
PLANTEO. Llamando x el precio del kilo de la primera é y
el de la segunda, se tiene:
8m—|-19y:16,45§x=0, 751
202+-16y=23,801y=0,55.
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5.0 Un sugeto tiene dos caballos y dos monturas, que una vale
200 peselas y la otra 8: si la mejor la pone al primer caballo
y la peor al sequndo pide por éste 32 peselas ménos que por el

primero; si cambia las monturas pide por elsequndo 3% el pre-

cio del primero. Se pregunta cuénto pedia por cada caballo.
PLANTEO. Llamando z el precio del primero éy el del se-
gando, se liene:
14200 =y+8+32 =120,
esetas.
3% (24 8)=y+ 200 (y =280y
6.0 Dos loneles lienen uno-mds que olro: se pasa del primeré
al segundo tanto como en ¢l habia; despues del segundo al pri-
mero tanto como en 6l quedd; por wllimo, olra vez del primero
al sequndo tanto como en éste habia quedado. Despues de eslas
tres operaciones hay en cada tonel 16 hectolitros de vino y se
pregunta cudntos hectolitros tenfa el primero y cudntos el se-
gundo 4ntes de hacer las operaciones.
PLANTEO. Llamando x é y & los hectélitros que contenian
respectivamente los dos toneles, se tiene:
3x—5y=16)r=22 §
6 y—20= 16§y ___102 hectolitros.
7.0 Tres nimeros son lales, que si del primero se restan &
unidades y se aiiaden al segundo, la relacion del resto d la suma

es %; y st del sequndo se quitan 10 y se aiiaden al lercero, la re-

lacion del resto G la suma es como 0,3. Por wltimo, si al prime-
ro se quilan 5 y se_afaden al tercero, el resto y la suma estdn

en la relacion de e (Cudles son estos nimeros?

PLANTEO. Llamando x al primero, y al segundo y z al ter-
cero, se tiene:

x=20.
g o RGPS e 3 {y.—:‘)S

g4 2°z+10 77 z45 M BB
8.0 Un estanque tiene res cafios: el primero y sequndo, cor-
riendo d la vez, lo llenan en 70 minulos; el primero y lercero
en 84, y el sequndo y lercero en 140. Se pregunta: primero,
cudnto tardaria cada caiio en llenar el estanque corriendo solo;
segundo, cudnlo tardarian los tres juntos., - - :
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PLANTEO. Llamando z, y, z el liempo necesario para que
cada cario llenara solo el estanque, se tiene por ecuacion:
e 00, R T 908 W e e o
Tty e e Tyt e =0

¢ V. SISTEMAS INDETERMINADO Y MAS QUE DETERMINADO

131. Se llama sistema indeterminado aquel que consta de
mayor numero de incégnitas que de ecuaciones.

Considerando primero el caso de una ecuacion con dos in-
cognitas, es evidente que si se despeja una aparecerd la otra
en el segundo miembro, ysi este valor se suslituye en la ecua-
cion propuesta se convierte en una identidad, que se satisface
por si misma independientemente de los valores que tomen
las dos incdgnitas. Asi, por ejemplo, si se tiene 3r+4y==43 y

—3x :
:sustituyendo es-

se despeja una de ellas, se tendra y=43 i
43—3x
4

tevalor en la ecuacion propuesta, dari 3x+4

=43, 6

sea quitado el denominador 4.32+-4.43—4.30=4.43, 1o cual

es una identidad que se satisface por cualquier. valor de z.

Si se hace =5, la férmula del valor de y dard y=43—15

1: sise diese a & otro valor, se tendria otro para y; de este
modo se pueden obtener todos los que se quieran.

Si en lugar de ser una sola ecuacion con dos 6 mis incég-
nitas se tiene un sislema de m ecuaciones con m-+-n incég-
nitas, considerando n de ellas como conocidas, los valores de
las otras m se podran deducir de las m ecuaciones propues-
tas, y estardn en funcion de las otras n incégnitas. Si estos
valores se sustituyen en las m ecuaciones, las reducirdn &
identidades; es decir, que se satisfardn por cualesquiera valo-
res que se atribuyan 4 las incégnitas y sélo por las reduccio-
nes y el juego de los signos. Por tanto, 4 todos los valores ar-
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bitrarios dados 4 las n primeras incégnitas corresponderan va-
lores para las otras m que satisfardn las ecuaciones; luego el
sistema es indeterminado.

EJEmMPLO. Sean las ecuaciones 3z+6y—4z+4+20—21=—1....
(1.2)5a+9y—2—3v+-51=33.... (2.2) —5y+4z—++50—1=18. ...
(3.2) Considerando 4 2 é y como conocidas, las tres ecuaciones da-
rdn para las otras tres incégnitas t, v, z, los siguientes valores:
_169—25x—32y 5 811—139x—112y z_~112y—51mf107
o) 16 AR 112 N 56

(Estos valores se hallan: el de #, eliminando z por reduccion
entre la (1.2) y (3.2) y entre la (2.2) y (3.%), y resultan las dos
ecuaciones 4zr-+4y+Tv—3t=19.... (4.2); 21 x+-3y—To191=
150.... (5.2). Despues se elimina v entre la (4.2 y (8.3), y re-
sulta 25232y -16/=169; de donde, despejando 4 1, se tiene el
valor puesto anteriormente. Para hallar el de v se sustituye
este valor de ¢ enla (4.3), y para el de z se sustituye el de ¢ y»
en la (3.2).

Si estos valores de #, v, z, que son funciones de z é Y, se
sustituyen en las tres ecuaciones propuestas, 1a reducen 4 iden-
tidades. Si & x é y se dan, por ejemplo, valores arbitrarios,
r=1 é y=2, las férmulas dan z=3; v=4; {=5.

Nota. No en todos los casos, como para més sencillez se ha
procurado en los ejemplos propuestos, ddndole valores ente-
ros y positivos & las incdégnitas arbitrarias, resultan tambien
enteros y positivos los de las otras. Pero si se pusiese por con-
dicion, enténces podria suceder que el problema fuese impo-
sible. El andlisis dela cuestion y la determinacion de la serie
de valores de las incégnitas y su enlace es objeto de una teo-
ria especial que se llama andlisis indeterminado, que sale de
los limites de este resiimen.

132. SISTEMA MAS QUE DETERMINADO. Es aquel en que hay
mds ecuaciones distinlas que incdgnitas. Si se tienen m+n ecua-
ciones y sélo m incégnitas, como para determinar m incégni-
tas bastan m ecuaciones, las otras » excedentes han de satis-
facerse por los valores deducidos en las m primeras, para que

l
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el sistema sea compaiible; por esto se llaman ECUACIONES DE
coNDICION. Ahora bien; estas ecuaciones de condicion son ex-
plicitas si el sistema es numérico; como, por ejemplo, si se tie-

ne2+y=36.... (1.4); —y=18 (2.3); ay=243.... 3 %:3....

(4.); pues las dos primeras dan (117-2.9), =217 é y=9, cuyos
valores, puestos en (3.2)y (4.4), las satisfacen, y explicitamente
se ve que el sistema es compatible.

Pero si el sistema propuesto fuese algébrico, es decir, que
las ecuaciones tuviesen coeficientes indeterminados, los valo-
res deducidos para las incégnitas seran funciones de los coe-
ficientes; y, sustituidos en las ecuaciones excedentes del sis-
tema, resultarian virias ecuaciones entre los datos, que son
las de condicion. Si se propusiera la cuestion en tal sistema
de hallar qué valores de estos coeficientes indeterminados lo
hacian compatible, enténces pueden suceder tres casos: Pri-
mero; si el nimero de coeficientes es igual al de ecuaciones
de condicion, se tendrdn las necesarias y suficientes para de-
terminarlo. Segundo; si es mayor, quedarén algunos arbitra-
rios. Tercero; si es menor, & su vez se forma un sistema més
que determinado y el propuesto en general es incompatible.

EJEMPLO DEL PRIMER CASO. Sea el sistema 2x-+3y=a....
(1.2); z—y=a—"b.... (2.3); 5x-+5y=a+b+2.... (3.2); 3z+y=>b
—1.... (4. Lasdosprimeras dan x———i-——ag 3b, ys?kg(—l. Susti-
tuidos en (3) y (4) dan las ecuaciones de condicion entre los
datos a--b=1.... (5); 11a—12b=5. .. (6). Resolviéndolas, dan
a="T: b=6; cuyos valores, determinados para los coeficientes
indeterminados a y b, son los inicos que hacen compatible el
sistema propuesto.

EJEMPLO DEL SEGUNDO. Sea el sistema TEy=80d 2
z—y=4d....(2.2)"; TY=DP-... (3.3);3;;:&... (4.%). Las dos prime-

d s—d

ras dan m——-f‘—;——; adt Sustituyendo en (3) y (4), se tiene
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$4-d*=4p.... (5); sH+d=c (s—d). Como no hay méis que dos
ecuaciones, y los coeficientes indeterminados son cuatro, s, d,
P, ¢, eliminando s entre (5)y (6) se tiene p(c—1),—ed*=0; des-
pejando p y dando 4 ¢ y d los valores arbitrarios =3, d=18,
se tiene p=243; de donde s—=36. Estos valores de los coefi-
cientes, & saber, dos arbitrarios y otros dos funciones de és-
tos, hacen compatible el sistema, y lo misma otros muchos
que pudieran deducirse, toda vez que hay dos arbitrarios,

Los ejemplos del tercer caso son ficiles de proponer.

¢ VI. OPERACIONES CON LAS DESIGUALDADES CONSIDERADAS
AISLADA Y SIMULTANEAMENTE

133. Se dice que un nimero a es mayor que otro b, cuando
la diferencia a—b es positiva.

Si un niimero es mayor que otro, se establece con los sig-
nos =, <, y se llama MIEMBROS lo que estd d la derecha ¢ iz-
quierda del signo; siendo el primero el que estd & la izquierda
y segundo el que estd 4 la derecha.

134. Se dice que una trasformacion no altera una desiqual-
dad cuando en la trasformada permanecen los dos miembros
en el mismo sentido que en la primera. Asi, 8>3, trasformada
en 844 >3-4, se dice que no se ha alterado.

1.2 PROPIEDAD. Una desigualdad no altera de sentido por
que se le sume 6 reste d los dos miembros un mismo numere; de
modo, que de a>b, se deduce at=m=>b=+m.

En efecto; si a>b, a—b>0, 6 lo que es lo mismo, a—b=+
mEm=>0, 6 sea at=m—(b==m)>0, para lo cual se necesita
que el minuendo a=tm sea mayor que el sustraendo bztm;
luego a==m>b=m.

De aqui se deduce que un término puede pasar de un miem-
bro d olro de una desigualdad sin alterarla, con solo cambiar-
le de signo. Sea a+c>b—dj; si se suma 4 4mbos miembros
+d, sera a+c+d>b—d+d 6 at-c+d>b.

* 2.2 PROPIEDAD. Sepueden multiplicar 6 dividir los dos miem-

bros de wna desigualdad por un mismo nimero positivo, sin que
la desigualdad se altere; pero si el nimero por el cual se mul-
tiplica 6 divide es megativo, es necesario cambiar el sentido de
la desigualdad.
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En efecto; 1.0 De a=>b se deduce a—b>0. Si (a—b) se
multiplica por un nimero positivo, su producto serd positivo
y se tendrd (a—b)m=>0, 6sea am—bm>>0, de donde am>bm.

9.0 Sia>b 6 sea a—b>0, y se multiplica por un nimero
negativo m, se tiene (a—b)m<0 6 sea am—bm<0, pues el pro-
ducto es negativo. La iltima desigualdad exige que am<bm.

9 a PROPIEDAD. Si los dos miembros de una desigualdad son
posilivos, se pueden elevar G una misma polencia (entera y positi-
va) sin que la desigualdad se altere.

En efecto; a>b, es evidente que el producto de m factores
a serd mayor que el de m factores b, luego am>pm,

Si no son positivos los dos miembros, hay que distinguir
varios casos, y son:

1.0 Cualquiera que sea el signo de los miembros de una des-
igualdad se pueden elevar d una misma polencia de grado IMPAR
sin que la desigualdad allere de sentido.

En efecto; como la potencia de grado impar conserva el
signo del niimero que se eleva, el sentido de la desigualdad
tambien se conserva. Asi, de 5>—8 se tiene 5.3>>(—8)* y de
—5>—8 se tiene (—5)*>(—8).

9 o Si dmbos miembros son negativos y se elevan d& una po-
tencia par, la desiqualdad cambia de sentido.

3.0 Si uno solo de los miembros es megativo y se elevan d po-
tencia de grado PAR, nada se puede decir del sentido del resul-
lado.

4.7 PROPIEDAD. Si de los dos miembros de una desigualdad
(cualquiera que sean sus signos) se exirae una raiz de grado
impar, la desigualdad conserva su senlido.

En efecto; las raices de grado impar conservan el signo de
Jos nitmeros 4 que se les extrae; pero si la raiz es de grado
par se necesita, para que sean reales, que dmbos miembros
sean positivos, y emonces, como cada raiz (si es cuadrada)
tiene dos valores ignales y de siguos contrarios, la destqualdad
conservard 6 cambiara de sentido, segun se consideren los
valores posilivos 6 negativos de las raices.

135. DE LAS DESIGUALDADES SIMULTANEAS. Si se suman
miembro d miembro vdrias desiqualdades que se verifican en un
mismo sentido, los resullados conservan el mismo sentido de lus
desigualdades.

[n efecto; si a>b y ¢>d, se tiene a—b>0, c—d>0; sien-
do estas diferencias positivas, si se suman se tendra: a—b+
¢—d>0; de donde a+c>b+-d.
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Si las desigualdades se verifican en senlido contrario no se
puede dar regla. 2

136. Si se restan miembro d miembro dos desiqualdades que
se verifican en senlidos contrarios la nueva desigualdad que
resulla tiene el sentido de la primera.

En efecto; sean las desigualdades a>b, c<d; estas des-
igualdades equivalen 4 estas otras, a>b, d>c, y por lo tanto
dan a+d>b-+t-c, 6 sea a—c>b—d. :

137. Silas desigualdades se verifican en el mismo sen-
tido no se puede dar regla.

138. Si se multiplican ordenadamente dos desigualdades en
el mismo sentido,y de términos posilivos, la desigualdad resul-
tante tiene el mismo sentido que las propuestas. Pues si a>b,
¢>d, siendo b y ¢ positivos, se tiene, multiplicando la primera
por ¢y la segunda por b, ac>be, be>bd; de donde ac>bd.

139, Si los cualro lérminos fuesen megativos la desigual-
dad resullante tendria sentido contrario & las propuestas. Pues-
to que siayb son negativos, multiplicando, como en el caso
anterior, resulta ac< be, be<bd; de donde ac<bd.

140. Si las desigualdades no tienen lodos sus términos del
mismo signo, 6 se verifican en senlidos conlrarios, mo se puede
dar regla general.

144. Si se dividen miembro ¢ miembro dos desigualdades en
sentidos contrarios, y de términos posilivos, la destgualdad re-
sultante conserva el sentido de la que hace de dividendo.

En efeclo; si a>b, ¢<d, 6, 1o que eslo mismo, a=>by d>c,
se tiene ad>bc. Dividiendo los dos miembros por ¢d, y su-

; (5l
friendo factores comunes, resulta ?>7.

142. Si los cuatro términos fuesen negativos, la nueva des-
igualdad tendria el sentido de la que hace de divisor.

En efecto; de la multiplicacion que se hizo en el caso an-
terior resullaria ad<<bc. : ' 3

g e Gaad
Dividiendo por ¢d,y suprimiendo factores comunes,7<7t—;
fuera de estos dos casos no se puede dar regla general.

23 &
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CAPITULO IV

Discusion de las soluciones.

143. Discutir las soluciones de una cuestion es inlerprelar
el resultado analitico sequn las condiciones del problema.

Las ecuaciones de primer grado, cuando se va & despejar
su inc6gnita, siempre se pueden poner en la forma Ar=25, en
la que A y B son funciones de los datos numéricos 6 litera-

les; de donde = fljf' Pueden hacerse vdrias hipétesis.

144. 1.2 Si A y B son del mismo signo, el valor de x es po-
silivo, y serd enlero 0 fraccionario, segun que A, sea 6 n6 miil-
tiplo de B. En estos casos, elvalor de la incognila responde ge-
neralmente d las condiciones de la cuestion propuesia; es decir,
que es su solucion. Se dice generalmente, porque pudieran
proponerse cuestiones tales en las que un valor positivo entero
6 fraccionario no podria ser la solucion de ella.

EJEMPLO DE UNA CUESTION EN QUE LA SOLUCION ENTERA Y PO-
SITIVA O FRACCIONARIA INDICA IMPOSIBILIDAD. Buscar un nimero
de dos cifras tal, que si del cuddruplo de la cifra de sus unida-
des se resta el triplo de la de sus decenas dé de reslo 1, y que si
de dicho nimero se resta el mismo inverlido dé de resto 36.

Llamando x las decenas ¢ y las unidades se tendrd por
primera ecnacion 4y—3r=1.
 Por otra parte, evidentemente el numero invertido es 10y
~+, y restindolo del mismo numero, que es 10x-+y, debe
dar 36; luego la segunda ecuacion es, 10x-+y—10y—x=36.

Resueltas, dan x=1Ty=13. Las soluciones 13 y 17, en-
terasy positivas, satisfacen evidentemente las ecuaciones, pero
n6 la cuestion, porque x ¢ y no pueden ser mayores que 10,
toda vez que representan numeros digitos. Luego el problema
es imposible en el sistema decimal,
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Por ejemplo: se trata de repartir cierlo dinero enire unos
pobres, y para dar @ cada uno 10 reales faltan 5 reales, y si
les dan 8 sobran 6 veales. ¢Cudntos son los pobres?

EcvuAcioN.—Sea # el niimero de pobres, y es evidente que
se tendrd por expresion analitica del problema 102—5=81-+-6;

de donde m=5;~; cuyo resultado es absurdo.

145. De modo, que cuando se oblenga como solucion de un
problema un nimero fraccionario, se debe examinar si las mag-
nitudes sobre que versa la cuestion son susceplibles de admitir esle
valor.

146. 2.2 Si A y B tienen signos contrarios, el valor de x
es megalivo. Para interpretar este valor hay que distinguir:

1.0 Sila naturaleza de la incognila es tal que no admite mo-
dos de existencia conlrarios el valor negativo indica imposibi-
lidad en el problema.

9.0 Si admitiendo modos de existencia contrarios el sentido
de ¢lla estdé marcado y se ha sefialado con el signo +, la solu-
cion negativa indica absurdo. En este caso, cambiando en la
ecuacion z en —a, la solucion sera positiva y corresponderd
4 un problema andlogo con las convenientes (6) variaciones
en su enunciado. -

3.0 Si admitiendo modos de existencia conlrarios no estd fi-
jado el de la incognila en el enunciado, la solucion negativa in-
dica generalmente que se debe contar ésta en un sentido directa-
menle opuesto al que se le ha asignado en el planleo de la cuestion.

EJEMpLO. Dos moviles salen al mismo tiempo de los puntos A
y B con las velocidadesv y v'. Se prequnla d qué distancia del
punto A se encontrardn, sabiendo ademds que enire Ay B hay
d metros y que los moviles marchan en el sentido ABX.

1 LA "B |X*
Sea X el punto de encuentro: llamando x & la distancia AX,

el primer movil ha tardado en recorrerla %; el segundo mévil

ha andado hasta el punto de encuentro BX, 6 sea x—d, y ha
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tardado 90_;_@ tiempo; y como salieron 4 la vez, y X es el punto

de encuentro, han estado andando el mismo tiempo, 6 sea
£:~'£_—’ﬁ; de donde x= y -4
Bl g v—0

Si p<p' el resultado es negativo; pero como el sentido de
la marcha de los méviles estd marcado, no se puede traducir
que el punto de encuentro esté d la izquierda de A y el resul-
tado negativo indica imposibilidad en la cuestion.

Si en el problema se cambia z en —, la ecuacion seria
——;)ﬁz —m'-—dr; de donde Wk ,Liv, y en la hipétesis de v<<v'
este resultado es positivo; pero yala ecuacion de que proviene
no traduce el problema tal como se propuso, sino que debe
hacerse en su enunciado la variacion correspondiente & haber
puesto —x por z, la cual consiste en suponer el punto de en-
cuentro X 4 la izquierda de A; es decir, que los méviles mar-
chan en el sentido BA.

Si en el enunciado de la cuestion no se hubiese fijado el
sentido de su incognita, estableciendo que marchan en cierto
sentido, sino que de un modo general se propusiera buscar
en qué punlo de la linea AB se enconlrarian dos moviles que sa-
liesen al mismo tiempo de dichos puntos con velocidades distin-
tas y la recorriesen en todos sentidos, enténces el resultado nega-
tivo manifestaria que se ha supuesto mal que el punto de en-
cuentro va 4 la derecha de A y que se debe establecer & la
izquierda.

147. Si por las reducciones de los datos, funciones de los
cuales son A y B, llegase & ser A=0 sin serlo B, se tendria

B il ol ;
T="7, cuya forma se ha llamado infinito, que se escribe co.

El problema que tiene tal solucion es absurdo. En efecto;
0% :z—B es una cuestion que no puede satisfacerse por ningun
valor finito de , es decir, que no es posible en magnitud; otra

; 2 : ;. B
cosa seria respecto & posicion. La razon de considerar a o
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como infinito se funda en que un quebrado puede ser mayor
que cualquier cantidad dada, con tal de que su denominador
pueda disminuir suficientemente por division. En efecto; se sabe
que un quebrado se multiplica por la division de su denomi-
nador por un enteroy puede legar 4 ser mayor que cualquier
cantidad dada, contal de que su denominador sea cada vez més
pequeiio, y cuando llega & cero el quebrado se considera
mayor que cualquier cantidad asignable. {Arit.» 200.)

Estas soluciones, que en general indican absurdo, pueden
tener su traduccion en un problema: asi en el de los mdviles
(136) si se supone que v=v", €l resultado es infinito; es decir,
que los moviles no se encuentran, lo cual estd conforme con
las condiciones de la cuestion, porque si andan con igual ve-
locidad en el mismo sentido, nunca pueden encontrarse.

148. 4.0 Si B es cero sin serlo A4 se tiene x:%,.cuyova-

Jor es cero, y el problema es absurdo. En efecto; Ax=0 no
puede ser satisfecha por otro valor para x que el cero. Es de-
cir, que ninguna cantidad puede satisfacer la cuestion.

5 ; 0 : ;
Las razones que llevan & considerar @ e como igual & ce-

ro son, que dividiendo por un entero el numerador de un que-
brado, el quebrado disminuye y puede ser menor que cual-
quier cantidad dada; por lo cual, cuando el numerador de un
quebrado es 1o menor posible, el quebrado es tambien lo me-
nor posible (Arit.2 199) 6 sea cero.

Tambien puede tener este resultado su traduccion en un
problema: asi, en el de los maéviles, si el numerador es cero sin
W 0
serlo » ni o', tiene que serlo d, y el valor es e que es
0: esto manifiesta que no hay distancia al punto de encuentro
conforme con las condiciones fisicas, porque si d=0, los mo-
viles parten del mismo punto con velocidades distintas y sélo

en el punto de partida se encueniran.

149. Si A=0y B=0, el valor de x es en general indetermi-
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nado; es decir, que cualquier nimero puede resolver la cuestion.
En efecto; 1a ecuacion se convierte en 0X =0, que puede ser
satisfecha por cualquier nimero. Por eso el problema es in-
determinado. Esto ocurre en todas las identidades.

Se dice en general, porque si por un valor dado & algu-
nas de las cantidades que entren en lacomposicion de Ay B
ambas se reducen 4 0, pudiera provenir de que luviesen un
factor comun, en cuyo caso habria que suprimirlo en el que-

B
brado Xéntes de dar ese valor, y ddndoselo despues, el que to-
] i (a—1)
mase seria el verdadero. Ejemplo: sea #=——————> ha-
aer 3(a—1) (a+1)’
ciendo a=1, se convierte en o pero como manifiestamente
sus dos términos tienen el factor comun (a—1), suprimién-

dolo serd x=-———, y haciendo a=1 se tiene r=--.
at1)’ ) 6
Por iltimo; en este caso tambien tiene su traduccion elresul-

tado %, 6 sea indetermiﬂado, porquesi en el problema que se

viene discutiendo se supone d=0y v=v" el valor de x es %;
pero suponer d=0 es lo mismo que decir que los méviles par-
ten del mismo punto; y si v=v' tienen la misma velocidad,
por tanto siempre irdn juntos; luego todos los puntos del ca-
mino son puntos de encuentro y cualquier distancia satisface
la cuestion.

CAPITULO V

Ecuaciones de segundo grado con una sola incégnita.—
Completas.—Incompletas.— Ecuaciones bicuadradas.

150. Ecuaciones de sequndo grado con una incognila son
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aquellas en que la incognita estd elevada d la sequnda polencid.
i51. Las ecuaciones de segundo grado despues de quitar los
denominadores, efectuar las operaciones indicadas, trasponer
todos los términos al primer miembro y reducir, pueden ser
completas 6 incompletas.

152. Se llama complela si liene términos con la incognita
elevada al cuadrado, términos en que esld elevada @ la primera
potencia y término independiente. Entonces toma la forma de
ax*+bx+c=0 (1).

153. Se llama incompleta si le falta el término conocido 0 el
de la primera potencia. Las formas incompletas son, por tanto,
az*+br=0 (1.2) y ax*+¢=0.... (2.9).

154. La resolucion de estas formas no exige nuevos proce-
dimientos 4 mas de los dados. En efecto; la (1.2), sacando @
de factor comun, dird z(ax+b)=0, ecuacion que evidente-
mente gueda satisfecha haciendo x=0, 6 az-+b=0; de donde

B=—
a
155. En la (2.2), pasando ¢ al otro término y dividiendo
por a se tiene x’:—%, de donde extrayendo la raiz cuadrada

de 4mbos miembros, x:ii/ ——Z—.

156. Se ve, pues, que las ecuaciones incompletas de sequndo
grado tienen dos raices. Las de la primera forma_siempre Son
reales y las de la sequnda son iguales y de signo conirario, pu-

5 G o BN s ol :
diendo ser imaginarias si —- - €3 negativo.

157. La resolucion de la completa ax*-+-bx+c=0 puede
tener una simplificacion. Si b y ¢ son multiplos de a se parte

por a toda la ecuacion, y haciendo, para mas sencillez, —a—::m

C 5
y —a—::n, se tendré, pasando n al otro miembro, la nueva for-

ma @*-+mz=—n. Considerando 4 a*+4mx como los primeros -
términos del cuadrado de un binomio, mx es el duplo del pri-
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mero por segundo, y como el primero es x, el duplo del se-
: m
gundo es m; luego este segundo es la mitad de m, 6 sea X

m : ; X
agregando su cuadrado a 4 los dos miembros, se tiene 2°+
m: 'm? ; 3
ma:—{—I:I—n, y como el primero es el cuadrado del bino-

-

mio (;v+1~:-), se tendra (m%%l>~:’%:j—7z. Extrayendo la raiz

cuadrada y despejando x, serd xrzv?_—':i/%:—n.ﬂuyafér-

mula traducida dice que la incégnita de una ecuacion de se-
gundo grado, que tiene por coeficiente de su primer (érmino
la unidad, es igual-d la mitad del coeficiente del sequndo térmi-
no, tomado con signoconlrario, mas dménos laraiz cuadrada del
cuadrado de dicha mitad, ménos el tercer 1érmino.

EjeMpLoS. 1.0 422—12:+8=0; dividiendo por 4 sera x—

R
3x4+2=0; de donde w:ugf_—t%/ -4——2.
9.0 5y2+4-Tw—4=0; dividiendo por 5 serd mi—*-%x—%:o:
1 % 19 4
R S ik,
de donde 10 100+5

158. En general, si by ¢ no son multiplos de a la division
por a hace fraccionarios 4 los coeficientes, por lo que se
da otra formula més general parala resolucion de la ecua-
cion az*4-bx+c=0 (4), y es que sise pasa ¢ al segundo miem-
bro y se multiplica toda la ecuacion por 4a (con objeto de que
el primer término sea al cuadrado de una cantidad racional)
dird 4a*x*+4abr=—4ac. Si se observa que 4a2x*+4abx son
los dos primeros términos del cuadrado del binomio 2ax+-b,
pues (2ax+b)2:4a2w2+4abx—i—b‘-’, se tiene que si 4 los dos
miembros de la ecuacion se agrega b?, el primero serd 4a*x*+
4abx+b* y el segundo b*—4ac, y como el primero es lo mis-
mo que el binomio ya dicho elevado al cuadrado, se tiene,
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en fin, (2uw—+b)*=b*—4ac; de donde, extrayendo la raiz cua-
drada de 4mbos miembros, y despejando & x, se tiene

—b=}/ b*—hac

R R formula més general que la anterior, y

que traducida dice que la incognita de una ecuacion de segun-
do grado completa es igual al coeficiente del sequndo lérmino
tomado con signo conlrario, mds 6 ménos la raiz cuadrada del
cuadrado de dicho coeficiente, ménos el cuddruplo del producto
de los coeficientes exiremos, dividido todo por el duplo del coefi-
ciente del primero.

159. La primer formula, por tanto, se usard cuando el coe-
ficiente del segundo término y el tercero sean divisibles por el
del primero, y la segunda en los demds casos.

160. Las raices de una ecuacion de sequndo grado son dos
evidentemente, sequn se tome el signo mds 6 ménos que precede al
radical.

Si se llaman x' y x” estas raices; una serd z'=
—b4{/ v —dac —b—|/ br—Ahac
SR M T e 20 PR £ | e = SRS S S A S S

% L (2)iylasotra ali= % fieid8)

161. DISCUSION DE LAS RAICES. Primer caso. Si b*—4ac=>0,
las raices son reales, y como el valor del radical hay que su-
marlo en una y restarlo en otra de —b, estas raices serdn des-
iquales.

Para averiguar su signo, desde luégo se puede suponer que
a es posilivo, pues sino lo fuese en algun ejemplo bastaria
cambiar de signo toda la ecuacion. Suponiendo, pues, que a0,
claro es que el signo de los valores dez' y 2”7 depende del nu-
merador. Ahora bien;si ¢<<0, —4ac es positivo, y el valor ab-

soluto |/ b*—4ac>b; luego si de —b se suma y resta una can-
tidad mayor que b en valor absoluto dard un resultado positivo
y otro negativo.

Si ¢>0, es decir, si el tercer término es positivo, [/b*—ziac

<b, y por tanto el signo de —b es el que tendrin las dos rai-
ces, pues ya se le sume 6 reste el radical, como su valor ab-
soluto es menor que —b, predomina el signo de éste. Si, pues,

2%
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b es positivo, —b serd negalivo, y las dos raices son negalivas;
y si b eg negativo, —b es positivo, y las dos raices son posutvas.
162. Sequndo caso. Si b*—4ac=0, la formula (2)se convierte

en ac:-;ai Parece que en este caso no hay mas (ue una raiz;
pero si se observa que la becuacion (1), sustituyendo er21 ella
b*—4ac=0, de donde P convierte en nx?+b£4—45=0,
y que esto es lo mismo que el cunadrado del binomio

(aci/i‘i—i— 2\?_(7), se tienegw\/“# -2\%-)2——— 0, 6 sea
(a:!l/ - +;\£a—> . (xl/“ + : ):0, cuya ecuacion

2Va
queda satisfecha por igualar cada paréntesis & cero, y dan los

dos wV L J’,—,,:o, de donde despejando x= B; por
2‘\’ra c.).(t
esto se dice que tiene dos raices 0 valores para &, dmbos iguales.
163. Se ha visto que la condicion b>—4ac=0 trasforma la
ecuacion en un cuadrado perfecto, y por eso se dice que la con-
dicion necesaria y suficiente para que un trimomio de segun-
do grado sea un cundrado perfeclo es que el cuadrado del coe-
ficiente del segundo término sed igual al cuddruplo del producto
de los coeficientes de los extremos.
164. Por altimo; si b*—4ac<0,la cantidad sub-radical es
negativa, y siendo par el grado de este, Ja expresion de las rai-
ces es imaginaria. Estas raices afectan una forma particular,

—b : ! :
pues constan de una partereal, que, es — -, y una imagina-

/b —dac
ria, que es Vg Tt si 4 la primera se llama «, la segunda

uede tomar la forma de V&Ribgvj-la arltevla_c—:b?
puede lomar la fo T _#’_ p e
es real, y llamando 6 su valor, serd 6V—1 ; luego la férmula
de las raices imaginarias es 2=a«=6}/ —1, en la que « y 6
son reales.

165. Veamos qué particularidad encierra la ecuacion (2)
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para que haya dado los valores imaginarios en la hipétesis
b*—4ac<0, 6 sea 4ac posilivo y mayor que b2,
_Siesla ecuacion (4) se multiplica por 4a y despues se le
afiade yresta b*; se tendrd la forma
At +dabx+b*—b2+-4ac=0.

Observando que los tres primeros términos forman el cna-

drado del binomio 2ax—+b, se podrd escribir
(2ax-+b)*-+ (4ac—b*)=0.

Ahora bien; (2ax—b)* por ser un cuadradoes esencialmente
positivo; el otro sumando, hac—b?, es tambien positivo, pueslo
que se parte de la hipdlesis de ser 4ac>b*. Y como la suma
de dos cantidades positivas nunca puede ser igual & cero, de
ahi es que x no puede tomar ningun valor real, es decir, nin-
gun valor posilivo ni negativo que satisfaga la ecuacion.

166. La suma de las raices deuna ecuacion de sequndo gra-
do es igual al coeficienle del scgundo término dividido por el del
primero y tomado con signo conlrario.

En efecto; si se suman las férmulas (2) y (3) se tiene x'+
pll=——

a -

167. El producto de las raices es igual al tercer término di-
vidido por el coeficiente del primero y tomado con su Signo.

En efecto; si se multiplican miembro & miembro los valores

(= b+ P tac)(—0—V/ P—lac)

(2)y(3)setiene &’ Xx"=— i ; s

y observando que en el numerador hay dos factores, que uno
es la suma de —b y el radical {/b*—4ac, y el otrola diferen-

cia, y que su producto es (42) la diferencia de los cuadrados,
o, s _41‘0) ,0sea x' .J;”:j:iﬁzﬁa
4a? da a
168. Esto permite resolver inmedialamente el siguiente pro-
blema. Hallar dos ntimeros cuya suma sea Sy sw producto P.
Es evidente que tales nimeros son las raices de una ecua-

cion de segundo grado en la que el coeficiente del primer tér-

se tiene &' Xa'=
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mino es la unidad, el del segundo es —S y el tercero es 4P;
la ecuacion serd x2—Sx—+P=0.

169. Las ecuaciones de sequndo grado pueden descomponerse
en dos factores de primero.

En efeclo; sea ax*+bxr+c¢=0y x' y & sus raices; si se

e . ¢ :
divide por a toda la ecuacion serd x’—}—;x—f—;:O; si se ob-

b ¢ :
serva que x'4x'= e ques Bli— = sustituyendo serd x?

—(z' +axx+a' @ =0, efectuando sera r—u' x—x"x+x' 3"
=0;sacando en los dos primeros x de factor comun y —z” en
los dos segundos términos se tiene x(r—z' )—a"(x—x"')=0; de
donde, sacando (x—x') de faclor comun, se tiene, en fin, (x—
z') (z—x")=0. RS

170. Luego un trinomio de segundo grado se puede tras-
formar en un producto de dos factores de primero, que se ob-
tienen haciendo que el coeficiente del primer término sea la uni-
dad, ¢ igualando el trinomio @ cero, resolviendo la ecuacion y
restando cada raiz de la incégnita x.

Esto permite resolver el siguiente problema. Formar una
ecuacion de sequndo grado cuyas raices sean « y 6. Se tendrd
(x—a)(x—6)=0, 6 sea ¥*—(«+6)x+«6=0.

171. ECUACIONES BICUADRADAS. Se llaman ecuaciones bicua-
dradas las que sélo tienen términos con la incégnita elevada d la
cuarta y sequnda potencias y lérminos conocidos. Por ejemplo:
az*+ba*+-c=0....(1).

172. Las ecuaciones bicvadradas pueden resolverse por

9

ecuaciones de segundo grado, pues si se hace 2°=y....(2) se

tendra a*=y?, y sustituyendo en la propuesta se tendrd ay?
: SRy b

—+-by+¢=0....(3). Resolviendo esta ecuacion, hacxendo-a =1m

m? 5
y %:n, se sabe que y*—:%:_tl/i[ —n; sustituyendo es-

te valor en (2) y resolviendo la ecuacion resultante se tendrd,

m (Aige Fhy A
por fin, y=ﬂ:\/-——2~ i\/ ’Z_'-n.

173. Como se ve, las raices son cuatro, iguales dos & dos
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y de signo contrario. Para ser reales se necesita evidentemente
que las de la ecuacion (3) sean tambien reales y positivas.

174. Aqui se ofrece un doble radical, que puede en algu-
nos casos trasformarse en radicales sencillos, lo cual es ven-
tajoso. Para averiguar qué valor han de tener dos numeros,
A’y B, para tal trasformacion, se establece en general que

l/A—}- [/E————\'/;—}- \/;, elevando al cuadrado se tiene

A+ B=x+2 |/ xry+y; para que esto sea una igualdad, la
parte irracional y la racional deben ser iguales; luego A=x
+y....(1), |/ B=2 |/ xy. De esta ultima, elevando al cuadra-

do y partiendo despues por'4 resulta %:xy.... (2). Las ecua-

ciones (1) y (2) dicen que x é yson las raices deuna ecuacion
de segundo grado, cuyo segundo términoes —Ay el terce-

B
ro % (166 y 167); luego éste serd Zi—AZ—{-I =0; de donde

A+V/ A—B A-Y4—B
Bt vy by= P AT por consiguiente,
|/ a+Ve={/ 2+ Va—st|/4-V2=s.
2 2

_Si A*—B es un cuadrado- perfecto, la trasformacion ofrece
utilidad, pues llaméndole €2,y su raiz, por tanto, C, se liene

VA +V/ B= \/ i‘H‘;C -+ l/}-_%i Es decir, que se ha

trasformado el doble radical en suma 6 resta de dos radicales
sencillos. Por tanto, al calcular las raices de una ecuacion bi-
cuadrada debe tenerse presente si el cuadrado de la primera
sub-radical, ménos la sequnda, es 6 n6 cuadrado perfecto para
aplicarle la trasformacion.

EJERCICIOS. Resolver las ecuaciones siguientes:

4.2 Q%wz—go r%w—l—i%:().
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182 _1@7&17

b S L

3r*  21z—27780 1
a ! Sk B> 7
34 80n+—;— g 18595 3.
go 18F@ 20049 13

6(3—x) 19—8r 3—a
2 2 _9p 2
5.2 abm2+3a.r: ba—}—af; 200 bz .
c ¢ c
Sa-+10al (5Va+b (@)l o ) o
3h—96" IO BE e R R e
Viatble.
PROBLEMAS. 1.0 Buscar un mimero tal, que la lercera parle
de su mitad valga 864.
PLANTEO. % : %:864.
9.0 Buscar un ntmero tal, que sumado con 94 y restado de
94, si se multiplica la suma por la diferencia dé 8512.
PLANTEO. (94+42)(94—2)=8512; de donde £=18.

3.0 Siun cierto nimero lo multiplico por 2 —13— y al producto

le aiiado T unidades, y este producto lo mulliplico por 8 veces
el numero y divido al todopor 14 y del cocienle resto 4 veces
el niimero, oblengo 2552. (Cual es el primitivo nimero?
Te+1
3

PLANTEO. S 8rx—4r=2552; de donde x=42.

&.o Sieltercio de un numero se multiplica por una cuaria
parle y al produclo se le afiade el quintuplo del niimero, el re-
sullado tiene tantas unidades mds que 200 como el nivmero pro-
puesto tiene ménos que 280.

PLANTEO. % +55—200=280—z 5. z=148.

5.0 Prequntado uno por su edad responde: Mimadre cumplio
90 afios cuando yo naci, y sw edad, multiplicada por la mia,
excede en 2500 amios G la suma de las dos.

PLANTEO, #(2+4-20)=(22+20)+2500 S.” x=42.
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6.0 Un comerciante tiene tres piezas de tela: la sequnda y la
tercera tienen 3 y 5 melros mds que la primera; un melro de la
primera vale lanlas peselas como melros tiene la pieza; un melro
de la sequnda vale 10 peselis mds y uno de la tercera 20 pesetas
mds que wno de la primera. Las tres piezas reunides valen 9530
pesetas. Se pregunta de cudntos metros constaba cada pieza.

PLANTEO. x*+(a:—+—3)(w—+—10)+(x+5)(x+20)=9530.

CAPITULO VI

Coordinaciones, permutaciones y combinaciones.
Férmulas del binomio de Newton.

é I. COORDINACIONES, PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

175. Lldmanse coordinaciones los diferenles grupos uno d
uno, dos d dos, elc., que se pueden formar con varios objelos, de
modo que uno éntre una sola vez en cada grupo; que todos los
grupos consten del mismo numero de ellos, y que dos grupos se
diferencien al ménos en un objelo 6 en el orden en que eslén
colocados.

176. Si se dan vérias letras para formar sus coordinacio-
nes una 4 una, dos 4 dos (que se llaman binarias), tres 4 tres
(ternarias), etc., se procederd con el drden siguiente. Sean,
por ejemplo, las binarias, que se pueden formar con a, b,
Cl: 6.

A la primera letra se unen todas las demds y se tendra ab,
ac, ad.... A la segunda se le unen todas las demds y se tendra
ca, cb, cd.... y asi sucesivamente con todas las letras.

Para formar las lernarias se afadirian & cada binaria las
lelras restantes; asi @ la binaria ab se le uniria ¢, d, e....'y
daria abe, abd, abe, abf....

La segunda, ac, daria acb, acd, ace, acf....

Para las cuaternarias, 4 cada ternaria se le agregarian las
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letras restantes; asi la ternaria abe daria abed, abee, abef....y
asi sucesivamente.

177. CUESTION. ¢Con m letras cudnlas presenlaciones bina-
rias, lernarias, cuaternarias, elc., se pueden formar?

Para fijar las ideas, supongamos que son 8 letras las dadas; .
claro es que si se toman wna 4 una dan 8 grupos. Para las bi-
narias 4 cada letra se le juntan las 7 restantes; luego una le-
tra con las demds da 7 binarias; las 8 letras daran 8x 7, 6
de otro modo, 8(8—1).

Para las fernarias 4 cada binaria se le agregan las letras
restantes, y como eran 8, sise quilan 2 de la binaria quedan
6 letras para irlas agregando y producir las ternarias; luego
cada binaria da 6 ternarias. Por tanto, todas las binarias, que
son 8(8—1), dardn su producto por 6, 6 sea 8/8—1)(8—2), y
asi sucesivamente. Sea ahora el nimero m de letras: la f6ér-
mulade las 1 4 1 es m. Lasbinarias serdn m (m—1); las terna-
rias m(m—1), (m—2);las cuaternarias m(m—1), (m—2), (m—3).
En general las de n & n serdn m(m—1), (m—2)....} m—(n—1) 2 g
Es decir, que para averiguar el ntimero de coordinaciones que
se pueden formar con m letras, n & n, se forma el producto de
los restos sucesivos, que se obtienen quitando del mimero m I
serie natural 1,2, 3, elc., de los niumeros enteros, hasta quilar
tantas unidades como objelos MENOS UNO hayan de entrar en
cada coordinacion.

EJERCICIOS.—1.0 Probar que con el método expuesto, para
coordinar una 4 una y dos & dos, tres 4 tres, elc., m letras,
los grupos obtenidos cumplen con las condiciones de la defi-
nicion.

2.0 Probar que si la ley es verdadera para las coordinacio-
nes (n—1)a(n—1), tambien es verdadera paralas de n & n, y
deducir de aqui la generalidad de las férmulas.

178. Permutaciones se llama d todos los grupos que pueden
formarse con m objetos de modo que en cada uno entren los m
objetos, y que los grupos se diferencien sélo en el drden de colo-
cacion de los objetos. Tales son todos los diferentes modos de
- escribir un producto de varios factores, ¢ las diversas mane-
ras en que se podrian colocar vérias personas alrededor de
una mesa, elc.

179. CuEestioN. Cudntas permutaciones se pueden formar
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con m objelos. Para fijar las ideas, sean éstos 2; es claro que
dos cosas, @ y b, no dan mds que dos grupos en las con-
diciones definidas, & saber, ab y ba; luego 2 cosas dan 1.2 per-
mutaciones. °

El 6rden que se ha de observar para permutar, conocien-
do las de un objeto ménos (es decir, para obtener las de tres
objetos conociendo las de dos), consiste en poner el nuevo
objeto & la derecha de cada permutacion de las anteriores y
hacerle recorrer todos los lugares hicia la izquierda hasta
llegar al primero. Asi con (res letras, abe, se diria: formadas
ub y ba, colocada ¢ & la derecha de las dos, y dard abecy bac;
ahora hago recorrer 4 la ¢ todos los lugares hasta ponerse &
la izquierda y tendré con la 1.2 ach, cab, y con la 2.2 bea, cba;
y como la letra ¢ ha recorrido treslugares en cada una, y ha-
bia dos grupos, los resultantes son 1.2.3.

Si fueran 4 44, la cuarta letra se pondria 4 la derecha de
cada una de las de 3, 6 sea, por ejemplo, en una abe, diria
abed, y esta letra d se hace recorrer todos los lugares hasta
ponerse d la izquierda de «; y con esto, como recorre cuatro
lugares, cada permutacion de 3 da 4 de 4; luego todas (como
son 1.2.3) darédn 1.2.3.4.

180. Bea ahora m letras: si & la derecha de las de (n—1)
se coloca la letra restante y se le hace recorrer los n lugares
que hay hasta ponerse 4 laizquierda cada una de (n—1) dardn
de n, ysilas de (n—1) sonsegunlaley vista, la serie 1.2.3....
(n—1) las de n serdn 1.2.3.4....n.

Esercicios. 1.0 Probar que con el método expuesto para
permular se obtienen grupos con las condiciones definidas.

2.0 Probar que si la ley es verdadera para las de (n—1) &
(n—1) es verdadera para las siguientes ndn, 6 sea que es ge-
neral.

181. La ley, pues, del nimero de permulaciones de varios
objetos es que hay lantos como indica el producto de la serie na-
tural de los nmiimeros enteros, desde uno hasta el nimero de ob-
jelos que enlran en cada permulacion.

182. COMBINAGIONES. Lidmanse combinaciones todos los gru-
pos, uno G uno, dos d dos, elc., que se pueden formar con varios
objelos, pero de modo que un objelo no éntre mds que una vez
en cada grupo y que dos grupos se diferencien d lo ménos en un
objelo.

29
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183. Propongdmonos hallar la formula de las combinacio-
nes de m objetos tomados n & n. Para fijar las ideas sean las
de 8 objetos tomados 3 & 3. Supongamos que se han formado
eslas combinaciones y sea su namero C,. Una vez halladas,
si quisiera obtener las coordinaciones 3 & 3 de estos 8 objetos
bastaria que en cada combinacion hiciera las permutaciones
posibles, pues si una permutacion abc se dijese qué no se
habia formado como estas tres letras habia de haber formado
una combinacion, aunque fuera ésta ach, como se han permu-
tado en todos los 6rdenes posibles, seguramente se ha forma-
do abe, y como liene cada una 3 lelras eslas permutaciones
serian las de 3 4 3; luego el namero de combinaciones G, re-
petido las veces que cada una se puede permutar, 6 sea P2 da
el niumero A, de coordinaciones; 6 de otro modo, C,P,=A4;
de donde C ,— %3

3 N

‘Como anilogo razonamiento puede hacerse con cualquier
nimero de objelos, esto dice que el nitmero de combinaciones
de varios objelos es igual al cocienle de sus coordinaciones divi-
didas por sus permulaciones.

mim—1)(m—2)...(m—(n—1))
1234 7 n 3

Asilas dendndemobjetos es,

184. OBSERVACIONES. Si se lienen 8 objetos y se combinan
34 3, cada vez que se tomen 3 de ellos quedaran 5, y como
cada vez que se varia un objeto de los 3 que se toman para
formar una combinacion se varia un objeto de los 5 que que-
dan, claro es que el nimero de combinaciones de 8 objelos
;3 4 3 es el mismo que el de estos 8 objetos tomados (8—3)4
8—3).

Er)l general las de m objelos n & n son las mismas que las
de estos mismos objetos tomados (m—mn) & (m—n).

PROBLEMAS. 1.0 P. ¢Cudnlos exliractos, ambos, lernos, cua-
Aernas y grupos de cinco numeros diferenles se pueden formar
con los 90 primeros ndmeros enteros? R. 90 extractos, 4005 dm~
bos, 117480 ternos, 2555190 cuaternas, 43949268 grupos de 5.

9.0 P. Permuladas las 7 lelras a, b, c, d, e, f, g, ¢eudnlos
grupos empezardn con la letra a 4 alra cualquiera? R. 720.

8.0 P. ¢Cudntas permulaciones empezardn por ab, cudnlas

pgrdabc, cudntas por abed? R. 120 por ab, 24 por abce, 6 por
-abed.
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4.0 P. ;De cudntas maneras podrian senlarse alrededor de
una mesa 8 personas? R. 40320.

185. Se llama probabilidad matemdtica simple el cociente de
los casos favorables, dividido por los desfavorables.

5.0 P. Jugando 12 nimeros en una loteria de 90 de los que
se sacan cinco @ la suerte Jeudl es la probabilidad de sacar un

9

2 22 1
ambo, terno 6 cuaterna? R. 5 ealracto, 1535 ambo, Bi terno.

La suma de las probabilidades de todos los casos posibles es
igual @ 1 y constiluye la cerleza.

6.0 P. gCudnlos billetes de cinco nikmeros seria necesario ju-
gar para lener lu certidumbre de acerlar un ambo 6 terno?
R. 43949268.

7.0 P. En un globo hay 13 bolas con un nimero cada una;
équé probabilidad hay de sacar seis mumeros determinados?

R. Fie

2 II. FORMULA DEL BINOMIO DE NEWTON.

186. Sesabe que{x+a)‘:m+a;(x+a)":x’+2ax+a’; (x4
a) =z’ 3ax*+3a*r-+a’; y si se eleva & la cuarta polencia se
tiene (w—+a)=x'+4ax’ 60> +4a’z+a'.

De la atenta consideracion de estos desarrollos se deduce:
Primero. Que las potencias de los binomios de la forma pro-
puesta son polinomios completos en 2 y @, y homogéneos. Se-
gundo. Que el exponente de x en el primer término es igual
4 la potencia, y va disminuyendo delen 1, hasla llegar & cero,
¢ inversamente el de a. Tercero. En cuanto & los coeficientes,
el del primer término es la unidad, el del segundo igual 4 la
polencia, y de los demis sélo se ohserva que los equidistan-
tes de los extremos son iguales.

Las dos observaciones primera y segunda permiten escri-
bir desde luégo la parte algébrica del desarrollo de una po-
tencia 6 de un binomio de la forma (z-}-a); pero en cuanto &
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la ley de los coeficientes no se descubre d priori, y es porque es-
tos coeficientes proceden de las reducciones que se han hecho
de los términos semejantes en los productos. Para descubrirla,
imaginese que se han multiplicado varios factores binomios,
cuyo segundo término sea desigual, como, por ejemplo: (x+a),
(2+b,), (x+¢), y se tendrd, ordenando con respecto & , el
producto, que serd z*~(a-tb-c)x*+(ab+ac+belx+-abe. Si
los factores fuesen cuatro, 4 saber, (z+4a) (x-+b) (x4-c) (2+4d)
se tiene el producto 2*+-(a+b+-c+d)x’-t(ab+-ac+-ad+be+
bd—+-cd)x’+{abe-+abd-+-acd+-bed)x+-abed. Es decir, que el coe-
ficiente del primer término es la unidad, el del sequndo las com-
binaciones 1 d 1 de los sequndos lérminos de los binomios, el del
tercero lascombinaciones binarias, eldelcuarto las lernarias, elc.,
y el wltimo el producto de todos los factores.

187. Asi, un producto de m factores (z+a) (x+0) (x4-¢)....
(x+l)=wm+((t+b+c+....l)xm—1+(ab—{—ac—}-ad—}—....).pm—L{—
(abeFabd—+....)am—34....a.b.cX ....X 1. Si en esta igualdad se
hace a=b—=c—=d=....l, se tendrd que el primer miembro se
convierte en (z+a) (x+a).... (z+a); es decir, en el producto
de m factores iguales & (x-a), 6 sea en la potencia m.“™* de
(x—+a): se escribirdn, por tanto, (z-+a)™. En cuanto al segun-
do miembro, el coeficiente de su segundo término serd (a-t-a
+....a); y como hay m factores, serd lo misnro que ma. Kl coe-
ficiente del tercer término serd (a*-a....a%); y como habra
tantos sumandos a® como combinaciones binarias se pueden
formar con los segundos términos de los m factores binomios,
m(m—1)

1.2
~+....a%); es decir, tantas veces a’ por sumando como combi-
naciones ternarias se pueden formar con los segundos términos
de los m factores binarios, 6 sea 7"—(%1_19)(;'1_:9—)(1* En gene-
ral el término (n-+1) del desarrollo tendrd por coeficiente a®,
repetido tantas veces como combinaciones n 4 n se pueden
formar con los segundos términos de los m binomios, 6 sea

a*. El coeficiente del cuarto término serd (a’+a’-a’
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m(m—1)....(m—(n—1))

an . Luego la férmula general de este

g4 et )
desarrollo es (x-a)0=xm-++max™—1+ m(ir—;—i)a“’xm-l{»....—{—
ot (Ylé—:)""(r_-(n—“) an gm—n+ .. .qm, Esta se llama

la formula del binomio de Newton, y sirve para las elevaciones
4 potencias.

188. Este desarrollo tiene (m-}-1) términos, toda vez que
hay que pasar en los exponentes de z 0 dea, desde m 406
vice-versa. Tambien es evidente la razon de por qué los coe-
ficientes de los términos equidistantes de los exiremos han de ser
iguales, pues teniendo cada una por coeficiente el niimero de
combinaciones tantas 4 tantas como lugares tiene dntes, el tér-
mino 5, por ejemplo, su coeficiente es el numero de combi-
naciones 4 4 4 de m letras; y el coeficiente del término equi-
distante, que es el que tiene despues desi 4, 0 sea que tiene
delante (m—4), es el niimero de combinaciones (m—4) & (m—4)
que se puede formar con m letras, y se sabe que el nimero
de combinaciones de m objetos 4 4 4 es el mismo que de
(m—4) & (m—4).

180. Para las aplicaciones se da una regla muy sencilla,
que evita el célculo de los coeficientes, y es: Si se mulliplica
el exponente de x en un lérmino por el cosficiente del mismo,
y se divide el producto por el exponente de a, aumentado en una
unidad, se tiene el coeficiente del término que le sigue. Hay que
recordar que solo se tieuen que calcular la mitad mas uno
de los coeficientes.

EJERCICIOS
1.0 Desarrollar (a—+b)"+(a—b)".
2.0 (a+bm—(a—bm=2(mam—1b+....).
3.0 (5—d4x)'=625 — 20002+ 24002° — 12802 +-2560".
4o (3az—0b)°.

5.0 (20/0 +/¢ )"
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CAPITULO VII

Progresiones y Logaritmos.

2.1. PROGRESIONES POR DIFERENCIA O ARITMETICAS

190. Progresiones por diferencia 6 aritmélicas son aquellas
continuaciones de térmings tales, que cada uno es igual al quele
precede, mds una cantidad conslante que se llama RAZON de la
progresion.

191. El signo de estas progresiones son dos puntos sepa-
rados por una raya. Asi: + 4.6.8.10.... esuna progresion aril-
mélica, cuyarazon es 2. En general, © a, a+r,a+2r.... es una
progresion cuya razon es r. :

192. Un término cualquiera es igual al primero, mds tan-
tas veces la razon como lérminos tiene dnles.

En efecto; sea * a.(a+r). (a+2r).... una progresion. Es
evidente, en los tres primeros términos se verifica, que uno
cualquiera es igual al primero, mds tanlas veces la razon co-
mo niimero de términos hay dntes del que se considera.

Para demostrar la generalidad de esta ley, supongase que
se verifica para los (n—1) primeros términos; bastard hacer
ver que tambien se verifica para el siguiente que ocupa el lu-
gar n.&™ En efecto; sea ésle u,y supuesto que se verifica la
ley para los (n—1) primeros lérminos, se tendrd, llamando ¢
al anterior 4 u, que{=a-(n—2)r; pero segun la ley de for-
macion de progresion, el término u=tr=a+(n—2)r+r=
a+(n—1)r.

Es decir, que sila ley se verifica para el término n—1, tam-
bien se verifica para el n.“™; pero ¢sta es verdadera para los
tres primeros, luego lo serd para el cuarto, y de aqui se de-
duce que tambien lo serd para el quinto, y asi sucesivamente.

193. En toda progresion por diferencia, la suma de los ex-
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tremos es igual d la de dos términos equidistantes de ellos. En
efecto; sea la progresion za.b.c....p.l.u, que tiene n términos
y- la razon es r. Se tiene atu=da+ta+(n—1)r=2a+(n—1)r.
Tambien como ¢=a+2r, y p==a+(n—3)r, serd c+p=a+2r+
a—+(n—3)r=2a+(n—1)r. Luego atu=c+p. ‘

194. Se llama equidiferencia la reunion de cualro nimeros
tales que dos d dos tienen la misma diferencia.

Se escriben las equidiferencias como las progresiones arit-
méticas, s6lo que constan de cuatro términes, que sellaman
medios y extremos.

495, Es evidente que la suma de los medios es igual & la
de extremos; pues si a,b,c, d son tales, que a—b=c—d, se
tiene, pasando b al segundo miembro yd al primero, que a—+b=
¢+b. Reciprocamente, sia+d=c+0b, seliene trasponiendo a—
b=c—d. Esto supuesto, cualro términos equidisianies de una
progresion arilmélica forman wna equidiferencia. En efecto;
se ha probado que la suma de los que hacen de extremos
es igual 4 la de los medios.

196. La swma de lodos los términos de una progresion por
diferencia es igual @ la mitad del producto del primero, mds el
altimo, por el nimero de lérminos.

En efecto; sea la progresion + a.b.c.... p.t.u, y n el nu-
mero de términos: llamando S & la suma, se liene S=a+b—+
C....4-p+i+4u; y tambien, invirtiendo, S=u+t+p+-.... ¢+
b~+a. Sumando ordenadamente, y observando que por la
inversion del segundo miembro cada término sesuma con
su equidistante, se tendra 2S=(a+u)+(b+1t)+4-(c+p).... ((+D)
+ (u+a) = (a+u)+ (a+u) 4+ (atu)....= (a+u)n; de donde
s lotwn

2

197. Se entiende por interpolar medios diferenciales entre
dos nimeros dados formar una progresion en la que los nime-
ros dados sean los extremosy haya entre ellos los medios pedidos.

Para interpolar cualquier nimero de medios diferenciales
entre dos numeros dados, basta determinar la razon; pues, si-
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guiendo la ley definida, se formardn los términos intermedios.

198. La razon se delermina dividiendo la diferencig de los
nimeros dados por el nimero de medios que se quieren interpo-
lar, mds uno. En efecto; si entre @ y u se quieren interpolar
m medios, el lérmino u lendrd_delante, (m--1) términos; y si
se llama r la razon, serd u=a-(m+1)r, de donde r:%_;—_[;—.

199. Si entre cada dos términos de una progresion seinler-
pola el mismo nimero de medios, todos forman una sola y unica
progresion.

En efecto; todos los medios interpolados tienen la misma
razon; pues, interpolando igual nimero de medios diferenx
ciales entre cada dos términos de la progresion, el denomina--
dor de la formula de la razon es en todos el mismo: en cuanto
al numerador, es la diferencia entre cada dos consecutivos
de los términos primitivos; pero, como formaban progresion,
su diferencia es la misma en todos; laego el numerador de la
férmula de la razon es tambien el mismo: es evidente que esta
razon es igual para todos los medios interpolados; es decir,
que forman una sola y lnica progresion.

Asi, si za.b.c.d....p.q.L.u es una progresion, y entre cada
dos términos se interpolan m medios, la razon de todos eslos
medios interpolados estd expresada por

b—a 23 c—b S u—t

Tmtt’ Tt Tm

Pero b—a=c—b=....=u—1; lvego r=r'=....
EJERCICIOS

1.c Hallar el término 17 de una progresion por diferencia,
que tiene por primer término 2, y por razon 3, y hallar la suma
de los 17 términos. Solucion: 14,7—50 y S=442.

: : 1 :
o Siendo el primero Ty la razon z, hallar el término 16

y la suma de los 16. Solucion: ujh.:loz S 142.
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3.0 Hallar el primer término de una progresion por diferen—

cia, sabiendo que la suma de los tres primeros es 77 ylarazon

2 : )
1—3—. Solucion: 4=
4.0 Hallar el nimero detérminos de una progresion, sabien-
do que el primero es 2 i, la razoni3 y la suma 1900. Solucion:
n=100.
5.0 Hallar el ultimo término de una progresion, cuya Suma

1 1 L : i !
es 60 gSU rason oy su primer térmmoz—. Solucion: u=3 g

6.0 Un comerciante ajusta un dependiente en su casa de co-
mercio por 240 duros al aiio, prometiéndole un aumento de sueldo
de 36 duros por aiio. Se pregunta cudl era su sueldo al cabo
de los 17 afios y cudnto recibié en los 17 anos. Solucion: &
los 17 afos cobraba 816 duros, y en todos 8976.

7.0 Un obrero ajusta la consitruccion deun pozode20 melros
de profundidad, drazon de?2 pesetas por el primer metro y 0,50
de mds por cada metro que profundice. Se pregunta cudnto lleva
por el ultimo metro, y cuénto recibe por la construccion del
pozo. Solucion: por el ultimo metro 11ps, 50, y por todo 135
pesetas.

8.0 Uno presta un capital de 3500 reales al4 por 100, y cada
atio, durante 24 anos, afiade 300 reales al capital. Se pregunta
d cudnto ascienden los intereses. Solucion: 4 6672 reales.

9.0 Un viajero que quiere llegar en 19 dias al fin de un viaje
lo arregla de manera que cada dia andeun cuaito de legua mds

que el precedente: el wllimo dia anda 14 % leguas. Se pregunta

cuéntas leguas anduvo el primer dia, y cudntas entodo el viaje.

Solucion: en el primer dia 10 leguas, y por todo 93‘2%.

10.c Hallar la razon de una progresion que tiene 22 lérmi-

nos, siendo el primero 1 y el wltimo 15. Solucion: r=-23~.

26
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11.0 Preguntado un mozo de servir cudnlo gana cada aiio,
responde: este aiio mi sueldo es de 550 reales; el primer aiio no
gané mds que 100, pero cada afio me lo han aumentado en 30
reales. Se pregunta cudntos anos ha estado el criado sirviendo
en aquella casa. Solucion: 16 afos.

¢ I1. PROGRESIONES POR COCIENTES O GEOMETRICAS.

200. Sellama progresion geomélrica daquellas continuaciones
de términos tales, que cada uno se forma multiplicando el pre-
cedente por un numero conslanle que se llama RAZON.

Es claro que si la razon es mayor que la unidad los térmi-
nos irén aumentando, y se llama CRECIENTE, y si €s menor
irdn disminuyendo, y se llama DECRECIENTE.

901. El signo es cuatro puntos separados con una raya.
Asi:=24.8.16.32.... yira.aq.aq’.aq’.... son progresiones por co-
ciente, cuya razon es 2 y ¢ respectivamente.

902. Un término cualquiera de una progresion por cocienle
es igual al primero por la razon elevada d un exponente igual
d los términos que tiene delante. En efecto; sea la progresicn
2 q.b.c.d....p.t.u,enla que aes el primer término, w el ultimo,
¢ larazon y n el nimero de términos. Segun la definicion, se
tendrd: b=aq.' c=bg=ay® d=cq=aq".

En donde se ve que en estos tres Lérminos uno cualquiera es
igual al primero multiplicado por una potenciade larazon igual
al nimero de términos que hay dnles del que se considera.

Esta ley es general, y para probarlo se hard ver que si se
verifica para los (n—1) primeros lérminos, tambien se verifica
para el siguiente. En efecto; si se designa este término del lu-
gar (n—1) por ¢, se tendrd

i=a.q" 2
(pues el término del lugar (n—1) liene (n—2) 4ntes de él.)

Segun la ley, el siguiente u (que ocupa el lugar n*=) sera

u=Ll.g=a.g"2.g=aq . ;
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Se ve, pues, que el n.4™° lérmino u es igual al primero a
por la potencia (n—1)de ¢; es decir, que si la ley se verifica
para un término cualquiera, tambien se verifica para el si-
guiente, pero se verifica en los tres primeros; luego se veri-
ficara para el cuarto, y verificindose para el cuarto, tambien
para el quinto; luego es general.

Asi el octavo término de la progresion ++2.6.18.... es ignal
4 2.37=4374; y el término 12 de la ‘Progreislion 2264:16:4....
. DESIN. ¢

903. Cuatro términos, equidistanles dos d dos de una pro-
gresion por cocienle, forman proporcion. En efecto; si entre el
primer término que se consideray el segundo hay, por ejem-
plo, 3 intermedios, su cociente es la razon de la progresion
elevada al cubo: entre otros dos términos cualesquiera, entre
los cuales haya qtros tres intermedios, tambien su cociente es
la razon de la progresion elevada al cubo; luego esos cuatro
términos, dos 4 dos, tienen el mismo cociente; luego forman
proporcion. Asi en la progresion 22q:bdze:frg:heizg:kipir:sit, Na-
mando ¢ la razon de sus términos ¢, se tiene que escogiendo

cuya razon esi es igual 4 64 (—)
4 y 4 ’ g g 4

a,d,pys %:f y%zqz; luego d.p=as.

904. La suma de todos los términos de una progresion geo-
mélrica creciente es igual al ultimo término por la razon, mé-
nos el primero, dividido por el exceso de la razon sobre la uni-
dad. En efecto; sea la progresion si@lre... 518..,:41), Y516 81
ma de sus términos, se tendrd S=a-+b+c....4+14u; multi-
plicando los dos miembros por ¢, ¥ obhservando que el pro-
ducto de cada término por la razon produce el siguiente, se-
ra Sq=b+c+....t+utuq.... (2); restando (1) de (2), serd
Sq—S=uq—a, 6 sea S(q—1)=ug—a; de donde Sz—uq:a—.

905. Sila progresion es decreciente, la suma se halla del

mismo modo, s6lo que se invierten los términos de la resta.
: a—u

Al

1—q
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206. La formula anterior tiene un limile cuando se trata
de una progresion decreciente de un niimero de términos in-
definidos. En efecto; miéntras mds léjos estd el término u del
primero, tanto méds pequeio es, y como ¢ es menor que la uni-
dad, porque la progresion es decreciente, el producto ug es
todavia menor. Si, pues, u es susceptible de ser menor que
cualquier cantidad dada, por pequefia que sea, y ug es aun
menor, la diferencia a—uq difiere cada vez ménos de a, & me-
dida que se consideran ¢ suman mds términos; luego el li-

L : Saty a
mite hacia el cual tiende esta suma es g que es cons-
tante, sean cualesquiera los términos que se sumen.

Asi la serie de valores 0,5 0,05 0,005 0,0005, etc., forman

: Lonh ; 1
una progresion geométrica decreciente, cuya razon es 10"
El limite hicia el cual tiende la suma de sus-términos, 4 me-

dida que se considere mayor nimero de ellos, es —0351 =(~)’;~
=10 10

=%; valor ya conocido (Arit. 253) como limite de la suma

0,5555....

207. Se entiende por inlerpolar medios proporcionales enlre
dos niumeros dados, formar una progresion por cocienle, en la
que los niimeros dados sean los exiremos y lengan entre si los
medios pedidos.

Para interpolar cualquier numero de términos entre dos
dados, basta averiguar la razon, pues, una vez conocida, como
se da el primer término, los demds se forman segun la ley
definida.

908. Para averiguar la razon se extrae al cociente de los
numeros dados la raiz del grado que indica el niumero de medios,
mds uno, que se han de interpolar.

En efecto; si entre @ y wse han de interpolar m medlos,
el término w tendra delante m+-1 términos, y si se llama ¢ &
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larazon, serd u=aqm+1, 6 sea qm+1-——-%; de donde q:\/ -:—.

209. Si entre cada dos lérminos de una progresion poly, co-
ciente se interpola el mismo numero de medios proporcionales
todos tienen la misma razon y formardn una sola progresion.

En efecto; larazon de cada unz de estas progresiones par-
ciales se obliene dividiendo cada término por el anterior (lo
cual da de cociente la razon constante de la primera progre-
sion) y extrayendo & este cociente una raiz del grado que in-
dican los medios que se van 4 interpolar, mis uno. Si, pues,
entre cada dos términos se interpola el mismo numero de
medios, el indice de esta rafz es el mismo: en resimen; si el
sub-radical es el mismo y la raiz de igual grado, claro es que
la razon de todas las progresiones parciales es una sola y cons-
tante. Y como el ultimo término de cada una es el primero de
la siguiente, todas ellas forman una sola y unica progresion.

210. Asien laprogresion ++1:10:100:1000:10000.... si en-

tre cada dos términos consecutivos se interpolan 10 medios,
11

la razon es |/10 en todos los intérvalos, y la nueva progresion
de 1 4 10 se enlaza con la siguiente de 10 & 100, porque 10,
ultimo término de la primera, es el primero de la segunda, etc. -

NotA. Como el nimero de medios que se pueden interpo-
lar es indefinido, y la razon puede hacerse menor que cual-
quier cantidad dada, aumentado el nimero de medios inter-
polados, se concibe que estos medios pueden crecer por gra-
dos tan insensibles como %e quieran, de modo que enlre uno
y el siguiente puede haber una diferencia menor que cualquier
cantidad dada. Asi, si entre 1 y 10, en lugar de interpolar 10
medios se interpolan 1000, la razon serfa la raiz 1001 de 10,
nimero muy pequeiio; y si se interpolasen 10000, la razon
serfa la raiz 10001 de 10, etc.; es decir, que se puede hacer
que los términos varien tomando todas las gradaciones de la
cantidad que se quieran entre 1 y 10 y lo mismo entre 10 y
100, etc. Luego, en fin, por una conveniente interpolacion se
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puede hacer que en la progresion geométrica propuesta apa-
rezcan nimeros tan aproximados 4 los que se pidan como se
quiera.

EJERCICIOS

1.0 Hallar el término noveno de una progresion por cogente
cuyo primer término es 5y la razon es 4, y la suma de eslos
nueve términos. Resulta: llamando n al noveno término, y S a
la suma, serd n=2327680 S=436905.

9.0 Siendo el primer lérmino 61—, la razon 1 -;:, hallar el

término 8 y la suma de todos los términos. Resulta n=106 ?1%
A4
S—3O'I5 19"

3.0 Cudl es el limite de la suma de lodos los términos de una
progresion geomélrica decreciente cuya razon es ' y 9 su primer

término. Resulta L=217.
4.0 Cudl es el limite de la suma de los términos de la pro-
gresion geomélrica decrecienle cuyo primer término es 40 y la

razon i Resulta L=10.

1

5.0 Uno pide por un caballo lo siguiente: un cénlimo de pesela
por el primer clavo de las herraduras, dos por el sequndo, cualro
por el lercero, ocho por el cuarto y asi sucesivamente hasta el
treinta y dos. jCudl era el precio del caballo? Resulta 42949672
pesetas 95 céntimos.

6.0 Un labrador siembra cada afio todo el trigo que recolecta:
¢l primer afio siembra una fanega y @ los diez amos recolecla
1048576 fanegas. Suponiendo que la produccion por una fanega
haya sido igual en los diez anios seudl ha sido esta produccion?
Resulta 400 por 100.

7.0 Un pueblo en cualro aiios ha aumentado de 10000 almas
@ 14641. Suponiendo la relacion de awmenlo la misma en cada

5 4 1
aiio, geudl es ésta? Resulta 10
8.0 Unaprogresion por cocienle se compone de siele lérminos.
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La suma de los seis primeros es 157% y la suma de los seis

altimos es doble de la primera. jCudl es la progresion? 2
5:10..,.160.

‘é‘:

¢ III. LOGARITMOS.

211. Si consideramos dos progresiones, una arilmética, que
empieza por cero, y olra geomélrica, que empieza por uno, los
términos de la aritmética se llaman los logarilmos de los térmi-
nos que ocupan los mismos lugares en la geométrica.

e r.dran. o mro o, :

Asnj._ : lforman un sistema de
$24.0.q2 @ ¢t c..qm. P .l

logaritmos.

212. Los sislemas de logarilmos son infinilos, pues variando
la razon de las progresiones se liene olro distinlo.

213. En todo sistema de logaritmos el logaritmo de la unidad
es cero. En efecto; por definicion, la progresion aritmética em-
pieza por cero y la geométrica por uno.

214. Se llama BASE de un sistema de logaritmos el lérmino
de la progresion geomélrica, cuyo logaritmo es la unidad.

215. Las tres letras log se leen logaritmo de.

" 216. Antes de demostrar la propiedad fundamental de los

sistemas de logaritmos conviene observar: 4

1.© Que si una progresion aritmélica empieza por cero lodos
los términos son mulliplos de la razon, pues siendo todos igua-
les al primero, mds tantas veces la razon como términos le an-
teceden, es evidente que si el primero es nulo todos se con-
vierten en la razon multiplicada por la serie natural de los ni-
meros enteros.

2.0 Que considerada la progresion indefinida, cualquier mul-
tiplo de la razon es un cierto término de ésla.

3.0 Que el nimero por el cual se halle multiplicada la razon
en un lérmino expresa los que liene delante, y por tanto indica
el lugar que ocupa.
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Analogamente acontece en la progresion por. cociente, sélo
que en ella es por multiplicacion lo que en la aritmética por
suma. Asi que, siendo cada término igual al primero multipli-
cado por la razon elevada & una potencia igual al nimero de
términos que tiene delante, es evidente que si el primero es
la unidad, se verifica: primero, que fodos los lérminos son po-
tencius de la razon indicada por la serie nalural de los nime-
ros enleros; segundo, que considerada la progresion con wn nii-
mero indefinido - de érminos, loda polencia de la razon forma
parte de ella; tercero, qae el exponenle expresa los términos que
tiene delante el de que se trala, y por tanto indica el lugar que
ocupa.

Nétanse, pues, desdeluego analogias entre las dos progre-
siones, y son que lantas veces como larazon de la arumetica
entra como sumando en un término, olras tantas enira la de la
geomélrica por factor en el que corresponda w ocupe el mismo
lugar.

Asi, es una férmula general de los sistemas de logaritmos
la siguiente: llamando r la razon de la aritmética y ¢ la de la
geométrica:

Logaritmos + 0.r.2r.3r dr...ur...mr.... (mtn)r.
Nimeros..21:c: ¢* ¢ ch . (o0, 0m. . Tentm )

917. Esto supuesto, demostremos el principio fandamental,
que es: en lodo sistema de logaritmos el logaritmo de un pro-
ducto es igual @ la suma de los logaritmos de sus factores.

Sean primero dos faclores que se supone que forman parte
de la-progresion geométrica, tales como ¢ y ¢™. .

Se tiene que ¢ X cm=¢m+n, Este producto, que por ser po-
tencia de la*razon forma parte de la progresion, Liene precisa-
mente un logaritmo, que es el término que le corresponde en
la aritmética. Para averiguario observo <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>