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Il faut refaire les Mathématiques , les placer sur un nou-
veau piédestal : il serait & désirer que ce fdt I'euvre d’un
homme nouveau, qui fdt étranger aux mouvements et aux
progrés des sciences et n’en conndit que les premiers €16

ments.—Lapracg, d’aprés Covreox.




REAL ORDEN.

Mixistenio be Fomento. — Instruccion publica. =Negociado 4.°=1Tlmo. Sr.: Re-
conocida por el Real Consejo de Instruccion piblica, como obra de mérito y digna
de publicacion la titulada TEORiA TRANSCENDENTAL DE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS,
que ha dejado inédita D. Jos¢ Maria Rey y Heredia , Catedratico que fué de Psico-
logia y Logica en el Instituto del Noviciado de esta Corte ; S. M. la Reina (. D. G.)
deseando honrar la memoria y singulares dotes de aplicacion, ingenio y modestia
de dicho profesor, ha tenido 4 bien mandar se imprima y publique la mencionada
obra & expensas y bajo los auspicios del Gobierno, con cargo al capitulo 20, articulo
tinico del presupuesto general de gastos del Estado.—De Real 6rden lo digo 4 V. I.
para su inteligencia y efectos consiguientes.= Dios guarde & V. I. muchos afios.

Madrid 21 de Noviembre de 1861.— Corvera. = Sr. Director general de Ins-
truceion publica.
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- PROLOGO.

Des. merito de 1a presente obra juzgarin por si mismos los lectores;
de las circunstancias de su Autor sera bien enterarles brevemente. Y
de pleno derecho me corresponde & mi el hacer tal resefia, porque
el Autor fue uno de mis mejores amigos, fue mi contrincante en la
mas noble de las lides, y mi compaiero en el mas satisfactorio de los
triunfos; juntos colaboramos en provechosas tareas, comunes fueron
durante largos afios nuestros intereses, y sin embargo, y contra lo
que de ordinario acontece, no hubo entre los dos ni sombra de riva-
lidad, ni asomo de desconfianza, ni el menor altercado, ni sintomas
de tibieza, y mucho menos de indiferencia; nuestra amistad se iba
haciendo mas intima, y mas solida, y mas inalterable, al compas de
los afios que iban transeurriendo, y & despecho de las relaciones que
en vulgares amistades suelen ser causas ocasionales de celos y recelos,
de frialdad y de ruptura. Generoso ¢ inolvidable amigo y compaiiero!
Ta, mejor que nadie, comprendes la sinceridad de mis palabras y de
mi cordial afecto; t, mejor que nadie, comprenderis cuin gustoso
tomo la pluma para rendir este leve tributo 4 tu memoria; y ti, el
primero, reconocers que & mi preferentemente, por deber, tanto como
por derecho, me_ toca darte & conocer a tus lectores. Con este libro
les das la medida de tu poderosa inteligencia; yo voy & darles, en
sucintas frases, la medida de tu noble corazon.

En las amenas margenes del Guadalquivir, 4 la sombra de Jas

maravillas del arte musulman, en la patria de los dos Sencas, de
~ b
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Lucano, de Averwoss, de Mamosies y del gran Capitan Goxzano, en
la insigne (y por tantos titulos célebre en. la historia) ciudad de Cor-
doba, vio la luz primera D. José Maria Rey v Hereow, el dia 8 de
agosto de 1818, habiendo recibido, en la parroquial de Santa Marina,
las aguas lustrales del santo bautismo, que tuvo el gusto de adminis-
irarle su sefior tio el preshitero D. Pedro de Hereors y Cisneros.

Los padres de nuestro amigo (D. Francisco Rev, hoy difunto, y
Dofia Josefa Hereoia, que actualmente vive en Cordoba con los res-
tantes hijos) eran pobres; mas ;qué importa la humildad de la cuna
de un hombre, cuando Dios le hace procer por la inteligencia ? Mucho
peor suerte les cabe & aquellos que envueltos, al nacer, en la parpura
y las holandas de la aristocracia, han de pertenecer toda su vida a la
plebe de los entendimientos.

Las primeras letras (en la Escuela Pia) y la latinidad (con el pre-
ceptor D. Juan Moxroy) iniciaron al joven en la brillante senda que
le estaba reservado recorrer. Escasos de reeursos se hallaban sus pa-
dres; mas el preceptor de Latin, que habia reconocido en su discipulo
un talento nada comun, insto con deeidido empefio para que & todo
trance, y & costa de cualquier saerificio, se le diese una carrera lite-
raria. 4Cual es el sacrificio que mo harin los padres por un hijo, y
por an hijo de raras dotes mentales?..... No pregunte el lector por los
apuros en que se vieron los buenos padres, ni por las privaciones que
amorosos se impusieron; conténtese con saber que el 1.° de octubre
de 1833, su hijo ingresaba de colegial interno en el renombrado Se-
minario conciliar de San Pelagio.

El impulso estaba dado: el corazon de los padres habia hecho su
oficio, la cabeza del hijo hard lo demas. Tres afios de Filosofia y siete
de Sagrada Teologia curso, en efecto, el joven seminarista, y siempre
y constantemente fue el primero; el que sobresalio de mucho, entre
el considerable nimero de alummos que concurrian 4 las aulas de
San Pelagio. Onee aiios paso en el famoso Seminario, y desde el se-
gundo mereeid ya que se le otorgara el beneficio de beca entera, y en
los cuatro dltimos desempeiio, con el caricter de Pasante, la ense-
fianza sucesiva de fodas las asignaturas de Filosofia, y dié un carso
de Instituciones téol()gicas, Durante los dos tltimos afios tuve, ademas,
el cargo de Bibliotecario de la publica Episcopal de Cordoba.

Hechas sus primeras armas en el magisterio con el acierto y luci-
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miento que todavia se recuerdan en el Seminario de Cordoba, natural
fue que no abandonase la carrera del profesorado. Ya, por designa-
cion espontanea de la Junta de gobierno de la provineia, se quiso
poner & su cargo (en 4 de agosto de 1843) la citedra de Logica del
Colegio nacional de Nuestra Sefiora de la Asuncion de Cordoba; pero”
consideraciones ajenas & la Instruccion publica le decidieron & no
hacer uso de aquel nombramiento. Su indisputable aptitud, probada
en piblica oposicion y rigoroso certamen, le llevo muy luego (18%44)
i profesar la Logica en el Instituto de Ciudad-Real, donde hubiera
podido ohtener tambien la eatedra de Matemalicas, si anles no se le
hubiese conferido la propiedad de la de Ligica. Para ambas poseia
igual idoneidad, como para las de Religion y Moral, Geografia y
Francés, que mas de una vez substituyo el aventajadisimo Pasante de
San Pelagio.

Nuevos ejercicios de oposicion le trajeron en 1848 4 una de las
dos ctedras de Psicologia y Logica vacantes en los Institutos de Ma-
drid. Pasaban de doce los combatientes, entre los cuales los habia muy
aguerridos, pero solo quedaron en pié, despues de la lucha, D. José
Maria Rey v Hereow, de toda justicia el primero, y el que estas li-
neas escribe, por gracia de los jueces, el segundo. La suerte nos hizo
contrincantes en la binca 6 pareja para ejercitar, y entonces pude
conocer y admirar de cerca el rico eaudal de inteligencia y de bondad
que poseia mi ilustre competidor, ya desde aquel punto mi mejor
amigo, porque era imposible conocer & D. José Rev v Herenia, y no
estimarle, y era imposible estimarle sin que él correspondiera con una
efusion, una simpatia y un rendimiento indecibles,

Compaiieros ya de profesorado, nos asociamos al efecto de eseribir
un Curso para la asignatara que desempeidbamos, tomando yo & mi
cargo la Psicologia, v Rey la Ligica. Esta ullima es inmejorable:
aprobado nuestro libro por el Real Consejo de Instruccion publica,
(quince afios hi (desde 1849) que esta sirviendo de texto en la mayor
parte de los Institutos y Colegios del reino. Mis Elementos de Psico-
logia podran tener defectos, pero desafio 4 cualquiera & que sefiale
uno substancial en los Elementos de Ligica de Rev v Hergpia, jQuién
mejor que un pensador an recto y profundo como mi malogrado
compafiero, -podia condensar didacticamente las leyes del pensa-
miento y la diseiplina de la inteligencia, para uso de Ja juventud es-
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colar? En Espaiia, eomo en América y en el extranjero, ha merecido
mil elogios la Ligica de Rey v Hereoia, y es tenida por libro verda-
deramente cldsico, sin que ni el tiempo ni la pasion puedan jamés
despojarle de ese calificativo, porque las leyes del pensamiento son
inmutables como el Dios gue las trazo, y porque el método expositivo
adoptado es el mas filosofico, 4 la par que el mas claro, sencillo y
docente.

Mis “amistosas y repetidas sugestiones fueron mas adelante nece-
sarias para vencer su exquisita modestia, y obligarle & escribir unos
Elementos de Etica para el uso de nuestros discipulos. Para redactar
una Logzca es necesario ser un gran pensador; para escribir una Etica
es necesario ser un gran hombre de bien. Las dos grandezas se reu-
nian en mi comprofesor. Rev v Henepia se habia estudiado, y estu-
diaba, para conocerse, y solamente queria conocerse para perfeceio-
narse, para ser todavia mejor de lo que era, a pesar de que era
honisimo. Interrogar el alma por medio de la conciencia, y en virtud
de un mismo esfuerzo de sincero y profundo andlisis adquirir y me-
recer & la par la certeza de su inmortalidad, y explicar la voluntad
para disciplinarla y reglarla, era el eampo en que ejercitaba sus ha-
bituales meditaciones nuestro preclaro moralista, verdadero vir bonus,
philosophandi peritus. La Etica se di6 4 la estampa en 1853, y desde
entonces pregonan su mérito y valor cientifico la aprobaclon del Go-
bierno de S. M., cinco ediciones sucesivas, y el juicio erilico de todos
cuantos inteligentes la han examinado.

jCudn feliz debia ser una mujer al lado de un esposo como don
José Maria Rev v Hereou! Fuelo, en efecto, la joven, bella, virtuosa y
simpatica Doiia Teresa Gorrmwo y Castro (hija de D. Pedro Goreisno,
honrado comerciante y vecino de Cordoba); pero lo fue por poco
tiempo: ni un lustro de extension () llego & coger el espacio entre el
velo nupeial y el sudario del ataud!!! Gran fortuna que, como prenda
de amor conyugal, quedo un hijo (™), hoy huérfano de padres, pero

(*) Recibieron los esposos la bendicion de la Iglesia, en la parroquial de San Pedro de
Cordoba, el dia 11 de septiembre de 1851, y fallecio la esposa & la temprana edad de 24
afios, el dia 24 de abril de 1856.

(**) Don Pedro Rey y Gorrindo nacié en Madrid el 18 de febrero de 1854 . siendo
bautizado en la Iglesia parroquial de San Ildefonso. .
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idolo del carifio de toda la familia, ¢ idolo tambien de los que fuimos
aniigos y admiradores de su padre. La vida de este, sin embargo,
quedd desde entonces como mutilada: el dia en que perdio & su que-
rida esposa habia recibido Rey una herida de muerte. Herido y lasti-
mado, no fardo en asomar en su pecho, predominadora yva, la en-
fermedad insidiosa y consuntiva que habia segado en flor la vida
de la tan buena como hermosa Teeess, y que tambien habia de
llevar prematuramente al sepulero 4 su esposo. En vano buscaba este
un consuelo en la musica 6 en sus estudios favoritos: desde 1856 lle-
vaba Rey una espina hondamente clavada en el eorazon, y las espinas
del corazon no se arrancan. Comprendiolo sin duda por secreto ins-
linto, y todo su afan se redujo ya & hacer el testamento de su vigorosa
inteligencia, que asi puede llamarse el libro al cual sirven de Proroco
estas lineas.

Cien veces habiamos oido & Rev, sus compafieros mas intimos,
lamentarse de que las Matemdticas, con todo y ser hoy tan frecuentes
y portentosas sus aplicaciones, eran rara vez consideradas bajo su as-
pecto metafisico y franscendental, doliéndose, como de una profana-
cion, al ver que son tantos los que operan sobre la cantidad, el ni-
mero, el espacio, ete., y tan pocos los que comprenden & fondo estas
nociones fundamentales, 0 saben darse razon adecuada de las mismas
teorias que rutinariamente han aprendido, y por rutina aplican. A con-
cederle Dios algunos afios mas de vida, Rev v Hereois hubiera sacado
& las Matematicas del seno del empirismo en que generalménte yacen,
y el orbe cientifico le habria sin duda aclamado como el restaurador,
si no el ereador ¢ reformador, de la Filosofia de las Matematicas, se-
nalindole en la historia del saber humano un puesto andlogo al que
ocupan Newron, Descartes, 6 Bacox. Y no son estas puras hipérboles de
Prorogo, 6 vanas ilusiones -de la amistad, no; son legitimas conjeturas
autorizadas por la muestra de la série de estudios que se habia pro-
puesto, por su Tronis transcendental de las cantidades imaginarias
que comenzo & escribir en 1855, y de la cual puede hoy ya, & Dios
gracias, disfrutar. la ciencia. ;

Volveremos & hablar del libro antes de concluir este su Provoco.
Digamos ahora que D. José Maria Rey v Hereoia, modesto siempre y
por todo extremo, no ambieiono, antes rehuyd conslantemente , la
pompa de los grados y el lujo de los titulos académicos. Por exigencia
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de Tos Reglamentos, tomo los grados de Bachiller en Filosofia (1846),—
Regente de Psicologia y Logica (1847),—y Licenciado en Filosofia y
Letras (1857),—y por reiteradas instancias de sus amigos, tomo los
grados de Bachiller (1852) y de Licenciado (185%4) en la facultad de
Jurisprudencia, cuyos estudios hizo en la Universidad Central, simul-
tanedndolos con el desempeiio de su catedra en el Instituto del Novi-
ciado. Hechos tenia tambien, con la brillantez que se deja suponer, los
estudios superiores para el Doctorado en Filosofia y en Jurispruden-
cia, pero nunca pudimos deeidirle & tomar un grado cuya pompa se
avenia muy mal con su ejemplar sencillez y modestia.

[istas mismas dotes, tan sobresalientes en nuestro amigo, hicieron
tambien que nunca aspirase & obtener fitulos de Academias y Socie-
dades. Unicamente por lo notorio de su talento y de sus antecedentes
literarios, que no por sus instancias, y quizis contra sus deseos, fue,
en 1842, nombrado socio de la Economica de Amigos del Pais y Aca-
démico de la general de Ciencias, Bellas letras y Nobles artes de Cordo-
ba, su cindad natal y primer teatro de sus glorias cientificas y literarias.

Repugnabanle los grados y los titulos, pero siempre se le hallaba
dispuesto para prestar servicios. En 1851 presto conmigo el de ser
juez del Tribunal de censura de los ejercicios de oposicion para la ¢i-
tedra de Ampliacion de la Filosofia y su historia, @ la sazon vacante
en la Universidad de Sevilla; y & mi me presio tambien el servicio de
suplirme en la Escuela Normal de Filosofia dando, durante el curso
de 1851-52 (época en que hube de trasladarme & Paris con una co-
mision sanitaria oficial del Gobierno de S. M.), las lecciones corres-
pondientes de Psicologia empirica y racional, con gran ventaja para
los alumnos de aquella Escuela, semillero de buenos profesores (todos
sus alumnos lo son hoy, y muy distinguidos, en las Universidades o
en los Institutos), y, sin embargo, con el mas infeliz acuerdo suprimida
por Real decreto de 17 de septiembre de 1852. jOjala la veamos
cuanto antes restablecida! Esta optacion nos arranca, no tanto el ca-
riiio que naturalmente debemos profesar @ aquella Eseuela y & sus
aventajadisimos alumnos, como el deseo de que los Institutos y Cole-
gios de segunda ensenanza tengan, como tienen todas las naciones cul-
tas, un seminario que facilite cubrir dignamente las seiscientas, 6 mas,
plazas de catedratico que euenta ese importantisimo grado de la Ins-
truceion publica del reino.
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El mal candia entre tanto, siguiendo su inexorable curso, y el
perspicaz doliente 1o se hacia ya ilusiones acerca de su estado. Halkin-
dose en Cordoba con licencia superior, el 2 de febrero de 1861, y
ante el escribano D. Pedro Acuiear v Prrez, ordend su lestamento,
nombrando tutor de sn hijo 4 su hermano D. Joaquin Rey v Heaepia,
escribano de la misma ciudad de Cordoba. Esle hermano amantisinio
desempena hoy su cargo con un celo, esmero y desinlerés admirables;
desempénalo como una especie de cullo que de justicia rinde en el
huérfano 4 la memoria del padre, & la memoria de aquel hermano
malogrado que compartio con él su escaso sueldo para mantenerle
cursando en Madrid la carrera del Notariado que hoy con tanto lustre
como merecida suerte profesa. D. José Rev v Hermpis era, en efecto,
el padre de sus jovenes hermanos, y aunque con exiguos recursos pe-
cuniarios, sus tesoros de amor y de bondad aleanzaban todavia =
para ayudar en algo & sus ancianos padres, y hasta para socorrer a
algunos amigos desgraciados. Tal cual de estos le fue ingrato; pero ¢l
no sabia, ni podia, ni por asomo queria concebir la ingratitud. Conocia
& los hombres, se conocia 4 si mismo, y veia que el Cielo le habia des-
tinado para amar & sus semejantes y hacerles todo el bien imaginable,
otorgéndole una constitucion moral de todo punto muompauhlc con
el 6dio, la malquerencia, la murmuracton, ni la queja. jInolvidable
amigo! Con dotes tan raras y excepcionales, ¢ qué exirafio es que no
hayas dejado ni un solo enemigo, ni un solo descontento de ti, sobre
esta tierra tan miserable? ;Qué extraiio es que tu familia vista
constante luto, y vierfa eterno llanto sobre tu sepulero, é idolatre en
tu Perico la memoria del mejor de los hijos, del mejor de los her-
manos, del mejor de los esposos y de los padres, del fénix de los
amigos?..... Bl sepulero es el erisol de la gloria (ha dicho un filosofo
contemporaneo ), y de ese crisol ha salido considerablemente aventa-
jada y sublimada la gloria de nuestro Rev v Hegeoa.

Su alma pura, prévia la ultima santificacion por los Sacramentos,
abandono la carcel del cuerpo el lunes dia 18 de febrero de 1861 &
las tres menos cuarto de la madrugada. ;Dia de dolor universal para
Cordoba, su patria! Dolor verdaderamente sentido, y espontineamente
manilestado en los funerales que se celebraron & las cinco de la tarde
del siguiente dia, y & los cuales concurrio una multitud de personas
de todas clases, ansiosa de tributar el ultimo homenaje al ilustre com-
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patricio. Presidia el duelo una Comision del Excmo. Ayuntamiento de
Cordoba, en compaiifa del anciano y venerable Dean de aquella Santa
Iglesia, D. Juan Gurizeeez Cornes, director espiritual del finado, de
los Directores del Seminario y del Instituto de segunda ensefianza, de
los profesores y alumnos, internos y externos, de la Escuela Normal,
de la de Veterinaria y de los Colegios, elc.

Pocos dias después, en cabildo del 20 de febrero de 1861, da-
base cuenta al Cuerpo municipal de la siguiente mocion:

«Exomo. Sk.; Deber es de la Corporacion que tiene el alto honor de representar I
insigne y antigua cindad de Cérdoba, preclara madre de sabios, como la llamd un
eseritor antigno, el transmitir 4 la posteridad, orlados eon la aureola de gloria, respeto
v consideracion 4 que son acreedores, los nombres de aquellos sus ilustres hijos que,
elevandose por su mérito relevante sobre el nivel de sus contempordneos, dan honra
y prez i su patria.—En este caso se encuentra D. José Marfa Rey v HEREDIA, cordobés
tan modesto y probo, como sabio profundo, sobresaliente en el profesorado, y no menos
distinguido escritor, que ha bajado al sepulcro casi en sus mas floridos afios, cuando
mas Gpimos y sazonados frutos esperaba la patria de su privilegiada inteligencia.—Por
fanto, el Alcalde que suscribe tiene el honor de proponer & la Corporacion municipal
se sirva perpetuar la memoria del sabio escritor pitblico D. Jos¢ Maria Rey con el
acuerdo siguiente:

1.° »Se concede hovedilla perpétua & su cadiver en el cementerio de la Salud.

2.° »Se pagari por la Corporacion, y cargo al capitulo de Imprevistos, la lapida
que cubra sus restos mortuorios, proporcionando asi, y de una manera indirecta, un
pequeiio socorro @ su desconsolada familia.

3. »Se procurari adquirir un retrato suyo, el cual se depositard en la sala de
sesiones, donde, 4 ejemplo de lo que en otras partes se hace, debe procurarse formar
una coleccion de retratos de cordobeses ilustres.

4.° »Se mudara el nomhre de la calle en que ha ocurrido su fallecimiento, la cual
deberd llamarse, en lo succesivo, CALLE DE Josk REy.

»Cordoba 19 de febrero de 1861.—CArLos RAMIREZ DE ARELLANO.»

Por voto uninime, y en todas sus partes, aprobo el Ayuntamiento
la mocion de su celoso ¢ ilustrado Alcalde, confiando al mismo la eje-
cucion inmediata de los acuerdos tomados.

Poco tardaron en verse estos cumplimentados, puesto que el 1.° de
noviembre de 1862 ya se inauguraba, enteramente concluido y asen-
tado, en el cementerio de Nuestra Sefiora de la Salud, un sencillo y
elegante monumento sepuleral, concebido y disefiado espontineamente
por el arquitecto titular D. Rafael de Lueue, labrado, en su parte cor-
respondiente, por el marmelista italiano D. José Frivowt, de Sevilla, y
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costeado todo por el Ayuntamiento. Campea en una de las losas la
siguiente inscripcion:

DON JOSE MARIA REY Y HEREDIA.
Rols (P.
1861.

completada en otro mérmol con la siguiente dedicatoria:

AL ILUSTRE
ESCRITOR
Y VIRTUOSO
CIUDADANO,
EL AYUNTAMIENTO
CONSTITUCIONAL
DE~SU PATRIA
CORDOBA.

El retrato fue colocado en la sala consistorial el 15 de julio
de 1861, llevando al pié la siguiente inseripcion:

«Para perpetuar la ilustre memoria del sabio profesor de la Universidad Central y
escritor, D. José Maria Rey y Herepis, mandd hacer el presente retrato la Munici-
palidad de Cordoba, su patria, en 1861.»

La calle de Santa Clara, en cuya casa num. 12 falleci6 el insigne
cordobés, tomo desde el 4 de septiembre de 1862 el nombre de
Jost: Rey.

En el retrato estan figurados los volumenes que representan los
tan conocidos tratados de Logica y Ltica, y el libro de la Teoria de
las Imaginarias que hoy ve la luz publica, y acerca del cual serd
bien afiadir algunos pormenores que justifiquen de cierta manera el
nombre de Proroco dado al presente escrito.

Examinada por el Real Consejo de Instruccion publica la Teoria
transcendental de Rey v Hereois, y evidenciado su mérito, recayo en su
virtud la Real orden de 21 de moviembre de 1861, que va trans-
crita después de la portada del presente libro.

En cuanto el Ayuntamiento de Cordoba tuvo noticia de esa sobe-
rana resolucien, se apresurd A felicitar & la angustiada madre del
Autor en los siguientes términos:
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«ALGALDIA CoNsTITUCIONAL DE (oRDORA.=El Ayuntamiento de mi presidencia, en
sesion de 30 de noviembre dltimo, se ha enterado con satisfaccion de la Real drden
de 21 del mismo, porla cual se ha dignade 8. M. resolver que 4 expensas, y hajo los
auspicios del Gobierno, se imprima y publique la obra titulada Teoria transcendental
de las cantidades imaginarias, que ha dejado inédita su malogrado hijo de V. Don José
Maria Rey y Herenia ; tributando asi & su memoria la honra que con sus afanes y elaro
talento supo conquistarse, y que no ha podido menos de autorizar el Real Consejo de
Instruceion pablica en la censura de esa produceion cientifica.

»El-Ayuntamiento, que fue el primero en rendir el homenaje debido & un cordobés
tan apreciable por sus raras dotes como por su probidad y modestia, participa de la
satisfaccion que 4 V. ofrece ese testimonio piblico, con que la munificiencia soberana
duleifica & V. las amarguras de tan sensible pérdida, y ha resuelto, por lo tanto, dar
4 V. porello el mas sincero y afectuoso parabien, como una nueva muestra de las
simpatias que el nombre de su sefior hijo tiene arraigadas en el corazon de todos los
miembros del Municipio.

»Dios guarde & V. muchos afios.= Cdrdobe 2 de diciembre de 1861.=Cinvos
Ramirez DE ARELLANO, =Sefiora Dofia Josefa Heredia, viuda de Rey.»

De la satisfaccion del Municipio de Cordoba participarin en Fs-
pana, y fuera de ella, todos cuantos se interesen por el cultivo y los
adelantamientos de la ciencia matematica. El Consejo de Instruecion
piblica, proponiendo, y el Gobierno de S. M. acordando la impresion
de la Teoria transcendental de las cantidades imaginarias, han rendido
el mas alto homenaje posible al talento del Auftor, y afadido un flo-
ron 4 la corona cientifica de Espaia, de esta Espana, que tan solo de-
manda paz y proteceion para reproducir aquellas épocas brillantisimas
en que su teatro y su literatura, sus doctores y sus universidades, sus
lahores y sus descubrimientos cientificos, le conquistaron el timbre
de potencia- de primer orden en la esfera de la inteligencia, cual sus
armas y el valor de sus hijos le habian ganado igual calificacion en la
esfera de la politica y de la dominacion ferritorial.

El Autor no puso Prologo 4 su obra, pero dejo una especie de
epilogo, verbal, si, pero fielmente recogido por el atentisimo amor de
su - querido hermano Joaguiv. Hé aqui con toda puntualidad la mani-
festacion que hizo en su lecho de muerte:

«No sé si el mal que hace tiempo me consume me permitird escribir el PROLOGO
de mi TEORIA TRANSCENDENTAL DE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS. Si algun dia llegn d
pubilicarse, cuidards de que aparezea consignado lo que sigue:

A fines de 1850, y muy pocos dins después de conocer @ mi amigo y compaiiero
D. Aciscro F. Vavuin Y BustiLro, caledrdtico como yo en el Instituto del Noviciado de
la Universidad de Madrid, tuve, no sé si la fortune, d lo desgracia, de que advirtiese
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en mi alquna aficion al estudio de las ciencias czactas, consultdndome varias veces
sobre diferentes puntos de los Elementos de Matemiticas que por aquella fechn empe—
aaba d publicar, y que tan venlajosameule sirven hoy de tewto en muchos Estableci—
mientos de sequndn ensefianza.

» De nuestras conferencias y discusiones sobre todos los ramos de la ciencia se formd
mi buen amigo un conceplo lan superior de mis escasos conocimientos, que me instd una -
ves y obra d escribir alqunos opisculos sobre las principales cuestiones filosdfico-malemd-
ticas que tratdbamos en nuestras conferencias, y que sirviesen como de introduccion
@ la completa reforma de lo ciencia. Llegi su empeiio hasta el punto de anunciar en nna
de lus ediciones de su obra estos mismos opusculos, obligindome asi d dar forma al que
considerdbamos siempre como el mas predilecto, y tambien como el mas dificil y trans-
cendenlal para servir de base  los demds.

»A la perseverancia de mi consecuente amigo, por espacio de muy cerca de diex
wios consecutivos, durante los cuales he sufrido tristisimas desgracias de familia , se
debe que haya al fin terminado mi trabajo. Gonozeo bien las grandes dificultades de una
obra completamente nueva.... no sé el concepto que merecerd al Real Consejo de Ins-
truccion publica; pero si alguna consideracion quieren dispensarme, y desgraciadamente
fallezco antes, mi pobre hijo..... No puedo seguir, Joaquin: la afliccion me ahoga.....»

. En efecto, cuarenta y ocho horas después, y muchas de ellas pa-
sadas en el delirio precursor de la muerte, se extinguid para los mor-
tales aquella lumbrera privilegiada, volando & unirse con la Bondad
suma su alma bonisima y toda amor.

El Sr. Vauuy v Busmro, tuvo la singular fortuna de sugerir & Rey
v Hereoua la composicion de la profunda Troris que hoy se dad la es-
tampa;—4a sus perseverantes instancias se debe que el Autor venciera
su gran modestia, y que mas adelante luchara con la flojedad orga-
nica concomitante de la traidora enfermedad consuntiva;—y al ar-
diente celo é incansable laboriosidad del mismo Sr. Vatux se debe
el trabajo de formar y reducir todas las figuras que van intercaladas
en el texto, asi como la comprobacion y rectificacion de los cilculos y
la penosa tarea de dirigiv la impresion de este libro, y de pasar las
pruehas, por encargo especial de la Direccion general de Instruc-
cion publica, 4 la cual contesto, aceptando la comision,, diciendo, entre
ofras cosas :

Después de lamentar, muy de veras; la pérdida de mi malegrado amigo y compa-
fiero, de euyo talento extraordinario y vastisimos conocimientos filoséfico-matemdlicos
tanto podia esperar nuestro pafs, acepto con gusto el honroso encargo de V. E.,
considerdndome muy satisfecho con poder contribuir, siquiera sea en tan pequefla
parte, & que los hombres de ciencia de dentro y fuera de Espaiia puedan admirar el
profundo saber y la rara modestia del autor ilustre de la Teoria transcendental de las
cantidudes tmaginarias.

*
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Yo felicito por todo & mi excelente compaiiero y amigo; yo le en-
vidio la buena suerte de haber sido en algun modo el asiduo colabo-
rador de la nueva y transcendental Teonia ; y me complazco en dejarlo
aqui consignado para su satisfaccion, y en muestra tambien del agra-
decimiento vivisimo que por ello sentimos, & la par de la familia del
Autor, todos sus amigos y compaineros.

iDisfrute ya la ciencia de las profundas lucubraciones de Rey v
Hereon, y sean ellas la base de ulteriores progresos en las ciencias
exactas! Sea este libro la ejecutoria mas preciada de un pobre huér-
fanol..... y quedara salisfecha toda la ambicion generosa del padre.

P. F. Montav.



INTRODUCCION.

Cuando una ciencia que con visos de razon se gloria de llevar el titulo de
exacta, consagra uno de sus capitulos & tratar del absurdo y del imposible. como
objetos de su especulacion, fundamento hay para sospechar 6 que se ha
arrogado presuntuosa un titulo inmerecido, ¢ que en los princigios sobre que
estd basada anda oculto algun vicio, algun pecado de comision ¢ de omision.

El' primer defecto no puede achacarse 4 las ciencias matemalicas, sin
desconocer su verdadera indole demostrativa y ldgica; la suposicion segunda es
mas jusla, & la par que menos injuriosa para estas ciencias.

No es, con efecto, muy raro ver en ellas eclipsada su claridad por punfos
obscuros, tanto mas ficiles de percibir cuanto aquella es mas brillante y diafana,
y cuanto mas cercanos se hallan al origen primero de donde se irradia la luz,
porque entonces se extiende detrds de ellos una inmensa sombra que anubla
grandes espacios del campo matemético. Privilegio es este de las ciencias que se
hallan constituidas, organizadas y modeladas, segun las leyes del espiritu que las crea
por su virtualidad propia : un concepto mal definido, una division incompleta,
un primer raciocinio inconcluyente, son como cuerpos opacos que atajan el paso
de la luz 'y producen @l eclipse, ¢ hien figuran el efeclo de una ligera paja,
que, puesta demasiado cerca del ojo, nos oculta una montaia,

Con todo, no son las ciencias mateméticas, evidenles y exaclas por esencia,

las que se hallan mas expuestas 4 estas obscuridades. Desde su origen, que es
1
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remolisimo en la historia de las construcciones sistemalicas del espiritu humano,
nacieron armadas de esa fuerza sintética que las organmiza, y hafiadas de la
purisima luz que las penelra y esclarece: el entendimienlo del hombre las
concibio y produjo como vacidndolas en un molde que de antemano tuviese
preparado alli en lo mas intimo de su esencia, é imprimié en ellas por inslintiva
espontaneidad sus propias leyes como formas de su organizacion duradera, y como
condiciones de su futuro engrandecimiento. No hay ciencias que tengan una historia
mas anligua , ni mas ilustre, que las Malemdticas. Sus nieblas y obscuridades,
que tambien las liene, estin muy circunscritas , y sus lagunas muy reconocidas,
y sus misterios muy contados; y es de creer que al cabo la Malemética alcance
toda su claridad inlerior y la integridad orgénica de sus formas, frayendo para
ello la luz del mismo espiritu por la crilica reflexiva y profunda de las condiciones
transcendentales de todo conccimiento. Y esta esperanza se [unda en el hecho,
cada vez mas patente, de que los puntos mas obscuros, por menos explorados 6
mas diffciles de la ciencia, son precisamenle aquellos que la ponen en contacto
con la filosofia del espiritu humano. De esta filosofia transcendental y critica es
de donde tmicamente puede venir la luz: higase un esfuerzo, remuévase el
obstéculo, y lla se derramaré 4 torrentes, inundando con claridad igual todo
el cuerpo de la ciencia.

I

Un punto hay mas nolable que los otros por su obscuridad, y que reclama
con mas urgencia una explicacion critica. Este punto es el imaginarismo, hecho
matemdtico de universal (ranscendencia, que en si resume, y como que sislematiza,
la contradiccion y el absurdo de tal manera, que no parece sino que se ha
despejado de tinieblas todo el &mbito de la ciencia para acumularlas en un solo
capitulo. El imaginarismo es el scandalum mathematicum conslituido en teoria,
la derogacion de la regla erigida en regla, el imposible sometido & la misma
logistica que las cosas posibles, el absurdo considerado como origen de la verdad
y de la realidad. ;Y con todo eso, Jas cantidades imaginarias, absurdas y
contradictorias, como se las llama, son para el cilculo algebraico lo mismo que
la sangre para el cuerpo humano, que por todo ¢l penefra y se difunde, y todo
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lo vivifica! jLa ciencia de la exactitud y del rigor podria decirse que esté
animada por el absurdo!

Menester es, pues, pensar en como se resuelve esa mortal contradiccion,
aunque para ello sea necesario borrar y rehacer el plano en que esla ciencia esté
proyectada; menester es pedir al espiritu humano la clave de ese enigma, que
lleva trazas de ser el baldon eterno de la Matematica, si queremos dar & esta
ciencia una constitucion tan logica y tan regular como lo es el juego espontéineo
del entendimiento en todos los drdenes de verdades. Es necesaria una feoria
transcendental del imaginarismo, que salve todas las contradicciones y dé 4 la
ciencia matematica aquel esplendor é integridad @ que tiene derecho con mejores
titulos que ninguna ofra ciencia.

111

No han dejado en verdad de hacerse esfuerzos plausibles, aunque insuficientes,
para dar una explicacion del imaginarismo, fundada en razomes puramente
matemdticas; y esta es cabalmente la causa de su insuficiencia y del escaso
crédito que ganaron en el parecer de los gedmetras. Mientras la generalidad de
estos prefende que las imaginarias son la expresion pura y simple de la
imposibilidad de solucion de algunos problemas contradictorios, otros, siguiendo
& CoxpiLeac, mas idedlogos que matemdticos, llegaron & considerarlas solo como
signos sin significacion, voces sin sentido, términos sin idea, como, segun ellos,
lo son muchas palabras de las lenguas que viven en ellas ociosas y sin oficio,
vocablos parsitos, viciosas excrecencias del idioma que sirven tan solo para
estorbo. Otros vieron, sin duda, gran profundidad logica en el imaginarismo,
pero se confentaron con verla, y no la explicaron més que dando 4 las
imaginarias el expresivo dictado de simbolos ldgicos. Otros, como Wronskr,
acuden & la nocion del infinito para borrar en el seno de esta idea inmensa, é
informe, toda confradiccion que pudiera depender de los limites que determinan la
cantidad. Algunos, en fin (y eslos son los que en mi juicio aciertan), dan 4 las
imaginarias la representacion de la perpendicularidad; y esla opinion, es la
que logrard al fin elevarse & la categoria de creencia matemética, cuando en

*
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la ciencia pura de la cantidad no se vea més que una revelacion de las leyes
inteligenciales del espiritu humano.

v

A la gloria de este descubrimiento tiene un derecho indisputable Mr. Bui,
emigrado francés, que en 1806 publicd, en las Transacciones filosificas de
Ldndres, una memoria en la cual puede verse la primera tentativa de interpretacion
del imaginarismo por la perpendicularidad. Cierto es que en esa memoria aparece
todavia algo vaga é informe la concepcion capital, siendo insuficientes las demos-
traciones, ¢ imperfectas, y ain erréneas, muchas investigaciones comprobatorias;
pero el pensamiento esta alli revelado en medio de muchas observaciones ori-
ginales acerca del uso y significacion de los signos del Algebra; las consecuencias
estin como adivinadas por un sagaz presentimiento.

Casi al mismo tiempo, y por consiguiente con legilima pretension de
originalidad, di6 en esta interpretacion Mr. Francors, al cual siguio Mr. GERGONNE,
sin que todavia lograra el nuevo descubrimiento llamar la atencion de los
matemdticos franceses.

Mas fortuna tuvo en Inglaterra , donde primero aparecid la teoria de Bukg,
pues se publicaron obras sérias en que la interpretacion fue mejor comprendida,
mas generalizada, y hasta introducida como una innovacion en los célculos. Es
notable la obra de John Warres por los teoremas que. establece relalivamente
4 la diagonal del paralelégramo, considerada como suma de los lados adyacentes,
a la proporcionalidad de las rectas, en la que hace entrar la idea de su inclinacion,
i la multiplicacion de los arcos para expresar las potencias de las lineas inclinadas,
y al valor en grados que tiene la raiz cuadrada de una recta negaliva. La
interpretacion del imaginarismo es el alma de todo este libro, intitulado Tratado
de la interpretacion geométrica de las raices cuadradas delas cantidades
negativas (7).

Siguidle Mr. Jorer Pracock, en su Tratado de Algebra (). La interpre-
lacion se empieza 4 imponer & los resullados sistematizindose y aspirando &

(*) Cambridge, 1828..
") Cambridge, 1830.
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una significacion general y comprensiva de todas las posiciones: la leoria
trigonométrica comienza & sentiv el influjo del imaginarismo, y & poner su
notacion y su céleulo al servicio de esta inferpretacion. La regla de los signos
es tambien mejor comprendida, y los productos entran asimismo en la teoria
general de las afecciones de la cantidad.

Mas recientemente parece como despertarse la afencion de los matematicos
en Francia, donde se ve plenamente adoptado el pensamiento de Buke por
Mr. Varuis, quien lo sigue hasta sus consecuencias, mas remotas (7). En su
libro, lleno por otra parte de ideas fecundas respecto de los principios generales
del célculo, entra en el espiritu de esta interpretacion, que ya era mas familiar
enfre los matematicos ingleses.

Mr. Mourey pertenece tambien & este mimero de malemilicos nuevos,
y hasta ha llegado & proponer la supresion de la notacion radical de las
imaginarias, supliéndola con un indice de inclinacion al cual llama versor.

Muy recientemente ha visto la luz ptblica ofra obra notable de Mr. Favrg,
que contiene curiosas elucubraciones acerca de la expresion giratoria de las
raices imaginarias de las ecuaciones.

Y mientras tan importantes trabajos anienazan con una subversion (que
ya era necesaria) en la estructura tradicional de la ciencia matemética, introdu-
ciendo como legitimo un nuevo elemento de clculo hasta ahora despreciado
6 deseonocido, la mayor parte de los geémelras aparentan indiferencia por
esta cuestion, que ya dieron por resuella con-demasiada ligereza , cuando
declararon imposibles las raices de grado par de las cantidades negativas, 6
cuando dijeron que las imaginarias no pueden expresar mas que el absurdo.
De este dogmatismo indolente y lleno de suficiencia apenas sale, y no siempre
con acierto, alguno que ofro matemdlico que se precia de pensador. Monsieur
Rexouvier, critico y matemitico & la vez, se resuelve por la opinion comun, y
llega & comparar la interpretacion concreta de las imaginarias con las cualidades
ocultas de los escoldsticos. Mr. Coursor es injusto hasta la inconsecuencia de

reconocer como legitima la interpretacion en algunos casos, y de negarla en
todos los demés. ’

(") [Essai sur la philosophic du Calcul.
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No es de extrafiar que un pensamiento fan radicalmente innovador encontrase
libios, y ailin resislentes, & los matematicos de este medio siglo que va corrido;
porque no puede pensarse en esa perpendicularidad revelada por el imaginarismo,
sin que al momento nos veamos forzados & abandonar como insuficiente y
mezquina la nocion hasta ahora formada del Algebra y de todas sus aplicaciones.

Donde la orfografia matemética no reconoce mas afecciones que la positiva
y la negativa, que se traducen por direcciones & derecha é izquierda, ;qué
significacion. puede {ener esa afeccion perpendicular, y como neutra, que se
escapa de la direccion interna de una recta, que es la mas legitima representacion
de un nimero? ;Acaso el Algebra, que no es mis que la generalidad
numérica, ha de contener tambien la expresion de todas las direcciones que
reconoce y estudia la Geometria? Eficaz parece esta reflexion, la Ginica tal vez
en que podria escudarse el desden con que hasta aqui se tratara aquella feliz
inspiracion del matemético francés: mas para alajar en su origen la pretension
de: rutinario quictismo que envuelven esas dos interrogaciones, quisiéramos
haber puesto en boca de los. innovadores estas otras dos preguntas no menos
perentorias: jes por ventura exacta la nocion vulgar del Algebra, generalidad
numérica? jPuede haber afeccion 6 relacion geomélrica que no sea representable
por ¢l Algebra? Yo digo resueltamente que no: y presento como demostracion
de mi aserto el contenido material de este libro, porque creo firmisimamente
que el que lo leyere, y entendiere hasta el fin, estard conmigo en la razon.

Pero antes de llegar & esa lectura, y como preparacion para la inteligencia
del libro, demos una idea del Algebra en su verdadera naturaleza {ranscendental,
y expliquemos el ideal superior 4 cuya realizacion aspira ella hoy mismo, & pesar
del menguado papel & que en vano la condenan las definiciones estampadas
al frente de los fratados, y & pesar de ese empefio con que son rechazadas
las -conclusiones que establece la Légica transcendental. EI Algebra crece, se
organiza y se levanta poco a poco al rango superior que le esté destinado
en el cuadro de las ciencias exaclas, aunque, segun Laprace, todavia estd por
hacer lo Melafisica de estas ciencias, y no ha llegado atin & ella ese
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impulso vital, esa renovacion feliz, que todo drden de conocimientos puede y
debe recibir de la critica de la razon humana.

Vi

No basla que sean muy &mplias y comprensivas las definiciones que del
Algebra suelen dar los tratadistas, cuando la presentan unos como (ratando de
la-cantidad en general, y ofros como explicando el sislema de operaciones
que han de practicarse sobre las eantidades dadas, para hallar ofras desconocidas
6 para resolver un problema, si en seguida, como pesarosos de tamaria largueza,
restringen la nocion de canfidad 4 la puramente numérica y cifran toda la
excelencia y superioridad del Algebra en la generalidad ¢ indeterminacion con
que el namero es tratado por ella, dejando, por supuesto, & la Ariimética el
manejo y la combinacion de nimeros determinados. No es suficiente esa mayor
generalidad caracteristica, ¢ puramente simbilica, para dislinguir el espiritu
algebréico del aritmético, ¢ para que el Algebra pueda ser algo més que una
Arithmetica speciosa, como se acostumbraron & cousiderarla sus primeros
cultivadores. Es un error creer que las férmulas & que conduce el cileulo
son mas generales que los teoremas que enuncia y demuesira la Aritmética
respecto de los niimeros, solo porque en las formulas se emplea una notacion
indeterminada, siendo asi que los teoremas aritméticos mo reciben su valor
demostrativo de la particularidad ¢ determinacion de los nimeros con que suelen
ser ejemplificados, sino de los principios y relaciones generales que se contienen
en la nocion del niimero concebido como cantidad. Si para mayores facilidades
en la invencion analitica, el formulismo algebriico es preferible & la notacion
aritmética, de suyo mas particular y concreta, no se ha de creer por esto que las
férmulas son mas generales 6 mas superiores que los teoremas. Una diferencia, 6
una ventaja, en la ortografia de la ciencia no cambia el fondo de ella, ni es
bastante para colocar sus conclusiones en otra categoria que la que les corresponde
como limitadas al niimero, cualquiera que sea el sistema de signos con que este
sea expresado. Esta imperfecta nocion del Algebra es sin duda la causa de ese
vacio que hallan, y de ese tedio que experimentan los que por vez primera
penelran en su estudio: y es que ven al pronto frusirada su esperanza de
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novedad en el objeto, se quedan al mismo liempo privados de la claridad
mfuiliva de la notacion numérica; y no conocen todavia la tan ponderada
ventaja de los signos alfabélicos. No ven, en suma, que se frale de un nuevo
orden de nimeros, ¢ del nimero bajo un nuevo drden de conceplos, en el
Algebra que en la Aritmética, lo que por lo menos tenian derecho & esperar al
ser iniciados en esla superior calegoria de verdades matemiticas; y por esto,
son necesarios grandes esfuerzos de parte del que ensefia, para procurar una
facil transicion de unos & ofros estudios; y casi es menester recurrir & una
alteracion del érden natural de la exposicion cientifica, 6 & una revelacion
anticipada y casi extempordnea del mislerioso secreto del procedimiento analitico,
para cautivar al iniciado con aquella facilidad y expedicion en el obrar, que sc
le promete para después de sufrido el tormento del llamado caleulo algebraico.

Entonces es cuando el Algebra hace gala de sus méritos indisputables como
lenguaje de las ciencias exaclas. Sin ser mas universales sus conclusiones respecto
de los niimeros que las formuladas sintélicamente por la Aritmética, desenvuelve
un nuevo y sorprendente poder de andlisis, en virtud del cual ninguna de las
relaciones derivadas de una relacion principal se obscurece, ni se borra por el
cdleulo, como sucede en la combinacion de las cifras, sino que todas quedan alli
vivas y patentes, pudiendo ser deducidas y presenladas separadamente por un
trabajo de transformacion casi mannal. El pensamiento matemdtico de una relacion
dada se resuelve de un modo mas fecundo, y mas facil en todas sus relaciones
elementales , bajo la nofacion algebriica, que bajo la aritmética. Como lengua,
alcanza ¢l Algebra esa superioridad & que no liene derecho como ciencia limitada
a4 nlmeros, -scgun la idea vulgar que se tiene de ella.

Pero el Algebra es mis que un lenguaje universal de las relaciones y
propiedades de los ntmeros; y & su particular mérito, como instrumento
analizador del pensamiento, debe reunir alguna otra excelencia por la especialidad
de su materia ¢ la elevacion de su objeto, si ha de ser considerada como una
parle, y parte nobilisima, de las ciencias exaclas. La universalidad, que sin duda
le compele, no es meramente filologica, sino objeliva, y debe de consistir en
que realmenle trata de cosas que no pueden ser objeto de la Aritmética, ni de la
Geometria, ni de ambas reunidas, ni separadas.
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VII

Adm sin necesidad de acudir & los progresos histéricos de la ciencia algebréica,
podrian adivinarse su nacimiento, su desarrollo répido y su porvenir ideal y -
supremo, con solo penefrar un tanto en la intima economia del conocimiento
matematico.

Principiemos por dejar establecida la verdad imporfantisima de que este
conocimiento es formado por la virtualidad propia de nuestro espiritu, sin deber
4 la experiencia més que la ocasionalidad de su excitacion; verdad contra la
cual tanto se rebela el espiritu sensualista y empirico que heredaron de la Filosofia
del siglo anterior los mateméticos, mas que ningun otro linaje de pensadores.

Hay en nuestra alma una potencia de célculo y de mensuracion oculta y
misteriosa, que entra en ejercicio con ocasion de las impresiones que las cosas
hacen en nuestros sentidos: se verifica en lo intimo de nuestro sér una combinacion
latente de los elementos sensibles & impulso de esta fuerza, cuyo instintivo
desarrollo se remonta & los primeros dias de la vida, se fortalece con la edad, y
se madura con la reflexion , de tal suerte que cuando la ciencia viene & darnos
las reglas, ¢ 4 demostrarnos las verdades tedricas, mas parece que recordamos
lo que antes sabiamos, que no que aprendamos lo que ignordhamos. Sabemos
contar y medir antes que hablar y reflexionar; y asi, contamos y medimos como
por recurso ¢ inevitable ocupacion del espiritu, cuando ningun objeto sensible
ocupa de lleno nuestra facultad de pensar. Somos mas matematicos por naturaleza
que lo que nosofros creemos, y nuestra facultad pensante se connaturaliza tanlo
con el chleulo y la medida, que es dable reconocer un gran fondo de verdad en
aquella doctrina de los pitagdricos, de que nuestra alma es wn miimero que
cuente (niimerus numerans).

Nuestros conocimientos matemélicos, bien los debamos & esa espontinea
virtualidad, bien nos sean sugeridos por la ensehanza, son, por otra parte, de una
indole particular en cuanto al valor légico que adquieren cuando los constituimos
en juicios, y los formulamos en proposiciones. Nunca se mos ocurre. fiar a la
experiencia la fuerza de su demostracion, de manera que vayamos concediéndoles

mis v mas grados de probabilidad 4 medida que aquella los va confirmando. De
. 9
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repenie se verifica la iluminacion de la verdad , y la vemos sin esas (entativas y
aplazamientos graduales que nos llevan & un conocimiento empirico 6 de hecho
por los trimiles penosos de la observacion, del experimento 6 de la hipdtesis. La
verdad matemalica nunca se ve & media luz; ¢ se revela con deslumbradora
evidencia, 6 queda enteramente obscurecida. Y luego, si laexperiencia tuviese en
esle conocimiento la misma intervencion que en los que se refieren, por ejemplo,
a las cualidades de los cuerpos; ; qué adelantaria el geémetra con ohservar que
algunos {riangulos tienen sus tres angulos iguales a dos rectos? ;Podria con
solo esto ver tan claramenle como ve, ¢ afirmar tan rotundamente como afirma,
(que todos, absolutamente fodos, los triangulos (reales ¢ posibles) tienen esa
misma propiedad? 4Se procede por ventura aqui como en la ciencia empirica, en la
(ue es menester iv sonsacando uno por uno todos los secrelos de la naturaleza,
por una observacion perseverante, ¢ arrancirselos a viva fuerza por el fuego y el
hierro, por el formentum crueis de la experimentacion? La necesidad y la
universalidad con que las verdades matematicas son concebidas ¢ demostradas,
no caben en el reducido ambito de la experiencia, la cual siempre es contingente,
particular y concreta. Mas dispuestos estamos & corregir y ajustar nuesiras
infuiciones sensibles al fenor de la concepcion mateméitica, que fenemos por
universal y necesariamente valedera, que & rectificar, ni atn siquiera & comprobar,
la verdad matemética por la percepcion sensible, Siempre diremos que nuestros
sentidos nos engafian, si alguna vez creemos percibir que dos rectas se corlan
en méds de un punto. Nunca divemos que dejard de verificarse esta ‘propiedad,
aunque el mundo material se trastorne , vuelva al céos, ¢ desaparezca del espacio,
con fal que nuestra actual constitucion sensible no experimente ninguna mudanza.

VIII

Cuando la Fiosofia {ranscendental intenta expliear ese singular caréeter de los
conocimientos matematicos , se ve forzada & reconocer la naturaleza subjetiva y
puramente formal del espacio y del tiempo, en que verifican su evolucion
clarisima y necesaria las intuiciones geométricas y aritméticas (theoremata).

El espacio y el tiempo son las formas indefectibles ¢ inmanentes de foda
infuicion empirica de los fenémenos del mundo extevior é interior. En el espacio,
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y por el espacio, vemos los objetos como fuera de nosotros, y unos fuera de otros:
en ¢l son determinadas en figura, en magnilud y en posicion, las cosas que
llamamos exteriores. En el tiempo, y por el liempo, vemos sucederse las
modificaciones de nuestro espiritu, y en el tiempo eslin determinados como
anteriores 6 posteriores todos los fendmenos de la vida interna. Ambas intuiciones
son primordiales y coetdneas con nuestra vida, y tan tenazmente adheridas estin
i nuestra sensibilidad, que de todos los cuerpos del universo podemos prescindir
y todos horrarlos del espacio, pero el espacio en que ellos estin nunca puede ser
borrado; todos los hechos de conciencia pueden cesar, y nunca cesard el liempo
en que se suceden.

Las intuiciones de espacio y de tiempo no se derivan de la experiencia , sino
que la preceden, y son condiciones {ranscendentales de su posibilidad. No llegamos
a4 la concepcion de espacio & fuerza de ampliar Ja representacion de las cosas
extensas, sino que no podriamos percibir las cosas como extensas, si no lo fuesen
va en el espacio : no adquirimos la idea del tiempo por la experiencia de cosas
que duran, sino que las cosas no durarian para nosotros, si ya no tuviésemos esta
intuicion primitiva. ’

La infuicion de espacio, pura y despejada de todo elemento fenomenal 0
sensible, nos es representada como una capacidad infinita, simultinea y homogénea,
donde nada hay determinado en direccion, en figura, ni en magnitud, pero
donde pueden fijarse todos los puntos, concebirse todas las direcciones, (razarse
todas las figuras, y circunseribirse 6 cerrarse todos los voliimenes, como partes
del espacio uno y total. La Geomelria se explaya por esle espacio purisimo,
dividiéndolo interiormente por planos, dividiendo los planos por rectas, y las
reclas por puntos; y con esto obliene los elementos con los cuales construye
luego todas las figuras, y determina todas las velaciones de magnitud y posicion,
llevando por aquellas construcciones esa diafana claridad de intuicion, y por aque-
llas relaciones, esa rigorosa exactitnd de raciocinio, que tanto la distinguen de
las demés ciencias, y que hacen de ella el primero y el mas rico ramo de las que
se llaman exactas.

La intuicion pura de tiempo nos aparece como una série infinita de momentos
esencialmente sucesivos y transitorios. En esta série estin determinadas las cosas
como numerables: la numeracion es imposible sin la séntesis sucesiva de la
unidad consigo misma, 6 sin la (ransicion de una unidad & ofra, para contarlas

*
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lodas, ¢ para reducirlas & nimero. Por esta sucesion, esencial al tiempo, son
posibles todas las combinaciones, {odos los periodos y todas las armonias sobre
que la Aritmética especula con no menor claridad y exactitud que la Geometria
en su region propia.

Sin tiempo, no hay niimero, ni Aritmética, como sin espacio no hay extension,
ui Geometria. Las dos ramas primeras de la Matemética pura vegetan y crecen
en el seno de las dos intuiciones primordiales de nuesira naluraleza sensible,
llenando estas dos grandes capacidades con sus determinaciones, y presentando
asi preparada la maleria primera del verdadero conocimiento matemético.

No queda, en efecto, constituido este conocimiento en toda su plenitud, si
& la materia , que suministra la intuicior, no seallega la forma, que impone el
entendimiento, 6 si d la intuicion no se aplica el concepto. Es menester que lo
percibido sea tambien concebido, interprefado y penetrado por conceptos
intelectuales, para que surja acabado y perfecto el conocimiento de cosas como
cantidades extensivas 6 numéricas, ¢ de la exiension y del niimero como objetos
de consideracion cientifica.

A la pura sensibilidad, que no nos daria més que inluiciones ciegas ¢
iinfeligibles , se unen los conceptos que por si mismos serian formas vacias sin
el contenido de la infuicion. De manera, que ni la Geometria, ni la Aritmética,
podrian desenvolverse como ramas de la ciencia matemética, si en las nociones
de la extension y del niimero no fuesen ya embebidos los conceplos de cantidad,
de cualidad, de relacion y de modalidad, que alli pone nuestro entendimiento
por una espontaneidad que le es esencial. Lo diverso, que es dado en la infuicion
pura de espacio 6 de tiempo, y que esld confundido en la receptividad pasiva de
la sensibilidad , es ligado, ordenado y reducido & unidad de concepto, por el
entendimiento activo y espontineo.

La forma, pues, y como el alma del conocimiento matemalico, es esa
conceptualidad que recae sobre la materia intuiliva; es esa luz del entendimiento
(ue bana y vivifica la materia informe y ciega de la intuicion, y que hace salir
del chos de la sensibilidad pura, nociones, ideas, conocimientos de nimero
determinado en la inagotable série de momentos del tiempo, 6 de extension
formada en la infinita capacidad del espacio.

Mas como el advenimiento de los conceplos para dar luz y vida 4 las
intuiciones ciegas ¢ inerles, snponga el ejereicio del entendimiento, que es faculfad
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superior f la sensibilidad, se comprende la posibilidad de un estudio, eminentemente
matemético y logico & la vez, de esta nueva facultad en cuanto consuma el
conocimiento matemético por la- aplicacion de sus conceptos: es posible una
especulacion suprema acerca de esa conceptualidad pura é independiente de
toda materia instintiva, libre de toda determinacion numérica ¢ extensiva, pero
siempre superior 4 ella y aplicable 4 ella con perfecta indiferencia respecto de la
clase de intuicion que se le subordina. Cuando la ciencia matemdtica llega 4 fal
arado de evolucion, que por la aplicacion reflexiva del espiritu pueden. ser
distinguidos en la extension y en el nimero los conceptos que el entendimiento
puso en ellos espontineamente,, hasta es natural que estos conceptos asi separados
se conviertan en objetos de una nueva especulacion mas abstracta y universal, y
por lo tanto mas elevada y como mas dominante. Y no solo es esfo natural, sino
que es necesario en un grado ulterior de madurez cientifica, cuando el entendimiento
se encuentra retratado en los conceptos que deprende, cuando recorre y mide
toda la extension de su facultad, y cuando se reconoce & si mismo como condicion
transcendental, no solo de la posibilidad del conocimiento matemalico, sino de
todo conocimiento en general. Entonces es cuando brota y crece el Algebra como
un nuevo ramo del arhol matemético. Sobre la Geometria y la Aritmélica, mas
humildes y bajas, porque se hallan'mas cerca del empirismo, se levanta'y descuella
floreciente esa rama del Algehra que las cobija 4 ambas por igual , y las guarece
con su universalidad, y las fomenta y extiende con sus aplicaciones.

IX

~Cudnto dista ese sublime ideal de ciencia que la Filosofia sefiala al Algebra
de lo que ella fue en su origen, y de lo que seria hoy, si hubiera tenido que
ceiiirse 4 seguir los pasos de la Aritmética .como un mero apéndice de ella! jQué
diferencia entre el Algebra, pura generalizacion del nimero, y el Algebras
verdadera Ligica de las ciencias mafeméticas!

En sus principios no-fue mis que un ensayo imperfecto de notacion que se
redujo 4 los nimeros Namados edsicos, cuyo nombre les vino de la cosa, 6 raiz
que se consideraba como incognita que habia de determinarse por la resolucion
del prohlema. La construccion 6 el planteo de las ecuaciones consistia en
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representar la cosa y sus diversas potencias con las iniciales de raiz, cuadrado,
cubo, cuadrado-cuadrado, cuadrado-cubo, &e. Los nfmeros conocidos, que
entraban en la igualacion como términos sumaforios, ¢ como coeficientes, 6
divisores, conservaban su forma aritmética determinada. Venia luego la famosa
regla de /ilgebra, en la cual estaban encerrados todos los secretos de anilisis
que entonces poseia la ciencia. Un ftrabajo casi mecdnico, que consistia en
franslaciones, reducciones, destrucciones y substifuciones de aquellos elementos
aritméticos, consumaba la obra despejando la raiz 6 cosa y determinando su
valor numérico concreto. Todo el poder del andlisis estaba cifrado en la
manipulacion 6 ehirurgia; que no oftra cosa significa la voz Algebm segun su
etimologfa arabiga. Claro es que tal Algehra apenas merecia el nombre de arte,
cuanfo menos la consideracion de ciencia matematica.

El uso que luego se introdujo de los caractéres alfabélicos extendid més
el dominio del Algebra por la region aritmética, creé un nuevo caleulo literal,
multiplicé el niimero de los problemas y el de recursos para su solucion, y dié
generalidad 4 los resultados, que ya fueron verdaderas fdrmulas; pero en
cambio contribuyé no poco, a fuerza de facilidad en la ejecucion, y de confianza
en la indelebilidad de los datos en las combinaciones literales, 4 hacer todavia
mas mecanico y ciego el clenlo, hasta el punto de que la chirurgia algebraica
llegara & ser una verdadera prestidigitacion. El Algehra pudo ser, y vino & ser
con efecto, un arte de mucho provecho para extender los limites de la Aritmética,
para enriquecerla con nuevas propiedades de los nimeros, y para ampliar los
procedimientos algoritmicos; pero parecia que lo que el arfe ganaba en extension
lo perdia la ciencia en profundidad, & causa de la ceguera misma del procedimiento,
y de la ninguna, 6 de la falsa, interpretacion que se daba & muchos resultados
que aquel ofrecia. :

El de las cantidades negativas, consideradas al pronto como imposibles, 6
desechadas como inililes, fue, sin duda la ocasion de los primeros pasos que
diera el Algebra por el buen camino. Los valores negalivos no pudieron ser
tenidos por verdaderos, ni propios, sin que los analistas reconociesen la cualidad
de las cantidades como un concepto necesario, 6 sin que viesen este concepto
en toda su pureza y franscendencia, al menos en sus dos categorias antiléticas de
realidad y negacion, dominando y justificando las soluciones contrarias de los
problemas concrefos. Desde este momento debid comenzar un nuevo periodo de
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elevacion y grandeza para el Algebra: el arte debié tomar ya el porle de ciencia;
y era imposible que esta nueva adquisicion conceplual no fuese seguida de
alguna importante conquista en el ferreno de las aplicaciones, porque una
ciencia no puede medrar en altura sin ganar tambien en universalidad. Asi fue
con efecto; la Geomelria, inaccesible hasta entonces al espiritu analitico del
Algebra, comenzi & abrir sus puerlas y & ceder terreno 4 esta ocupacion fan
legitima, y bien pronto las formulas algebriicas (radujeron las relaciones de
magnitud con igual facilidad que las de nimero, y retrataron la fisonomia de
las curvas con la misma propiedad que las afecciones de la canfidad discreta.

Nacio la- Geometria analftica como consecuencia forzosa del nuevo dominio
que el Algebra fundaba en el campo de la cantidad conlinua, en virtud del titulo
que para ello le dieran el perfecto deslinde y la recta interpretacion de ese nuevo
concepto intelectual. Mas que por la nolacion exponencial y por la anilisis
indeterminada , es Dscawtes el autor del Algebra cientéfica por haber sido el
primero que someli & su imperio algunas regiones de la Geometria, y estas, de
las mas apartadas y al parecer mas impenetrables. i

El Algebra, en rigor, no hacia més que tomar posesion de un pais casi
conquistado por la Aritmética, porque ya eran muchas y muy bellas las armonias
que entre el nimero y la magnitud habian reconocido los matemalicos desde los
tiempos mas antiguos. Evcrines, presintiendo la identidad de conceptos que
dominaban en la Geometria y en la Arifmética, habia mezclado en sus célebres
Elementos los libros que versaban sobre los ntmeros con los que irataban de
la extension. Antiquisima es tambien la nomenclalura geoméirica con que se
designaban los ndimeros figurados, planos y solidos; los cuadrados, triangulares,
poligonos y circulares; los cubos, piramidales, serritiles ¢ prismalicos, y los
esféricos. Las teorfas de la proporcionalidad con tanta felicidad eran ejemplificadas
en lineas como en nimeros, y muchos comentadores de Everipes se entrelenian
con gusto en hacer notar las curiosisimas congruencias que presenta la formacion
de productos numéricos y geométricos. La Geometria y la Arifmética, sin embargo,
hermanaban por instinto y no por reflexion; y aunque se reconocian ambas
subordinadas & leyes deun drden superior, eslas leyes no estaban formuladas
todavia, porque los conceptos que habian de servir para su sinfesis, afn no
aparecian bastante puros 6 hastante hien desprendidos de la particularidad extensiva
6 mumérica. Veiase el hecho de la congrnencia, y esto causaba grande admiracion;
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pero se ocultaba la ley 6 el conceplo @ priori que debia extenderla después ¢
imponerla sin limites & la fotalidad de la ciencia matemalica.

Esta armonizacion suprema estaba, empero, reservada al /\lgeln‘a, la cnal,
interpretando los resultados negativos, ha comenzado & vislumbrar la realizacion
de su ideal en el enfero sometimiento é incorporacion definitiva de la Aritmética
v de la Geomefria & la concepcion pura, y por lo tanto, en la indiferente
aplicabilidad de sus conceptos & todo nimero y 4 toda extension. El cumplimiento
de este destino superior, anunciado por la Filosofia del espiritu humano, tendrd
lugar, sin duda, cuando estén reconocidos y como agotados todos los conceptos
del entendimiento, descrita y redondeada la esfera de su aplicacion, y determinado
su lugar en el desarrollo sistematico de esta facultad ; porque entonces no habra
relacion matematica formulada por el Algebra que no pueda ser realizada
simultineamente por la Aritmélica y la Geomelria, con la misma universalidad y
y con idéntica evidencia. Enfonces podremos décir con entero conocimiento de
causa lo que Pascar decia por una revelacion de su genio: los mimeros imilan

al espacio, aunque son de naturaleza tan diferente.

X

Mucho es todavia lo que resta de camino para que podamos reconocer la
infinidad de rasgos y delicados perfiles en que consiste la imitacion de las
magnitudes por los nimeros; pero lo que hasta ahora no lograra enteramente la
feliz interpretacion de las cantidades negativas, ,por qué no ha de estar reservado
a4 la no menos dichosa y fecunda de las raices imaginarias?

Es lo cierto, que si hoy suponemos tan adelantada la ciencia algebraica en
esa via de imitacion armonica, solo porque ha realizado en las direcciones
opuestas de las rectas la antitesis de lo positivo y lo negativo de los nimeros,
sus progresos futuros seran incalculables cuando la veamos expresar, como si se
tratase de niumeros, las afecciones cualilativas correspondientes & las direcciones
perpendiculares, paralelas y oblicuas, que son propias de las lineas. Si las
aplicaciones algebriicas tuvieron que realizarse hasta ahora en los limites lineales
de un eje horizontal, las nuevas interpretaciones podran extenderse por la infinidad
de un plano, y hasta representar evoluciones v giros verificados por la inmensidad
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del espacio. La teoria geométrica de la posicion, 6 el analisis sitiis, que era el
gran desideratum de Lemsirz, y el complemento necesario de la Geometria
actual , casi exclusivamente cuantitaliva, llegard & convertirse en una - feoria
algebraica ordinaria, desde el momento en que se nos dén signos para todas las
posiciones de las rectas en el plano indefinido ¢ en el espacio, con tal que estos
signos no sean arbilrarios, sino engendrados por el mismo chleulo como resultados
algoritmicos necesarios de las teorfas de los nimeros.

Y es cosa admirable, que dandosenos estos signos, que no son otros que las
raices imaginarias, y acreditando ellos hasla en su forma grafica un origen
esencialmente algoritmico, hayan estado hasta ahora desterrados de ese calculo
que los engendra como para extender la esfera de sus aplicaciones: porque no
parece sino que la ciencia matematica ha tenido vergiienza de su propio error,
0 pereza para rectificarlo y someterse a una reforma radical, cuando por fanto
tiempo ha desconocido, 6 negado, la verdadera significacion de esos simbolos
anémalos, que hasta se llegan & hacer imporfunos por su frecuenie aparicion enfre
las cantidades verdaderas.

En ellos, sin embargo, va encerrada como en gérmen la feoria completa de
las cualidades en fodos sus momentos légicos, y la representabilidad de todas las
direcciones lineales, como de todas las afecciones numéricas. Ellos estin destinados
i producir en la ciencia matematica una revolucion saludable, cuyo primer fruto
serd la inmensa amplitud de la ciencia algebraica, y la indiferente manera en que
sus conceptos deberdn ser aplicados 4 todos los nimeros y 4 todas las magnitudes.
Por ellos, rectamente interpretados, se desvanece el absurdo, y todo el cuerpo de
la ciencia queda purgado de la contradiccion y del error. En ellos, en fin, esiriba
la armonia de las partes de la ciencia matematica y la altura y dignidad del
Algebra, que es el remate y la corona de este giganiesco monumento del espiritu
liumano.

XI

Tienen las ciencias mateméticas el raro privilegio de que nada hay en ellas
pequeiio ni indiferente. Lo que parece mas baladi, puede arrojar de si mucha

Inz 6 mucha obscuridad, segun sea bien ¢ mal interpretado. Por eso la feoria de
3
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las imaginarias , que podria ser un ohjeto de pura curiosidad en st mismna, viene
d ser objelo de interés vivisimo cuando la vemos ligada con las nociones mas
fundamentales de la ciencia. Todo el edificio se conmueve cuando se foca 4 los
cimienlos. ;Se ha formado idea cabal de las afecciones 6 modos de ser de la
canlidad? ; Estan ya reconocidos y apurados lodos los conceptos determinanies
de estos modos de ser? Habiendo sido gradual y empirica la manera con que
[ue hecha esla deferminacion de conceptos, jestamos seguros de que no habré ya
nada que abadir al cuadro que los contiene? ; No pudiera suceder que algun
simbolo dado & luz como al acaso, por el mismo cileulo, fuese la expresion viva
de un nuevo coneepto no reconocido todavia ? ;Y si esto fuera asi, (ué deberiamos
pensar de la ciencia construida sobre un plano diminulo, por més que respondamos
de la solidez de lo que sobre este plano se levanta? ;Si el plano de la construccion
se rehace y se amplia, no deberd tambien ensancharse el edificio? Van inspirando
mis y mas inlerés estas inferrogaciones, y @ tal punlo van engrandeciendo la
cuestion de las imaginarias, que no solo quedan juslificados los esfuerzos heehos
hasta hoy para su inferpretacion en el drden malematico, sino que la sacan de
esle terreno, y la llevan al de la Légica transcendental, ramo de la Filosofia
critica que, por un andlisis del entendimiento, reconoce los conceplos elementales
a cuya aplicacion & la experiencia es debida la constitucion de ftodo conocimiento
humano , v, por lo tanto, del conocimiento matematico.

XI1I

No se extraiien, pues, ni se duelan los maleméticos calculistas de que
neguemos su compelencia para resolver las cuesliones que van apuntadas. Kl
cileulo de que disponen ellos fue creado en la inteligencia de que las imaginarias
estn condenadas ya como absurdas, y no puede ser un instrumento justificativo,
ni un crilerio abonado, para fallar sobre esa absurdidad que se pone en duda y
hasta se niega. Ni tampoco es ofensiva tal intrusion de la-Légica en la jurisdiccion
malematica. La Ligica tiene derecho & entrar donde quiera entre el pensamiento
humano, y las ciencias ezactas se llaman fales por la exaclitud del pensamiento
que las domina; y quien dice exactitud, dice rigor en el raciocinio, legitimidad
en la consecuencia, absoluta imposibilidad de contradiccion y de ahsurdo; y

A
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donde quiera que lodo eslo se promete, y casi enferamente se cumple, ;como
no ha de tener derecho 4 infervenir la Lagica, siquiera para averiguar la causa
de que hiaya todavia algunos puntos obscuros ¢ controvertibles? ;Cémo no ha
de ser eminentemente logica una cuestion en la cual tanto se dejan oir las
calificaciones de contradictorio y de absurdo?

Los malematicos pensadores, que son los verdaderos matemélicos, no solo
lienen por hueno y necesario este recurso & conocimientos que nunca pueden
sér ajenos 4 la ciencia de la exactifud, sino que llegan & desconfiar de que esta
ciencia, encerrada en su propia especialidad , contenta y todo como esti con sus
propias luces, pero aislada y huérfana de toda Filosofia, pueda nunca justificar
la legitimidad de sus titulos de posesion, y lo que es ain mas indecoroso para
ella, ‘de que pueda en ciertos puntos librarse del error y del absurdo. Hasta la
posibilidad de una reconstruccion de la ciencia, y de que sea necesario buscar
un nuevo pedestal sobre que sentarla, admiten estos matemdticos; y & un punto
tal se declaran & si mismos incompetentes para esta clase de investigaciones, y
de al manera femen equivocarse confundiendo la luz intuiliva que abunda en la
ciencia matemitica con esa ofra luz racional que es propia de los estudios
(ranscendentales, que desean con ansia la venida de un hombre nuevo , extrano.
al movimiento y & los progresos de la ciencia; que, mas por inspiracion del
instinto que por un deliberado propdsito, ponga mano & esta obra de renovacion.
Piensan cuerdamente que en el drbol frondoso de las ciencias exactas cualquier
desmedro de las ramas; aunque sean eslas las mas allas y delgadas, siempre
revela algun vicio en las raices, y por eso més esperan de los (rahajos de
profundidad en busca de estas raices, para reconocerlas, y si es posible curarlas,
que en los de pura extension superficial para el ornato y mayor visualidad del
ramaje. Y como saben que las rafces del frhol matemélico penetran hasta lo mas
profundo del espiritu humano, creen con mucha razon que el cuidado de su
descubrimiento, de su exAmen, v de su curacion, sale ya de los limiles de la
ciencia malemAtica, y enfra plenamente bajo el fuero de la Filosofia transcendental.
Por eso lienen en mucha eslima estas investigaciones crilicas acerca de lo que
vale y lo que puede el espiritd humano en la constitucion de las bases fundamentales
de su propia ciencia, y acuden & ellas con confianza en vez de mirarlas con
prevencion 0 menosprecio.

Si; por un incalificable horror & lo que enliende por Melafisica, seencierra

*



20

el malemalico en su propia ciencia y queda siempre extraio a loda especulacion,
y como renido con los conocimientos criticos y filosoficos; si ha de ser eterno ese
lamentable y criminal divorcio que quieren mantener algunos entre la ciencia
matematica y la filosdfica; no es extrafio. que se perpetiien y se vuelvan incurables
algunos errores que hubieran podido ser disipados con solo abrir las puertas de
la ciencia al comercio intelectual, y fomar parte en el movimiento critico que
arrastra hoy & todos los espiritus.

jHorror & la Melafisica los matemalicos , cuando ellos sin quererlo, y sin
saberlo, son los primeros melafisicos ! | Cuando las ideas de espacio, tiempo,
fuerza, movimiento, nada, é infinito, aparecen 4 cada momento como enredadas
entre sus feorias, 6 siendo la trama de sus calculos! SN

La ciencia malematica es una verdadera Metafisica que toma por objeto
cosas que no son dadas en la experiencia, pero que al propio liempo da por
fiador & la idealidad de los conceplos, la evidencia y transcendentalidad de las
intuiciones puras; que templa la aridez del concepto con la dulce luz de la
intuicion; y que, ‘determinando su objeto por eschémas en el espacio 6 en el
tiempo , se acerca lo bastante al empirismo para auforizarse con su claridad
sensible, sin manchar su elevada pureza, ni poner limite a su absoluta universalidad.
La Matematica es la Metafisica mas luminosa, mas legitima y mas autorizada
por la verdadera crifica. Los mejores matematicos que ensalza la historia fueron
al par melafisicos profundos; y es bien seguro que ni Lewsnirz, ni Descartes,
ni Newron, ni Pascar, ni Eoier, hubieran rayado tan alto como mateméticos
si no hubieran valido lo mucho que valieron como filésofos.

XIII

La Eslética, la Ldgica, la Dialéctica, todas las ramas de la Filosofia
(ranscendental, vienen en auxilio de la ciencia matemalica para darle la conciencia de
st verdadero mérito como ciencia de la exactitud, y para salvarla de sus propias
contradicciones. Mas, por una admirable reciprocidad de servicios que las ciencias
se prestan como hermanas que son, no es menor el provecho que estos conocimientos
sacan de tan cercano parentesco. La necesidad de las explicaciones eriticas acerca
de 1o formacion y del valor de fodos los conocimientos humanos, quizi nunca se
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hubicra sospechado, y de cierlo nunca hubiera llegado & emprenderse semejante
trabajo, si no hubiera en nuestro espivitu ese tesoro de conocimientos lan cierlos
como “fitiles, que participan de la altura de los puramente metafisicos y de la
Juminosidad de los naturales é intuitivos. Consecuencia de esto es que, por falta
de esta critica, el empirismo  triunfaria siempre de las concepciones d priori de
la Metafisica, convenciéndola de incapaz de justificar el valor objefivo de sus -
ideas; y la Melafisica por su parte, declarindose ciencia de lono sensible, y por
lo tanto, teniéndose por exenta de esa mecesidad de justificacion objeliva en el
lerreno de la experiencia, se proclamaria legitima en su propia esfera, sin que
pudiera hallarse un criterio superior de acuerdo, ni de oposicion, enlre eslas dos
direcciones empirica y racional del espiritu humano. Tampoco fuera posible la
crifica de los sistemas de Filosofia especulativa, porque la experiencia no podria
nunca erigirse en criterio de la especulacion, ni los conceplos especulativos de la
razon podrian lampoco aparecer como imponiendo una forma cientifica d la
experiencia, la cual se arrastraria siempre por la baja region de los hechos
individuales y concretos. Estaria cortada para siempre toda comunicacion entre
la esfera de lo sensible y la de lo infelectual. Pero como hay una ciencia
matemélica, que ni es puramente conceptual, porque da un objeto & sus conceplos
en las regiones intuitivas del tiempo y del espacio, que son las formas necesarias
de toda experiencia, y al mismo tiempo prescinde de toda materia de esta
experiencia, con lo cual se libra de la individualidad y limitacion del puro
empirismo, se da un singular ejemplo de explicacion critica del humano
conocimiento, segun la cual, foda la validez que este alcanza depende del
concurso de dos elementos igualmente necesarios: la intnicion sensible por la
cual el conocimiento es experimental, y el boncepto intelectual por el cual el
conocimiento es racional. La sensibilidad y el entendimiento ponen cada uno su
parte en la formacion de todo conocimiento, de tal manera que nada simplemente
pereibido, 6 meramente concebido, es por. eso verdaderamente conocido.

La ciencia matemética presenta el mas acabado modelo de esle conocimiento
reducido & lapura forma de la intuicion en lo que tiene de comun con la experiencia,
y hecho inteligible por todos los conceptos del enlendimiento que, dibujandose
en unas formas fan puras, se presentan con esa claridad que es el dichoso privilegio
de las ciencias exactas. Por eso las leorfas (ranscendentales se ven realizadas y
evidentemenle ejemplificadas en los conocimientos matemiticos; y aparle del
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mérilo de su invencion adgquieren una indisputable validez cientifica cuando se
las prueba en esta piedra de toque de la ciencia matemdtica, cuya evidencia,
verdad y exaclitud son para todo el mundo proverbiales. No puede hacerse un
encomio mayor de estas ciencias excelentes, que el que se desprende de la historia
de todos los grandes pensadores y criticos, los cuales fueron tambien eminentes
matemdlicos. ;Quién ignora que por serlo en alto grado descollaron tanto los
analistas del pensamiento humano, Rem , Kasr, Heeer y Kravse? ;Quién no
sabe que Kawr fue primero matematico que critico, y ue por eso apenas se
encuentra una pagina de su inmortal Critica de la Razon pura en que no
salte & los ojos alguna profunda referencia a este género de conocimientos, que
los poseia muy superiores? Y cuando enseiia en ese libro que la tabla de las
categorias contiene como en proyecto los lineamientos de la organizacion
interior, y hasta la ordenanza, de toda ciencia formada, i quién no se lo
representa con la mirada penetrante de su alto espiritu fija en la ciencia matemética
como en un original del que era (rasunto fidelisimo el cuadro que bosquejaba con
mano fan maestra? ‘

La critica kantiana es un admirable frabajo matematico.

i0jald que todas las impugnaciones y censuras que de ella se hacen, sin lograr
conmoverla, en lugar de consistir en apasionadas declamaciones, sugeridas lan
solo por la preocupacion en favor de sislemas de falsa Metafisica, amenazados de
ruina por su irresistible influjo, se redujeran solamente & esa confrontacion con
las verdades malematicas, pues esto bastaria para que se viese la doctrina
(ranscendental participando de toda la evidencia demostrativa que es propia de
verdades tan superiores, y no vacilariamos en aplicarla con seguridad de acierto
al examen de todos los demés ramos de la filosofia especulativa !

Entonces podriamos gloriarnos con razon, no ya de despreciar 6 aborrecer
gin fundamento , sino de haber vencido para siempre, tanta y fan falsa apariencia
de sabiduria como se escudd muchas veces bajo el nombre pomposo de Melafisica.

Este seria, ‘cuando menos, el mas proximo y venturoso fruto de la deseada

alianza entre la ciencia malematica y la Filosofia.
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TEORIA TRANSCENDENTAL

DE LAS

CANTIDADES IMAGINARIAN.

PREAMBULO.

Cuando los matematicos califican de imposibles y absurdas las raices imagina-
rias, suelen formar un raciocinio que parece natural , y que de hecho es impecable
bajo el punto de vista logico, atendida la bondad del principio ¢ premisa en que
lo fandan, que es la division ordinaria de todas las cantidades en positivas y
negativas.

«Que sea, dicen, positiva ¢ negativa la cantidad que se tome por raiz, sus
polencias de grado par han de ser positivas, segun enseia la llamada regla de los
signos en la multiplicacion, de la cual no es mds que un caso particular la elevacion
d potencias,

Luego es imposible que las cantidades negativas sean segundas, cuartas,
sextas....., y en general potencias de grado par.

Luego las raices de grado par de una cantidad negativa son imposibles, puesto
que su extraccion supone que esa cantidad es un cuadrado 6 una potencia de
grado par.»

Estas rafces singulares, cuya forma ordinaria es

V—A,yV/—A,V/—A, yV—A,.... y en general V—A,

llevan el nombre caracteristico de imaginarias, como para denotar lo imaginario,
esto es, lo ilusorio que seria el intento de extraerlas o de expresarlas bajo la
categoria comun de canfudades.
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Si valiera ese raciocinio, lan concluyente a primera vista, para que fuese vélido
aquel principio de la division de las cantidades, del cual se prelende deducir la
calificacion de absurdidad , seria sin duda imposible, 6 euando ménos inutil, una
teoria transcendental del imaginarismo. La imposibilidad de lo imaginario pasaria
sin necesidad de exdmen, como pasan por imposibles, sin desdoro de la ciencia
matemdtiez, las determinaciones exactas de raices cuadradas y cubicas de cantidades
que no son cuadrados ni cubos. Pero aqui no parece que se trala de una determinacion
cuantitativa irrealizable , sino que la imposibilidad va acompanada de la nota de
absurdidad y de contradiceion logica que se supone siempre envuelta en loda raiz
imaginaria , y es menester examinar con (ué derecho se condena como absurdo lo
que es legitima consecuencia de un principio que se reconoce como verdadero: es
necesario ver qué valor ¢ autoridad tiene en la ciencia esta division que tan llana
parece; Y si es mds logico seguir aceptando la absurdidad del resultado, por no
poner en duda la verdad del principio, que negar la aparente autoridad de este,
por salvar la legitimidad de los resultados & que €l conduce.

Una dmplia é interesante invesligacion critica se presenta aqui como tarea
preliminar respecto de las cantidades imaginarias. jQué debe prevalecer en la ciencia
de la verdad y de la exactitud; una division poco meditada de las cantidades que nes
lleva necesariamente 4 estableeer una verdadera logistica del absurdo, 6 la instanténea
y definitiva desaparicion de este absurdo por la reforma de aquella division, que
es inexacla en si misma atn prescindiendo de sus consecuencias? En términos
mds concretos, [ sostendrémos la division corriente de las cantidades en positivas y
negativas, y calificarémos por lo tanto de absurdas ias imaginarias ; 6 negarémos la
exactitud de aquella division, salvando asi la naturalidad y genuina procedencia de
estas rafces!

La ciencia matemtica ha seguido hasla ahora el primer camino, condenindose
& luchar eternamente con el absurdo del imaginarismo, sin encontrar salida ¢
resolucion conveniente @ esa antinomia matemdtica. La verdadera critica sefiala
el rumbo contrario, como el \inico verdadero y legitimo, como el unico posible de
segnir después de un estudio logico de los conceplos del entendimiento humano. Esta
critica debe probar que la division que parece tan adecuada es antilogica y falsa, y
negar por consiguiente la consecuencia que se intenta deducir de ella. Debe establecer
la legitimidad y atn la naturalidad de las imaginarias, hasta el punto de pretender
que sean admitidas como formando un nuevo miembro de aquella division, que
declara incompleta. Debe, en fin, sostener que Jas cantidades imaginarias tienen
una significacion concreta, tan ébvia como las reales, y ain 4 trueque de tener
que someter d esamen muchas ideas harlo comunes acerca de los algoritmos
conocidos , debe abrazar en el de las reales el de estas cantidades misteriosas ¢
incomprensibles qne siempre pasaron como excepciones 6 derogaciones absolutas de
las reglas ordinarias,

Mas para todo esto es necesario abandonar, aunque sea momentdneamente, el
terreno matemdtico, € internarse un poco en esa region del pensamiento puro donde
el entendimiento entregado, 4 las leyes de sn propia espontaneidad y al juego formal
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de sus conceptos, retrata en las formas del juicio las varias funciones originales y
primitivas de su ejercicio; las varias cafegorias, segun las cuales todas las cosas son
pensadas: leyes, formas y categorias son estas, que si ¢n algun oérden de conocimiento
tienen una realizacion natural y clara, es en el matematico puro, el cual es entera-
mente @ priort, supuesto que en él prescindimos de toda determinacion concreta 6
empirica de las cantidades.

Eminentemente logico ha de ser este estudio preliminar en que hemos de echar
los cimientos de la teoria transcendental de las imaginarias, porque logica es tambien
por esencia la cuestion que lo motiva, la antinomia que ha de ser resuelta. Una
contradiccion es el fondo del imaginarismo, y de una contradiccion nunca puede
salirse sin los recursos de la logica.

En la ligera excursion 4 que nos vemos obligados, nos limitarémos, no obstante,
d la consideracion parcial del cuadro de las categorias intelectuales, fijandonos con
preferencia sobre las pertenecientes 4 la cualidad, puesto que sobre las cualidades del
nimero y de la extension versa la cuestion general del imaginarismo. La naturaleza
positiva 6 negativa, real 6 imaginaria, de las cantidades, 6 el concepto matematico que
de ellas formamos bajo el punto de vista de su afeccion 6 modo de ser, no es mis que
la realizacion del concepto logico, de la cafegoria de cualidad, que el entendimiento
impone como condicion necesaria para ser pensados de esta manera el nimero y la
extension. No puede haber mas afecciones matemdticas que las correspondientes &
las categorias logicas de la cualidad; pero no habra categoria 4 la que no corresponda
6 pueda corresponder una afeccion particular de la extension 6 del nimero, & menos
de que el pensamiento matemético tuviera el raro privilegio de regirse por otras
leyes que las del pensamiento en general.

Si, pues, entre estas categorias 6 conceptos fundamentales del entendimiento
hallamos la cualidad imagimaria como un momento logico tan legitimo como el de la
real, ya no podrémos dudar de su valor matematico, de su verdadera significacion
en el campo geométrico 6 aritmético, y la cuestion preliminar acerca de la division
de las cantidades recibira una solucion superior y transcendental.

.
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LIBRO PRIMERO.

DE LA NATURALBZA E INTERPRETACION DE LAS CANTIDADES INAGINARIAS.

CAPITULO 1.

EXPOSICION. MATEMATICA DE L0S CONCEPTOS DB LA GUALIDAD.

ARTICULO 1.
Importancia matemdtica y valor @ préori de los conceptos de cualidad.

Entiendo por cualidad de las cantidades, aquel modo de ser 6 aquella particular
afeccion que las hace concurrir de diversa, y atn opuesta, manera 4 los fines intentados
por el cdleulo. Las cosas no son objeto del pensamiento matematico sola y ex-
clusivamente como cuanfas, sino tambien y muy principalmente como cuales : una
cantidad de dinero nada es, ni significa, en el balancede un capital, si noes concebida
tambien como perteneciente al haber 6 al deber, 6 & los depositos activos 0 pasivos
de este capital. Ni atn para las més sencillas relaciones aritméticas valen los
nimeros, cualquiera que sea su cantidad 6 cuantia, si no connotan, ademas, su manera
de influir en los otros nimeros con los cuales se combinan. La longitud absoluta de
una recta no es tampoco objeto del cilculo, sino en cuanto se la concibe trazada en
una direccion determimada y en relacion - con otras direcciones. La cualidad es
concepto tan matemdtico como la cantidad y, si cabe, atn mds imprescindible que
esta, pues aunque el Algehra hace abstraccion del valor cuantitativo de los nimeros
y de las magnitudes, nunca puede dejar de atribuirles una determinada significacion
cualitativa al considerarlos como elementos del calculo.

La misma necesidad que el entendimiento siente de dar 4 las cantidades una
*
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afeccion particular cuando sobre ellas especula , nos descubre Ja naturaleza
eminentemente intelectual y logica del concepto de cualidad. El origen sensible ¢
empirico que trae el conocimienio de las cosas, en cuanto son percibidas por los
sentidos, no explica bien la indole necesaria de este concepto; pues ademds de que
en la realidad de las cosas no siempre se encuentra fundamento para la variedad de
cualidades que el entendimiento admite, el concepto de cualidad subsiste siempre
atn después de haber privado 4 las cantidades de toda significacion concreta,
como es necesario para que sobre ellas pueda recaer la cspeculacion de la
matematica pura. La Aritmética y la Geometria despojan a las cantidades de todas
sus propiedades fisicas 6 sensibles, pero conservan todavia en ellas sus determinaciones
numéricas o extensivas. El Algebra viene en seguida, y las purifica todavia mas,
desnudéndolas de esas determinaciones intuitivas y sometiéndolas al puro concepto
de cantidades con una cualidad necesaria. Este ultimo concepto de la cualidad radica
en el espiritu mismo como forma y condicion transcendental de todo conocimiento,
y muy particularmente del conocimiento matemdtico, el cual es irrealizable si no
interviene la aplicacion de aquel concepto en alguna de sus categorias. No es esto
privilegio de los conceptos de la cualidad: la ciencia matemdtica con la inmensidad
de sn espontaneo-desarrollo , con la regularidad arménica de su organismo, con
la loz clarisima de sus intuiciones, con la universalidad de sus teoremas que no
consienten excepcion, y con la necesidad indefectible de sus conclusiones, protestard
cternamente contra toda explicacion empirica de este género de conocimientos. No
son para nosolros las cosas unas, ni muchas, ni todos, ni partes, ni positivas, ni
negalivas, porque asi las percibimos, sino porque asi las concebimos , porque asi las
juzgamos y entendemos.

ARTICULO 2.°

Tabla de las categorfas.

La Lagica transcendental, que es la que trata del valor objetivo de esos conceptos,
que @ priori forman la esencia del entendimiento humano, enseiia tambien la manera
de determinar su mimero, y de (razar el cuadro en que aparecen distribuidos con un
orden sistemdtico, tomando para ello, como prineipio de esta distribucion, la
fancion légica del entendimiento en todas las formas posibles del juicio. El juicio es
el hilo conductor que sirve para encontrar todos los conceptos fundamentales, o
todas las categorias del entendimiento; porque la funcion, 6 manera general que
tenemos de juzgar, es la misma que empleamos para concebir, y no cabe que haya
conceptos mas elevados que los de esas maneras en que se forma un juicio respecto
de los objetos en general.

Por eso, antes de venir 4 nuestro particular asunto, y para mejor comprenderle,
importa mucho tener una idea cabal de la correspondencia que guardan esas formas
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del juicio con aquellos conceptos categoricos; porque toda la ciencia matemtica no
viene d ser mds que una copia de este cuadro (*).

Las categorias de la canfidad intervienen en la formacion de todas las nociones
del nimero, de la unidad, de la pluralidad, de la medida, del maltiplo, de la
totalidad, de la fraccion ¢ parcialidad. ‘

Las de la cualidad dan un sentido y una afeccion 4 las cantidades y juegan
en todas las teorias acerca de nimeros posilivos, negalivos, reales ¢ imaginarios.

Las de la relacion corresponden & los algoritmos, @ operaciones en virtud de
las cuales unas cantidades engendran 4 otras, lo cual es como el euerpo ¢ el fondo
mas sustancial de la ciencia matemdtica,

Y las de la modalidad finalizan la obra distinguiendo en los llamados problemas
el diverso valor de las soluciones como posibles 6 imposibles, como congruentes
6 incongruentes, y como necesarias (determinadas) 6 contingentes (indeterminadas).

La ciencia toda estd proyectada en el plano de esas categorias fundamentales;
y esto es muy natural que suceda en un orden de conocimientos que toman cuerpo
y se organizan por la virtualidad espontinea del espiritu.

Fijémonos, .pues, sobre la segunda rama de este arbol del humano pensamiento
y expliquemos el concepto matemdtico de la afeccion numérica 6 extensiva por
las tres categorias de la coalidad, correspondientes & las tres formas de juicios:
afirmativos, negativos y limitativos.

ARTICULO 8.

Concepto matemdtico de las cantidades positivas.

El concepto matematico de las cantidades positivas se deriva naturalmente de
la funcion logica que ejerce el entendimiento en los juicios afirmativos.
Cuando juzgamos que un concepto (sujeto) se halla comprendido en la esfera

() La Logica transcendental nos ofrece la siguienfe tabla comparativa :

universales. . . unidad.
canlidad. . zparticu]ares. - cantidad.. { pluralidad.
singulares.. . . totalidad.
afirmativos.. . realidad.
cualidad. . { negativos . ... cualidad. . { negacion.
: Fofiins limitativos. . . Catego- limitacion.
del juicio. e i > ; ‘
juicio categoricos. . . | Fias de la _ substancia y accidente.
relacion. . { hipotéticos. . . relacion . . { causa y efecto.
disyuntivos. . reciprocidad.

) ( probleméticos. posibilidad é imposibilidad.
modalidad. } asertoricos. . . \'modalidad. g existencia y no existencia.
> apodicticos.. . necesidad y contingencia.

Las dos primeras clases de categorias, que son las de cantidad y las de cualidad, se
llaman matemdticas; 'y las dos ultimas, relacion y modalidad, son” dindmicas. Véase el
fragmento de la Ligica transcendental al fin de la obra. Para Ja explicacion de cada grupo
de categorias, véase el (osario.
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6 circunseripeion de otro concepto (predicado), como cuando decimos A es B, 6 el
concepto de A se encuentra en el concepto de B, ponemos verdaderamente un concepto
en otro, positioamente lo incluimos en aquel otro, y le hacemos participar de toda
la realidad logica, que le es propia. Esta funcion es sin duda el primer momento
de la relacion que el juicio establece entre los conceptos, y & ella se refieren las
demds fusiziones cualitativas que irémos explicando.

Entoda investigacion matemética que tiende & la resolucion de un problema,
6 que consiste en mera especulacion tedrica acerca de los niimeros 6 de la extension,
hay sin duda una necesidad prévia de fijar el concepto atributivo 6 predicamental
de donde se deriva el modo de ser 6 de influir de todas las cantidades sobre que
versa la investigacion: este concepto es dado por el sentido en que el problema se
propone, 6 impuesto por los fines particulares del calculador, cuando es posible
tal arbitrariedad. Ninguna cantidad, por el solo titulo de cantidad, tiene el privilegio
de fijar ese concepto cualitativo: todas las cantidades pueden temer todas las
cualidades conforme se conciba variado el sentido 6 la intencion final de la
investigacion ; pero una vez fijado este concepto, que va & ser el predicado de todos
los juicios de que pende la cualidad, las cantidades, como sujetos, -han de guardar
una relacion necesaria de inclusion 6 de exclusion en aquel predicado, y deberdn
tenerse como positivas aquellas que coincidan con €1, 6 se incluyan en €él, porque
verdaderamente son puestas (& ponendo) en la esfera de aquel concepto.

Es comun préctica, (y tan comun, que parece inspirada por cierto instinto
intelectnal) la de considerar como positivas todas las cantidades mientras no
aparezea explicito su cardcter substractivo 6 negativo. En rigor no hay derecho para
llamar positivas las cantidades, sino en cuanto & ellas se refieren las negativas.
Las cantidades bajo el puro concepto de cantidad no tienen cualidad; y la uniforme
afeccion que nos vemos inclinados & atribuirles, no es més que su cardcter absoluto,
su absoluta carencia de afeccion. Asi considera la Aritmética los niimeros y la
Geometria las rectas, mientras entre aquellos y estas no se conciben mds que
relaciones cuantitativas. Un minuendo mno es positivo, sino en cuanto se concibe
modificable por la afeccion negativa del substraendo; una recta no es positiva, sino
en cuanto se fija uno de sus extremos como origen 6 punto de referencia de las
reclas negativas 6 que tienen direccion opuesta.

El signo -+, que precede, 6 se supone preceder , i toda cantidad, no es
comunmente mds que la expresion sumatoria 6 sintética que revela otro orden
de conceptos que nada tienen de comun con la afeccion 6 cualidad. La doble
aplicacion , cualitativa y algoritmica, que ¢l Algebra hace de este y de otros
signos, influye mucho en esa especie de hdbilos, que conviene rectificar por el
estudio de las funciones logicas que aqui tienen lugar.
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ARTICULO &.°

Concepto matemdtico de las cantidades negativas.

Con el concepto de las cantidades positivas estd enlazado estrechamente el de
las megativas, que no expresan en suma sino un segundo momento intelectual
contrario al primero. Ninguna cantidad, con efecto, merece el titulo de negativa,
si no se refiere & otra positiva.

Los juicios de donde nace la categoria de negacion, y que la Logica llama
Juicios negativos, son aquellos en que excluimos el concepto del sujeto del concepto
del predicado, limiténdose, por otra parte, esta exclusion & no poner & aquel dentro
de la esfera de este, 0 4 ver esta esfera como no incluyendo al sujeto en toda
su extension logica, que es lo que llamo su circunscripeion.

La inclusion y la no inclusion constituyen dos funciones tan perfecta y
adecuadamente antitéticas, que no admiten término medio ¢ funcion intermedia
posible respecto de los dos conceptos sujeto y predicado; y han de copiar necesaria-
mente esta oposicion en las afecciones cualitativas que el entendimiento impone &
las cantidades. Lo negativo es lo opuesto & lo posilivo, sin que haya por otra
parte en estas denominaciones correlativas otro fundamento que el concepto 6
intencion en que se propone 6 emprende la investigacion matemdtica. De tal
manera subsiste la correlacion antitética, que las cantidades positivas no vienen
a ser mds que las verdaderas negativas de las wegalivas, 6 que serian negativas
si las negativas se tomasen como positivas; lo cual explica los resultados de ciertas
combinaciones de signos, como

a=—i—a), y —(H)=+(—0)

El cardcter substractivo 6 destructor de los numeros negalivos se comprende
muy bien, supuesta la contrariedad de concepto cualitativo que los domina; porque
si todo mimero es una sinfesis, la de los negativos, en cuanto es contraria 4 la de
los positivos, debe recaer sobre ellos en sentido contrario, realizando el andlisis de
sus unidades elementales y separdndolas en un orden descendente, que es la funcion
regresiva contraria 4 la progresiva en que son engendrados los posilivos.

La indole de las rectas negativas se expresa por una. direccion contraria 4 la
de las positivas, partiendo de un comun origen; y para entender bien como esto se
conforma con la funcion logica del juicio, conviene advertiv que en las rectas se
distinguen dos especies de direccion: una wnferna, y otra exferna. La direccion
interna de yna recta finita, que es de la que tratamos aqui, siempre es doble, 0
positiva y negativa, como referida 4 la duplicidad necesaria de sus puntos extremos
en que puede concebirse el origen, ¢ ¢ la doble manera y opuesto sentido en que
la recta puede ser recorrida al hacer la sintesis intuitiva de sus elementos. La



32

direccion externa no es mds que la posicion que las reclas lienen unas respeclo
de otras en un plano 6 en el espacio. Esto sentado (%), asi como la oposicion logica
de la inclusion y no inclusion de un concepto en olro concepto se refiere siempre
i la crcunseripeion interng del predicado, la oposicion de las rectas posilivas y
negativas debe revelarse dentro de la direccion total y unica que ellas determinan
por su sintesis en el punto de origen. Si una afirmacion es la coincidencia 6
superposicion de una recta sobre otra en el mismo sentido que ella, una negacion
ha de ser necesariamente su direccion interna opuesta en la misma direccion absoluta
6 externa que ambas determinan: cualquiera otra direccion exterior seria algo mds
que la negacion de una direccion interna positiva, y exigiria una determinacion
ulterior por un acto positivo que no va envuelto en el juicio negalivo.

Mucha importancia doy & esta observacion, porque en ella esta la clave del
imaginarismo de las rectas de que trataré en seguida. Pero detengimonos todavia
un tanto en el concepto de las cantidades negativas.

ARTICULO 5.

Teorfa comun de las cantidades negativas.

Los algebristas que no se elevan d esta clase de concepios, suelen explicar la
naturaleza de la afeccion negativa por un resultado de la substraccion, que & veces
se propone O intenta, de un nimero mayor respecto de otro menor. Pero no
advierten que - lejos de inferirse aquella cualidad de esta operacion, en ella va
necesariamenle envuelta, aunque no expresada, la naturaleza negativa del substraendo
respecto del minuendo. La necesaria oposicion de estos términos algoritmicos no
puede ser explicada por la indole negativa del resultado, sino que es menester
suponerla como una necesidad logica del entendimiento en la concepeion de ciertas
cantidades. Tambien hay aqui una confusion nacida del doble uso del signo —, el
cual, euando se emplea, como es costumbre, para indicar la operacion de restar,
deja sin signo cualitativo al substraendo, y oculta su verdadera afeccion negativa.

Suele tambien decirse que las cantidades negalivas son menores que cero: pero
no comprendo como pueda esto afirmarse, cuando la calificacion de las cosas como
mayores, iguales 6 menores, no puede tener sentido sino bajo el concepto de
cantidad , y bajo tal concepto no son comparables las cantidades con cero, 6 con la
nada que no es cantidad. La cualidad negativa que es propia de algunas cantidades
es un punto de vista absolutamente diverso del quantum de ellas: las leguas que
anda un viajero hacia Poniente no son ménos largas 6 ménos cuantas, que las que
anduviera hacia Oriente; y seria absurdo decir que, siendo aquellas las negativas,
el viajero hace menor jornada que estindose parado: las deudas pueden ser, y
son, mds 0 ménos grandes en si mismas, segun lo sea el nimero que lleva esta

() Kraonse. Opuseula mathematica. Specimina quinque.
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connotacion concreta de deuda, que no significa mas que lo opuesto al haber.

Cuando no se distingue bien lo que corresponde d las cantidades, como
cantidades, de lo que pertenece 4 su cualidad 6 modo de ser, seincurre en locuciones
extrafias y paradojicas, que son una continua ofensa del sentido comun.

Si las cantidades negativas fuesen menores que cero, serian con mas razon
menores que las positivas, y entonces jpor qué no se las desprecia, cuando entran
en combinacion sumatoria con las positivas; como se desprecia el cero mayor que
ellas? '

Si la proporcion geomélrica 6 por cociente :

ais o —

es legitima, como ciertamente lo es, jno se seguiria el absurdo de que una cantidad
mayor @ tuviese con otra menor —a la misma relacion, que esta misma menor,
con aquella misma mayor? :

Si la cantidad —a es menor que cero, jcomo se concilia que sus potencias
pares son mayores, y sus potencias impares menores que cero?

Contra estas antiguas objeciones de D’ Alembert y de Carnot, no vale decir
que las cantidades negativas afiadidas d las positivas dan una suma menor que si se
les afiadiese cero; porque esta afiadidura 6 adicion no es otra cosa que substraccion,
y el resultado debe llevar el nombre de resta, y no el de suma.

Ni tampoco es razon bastante la que se deduce de la série natural aritmética

d la cual erroneamente atribuye Mr. Coyteux el cardcter de crecienfe, cuando no
es sino ascendente , explicandose el ascenso uniforme de ella por el decremento
cuantitativo de los términos negativos hasta cero, y el incremento de los positivos.
Este ascenso progresivo podria representarse de una manera geométrica, haciendo
perpendiculares por bajo y por cima de un eje horizontzl los valores absolutos 6
numéricos de todos los términos: una oblicua que pasase por el punto de origen,
seria el lugar geométrico de todas estas longitudes.
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Pero, volviendo & nuestro principio de la racional distincion entre la cantidad
y la coalidad, sacaré una dltima consecuencia que tambien considero legitima.
Las cantidades positivas no son mayores que cero, por la misma razon que las
negativas no son menores: el cero no puede ser comparado con la cantidad, porque
no es cantidad. Es impropio decir que una poblacion & 40° de latitud tiene mas
latitud que la situada debajo del ecuador, que no tiene ninguna. Hasta es contradic-
torio asegurar que el que tiene 20 reales, tiene mas dinero que el que no tiene
ningun dinero.

Por la misma razon que ninguna cantidad es, ni puede ser, igual & cero,
afirmo que no es ni puede ser mayor ni menor que él. Solo de una manera
hipotética pueden tener sentido estas frases tan frecuentes

a—b =0, a—b>0, y a—b<0
La verdad estd en las tésis definitivas que de ellas resultan:

= a>bh, y a<<h

ARTICULO 6.°

Concepto matemdtico de las cantidades imaginarias.

Vengamos por fin 4 la explicacion de la cualidad imaginaria de las cantidades,
la cual ha de derivarse de un tercer momento intelectual esencialmente distinto de
los dos anteriores.

No solo podemos referir el concepto del sujeto & la circunseripcion interior del
predicado, considerdndolo incluido 6 no incluido en ella; sino que tambien podemos
referirlo 4 Ia indefinida extension ldgica exterior de aquel concepto, esto es, 4 todo
aquello que no es el concepto del predicado: de suerte que ademds de poder juzgar
por ejemplo que A es B, y que A no es B, podemos juzgar que A es no B, 6 una
cosa que no es B, 6 que estd fuera de la esfera de B.

No basta aqui el no ver 4 A dentro de B, cosa que por otra parte podria
inferirse facilmente, sino que es necesario ver & A positivamente constituido fuera
de B, 0 referido directamente & la indefinida extension de cosas que no son B, y
contado entre ellas. El predicado viene & ser en este caso lo exterior, y no lo interior;
del conceplo de B.

Hay aqui una funcion logica del entendimiento que no puede confundirse con
ninguna de las dos anteriores, y que, sin embargo, participa de la naturaleza de
entrambas; puesto que tiene de particular y propio lo afirmativo, por lo cual
constituimos al sujeto en el concepto de algo, y lo negativo, por cuanto este algo
es la negacion del predicado 6 lo que no es el predicado. Se mezelan la afirmacion



a5
y la negacion en esta clase de juicios, que se llaman linitativos, y tambien indefinudos,
de tal manera, que un sujeto se niega de un predicado afirmando su inclusion en
lo que estd fuera de aquel predicado. Si A es no B, claramente se infiere que
no es B.

El nombre de limitativos que se da & estos juicios es muy propio, porque el
predicado B limita realmente la indefinida extension de cosas que pueden ser A,
pudiendo ser cualquiera de ellas menos B; el de indefinidos 6 infinilos, que tambien
llevan, les viene de la infinita extension exterior que rodea la circunscripeion del
predicado. Todo concepto 6 término logico se hace en efecto infinito, cuando por
la negacion que se le antepone connola su extension exlerna que no liene limites:
el concepto finito de B se hace infinito diciendo no B, porque en efecto son infinitas
las cosas que no son B, como son infinitas las determinaciones y figuras geométricas
que podemos concebir y trazar fuera de la circunscripcion periférica de un cireulo
0 de una esfera. ’

Hay que hacer aqui una observacion importantisima, y es que en esta referencia
indirecta de un sujeto 4 un predicado, se reproducen las mismas dos funciones
antitéticas de inclusion y no inclusion del sujeto en la exterioridad del predicado;
de manera que al acto positivo por el que incluimos & A en lo que no es B, diciendo
A es no B, se opone logicamente el acto negativo de exeluirlo de lo que no es B, di-
ciendo tambien A no es no B, sin que por esto s¢ entienda que afirmamos positivamente
que es B, 6 que volvemos al primer momento logico de la pura afirmacion. Esto
quiere decir que los juicios limitatives, como tales, son susceptibles de la misma
oposicion ogica en lo que se refiere 4 la exterioridad del predicado, que los primitivos
que directamente se refieren @ su interioridad. Pero entiéndase siempre que ambas
referencias indirectas, la positiva y la negativa, pertenecen & una categoria unica,
la limitacion , en la eual quedan neutralizadas las dos categorias extremas, la realidad
y la negacion en que se fundan las dos cualidades matemiticas de las cantidades
positivas y negativas.

Y asi como aquellas dos categorias intelectuales tienen su realizacion en los
nimeros y en las magnitudes, asi esta tercera debe tenerla por una necesidad
transcendental que le es propia como forma primitiva € irreducible del juicio, que
es la funcion del entendimiento.

Es necesario concebir cantidades que participen 4 la vez de la naturaleza positiva
y de la negativa, y que se establezcan entre estas dos cualidades como un término
intermedio, como un nuevo miembro de la division ordinaria de las cantidades
atendida su cualidad; puesto que admite el entendimiento un nuevo conceplo de
limitacion al que ha de corresponder un nuevo érden de cantidades que desde luego
debemos llamar indirectas por su referencia indirecta 6 exterior 4 las positivas y
negativas que reconoce la teoria comun. Esas cantidades intermedias solo pueden
mediar exteriormente entre unas y otras, porque Ja afeccion 6 direccion interna no
admite término medio en sus dos determinaciones antitélicas, la positiva y la negativa;
asi como respecto de un predicado no cabe medio entre ver y no ver d un “sujeto
comprendido en su - esfera 6 circunseripeion interior; pero como externas o

*
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indirectas, quedan fuera de esta antitesis, neutralizando en una sintesis perfecta
sus determinaciones extremas, y siendo indiferentes entre ellas: aunque en su
propio concepto de exteriores sean capaces de la nueva determinacion positiva y
negativa que es propia de los dos primeros momentos funcionales del juicio, Y que
inmediatamente se aplica 4 las cantidades.

ARTICULO 17.°
Eschéma general de estos conceptos.

Casi es imposible seguir paso & paso esta teorfa logica en su realizacion
matemitica , sin irla eschématizando, 6 figurando, mentalmente en la oposicion de
las lineas rectas, ordinario recurso de la expresion cualitativa de las cantidades.
Nos figuramos las cantidades positivas como séries numéricas ¢ rectas continuas
trazadas en una direccion cualquiera, hécia Ja derecha por ejemplo; en seguida
imaginamos las negativas hicia la izquierda, para expresar su oposicion interior,
esto es, sin salir del concepto de la linea recta, y dentro de su direccion absoluta:
y por iltimo, ideamos las cantidades indirectas como fuera de esta direccion y
referidas 4 ella por su nueva y propia oposicion, como superiores 6 inferiores 4 ella.

Poniendo, pues, en relacion las denominaciones cualitativas de las cantidades
con las formas del juicio 4 que cada una de ellas debe su origen, todo el cuadro de
las oposiciones logicas de la cualidad matemdtica, se encierra en el eschéma siguiente:

T ©°

Indirecta positiva
Aes no B

Negativa Pogsitiva
Ano es B Aes B

g ousa oy
vane.San gppaaTpuy

No es precisamente la posicion perpendicular de las indirectas la que se infiere
de la teoria logica , sino la exterioridad de su cualidad,, con cuya condicion cumplen



31
tambien las infinitas oblicuas que pueden referirse al eje fijo de las positivas y
negativas. Pero la perpendicularidad expresa un grado maximo de indireccion muy
propio para realizar este eschéma geométrico en toda su perfeccion ideal. '
En seguida justificarémos esta interpretacion geométrica de la cualidad indirecta.

ARTICULO 8.°
Consecuencias de esta doctrina légica.

Debemos dar ahora sus antiguos nombres 4 estas cantidades para ir acomodando
nuestra teoria al lenguaje matemitico ordinario.

Las cantidades positivas y negativas que resultan de la relacion directa de un
sujeto 4 la interioridad de un predicado son las llamadas cantidades reales.

Las cantidades indirectas, asimismo positivas y negativas, que resultan de la
relacion de un sujeto & la exterioridad del mismo predicado, son las llamadas
cantidades tmaginarias. '

Deduzeamos ahora algunas consecuencias de la disposicion eschémitica del
articulo anterior.

Primera.  Las cantidades se dividen en reales ¢ imaginarias, y en cada wno de
estos miembros se subdividen en positivas y neqativas, para incluir en una division
dicotomica 6 himembre los dos conceptos de interioridad y exterioridad en que un
sujeto puede ser referido 4 un predicado.

Segunda. Las cantidades se dividen en positivas y negativas, subdividiéndose en
cada uno de estos miembros en reales ¢ imaginarias, cuando solo aspiramos & expresar
el doble concepto de inclusion 6 no inclusion de un sujeto en un predicado.

Tercera. Las cantidades en general deben dividirse en - positivas, negatias
¢ tmaginarias, si queremos incluir en la division los tres momentos ¢ maneras
absolutamente irreducibles de ser referido un concepto 4 otro concepto por la funcion
eminentemente intelectual del juicio.

La teoria logica no autoriza mas divisiones cualitativas que estas, y en todas
ellas lo imaginario figura por un concepto tan propio como lo real.

Muy lejos, pues, de ser absurda la concepeion de cantidades imaginarias, son
estas la consecuencia , y al propio tiempo, el complemento de la teoria logica, de
donde nicamente pueden deducirse las cualidades positiva y ifegativa que el
Algebra admite.

Y volviendo al asunto primero que dié motivo 4 esta explicacion transcendental,
reconocerémos cudn poco valor puede tener el raciocinio que procede de una division
tan incompleta y antilogica como la que se hace comunmente de todas las cantidades
en positivas y negativas. Deducir de esa division la absurdidad de las raices
imaginarias, es incurrir, aunque sin intencion, en una manifiesta peticion de
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principio, que consiste en suponer esa misma imposibilidad, que se trata de probar,
envuelta en lo exclusivo y limitado de la division (*).

Y notese bien: de este circulo vicioso, en que estd encerradala teoria del absurdo
como objeto propio del Algebra, no puede salirse més que negando la exactitud logica
de esa pretendida division, y admitiendo desde luego las cantidades imaginarias al
lado de las positivas y de las negativas. Con solo esto queda arruinado el argumento
exhaustivo en que se funda la calificacion de absurdidad (de que hemos hablado
en el PreAmpuro), el cual no es al cabo mds que un paralogismo reprobado por la
buena Logica, por més que la irreflexion lo excuse, 6 el habito lo autorice.

ARTICULO 9.

Interpretacion geométrica de las cantidades imaginarias.

La interpretacion geométrica de lo imaginario por lo perpendicular es un corolario
inmediato de la teoria transcendental. Y aqui debo justificar la direccion que toman
las imaginarias en el eschéma general de las cualidades.

Si se supone que un eirculo (Fig. 3.") representa el conceplo atributivo ¢

g B>

i A

G

G

(') En este circulo vicioso me parece que cae el Sr. Marqués de Hijosa de Alava,
en las pocas lineas que consagra a las imaginarias, en su inleresante obra intitulada
Investigaciones matemdticas, cuando dice que es absurdo suponer cantidades que, elevadas
al cuadrado y aumentadas con la adicion de Ia unidad, sean iguales & cero, como se
verificaria en la ecuacion

' 41=0,

cuyas raices por esta razon son imaginarias ¢ imposibles. Aqui se supone lo mismo que
se intenta probar; & saber: que no hay cuadrados negativos, 6 que son imposibles sus
raices, y sino, jpor qué no vale el mismo raciocinio respecto de la ecuacion

#'+1=0

que tiene una vaiz real? Porque los cubos negativos no son imposibles.
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predicamental que ha de fijar Ja cualidad directa positiva 6 negativa de las rectas;
el radio A (*) totalmente incluido en esta circunscripcion, serd una recta positiva, y
la recta —A, que se le opone en la direccion absoluta, es la expresion de la cualidad
negativa. La cualidad imaginaria, que debe ser absolulamente exterior & aquel con-
cepto, deberd expresarse por una direccion que nada tenga de comun con su interiori-
dad; de tal manera, que ni en su cualidad positiva ni en lanegativa entre en aquella
circunseripeion. Y eomo la recta tangente del circulo, y por consiguiente perpendicular
al radio positivo en su extremo que se considera como origen, sea la tnica que
cumple con esta condicion, ella es la mas perfecta expresion de la cualidad imaginaria
en su puro concepto: es la imaginaria tipica. Cualquiera otra recta como BC, 6 B'C,
de la cual se demuestra que debe cortar al circulo, tiene algo de comun con él, no
es enteramente esterior 4 6|, y no es perfectamente imaginaria.

Aparece aqui la perpendicularidad como la expresion mas pura de la indiferencia
y de la neutralizacion entre dos cualidades antitéticas; y todas las propiedades
geométricas de la perpendicular no son mds que la realizacion intuitiva de aquel
concepto de limitacion.

La perpendicular sirve de limite & las dos regiones cualitativas: con la igualdad
de sus dngulos se constituye como indiferente entre ellas; y con la equidistancia
de cada uno de sus puntos de dos puntos equidistantes del origen, neutraliza

verdaderamente ambas-afecciones. Casi no hay necesidad de acudir 4 las teorjas
logicas para comprender ese caricter mediador y perfectamente indirecto de
las perpendiculares, y hé ahi la razon por que de anticiparnos naturalmente &
representar por ellas el imaginarismo conforme vamos eschématizando los conceplos
de la teoria transcendental.

Todos los geometras ven sin duda algo de caracteristico y de singularmente
propio en la perpendicular, cuando la declaran dnica medida de Ja distancia verdadera
de un punto & una recta; pero no viendo otras cualidades que las direcciones
internas de lag rectas, cuando con un fin analitico tratan de realizar en Geometria
la menguada ortografia algebrdica de los signos -+ y —, aparentan desconocer el
legitimo cardcter cualitativo delas perpendiculares en el mismo punto de origen que
separa lo positivo de lo negativo: no ven sino imperfectamente copiado el cuadro
intelectual de las categorias de la cualidad.

La perpendicular, si algo es respecto de la recta sobre cuyo origen se constituye,
ha de tener una cualidad tan momentinea y tipica, tan legitima, natural y propia,
como la de las negativas referidas & las positivas en esle mismo origen.

La perpendicular, como enteramente exterior y perfectamente indirecta res-
pecto de la recta, con Ja cual tiene un punto comun, representa Ja cualidad
imaginaria.

(") Los elemenlos lineales de Jas figuras los sefialarémos con un simbolo 0 letra que
se colocara en medio de la recta 6 en el oxiremo opuesto 4 su origen: esta ullima
notacion se empleard con preferencia en lodas las figuras que lengan una disposicion
radial, como la @ que hace referencia el texlo.
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Admitiendo, pues, provisionalmente como signos de la indireccion perfecta o
de la imaginaria pura el simbolo \/—1, el eschéma total de las cualidades de las

rectas referidas 4 un punto de origen, esiard bien representado por esla figura

‘E"'&% t& \‘.

V)

en la cual aparecen' conjugadas i opuestas las dos direeciones reales en un eje
horizontal, y las dos imaginarias en uno vertical. Ambos ejes son perpendiculares
entre si, i orfogonales.

ARTICULO 10.

Imaginarismo doble. - Paralelismo.

Quizds no haya una idea mas fundamental del paralelismo que la que lo hace
consistir en la identidad de direccion externa de las rectas (*). Yo creo que si las
paralelas se definiesen por ese conceplo tan eminentemente cualitativo, podria
introducirse mucha claridad en esa desdichada teoria , y tal vez llenarse la laguna
que en vano se pretende colmar con el famoso postulatum de Evctipes, 6 con
demostraciones cuya complicacion es la prueba mas evidente de su insuficiencia.

Nunca se logrard desenvolver una verdadera teoria de las paralelas, mientras no
se reforme la definicion ordinaria de estas; y la reforma debe consistir en no tomar
por esencia del paralelismo lo que no es mas que una de sus mas remolas
consecuencias. La propiedad que tienen las paralelas de no enconlrarse en ningun
punto por mucho que se las prolongue, nace del paralelismo, pero no es su constitutivo
esencial.

() Véase el articulo 1Y de este mismo. Lisro,
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La verdadera paturaleza del paralelismo consiste en Ja identidad de direc-
cion externa de las rectas que se hallan en un mismo plano; y las paralelas
deben definirse: rectas que, siendo distintas en un plano, tienen idéntica direccion
exterior.

De esta nocion del paralelismo se infiere inmediatamente que todas las
rectas paralelas & una real son reales; y que las paralelas 4 una imaginaria son
imaginarias.

Asimismo es evidente que las perpendiculares & una recta que es perpendicular
4 una real, son reales; y que las perpendiculares 4 una recta perpendicular 4 una
imaginaria, son imaginarias. La doble perpendicularidad 6 el doble imaginarismo
restablece la identidad de direccion, y constituye el paralelismo. La teoria de las
paralelas, cuya transcendencia geométrica es tan inmensa, viene 4 ser una
ampliacion de la teoria del imaginarismo.

Continuemos usando del simbolo /—1 como signo provisional de la perpendi-

cularidad , y verémos como sus combinaciones corresponden siempre 4 lo que exige
esta teoria.

VALV GV — v

BV-1

Si A expresa una recta positiva y By/—1 otra recta B levantada perpendicu-
larmente sobre su extremo , una nueva recta C perpendicular 4 esta exigiria en la
expresion de su paralelismo una repeticion del signo de perpendicularidad, y seria

v —1.v—&

Ahora bien: debe notarse que cuando la segunda perpendicularidad se considera
constituida en el mismo sentido en que lo fué la primera, la paralela resultante
6
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es contraria O negativa respecto de la base, aunque tan real como ella: el signo
se repite entonces sin alteracion, y sabido es que

C\/j.\/—l:—c

Mas cuando la segunda perpendicularidad se constituye en sentido contrario & la
primera, la nueva posicion paralela es real como la base, y ademds es positiva; el
signo de la segunda perpendicularidad debe ser contrario al de la primera; y la
paralela resultante sera

Cy/—1.—/—1=C

Puede tambien establecerse en general que las posiciones que resultan de un
numero par de perpendiculares sucesivas 4 una base real, reproducen la realidad
de esta, cualquiera que sea su cualidad positiva 6 negativa, 6 su direccion interna
con arreglo al sentido en que aquellas se supongan constituidas. Asi tambien las
posiciones perpendiculares en nimero impar son siempre imaginarias; pero, como
paralelas entre si, reproducen este imaginarismo en la identidad de su direccion
externa.

Por su parte el Algebra elemental demuestra que esta misma ley siguen los

llamados productos de un grado par 6 impar de simbolos \/—1.

ARTICULO 11,

Imaginarias afectas. Oblicwdad.

La interpretacion geométrica del imaginarismo no queda enteramente realizada
con la perpendicularidad de las imaginarias puras, sino que es necesario ver en las
oblicuas la expresion de una exterioridad 6 indireccion ménos perfecta, por cuanto
envuelve algo de comun con la interioridad del concepto atributivo que representamos
por un circulo en la pigina 38. Suponiendo que el punto de origen se halla en la
circunferencia de este circulo, son infinitas las direcciones referidas & este punto,
que ya positiva, ya negativamente, pueden cortarlo. Estas direcciones no pueden
mediar como perfectamente neutras entre las dos cualidades fundamentales, la
positiva y la negativa, como sucede d la imaginaria pura, sino que han de
patticipar mds deuna que de otra, sin perder su caracter de exteriores 0 indirectas.

Estas imaginarias menos perfectas, en que no estén totalmente neutralizadas las
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dos afecciones extremas, sino que en ellas predomina una afeccion sobre la otra,
son las que llamo imaginarias afectas, y las que encuentro rigorosamente interpretadas
por la oblicuwdad : todas las propiedades geométricas de las oblicuas estdn en perfecto
acuerdo con esta afeccion cualitativa en que predomina alguna de las afecciones
extremas.

Claro es que el simbolo algebrdico de esta cualidad tan véria, debe ser tan
complexo, cuanto sea bastante para representar con la variabilidad de sus elementos
el grado de participacion que estas imaginarias tienen en la afeccion positiva 0
negativa reales, y el grado de exterioridad ¢ indireccion, por el que se llaman
imaginarias; de manera, que la forma de su expresion algebrdica es necesariamente
binomia: un término real ==A indica lo que hay de real en su afeccion, y otro

imaginario puro 3=By/—1 expresa su indireccion; expresando &= A £ By/—1

la forma necesaria y universal del imaginarismo afecto.

Las oblicuas & su vez no pueden ser referidas & un eje horizontal, sino por la
doble proyeccion , una real contada sobre este eje, que es la expresada por el
elemento =A , y otra perpendicular 4 la anterior contada sobre el eje vertical 6

imaginario expresada por == By-<h

Las variaciones cuantitativas de A y B, combinadas con las que resultan de los
signos - y —, pueden representar todos los grados de oblicuidad, porque puede
pasar una recta, que gira al rededor de uno de sus extremos como se vé en esla
figura: en la cual
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denota oblicuas comprendidas en el éngulo recto formado por la real ¢ imaginaria,
dmbas positivas;

—A+By—i

expresa oblicuas comprendidas en el 4ngulo recto formado por la real negativa y la
imaginaria positiva;

—A—By—1

significa oblicuas comprendidas en el dngulo recto formado por la real y la imaginaria
dmbas negativas; y

A—By—1

representa oblicuas trazadas en el dngulo recto formado por la real positiva y la
imaginaria negativa.

Por la variedad funcional de que es capaz esta forma universalisima del
imaginarismo, se ve claramente que en ella se comprenden , no solo las posiciones
perpendiculares propias de la imaginaria pura, cuando se supone A—20, sino
tambien las posiciones absolutas y reales, cuando se supone B—=0.

Las cuatro direcciones cardinales de los dos ejes son con efecto recorridas
sucesivamente por la recta que gira en una circunvolucion completa; y las
imaginarias puras, lo mismo que las reales, no vienen a ser mds que casos particulares
del imaginarismo , considerado como afeccion universal.

1 Qué quieren decir los algebristas cuando afirman que las cantidades reales
son casos particulares de las imagimarias? ;Acaso que las cantidades posibles son
casos particulares de las imposibles, 6 que las verdades son casos particulares de
los absurdos?

ARTICULO 12.

Interpretacion aritmética de las cantidades imaginarias.

Aunque los niimeros no sean capaces de direccion como las rectas, y no sean
la perpendicularidad ni la oblicuidad la expresion de su imaginarismo, béstanos
concebir en ellos la posibilidad de una afeccion neutra, que media entre las afecciones
positiva y negativa, con lo cual queda realizada en ellos la transcendentalidad
logica del concepto de limitacion.
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Verdad es que el tiempo, intuicion pura y forma necesaria de la sucesion
numérica, se imagina siempre como una recta. que pase ante los ojos del espiritu,
desenvolviendo su naturaleza esencialmente sucesiva en una direccion tnica inva-
riable: el tiempo no retrocede, sino que avanza siempre en un sentido progresivo,
que es el mismo para todos los érdenes de fenémenos, asi del mundo exterior 6
fisico, como del interior 6 psicologico. Pero este es el tiempo real, el tiempo de
intuicion, el tiempo tal como domina de hecho en la fenomenalidad de nuestra vida
interna y externa; pero el tiempo concebido y despojado por el entendimiento de
aquella progresividad estética 6 intuitiva en una direccion tinica, no encierra en su
concepto intelectual mas que la idea de sucesion, la cual asi puede ser desenvuelta
en el sentido del progreso de los fenomenos, como en el sentido contrario 6 en un
sentido diferente ¢ exterior a entrambos. Dado un punto fijo en el tiempo, es posible
concebir una regresion 6 marcha contraria 4 la que (rae el tiempo real, y hasta un
desarrollo exterior  la linea de su progreso, en el cual podemos ver como sucesivos
todos los momentos que en la sucesion real pasan como simultineos con el punto
de origen, sobre el cual todos ellos se proyectan.

En virtud de esa posibilidad en el concepto de tiempo, son concebibles los
nimeros negativos, y con el mismo titulo los imaginarios, los cuales expresan séries
de momentos sucesivos entre si, pero simultdneos respecto de aquel punto de la
duracion que se seiiala como origen en el tiempo real.

Resulta de esta concepcion del tiempo una asimilacion perfecta de todas sus

_determinaciones con las del espacio: los nimeros imitan el espacio, aunque son de
naturalezo tan diferente, dijo Pascar con profundidad suma. Y de tal manera es esto
cierto, que no solo en lineas rectas 6 séries, sino en planos y atin en solidos, pueden
los ntmeros concebirse dispuestos, figurando entre si la misma coordinacion
eschématica propia de las magnitudes que domina en la Geometria (*).

(*) Mr. GerGonnE dispone los niimeros imaginarios combinados con los reales en una
tabla que imita perfectamente la disposicion de las rectas en un plano. La tabla es como
sigue:

SERNST 3V
: f’»‘g _______________________ !55—4-2\.:
j\'—l
..... —9—8,—7,—0,—5,‘?,—3—2,-1, 0, 1, 2, 3, & 5 6 7, 8 9,...
R )
—-'ir.lyrl_ . —2\/—_1' :
W —3V=T

Las expresiones hinomias que hay en los angulos son ejemplos de imaginavias afectas,
en que entran numeros reales é imaginarios: equivalen en este eschéma & las oblicuas
del eschéma geométrico.
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La Aritmética atribuye a la sucesion en el Liempo un cardcler intuitivo, segun
¢l eual los nimeros se desenvuelven siempre en un sentido progresivo en virtud de
la sintesis sumatoria que los constituye: los numeros en ella carecen verdaderamente
de cnalidad, y si alguna tienen, es la positiva, segun comunmente se dice: en la
sintesis aritmética, propiamente no hay nimeros negativos ni imaginarios. Pere
el Algebra, que prescinde de esta cualidad intuitiva del nimero, los subordina
inmediatamente d toda la variedad de cualidades impuestas & la sucesion por los
conceptos del entendimiento; y para ella no solo son posibles niimeros negativos,
sino lambien imaginarios.

No suelen, en verdad, ofrecer los problemas concretos frecuentes ejemplos de
indireccion numérica. El lenguaje comun es en este punto muy limitado, y los
problemas ordinarios no suponen postbilidad de otras soluciones que las positivas,
dando interpretacion natural solo en algunos casos 4 los resultados negativos. Todos
los problemas referentes 4 la fortuna de las personas, versan ordinariamente sobre
cantidades 6 habidas, 6 debidas, siendo muy raro formularlos respecto de cantidades
meramente deposifadas, v que no afectan directamente al haber ni al deber, y que
sin embargo afectan de un modo indirecto 4 la situacion de un capital.

Si una cantidad positliva representa el haber y una negativa el deber, una
imaginaria debe expresar un depdsito. La imaginaria negativa significard un deber
de este deposito.

Si en el juego se considera la circunstancia comun de quedar en fondo de una
mano para otra algunas cantidades, créditos 6 deudas, para expresar la verdadera
situacion actual de cada jugador, serd necesario, ademds de lo positivo (expresion de
la ganancia) y de lo negativo (que significa pérdida), considerar lo imaginario, que
representard lo retenido en el platillo, que ni es pérdida ni ganancia actual, sino
aplazada: la imaginaria negativa serd deuda al platillo, con el cual parece que se
lleva una cuenta exterior, y como extraiia al haber y deber directos que median
entre los jugadores.

Si un exponente entero positivo conduce & una potencia entera, verdadero
miiltiplo de la raiz, y uno negativo & una fraccionaria 6 submiltipla, uno imaginario
dard potencias que en su valor cuantitativo medien entre los nimeros enteros y los
fraccionarios, esto es, dard la unidad diversamente modificada en su afeccion.

Cnando nos empefiamos en deducir la cualidad de los niimeros de su significacion
concreta , nos exponemos d que sea injustificable en muchos casos hasta la cualidad
negativa. Hay en la naturaleza real de las cosas ciertos limites, mds alld de los
cuales es imposible la intuicion empirica, y por consiguiente la determinacion
negativa de las cosas dadas en esta intuicion: ;qué significa, por ejemplo, una
cantidad negativa de movimiento, de velocidad, de peso, de luz? jqué es un nimero
negativo de hombres?

El Algebra pura, que no especula sino sobre los conceptos del nimero, debe
ocuparse poco en estas determinaciones y limitaciones empiricas, y realizar entera-
mente sin contradiccion y sin absurdo los conceplos de la categoria de cualidad,
cualquiera que sea la aptitud que el lenguaje comun ofrezea en cada caso para
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mterpretar alguna de estas cualidades en la propuesta 6 en la solucion de los
problemas. Si los conceptos que el Algebra aplica, y las leyes que dominan su
desarrollo interior como ciencia, son ‘@ priori, esto es, independientes de todo
empirismo , las limitaciones del lenguaje en que han de interpretarse las cualidades
numéricas, nunca pueden argiiir limitacion 6 absurdidad en tal interpretacion.

ARTICULO 13.
Naturalidad de las imaginarias.

Y ahora se ve claramente que la obscuridad y el misterio atribuidos por el
mundo matematico & las imaginarias, no son mas que aparentes, desde el momento
en que se reconoce, no ya la mera posibilidad , sino la necesidad indeclinable de
admitir cantidades que no sean positivas ni negativas bajo el mismo concepto en
que lo son las llamadas reales , cantidades de cualidad neutra, por cuanto median
entre lo positivo y lo negativo y representan en perfecta sintesis esas dos afecciones
antilélicas.

Estas cantidades, 4 las cuales no puede negarse la doble afeccion de positivas y
negativas, pero dentro de la relacion que exteriormente guardan con lo positivo y
negativo absolutos, son numerables, son mensurables y entran en relaciones cuan -
titativas bajo idénticos conceptos que todas las otras cantidades; su logistica entera
se realiza por los mismos algoritmos, y concurren & la generacion de la cantidad,
4 veces real, sometiéndose a las mismas exigencias algoritmicas que las llamadas
reales.

Todo en ellas es ficil y llano, todo natural y logico, cuando el algoritmo de las
imaginarias es comprendido con la bastante amplitud para que en él quepan las
nuevas determinaciones cualitativas que hace necesarias el reconocimiento de un
nuevo conceplo intelectual hasta aqui obscurecido, si no enteramente perdido, en el
juego general del pensamiento matemdtico. Todo, por el contrario, se obscurece
cuando nos obstinamos en reducir al estrecho cuadro de dos tnicas afecciones el
inmenso desarrollo algoritmico 4 que pueden prestarse los tres conceptos de afir-
macion, negacion y limitacion.

Claro es que esta mayor anchura de la logistica matemdtica no puede ni atin
siquiera concebirse sin la explicita y terminante condenacion de los estrechos puntos
de vista que ya por la necesidad de ajustar las teorias al nimero y naturaleza de
los signos comunes, ya por el hibito mismode no ver en la cantidad mas afecciones
posibles que las de.positiva y negativa, han limitado la universalidad y transcen-
dencia necesaria del Algebra conceptual, de la verdadera Légica de la especulacion
matematica pura.

Las imaginarias no habrdn alcanzado el hasta ahora disputado derecho de
figurar entre las cantidades reales con los mismos titulos que ellas, mientras no sean
enteramente renovadas algunas ideas, por cierto muy vulgares, acercade la indole
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conceptual de la sama, de la multiplicacion 6 produccion, y de la elevacion a
potencias 6 graduacion.

Ni aun siquiera es presumible que tengan las imaginarias la misma fortuna que
las cantidades negativas. Estas han justificado su entrada en los cdleulos, mucho
antes de estar creada su verdadera teoria, por la no repugnancia de su significacion
en muchos casos. Las imaginarias estin condenadas por todos los derechos y tri-
mites de la Logica ordinaria & aparecer como absurdas, mientras no se ensanche el
cuadro categorico de las afecciones cualitativas de toda cantidad.

_ Sin embargo, ya hemos visto 4 la Légica transcendental, importante ramo de la
Filosofia critica del espiritu humano, encargada de su rehabilitacion; y su triunfo,
aunque todavia lejano, no es por eso menos seguro.

ARTICULO 14.
Impropiedad del nombre de imaginarias.

Digamos ahora cuatro palabras acerca del nombre que llevan y del signo con
que se expresan las cantidades indirectas.

El nombre de umaginarias dado 4 estas cantidades compendia en si los epitetos
de imposibles, absurdas y contradictorias, con que han sido honradas por casi todos
los gedmetras. Imaginario es lo no real, lo fantistico, lo aparente, lo ilusorio: los
espacios no ocupados por cuerpos se llaman espacios imaginarios; los proyectos
irrealizables son proyectos imaginarios. Se atribuye & la fantasia todo aquello que
1o tiene una existencia exterior 6 lo que no estd sometido 4 la comprobacion de una
experiencia sensible.

Facilmente se concibe que esta significacion vulgar de la voz es inaplicable 4
las cantidades indirectas, porque ellas son en si tan reales como las llamadas reales,
y su concepeion es tan natural como la de las positivas y negativas.

No tiene, por otra parte, la fantasia una intervencion mas especial en su concepto
que la que tiene en el de todas las demds cantidades, porque en todas ellas, cual-
quiera que sea su afeccion 6 direccion, se mezcla esta facultad pléstica, haciendo la
sintesis de la diversidad dada en la intuicion, y reduciendo la pluraridad confusa 4
una unidad de concepto por la continuidad esencial del tiempo y del espacio. Sin
esa sintesis primitiva de la imaginacion fuera imposible la totalidad eschémitica
del nitmero y de la extension; y esa representabilidad que les es propia constituye
toda su realidad. En este sentido mas profundo podia decirse que todas las cantidades
son imaginarias, y que solo merecen el nombre especial, aunque impropio, de reales
aquellas cuya afeccion 6 direccion es dada como término absoluto de referencia para
todas las demds que mo son dirigidas segun ellas, 6 que son indirectas respecto
de ellas.

En suma: si reahidad significa verdadera existencia, todas las cantidades son
reales: si imaginario denota la intervencion necesaria de la imaginacion en el
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conceplo de la cantidad, todas pueden llamarse imaginarias. Mas como la dénomi-
nacion exclusiva de imaginarias 6 reales en todos los 6rdenes de cantidades, deja
sin expresion la diferencia necesaria de su concepto cualitativo, y haya por consi-
guiente que distinguir en el nombre Jo que la mente tanto distingue en el concepto,
insisto en proponer, como el mas propio, el de indirectas para expresar la no
direccion de las perpendiculares y oblicuas respecto de las que podrian llamarse
directus. Estas denominaciones geométricas tendrian la venfaja de expresar la
esencia del imaginarismo con la claridad intuitiva que es propia de la Geometria.

Para no alterar, sin embargo, la conveniente armonia que en 6rden al lenguaje
debe guardar esta obra con todas las demds, conservaré las antiguas denominaciones
de real ¢ imaginario, que el uso, sin razon para ello, ha venido autorizando.

ARTICULO 15.

+, — y =/ —1 como signos de cualidad.

Muy notables son las eircunstancias que acreditan de legitimo y apropiado el

signo \/—1 con que se expresa la cualidad imaginaria.

Los signos - y —, absolutamente arbitrarios, en nada revelan al espiritu la
indole de las cantidades 4 quienes afectan, ni mucho menos la clase de procedi—
miento en cuya virtud fuera posible deducirlos uno de otro: son signos sin genea-
Jogia y sin historia.

El simbolo tipico -£v/—1, en cunanto resume las dos afecciones ahsolatas

anteriores, es, por el contrario, abreviada indicacion de lo que habria de hacerse con la
unidad negativa para explicar el modo de ser de lo cantidad @ quien afectn. Es un
signo verdaderamente historico, y aunque de tan breve y facil escritura, compendia
toda la logistica de la cantidad, y por eso saca mpresos todos los lineamentos de
ella en la elaboracion que recibe de la accion sintética del Algebra. Esta lo concibe
y lo da 4 luz como para suplir la omision de los primeros inventores de la ciencia,
y dar en rostro & los que la cultivan con el mas flagrante ejemplo de absurdidad 4
que légicamente habia de conducir aquella desgraciada omision.

Algunos han propuesto que este signo fuese reemplazado por otro cualquiera de
institucion arbitraria. Mr. Vallés indica la conveniencia de expresar el imaginarismo

por el signo L, que ya sefiala graficamente la perpendicularidad, 6 por u=, para

el caso de que esta fuese doble 6 condujese al paralelismo. Mr. Mourey quiere suplir
la escritura de la imaginaria con un indice angular al que llama versor. Pero estos

signos, privados enteramente de naturaleza algoritmica, inmovilizarian la frase
i
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algebraica, perdiéndose la fecundidad original del simbolo +\/—1, que en su varia
potenuahdad encierra todos los grados de indireccion. Casi puede decirse que fué
una gran fortuna para el Algebra el que los primeros que intervinieron en el arreglo
de su ortografia, no se acordasen siquiera de inventar un nuevo signo, porque
dejando, sin saberlo, 4 la ciencia misma el cuidado de engendrarlo, el signo saca
estampado el blason de su noble estirpe, y enriquece 4 la ciencia con una nueva

teoria. Por ser algoritmico el signo &=\/—1 se- encierra en su potencialidad toda

la teoria cualitativa.

Esta teoria, que exige la especial consideracion de las imagmarias como raices,
estd contenida en el capitulo siguiente, el cual tiene por objeto demostrar que las
cantidades indirectas, cuya posibilidad ensefia la teoria transcendental, no son ofras
que las raices imaginarias; con lo cual queda enteramente expuesto su concepto
matematico.




CAPITULO L
DE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS CONSIDERADAS COMO RAIGES.

ARTICULO 1.

/=1 como rafz de segundo grado.

En el anterior capitulo he considerado el simbolo \/—1 como un signo de
limitacion 6 de neutralidad perfecta, entre la afeccion positiva y la negativa, 6
como la expresion mas propia deun grado médximo de indireccion respecto de aquellas

direcciones fundamentales. Sin embargo, por su formaradical revela el signo \/—1

un origen algoritmico potencial, y simboliza la totalidad de una teoria inmensa, de
la cual no son sino determinaciones particulares los tres momentos tipicos, represen-

tados por los signos +, — y £v—1, y correspondientes & los tres conceptos,

realidad, negacion y limitacion. En la teorfa de la potencialidad, 6 sea de la gradua—
cion, estd el gérmen de la teoria cualitativa.

(onservemos la misma representacion eschémdtica de las direcciones que deter-
minan dos ejes ortogonales, y veremos levantarse toda la teorfa radical sobre los
sencillos raciocinios que van a continuacion.
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La raiz cuadrada 6 de segundo grado de —1 no puede ser +1 ni —1, porque
cualquiera de ellas elevada 4 su segunda potenciada -1, segun la doctrina comun
y verdadera de los algebristas. Luego esta raiz segunda no puede estar represen-
tada geométricamente ni por la recta -1, ni por la —1 de la figura anterior.

Luego habra de hallarse fuera de la recta tinica formada por +1 y —1, y
serd indirecta respecto de ella.

Luego esta raiz indirecta, cualquiera que ella sea, ha debido llegar 4 ser poten-
cia negativa —1, por una evolucion verificada fuera de la direccion de aquella
recta.

Por otra parte, la posicion indirecta, que corresponde & la raiz \/—1, debe
constituir un grado tal de evolucion cualitativa respecto de la unidad positiva, que,
repetido este grado en igual razon y manera progresiva, constituya & su vez la
segunda potencia —1, como lo exige la igualdad de razon y de grado de todo
desarrollo potencial. ‘

Luego la raiz cuadrada ¢ segunda de —1, ha de hallarse igualmente distante
(con distancia angular 6 evolutiva) de —1, potencia, que de -1, eje de universal
y necesaria referencia.

Pero no puede haber otra posicion que tenga tales condiciones sino la perpen-

dicular, que ya suponemos representable por el signo \/—1.

Luego la perpendicular representa la raiz segunda de —1, y el simbolo radical

v/—1 es i su vez genuina expresion de la perpendicularidad.

Si p expresa el coeficiente 6 la modificacion particular que la cantidad @ nece-
sila para constituirse como raiz segunda de —a, es claro que, repitiendo esta
modificacion sobre la raiz, quedard constituida la segunda potencia —a, y se tendra

P pa=pia—=—a;

y dividiendo por @, resulta
de donde se deduce

que expresa que la modificacion cualitativa que recibe una recta real G horizofitai
para hacerse vertical (superior 6 inferior), tiene por expresion legitima el simbolo
i\/ —1, el cual es coeficiente de direccion de cualquiera recta en cuanto se concibe

como perpendicular.
Todo el secreto de la fuerza demostrativa del anterior raciocinio ¢ enierfa en
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la doetrina de la igualdad  de todos los grados, esto es, de la regularidad de la
graduacion en una série progresiva de potencias, 6 regresiva de raices. Ain sin
salit de las mociones mas vulgares acerca de este algoritmo , es sabido que entre
todas las potencias enteras 6 fraccionarias de una misma raiz se establece una
misma igualdad de grado, no precisamente respecto de los valores absolutos 6 cuan-
titativos de las potencias 6 raices, las cuales no proceden progresiva ¢ regresiva—
mente en grado igual ¢ por diferencias iguales, sino que entiendo aqui por grado
igual la relacion de término & término expresada por los valores aritméticos de los
exponentes, entre los cuales hay siempre la misma diferencia 6 distancia. Asi la
igualdad de razon entre los términos de la progresion geométrica

=1, a, aq, ag® ag®, ag', ag,. . ... ...

dividiendo por a, conduce siempre  la igualdad de grado en la progresion:

ekilpa® ol . e

que es un desarrollo potencial de la raiz g. _

Esta igualdad de grado establece una relacion importante y necesaria entre toda
raiz y la unidad, la cual relacion se va reproduciendo con perfecta igualdad por
todas las potencias, de tal manera que la unidad es & la raiz como esta d su segunda
polencia, 6 como una potencia & su inmediata superior.

En el caso que nos ocupa, es legitima la suposicion de que la raiz segunda
de —a tenga una posicion tal que, repetida como grado igual, se constituya la
potencia —a, y legitimo y evidente el resultado & que conduce la proporcion

@ apiiapi—a

De donde se deduce

apl=—a?, 0 bien pPP——I1,

y por consiguiente

p::i\/:—l-

.

Hénos aqui como sorprendiendo este primer momento de la potencialidad

de \/—1, simholo que hasta ahora hemos admitido como un mero signo de cuah-

dad indirecta, y cuyos ulteriores desarrollos potenciales han de esparcir tanta luz
sobre el algoritmo de la graduacion, al cual debemos desde ahora mirar como original
v primitivo, y de todo punto independiente del de fa produccion.
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Los giros y evoluciones de las imaginarias en un plano, y en el espacio, son el.
grande objeto de esta interesante parte de la logistica algebraica.

Las potencias en los niimeros tienen su representacion geométrica en las posi—
ciones de las lineas; los grados potenciales son grados de inclinacion respecto de la
unidad positiva: los arcos que miden los dngulos de inclinacion son como los expo-
nentes de las potencias; y la progresion aritmética de estos arcos, coordinada con
la geométrica de las rectas, los declara verdaderos logaritmos de las rectas que son
los mitmeros.

No hago aqui mds que anticipar alguna doctrina de la que serd dmpliamente
desenvuelta en el Lmro IV de esta obra. Todo aquel libro serd una constante y
eficacisima demostracion de esta verdad capital: la evolucion polencial de las lineas
vonsideradas como raices es siempre lineal, longitudingl en el sentido de un eje horizontal
s son reales, 0 giraforia si son imaginarias.

ARTICULO 2.

Transicion de los valores posifivos 4 los negativos

Coincide maravillosamente esta explicacion de la potencialidad cualitativa de las
rectas con las nociones mas fundamentales acerca de la variabilidad de las cantidades
y del trdnsito de los valores positivos & los negativos.

De dos mareras pueden concebirse las transiciones de un valor positivo 4 otro
negativo: 6 la magnitud que pase conserva inalterable su cualidad y experimenta
alteracion solo en su cantidad, 6 conserva invariable la cantidad sufriendo la alte-
racion solo en la cualidad 6 posicion. Estas dos alteraciones corresponden 4 conceptos
independientes, aunque pueden ser simultaneas. En el primer caso la transicion se
verifica por medio de cero, que es la nada de cantidad; en el segundo por medio del

simbolo \/—1, que expresa una especic de nada cualitativa, una indiferencia 6

neutralizacion de las afecciones positiva y negativa.
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El primer caso liene su representacion geométrica en ure punto (ue recorre una
recta retrogradando y acerciindose al punto de origen, sin salir nunca de la direccion
fija de la recta recorrida (Fig. 8.). El punto mévil determina distancias . cada vez
menores del punto de origen, y no puede pasar 4 la region opuesta 6 negativa sin
pasar por el origen, siendo entonces cero la distancia de este. Esto es lo que sucede
en las cantidades reales 6 directas, segun las dos afecciones positiva y negativa.

El segundo caso es el de una recta que conserva siempre su magnitud ¢ valor
cuantilativo, y aspira & convertirse en negativa por un cambio de posicion (Fig. 9.).
Claro es que con estas condiciones jamds alcanzard esla conversion sino pasando en
un momento de su evolucion continua por el limite de las dos regiones positiva y
negativa, es decir, por aquella posicion singular y tipica, en que permanece indife—
rente 4 ambas afecciones, y en que, si esta relacion cardinal hubiera de expresarse
por una proyeccion sobre la posicion real, esta proyeccion seria cero. La dnica

posicion que cumple con estas condiciones es la perpendicular, y el simbolo y/ —1

que la expresa es tambien momento transitorio de la cualidad positiva & la negaliva.
En el primer caso, el cero representa la nulidad cuantitativa: en el segundo, el

simbolo /—1 representa la nulidad cualitativa.

La primera representacion es proyeccion necesaria de la segunda.
Las representaciones que preceden y siguen al momento transitorio cero, son

tambien proyecciones de las que preceden y siguen al momento {ransitorio \/ —1.

, ARTICULO 3.
Rafces imaginarias de 1as ecuaciones.

En las anteriores generalidades se funda el diverso carécter de la variabilidad
de los resultados en la substitucion de las raices reales ¢ imaginarias que tanto figuran
en la teoria general de las ecuaciones. Higase si se quiere una digresion de esla
importante materia. '

En las cantidades reales siempre es explicable por un valor tnico que da cero
su transicion de positivas 4 negalivas; y por eso respecto de ellas siempre es verda-
dero y demostrable ¢l teorema algebriico de que: cuando dos mimeros substituidos
Sucesivamente en el primer miembro de una ecuacion dan dos resultados de signos
contrarios, estos dos nimeros comprenden POR 1.0 MENOS UNA RAiZ REAL de esla ecuacion,
o un valor capaz de veducir d cero su primer miembro.

En las imaginarias, como raices de las ecnaciones, sufre el teorema una restric-
cion justisima. Ellas, sin ser un valor unico, pueden y deben de tal manera combi-
narse, que hagan que los valores reales resultantes de la substitucion pasen de
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posilivos d negalivos: este cambio nunca revelard la existencia de un valor tnico
(ue haga pasar por cero los resultados de la substitucion continua.
Puede haber, y hay con efecto, dos raices imaginarias por lomenos que produzean
el cambio de signo, sin que sea necesario ese valor singular: estas dos raices se
hallan representadas por dos direcciones simétricas, superior 6 inferior, de tal manera

que si una de ellas es a--by/—1, la otra serd a—Dby/—1.

En las ecuaciones puras estas dos imaginarias pueden ser tambien puras.

Igualmente enseiia el Algebra que estas raices son siempre dos, 6 simétricas de
dos en dos por el doble signo == que precede siempre al radical imaginario. La ne-
cesidad de esta conjugacion algebrdica procede de una necesidad geométrica: no
puede, en efecto, concebirse que la recta real se haga perpendicular, sin que su pro-
longacion afecte la posicion contraria. El doble signo == siempre expresa esta con-
trariedad de direccion.

ARTICULO 4.°
Descomposicion de y/—A.

En las anteriores consideraciones de la teoria radical se funda a descomposicion

A que constantemente se somete una imaginaria de segundo grado \/—A, y en

virtud de la cual se tiene que

VR =VTA=yE V=

La uniforme manera con que aparece el simbolo \/—1, afectando 4 la cantidad

real /A, da bien & entender el caricter cualitativo que le distingue, y que no es

al cabo més que un signo de cualidad 6 de posicion que modifica la direccion real
convirtiéndola de horizontal en vertical, enteramente como seria trasladado — A por
la-extraccion de una raiz cuadrada. Esta extraccion modificaria la cantidad A (no
siendo A=1), al mismo tiempo que la constituiria en una posicion tal que, repitiendose
0 duplicandose - el arco que la separa de la direccion positiva, se reprodujese la
pofencia. —A.

Las imaginarias monomias de la forma general \/—A, tienen idéntica desconi-
posicion

VIA=VAYS
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y su interpretacion difiere por el grado de la raiz que es necesario extraer, cuyo
grado, siempre par, depende de los valores de n.
Como todo mimero par puede expresarse por r - 27, en que r es impar y p
indica cualquiera potencia entera de 2, la expresion general de Ja imaginaria puede

P
ser r.\e/ —A.

Estanueva forma del indice 0 exponente del radical nos descubre una propiedad
curiosa de las imaginarias, y es que: lodas ellas pueden ser reducidas d otra forma
radical en que el exponente sea 2, 4, 8, 16, 32...... 27, .

En efecto

P »
r2 2/
\/—A = \/\7/ —A;
pero siendo, por suposicion, r numero impar, v/—A serd una raiz real negativa de

yu
J . . 2
—A, que puede expresarse por —«: luego la imaginaria general puede ser \/—a.
Todas estas transformaciones tienen su fandamento en la interpretacion general
del imaginarismo.

ARTICULO 5.
Racionalidad de las rafces imaginaras.

No extraiiaria que las cantidades imaginarias, declaradas absurdas ¢ imposibles
como cantidades, se calificasen tambien de irracionales como raices. Expliquemos
qué clase de irracionalidad puede envolver la raiz imaginaria.

Admito que la irracionalidad cuantitativa se complique alguna vez con el ima-

ginarismo: en el ejemplo concreto V/—3 se nota que la sabida descomposicion
v/3 ./—1 no la evita; pero en un ejemplo como \/— 1, tal irracionalidad desapa-

rece por la descomposicion Vi -\/—1, 6, lo que es lo mismo, 2y/—1. Las
imaginarias

. \/:_1_, vV—4, —9, &e.
pueden tener la forma
1/—1, 2/—1, 3y/—1, &e;

y nadie negard que la primera es mitad de la segunda y tercio de la tercera, ni que
8
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con la primera tomada como unidad se pueden formar las otras por una continua
sintesis sumatoria, tan legitima como la que engendra los nimeros reales. La irracio-
nalidad del imaginarismo no es cuantitativa, respecto de que no procede siempre de
la relacion inexpresable de la raiz numérica con la unidad, sino de la actual imposi-
bilidad de dar un signo & esta raiz, que, segun las ideas comunes, no puede ser posi-
tiva ni negativa, y fuera de estas dos afecciones ni atin siquiera se ha pensado en
que se pudieran concebir otras. s

Claro es que encerrindose toda la imposibilidad en el simbolo V—l1 que
acompafia como factor al radical real (racional 6 irracional), esta imposibilidad
denota desde luego irracionalidad cualitativa, y esto solamente en la hipotesis de
que no sean concebibles otras afecciones ademas de la positiva y la negativa.

Esta hipotesis arbitraria queda destruida por la doctrina del concepto de limita-
cion , que al aplicarse al nimero y @ la extension les impone una afeccion neutra
que media entre las afecciones ya reconocidas por el Algebra y expresadas por los

signos —+ y —

ARTICULO 6.°

Representacion radical de la oblicuidad.

Volviendo al principal asunto de este capitulo en que vamos considerando las
imaginarias como raices, natural es la ampliacion de esta teoria haciéndola extensiva
tambien 4 la expresion de las direcciones oblicuas. Y, con efecto, asi como la per-
pendicular se concibe establecida como raiz segunda de la unidad negativa, las
oblicuas comprendidas entre ella y la unidad positiva serin raices ulteriores de la
misma unidad negativa con exponente radical tanto mas elevado, cuanto mayor sea
el grado de la oblicuidad ¢ proximidad al eje horizontal (unidad positiva) que es el
verdadero limite de esa graduacion regresiva.

Partiendo, pues, de la posicion perpendicular expresada por /—1, como de una
raiz de la que pueden tenerse olras raices 1 ofras potencias, la representacion al-
gebrdica de la oblicuidad serd una funcion exponencial ( potencial 6 radical) de aquel

simbolo tipico.
Este modo de expresion tiene, pues, por forma general

(V=)™

la cual, con las variaciones de su exponente, expresa todos los grados de oblicuidad
que la perpendicular puede recorrer por un movimiento progresivo 6 polencial
alejandose de la posicion real positiva, 6 por un movimiento regresivo 6 radical
acercandose 4 aquella posicion, segun se tenga

m>n 0 Mm<_n
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Entre estas posiciones se comprenden como casos particulares la misma perpen-
dicular tipica, cuando

m
7:1, esto es, m=—n,

la misma real 41, cuando

m 7
——10, esdecitc, n—=120;
n

y la real negativa —1, cuando
——2, esto es, m= 2n.

En el orden radical resulta ignalmente cierto que las reales son casos particulares
de las tmaginarias; lo cual, traducndo al lenguaje corriente del Algebra, seria lo
mismo que decir que las verdades son casos particulares de los absurdos, 6 que los
posibles son casos particulares de los imposibles.

La Matematica que limita el valor representativo de sus clementos 4 las can-
tidades reales, tiene que caer en esta contradiccion ; la que admite la legitimidad de
las imaginarias, es la tinica que puede salvarla y darle un sentido natural.

ARTICULO 7.°

Division de las imaginarias en puras y afectas.

No hay mas que un simbolo radical de la perpendicularidad el cual con su doble
signo representa alternativamente la raiz segunda superior 6 inferior de —1. Este
simholo #=/—1 es la imaginaria pura correspondiente a la tnica perpendicular

que puede levantarse 6 bajarse desde un punto de una recta 4 la misma recta.
Hay, por el contrario, un simbolismo infinito y funcional para la expresion de

todos los grados de oblicuidad que una recta puede tener respecto de otra con la cual

conserva un punto comun. La expresion general de una oblicua es siempre una

. D n : .
imaginaria afecta de la forma \/ —1, que nunca puede corresponder 4 la horizontal

ni 4 la vertical, mientras n (enga un valor numérico distinto de la unidad.
De la conocida igualdad

Y=y
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se infiere que la teoria radical de las imaginarias afectas se funda en la interpreta-
cion de las puras, y sin ella es absolutamente incomprensible.
, n) — . , —_

El simbolo \/ vl expresa, en efecto, la extraccion de una raiz de \/—1 que
ya con su perpendicularidad denota una raiz segunda de —1, es decir, que después
que se concibe dividida la semicircunferencia superior en dos partes iguales, para
expresar la raiz segunda de —1, debe concebirse el cuadrante dividido en n partes

‘ . B/
tambien iguales para tener \/ /1.

Verdaderamente, al mismo resultado se llegaria dividiendo desde luego toda la
semicircunferencia en 2n partes iguales y tomando una de ellas, la mas proxima al
eje real, como grado de la oblicuidad: igualdad de procedimiento que coincide

. A n ) 7
exactamente con la igualdad algebraica, y/—1 :\/ v—1L1.
La expresion radical de Ja oblicua coincide, por otra parte, con la expresion

absoluta A—+By/—1 explicada en el capitulo anterior; porque la subdivision que

aquella representa no puede ménos de conducir 4 posiciones indirectas exteriores al
eje real y al vertical, y referidas simulténeamente 4 ambos por las dos coorde-
nadas A y B.

ARTICULO 8.

Congruencia del Algebra y de la Geometrfa en la interpretacion de las imaginarias afectas.

Como prueba irrecusable de la coincidencia necesaria del Algebra con la inter-
pretacion geométrica expuesla en el arliculo anterior, acerca de las imaginarias
afectas u oblicuas, propongédmonos la resolucion del siguiente problema :

Determinar las condiciones de magnitud de A y B en el caso particular en que
se tenga la iqualdad

V—1=A%By/—1.

Partiendo de esta suposicion y elevando ambos miembros 4 la cuarta potencia
tendremos

1= AV { AR /—1—6 A2 A AR /—1 B

y como siendo réal el primer miembro, es necesario que lo sea tambien el
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segundo, y por consiguiente que se destruyan los términos imaginarios, se lendrd

+ £A3B Y14 ABY Y 1=0;
0 bien
LASB\/—1=4AB3/—1;
de donde, dividiendo por 4 AB\/ —1, resulta
AR=F, o' A=8,
luego las rectas A y B han de ser iguales.
Por olra parte: como se tiene
—1=A"— 6 A*B*+B",

poniendo A en lugar de B, se deduce

i i
4A=1, 6 bien A:\/%:‘/—;:‘%E—

Luego la recta A, 6 su igual B, debe ser el rddio dividido por \/ 2.
Ahora bien: 4 eslas mismas conclusiones analiticas llega la Geometria sintética o0

elemental, cuando considera la posicion de la oblicua \/y/—1 = \/—1, que mide

una octava parte de la circunferencia, como se ve en esta figura, demostrando

<A ~———'—-~~E+|

|

L el
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respecto de dicha posicion; 1.° que siendo ridio oblicuo del cuadrado inscripto,
cuyo rdadiorecto es A, este radio recto siempre es la mitad del lado 6 igual 4 B;
y 2.° que en virtud de la propiedad del tridngulo rectingulo se tiene

2A2—1, 6 A:\/%:Vl__
2

Este concurso de los procedimientos analiticos del Algebra con las deducciones
sintéticas de la Geometria, en este caso particular, es una completa demostracion de

cuén legitimamente se representa la imaginaria afecta \/—1 por la subdivision del
arco que mide \/—1.

Pero esa conformidad nada tiene de maravilloso para el que comprende que
no puede formular el Algebra ninguna relacion en virtud de la aplicacion necesaria
de sus conceptos, que no pueda tener simultineamente una realizacion, una deduc-
cion transcendental, en las regiones mas empiricas de la Geometria y de la Aritmé-
tica. El ideal de una Algebra perfecta ha de consistir en la superioridad é indiferente
aplicabilidad de todos sus conceptos al nimero y 4 la extension, sin que nada pueda
limitarla més que la contradiceion logica de estos mismos conceptos.

No hay tal contradiccion, ni repugnancia, entre los conceptos de la cantidad y
el de cualidad indirecta en que consiste el imaginarismo.
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CAPITULO 111,

DEL MODULO Y ARGUMENTO DE LAS EXPRESIONES INAGINARIAS.

ARTICULO 1.

El médulo y el argumento de estas expresiones corresponden 4 las categorfas de cantidad
v cualidad.

Es doctrina corriente entre los algebristas que 4 toda expresion imaginaria de

la forma A==By/—1 corresponde otra expresion subsidiaria de la forma y/A*+-B2

que se llama su mddulo.
Sometamos esta doctrina, tan obscura hasta en las obras que pasan por magis-
trales, 4 la interpretacion general de nuestra teoria.

La forma \/A2—B2, expresion ordinaria del valor numérico de una hipotenusa

cuyos caletos fuesen A y B, es necesariamente real, porque A*+B* siempre es
positivo: es un valor puramente cuantitativo en el cual se prescinde de toda idea de
posicion, y que por lo tanto debe medirse sobre el eje horizontal. Por el contrario,

en la forma imaginaria comun A+B /—1 entra necesariamente la consideracion
de la cualidad que afecta al valor cuantitativo de toda la expresion.

De donde se infiere que entre el modulo V/A24+-B?, que es hipotenusa real de

catetos tales como A y B, y la imaginaria A+B v/—1, que es un radio determi-

nado en su magnitud y posicion por el coseno de A y el seno de B, no hay
diferencia cuantitativa, sino cualitativa. EI médulo y la imaginaria de que procede
son expresables por dos radios, uno real 1 horizontal y otro oblicuo (Fig. 11).

Infiérese tambien que si el médulo no es igual & la imaginaria sino cuantitati-
vamente, para que sea del todo idéntico 4 ella (con la idéntidad que siempre expre-
san las llamadas igualdades y ccuaciones algebrdicas), habrd que suponerlo modificado
por un coeficiente de cualidad ¢ posicion.
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Llimase argumento el coeficiente de cualidad necesario cofactor del modulo de
una imaginaria.

El argumento y el médulo han de combinarse por via de produccion, no de
suma ; porque como la cualidad no puede modificar 4 toda la cantidad sin modificar
d cada una de sus unidades 6 elementos homogéneos, el argumento es necesaria-
mente un factor ¢ coeficiente; y la expresion algebrdica (sincategorematica) del
nimero ¢ de la extension debe reunir en un término esas dos categorias fundamen-
tales, y expresar por un producto su reciproca influencia.

En la expresion imaginaria A+By/—1 se hallan compenetrados el modulo y

el argumento de tal manera,- que las cantidades A Yy B, como tales cantidades,
determinan la cualidad de toda la forma, y la cualidad propia de sus elementos; esto
es, la realidad del uno y el imaginarismo del otro influyen en la cantidad de toda la
frase. El producto se halla realizado del modo mas intimo y mas reciproco.

Cuando una expresion imaginaria aparece con la debida distincion factorial entre
su argumento y su modulo, suele decirse que estd modulada.

A=LB \/:T se modula por = \/A2{ B2, en que « siempre es argumento

imaginario.
De igual manera se tiene que

% \/cos %w—-sen 2 —cos r+sen » V=1,

La modulacion, que es el hecho de la separacion factorial de la cantidad y
cualidad de una expresion algebrdica, es tan general como necesaria en toda clase
de formas. La unidad con su cualidad propia es coeficiente de toda cantidad , 6
argumento de todo modulo.
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Las cantidades reales positivas, como + A= —1.A, tienen por argu—
mento 1.
En las reales negativas, como —A — —1- A, el argumento es —1.
Las imaginarias bajo la forma general

A+By/—1 = «)/ A2 B,

tienen un argumento imaginario =« , que puede afectar tantas formas como grados
de oblicuidad 6 indireccion se conciben en una recta respecto de un eje que se
supone horizontal.

Sien la igualdad

o VAL BR—=A+B\/—1
se supone el caso particular de A=0, se tendra
o \/Br=xB /1
0 bien
+ aB=+By/—1;
y dividiendo ambos miembros por B resulta

i d:i\/—l,

genuino argumento de la imaginaria pura =B \/—1 , cuyo modulo es B.

. . . 5 = BT s ’ ¥
Una imaginaria monomia YR que presenta incorporados su modulo y su

3 5 s 5 . . /T 9
argumento, tiene su modulacion legitima en la descomposicion ordinaria Y/A - {/—1
El primer factor es modulo, y el segundo argumento.

Para determinar el argumento « en la igualdad hipotética

o /A2 B2—=A%B\/—1

para el caso particular en que A=—=B, bastara observar que de ella se deduce

AT Byt
- VAR

=
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y haciendo A=B , resulta

AtAy/—1
A\f '

O hien

e e e =

como en el articulo anterior.

En suma: el modulo y el argumento corresponden, en todo caso, 4 las dos categorias
intelectuales cantidad y cualidad, y se prestan, por lo tanto, & una teoria universali-
sima que debe hacerse extensiva de las imaginarias 4 las reales. Siendo siempre real
el mbdulo, serd imaginario el argumento en las primeras, y real en las segundas.

La doctrina de los modulos no estd mas que desflorada en las obras mas volumi-
nosas de Algebra. En ellas se establecen algunos teoremas que parecen misteriosos
por el aparato algebrdico con que son demostrados, pero que son verdades muy
llanas, cuando el imaginarismo recibe una interpretacion conveniente. El doble
teorema de que: el modulo de un producto 6 de un cociente de imaginarias de lo forma

A+By/—1 es igual al producto 6 al cociente de los médulos de estas, se traduce

con pasmosa naturalidad en el enunciado siguiente: el valor cuantitativo de un pro-
ducto 0 de un cociente resulta, de multiplicar 6 de dividir respectivamente los valores
cuantitativos de los factores 6 de los términos de la division : verdad de sentido comun,
que se comprende con solo saber lo que es multiplicar 6 dividir.

Yo no extraiio que se apele al cdlculo para la demostracion de semejantes teo-
remas acerca de los modulos. Sabido es el comun precepto de los libros de Algebra
mas autorizados que: cuando entran en un cdlculo expresiones imaginarias de la forma

A==B\/—1, sin ligar con ellas ninguna wea de cantidad, 1o cuar serRiA ABSURDO, ha

de convenirse en somelerlas d las reglas comunes establecidas para las cantidades reales.
Natural es que se pidan 4 un cdlculo ciego nunca interpretado, conclusiones ana-
liticas de originalidad afectada 6 aparente, que por otra parte serian evidentisimas
d la luz de una interpretacion tan natural y legitima como la que se propone en
este libro. Lo que ciertamente me maravilla es la candidez de una convencion tan
injustificable como la de someter los absurdos al cdleulo de las cantidades.
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ARTICULO 2.
Interpretacion geométrica del mddulo.

Penetremos un tanto en el origen de la forma modular VAR, y la veré-
mos descompuesta en

V/(A+By/—1) (A—By/—1),

esto es, en dos factores imaginarios simétricos representables siguiendo la in-
dicacion de los signos por la figura 12.

El producto de estos factores debe concebirse realizado por la contraposicion
del sistema de rectas A—B \/ —Tl, esto es, por una mocion giratoria sobre el
vértice comun de ambos sistemas, de suerte que A se haga perpendicnlar 4 A, y
—By/—1 i By/—1. De aqui resultard la representacion binomia de los dos
cuadrados A2—-B2 de la figura 13.

Bl Tig \D N T
< 2 \\
<9 e
------------- o %
- f N )
L‘ Br N - B
] i %
A 3 S
— s =S @l e I’b’-"'“
A ‘1’!-& } 5 :
SO : :
!QI; i |

A2 E A?
i
|

Ahora bien: estos dos cuadrados equivalen al cuadrado de la hipotenusa en el

triangulo rectingulo abe de la figura 14, y su raiz cuadrada, 0 sea VAZB esla

representacion numérica de la hipotenusa ac prescindiendo de su posicion oblicua,
6 considerada como real, como lo es el radical. _

Los médulos no son,” pues, sino valores absolutos ¢ reales, que, como cantidades,
no se diferencian de las imaginarias que modulan. Los radios de un circulo por
muy distintos que sean por su cualidad 6 posicion, tienen un modulo idéntico que
es la expresion de su longitud absoluta.

Esta es tambien la razon por qué \/A2-4-B* es médulo asi de la imaginaria

A-+By/—1, como de su simétrica A—By/ i),
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CAPITULO IV.
INTERPRETACION DEL IMAGINARISMO EN LAS ECUAGIONES DE SEGUNDO GRADO.

ARTICULO 1.

Los resultados imaginarios amplifican y generalizan las soluciones de los problemas
de sequndo grado.

Enseiia el Algebra elemental que puede haber incompatibilidad entre lo que
exigen la suma y el producto de dos niimeros, de tal manera que nunca puede ser
este mayor que el cuadrado de la mitad de aquella, 6, lo que es lo mismo, que el
producto de las dos partes ¢ sumandos en que puede dividirse un nimero, es un
MAXIMUM cuando estas partes son tguales.

Con arreglo & este principio, rigorosamente demostrado, cuando se trata de
cantidades reales, declara imaginarios, y por consiguiente absurdos, los resultados
del siguiente problema:

Hallar dos nimeros cuya suma sea 14 y su producto 50.

Este problema se plantea y resuelve ficilmente , llamando # & uno de los
nimeros y 14—a al otro, y expresando su producto por la ecuacion

— 2 1ir=350;

0 bhien
: 22—14r——50;

de donde se deduce

g=—"1-5\/19—50 :7i\/ —1,

Los dos niimeros que se buscan son pues 7-+y/—1 y T—y/—1.
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Realizando sobre estos dos nimeros absurdos las condiciones del problema , se
ve sin embargo que

T = /—1

SO |
Toba/==T 4941/ —1
ey - =11
Su suma =14 ; v osu producto =149 . .. .. .. +1="50

El problema queda resuelto sin contradiccion algoritmica. El Algebra, por lo
que toca 4 la legitimidad de sus procedimientos, no puede reconocer esa incompati-
hilidad necesaria entre las exigencias de la suma y de la multiplicacion de dos
niimeros cualesquiera , siempre que la nocion cualitativa de niimero no se limite, como
no debe limitarse, @ solos nimeros reales. Muy cierto es que respecto de ellos vale
la limitacion impuesta por el mdzimum del producto, y que son imposibles los
resultados imaginarios que traspasan ese mdximum ; pero semejante imposibilidad
depende solo de Ja restriccion del problema enunciado respecto de niimeros reales,
entre los cuales, efectivamente , ningunos hay cuya suma sea 14 y cuyo producto
sea 50. Esa imposibilidad restrictiva es andloga 4 la de los resultados negativos 6
fraccionarios, en aquellos problemas que se enuncian con intencion de hallar
valores positivos ¢ enteros. La imposibilidad viene del sentido en que se propone el
problema concreto, no de la genuina significacion de estos resultados fraccionarios,

negalivos o imaginarios en la logistica pura y abstracta del Algebra.

El teorema del mdxzimum no es verdadero para todo mimero; porque hay
nimeros imaginarios de tal manera constituidos, que en la suma pueden perder
algunos de sus elementos substanciales, y hacer luego aparentes estos elementos en la
multiplicacion, excediendo el mdzimum que limita el producto de los niimeros reales.

- Aritméticamente se percibe esta circunslancia en la suma antes realizada, en
la cual se reducen  cero los elementos imaginarios conjugados, los cuales luego
aparecen en el producto neutralizindose cuando se multiplican por los elementos
reales, y dando un valor real, siempre posilivo, cuando se multiplican entre si, y,
por consiguiente , aumentando y excediendo el maximo producto de los elementos
reales. Todo consiste en el signo — que se descubre al desaparecer el radical,

cuando se realiza \/—1.y/—1, que siempre equivale a (y/—1), esto es, 4 =1

y que combinéndose con el — que corresponde al producto por los signos extrara-
dicales , da un producto parcial positivo. | Maravillosa es esta estructura intima de
las imaginarias, que hace posible en determinadas combinaciones la repentina
aparicion de un signo que viene 4 cambiar la marcha ordinavia, el juego regular de
lo positivo y lo negativo! Esta negacion que va envuelta, y como de reserva, en el

seno de la imaginaria original \/—1, es el elemento perturbador que llega

derogar los principios al parecer mejor demostrados de la logistica comun, Pero esa
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derogacion no es perturbacion, sino legitima amplificacion reclamada por la verdadera
logistica matematica.

Si los nimeros 7-+y/—1 reciben una traduccion geométrica con arreglo 4 la

teoria del imaginarismo, y son representados por rectas horizontales y verticales,
se verd que su suma equivale & T-+T7="14 (Fig. 15); y su producto, realizado
por la contraposicion de los dos factores, uno de lineas llenas y otro de punteadas,
se compone de los dos cuadrados verticales 49+4-1=150 (Fig. 16).

Esta comprobacion es mas intuitiva, menos misteriosa, y si cabe, aun mds
decisiva y concluyente que la aritmética.

Ty, A5 Vi, A

ARTICULO 2.
Algunas generalidades acerca de esta importante materia.

Ensenan comunmente los autores , que para poner de acuerdo los resultados
negativos ¢ imaginarios con el texto literal de un enunciado problematico, se debe
suponer cambiado el sentido 6 la intencion del problema, de tal manera, que al
traducirle de nuevo en ecuacion, pueda ser mudado el signo de la incognita , con
lo cual el resultado perderd su cualidad de negativo 6 de imaginario, que lo hacia
incongruente, y podrd servir sin alteracion cuantitativa como solucion del nuevo
problema.

Si de la ecuacion f(2)=—=0 se ha deducido 2==—A, se substituira —u
por # en dicha ecuacion, y tendrémos f(—z)==0, de donde resulta — 2 ——A,
0 bien 2—=A.
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Si s¢ hubiese obtenido 2= Ay/—1, se substituird & /—1 en vez de a en
la ecuacion primitiva, y se tendrd [ (w \/ j1A):0, la cual dard z \/ = Av/ .
60 bien z—=A.

No es malo el consejo para un Algebra concreta, que en realidad no hace méds
que acomodar soluciones contrarias 4 enunciados contrarios, y duplicar y repetir
los problemas siempre que lo permite la materia empirica sobre que ellos versan:
pero el Algebra pura no debiera entender en estos acomodamientos , ni sujetar sus
resultados legitimos 4 la posibilidad 6 imposibilidad accidental que pudieran ofrecer
en el lenguaje concreto con que se les enuncia. Ante el rigor y la consecuencia
del procedimiento algebrdico deben ceder la vaguedad y la falta de analogia del
lenguaje empirico. El mejor precepto seria el de hacer matemdtico el emmciado del
problema, despojandolo primero de todas las formas que, por via de adorno, por
exigencia del uso 6 por necesidad del lenguaje, pueden desfigurar su verdadero
sentido y sus condiciones; y dar luego § los términos matemdticos toda la genera-
lidad y amplitud que es propia de los conceptos @ priori, & cuya relacion tnica-
mente es debida la resolucion analitica. Las cantidades han de coneebirse como
susceptibles de toda cualidad, como pudiendo ser posilivas, negalivas ¢ imaginarias,
y han de tenerse por legitimas cuando con tales cualidades aparecen en la formula
final resolutoria: las cualidades deben considerarse como pudiendo recaer sobre
toda especie de cantidad continua, discreta, entera, fraccionaria , y las relaciones
se han de coneebir tambien como realizables sin limitacion reciproca sobre todas las
cantidades adornadas de todas las cualidades: no han de reconocerse , en fin, mis
imposibilidades matematicas que las que radican en la contradiccion logica de los
conceptos.

Estas imposibilidades verdaderas son muchas menos que las que fuerzan de
continuo al algebrista & entrar en transacciones con el sentido poco preciso del
lenguaje vulgar. Los nimeros fraccionarios se consideraban como verdaderas
excepeiones de la nocion de nimero por los primeros aritméticos, que los llamaron
menudencias (minutiee); los mimeros negativos se han tenido por absurdos casi hasta
los tiempos de Descartes: no quedan ya més que los imaginarios que pugnan hoy
por ganar carta de naturaleza entre los verdaderos elementos matemdticos. Poco &
poco se ha ido reduciendo el circulo de la imposibilidad y del misterio, al compis
mismo con que el Algebra ha ido ganando en elevacion y en transcendencia: lo
negativo, despreciado hasta los dias de Descartes, fue en manos de este genio el mas
poderoso instrumento del andlisis: Jo imaginario, tan injustamente calificado hoy,
servird en tiempos venideros para armonizar la Aritmética con la Geometria, y dar
al Algebra toda la altura é independencia que la critica le promete , y hacer de la
Matemitica una gran totalidad , un organismo inmenso.

Las imposibilidades malematicas no son més que imposibilidades logicas , y han
de concebirse como independientes de los enunciados de los problemas inconeretos,
respecto de los cuales no puede haber mis que incongruencias de un resultado
obtenido con un sentido atribuido 4 la enunciacion
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Lo que conduce & una contradiceion entre los conceplos fundamentales y cate-
goricos del entendimiento, resulta imposible y absurdo en el 6rden matematico , v
basta conocer las formas de contradiccion logica en los conceptos ¢ categorias
matemdticas de la cantidad y de la cualidad , para determinar la forma general de
los problemas verdaderamente imposibles:

1."  La cantidad idéntica 4 lo que no es cantidad: la cantidad idéntica 4 la nada
0 al infinito , que no son cantidades

=1, “t=oe

2.” La cualidad positiva idéntica 4 la negativa 6 4 la imagmaria, y viceversa

r—=—u, r—a\/—1.

Miéntras el Algebra ovdinaria se ha entretenido en buscar interpretacion 4 los
resultados analiticos, siempre en consonancia con el sentido de los problemas pro-
puestos, ha descuidado mucho la mas 1til tarea de dar al lenguaje la suficiente
generalidad, para que se ajustase & la formula rigurosa de sus resoluciones: no
parece sino que de intenlo apartara la vista de la intima, logica ¢ irresistible ilacion
del cdleulo, fijdndola en la exterioridad verbal de las cuestiones, cuando se la ve
pronunciar el veredicto de absurdidad respecto de los resultados negativos, v
retractarlo luego creando la teorfa de las cantidades negativas. Esta teoria ha tenido
(ue esperar & (ue un nimero suficiente de imposibilidades problemiticas la hicieran
necesaria como explicacion sistemdtica y completa de resultados aritméticos y geo-
métricos: ha debido pasar no poco tiempo para que al fin las cantidades negativas
fuesen habilitadas. Pero esta habilitacion, que ha cambiado la faz de la ciencia
matemdtica, duplicando, por decirlo asi, el campo de sus aplicaciones, debiera
haber sugerido a los analistas el pensamiento transcendental dela limitacion verdadera
de las imposibilidades antes-tan frecuentes, y haberles inspirado el saludable
propésito de no incurrir en nuevas declaraciones de absurdo hasta haber apurado
todos los conceptos intelectuales en su legitima aplicacion al niimero y 4 la extension,
y de abandonar el incierlo eriterio del lenguaje por el rigorosamente verdadero de
las formas categoricas del entendimiento. No se ha procedido asi; y el Algehra
ordimaria tendrd que luchar todavia por algun tiempo con el misterio del imagina-
rismo, y que prodigar sus calificaciones de absurdidad, hasta que ulteriores desar-
rollos dela ciencia matemdtica reproduzcan por do quiera el simbolismo imaginario,
y hagan de €l la trama general del cdleulo algebrdico; v sean mas y mds intere—
santes las derogaciones que las aplicaciones de los principios comunes, y el absurdo
lo invada todo, y haya que optar por la condenacion general y definitiva del
cileulo como viciado por la plaga imaginaria, 6 por una interpretacion que vaya d
huscar en el entendimiento la verdadera razon del aparente vicio.

Es de creer que suceda al fin lo que sucedi6 con las cantidades negativas, que
no eran menos aparentemente absurdas que lo son hoy las imaginarias. Si aquellas
duplicaron el campo'de las aplicaciones matematicas, estas lo extenderdn en horizonles
mmensos, y lo engrandecerdn en esferas infinitas.



APITULO V.

INTERPRETACION DEL IMAGINARISMO EN LAS SECGIONES CONICAS.
ARTICULO 1.
;Qué representa el imaginarismo accidental de las “coordenadas ?

Un notable ejemplo de interpretacion tan fecunda como sistemdtica presenta el
imaginarismo en la teoria de las secciones conicas, y en general en todas las consi-
deraciones de la Geometria analitica que versan sobre raices imaginarias.

Es comun practica de los analistas el desechar los valores imaginarios como no
pertenecientes 4 la curva sobre que especulan, y (segun la poca atencion que prestan
4 su interpretacion) como no pertenecientes @ curva ningund, como absurdos que
no pueden estar sometidos & ninguna ley, ni ser, por consiguiente, expresion
algebrdica de ninguna propiedad geométrica. Aislan las representaciones intuitivas
de las curvas, y con esta manera de juzgar los resultados, mutilan la integridad
del sistema que les da unidad y armonia.

Yo terminaré la série de mis interpretaciones generales del imaginarismo,
dando una idea del papel que este desempefia en la totalidad del sistemade las
secciones conicas. :

Mss, ante todo, debo advertir que no hablo aqui del imaginarismo implicito en
la perpendicularidad que se atribuye ordinariamente 4 los ejes coordenados y 4 las
ordenadas respecto de las abscisas. Esta perpendicularidad no puede hacerse sen—
sible por el imaginarismo de ninguna de ellas en la ecuacion de la curva. Las
ordenadas y las abscisas son variables que en su mutua dependencia funcional no
revelan en la ecnacion mas que sus valores absolutos, no-sus posiciones respectivas
que pueden ser tan arbitrarias como las que se atribuyen i los ejes, a los cuales
son respectivamente paralelas, y como tales se construyen para determinar cada
punto de la curva.

1 Qué representa, pues, el imaginarismo accidental de las coordenadas?

A priori debe responderse, que los valores imaginarios de una ordenada corres-
10
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pondientes & ciertas suposiciones hechas respecto de la abscisa tienen una significa-
cion tan regular y tan legitima en ofra curva, que debe quardar con la primitive, una
relacion de perpendicularidad, como los reales de la primitiva. Otro tanto afirmo del
imaginarismo de las abscisas en funcion de las ordenadas.

Para justificar esta solucion , basta concebir un sistema de cuafro conos opues-
tos por el vértice de dos en dos en un mismo punto comun, de tal manera que,
siendo rectangulares los ejes, las generatrices comunes formen cuatro dngulos que
Juntos valgan cuatro dngulos rectos, como se verifica en la siguiente figura.

(Gada cono es suplementario de uno de sus adyacentes. Consideraré como princi-
pales a los dos verticales de la teoria ordinaria, y como suplementarios @ los dos
horizontales; y para mayor claridad en la intuicion supondré que las generatrices
son rectangulares como los’ ejes, esto es, que los cuatro conos son iguales. Esto
supuesto:

ARTICULO 2.°
Circulo ¢ hipérbola equildtera.

La ecuacion del circulo referido 4 Ja extremidad del didmetro que es 2a, es

yi=2ar—ux* (3)
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de donde se deduce
y ==/ 2a0—a?

La suposicion de >2a, 6 de una abscisa mayor que el diametro, conduce &
un valor imaginario de y, el cual, rectamente interpretado, indica que el circulo no
se extiende mas alld de su didmetro, pero @ cuya parcial ¢ incompleta interpretacion
yo anado, que: esa ordenada imaginaria es ordenada real de la hipérbola equildtera
suplementaria que el mismo plano que traza el circulo traza en el cono adyacente,
cuyo eje es perpendicular al eje del principal (Fig. 18).

Siel cono adyacente tomase la posicion del principal, el plano de lahipérbola
resultaria perpendicular al del circulo, y la hipérbola podria trazarse en el mismo
cono principal con esta perpendicularidad, como puede verse en esta figura.

Tig. A0

El imaginarismode y puede resultar igualmente de la suposicion de @ negativa;
esto es, de una abscisa, que se cuente & la izquierda del punto de origen, & cuya
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abscisa corresponderia una ordenada de la otra rama hiperbolica suplementaria del

circulo (Fig. 20). .

La representacion plana de la curva principal, 6 real con sus dos suplementarias
0 imaginarias , seria la de esta figura. :

Tig W\ ;’
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(asi es excusado advertir que los valores imaginarios en la ecuacion de la
hipérbola equildtera, son los valores reales de la del circulo.

Considerando ahora & x como funcion de y, 6 resolviendo la ecuacion (9)
respecto de z, tendrémos

r=at\/a—p,

que no puede ser imaginaria sino en la suposicion de y>>a, 6 de una ordenada
mayor que el radio.

Este imaginarismo de forma binémia es digno de atencion. La abscisa z se
compone de dos elementos consecutivos, uno real a, y otro imaginario que por

su conjugacion corresponde 4 las hipérbolas equiliteras trazadas en los conos

suplementarios , suponiendo que estos ham verificado una evolucion giratoria hori—
zontal sobre el vértice comun, haciéndose perpendiculares d su posicion primera en
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el mismo plano horizontal. La representacion plana del circulo con las ramas
hiperbolicas (que en este caso serian anterior y posterior) es esta figura.
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La intuicion de este imaginarismo de las abscisas exigiria una ampliacion del
sistema de conos, concibiendo, en vez de esta evolucion giratoria, otros dos conos
opuestos por el vértice anterior y posterior, ademds del superior ¢ inferior y del
diestro y siniestro con que para mayor sencillez he empezado estas consideracio-
nes. Los seis conos abrazarian todo el, espacio, coincidiendo cada dos de ellos con
una de las ‘tres direcciones de tres ejes ortogonales.

El circulo como curva principal tiene en rigor cuatro hipérbolas equildteras
suplementarias, dos, A y B, en que se hallan las ordenadas imaginarias, (Fig. 23) y,

: \
A, l Ty, & B
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dos, Gy D, en que se cuentan los elementos imaginarios de las abscisas : el néxus
de la forma binémia que tiene el valor de la abscisa imaginaria coincide con el
centro del circulo.
La totalidad sistemdtica se va completando por si misma, sin mas impulso que
el del absurdo imaginarismo.

ARTICULO 3.°
Elipse ¢ hipérbola escalena.

Siendo 2a el eje mayor, y 2b el eje menor de la elipse, su ecuacion, en cuanto
esta referida d la extremidad del eje mayor, es ’

b2
q Qzﬁ(ﬂaw—:ﬂ)

6 bien

en la cual se pueden senalar ¢ interpretar los mismos casos de imaginarismo que
en la del circulo, poniendo la elipse como curva principal 6 real en relacion con
las dos ramas hiperbolicas suplementarias ¢ imaginarias. Esta hipérbola serfa
escalena. .
Suponiéndolas trazadas en” un plano, las dos laterales A y B explican el
imaginarismo de las ordenadas, y las dos C y D (anterior y posterior en el sistema
de seis conos) interpretan el de las abscisas. La elipse con las cuatro ramas suple-

mentarias de hipérbola escalena se representa en esta figura.
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La expresion de la distancia de los focos al punto de origen presenta en la
elipse un caso curioso de imaginarismo.

Si en la sabida expresion de esta distancia a--y/a®—0? se hace la suposicion

ordinaria de a>>b, los focos se fijan en el eje real, siendo el néxus de los dos
valores el centro de la elipse (Fig. 25).

Pero si se supone a<<h, el radical resulta imaginario, y es menester concebir
que la elipse ha hecho un giro tal, que su semieje menor a coincida con el eje de
las abscisas (Fig. 26); 6 que el origen se traslada al extremo de a cambidndose
la abscisa en ordenada y viceversa, como en la figura 27.

En cualquiera de estas dos disposiciones queda rigorosamente establecida la

expresion hinomia a==y/a2—0b2 por la cual se determinan los focos. El néxus cae

igualmente en el centro de la elipse.

Tig A% Fig LS T, O

ARTICU LO &°
Pardbolas suplementarias.

Las parabolas son siempre suplementarias de dos en dos, una principal y otra
que resulta trazada por el mismo plano en el cono adyacente.
La ecuacion de la pardhola referida 4 su vértice

y2=pw, 6 bien g/:i‘\/ﬁf ()

1o admite con efecto otro caso de imaginarismo en funcion de  mds que el que
resulta de 2 megativa, 6 sea de una abscisa contada al otro lado del punto de



30
origen: la_ordenada imaginaria no puede ser sino ordenada real de la pardbola

contigua. (Fig. 28.)

Las denominaciones de principal y suplementaria son tan relativas, que la
ordenada imaginaria de cualquiera de ellas es real en la otra, como se ve clara-
mente en su representacion plana (Fig. 29).

T, 1Y

Resolviendo la ecuacion ( a') con relacion & « se tiene

2

4
que no presenta posibilidad de imaginarismo para ningun valor cuantitativo de Y
lo cual quiere decir que no hay ordenada positiva ni negativa de tal magnitud que
exija una abscisa negativa 6 tomada en el eje de la pardbola suplementaria.
La suposicion de yy/—1, ¢ de una ordenada perteneciente & la pardbola
suplementaria, daria :
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cuyo valor negativo de la abscisa corresponde tambien 4 la pardbola contigua.
Digno es de notarse que si en la ecuacion (A) suponemos # imaginaria, o le-
vantada en el vértice comun de ias dos pardbolas, y hacemos pr—a?, se tendri

P=ay/—1, o y=a /1,

pero, segun hemos dicho atrds,

L T vy
y\/—1:v~1:7y_ ,
V2
luego tendrémos
a4my/—1
y=t 2oV
V2

rlayrir' e iy 7
ordenada imaginaria de forma hinomia que se construye levantando \/—5 en el

oy

vértice comun como ordenada real, y trazando - /2 - perpendicularmente en su
-

extremo, como imaginaria: el punto que determina esta ordenada mista corresponde
d una de las dos ramas hiperbolicas suplementarias que el plano generador de
las parabolas traza en los dos conos anterior y posterior del sistema de seis conos.
Las dos ramas hiperbdlicas aparecen referidas a las parabolicas en la figura 30: el
néxus estda en el vértice comun de las dos pardholas A y B. El didmetro de las
hipérbolas lleva consigo la representacion del circulo 6 de la elipse.
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ARTICULO 5.
Reflexion. general.

El hecho solo de aparecer retratada en la brevisima frase de una ecuacion
algebrdica toda la fisonomia de una curva con la infinita variedad de rasgos y de
accidentes geomélricos que la distinguen, podria sugerir una racional conjetura de
la aplicabilidad original de las relaciones numéricas, que simboliza la ecuacion, a
idénticas relaciones geométricas que la curva encierra. Traduccion tan rigurosa y
tan universal, ain sin salir del estrecho dmbito de una sola carva, debe traer su
origen de un principio superior que encierre al par que exprese las relaciones
numéricas y las geométricas con igual transcendencia. EI Algebra adquiere un justo
titulo 4 la superioridad cuando concibe cantidades, cualidades y relaciones, que
resultan verdaderas, bien se encargue de realizarlas en su region propia la Aritmé-
tica, bien las presente eschématizadas y hasta perceptibles para los sentidos la
(eometria, que es mas intuitiva y como mas empirica.

Cuando el Algehra sistematiza estas congruencias y las liga, y las ordena, v las
compendia todas en una formula sencilla, de donde saca las expresiones particulares
para todas las curvas que un plano giratorio puede trazar en un cono, comienza
aquella conjetura del espiritu & converlirse en admiracion , en adhesion viva, en
cerleza plena, por lo grande, por lo bello, por lo verdadero de esta construccion
intelectual.

Mds cuando tales son las interpretaciones que da & sus simbolos, que todos
y cada uno de los elementos del sistema encierran al sistema entero en perfecta
compenetracion ; cuando & favor del imaginarismo la trama orgdnica del calculo
hace de sus representaciones geométricas un organismo omnilateral y perfecto en
que todo estd en lodo, y no hay parte que huelgue 6 se substraiga de la armonfa del
conjunto; la certeza raya enlonces en evidendia irresistible, y la luz que irradia
esta admirable teoria de las curvas alcanza i todo el campo matematico, dejando
vislumbrar el advenimiento definitivo del Algebra al absoluto imperio de las dos
grandes regiones de su aplicacion, el tiempo y el espacio.

Serd visto & esa misma luz, y sera juzgado como absoluto y universalmente
verdadero, el profundo pensamiento de Pascal, que antes he sentado , los mimeros
imilan al espacio, aunque son de maturaleza tan difmmte.
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CAPITULO V.

RESUMEN DE ESTE LIBRO Y TRANSICLON A LOS SIGUIBNTES.

Las cantidades imaginarias no son imposibles ni absurdas, sino verdaderas,
legitimas y naturales, por los mismos conceptos de cualidad que lo son las positivas
y las negativas. Ellas completan el cuadro de los momentos intelectuales, satisfaciendo
4 la necesidad de neutralizacion de las dos cualidades opuestas que el Algebra
admite en toda cantidad, y que la Geometria de todos los tiempos reconoce en las
direcciones de las rectas.

Los signos con que se expresan, no por ser radicales y algoritmicos han de ser
menos aplos que los de institucion arbitraria, con que se enuncian las cantidades
veales, antes bien, su cardcter algoritmico los habilita para la representacion universal
de la mdireccion en todos sus grados.

(onsideradas como raices, llenan el vacio que la teoria ordinaria- deja respecto
de las de grado par de las cantidades negativas, y aparecen lan legitimas como las
reales de grado par 0 impar.

En las ecuaciones reducen 4 sus verdaderos limites el campo de la contradiccion
y de la imposibilidad, no bien deslindado ain por el criterio variable y empirico
del sentido concreto de los problemas.

Donde quiera que entran las imaginarias llevan la luz, el orden y la armonia:
las teorias se extienden por el infinito campo de la intuicion, adquieren una fuerza
plastica que las completa y redondea, y desenvuelven un vigor interior que las
organiza: toda la trama del cilculo se llena de luz por la racional interpretacion
del imaginarismo.

Algo de este espiritu extensivo, armonico y organizador, hemos podido notar en
la manera como las imaginarias amplifican y embellecen la teoria de las secciones
conicas; y yo no me resuelvo & abandonar un terreno tan fecundo sin sacar lodavia
de é1 todo el asunto sobre que han de versar los tres libros siguientes.

Renovemos nuestra intuicion sistemlica de los conos prineipales y suplemen-
tarios, y concibamos como antes un plano que traza el circulo en un cono principal
y dos ramas hiperbolicas en los dos adyacentes.

Estudiemos los resultados de la degeneracion de estas curvas en la variacion
continua y desaparicion definitiva del angulo formado por lfls generatrices.
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Si se concibe que las generatrices de los principales se aproximan, las de los
adyacentes se apartan: el circulo serd cada vez menor y las ramas hiperbolicas irdn
perdiendo su curvatura de tal manera que en el momento en que por confundirse
las gencratrices se anulan los conos principales, los adyacentes se convierten en dos
planos que se confunden ¢ identifican en uno solo: el circulo degenera en un punto,
y las ramas hiperbdlicas en dos rectas que & su vez se identifican en una sola recta.
Si, por el contrario, hacemos mas divergentes las generatrices aumentando continua-
mente su dngulo en los conos principales, lo que trae consigo la disminucion en el
de los adyacentes; en el momento en que aquellos se conviertan ¢ identifiquen
en un plano, el cireulo conservard su forma,y las ramas hiperbolicas se habran
convertido en lineas rectas identificandose con los ejes de los conos que se anulan.

Si trazadas las dos pardbolas suplementarias por un plano que corte & los dos
conos principal y adyacente, realizamos la aproximacion 6 separacion de las
generatrices, en el momento de desaparccer 6 convertirse en un plano cualquiera
de los conos, cada una de las pardholas degenerara en una recta, y una de las rectas
formard angulos rectos con la otra.

La linea recta, el dugulo recto y el circulo, aparecen aqui como degeneraciones
de las curvas trazadas en las dos secciones tipicas é instantaneas del cono, el circulo
y la pardbola. La elipse, que no es seccion momentanea, da elipses y rectas paralelas.

Acotemos este resultado precioso.

La linea recta, el dngulo recto y el circulo, son los elementos tinicos y absolutos
de la Geometria.

La linea recta simboliza en ella el algoritmo de la suma, el dngulo recto el de
la multiplicacion, y el cireulo con sus rectas accesorias el de la graduacion.

El éngulo recto es transicion de la recta 4 la curva, como el algoritmo de la
multiplicacion es neutralizacion del de la suma y del de la graduacion.

De estos tres algoritmos, en cuanto se hallan realizados sobre cantidades
imaginarias, trataran los tres libros siguientes.

(Cada uno de ellos serd una completa exposicion de las doctrinas y pensamientos
que no he hecho més que hosquejar en este libro-primero.

Los tres juntos serdn una demostracion completa ¢ irresistible de que las
imaginarias son un nuevo sentido que se abre 4 la inteligencia de las cosas y de las
relaciones matemdticas. La luz que penetra por este sentido ha de cambiar el modo
de verlas por una revolucion tan radical en las formas de esta vision, como la que
traeria & nuestro modo actual de ver el mundo un sexto sentido que se nos diera
sobre los cinco que ya tenemos. Allado de la nueva ciencia matemdtica serd como
un incierto y vacilante ensayo de vision, esta de que ahora tanto nos admiramos.
Tan pobre y escasa de contenido serd la ciencia antigua comparada con la nueva,
como lo es la linea recta comparada con la esfera.



LIBRO SEGUNDO

DE LAS IMAGINARIAS EN EL ALGORITMO DE LA SUMA.

CAPITULO 1.

SUMA ALGEBRAICA.

ARTICULO 1.7

De la naturaleza de la suma algebrdica,

En el Algebra no puede tener la palabra suma la significacion demasiado
restringida de reunion, agregado 6 conjunto que se obtiene por la adicion de
cantidades llamadas sumandos; porque la suma no ha de definirse por la naturaleza
de los objetos sobre que recae, ni limitarse al caso particular en que esos objetos
pueden realmente ser adicionados, sino por la naturaleza transcendental de la
funcion del entendimiento, que se realiza por la operacion.

La primera y la mas elemental relacion que el entendimiento establece entre los
conceptos que entran como materia del juicio, es la relacion categorica por la cual
subordina simplemente entre si el sujeto al predicado por una especie de aproximacion
6 yuxtaposicion, en la cual se prescinde de la inclusion 6 mo inclusion de un
conceplo en el otro, segun su naturaleza positiva 6 negativa.

A esta relacion fundamental , por la cual quedan yuxtapuestos intelectualmente
los conceplos, . corresponde en la region algebriica el algoritmo fundamental de la
suma, por la cual se yuxtaponen las cantidades cada cual con su propio signo,



86

resolviéndose después esta yuxtaposicion en la adicion efectiva de sus modulos
cuantitativos cuando tienen una misma cualidad 6 signo, 6 en la substraccion cuando
los signos son opuestos.

Esta yuxtaposicion, en la que se considera uno de los sumandos como substancia
sobre la cual reeae la modificacion cuantitativa y cualitativa expresada por el otro
(que viene 4 ser el aceidenle, es una sintesis verdadera que entre ambos sumandos
se realiza, sintesis que es resuelta en adicion ¢ substraccion como determinaciones
ulteriores impuestas por la especial cualidad de los sumandos.

No hay palabra mds aproposito para expresar esta sintesis en su mayor genera-
lidad que la palabra suma, que atendido su origen etimologico (sumya) no significa
mds que resamen, compendio, resultado abreviado; esto es, resultante de la
yuxtaposicion de varios elementos que tienen una misma ¢ diversa cualidad. Cuando
hecho el balance de una caja comercial preguntamos qué es en suma lo que resulta,
prescindimos de si todas las partidas han debido afiadivse unas 4 otras, porque todas
corresponden al haber ¢ al debe, o si deben restarse unas de otras, porque las
haya de una y otra clase. ‘

Bajo la amplisima generalidad de la palabra sumae se hallan, pues, como
determinaciones mas especiales y mas coneretas las de adicion y substraccion , cor-
respondientes d los casos particulares de ser idénticos ¢ contrarios los signos de los
sumandos.

ARTICULO 2.°

De la naturaleza simcategoremdtica de la suma algebrdica.

De la explicacion que voy dando de la suma algebraica se infiere inmediata-
mente que esta es sincalegoremdlica, por esencia, esto-es, que siempre se ha de
concebir realizada bajo el doble concepto de la cantidad y de la cualidad de los
sumandos. La cantidad y la cualidad radican en nuestro propio entendimiento como
formas necesarias de todo pensamiento matemdtico, y son por lo tanto categorias
de universal aplicacion 4 las relaciones de los nimeros y magnitudes.

Ademds, las alteraciones de la cantidad y cualidad de los sumandos se convierten
en determinadas circunstancias en alteraciones de cualidad y cantidad de la suma.

Estas circunstancias son los casos de heterogeneidad cualitativa que irémos
reconociendo en los articulos siguientes.

Cuando los sumandos son perfectamente homogéneos , se prescinde en ellos de
la cualidad como no influyente en la cantidad de la suma, la cual es entonces
puramente cuantitativa comparable & la adicion aritmética.

Esta suma no se realiza sino bajo la categoria 6 concepto de la cantidad, y por
eso es meramente cafegoremdtica.

La suma sincategoremética del Algebra puede tener una amplisima representa—
cion geométrica ain. para aquellos casos en que sumandos imaginarios entran en
combinacion con sumandos reales, positivos 0 negativos.
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ARTICULO 3.°
Homogeneidad de los sumandos.

Los sumandos han de ser homogéneos: hé aqui un aserto que pasa casi por
axioma entre los matematicos, pero que debe temer alguna limitacion en su
excesiva generalidad.

Iis menester distinguir la homogeneidad que depende del concepto empirico en
que los sumandos son tomados (como cuando exigimos que mo se sumen, eslo es,
no se combinen por adicion ni substraccion , varas, por ejemplo, y reales, lineas
con superficies), de la homogeneidad que depende del concepto categorico de la
cualidad, esto es, lo positivo, lo negativo 6 lo imaginario.

La suma algebriica, tan general como exige su cardcter puro y conceptual, no
puede exigir la homogeneidad cualitativa de estos conceplos, por lo mismo que no
puede prescindir de ellos como realmente influyentes, no solo en la cualidad sino
tambien en la cantidad de la suma. Lo que hace verdaderamente conceptual y
algebrica 4 la suma, es esa doble consideracion de la cantidad y de la cualidad
de los sumandos, conceptos indefectibles en el Algebra.

Pueden, pues, y deben, ser sumadas sincategoricamente las cantidades positivas
con las negativas, y unas y otras con las imaginarias.



CAPITULO 1I.

DE LA SUMA SINCATEGOREMATICA DE LAS CANTIDADES.

ARTICULO 1.°

De la suma de cantidades reales.

La suma de cantidades reales puede ser aditiva o substractiva.
Suma aditiva es aquella que se realiza por una sintesis progresiva (4 la derecha

0 & la izquierda del punto de origen ) de todos los elementos cuantitativos que tienen
un mismo signo 6 cualidad. Tal es

A+B+4+C+D+E 4+ &e.
) mml)ieﬁ
—A—B—C—D—E— &e. :—(A+B—f—C+D+E+&o.)

Suma, subsiractiva es aquella que se realiza por una sintesis regresiva O contraria
entre los elementos que llevan opuesto signo

A—B

y tambien

—A+B

Suponiendo realizada la sintesis de todos los elementos ¢ unidades de A en un
sentido, comienza la sintesis de los elementos 6 unidades de B en el sentido
opuesto.

Esta oposicion de direccion de ambas sintesis. os aplieable lo mismo & las
cantidades numéricas que 4 las extensivas.
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Si la cantidad A se cuenta como positiva & la derecha de un punto de origen,
por ejemplo O (Fig. 31), la substraccion 6 regreso de B puede expresarse partiendo
del tltimo punto en que termina la sintesis de A, y volviendo sobre el mismo A
hécia el punto de origen: la resultante sumatoria serd aquella parte de A que no
quede neutralizada por el influjo regresivo de B 6 aquella parte de B (cuando B es
mayor que A) que expresa un regreso d la izquierda del punto de origen no
neutralizado por la sintesis progresiva de A. En esle iltimo caso la resultante
sumaforia es negativa.

La substraccion puede tambien expresarse refiriendo cada uno de los elementos
de signo contrario al punto de origen y en sentidos opuestos, y considerdndolos
como dos fuerzas que obran simultdneamente sobre aquel punto, y cuya resultante
final seria la diferencia de la mayor sobre la menor referida como positiva 6 negativa
al mismo punto de origen.

La primera de estas expresiones es geomelrica, y la segunda dindmica.

La suma substractiva — A - B se representaria de un modo andlogo aungue
contrario al anterior ejemplo.

Cuando dos rectas A y B (Fig. 32) de cualidades opuestas estan referidas 4 un
punto de origen O, la suma substractiva A—B puede realizarse geométricamente
trasladando la recta mayor sobre la menor hasta coincidir enteramente con ella, v
el exceso de la mayor sobre la menor con su cualidad propia, representari el
verdadero resultado sumatorio

Cuando A > B, el exceso cae & la derecha del origen y es positivo.

Cuando A = B, cualquiera de ellas puede ser trasladada, su extremo cac
sobre el origen, y la suma es cero.

Cuando A < B la que se traslada es B, y su exceso, cayendo & la izquierda,
sefiala una suma negativa.

Un polinomio, expresion algebriica de la suma de muchos elementos que

pueden (ener signos contrarios , se descompone en dos sistemas, en cada uno de los
12
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cuales se verifica la adicion de los elementos homogéneos, y la suma substractiva
de estos dos sistemas expresa la resultante final @ que equivale el polinémio.
Asi, el polinomio

A4+B—-C4+P—E—F+G
equivale @ la suma substractiva
(A+B+D+G)— (CH+E~+F)

Los primeros elementos se cuentan & la derecha del punto de origen, y los
segundos d la izquierda, cuando queremos dar unma representacion dindmica & la
resultante sumatoria de todo el polinomio.

ARTICULO 2.°

Interpretacion geométrica de /A% — B2.
En la doctrina del articulo anterior se funda la interpretacion de la suma
substractiva expresada por el binémio subradical /A% — B2.

Hay aqui, en efecto, una traslacion de la recta mayor sobre la menor, pero no
se verifica en'la amplitud semicircular determinada por la oposicion de los signos
~+ y —, esto es, en las direcciones opuestas que estos signos expresan, sino en
¢l limite de un 4ngulo recto, cuyo vértice es el origen, y cuyos lados son los del
tridngulo rectdngulo en el que se quiere determinar un cateto dada la hipotenusa y
el otro cateto.

Concibamos que sobre los dos ejes ortogonales indefinidos, X ¢ Y, de la
figura que sigue, se cuentan respectivamente las rectas A y B.

¥ Y
0 \ X\,\iﬁg, Q’aelb B
O\
B (
\\
\ N
\\ 3
~N
) 0! \, 1 o sk e [ e 5 e il
G i A 0
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La traslacion de la mayor sobre la menor debe suponerse hecha partiendo del
punto de origen y marchando hasta el extremo de la menor, con lo cual el extremo
de la mayor senalard en su eje respectivo un punto C.

En todos los casos la recta mayor se supone ser la hipotenusa, y como tal
queda constituida al determinar el cateto que se busca.

Si A >B, A eshipotenusa (siempre mayor que el cateto) y se eleva su extre-
mo corriendo de O hasta B, y determinando con el otro extremo el cateto OC;
este cateto hallado se supone ser el horizontal conforme con la realidad necesaria

del radical \/A? — B2.

Si A=B, no puede suponerse que una de las rectas sea hipotenusa y la otra
cateto, no hay determinacion triangular: cualquiera de las rectas que verifique su
traslacion, fija su extremo en el origen al coincidir con la otra. Tambien el radical
es cero en esta suposicion.

Si A <B, B se considera como hipotenusa, y se traslada corriendo su extremo
desde O hasta el extremo de A, con lo cual se determina en Y el cateto OC
perpendicular, conforme tambien con el imaginarismo necesario del radical.

Notese bien que el imaginarismo del radical en esta dltima suposicion puede
hacerse explicito por una modulacion fundada en la conocida igualdad

VAT B — /B2 —A2. /1,

la cual no indica mas sino que podriamos determinar el cateto vertical , determi-

ndndolo primero como real (por suponerse A<~ B en /B> — A2), esto es, cam-
biando la posicion de las rectas, y obrando como en la suposicion primera, y

afectando después al resultado con el argumento o coeficiente cualitativo /—1.
El resultado geométrico seria siempre el mismo.

A toda suposicion que consista en traducir la realidad de una recta por su
posicion Norizontal, corresponde la necesidad correlativa de traducir su imagina-
rismo por una posicion vertical. Esta necesidad se liga con aquella suposicion por
la fuerza ilativa del Algebra. Horizontal y vertical no significan aqui mas que
perpendicularidad reciproca.

ARTICULO 3.

De la suma de cantidades imaginarias.

»

Cuando todos los elementos de la suma son imaginarios, la ley de su sintesis es
idéntica a la que domina en la suma de cantidades reales.
La homogeneidad de direccion externa que en todos ellos supone la identidad

del signo cualitativo v/ —1 hace que la direccion de la suma se identifique con la
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que elbos tienen como sumandos. Y como esta es perpendicular 4 la de los sumandos
reales, la suma de imaginarias se expresard por un eje vertical, cuyas dos regiones
positiva (superior) y negativa (inferior) estén referidas al mismo punto de origen
que las dos del eje horizontal en que se representan las cantidades reales.

En este eje vertical se realiza la adicion y substraceion, 6 sea la sintesis
progresiva y regresiva que es determinada por la contraria influencia de los signos
=+ ¥ — que la afectan. La suma, sin embargo, nunca puede salir de la direccion
normal determinada por el signo \/—1 .

De esta manera la suma

AV—1+By—1—Cy=i+Dy=i

realiza en el eje vertical ([Fig. 34) las mismas adiciones y substracciones que
tendrian en el eje real los elementos de la suma

A+B—C-D.

Verdaderamente 4 esta suma de las imaginarias seriamos conducidos concibicn-
dola primero realizada en el eje real entre los modulos A, B, C y D, segun su

’

propio signo, é imprimiendo en seguida 4 todo el sistema una mocion giratoria
sobre el punto de origen hasta darle una posicion vertical, o, lo que es lo mismo,
imponiendo é la suma modular A + B — C <D el coeficiente que expresa esta

nueva posicion, 6 sea el argumento /—1.

En efecto, la suma de imaginarias puede tener la doble forma de los dos
miembros de la siguiente igualdad:

A\/—‘1+B\/':1_c\/:1'+D¢3:(A+B—C+D)\/3

Y“.\‘I,B‘;& Y=L -~
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ARTICULO &

De la suma proyectiva de cantidades reales ¢ imaginarias.

Entiendo por suma proyectwa aquella en que el valor cuantitativo de los
sumandos es modificado. por la incompatibilidad de sus cualidades. Esla suma
expresa sintesis de las proyecciones de los sumandos.

La suma es proyectiva siempre que los sumandos son de tal manera diversos
en su afeccion cualitativa, que es imposible que se resuelva su sintesis en la adicion
6 substraccion enteramente cuantitativas; tal es la suma de una cantidad real con

otra imaginaria, cuya sintesis se expresa por el binomio A - B V/—1, 6, mds ge-
neralmente, A ==By/—1.

Ni A+ B\/—1 representa una adicion verdadera y explicita, ni A — By =1
una substraccion ¢ resta

Suponiendo ahora que esta suma proyectiva recibe una traduccion geomélrica,
estableceré el siguiente teorema:

La hipotenusa es la suma sincategoremdtica de los catefos. (Fig. 35).

Tig, 4%

P -
M BV-1

Sin aspirar 4 una demostracion geométrica, que de antemano declaro tan
imposible como innecesaria, nos bastard considerar la hipotenusa en sus relaciones
mas Obvias con los lados del tridngulo rectingulo, para comprender fécilmente la
verdad y transcendencia de la doctrina que declara  aquella como suma cualitativa
de estos.

.

Con efecto: las dos rectas A y By/ =1 pueden referir sy suma al punto de

origen O bajo conceptos y miras muy diferentes.
1.° Pueden ser consideradas como simples magnitudes lincales, de cuya di-
receion se prescinde absolutamente como una circunstancia accidental en el problema
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sumatorio que se quiere resolver : tal seria el caso en que se tratase de averiguar
las leguas que anduvo un viajero que, saliendo de O, recorrié sucesivamente A
leguas en un sentido cualquiera, y B leguas en una direccion perpendicular 4 la
anterior. En este problema, puramente aritmélico, es de todo punto mnecesario,
y hasta impropio, considerar la direccion de estos dos periodos del viaje, porque
el mimero de leguas andadas es del todo independiente del rumbo en que se
andavieron.

2. Mas, si la intencion del problema sumatorio es determinar, o ya las leguas
andadas, sino la distancia 4 que se encuentra el viajero de sn punto de partida, la
cuestion no es absoluta y exclusivamente aritmética , porque aparece inmediatamente
la consideracion geométrica de la hipotenusa como necesaria para determinar el
valor cuantitativo de esta distancia. Tiene aqui intervencion indispensable la
(ieometria ordinaria; porque geométrico ha de ser el principio en que se funde
la determinacion de esta hipotenusa. Sin embargo, faltando la consideracion cualitativa
de esta distancia, porque sin ella el problema queda suficientemente resuelto, apénas
sale de la region aritmética el procedimiento de resolucion, y es ménos geométrico
el problema 4 fuerza de ser exclusi vamente cuantitativo.

3.° Otra cuestion concibo atn mds geométrica que la anterior, porque lo es
enteramente, no solo respecto de la determinacion cuantitativa de la hipotenusa, sino
tambien en cuanto 4 la direccion 6 posicion de esta recta en un plano. Tal seria e|
caso en que se intentase expresar de un modo general la posicion de un viajero
respecto de su punto de partida, determinando no solo cuanto se habia alejado de
este punto, sino tambien en qué direccion se hallaba después de haber corrido
sucesivamenle A leguas en una diveccion, y B leguas en direccion perpendicular. La
distancia cuantitativa tiene aqui una posicion fija, grdfica, enteramente geomélrica,
que no puede expresarse por una recta cualquiera con longitud determinada, sino
por la hipotenusa que une los puntos extremos (salida y término del viaje); y como
estos dos extremos determinan, no solamente la longilud absoluta de la distancia
buscada, sino tambien la direccion de ella, como pide el problema, la hipolenusa
que los une es la solucion suficiente de este problema sumatorio total y perfecto
bajo ambas categorias de cantidad y cualidad: la hipotenusa es la verdadera suma
sincategoremdtica de los catefos.

Muy notables son las difercncias que hay entre este y el anterior problema. El

anterior quedaba satisfecho eon la simple determinacion del modulo de A+ By/—1,
que es \/A2-B2; el actual exige (que al modulo acompaie el argumento: modulo y
argumento van implicitos en la sintesis cuantitativo-cualitativa A + B \/ —1.

El problema segundo expresa la distancia buscada en el valor real \/ A B,
que puede y debe medirse en el eje horizontal , y es lo mismo que si se respondiese
que ¢l viajero distard del origen tanto como si hubiese andado en la primera. diveccion

la distancia \/ A* -+ B2.

El problema tercero, al exigir la diveccion verdadera de esta distancia, necesita
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imcorporar con aquel médulo el argumento correspondiente, y realizar, en la hipote-
nusa, toda la exigencia de las magnitudes y posiciones de los catetos sumandos

Ay By/—1.
Esta doctrina es consecuencia necesaria de la que todos los matemdticos admiten

al suponer que el modulo, asi de A +B\/—1
como de A—By/—1,

siempre es \/ A% B?, esto es, una longitud real é igual 4 la longitad absolula
que determinan las cantidades

A+By—1 y A—By—1.

Y asi es, en efecto, como se comprende que expresiones algebraicas o repre-
sentaciones geomélricas tan diversas como las conjugadas anteriores, pueden y
deben tener un mismo moédulo, porque la distancia que determinan estas dos expre-
siones, queda la misma al momento en que se prescinde en ellas de la idea de
direccion diversa de la del eje real @ horizontal. Cuando el problema exige esta
direccion ademds de la distancia, no es el modulo solucion suficiente , sino que

es necesaria la expresion misma A +By/—1 6 A—By/—1, en la cual ya no

es cosa indiferente esta diversidad del signo.

Sin tener en cuenta mas que lo que exige la naturaleza de la suma de dos rectas
que tienen un extremo comun y direcciones incompatibles, como perpendiculares,
se llega_facilmente & considerar la hipotenusa que une los otros extremos como la
verdadera expresion proyectiva y la suma sincategorematica de tales sumandos. La
hipotenusa , con efecto, satisface 4 las condiciones de esta suma, tanto & las que se
refieren & su magnitud como 4 las de su direccion: en ella estin perfecta y simul-
tineamente comprendidas las proyecciones de los sumandos, y su direccion es
intermedia entre las dos divecciones extremas y antitélicas de los sumandos perpen-
diculares; y esto en perfecta sintesis, porque las direcciones se modifican en la
suma por las magnitudes respectivas de los sumandos en que se consideran, y las
magnitudes se modifican por la incompatibilidad de las direcciones.

He dicho que no es geométrica, y afiado ahora que no puede serlo, la demos-
tracion de este importante teorema, sino transcendental y deducida & priori de la
naturaleza de la sintesis sumatoria, en que se deja ver el uso de uno de los conceptos
categoricos 6 fundamentales del entendimiento (el concepto de substancia). La Geo-
metria que no entiende sino de sumas y relaciones cuantitativas , no puede suminis-
trar un medio de prueba cuando se trata de sumas que se deben realizar bajo el
doble concepto de la cantidad y de la cualidad de los sumandos. La Geometria de
las magnitudes reales, que es puramente cuantitativa, y como numérica, reduce d
un solo eje lineal el efecto sumatorio de las rectas positivas y negativas referidas &
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un punto de origen, y mo puede ver este efecto resultante salir de esa diveccion
tinica , ni mucho ménos dar el nombre de sumas & magnitudes que ella demuestra
ser menores (cuantitalivamente ) que los sumandos.

Todo esto es consiguiente, y eminentemente logico, en el supuesto de que la
Geometria nada tuviese que ver con la posicion de las rectas y figuras, y solo
debiese tratar de su magnitud ahsoluta: pero esta suposicion, sobre ser absoluta-
mente erronea, seria la mas propia para perpetuar la obscuridad y la falta de rigor
demostrativo que reinan todavia en los puntos mas transcendentales de la ciencia-
Nada hay mas geométrico que la situacion, la posicion, la relacion externa de las
rectas y de los planos. No serfa geomélrica, sino puramente aritmética, la cuestion
malemdtica que se limitase 4 la consideracion relativa de las magnitudes, y pres-
cindiese (si esto es acaso posible) de toda idea de direccion 6 de cualidad.

ARTICULO 5."

Simplicidad y universalidad de la forma A £B \/—1.

Aunque reciban una traduccion numérica los elementos A y B del binomio
ALB \/—1 , quedard siempre esta forma como irreducible, como original, como

uno de los casos de sintesis en que hay una heterogeneidad cualitativa perfecta
entre los sumandos, uno real y otro imaginario. El Algebra no tiene tampoco
ningun medio general de dar 4 este simbolo primitivo una transformacion que lo
haga legible en términos reales: bien es verdad que esa transformacion serfa
improcedente y destruiria la originalidad de esa sintesis 6 relacion sumatoria bajo
la doble categoria-de cantidad v de cualidad. Ese simbolo binémio tiene en el Algebra
la misma simplicidad ¢ independencia que la idea de oblicuidad en la Geometria.
Al propio tiempo se mezcla, se reproduce con su forma invariable por todo el
dominio algebrdico con la misma autonomia que la idea de dngulo, que es el alma
de todas las consideraciones cualitativas de las rectas y de los planos; y asi, en
virtud de la misma ley por las suposiciones sucesivas de A=10y B=0, sc de-

ducen de A +By/—1 las direcciones tipicas \/—1 y 41 de dos ejes ortogona-

les, como casos particulares que alli se encierran ; asi como de la variabilidad cua-
litativa de una oblicua en general pucden traer origen las posiciones geomélricas
particulares, la vertical y la horizontal.

Esta es la idea que debe formarse de la originalidad y universalidad de la suma
sincategoremalica.
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ARTICULO 6.°
Suma dindmica.

Y aqui se ofrece, naturalmente, la consideracion dindmica del bimomio
A-+By—1.

Si trasladamos en la fignra siguiente el elemento imaginario B v/—1 paralelo
d si mismo al punto de origen, la que antes era hipotenusa del tridgngulo rectangulo,
serd ahora simplemente diagonal del rectingulo construido sobre los dos elementos
real € imaginario.

Esta diagonal serd la resultante sumatoria de aquellos elementos, considerados
como fuerzas aplicadas simultdneamente al punto de origen; y como la idea de
suma algebrdica comprende en su generalidad cualquier resultante de la sintesis de
elementos con cualidad diferente, la diagonal del rectingulo es verdadera suma
sincategorematica de los lados que le son adyacentes en el rectingulo.

La Dindmica se ajusta en uno de sus teoremas fundamentales 4 la teoria suma-

toria de las cantidades imaginarias.

ARTICULO 7.°

Consecuencias de la doctrina anterior

No es solo de la hipotenusa 60 de la diagonal del recténgulo el representar la

suma de los elementos real € imaginario: lo es tambien de cualquiera oblicua que
13
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une los extremos de otras dos que tienen un extremo comun, y de la diagonal de
cualquiera paralelogramo respecto de los lados adyacentes.
Con efecto: para representar la suma de las dos rectas A~ B de la figura 37,

podemos poner en lugar de B los elementos G+ D \/—1, en que se resuelve su

oblicuidad : la suma serd entonces

(A4C)—+D y/—1,

cuya genuina expresion serd la hipolenusa que une sus extremos.

A igual resultado llegariamos trazando la oblicua B desde el punto de origen, y
dando una forma dindmica 6 paralelogrdmica 4 la figura.

Cuando la oblicuidad del elemento imaginario es de més de un angulo recto, se
cumple igualmente la ley general sumatoria (Fig. 38).

Asi: en la suma A-+B, de esla figura, podemos poner por B su ex-
presion proyectiva rectangular — (- D\/~1: enlonces la suma vendra

expresada por

(A—C)+Dy/—1,
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cuya legitima expresion serd la diagonal que une los extremos de los sumandos y
cuya forma no se diferencia de la anterior sino en la cualidad negativa de la proyec-
cion real del sumando oblicuo.

Los casos en que son negativos los sumandos imaginarios no se diferencian de
los anteriores, sino en que estos son representados por oblicuas que se (trazan en Ja
parte inferior del eje horizontal, bien se adopte la representacion (triangular 6
geométrica, bien la dindmica 6 paralelogrdmica.

La variedad de signos de los elementos reales haria representarlos 4 la derecha
6 4 la izquierda del punto de origen , segun es sabido.

Las diagonales que expresan las sumas refieren su cualidad al mismo punto de
origen que los sumandos.

ARTICULO 8.°

Paralelégramo sumatorio.

Toda la anterior doctrina se resume naturalmente en el siguiente teorema:

De las dos diagonales de wn paralelogramo, la que pase por el punto de
origen representa lo suma de los dos lados adyacentes, y la otra representa la
diferencia.

Con efecto; sila suma A—+B 6 A4+00 de la figura 39 se expresa por la
diagonal Od del paralelogramo, como ya hemos demostrado en la pdgina 93, A —B
que es la diferencia y que se supone trazada por la parte inferior por el signo
negativo de B, estard representada por la recta Oa; pero Ow es paralela é igual
a be, porque Ob es igual y paralela @ ac por construccion: luego la diagonal be
expresa la diferencia de los dos lados A y B.
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(Cuando los dos lados son perpendiculares entre si, como en el caso del rectin-
gulo, las dos diagonales son iguales en magnitud , y solo con su diferente posicion

representan una la suma A--B\/—1, yotra la diferencia A—B\/—1. (Fig. 40).

Suponiendo que el lado oblicuo B de la figura 41 se inclinase sobre la direccion
de A, hasta confundirse con ella, la diagonal Od se identificaria en magnitud y en
posicion con la suma aditiva de los sumandos, y la diagonal be se confundiria
tambien en posicion solamente con ellos, representando su diferencia cuantitativa 6
substractiva: de donde se infiere, que atun las adiciones y substracciones de canti-
dades reales caen tambien bajo la ley general de la suma y diferencia sincatego-

o

remticas representadas por las dos diagonales de un paralelogramo.

ARTICTLO 9.
Cenciliacion del teorema pitagérico con la doctrina da la suma sincategorematica.

No creo que sea ya necesario mucho esfuerzo para poner de acuerdo la doctrina
que voy sentando con el célebre teorema de Pitigoras, en que se establece la
wualdad del cuadrado de la hipotenusa con la suma de los cuadrados de los caletos-
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Contra este teorema, que es como el alma de toda la Geomelria cuantitativa; contra
esta verdad tan encarnada en todas las consideraciones acerca del espacio, no parece,
a primera visla, que pueda prevalecer una doctrina que le es enteramente opuesla.
Yo mismo confieso que he tenido que vencer el habito de ver siempre & dos lados
de un tridgngulo mayores que el tercero, para poder concehir de un” modo gencral que
le son enteramente iguales.

Tengo para mi que eslas repugnancias y contradicciones de docirina més pro-
ceden del habito de colocarse en determinados y exclusivos puntos de vista, que de
real oposicion que pueda haber entre el enunciado pitagorico y las teorias que voy
desenvolviendo.

Con efecto: el teorema de Pitigoras estd concelndo y demostrado respecto de
valores absolutos ¢ cuantitativos de las superficies. Cada una de ellas tiene una po-
sicion diferente, y se concibe que han sido producidas por la raiz lineal que les
corresponde, con entera independencia de toda idea de posicion ¢ de cualidad.

Bien es verdad que el teorema de Pitigoras no se enuncia sino bajo la hipotesis
de que las tres rectas constituyan un tridngulo rectingulo, pero la hipotesis de un
teorema nada tiene de comun con el sentido de la enunciacion leorematica.

Esta enuneciacion no es otra que la siguiente: si se fienen tres rectas de tal lon-
gitud que con ellas pueda formarse un tridngulo rectingulo, el cuadrado de la que se
apone al dangulo recto es igual d la suma de los cuadrados de las ofras dos.

Si son, por ejemplo, tres rectas con cuyas longitudes H, A y B se puede cerrar
un tridngulo rectingulo, se tendrd

Hi—=A%-- B2

lo cual siempre se verifica cuando las longitudes son entre si como los nameros
3, 4y5.

Igual concepeion domina en el teorema consiguiente relativo 4 las rectas 6 lados
que se enuncia diciendo: que la hipotenusa es igual d lo raiz cuadrada de la suma
de los cuadrados de los catetos; igualdad que se refiere tambien @ valores absolutos de
estos, d relaciones como numéricas ¢ independientes de toda consideracion cualita-
tiva 6 de posicion,

La traduccion del teorema lineal en su verdadero sentido seria esta: la
diagonal , como recta de una determinada longitud que hubiera de medirse en una di-
reccion real, ¢s enfergmenle 1GUAL EN CANTIDAD @ la raiz cuadrade de la suma de los
cuadrados de los catelos considerados tambien como rectas de una magnitud deter-
minada. No pretende otra cosa el teorema pitagorico, ni ofra cosa quiere decir

la expresion algebrdica del valor cuantitativo de esta hipotenusa VA2B? que,
segun se infiere de la totalidad de la teoria que sostengo, y por comun confesion de

o . —r i
todos los matematicos , es el midulo de la forma elemental A—+By/—1, que il

valor cuantitativo de la hipotenusa afiade la consideracion de su posicion ¢ cualidad,
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concepto tanto 6 mas esencialmente geométrico que el de la cantidad de los ele-
mentos lineales.

El teorema pitagorico no es méds que categoremdtico, 0 concebido bajo la sola
categoria de cantidad. El teorema del paralelogramo es sincategoremitico, 6 conce—
bido bajo la doble categoria de -cantidad y de cualidad.

No hay oposicion entre estos dos teoremas; antes el segundo es natural y
necesario complemento del primero, como la cualidad completa & la cantidad en
toda consideracion verdaderamente geométrica.

Tengo, ademas, la pretension de que el teorema paralelogrimico es més consi-
guiente y mds logico por el hecho mismo de establecer la relacion sumatoria
perfecta entre las rectas que el pitagorico que la pone entre las superficies; porque
no parece que debiera inferirse la relacion que tienen las rectas de la que tienen
las superficies, sino mas bien la de estas de la de aquellas.

Para ver claramente esla mayor naturalidad y consecuencia de la teoria suma-
toria que procede de las relaciones lineales i las superficiales, no hay sino presentar
el cuadro en que el doble teorema lineal y superficial se considera sucesivamente
hajo una sola 6 bajo ambas catégorias.

Sean H la hipotenusa, y A y B, como antes, los catetos.

TEOREMAS CATEGOREMATICOS. TEOREMAS SINCATEGOREMATICOS.
RELACION LINEAL. RELACION LINEAL.

La l}ipotenusa es igual 4 la raiz cuadra- | La hipotenusa es igual & la suma de
da de la suma de los cuadrados de los|los catetos.
caletos.

Bv-1
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RELACION SUPERFICIAL. RELACION SUPERFICIAL.

H2—=A? -+ B H=(A2—B2)4-2ABy/—1

El cuadrado de la hipotenusa es igual| El cuadrado dela hipotenusa es igual
4 la suma de los cuadrados de los caletos, | 4 la diferencia de los cuadrados de los
catetos, mas el doble producto de estos.

Como del teorema pitagorico relativo & las superficies se infiere otro relativo 4
las lineas, asi del teorema sincategorematico de los lados se deduce con mds natu-
ralidad otro referente  las superficies, que es el ltimo de los enunciados, y cuya
representacion geométrica merece fijar nuestra atencion.

La naturaleza binomia del producto imaginario

(A2—B?)+2ABy/—1

indica que su representacion sumatoria ha de ser un plano oblicuo, respecto del plano

real A2—B? y de los rectingulos imaginarios 2AB\/—1. Esto era de inferir
de Ta_oblicuidad lineal de la hipotenusa respecto del elemento horizontal A y del

vertical By/—1. En el producto es imposible prescindir de la cnalidad de los
factores, cuando estos (es decir, la hipotenusa multiplicada por si misma ) se con-
ciben bajo la doble categoria de magnitud y de posicion.

El cuadrado de la hipotenusa (denominacion impropia en este caso, porque el
producto de la hipotenusa por si misma estd representado por la suma de los dos
planos ab y ac) mo solo es plano oblicuo, sino que se compone de dos planos
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eblicuos en si mismos y oblicuos el uno respecto del otro. El cuadrado de la hipo-
tenusa habia de referirse & dos planos , como la hipotenusa misma se refiere 4 dos
rectas, cuya referencia constituye su cualidad. En ese producto ha de reflejarse la
reciprozidad de los factores por la doble oblicuidad de todo ¢l respecto de los planos
coordenados horizontal y perpendicular ¢b y ad y de sus dos elementos entre si.
El producto debe ser oblicuamente oblicuo, porque la oblicuidad de un factor se
hace oblicua por la influencia de la del otro (*).

El cuadradode la hipotenusa en el teorema pitagérico es una magnitud ahsoluta
que nada revela, ni traduce por si misma la posicion de la hipotenusa factor,
posicion que depende necesariamente de la que tienen los catetos.

En suma; el teorema de Pitdgoras es perfecto y fundamental, como expresion,
de relaciones cuantitativas, y no es extraio que la Geometria ordinaria reconozea
en ese teorema inmortal una de las verdades mds capitales y fecundas.

La Geometria de posicion, que es la Geometria verdadera y completa, ha de
modificar necesariamente aquel enunciado con arreglo 4 la nueva categoria de cua-
lidad que ella introduce.

Esta modificacion mo es, sin embargo, una opesicion de doctrina, sino un
complemento y perfeccion & que forzosamente ha de conducir una @plicacion mds
vasta, mds sistemdtica, en una palabra, més eritica, de todas las leyes formales del
entendimiento humano.

(*) En el Lisro siguiente sera comprendida esta reciprocidad como esencial 4 la mul-
tiplicacion, y se entrard en otras consideraciones acerca de esta clase de productos.




CAPITULO 111,

SUMAS POLIGONALES.
ARTICULO 1°

Forma algebréica de la suma poligonal.

La suma binomia A-+B v/—1 puede recibir una amplificacion inmensa, no
solo en la variedad de direcciones angulares 6 externas que el elemento B puede
tomar respecto de A, sino tambien en la indefinida variedad de elementos que con
diversa inclinacion entre si, y por consiguiente respecto del elemento real A, pue-
den entrar en una sintesis continuativa 6 sumatoria. Una combinacion continuativa
de elementos variamente inclinados, se llama un poligonismo ; y su suma realizada
bajo el doble concepto de cantidad y posicion , es lo que llamo suma poligonal.

Facilmente se concibe que la expresion algebréica de la suma poligonal ha de
ser un polindmio lineal en que cada letra represente el modulo ¢ valor cuantitativo
de cada linea sumando, modificado por un coeficiente que exprese su posicion y
que sea como su argumento. (Fig. 42,)

Ty, &% e
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Llamando 6 4 este argumento, 6 al 4ngulo que un elemento oblicuo forma con el
eje real la suma poligonal, se¢ representard por

A+BOo4-Co4D9"+E0"+Fo"+ ... ..

donde si ponemos en vez de cada suniando su expresion proyectiva elemental que -
resume al modulo y al argumento , tendremos

A-+(b+8y/—1)4-(e-7 v/ —1)+(d4-0y/—1)+-(e-+-e /1 )-+....

y separando los elementos reales de los imaginarios
(Atbtctdted ... )+ (6+y+dtet..... Yvi—i

aparece la forma binémia irreducible, cuya traduccion geométrica conduce 4 la
construceion aislada ¢ independiente de los elementos reales en un eje horizontal, y
la de los imaginarios en otro vertical levantado perpendicularmente en el extremo de
aquel, y 4 la sumacion de ambas construcciones por una oblicua que junte sas
extremos como hipotenusa.

Si ambas construcciones se refieren inmediatamente al punto de origen, la suma
total se representard por la diagonal del paralelogramo.

La ley de esta construccion sumatoria es invariable, cualesquiera sean los
grados de oblicuidad de los sumandos, el nimero de ellos, y la mayor 6 menor
regularidad de su yuxtaposicion continuativa.

Las mas variadas combinaciones, las inflexiones y giros mds caprichosos que
pueda tomar la sintesis de elementos trazados en un plano, quedan resumidos en
ung recta sumatoria que une los extremos libres de los sumandos extremos. Esa recta

es la sintesis legitima de todos los sumandos, la sintesis sincategoremdtica verdade-
ramente geométrica.

ARTICULO 2.°

Suma de los lados de un polfgono.

No pareceré ahora extrafia la proposicion que inmediatamente se deduce de esta
doctrina, y es que: la suma de los lados de un poligonismo que vuelve sobre si
mismo, ¢ de un vovicono regular 6 irreqular , es cero, porque es nula la distancia
de sus eatremos libres, 6 mejor dicho, no hay tales extremos. Cualquiera que sea
la- magnitud y nimero de los lados de un perimetro, la cantidad de todos ellos
como lineas, queda anulada y como absorbida y reducida 4 la condicion de mero
limite en el momento en que se constituye la superficie por la cualidad particular



107

de los sumandos ; quiero decir, en el momento en que estos, sin perder su sintesis
continuativa, realizan en el plano, cuando menos, las tres posiciones diversas que
son necesarias para la determinacion de la superficie.

Un binémio imaginario A--B6, 6 bien A—B0O, nunca puede ser igual
4 cero, pero si puede ya serlo el trinomio A -+ B0 --C6', por algunos valores
de 6y de 0', y por algunas magnitudes de A, B y C.

La suma poligonal puede realizarse por la composicion sucesiva de los sumandos
por medio del paralelogramo dindmico: cada sumando, que expresa una oblicua,
debe componerse con la resultante diagonal del paralelogramo anterior. La primera
oblicua se compone directamente con la real. La ultima oblicua expresa la suma
total, cierra el poligono, y reduce 4 cero el valor de los demds lados cuando es
recorrida en sentido inverso, es decir, hdcia el punto de origen como es necesario
para consumar la sintesis continuativa que determina la superficie.

ARTICULO 3.°

Conversion del poligono en irradiacion.

Si cada uno de los lados de un poligono se traslada paralelamente @ si mismo,
segun la diagonal que expresa la suma de los lados anteriores, hasta que su extremo
coincida con el punto de origen, resultard una disposicion geométrica que merece el
nombre de irradiacion, no porque sus elementos sean siempre verdaderos radios,
sino por la divergencia necesaria que les dan su diversa posicion y la'comunidad
del punto de origen.

El poligono regular da una irradiacion propiamente dicha equiangular y
perfecta, como puede verse claramente en la figura que sigue.
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Como la magnitud y la direccion de los lados del poligono no se altera por
esta traslacion paralela, la irradiacion que resulta se somete & la misma ley de la
suma sincategoremdtica de los lados del poligono. La suma de los elementos de una
irradiacion que procede de un poligono siempre es cero.

Un desarrollo en sentido inverso nos conduciria de una irradiacion perfecta-
mente estdtica, 6 cuyo valor fuese cero 4 un poligono y de una irradiacion que
tuviese una resultante sumatoria, 6 cuyo valor no fuese cero 4 un poligonismo no
cerrado, cuya suma seria la misma resultante de la irradiacion desenvuelta.

La Dindmica y la- Geometria se comunican la luz y la fuerza demostrativa por
esa. transicion reciproca del poligono & la irradiacion, y de esta 4 aquel, cuyo
verdadero fundamento es la categoria de cualidad 6 de posicion externa realizada
por el imaginarismo, sin el cual son imposibles las relaciones angulares, asi de las
fuerzas como de las rectas. Si la categoria de posicion es absolutamente necesaria
para toda concepcion dindmica, ;jcémo no ha de serlo en la Geometria, de donde
aquella recibe el fundamento de todas sus demostraciones?

ARTICULO 4.
Sumas triangulares.
La doctrina de la suma poligonal puede concretarse & figuras de un determinado
nimero de lados; y dar de esta manera un contenido geométrico y un sentido

conveniente 4 algunos - teoremas puramente algebrdicos. Me limitaré & algunas
consideraciones acerca del tridngulo recténgulo.

Siendo A +By/—1=ua+by/—1, resulta A=a y B=0.
Los algebristas demuestran este teorema de la manera siguiente:
De la igualdad A+ By/—1 =a—+by/—1
se deduce esta otra
A—a=(b—B)y—1;
pero esta igualdad seria absurda si no fuesen
A—a=0y b—B=0;

luego debe verificarse

A=a v B=b.
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Esta demostracion adolece del defecto de todas las que son indirectas 6 fundadas
en el absurdo, que es la falta de luz, por mucha que sea por otra parte su fuerza
demostrativa. En ella nunca se verd claramente por qué, dada la ignaldad de dos
sumas, cada una de ellas con dos sumandos, uno real y otro imaginario, se determina
la igualdad de los sumandos real con real é imaginario con imaginario, y esta
igualdad es absolutamente indeterminable cuando los sumandos son reales. No
parece muy conveniente invocar ¢l absurdo como medio de prueba, cuando esta ha
de recaer sobre cantidades imaginarias declaradas absurdas por la’ comun opinion
de los matematicos.

Pero atn valiendo, como realmente vale, la anterior demostracion indirecta,
recibe una inmensa claridad que todavia hace mayor el convencimiento de la
interpretacion geométrica de que son susceptibles aquellas formas algebraicas.

Esta interpretacion consiste en el cardcter de suma sincategorematica que tiene
la hipotenusa del triangulo rectdngulo. Y el teorema algebrdico no es més que la
traduccion de este otro geométrico : dos tridngulos rectdngulos que lienen hipotenusas
iguales ¢ igual uno de los dngulos agudos, son enteramente iguales. (Fig. 44).

Con efecto, la igualdad o '

®

A+By—1=a+by/—1,

cuyos dos miembros representan las dos hipotenusas , no solo supone en ellas una
igualdad de magnitud, sino tambien de posicion, porque cada uno de ellos no
representa la_ hipotenusa sino bajo esta doble condicion: luego en esa igualdad va
comprendida la igualdad del éngulo agudo que cada uva de ellas forma con el
correspondiente cateto horizontal: de aquella igualdad, pues, puede legitimamente
inferirse la ignaldad respectiva de todos los dngulos y lados, la entera igualdad de
los tridngulos, y las igualdades A=a y B=b.

Tig &

Vése al propio tiempo muy clara la razon, porque la igualdad de estas sumas
determina la igualdad de los respectivos sumandos. Siendo ellos heterogéneos en
cada suma, y no.convirtiéndose el aumento del wno en disminucion del otro, como
sucede cnando son reales 6 imaginarios ambos, no puede haber diferencia cuantita-
tiva en los sumandos reales 6 imaginarios que no produzca una diferencia, por
lo menos cualitativa, en las sumas. Luego estas no pueden ser iguales sino d
condicion de serlo tambien independientemente sus elementos respectivos real ¢

maginario.
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Y aqui se ve tambien una nueva confirmacion de que el imaginarismo es la
expresion general de la indireccion 6 de la heterogeneidad de posicion que tienen las
cantidades respecto de una afeccion tipica y fundamental que las hace reales ¢
directas.

Otro teorema geométrico relativo 4 la igualdad de los tridngulos rectingulos, se
formula diciendo que estos son iguales cuando tienen iquales las hipotenusas y uno de
los catetos. _

Este teorema, esencialmente cuantitativo, en que nada se habla de dngulos,
corresponde 4 este otro algebrdico que podria formularse asi:

Siendo \/A2 B2 =\/a® 42 y ademas A=a, se tendrdi B=0,
que es un teorema cuya demostracion se funda en la naturaleza de la suma ordi-
naria de las cantidades reales, en que siempre es determinable un sumando dada
la suma y otro sumando.

Generalizando ahora la interpretacion geométrica 4 toda especie de tridngulos,

se comprende bien que designando por 6 el médulo 6 coeficiente de direccion de
una recta (Fig, 45), la igualdad

A+Bo=a=+bo
de la cual se infiere que
A=a y B=0{

expresa lambien uno de los casos de igualdad de tridngulos en que se suponen
iguales respectivamente un lado y dos dngulos, el adyacente y el opuesto 4 este lado.

Vi, 4% —

A ejemplo de estas traducciones tan legitimas podrian hallarse otras muchas.
Tengo la persuasion de que no hay verdad geoméirica fundamental 4 la que mo
corresponda de hecho, 6 no pueda corresponder en un desarrollo ulterior y sistemético
del Algebra, algun teorema que en ella represente la misma fundamentalidad y
transcendencia que la verdad geométrica.

Este ulterior desarrollo y renovacion sistemitica debe esperarse de la teoria ¢
interpretacion genuina de las cantidades imaginarias.
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ARTICULO 5.°

Restimen de este libro.

Cuando los elementos de una sintesis sumatoria son expresados por lineas rectas,
y esta sintesis conduce 4 una resultante que no es cero, la linea recta es la expresion
geométrica de la suma, bien sea que los elementos tengan todos una misma direccion
externa (suma real), bien tengan diferentes relaciones externas (suma imaginaria).

Cuando los elementos sumados son superficies, una superficie expresa la suma
geométrica, real si todos los elementos estdn en un mismo plano, é imaginaria si
estan en planos diferentes.






LIBRO TERGERL.

DE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS EN EL ALGORITMO DE LA PRODUCCION.

CAPITULO 1.

MULTIPLICACION BINARIA.

ARTICULO 1.

De la naturaleza de la multiplicacion binaria.

Ante todo conviene someter & examen las ideas vulgares acerca del algoritmo
produclivo, que no es otra cosa mds que la operacion conocida con el nombre de
multiplicacion.

De esta suele decirse que es: una suma abreviada de varias cantidades iguales;
y por consiguiente un caso particular de lo suma. Sinose atiende mds que al efecto
puramente cuantitativo del producto, el cual es verdaderamente determinable en la
prictica aritmética como cantidad por la suma repetida de un mismo sumando, nada
tengo que oponer & esta definicion; pero si la multiplicacion ¢ produccion se con-
sidera algebrdicamente y con entera dependencia de la fancion del entendimiento,
que por ella se realiza, sostengo que no es un caso particular de la suma, sino una
relacion especial entre dos 6 mas nimeros que engendran otro niimero, un algoritmo
propio, esencialmente distinto de la mera aproximacion ¢ sinfesis que relaciona los
sumandos en la suma. Los factores de un producto no se relacionan por via de
sintesis, sino de antifesis, y estan el unorespecto del otro en una perfecta reciprocidad,
en virtud de la cual se determina un mismo producto con la repeticion sumatoria

de cualquiera de los factores, sirviendo el otro de indice de esta repeticion. Vése
15
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desde luego que la repeticion sumatoria no es mis que comprobativa del producto
en la practica aritmética, y esencialmente diversa de la relacion primiliva algebriica
de los factores.

La reciprocidad es la esencia de la relacion que hay entre los factores, y por
ella se realiza este concepto intelectual, verdaderamente mediador entre el de
substancia y el de causa, correspondientes, el primero al algoritmo de la suma, y el
segundo al de la graduacion 6 elevacion & potencias, Por eso la operacion de mul-
tiplicar es verdaderamente mediadora entre la de sumar y la de graduar. La sama-
cion yuxtapone unidades, la graduacion determina la posicion de un nimero
(potencia ) respecto de otro (raiz) por la relacion que este olro tiene con la unidad.
La multiplicacion abraza ambos conceptos y los hace reciprocos en los factores, de
tal manera que uno de ellos, cualquiera, es suimado consigo mismo segun la relacion
que el otro guarda respecto de la unidad. No veo que pueda decirse la multipli-
cacion caso particular de la suma, sin que bajo otro concepto se la considere
tambien como caso particular de la elevacion 4 potencias.

Esta ultima asercion se aparta mucho de las ideas recibidas, pero quedara ple-
namenle demostrada por lo que en su lngar dirémos acerca de la naturaleza de las
potencias y raices.

De la idea de reciprocidad nace la verdadera definicion de la multiplicacion de
dos cantidades. Esta consiste en hallar una tercera cantidad que sea, respecto de
una de ellas, lo que la otra es respecto de la unidad. Bajo cierto punto de vista esto
no es mds que una graduacion doble y reciproca de un mismo nimero (el producto
por su relacion con una de las dos bases ¢ rvaices, relacion idéntica 4 la que la otra
tiene con la unidad. La determinacion aritmética de este producto es cierlamente
sumaloria, y bajo este concepto tinicamente guarda la multiplicacion una afinidad
necesaria con el algoritmo de la suma.

La definicion ordinaria que mds se aproxima 4 la verdadera es la que refiere
el producto al multipheando, como el multipheador & la wnidad. Pero facilmente se
descubre el defecto de esta definicion, observando que los oficios de multiplicando y
multiplicador dependen solo de la significacion conereta que tienen Jos dos factores
en la cuestion particular que se resuelve. El algoritmo algebrdico prescinde de estas
determinaciones empiricas, y hace indiferente la funcion de los factores, y por lo
Linto reciproca y mmitua su aceion multiplicativa. La definicion ordinaria no tiene
la generalidad que pide el cardcler conceptual de una funcion relativa entre (érmi-
uns abstractos.

La posicion reciproca de los factores debia excusarnos la demostracion de esa
otra propiedad de que: el érden de su multiplicacion wo altera el producto; y no com-
prendo como haya matemélicos que se propongan sériamente esla demostracion
para todos los casos: tanto valdria querer demostrar que todos los radios del circulo
son iguales, cuando esla propiedad esta esencialmente comprendida en la definicion
del civculo. Este prarito de demostrar lo indemosirable, de que tanto abundan los
ejemplos en las ciencias exactas, estd alimentado en gran parle por la inexactitud y
poca generalidad de las definiciones.
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Por qué no se habrdn propuesto los matemdticos demostrar que el orden de los
sumandos no altera la sama ? Porque la definicion de los sumandos tiene la suficiente
generalidad y abraza esta propiedad como consecuencia necesaria.

La reciprocidad perfecta de los factores consiste en cierta contraposicion, en
virtud de la cual uno de ellos (cuando son dos) es como imaginario respecto
del ofro que permanece real. Hay, con efcclo, cierto imaginarismo paliado en
la relacion que tienen dos factores en el producto. Este imaginarismo implicito y
ocalto esti representado por el signo mismo de la multiplicacion 6 por la yuxtapo-
sicion grifica de los factores, que es el signo comun de la contraposicion factorial.
Ni se haria explicito y patente, sino cuando intentdsemos representar de una ma-
nera aislada ¢ independicnte el oficio de factor que una cantidad ejerce respecto de

otra: asi pues by/—1 indicaria que b es factor, como +-b que es sumando, — b
que es substraendo, &e.

En este caso especial los signos +, — ¥ V. —1, son signos de relacion y no
de cualidad. Ya sabemos que la extremada sencillez (tanta que més es pobreza) del
lenguaje algebriico atribuye 4 estos signos ese doble oficio, de donde proviene no
poca obscuridad cuando el cdlenlo ha de interpretarse con arreglo d ciertos prin-
cipios superiores. :

ARTICULO 2.°

De la contraposicion en lo$ nfmeros y magnitudes.

En los nimeros no es lan perceptible la contraposicion factorial como cuando
se trata de magnitudes geomélricas. Sin embargo, los nimeros se contraponen & los
nimeros, porque se concibe que los liempos se contrapongan i los tiempos. Cuando,
por ejemplo, vamos numerando las varias compaiias de un batallon que desfila en
columna, ponemos en cada acto de sintesis sumatoria el mimero igual de soldados
(que tiene cada compaiiia ; la sintesis actual se verifica en el namero de compatias,
y d esta sintesis va como contrapuesta, y como colocada en otra direccion, la sintesis
va verificada de los varios soldados o unidades que lleva cada una de ellas. En las
unidades de tiempo, que empleamos en numerar las compaiiias, entran como extranas
v como no influyentes las unidades o individuos que pucden contarse en cada una:

en nada se prolonga, con efecto, la duracion de los momentos de esta sintesis actual

por el mis 6 ménos de la sintesis ya consumada de las varias unidades individuales,
las cuales entran todas como si fueran una sola en cada momento de la sintesis
principal: cada guia es como un punto en que se proyecta la compaiiia entera. De
igual modo en una narracion histérica, que tiene un valor actual, estdn como con-
trapuestas 4 la direccion de los momentos que van siendo presentes, las duraciones
de los acontecimientos pasados: afios y siglos enleros entran como momentos bre-
visimos en la narracion actual, como que wna sola palabra los compendia v los

¥
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condensa en cada uno de los puntos del tiempo que va corriendo mientras se
habla. Cada punto es como proyeccion de la linea histérica contrapuesta.

Pero, donde se presenta clarisima esta contraposicion de los factores, es en la
multiplicacion de magnitudes geométricas. El eschéma geométrico de la perfecta
contraposicion de dos factores iineales se encuentra realizado en la perpendiculari-
dad de uno de ellos respecto del otro; de tal manera, que siendo ambos reales en
st posicion tética 6 primitiva y con direccion idéntica 6 contraria (segun sus sig—
nos -+ 6 —), venga cualquiera de ellos d contraponerse al otro, haciéndose per-
pendicular 4 él en el punto de su comun origen. Esta nueva posicion antitética
determina geométricamente el producto en el plano tético 6 de posicion primitiva.

Claro es que este producto ha de ser una superficie, no ya una linea , si hemos
de distinguir el algoritmo sumatorio del productivo ; multiplicar una linea por otra,
si ambas han de conservar su naturaleza concreta de lineas, no es sumarla consigo
misma sequn su longilud cuantas veces indique la olra, porque esta otra no puede
hacer la indicacion de un modo algoritmico 6 finito con sus unidades lineales ahso—
lutas, que no son determinadas numéricamente como lineas, ni con’ sus puntos, que
son infinitos. Lo que si se concibe es, que una se yuxtapone 4 la otra, sequn su
latitud, que es infinitamente pequeda, por el indicio de los infinitos puntos de la
otra; compensindose asi la infinita pequefiez del elemento adicionado (la latitud)
con el infinito nimero de estos elementos. Y bien se ve que, levantando una de
ellas como perpendicular en cada uno de los infinitos puntos de la otra, quedaria
determinada una superficie rectangular. Esta superficie serd un cuadrado en el caso
accidentalisimo de igualdad cuantitativa de los dos factores.

Esta generacion infinitesimal de la superficie expresa tambien la reciprocidad
esencial de la multiplicacion.

El producto de dos lineas consiste, pues, en la limitacion que se imponen reci-
procamente al determinar la superficie en el plano indefinido. Esta limitacion reci-
proca no puede obtenerse mas que reproduciéndose cada una de ellas paralela i si
misma & una distancia sefialada por la otra.

Asi la linea AD, de la figura 46, reproduciéndose en BC, limita, segun AB, la
indefinida extension del plano en sentido horizontal, y AB, reproduciéndose en DC,
limita segun AD la extension del plano vertical: y como estas dos limitaciones cor—
respondientes 4 las dos dimensiones esenciales del plano constituyen la limitacion
o determinacion total de este, ellas son realmente las que producen la superficie
finita; y como estas dos limitaciones estdn por necesidad en contrarias direcciones,
ellas no son posibles sino por la contraposicion de los factores que las expresan.

Ty, 4%




ARTICULO 3.°
Preliminares para demostrar la regla de los signos por la contraposicion.

La llamada regla de los signos es tan obscura é incomprensible en la demos-
tracion que de ella intentan dar los libros elementales, que ha merecido en boca
de los mas eminentes criticos el titulo poco lisonjero de Opprobrium mathematicum,
y, sin embargo, esta regla forma una parte integrante de la teoria de la contraposi-
cion factorial, y solo en ella alcanza una demostracion verdadera. Es mds: la regla
ordinaria, que estd hecha para el solo caso de cantidades reales ¢ directas, es am—
pliada 4 la consideracion de las cantidades indirectas 6 imaginarias multiplicadas
entre si 6 por las directas. La teoria que voy desenvolviendo comprende la regla
con toda su plenitud en el eschéma geométrico de la contraposicion factorial.

Téngase presente que la afeccion positiva y negativa de los niimeros y de la
extension, estd referida & un punto de origen, que es el cero para los niimeros, y el
punto imatemdtico (verdadero cero de extension) para las lineas (Fig. 47).

Tig, &7

Asimismo los productos binarios, sean numéricos ¢ extensivos, han de estar re-
feridos @ dos bases ¢ ejes; para la extension, eslos ejes son dos rectas ortogonales
que determinan en sus cuatro dngulos rectos la afeccion positiva 6 negativa de los
productos, como se ve en esta figura:

Tig 83
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De igual manera, la afeccion ¢ cualidad de un producto ternario estard referida
geométricamente d tres planos ortogonales, que en sus ocho angulos triédricos abra—
zan como positivas 6 negativas todas las determinaciones solidas del espacio (Fig. 49).

ARTICULO %.°

Regla de los signos en los productos reales.

Esto supuesto, si basta representar por -~ A y — A la contraria direccion re—
ferida & un punto de origen de las rectas cuya magnitud cuantitativa es A; cuando
se trata de superficies no solo habra que considerar la superior ¢ inferior como po-
siliva y negativa respectivamente, sino tambien la de la derecha y la de la iz-
quierda entre si, puesto que en el plano es posible y necesaria esta doble determi-
nacion fineal representante de la doble dimension que lo constituye. Combinanse,
pues, estas dos delerminaciones bésicas en un sistema de dos ejes; lo positivo, por
ejemplo, no puede ser solo lo superior respecto de lo inferior, ¢ lo diestro respecto
de lo siniestro, sino lo superior y diestro, por ejemplo, respecto de las determina~
ciones adyacentes (Fig. 50).
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Si son positivos los productos determinados en el dngulo @, por ejemplo, de la
figura 51 (hipotesis que es una continuacion de la antes sentada de llamar positiva la
recta que estd & la derecha de un punto de origen), serin negativos, no solo los
situados en el angulo b, sino los que estan en b, y en general todos los rectingulos
como 0" y b" adyacentes a a. Ahora es ficil adivinar qué signos tendrdn los colo-
cados en o', a", @™ y a™, porque si ellos son negativos respecto de b y b, &.,
los cuales i su vez son negativos respeclo de «, serdn necesariamente positivos y
homologos con «.

Son, pues, positivos @, a', a", " y @, y negativos b, I', V" y b"": hay homo-
geneidad y congruencia de afeccion en los rectingulos verticales, y heterogeneidad
y contrariedad en los adyacentes ().

(") La doctrina que aqui establezco se opone a la sentada por Mr. Vallés, en su Lssai
sur la_Philosophie du Calcul, quien sosticne que no pudiendo los rectingulos adyacentes
ser homogéneos, ménos lo podrin ser los verlicales que tienen una posicion aun mas
lejana y-heterogénea que aquellos. Para afirmar esto, se funda en el falso principio de
que dos superficies de un mismo signo deben superponerse; como si el que no es mas que
signo de cualidad hubiera de significar siempre esa superposicion material, que ni ain
siquiera es necesaria para representar la adicion superficial 6 lineal. La identidad de
afeccion cualitativa de dos superficies, que es lo que representa la identidad de signo,
esta salisfecha con la idéntica relacion de (odos los elementos & dos ejes ortogonales, y
esto se verifica en los reclangulos verticales. Ademas, si consideramos la direccion 6
cualidad delas cuatro rectas que forman el perimetro del producto rectangular, é infenlamos
darles un signo con arreglo a su direccion sucesiva, veremos que si DA y AB (Fig. 52)
son positivas como ejes ortogonales, BG, que es recorrida en sentido inverso que DA,
sera negaliva respecto de ella, y CD, que se recorre en contraria direccion a AB, seri
tambien la negativa de esta: luego las AE y AG, prolongaciones en sentido inverso de
ABy AD, y, por consiguiente, sus respectivas negativas, determinaran lambien una
superficie posiliva como CD y CB. & las cuales son paralelas. Aqui se ve la exacla
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Demos ahora una forma geométrica & la afeccion positiva 6 negativa de cuales-

(uiera dos factores, y veremos la conformidad de esta teoria con los resultados de
la contraposicion en la siguiente figura

g 5%
A
—A2 i3
-A 4 A
A‘l —A2
2 A

donde dos factores positivos (que supongo iguales) A>< A estardn representados
en su tésis, 0 posicion primitiva factorial por OA, coincidente consigo mismo 6 super-
puestod si mismo: mas en su antilesis 6 contraposicion productiva es menester que
uno de ellos tome una posicion normal OA’, en la cual se contraponga al otro factor
(ue conserva su posicion primera 6 tética: el producto se representard entonces por
la superficie A%, que supongo positiva. Esto quiere decir la regla ordinaria de que
cantidad positiva multiplicada por positiva da un producto positivo, ¢ diciéndolo
mas breve pero menos propiamente:

+ X +=-+

congruencia entre los rectangulos verticales: el ABCD no tiene ningun ofro que le sea
més analogo, mas simétrico que su vertical el AGFE, que no es mas que su reproduccion,

En virtud de esta congruencia y homogeneidad , la compenetracion ¢ superposicion
sucesiva de dos rectangulos iguales en direccion de su diagonal comun, siempre reproduce
un rectangulo semejante, lo cual no sucede en la compenetracion lateral de los rectangulos
adyacentes.

Fig, 52
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Aqui advierto que esta suposicion es enteramente arbitraria, como sin duda lo
es la de llamar positivas las rectas que se cuentan 4 la derecha de un punto de
origen, de cuya suposicion se infiere inmediatamente que serdn negativas las que
se encuentran en sentido contrario 6 & la izquierda. La demostracion de la regla de
los signos del producto no consiste més que en deducirla legitimamente de aquella
suposicion, como en seguida lo vemos realizado por la contraposicion angular de los
factores. '

Dos factores, uno positivo y otro negativo , se representaran por OA y —AO
yuxtapuestos en direccion contraria segun su primitiva determinacion tética: mas
para que haya antitesis, es necesario que uno de ellos se contraponga al otro que
permanece inmévil. Si el positivo OA toma la posicion OA’, determina con el
negativo la superficie negativa — A'2, esto es:

e —

Si el negativo —AO toma la posicion — A'O, determina con el positivo la su-
perficie negativa — A%, 6 lo que es lo mismo,

— S =

Ultimamente: dos factores negativos estén representados por — AO superpuesto
4 si mismo: la contraposicion productiva hard tomar & uno de ellos la posicion —A'O
y determinari con el otro la superficie positiva A%, esto es:

__><.__=+,

ARTICULO 5.
* Regla de los signos en los cocientes.

En los cuatro casos del articulo anterior la contraposicion se ha verificado por
Ja mocion de uno de los factores, partiendo siempre de su posicion tética y mar—
chando en sentido progresivo respecto de la tésis primera de OA, como positivo.
Una mocion regresiva ¢ en sentido inverso expresaria una division, no una multi—
plicacion.

Asi, dada la superficie positiva A2, de la misma figura 33, como dividendo, y
su hase lineal positiva OA como divisor, el movimiento retrogrado de OA" hasla
deshacer la contraposicion productiva, nos colocaria en la base primitiva 0A
como cociente de la division, esto es:

+
+
1‘)
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Dado el producto negativo —A'2, y la base inmovil negativa — AQ, el mo-
vimiento retrogrado de OA’ nos llevaria al cociente positivo OA, esto es:

— =t
Si la base inmovil dada fuese la positiva, considerariamos como dividendo la
superficie negativa — A2, que por el movimiento retrogrado de la base —A'O nos
daria el cociente negativo —AQ; esto es:

-

Finalmente, dada la superficie positiva A'2 y una base negativa, la otra hase,
retrogradando, nos daria la misma posicion negativa, esto es:

s g
La regla ordinaria de que: signos idénticos dan mds y diversos dan menos, asi en
la multiplicacion como en la division, estd esencialmente contenida en la teorfa de
la contraposicion. No hay 4 mi ver otra manera de demostrar esta regla tan fun—
damental, cuando se trata de cantidades monomias.

ARTICULO 6.°

Regla de los signos en las cantidades imaginarias.

Ampliemos ahora Ja teoria de la contraposicion 4 las cantidades imaginarias que
pueden ser tambien factores de un producto binario. Estas se representan por
perpendiculares 6 normales 4 las directas positivas 6 negativas, y son tambien 6
ambas positivas, ¢ una positiva y otra negativa 6 ambas negativas, siempre con
relacion al punto de origen O. (Fig. 54).

Te. 54
AV=1

_Al! Al

A ~A2
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Dos factores imaginarios positivos estardn representados por la perpendicular

0A\/—1, yla contraposicion de uno de ellos, cayendo en la direccion — AO),
determinaré el producto negativo — A'?: es decir

AV—1 < Ay/—1=—A"

Dos factores imaginarios, positivo uno y negativo otro, se represeriardn
por OAyV/—1 y —AO\/—1: la contraposicion del positivo conduce al pro-
ducto positivo A'2, esto es:

AV—1x<x —Ay—1=A"
y la contraposicion del negativo determina el producto positivo A2, esto es:
AV I Ay —T= At

En fin, dos faclores imaginarios, ambos negativos, se superpondrin en la
direccion — A\/—1: la contraposicion de cualquiera de ellos dara el producto
negativo — A2, asi:

Luego: en las cantidades imaginarias 6 indirectas la regla de los signos es inversa
de la observada en las reales 6 directas, esto es:

+ XK =—
K=
e i

Una inversion analoga habria que suponer en la determinacion de los cocientes
por el movimiento retrégrado de uno de los factores.
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donde conviene advertir que el dividendo es real, y que el divisor y el cociente son
imaginarios.

Y como el efecto cuantitativo de esta contraposicion de factores imaginarios es
absolutamente idéntico al determinado por factores reales, el producto binario de
imaginarias es real , directo y absolutamente comprendido en el mismo plano que
los productos reales. ’

Y de paso, hé aqui aclarado el misterio de la multiplicacion de raices imagina-
rias en numero par: eslas dan un producto real, porque son cantidades verdaderas
sin mas diferencia respecto de la reales que su diversa cualidad, afeccion 6 direccion.
El imaginarismo es esencialmente cualitativo: la perpendicularidad que ¢l expresa
es neutralizada, y convertida en direccion positiva 6 negativa, por el imaginarismo

paliado en la multiplicacion, el cual se hace efectivo por la contraposicion que le
es esencial.

ARTICULO 17.°

Regla de los signos en el producto de cantidades reales ¢ imaginarias. Planos imaginarios.

Vengamos en dltimo término 4 la combinacion binaria de factores reales con
imaginarios , y en ella resaltard mas todavia la universalidad y transcendencia de
la teoria de la contraposicion.

La multiplicacion de un factor real por uno imaginario (cualquiera que sea por
otra parte el signo positivo 6 negativo que pueda afectarles) envuelve una contra-
posicion tética 6 primitiva, que es puramente factorial ; porque los factores, como
tales, son reciprocamente perpendiculares en el nuevo hecho de suponer 4 uno
imaginario respecto del otro real. Ahora bien: si la nueva contraposicion productiva

6 necesaria para determinar el producto, se verificase en el factor indirecto OAy/—1,

dicho factor tomaria (Fig. 58) la posicion — AQ, que, por ser opuesta d OA,

Tig, %5

AV=T
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no puede determinar producto superficial, donde no hay ya més que una sola
dimension: si la contraposicion se realizase -por la traslacion del factor real OA

sobre OAy/ —1, habria superposicion absoluta de ambos factores y absoluta

imposibilidad de producto con una sola dimension. No es, pues, posible que el
producto de real por imaginaria se determine en el mismo plano de la posicion
tética de los factores: es imposible que este producto sea real. '
Es, pues, necesario que uno de ellos (cualquiera) de tal manera se contraponga
4 si mismo, que resulte contrapuesto al otro; y esta necesidad no puede quedar
satisfecha sino levantando & un factor 4 una posicion normal al plano que deter-
mina con el otro: entonces es normal con su’posicion primitiva y con la del que ha
permanecido inmovil. Bl producto, pues, es un plano imaginario indirecto y normal
con el plano de los factores y en las figuras que siguen estard representado por el

A2/—1 6 el A?y/—1.

Ty, 87
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Hay, pues, planos imaginarios, como hay rectas imaginarias; pero el imagina-
rismo de los planos, que no es al cabo mds que su direccion perpendicular, pende
del imaginarismo de una de las rectas que entra en ellos como factor.

Si los planos son capaces de direccion, reciben esta capacidad de las rectas que
los determinan como factores: la recta es esencialmente directiva.

Los planos son positivos  negativos respecto de las rectas que los separan, como
las rectas lo son respecto del punto que las divide.

Los planos son imaginarios y perpendiculares respecto de los positivos 6 negati-
vos, leniendo por proyeccion la recta que divide ambos planos reales; asi como las
rectas imaginarias son perpendiculares a las reales en el punto de su comun origen.

En la forma a?/—1 6 ab v/—1, que expresa un cuadrado 6 un rectingulo

imaginario, el signo v/ —1 procede del imaginarismo de uno de los factores siendo
real el otro factor. '

Considerando ahora la afeccion positiva 6 negativa de esta clase de factores,
determinarémos el signo de todos los productos suponiendo que la contraposicion se
verifica por el ascenso (podria tambien suponerse por el descenso) de uno de los
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factores hacia la region superior ¢ inferior al plano de su posicion primitiva 6
télica.
Cada combinacion de dos factores, uno real y otro imaginario, da dos productos
imaginarios. Esto supuesto y refiriéndonos 4 la figura siguiente, tendremos

Caso privmero.—Multiplicacion de real positiva por imaginaria posiliva.

FaxX +ay/—l=—4ay/—1 .

Sean OA el factor real y OC el imaginario, ambos positivos: el movimiento
ascendente de OA hasta tomar la posicion normal OB, determinard con la imagi-
naria OC el plano imaginario OD, y el ascenso de la imaginaria OC hasta OB
determinard con la real OA el plano imaginario ON. Esta doble determinacion nos
conduce 4 dos productos alternativos iguales imaginarios respecto del plano real ¢
tético O, y ademds positivos, porque vamos en el supuesto de que el movimiento
ascendente engendra planos. positivos.

Esta suposicion es arbitraria, pero indispensable, para fijar segun ella la afeccion
positiva 6 negativa de todos los planos imaginarios; asi como fue necesario suponer
que lo positivo real se contaba 4 la derecha de un punto de origen, y que las
superficies reales eran positivas en el dngulo superior y diestro formado por los ejes
ortogonales.
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(aso secuNDo.— Multiplicacion de real negativa por imaginaria positiva.
—a3< Fay/—1 :—ae\/:l.

Sean OA' la real negativa y OC la imaginaria positiva; el ascenso de OC hasta i
OB determina con OA' el plano perpendicular OM, el cual serd negativo como dd-
yacente al determinado por OA y OB, que es positivo; el descenso de OA" i OB
determina con la OC el plano OE', que tambien serd negativo como adyacente al
que forman las OC y OB, el cual es positivo. Este ascenso y este descenso dan dos
planos imaginarios respecto del negativo tético OF, y negativos respecto de los po-
sitivos imaginarios del caso anterior.

Caso Tercero.—Multiplicacion de real negativa por imaginaria negativa.
—a><——a\/r1:+a*\/—_1.

Sean OA' el factor real y OC' el imaginario, ambos negativos; el movimiento
descendente de OA' hasta OB’ determinara con la OC' el plano imaginario OD', que
serd posilivo como adyacente al negativo formado por OC' y OB del caso anterior:
el descenso de OC' hasta OB’ determinara con OA’ el plano imaginario ON', que
tambien serd positivo como adyacente al negativo formado por OA" y OB del caso
anterior. Este doble descenso de los factores, correspondiente al doble ascenso del
caso primero, da dos planos imaginarios respecto del real positivo OG', y positivos
respecto de los negativos imaginarios del caso anterior. :

Caso cuanto.— Multiplicacion de real positiva por imaginaria negativa.
o —ay/ —1=—0a\/—1.

Sean AQ la real positiva y OC' la imaginaria negativa; el descenso de OC
hasta OB’ determina con OA el plano perpendicular OM', el cual serd negativo
como adyacente al positivo formado por OB’ y OA’ del caso anterior: el ascenso de
OA 4 OB formara con OC' el plano perpendicular OF, el cual serd negativo como
adyacente al formado por OC' y OB’ del caso anterior. El doble descenso y ascen-
s0 nos dard dos planos imaginarios respecto del real negativo OF', y negativos res.
pecto de sus adyacentes, que son positivos.

Haciendo ahora la sinopsis intuiliva de estos cuatro casos en el sistema perfecto
ortogonal, observarémos:

Primero. Que dada la hipotesis de que el movimiento ascendente de los factores
positivos en el caso primero, determina planos imaginarios positivos, ninguna de
las determinaciones posteriores es posible, si se convierte el ascenso en descenso y
viceversa, sopena de incidir en planos ya determinados.
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Segundo.  Que el sistema completo abraza ocho 4ngulos triédricos, en cada uno
de los cuales dos planos imaginarios se refieren 4 un plano real. Estos dos planos,
que siempre son cuantitativa y cualitativamente iguales, no son simultneos sino
alternativos en el sentido de que cualquierg de ellos representa el producto dinico de
real por imaginaria. En los dos dngulos END y G'N'D’ todos los planos son positivos;
en todos los demds se combinan dos planos negativos con uno positivo.

Tercero. (Que el movimiento inverso ¢ regresivo, respecto del que hemos visto
producir planos imaginarios, conduce & deshacer la contraposicion, y por consi-
guiente & dividir el producto por uno de los factores, y determinar un cociente que
serd real, cuando el factor inmovil que hace de divisor sea imaginario, é imaginario
cuando el divisor sea real; donde se ve la verdadera razon de la realidad ¢ imagi-
narismo de los cocientes segun la naturaleza del dividendo y divisor. Asi, combi-
nando estos resultados con los debidos 4 la multiplicacion, podemos presentar dos
cuadros andlogos 4 los que se fundan en la cualidad positiva y negativa de los datos
en la multiplicacion y division. Hélos aqui. R indica real, é I imaginaria.

R><R=R »-ﬁ:k
R =1 »»II‘:I
Is<R— I oL I
_ -
o
IxT—=R () ——R

|

(") Apenas se concibe como Wolf, heredero del espiritu y comentador de los trabajos
de Leibnitz, tuviese de las imaginarias la imperfectisima idea que se desprende de la corta
explicacion que da del algoritmo de ellas. Estas son sus palabras:

Radices imaginarie dicuntur, si quantitas sub signo radicali fuerit negativa, veluti
V—2, eum quadratum —2 sit quantitas impossibilis, propterea quod omne quadratum sit
positivum. Facilé autem patet additionem et substractionem radicum imaginariarum eodem
modo fieri debere ac realium. Ita

V184V —8=3V2+4+2V/2=8V/—2=y=50
et
\/—_—18 ——r \/:§= :E.’,
Quoniam vero quantitas privativa sub signo radicali consideratur instar positivée, in mul-

tiplicatione signum non mutatur, sed facto perinde ac factoribus preefigitur signum —:
alis enim factores imaginarii efficerent factum reale, quod wiique absurdum. Quamobrem
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ARTICULO 8.
Productos implicitos.

He dicho, en el articulo anterior, que el producto de real por imaginaria no
piede tener una representacion superficial 6 explicifa en el mismo plano que los
factores; pero esto no obsta para que consideremos tambien como legitimo el pro—
ducto implicito, que se presenta realizado en la disposicion lineal (prolongacion 6
coincidencia) 4 que conduce la contraposicion efectuada en el mismo plano tético.
La contraposicion, cualquiera que sea la posicion primitiva de los factores, 'y par-
tiendo de ella, aparece como la ley fundamental de la produccion, 6 la condicion
algoritmica de la generacion numérica 6 extensiva bajo el concepto de reciprocidad
El producto implicito 6 lineal es producto verdadero, como sometido 4 la condicion
de no suponer més que un eje lineal (horizontal 6 vertical) para su expresion, conio
10 se supone para su generacion mds que un plano tético en que han de realizar su
contraposicion los factores.

Cuando tal condicion se impone & la representacion de un elemento geométrico,
y se exige que esta se realice en la region 6 categoria inferior 4 la que le corres-
ponde por su propia naturaleza factorial, como la recta en el punto, el plano en la
recta y el solido en el plano, es menester que el elemento representado pierda todo
el contenido extensivo que constituye su intervalo y se reduzea & sus limifes propios,
la recta al punto, el plano 4 la recta, y el solido al plano. Bajo esta condicion se
eoncibe posible una representacion proyectiva, en la que va envuelta necesaria-
mente la perpendicularidad del elemento representado respecto de aquel que se
constituye como representante y en el cual se recibe la_proyeccion.

Esta es la condicion general de toda representacion implicita 6 hecha en region
inferior, y esta ley, aplicada al caso que ahora nos ocupa, demuestra la legitima

vegula de signis tantum modo observatur respectu radicum, minime vero respectu quan-
titatum sub signo radicali positarum.

V= Vv W B
eyl eV V=8 —v—2
_3+\/__(; \/:.Tﬁ__\/_—gl —8— b+ h+2=—06

Nimirum V—2x\/—9=——2, el +1x—1=—1. Ergo —Ix—2=+2.

3y—B+2vV=3
3vV—5—92y/—9

— 5 =6 /1046 V—18— 1 —6

Crist. Wolfii. elementa analiseos.
17
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significacion del simbolo \/—1 en los productos binarios de la forma azy/—1

6 aby/—1 que hemos traducido por planos perpendiculares al plano tético. La
disposicion lineal de los factores, en prolongacion ¢ coincidencia, es, pues, represen-
tacion implicita abreviada y proyectiva de planos que se elevan perpendicularmente

al plano tético. La forma a®/—1 expresa una relacion productiva, asi lineal como
superficial, iineal en el plano que se dan los dos factores, uno real y otro imagina-
rio, superficial en el espacio sin cuya intuicion es imposible la perpendicularidad
de los planos.

Asimismo en ¢l érden categorico de la linea, ay/—I representa la yuxtaposi-
cion inmediata ¢ indistinta, 6 la superposicion de los dos puntos extremos de la
recta @; 6 bien la recta a explicitamente perpendicular & otra recta que se supone
real 6 eje horizontal. -

De igual manera, la forma a3\/—1, 6 abey/—1, expresaria prolongaciones
0 superposiciones de superficies; 6 bien solidos explicitamente perpendiculares 4
otros solidos, si esto fuese posible. Muy pronto demostraré que esta tiltima represen-
tacion es contraria & la naturaleza de la intuicion de espacio, que no permite més
(ue tres dimensiones.

En suma: el simholo /—1 indica, no solo la perpendicularidad explicita del
elemento geométrico & que afecta como argumento, sino, lo que es consecuencia
inmediata de esta perpendicularidad, una proyeccion tal de este elemento que lo
hace descender 4 la categoria geométrica inferior.

Siempre que la contraposicion productiva es de wn factor respecto de su propia
posicion y de la del otro factor, el producto es explicito; pero cuando se emplee solo
la-primera condicion (como en el caso 4 que nos referimos) el producto es implicito.

ARTICULO 9.°

De la multiplicacion de dos “factores bindmios. Binémios reles.

Cuando ambos factores de la multiplicacion binaria son binomios, la contrapo-
sicion de ellos como totalidades envuelve contraposiciones 6 productos parciales de
cada uno de los elementos de wn binémio por cada uno de los del otro. El producto
lotal se determina en unos casos por la adicion de todos los productos de las con-
traposiciones parciales, en otros hay substracciones que hacen desaparecer algunos
productos parciales, y hasta es posible el caso de que algunos elementos del pro-
ducto o puedan tener representacion explicita en la misma region cualitativa 6 en
el mismo plano que los factores. “

Este wltimo caso, que es el més interesante de todos, es el de productos imagi-

narios que tienen la forma 4252 /—1, los"cuales no pueden representarse sino

en el espacio, porque cuando son referidos al plano en que se hace la contraposi-



cion, el elemento imaginario b2y/—1 expresa superposiciones o prolongaciones de
lineas proyectadas sobre el plano tético.

La Aritmética universal y la Geometria coinciden maravillosamente en sus in-
terpretaciones con la teoria de la antilesis en la multiplicacion. Algun tanto me
detendré en el exdmen de estos casos varios, entre los que se encuentran algunos
bien singulares en medio de otros que son muy conocidos.

Empecemos por los que se refieren & los binémios reales.

] I (41+/;) (a4-b0)= a®>1-2ab-+ b2

a®. . contraposicion de la parte mayor de un bindmio con la mayor del
otro 6 sea @ ><a. Suponese a>b refiriéndonos i la figura 59.
ab . . contraposicion de la parte menor con la mayor, es deeir: a><b
ab'. . contraposicion de la parte mayor con la menor,  » b><a
b%.. contraposicion de la parte menor con la menor,  » b><b.

Qab—

El punto de origen de los factores estd en O, y la contraposicion se verifica
sobre el néxus de @ con b punto comun 4 los cuatro elementos. El punto de origen
para los productos parciales estd en O': todos son positivos.

Las cuatro contraposiciones parciales se han realizado en el mismo plano de la
antitesis total, y componen por su adicion un producto real.

La suma de los tres planos ab—ab'+b2 se llama gnomon: los dos planos ab
y ab' se llaman complementarios. Adoptaré esta antigua nomenclatura para hacer
mas sencilla la exposicion de la teoria.

®
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2.° (a—b) (a—b)=0a®—2ab 12

a*=MN, contraposicion de @ de un factor (Fig. 60) con a de
otro factor: plano positivo.
b®..... contraposicion de — b del uno con —b del otro: plano
positivo superpuesto al anterior.
94—} —6=O0ON, contraposicion de —b con a: plano negativo y substractivo.
—ab=NP, contraposicion de @ con — b : plano negativo y substractivo.

El cuadrado MR es el residuo de las dos substracciones: el cuadrado b2 es res-
tado dos veces, y esto es posible porque estd como duplicado por la superposicion:
todas las contraposiciones parciales han sido posibles en el mismo plano tético ¢ in-
tegran un producto real.

3.° (a+b)(a—b)=a2—b2
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a2=—MN, contraposicion de a con a : plano positivo 6 tético (Fig. 61).
0 —+ ab— MP, contraposicion de b con a: plano posilivoy aditivo.
— | — ab=MH, contraposicion de —b con a: plano negativo y substractivo que
neutraliza al anterior restableciéndose el tético a®=—=MN.
—b2=—RF, contraposicion de — b con b: plano negativo y substractivo del
tético. RF es igual & RT. :

La superficie a®—b? estd representada por el plano QRSTONH, en que ya
aparece la irregularidad de la deficiencia del cuadrado gnomémico b correspondiente
al signo negativo de —b2, y la compensacion destructiva de los complementos
ab y —ab. El producto total es real.

La relacion expresada en este producto es un hecho matemdtico de alta trans-
cendencia.

ARTICULO 10.

Bindmios imaginarios.
Consideremos ahora productos de binémios imaginarios en los cuales veremos

combinarse la contraposicion productiva con la normalidad propia del imaginarismo.
En ellos tambien resplaidece la universalidad de la teoria.

12 (a4-by/—1) (a—by/—1)=02+1?

Ty, 8
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a*... . contraposicion de a de un factor con a de
otro: plano positivo tético (Fig. 62).

5+ab\/ 25 contraposicion de @ con by/—1: es pro-
—_— — ongacion de ambos elementos y no de-

aby/—1 —aby/'—1=0 :erriina I;)roguzto en el plano légco.
=gk contraposicion de a con —b\/—1, que es
coincidencia de ambos elementos en el

plano tético.

~+b2..... contraposicionde —by/—1 con +b\/—1:
p .. .
plano real y positivo gnoménico 6 ver—
tical con a2.

El producto total real estd reducido 4 la suma de los dos cuadrados a2 b2.
Los rectdngulos complementarios aby/—1 y —aby/—1 resultan imaginarios y

trazados por cima y por hajo de o segun by/—1, 6 de b segun a\/—1, y por lo
tanto neutralizados € iguales 4 cero, no solo respecto del plano real 6 tético, sino tam-

bien respecto del plano imaginario, en el cual podrian tener una representacion si
fueran ambos positivos 6 negativos.

Ya vimos la significacion que este caso adquiere en la teoria del modulo.

22 (a-by/—1) (6--bV/—1)=02+2aby/—1 —b3=(0® —12)4- 2aby/ 1
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[ PR S contraposicion de @ consigo misma: plano real y
tético igual 4 RL en la figura 63.
—bh2=PL..... contraposicion de by/—1 consigo misma: plano

real negativo y substractivo del anterior.
ab\/—1=MN, contraposicion de a con by/—1: plano antitético
2aby/ i, = 60 imaginario.
aby/—1=MO, contraposicion de b\/ji con a: plano antitético

6 imaginario. =

Ambos planos complementarios son imaginarios y positivos, Y 1o neutralizin—
dose ni en si mismos ni respecto del plano tético, determinan con ¢l un producto
total, en parte real y en parte imaginario representado por los dos trapecios
RMVT y RMXS que forman un éngulo diedro obtuso, cuya arista es RM. Esta de-
terminacion geométrica singularisima, en que entran tres planos, no envuelve, sin
embargo, la idea de solidez, porque procede de multiplicacion binaria, y es cierta-
mente la misma manera de disponer tres planos distintos, dando una arista comun
4 cada dos de ellos, sin determinar un solido: es el mayor esfuerzo de la multi-
plicacion binaria aspirando 4 la solidez. Yo lo considero como el cuadrado de una

hipotenusa con valor cualitativo y cuantitativo: a2—2aby/—1 —b2 es con
efecto el cuadrado de la hipotenusa determinada por a~by/—1. Tambien puede

considerarse la totalidad de la figura como un dngulo recto superficial cuyo vértice
fuera un dngulo recto lineal.

Si en la formula de este cuadrado se supone que b crece acercindose & ser
igual d a, el cuadrado deficiente —b? crecerd, y el punto P se acercard continuamen-
te & R:si bllega a ser igual & a, el deficiente —b? destruye al tético a* y este
desaparece: los cuadrados complementarios habrén crecido segun la base b, y se

habrén convertido en 2a2y/—1; esto es, en dos planos iguales al tético destruido,
pero perpendiculares @ aquella posicion, como insistiendo en Jas RT y RS (Fig. 64).

Ty, bk
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Si se supone que b decrece acercandose d cero, el plano deficiente —b2 en la
figura principal, 6 sea la 63, decrecerd ; P se aproximara 4 L; los planos comple-
mentarios, conservando su altura igual & @ decrecerdn segun la base b, y cuando
b llegue 4 ser cero, el plano a* no sufre substraccion alguna, y los complementarios
serdn una recta ¢ levantada sobre el punto L, como se ve en la figura 65.

Tig, ©5

@

Lo mas notable del caso que voy considerando es que de la combinacion de las
dos determinaciones extremas anteriores resulta el dngulo triédrico saliente que es
capaz de determinar la solidez. La recta tinica levantada sobre L ejerce entonces
el importante oficio de limitar & una posicion tinica la del plano tético respecto de
los complementarios, identificindose con la arista que ellos forman.

Si los factores llevasen signo negativo en el término imaginario, como

(@—by/—1) (a—by/—1) =a® —2ab\/—1 —b2,

los planos complementarios se trazarian ambos por la parte inferior del real 6 tético,
y la figura seria substancialmente la misma.

La forma imaginaria del producto: (a2—b2)—+ 2aby/—1 corresponde & la
imposibilidad de apariencia explicita de los planos complementarios en el plano
tético. En este, sin embargo, es posible representar la parte real a2—»b2% por una
sontraposicion directa sobre el néxus de ambos factores bindmios.

Siendo en efecto la posicion tética la de la figura 66 la multiplicacion conduce

Ty, 80
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4 la antitesis representada en la figura 67, en la cual el cuadrado b* es negativo
respecto de a2, y su efecto substractivo es b'® deficiente.

Tig, 81

El imaginarismo de los complementarios expresa en este caso la prolongacion
de a (linea punteada) y b (linea llena), y la superposicion 6 coincidencia de b
(linea punteada) y de a (linea llena).

Obsérvese finalmente que la representacion explicita de los complementarios en
el espacio podia haberse realizado levanténdolos sobre @ segun b como en esta figura:

Ty, B8

en la cual fos tres planos tampoco determinan solidez , aunque forman dngulos dié-
dricos salientes, por la deficiencia del cuadrado gnoménico —b%. En esla nueva
representacion el decremento de b hasta cero tendria como limite el plano tético y su
incremento hasta ser igual @ daria los complementarios. De ambas limitaciones extre-
mas combinadas por la comunidad de aristas resultaria un dngulo triédrico con
planos perfectos rectangulares, capaces por lo tanto de determinar la solidez.

De intento he desenvuelto todo el contenido original de este caso algebrdico
de tan anomala representabilidad geométrica, tanto porque en €l se realiza el teo-
rema sincategoremdtico, que propuse en el libro anterior, pagina 100, como corre-

lativo al pitagorico 6 comun, cuanto porque en €l aparece muy clara la doble
18
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referencia al plano y al espacio de los dos elementos heterogéneos de todo producto
binomial de la forma A2 B2\/—1.

32 (ayV/—140b) (a+by/—1) =a2y/—1+b2y/—1 =(a2+b2)/—1.
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Siguiendo la indicacion de los signos, se representard la posicion de los factores
antes de la antitesis por la figura A, en la cual un binomio va expresado por lineas
llenas y otro por punteadas.

La particular combinacion de los signos del imaginarismo hace que en esta
figura sea imposible la contraposicion sobre un néxus comun 4 los cuatro elementos
de los dos bindmios; pero se comprende bien que trasladando el bindmio punteado,
segun la diagonal MN, de la figura B, hasta tomar una posicion vertical respecto del
bindmio lleno (traslacion que, conservando el paralelismo de ambos elementos del
binémio, cumple igualmente con la indicacion de los signos), resultara como néxus
comun & los cuatro elementos el vértice en que se oponen los dos dngulos hino-
miales.

Realizada la contraposicion de cualquiera de ellos en el plano de su posicion
tética, resulta siempre una prolongacion y una evidencia en todo conformes con el
imaginarismo del producto

a2/ —1+b2y/—1 ,

que indica la irrepresentabilidad de un producto real.

Pero si la contraposicion se verifica haciendo girar en el espacio la recta llena
y su prolongacion punteada, sirviendo de eje los otros dos elementos de la recta
vertical, la antitesis conducird 4 dos planos verticales enteramente iguales 4 los
del caso 1.° sin mas diferencia que su posicion normal respecto del plano tético,
como indica esta otra forma del producto

(ar”—i—b’)\/:]‘.

El caso de (ay/—1—b) (a—by/—1)=a2y/ —14-b2/—1=(a2+1%)/—1

es andlogo al anterior, con la diferencia que la tésis inicial es la representada en
la figura B', en la cual se da un néxus comun por la traslacion de uno de los binj-
mios segun la diagonal que une los vértices, tomando entonces la forma C' en la
que los dos cuadrados superpuestos expresan ya la suma a*--b% como contrapo-
sicion posible en el plano tético, consumindose la contraposicion por un giro de

todo el sistema en el espacio, segun exije el simbolo \/—1 que afecta al pro-
ducto real.

20 (ay/—1 4-b) (a—by/—1)=2ab—+ (a2 —b2)y/—1.

Este caso supone la posicion factorial de la figura 70, A : dando un néxus
comun segun la diagonal que une los vértices; la representacion se convertird
en la figura B.
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Haciendo la contraposicion del factor lleno en el mismo plano tético, resultarin
los dos planos reales superpaestos ambos positivos como referidos al punto de
origen que estd en O, figura C.

Tig, 10
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Estos dos planos aparecen como complementarios deficientes del caso anterior.

5 (aV—_1—b)(a+bf:1):_9ab+<a’—b2)f—.—1-
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Este caso supone la posicion factorial de la figura A.
La que para tener un néxus comun ha de convertirse en la figura B.
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La contraposicion del factor lleno se verifica en el mismo plano, y el producto
es real representado por dos planos complementarios superpuestos en la figura C.

Ambos son negativos respecto del origen que estd en 0.

Estos planos complementarios destruyen 4 los anteriores positivos y producen
la deficiencia’ que es de notar en el caso 3.°

Por via de agradable ejercicio propongo la represenlacmn geométrica de los
productos siguientes :

( )
(— a\/ 1—b)
E a’\/:i+2ab+b9\/r1

‘—ae\/—_i—ﬁab—i—b*\/jl
z |

:
?

—ay/ —1+b

ARTICOLO 11.

Producto de monémi por binfmio.

Aunque mas sencillos que los anteriores, examinemos tambien los dos casos

siguientes, en que un factor bindmio a-+by/—1 se combina con un binémio

real 6 con el simbolo /—1. En ellos hay particularidades muy dignas de notarse.
12 (adby/=1) o= ac—+bey/—1.

El factor binémio a—by/ 1 tiene la representacion tética de esta figura.

Tag, 14,

El factor real ¢, que debe coincidir en su posicion tética con el elemento real
del binomio y tener un punto comun con el néxus de este para representar su '
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comun relacion factorial con ambos elementos, no puede contraponerse  ellos 6 ser
perpendicular 4 ambos 4 la vez sin determinar un plano real ac con el elemento
real, y otroimaginario bey/—1 con el imaginario. Estos dos planos de los que cada
uno es un producto parcial, tienen entre si la misma relacion de perpendicularidad
que los dos elementos lineales del binémio a b V/—1, y asi como esle expresa la
magnitud y la posicion de la oblicua, asi el producto total ac—-be V4 —1 repre-
senta la posicion oblicua del plano cuyas proyecciones alternativas son los pro-
ductos parciales ac y bey/ -~

2.2 (a4-by/—1)><y/—1=ay/—1 —0.

No siendo el simbolo /—1 una cantidad, sino un simbolo de afeccion 6
direccion normal, no hay en este caso multiplicacion propiamente dicha, sino una
mera imposicion de un nuevo signo al binomio imaginario, la cual hace que todo
61, como sistema entero y perfecto, tome una posicion perpendicular & la que antes
tenia.

El producto sera el nuevo binémio que, sometido sucesivamente al influjo del

mismo signo \/ —1, pasard por los cuatro estados 6 posiciones cardinales de la

figura que sigue, reproduciéndose en su posicion primitiva & la cuarta multiplicacion.
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Las mismas posiciones renacen en cada nuevo periodo, conformandose esta
singular representacion geométrica con la combinacion periédica de signos que
ofrece el siguiente desarrollo algebrdico:

ERERTRVAE T SV it o RS —  a+by—1
( Sy PV T W S et N TR —  ay/—1—b
(AR ] Yo i eyl acoas ppids, iniio =i ke
( —1) s /= sdy/ R </ =1 . . i = —ay/—1+b
( )><\/—1><\/—1><\/—1><\/— = a-+by/—1

&e.

Las cuatro oblicuas representadas por las cuatro posiciones del binémio, guardan
entre si la misma relacion de perpendicularidad sucesiva que el binémio mismo

sometido como totalidad 4 la influencia del simbolo \/ = 5

En su lugar oportuno haré ver que esta evolucion giratoria periddica guarda
mas analogia con la graduacion 6 elevacion & potencias que con la multiplicacion.
Los que aqui parecen productos no son sino sucesivas determinaciones lineales,
cuya varia direccion procede de la rara y sucesiva potencialidad del simbolo

v/—1 ; porque siempre se tiene que

Vo xy A<y =......(vE1)*
\/—1 B v =1 ¢ v/ \/_1 _(\/—1)‘

&e.

Los resultados de esta potencialidad no son productos superficiales ni solidos,
ni pertenecientes 4 ninguna categoria geométrica ulterior, sino evoluciones giratorias

de la recta a—l—b\/—_—i.
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hAPITULO Il

D LA MULTIPLICACION TRRNARIA.

* ARTICULO 1.°

De la fna{ﬁrﬁle;éz ',_y:signiosi de 1a ;i;{iill'tyipliqat:im‘te:rna_rilaf '_ B

Vengamos ahora d ]a mulnphcamon ternaria, 6 de tres factores, en que llega d
consumarse la representaclon geomémca de los productos Aunque mds comph-
La reclpromdad de tres factores no es perfecta y acabada, si cada uno de ellos
no es normal 4 otros.dos que son entre si normales; de manera, que supuesta la
normalidad 6 antitesis de dos de ellos; el tercero ha de tomar-una afeccion que lo

contraponga al mismo tnempo 4 aquellos dos, sin poder comcldlr ni yumaponerae su
direccion contraria 4 mnguno de ellos.

Hay, pues, un imaginarismo particular en la mulhphcaclon ternarla que

consiste , en que dada la tésis ¢ realldad de un factor, los otros dos han de ser (y
son en el producto) ihl'aginarios con 1y entre si. En_ la. realizacion. del cdlculo
aritmético 6 algebrdico este imaginarismo va paliado por la llldICﬂCIOD misma de los
signos algoritmicos, 6 por la yuxtaposicion grifica 6 literal de los factores. La nece-

sidad de un signo especial de este oculto imaginarismo no aparece sino cuando

queremos representar el oficio factonal mdcpendnentemtinte de la operacion pro-
ductiva. :

la del >y que indica relacion factorial ; pero asi como preferimos para signos del

sxmple unagmamsmo de {a mulnpllcaelon bmana el snmbolo \/ 1 pretendemos

ahora - expresar eli unagmansmo mas. cemplejo de la mldnphcamon ternaria porun; .. b

Muy ficil seria 'l institucion arbitraria de estos signos, como lo. fué sin duda

-.‘-tn.
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simbolo derivado en que aquel entra como elemento. Asi, si @ es factor real,

—-a—i—; Yo serd uno de los imaginarios, y iﬂl\/—g serd el otro.
De suerte que los tres signos son
&t S e I o=
e ‘1 ’ -2 e 2 '

'y sus contrarios- negativos

_ "1 b /2B 13

-y

" los cuales van implicitos en toda multiplicacion. ternaria como coeficientes respeetivos
. de los tres factores iguales 4 @ en'todas las direcciones en.que pueden determinar
[ uwproducto: Estas dirécciones no son otras que las que entre si tienen las tres
|+ aristas de un cubo: Los sigrios contrarios corresponden 4 las prolongaciones de las
L aistas mds allq del vértice que es el punto de origen comun 4 todas ellas.

- Por ahora bastenos saber que la teoria comun algebrdica demuestra que estos
. signos son tales que la multiplicacion los reduce 4 la mitad como coeficiente abso-
7 Tuto del producto R T

R RN - S I
e o R D  1.>< 1+2\/ 3>< 15)\/ .5;1

.. Estos coeficientes de direccion, verdaderos signos de relacion ternaria, tienen

4 su particular historia no menos curiosa que la del simbolo \/—1: ellos son dados

fr
]’ ~porla teoria general de las raices de- la unidad que después expondremos. Sn in-
| ' rodiecion, como coeficientes absolutos de todo factor en la multiplicacion ternaria,
I~ moshard ver-una perfectisima congruencia entre los resultados algebrdicos y las
{ . determinaciones: geométricas en Ja‘interpretacion. del imaginarismo. o

% w0 Desde luego expresan estos. simbolos las:proyecciones radiales de las tres aristas
et ode 1an-cubo cuyo ‘4ngulo triedro insistiese sobre.el centro de un'circulo. Mas ade-
-+ lante comprenderémos bien: la significacion de. la reciprocidad de los- tres ridios
. proyectivos como: representante de Ja.reciprocidad notmal de las tres aristas que

- determinan el solido. e Py o,

“ " El producto cuantitativo de tres factores tiene su representacion geomélrica en
el solido paralelepipedo determinado -por la antitesis normal y reciproca de. tres

. lineas'que hacen-de aristas. .

Que-asi debe ser; s'e"d'emhéstra,‘.pOrq.uexla' contraposicion: de dos de ellos déter-

19
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mina una superficie, y el tercero no puede contraponerse @ uno de ellos sin
coincidir con el otro: es pues menester que salga fuera del plano buscando su
contraposicion 4 ambos, y se eleve en el espacio siendo perpendicular d cada uno de
ellos: determinard, pues, con cada uno de ellos una superficie perpendicular 4 la
anterior. Pero estas tres superficies, formando un dngulo solido, determinan y en-
cierran una parte del espacio reproduciéndose paralelamente & si mismas & distancias
medidas por cada factor lineal contrapuesto & sus dos elementos lineales ; luego el
producto determinado es un solido.

La ignaldad cuantitativa de los tres factores no induce mas novedad que lia-
marse cubo el producto.

El valor cualitativo de un producto ternario estd referido & tres planos ortogo-
nales, como el de uno binario @ dos rectas perpendiculares, y el de una recta 6
producto monddico 4 un punto.

Dada la suposicion de que los solidos determinados en un angulo triédrico
formado de planos positivos, es positivo, la variedad de signos de los factores en sus
ocho combinaciones colocard el producto en alguno de los ocho dngulos solidos,
cuatro positivos y cuatro negativos, que resultan de la interseccion orlogonal de
tres planos. Asi, ampliando la regla de los signos en la multiplicacion binaria al
caso de ser tres los elementos combinados, diremos que en la suposicion de que

2K < =+

tendremos —- >< > ———
> — K =
O P e
— > ==K =~
= e
— XK = ==
S e =

Para traducir bien cada una de las ocho combinaciones de signos, véase el
plano que determinan por antitesis dos factores segun el signo y posicion que les
conviene respecto de un punto de origen, levintese en seguida 6 bajese como per-
pendicular en el mismo punto el otro factor, segun tenga el signo -+ 6 —, y el
angulo triédrico resultante de esta construccion intuitiva determinard el producto
correspondiente.

En el eschéma que abraza el cspacio entero en sus ocho dngulos triédricos, las
lineas toman su valor refiriéndose & un punto central, los planos refiriéndose 4 las
lineas, y los solidos refiriéndose 4 los planos. Asi los solidos adyacentes ¢ referidos

7.

al plano llevan signos contrarios. Los verticales 6 referidos 4 una linea llevan

S

L



441

signos iguales, y los simétricos o referidos @ un punto tienen signos conlrarios.

Por estoes de notar la singularidad de que en los dngulos solidos no andan
acordes los signos de las lineas, de los planos y de los slidos: por ejemplo, en el
angulo solido anterior, inferior y siniestro, un solido negativo es determinado por
tres planos positivos, os cuales & su vez se determinan por rectas negativas. Y la
razon es obvia; las tres aristas negalivas por su combinacion binaria dan siempre
tres planos positivos, referidos y adyacentes & otros negaivos, siendo origen la
linea, y el solido es negativo como referido y adyacente d otros sélidos positivos .

siendo origen el plano.

ARTICULO 2.°

No hay s6lidos - imaginarios. -

;Hay tambien cubos, paralelepipedos y en general solidos imaginarios! No. Los
solidos no pueden ser sino positivos ¢ negativos con relacion al plano que los
divide: los solidos no pueden ser perpendiculares & otros solidos en el plano de la
division de estos, porque este plano habia de dividir asimismo al solido superpuesto
en una parte positiva y otra negativa.

El sélido no es capaz de direccion como solido, por lo mismo que las abraza
todas: en 6l se consuma la plenitud de dimensiones del espacio. El solido estd
dirigido siempre 4 todas partes: por eso no tiene direccion especial como el plano y
la recta. Es como el compendio del espacio entero, y bajo este concepto es comparable
al punto matematico. Este es origen de toda direccion, aquel es el término y el
complemento de ella.

En el solido puede haber planos imaginarios, pero la solidez siempre es real;
esto es, incapaz de toda determinacion ulterior @ la positiva y negativa. Hay di-
recciones internas, pero ninguna externa.

Considerando bien la reciproca perpendicularidad de las tres aristas de un cubo
o paralelepipedo, es de notar que dos de ellas no pueden llamarse imaginarias si no
se considera como real la tercera: en tal caso la multiplicacion de las dos imaginarias
daria producto real para la superficie, la cual, combinada ¢ multiplicada por la
tercera arista, que es real, daria el volimen real del solido.

En el caso de las tres aristas o factores imaginarios, se llega 4 la realidad por
un exceso de imaginarismo, porque tendrian entre si idéntica posicion que si fuesen
reales.
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ARTICULO 3.°

Casos de realidad ¢ de imaginarismo en el producto ternario.

Consideremos, pues, los casos en que solo son imaginarios uno ¢ dos de los
tres factores, apreciando ademds la circunstancia de su cardcter positivo 6 negativo
respecto del punto de origen, que es el centro del eschéma general del espacio.

Los tres signos

A et e ) Gl |
’ D . 3
pueden ser afectados del signo — , y dar para las direcciones negativas los tres

P/ 3 14/—3
—1, D y ) )

que, combinados con los anteriores, representan las seis direcciones de los tres ejes
ortogonales, de las X, de las Y y de las Z en la siguiente figura.

®
Ty, Th
+Y.
A
- =% +X
o
-Y

Para que una combinacion ternaria de factores reales 6 imaginarios dé un pre—
ducto real 6 susceptible de representacion geomélrica, son necesarias las tres con-
diciones siguientes :



1.*  Que permaneciendo inmévil uno cualquiera de los factores, hagan su con-
traposicion sucesivamente cada uno de los otros dos, y esto de tal manera, que al
girar se contraponga simultineamente 4 los dos restantes, estén 6 no superpuestos
6 confundidos en su direccion, 6 sean el uno prolongacion del otro. Si son los tres
factores X, Y, Z, y X permanece inm6vil , Y ha de contraponerse & X y 4 Z al
mismo tiempo, y Z & X y 4 Y, cualesquiera que sean las posiciones de X, Z y.
de X, Y.

9.* Que la antitesis definitiva que constituye el producto ternario (esto es, la
perfecta y reciproca perpendicularidad que dispone los tres factores como las Lres
aristas de un cubo) no se anticipe con solo hacer la contraposicion de uno de ellos;
porque seria necesariamente alterada por la contraposicion del otro, y se caeria en
prolongacion 6 coincidencia con alguno de los ya constituidos en Ja posicion defi-
nitiva. '

3.* Que la antitesis definitiva no se refarde , sino que aparezca constilnida
precisamente al hacerse la segunda contraposicion. La primera contraposicion debe
determinar precisamente un plano en que se hallen los tres factores. Si la primera
conduce 4 una prolongacion 6 coincidencia lineal de los tres factores, la segunda
10 puede producir mds que un plano, y seria necesaria una tercera contraposicion
para dar apariencia 4 la solidez. Esta lercera contraposicion es incompatible con la
reciprocidad esencial 4 la multiplicacion ternaria, la cual no exige ni permite mds
que dos contraposiciones.

Con arreglo 4 estos principios, que 1nmedlatamente se deducen de la naturaleza
de la funcion productiva, es muy ficil demostrar los siguientes teoremas, en que
estd compendiada toda la doctrina del imaginarismo en la multiplicacion ternaria.

1.° Tres factores imaginarios que lleven diferentes signos de su imaginarismo
no pueden ser contrapuestos explicitamente, y su producto es inexpresable en el
espacio.

9.° Tres factores imaginarios, de los cuales dos solamente llevan signos iguales,
y ¢l otro tiene una posicion perpendicular respecto de ellos, no pueden determinar
producto geométrico Jor 50 contraposncmn.

3. Tres factores imaginarios de un mismo signo pueden ser contrapuestos y
determinan un producto real. Este caso e el del imaginarismo excesivo que conduce
4 la realidad.

£.° Dos factores reales y uno imaginario no pueden determinar producto re-
presentable.

5.* Dos factores imaginarios iguales y uno real no pueden dar producto real.

6. Dos factores imaginarios de afeccion contraria y uno real no pueden de-
terminar producto explicito.

7.° Dos factores imaginarios que tengan la relacion de perpendiculares y uno
real, pueden determinar vn producto real. La posicion tética es andloga 4 Ja de-
finitiva. .

Para orientarse bien en la intuicion geomélrica que exige la demosiracion de
estos teoremas , entiéndase que , supuesta la interseccion y perpendicularidad de los
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tres ejes ortogonales, el de las X representa en sus dos direcciones contrarias
factores reales con los signos + y —,

el de las Y imaginarios con los signos — ! _{;‘ = ¥ 1_})/_3 )

1=/ oy 28
9 Y

2

y el de las Z imaginarios con los signos

En esta disposicion las dos direcciones reales forman como el eje del plano
vertical en que estdn las cuatro posiciones imaginarias.

- Completada la intuicion geométrica , siempre penosa , del eschéma en que giran
estas contraposiciones tan varias, es sumamente satisfactorio hallar, como siempre
se halla, una perfectisima congruencia entre los casos de posibilidad o de imposi—
bilidad de representacion geométrica de un producto solido con el resultado real 6
imaginario de la multiplicacion de factores, con el signo que exige el enunciado de
cada teorema. Esta admirable armonia de la intuicion y del concepto, de lo sensible
y de lo intelectual , de la Geometria y del Algebra , tan manifiesta ya en las teorias
anteriores, recibe una amplitad inmensa y una comprobacion luminosa en la mul-
tiplicacion harto compleja de estos coeficientes tan derivados respecto del simbolo
primitivo y capital del imaginarismo.

No cabe duda en que cada una de estas comprobaciones seria bastante  justificar
la interpretacion conereta & cuyo desenvolvimiento se dedica este libro.

ARTICOLO 4.°

Productos ternarios implicitos.

Hasta la imposibilidad de representacion, siempre relativa & la indole de Ia
intuicion geomélrica, esta como sistematizada en esta relacion de la Geometria y del
Algebra. Algo significan geométricamente los resultados imaginarios con que esta
califica esos productos irrepresentables; y es que la représentacion ha de buscarse
en el grado inferior, que es el plano, suponiendo que el producto fueran dos superficies

7

yuxtapuestas 6 superpuestas; 4 la manera que el caso de a?\/—1 podria re-
presentar dos lineas yuxlapuestas 6 superpuestas, y @ \/—1 representaria dos

puntos yuxtapuestos 6 superpuestos (que es lo mismo). Estas representaciones menos
perfectas, como se ve, son meramente proyectivas, y habria podido notarse cudnta
relacion hay entre el imaginarismo y el hecho geométrico de la proyeccion. Digno
es tambien de consxderauon el como se retrocede en un grado en los tres casos para
poder realizar, aunque proyectivamente , el producto geométrico El imaginarismo
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establece una relacion natural y sistemdtica entre la Geometria explicita que llena
la intuicion de espacio v la implicita 6 proyectiva que se detiene en el plano.

Los elementos algebriicos de la forma « V/—1 y a*y/—1 tienen represen-
tacion explicita en su region propia, y representacion proyectiva en la region inme-
diatamente inferior: pero los que tienen la forma a ? v/—1 no podrian tener una

representacion adecuada en su region propia sino proyectiva en la superﬁcxc porque
ninguna forma imaginaria puede ser objeto de intuicion, segun su propio grado, sin
suponer el grado mmedlatamente superior, y en el caso gue nos ocupa el orden
superior, la h]persohdez no puede caer bajo la intuicion geométrica, y asi recono-
cemos nuevamente que los sélidos no pueden ser entre si mds que positivos 6 nega-
tivos respecto de un plano que los separa, y nunca perpendiculares 6 imaginarios: la
idea de perpendicalaridad es inseparable de la de direccion: en el punto Ja direccion
¢s cero, y en el solido es infinita: para que haya direccion es menester determina-
cion de un quid determinabile por una negacion 6 limite. En lalinea y en la superficie
hay esta limitacion determinante que les da dirigibilidad; Ja iinea en efecto es lon-
gitud sin latitud ni profundidad, y la superficie es longitud y latitud sin pro-
fundidad. '

Considerando los cuatro elementos como produclos ternarios podrian ser repre-
sentados por

Cero < cero < cero = Punto.
Long. >< cero >< cero = Linea.
Long. >< lat. >< cero = Superficie.
Long. >< lat. >< prof. = Solido.

ARTICULO 5.

De la multiplicacion ternsria de binfmios. Bindmios reales.

La contraposicion ternaria de binomios comprende en su producto total varias
contraposiciones parciales cuyo nimero estd dado por la teorfa de las combinaciones.
Suponiendo’ que cada binomio consta de dos elementos, que lamarémos a y b,
mayor y menor, los seis elementos de los tres binomios dan ocho productos parcia-
les, de los cuales seis estdn agrupados en los dos términos complementarios que da
la multiplicacion algebrdica, y los otros dos son los extremos : uno de ellos b* que
supondrémos ser menor, junto con los complementarios, forma el gnomon solido
andlogo al que apargce en los rectédngulos ¢ productos binarios.

Expondrémos la representacion geométrica de tres factores reales, que para
mayor sencillez supondremos iguales.
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1.° (a+b)(a+b)(a+b)=0a®+3a2b+ 3 ab2+bh3

contraposicion ternaria de a==0P en la figura 75.

tres solidos resultanies de a®><b que son MN, RS y QT.

tres solidos resultantes de @>< b2 que estdn colocados sobre FL, sobre
XN vy sobre ZT.

contraposicion ternaria de b: tiene por aristas PS, PT y PN; y cierra
el gnomon.

2° (a—b) (a—b)(a —b)=0a*—3a2b+3ab®—b>

La formacion de este producto puede comprenderse bien, suponiendo que en la
figura anterior @ representa toda la arista y b es substractiva: en tal caso,

as. ..
—3a?d..

4= Fah>s .

—b3.....

es todo el cubo OG levautado sobre OL.

indica que de esta totalidad se restan los paralelepipedos RG, MG
y QG; y adviértase que en esta substraccion van restados dos
veces cada uno de los paralelepipedos XK, ZH y PL, y tres veces el
cubo PG.

restablece por adicion los paralelepipedos oblongos anteriores, con lo
cual se reduce 4 una la doble substraccion anterior, y como esta
adicion vestitutoria comprende tres veces el cubo PG, este queda
restablecido.

indica substraccion definitiva de este mismo cubo, y con esto aparece
deficiente el cubo PG.
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La representacion definitiva de este producto es la figura que sigue.

i "
B! 1%, Th

%

i
)
H
1
i
i
{
'
1
i
{
1
|
'

FEscolio.  Adviértase la analogia que este caso guarda con el correspondiente
binario de la pagina 132.

32 (a4b)(a—b)(a—b)=0a3—ab—ab® 1>

Este casose representa del modo siguiente en la misma figura 75.

ad.... pone todo el cubo OG.
—a%h... substrae todo el paralelepipedo RG.
—ab®... substrae todo el oblongo FG, cou lo cual el cubo PG esta substraido
una vez mas.
4-b3.... pone otra vez este cubo destruyendo el efecto de esa doble substrac-

cion. De todo resulta la forma representada en la figura 77.

Escolio. Este caso puede considerarse tambien como andlogo al ultimo binario
dela pagina 132.
20
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40 (a+b)(a+b)(a—b)=0a3—ab?4-a2b—1D3.

Este producto se representa del modo siguiente en lafigura principal ¢ sea la 75,

a®. ... pone todo el cubo OG.
—ab? ... substrae el oblongo FG.
~+a?. .. anade el aplanado RG.
—b3. ... substrae de RG ei cubo PG que iba en la tésis anterior, con lo cuaj
resulta la misma figura que antes, con la diferencia de la altura del

prisma X, que aqui es superior y alli inferior 4 la altura del cubo
total 6 tético a3.

ARTICULO 6.°

Bingmios imaginarios.

La combinacion ternaria de factores, en parte reales y en parte imaginarios,

tiene una representacion estereométrica algo mas dificil. Consideremos solamente
el caso

(@b y/—1) (a—bv/—1) (6 £by/—T)==a® +-ab? £ a3b/—1 + b*\/—1

Asi en el caso del signo superior como en el.del inferior, la parte real
dard verdadera representacion solida, y la imaginaria no dard producto por falta
de contraposicion: la posicion tética de los factores en un mismo plano es la

figura 78, A: la linea llena representa los dos a—-by/—1 del signo superior;

Tig, T

y la punteada a—>by/—1. Uno de aquellos con este da las dos bases positivas
a®~-b? y el otro, levantandose en el espacio para buscar contraposicion perfecta,
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no contrapone mas que la parte real a, y la imaginaria queda coincidente con un
lado de b2 y siendo prolongacion de otro lado de a: el producto es, pues, la suma
de los dos solidos levantados sobre a2+4-b2, de la figura B, representacion geo-
métrica que coincide admirablemente con la parte real del producto algebrdico.
Escolio.  Notese la analogia de este caso con el anterior, del cual se diferencia
{inicamente en que aqui es aditivo el oblongo levantado sobre 2.

El caso de los signos inferiores es exactamente igual al anterior, con la tnica
diferencia de que la coincidencia y la prolongacion que corresponde 4 los elementos
imaginarios es de aristas y sobre aristas, adyacentes 4 las anteriores y negativas
por consiguiente respecto de ellas.

ARTICULO 7.°
Traduccion parcial de los productos imaginarios.

De notar es que mientras se hace posible 6 efectiva la contraposicion factorial,
es posible un producto explicito aunque este no pueda representarse mis que de

una manera parcial. Los productos ternarios imaginarios de la forma a® v—1 no

pueden ser desenvueltos en la intuicion de espacio, y quedan como implicitos en la
region inferior que es la superficie, proyeccion del solido. Asi como los binarios de

la forma a?y/—1 pueden quedar implicitos en la representacion de Ja linea pro-
yeccion de la superficie, y los de la forma ay/—1 pueden represeniar, no la linea

en su longitud explicita, sino el punto proyeccion de la linea como coincidencia o
yuxtaposicion puntual, que viene & ser lo mismo. '
En la siguiente sinopsis puede admirarse la armonia que hay en las tres repre-

sentaciones a\/—1, a®y/—1 y ady/—1.

—— ( referida 4 la linea dos puntos yuxtapuestos.
a \/ —1 z

representa 3

referida al plano la proyeccion de una recta normal.

R \/——1 ’ referida al plano dos rectas yuxtapuestas 6 superpuestas:
ey —1..

referida al espacio

g representa
la proyeccion de un plano normal.

referida al espacio dos planos yuxtapuestos 6 superpuestos.

a? \//—1"‘ 2 representa g
la proyeccion de.............

referida a.......

a%\/—1 1o tiene més que la representacion de dos planos coincidentes por
yuxlaposicion 0 superposicion , porque no puede referirse mds que al espacio. No
hay intuicion geométrica mas alta que la.del espacio.



ARTICULO 8.°

Productos hipers6lidos.

La contraposicion (que se necesita para determinar un producto entre cuatro
factores es tal, que cada uno de ellos ha de ser normal respecto de los otros tres,
como cada uno de estos lo es respecto de los demas.

No puede haber intuicion geométrica de la contraposicion cuaternaria explicita,
porque dada la antitesis normal de tres faclores representados por la perpendicula—
ridad de las tres aristas de un cubo ¢ paralelepipedo , el cuarto factor no puede ser
normal 4 ninguno de ellos sin yuxtaponerse 6 superponerse & alguno de los otros
que ya le es normal. No hay intuicion geométrica de mayor nimero de dimen-
siones (ue de tres.

Obsérvese que los nameros 1, 2 y 3, que indican respectivamente las dimen-
siones del elemento lineal , del superficial y del solido, son niimeros primos, y que
el 4, indice de un elemento hipersélido, es el primero de los mimeros compuestos.

De todos modos las multiplicaciones cuaternarias, lo mismo que las ulteriores, no
tienen mds realizacion que la que da la Aritmética. Esta es la que continua de un
modo indefinido su progreso productivo; esta es la que por una indefinida y obscura
numerabilidad de la sucesion en el tiempo, puede de una manera mas mecdnica
que intuitiva realizar esas contraposiciones, en las que ni la idea de normalidad, ni
atin la de varia inclinacion, puede ser aplicable. En estas regiones superiores, donde
la Aritmética ejercita su poder sintético y combinatorio, no puede tener lugar aquel
notable dicho de Pascal de que: losnimeros imitan el espacio aunque son de naturaleza
tan diferente. ‘

ARTICULO 9.

Tres dimensiones del espacio.

Cualquiera que sea el concepto que formemos del espacio, bien le consideremos
como cosa en si, hien como relacion de las cosas corpéreas, bien como forma de la
nataraleza, 6 bien como forma subjetiva, condicion necesaria para percibir las cosas
como exteriores & nosotros y exteriores unas 4 otras; el hecho es, que no podemos,
por més que en ello nos esforcemos, ver en él otra cosa que tres dimensiones 6 tres
coordenaciones tipicas, 4 las cuales son referibles las infinitas direcciones internas
de que puede ser origen cualquiera de los puntos determinables en su interior. Vemos
4 la Aritmética avanzar indefinidamente en la série de sus combinaciones factoriales,
y al Algebra formular con igual indefinicion las leyes de esta combinacion producti-
va, sin que haya un limite 6 puntodel progreso serial en que aparezca la mas ligera
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sombra de imposibilidad intuitiva 6 conceptual; y cuando se trata de someter & com-
binacion factorial las magnitudes lineales, el progreso combinalorio se detiene
de repente en la disposicion lernaria de las dimensiones, como llegando & un
maximum de plenitud que entonces tiene la intuicion posible en los limites internos
del espacio. El espacio inmensurable ¢ infinito en cualquiera de estas direcciones
tipicas que en ¢l son determinables, es limitado respecto de la distincion y numero de
eslas direcciones, sin que el mayor esfuerzo de la imaginacion, tan poderosa para
extender sin término y para aclarar la intuicion geométrica en todas y cada una de

las tres direcciones, sea parte para descubrir ni siquiera idealmente, un nuevo rumbo
o direccion que caiga bajo alguna de ellas como delerminacion propia. La imagi-

nacion humana se encierra tambien en los limites insalvables del espacio.

Menester es convenir en que esta limitacion intuitiva, en cuyo seno se desen-
vuelve toda determinabilidad geométrica, es consecuencia necesaria de nuestra
constitucion sensible, en la que no tiene poca parle nuestra conslitucion orgdnica:
sentimos asi, y asi percibimos, porque tenemos fanfos y fales sentidos, porque 4 la
manera que si de nuestra actual constitucion sensorial pudiésemos eliminar la in-
tervencion del sentido del tacto, que parece completar la particular exlension de los
cuerpos en lres dimensiones, quedarian todos Jos objetos como proyectados en un
plano, porque proyectiva es, y exclusivamente superficial, la Geomelria de la vista;
de igual modo es concebible que una riqueza sensorial mayor que la humana am-
pliarfa en nuevos érdenes de direcciones fundamentales esa intuicion inmanente y
pura del espacio, que es en nosotros el unico campo, y como la forma tinica, en que
nos pueden ser dados los objetos como extensos, como divisibles, como impenetra-
bles, en fin, como cuerpos.

La Geometrfa encerrada en la intuicion de espacio no es absoluta, sino en
cunanto es absoluta nuestra constitucion sensible, porque las cosas no son extensas
en mds 6 menos dimensiones en si mismas, ¢ independientemente de nuestra forma
de intuicion, sino cuando son puestas en relacion con nuestra capacidad 6 recepti-
vidad sensorial, la cual, mientras sea la que es nuestra constitucion humana, limita
la intuicion del espacio, en el cual todo se da y se recibe con tres dimensiones
fundamentales.

Tal es la naturaleza del espacio, segun el concepto transcendental que de él po-
demos formar para una razonable y eritica explicacion del conocimiento sensible.
Las teorias del imaginarismo en el concepto relativo de la reciprocidad, presentan
la contraposicion 6 perpendicularidad de los factores como la ley de su multiplica-
cion; y en cumplimiento de esta ley, todos los productos geométricos realizados por
sucesiva combinacion factorial, llegan 4 completar la plenitud de dimensiones del
espacio, deteniéndose en el mismo limite @ que aquel reduce la distincion y nu-
mero de sus direcciones fundamentales. La doctrina de la contraposicion adquiere
un legitimo valor cientifico por su conformidad con la doctrina transcendental del
espacio, y la teoria del imaginarismo recibe tambien el caricter de evidencia y
transcendentalidad que es propio de aquella doctrina tan radical y tan profunda.
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ARTICULO 10.

Restumen de este libro.

La idea de dngulo 6 relacion externa de los elementos geométricos descuella en
todo este libro como ley general de la expresion geométrica de la contraposicion
que ha de establecerse entre estos elementos cuando se consideran como factores:
multiplicar en Geometria no es sino constituir en #ngulo los elementos multi—
plicados.

Cuando los factores son dados en alguna de las cuatro posiciones absolutas,
dos reales y dos imaginarias, en que se resuelve la categoria de la cualidad nu-
mérica 0 extensiva, el dngulo eficiente del producto ha de ser absoluto, invariable
Y tipico, como lo son en su género aquellas posiciones. El dngulo ha de ser recto, y
como tal expresar la mas perfecta contraposicion y antitesis entre factores absolutos.
La multiplicacion geométrica se realiza por la constitucion en dngulos rectos de los
factores.



LIBRO  GUARTC.

DE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS EN EL ALGORITMO DE LA GRADUACION.

CAPITULO 1.
GRADUACION ALGEBRAICA.

ARTICULO 1.°

De la naturaleza de la graduacion.

Para formar ideas exactas acerca de lo que debe entenderse por potencia de un
niimero , detengdmonos en notar la impropiedad con que se la define diciendo que
es el producto que resulta de multiplicar un nimero por si mismo cierto nimero de
veces . porque , fuera de que en esta definicion no se incluye la potencia primera
de todo niimero, no comprendo cémo un nimero puede multiplicarse por si mismo
varias veces sin perder su identidad en la primera multiplicacion, y sin modificarse
4 cada acto multiplicativo. Lo que verdaderamente sucede, es que el nimero (raiz)
no se multiplica por si mismo mas que en el acto primero, 6 la vez primera ; no
siendo ¢él, sino alguno de sus multiplos, lo que en los actos sucesivos entra en
combinacion con la, raiz primitiva , 6 consigo mismo.

Verdaderamente.. esto es lo que quieren decir, aunque con grande inexactitud,
los que emplean esa definicion de la potencia.
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Pero la principal y mas transcendental equivocacion que hay en esta materia,
consiste en considerar la elevacion & potencias como un caso particular de la mul-
liplicacion , es d saber, el caso en que los factores son iguales cuantitativa y cua-
litativamente. Cierto es, que multiplicando se ejecuta, se realiza aritméticamente la
potencia , asi como sumando se practica un producto; pero @ la manera que la
multiplicacion como algoritmo propio, 6 relacion especial de los niimeros genera-
dores de un producto, no puede confundirse con la simple yuxtaposicion sumatoria,
del mismo modo debe distinguirse esencialmente la graduacion de la multiplicacion,
Yo insisto en declarar & la multiplicacion como caso particular de la elevacion 4
potencias (el caso de una potencialidad reciproca referida 4 dos 6 mds bases ) con
mds razon que la elevacion 4 potencias como caso particular de la multiplicacion.

La graduacion es un algoritmo especial, y aunque su realizacion préctica sea
consumada por uno 6 mds actos multiplicativos (que en realidad se resuelven en
aclos sumatorios , esto es, en la sintesis general que domina en la Aritmética), su
relacion tedrica 6 algebrdica envuelve especiales conceptos intelectuales muy diversos
de los que figuran en la multiplicacion.

Desde luego la graduacion excluye la reciprocidad ; porque, bien mirado, no
hay en ella mds que una base que es desenvuelta, un nimero que es conducido 4
dar de si y por si mismo cuanfo puede (potencia) por una evolucion que es sucesiva
6 gradual hasta tomar respecto de su punto de partida ( hase 6 raiz) la posicion ¢
tésis determinada por otro nimero ordinal (exponente).

ARTICULO 2.°

Conceptos que se aplican en la graduacion.

El exponente que determina la evolucion representa Ja nocion de causa: la
potencia 4 que llega la evolucion representa la nocion de efecto, y la base 6 raiz es
el sujeto que recibe el influjo de la causa, y sin el cual fuera imposible la evolucion.
No es muy exacta la idea que generalmente se tiene del exponente, cuando se le
considera como un mero indice , 'y como permaneciendo extrafio al desarrollo, sin
mas oficio que el de sefialar el grado que ha de tener este. La naturaleza del
exponente influye en la de la evolucion de un modo mis inmediato y hasta
més perceptible que la de la raiz: él es un nimero determinante de la potencia,
conservando al propio tiempo una independencia tal que nunca puede ser de-
terminado gradualmente por la: potencia y por la raiz. El estudio profundo de la
generacion infinitesimal de las potencias demuestra que estas pueden ser dadas
siempre por funciones del exponente y no de la raiz. La raiz es como el gérmen 6
la materia de la evolucion, la que recibe el influjo causal del exponente, cuyo
influjo determina el efecto, que es la potencia.

La base evoluble es, por lo tanto, una por esencia, y respecto de ella es imposible
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toda dualidad, toda antitesis , toda reciprocidad y toda contraposicion. No solo es
ina la base ¢ raiz, sino que todas sus polencias son de la misma especie que ella
Las potencias de una linea son siempre lineas. Una superficie no es potencia de una
linea sino producto de dos lineas , porque la superficie no puede resultar sino de
contraposicion limilativa de dos bases, & las cuales es referida simultdneamente
como determinacion de su limitacion reciproca. El cuadrado de una linea no es su
sogunda potencia, ni el eubo su tercera. En la segunda potencia de una base lineal,
la linea verdaderamente no se multiplica por si misma, sino que se desenvuelve, se -
extiende sequn su longitud, Hegando & hacerse tantas veces mayor (longitudinalmente)
que la base, cuantas esta lo es respecto de la unidad. Una cosa andloga sucede en
la tercera y demds potencias de una linea. En la determinacion aritmética de esla
longitud potencial es verdad que procedemos multiplicando; pero entonces no
operamos sino sobre el valor aritmético de Ja raiz, euyo multiplo potencial dehe
obtenerse por la multiplicacton.

Tanta diferencia ha de ponerse entre e] algoritmo de la graduacion y el de la
produccion, como el que hay entre este y el de la suma, siempre que estos algo-
ritmos se consideren segun tiene que considerarlos el Algebra, como expresiones de
funciones intelectuales esencialmente diferentes, esto es, siempre que los algoriimos
no sean meras operaciones arilméticas, sino relaciones superiores y fundamentales
entre nimeros generadores de otro numero. En la Aritmética hay que admitir, sin
duda , una operacion fundamental y tinica que transciende 4 todas las otras opera-
ciones, y las penetra y las liga en un sistema en que cada una de ellas es como
Jerivacion ¢ caso particular de la anterior. Esta operacion fundamental es una
sintesis primitiva é intuitiva, sin Ja cual no hay fenémeno ni intuicion empirica:
osa sintesis en su estado primitivo es la sumg de unidades que engendran los
nimeros : la sintesis de sintesis iguales anteriormente hechas es la multiplicacion, y
la sintesis de sintesis de sintesis anteriores , es la elevacion @ potencias. La Aritmética
en sus procedimientos no aspira mas que 4 representar los resultados intuitivos de
esa sintesis universal en sus varias formas, y puede en rigor reducir todas las
demds operaciones prdcticas 4 la sintesis sumatoria. Pero el Algebra, que no atiende
més que al concepto de relacion de ku cantidad y cualidad de todo nimero 6 ex-
tension, ha de copiar en las relaciones algoritmicas los especiales ¢ irreducibles |
conceplos que ¢l entendimiento aplica en la relacion de lodas las cosas, y no puede
confundir la generacion por sintesis con la generacion por antitesis, i con la gene-
racion por tésis. _

Los casos particulares (suma de sumandos iguales para la adicion y producto
de factores iguales para la multiplicacion) son como vestigios de la intuicion numé-
rica que todavia quedan en el Algebra, la cual no ha podido, ni en mi juicio podrd,
elevarse plenamente § la region conceptual del entendimiento, porque elevacion
tan exagerada cortaria toda comunicabilidad, y por consiguiente toda deduccion 6
aplicabilidad legitima de los coneeptos @ la region intuitiva pura del namero, 6 i la
intaicion del tiempo, objeto de la Aritmética, y 4 la extension 6‘intuioion de espacio,

objeto-de la (Geometria.
21
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Entendida asi la naturaleza puramente conceptual del algoritmo de la gradua-
cion, se ve una admirable congruencia entre la Logica |y los hechos matemiticos
mas vulgares. Los juicios hipotéticos de donde se despl endc la categoria de causa-

lidad que domina én la graduacion, consideran 4 la hipotesis 6 LOI]dlClOﬂ como.

causa logica' (antecedente) de la tésis 6 condicionado (consiguiente) que es el efecto;
y tal es la relacion entre el antecedente y el consiguiente, establecida por estos
jicios. que el consiguiente depende-del antecedente, y este es independiente de
aquel- El exponente, pues, que es indeterminable en el algoritmo de la graduacion
por la potencia y por la raiz, y se concibe como independiente de una y otra, es la
verdadera causa de la evolucion potencial; Ja potencia. siempre determinada por

la cantidad y cualidad del exponente (dada una base numérica) es el efecto dela

evolucion; y la base 6 raiz es el punto de partida, y como la materia 6 sujeto de la
evolucion misma. Sin ella no puede concebirse evolucion, como es inconcebible el
efecto de una causa sin que la influencia de esta recaiga sobre algo.

ARTICULO 8.

* Graduacion cuantitativa.

La raiz como nimero 6 como dimension , y en general como cantidad, ha de
guardar una relacion numérica con la unidad, cuya relacion es la verdadera medida
de la evolucion; ademds su afeccion 6 cualidad primitiva ha de- estar referida de
alguna manera & la afeccion positiva y absoluta de Ja unidad. La evolucion; pues;
ha de participar del doble cardcter cuantitativo y cualitativo que es propio de la
raiz; pudiendo estos dos conceplos aparecer alfruna vez de una manera fan indepen-
diente como lo son entre si el médulo y el argumento de toda cantidad.

Cuando la raiz 6 base es la nnidad misma , como no hay grado entre ella y la
unidad, ninguna potencia puede dar grado diverso de la unidad. Todas las potencias
de 1 son 1. La unidad elevada @ cualquier potencia-es 1. La unidad es una base
verdaderamente inevoluble bajo el coreepto de cantidad.

‘Si la unidad es positiva, todas sus polencias son la unidad positiva. La unidad

positiva es base inevoluble cuantitativa y cualitativamente , estd es, como médulo’

v COIHO ar;umemo : .
Cuando la raiz es un nimero entero, se refiere 4 la unidad como wn verdadero

miltiplo que la contiene un cierto mimero de veces como potencia primera. Luego

el grado segundo ¢ potencia segunda ha de contener 4 la raiz cuantas veces csta

contiene @ la unidad, y por eso ha de multiplicarse la raiz  por si- misma para-

realizar la segunda pofencia: todos los grados 6 potencias ulteriores se’ determinan

por mitltiplos de la vaiz que ‘se van conteniendo’ unos 4 ofros en la ‘misma razon

que la-raiz contiene d-la unidad ; y en esto se funda la multiplicacion sucesiva con

}

¥
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que se van realizando. La, potencia de un nimero enlero es siempre nimero entero,
mayor que la raiz y miltiplo de ella.

Cuando la raiz es un nimero fraccionario, estd referida & la unidad cono un
submiltiplo , y léjos de contenerla , estd contenida en ella. Las potencias ulteriores
se idn conteniendo en las anteriores con la misma razon y por el mismo titulo que
laraiz en la umdad ¢ iran siendo cada una un submiltiplo de la anterior. La
potencia de un niimero fraccionario es siempre un namero fraccionario menor “que

. la raiz 'y submiiltiplo de ella.

" Bajo el concepto de cantidad , estas tres formas de Ja raiz constituyen una $éric

7 de-evolucion infinita, cuyo centro inevoluble es la unidad.

&e. ... _L,_l_,i,'_i_ A e, e, ab, ab . &l
o , i

5w @l

Esta es la evolucion cuantitativa de las raices bajo el influjo de un exponente

entero y real.

Cuando el exponente, verdadera causa de la evolucion, es nulo, no hay
evolucion numérica y no se sale de la unidad: luego cualquiera que sea la raiz a

“elevada @ cero dard como potencla la unidad. Esa raiz, cualquiera que ella sea,

Llene que vevertirse 4 la fuente originaria de todo nimero. Asi, tendremos

=1

Si el exponente es la unidad, se considera la raiz en su primer grado de
evolueion, esto es, tal como ella es en si misma, en su relacion primitiva con la

" unidad. Toda cantidad es primera potencia de si misma.

A (I,J:a,’

~ El exponente fraccionario, como subordinado 4 la unidad, imprime & las potencias
este mismo cardcter respecto de la raiz, y hace que se refieran d ella de una manera
regresiva, convirtiéndolas en raices de ella, considerada por esto misnio como
potencia. La potencia fraccionaria de una cantidad es verdadera raiz de esta cantidad.
La graduacion no se constituye entonces por-evolucion sino por involucion.

1 |
=

Si la raiz estd sometida & una ley de evolucion negativa, se nos da 4 entender

- que ella no es un miltiplo sino-lo ‘contrario, un submiltiplo de la unidad, 'y que
 todas las evoluciones ‘ulteriores han' de tener la misma razon inversa respccto de

la umdad Luego se verlﬁcara que

orleaa § 4, Lo 1 - b RPN S 1 —m m- X
4. ===y por igual causa ey W

a
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ARTICULO &.°
Graduacion cualitativa.

Ocupémonos ahora de la cualidad de las raices, y de la correspondiente & las
polencias y viceversa; y verémos como en esta interesante y transcendental inves-
tigacion se encuentra el fundamento de la teoria elemental de las cantidades ima-
ginarias.

Y en primer lugar determinemos el signo de las potencias por el de las raices.

Supongamos que la cualidad ¢ afeccion posiliva asi en el mimero como en la
extension estd referida 4 un punto de origen que serd el punto O de la figura 79, A.

Tig, T

|
=2
o
S

Si @ es la raiz positiva; todas las potencias de « -estardn determinadas en la
misma direccion, y nada tiene de absurdo el suponer que fodas las potencias de una
raiz positiva son positivas ; suposicion arbitraria, si se quiere, pero necesaria de este
G otro modo para la determinacion de los signos en la totalidad del sistema. La
direccion positiva ha de establecerse como punto de partida para las demas direc-
ciones y como eje de referencia de todas ellas.

Esto supuesto: veamos qué manera de evelucion tendrd una raiz negativa que
ha de contarse desde O hasta —a en la figura B.

Como esta raiz estd diametralmente opuesta 4 la direccion primitiva 6 cardinal
y la potencia inmediata ha de ser respecto de la raiz lo que esta es respecto de
la direccion primitiva de la unidad , siguese que la segunda potencia de una raiz
negativa debe coincidir con la direccion positiva, esto es, que asi como la raiz —a
ha tenido que suponerse apartada de @ por todo el dmbito semicircular superiors
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tiene ahora en su potencia segunda que ‘continuar su movimiento giratorio, y volver
4 tomar la direccion positiva Oa; de manera que (—a)*=a?.

Si continuando la evolucion de la misma raiz nos elevamos 4 otro grado, y
conslituimos la tercera potencia, volverémos & la direccion negativa de la raiz,
y tendremos (—a)3 =—a?.

La cuarta potencia se constituiria por una semievolucion mds, gue nos lleva-
ria 4 la direceion primitiva Oa, reproduciéndose el mismo signo que en la segunda:
luego (—a)*=at

Y asi: todas las potencias pares de raiz negativadan - y todas las mpares dan —.

2n L An4-1 -1
(—o ' =+a" y (=) =0T

Regla de los signos que no es privativa de la extension lineal, sino que es
tambien aplicable 4 los nitmeros; porque en ellos se conciben igualmente como dos
direcciones respecto de cero que es el centro de toda evolucion cualitativa.

Asi queda explicada la cualidad de las potencias por la cualidad de las raices,
con la mera aplicacion de la teoria potencial evolutiva & los dos casos que considera
el Algebra ordinaria, 4 saber, raiz positiva y raiz negativa. ’

Cambiemos ahora de rumbo y procedamos de la potencia & la raiz, buscando la
base correspondiente & una tésis evolutiva bajo una hipdlesis 6 exponente deter-
minado. '

La determinacion cuantitativa de una raiz depende de la potencia desenvuelta y
del grado de la supuesta evolucion. Cuando la tésis no es, como suele decirse, una
potencia perfecta, la raiz es inefable 6 inexpresable aritméticamente, es lo que se lla-
ma un namero sordo, inconmensurable con la unidad , y por lo tanto irracional. Se
concibe en efecto, que cualquier niimero no es apto para determinar una raiz de un
cierto grado por un retroceso involutivo hicia la unidad. Por lo mismo que todos
los nitmeros 1o son potencias, no es dable fijar & todos una raiz. Pero la irracionali-
dad cuantitativa de que voy hablando, nada tiene que ver con la teoria de la evo-
lucion cualitativa, ni ejerce influencia alguna en la consideracion algoritmica de las
relaciones concehidas por el Algebra. El imaginarismo es, cuando més, una irracio-
nalidad puramente cualitativa. Veamos estos casos de involucion.

1.° S8ila potencia es positiva, y el grado de involucion es impar, el signo
de la raiz debe ser positivo, porque esta raiz se ha de hallar en la misma direccion
en que estd desenvuelta la potencia, y entre esta y la unidad, referida 4 esta uni—
dad con arreglo al valor cuantitativo de la potencia, y al grado de la evolucion su-
puesta. Asi tendremos

1/ Qugl/
“ \/ﬂ, — \/a.

2. Si la potencia es positiva y el exponente par, la raiz puede y debe llevar
dos determinaciones cualitativas, puesto que esa potencia ha podido nacer de una
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raiz positiva que en todos los grados da tésis positiva, o de una raiz negaliva que
da tésis positiva en los grados pares. Asi:

S

El signo == con que suele expresarse esta doble determinacion, impropiamente
llamado signo de ambigiiedad , debiera en mi juicio llamarse signo de conjugacion,
porque realmente aqui la raiz se duplica, ¢ mejor dicho, se determinan dos raices
que son conjugadas: pero adviériase que eslas dos raices no son simultdneas ni
cofactores de la potencia, sino sucesivas y alternalivas, eslo es, que cualquiera de
ellas, desenvuelta segun el grado involutivo que sirvi6 para su determinacion, daria
lapotencia con su cualidad propia.

3.% Si la potencia es negativa y el grado impar, la raiz no puede tener el signo
positivo, porque las raices positivas dan potencias positivas en todos los grados.

4" ;Cudl serd la raiz que tenga por inmediata tésis ¢ por segunda potencia la
direccion negativa —1? 0, lo que es lo mismo, ;cémo deberd interpretarse la forma

lipica \/—17

La solucion de esta cuestion envuelve el fundamento de toda la teoria 4 cuya
exposicion se consagra esta obra. Hasta aqui he supuesto la posibilidad y la exis-
tencia de cantidades indirectas 6 imaginarias como resultado necesario de la aplica-
cion del concepto intelectual de limitacion, tan propio de la categoria de cualidad
como el de afirmacion, que da origen & las cantidades positivas, y el de negacion

del que nacen las negativas. El simbolo \/—1 no ha sido mds que un signo de

cualidad cuya historia estaba aplazada, y este plazo es llegado como uno de los
casos comunes de la involucion 6 extraccion de raices, esto es, el caso especial de
raiz segunda de una cantidad negativa. La interpretacion de este caso es llana
ahora que son conocidos todos los desarrollos que la preceden.

Si la potencia segunda, que suponemos sea —1, en la figura 80, ha de distar de
la raiz tanto como esta dista de la unidad positiva, claro es que la raiz debe tener
una direceion tal, que con solo repetir su distancia de la unidad positiva, coincida
con la negativa; luego debe tener una posicion que tanto la aleje de -1 como de
— 1; pero esta posicion en su representacion geométrica no puede ser mis que Ja

perpendicular, Juego el simbolo \/—1 es un signo de perpendicularidad, y més

generalmente de neutralidad entre lo positivo y lo negativo, de indireccion simul-
tinea respecto de la direccion real que dan aquellas dos direcciones internas de la
recta; un signo de indiferencia cualitativa en que se neutralizan las dos afecciones
cardinales, la_que afirma y la que niega, un signo, en fin, de mera limitacion porque
se halla en el limite 6 confin de las dos regiones positiva y negativa, y la linea que
lleva esta afeccion neutra, limita realmente y separa las superficies negativas de las
positivas.
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Todo lo que llevo expuesto hasta aqui de la teoria transcendental, ha tenido por
objeto poner en armonia la esencia del Algebra con la verdad de esta interpretacion
geométrica, y llegar 4 obtener la verdadera significacion de este simbolo singular
dado por el Algebra misma & impulso de la rigorosa consecuencia de sus elucubra-
ciones. Ahora nos vemos obligados & aceptar la aparicion de este simbolo, de este
signo de cualidad, omitido por.los primeros inventores de la ciencia y concebido y
dado 4 luz por la ciencia sola, porque ella es tal que se completa 4 si misma, y se
redondea y se reproduce por su propia vitalidad orginica, que es la propia fuerza_
creadora del entendimiento.
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5. Sila potencia es una imaginaria pura V/—1, la raiz, cualquiera que sea
su grado, es imaginaria: porque, representando esta potencia una direccion normal,
cualquiera de sus raices ha de hallarse dirigida oblicuamente y comprendida entre
la potencia perpendicular y la direccion que sirve de eje. La inclinacion de la po-
tencia imaginaria con el eje diametral, puede y debe concebirse como compuesta
de tantas inclinaciones parcialss como hay grados, y contando una de estas desde
el eje hicia la potencia, ella serd la inclinacion de la raiz: ¥ como esta serd siempre
oblicua al eje, siguese que siempre serd imaginaria.

Pero adviértase que este imaginarismo derivado y como secundario, cuya re-
presentacion geométrica es la oblicuidad, es de muy diversos géneros segun el grado
de oblicuidad de la potencia y de la raiz; pero de todos modos, nunca podrén estas
raices caer en ninguna de las posiciones reales, porque por-mucho que se divida la
indireceion de la imaginaria normal 1 oblicua que hace de potencia, nunca puede
llegar & ser nula la.inclinacion de la raiz por pequefia que sea.

[stas nuevas formas de imaginarismo doble, triple, &c., por el doble, triple, &,
signo radical que envuelven, tienen un lugar tan preferente en la teoria potencial

como las expresiones binomias de la forma a d=by/—1 en la suma y pro-

duceion. Realmente son las mismas imaginarias con forma radical.
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Ahora me limitaré & presentar la siguiente sinopsis comprensiva de los cinco
casos que he examinado. ’

grado impar es... positiva...... 3
s B
. .
/Positiva . . . E5
( positiva. ..... 8
grado par. ...... 8
negativa-. .... G
pegaliva. . .... g5y Raiz.
PoTENcIA grado impar..... £
. imaginaria. .. = »
Negaliva.. . 8 r:
grado par.... ... imaginaria.. . . s 3
tEihey
12
=2
Imaginaria.. todos los grados.. imaginaria.. ... = i
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CAPITULO 1I.

TEORIA ALGEBRAICA DE LA GRADUACION DE LS IMAGINARIIS.

ARTICULO 1.°

Producto aparente de +\/—1 por + /—1

A las intuiciones geométricas propias del algoritmo de la graduacion corresponde
el Algebra con toda la prodigiosa fecundidad de sus formulas y de sus teorfas. Tal
es y tan perfecta la congruencia, que no parece sino que la teoria algebrdica se ha
hecho paso para recibir la interpretacion geométrica del imaginarismo, y nutrirse
por ella de un sentido de que ahora carece, y adquirir una claridad que no tendrd

nunca mientras el elemento \/—1 sea considerado como un simholo enigmitico

lieno de misterios y contradicciones.

Sometidas las expresiones imaginarias @ los desarrollos propios del binémio
de Newton, adquieren , si cabe, mayor amplitud y generalidad las interpretaciones
geomélricas, al paso que esta teoria del binémio, tan profundamente algebrdica, tan
eminentemente transcendental en sus infinitas aplicaciones, tan encarnada en todas
las concepciones del 6rden y de la combinacion, que casi resume el Algebra entera,
viene & confirmar la significacion propia de estos simbolos tan infundadamente
calificados de imposibles 6 de absurdos.

Antes de proceder & la evolucion ¢ involucion de una imaginaria pura, cuya

forma tipica es \/—1, debo considerar el caso mas elemental de una aparente

multiplicacion & que. frecuentemente conduce el calculo algebrdico. Doy mucha

importancia al desvanecimiento de esta apariencia.
22
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El producto de +/—1 por + \/ji 0 de \/—1 por v/ —1 (suelen

decir) es siempre — 1, derogando el preceplo general de la multiplicacion de
radicales, en virtud del cual

(VD)= (VA =/—1) < (—DH=V+H1=%1.

Pero esta derovacion, que vo considero legitima en cuanto al resultado, acredita
S q 3

4 su vez que la expresion grifica (= v/ —1) 5< (== y/—1) no es un genuino

producto, y que su verdadera escritura en todos los casos debe ser (V—1), la

cual conduce legitimamente, y sin derogacion ninguna, 4 la potencia segunda —1.

Porque no siendo el signo /—1 expresion de cantidad , sino de cualidad

de diveceion , la forma ( &= \/—1)>< (% v/—1) supone una dualidad incom-

patible eon la idea de direccion, la cual es idéntica 4 si misma y siempre una,
mientras se exprese con un mismo signo, sin poder distinguirse en factores iguales
para verificar entre ellos unma contraposicion como la que se intenta por aquella
multiplicacion. Esta identidad y unidad de base, que tan esencial es en el caso
presente, conduce por neeesidad 4 un procedimiento evolutivo que no puede ser
realizado, siguiera aritméticamente, por una contraposicion 6 antitesis factorial.
fiste es el verdadero y el mds puro ejemplo de potencia irrealizable por produclo;
este ¢s el caso en que mas patente es la distancia y original diferencia de ambos
algoritmos. Como nada hay de cuantitativo en que pueda determinarse una distincion
y reciprocidad de factores , la multiplicacion es imposible; y como nada es mas
propio de las direcciones que su cambio continuo por una evolucion giratoria, el
algoritmo que aqui puede tener lugar es el de la graduacion.

Cuando multiplicamos @ \/—1 por a v/—1, el elemento cuantitativo @ se
contrapone 4 ofro distinfo aunque igual @ produciendo una superficie; pero esta
multiplicacion va necesariamente acompafiada de un acto de potencialidad, del

simbolo y/—1 que por su evolucion da el signo — como cualidad de la su-
perficie producto : Ja multiplicacion recae sobre ¢l modulo a y la evolucion sobre

el argumento \/—1, y no vemos en este ejemplo mas que el empleo simul-
taneo de dos algoritmos esencialmente distintos. Por lo demds, tan cierto es que
la graduacion se distingue de la produccion, que los matemdticos, atn sin pensar
en ello, rechazan la idea de producto cuando declaran absurdo el resultado == 1,
y no ven en esle caso singular més que una evolucion potencial.

Iiste razonamiento deja sin validez la especie de excusa en que fundan general-
mente los algebristas la preferencia que dan al resultado —1 sobre el ==1. Ellos
dicen : «cie como se conocen los factores —1 y —1 que dan origen d la potencia
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~+1 que esta bajo el radical, no hay lugar d la combinacion que se expresa por el
signo &, y el producto de los radicales serd —1, sin que por eso se derogue la
regla general de la multiplicacion de radicales» ; como si la mayor 6 menor gene-
ralidad de las reglas, y la interpretacion legitima de los vesultados algebrdicos
pudiese depender nunca de ese hecho tan accidental y tan extraiio de que sea 6 no
sea conocida una circunstancia de los elementos del clculo, cuando esta circuns-
tancia es de tal naturaleza que no influye en aquella generalidad ni en aquella
interpretacion. El producto 1, caso de serlo, no seria ambiguo sino doble 6
conjugado. La ambigiiedad es un estado- intelectual, incompatible con la fatal
exactitud de las expeculaciones algebrdicas. Todo resultado legitimo ha de tener una
traduccion regular, verdadera y necesaria en el campo de la ciencia pura, por mds
que en su aphcacxon empirica no siempre cuadre con el sentido concreto de la
cuestion que se resuelve. Ante el rigor invencible del Algebra deben ceder las
formas no siempre analogicas del lenguaje en que se proponen las cuestiones
concretas. No siendo asi, nunca tiene derecho ni razon el Algebra para declarar,

como declara, algunas de ellas imposibles ¢ absurdas. Si, pues, el resultado V1

6 =1 procede de una multiplicacion algebrdica, en que nada concreto hay que
limite la generalidad de su ley, el resultado es legitimo bajo ambos signos -+ y —
sin ambigiiedad ni duda. Luego si esle signo == es desechado, como incompatible con
toda la teoria ordinaria de las cantidades imaginarias, desecharse debe tambien la
supuesta multiplicacion de donde legitimamente naceria, y considerarse la expresion

V/—1 >< \/—1 =—1 como una potencia que no puede ser producto; una po-

tencia segunda (/—1)* que neutraliza el efecto de una raiz segunda y deja con

su propio signo la cantidad subradical.

ARTICULO 2.

Evolucion de las imaginarias puras.

Con la interpretacion verdadera del aparente producto \/—1 >< /—1 = —
tiene ¢l Algebra expedito el camino para la evolucion de las imaginarias puras de
la forma v/ ot y la explicacion de su periodismo y de su simetria.

1.° La série de potencias de /—1 estd sujeta & un periodismo cuaternario,

cuya ley es visible en el siguiente cuadro:
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Siempre se hallardn los cuatro resultados sucesivos,

R Ve R oy T s

correspondientes & las cuatro tésis fundamentales, en que se va constituyendo un
radio que gira 6 que recibe una evolucion circular, como hemos visto en la figu-

ra §0.

La demostracion algebrdica de este hecho notable es la traduccion fiel de la

representacion geométrica.

~Para dar esa demostracion basta considerar que todo nimero mayor que 3 y

designado por m, puede ser representado por la siguiente igualdad
m=A4n-+p

siendo n el cociente, y p el residuo de la division por 4.
En virtud de esta suposicion , tendremos que

An+p

(V—1)"=(v=1)

pero siempre se verifica

(V=D)"""=(V/=1)" < (V=1)"

:—1

< (V—1)

luego es evidente la igualdad

W=Tr =Sy

'=(v—1)]




173
y como p no puede ser mas que 0,1,2 y 3, todas las potencias de V—I1
estardn comprendidas en las cuatro capitales

(v=1)", (V=)' (V=1)"y (V=1)*
que nos dan las cuatro formas irreducibles
1,y/—1,—1y —/—1.

En el desarrollo de esté cileulo ha podido notarse que  (cociente de la division
de m por 4) representa giros totales que constituyen una 6 muchas circunferen-
cias, y que por consiguiente no aparecen como resultados explicitos diferentes de
—+1; y que p (residuo de la misma division) representa el primero, segundo,
tercero ¢ cuarto cuadrante de toda la evolucion circular. Cuando p es cero, no hay
residuo, y la evolucion se detiene exactamente en la- direccion ~+1 despues de
haber recorrido una 6 muchas circunferencias enteras, tantas como unidades tiene
el cociente n.

Del periodismo de las potencias de \/—1 se infiere un modo facil de deter-

minar una cualquiera de ellas: para esto no hay més que dividir su exponente
por & y dar 4 la potencia la forma correspondiente al residuo, que no podrd ser
sino 0,1, 26 3. Asi:

(V=) = (V=) == =—v—1.

2 Cuando el simbolo v/ —1 que ha servido de base al desarrollo potencial
se toma con signo negativo, esto es, cuando la base tiene respecto de la unidad
positiva la distancia de tres cuadrantes, todas las tésis 6 potencias sucesivas se
constituirdn recorriendo este mismo arco, ¢ irdn apareciendo en el mismo orden
que si recorriesen un solo cuadrante, pero en sentido inverso al anterior: las

formas, pues, de la potencias, serdn las mismas que las de la base v—1, pero

aparecerdn en érden inverso. Esta sucesion, enteramente inversa de la anterior,
podria inferirse de eila con solo tomar sus términos de tres en tres, puesto que 3

son los cuadrantes 6 unidades graduales que la raiz —y/—1 recorre al conslituir

cada potencia.
El cilculo algebrdico da un desarrollo potencial que reune estas circunstancias.
Asi, si el grado es_m, tendremos:

(— )" =(= V)" = (Y1) U (V1)
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y como el primer factor es lo mismo que

(1) sV =) "=(—1)" < ()" = (+ 1)< () =+ 1,

tendremos ficilmente
(—V—1)"=+1 < (—/=1)" =(—/=1)"

Esto es, que las potencias de —y/—1 son periédicas como las de \/—1,
bastando, para determinarlas todas, conocer las cuatro primeras del siguiente
desarrollo, que son las correspondientes 4 los cuatro valores 0, 1, 2y 3 de p.

Reproduciéndose hasta lo infinito el mismo periodismo de las cuatro formas tipicas
correspondientes 4 las cuatro anteriores

L+/—1,—1y —/—1.

Donde se ve que siendo los mismos los términos reales, llevan signos opuestos
los imaginarios. Esto basta para la inversion del 6rden en el periodo, y para
que la evolucion de la imaginaria negativa se verifique en sentido inverso al que
sigue la positiva.

De aqui se infiere inmediatamente que la suma de dos evoluciones potenciales

de los dos simbolos \/—1 y —y/—1 es siempre una cantidad real, porque los

términos imaginarios llevan signos contrarios en ambos desarrollos, y deben por
consiguiente desaparecer.

3" Tiene el simbolo \/—1 una propiedad notable, que consiste en que sus

potencias negativas son las mismas que las potencias positivas de la imaginaria ne-
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gativa — \F—i La razon geométrica de esta congruencia ¢s 6bvia: un exponente
negativo como —m puede concebirse descompuesto en — 1><m: el factor —1,
que establece una distancia semicircular respecto del —+1, traslada la imaginaria
positiva 4 quien afecta 4 la misma posicion que tiene la negativa, quedando unay
otra bajo el exponente positivo m que las hace girar por los mismos términos: de
suerte que

— — M ——\—1Xm e
(V=) "=l = (=)
luego en general tendremos
<‘ ————1)—17!:(_\/?1)@71 .

Tn el cileulo algebrico se llega 4 idéntico resultado, porque siendo

i Er=if
S ey e

v verificindose , ademds, que

(V) (V)" =[ (VD)<= )]
== =[-(-1]" ="
= +1;
facilmente se deduce el resultado que nos proponiamos demostrar.
Donde es digna de notarse la correlacion necesaria que aparece entre el signo
exterior del radical y el del exponente, en virtud de la cual la imaginaria,

cualquiera que ella sea, no pierde su identidad como valor algebrdico ni como re-
presentacion geométrica, ain cuando se cambien ambos signos simultdneamente. Asi

(V)" =(xv=D) "
y tambien .

(V=)™ =(xv=1)""
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De esla igualdad fundamental se infiere inmediatamente que la série de las
potencias negativas de /—1 es la siguiente :

(V=T ==y
(VT =1
(V=) =y~
(V=1)" =1

&e.

que es tambien periodica con periodo cuaternario enteramente igual al que da

—V/—1 con exponente positivo.
%, pues, el periodismo un hecho constante de la evolucion potencial de

=+ \/—1: hecho natural y sencillisimo, cuando la potencialidad se explica geomé-
tricamente por una circunvolucion, y absolutamente incomprensible en la teoria
ordinaria que considera la graduacion como un caso particular de la multiplicacion.

En la explicacion transcendental de la categoria de cualidad se encuentra la
razon & priori de este periodismo cuaternario : hemos visto que aquella teoria con-
duce necesariamente & una codivision y subdivision reciprocas de toda cantidad
bajo el concepto de cualidad. Toda cantidad es real 6 imaginaria, y en cada uno
da estos dos miembros se subdivide en positiva y negativa, 6 es positiva 6 negativa,
subdividiéndose cada una de ellas en real 6 imaginaria. De cualquier manera que
se consideren estas divisiones, que se compenetran, dan cuatro miembros de califi-
cacion absoluta hajo el concepto de cualidad.

La cantidad real positiva cuyo argumento es -1

El de la cantidad imaginaria positiva. . . . . . /=1
El de la real negativa............ vorn —1
Y el dela imaginaria negativa. ....... .. eyl

que son las cuatro direcciones cardinales sefialadas en un plano indefinido por dos
ejes orlogonales, como se ve en la figura 80.

ARTICULO 3. !-
Involucion de las imaginarias puras.

Partiendo de la imaginaria pura \/—1 considerada como potencia, pueden
tambien determinarse las raices concibiendo un desarrollo regresivo hdcia la unidad
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positiva en el cual ha de dividirse y subdividirse la inclinacion 6 arco total de la
potencia segun la inclinacion del exponente de la raiz que se busca ( Fig. 81).

Asi la raiz segunda de \/—1. ¢ bien \/ V/—1 =1y/—1 debe representarse

por una direccion oblicua que media entre la unidad positiva, y la potencia \/—1.

La raiz cuarta de /—1 ¢ sea \/Jﬁ — /=T media entre la unidad _
positiva y la raiz segunda.

Partiendo de —y/—1 como potencia, se obtendrian las raices inferiores por
idéntica subdivision del arco que mide la potencia — y/—1.

Una continua subdivision del arco que mide la inclinacion de la potencia, iria
dando como representacion de las raices sucesivas radios mds y mas inclinados al
real +4-1. La inclinacion nunca desaparece mientras el exponente tiene un valor
finito, de donde se infiere que todas las raices pares subcesivas de una imaginaria
son imaginarias. La consideracion algebrdica de estas raices prueba su imagina-
rismo necesario porque su exponente, hecha la reduccion de los radicales, siem-
pre es bipar.

Si en vez de raices pares subcesivas quisiéramos determinar la raiz de un grado
cualquiera m de \/—1 -dividiriamos. directamente el arco de la potencia en tantas

partes iguales como unidades tuviera el exponente m y la recta tirada por el

punto de division mas proximo al radio real, que hace de unidad, expresaria la raiz
23
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deseada, la cual seria siempre imaginaria como oblicua al radio real, imaginarismo ne-
¥ o m B oamy/ T q . 5 . 4
cesario algebrdicamente porque la forma \/ v/—1 = *}/—1 siempre esimaginaria.

Iguales consideraciones ofrece la involucion de la imaginaria negativa b1
con la tnica diferencia de que el arco que aqui se divide y subdivide es de tres
cuadrantes, y como este arco sometido 4 una division en m partes iguales no
puede dar ni 0, ni 2, ni 4 cuadrantes para la inclinacion de la raiz, se sigue que
ésta en todos los casos ha de ser imaginaria.

ARTICULO 4.

Graduacion de las imaginarias afectas 6 bindmias.

N ; am/ 3
Toda imaginaria afecta tiene la forma general }/—1, en la que m expresa

el namero de partes iguales en que se divide la inclinacion de v/—1 considerada
. como potencia respecto de la unidad positiva, porque

V—1=UvV=1.

De la teoria algebriica ordinaria de los exponentes se infiere que

/= ()3 = (/)

y por consiguiente que la imaginaria tipica con exponente fraccionario expresa
siempre imaginaria oblicua afecta 6 mista.

Para demostrar la forma. binémia que es propia de estas imaginarias , some-
tamos al desarrollo del binémio de Newton la expresion general de la imaginaria

)
afecta (y/—1) ™.

Esta puede ser preparada como el desarrollo exige, observando que una
cantidad cualquiera es igual 4 si misma mds y menos la unidad, y por con-
siguiente

i
m

(vV=i)r =[1—(1—y=7)]
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. Desenvuelta esta expresion, segun la formula general del binémio, da la série
infinita que sigue:

i ioh 4 15
e ey )

1.2.3

1| G A ik 1E (Ve NN

1:2.304

pero antes conviene determinar la forma que deben tener las potencias sucesivas
(1—v=D" (1=v=1 (1—/=1)", (1—v—1)", &.

Estas, bajo una forma general (1—y/ —1)”, sometidas de nuevo 4 la formula
de Newton dan la série infinita

(p—1)(p—
(i By

(1_._\/:1)”—_—:1 \// 1+
de donde poniendo, en vez de

V=1, (V=1)* (V1) &b,

sus valores periodicos
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en la cual si hacemos igual 4 @, la suma de los términos reales, y 4 b, la de
o I »
los coeficientes de los imaginarios, tendrémos:

(1 “\/::T)P =a, +1b, \/j

como forma general de la potencialidad de T cuyos casos particulares
de p=1,p=2,p=3, &c., tendrin las formas

PRV SN R TR W i g +byy/—1, ay+b/—1, &e.

Substituyendo ahora estas formas particulares en lugar de las respectivas po-

tencias de 1 — \/—1 en la série (), y expresando para mayor sencillez los coe-

ficientes por Ay, Ay, Ay, &c., tendremos la série

‘ g e ok
(\/_1) m=1—A; (a1+b1\/j1)—f—A,<ag+l;2\/——1)~—~ A, (“3+b3\/_1’

y hechas las multiplicaciones indicadas, se convertird en la siguiente (A')

1 i — .
(/=1 " =1—a, A — b Ay V/—1 40 A g+ by Agy/—1 —ay Ay —by A/ —1+..

Designando de nuevo por A la suma de los términos reales, y por B la de los
coeficientes de los imaginarios, obtendrémos la forma definitiva de esta potencialidad
fraccionaria

(V) == b BT

Resultado algebrdico que nos dice que una raiz cualquiera de \/—1 tiene siem-

pre la forma binomia A—~By/—1 y es imaginaria, segun queda consignado en
el artieulo anterior.

La traduccion geométrica de esta formula es llana: el binomio A B Vv i

1
es una representacion de la oblicua (\/—1)™ referida & Jos dos ejes horizontal y

vertical. A es la abeisa, y By/ —1 es la ordenada con su perpendicularidad

propia. Los valores absolutos aritméticos 6 modulares estdn dados por los coeficientes
de todos los términos del desarrollo ("), donde es de notar que ademads del primer



181
término 1, que es el radio, todos los etros se siguen & pares con el mismo signo,
constitayendo cada par un hinomio con elemento real ¢ imaginario. Con relacion al
rédio constituido en el primer término, pueden construirse por adicion 6 substrac-
cion los elementos reales de cada binomio, y con relacion al eje vertical levantado
sobre el origen se construirdn los elementos imaginarios. Cada uno de los términos
real 6 imaginario que se vaya incluyendo en la suma, ird dando incrementos 6 decre-
mentos, segun sus signos & la abscisa 6 4 la ordenada respectivamente, de suerte
que la oblfcua determinada por cada hinémio se ird acercando por una especie de osci-

Jacion 4 la distancia % del cuadrante, tanto mds cuanto mayor sea el niimero de
términos que se traduzcan. El nimero total de términos, que es infinilo, fijard Ja
verdadera posicion de Ja oblicua 0 raiz m. ™ de v/—1 con los valores con-
cretos de A —-B\/—1. Esta posicion definitiva es el limite de la oscilacion y de

la totalidad de la série, como se ve en esta figura:

B U kYA

|

b'v-1

bv—1

Igual traduccion pudiera haberse hecho de la formula general (), en que apa-
vecen sin reduceion las varias potencias de 1—\/—1, porque si estas se realizan

inmediatamente y por separado, de cada término resultara un hinomio en que csta-
yan distinguidos y modificados, por el respectivo coeficiente, los elementos reales y
Jos imaginarios. Los términos definitivos de la série alternardn real con imaginario
y se construirdn de la misma manera con relacion 4 los dos ejes ortogonales.

Cuando el exponente potencial de V/—1, en vez de ser un niimero fracciona-

rio (quebrado propio) es un nimero misto cuyo valor estd  comprendido entre
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1y2, fhcil es notar que todos los términos del desarrollo antes reales se hacen

imaginarios, y los imaginarios se hacen reales cambiando estos de signo =. En este
caso la nueva forma

—A'+By—1
representa las oblicuas comprendidas entre \/—1 y —1, que tienen por pro-

yecciones una abscisa negativa y. una ordenada positiva. A' y B’ representan los
lérminos que eran antes respectivamente B y A (Fig. 83).

Fig, 1

Cuando el exponente es un nimero misto comprendido entre 2 y 3, cambian
de signo == asi los términos reales como los imaginarios, y la expresion

—A—By—1,

d que equivale la série , representa las oblicuas del tercer cuadrante con abscisa y
ordenada negativas.

ﬂltimamente, si el exponente es misto entre 3 y 4, los términos imaginarios
no cambian de signos =t al hacerse reales, y lo cambian los reales al hacerse
imaginarios. La expresion

N—=Bvy=1

representa las oblicuas del cuarto cuadrante con abscisa positiva y ordenada ne-
gativa. .
La ley, al par que el fundamento, de estos cambios de signos aparece clara en
las cuatro igualdades siguientes:
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1 M 1

(=1)' P (/=) (VD)R= 1 (A+B/ D)= A-+By~
W) = (/D TR = (VA Tl =—A By T
oD T =l D = 1 (B —T)=—A—By
| R e | Y W W S O

Los exponentes mistos mayores que 4, que lleven el mismo elemento fraccio-
nario, reproducen el mismo periodo en la combinacion de los signos , porque

(V—1)l=41:
el periodismo de estas oblicuas es cuaternario, y enteramente andlogo al de las ima-
ginarias puras: los cuatro casos que se han considerado se realizan en un sistema
de ejes ortogonales inclinados al sistema primitivo segun un arco que es T de

la circunferencia.
Como caso particular de este desarrollo newtoniano puede considerarse aquel
en que el exponente potencial de la imaginaria pura es niimero entero; la série

que se desenvuelve nunca tiene la forma A 4B/ —1 , sino que es cero alguno

de estos elementos, tomando en cada caso diferente signo el elemento restante, y
los cuatro casos serdn :

(V=1)' =+ A+0y—1=+A
(V=1)' = — 0 +By/—1 — + By/=1
(V=1)!=—A—0y/—1=—A
(V=1)' =+ 0—By—1=-—By—
&e. ,&C' &e.
Estos se reproducen en un periodismo perpétuo, en todos los numeros enteros
mayores que 4.

Este caso es el ordinario de evolucion de las imaginarias puras.
Siempre ha de tenerse presente que A no significa mds que término real y

B\/—1 término imaginario, cualquiera sea el valor particular que la determi-

nacion numérica de los coeficientes pueda dar & cada término.
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Si en la série del binomio que expresa potencias enteras de la imaginaria subs-
fituimos en vez de m los numeros naturales 0,1, 2, 3, 4, 5,....&c., los térmi-
nos de la série numérica conducen 4 los mismos resultados:

Asi, para

m =0 la série se reduce al primer término, y es = -+ 1 Ve A
m=—1 la séric es 1 —( 1~—\/-——_i). . =4/ E +B \,/’:1'
n=2 » 1—21—y/—1)4+&c..=—1 é,\_;\

m=3 - » A=l lemy/om1) + & e == — /1 [ B —B 1

m=4 » se reproduce el primer valor y comienza el mismo periodo.

Por tltimo, la igualdad

[V=1)*] = =1)"

que se deduce de la teoria ordinaria de los exponentes, expresa en general la rela-
cion entre una involucion y una evolucion 4 que se somete sucesivamente la

normal \/—1.
Sin>m, el exponente oo €8 mayor que la unidad, y la imaginaria girard

en sentido progresivo por un namero p de cuadrantes si n=pm; 6 recorriendo
un nimero p de cuadrantes y una parte ¢ de un cuadrante, sin=pm--¢.
Si n=m, el exponente es 1, y no hay evolucion giratoria.
Si por ditimo n << n, la evolucion es regresiva dentro del prlmel cuadrante;

es involucion que conduce & una raiz de v/—1, y no d una potencia.
n
En la forma, pues, (\/ —1)™ esta cifrada la graduacion mas general de una

imaginaria.
Y como es evidente que

Sl=

i=[w=ir )

tendremos que (A—By/—1)" es tambien expresion legilima de esta graduacion

(V—1)

potencial en su sentido mas genérico.
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Desenvuelto este binomio por la formula newtoniana, resultardn como antes
dos séries de términos, unos reales y otros afectos del simbolo \/ —1. Designando

por « la suma de los términos reales, y por 8 la de los coeficientes de \/—1,
tendrémos de la manera mas general

(/=)= (A+By 1) =s-8y/ 0

pero como el exponente n es entero, la série serd finita en sus valores numéricos, y
tales pueden ser las relaciones entre m y n que se reduzcan & cero los términos
reales 6 los imaginarios: en el primer caso, la potencia serd imaginaria pura de la

forma 0—Fy/—1; en el segundo, serd real de la forma «—0y/—1. Nunca
pueden reducirse & cero simultineamente los (érminos reales y los imaginarios.

No sucede lo mismo cuando la oblicua A—+B\/—1 ensu forma concreta o
‘ , I :
numérica se somete 4 un exponente fraccionario -, 6 de ella se extrae la raiz del

grado m: la série es entonces infinita, y nunca puede reducirse  cero ninguno de los

elementos « ni £. La forma sumatoria de la série es por necesidad «--gy/—1.

N . s
En suma, es cierto que (A-B V/—1)7 siempre conduce & la forma
at-By/—1; pero mo lo es que (A-+B V/—1)" termine siempre en valores

concretos de esta forma como respecto de laforma general se establece en las obras
elementales. Todas las raices de imaginaria afecta son rmagmm'ms pero no lo son
todas sus potencias.

Las potencias generales negativas de una imaginaria afecta se realizan por
evoluciones 6 involuciones en sentido contrario al de las positivas, ¢ bien tomando
por base la imaginaria afecta negativa y sometiéndola al influjo del mismo expo-
nente con signo positivo. La razon de este hecho es andloga 4 la que he presen-

tado respecto de las imaginarias puras: el exponente e puede tambien descom-

n . ’ v . ‘e "
ponerse en — 1< —,» cuyo primer factor traslada la imaginaria positiva 4 la

posicion de la negativa. Luego

(V1) = (1) =(— =)

El cdleulo comprueba la verdad de esta congruencia geométrica: con efecto,

las potencias negativas, que no expresan mas que una graduacion descendente por
24
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hajo del eje real de todo el sistema circular, esto es, por bajo de (y/ —1)'=1, ‘
pueden tener la expresion que se infiere de la conocida igualdad ‘

(V) m =Ty

y como ya hemos dicho que

(vV=1)* =«+8y/=1;

siguese que

S| =
—

(V—1)"

ot By/—1

Multiplicando ahora ambos. términos de esta fraccion por «—8yv/—1 , y sa
biendo que

(e - V1) (=B VD) ==adpepr=1, (*)

tendremos facilmente la igualdad

(V=) =a—py/=1 .

Ahora bien : al mismo resultado llegarémos sometiendo al desarrollo newtoniano

la base megativa — \/—1, porque todos los términos imaginarios cambiardn de
signo quedando sin alteracion los reales, y por consiguiente la formula que expresa

el desarrollo serd «—pgy/—1 .
Luego coincidirdn las potencias negativas de la base positiva con las positivas
de la base negativa, y tendrémos la identidad fundamental

(V)™ = (—y/ =) ;

como en el caso de potencias enteras de la imaginaria pura en el que se verifica

(V—1) "= (=v—1)".

(") Es decir, al radio que es la hipotenusa de los catetos « y p.
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ARTICULO 5.

Graduacion simétrica de las imaginarias.

Puesto que el exponente de la graduacion de las imaginarias representa el arco

que las separa del eje real (V/—1)", 6 sea la unidad positiva, la oposicion de
signos de este exponente colocard las potencias y las raices imaginarias con perfecta
y regular simetria por cima y por bajo del eje real.

Ademds, las potencias y raices homdlogas de imaginarias simétricas serdn
simétricas, como conducidas por iguales grados en los dos sentidos ascendente y
descendente respecto del eje real positivo.

Esta simetria geométrica puede temer todas las formas que se deducen del
siguiente cuadro de relaciones simétricas:

si=

(VD)® =(— /) Rty A=l by ) =

T e R T

«—4fB

El signo anteradical se considera bajo la influencia del exponencial,, y por eso
debe ir dentro del paréntesis.

n n
No es lo mismo (—y/—1)* que —(y/—1)™ : la primera expresion- es
o
simétrica de (y/—1)™ ; la segunda es su conjugada 6 su negativa.

La simetria puede referirse & cualquiera de los dos ejes, horizontal 6 vertical.
En la forma binémia la diferencia de signos en los términos imaginarios, como

A+By/—1
KRRt

siméLlricas ,
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denota simetria respecto del eje horizontal , como se ve en la figura 84; la diferen-
cia en los reales, como

A+By=T)
____ ) simétLricas,

—A+By/—1)
simetria respecto del eje vertical; y la diferencia en ambos elementos, como

A+By—1
5 2 conjugadas,

iy el - CVE

simetria respecto de ambos ejes, 6 conjugacion, que es la simetrfa perfecta.

Cuando la forma binomia no esta desenvuelta, sino que va implicita en la
pluraridad de los radicales, la simetria se expresa por la diferencia de signos que
anteceden y sc mezclan entre estos.

Cuando todos los signos sc diferencian (exceplo siempre el @ltimo que precede
d la unidad y da fundamento al imaginarismo), hay simetria respecto del eje hori-
zontal, como se advierle en la figura 85, relativamente & las expresiones

V=il
VYo

simétricas.
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Cuando se diferencian todos menos el primero, simetria respecto del eje ver-
tical, como

e simétricas.

Y cuando todos convienen , menos el primero, simetria perfecta ¢ conjugacion, como

Vvvv=|

g Y simétricas conjugadas.

V=)

Cuando la forma binomia estd toda ella sometida 4 radicales, las condiciones
de simetria son todas las de las dos formas anteriores, como

simétricas

I . R Ry t
Iacil es comprenaer, segun la teoria de los complementos angulares, que
conjugada de la simétrica en un eje es simélrica en el ofro eje, y que la simétrica de
la conjugada en un eje es simétrica en el otro eje.
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CAPITULO 111,

DE LAS RAICES DE LA UNIDAD.

ARTICULO 1.°

Las rafoes de la unidad debieran llamarse argumentales de la cantidad.

La teoria que demuestra el nimero y afecciones de la multitud de raices de la
unidad positiva 6 negativa, es una de las mas decisivas comprobaciones de la
doctrina del imaginarismo. Lo que el Algebra ensefia acerca de estas raices extra-
ordinarias, simbolicas y misteriosas, lo traduce la Geometria con pasmosa natura-
lidad, merced 4 la interpretacion de lo imaginario por lo perpendicular.

Tanto mas interesante es esta congruencia, cuanto que la determinacion de las
raices de la unidad en su genuina forma, que es imaginaria, es condicion precisa
de la determinacion de las raices de toda cantidad, que siempre han de ser tantas
cuantas sean las de la unidad, su coeficiente necesario.

Si llamamos y 4 la raiz m. ™ de 1, la ecuacion

yr=1 6 y»—1=0

dard en los varios valores de y la variedad de raices de la unidad positiva.
Las de la unidad negativa procederdn de la ecuacion

ym:__l 0 I/nn+1:0
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Todas las ecuaciones llamadas binomias pueden y deben ser traidas a la forma
general

y"F1=0,

para dar, mediante las de la unidad, todas las raices m. ™ de cualquiera cantidad.
Si las de4a unidad son, por ejemplo,

las de la cantidad A serdn
L S R s B

y teniendo las de la unidad negativa la representacion

las de la cantidad — A serdn

- - — - ==
« VA, asy\"/A, YA, aqvA S A %

Las raices de la unidad merecen llamarse con razon raices arqumentales de toda
contidad.

Y como ellas, cualquiera que sea su forma, no pueden tener otro valor cuan-
titativo que la unidad, toda la diferencia que entre ellas hay (y el Algebra
demuestra que todas son diferentes) ha de ser meramente cualitativa, y serdn

argumentos 0 coeficientes cualitativos de la tnica raiz aritmética 6 modular de
cualquiera cantidad.

ARTICULO 2.°

Rafces de la unidad positiva.

En la ecuacion y™—1==0 van implicitos m simbolos que dan m afecciones
diversas 4 un mismo valor numérico, la unidad positiva, y por ella & la raiz arit-
mética de toda cantidad. Entre estos m simbolos podrd hallarse la misma unidad
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positiva cuando m es impar, 0 la positiva y la negativa cunando m es par, y enlonces
los restantes, si han de ser diferentes de estas y entre si, no podrdn lener una
forma real, sino imaginaria, recorriendo los varios grados de imaginarismo que
hacen posible la transicion de +1 & —1, yde —1 4 41 si mes par, 6
desde -1 hasta volver & 1, pasando por m—1 valores intermedios , si m

es impar.
Este imaginarismo gradual y como transilorio estd ya pidiendo una represen-

tacion geométrica radial 6 evolativa; porque solo una evolucion giratoria puede
expresar estos grados de oblicuidad, estos matices y como degradaciones de imagi—
narismo, por los que se verifica la transicion. De esta manera una ecuacion de la
forma ™ —1=0 seria una verdadera y perfecta irradiacion en que cada radio
expresaria la afeccion y cantidad propias de cada raiz: la irradiacion seria, segun
la bellisima frase de Monge, un espectro semoviente de las raices. La ecuacion y la
irradiacion quedarian en fin sometidas @ una misma teoria, facilitindose la inteli-
gencia, siempre obscura, de aquella por la vivisima claridad intuitiva de esta.

Tal esel sentido y la intencion del siguiente lema:

St se divide la circunferencia en m partes iguales, se tiran radios d los puntos de
division y se considera uno de ellos como eje , todos los radios, al hacer m iésis respecto
del eje, coincidirdn con él.

Cada movimiento 6 mocion de un radio es una tésis que lo hace avanzar, siem.
pre en un mismo sentido, recorriendo una distancia igual 4 la que él tiene en su
posicion inicial respecto del eje. Esta posicion inicial es su primera tésis: la primera
mocion que recibe es su segunda tésis: la moeion (m— 1) *m es la tésis m sime

como indica la figura que sigue:

e e o

Esto supuesto: sea n el nimero de arcos ignales que el radio evoluble dista
del eje, que para mayor analogia supondrémos ser el horizontal positivo. Como el
radio evoluble recorre en cada mocion tantos arcos cuantos él dista del eje, al hacer
m mociones habra recorrido m ><n arcos: pero m ><n siempre es divisible por m,
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y expresa en el cociente un nimero entero n de circunferencias 6 giros completos
respecto del punto de partida ; luego el radio evoluble coincidird siempre consigo
mismo 4 la m.sm mocion después de hacer n giros; luego coincidird con el eje
4 la mocion inmediatamente anterior 6 (m—1) ™2, Pero esta es la m. 5™ tésis;
luego coincidird con el eje al hacer m tésis.

Luego si el eje se considera como unidad positiva y cada tésis como una ver-
dadera potencia del radio evoluble, todos los radios de la irradiacion equiangular
darén la unidad positiva al ser elevados 4 la potencia m: pero esta es condicion
suficiente de todas las raices m. 5™ de la unidad positiva; luego todos los radios de
la irradiacion seran perfecta y simultdnea representacion de las raices de la unidad
positiva que van implicitas en la ecuacion

yr—1=0.

De ellas tambien se demuestra algebrdicamente que cualquiera que sea su
potencia p, siempre se tiene que

(g2 )*=1

porque siempre se verifica
{y J# = yinr=yflio (i)l

pero se supone que ym=1; luego (y™)r=1 =1,
)

y por consiguiente (y?)™=1 06 hien (y?)"—1 =0.

Que no pueden ser si no m las raices de la ecuacion
y"—1=0,

bien puede inferirse de la naturaleza de la irradiacion , pues es evidente que entre
los infinitos puntos de la” circunferencia solo darén raices adecuadas aquellos
que haciendo m tésis respecto de la unidad lleguen & coincidir con ella.

Puede esto demostrarse suponiendo que se somete & evolucion otro radio
intermedio, cuya distancia del eje sea n+-s, siendo n, como antes, un numero
de arcos y s una parte cualquiera de otro arco. Al hacer m mociones este radio,
habré recorrido m ><n-4-m><s arcos, que, divididos por m, dan n circun-
ferencias enteras, y una parte s de otra circunferencia: luego 4 las m mociones
el radio evoluble no coincidird consigo mismo: luego 4 la (m—1). 5™ mocion , 6
4 la m.sm tésis, no habrd coincidido con el eje unidad. Pero esta coincidencia
es condicion necesaria para ser raiz; luego este radio intermedio mo serd raiz
m.sma de la unidad.

25
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ARTICULO 38.°

Naturaleza de las rafces de y™—1=0.

Si m es par, todos los radios se conjugan de dos en dos, y al eje unidad
positiva corresponde como conjugada la unidad negativa: todos los demés radios en
niimero par son imaginarios. La ecuacion, cuya forma es

y'i'n_’l:o

tiene, pues, dos raices reales 1 y —1, y un niimero par de imaginarias. Cada
imaginaria tiene su conjugada y su simétrica, y suponiendo que 2n=m, las

m—2 . . . . . . . m—9
9 1maginarias superiores son COD]UgadaS Yy simétricas con las, POk

teriores. El eje de simetria estd constituido por las dos raices reales +1 y —1,
y representado por el didmetro horizontal.

Si m es impar, no se conjuga ninguna raiz: & la unidad positiva, que es
necesariamente raiz, no corresponde como tal la unidad negativa, y esta no figura
en la irradiacion. Las demas raices (siempre en nimero par) son imaginarias y
simétricas , mitad superiores y mitad inferiores. La ecuacion, cuya forma es

in-

g+l —1=0,

no tiene sino una raiz positiva, y un numero par de imaginarias simétricas.

ARTICULO 4.

Rafces de la unidad negativa.

Las m raices de la unidad negativa que se deducen de la ecuacion
yr+1=0,

tienen tambien una disposicion radial , 6 constituyen una irradiacion como las de
la unidad positiva que he examinado.
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Hay, sin embargo, en ellas una doble referencia a la unidad positiva como eje
fundamental de toda evolucion, y dla unidad negativa como (ésis tltima determinada
por el grado de la ecuacion. Estos dos conceptos se identifican en las ecuaciones de
Ja forma

g s

Para demostrar la congruencia entre la irradiacion y la ecuacion y™ +1=0 .
sirven los dos lemas siguientes:

Lema 1.° S0 se divide la circunferencia en un mimero tmpar de partes wuales,
que Uamarémos m, se tiran radios é los puntos de division, y se determing como
efe la prolongacion de uno de ellos ; todos los demds, al hacer m tésis respecto del eje,
coincidirdn con el radio cuya prolongacion sirvié de eje (Fig. 87).

En efecto, si se llama » el nimero de arcos enteros que dista el radio

; Wik : 1 .
evoluble del eje, su distancia serd siempre -3, y al hacer m mociones ha-

. ; 1 . 5
bra recorrido m><n -~ 5 M arcos que dan = circunferencias enteras mas la

mitad de otra circunferenciaz luego tendrd una posicion contraria 6 conjugada res-
pecto de su posicion inicial : luego distard del radio que fue prolongado, una tésis 6
la distancia del radio evoluble al eje: luego 4 la mocion inmediatamente anterior,
o (m—1)m que es la tésis m.5m*, habrd coincidido con el radio que fue
prolongado.

Luego si se supone que este radio prolongado es la unidad negativa, y su
prolongacion ¢ cje la unidad positiva; todos los demds radios, incluso el prolon-
gado, son raices de_la unidad negativa, y la irradiacion representa fielmente la
ecuacion y"+1=70.

Lewa 2.°  Sise divide la circunferencia en 2m partes iquales, siendo m maimero
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par, se tiran radios d los puntos de division y se fija uno de ellos como eje; todos
los m radios que tienen un lugar impar respecto del eje al hacer m tésis coincidirdn con
el radio conjugado del eje.
Llamando » 4 cada una de las 2m.*ms partes de la circunferencia ( Fig. 88),
la distancia inicial del radio evoluble serd siempre de 2n -1 arcos: luego al
hacer m mociones, habré recorrido 2mn —-m arcos, que, divididos por 2m, dan

&
=

(n . i) circunferencias, esto es, dan al radio evoluble una posicion negativa o

conjugada con la inicial: luego en la mocion (m— 1) inmediatamente anterior,
6 en la tésis m.sm coincidird este radio con la prolongacion del eje.

Esta prolongacion 6 radio conjugado del eje se considera como unidad negativa:
luego sus raices estan representadas por los radios impares 1.°, 3.°, B2, s
contados desde el eje; y la irradiacion de estos es el eschéma geométrico de las
raices de la unidad negativa en la ecuacion y™ 1— 0 cuando m es namero par.

Que el ndmero de las raices de esta ecuacion no puede pasar de m, s de-
muestra ficilmente segun lo dicho al hablar de las raices de la unidad positiva.

ARTICULO 5. -

Naturaleza de las rafces de la ecuacion y™—41=0.

En la iradiacion impar de la unidad negativa no hay real mds que la unidad
negativa: todas las demds m— 1 raices son imaginarias y simétricas representadas

m—1
2

; ’ m—1 . ..
por los radios superiores y ——— inferiores.
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CGuando la irradiacion es par, ni el eje unidad positiva, ni su conjugado, unidad
negativa, son impares respecto del eje mismo y no hay raiz real ni positiva ni

= 5 3 5 . Su N my 0 5
negativa; todas ellas son imaginarias conjugadas y simélricas o superiores y

il daent: .
- inferiores.

ARTICULO 6.’

Reproductividad de las raices.

Las raices de la unidad positiva , en su continua evolucion, no solo coinciden
con ella al hacer m tésis, si no que antes de llegar & esta tésis definitiva reprodu-
cen en sus varios giros la unidad y todas ¢ algunas de las demds raices. La ley de
esta reproduccion, que permite expresar & unas por potencias 6 tésis de las otras,
depende de la relacion numérica de n potencia inicial de cada radio evoluble y m
grado de la ecuacion. Los resultados de esta varia relacion son bien perceptibles en
la irradiacion. No haré més que enunciarlos.

1. Cuando m es divisible por =, el radio evoluble debe hacer tantos giros en
que reproduzca la unidad cuantas unidades tiene n. Reproducird asimismo tantas
de las otras raices cuanto sea el cociente de m por n. Esta reproduccion serd regular
y directa; de tal manera que, si en la irradiacion cada (ésis sc uniese con la siguiente
por una cuerda, resultaria & las m tésis trazado un poligono regular ordinario

n , , R 4 ,
de it lados. Este poligono estaria sobrepuesto @ si mismo y como repetido =

veces, segun indica la siguiente figura:
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2. Si m es namero primo, cualquier radio evoluble no llega & la unidad
hasta la tésis m. ™ , y en su discurso reproduce las demds raices una tras otra,
saltando por entre ellas segun el valor numérico de n. Estas incidencias no son
directas ni subcesivas en el mismo sentido, si no alternadas; y si se expresasen
por cuerdas, darian un poligono regular estrellado 6 asteristico con m vértices,
cuyo nicleo 6 poligono interior seria el ordinario con m lados, como se ve en
esta figura.

3.° Cuando m y n tienen uno 6 mas factores comunes, el radio evoluble re-
produce la unidad tantas veces como unidades tiene el miximo comun divisor de

m y n; reproduce ademds tantas raices diversas cuanto sea el cociente de m entre ¢,
; o o _ i e
siendo ¢ el maximo comun divisor. El poligono trazado serd ordinario de — vérti-

¢

ces 0 lados, y estard ¢ veces repetido ¢ superpuesto & si'mismo.

4° Sea m par 6 impar, primo o compuesto, la primera raiz imaginaria ¢ la
mds inmediata al eje real reproduce todas las demas en érden subcesivo y regular
coincidiendo con la unidad & su 1ésis m. s™* . La expresion de su curso sera un po-
ligono regular ordinario de m lados.

Todas las raices pueden entonces ser expresadas por potencias subcesivas de la

primera , indicando el exponente el drden con que se suceden en la irradiacion. Si
la primera imaginaria, es «, (Fig 91), todas ellas serin

o, ad g& | am=li,m (:1”:1)

Igual propiedad tiene la Gltima raiz imaginaria inferior, la cual reproduce con
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sus potencias todas las demas raices en orden subcesivo, pero inverso de la superior
su simétrica. Si la ultima imaginaria es «™—1, todas ellas seran
am—1 , (“m—l)ﬂ, (“m—1)3’ (am——l)ﬁ et (am—l)m—l ’ (am—l)m
eslo es:
2 3 L4 ’ ;
am—l’ w2m—2 adm—3 « m—& ogm —ﬂm+1, gMm —m
6 lo que es lo mismo,
2 2
amg—1, g2mg—2 oImy—3 ghmg—4 _  am yRg—n+l gm g—m;

2 o
pero como «™, «" .. «™ son siempre la unidad, el orden de las raices sera «.

a1 k8 reimdur bl m Rl T e 0t ] ) .

C
+
-

En general , las simétricas tienen la misma ley de reproduccion, y las repro-
ducidas van siendo tambien simétricas entre si.

Respectode las raices de la unidad negativa podrian hacerse analogas observa-
ciones acerca de su reproductividad.

La teoria mds profunda de los poligonos estd ligada intimamente con la de las
raices imaginarias de la unidad. En una y en otra tiene grande importancia la
divisibilidad de m por n. La exposicion algebrdica de las consecuencias de esta
divisibilidad forma parte de la teoria general de las ecuaciones. Recomiendo al
lector que consulte los excelentes trabajos de Gauss, Poinsot y Chasles.
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ARTICULO 7.

Progresividad de las rafces.

Todas las raices de la unidad correspondientes & un sistema forman una per-
fecta progresion geométrica cuando se consideran en un orden perimétrico 6 segun
su disposicion radial subcesiva, lo cual es muy digno de atencion, porque los signos
~ y — que estas raices llevan, estdn acumulados, siendo positivas las superiores y
negativas las inferiores de la irradiacion. Esta acumulacion aqui no es un obstculo
para la progresividad, como sin duda lo seria si se tratase de cantidudes reales.

Es mds: la progresion es eminentemente circular; de tal manera, que cual-
quiera de sus términos puede ser el primero, en cuyo caso sera tambien el wltimo
de la primera circulacion y el primero de la segunda.

La razon de la progresion siempre es el segundo término de la irradiacion 6
la primera imaginaria del sistema cualquiera que sea-el primero de la progresion.
El nimero de términos diferentes es m, 6 el nimero de raices.

Claro es que si todas ellas son polencias subcesivas de la primera 6 ltima ima-
ginaria, y se reproducen en el mismo érden, aunque el nimero de los términos
que se consideren exceda de m, han de tener este cardcter progresivo 'y periodico,
cualquiera que sea el punto de partida, el sentido progresivo ¢ regresivo en que se
los tome, y el érden binario, ternario, &e., en que se los cuente.

Estas y todas las demés propiedades de la progresion deben convenirles. Pero
la realizacion de ellas en una evolucion circular demuestra el cardcter meramente
cualitativo de esta progresividad. La unidad, permaneciendo idéntica & si misma
bajo el concepto de cantidad, progresa en la modificacion de su cualidad, pasando
de un estado al mismo estado por una pluralidad de estados intermedios, teniendo
un maximum de apartamiento y confundiéndose al fin consigo misma en su afeccion
0 posicion primera.

En la teorfa radical, fraccionaria y combinatoria de los signos + y —, en-
cuentra el Algebra ingeniosisimos procedimientos para representar la evolucion que
fan clara es en la irradiacion geométrica. Pero esle ingenio, esta fecundidad de re-
cursos, que més parece ser de la ciencia que de los que la cultivan, carece de sen-
tido, y apenas es reconocida, cuando las formulas algebrdicas no tienen la interpre-
tacion mecesaria que se desprende de la teoria del imaginarismo. Las formulas
pierden toda su original belleza, y el céleulo ciego que las crea 6 las desenvuelve,
mis es tormento que ocupacion grata del espiritu.
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ARTICULO 8.°
Logfstica de las rafces de un sistema.

La logistica algebréica de las raices de un sistema guarda perfecta armonia .
con la geométrica de una irradiacion. En efecto :
1.°  La suma de dos cualesquiera raices se expresa por la diagonal bisectriz del
dngulo que forman en el paraleldgramo construido sobre ellas. El paralelogramo suma-
torio, de que hemos hablado en las pdginas 99 y 100, es en este caso un rombo,
y la diagonal divide en dos partes iguales el dngulo de los sumandos, como se
ve en esta figura:

Tig, T

Si se proyectan sobre el eje real las dos raices imaginarias, se suman directa-
mente sobre ¢l sus elementos reales, y en la extremidad de esta suma se levanta
perpendicularmente la de los elementos imaginarios; la oblicua que determinan,
coincide en magnitud y posicion con aquella diagonal.

Esta suma geomélrica, referida d las raices a0 V—1 v e+dy/—1, esti

rigorosamente traducida por (- c)+(b+d)\/—_1 .

En estas sumas pueden ser comprendidas dos ¢ mds raices, y su composicion
serd subcesiva.

Las reales 41 y —1 entran tambien como sumandos cuyo elemento imagi-

nario es cero. Las imaginarias puras \/—1 y —1/—1 son sumandos en que

es cero el elemento real.

26
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Lo diferencia de dos raices es la diagonal que une sus extremos en el paralelo-
gramo construido sobre ellas. Infiérese tambien de lo demostrado acerca del parale-
loeramo sumatorio. Cuando las dos raices son consecutivas, esta diferencia es uno

tol
de los lados del poligono trazado sobre la irradiacion.
polig
Esta diagonal ¢ lado puede ser determinado construyendo sobre el eje real la

expresion algebrdica de la diferencia (a—c)—+(b—d) /—1.

Cuando las dos raices son conjugadas , su suma es cero, y su diferencia es el duplo
de la que se considera como minuendo (Fig. 93). Asi tendrémos

(atby—1)+(Fexby—1)=0
(£atby/—1)—(Fagby/—)==%2a=+2by/—1.

Cuando las dos raices son simétricas respecto del eje real, su suma es dupla del
elemento real, y su diferencia dupla del elemento imaginario del minvendo: asi

Si las dos raices son simélricas respecto del eje vertical, su suma es dupla del
elemento imaginario, y su diferencia dupla del elemento real del minuendo: asi

V—1)=%2y/—1

V=T)=+

La suma de todas las raices de un sistema es cero. Todas ellas se neutralizan

b
(EE b =)~ alated

o

@
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en el punto de origen, y lu nada es origen y término sumatorio de estas raices sin-
qulares. Cuando el nimero de ellas es par, estd visible la destruccion, porque son
conjugadas 4 pares: cuando el nimero es impar , sobre el radio real y su prolon-
gacion se proyectan y destruyen los elementos imaginarios; los elementos reales,
cuya suma real se representa en los dos radios, se destruyen tambien por su igual-
dad y oposicion.

La irradiacion puede ser desenvuelta en una forma poligonal cuya suma es
cero, segun hemos dicho en la pagina 106. .

La consideracion algebréica conduce al mismo resultado: sea « la primera
imaginaria 6 la mas proxima al eje, y la representacion de todas ellas, en potencias
de la primera, dard la progresion geométrica

s g0 1 .2 3 i
b P S N e R S

Si ahora en la expresion sumatoria de toda progresion geométrica

o uq—a‘
=",

substituimos los valores de la anterior, teniendo ademds presente que «®=—=1=—a",
resulta:

_um—lxa_,/_o_“m__,/'o 0 —0

«—1 «—1 «—1

La suma de todas las diferencias consecutivas de las raices es cero. Porque esta
suma de diferencias esta representada por el poligono trazado sobre la irradiacion.
La expresion y realizacion algebrdica de esta suma de diferencias seria

2.2 El producto de dos raices de la wnidad es una raiz que disto de uno de los
factores tanto como el otro dista de lo unidad : asi resultaque el producto dista de la

3
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unidad ¢ eje un arco, que es la suma de los arcos distancias de los factores, con-
forme expresa el principio algebrdico
-
i gt RIS

El producto de dos raices simétricas, respecto del eje real, es siempre la unidad
positiva ; porque los dos arcos de los factores componen la circunferencia entera, y
conducen al eje real cuando se cuentan en un mismo sentido. Asi en la figura 94
se verifica

—p

”—p><oc :a0:1 6 bien “p><—17:1

o

El producto de dos raices simétricas respecto del eje vertical, s la unidad negativa:
esta simetria debe expresarse por una conjugacion de la simétrica respecto del eje
horizonfal : asi

q}(—(a_q>:——(a,q—q>—;—<00):——1
0 bien
q
a”x_%:_:_q—q

En general: el producto de dos raices simélricas respecto de un radio cualquiera, es
igual d la sequnda potencia de la raiz expresada por este radio.
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Esta propiedad es consecuencia de la disposicion progresiva de las raices: dos
simétricas respecto de un radio son dos términos equidistantes de otro término de la
progresion: su producto es, por consiguiente, igual 4 la segunda potencia de este
término medio. Cuando m es par, el término medio tiene su conjugado, que no se
diferencia mds que en el signo, y cuya segunda potencia es idéntica.

El producto de todas las raices de lo wnidad positiva, es lo unidad positiva st m
es impar, 1y la negativa si m es par. Lo contrario sucede con las de lo unidad negativa.
Esta propiedad es consecuencia de la anterior.

Los cocientes se representan por una substraccion de arcos: el arco del divisor se
resta del arco del dividendo, y la diferencia es el arco del cociente: esto expresa‘la
igualdad

Bl cociente de dos simétricas respecto del eje real (Fig. 9%8), es la sequnda polencia
del dividendo. Asi )

q
o 9 2
= = y.q>< e 1 :(a"} )
o

y tambien
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El cociente de dos simétricas respecto del eje vertical, es la conjugada de la sequnda
polencia del dividendo. Asi

y tambien

Notese la armonia de estos casos de division con los andlogos de substraccion de

simétricas: lo que alli era duplo aqui es segunda potencia.

3.°  Cualquiera potencia entera de una raiz de la unidad es tambien alquna raiz de
lg unidad. Cualquier término de una progresion circular coincide necesariamente
en todas sus potencias con otro término de la misma progresion , sea el grado de
aquellas igual, mayor 6 menor, que m. En la irradiacion se ve que todas las
mociones ¢ tésis que abrazan un nimero entero de arcos de inclinacion, conducen
4 una potencia inclinada segun un nimero de arcos tambien entero, y por lo tanto
coincidente con alguna de las raices m.ms de la unidad.

Las raices de las raices de un sistema pueden llamarse raices secundarias res-
pecto de este mismo sistema. De ellas pueden demostrarse como referidas 4 cada una
de las primarias, andlogas propiedades que de estas: se distribuyen en perfecta
irradiacion: son tantas en niimero como unidades tiene su grado, y coinciden con
las primarias del sistema, segun la relacion numérica de su grado con el de aquellas,
como se ve en esta figura.




ARTICULO 9.°

Digresion.

Aqui debo hacer una obgservacion importante. En la multiplicacion de estas
raices argumentales ha podido notarse la ausencia de toda contraposicion normal
determinante de una superficie. En esta multiplicacion de raices el producto es una
linea igual siempre & la unidad, y cuya inclinacion es regulada por la inclinacion
de los factores. La multiplicacion ha sido esencialmente evolutiva y no antitética,
porque asi lo exige el cardicter de raices que llévan impreso los factores. No son
propiamente cantidades lincales las que bajo el conceplo de tales entran en la
multiplicacion ; son argumentos absolutamente cualitativos en evolucion reciproca,
que no determinan por su reciprocidad sino otro argumento igualmente cualitativo.
El resultado es como una potencia referida 4 dos bases distintas y reciprocas.

Cuando las dos bases tuviesen un mismo mgno 6 fuesen una misma raiz de la
unidad, idéntico radio de la irradiacion, ni merecerian el nombre de factores, porque
ni aun como simbolos cualitativos podrian ser diferentes, y faltaria la dualidad que
es necesaria para la reciprocidad factorial: no habria producto ni aun cualitativo;
sino potencia pura, argumental y unitaria en su base. Polencia irrealizable por
producto.

El tipo mas perfecto de la potencialidad, estd pues, en lo meramente cualitativo,
¢ independiente de todo concepto de cantidad numérica; y en esto me fundo para
afirmar que, lejos de inferirse las reglas de los signos de las potencias y raices de
la que se establece en la multiplicacion, debiera, por el contrario, deducirse esta de
aquellas ; de suerte que

no es (—)?=-4, porque — ><-—=

1

-+
sino '— X —=-, porque (—)*=-.

Las direcciones no se multiplican realmente, sino que se modifican y varian,
evolucionan y giran sin (érmino.

Las direcciones ¢ signos de los factores llevan 4 la multiplicacion su propia
y esencial potencialidad, que, uniéndose al elemento cuantitativo, aritmético, no-
dular y verdaderamente sumatorio, hacen de este algoritmo una transicion y per—
fecta neutralizacion de los algoritmos extremos y fundamentales, suma y graduacion.

De esla manera la muluphcacmn representa esencialmente el conceplo de reci-
procidad que tan importante lugar ocupa en la teoria del imaginarismo.

Creo ademas que la simple duplicacion 6 yuxtaposicion del signo —, en virtud
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de la cual decimos que — —=--, cuya duplicacion es el fundamento de la in-
terpretacion y de la lectura algebrdica de muchos resultados del calculo en que se
descubre el signo — intraradical, como cuando decimos

\/—_——IX—\/———l =—(—1)=-+1,

trae su origen remoto del algoritmo potencial y su origen inmediato del de la mul-
Liplicacion.

Todo lo cualitativo 6 argumental viene de la potencia, extendiéndose con igual
ley por los tres algoritmos, graduacion , produccion, y suma: todo lo cuantitativo 6
modular viene de la suma, extendiéndose con igual y progresiva sintesis por los
tres algoritmos, suma, produccion y graduacion.

Estas son dos derivaciones que se cruzan en la produccion, y que podrian re-
presentarse por la siguiente sindpsis:

Sintesis
SUMA. . ... .. A ata; 242 =4
= . . -
3 i Sintesis de sintesis
= 2
Propuccion... & f — <X —=—-+ 2 ax<a ; 2><x2 =4
e
= | Sintesis de sintesis de sintesis
GRADUACION . . (=oye = a"; 20=4

ARTICULO 10.

Composicion de las irradiaciones.

Al determinar la naturaleza de las raices de la unidad positiva y de la nega—
tiva, ha podido notarse que todas las de Ja unidad negativa de la irradiacion
y™—+1=9, van intercaladas con las de la unidad positiva en la y™—1=0-
Esta intercalacion es, ademds, una perfecta conjugacion cuando m es impar en ambas
irradiaciones. De uno y otro modo ambas irradiaciones se comunican y se comple-
tan en una irradiacion de la unidad positiva con grado duplo y2™ —1=0.

En general puede establecerse que toda irradiacion cuyo indice es par, puede
ser descompuesta en dos irradiaciones complementarias del grado subduplo; una re-
ferida 4 la unidad positiva, yoira 4 la negativa. Considerando, en efecto, el hinémio
y2» —1 como la diferencia de dos potencias pares, su resolucion en el producto
(ym»—1) (y™—41) estd autorizada por las mas vulgares nociones del Algebra.

Si el indice de la irradiacion es bipar ¢ divisible por 4, hay lugar & una subdi-
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vision de la irradiacion de la unidad positiva y de la de la negativa: aquella dard
siempre dos raices reales para la unidad positiva, y todas las demds serdn imagi-
narias, y esta dard siempre dos imaginarias 4 cada subdivision; y asi el andlisis
que resuelve las ecuaciones binomias mas elevadas de grado 2", va haciendo
aparecer nuevos pares de imaginarias en cada una de las n subdivisiones que
expresa el indice 2" . Nunca habrd, en tltimo anélisis, mds raices reales que las
dos correspondientes & la ecuacion elemental y2—1=0.

ARTICULO 11.

Determinacion orgénica de las rafces de grado par de la unidad.

Supuesta la ley de formacion de las irradiaciones, no es dificil expresar la de-
terminacion algebrdica ¢ analitica de las raices, mostrando igual composicion ar-
moénica en las ecuaciones.

Las dos raices segundas de la unidad posifiva son siempre reales, y se determi-
nan por la ecuacion pura y*—1=0, en la cual y representa la raiz que se
busca. De ella se deduce que

. +1
y==/+1 06 bien yzg 1

Su irradiacion ¢ representacion geométrica es dada por dos radios horizontales
en la figura 97. Son conjugadas.

Las dos segundas de la unidad negativa son imaginarias, y se determinan por
la ecuacion

y*+1=0 de donde se deduce y:j_{—ﬁ
Su representacion geométrica estd en los dos radios verticales. Son conjugadas.
Estos dos pares de raices conjugadas son comunicables en una ecuacion de
cuarto grado, y sus irradiaciones superpuestas y referidas 4 un mismo punto de
origen representan en el circulo las cuatro raices cuartas de la unidad positiva.
Estas, en efecto, estan dadas en la ecuacion pura de cuarto grado y* —1=0,
la cual es resoluble en dos de segundo y en cuatro de primero: asi

s g y=+1
y 1_m,b:f1
yitmpey/ -1

g=—VT

27

yhi—=1=0;
w+1:0J
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Recorridas estas raices en orden perimétrico ascendente respecto del eje, pre-
sentan la série progresiva

Tig, T
=y s o] v
vTﬁ YW=
L j”_, ;‘E-e-l

Las cuatro de la unidad negativa son todas imaginarias, y resultan de la ecua-
cion y%—1=0, que tiene una descomposicion andloga 4 la anterior.

g=vy =1
yz—'x/\/f_1
y=v—y—1
griedlog woifiny

y’—\/fir—o;?
yi+1=0;
y’+\/r1=0;§

En orden permmétrico dan la série

7 Y Ry o, Sy £ o QRN o TSRy (R 1S

cuyas raices van inlercaladas entre las del sistema de la unidad positiva, teniendo
entre si las mismas relaciones de contraposicion y conjugacion que las de este.

Fijada esta relacion por la distancia de \/ \/_——1, primera del sistema —1,

respecto de ——1, primeradel sistema -1, quedan todas determinadas en la
irradiacion de cuarto grado.
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Esta relacion de primera con priméra en los dos sistemas congéneres expresa,
la posicion geométrica de ambas irradiaciones, y la manera en que ambos estdn
dados como comunicables en la ecuacion de octavo grado: esta con efecto es reso-
luble en dos de cuarto, en cuatro de segundo y en ocho de primero, como sigue:

iy g gy -H

Y —1=0; e
1= ,3y:\/_1__
Pl

98—1:0; \/\/ 1
p—y=0 VT
§i4-15=0; 3y=— =
vl

que dan las ocho raices octavas de la unidad positiva. Su irradiacion geométrica
resulta de la intercalacion intermediaria del sistema de las cuatro de —1 entre
las cuatro de —+-1. '

Su enumeracion serial es como sigue :

LVV—1,V—1,V—V=1, -1, —VV—1, —y=1, —V/—y/=.

Las ocho raices octavas de la unidad negativa son todas imaginarias, y tienen
posiciones intermedias entre las de la positiva. Estin dadas en la ecuacion pura de
octavo grado y8—+1=0, la cual, por resoluciones andlogas, se desenvuelve de la
manera siguiente :

Y3 +1=0;
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La enumeracion perimétrica de estas raices es la que sigue :

VY=,
Vv—/=1,
V-,
V—/=/=1,
~VVy,
—VV—/,
—V-V=
—V——/=.

La posicion radial de estas ocho raices es la misma que en las de -1, sir-
viendo de relacion ¢ razon distancial la de la primera de —1 4 la primera de
-+ 1. Esla oblicuidad, que es doble de la anterior, determina la superposicion de
los dos sistemas 6 la intercalacion de las dos irradiaciones.

Todas las diez y seis raices se comunican en la ecuacion y16—1=0, de
donde se deducirian las dieziseisavas de la unidad positiva.

Estas, con otras tantas de la unidad negativa, darian las treinta y dos de -+ 1;
y asi succesivamente en progresion dupla se construiria un gran organismo de raices
de la unidad, en el cual cada grupo contendria todas las de la unidad positiva y
las de la negativa del grado subduplo anterior.

Para expresar la correspondencia de dos irradiaciones complementarias, he
dicho que se comunican en una irradiacion superior. Esta es la expresion propia de
la comunidad de raices que tienen las irradiaciones que se subordinan unas 4 otras
en cierta relacion numérica: la subordinada tiene todas sus raices en la superior 6
subordinante.

Adyiértase, sin embargo, que aunque en dos irradiaciones no haya esta subor-
dinacion regular y orgdnica que resulta de la composicion explicada, basta que
entre sus indices haya comunidad de factores, para que la coincidencia de una raiz
traiga la coincidencia 6 comunicacion de tantas raices como unidades tuviera el
méximo comun divisor de aquellos indices. Dos sistemas de raices dela unidad po-

siliva que son entre si primos, no pueden tener mas raices comunes que la unidad
positiva.
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ARTICULO 12

Ecuaciones impares.

Hemos visto que la resolubilidad algebriica de las ecuaciones coincide con la
;ntercalacion geométrica de las irradiaciones en el organismo cuyo indice general
es la potencia 27 . '

Pero esta correspondencia es ain masnotable en las ecuaciones de grado impar.

Desde luego puede adivinarse que habiendo en ellas necesariamente una raiz
real, los restantes pares de imaginarias no podran ser conjugados, sino simétricos,
y su expresion algehrdica habrd de diferenciarse en algo mds que en el signo
ante-radical : no podri esta expresion nacer de ecuaciones puras de segundo grado,
que son las que en @ltimo andlisis determinan por conjugacion todas Jas raices del
organismo 2%, sino de ecuaciones mistas 6 afectas, cuya resolucion ha de condu-
cir & simbolos de afeccion tan compleja, cuanto sea bastanle para expresar la po-
sicion de cada raiz respecto del eje tinico real inconjugado y respecto de su simétrica.

‘Estas presunciones, sugeridas & priori po la idea de la correspondencia entre
el Algebra y la Geometria, se confirman plenamente por el estudio y la traduccion
de las ecuaciones hinémias de grado impar.

Sea la mas simple de todas las que tienen raices imaginarias y3—1=—10:
tomando por divisor y—1=0, puesto que la unidad positiva siempre es raiz de
aquella ecuacion, obtendrémos el cociente

yiy+1=0;

ecuacion afecta de segundo grado, en que estin dadas las otras dos raices imagina-
rias de la unidad positiva; pero con afeccion complicada, que no indica ya una
simple relacion de conjugacion, sino de simetria y de referencia necesaria & la raiz
real complementaria estirpada por la division; cosa que tiene que ir impresa en la
ecuacion misma de segundo grado, que al fin no es mds que un cociente, y no
una formula primitiva 6 independiente, sino factorial y complementaria.

La afeccion y mistura de la ecuacion de segundo grado hard que las raices que
salgan de ella tengan un elemento real y uniforme que represente la uniforme
relacion de simetria, la identidad de region 4 que van dirigidas, y otro elemento
imaginario con signo de conjugacion para expresar la opuesta manera y sentido,
como se realiza la simetria. A esta doble exigencia responden las dos imaginarias
de la formula

san Syl
2 ’

=

que se deduce de la ecuacion afecta de segundo grado.
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De suerte que, las tres raices

’

e
9 2

constituyen una irradiacion equiangular, como se ve en esla figura:

Las tres raices de la unidad negativa son enteramente andlogas & las de la po-
sitiva. Fstin dadas en la ecuacion y3—+1=0, la cual, dividida por y+1=0,
da la afecta de segundo grado y2—y+1=0, de donde se obtiene

Axyv3
-

Las tres raices son, pues,

el ey B gl

las cuales son de signos contrarios y conjugadas con las de -1, comunicdndose
en una irradiacion dupla que representa las seis sextas de la unidad positiva.
La ecuacion de sexto grado

yPr—1=0



215
expresa,, con efecto, esta duplicidad, resolviéndose en dos de tercero, que se com-
hinan , intercalando y conjugando sus raices por la oposicion de signos. Asi

-+ 1
S—1+\/———3
y3—1=0; (y—1) (92 +y+1)=0y= 2
|
2
6__1—10:
Y ==K o
1—v-3
y3+1=0;(y+1) (9P—y+1)=0y= 2
143
2

La intercalacion da la série siguiente de raices sextas de la unidad positiva en
orden perimétrico

1, 1+\/——3
2 3

—14y/—3 _1‘—1—\/_3 1—y/—3

3 :

Las seis de la unidad negativa caen fuera del eje real, y son todas imaginarias
¢ intermedias entre las anteriores. Su representacion algebrdica estd cifrada en la
ecuacion

yo+1=0,

que es resoluble tambien en dos de tercer grado,

P —y—1=0

P4+1=0; il
g8 oS ==
ecuaciones que no tienen raices reales.

Las seis imaginarias que resultan se comunican con las de la unidad positiva en
una irradiacion de grado duplo, y asi se construye con intercalaciones succesivas
un organismo de 3, 6, 12, 24,...3><2", raices semejante en el desarrollo
simétrico al organismo duplo 27, aunque diferente en su punto de partida 6
ecuacion elemental.

Las ecuaciones de quinto grado determinan sus raices imaginarias por ecuaciones
afectas de cuarto, en las cuales el imaginarismo es aan mas complicado , aunque
siempre reducible 4 la forma binémia necesaria para expresar la simetria. La inter-
calacion succesiva de’las de — 1 con las de -1, engendra tambien un organismo
de irradiaciones de 5, 10, 20, 40 ..... B >< 2" raices.
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ARTICULO 13.

Rafces terceras.

Detengédmonos un momento en la consideracion de las raices terceras contenidas
en la ecuacion y® —1=0, y justifiquemos el uso de sus expresiones algebrdicas
para representar la doble contraposicion factorial en la multiplicacion ternaria.

Si se hace coincidir el vértice triédrico de un cubo con un punto de un plano,
de modo que la diagonal que une & aquel vértice con el vértice opuesto, sea per-
pendicular al plano, la intuicion geométrica nos da en la figura 99 las siguientes
determinacioncs.

1. Las tres aristas inmediatamente inclinadas sobre el plano tienen por proyec-
ciones tres radios que dividen la circunferencia en tres partes iguales.

9.  Las tres aristas que concurren en el vértice opuesto del cubo tienen por
proyecciones tres radios asimismo equidistantes entre si, y bisectores de los 4ngulos
formados por la irradiacion anterior.

3." Las seis aristas restantes, con inclinacion alternativa sobre el plano circu-
lar, tienen por proyecciones las seis cuerdas que, uniendo los extremos de las dos
irradiaciones, determinan un exagono regular.

El exdgono es una imdgen proyechiva dé todos los elementos lineales del exaedro
6 cubo.
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La primera irradiacion proyecta tres aristas positivas que determinan un cubo
positivo, respecto del vértice 6 punto de origen, y expresa tambien tres raices de la
unidad positiva. ‘

La segunda irradiacion proyecta tres aristas que, por ser paralelas d las pro-
longaciones de las primeras mas alli del punto de origen, son negativas, y por lo
tanto determinan un cubo negativo: ella es tambien expresion de las tres raices de
la unidad negativa.

Ambas irradiaciones complementarias se conjugan en la irradiacion de sexto
grado que resume en una expresion tinica geométrica las seis aristas cuya combi- "
nacion intercalar es referida & un solo punto de origen, de la misma manera gue
la ecuacion

yP3—1=0

ys—1 =0 se compone de las dos complementarias yd+1=0.

Las seis aristas cestantes no estdn referidas inmediatamente al punto de origen,
sino 4 los extremos de los radios, y por su continuidad son esencialmente perimé-
tricas. Sus proyecciones expresan las diferencias succesivas de las seis raices.

La expresion proyectiva parece, pues, genuina representacion de la perpendi—
cularidad reciproca de los tres factores que determinan la solidez. Ya vimos, con
efecto, que la combinacion de sus simbolos en la multiplicacion algebrdica conduce
siempre 4 resultados andlogos 4 los que da la contraposicion de factores ternarios.

Mas adelante daremos & conocer expresiones directas de la posicion inicial é
inmediata de los cofactores de la solidez, considerados en si mismos y abrazando
las tres dimensiones del espacio.

ARTICULO 14.

Ecuaciones complementarias.

Doy este nombre no solo & las que resultan de una descomposicion fundada en
el principio de que

yir—1=(ym—1) (g +1);

sino tambien & todas las que proceden de una division del primer miembro de la
ecuacion principal por el de una ¢ varias raices determinadas.

El caso mas sencillo es el de division por la raiz real positiva en la ecuacion
28
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y™—1=0. Dividiendo, en efecto, por y—1=0, la ecuacion cociente que es
la complementaria de un grado inmediatamente inferior, tiene siempre la forma

yr—lpym—tpym—3 4 y+1=0.

La division por y—+1=0 hace alternativos los signos positivos y negativos
y da por cociente la ecuacion complementaria

yn—l— gy pgym=d— 4y —1=0..

La division por cada raiz da un nuevo érden de aparicion 4 los signos y coefi—
cientes de la ecuacion cociente.

Dividiendo una ecuacion pura del grado m por la ecuacion elemental de cual-
quiera de sus raices, los varios cocientes que en cada caso aparécen son polinomios
(primeros miembros de nuevas ecuaciones afectas) de m términos que con varia
alternativa de los signos + y — y de los de realidad ¢ imaginarismo, repre—
sentan por el orden gradual de los exponentes las varias modificaciones 4 que debe
someterse cada una de Jas m—1, raices remanentes en la.ecuacion complemen-
taria,, para que el polinémio que expresa su suma se reduzca & cero.

Las m—1 raices remanentes de la complementaria son comunicables con las
de la ecuacion binémia del grado m, y no deben confundirse con las m—1 que
pudieran corresponder 4 la ecuacion de grado m—1, pero binémia ¢ indepen—
diente: esto es, las m—1 raices de

ym—1lpgm=24p gm=3 4 y+1=0,
son raices de la ecuacion ym—1=10,
pero no son las mismas que las de y "=1—1=0.

Las diversas combinaciones de signos que acompafian 4 las varias potencias
de la incognita en estas ecuaciones complementarias, son argumentos 6 coeficientes
cualitativos, que imprimen la conveniente disposicion radial 4 los valores que en
vez de ella se van substituyendo. Hecha la substitucion, cada término representa un
radio y la suma de todos ha de reducirse 4 cero, cuando el valor substituido es raiz
verdadera. Cuando molo es, como cuando se substituye la raiz ya estirpada, la
disposicion radial es de tal naturaleza que se imposibilita su reduccion & cero.

Como ejemplo de estas y otras mas notables particularidades, propongo las
ocho ecuaciones complementarias que resultan de Ja estirpacion succesiva de lag
ocho raices en la irradiacion y8—1 =0.

Estas ecuaciones, conforme las da la division, segun la série descendente de
los exponentes , aparecen en este cuadro:
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La ley de los coeficientes cualitativos es regular y armonica: en cada ecuacion
van distando entre si tanto como dista del ¢je real la raiz estirpada; se supone que
el término constante es tambien coeficiente de y°. Supongo ademds que y represen-
ta en todas las ecuaciones la primera imagiraria ascendente (Kig. 100), y en esta
suposicion van fundadas todas las particularidades de las irradiaciones derivativas.

La primera recorre los radios en su 6rden succesivo desde el séptimo hasta el
primero: el término constante se somete 4 la misma ley que los variables.

La segunda acumula todos los radios en el séptimo. No hay propiamente irra—
diacion; y asi debia ser, representando y la misma raiz que ya se supone estirpada
por la division.

La tercera los hace progresar en un grado hdcia la region superior. La irra-
diacion comienza su evolucion en sentido regresivo.

La cuarta los va espaciando en el mismo sentido con dos grados de distancia,
y 1o expresa mds que las posiciones imaginarias, raices cuartas de la unidad
negativa, repitiéndolas en dos irradiaciones coincidentes.

La quinta los desenvuelve en el mismo sentido con tres grados de diferencia:
salta por todas las tésis y da una irradiacion explicita.

La sexta los reparte con cuatro grados de distancia: no da mds que dos posi-
ciones conjugadas, entre las cuales oscila, expresando la coincidencia de cuatro
irradiaciones de segundo grado. Esta irradiacion es el mdzimum de evolucion
ascendente.

La séptima los vuelve 4 presentar en orden descendente con tres grados de
diferencia: quedan otra vez explicitos todos los radios.

Y la octava afecta el mismo érden con intervalo de dos grados solamente.

Il intervalo de un grado en sentido descendente vuelve @ corresponder 4 la
primera ecuacion.
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De suerte que en las ocho ecuaciones es recorrida la irradiacion en todos los
sentidos, con todos los intervalos, y ofreciendo eschémas puramente radiales, dia-
metrales y periféricos, con todos los sintomas de la reproductividad que se deducen
de los principios consignados en las paginas 197 y siguientes.

Una sola raiz \/ /—1 es la tfjue funciona en fodas las ecuaciones; y la irra-

diacion en cada caso representa, no la posicion de las demds raices, sino la diversa
situacion 4 que aquella raiz tinica es conducida por el coeficiente cualitativo de
cada término. :

Lo mismo es que en las ocho ecuaciones se substituya por y una misma raiz,
como antes hemos hecho, que el que en una misma ecuacion se substituyan las ocho
rafces: las irradiaciones derivativas se presentan bajo la misma ley y con idéntico
periodismo. Al substituir la raiz estirpada desapareceria la irradiacion.

Aiin hay que notar otra armonia de este grupo de ecuaciones.

Los ocho primeros (érminos de todas ellas dan la misma irradiacion que la ex-
presada por la segunda ecuacion.

Los ocho segundos dan la misma que los de la tercera.

Los ocho terceros la misma que los de la cuarta.

Y los ocho octavos y wltimos vuelven 4 dar la ecuacion pnmcra

Pero lo mas curioso es lo que ya notamos que sucede siempre que el valor
substituido por y es una raiz inconveniente, como cuando es la raiz estirpada en
la ecuacion de que se trata. Entonces la irradiacion se acumula sobre uno de los
radios, el término constante, y desaparece como indicando la imposibilidad de la
raiz. Este replegamiento con que la irradiacion expresa la inconveniencia de aque-
lla suposicion, es muy digno de advertirse, porque es la tinica disposicion radial
en que es imposible la reduccion 4 cero del primer miembro; agrupados todos los
radios sobre el término constante, nunca pueden venir 4 una destruccion con él. Y
véase como 4 la imposibilidad algebrdica de la ecuacion dorresponde la nulidad y
el desvanecimiento de la irradiacion.

En todos los demas casos, la oscilacion sobre dos radios conjugados, la reduc-
cion 4 cuatro apariencias diferentes, y la distribucion por intervalos més 6 menos
distantes son condiciones suficientes y necesarias para llegar por via de suma 4 una
oposicion con el término constante que justifique Ja reduccion 4 cero del segundo
miembro.
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