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TEORIA DE LAS DETERMINANTES.

——

§ L
Inversiones en las permutaciones.

1. Imaginemos una série de elementos literales 6 numé-
ricos en los que exista un érden natural de sucesion, 6 4 los
que, para las combinaciones subsiguientes, demos & voluntad
un numero de o6rden.

Por ejemplo, las letras a, b, ¢, d.....; los numeros 1, 2,
3, 4, S.....; la série de letras no sucesivas a, d, Ts 05 Touiass
60 la numérica 2, 4, 5, 8, 10.....; en las cuales existe el or-
den natural alfabético 6 numérico: 6 bien esta otra série
by, ay, ds, U, es..... en la cual 4 las letras b, a, d, I, e.....
les damos nimero de orden por los subindices 1, 2, 3, 4, 5...

Agrupemos estos varios elementos en un cierto érden, ya
solo para formar lo que en Algebra se llama una permutacion,
ya constituyendo un producto de factores ordenados, por
ejemiplo, @, b, e a0, N QL BB 8w B edda i,
1 X2X3X4....., y tratemos de distinguir unas de otras
estas diferentes permutaciones 6 productos

Cuando los elementos se suceden en série directa crecien-
te, segun el nimero de érden que & cada uno corresponde,
se dice que la permutacion formada de este modo es la per-
mutacion principal :
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Por ejemplo, los productos’

abecde. . . . o los grupos a, b, ¢, d, e. .
A1 X2X3XAXS 1, 2. 9,4, 9.
biasdslilsc o, b,, as, ds, Ly, €s.
a G0 v s @, Qo fs 5T
2X4X5X8X10 2,4, 9, 8,10.

son permutaciones principales de las séries de elementos ci-

tados anteriormente,
Si, por el contrario, se agrupan los mismos elementos en un

orden rigorosamente inverso, la permutacion que resulta se
dice que es la permutacion inversa.
Los productos

edcba. : 6 los grupos e, d, ¢, b, a. .
SXAE4XIX2IXA 5, 4,3,2,1.

By by O g U es b5 s ass by
g e, s 2y gl @
10 X8 X5X4X2 10, 8, 5, 4, 2.

son las permutaciones inversas de las mismas séries.

Entre todas las permutaciones, a b ¢ d..... b a ¢ d.....
cabd..... de varios elementos, @ b ¢ d....., 1 otras anélo-
gas, conviene mucho fijar la atencion en las dos permu-
taciones principal é inversa que acabamos de definir, porque
4 ellas, como 4 su origen , punto de partide 6 base, se re-
fieren todas las demés por leyes en extremo sencillas del ana-
lisis combinatorio.

2. Se dice que dos elementos, sean 6 no contiguos, de
una permutacion cualquiera, forman inversion cuando no si-
guen el orden directo: asi, para fijar las ideas, en la permu-
tacion e i d g b, de los elementos b,d,e g, h:eyad for-
man una énversion, porqueen elorden alfabético la d precede
4 lae, yen la permutacion ¢ h d g b sucede precisamente
lo contrario: en esta misma permutacion d y g no forman in-
version; ¢ y b la forman, y asi sucesivamente.
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Como en cada permutacion podemos tomar dos & dos todas
las letras que contiene para reconocer si forman 6 no in-
version, pero el nimero de estas combinaciones binarias es
limitado, resulta que cada permutacion tiene un numero
fijo y perfectamente determinado de inversiones, nimero
que difiere y caracteriza en el andlisis combinatorio la clase
del término 6 permutacion @ que corresponde.

Facilmente podemos hallar las inversiones totales del grupo
ya citado e o d g b, 6 de otro cualquiera : bastara para ello
comparar cada letra con todas las que le siguen y sumar las
diferentes inversiones que resultan.

Diremos : ¢ y h no forman inversion. . »
ey d. . forman inversion. . 1
e y ¢ no forman inversion. . »
e y b., . forman inversion. .
A e corresponden pues. . . . . . . inversiones. . 2
h y d forman una inversion. . . .
B glioten b xSyt
h ybotrams.. U7 o g

A h corresponden pues. . . . . . .
d y g no forman inversion.. . . . »
dyb. .formanuna.. ., - . . . 1

A d corresponden pues. . . . . . .4 . ...
Finalmente, ¢ y b forman una inver-
00 SE Ry o LAV RN SRS T KRR SO (R |

Total del grupoe hdgb. . . . . . 1

De aqui se deduce :
1.° Que en toda permutacion principal no hay inver-
siones, puesto que todas las letras estdn en el érden natural.
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2.° Que en la permutacion inversa de n elementos el nii-
o : 1
mero total de inversiones es - " (n —1).

En efecto, el primer elemento forma inversion con todos
los que le siguen, que son en nimero (n—1), pues tiene me-
nor numero de érden que todos ellos; luego a dicho elemento
corresponden.. ... (» — 1) inversiones: el sequndo elemen-
to forma asimismo inversion con los (n — 2) que le siguen;
tenemos, pues, (n — 2) inversiones més: al tercero corres-
ponden (n — ), y asi sucesivamente hasta el penultimo,
que forma una inversion con el elemento final.

Tendremos en resumen para el nimero total de inversiones

de la permutacion inversa
n(n—1)

(n—=1)+(n—2)+(n—3)+ ... 2+1=
2
segun habiamos indicado.
-
; 4X3 . .
Por ejemplo..... d ¢ b a presenta o 6inversiones

"como es facil comprobar.

3.° Todas las permutaciones de 7 elementos pueden di-
vidirse en dos grupos 6 categorias respecto al nimero de in-
versiones, & saber: permutaciones en las que el nimero de
inversiones es par, y permutaciones en que dicho nimero es
impar. ‘ :

5. Dada una série literal 6 numérica de elementos, por
ejemplo, la alfabética a, b, ¢, d... 6la numérica 1, 2, 3, 4...,
podemos escoger varios elementos de la una ¢ de la otra para
formar con ecllos diversas permutaciones: sean estos elementos
b,d, e, g, henlaprimera, 6 2, 4,5, 7, 8 en la segunda. Si les
conservamos el orden natural primitivo, la permutacion prin-
cipal serd evidentemente b d e g h, 62 X 4 X5 XTX8
formando productos, 6 méas en general b, d, e, g, h, Y2,4,5,7,8
si solo atendemos al orden (1).

(1) En el anilisis combinatorio solo se atiende 2l érden prescindiendo del valor
numérico, y por lo tanto prescindiremos en adelante de si los elementos que se con=-
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Ahora bien, & cada letra de las que constituyen el grupo
b, d, e, g, h corresponden evidentemente dos numeros de
orden : el primero por el lugar que ocupa en la série alfabé-
tica, por ejemplo; a4 b, el 2; a d, el 4; de, el5; a g, el 7
y & h el 8; el segundo por el lugar que ocupa en la permu-
tacion principalb d e g h; a b, el 15 & d,el 2; de, el 35 4
g, el 4yahelbs.

En resiimen

a b corresponden dos numeros de orden. . 2 0 14
o A ) L a0 461 el O SRR RRE. B
B I T et ¥ Bt e e ey
BB e TR (TR S T e
Gl Canat s e e e e T e B

Pero como al comparar cada dos de las letras del grupo
que consideramos, para conocer si estin en érden natural o
inverso, tanto da considerar unos i otros nimeros, puesto
que la d y la g, por ejemplo, no forman permutacion, ya se
alienda & sus nimeros de drden naturales 2 y 4, ya & los que
tienen en la permutacion principal, & saber, 4y 75 y & la
inversa g y d forman una permutacion que aparece lo mismo
en los nimeros 4, 2 que en los 7, 4, lo cual puede repetir-
se para todas las demds letras de dicho grupo, resulta final-
mente que el nimero de inversiones es el mismo, ya se atien-
da al nimero de 6rden de cada letra en la permutacion prin-
cipal, ya al orden natural de sucesion (1).

sideran estan agrupados formando un producto, una suma @ otra funcion cualquiera,
para Llener en cuenta anicamente el orden de dicha agrupacion.

Notaremos, sin embargo, que por lo general en la teoria de las determinantes los
elementos se multiplican entre si y cada permutacion es un producto; pero los teo-
remas de este primer parrafo son completamente generales.

(1) Obsérvese que este érden natural de sucesion depende por completo de nues-
tra voluntad y es por lo tanto el que nosotros fijemos de antemano, aunque para sim-
plificar y evitar confusiones sea generalmente el orden allabético, si se trata de le-
tras, 6 el numérico si se trata de nimeros.
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Anélogamente veriamos que en las permutaciones formadas
con los numeros 2, 4, 5, 7, 8 pueden sustituirse, si solo se
trata del niimero de inversiones, & dichos numeros los natu-
rales 1, 2, 3, 4, 5 que expresan su lugar en la permutacion
principal : es decir al 2 el 1

al 4 el 2
al 5 el 3
al 7 el 4
yal 8 el 5:

4. Representemos por PP una permutacion principal de
un numero cualquiera de elementos, y por A la permutacion
que se deriva de aquella, quitando m elementos de dicha com-
binacion principal, y colocindolos en orden directo delante
del grupo que forman los elementos restantes.

Por ejemplo, si P representa la permutacion principal
abecdefghijk, yside esta permutacion tomamos cinco
elementos (en cuyo caso m=5), ¢ e f h j, y los colocamos
en orden directo delante del grupo restante @ b d g k, habre-
mos formado la permutacion ¢ efhjabd gk que es la
que designamos en general por A

Los m elementos de la permutacion P que cambian de lu-
gar estaran definidos por sus nimeros de orden en dieha per-
mutacion , numeros de érden que representaremos en general
PO 7y, Tay T5evee Pieunen T3 pues como no sabemos cuiles se-
ran en cada caso, es preciso dejarlos indeterminados, emplean-
do 4 este fin la letra indeterminada 7, si bien para indicar la
sucesion creciente acudimos a los sub-indices 1, 2, 3... ¢... m:
es decir, que 7y, Py, P5eeces Pieie. Ty SOD DUMeEros crecientes
de la série natural 1, 2, 3, 4..... m.

Cuando asf no sea los indices 6 sub-indices indicaran claramente el ¢rden esta—
blecido.

Notese ademés que no siempre y en toda clase de problemas pueden sustituirse
unos nimeros de 6rden 4 los otros: hay formulas en las que deben entrar precisa-
mente los nimeros de 6rden de los elementos‘en la permutacion principal ; es declr,
refiriéndonos al ejemplo anterior, los 1,2, 3, 4y 8.
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En el ejemplo anterior se tiene r, =3; ro=35; r;=~6;
ry=8; r; =19, puesto que los elementos ¢, e, f, h, j que
se anteponen a los restantes ocupan los lugares que indican
dichos nameros 3, 5, 6, 8 y 9.

Comprendido esto, tratemos de determinar el nimero E de
inversiones de la permutacion A.

Puesto que no hay inversiones en la presentacion P, para
determinar las de A, basta ver cuintas resullan 6 aparecen
por el cambio de cada elemento que varia de posicion al pasar
de P a A, y sumar todas ellas.

Fijémonos en el elemento que ocupa el lugar ; en P; lo que
digamos de este podriamos repetirlo para otro cualquiera.

+ Dicho elemento pasa en A al lugar ¢; queda siempre delante
de los elementos que le seguian en P, de suerte que con ellos
no forma inversion; no se antepone  ninguno de los m elemen-
tos que varian con él, y solo avanza respecto  los elementos
de P que estaban delante y no han variado : por lo tanto, solo
con estos podra ofrecer inversiones.

Ahora bien, en P teniamos delante del elemento que ocu-
paba el lugar »;, ; — 1 elementos, de los cuales ¢ — 1 han va-
riado al mismo tiempo que el que consideramos, luego este
elemento tan solo avanza sobre (r, — 1) — (¢ — 1) elementos y
dé origen por consiguiente & 7; — ¢ inversiones.

Tendremos pues 7,—1 inversiones procedentes del ele-
mento que ocupa el lugar r,

y ry —2
rs — 3
r, — 4
r, —1

r,— m para los restantes

6 en total E =1, + r, + ry..... +r + e, — (1 + Q4+ 3 4 urst o M)

: 1
r,—+-r,+r3+.....rm-—2-m(m+ 1).
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En el ejemplo anterior el elemento ¢ ocupaba el tercer lu-
gar en la permutacion principal @ bedef g h jk, y se ante-
pone 4 los dos @, b, dando lugar & 2 inversiones: el e se ante-
pone i los a, b, d, puesto que el ¢ cambia con él y no debe
contarse, luego da origen & cuatro ménos una inversion 6
sean 3 inversiones, y analogamente veriamos que f, kb y j dan
origen 4 3, 4y 4 inversiones 6 en total 4 2+3+3+4+4=16.

Sustituyendo en la formula :

P83 tv=9; =0 =8 rs=9: m=5

tendremos 3+ 5+ 6+ 8+9— 5 (5-+1) = 16 que es el mis-

mo nimero que habiamos obtenido directamente. .

5. Sea A una permutacion cualquiera de n elementos y
supongdmosla dividida en dos grupos B, y C; el primero for-
mado con los m primeros elementos de dicha permutacion A,
y el segundo con las » — m restantes.

Es evidente que el numero de inversiones de la permuta-
cion A se obtendra sumando las inversiones del grupo B, que
representaremos por £, las del grupo C, que designaremos
por v, y las que forman los elementos de B respecto a los de
C, puesto que cada dos elementos que comparemos ¢ perte-
necerdn los dos al grupe B ¢ al C, 6 uno al primero y otro al
segundo. Llamando E & las inversiones de todos los elemen-
tos de B, respecto & los de C y = al nimero de inversiones de
A, tendremos pues

a=— B + vy + LS.

Ahora bien, si los elementos de B varfan de posicion, pero
dentro de su propio grupo, y asimismo los de G dentro del
suyo, § yy variardn, pero K permanecera constante y el nue-
vo valor de = serd

11__: pl + ,YI + E-

Este nimero constante E solo depende de los numeros de
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orden de los elementos de B en la permutacion principal P, de
la cual podemos suponer derivada la permutacion A. En efec-
to, podemos pasar de la permutacion P 4 la A trayendo en
P los m elementos de B al principio del grupo, con lo cual
obtendremos una permutacion A’ dividida en dos grupos, que
contendrin los mismos elementos que B y C, y bastara cam-
biar de lugar los elementos de cada grupo dentro del suyo
respectivo para trasformar A’ en A.

Sea, por ejemplo, la permutacion A=d fajcbeh g deri-
vada, por cambios convenientes, de la principal P=a becdef
ghj, y dividimosla en dos gruposd fajc el primero, beh g
el segundo, en esta forma dfajc|behg. Para pasar de P 4
A’ tomaremos en P los elementos a, ¢, d, f, j que son los que
entran en el primer grupo de A, y los trasladaremos al prin-
cipio de la permutacion, obteniendo de este modo la permu-
tacionA'=acdfj|behg dividida en dos grupos acdfj y
be hg, que contienen los mismos elementos que los B=d fca j,
C=behg, aunque dispucstos en diverso érden. Para pasar
de A’ a A basta alternar convenientemente las letras en cada
dos grupos acdfj, behy.

Pero esta ultima operacion no altera el valor de E, luego
esta cantidad tendra el mismo valor en A’ que en A, y como
en A’ (nim. 4) viene dado por la formula

: 1
S e Y —;m(m*’-l)

resulta, por dltimo, que en la espresion =28+ v+ E el va-
lor de E es el que acabamos de escribir representando por
Tyy T2y P55 eee.. 1, los numeros de orden de los elementos
que entran en B, tomados dichos nimeros de érden por el lu-
gar que ocupan los elementos en cuestion en la permutacion
principal.

En el ejemplo precedente tendriamos

P13 == ey e =0 O

y la férmula general se trasformaria en esta otra



inversiones de (dfajcbehg)= inversiones de (dfajec)+
inversiones de (behg) +1+3+4+6+9— 25 (5+1).

6. Segun hemos indicado en el nim. 2 las diversas per-
mutaciones de n elementos se dividen en dos clases: com-
prende la primera todas aquellas que tienen un nimero par
de inversiones; y la segunda los que contienen un nimero
impar.

1. Sean kyg dos elementos contiguos de una permuta-
cion cualquiera A: representando por B el grupo que precede
a k, y por Cel que sigue 4 g tendremos evidentemente

Veamos ahora qué alteracion experimentan las inversiones
de A cambiando de lugar los elementos & y g de suerte que
se constituya la permutacion

A =BgkC.

Las inversiones de todos los elementos de B respecto &
g, ky G no han variado, puesto que B les precede siem-
pre; las de k y g con relacion & los elementos contenidos
en G tampoco variardn por la misma razon, ni los de este
iltimo grupo ; luego la unica inversion que aumenta 6 dis-
minuye es la que resulta del cambio relativo de los elemen-
tos g y k.

De aqui se deduce que cuando dos elementos contiguos
cambian reciprocamente de lugar, la permutaczon gana 0
pierde UNA INVERSION,

Consideremos ahora un elemento cualquiera k y suponga-
mos que camina de izquierda & derecha 6 de derecha 4 izquier-
da pasando sobre 7 elementos consecutivos.

Diremos para abreviar que un elemento & pasa sobre otro
contlguo g cuando se invierte su colocacion respectiva, es de-
cir, cuando en vez de k g se escribe gk, 6 en vez de ¢k se
escribe £ g: en el primer caso camina de izquierda & derecha



pasando sobre ¢, en el segundo de derecha 4 izquierda pasan-
do tambien sobre dicho elemento.

Segun acabamos de decir, por cada elemento sobre el cual
pase k, la permutacion gana ¢ pierde una inversion, luego
tendremos :

1.® Que al pasar sobre un elemento, la permutacion A’ que
resulte tendrd una inversion mis 6 ménos quela A: Ay A’ se-
rian pues de distinta clase.

2.° Al pasar sobre el sequndo elemento, la permutacion
A” que resulte tendrd una inversion mas 6 ménos que la an-
terior A’ : Ay A” serdn por lo tanto de distinta clase, luego
A y A” pertenecerin & la misma.

Veremos analogamente, representando por A”, A"... A® las
permutaciones que resultan al pasar el elemento & sobre va-
rios elementos de A, que

A y A" son de distinta clase ;

A y A de la misma;

Y en general Ay A® serin de la misma clase 6 de clase dis-
tinta segun que r sea numero par 6 impar,

En restiimen:

Cuando un elemento de una permutacion pasa en uno
% otro sentido sobre r elementos consecutivos, la nueva
permutacion serd de la misma clase 6 de clase distinta
que la primera sequn que v sea par 6 immpar.

8. Cuando en una permutacion solo interesa tener 4 la
vista dos elementos & y g, porque sobre ellos versan las tras-

posiciones que han de efectuarse, se expresa dicha permuta-
cion de esta manera:

AkBgC:

representando por A el grupo de elementos que preceden & k,
por B el de los comprendidos entre % Y g, Y finalmente por C
el conjunto de los que siguen 4 g. .

Asi en - ebfklrgbde,

A representa el grupo. . . . . ¢bf;
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Veamos ahora qué alteracion experimentan las inversiones
del grupo

cuando se invierte el orden de los elementos k y g en
esla forma:

Supongamos que en B hay r elementos :

Para pasar de la permutacion (1) 4 la (2): 1.° haremos
pasar 4 k en la permutacion (1) sobre los 7 elementos de B,
con lo cual obtendremos la permutacion A B k g C; 2.° ha-
remos asimismo pasar & ¢ en la permutacion (2) sobre los r
elementos de B y sobre el elemento k, es decir, sobre 7 + 1
elementos, con lo cual obtendremos la misma permutacion in-
termedia A Bk g C que antes.

Resulta de aqui que para pasar de las permutaciones (1) y (2)
4 la misma permutacion A Bk g C 6 reciprocamente de esta
4 las (1) y (2) son necesarios ry  + 1 cambios consecuti-
vos ; luego si res par, AB k g C y (1) serén de la misma clase,
A BE g Cy (2) de clase distinta por ser r + 1 impar, 0 al
contrario si 7 es impar. Siempre, pues, A B g C es de la mis-
ma clase que una de las dos permutaciones (1), (2) y de dis-
tinta clase que la otra, de donde se deduce finalmente que (1)
y (2) son de diversa clase. De aqui resulta este teorema:

Dos permutaciones A k B g Cy A g Bk C que solo di-
fieren por el cambio reciproco de dos elementos k y g per-
tenecen d distinta clase.

9. Dadas dos permutaciones que pertenezcan al mismo
sistema de elementos, es claro que puede suponerse deducida
]a una de la otra mediante un cierto nimero de cambios suce-
sivos de elementos tomados dos & dos, puesto que de este
modo cada elemento de la primera puede venir al lugar que ocu-
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pa en la segunda; pero estas operaciones pueden efectuarse de
muchas maneras distintas, y segun el sistema de cambios que
se elija, variara evidentemente el niimero de estos. Sin embar-
go, como cada cambio de dos letras hace cambiar de clase 4 la
permutacion, puede establecer en general:

Que dos permutaciones formadas de los mismos ele-
mentos pertenecerdn d la misma clase 6 a clases distintas,
segun que sea par 0 impar el numero de los cambios de ele-
mentos dos d dos que se hayan efectuado 6 puedan efec-
tuarse para pasar de una permutacion d otra.

10. Hallemos ahora, entre las 1. 2. 5... # permutaciones
diversas de » elementos, cuantas pertenecen a cada clase.

Para cllo llegaremos a las permutaciones de n letras proce-
diendo desde las de n — 1, y agregando un nuevo clemento
4 las ultimas.

Supongamos formadas todas las permutaciones de n — 1
elementos @, b, ¢... k, y sean A y B dos permutaciones de n — 1
elementos, de clase distinta.

Consideremos un elemento més, I, ultimo de los 7 ele-
menlos a, b, ¢..... k, I, y agreguémoslo al final de las per-
mutaciones A y B, con lo cual tendremos dos permutaciones
A, B,de n letras y de clase distinta evidentemente, pues el
nimero de inversiones serd el mismo en A queen A, y en B
que en B,.

Haciendo ahora pasar I sobre cada uno de los clemenlos de
A y B caminando siempre de derecha & izquierda y 4 la par,
es decir, por un cambio en A otro en B, tendremos:
por el princer cambio en A, y B,, dos permutaciones de

B JetEgs A e siline nY 1 seuth Babe B vecintenn e il By
de distinta clase, pues A, y B, lo eran y ambas cam-

bian & la vez de clase ;
por el segundo cambio otras dos., . . . . . : . . A;B;
de distinta clase tambien, y asi sucesivamente hasta que

Locupe el primer lugar en. . . . . . . . . . . A B,

De aqui se deduce que las dos pelmutacwnes de n — 1 le-
3
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tras A y B, de clase distinta, han dado origen 4 tantas per-
mutaciones de 7 letras de una clase como de otra, pues a A,
corresponde By, & Ay, B, y asi en general : es decir, que de las
2 n permutaciones que que resultan, la mitad pertenece 4 una
clase y la otra mitad ala clase opuesta,

Recordemos ademis (Algebra elemental ), que se puede pa-
sar de las permutaciones de 7 — 1 letras 4 las de n agregan-
do el nuevo elemento ! & todas las permutaciones de m — 1 le-
tras y haciendo pasar 4 este elemento sobre todos los anterio-
ves, sin que de este modo falte permutacion alguna, ni resulte
ginguna duplicada.

Esto supuesto, partamos de las dos permutaciones de dos
elementos

ab.~s...0a

que son de clase distinta y agreguemos el elemento ¢: segun
lo demostrado obtendremos tantas permutaciones de una cla-
se como de olra: sean estas,

M, M; M; las de una clase,
N; N; N5 las de la opuesta.

Considerando ahora M; y N, primero; M; y N, despues;
M; y N; finalmente, y agregando otra nueva letra d, cada
grupo dara tantas permutaciones de cuatro letrasde una clase
como de otra, luego en definitiva habra tantas permutaciones
de cuatro elementos de la primera como de la segunda clase.

Generalizando tendremos que,

En el sistema completo de permutaciones de n elemen—
tos la mitad pertenece a una clase y la otra mitad é la cla-
se opuesta.

Este teorema supone, como asi es, esceptuando el caso
n =1, que el namero 1, 2, 3. . . . . n de permutaciones
de n elementos es par.



§ 1.

Consideraciones generales sobre los cuadros
generadores 6 matrices.

11.  Consideremos varias séries de clementos conteniendo
cada série el mismo nimero y correspondiéndose todos los
primeros, segundos, lerceros términos, elc. Esta concepcion
de orden y de correspondencia aparece de un modo claro, y
salta, por decirlo asi, 4 la vista, escribiendo las diferentes sé-
ries unas debajo de otras en lineas horizontales, de suerte que
dichos primeros, segundos, terceros términos, etc. se corres-
pondan en columnas verticales.

Asi se formard un cuadro 6 tabla, que se suele encerrar en-
tre dos lineas verticales, y que recibe el nombre de matriz,
porque de él y de la agrupacion de sus elementos se derivan
y nacen, por decirlo asi, importantes resullados del érden
combinatorio.

Sean para fijar los ideas, cuatro séries de cinco letras cada
una: a, b, ¢, d, e la primera; f, g. h, i, j la segunda; k, I,
m, n, p la tercera; y q, », s, ¢, u la cuarla: tendremos

@siibg e, @y e
L gas g 8509
k, Liim., w, p vl 5,
ity 8205 8

Este cuadro 6 tabla, 1 otro andlogo, se designa, segun aca-
bamos de indicar, con el nombre de matrix.
Sus diferentes términos reciben el nombre de elementos

de la matriz.
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Los que se hallan en una linea horizontal 6 vertical se dice
que forman una linea, y las lineas se distinguen en horizon-
tales y verticales. '

Tanto en unas como en otras, los elementos se determinan
pornumeros de orden 1, 2, 5. .. que se cuentan para las pri-
meras de izquierda & derecha , para las segundas de arriba
abajo.

12. Como cada elemento pertenece & la vez & una hori-
zontal y & una vertical, y es, por decirlo asi, la interseccion
de ambas lineas, resulta que para individaalizar 6 fijar cada
elemento de una matriz, basta indicar el nimero de orden de
la horizontal y el de su vertical.

En general se designa el elemento, que se halla en la r.™
horizontal y en la s.™ vertical, reuniendo los dos niumeros de
orden en el siguiente simbolo:

(8]
Los niumeros 7 y s se dice que son los dos indices del ele-
mento : el primero, indice de las horizontales; el segundo
indice de las verticales, 6 mas sencillamente primero y se-

gundo indice.
Asi, por ejemplo, en la matriz (1) se tiene

a=(1/4)3 b=(1,2)5 e=(13)s:d=(1,4)5 e=(1.5)
= (2.4);9=(2;2); h=(2,8); 14 =1(2,4); §=(2,5)

» - . . . . . . . . . . . . »

13. Cuando més adelante nos ocupemos de productos
de dos 6 mas elementos de una matriz, debera entenderse
siempre, y es condicion constante, que dichos elementos
pertenecen d horizontales y verticales distintas; es decir,
que no pueden entrar en el producto dos 6 mas elementos de
una misma linea. i

Asi en la matriz (1) a g p es unproducto aceptable, porque
de las dos lineas que pasan por @, de las que pasan ¢, y de
las que se corlan en p, no entra en el producto a g p mas que
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un elemento por cada grupo de dos lineas de distinto nombre.

Por el contrario, @ ¢ h m e es un producto inaceptable y
que nunca consideraremos en esla teoria, porque @ y e perte-
necen & la misma horizontal, & y m 4 la misma vertical.

De aqui resulta que si en un producto sustiluimos & cada
elemento de la matriz su expresion simbolica (nium. 12), tan-
to los primeros como los segundos indices deberan ser distin-
tos; porque en efecto, si en la série de los primeros indices,
por ejemplo, hubiera dos nimeros iguales, como dichos indi-
ces expresan el nimero de 6rden de la horizontal & que perte-
nece ¢l elemento que representan, ambos elementos pertene-
cerian 4 la misma horizontal, lo que es contra la definicion dada
precedentemente.

Asi, representando varios elementos por (7y, 8,), (72, S3)s
L &) L. o TR Sn)» en el producto

(ry, 8) (as 82) (s, 835) (P45 Sa)- « -+ A T RS )

los nameros 7, P, 7. . « . . Ty, (que son indices de lineas
horizontales, seran todos distintos, como tambien s, 8, S5
I A SR
Tanto una como otra série, son términos de la série numé-
piead; 2, A, 4.V 5

Por ejemplo, en el producto

agsn, o(1,1)(2,2) (4,3) (3,4) [Matriz (1)]

lasérie sy 93 . . T €800 o 1, 2, 453,
y la s,,sg...s,,,.........1.2,5,/4,
numeros comprendidos en la série natural 1, 2, 3. ... .y

distinlos entre si.
Al conjunto de los primeros indices 74, 72 P50 « o o « Ty 0
de los segundos §;, 83, S50 « « + + Sms tomados en el producto

(4, 81) (P2, 83) (75, S5) -+ - - (Tomy: Sm)

segun el érden en que estin escrilos, se les designa en general
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con el nombre de permutaciones del producto : llamando en
particular
a la del grupo ry, 7y. . . 1, permutacion de las horizontales,
yaladels, s, ....s, permutacion de lasverticales.

Como una y otra permutacion presentarin cierto nimero de
inversiones, se dice que las correspondientes al primer grupo
son inversiones de las horizontales, y las del segundo inver-
siones de las verticales, designando en general unas 0 otras
con el nombre de inversiones del producto.

De este modo el producto en cuestion esta sujeto 4 Ia vez
4 dos leyes de orden 6 sucesion, segun se considera en ¢l, el
orden de las horizontales 6 de las verticales & que pertenecen
sus elementos. Y el conjunto de ambas leyes y su combinacion
caracterizan, por decirlo asi, cada producto.

Observemos ahora que si permutamos de cualquier modo
que sea los elementos del producto, trasforméndole, por ejem-
plo, en este otro

(P2 8) (s, 85) (T4 81,) (75, 85.) (Pss 8)- -« (T S) (Tt Smt) (3)

se habran alterado las séries de las» y de las s presentando
por ejemplo estas nuevas permutaciones

F95 Too Oty oo T v oo Pog Paumts ¥ Sus 85581 8558500 o180 80y

cuyas inversiones serdn distintas de las que correspondian &
las primitivas permutaciones

r‘, r2, 7'3. « o . . 7’"!; S’, S‘Z’ Ss- « ¢ . Sm.

Pero como se puede siempre pasar del producto (2) al (3)
por cambios sucesivos y hinarios de los elementos; como por
otra parte al permutar, por ejemplo, dos elementos (r;, s;),
(rs, s5), 4la vez se permutan los indices 75, 75, y los s;, 85 que
van invariablemente unidos & los primeros; es decir, que si 4 la
primera disposicion (s, s5) (s, 85) sustituimos la (ry, ;) (75, 85)
a la vez hemos alternado los primerosy los segundos indices;
como ademés cada cambio binario de elementos, y por lo tanto
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de indices, hace cambiar de clase 4 la permutacion de estos, re-
sulta finalmente, que si las permutaciones 7, 7y, 75. . . .. 7,;
Sis 83, 85, . . . . S, perlenecian & la misma clase, 6 lo que es
igual, si presentaban las dos un nimero par ¢ un nimero impar
de inversiones, & la vez cambiarin de clase y siempre por lo
tanlo pertenecerdn 4 la misma; 6 que si, porel contrario, di-
chas permutaciones eran de distinta clase, al cambiar, ambas
continuardn perteneciendo  distinta clase tambien. De aqui se
deduce el siguiente teorema :

St se multiplican entre si muchos elementos de una ma-
trix tomados en horizontales y verticales distintas, sea cual
fuere el orden de los factores, las dos permutaciones del pro-
ducto serdn siempre, es decir, para todas las permutacio-
nes de los elementos de dicho producto, de la misma clase 6
de clase distinta.

Siambas son de la misma clase sus inversiones seran las dos
pares 0 las dos impares y su suma serd siempre par.

Si son de clase distinta, una serd par, la otra impar y la su-
ma impar tambicn.

De aqui se deduce que el final del teorema anterior puede
enunciarse de este otro modo:

El niimero que expresa la suma de las inversiones de
las dos permutaciones del producto serd siempre par 6 siem-
pre impar.

14.  El producto de diferentes términos de una matriz se
dice que es un producto algebrdico cuando se le afecta del
signo + 6 del signo —; y se emplea uno 1 otro signo segun
que las dos permutaciones del producto son de la misma clase
6 de clase distinta; 6 de otro modo segun que el nimero total
de inversiones del producto es par 6 impar,

Por ejemplo, el producto p s b derivado de la matriz (1) de-
be llevar el signo ménos cuando se considere como algebraico.

En efecto, sustituyendo 4 p, s, b sus expresiones simboli-
cas tendremos :

psb=(3,5) (4 3) (1,2); "
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pero en la série 3, 4, 1 de los primeros indices hay dos inver-

siones,

yenlab, 3, 2 de los segundos hay fres; luego las permu-

taciones 3, 4, 1y 5, 3, 2 son de distinta clase, de donde se

deduce segun lo convenido que p s b debe llevar el signo ménos.
Por el contrario, al producto p i q d corresponde el signo

mds, porque escrito bajo la forma

phqgd=(3,9)(23) 4 1)1 4

en la série 3, 2, 4, 1 hay cuatro inversiones y olras cuatro en
la 8, 3,1, 4 de los segundos indices.

Escribiremos pues, —psb y +phgqgd.

Por lo demés siempre correspondera el signo + 6 — a to-
das las permutaciones de cada producto, porque en todas
ellas (nim. 13) la suma de las inversiones de ambas séries de
indices es constantemente par 6 impar.

Asi cuando tratemos de dar signo & un producto formado
de elementos conteniendo dos indices 6 numeros de orden,
sea cual fuere la permutacion que estos elementos formen, el
signo siempre serda el mismo, y estard dado por la expresion
(— D, 6 (—1)*, 6 (—1)<".. ... siendo *, ¥, *" Jas su-
mas de las inversiones de los primeros y segundos indices
en cada caso.

Todas las expresiones (— 1)* (— 1)*" (—1)%".... Len-
dranen efecto el mismo signo, puesto que todos los exponen-
tes seran pares 6 impares.

Siempre puede hacerse depender dicho signo de una sola
de las séries de indices, permutando los elementos del produc-
to de suerte que una U otra série de indices s¢ presente en
orden natural: disponiendo, pues, los elementos del produc-
to en el orden de las horizontales, la permutacion de los pri-
meros indices serd una permutacion principal ; disponiéndolos
en el orden de las verticales, lo serd la permutacion de los
segundos indices.
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Los productos precedentes pueden, por ejemplo, escribirse
bajo una de estas dos formas:

(1,2) (3,5) (4.3) ; (1,4) (2,3) (5.5) (4,1);
(1,2) (4,3).(3.5) ; (4.1) (2.3) (1,4) (3.5).

\

En general llamando s al nimero total de las inversiones
de un producto correspondiente & varios elementos de una
matriz, el signo que le corresponde serd el que resulte de la
potencia (—1)*, puesto que dara +1 6 — 1 segun que * sea
par 6 impar, y es evidenle que siempre puede sumarse 6
restarse 4 * un namero par sin que dicho signo cambie.

15. La determinacion del signo de cada producto se pue-
de simplificar adoptando notaciones oportunas: por ejemplo,
las dos siguientes:

a. ‘bi c, d| I l] aqq a/p2 alhs ahb L0 ahn
Bo Do o o cisivile Ogsi Mosg. Bass Wogke. » » Qase
as b5 Cs d_—, Ao l5 (4) Azyq Qz.9 A3,3 Azy4. - « U3yp (5)

am bm cm dm' sy l’m a’m’l a/m 2 a’nuﬁ am’/i* s ix am’n

En la forma (4) el simbolo de cada elemento indica por su
sub-indice la horizontal & que perlenece, y por el nimero de
orden de la letra la vertical en que se halla. De aqui resulta
que en un producto de elementos de dicha matriz la permu-
tacion de las horizontales aparece desde luego por los sub-
indices, y para hallar la de las verticales debe cambiarse cada
letra por su nimero de ¢érden natural; pero como el estudio
de las permutaciones solo interesa para delerminar las inver-
siones, es inutil la’ sustitucion de los niimeros de érden 4 las
letras y basta contar directamente las de estas ultimas.

Por ejemplo: d; b; ¢, lleva el signo —, puesto que corres-
ponden dos inversiones & las letras 'y ¢res 4 los indiges.

En la ‘matriz (5) todos los elementos estin: figurados: por
una sola letra & la ‘cual se' agregan- dos sub-indices, el prime-

ro’indicando’ la horizontal, 'y el segundo la vertical 4 que. cor-
: 4
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responde el elemento de que se trata. Con esta notacion las
dos permutaciones del producto aparecen inmediatamente 4 la
sola inspeccion de dicho producto, y de aqui se deduce con
gran facilidad su signo.

A veces para mas sencillez se suprime la letra, y en vez de
a,,, se escribe tan solo (r, s).

16. En adelante para abreviar el razonamiento empleare-
mos las siguientes expresiones,

I. Se dice que dos 6 mas lineas de una matriz son de
igual nombre 6 paralelas si ambas son horizontales 6 verti-
cales, y dos lineas sonde nombre diverso si una es horizontal
y otra vertical.

II. En dos lineas del mismo nombre 6 de nombre distinto,
se llaman elementos correspondientes los que ocupan igual
posicion : los primeros, segundos, etc.

III.  Sumar 6 restar dos lineas del mismo nombre signifi-
ca que se suman 6 se restan todos los elementos correspon-
dientes :

por ejemplo,

@y +0g3 by + Doy €y +Co s U+ 1o, 0 Qy—ao; b, —bs; Ci—Cot. by —1,

sonla suma 6 diferencia delas dos primeras lineas de Ja matriz (4).
Anilogamente, multiplicar 6 dividir una linea por una
cantidad dada, expresa que se multiplican 6 dividen por esta
cantidad todos los elementos de dicha linea:
por ejemplo

bs
k:

s

s
kas, kbs, kes. . ... kly; —,
3 5k05 5] k k

s

Cuando se cambia el signo & todos los elementos de una
linea se dice que se cambia el signo d dicha linea lo cual
equivale 4 multiplicarla por — 1.

IV. Dos 6 mis lineas son iguales 6 idénticas cuando sus
clementos correspondientes son iguales; y se dice gne son
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equivalentes cuando solo difieren en un factor comun 4 todos
los elementos :

por ejemplo

B ile 05, s s 07 &
ka, kb, ke, kd. . . . . kl son lineas equivalentes.

V. Diremos que son semejantes dos matrices cuando ten-
gan el mismo numero de lineas horizontales y el mismo nume-
ro de lineas verticales: y en estas matrices seran lineas ho-
mologas 6 elementos homologos las lineas 6 los elementos que
ocupen la misma posicion.

17. Las matrices que hasta ahora hemos estudiado se
designan con la denominacion de rectangulares si las hori-
zontales son en nimero distinto de las verticales; cuando hay
tantas lineas horizontales como verticales la matriz se dice
que es cuadrada, y el nimero de las unas 6 de las otras ex-
presa el grado de la matriz. De aqui resulta, puesto que una
matriz cuadrada del grado » tiene n lineas y cada linea n ele-
mentos, que el numero total de estos es n’.

En las matrices cuadradas dos lineas de nombre diverso,
que llevan un mismo numero de oérden, se dice que son con-
jugadas: asi son conjugadas la primera horizontal y la pri-
mera vertical; la segunda horizontal y la segunda vertical, y
en general la 7* horizontal y la 7 vertical (matriz 6.)

MR ¥ r LY e L S
'."I.OIIQ.(LQ”‘..'.OD.

ar}la’rma’ns"'ar’r' oo Oy

®* 00 000 00 00"t a0 g

'.'uo.ono.can,r-o.ouo

En dos lineas conjugadas los elementos correspondientes,
es decir, los que ocupan la misma posicion, se dice que son
conjugados: por ejemplo, @,,1 Y @ysp; @rro Y tasps - - -
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El elemento comun & ambas lineas es el elemento principal.
Sea en general la matriz cuadrada

Uyq Ayo Ayze o o - ay,,
Aoy Qoo Aos. « « - Qa,n

Q54 Q30 A55- + « « A3,

(g a’n,? Ay, voo Qpq

un elemento cualquiera a,,, es conjugado del a,,,;

a,., es el elemento principal de érden r™ ;

Boix Bos Bainels & wre a,,, son los elementos sucesivos prin-
cipales.

Si imaginamos dos séries de reclas paralelas, en nimero n

cada una, cortandose en dngulo recto y formando una série de
cuadrados (7)

X A

| Jw

B.. (7)

|
{
; |
|
|
|

B Y

y en los puntos'de interseccion colocamos ordenadamente los

diferentes ‘elementos de la matriz de orden n, se 'vé i desde

lueco que dos lineas conjugadas A B y A" B, 6 dos elemen-
80 q Jjug y



— 267 —

tos conjugados M, M’ estin simétricamente situados por rela-
cion 4-la diagonal XY y que sobre esta se hallan todos los ele-
mentos principales.

La palabra conjugado indica, pues, simetria de posicion
relativamente @ la diagonal 6 linea de elementos principales.

Se llaman sémétricas las matrices cuadradas en las que
cada linea es idéntica & su conjugada, Asi la matriz de tercer
grado

o S
S &
L O

es simélrica; y mas en general una matriz del grado n serd si-
mélrica si se verifica constantemente

a/ru a’s’ r

para todas las combinaciones de los indices , y s al variar
desde 1 hasta n.

En toda matriz cuadrada se distinguen los elementos silua-
dos en las dos diagonales dando 4 estas los nombres de princi-
paly sequnda.

18. Cuando en adelante, con varias horizontales 6 verti-
cales de una matriz, formemos otra nueva, entiéndase que
siempre conservardn dichas lineas en la nueva matriz el mis-
mo orden de sucesion que en la primitiva, de suerte que pue-
de considerarse aquella como el resultado de suprimir en esla
todas las lineas que no deben formar parte de la nueva ma-
triz.

Dada una matriz rectangular de m horizontales y n verti-
cales y suponiendo m < m, es decir, que son mis las li-
neas verticales que las horizontales, podremos formar varias
matrices cuadradas del grado m tomando m cualesquiera de
las verticales y agrupandolas, segun la condicion precedente, en
orden directo ; pero como las verticales son 7 y de ellas solo
debemos tomar m, resulta que podremos construir tantas ma-
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trices cuadradas del grado m como combinaciones pueden for-
marse con n objetos m & m, es decir

nn—1)..... (n —m+1)
e ) Doy s m

Por ejemplo, de la matriz de tres horizontales y cuatro
verticales

a, b, ¢, d,
as by ¢, d, .
as bs ¢5 ds

combinando las verticales tres & tres, pueden deducirse las

4.3.2
1.2.3

matrices ctadradas, de tercer érden, siguientes :

=4

a, bi Cy a, bl d| ay; ¢ d’ bl C, d|
ay by |, |ag by dg|, |6y ¢y dyl|, |D, c d,
as bs c; as bs ds as ¢s ds bs ¢; dy

En cada una de estas matrices las verticales conservan el
mismo 6rden que en Ja matriz primitiva.

Si en vez de ser m < n fuera al contrario, es decir, si hu-
biese més horizontales que verticales, para formar nuevas ma-
trices, deberiamos combinar, no ya las verticales, sino las ho-
rizontales de la matriz primitiva.
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Primeras nociones sobre las determinantes.

Determinantes menores y complementarias.

19. Sea la matriz cuadrada de grado n

sy Quyo Qysz Qpyge o o Qyyp
Aoyy Aoyo Aoy Qoyg « « « QAoyy
Asyq Q390 U355 Axege o o Qzyy
Qgsy Qgyo Qgsz Qgyge o o Qgsp

Qs 1y a’n,2 ams amé- 4 e an’n

Tomemos en cada vertical un elemento, de suerte que to-
dos ellos correspondan & horizontales distintas; formemos
su producto, y démosle el signo +~ 6 — segun que las dos
permutaciones (num. 14) de los primeros y de los segundos
indices sean de la misma 6 de distinta clase.

Por ejemplo, en la matriz de cuarto grado

Qyy1 Qysa Qyyz sy
Aoy Qaye Qpy5 oy
U351 Q359 Q05 Ay
Qiyy Qgre Quys Qg

tomemos de la primera vertical el elemento a;,, ;

de la sequnda el a,,, que puede elegirse porque no pertene-
ce & la horizontal del anterior elemento que es la 3.*;

de la tercera vertical el ;5 que puede asimismo elegirse por-
que no pertenece ni a la 2.* ni & la 3.* horizontal que sonlas
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que pasan por los dos clementos anteriores; por ultimo, de la
cuarta el elemento a,,;.

Multipliquemos estos cuatro elementos formando de esta
suerte el producto @,y @g.e Qs @14 Y démosle el signo + se-
gun la regla establecida.

El producto

T Azs Uiyg Mgy Qyss
seria en este caso particular uno de los definidos precedente-
mente.

Pero este producto no es unico: de la misma matriz pue-
den deducirse otros muchos distintos entre si, aunque en nu-
mero finito, y 4 la suma algebriica de todos ellos se le da el
nombre de DETERMINANTE.

La determinante, pues, de los 2#* elementos de una malriz
es por lo tanto una cierta funcion algebrdica, racional,
entera y homogénea de dichos n* elementos.

Como el nimero de términos de las determinantes, por
pequeno que sea el grado dela matriz de donde se derivan, es
considerable, se las expresa abreviada y simbolicamente por la
misma malriz, la cual por otra parte es simbolo apropiado por
su constitucion para expresar las leyes del orden combinato-
rio que corresponden & estas funciones algebréicas.

Los elementos, lineas, grado, etc. de la’ matriz, toman el
nombre de elementos, lineas, grado, etc. de la determinante,
y si la matriz es simétrica, simétrica’ se dice que'es la deter-
minante.

Designando, pues, por P el valor de una determinante del
grado m, tendremos

al" a1’2 a{,s-‘ e s 8 s 0 s o al’n
Qgyy Qgsg Agyge o o o vo oie o oy,
Potind s lactaibsiesSuw s rir B

pero entiéndase que este cuadro no es matiiz, grupo'o tabla.

€] o1 0 6 plloip)e ¥

Apyy Qo Qyyyse

“« o s 8.
(et h b

oot Bpon
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Por el contrario, debe considerarse como expresion simbolica
Y abreviada de una funcion perfectamente definida, que para
valores numéricos de sus elementos tomara valores numéricos
tambien y determinados.

20. Al formar cada término de una determinante, es cla-
ro que el orden en gue se multipliquen los elementos de la
matriz es de todo punto indiferente; porque en cfecto: en pri-
mer lugar, el producto, en cuanto 4 su valor numérico, no va-
ria porque se invierla el orden de los factores, y ademas el
signo tampoco cambia (nim. 14); luego el término permane-
cerd invariable. De aqui se deduce que si se cree conveniente
puede hacerse que una de las séries, la de los primeros o la
de los segundos indices, es decir, la que expresa las horizontales
6 las verticales 4 que perlenece cada término, aparezca en
orden natural y creciente, y solo habra necesidad de tener en
cuenta, para fijar el signo, las permutaciones de la segunda
série.

De la definicion que hemos dado se deduce, que si escribi-
mos aparte para uno cualquiera de los términos, la série de
los primeros 6 de los segundos indices, en ninguna de ellas
podrda haber dos numeros repetidos, porque si los hubiera,
como los indices marcan el numero de orden de las horizon-
tales y de las verticales, habria tambien dos 6 més elementos
pertenecientes & la misma horizontal 6 & la misma vertical, lo
sual es contra el supuesto. Ademds, en cada término entran
n indices de la primera y n indices de la segunda clase, lue-
go dichos indices, que son distintos, que no pueden exceder
al nimero 7, y que son en nimero # tambien, no serdn olra
cosa (ue una permutacion de los nimeros 1, 2, 3....n.

En resimen, en cada término

ar‘! |' arar 52 ar:‘, su. o= 8’0 e a,", s,
de la determinante, las dos séries de subindices primeros y

segundos

1',, 7?9, ?’5. L il 40 '71"; S’, 32, 33. o) ln “wile ne
> 5
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son dos permutaciones de los nameros naturales 1, 2, 3. . . . 7.

Veamos ahora cuil es el nimero de términos de una deter-
minante del grado n. .

Supongamos que estan formados todos ellos, y hagamos de
manera que la série de los primeros indices se presente en el
orden natural 1, 2, 5, 4, . .. . n: es evidente, que unos
términos solo diferirin de otros por la permutacion de los se-
gundos indices, de suerte que efectuando todas las permuta-
ciones de los nimeros 1, 2, 3. . .. . %, y dando & los n
factores, que entran en cada término, por primeros subindices
los nimeros 1, 2, 3. . . . . n en érden natural, y por segun-
dos subindices cada una de dichas permutaciones, tendremos
los varios términos de la determinante: en efecto :

1.” Todos los términos son distintos, puesto que distintas
son las permutaciones de los segundos indices.

2. Todos ellos son posibles, porque ni se repiten los pri-
meros ni los segundos indices en un mismo término.

3.° No falta ninguno, toda vez que si faltase uno, ha-
ciendo que los primeros indices fomaran la permutacion
principal 1, 2, 5. . . . . n, tendriamos que dicho término se
presentaria bajo la forma a,, o Gsype oo @y, 1);
pero este término ya esld escrito, pues 7y, Py . .. . 7, es
una de las permutaciones de los niumeros 1, 2, 5. . . . . n,
y todas han sido formadas. De aqui se deduce que la deter-
minante de grado » contiene tantos términos como permuta-
ciones se pueden formar con n objetos, es decir,

p e ESAOFR T Sl T ST

Dediicese ademis un método en extremo sencillo para formar
la determinante de una matriz: basta hallar las ¢ permuta-
ciones de los numeros 1, 2, 3. . . . . n y formar » términos,

(1) 4 sy 5 . . . v expresan una permutacion de los nameros 1,2, 50 e
es decir, estos n nimeros escritos segun cierto érden,
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poniendo en cada uno, 4 los » elementos generales @, por pri-
meros indices, constantemente, la série 1, 2, 3. . .. . nen
orden natural, y por segundos indices las varias permulacio-
nes de dicha série con el signo correspondiente.

Es claro que puede repetirse respecto 4 los segundos in-
dices lo que acabamos de decir respecto de los primeros, y
reciprocamente: de suerte que pueden formarse todos los tér-
minos de la determinante, couservando constantes los segun-
dos términos y permutando de todas las wmaneras posibles los
primeros.

En resimen, considerando entre todos los términos de la
determinante el ay,y @o.0 @55 @pos. + - « o Gy, que se de-
signa con el nombre de término principal y que lleva siempre
el signo +, puesto que ni en una ni en otra série de indices
hay inversiones; dejando en ¢l invariables los primeros+6 los
segundos indices, y permutando la otra série, oblendremos to-
dos los términos de la determinante.

De los 1, 2, 3. . .. . » términos de la determinante, la
mitad llevaran el signo + y la otra mitad el signo — , segun
se deduce inmediatamente de lo dicho en el nam. 10.

Puede aun indicarse la determinante P con este otro sim-
bolo més conciso

2 Ay Qoyo Azyss - - o - Auyny
en el cual solo se expresa el término principal afectado del
signo * y del doble signo =+, indicando el primero la suma al-
gebriica de todos los Lérminos que se obtienen por las permu-
taciones ya indicadas de los primeros 6 segundos indices.

21. Si en la determinante P se cambian las horizontales
en verticales, y reciprocamente, conservando el mismo’ 6rden
de sucesion, tendremos otra matriz y otra determinante,

Bioy - A2y By 107 o o o Ainy

a192 a’2:‘2 aﬁ’ L R ) an"l
| Q1o Qoyz sy ze o« « o« Qyys

Ol £ YA S IR U S TR S ORSRC TRt

(l",n a:-g,,, a5, o e e S a-,,-"

-
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en la cual los primeros indices indican el nimero de érden de
las verticales, y los segundos el de las horizontales; pero es
evidente que la determinante deducida de estd manera es idén-
tica & la primitiva, toda vez que ambas se pueden desarrollar
del mismo mode, y partiendo del mismo término principal
Qyyy Qgyo Ageze o o o Qpspe

22.  Considerando ahora el desarrollo de la determinante

a' b’ c’b e v @F § ll
(1 b2 Loy o bo ite lg
as by 6.0 . . L

@y By gL vl
s¢ ve que cada término es un producto de 7 elementos con
letras ¢ indices diversos, y que toma el signo + 6 — segun
que es par 6 impar el namero de inversion de las unas y de
los otros. Este desarrollo puede aun deducirse del término
principal @y b, ¢5. . . . . L, permutando tan solo las letras 6

solo los subindices. Puede tambien expresarse dicha deter-
minante con el simbolo

Tk fy Dacte. it 0 oG

23. Presentemos algunos ejemplos:

G hin @19 (lg,,l = 2y Q39 =
o — a a_o‘_) S a ) a-.
aﬁ’i aQ,Q ahg ag,c_) 121 B2 12 Yay4
al bl aq a\'__)
S =30 by =a b — a, b,
ay b2 b] l)g
a, b, ¢, a, a, a; :
a by cs| = |b, b, b =1ia,1)205=a,,[)203_.a‘[;5(;2
2 Vg G 1 V2 U3 —ay b, 03+a/2bsc’+a,5b’ce—a3beci
a bS Cs Cy Cy C;

Para formar cualquiera de las determinantes precedentes,
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por ejemplo, la de tercer grado, se escribiran en orden natu-
ral las tres letras @, b, ¢ tantas veces como términos debe te-
ner la delerminante, es decir, 1 X 2 X 5 = 6,

abc abe abec abe abe abe

Y 4 cada término le pondremos por subindice las seis permu-
laciones siguientes de los numeros 1, 2, 3

1,2,3; 1,3, 2"2,1,'5:"2, 3. 1: 9,4, % & 2.1.
De este modo tendremos,
ay by sy ayb; ey ax by ¢35 ay bsey5 a; b, Coy 03 by ¢y

Contando las inversiones de los subindices hallaremos su-
cesivamente: 0, 1, 1,2, 2, 3 inversiones, de suerte que
deberemos tomar para los seis términos anteriores los signos
- —— e —, .

Veremos bien pronto que las determinantes pueden ser
desarrolladas por métodos mucho més sencillos y mas rapidos
que el precedente, y deduciremos leyes generales de desarro-
llo; por ahora observemos tan solo que una determinante de
sequndo grado equivale al producto de los dos elementos
principales disminuido del de los otros dos.

24.  El producto de todos los elementos de la segunda
diagonal es aun un término de la determinante, puesto que no
hay repeticion, ni en los primeros, ni en los segundos indices.
En la determinante P dichos elementos ordenados segun los
primeros indices, 6 sean los de las horizontales forman el pro-
ducto

Opn Qo nt Bsnos Qi3 Oy,

en el cual los primeros indices proceden segun el orden di-
recto, y los segundos en orden rigorosamente inverso. Pero
como en la série

n,n—i,n—-g,...l.Q, 1,

; . i ; 1 :
el niimero de inversiones es, (num. 2), 5 " (n—1),clsig-
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no que corresponde 4 este Lérmino sera el que resulte de I
1

(i
potencia (—1)? v ’)(m’lm. 14).

25.  Cuando en una determinante se suprimen cierto nu-
mero de horizontales y otras tantas verticales, queda una ma-
triz_cuadrada formada por los demss elementos y 4 la cual
corresponde una nueva determinante, la que recibe el nombre
de determinante menor por comparacion con la primitiva, de
donde se deriva.

Dos menores de una misma matriz primitiva se dice que
son complementarias, 6 que una es complemento de la otra,
cuando cada una vesulta de la matriz. fundamental , supris
miendo en ella las lineas horizontales y verlicales que con-
curren & la formacion de Ia ofra.

Por cjemplo, si en la matriz de cuarto grado

‘ a. by ey 4,
a: by ¢, d,
as bs cs d
a, by ¢, d,

suprimimos la primera y la tercera linea horizontal, ven la
matriz rectangular resultante

Uy b2 Cy d2
ay b4 Cy d4

suprimimos asimismo la primera y la tercera vertical, que-
dard la matriz cuadrada
b, d,
bri d&

que es una menor de segando grado.

A la formacion de esta concurren : .

1.° La segunda yla cuarta horizontal, segun indican los
subindices. L : :

2. La segunda y la cuarta vertical segun se deduce del
numero: de orden de las letras.




— M =
Pues bien, suprimiendo sucesivamente on la matriz pri-
mitiva
1" La segunda y la cuarta horizontal,
2." La sequnda y la cuarta vertical, tendremos :
1. La matriz rectangular

'a, bi C, ll,’

I as b; c; d. |’
2.°  La matriz cuadrada

ay ¢
a5 C5

cuya determinante es complementaria de la precedente de
segundo grado.

Es evidente que la suma de los grados de dos menores com-
plementarias es igual al grado de la primitiva.

26.  Conviene observar que puede considerarse & toda de-
terminante menor de grado m como procediendo de una ma-
triz cuadrada comun 4 dos matrices rectangulares, una forma-
da de m horizontales de la primitiva, y otra de m verticales.
Por ejemplo, la determinante ‘

by d, ’
b d,

liene por matriz la parte comun 4 estas dos malrices rectan-
gulares: .

by d;
as by ¢ d, b, d,
a; b, ¢ d, I bs d; |

b, d,

La menor complementaria es asimismo la que corresponde
d la matriz de las horizontales restantes de |a primitiva, y I
de las verticales de esta que no concurren & formar la primera.
Si representamos en general per Huna menor de grado m,
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de la determinante P, correspondiente 4 la matriz comun 4 dos
rectangulares, formada la primera por las horizontales que
tienen por nimeros de érden los comprendidos en la série

1’,, 7’2, 7’5, 7'4. O D 7’,,,,
y la segunda por las m verticales marcadas con los indices
815 845 851 B> e e Sus

representando una y otra série m numeros dislintos y escri-
tos en orden directo de la série natural 1,2,3,4.....n
Tendremos

Qrsg Qpyg Qpyge v oo o A,y
450 15 42 £18

rnm
ll = ars’ " a/,.’, ‘s a,.’. iy SR arg, *m
ar’ga'rvs ar’l“ a’r’r

En esta determinante menor los primeros indices de cada
verlical reproducen la série 7y, 7y, 75. . . . . 7,,, cuyos Lérminos
expresan el orden de los horizontales; y los segundos indices
de cada horizontal reproducen asimismo la séries,, 8, 85 .. . Sy,
que expresa los nimeros de orden de las verticales. Es evi-
dente ademés que en la matriz complementaria de H los pri-
meros indices de cada vertical serin los numeros de la série
1% Bl oo WL istimtos de 108 1y, 05, 75, oy Ts ¥
que los segundos indices de las horizontales serin de una ma-
nera analoga los nimeros de la misma série 1,2, 3..... n,
diferentes de s;, S5, S50 -+ . . Spe

Notese que las matrices de las determinantes menores di-
fieren, de la forma general de las demés matrices, en que los
dos sistemas de subindices no estdn formados por todos los
niimeros naturales desde, 1 hasta n sino por algunos nime-
ros de esta ‘série, si blen s1empre se hallan en eI orden na-
tural creciente. :
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Asi en la matriz (num. 25)

bg dt_)
R

0 en su equivalente

Qoy0 Qo
Qayy Qysy

las dos séries 7y, 7. . . 7, ¥ iy Salvvis 8 SOD3
2,4 la primera y 2,4 la segunda,

y faltan de la série 1, 2, 3, 4 los ntimeros 4,3.
27.  Consideremos el desarrollo de la determinante II.
Cada uno de sus términos es un producto de m elementos
en los que los primeros indices forman una permutacion de
los nimeros 7, 7y, 75. . . 7, y los segundos una permuta-
cion asimismo de los niimeros Sy, S2, S5+ . . Su, Y pueden de-
ducirse ficilmente del término principal

a’r’s ar’l’ ar’. a,-,,. oo..a’.
1 1 2 2 3 2 4 4

m’ *m

Permutando de todas las maneras posibles, ¢ solo los pri-
meros indices, o bien los segundos, dando & cada término el
signo que le corresponde, y sumando todos ellos, obtendremos
la determinante H.

En cuanto al signo, para determinarlo, deberiamos formar
en cada término las permutaciones de horizontales y vertica-
les correspondientes, (num. 19), despues de marcar cada ho-
rizontal con un nimero de érden en la matriz H, nimeros de
orden que serian los 1, 2, 3. . ... m, distintos en general
de 108 20, X5, Psia. o on < KRBUBL 85 Bglariin <18 3 PORO puede
simplificarse esta investigacion y la introduccion de nuevos nii-
meros de 6rden recordando (niim. 5), que las mismas inver-

siones presentan las permutaciones de estas séries #y, 7s . . . 7,3
6
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S1s 83+ « - Sm» que la de sus numeros de érden 1, 2, 3. .. m.
Sea, por ejemplo,

Q355 Q759 Qyyg Qgyp Agyr s

un término de la determinante If en la cual suponemos m = 5:
este término podra escribirse de este modo, sin que su signo
varie,

Qyy9 gy Qpog Ars2 Ugy7,

y puesto que los primeros indices 1, 3, 4, 7, 8 siguen el érden
natural, basta considerar los segundos 9, 4, 6, 2, 7.

Ahora bien, tanto da escribir estos niimeros en érden na-
tural 2, 4, 6, 7, 9, y sustituyéndolos por sus numeros de or-
den 1, 2, 3,4, 5, buscar las inversiones del grupo 5, 2, 3, 1, 4,
(que se obtiene sustituyendo al 9 su niimero de érden &

al: 4 ek suyo.id ol o B
&k BLi” senbis i ot o
all ). L A e et
y. b ewgdi. sl sl i 4)

-

como buscar directamente las inversiones del grupo 9, 4, 6, 2, 7.

En nno y otro, es decir,en 9, 4, 6,2, Tyen5, 2,3, 1, 4,
hallaremos siempre 6 inversiones lo que prueba que el tér-
mino propuesto debe llevar el signo +.

De aqui resulla finalmente que las determinantes menores
de la primitiva P se desarrollan exactamente de la misma ma-
nera que la fundamental, y que empleando notaciones andlogas
pueden expresarse para la formula

«

B o SBES e .
¥ a,‘, ’1 arz’ % ars’ % ar"" *m

Para obtener, pues, sus diferentes términos, conservando
los primeros indices, se permutaran los segundos, 6 recipro-
camente, y se dard 4 cada término en la suma algebriica de
todos ellos el signo que le corresponda. .

28. Dos determinantes menores de una primitiva se dice
que son conjugadas cuando las horizontales y las verticales, que
concurren 4 la formacion de una de ellas, estin definidas por
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los mismos niimeros de orden, pero invertidos, de las horizon-
tales y verticales de la segunda.

Es decir, que siendo

Py, Py, P5. . . 7, los nimeros de orden de las horizontales,

Y i, 82, 85. .. 8, los de las verticales que concurren 4 la for-
macion de la primera determinante,

Sy, 82, S5. . . 8, son los nimeros de orden de las horizontales,

Y 71 79, 5. . . 7 los de las verticales que forman la segun-
da determinante.

Veriamos facilmente como en el (nim. 17) que los elemen-
tos de ambas determinantes conjugadas ferman dos figuras si-
méLtricas por relacion 4 la diagonal principal tomada como eje.

La matriz siguiente indica esta agregacion geomélrica.

Qysy Qg Q5 Qpag Ay Qe
QAosy Qoyy Qoys Aoy Qoys Qasg
551 Usso Qo5 A3eq Wgy5 Ao
Qust Quse Qpsy Qugs Qgys Qg
Q551 Qzy0 Q55 Qs Asy5 Usyg
Qg1 Qgsg Aoz gy Wgry Qgog

b ¢
Bayg Byyy Agvy Qgyy
A3vg  Agey @y 4 Ay
Qg o T
as’a a!"a
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La palabra conjugado continta, pues, indicando simetria
respecto & la diagonal principal X Y.

Si los nimeros de orden de las horizontales que concurren
4 formar una determinante menor son los mismos que los
de las verticales, esla determinante menor se dice que es
principal.

De esta definicion se deduce inmediatamente:

1. Que las horizontales y las verticales de la primiti-
va, que concurren & formar la determinante menor son con-
jugadas dos 4 dos, es decir, cada vertical con la horizontal
del mismo indice.

2.° Que sus dilerentes elementos son asimismo conjuga-
dos en la determinante primitiva.

3. Que la menor complementaria, de una menor princi-
pal, es principal tambien, puesto que separando de las dos
séries de indices 1, 2, 3... n; 1, 2, 3. .. n de horizonta-
les y verticales, los mismos indices, los restantes son tam-
bien iguales.

4.° Que la matriz de toda menor principal constituye una
figura geométrica que tiene por eje de simetria la diago-
nal X Y.

Sirva de ejemplo la menor principal

gy Woy3
s, U35

29. Se da el nombre de caracteristica de una deter-
minante menor a la suma de los nimeros de orden de todas
las horizontales y de todas las verticales de la primitiva, que
concurren a formarla.

Por ejemplo, en la menor

a’?::’: a'_e»s a".’.ﬂ aﬁ)k
| Quys Qivs Quor Qg
g5 Ags5 gy gy
@g,5 Qgy5 (gy7 (gys
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como las dos séries de indices son 2, 4, 6, 9, y 3, 5, 17, 8,
la caracteristica sera

=2+4+06+9+3+5+ T+ 8 =144.

En general designando por y la caracteristica de H (ntime-
ro 26), tendremos

X=7'1+7'2+...7'm+8|+82+.. .Sm-

Si designamos anilogamente por ' la caracteristica de la
determinante complementaria de H; por 7', 73, 75 .+« . 173
S, 8o S5+« .« . 8, los indices de las horizontales y de las

‘verticales de esta ultima determinante, hallaremos

LTy Py o uiare P S+ 8P s oo Bans
y sumando ambas ecuaciones,

A+ = (P + Pyt Py Y F e Ty)
+ (8 8+ vin Sa+rSy+Se+.u.i.8n);

pero como los indices de las horizontes de H, y los anilogos
de la determinante complementaria forman la série de los nu-
meros 1, 2, 3. . . . . m; y otro tanto podemos decir de los
indices de las verticales, resulta

Py+Pate ety +r+. P =1+2+3+4...+n
S +Sg+ee Sy +8+Ss+...8p=1+2+3+4...+n

y finalmente,
X+ =20 +2++ .0k n);

de donde se deduce, puesto que la suma de x y x’ es un nu-
mero par, que las caracteristicas de dos menores comple-
mentarias son @ la vex pares 6 & la vex impares.

Es claro que la caracteristica de cualquier menor de la
primitiva determinante P es siempre igual 4 la suma de todos
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los indices de cada término de dicha delerminante menor ; pero
en general se calculard por el término principal.

Se da el nombre de caracteristica de un elemento a,,, 4 la
suma 7 + § de sus dos indices. -

50. Dada una determinante menor su deferminante com-
plementaria puede ser algebrdica si se afecta del signo + 6
— segun la regla que a continuacion daremos, 0 ordinaria
cuande se prescinde de este signo: en este ullimo caso es-
pecificaremos casi siempre dicha circunstancia por el adjetivo
ordinaria. )

A las determinantes complementarias algebraicas se les da
el signo + 6 el'— segun que su caracteristica es par 6 im-
par; pero como las caracteristicas de dos menores comple-
mentarias son 4 la vez, las dos pares 6 impares, podemos ge-
neralizar el enunciado anterior diciendo, que la menor com-
plementaria algebraica lleva el signo + 6 — segun que es
par 6 impar su ecaracteristica o la de la menor de la cual
es complemento.

Si, pues, H designa una determinante menor, K su comple-
mento ordinario y  la caracteristica de una @ otra determi-
nante, la menor complementaria de H serd evidentemente
(—1)%K; y vice-versa (— 1)” H la de K.

Es claro que sin alterar dichos signos podemos aumentar 6
quitar & z un nimero par cualquiera y aun reducir esta carac-
Leristica 4 cero 6 & uno.

De aqui resulta, y esta observacion es importantisima, que
cada determinante menor es una funcion algebriica, perfecta-
mente determinada en su forma y en los signos de sus dife-
rentes términos, y por lo tanto invariable, de varios elemen-
tos de la determinante primitiva; pero que si con relacion &
esta se considera la ‘menor complementaria, y no ya por si
como otra menor, sino con el cardcter de complementaria de
la primera 'y subordinada por decirlo asi 4 ella, de suerte que
ambas hande unirse en el calculo segun ciertas leyes que més
adelante estudiaremos; en este caso la ‘segunda menor, es de-
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cir, la complementaria de la primera, toma un factor (—1)*
dependiente de la caracteristica 7, y que le da signo conve-
niente, aparte de los signos de cada uno de sus términos de-
finidos por la ley general de las determinantes menores.

Asi dada la determinante menor (nim. 26)

b, d,
b di|’

la compiementaria ordinaria serd

a, ¢
a; Cs

y el complemento algebraico

1 +3+1+3

= (—1)

ay ¢
as Cs

7 ay, Cy
az Cy

L=t

31. Respecto & menores complementarias algebrdicas, 6
abreviadamente @ complementos algebrdicos, deben notarse
los siguientes casos particulares:

I. El complemento algebraico de wun' elemento lleva el
signo + 6 el signo — segun es par 6 impar la suma de los
numeros de orden de las dos lineas que pasan por dicho ele-
mento.

Sea el elemento en a,,,: este elemento puede considerar-
se como una menor y su complemento sera otra menor del
grado n — 1; pero el signo de la ultima depende de su ca-
racteristica 0 de la caracteristica de a,,, (nim. 29) y esta
es 7 + s, luego el complemento algebriico del elemento
a,,, llevard el signo + 6 el signo — segun que r'+s sea par 6
impar: pero r es el nimero de ¢rden de la horizontal que
contiene al elemento a,,,, y s el de la vertical que pasa por
dicho elemento, luego el teorema queda completamente de-
mostrado.
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II. Los complementos algebraicos de los elementos suce-
sivos de una misma linea llevan alternativamente el signo + y
el —; comenzando por + si el-niimero de érden de la linea es
impar y por — si por el contrario es_par.

En efecto, representando por » el nimero de érden de la
linea en cuestion

Qpyys Qpyoy Besginie = o o Qpyy

seran sus varios elementos: y las caracteristicas de estos, que
son las que dan signo (teorema anterior) & los complementos
correspondientes

g TR 0 N T RS S

numeros alternativamente pares é impares, y que comenzaran
por nimero par, si 7 es impar; ¢ por nimero impar, si 7
fuese par.

IIl. El complemento algebriico de un elemento principal
6 de una determinante menor principal, lleva siempre el sig-
no +.

Respecto al primer caso, la proposicion es evidente, porque
todo elemento principal es de la forma

aﬂr ’

Y la caracteristica 2 7 de este elemento es siempre un nime-
ro par.

En cuanto al segundo caso, observaremos que las dos séries
do iddices 0y, M, 5. « . v PP o 1 Ny r,. de las
horizontales y de las verticales, en las menores principales son
iguales, y que por lo tanto la caracteristica

(Mt )+ (it rat  r) =2+ 1t )

es siempre un nimero par.
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IV.  Los complementos algebriicos de dos elementos con-
Jugados a,,,, @,,,, 6 de dos menores conjugadas

Qryv Qpyiv's o oo Boy o' B8, 2 o S

i ) 4 1 Il 1 2 1 m

ar’s a’r’s' AN ar’s a’s’r as’r"'as’r

3 4 s 2 2 m 2 1 2 g 1 m
’ ’

....... . . ST (o7 ot @ el e e 8 el @ e e

Qs 550 a5 s et e a (1] Qa, a

T l‘ P o Sia ot 8.y ol T

llevan siempre el mismo signo.

En efecto, en el primer caso, es decir, cuando se trata de
las determinantes complementarias de los elementos it Bis oo
las caracteristicas 7 +s y s+ de ambos elementos son
iguales; y en el segundo caso, tanto en una como en otra
- menor, las caracteristicas

Prbladt e P 8i+8+ civ iyt Sus
S|+SQ+.-. .S,,,+7’,+1'2+.. .-1’,,,.

son tambien iguales, luego el signo de los complementos al-
gebréicos, que solo’depende de dichas caracteristicas, es el
mismo.

52. Propiedad fundamental.—Sean, P una determinan-

te del grado n; : !

Il una determinante menor de P y del grado m;

K su menor complementaria cuyo grado serd n — m.

Si_ multiplicamos los desarrollos de las determinantes H y K,
es facil probar que, cada término del producto H K, abhstrac-
cion hecha del signo, es un término de la determinante P.

En efecto, sean
'm?® Sm

AR o
}L— a,-’, s‘ a/,-z, s’ a/r:" 83. « o a

!
a—m? Yp—m

-
k_— a,’ ’ a,’ ’ a,’ g =)
Y =S N Y A L v

dos términos, el primero del desarrollo H y el segundo del
desarrollo K, afectados de los signos que les corresponden se- -
gun las permutaciones de sus indices.
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Hemos dicho ya (nim. 26) que el conjunto de los indices
Piy Too oo '1s Pae o« Ty NO es otra cosa que la série
40 200 w3 s n permutada de cierto modo,.y que otro tanto
sucede con los subindices $;, $3. .. S, S1, Sa - . . Sn» luego
es evidente que el producto
@) a.. Gpo---0

al ’ a,.’ ’ ar 5
m? Sm 7,2 &, r."s"" rge—m’ S n—m

L

que contiene 7 factores, y en el que tanto los primeros como
los segundos indices son permutaciones de la série 1, 2. 5... n
es un término de la determinante P.

Ahera bien, este producto llevara en P el signo + 6 el sig-
no — (nim. 19), segun que el namero total de inversiones
de 125 S6ries 7y, Poue. Ty 1y Taeee Pacm Sty Szeve Sms S1s Saee
§',_nm Sea par 6 impar; pero como las inversiones de los gru-
POS Ty, Taoee T3 T'ho Faoee Ponl Sts 8a0ee 855 S O L
estan ya tenidas en cuenta en los signos de A y k, basta para
conocer el signo final del producto considerar tan solo las in-
versiones que los dos grupos formados por los primeros y se-
gundos indices de h forman con los dos grupos que constitu-
yen los primeros y segundos indices de k: llamando y al ni-
mero total de estas inversiones, tendremos que la expresion

(—-1)Xh k serd un término de P.

Si aun se quiere comprender con més claridad lo que pre-
cede, designemos por E el nimero de inversiones en los indi-
ces del producto (a);
por 7 las inversiones de todos los indices del grupo

T4y Ta. .. T, con relacion a 7'y, 7. .. 7y,

’

y del s,,8...8, respecto al B 38 aBad

por ¢ las de los dos grupos de la izquierda;
y por ¢ las de los dos de la derecha.

Es evidente que tendremos la relacion E = ¢ - ¢' + y (nt-
mero 5).
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Los valores de h y k seran con sus signos respectivos

¥
h=(—1) @r s Brpaye s Crprsg o

o
s (_1) a,." s, ar,a’ R Qp gy ¥'nm 3
y el término de P
E
(_4) ar’; 5| a/rzy 32 . e a

’ ’ g ’ a »
m? ®m a",’ L a"g’ s, 00 Prlaem® Sn—m)

puede trasformarse en

s G 4
(—1) Qrss Grpa -0

’ ’ ’ ’ 5 /
™Tm? Sm a",’ ‘,a',’ i Orgem? $'n—m>

P \i
6 en (—1) [(—1)11,‘, o Brsons Org o ]X
— (?[ '/_
[__(_1) a’f’|’ t" a,.’z, sl, Iuete a"n—m’ ‘,n—m] o (—1) hk

segun habiamos indicado.
Pero y se descompone en dos partes:
4*. . inversiones en la série 7y, 7y, Pseees Ty 'y, P
del grupo ry . . . . . Tn sobre el 74e o v v« a5
4. . . inversiones en la série 8, Sy« . « Sn, SR A IRNPT

del grupo s, . . . . . S, sobre el Gt B
y se liene (nam. 4)

U a1 Y .1',,,——;—'m(m+l),
1
S =S Syt e Sa— 5 m(m+1);

luego finalmente

= AN =Py A Py Py S+ Sg oo +sp—m(m+1)=

« — m (m + 1), siendo = la caracteristica de H.
A % P % —m(m—1)
El término (—1) h k se convertird en (—1) h k 6 supri-
miendo m (m + 1), que es siempre un numero par,

A

(—1) h k.
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De aqui resulta que, para convertir los términos del produc-
to HK en términos de la determinante primitiva P, basta

“
s

multiplicar todos ellos por (—1) , y que por lo tanto el produc-

!
to (—1) H K es una parte de P. Puede pues establecerse el
siguiente teorema.

El producto de dos menores complementarias tomado
con el signo + 6 — sequn que la caracteristica de una %
otra sea par 6 impar, es una parte de la determinante pri-
miliva.

0 de otro modo:

El producto de una determinante menor H por su com-

2
plemento algebrdico (—1) K es una parte de la determi-
nante primitiva P.

94. Ll complemento de una determinante menor se dice
aun que es complemento de cualquiera de los términos de
dicha menor, porque en efecto es la determinante que resulta
de suprimir todas las lineas horizontales y verticales que pa-
san por los diferentes elementos de dicho término.

Por ejemplo, en la determinante de cuarto grado

A1y Qpyo Qyyz Ay
Uy Qoyo Qoss oy
A5y Q509 Az gy
Musy Quye Quys Qyyy

Qgy0 (oyy Qyyy Qg5

es la determinante complementaria de ]
esla olra i
Qg0 Usss X Q501 A5s5
pero al mismo tiempo si se desarrolla la primera y del des-
arrollo @, @y, — @, @4,. se toma un término cualquiera

Aysq Qg3

Q34 Wise, puede decirse que la determinante es el

U551 U555
complemento de dicho término ds,; @, en este sentido, que
suprimiendo de la matriz primitiva la 2." y 4.* horizontal y
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la 4." y 2.* vertical, que son las lineas que indican los indices

2, 43 4, 2, se obtiene la matriz | ¢’ %5
501 X553

En general se dice que un producto de m elementos de
una determinante, tiene por complemento la menor que re-
sulta de suprimir todas las horizontales y verticales que pasan
por dichos elementos; es decir, todas las horizontales que
tienen por nimeros de orden los primeros indices del produc-
to y todas las verticales que tienen por nimeros de orden los
segundos, y por caracteristica la suma de sus nimeros de
orden.

De aqui resulta el siguiente teorema:

Si se multiplica el producto avcesriico de m elementos
de una determinante por su complemento ALGeBrAICO, re-
sulta una parte de la determinante primitiva.

En el ejemplo precedente el producto de

— Qay; Qyyo

1 +3+1+3

por  (—1)

minante de 4.° grado.

Qyyy Qys3

sera una parte de la deter-
a.’i’l a.’nﬁ p




§Iv.

Propicdades generales de las delerminantes.

35. Si se multiplican los -elementos de una linea de una
determinante de grado nm por sus respectivos complementos
algebrdicos, que serdn determinantes del grado n—1, obten-
dremos 7 parles, evidentemente distintas entre si, de la de-
terminante primitiva, y su suma sera por lo tanto una parte de
dicha determinante ; pero cada parte contiene tantos términos
como son los que corresponden & una determinante de grado
n—A, es decir, 1, 2, 3... (n—1), luego el nimero total de
términos, puesto que son 7 los elementos de cada linea, serd
nx1,23..(n—1)=1,2,5... ny este es precisamen-
te el nimero de términos de la determinante propuesta: de
suerte que dicha suma no es ya una parte, sino la determinan-
te misma.,

De aqui se deduce que :

Cada determinante equivale @ la suma de los productos
de todos los elementos de una linea por los respectivos
complementos algebrdicos.

0 en otros términos :

Cada determinante equivale d la suma algebrdaica de los
productos de todos los elementos de una linea por los res-
pectivos complementos ordinarios tomados alternativamen-
te con el signo + 6 con el signo —, comenzando por el + si
el nimero de orden de la linea es impar y por el — st
es par.

56. Este teorema permite desarrollar las determinantes
con gran facilidad reduciendo sucesivamente el grado.
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Lljabecd =alcdd|—0ladcd d| +cladd|—d|adbc
adcdd VXY %'w Yy u vy % v ®
u v m y vl ccl yi 1‘1 ml yl ul v’yl u' ul ml
vy
[b’ zy|l—cd|vy|+d|[v x| —b[ —c'|u y| +d|u m]
=a
3 -”C'y' v yl < y ulyl u/ml‘
a’ v y|—b'|u +d’ alva| —biu x| +c|u v
+ ¢
vy u' y '’ u'v'| |

=ab(ry—ya)—ac (vy—v y) +ad (v a'—v' m)—ba’(ccy’—y x’) +
be' (uy'—w' y) —bd (ua'—u' @) +~ca (Vy—v'y) —cb (wy'—u'y) +
cd (uv'—'v) —da (vao'—v @) +db (ua'—u' x)—dc (v v—u' v).

IL [ xy =|w' y —:vll y'|+y|1 @) = (¢ y'—a’ ')*m(J —?/')
1 o y/ i o' + y (’C ) (ID ,’ —y ,vrl)
1 a:ll yl! o (m ylf_y x'l) + ((E yl_y m!)’
IIL | 2=1 8/ =2 21 +l—4l +3|—4 2| =2(4+3) + (—8—6)
—4, 2 1 |—3 2 .6—3| +38(+ 12 —12) =0.
6—3 2
57.  Considerando la determinante
P pm— a,,, a‘,go o o o o a'hn
Ugyy Qayo- « o - . gy
sy Bp.9s o o o o i

designaremos en general por A,,, el complemento algebrdico
del elemento a,,, es decir, la determinante de grado de » — 1
que resulta de suprimir en la matriz precedente la r.”™ hori-
zontal y la s.™ vertical: esto supuesto el teorema precedente
se expresara por una de las dos formulas

P =4, Ar,l “+ Qypyo Ar,g + Q3 A,.,3. oo Qpyy A,,”,
P= Qysp Ayyy + Ay A29r + A3y As!r' et Qo Amr!

segun que se elijan, para ordenar el desarrollo, los elementos
de la horizontal 6 de la vertical r.™
r puede evidentemente tomar todos los valores 1, 2, 3. . . n.
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58. Si se trasforma una determinante cambiando recipro-
camente dos lineas paralelas contiguas, se reconoce desde luego
que el complemento ordinario de un mismo_elemento pertene-
ciente & una de las dos lineas alternadas es el mismo que en la
primitiva; pero que si se considera dicho complemento como
algebrdico, en esle caso tomara signos contrarios en las dos
determinantes.

En efecto, sean

= PP

~

ab
a b
las dos lineas contiguas que se alternan, convirtiéndose la de-
terminante P en esta otra

representemos por 7 el numero de érden de la linea a, 0, c. . .
en cuyo caso » + 1 sera el de la siguiente &/, b, ¢. . ...
y sea, por ultimo, k el elemento que consideramos.

Puesto qne el complemento ordinario se obtiene suprimien-
do la horizontal y la vertical que pasan por k, es claro que en I’
6 en P’ siempre resultard la misma matriz suprimiendo la ho-
rizontal @, b, ¢. . . k'y la vertical que pasa por k; por lo tanto
los complementos ordinarios de k sonidénticos en P y en P'.

Veamos ahora cudl es el signo de cada uno. »
r—+s

El correspondiente & P viene dado por el simbolo (— 1),

puesto que 7 es el primer indice de k, y podemos designar por s
r+1+s

el segundo. El de P’ esel que resulta enlapotencia (—1)
toda vez que la linea a be. .. k... ha avanzado un lugar y
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su numero de érden, y el de k£ por consiguiente, en P’, es? -+ 1

al paso que el indice s no ha variado.
r+s T+ 8+ 1
Pero (— 1) y(—1) son de signo contrario, lue-

g0 queda demostrada la proposicion.
Supongamos por ejemplo que en la determinante P se cam-
bian las dos primeras verticales, tendremos:

P= Dish i Tgspe- o v oiei Aisnl5 P == Qgys AL5ge co 5o & T Qipsn'l o
(lg,, oshineod o s Aoy Ao, Woyg'e o o o o a?’n
s Qnsgen s s e Uhsn Wisa' Qpite o o o o Qusy

Segun lo demostrado, si desarrollamos las determinantes I’
y P’ por los elementos de la primera linea en P, y de la se-
gunda en P’, tendremos

P =gy, Ap,) + 84y Aoy + 850 Agiteee Quor Apurs
P,:_a’hlAhl—ai’)‘lAQ’l_a.‘r’iAS’I"'a’u’lAmi

y porlotanto P = —P".

De aqui se deduce que el cambio de dos lineas paralelas
consecutivas no altera el valor absoluto de una determinan-
te, pero le hace cambiar de signo.

Si, dada una determinante, se traslada paralelamente & si

misma una linea horizontal ¢ vertical, caminando en uno u
olro sentido, la determinante cambia de signo a cada cambio
segun hemos demostrado; luego,
avanzando un lugar cambiard de signo la determinante;
avanzando dos recobrard su signo primitivo;
avanzando {res lugares cambiard de nuevo,
y en general la determinante cambiara de signo 0 conservari
el que tenia segun que avance la linca dada un numero par 6
impar de lineas 6 lugares ; de suerte que designando por P’ la
nueva determinante, que resulla de trasladar una linea en uno
i otro sentido sobre » lineas consecutivas, tendremos

P": (- 1)'
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Partiendo de esta propiedad, y razonando respecto 4 las de-
terminantes, como en el num. 8 respecto a las permutaciones,
se llega inmediatamente al siguiente teorema.

Una determinante cambia de signo, pero no de valor,
cuando se permutan dos lineas paralelas cualesquiera.

39. Resulta de lo expuesto que una determinante no cam-
bia de valor cuando se cambian entre si varias horizontales y
verticales, es decir, horizontales por horizontales y verlicales
por verticales; pero que conserva 6 muda el signo segun que
que es par 6 tmpar el nimero total, entre horizontales y ver-
ticales, de los cambios efectuados. O de otro modo: segun que
cl nimero de inversiones que reciben los primeros y segun-
dos indices de la determinante P sea par 6 impar. Pero como
la permutacion de las horizontales aparece en los primeros
indices del término principal de la nueva determinante, y la
permutacion de las verticales en los segundos indices de dicho
término principal, resulta todavia este tercer enunciado para
el teorema precedente :

Cuando en una determinante se cambian entre si varias ho-
rizontales y varias verticales no cambia su valor, pero conserva
6 muda el signo segun sea par 6 impar el numero total de in-
versiones en las dos séries de indices del término principal de
la nueva determinante.

Representando por T este namero de inversiones tendremos

P'—(—1) P,

b

Casos particulares de la formula (— 1) P. 1. Si la determi-
nante P’ se forma disponiendo en orden rigorosamente inver-
so las verticales, sin alterar el o6rden de las horizontales; 6 al
contrario, conservando el orden de las horizontales, el nim. =

sera igual nim. (2) a -;— n (n— 1), y por lo tanto

-21— n(n—1)

P'= (— 1) P
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1. Supongamos ahora que se forma P trasladando de de-
recha 4 izquierda, hasta que ocupen lasm primeras lineas, y en
orden directo creciente, las que en la determinante P llevan
los nimeros de orden s, Sg, S5 . . . . 8,3 ¥ que andlogamente
se hacen subir hasta las m primeras horizontales las que en P’
ocupaban los lugares »y, 7y, 5. . ... Ty colocandolas como las
verticales en orden directo tambien.

Las inversiones que del cambio de verticales resulta serdn,
atendiendo 4 la manera de efectuar este cambio,

1
S+ 8 Fdeyn 8y —;m(m—l); (nam. 4)

las que proceden del cambio de horizontales serén andlogamente
1
Pi+tytees .. tn—g M (m+1);

y por lo tanto
S =+ PyFe. . Py S+ S S — m (m+1),

6 designando, segun notacion ya convenida, por = la caracteris-
tica de la menor formada por las horizontales 7,, 75, 50e- Py ¥
por las verticales 8, Ss, S5. .+ +- Su> resulta

S:x—m(m+'1)

-«
-

y la formula P'= (— 1) P se convierle en

#—m(m+1 s R )
P=(—1) P, 6 suprimiendo el nitmero par m (m + 1)

P () B

Debemos observar, que la determinante menor definida en P
por su caracteristica «, se hallaen P’ convertida en menor prin-
cipal, y sumatriz es la parte comun & las matrices rectangula-
res formadas por las m primeras horizontales y las m prime-
ras verticales.

40. Del teorema del niam. 33, 6 de la formula del nim. 37,
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que lo expresa analiticamente, se deducen las siguientes pro-
posiciones:

St todos los elementos de una linea tienen un factor eo-
mun, podrd sacarse este como factor de toda la deter-
minante.

Supongamos en efecto que en la determinante

P: Uy (1A PO e s a!,n
a’r’i Qrsge o o o a/nn

e Lo Yol e enie s e @ e

Bynva iisse o) vt » 0550

todos los elementos de la linea a,,,, a,,,. .. . . a,,, lengan un
factor comun d, de suerte que

1 =00y} B =8@ 53 . .... 0. =00
Desarrollando P por la formula del nam. 37 , tendremos
P:a,,, Asia +Bise Asinrtes oonnivis S TR
0 bien

Pe=d a/’r:l Ar’i rai da’lr,ﬁ Ar".’- Rg TN da‘lr;u Arm =

’

d [a’,r’i Arﬂ +a’r»‘.’. Ar*2+ SisA e a’r’n Aran;

y como la cantidad entre paréntesis solo difiere en la sustitu-
cion de @i, @s. - ML @ LNPG R a,,, resulta final-
mente

s

]
IS
B
8
8
s

af,,” a,,,c_). " v e e an'n

lo cual prueba que d entra como factor en otra determi-
nante de grado n. ,
Cororartos. L. Kl factor comun d los elementos de unae
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linea puede pasar d otra cualquiera del mismo nombre 6
de nombre distinto.

Il.  Para multiplicar 6 dividir una determinante por
una cantidad basta multiplicar 6 dividir por dicha canti-
dad todos los elementos de una cualquiera de sus lineas.

lIl.  Una determinante no se altera si se multiplican to-
dos los elementos de una linea por una cantidad y por la mis-
ma se dividen todos los comprendidos en otra.

IV. Si se cambian los signos d todos los elementos de
una linea, la determinante cambia de signo. Porque en
efecto, esto equivale a multiplicarla por — 1,

V. ' El valor absoluto de una determinante no varia
cuando se cambian los signos & varias lineas, y el dela
nueva determinante serd el mismo 6 distinto que el de la
primitiva, sequn que sea par ¢ impar el nimero de li-
neas a que se ha cambiado el signo.

Ejemplos. Sea la determinante :

a bx cy
d ex fy|,
g hx iy
Podemos sacar « é y por factores comunes escribiéndola de
este modo :
zY

a b c
def
ghi

Podemos tambien trasladar el factor y de la tercera linea
vertical & la primera, en esta forma:

ay bx c
dy ex
qy hx i|

Puede suprimirse el factor - de la segunda linea, introdu-
ciéndolo en la segunda horizontal y resultara:
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lay b e
dyx ex [x
gy h i |

Y asi sucesivamente.

41. Si todos los elementos de una linea son nulos, la de-
terminante es nula tambien. En efecto, ordenando el desarro-
llo por relacion 4 los elementos de dicha linea se ve clara-
mente que todos los términos se anulan.

Si dos lineas paralelas son idénticas la determinante es
tambien nula: para demostrarlo observemos:

1. Que cambiando ambas lineas, y representando por I’ el
resultado, puesto que dichas lineas son iguales,

PR,
2.° Que en general por el cambio de dos lineas paralelas
se tiene (num. 38) P’ = — P; luego P = — P lo cual es ab-
surdo & ménos que no se tenga
P'=o.

Si dos lineas paralelas son equivalentes, sacando de una de
ellas el factor comun en que difiere de la otra, tendremos una
determinante con dos lineas paralelas iguales y que por lo tan-
to sera nula.

En restmen : .

Es nula una determinante cuando todos los elementos
de una linea son nulos, 6 cuando dos lineas paralelas son
tguales 6 equivalentes.

Ejemplo. La determinante

2—-‘15'
—4 21
6 --3 2

es nula puesto que multiplicando la segunda vertical por — 2
se reproduce la primera, y por lo tanto ambas verticales son
equivalentes.
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42. Entre los varios casos particulares del teorema del
niumero 37 es digno de notarse el siguiente:

St todos los elementos de una linea, escepto uno, son
nulos, la determinante serd igual al producto de dicho’ ele-
mento por su complemento algebrdico; 6 bien al producto
de dicho elemento por la misma determinante sustituyen-
do en ella al elemento en cuestion, la unidad.

La primera parte del teorema es consecuencia inmediata de
la formula

P == a’r’i Ar’i 4 Aryo Art2- <o Qpyp Ar'm

puesto que si todos los elementos, ménos uno, a,,,, son nu-
los, el segundo miembro se reducira al término

ar’s AT’O
y tendremos
P= Qyys Aru'

En cuanto a la segunda parte basta observar que siempre
puede suponerse que a,,, es factor de todos los elementos de
Ia linea

0510y % Wl e,
la cual, sacando el factor a,,,, se convierte en
o SO, TS
Ejemplos.—I.  Sea la determinante
P = a b

S © o
R Qo

d e
[t w
x Y

tendremos P = — f |a b ¢|, puesto que la caracteristica
I u o
ey %
de f es 3 + 2. Como en este valor de P no entran los tér-
minos d, e, g, podremos tambien escribir



0 en general

Finalmente, sacando f, factor comun a los tres eclementos
0, f, 0, o de la tercera linea vertical

P=f|a:b o ¢
0 0|,
t uw o
XYy 0 %

—

= g la ¥ ¢ = o
0z Yy
o vy

Y
’

)

o o ° &

b e
a b
0o x
0o x

e o &

43. Se deduce de lo que precede que en una determi-
nante pueden siempre suprimirse, 6 que pueden siempre au-
mentarse, tantos pares de lineas de nombres diversos como
se quiera, con tal que cumplan con las dos condiciones si-
guientes :

1.*  Que las dos lineas tengan la unidad por elemento co-
mun y que todos los demds elementos de una de ellas sean
nulos, sean cuales fueren los de la otra.

2." Que se'dé 4 la nueva determinante el signo que’con-
venga al complemento algebriico del elemento comun, uno.
Esta condicion es innecesaria cuando ambas lineas sean con-
jugadas, porque en este caso el elemento comun es principal
Yy su caracleristica par. s ‘
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Ejemplos

L. la b 0 0o dl'=1a becdl: lea o 0 0.bl =
¢ g1 h ¢ § k1 c1oo0d
g .4k 0 mmn op £ 8.0 0 f
mmn oo p q .17 8.4 go oAb
g% 8.4} t 0.4 0.4
'aoob:aob:——ab
le 0 0 f e of e 1.
go1h ! A j
¢ 4.0 7

En el ejemplo precedente se han podido suprimir tres li-
neas, convirtiendo la determinante de cuarto grado propuesta
cn otra de segundo.

Il. l[a b¢el]=—|aobec| =+]|aobdoc|,
def doef d oeo f
g'h'i mi1lnyp gio'r 1 s

g o h i milmnop
g o h ot

siendo m, n, p, q, r, s arbitrarias.

Y en efecto, al pasar, por ejemplo, de la primera 4 la se-
gunda, se convierle aquella en el complemento algebriico de
1 en la segunda; y como este lleva el signo —, debemos
agregar olro signo —, que con el primero dé el + de la de-
terminante propuesta, y haga posible la igualdad.

Pero como el aumento de pares de lineas es arbitrario y
no tiene limite, resulta que una determinante de cualquier
grado puede trasformarse en otra de un grado superior
cualquiera agregando un nimero conveniente de pares de
lineas.

44.  Si en una determinante son nulos todos los ele-
mentos situados d un lado de una diagonal, equivaldrd al

producto de los elementos de dicha diagonal con el signo +
9 :
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) o
st es la se-

n—1

1
si es la principal, 6 con el signo (— 1) bk
gunda diagonal.

Para demostrar el teorema precedente, basta aplicar 4 la
determinante dada el del numero 42 tanlas veces como uni-
dades tenga el grado de la determinante.

En cuanto & los signos ninguna dificultad presenta la pri-
mera parte del teorema, toda vez que, al sustituir & una de-
terminante en que todos los elementos de una linea son nulos,
ménos el elemento principal, el producto de este término por
su complemento, el signo explicito del producto es siempre +.
Respecto a la segunda parte, observaremos que para trasla-
dar tudos los elementos de la segunda diagonal & la primera,
basta invertir todas las verticales sin alterar los horizontes, en
cuyo caso la determinante propuesla sera igual & la nueva

_’_n(n—

multiplicada por (— 1) * 5 y como esta ultima, por la
primera parte del teorema es igual al producto de los elemen-
tos de su diagonal principal, queda demostrado el teorema
por completo.

Ejemplos :

I. labecd|=alef gl =aelhi|=acehk
oefg ohi ok

oohi ook

000k

H.labecdj=—d|e fg|=+dg|hi|=—dgik
efgo hio ko
hioo koo
kooo

. labz| = — &°
C %0
Zo o

45. Imaginemos que se multiplican ordenadamente los
elemeutos @, Qs. . . . . @,,, de unalinea de la delterminante
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P == Qi Qysge o o o o Qyyy
S
@i a,,,.. i il a,;,;
T v,

por los complementos algebraicos A,y A,,s. . & . . A,,, de otra
linea a,,y @,9. . . . . @,,, paralela 4 la primera, y que se su-
man los resultados asi obtenidos: tendremos de este modo

Qpyy As»I T Qpyo As’2- D 2T As;n‘

Pero la expresion precedente es el valor de la determinante
P en la cual se sustituyera 4 la linea a,.;, @ga. « » . . @, la
Qpyyy Qpyge o o . - Ay, es decir, de esta otra determinante:

ko [ el AR R Qy,,

Uini Biiie 5 = » o Biyn

(L,,,, an,-zg ol it is 2 a,,,,,

la cual es nula por tener dos lineas iguales. De aqui se deduce
que la suma de los productos de los elementos de una linea
de una determinante por los complementos algebrdicos de
los elementos correspondientes de otra linea paralela d la
primera, es idénticamente nula.

Ejemplo. Sea la determinante

a:b e
ab c
a/l bII cll

si multiplicamos los elementos a, b, ¢ por los complementos
algebraicos de la segunda linea
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—1blels +la ey e b |;
bll cl/ a/l cl/ a/l b"
el producto '
—afbe|tbiac|—clabd|=—ablc—cl)+
b/l c’l '(bll cl, a/l b/l

b(ac"—ca")—e(ab'—ba",
serd idénticamente nulo como es ficil comprobar.
46.  En resimen, las espresiones
Qyy1 As’l i (P9 Au‘.’. T Qs As’:s Wed' el otn's sy Aun
a!,,‘ A]’s -{_ (I/Q,r AQ,: + a31r Asys "{‘o * e e e . an,' An”

serdn equivalentes 4 P, 6 idénticamente nulas, segun que r y s
sean iguales 0 desiguales.

47.  Supongamos ahora que todos los elementos de una
misma linea de la determinante P sean polinomios del mismo
“nimero de términos: por ejemplo, para fijar las ideas,

Arsy = Q4+ by @ 0=03+ b, . ... @y =y + by 3
sustituyendo en el desarrollo de P tendremos
P-: (a, 4 bl) Ar’l + ((l2+ bt_i) Ar,g 0O NG (a,,-f—b.) A

0 bien

rne

P e (a;‘ ‘Ar” T a2 Ar".’, A (o0 (I,,, A"n> =
(bi Ar:l ¥ b2 Arrﬂ o R RO bn Ar'n)‘

Pero las dos partes del segundo miembro expresan el re-
sultado de suslituir respectivamente a,, ... a,, Y by, bs... D,
4 los elementos a,,,, a,,. . . @,,, de lar.™linea, lo cual prue-
ba que la determinante P puede descomponerse en dos de-
terminantes parciales en cada una de las que se haya hecho
la sustitucion indicada.

En general: si los elementos de la linea que se considera
son polinomios compuestos de m términos, la determinante
P podra descomponerse en m determinantes parciales, cada
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una de las cuales se formard reduciendo sucesivamente la
linea de elementos polinomios d una linea de monomios i
tomando a este fin los primeros, sequndos, etc., términos
de dichos polinomios.

48. Se comprende que este teorema puede siempre aplicar-
se aunque los polinomios no tengan el mismo nimero de térmi-
nos, puesto que pueden remplazarse con ceros los que falten;
Yy se comprende aun que la descomposicion que de aqui resul-
ta puede efectuarse de varios modos toda vez que es arbitra-
ria la eleccion de los monomios que van 4 constituir la nueva
linea de cada determinante parcnal En las aplicaciones con-
viene, para evitar toda equivocacion, disponer en los mismos
luﬂares es decir, primeros 6 segundos, etc., de los diferentes
polmomlos todos aquellos sumandos que han de entrar en la
misma delerminante parcial: esto supuesto cada linea compleja

Beits @pgedih U
0
@ +by e+l b+ i by @+ b, -0 ... i,
se podrd evidentemente considerar como compuesta de m li-

neas sencillas

a, as Az. « . . . Q,
b| bg b5; wlel 4y ’),,
Cy C2 C30 ¢ ¢ 0 « Oy

@ s s @ % s 0 s s 8 e

WS Lb¥ad, Loy |

y la determinante P como la suma de m determinantes que
se obtendrdn reduciendo sucesivamente la linea compuesta
4 cada una de sus m lineas componentes.

Ejemplos:
Llabx+y+2 |=|la bx|t|a byl|+|labz
aba+y+% a b” : ’b’y abz

x a b
a" b” w" + y"+ z’", I an bll ‘v all b” y [&H b z



Il. |la b c+x|=|a b e +2|=|a b ¢ |+
a b c a b c +o a b ¢
a' b’ c a'b’ c"+o a' b ¢
a b x |=|labec |+zx|lda D
alb o abc a’ bl
a'b’ o A

Cuando en una determinante hay muchas lineas compues-
tas, cada una puede dar lugar & descomposiciones analogas &
las anteriores.

En general si son m las lineas compuestas y sus compo-
nentes son en niumero de 7y, 5. . . . . 7, respectivamente, el
nimero de las determinantes parciales que resulten serd
B ot s T

Suponiendo que el grado de la primiliva es n, y que cada
linea de las 7 que forman la matriz, estd compuesta de m li-
neas sencillas, las determinantes parciales seran en numero
de m. m. m...m = m", y podrin obtenerse combinan-
do las lineas sencillas » & n con la precisa condicion de no
tomar cada vez mas que una linea sencilla de cada linea com-
puesta y de ordenarlas en las determinantes parciales en el
mismo o6rden de sucesion que tienen en la determinante total
las lineas compuestas & que pertenecen.

49. Invirtiendo el teorema general precedente resulta la
siguiente proposicion :

Muchas determinantes que solo difieren en una linea de
igual nombre y de igual puesto, pueden reunirse en una
sola determinante que no diferira de cada una de las par-
ciales sino en la linea indicada , la cual serd la suma de
todas las lineas diferentes de dichas determinantes pro-

puestas.

Ejemplos :
a ul+la v|tle x|=|a w+v +2
a u a v a x a wHv +a
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abclx*+|a bdlx+|labe|l=|a b cx |+

a b ¢ abd a b é a b ex

a' b e’ a'b’d’ a' b’ e’ a' b’ ¢z
abde |tla bel=|a b ex*+dx+e
a b da a b e a b cx'+dx +eé
a' b d'x’ a'b'e" a'b'c’'z+d" x+e"

50. Si 4 una linea de una determinante se agrega, 6 de
ella se resta, otra linea del mismo nombre, se habra formado
una determinante con una linea compuesta formada de dichas
dos lineas sencillas, y es claro que en descomponiéndola en
dos determinantes parciales, una de ellas sera idéntica 4 la
primitiva y otra contendrd dos lineas idénticas y serd nula
por lo tanto.

Si, por ejemplo, & la primera vertical de la determinante
a b c
abc
all b’l c”

se agrega o se resta la segunda, resulta:

a b bec|l=|a be|x|bbel=labdecl,
a +=b b ¢ a b c b b ¢ a b c
al[ i b'l bll cll al/ bll c" bll bll cl': a/l bl' cll

puesto que las dos primeras verticales de la segunda determi-
nante parcial son iguales, y por lo tanto es nula.

Aun subsiste el teorema si se multiplica por una cantidad
arbitraria la linea que se agrega ¢ se resta, porque afectando
la descomposicion indicada, dos lineas de la segunda determi-
nante parcial, no seran ya iguales, pero si equivalentes.

En general:

Una determinante no cambia de valor si G una linea se
agrega 6 resta otra del mismo nombre multiplicada 6 di-
vidida por una cantidad cualquiera.

51. FEl teorema anterior, ademds de la importancia que



— 310 —

tiene porque & cada paso hay ocasion de aplicarlo, puede
servir para simplificar el calculo numérico de las determi-
nanles.

[Sjemplo: Sea la determinante :

91317 4

18 28 55 8 0
30 40 54 15 |°

24 37 46 11

Si multiplicamos la ultima vertical por 2, 3, 4, y restamos
sucesivamente estos productos de las tres primeras vertica-
les, tendremos:

| 9—9x4 ; 13—3x4 1T—4x4 4 [=|1 11 4
18—2x8 ; 28—3x8 33—4x8 8 2418 @)
oO—Qxlo, 40—3x13 B4—4x1313 41243
24—92x11 37—3x11 45—4x11 11 2 42 11

Restando de la ultima vertical la suma de las tres prime-
ras, la determinante (2) se trasformard en la siguiente:

T U S ey gy PR B B Y
241 8—2—4—1| 2411 5
a1 2 13—4-41—2| {4126
949 A1~2—4—2| 24235

Si restamos la primera vertical de la (3) de las tres res-
tantes, se vé desde luego que los tres tullimos elementos de
la primera horizontal se reducen & cero, lo cual nos indica
que podremos- inmediatamente reducir la determinante & otra
de tercer grado: tendremos pues

4 14 1=td—1}={A; O 0 .0
2 4—-2: 12 12 120 2 —1 —1 (4)
4 1—4 2—4 6—4 4 -5 =2 2
2 4—2 2—2 53—2 Diti1o 2o Diancd
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que se reduce i

g 1 —i
-3 —2 2| )
g 0

Agregando & la primera horvizontal fa wltima, y en el re-
sultado

242 —140 —1+1|=] & —10 "
-3 =2 2 —3 —2 2
2 0 A g 01

restando de la segunda horizontal la ltima multiplicada por
2, tendremos:

4 —1 0|==| 4 —1|=4x—2—(—1)X(—T)=—15.
=790 | = =8
2 01

52. Para familiarizar al lector con este importantisimo
teorema presentaremos algunos ejemplos que no sélo dan lu-
gar a notables trasformaciones, sino que se présentan en mu-
chas importantes aplicaciones & la geometria y al analisis.

I.  Cuando en una determinante los elementos de una li-
nea sean todos iguales & la unidad; podremos agregar ¢ qui-
tar una cantidad arbitraria & todos los elementos de otra linea
cualquiera del mismo nombre, porque esto equivale & agregar
0 quitar & esta ultima linea la primera multiplicada por dicha
cantidad.

Si todos los elementos ménos uno son iguales 4 1 y este 4
cero, podra emplearse una trasformacion anéloga.

Sea la determinante

- B v 1
Wit Gasn e &« 4 iy 3

ke B s - < W, 4
Y T VSRR O 1

10
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Se deduce de lo dicho que podremos agregar tanto 4 las
horizontales como 4 las verticales cantidades arbitrarias, de-
jando invariables las lineas de los unos puesto que el dltimo
elemento de la diagonal principal es cero, y siempre da cero
sea cual fuere la cantidad arbitraria por la eual se multiplique
la vertical 6 la horizontal & que pertenece.

Agregando P, & la primera vertical, #, 4 la segunda, y asi su-
cesivamente hasta B, & la Gltima, tendremos :

Qg1 + By

a‘l)i+ ﬁl a’h‘.’+ pz a‘,3+f33. « s 0
a2,3+53. * e s e

aﬁiﬂ St p?

Apsn + By
a2’n + ‘an
U a’:’nn + ﬂ,,

1
1
1

Usyy + By Q300 + B Qg5+ B5e v o

‘

e s s e L ) ¢ 8 0 8@ 8 @ e . .

an9i+pl am9+§2 am3+f33 """ amn+ﬁn
1 1 DRI, oS A

O

y en esta determinante agregando asimismo v, vo. + . v, 4 las
diferentes horizontales, tendremos por ultimo :

Qs + Ba+ 14
a2’2 + p2 + Y‘),
a592 + pﬂ il Y3

Qyyy + B+ 1y
Qgyy + By + Yo
a39] =+ §1+Y5

Aoz + B3+ Yie o o Qpyp + B+ 1y 4
Qos +B5+ Yoo o o Qoo + 8,4+ 719 4
a5’5 -f 33+ YS' L aS)n +f@n‘{' -{3 i

au'l n pi ot Tn

Qpyo =} 32+ Tn

Qpyz +Bs+ 1

|
i 1 1 1 0
II.  Consideremos la determinante de grado n
A= |1 1 1 1
a, Qg @ a,
" YR ST PR
a‘S ag& a55 a’55 ’
a”u—i aﬂn-—i a/;-;"_’ it 4 aun—i

) a’"n 3 Bn'f" Tn

en la que a,, a,, a;. . . a, son cantidades arbitrarias, y cada
vertical estd formada por todas las potencias, desde cero &
n—1, de una de estas cantidades.
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Ahora, si se trasforma una vertical, por ejemplo, la r.™,
restando otra cualquiera, la s.™, es evidente que la nueva
vertical

1 — 1

a, —a,
al — a}
a’ —a}

. . . « .

arn-—i 24 a‘n—l

contendrd el factor comun a, — a,, que sera, por lo tanto,
divisor de la determinante A; pero los 7 y s son arbitrarios:
luego & sera divisible por todas las diferencias de dichas can-
tidades tomadas dos & dos, y aun por el producto de estas
diferencias, puesto que son primas entre si.

A la cantidad a, corresponden las (n — 1) diferencias dis-
tintas

Q — G5 A5 — Q5 Oy — Q4. - . A, — Oy ;

a la ay las n — 2 distintas tambien entre si y de las prece-
dentes

s == Qo5 Qq — G5 Ay — Qg. . . Ay — Gy
alaas;lasn—3
s — a3; a5 — Az. . » A, — Q3 ,
y asi sucesivamente hasla la diferencia
@, — @y .

En resimen, el producto de todas las diferencias preceden-
tes contendra
1
n—1)+n—2)+(n—3)+. .. 1=En(n—— 1)

factores, y serd, por lo tanto, una funcion homogénea del



— 314 —

1 ;
grado = » (n—1) de las cantidades a4, @y, as. . . a,.

Por otra parte la determinante A es tambien una funcion
homogénea del mismo grado, porque cada término contendra
un factor igual & la unidad y una de las cantidades a,, a,. . .
a, de la primera linea, otra de la segunda, otrade la tercera,
y asi sucesivamente ; es decir, una primera potencia, otra
segqunda, otra tercera, y por ultimo, otra del grado (n —1);
y su grado final serd por consiguiente -

1
I+2+3 %, « . +n—1=_—-nm—1).
2 v

Luego en el producto de las diferencias precedentes y la
determinante A son funciones homegéneas del misme grado,
y como la primera divide 4 la segunda no podran diferir mis
que por un faclor numérico, que ficilmente se determina
comparando dos términos homologos de ambas funciones.

Para formar el producto en cuestion sin duplicar ninguna
diferencia, y sin dejar tampoco ninguna, restaremos, por ejem-
plo, cada término de la série

ay, Qo Az, Ay « . @y ,

de todos los que le siguen, y representando por = (a;, a,
;. . . a,) dicho prodacto tendremos :

~ (@, Ay Cs..e @) = (G—ay) (A5-a4) (A—ay). . . (a,~a,)
(@5—a2) (a4—ay). . . (a,—ay)
(@-a). - . (a,-a;) }

. . s . .

(an_a’n—ij

Multiplicando los primeros términos de todas las diferen-
cias tendremos el siguiente término del producto

ag, at ad. . at,

cuyo coeficiente es & -+ 1, y no puede reducirse con nin-
guno ; pero este mismo, término es el principal de la deter-
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minante A con ¢l coeficiente + 13 luego la determinante A y
el producto = son iguales.
Tendremos, pues,

A== % (G, Gy Bge o s Gy
Ejemplos
= (@, g)=|1 1| =a;s—a,.
a, Ay
7 ((I,h a,, a’3) == I ¥ 1 = (a«)_ —a’) (a:; —a‘) (a;; — ag).
Ay @y Q3
e a o'

III. Sea la determinante :

Se=la b 4 1
10d ¢
1d o0 (-

1Mo

Multiplicando las cuatro horizontales por hed tendremos

AX (bed)! = |0 bed bed bed
bed o bed® be’d
bed bed® o bed
bed bc’d bhed o

dividiendo la segunda horizontal por cd, la tercera por bd y
la cuarta por be tendremos:
_4
A X bed
oo sk o {157 0 acd bed bed
cd X bd X be b o bdbe ;
ced® o be|
dcdbd o

dividiendo asimismo por cd, bd y be las tres ultimas vertica-
les resultard
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s bed Aol

s — A =0 e i
(cd. bd. be)? b 6l )

cdobd

debdo

Norta. La trasformacion precedente puede considerarse como caso particular de
estos dos teoremas.

. En una determinante de cuarto grado P, en la cual los elementos principales
son nulos, todo factor de las lineas oblicuas

Ya Y
P=joabec|y
doefly”
a,|ghoi
c,lfklo
wlmll

a’ y', o' y" puede trasladarse & su paralela simétrica por relacion 4 la segunda dia-
gonal,

Las siguientes trasformaciones prueban inmedialamente este teorema. Sea m un
factor de la linea «” y”, tendremos:

oab ¢ =mioabc &= ["o'a b o
doe f d oe mdo e f
ghomi g hom mg h o mi
% L il

Jkmlo =il e

multiplicando por m la segunda vertical; y dividiendo por m la tercera horizontal

P=]o0o mabd.c
md o e [
g h omi
5=k ¥l Jo
De una manera analoga
oabec|=m)oabc|=]|oabc|=|0ambe
d o emf d o emf md o e mf doef
ghot g hoi mgh ot mgh o 4
. i A
jmkl o ;k;o 4. k—o0 jklo

II. Si en la misma determinante hay un factor comun a los elementos centrales
h e de la segunda diagonal, puede trasladarse d los extremos de la misma diagonal.
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Agregando en la determinante (2) 4 la primera horizontal
las tres siguientes tendremos :

0becdl=|b+e+d b+d+c c+d+b die+b
b odec b 0 d o
cdobd c d 0 b
dcbdo d c b 0
=@G+c+d)l1 1141
bode
cd ob|’
lde bo
En efecto, tendremos sucesivamente
0oabc|l=ml|oabdc|=|omambme| = |omambme
domef —%oe;f '—‘:—oe-"f? %oe;é
gmhot g mh ot g mh o ¢ 25l
skl o 3kt o J kIl o m m

mj mk mb o

dividiendo por m la tercera vertical y multiplicando por m la segunda horizontal

oma b me

y andlogamente dividiendo por m la segunda vertical Y maltiplicando por m la ter-
cera horizontal resulta :

Vemos ahora que la trasformacion de que se trata consiste en trasladar los facto-
res b, ¢y d segun las reglas precedentes,

6 bien 0111|=1]|obcd
{od? c? bodec
1 d?obd? ¢cdobdl:
1cbo debdo
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lo cual prueba que b + ¢ + d es divisor de la determinante
propuesta; pero la determinante (1) no se altera cuando sus-
tituimos 4 b,—b, & ¢,—¢, y 4 d,—d, porque eslastres letras
entran elevadas al cuadrado, luego tendremos sucesivamente:

p=(—b+c+d)| 11 1 1|3
~bo d ¢
cd 0 —Db
dec—b o
a=(b—c+d) 1 11 1
b od-—c
—c do b
d—ch o
A= (h+c—d)| 1 1 111
b o—dc
¢c—d ob]
—d ¢ bo

Las cuatro ultimas igualdades prueban que
(b +c+d); (—b+c+d); (b—c+d) y (b+c—d)

son divisores de 43 mas estos polinomios son primeros entre
si, luego A serd divisible por su producto

(®+c+d) (b+c—d) (b—c+d) (=Db+c+d).

Por otra parte, como el producto de cuatro factores linea-
les homogéneos es una funcion homogénea de cuarto grado
de b, ¢, d, del mismo modo que la determinante (2), resulta,
puesto que es divisible esta por aquella y el grado es el
mismo, que no pueden diferir mas que en un factor numérico;
comparando el término — d* del producto con el término d*
de la determinante cuyo signo estd dado por la potencia

4

|
L 1)*® st (nim. 24) y es positivo, resulta, final-
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mente, que el producto en cuestion con el signo cambiado
es igual & la determinante. Asi, pues, tendrémos

61l H=lobd a'd =—(b+c+d) (b+c-~d) (b —c+d)
1 od"e bode (—b—4-c—+d)

1 d*o b cdold

1c*do debo

Se sabe por la aplicacion del dlgebra & la geomeltria que
este producto con signo contrario es igual 4 16 veces el
cuadrado del area de un tridngulo, cuyos lados fuesen b,
¢ y d; luego cada una de las determinantes precedentes cou
signo cambiado expresard el mismo valor. Mas adelante
llegarémos directamente 4 este mismo resultado ., sin apo-
yarnos en el conocimiento prévio del area de un triangulo
en funcion de sus lados.

IV. Anélogamente puede demostrarse la siguiente igual-
dad : ‘

P = |a b ¢ d| = (a+b+c+d) (a+b—c—d) (a—b+c—d) (a—b—c—+d).
badc
cdald
deba

Desde luégo la igualdad

a+b+c+d b+c+d+a c+d+a+b d4+c+b—+4a| =

I
‘:' ,) a d e
c d a b
' S A e beyii Fo i a
(¢tbd4netd) (L1 11|,
F 3 | i b (ld(,';
i ; TE 5 cdabd

Widle ba)| 121 2! :
prueba que la determinante P contiene el factor (a+b-+c
~+d).

Agregando 4 la primera horizontal la segunda, y res-

tando las otras dos, tendrémos : s
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abed = |lat+b—c—d b+~a—d—c¢ ¢c+d—b—a d4+c—b—a|=
bade b a d c
cdatbd e d a b
decbda | d ¢ b a
(a+b—c—d)|1 1—1-—1],
b a d ¢

¢c d a b
d ¢ b a

lo cual demuestra que (a+b—c—d) es divisor de P.
Del mismo modo las igualdades

abed = |at+e—b—d b+d—a—c ¢4+ a—d—b d+b—c—al|=
bade b a d ¢
cdald ¢ d a b
deba d ¢ b a
(e — B-L et 1411,

b a d ¢

¢ .é& -a. b

d e b a
abced = |la+d—b—c b4+c—a—d c4+b—d—a d4+a—c—b|=
badec b SOl d ¢
cdatbd c d a b
deba d ¢ b a

(a+d—b—rc)|1—1—11],
b 1@ @
€ ll o [l
d ¢ el

prueban que a+c—b—d, y au+d—b—ec son divisores
de P.

Por lo tanto P y el producto (a-+b-+c+d) (a+b—c—d)
a+c—b—d) (a-+d—b—c) solo pueden diferir en un factor
numérico, y comparando los términos a* de ambas expre-
siones, resulta que dicho factor es la unidad positiva.

V. Combinando el signo 4 la letra a en la igualdad

abecd| =(at-b+c+d) (a+b—c—d) (a—b+c—d) (a—b—c+d)
badc : ¢
cdabd ‘ { |

deba L9 ub eBil0
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resulta esta

—a b ¢ d| == — (a+b+c—d) (a+b—c+d) (a—b+c+d) (—a+b+c+d).
b—adc
cd—albd
dcb—a

Recordando una férmula de geometria, se ve que la de-
terminante precedente caon el signo cambiado expresa 16
veces el cuadrado del area del cuadrilatero inscrito, cuyos
lados son a, b, ¢, d.

Cuando a=o, esta formula se reduce a la del tercer
ejemplo.

§ V.
Descomposicion de determinantes en suma de produc-
tos de menores complementarias.

53. Dada una determinante P del grado n, considere-
mos la matriz rectangular formada por m lineas paralelas
de la misma clase : la suma de los productos de todas las
menores de grado m comprendidas en dicha matriz por
sus complementos algebraicos, serd una parte de la deter-
minante propuesta.

En efecto, que cada producto parcial estd comprendido
en la determinante dada, (ueda ya demostrado en el nu-
mero (32); pero es facil ver que todos estos productos son
distintos entre si, y que por lo tanto si cada uno de ellos
estd comprendido en I, su suma lo estard asimismo.

Supongamos, para fijar las ideas, que la matriz rectangu-
lar, en las que se toman los menores de grado m, esta for-
mada de lineas horizontales : dos menores de esta matriz,
H y H por ejemplo, diferiran por lo ménos en una linea
vertical de m elementos, es decir que

PR  N es ¢l gk
¥ 1 8 JSIROHL d
Yol Sants SO 452
L 2 3
Yaay i 0, POt 08Ing
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entrara en una de las menores, sea en I, y no enfrara
en H’; pero cada término de H contiene un elemento dis-
tinto de la linea precedente; luego cada término de H con-
tendra un elemento que no entrara en H'.

Por otra parte, designando por K’ el complemento al-
gebrdico de H, en este complemento no entrara ninguno
de los elementos de la vertical a, b, ¢. . . I, puesto que
quedan excluidas de él todas las lineas horizontales de la
matrizrectangular. De suerte que los elementos a;b,¢. .. 1,
de los que uno entra en cada término H, y por lo/tanto en
cada término del producto HK (designando por K su com-
plemento algebraico) no pueden entrar ni en IV ni en K/,
ni por lo tanto en los términos del producto H' K'.

Cada menor de grado m de la matriz rectangular tiene
1,2,3. . . mtérminos (nam. 20), y cada menor comple-
mentaria 1, 2,3. . . n—m; luego cada producto conten-
dra1,2,3. . .m.1,2, 3. . . (n—m), términos todos
distintos entre si; pero el nimero de menores del grado m,
contenidas en una materia rectangular de m lineas es el de
las combinaciones de n objetos m &4 m, es decir:

mm—1)(m—2). ....MH—m=+1)
1,2,3,. .m i

luego éste serd el nimero de productos parciales, y el nii-
mero total de productos

n(n—1) (n—2)... (n—m—i—l)‘ -

1,2,8...m,1, 2, 8. (n—m) ] 8. uety

Ly 2, oo

es decir, el mismo'que el de (érminos de la determinante P,
De aqui resulta el siguiente notable problema, del cual
es caso particular el del nimero (35), pues en ¢l la matriz
esta formada de una sola linea, y las menores son los ele-
mentos de esta linea. : i
Toda determinante equivale d la suma de los productos
de todas las menores comprendidas en una matriz rectan-
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qular formada con m lineas paralelas cualesquiera por sus
respectivos complementos algebriicos.
Ejemplo.—Sea la determinante

abecd
alblc/dl
uvzy
. Lr A
lwvay

. Tomemos por matrizla formada por las dos primeras ho-
rizontalesa b e d; ' b’ ¢ d'; las menores comprendidas en
ella seran las seis bl{,ulcntes :

i :
la bl iu el s lac dl o
| |

s |
e U1 el e e

cuyos complementos algebraicos son

6lz y| o ¥y 8lv a 8lu y Nu = 10|u v
) T ) g eI T Y I Y |

|l %t 1oty vt ! y' u' v
y por lo tanto:-

ab c d =l|a b royi—la ¢ v y|+le d |v =

\ \ ;
a’ b’ C’ (1’ (L, bl .,vl ,/" Ill, ¢ vl "/l a’ (III v l’171
|
AN ARE _f/l $16 el Eu //i vl o u ml-{»— ci'd u v
| {
Tl A l;f ’u d b w .v'l id| Y
vl .

5%. Supongamos, para fijar las ideas, que la malrlz en
que se forman las menores estd formada por las m prime-
ras horizontales de la determinante propuesta; que en di-
cha matriz todos los elementos de algunas de sus vertica-
les son nulos, y que el nimero de las verticales restantes
sea inferior & m. En este caso todas las menores seran
cero, porque habran de contener, por lo ménos, una de
las verticales'de' eleméntos nulos, y'por la' tanto, la de-
terminante serd nula 1amhgen..

Ejemplo : 6 W
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a0 0" 0l=0.
a booo
a’b" 00 o0
tuvxy
u vy
Si en las mismas hipdtesis precedentes al nimero de las
verticales restantes fuese igual 4 m, de todas las menores
de la matriz, s6lo quedaria la formada por dichas m verli-

cales, y la determinante seria igual al producto de esta me-
nor por su complemento algebraico.

Ejemplo :
abecool=1|abdbe |2y
abc oo a el |& y't
a’b'c" oo a’b" ¢
i unay
‘udvay

55. Lasuma de los productos de todas las menores com-
prendidas en una matriz de m lineas paralelas de una de-
terminante por los complementos algebraicos de las menores
homoélogas d aquéllas tomadas en otra matriz de m lineas
del mismo nombre, es idénticamente nula.

Y en efecto, dicha suma de productos sera el valor de
una determinante en la que hubiera lineas del mismo nom-
bre iguales, pues de este modo se identifican ambas ma-
trices, pero esta determinanie es nula; lnego nula serd
dicha suma.

Sea, por ejemplo, la determinante :

la b-c d|;

& 0 ¢ a

uvZxy

1"t’ vl wl yl
Tomemos las menores comprendidas en la matriz
a bcd,
abvocd
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que seran:

¢ ' d|

|a tli‘ {b c’.’b (1.
il @l le gl

ia bl 1(1 ci. |
fal- 8] " fatve’| Ea' ey d

y multiplicAndolas, no por sus complementos algebrai-
cos, sino por los de las menores homdlogas de la matriz
a/ bl cI d!i
lt' vl ml y![

formada por la segunda y la cuarta horizontal, comple-
mentos, que seran

’ ’ [ | d

el de menor homologa de - |, :’ .......... — *c '
u v b z .Y

o ! b d

elde |, L,’ menor homéloga de |, ,l .......... == I {
w oz v oy

y asi sucesivamente. De este modo formarémos el pro-

ducto )
‘ ‘a b le d| + 10 el |6 df — |la d ’b e
ja' ¥| |l ¥ lat ¢ (v 'y a d| |v a:! p )
b ¢ la d| . +b d|l la ¢ —l¢c d| |Ja b §T
Vodl lw.y Y d e @ Ic’ d| v v

Pero el primer miembro de la ecuacion precedente no
es otra cosa que el resultado inmediato de aplicar el teore-
ma del nim. 53 4 una determinante en la cual 4 las lineas

vy
ul vl mI yl
de la determinante dada se sustituyeran respectivamente
las

abcd
u v vy

de las determinantes

<
o

/

s s
> 2
a\

dl,
d

Y
CH
o

w v @ Uil
determinante que es idénticamente nula.
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En general habra que identificar la matriz de los com-
plementos algebraicos de las menores propuestas, ala de
los complementos algebraicos de las menores homologas
tomadas en la segunda matriz, lo cual conduce siempre a
identificar varias lineas de las determinantes.
~ Este teorema es la generalizacion del teorema del nu-
mero (41).

56. Para traducir en férmula los dos teoremas prece-
dentes, es necesario adoplar una convencion que permita
indicar é individualizar de una manera concisa los menores
de una determinante de grado n comprendida en una ma-
triz de m lineas paralelas, 4 cuyo fin sera necesaric esta-
blecer un érden determinado en las combinaciones m 4 m
de los numeros de 6rden 1, 2, 3... n de las varias lineas de
m elementos que .contiene cada matriz rectangular, pues
cada combmacmn de éstas es una menor.

I. En cadacombinacion los numeros de 6rden 1, 2, 3...
n, se dispondran en 6rden directo.

1. Considerando las vdrias combinaciones como tér-
minos de una serie, escribirémos en primer lugar todas
las que principien pon 1, despues las que comignzan por 2,
y asi sucesivamente,

En el grupo que comienza por 1, lomaremos primero
todas aquellas en las cuales el segundo numero de érden

52, despues las en que dicho niimero sea 3, y asi en ade-
lante.

En ¢l grupo que comienza por 2'se adoptard un olden
andlogo, y otro tanto podemos repetir, tanto para los
grupos que comienzan por 3, 4, elc., como para los com-
prendidos en cada uno de éstos.

De aqui resulta que entre los numeros de'cada’combi-
nacion no debe haber ningune mayor que cualquiera de los
que ocupan el mismo lugar en las'siguientes.

Sean, por ejemplo, los numeros’1, 2, 3, 4, 5, que com-
bmados 3 43 dan las diez combinaclones

eIy it Sd S 0eaid i { 29.91) HI gt )
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(4,2,3) (1,2, 4) (4,2,5) (1,3,5%) (4,3, 8 5) (1, 4, 5)

(2,8, 4) (2,3, 8) (2, 5. 8) . .o o (),
(3, 4, 5)..
& las que corresponden los nimeros 1, 2,3, 4,5,6,7, 8,
9,10.

Elsistema (h) recibe el nombre de sistema ordenado de
combinaciones, puesto que a cada una corresponde un ni-
mero de orden, y que reciprocamente 4 cada nimero de
ordencorrebpomle una combinacion perfectamente defer-
minada.

57. Dada una matriz rectangular de m horizontales y
n verticales, por 0|emplo supomendo m <n,y combinan-
do las verticales m & m, podrémos formar un sistema de
determinantes del grado m cada una; mas como cada de-
terminante del grado m procede de ura combinacion de
verticales, cada una de las que tiene un nimero de érden,
resulta que cada menor Lorrospnmlm-z’n & una combinacion
determinada de los nimeros 1, 2, 3... n. Dando & las dife-
rentes menores los nimeros de érden de las combinacio-
nes correspondientes, tendrémos un sistema ordenado de
menores, y para determinar, y por decirlo asi, individuali-
zar cada menor, basta fijar su nlimero de dérden.

Anilogamente de una determinante del grado » pueden
deducirse combinando las horizontales 6 las verticales m
& m un sistema ordenado de mafrices, y el ntimero de ¢r-
den de cada combinacion numérica ser4 el niimero de r-
den de la matriz; determinada ésta, la matriz queda perfec-
lamente determinada.

58.  Se sabe (nim. 25) que cada menor de una deter-
minante del grado n es la parte comun & dos malrices
rectangulares, compuesta la primera de m horizontales, y
la segunda de m verticales de la determinante pmmmva
De aqui resulta que para individualizar, por decirlo asi,
cada menor, basta conocer las dos matrices rectangulares

de cuya interseccion resulta, pero cada una de eslas, ma-
: 12
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trices esth determinada por un nimero de érden; luego
dos ntiimeros de 6rden, 4 saber, el de la matriz horizontal
y el de la vertical, determinan como en geometria la abs-
cisa y la ordenada un punto, cada menor de la determi-
nante dada.

Designando en general por & una menor del grado m
para expresar la menor que corresponde 4 la r.™ matriz de
las horizontales y & la s.™ de las verticales, emplearémos
la notacion #, ,; de suerte que todas las menores compren-
didas en la r.™ maltriz horizontal estaran expresadas por
los simbolos

k,,] h,-;) ’l,"g. SRR /l'r,u ’ 4

siendo v el nimero de combinaciones de n objetos m
4 m; y del mismo modo las menores comprendidas en
la s.™ matriz vertical, se expresarén por las notaciones

Bys Mop Bage o o o Byge

Ejemplo:
Sea la determinante de quinto grado:

‘an Qg Gy Gy Gy
Uy Ogy gy Oy Agy
Uy Uy Ugs Uy Uyy)
a‘l a‘g (“3 all {1‘5
Ay, Uy Qyy Ay Uy

en la cual, para simplificar, hemos suprimido las comas
entre los dos indices.

Representando por k una menor de tercer grado, trate-
mos de determinar cudl es lamenor dada por la expresion

Rk
Segun las notaciones convenidas, ésta sera la parte co-
mun 4la3.* matriz de las horizontales y 4'1a 7.* de las ver-
ticales. = SrE o
Hallando en la serie 1,2, 3, 4, 5, las combinaciones &
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que corresponden las varias matrices rectangulares, y co-
locandolas por su orden, tendrémos:

1 u it v A\l VI Vil Vil X X
(1,2,3) (1,2,4) (1,2,5) (1,3,4) (1,3,5) (1,4,5) (2,3,4) (2,3,5) (2,4,5) (3,4, 5) :
la 3.%es (1,2, 5), luego la menor h;; corresponde & la ma-
triz (1,2, 5), y la 7.4 la (2, 3, 4), formada por las ho-
rizontales 1, 2, 5, y por las verticales 2, 3, 4; es decir:

ai al3 all
hs'7= gy Qgy Qgyf o
a., a

w

52 33 a.u

Llamando en general H, , al complemento algebraico del
menor h,, , el teorema del nim. 53 se expresa por la si-
guiente formula:

P= hr,l Hr.i +hr.‘.’. ”r,'?."*‘» & it ety hr‘v Hr,r ’

P= hi,r Hl,r‘f“h‘z,r H2,1'+- SRR Ilv,r Hv,r:

segun que se aplique a4 una matriz horizontal 6 vertical.
Y el teorema del nim. 53 se traduce analiticamente en la
siguiente igualdad :

0= hr,‘l HS,1+”I',2 lls‘u_) =h=ai g | i e hr,v Hs,v
g = N Bl e e v ¢ Mgt g

Reuniendo los dos teoremas en uno, puede decirse que
los segundos miembros de estas tltimas expresiones seran
nulos ¢ iguales 4 P, segun que » y s sean desiguales 0
iguales.

§ VL

Mulltiplicacion de delerminantes.

59. Dadas dos determinantes del mismo grado n, si to-
dos los elementos de una linea de una de ellas se multipli-
can por sus correspondientes de otra linea de la segunda,
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la suma de estos productos recibe el nombre de producto
de las dos lineas.

Por ejemplo, sea a b ¢ d una de las lineas,
xy s u laotlra;

la suma az-+by-+ecz-+du se llama producto de las dos
lineas.

Esto supuesto, sean las dos determinantes

Gy Ay g & & o W u, a o oy
i by g i 10 % 180 B, B, B B

P=lc, ¢, ¢ Ca | » Q=4% % T - In |3
R [ GRS R T LR RS B 1L i S5 LR TS LSl e A
Lol By s |A‘ A Ay A

y proponemos demostrar que el producto K de dichas de-
terminantes Py Q es una determinante formada segun la
siguiente regla.

La primera horizontal del producto K esta formada por
los productos de la primera linea de P por todas las de K;
es decir:
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Antes de pasar a la demostracion general del teorema,
debemos hacer algunas observaciones.

Los elementos de K asi formada con polinomios de n
términos, cada uno de los cuales es un producto de dos
letras con el mismo indice, una letra latina y otra griega, y
estos indices, en cada polinomio, crecen en el drden na-
tural desde ! hasta n.

De aqui se deduce que cada vertical de K es una vertical
compuesta de n lineas verticales sencillas con los indi-
ces1, 2,3....n. Porejemplo, la vertical

g Ya <t e Yy Ty Ye ot s @ Yn
bi\rl+beYc+bsYs+-°'-bnYu
C Yo+ G Yt C5 s oo v CnYn
IlYl+lz Yz+1373+--'-1nYn

se compone de lasn verticales sencillas

QY a1, Ay Y3 :. n Yn
by 14 b, 1, bs s : bn Yn
@ Y4 ca.Y': Cz. Ts i c,..‘{,.
l{ 3 ¢ 1: Ta 15 Ys . In Yn

a cada una de las que corresponde un numero de érden
1,2, 3.0

Notemos ahora que en las n verticales sencillas

a, o a, ay g i G O
by 2 b, o by ay . by 2,
6; oy ¢, 9 cy % P Gp %
. 5> .
A l, 2, ly g : ln an

de la primera vertical de K, cada una de ellas tiene por
factor comun uno de los varios elementos « 4 «4 a5... %, de
la primera horizontal de Q; del mismo modo las lineas ver-
ticales sencillas de la segunda vertical tienen por factores
comunes los elementos de la segunda horizontal de Q, y
asi sucesivamente. '
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Dediicese de aqui que las lineas sencillas del mismo nii-
mero de érden de las diferentes verticales de K, por ejem-

plo,

@ % a, B, @ v @, ?‘n
by 4, b B by 1. oo Ay
l,". 1 Cy " N c, )‘1
Il al Il ﬁl ll Tl : [l k\

son equivalentes porque solo difieren en los factores
«, B,

Pasemos ya 4 la demostracion del teorema.

Puesto que las verticales de K son compuestas, podré-
mos descomponer K en la suma dé otras vérias determi-
nantes de verticales sencillas monomias, tomando una en
cada vertical de K (niim. 47) y disponiéndolas en el mismo
orden en que se hallan en esta determinante total las verti-
cales compuestas 4 que pertenecen.

Es decir, que si tomamos de la primera vertical de K la
linea sencilla

-
a,; %,
b, @,
C; %
b %3
de la segunda a, B,; de la tercera ay vq; de la cuarta a, 8.
N
b: ﬁz; bls YB; bl 21
Cy ﬁq; Cs Ts5 ¢ ¢
ll p'z; lﬂ Tss ll ol
. . .y asf sucesivamente hasta a, A, en la tltima,
bla ll'
clo kID
1, A

10 10

se formaré la'determinante parcial



aq 9 a, p‘l A Ty a, sl . Qy )‘u
b7 a1 ba p’) I’s Al’s bl 0‘ . bno )‘lu
Cr %4 G ﬁ'z Cy Ty ¢, 9 . Cy )\w ’
/7 a’ /i pd IS Y.‘ ]l 8! : 1\.) xIO

en la cual en la primera linea entrardla«, en la segunda
lag...y asisucesivamente en orden alfabético hasta la 1il-
tima vertical, que contendra la letray con un cierto sub-
indice.

Pero de todas estas determinantes parciales, aquellas
en las que entren dos 6 mas verticales parciales que ocu-
pen en las verticales de K 4 que pertenezcan el mismo lu-
gar, ¢ de otro modo, que tengan el mismo indice, seran nu-
las, puesto que conlendran dos lineas equivalentes, y solo
quedaran las determinantes formadas por verticales senci-
llas de diversos indices. Deberémos, pues, tomar tan solo
verticales sencillas cuyos indices formen permutaciones
diversas de los niimeros 1, 2, 3... n, que son evidente-
mente en nimero de 1, 2, 3... n.

Tomando por ejemplo la permutacion principal, ten-
drémos que reunir la primera vertical sencilla de la prime-
ra vertical de K con la segunda sencilla de lasegunda de K,
v asi sucesivamente, y resultara:

Q % a ﬁ; ay Yy an M
b, % b, B. b1y bu M
ae 6B ¢ 6 CnMn (1),
l| 1] [7 5? ’3 Y." : [" A"

que se transforma, sacando factores comunes en el pro-
ducto

@ @) &) 0@ By ynas A,

\ by by . bn

e 6 . On (2).
P g

Permutando en (1) losiindices de las letras griegas y la-
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tinas de todas las maneras posibles, tendrémos los varios
términos de K que no se anulan, y cuya suma equivale 4
dicha determinante, porque, en efecto, todas las vertica-
les sencillas de la primera de K tienen la parie comun

a «

[: a
y solo difieren en el subindice.

Todas las de la segunda de K tienen asimismo la parte
comun

a B
b B
¢ p
L8
con distintos indices, y asi sucesivamente; pero tanto da
permutar estos indices en (1) como en (2); luego resulta,
por ltimo, que para obtener los términos ¢ determinantes
parciales de K debemos conservar en su érden las letras
griegas y latinas, y perutar tan sélo los indices interiores
¥y exteriores; mas la permutacion de los indices en (2), no al-
tera el valor absoluto del primer factor (nim. 38), tan sélo
puede hacerle cambiar de signo; de suerte que podemos
dejar invariable dicho primer factor, dando al segundo el
signo +- 6 —, segun que las inversiones de la permutacion
de los indices sean en niimero par ¢ impar. Se ve ahora f4-
cilmente que en los 1, 2, 3... n términos que se conservan
del desarrollo de K, la determinante

G, By Byiionny Buik =P
By B! B o B
G €y Oy soni €
» bl sonnn b 3
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es factor comun de una suma de términos que se derivan
de % By v; ... %, permutando los subindices y dando al re-
sultado el signo que indiquen las inversiones de dichos sub-
indices. Pero esta suma es la determinante Q; luego tendré-
mos , finalmente,

K=P Q.

60. Segun la regla precedente, para formar la deter-
minante K, puede decirse que P funciona como multiplica-
dor y Q como multiplicando; de suerte que los elementos
de una horizontal de K se obtienen multiplicando una mis-
ma horizontal de P por todas las horizontales de Q, y el
elemento s.™ de la r.™ horizontal serd, por lo tanto, el pro-
ducto de la r.» horizontal de P por la s. horizontal de Q.

Dediicese atin que los elementos de las.™ vertical de K
son los productos de las mismas horizontales de P por
la s." horizontal de Q; y como si () hubiese sido el multi-
plicador, dichos elementos hubieran formado la s."* hori-
zontal de K, resulta que el cambiar de multiplicador equi-
vale 4 cambiar las verticales en horizontales, y reciproca-
mente.

Sin embargo, sea cnal fuere el orden de los factores,
el r." elemento principal es siempre el producto de la r.™
horizontal de P por la v.™ horizontal de Q, y asi los ele-
mentos principales de K son los productos de las lineas ho-
mologas de Py Q.

El método precedente de multiplicacion puede desig-
narse con el nombre de multiplicacion por horizontales,
mas se comprend® que pueden multiplicarse dos determi-
nantes dadas por verticales, y 4un horizontales por vertica-
les, de donde resultan cuatro expresiones distintas en la
forma para el producto de dos  delerminantes, aunque
idénticas en su valor algebraico.
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Ejemplos:
Producto por horizontales, siendola |q o4 by az' 4 by'|
primera determinante el multi- : | 4
a b | lmy plicador, . . . . . . . . .|d &by a'a"+¥by|
ta V' ‘ ) oty Producto por verticales, siendo 1a g o +4a' 2" b+ 0" 2

¥ segunda determinante el multi- E
plicador, e el lay+dy by+0by
-

a b ¢ xy z| laxt+bytczaad by +c2 ax"+by'+c2"|

=Ea’ a0yt e d B0y d 0y 2.
3(‘,"/_,__*. ”’/.//+L.l/: (l’,_]"+[[,l‘y’+(;l’:’ ”’/;Z‘I7+l)l’!/1/+(;llzll

I T N
L ~

61. Elmétodo precedente puede servir para multipli-
car determinantes de grados desiguales; basta para ello
aumentar la determinante de menor grado hasta el grado
de la otra.

Ejemplo:

abed| (e yl=labed| |xyoo]=|a € +byax'+by cd

a' bedl| |2y AV dd |2y oo dw+by da+0y Jd
pqgrs pgurs ool o pe+qypa+qy rs|
B’ gl'ls !1;' g sl -locol padqgypa+qy

62. Si los factores Py Q son idénticos, el producto PQ
sera el cuadrado de uno de ellos, lo cual nos da un método
para elevar & polencias las determinantes. Ahora bien,
como los elementos de la r.™ horizontal de K son los pro-
ductos de la r.™ horizontal de P por todas las horizontales
de la misma, y la r.™ vertical es el producto de todas las
horizontales P por su r.™ horizontal, resulta que ambas li-
neas conjugadas son idénticas. Ademas, el r.” elemento
principal de P2, serd evidentemente el cuadrado dela pr.™
linea de P.

De aqui se deduce que el cuadrado de una determinante
es otra simétrica, y sus elementos principales estin forma-
dos por la suma de sus cuadrados. :

Conviene récordar ¢ue el r.™ elemento principal del
cuadrado es la suma delos cuadrados de todos los elemen-
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tos de la r.™ horizontal, si el producto se ha efectuado por
horizontales, 6 de la r.™ vertical si se ha efectuado dicho
producto por verticales.
Ejemplos:
{lz b }7='aa+b b ad +bb|=|loa+dd a I»—{—a'/)'l;
a V| [da+bb a'd4b0b| |labt+d b bbb

a b clP=]laa+bbt+cc ad +bb +cc ad +bb 4¢c’
a' bl C, a nl+ l) ,)’ —+—‘(,' cl lII fl’+ bl b» +’:r (./ ”/ ('I' + [‘/ bn = Cl C” ;
a!! bl’ C" a (l” +/‘ ,’II + o ’:II ([I (Llr_+_ ”/ /’I! + ’.I (‘I/ ”V' ”’/ _{_ I'II b”—f’—("’ {._II

65. Lanotacion de dobles indices permite traducir fa-
cilmente en férmula el método anterior para la multiplica-

cion de determinantes.
Sean

P= |Gulin-i-e 0] + Q= g lia oo Bl -
by, b

(t,, (1,, o Qg p 24 Dag «ien 1),."

....................

a_. a,,,....a,,,,, by Ui o B

Designando por ¢ cada elemento del producto, y agre-
gando 4 esta letra dos indices, el primero relativo 4 la ho-
rizontal de P, y el segundo 4la de (Q, cuyo producto cons-
tituye el elemento de P ><(), tendrémos :

P30 = b0 v Bial s

y se tiene que
cr,x = ar.l ba.l + ar,‘! ,‘.s,'i + (’r.s bx,:! + bl it + ar,n ba,n '

y haciendo variar 7 y s desde 1 4 n, obtendrémos todos los
términos del producto P> Q.

Siel producto se efectiia por verticales el primer indice
de ¢ expresara la vertical de P, y el segundo la vertical
de Q, que se multiplican, y en general tendremos

("I',t o= al.r bi.n + al,r b!,a + aB,r b3,l i 7~ an,r bn,a L2
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Cuando P y Q sean idénticas, y por lo tanto K=P? las
formulas precedentes, se convierten en

Coy = Oy O,y —+ Qg Oy + ..o - (1 s
Cr,s — al,r a{_. + a!,r a!,x —+— HEVS: + au.r an.s )

y como los segundos miembros no cambian, cuando se
cambian 7 en s, y s en r, resulta en ambas

n e
(‘r,s = SR Cs,r ’

lo cual prueba, como ya se ha deducido directamente, que
el cnadrado de toda determinante es una determinante si-
métrica.

Para los elementos principales r=s, y las dos férmulas
generales se reducen 4

N ) ] 2 ]

g = Qg TG0 00 Gy
2 ] ]

{"r,r =a 1,r == 1 L XY == s (0 nyr Y

lo cual comprueba la composicion ya indicada de los ele-
mentos principales,

64. Aplicando el método de la multiplicacion de deter-
minantes & dos maltrices, que en general supondrémos rec-
tangulares y semejantes, se obtienen resultados dignos
de notarse. Mas obsérvese que la palabra multiplicacion
no tiene en este caso la misma significacion que en las de-
terminantes; pues en éstas indica una operacion alge-
braica, y en el caso de dos matrices, s6lo expresa una
trasformacion del érden combinatorio, pues ni cada ma-
triz expresa una cantidad, sino un cuadro 6 agrupacion de
elementos distribuidos segun cierto érden; ni, porlo tanto,
el producto de dichas dos matrices puede expresar el
producto de dos cantidades ¢ funciones algebraicas.

Sean las dos matrices de m horizontales y n verticales

&y G Gy wvis ay | '(P) @ O, Oy i % | (Q),
U0 2 bn B, B By B,
} B Ty, 1  VRE TR SERAp
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enlas que lasa, b, c. .., 8,7 . rserdn en cada grupo
en nimero de m. ‘

Para fijar las ideas aplicarémos & estas matrices el mé-
todo de multiplicacion por horizontales, pero facil seria
aplicar las conclusiones & que lleguemos al caso en que el
producto se efectuase por verlicales.

La primera linea de la matriz-producto se obtendra,
pues, multiplicando la primera horizontal de P por todas
las de , y resultardan, por lo tanto, m elementos corres-
pondientes & las m horizontales de Q.

La segunda linea se hallara andlogamente multiplican-
do la segunda horizontal de P por todas lasm de Q, y de
este modo se continuard hasta multiplicar la m y ultima
horizontal de P por todas las de Q, cuyos productos cons-
tituirdn la m® y altima horizontal de la matriz PQ=L.

De aquiresulta inmediatamente que la matriz L serd una
matriz cuadrada del grado m, pues confiene m lineas, y
cada linea m elementos.

A esta matriz correspondera una determinante del gra-
do m, que designarémos por la misma letra L.

Notemos, antes de pasar adelante, que la matriz L difiere
de la matriz K del niim. 59, en que K es del grado n, y cada
uno de sus elementos se compone de n sencillos, y la
matriz L, que es de grado m, esta formada por partes que
contienen n elementos, numero distinto de m.

Distinguirémos tres casos : 1.°, m>mn; 2., m<<n; 70y
m=n.

Primer caso: m>n. Las matrices P y Q tienen mas ele-
mentos en sentido vertical que horizontal, son lo que po-
demos llamar matrices rectangulares verticales. En esta
hipotesis, cada linea compuesta de la determinante L tiene
ménos sumandos que unidades el grado m de la determi-
nante.

Si aplicando el método del nim. (47), tratamos de des-
componer la determinante L en sumandos, puesto que
cada sumando, ¢ determinante parcial, se compone de una
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linea vertical sencilla por cada vertical compuesta, y el nii-
mero de lineas compuestas es m, y n el de las lineas sen-
cillas, despues de haber tomado una linea sencilla en cada
una de las n primeras compuestas, si estas # sencillas son
distintas, estaran, por decirlo asi, todas agotadas', y la
linea sencilla siguiente equivaldra 4 una de las anteriores.
De aqui resulta que cada determinante parcial contendra
porlo ménos dos lineas equivalentes, y serd nula.
En conclusion, sim>n, L=PQ=0. Sea, por ejemplo,
el producto
ada lza' |=|lex—4+da ay+ady ovzi+d?2
b b vy ba—4ba by—+by b2
! z 2 ca4+c 2 cy+cy ecz4c2

’
C ©C

Descompongamos este producto en determinantes par-
ciales, tomando una linea sencilla cada linea compuesta;
si tlomamos en la primera linea compuesta, la segunda
sencilla

1 ’
a x
bl xl
CI wl
y en la segunda compuesta la primera sencilla

ay

by

¢y,
al tomar en la tercera compuesta una linea sencilla, ésta
tendréd que ser la primera

b = F
>

az O la segunda a'z
bz b 7
¢z ¢z
y en uno u otro caso la determinante
1
da’ ay az 6la da ay o
b by bz ol bytiotx

da cy cz o aytid e
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tienen dos lineas equivalentes, y son ambas nulas. Otro

tanto pudiéramos decir de todas las determinantes par-
ciales en que el producto se descompone.
Asi, pues,

a ll’
by

c ¢

L T -
<=

6 mejor dicho, e! producto 6 delerminante

]a z~4a a2 ay+dy az+d 7|,
b+ b o by+ by b4V 2
fcx~+c o cy—4 ¢y cz+4¢2

que por medio de las dos matrices propueslas se forma
es nulo.’

Segundo caso : m<n. Sean las dos matrices

@, @, Gy oisvs a @ o, @ ... a,

& by by by e bn B BBy win Ba
= &) ¢} 165 wire Cn Q= T Vi (1),

Loy wae % | S e A

en las que el nimero de lineas horizontales es m, y sea el
producto

@ 0y +Adgug—tdgdg...dn %n dy3 +dgfigtdzBytln Br i Wy +-ag) g+l g~-oitn dn
1/, oy ~f~7:,ag+b; 15...])11 An ’14 ,’11-9—’1.2 {ig—}-b; B;+...’)u {fm -------- ’I|).|—F’I! ‘I‘g—ﬁ-’ls ) 3+...bn In
L= Oy AytCoa—Cy hgeni’n An Oy Byt Pat-0C5 Bt Bn i, Cyhy-Co hgCy ig=uin s u
)1y oy loog+ls ogln an &y Bi—-1lg Ba+ Ly B ln P vovunnns byt lglg+ bsda—+ ..ln Ja

Al descomponer L en determinantes parciales, deberé-
mos tomar una vertical sencilla por cada una de las m ver-
ticales compuestas; pero estas verticales sencillas deben
tener distinto niumero de érden, porque, de no ser asi, ha-
bria dos 6 més verticales equivalentes, y la determinante
parcial seria nula.

Tomemos, pues,



—r

de la primera vertical compuesta la vertical correspondiente al indice.. . 7
de la segunda —- la gue corresponde al indice.. . . ... g
de la tercera — LF 1 T O R A Sy s
y asi sucesivamente hasta

la m.*, de la que tomarémos la vertical sencilla.. . . . . ... ... ... T

Es claro que », », r;.... 7, son una combinacion de m de
losmnium. 1,2,3...n
De estas combinaciones existiran 1><2><3....><n=v,
que seran distintas entre si, y como en vez de {omar las
verticales sencillas », », r.. . . 7, en las verticales com-
puéstas 1.%,2.%, 8.% « .0 podemos tomar una permuta-
cion cualquiera de estos niimeros, por ejemplo
r;. . . . . dela1.* vertical compuesta.
Py + « » « 062 2.0
5 . . . . de la 3.?
Pio « « o « de la 4.°

resulta, finalmente, que las varias delerminantes parciales
de L se obtendran :

1. Combinando m & m los ntmeros 1, 2, 5. .. n.

2.° Permutando cada combinacion. '

3. Tomando de las diferentes verticales compuestas las
verticales sencillas que indiquen los nimeros de érden
de cada una de dichas permutaciones. -

Fijémonos en la combinacion r, 7,75 7,

y designemos por

S, Sg S§;5 onne Sm
" W " 1/
$, 8538 ; nnn $m
1" Uy 71/ .I//
18 25 5 c S
v 1 v
sO ¢ )’ Ss() ..... st )m

las v permutéciones de los nimeros r, 7y 7. . « Ty
Tomando de cada una de las m verticales compuestas la

vertical sencilla que marca el nimero de érden correspoi-

diente de la permutacion que consideramos, obtendrémos

las determinantes parciales
14
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?acl 18’ azs; p‘\‘l as, Ys/-z a ., At ;
2 2 3 g &

§ 8 8
1 1

i s m m
e s, bS’., Py, by vy 0 By

i)
| i 3 - m m| .
WG g Gl Bl C. Yo 56,, A,
“ S‘I si 32 8‘2 83 63: ‘\m Sm
f 175 : IR 2 »
| . . . H H
| : . :

8 S S S 8
i | 1 9 “m m

l/ %y I/Iqu l-“,378,,‘2l' Xsl

cen

) «
ialsu a.\‘” a'su psu a“,u~ ‘{‘\./r : a'su )‘s" g s e v e
1 1 2 2 3 22

® .
!bs/l1 1.("1 bS” ,8\‘// b"'”.-‘ Y.\’H:‘é [)S/' )\.\_u

m m

1 1 2 "9 m m
o .
[Cr x4 Conr ﬁ nw C.on Yolr . 0.// A 7 1
1 8 8 S S 8 e IR e S 8

1 1 2 2 3 3 n m

LII XA s tuﬁu l// Y//El// :‘.,,
87 T8, 8T8y 85 8 .emsml

1

que sacando faclores comunes, se convierten en

b

“S/1 ﬁ8:2 ‘{3/3 ks’ a's/l as/" asl cae ds,

2 3 ml

bsl1 bsl2 bs/ LR b ’ :

m

3 sm

cs/ cgl cs’- a0 CR/
1 2 3 "

mi

| - a ",

“3;/ 33”2 73”3 e )\su asu a»sna (L.‘l“ “ee a:su § o 4 e

1 2 3 m
bsll’ b‘\‘//* bs’/3 oo blqllm
C. Cy Co eoe C

S 1 & 2 8 3 & =

z o wal b b B i |

3 i .

Como los nimeros de o6rden &, sy §5. .. 8,5 8" &
/"

8. .. 8.;...son permutaciones de la serie ordena-



— 345 —

da r,ry r5. . . 7,, podemos en cada derminante parcial
ordenar las verticales segun dichos indices », », r5. . .7,
poniendo a la nueva determinante el signo que le corres-
ponda, es decir, positivo si la serie de las s presenta un nu-
mero par de inversiones, y negativo si esle namero es
impar.

Tendrémos, pues, para determinantes parciales corres-
pondientes & la combinacion », », ;... 7,

e SRR RTINS W ME R R el §
8’1 82‘33 Sl 74 "? ].3 rm \
. 8.8 wib,
/l ’:, IS I'"
b1, 1 o
"y ”‘2 77 Im
'—4:7-/133/}' s At (l.a:_a_..a_ & 8 e e
sl @23”3 ' 'qm ll "2 I3 Im,
b b b ..b
1 2 3 m
ECIRUIECER T .
S R
| 2 3 m

Sumando todos estos términos, y sacando factor comun
la determinante £a_ b, ¢, ...l ,tendrémos
i 2 3

m

(:t: ay B hy == am By o Agr Eagn By Dy L ) @ B el
{3 m 1 2

m 1 2 m

......

pero la eantidad que esta dentro del paréntesis se obtiene

permutando en el término 2. &, v ... % los sub-indices,

y dando al resultado el signo que marcan las inversiones,
segun la regla general, luego.dicho paréntesis es la deter-
minante® %, #,. ... % 'y, porlo tanto, el conjunto de
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las determinantes parciales que se derivan de la combina-
cion 7, 1, 5. . . 7, se reduce al producto

a. a. ...4, a A, ese O

ri 7".’. 7m ’1 )Z ’m

b. b b :

’1 ) 1‘"' p’l ﬁ,.? ﬁ’m (2)
I,l l'.»'" l"m e

de las dos determinantes que en las matrices (1) corres-
ponden 4 las dos maltrices cuadradas de las m verticales
que llevan por nimero de 6rden los de la combinacion 7,
P Piv. .0 T '

A cada combinacion corresponden en P y Q una matriz
cuadrada, y, por lo tanto, un producto analogo al (2); si,
pues, designamos por p, p, p;. . . p, las determinantes cor-
respondientes & las » matrices cuadradas y ordenadas de P,
Yy POT ¢ ¢z @5 . - q, las de Q, tendrémos

L =pPiYy T PaQetPs Qs Pu s

en cuya suma v es igual al ndmero de combinaciones de n
cosas lomadas m & m.

Como L se deriva de las malrices I’ y ), por la regla de
la multiplicacion podrémos abreviada, y simbélicamente
escribir '

L = (P) > (Q).

En resimen :

Si multiplicamos por horizontales dos matrices semejan-
tes de m horizontales y n verticales, el producto es nulo
cuando m=>n; y cuando se tenga, por el contrario, m-<_n,
dicho producto serd igual d la suma de productos de todas
las deterniinantes de una de las matrices por las respectivas
determinantes andlogas de la otra.

" Ejemplo : :
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la b el .1'_1/:i:‘ﬂb le yl+la ¢] la 2

| [ |
a b ety 2 a by a ¢| o' z

Es evidente que debemos invertir las conclusiones del
teorema anterior si la multiplicacion de las matrices se
efectia por verticales. En este caso el producto es nulo
sim<In;ysim>n,seriigual alasuma de todas las deter-
minantes de una de las matrices por las homdlogas de la
segunda.

65. Si las dos matrices son idénticas, el producto de
sus determinantes homologas se convertira en los cua-
drados de las determinantes de una de ellas.

En este caso, sim>>n

L‘—‘—‘(p)z=0,‘
st m<n
L=P)*=p+p+pd. .. +p}

el teorema podra enunciarse de este modo:

El cuadrado por horizontales de una matriz de m hori-
xontales y n verticales es nulo si m=>n, y st m<<n sera igual
ala suma de los cuadrados de las determinantes de grado
m de dicha matrix.

Ejemplos :

L. .

aa

- R

aa+a o ab+d b ac—Ha ]==o.

bY| lbad¥a Bb4BE bo+b ¢
¢ c'f |C‘f7-+—1f'4l' ch—+c bV Ct,‘—{—-l,’(!"
II.

lab c¢3==: ca+bb+ccaad+b b’+:-n'|m%abé’+iaci’+; be .
| { { { i s
ldbe |at+lbtccadad b4+ db, d c'% b e

Esta ultima relacion, escrita bajo la forma ordinaria, de-
muestra la conocida identidad.

(@) (@ + M= (da"+ b8 cc) =
(@b — b)Y+ (ac — ca) + (b — b
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11.

ia bctli’== a? + b2 4 o2 - 2 a;\—}—bB—}—cC—{—(lD;z

|ABCD| |aA+bB+cC+dD A? 4 B? 4+ C?+ D?|
(a‘~’+lf3+c9-+r/3)(.‘\‘2+]33+()‘-'+l)3)—(aA-}-bR+«:C+(/lTx-‘--=
la b124]a c|24+la d|24+ b c24+ |0 d 24t0 d[2=
|A B Ao’ [&p] |

‘ . IBC| |BD C D
(@aB—bA)?+(aC—cAR 4 (aD—d A2+ (hC—¢ B +
(WD -=dB2 + (¢D— Cd)?:

agregando 4 este segundo miembro la cantidad idéntica-
mente nula

2[(aB—bA) (eD—dC)+ (aC—cA) (dB — D)+ (aD) —dA) (C—cB)]
se convertira en la suma de tres cuadrados

(aB—bA + ¢D—dC)? + («C -cA 4 dB—ID)? + (aD—d.\ + bC- cB)?
y despejando el primer término del primer miembro, ob-
tendrémos la formula de Euler

(@+2 424 d?) (A2+B24+C2 D)= (¢ A+bB+cC+dD)?
+(eB—b0A+cD—d ()2
+(@C—cA—+dB—bD)?
+(aD—dA+bC—cB)?

Haciendo en esta formula

a=p; b=gq \/?B, e=p \/—~_(', d=s \/ﬁ_C, ‘&3/;'; B=¢’ \/:ﬁ;
C=y \/—_C, D=y \//B_é
obtendriamos la formula de Lagrange.

Tercer caso: m=n. En esta hipdtesis las dos matrices
son cuadradas, y los varios términos p, ¢,; ps ¢s. . . de la
formula precedente se reducen & uno solo, como podria
preverse por que este caso no es otro que el de multipli-
cacion de determinantes.

66. Sean dos determinantes P, (Q

v
p = a|,| a“’z esese (1.1',,‘ Q = b|’| bi,? ceses bl,ﬂ N
(l._,,, (Lg,.z veees a-i’” bu_v’1 b:_)’rz tesas bi,"

. . e . . . . e . . . . e

Qg Qys voees Byl DuaUug oove D

’
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cuyo producto K por horizontales se expresard abreviada-
mente por la determinante

K = ic1,1 01'3 R 01_,, y

;cg‘l (}2’\2 ----- CQ‘,,
|

|
!(’n,1 Cn.'z s00 0 cn,n

en la cual
Cry =8y by + 0,300+ a,3b,5+..... +a,b,,.

Una determinante menor de grado m del producto K se
expresara por la matriz cuadrada

el .. c AR

! Ty8 1Sy T3 Ty 8m
Y M
TSy TySy TSy g Sm
e, .60 .0¢ e € (1),
Py 8y 1y 8q Iy 8y Ty Sm Y

I
l c
|

.
: '
, Cry oo Gy

w .
c
Tm8y  TmS.

en la cnal », , r5. . . r,, sSon m ntimeros en érden natural de
la serie 1, 2, 3. . . n, que expresan las horizontales & que
pertenecen los elementos de la menor que se considera,
y 8 $o. . . 8, , m numeros en orden natural de la serie 1, 2,
3...n, expresando analogamente las verticales 4 que di-
chos elementos pertenecen.

Si recordamos ahora que los primeros indices de cada
término ¢, indican la horizontal a,, .. a,;. . . a,,de P,
que se considera, y los segundos la horizontal b, b, b,;. . .
b, deQ, que concurre con la primera a la formacion de ¢, ,,
resulta que la primera linea horizontal de la matriz (1) se
obtiene multiplicando la horizontal » de P por lag 8, &< s
s, de Q; la segunda multiplicando la horizontal », de P
por las mismas s, , s,. . . s, de Q, y asi sucesivamente hasta
la iltima horizontal, que serd el producto de la horizon-
tal r, de P por la serie constante de las horizontales s, s,
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85,+ « - 8u» y de aqui se deduce que la menor (1) esta for-
mada de las dos matrices.

a'/- 1 ar 2 a’r > i a’r n.' b.s' | bs 2 b.\’ R bs ni
| 1 1 1 1 1 1 1 1
8,4 “7-22 a,“ - 0, .2 b*‘.g'-’ bs)., bs_ln
B, 18,58, 3 wouee a, v Uy g bs_3 T
I g 3 3 3 3 3 5 i
a/' 1 u’r 2 @ 5 | R ar n b.@ 1 bs 2 b.\* 9 TEAme bs n;
m m, m m m m m m

por la regla de la multiplicacion de matrices rectangulares.

De aqui el siguiente teorema :

Toda determinante menor del producto K de dos deter-
minantes P, Q, obtenida dicha menor por horizontales,
equivale al producto de dos matrices de las dichas determi-
nantes Py O ; la matriz de P estd formada por las horizon-
tales de esta determinante, que tienen el mismo nimero de
orden que las horizontales de K, que concurren d formar la
menor de que tratamos; y andlogamente la matriz de () estd
formada por las horizontales de Q, cuyos nimeros de or-
den son los de las verticales de K, que forman la menor en
cuestion.

Ejemplo :

@y Oy + Bya by + Qg3 045 + ooiol 4 @y, b,
Wy by~ Gya byy + Qs by eeeen = @4, by,

113'1 b5’| -+ (’12,2 b_a-,.n_y‘ =t a-.)’f, bgv; <= veleiee a-l," bs,,‘ ;
Ay, b;, -+ Ay bs.e = Qi3 b3,3 + ceses Byq s, }

Qg Uag oz eonse Gy : P b bigbyseeea. by,

u«.,,‘, a/,"g a,g’;; ieene a,‘,,, | & b5,1 bs'g b5'3 deeee 1)5',,
bl,l bl,3
bs bs 5

1 67. Lodicho en el nim. 57 permite convertir en formula
el teorema precedente.

Ay, Qyg
Qyy Ay

i'bm b1,é£. + la,, Ay
b, bs.e] (@ Qs

s O
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Sean :

K. ., Prss 4, las menores de grado m de las determinan-
tes K, P, Q (siendo K=P X Q), determinadas dichas meno-
res por el concurso de la " matriz horizontal, y de la s™
matriz vertical.

K, sera el producto de la »"* matriz horizontal de P
por la s" matriz horizontal de (), y descomponiendo esta
menor en el producto de determinantes homdlogas (ni-
mero 64), tendrémos que la matriz de P dara las determi-
nantes

PraPr2 Prae o Pry
y la matriz de (), las
9 5e o e o4
de donde resulta e o)
Koo = Drt Qox = Pia Qo = P55 Qis ssvve Pro Qoo
en que v representa el niimero de combinaciones de n cosas
méam.

Separando de.la matriz cuadrada K la " matriz horizon-
tal, queda otra matriz rectangular compuesta de n—m ho-
rizontales : designemos por 7 su nimero de drden.

Separando del mismo modo de dicha matriz K la s™ ma-
triz vertical, queda otra matriz rectangular compuesta de
n—m verticales : sea s’ su nimero de 6rden.

La menor K, , sera evidentemente el complemento ordi-
nario de K, .

Aplicando & esta menor la formula precedente, ten-
drémos

Kr’,s' T pr’,l C]m =1 pr’,? q.e’,‘z i pr’,3 fIx',s e pr’,v qS'."
en que v expresa el nimero de combinaciones de n cosas
n—m & n—m; que es idéntico al de combinaciones m & m;
asi las formulas
Kr’,.v' = pr',i qs"1 = p,-"a qs',g =} leaus pr’,u qs’,r (a'l)

| 3 y a
ki‘,s = pr,! q:,1 +pr,‘2 qa,*.' e p"," q-?." (a)

tienen el mismo nimero de términos.
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Consideremos ahora un término cualquiera, por ejem-
plo, el p,,q,,, del valor de K,;: p,, es una menor del gra-
do m, formada por la r.” matriz horizontal de m horizon-
tales, y la t.™ de m verticales, ambas tomadas en la deter-
minante P. Separando de P la r.™ malriz horizontal , queda
la r.™ matriz horizontal del grado (n —m), porque la r.™
matriz de P ocupa en esta determinante la misma posicion
relativa que la r." matriz de K en esta ultima: separando,
igualmente, la t.™ matriz vertical formada por m verticales,
queda una matriz vertical de n — m verticales, cuyo ntime-
ro de orden designarémos por ¢’

Asip., serd el complemento ordinario de p,,, y anélo-
gamente ¢, sera el complemento ordinario de ¢.,, puesto
que las matrices del érden sy ¢ en () ocupan la misma po-
sicion que las del mismo érden en K, y por lo tanto, siendo
Ky Q del mismo orden, las matrices restantes de (Q tendran
los mismos indices s"y ¢’ que las correspondientes de K.

De aqui se deduce que d cada término del sequndo miem-
bro de la ecuacion (a) corresponde otro en la (a'), que se ob-
tiene cambiando las menores py q en sus complementos
ordinarios ; luego, en general, se pasa de la formula (a) d
la (), cambiando cada menor por su complemento ordi-
nario. .

68. Cuando la menor K, de la determinante K se re-
duce al primer grado, es decir, 4 un elemento sencillo Cicen
el teorema general equivale 4 la regla dada para la forma-
cion del producto por horizontes de dos determinantes P
y Q; porque en efecto, las dos matrices r."* de Py s.™ de
Q, ambas formadas por una linea, son precisamente la r.™
horizontal de P y s.™ de (). .

En el valor de K., las menores p y g no son otra cosa que
los elementos de ambas horizontales , y por lo tanto, ten-
drémos la férmula ya conocida

' cm = ar,i b\gi Ay Qr,_z bs,i W ar,3 b.v,a = 18000 ar,n bs,n >
y como en esta formula podemos sustituir 4 cada menor
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su complemento ordinario, tendrémos éun, designando
porv., %, los complementos ordinarios de ¢,,, a,,, b, ,

s teme

Tr,s = o"r,i ﬁs,l o ar,% ps,‘l+ s p

En esta dltima férmula podemos sustituir 4 los comple-
mentos ordinarios los algebraicos ; en efecto, multiplique-
mos toda la ecuacion por (— 1)"*+* y resultara

r48 r+48 r<+s o
(—]> Y,.'s=(_1) a,.’i Ies,‘ == (—1) a,.,.z BS,E’.+“" (_ l)r sa

rn ps,n ’

multiplicando ahora el primer término del segundo miem-
bro por (—1)'**; el segundo por (—1)**2; el tercero por
(—1)**%, y asi sucesivamente hasta el iltimo, que lo mul-
tiplicarémos por (—1)"**, cantidades todas iguales 4 +1,
se trasformard la expresion precedente en esta ofra:

1 r+ 2 s+2 p

8,2

(=)™ g, =D e (=) T (=) e ()

+ e (——1)"*"am><(—1)“"p

.
8,0

Pero el complemento algebraico de un elemento es
igual al ordinario multiplicado por — 1, elevado 4 la suma
de los indices ; luego las cantidades de esta ultima expre-
sion son los complementos algebraicos de ¢, ,, a,,, b,,: de-
signandolos, segun la notacion admitida, por letras ma-
yusculas, obtendrémos :

Cr,s=Ar,1 Bs,l + A,«,g Bs,? + cevee Af,ﬂ Bs,na

De aqui se deduce que :

E! complemento algebraico de un elemento cualquicra c,
del producto de dos determinantes, equivale d la suma de
los productos de los complementos algebraicos correspon-
dientes a los elementos de la r.”* horizontal del multiplica-
dor por los complementos algebraicos de los elementos de
la . horizontal del multiplicado.

67. SiPyQson idénticos el teorema del num. GG, se
modifica de este modo :
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Toda menor del cuadrado K de una determinante P,
stempre que dicho cuadrado se obtenga por horizontales,
equivale al producto de dos matrices horizontales de P, de-
finidas las horizontales de una y otra por los nitmeros de 6r-
den de las horizontales de K la primera, y de las verticales
la segunda, que concurven d formar dicha menor.

Si la menor de que se trata es una menor principal, en-
tonces equivale al cuadrado de la matriz horizontal de P,
homoéloga d la de K , d que pertenece dicha menor.

Ejemplo :

| C (] (2 a [ s/
11 “1,2 111,23 1,n

C“Z,i 0‘1,2 (12’1 L(2'2 (1(2’3 sees (1_2”1

§ VIL

Derivadas y dilerenciales de las determinantes.

70. Enla férmula

P—= @, Al_’1 = o Ar,-z + o +a " A 4. a.. A

78 e 9

desarrollo de la determinante P, las cantidades AP PP
no entran en las coeficientes A, , A, ,..... ; luego si supone-
mos independientes entre sf los elemenlos de P su deriva-
da, con relacion a a,s, se reducira al (,oehclente de este
elemenlo asi

B

da 18
r,s

luego :

St los elementos de una determinante son independientes
entre si, su derivada, con relacion duno cualquiera de ellos,
es tgual al complemento algebraico de este elemento.

71.  Esta propiedad puede generalizarse. Sea

a a @ - sk B A
Tpdy “Tedy Tpdy "m?m (8)
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el producto de m elementos de la determinante P, tomados
en horizontales diversas, es decir, uno en cada horizontal,
y en verticales diversas tambien, 6, dicho de otro modo,
uno en cada verlical : representemos por = el nimero to-
tal de inversiones en los primeros y segundos indices, y
por Il el complemento algebraico de dicho producto, nu-
mero 34: la expresion

(— 1).: a, . a . o.ooa (1)

¢ i
14 272 m’m

denotara la parte de la-determinante P, en que entran como
factores dichos elementos.

En efecto, el producto de la menor torma(ld por las hori-
zontales ry, ry, 75...7, y porlas verticales s,, s,, 8;5... 8, por
su complemento algebraico H, es una parte de la determi-
nante P; pero (—l) @ . @, . .....0 . esuntérmino de

174 29 m’ m
esta menor con el signo que le corresponde; luego la ex-
presion (1) designa toda la parte de P en que entran como
factores 4 la vez los elementos de que se trata.

Que (—1)a, ,a , ....q , esuntérmino de la me-
1% % m' m
nor, cuyo complemento algebraico es H, es evidente puesto
que su signo es el que corresponde 4 la suma de inversio-
nes de los primeros y segundos indices.
. , €
Pudiera demostrarse directamente que (—1) a, . @, _ -
1774 22

.o @, @, esun término de la menor, cuyo complemento

m m

algebraico es H.

Sea para ello ¢ las inversiones de la serie 7, 75, 75 .0 7,
y # lag de'la serie: sy, 8y 85 ovunSiie

Alteremos el orden de los factores de modo que la se-
rie vy, 7y, 7; .... 7, se presente en orden natural: podrémos
conseguirlo evidentemente por < cambios binarios efec-
tuados de derecha 4 lzquxerda, es decir, en sentido con-
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trario 4 como se cuentan las inversiones. En efecto, en la
serie

ABC....MNPQRS

dirémos :

Si R‘y S no presentan Inversion, se conservan como ac-
tualmente se hallan, si no, se invierten, y con esto no se al-
teran las inversiones de todos los elementos A B ... Q res-
pecto al grupo R S;

SiQy R presentan unainversion, se invierte, si no se con-
serva en su orden, y otro tanto podria decir de Q y S, des-
pues de efectuado el cambio anteriok, en lo cual no se alte-
an las inversiones de los factores ABC ... I respecto al
grupo QR S;

Y asi sucesivamente.

De aqui resultan tantos cambios en los elementos @, v
131

como inversiones hay en los primeros fndices » @8 decir, v,

Y como en la serie de los segundos indices hay < inver-

siones, y 4 < cambios binarios corresponden ¢ cambios de

rn 4

signo, el definitivo del término serd (— 1)5 TRl ey,
De aqui se deduce que pues la expresion (1) designa

toda la parte de P en que entra el productoa, ~a . .....
134 279

v @, o, laderivadaemésima por relacion 4 estos elemen-

8
m-m

tos serd (— 1)€H, es decir,

d"lp
e GO, v eree. B,
18y Ty

=3 m’ m

=(—=D)H (),

154 9

d a. da
6 de otro modo: .

Si los elementos de una determinante son independientes
entre si, la derivada emésima , formada sucesivamente res-
pecto @ m elementos pertenecientes G horizontales y vertica-
les diversas , equivale al complemento algebraico de su pro-

.
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ducto tomado con su signo 6 con otro contrario, sequn que el
producto de dichos elementos, considerado como algebraico,
lleva el signo mas 6 el signo ménos.

72. De aqui se deduce que toda la parte (—1‘)sar
174

a, .+ @, o lldeladeterminante P que contiene el pro-

g1y m' m

I

ductoa, , @, . ... @,

\ , puede expresarse sustituyendo
i BRI 15t i m

por (— 1)6 H su valor, de este modo

d" p
a. A ..o
I‘l’éi 7.2"‘.2 ’m!‘\m da,_ - (t a’. @ (l ar q DY ‘l ar
9 3

17°1 2 :

3 m'm

75.  Permutando en el producto (A) los primeros 6 los
segundos indices, abstraccion hecha del signo, se obtienen
siempre términos de la misma menor y que por lo tanto ten-
dran el mismo complemento algebraico. Cambiemos tan
solo dos indices, por ejemplo, 7,y r,: el producto (A) se
convierte en '

a,ﬁz““ a‘iw a,_s’s‘_) il = (B),
que’es de signo contrario al (A), puesto que las inversiones
de la serie s, s, ..... s, son las mismas, y en la primera se-
BI04 sonss Py se han permutado dos elementos. Toda la
parte de P que contenga el producto (B) vendri dada por
la expresion

e
—(—1) a a a cweme B - H,
( ) 1‘1,31 r?" 2 373 m"sm A

de donde se deduce

aPp _ ( 1)5 °
B8 Ol o llill i @l s = i .
T8y TSy Tr8y "o ’m

Comparando la ecuacion precedente con la (2), se ob-
tiene
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dmp dmp

do, da, ..da — da _da _da _...da
%y SCTA T T

P s ; S,
] 3773 m’ m 2 (i

da, ;
1 3773 m"m

Esto prueba que dos derivadas emésimas de la determi.-
nante P son iguales, pero de signo contrario, si los deno-
minadores de los simbolos que las representan sélo difieren
por la permutacion de dos indices contiguos de la primera
0 de la segunda serie.

74.  Supongamos que 7, 7, ;... 7, asicomo s, s, s; ... S
son dos series de nimeros crecientes: en esta hipétesis
tendrémos < = oy la formula (2) se reduce 4

""1 l)
LA =5,

da, da, . ...da

S 1S, S
1°"1 2779 m’ m

Asi, en esta hipdtesis, la derivada emésima de P equivale
al complemento algebraico del producto de los elementos
que figuran en el denominador del simbolo que la represen-
ta, 6 de otro modo, al complemento algebraico de la menor
formada por las horizontales y verticales que pasan por los
factores de dicho producto, cuyo producto es en este caso
el principal de la determinante menor (ntim. 27). De aqui el
que el complemento algebraico de una determinante me-
nor de grado m se designe con el simbolo que representa
la emésima derivada de la determinante primitiva, tomada
dicha derivada respecto 4 los elementos principales de la
menor: el signo del complemento esta definido por la suma
de todos los.indices de los elementos que figuran en cl de-
nominador del simbolo (nim. 29), y serd + ¢ —. segun
sea par 6 impar dicha suma.

Ejemplo :

Complemento algebraico de

aP Qyrg Bysy By ooees @y

d ag,, dag, Ao Ayyy Agog venen Aysn
Qs Bgsg Ay ioossn Ay

g5y gy

Agyy Ay
....................... Saies)

Quys Auyy Anyg sosoe Auyn
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75.  Sisuponemos que todos los elementos de una de-
terminante son independientes entre sf, y nos proponemos
hallar la diferencial total, recordando que la diferencial
total de una funcion es igual 4 la suma de las diferencia-
les parciales, podrémos establecer el signiente teorema :

La diferencial total de una determinante cuyos elementos
son variables é independientes entre si, equivale @ la suma
de los productos de las diferenciales de todos sus elementos
por los respectivos complementos algebraicos.

Para obtener ficilmente esta diferencial total, se puede
formar un polinomio con el desarrollo abreviado de la de-
terminante, segun los elementos, 6 de todas las horizonta-
les, 6 de todas las verticales; es decir, n desarrollos escri-
tos unos & continuacion 6 bajo los otros, y ordenado cada
desarrollo segun los elementos de una linea distinta, y sus-
tituir en este desarrollo total cada elemento a,, por su di-
ferencial da, .

Para hallar, pues, la diferencial total de P escribirémos
el polinomio

al’l Al’|+a!’l Al”+al’3 AI’S """ al'" Al""
Qg Aoy~ Ggyg Ay =+ gy Ayyg ... Bisn Nis
03’4 A3’l + ”5'! AS'Q + ”3‘3 A3’5 0., 05’" AS'"

an’( A",. + a’nyg Ansg + (l’n!3 A"!; """ a’n’n Au’u

y sustituyendo 4 los elementos de la determinante sus dife-
renciales ,

dP=A,, da,,, +A,,da,.,+A,,da,; ... A da,.
Ay dag,, + Ay day,+ Ay dag,, ... A dag;
Ay gy~ Ay Qs 1+ Agyy By coven Bgyydyyy
A..da,,,+A,,da,,+ A, da,,..... A B 8iva
Ahora bien, cada horizontal es el resultado de sustituir
en el desarrollo de P 4 los elementos de una horizontal sus

diferenciales; pero como el desarrollo no es, en rigor, otra
: 16
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cosa que la misma determinante, podrémos escribir la ma-
triz que la representa, efectuando en ella la sustitucion in-
dicada, y tendrémos:

dP=|da,, da,,.....da A | By Bgagoeeews - By F

1'n
R N | B 8yig A gy vivivs lssn
Ogg Ogigivsions (i | Qgoy iy s e v
Qi Giig s ayy [ Boap Qigvg swon Qv
Aoy Qysg ooves Miyp | voeee = ]f Qry  Qyyy oo Ayyy
Ay Ogp - (7 J J (T SN
d a;vl da;’, oo da;'n | a;” a'...., ..... ”l'u i
Ovi Bisgloisei Bgin Eys; Bysgiesses By,

76. Si los elementos de P son funciones de una misma
variable «, la derivada de P vendra dada por la férinula

dPp A da,, A da,,
dae ™ do “ da
day, dass
Ay oy g, SO
* dw " d
da da
A nd A,, i n,2
—+ A,y *‘dw R
da,, da,, da,, ; ..... —ie @y,
dz dx 7 dr ' das,
Oy Byn: vosvg a,, | dx
i ;
sy Q39 v... as, ! as,
“n,l (tn.i an,n | an.l
By Qg eoees U |+ eeine=
Ay @y o Qgy
day, da,, das,
da “da.(*. dx
an,i au,l """ an,u

d a,, d a,,

dz  dz VU dg

da, ==
sl |
in dn’l’ ‘
da,, |
R W
dw |
da,,
n.n
.+ A
n.n d:l) !
"l,‘l # al.n =
da,, day,
de 7 do
as ., o Oz,
”n,! R ann

que puede traducirse en teorema de este modo :



— 361 —

Si los elementos de una determinante son fzmcianes de
una misma variable, su derivada serd igual d la suma de
los productos que se obtienen, multiplicando la derivada
de cada elemento por su complemento algebraico ;

O bien dla suma de determinantes que se derivan de la
propuesta sustituyendo d cada linea horizontal de elementos
sus derivadas.

77. Examinemos ahora un caso particular del cual se
hacen importantes aplicaciones.

Sean

Yis Y2y Yss eenee Yn
funciones cualesquiera de una variable @, é indiquemos
en general sus r."* derivadas por un segundo subindice en
esta forma :
Yip Yor Ysr coess Yupo
Formemos ahora la determinante

Xe==| % B Y veens {7 T
Yo Yo Ysg ooveen Yo

.....................................

i [ 1,2 y‘i.i 3/3,’ """ yn,!
“/I,n—l yi,n-l ys.n—i """ !/n.n—l

en la cual los elementos de cada horizoftal son las prime-
ras derivadas de los elementos de la linea precedente.

Tomando la derivada de X, por relacion 4 2 y aplicando
la formula del ntimero anterior, tendrémos :

dX _____’ .'/;.l Yau Ysu + oo Yuu I—f"‘i Yo o Yz Ys eeens Yn
dx Yo Yau Ysg vvees Yar | | Y2 Ysz Ysa eeee- Yne
n U s s s Jas e i e
.3/: n—1 '/! n—{ !/s n—f * ot yn,n—-| ,Ul n— ’/: n—1{ ./5 n—q cceee yn n—
T B Ul fratioe Ya |,
Yig Yo Ysa Y,
yn Yoz Ysa +oee- Yo

---------------------------
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pero todas las determinantes, exceptola iltima, tienen dos
horizontales ignales: la primera, las dos primeras, la se-
gunda, la segunda y tercera, y asi sucesivamente ; luego
todas, ménos la ultima, seran nulas, y tendrémos :
EX 19 Y Yo oo Gl
_d-aT i Yia Yoy Ysg vevee Yoo
Yie Yor Yoo ooone Yoo

yl,n y?,n ?/."ma """ yn.n

de suerte que para obtener la derivada de la determinante
X, basta cambiar los elementos de la ltima horizontal en
sus derivadas.

§ VIIL

Transformacion de determinantes.

PRIMERA TRANSFORMACION.

DESCOMPOSICION DE DETERMINANTES EN OTRAS (UYOS ELEMENTOS
PRINCIPALES SIAN NULOS.

78. La parte de una determinante en que no enfran’
algunos de sus elementos no es otra cosa que el resultado
de anular en dicha determinante los elementos de que se
trata, pues entrando como factores anulan todos los térmi-
nos en que se hallan, y sélo resta la parte independiente.

Observemos ahora :

1. Que en el desarrollo de una determinante hay tér-
minos en los que no figuran los elementos principales : basta
para obtenerlos permutar en el término principal a,, a,,
@5 ... a,, los segundos indices, dejando invariables los
primeros, de modo que ninguno ocupe su posicion inicial,
porque, en efecto, de este modo ningun elemento tendra
sus dos indices iguales.
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2. Que asimismo hay términos en que enfra solo uno
de los elementos principales.

Dejando invariable uno de los elementos a,, del {érmino
principal, y permutando una serie de subindices en los
restantes de modo que ninguno conserve su posicion ini-
cial, se hallan todos los términos que contienen un solo
elemento principal, el a,, : haciendo variar » desde 1 4 n
se hallaran todos los términos comprendidos en este grupo.

2. Que analogamente existen términos que contienen
los elementos principales combinados dos 4 dos, ires &
tres, ele.

4.° Que, por ultimo, hay un término formado del pro-
ducto de todos ellos.

Y obsérvese que no podréan existir (érminos que conten-
gan n — 1 de los elemen(os principales, porque como el
elemento restaute que completa los n factores que debe te-
ner todo término debe pertenecer & una horizontal y & una
vertical distintas de las que pasan por los n — 1 elementos
principales ya empleados, dicho elemento sera el unico
elemento principal que resta, con lo cual el producto con-
tendrd, non — 1, sino n elementos principales.

Esto supuesto, designemos en general por P, el conjunto
de todos los términos de la determinante P, enlos que se
hallan los elementos principales combinados r a »; de
suerte que P, expresara todos los en que no entran los ele-
mentos principales; P, los que tnicamente contienen un
elemento principal cada uno; P,aquellos en cada uno de
los cuales entran dos elementos principales, y asi en ade-
lante. Como estos grupos son esencialmente distintos, y to-
dos juntos constituyen la determinante, tendrémos, recor-
dando que P, _, es nulo,

P=P, 4P, P 4P 4+ P,y P,.

Determinemos ahora la expresion de cada término.
1.° P, es el resultado de anular en la determinante to-

dos los elcmenlos principales ; asi, pues,
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Po= ' 0 Q15Q;5..... alyn1 .
ia",,l 0 a'_g") ) a.z,"

('l.-,’] a"‘).g 0 cer e 03.11

.'jan,l a‘n,‘l an,?) cieen 0

2. Elconjunto de todos los términos de P en que entra
el primer clemento principal a,, es igual al producto de di-
cho término a,,, por su complemento algebraico 1 ordina-
rio, pues ambos son iguales en esle caso, toda vez que
1 -1 es nimero par; es decir, ag, Ay

Pero cu este complemento es preciso tomar tan sélo la
parte independiente de los elementos principales a,; a; 5 ...
«os Uy, pues si corsiderdramos en A, térmii.os que con-
tuviesen uno, dos 6 mas elementos principales, su producto
por a,, conlendria dos, (res 6 mas elementos principales,
y €stos son Lérminos que no pertenecen al grupo que con-
sideramos. Asi, pues, debemos tomar de Ay, la parte in-
dependiente de los elementos principales, lo cual se consi-
gue anulando éstos, y resultard para el grupo de términos
en que enfraa,, :

a,,, 0 ll-_g;, a@" tieee (lg_,, .
ar;;,-) 0 (l_u tseae a/‘-,’"

2

Qya Bz 0 ceove By,

O iz By wowss: 0 |

Otro tanto pudiéramos repetir para los demas elemen-
tos principales; y por consiguiente P, es igual 4 Ja suma de
los productos de todos los elementos principales por sus
respectivos complementos, en los que se anulan todos los
elementos principales que contendrian.

5." Probariamos del mismo modo que P, es la suma de
todos los productos binarios de los elementos principales,
multiplicado cada uno por su complemento despues de ha-
ber anulado en éste todos los elementos principales que
contiene. :



— 365 —

Ast continuariamos hasta P,_, : P._, esnulo; y finalmen-
te )rpn T Qg M55 a0 A,
Kjemplo :

| ! [
| a b ¢cl=10o b ¢ “+al o ¢ i -+ jo¢ +¢" o b ~alb .
| |
{ ! |
' a ¥y Py a o "./ | L3 6 ‘ a'lo | a’ v
’ (I’I bl( ‘.‘II ((}/ /'l/ o I

SEGUNDA TRANSFORMACION.

DESARROLLO DE UNA DETERMINANTE SEGUN LAS POTENCIAS DE LA PARTE
COMUN & TOLOS LOS ELEMENTOS PRINCIPALES,

79. Sea la determinante

X == a,’l -+ (l,’.l ((l_:, veses (li_,, .
a2’| a:.z.-_)_"f*'»(f [1:)_'; seces ai',,
a3y1 as’g (l3,3+{IJ ceees 113,,,

a/,,,1 a"'2 a,,;_ sesne ar,,’" —+ X

Es evidente que al desarrollo de X se le podra dar la
forma

X=a2"+8, 2" +S,&2 4+ ....8 2" + ... S. . o+8.

puesto que el conjunto de términos que no contenyga ele-
mentos principales serd independiente de a; los que cen-
tengan dichos elementos uno 4 uno, dos & dos, tres a tres,
etcélera, seran polinomios de primero, segundo, tercer
grado en x, ete.; y que, por ltimo, el término principal
serd (a,, -+ &) (@ye + @) ..... (@,, + @) polincmio del gra-
do m, cuya potencia superior en x serd a”. Asf, pues, X,
suma de una cantidad independiente de 2, y de polinomios
en x, en general completos, de los grados 1, 2, .....n, serd,
segun hemos supuesto, un polinomio- del grado u.™, cuyo
primer coeficiente sera la unidad.

Determinemos. ahora los coeficientes S,, S, S; ..... S,.

En cuanto 4 §,, como es el resultado de hacer =0 en
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la determinante, es claro que su valor seréd la nueva deter-
minante

........................

Para determinar en general S,, coeficiente de a"~", ob-
servarémos que el producto de cualquier menor principal
del grado n —r por su complemento algebraico es una
parte de la determinante X (ntim. 52) : si de esta menor to-
mamos inicamente el término a" "y del complemento al-
gebraico el término independiente de x, que serd el resul-
tado de sustituir z=o0 en dicho complemento, con lo cual
quedara reducido 4 ser una menor principal de grado » de
la determinante P, este producto serd una parte del térmi-
no 2" S,, y otro tanto podriamos repetir para todas las
menores del grado n — r. Facil es ahora probar :

1. Que todos los términos de S, asi obtenidos son dis-
tintos.

2. Que no puede haber ninguno mas que los hallados
por este método.

El primer punto es evidente, porque los diferentes me-
nores principales de P son distintas entre si; y en cuanto
al segundo observarémos que toda potencia 2" " procedera
del producto de n—rde los factores a,, + @, a,,+ i,
a;;+a.....a,,-+x,y por lo tanto estard comprendida
en una de las menores principales del grado n — r que he-
mos tenido en cuenta.

En resimen, S, es igual 4 la suma de todas las menores
principales de grado r de P, es decir, de la determinante
que resta, haciendo = 0 en X : asi S, sera la suma de to-
das las menores principales de P de primer grado, es de-
cir, @+ @+ 055+ ..v.. @, , suma de 'todos sus ele-
mentos-principales ; 'S, seré el conjunto de todas sus me-
nores de segundo, y asi sucesivamente.
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Ejemplo :

a+t+ax b e =2+ 82+ 8 o4 By's
a b 4ax ¢
a b’ (o )
siendo
5.'~'¢!"f"[l(‘+"l.'”:»\fz:£d [l;+::l 4‘_«{-'[/('(;;5:‘ =ita ‘& e
«l’ v a ! o ('”; ul b/ ('/
a’l b// c’l

TERCERA TRANSFORMACION.

DESARROLLO DE UNA DETERMINANTE SEGUN LOS PRODUCTOS DE LOS
ELEMENTOS DE DOS LINEAS DR NOMBRE DIVERSO.

80. Se sabe que en general multiplicando m elementos
@, @, o «.q,  deuna determinante P, correspon-

1774 272 m'm
dientes & horizontales y verticales distintas por su comple-
mento algebraico II', el producto es una parte de dicha de-
terminante P (mimero 34) ; pero dun puede agregarse que
este producto serd la vinica parte de P en que entraran 4 la
vez los m elementos de que se trata.

En efeclo, si desarrollamos P segun las menores de gra-
do m comprendidas en la matriz de m horizontales que con-
tiene dichos m elementos, s6lo en una menor estaran com-
prendidos, y esta menor tendra por factor H': tomando en

ella Gnicamente el término @ W B e B

15 Tfs  Tady " rSm
este producto por su complemento algebraico H', serd la
unica parte de P en que entraran los expresados elementos.

De aqui resulta que si se mulliplica el producto de dos
elementos pertenecientes 4 dos lineas de nombre diverso
de una determinante P, el elemento comun exclusive, por
su complemento algebraico, el resultado ser4 toda la parte
de P en que entran como factores ambos elementos.

Sean, para fijar las ideas,  y s los nimeros de 6rden de
: 17
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las dos lineas , horizontal la primera y vertical la segunda,
que se consideran.

Segun el sistema de formacion de las determinantes,
en cada término monomio entra necesariamente un ele-
mento de la horizontal 7 y otro elemento de la vertical s,
sean ry s cuales fueren. Esto es consecuencia precisa de
que tanto en los primeros como en los segundos indices se
hallan necesariamente todos los ntimeros desde 1 an,y
por consiguiente r y s. Luego si escribimos todos los gru-
pos de la determinante P que contienen como factores to-
das las combinaciones binarias de los elementos de ambas
lineas, tendrémos la determinante completa, exceptuando
el término a,,, comun a los dos; y noétese , ademas, que
siendo esencialmente distintos dichos productos binarios,
estos grupos seran tambien distintos y no podra haber re-
pelicion de términos.

De aqui resulta :

Que si en una determinante, al producto de cada elemento
de una linea por cada uno de los de otra de nombre diverso,
exceptuando el elemento comun, se le multiplica por sucom-
plemento algebraico, y d la suma de estos productos se le
agrega el del elemento comun por su complemento alge-
braico tambien , el resultado serd la misma determinante
propuesta.

Siendo r y s los numeros de orden de ambas lineas, y S la
suma de productos binarios de sus elementos por los com-
plementos algebraicos correspondientes, tendrémos

P=a,,A,, +S5:

y si representamos por iy k dos nimeros cualesquiera de
laserie 1,2, 3 ..... n, pero con la precisa condicion que ¢
no adquiera nunca el valor 7, nikels, a,; a;, sera el pro-
ducto de dos elementos cualesquiera, pertenecientes el
primero 4 la horizontal », el segundo 4 la vertical s, y dis-
intos ambos del elemento a,,, comun 4 ambas lineas.
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9

El coeficiente de a,,a;,en S es (nim. 72) —————; pero
da,da;,
se sabe (num. 73) que
a P arp
d a’r,k d (l'i,s d a’r,s d a’i,k i
. . a*P .
luego podemos considerar 8 — ————— como coeficiente
da, da;,
de a,, a;,.
: .
Ahora bien, —————— (num. 72) es el coeficiente de
d a’r,s d ai,k
a2
a,,a;; en P, y como en la parte a,, a;, ————— se halla el

da, da
factor a,,, estara contenida en a, A, ; de suerte que solo
resta hallar en A, el coeficiente de a;;, para obtener otra
1 a:P L el
expresion de ;————. Por tltimo, el coeficiente de a;,
da,,da;, ’
en A,, no es otra cosa que el complemento algebraico de
dicho elemento a;, en la expresada determinante A, ; de-

signando, pues, por =; este complemento, tendrémos :

aP
d a’ns d ai,k

= dl‘k,

y por lo tanto,
aP
B i * 4
da.,da,
Podrémos expresar, segun lo dicho, por
Py a’r,k a‘i,s %%

el término general de S, y haciendo variar los indices ¢ y k
desde 1 4n, excluyendo ¢=1 para los valores de ¢,y k=s
para los de s, obtendrémos todos los términos de S; asi,

pues,

S=—5,0,0, %
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y

P= a, Ar,.\- e Byl Ciy %4y
en cuya férmula debe recordarse: 1., que =, expresa el
complemento algebraico del elemento a;;, pero no toma-
do en la determinante P, sino en la determinante A,.525
que 7 y k reeciben los valores

vi=1412,:8 e r—1, r<1 ... fy =128 s—1, s+1.... n
Ejemplo : ‘
P= ; 0 Q050 ,

Ly Qs Oy 5 Qs

il 54 Az Q35 s 4

[y Qo Qy5 Qy g
Apliquemos el método 4 la primera horizontal y 4 la pri-
mera vertical : X

P=o — ik Qg ig oy
1=2,3,4;k=2,3, 4
\ai,ﬁ Aoy %9+ Q5 Ay %5+ Qs Ay 29,

P=—"a, Q51 %59+ Q505 %55+ Q) g A3y %3,
Qg Qyyg 249+ Qg5 Qgy 2y5 + @y Qg o2y

En esta formula debemos sustituir los valores de %ay %3,
%4y %9, €lC., que se deduciran de la determinante

A = [@0 Qa3 @y, 5
35 Q55 A5 4
Qo U5 Qg
asi
%0 == |U35 Q3 4
Q5 Ay y

y ete.

R R 'as,e s,
(B2 Ay

81. Como los indices de las horizontales y los de las
verticales son superiores en una unidad 4 los que les cor-
responderian por el lugar que ocupan en la matriz Ay, re-
sulta que el elemento a,, se halla en la horizontal 5 — 1 y
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en la vertical k—1; asi su verdadera caracteristica, que
es la que da signo al complemento algebraico, seria i — 1
+k—1=4i-+k— 2; mas como el signode (— 1) **~2ng
se altera por suprimir un nimero par en el exponente , el
signo del complemento dependera sélo de la suma i + k de
los indices del elemento a;; (nim. 30).

CUARTA TRANSFORMACION,

TRANSFORMACION DEL PRODUCTO DE DOS DETERMINANTES.

82. Puede formularse esta transformacion de este
modo :

El producto de dos determinantes de grado n puede expre-
sarse por una suma de productos, formado cada wuno por
dos determinantes tambien del grado n. Los dos factores de
cada producto son el resultado de canbiar en las dos deter-
minantes propuestas una malriz de m lineas de la primera
por otra de m lineas de la sequnda: el sistema completo de
productos se obtendra efectuando dicho cambio entre una
matriz invariable de una de las determinantes y todas las
matrices de m lineas de la otra.

Sean las dos determinantes de grado n

P=la,;a,5a;..... a‘l,nii 3 Q=1b1biatyz..ccs by,l,
by Qog Qs veves Qo bog 022 ba5 «uene by

............................................. .

an,i a/",sz av,,’;; seses a,,‘,, bn,i bu'-z b"’s sssse b"’,l

y supongamos que la r."™ matriz de m verticales de P se
cambia por las sucesivas matrices de m verticales de ( : si
designamos por P,, P,, P,; ..... el resultado de sustituir en
la determinante P 4 su r.™ matriz la primera, segunda, ter-
cera .....de Q; y por Q,, Q,, Qs, ..... el resultado de susti-
tuir en Q & las matrices sucesivas de m lineasla vr."™ de P,
¢l teorema anterior se expresard por la formula

PQ == Poy Qurior Pra Qo+ Prs Qs e (1).
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Considerando en primer lugar el caso m =1 se debera
cambiar la r."* vertical de P por cada vertical de () y supo-
niendo, solo para fijar las ideas, » =1, es decir, que se
cambia la primera vertical de’P por todas las de Q, ten-
drémos :

l),-,l — b‘,l al,-l a1,3 e aljnl (;)1,,.: (Il,l bl,'l b1,3 DO N b’,ﬂ
oy @5 5 ... a"),n’ Qa1 bys by e b,
Po=|bati2a;..... a, Qo= |b1,1 @y by5 .en. by,
by Og0 @y5 oe0e. Ay, Doy gy by .oun. b,
........................................................ |
Piy= Jbl,ﬁ Qo gz ennns a’l,n[ Qs = 1byy Oya Qg vuees byl
‘I)l', al,g (12,; DR (( g'n, b:\_.‘ [).’);l (l-_>'1 ten bz"
O 2 SO OO X O ST RO (S SRR SN e R e Sl A 37

Desarrollanc o estas determinantes segun los elementos
de las lineas que se han cambiado, tendrémos los dos sis-
temas de relaciones

‘Pr,l = [’:,1 ‘\u F b-z,: ‘\-2,1 + [’5,1 ‘\.'.,n s

(2) ) brﬂ = ’)"_2 2\1,( o b‘.’,'3 1\2,1 e 1)3,_1 Aﬁ.l e T

l I)r,S = 111’3 A\1'1 -+ b'.:,fi ‘&2’.,1 -+ b.'),S 1\3,1 o
Q],r =a,, B1,l -+ 4 B&_,’l -+ a5 4 B5,| SRR 1
Q=0 B g+ay Bygtay, By )
Qs,r =4 B"‘_j -+ @ 4 B2,5+ | BS,3+ _____ 5

Esto supuesto, si se multiplican los polinomios del siste-
ma (2) por los correspondientes del sistema (3), es decir,
P.iporQ,,; Py porQ,,;y asisucesivamente, la suma de
estos productos sera el valor del segundo miembro de la
ecuacion (1). Ahorabien, en cada uno de estos productos y
en lasuma total debemos distinguir dos clases de términos :

1.° Los que resultan de multiplicar términos que ocu-
pan en los polinomios P y Q los mismos lugares.
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2." Los que se obtienen multiplicando términos que
ocupan distinto lugar.

Consideremos en general el término b,, A,, de P, yel
@, By, de Q,, : tendrémos el producto )

@, bi,l 5\;,1 B ;

considerando analogamente los productos del indice i en
las segundas, terceras, elc., lineas; reuniendo todos estos
resultados y sacando en todos ellos a;, A;;, factor comun,
tendrémos

a, A, [bm By + 0,382+ b;B;+ ] y

expresion que puede considerarse como el lipo generador
de todos los términos de la primera clase, porque de €l se
derivan inmediatamente dando & ¢ todos los valores 1, 2, ...
... m; mas para cada uno de estos valores la cantidad com-
prendida entre paréntesis es siemipre la misma ¢ igual 4 la
determinante Q, sin mas diferencia que aparecer ordenado
por los términos de la primera, segunda ¢ de la n." hori-
zontal ; luego el conjunto.- de todos los grupos analogos
al @;, Aiy Q serd

(ll]" [\|.| + (lﬁ.‘ L\._y'i %' (l5,| A",_| "I“ sesne ) L).

Finalmente , observando que el paréntesis precedente
es igual @ P, podrémos establecer que :

El conjunto de términos de la primera clase es igual a
P Q en la suma de producios (1).

Respecto & los términos de segunda clase, considerando
la suma de los gue provienen de mualtiplicar los ¢." de los
polinomios (2) por los K."* de los (3), se tiene la expresion

s Aui (b B+ b Biy + 0is By + .0 )

de la que se deducen todos los términos que consideramos
sustituyendo por 4,k todas las combinaciones binarias de
los ntmeros 1, 2, 3 .....n; pero todas estas sumas (nu-
mero 55) son nulas, luego el segundo grupo de términos
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es nulo tambien, y en tltimo analisis el segundo miembro
de la ecuacion (1) es igual 4 P Q), al ménos en el caso par-
ticular que acabamos de examinar. ;

La demostracion en el caso general es absolutamente la
misma con sélo modificar convenientemente la notacion.

Designando por h,, h,, ks, ..... las determinantes orde-
nadas de la r.™ matriz de m verticales (num. ) de la de-
terminante Py por If,, H,, H;, ..... sus complementos al-
gebraicos ; designando asimismo por k,, k. ks, ..... las su-
cesivas determinantes dela r.™ matriz de m verticales de 0,
ypor K, K, K;,..... sus respectivos complementos alge-
braicos; y desarrollando las determinantes modificadas LA
Prio Vo vovere Qs Qs Qs,- segun las menores comprendi-
das en las matrices mmodificadas, tendrémos estos dos
grupos :

‘I’M =k B b H b Ho

%) VB o=k oH, 4k oH b Ho A+ ...
[’r,s = /.'l'3 Hvl,r -+ 1'2,-2 H?'r -+ /.‘3,:,. Hz'r = seien 3

Que=hy K by Ky A+l K+ )

Qﬂ,r llll,_ K'y2 -+ /;w l\'“ -+ /:5'r l\'_."2 = ene (5) 3

A N W I ’

Aplicando & eslos dos grupos palabra por palabra lo que
hemos dicho respecto & los (2) y (3), veriamos :

Primero.  Que la suma de todos los productos de 1ér-
minos que ocupan el mismo lugar en Py en Q, es para el
indice ¢

g My [l Ko+ Fog Ky + By Kig + ... ]
6 bien
hi,H,, <Q.
Segundo. Que haciendo variar el indice 4 desde 1 4 n,
y agregando los resultados, se obtiene

(i By -+ b, Hyy + s, W, + s Q=i <0
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Tercero. = Que combinando verticales de (4)y (5) cor-
respondientes & distintos indices 4, j se obtienen resultados
nulos

hig B [l Koy + Ky Ko + By 5 K + eene =20,
Cuarto. -+ Que, por consiguiente, la suma de los produc-
tos (1) del segundo miembro es igual 4 P ().

- Presentemos algunos ejemplos :
Sea como primer ejemplo el producto

E abl Ty } .
!u’ ¥ @' y/" *
. ; lad!
cambiando la primera vertical de | ;1 por todas las ver-
:(l )

» ¥ todas las verticales de ésta por la prime-

ticalesde |5
" ¥
ra de aquélla, resultara :

z b

o' b

y bl lea

?/I ])I

abll ay

@y ’=
izl y'

tl

"l

([’ l‘,II a/ ?/I .’L" al

cambiando la segunda vertical de la primera determinante
por todas las de la segunda, y reciprocamente

; a b
‘ a v

o ’ffbg/—i—ag/‘ x b,
A PR AR M/ ;’// T Z/'l PR

| g

Y1 a x

yl=le =
E | j

(1

CGambiando, finalmente, las horizontales :

a bl |ey|=|zy| |a b4+ y o.z/I
a b |y a b |2 y’l a b [a b
=|a b| | ¥|+|a b| |2 y]|.
zyl| |2y 'y & W
II' ejemplo.
b ¢ z| =
6 leqionitg sirsos fal yuailal i
: ad e T Y X
a/l bll cll xll yll Z”
z b e ay ez |+|yble za'zY4+| 2z be z Yy a
2V é a yl zl yr B! Vel xi'.al "‘z/" 2 b/ Py z ]/I a
2 B o a'! yu Py y/} "b}"c’/ .’E'." u/‘;'\kl)\ 2 b e z" yu '

18,
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83. Del teorema precedente se deduce este otro :

Si dadas dos determinantes de igual grado Py Q, se for-
mauna primera servie de determinantes Peiy PraPrsoeee. sus-
tituyendo siempre d la r.™ matriz de m lineas paralelas de P
las matrices ordenadas, ya de m horizontales, ya de m ver-
ticales de (); si se forma iqualmente una sequnda serie de de-
terminantes Qo Qs Qs +ovvr porla sustitucion a las matri-
ces ordenadas de () compuestas de m lineas de la matriz s.™
de P distinta de la v ; la suma delos productos de cada tér-
mino de la primera serie por el correspondiente de la sequn-
da es nula. Es decir :

Pr,l > Q(,s =t l)r.i >< Q‘Z.x = Pr,.ﬂ > (-\)S,s + ceees = 0.

Iin efecto, esta transformacion equivale & aplicar el teo-
rema precedente 4 dos determinantes, dé las cuales la pri-
mera tiene la matriz r." de m lineas igual & la matriz s.™,
en cuyo caso dos lineas por lo ménos son nulas, es nula di-
cha primera determinante y es nulo el producto.

Por ejemplo, sean las dos determinantes

Pi=ill . ane by Q=109 ¢
al Bl ¢ e
(7// b” (‘I’ :TI’ .’/I’ zl’

Si se cambia la primera vertical de P por todas las de Q,
y estas ultimas, no ya por la primera de P, como supone el
teorema del nim. 82, sino por la segunda, tendrémos :
a b c x Yy z i:
a Vi oy 2

a'y ¢! 2 .'/” zu‘

tq

tae bellby z|+|y bec xbz|+|zbec||lxeybd|=o
‘ T' bl cl bl !// :I '1// bl C’ a“’ bl Z/ z’ bl cl

‘.l"l bll cl( bl/ ‘]/’/ ZN .ull bll Cll a’II b/l zll z’l blf ('_Il

@y

:vl!l "/Il bl!
Porque es lo mismo que aplicar el teorema principal al
producto

b.b.e z. Y2
¥ e al gyl
bll b'l cll xl’ yll ‘/I
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8 IX.

Determinantes reciprocas.

84. Sien una determinante se cambia cada elemento
por su complemento algebraico, se liene una determinante
4 la cunal se da el nombre de reciproca de la primitiva : re-
presentando por R la reciproca de P, y empleando la nota-
cion ya explicada, tendrémos :

P=|a; s oo Wi, R=[A14Asp.cc.. Aol
|Gy y Qya Qs Ayt Ay, As.,
|
esvtsessavicsmsssgamant]. 1 aloserssmmmmnmnerosasess
|
Wy O ovves Oyl . . RS

Ahora bien, si se multiplica una linea de P por la del
mismo nombre y homologa de R, el producto es igual a P
si ambas lineas no son homdologas el producto es nulo, y
por lo tanto, multiplicando P por R, cada elemento princi-
pal de la determinante producto serd igual & P, y todos los
demas nulos ; es decir,

PR=IP 00 o 0| =P, de donde R=P""".
oPoo.... o

.......................

De aqui resulta que la determinante reciproca de otra
primitiva del grado n equivale & la potencia del grado n — 1
de dicha primitiva. Si la determinante primitiva es nula,
nula sera la reciproca.

85. Hé aqui una propiedad de gran interes en las apli-
caciones :

En toda determinante reciproca cada menor del grado m
equirale al producto del complemento algebraico de su ho-
méloga en la primitiva porla potencia m — 1 de dicha de-
terminante primitiva.



S -
Sea la determinante dada

P=la,40y5..... a,,,
aQJ a«z’a LR Y a{z'n

........................

Bk T pobinlhics

y principiemos por demostrar el teorema para el ‘caso en
que se considere la menor principal de las primeras m ho-
rizontales y de las primeras m verticales’; es decir, '

Bm= Ail A1> seaee A{)m .
AQ‘ A et A\)m

Aml Am? cerea Am‘m
Su homologa en la primitiva sera :

P,=la,; a,q .....a,,,, ;

.........................

..........................

Ui g B, sonv's i)’
y el complemento ordinario de P, sera :

4
pm= am-ﬂ-im 6'1a’mi {,m -2 oo a‘m+| nl e

a‘m—er{ la‘m 42 veves Qa,, +2%n

............................................

R,, puede escribirse de este modo : .

Bm-,A11 A 2 seeee Afm Aim-oi Alm+2 ceann Ai',' s
AQ, A?l PR Aam A"’m»i f\‘lm+’ cenee AQ’"

...........................................

Am,i Am,? s@isiels Am,m Am,m—H Am,m—e-:‘ Se.sie.e Am,n

[0 IR s 0 1 0 2t )
0o 0 . 0 0 1 does | 10
Pty el %o 0 0 ARTELE |

y muluphcando por homqnlaleb p por R,,.s y tomandoa P
por multiplicador, resultara : S TN T T T Y
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P Bm: p 0 0 dappe al',,‘f+_1 5(11,,,,_,,3 eeiere a"’. s
OP 0 suise Gampy, umss  weses By
) ‘ H
00 P sieie " Bgaia P OEE TR senes gy

.............................................

00 0 wisss P @iy Bigsow  sosns @i

- A |

0 1040 woese O} (llllM,YI¢~i-T(l'm-f—i,m—'r-'l cenee a'm+1’n

que puede escribirse de este modo:

p l{ == P ia/m41m+1 ceves a,,,_”,, —Pm ’

|a,,m+. suvus g

y dividiendo por P
Rﬂl T P’f" pm_1 ?

que es precisamente lo que desedbamos demostrar para
este caso.

Nada maés facil ahora que pasar al caso general.

Comencemos por transformar la determinante P de mo-
do que aparezcan en primer lugar y en dérden directo las
m horizontales y las m verticales que concurren a formar la
menor P, homdloga de la R,, de la determinante reciproca.

El valor numéuco de la determinante P no habra varia-
do: su signo sera el que corresponda & (— 1)*, siendo « la
caracteristica de dicha menor. Llamando IT 4 la nueva de-
terminante, tendrémos

, = (— 1)*P

De este modo la menor P, homdloga de R,, y su comple-
mento P, son menores prinCipales de 11,

Transformemos del mismo modo R, y la menor R, apa-
recerd como menor prmc1p'11 de las m primeras horizonta-

les y verlicales.
Aplicando 4 las determinantes asi transformadas el mé-
todo que dcabamos de desarrollar, tendrémos :

05\ s 0nsitdopin )\'.U,_E,»,,\’-‘(’:‘<P«,,, Pm.;- BOOMEIDHT 9ISHHM L9
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y sustituyendo por Il su valor, y dividiendo por P
(—1)*R, =P, P,
6 bien
=(— PP,

Ejemplos :
I. Supongamos m = 2

.Ar's Ay',.t’ = iv\r,.\' “\1',3' == “\r"“ A,- o = [ (1 (:a/ ]"
Ar ) ‘\r i ( (I,,, 8
4 bien
apr  dP 4P _ 4P d’'p - P
da,, " da,. da,  da., da, sy,

Il.  Supongamos m = 3
ap

—— o - ¥

A,. s A”., Ar g ' == il T
. L T e
Ar"s A’-".\J Ar"x” e r 2 r )

Avrs Aprg A g

M. Sean=2>5

'
A.v: As‘l! = 0y Qg Ay, | l)’ 191 ‘\I’.'Al’l o ‘(lns ) | P
A.wz As":! gy gy a‘z’q‘ !Ai’l At’: ‘\3’4 [Qysy Ay |
al’l a’A’: an ! A‘l’l As" A

Para conocer el signo del segundo miembro basta ob-
servar que en el primer caso la suma 1+2+4+1+3+5=16
de los subindices de la permutacion principal a,,, a,,, a,,, ,
es decir, la caracteristica de la menor (‘omplemenldna es
par; y en el segundo A+5+5+5=17, es lmpar' por esta
razon en el primer ejemplo hemos pues(o el signo +,y el —
en el segundo.

86. Conviene notar que en la hipdlesis m =1 el teo-
rema anterior equivale a decir que cada elemento de la de-

terminante reciproca es el complemento algebraico de su ho-
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mologo en la determinante primitiva, que es precisamente
la definicion de la determinante reciproca.

87.  Como en una determinante de grado n el comple-
mento de una menor de grado m es otra del grado n — m,
tendrémos este nuevo enunciado del teorema :

En la determinante reciproca de otra primitiva del gra-
do n el complemento algebraico de cualquier menor del gra-
do m equivale d la homéloga de esta menor por la poten-
cta n -—m — 1 de la primitiva.

Sim =1, la altima proposicion puede enunciarse de esfe
modo :

El complemento algebraico de un elemento de la determi-
nante reciproca equivale al producto del elemento homologo
en la primitiva por la potencia n — 2 de ésta.

ks decir,

d R ; .
==, Pt )

8. Ekn la teoria de las determinantes reciprocas es
caso digno de atencion aquel en que la determinante pri-
mitiva es igual & 1, porque en esta hipétesis entre la pri-
mitiva y la reciproca hay perfecta reciprecidad.

Tenemos en primer lugar

R=P""'=1.
Ademas,

/

R, = (—1)* P, =< P*=! = (—1)" P,

Por Wltimo, designando por R', el complemento ordinario
de R,,, se tiene (nim. 87)

Ry =/~ P, Pt &= (—1)"P,,
0 bien
Pm EF ('— l)y l‘ilm'

Es decir, que toda menor de la reciproca es el comple-
mento algebraico de la menor homdéloga en la primitiva, |y
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toda ' menor de la primitiva es el'complemento algebraico
de la homdloga en la reciproca.
Cuando m=='1, los elementos de la primitiva son los com-
plementos algebraicos de los elementos andlogos en la reci-
Pye
proca, y por lo tanto, P es reciproca de R como i 'lo es de P.
Tendrémos, pues,
’ A ap ap
Y iie e B N .
i d a‘r,s \ ; d Ar,s
89. Un nuevo caso que debe estudiarse es cuando la
determinante primitiva es nula. Enténces, como la reci-
proca R esta dada por el valor

TR Pt

tendrémos
R =03
y como una menor cualquiera R, tiene por expresion

R, 2 ()% B, 3¢ PRt

|
i

pa‘ra‘todos los valores m > 1 g
R 710, i 191 b

Apliquemos esta propiedad & las menores comprendidas
en la matriz de la reciproca, formada dicha matriz por
lar.®ys.™ horizontal. Resultara :

A Apl=0; |A 1 Arel = 04|As Ayl = 0.....
1A Ay A Ags | A, A?"
6 bien R s kv s gt
A A=A A5 Ay As=A 5 Ayys A Ay =Rt Argeees
de donde eidl

Ar,l — Ar,"i :i Ar,3 = ‘Ar,d -
TRIRE A"”,q A’r‘l‘{ .oA.s.r?. A3'4”

v'lo(cua-lldemuestra-‘q»ue.:ln‘. st sl b aaigads sl olusin
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Si una determinante es nula, los elementos de cualquier
linea de su reciproca son proporeionales é los elementos de
otra linea del mismo nombre.

O de otro modo :

Si una determinante es nula, los complementos algebrai-
cos de los elementos de una linea cualquiers son propor-
cionales & los complementos algebraicos de los elementos
de otra linea del mismo nombre.

90.  Sean P y  dos determinantes del gradon; P’y
sus reciprocas, y formemos los productos

K=PQ,K =PqQ.
Puesto que
P o Pt g = (=,
tendrémos
K= PQ""'=K""

Esto demuestra que el producto K’ de dos reciprocas es
igual en walor numérico & la reciproca del producto P
pero esto no demuestra lodavia que K’ sea precisamente
una funcion algebraica igual & la determinante reciproca
de PQ; es decir, que sea una deferminante del grado n,
cuyos términos sean los complementos algebraicos de los
elementos de la determinante que resulta de multiplicar P
por Q.

Importa, pues, demostrar que esta circunstancia se ve-
rifica en efecto, con tal que las multiplicaciones de P por
Qy de P por Q" se verifiquen de la misma manera.

Expresemos las determinantes P, Q, K, P, Q', K’ por las
notaciones

P=3 T4, 8, vrillysi B3

Q =3 = b,,‘ b,,% o nels l),,’,, 5 (,\), =3

K=3206,, 0y s Gui K =2
y suponiendo que las multiplicaciones se efectian por ho-
rizontales
= 0 by + @5 bo+ 0,5 b5+ ... @, by
AiB i+ AeB s+ A B+ ... A, LB,

' 19

t‘\l’l AQ’Q R A",n
Bisi Bay seves By

Tisg TYary eeeee Tn,n

B

Crs

Trs =
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y es preciso probar quey,, que es en K" el homélogo de e, ,
en K, representa el complemento algebraico de dicho tér-
mino ¢, . .

Pero como se sabe que el complemento algebraico de
un término cualquiera ¢, , de un producto es igual 4 la suma
de los productos de los complementos algebraicos de los
diferentes términos de la  horizontal del multiplizador por
los de los términos de la s.™ horizontal del multiplicando ;
resulta quey,, es precisamente el complemento algebraico
de ¢,,.

Sustituyendo a la notacion v la C

| - |
K== 8200, ol onse G

De aqui se deduce que :

Si se multiplican de la misma manera dos determinantes
y sus reciprocas, el sequndo producto es la determinante
reciproca del primero.

0 de otro modo :

La reciproca de un producto es el producto de las reci-
procas.

§ X.

Determinantes simétricas, semisimétricas
v disimeéiricas.

91. Ademas de las determinantes simétricas, en las que
cada elemento es igual al conjugado, debemos distinguir
las determinantes semi-simétricas y disimétricas.

Se dice que una determinante es semé-simétrica (gobbo-
simétrica), si cada elemento es igualy de signo contrario
al conjugado, y ademas los elementos principales son
nulos.

Y se da el nombre de disimétrica si cada elemento no
principal es igual y de signo contrario al conjugado.

Asi en las determinantes simétricas dos lineas conjuga-
das son iguales ; en las semi-simétricas son iguales y de sig-
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no contrario; y otro tanlo se verifica en las disimé(ricas,
hecha abstraccion de los elementos principales.

Las tres figuras siguientes indican estas (res especies de
determinantes.

Determinantes simétricas, Semi-simcétrieas, Disimétricas.

3 s
o —_
8 5 ] ¢ //' y ’
G 0 ___»’/ d
A 0 «

Istas tres clases distintas pueden expresarse por ¢l sim-
bolo general

p = (ll,l (l,’g caone (l"."
ag,] 02,.2 caves a/.l’"

........................

an,l an,‘l L2 820 a’u,n

con lal que se suponga sucesivamente ,

en las determinantes simétricas. . ars = asrpara todos los valorves de » y s;
en las semi-simetricas. . . . . . . ars =—agsr, y ary=o0 por lo tanto, para

{ todos los valores de » y s;
y en las disimetricas.. . . . . . . ar,s = — as,r con tal que » y s sean des-

iguales.

92. Pasemos ahora a exponer algunas propiedades no-
tables de estas tres clases de determinantes.

Y observemos ante todo que las principales menores de
todas ellas son de la misma especie que las primitivas, a sa-
ber: simétricas en las primeras, semi-simétricas en las se-
gundas, y disimétricas en las terceras.

DETERMINANTES SIMETRICAS.

93. Si en una determinante simétrica se consideran dos
‘menores conjugadas, es decir, tales que las verticales
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que componen la segunda tengan los mismos nimeros
de 6rden que las horizontales de la primera, y las hori-
zontales de aquélla los mismos niimeros de érden ain que
las verticales de ésta; ¢ todavia mas claro, que constituyan
figuras simé(ricas por relacion & la diagonal principal, es
evidente que ambas menores serdn iguales, puesio que para
pasar de una d otra basta cambiar las horizontales en verti-
cales , y éstas en aquéllas, lo cual no eltera su valor. Resul-
la tambicn que los complementos ordinarios,— que son
menares de la misma clase que las primeras, — serdan tam-
bien tguales, y que aun lo serdan los complementos algebrai-
cos, puesto que ambas caracteristicas serin iguales, como
formadas por los mismos nimeros, sin mds cambio que el
sustituir a los primeros indices los sequndos, y reciproca-
mente.

94. Se deduce como caso particular de esta proposicion,
que en la determinante simétrica doselementos conjugados
sern complementos algebraicos de otros dos elementos
conjugados de la propuesta, y por lo tanto iguales.

Asi, cuando a,,= a,, para todos los valores de » y § se
tiene

A,,=A,,,

es decir, que

La reciproca de una determinante simétrica es tambien
simélriea.

95. Sabemos que una determinante P puede desarro-
llarse en esta forma, segun los productos binarios de dos
lineas de distinto nombre :

P= @, A X Dman Ei,k Qe i 5%

en la que a,, representa el clemento comun;
A, el complemento algebraico de a,,;
@ Yy @, dos elementos de ambas lineas, que su-
ponemos en la r.™ horizontal y en la s.™ verlical ;
%, el complemento algebraico de a;,, pero to-
mado, no en la determinante P, sinoenla A,;, .

\
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Apliquemos este teorema 4 dos lineas conjugadas, cuyo
elemento comun sera, por lo tanto, a,,; tendrémos, ha-
ciendo r=s

P=a,, Ary—Zis @4 @, 2y

en donde # ; denota el complemento algebraico de @, en la
determinante A,,, y ademas los indices 7, k deben tomar
todos los valores 1, 2, 3..... n, ménos el valor r.

Supongamos ahora que P es simétrica, y sustituyamos
a;,,=a,,, lendrémos

P:a‘r,r Ar.r o Si,k ar,i ai‘,k %tk (1)'

ntre los términos comprendidos bajo el signo = debe-
mos distinguir dos clases. Comprende la primera los tér-
minos que proceden de valores iguales de ¢ y k; y la se-
gunda, los que corresponden & valores desiguales.

in cuanto a los primeros, tendrémos evidentemente,
que en conjunto podra representarse por I ar; 2, en don-
de ¢ podra tomar todos los valores ménos r.

Respgcto a los segundos, observarémos que dos d dos
son iguales, porque

Qri Qg % Y Qg Qri

solo difieren en ¢, #,; pero como ambas determinantes
son complementos algebraicos en A, , de @, @, que son
4 su vez elementos conjugados; y como ademas A, , menor
principal de P es simélrica, resulta

De aqui resulta que el conjunto de términos de la segun-

I

da clase podra escribirse de este modo, ro el s
22, Opp Qg %

en donde 4, k podran tomar todas las combinaciones bina-

rias.de
) 858 ek T et b p =Lt
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Nétese que en la férmula primera 4 y k podian recibir
todos los valores comprendidos en esta serie, de suerte
que eran grupos aceplables, por ejemplo,-

t=>5 k=T
1=17 k=5

al paso que en la ltima formula ambos sistemas no son
distintos, sino uno solo; por eso decimos combinaciones.

Tendrémos, pues, para el desarrollo de una funcion si-
métrica, :

— —— 2 — ) W) M ‘G
P=q A Xz @ %, 2 Li‘k @@, %, ())

tl

P= Ay Ay Q5

A3 U3 Qg3

sear==1: tendrémos, parai, en la primera =, 1=2,3;y
para ¢, k, en la segunda z, | |3 »

= 9 2 : 2
Pty Ay — (afq %, + afy ) — 2 (g W3 %3) 3

pero ademas,

Y puesto que a,;=as,,
?
Ay=a, (33 — Qo;
Finalmente,

a == (1

R e Gl LN et M W

luégo

P=a, (a a5— ag5) — (%3 935+ ajs 9) +2 (3, ay Ua3) 5
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u ordenando
P:a“ gy ((33—}—21112 By Tz — (fl“ 413,}4—1122 “:5_*—”53 « )

12

96. 2.° Esempro. Consideremos como segundo ejemplo
la determinante simétrica

U=lu w, u, u; .....u,
2“ al l al'Cl al,a Peee e al n

.................................

que, suprimiendo la primera horizontal y la primera verti-
cal, se reduce 4 la determinante tipo P.

Es claro que en este caso las formulas (1) y (2) se re-
ducen &

U=uP _Ex,k LA Ai,k (3)
U=ub—2 6 d,— 23,80 4, @

representando A, ; el complemento algebraico del elemento
a;; tomado en la determinante P, y extendiéndose las su-
mas & todos los valores 1, 2..... n de ¢ y k; pero en la lti-
ma suma de (4), los valores de %,k son las combinaciones
binarias de dichos ntiimeros.

Cuando en la determinante U se tenga =0, las dos 1l-

timas férmulas se reducen 4

U :_Ei,l;utukAi,k (5)

U zi u-: At,i a9 Ei,k u U, A',",‘ (6)

Aplicando la férmula (6) 4 la determinante

U=lo u u us
Uy Oy Qg3 Ay
Ug gy Qgp A
Uz 3y O3z A3
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y observando que los valores de ¢ en la primera sigma son
1,2,3,yenlasegunda los sistemas distintos son
t=1,k=2;i=1,k=3;i=2, k=3,
tendrémos

U=— (11;Z A“ -+ 11; A_."g -+ u; 1\3,3) —2 (”l , AI,'2+ " A\'.s +u,u, "\z’,ﬁ)

y solo resta sustituir por los términos en A sus valores de-
ducidos de

P=a, a, a;|
gy Qyy Qg3
A3 Gz Qg3

97. Como casos particulares de los ejemplos preceden-
tes, hallarémos las siguientes determinantes:

| 0o a bl=2abe
aoc
bec o

‘n efecto, tomando la primera horizontal y la primera
vertical, el término correspondiente 4 cero desaparece.

l.a primera sigma comprende el cuadrado dea por el
complemento algebraico de a,, (formula 2) en

0 ¢
c 0

que es cero; y ademas el cuadrado de b, que tambien des-
aparece.

La segunda sigma comprende un solo término, que es ab,
por el complemento de a,;, que es —¢; por lo tanto,

0 ab=-—-2(ab><—c)=2abc.
aoc
beco D &N
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IIjp1 11 = lo @b e =0—(aogy+ 12 ag; + 0t ay)—2 (ab agg +ac ag, -+ be ag,)
1o ¢® b2 aoebd
1cto a2 beoa
15a2o0 chao

= (X — @ 4 B XX — D2 4 e < —c?) — 2 (ab X< ab +ac X< ac + be X< be)

=at b4 —2a% 12—242 2 —2 12 (2

0111 =|0VaVoVe|=atatsior—2 ab—2 ac—2 be.
loecd VZoVZ\/Z
e ow@ \/7/\/20 \/;
l1bao \/;V.E\,/;a

98. La derivada de una determinante simétrica P res-
pecto & un elemento cualquiera a,,, debera tomarse, oli-
servando que hay dos elementos iguales: el a,,yel a,,, de
suerte que la variable entra dos veces: es decir,

ap dp dp da,,

da,, da,, da,, " da,,’
pero ‘
ap ap ' da,
= A ; =dyey ¥ =1
da,, "7 da,, wi ¥ g 0
luego
ap

da,,; — Ar,s == As,, =9 Af” ’

por lo tanto,
La derivada de una determinante simétrica respecto d un

elemento cualquiera , es igual al doble del complemento al-
gebraico del mismo elemento.
Exceptianse los elementos principales.

DETERMINANTES SEMI-SIMETRICAS.

99. Hemos dicho que en dos menores conjugadas de
una determinante semi-simétrica, las sucesivas horizonta-

les de la una son iguales 4 las verticales de la otra, pero de
‘ 20
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signo confrario, y de aqui se deduce que serén iguales,
mudando el signo & todas las lineas de un mismo nombre
en una de las menores. Ahora bien, una determinante de
grado par no se altera cuando se cambian los signos 4 todos
sus elementos, y sélo cambian el signo, pero no el valor
numérico, cuando es de grado impar; luego,

En una determinante semi-simétrica, dos menores con-
jugadas son tquales si son de grado par, é iquales y de signo
contrario, si son de grado impar.

100. De aqui resulta como caso particular, que,

Los complementos ordinarios de dos elementos conjuga-~
dos de una determinante semi-simélrica, son iguales si la
primitiva es de grado impar ; y son iquales y (10 signo con-
trario, si aquélla fuese de grado par.

Otro tanto puede decirse de los complementos algebrai-
cos, porque como en «,, y a,, la caracteristica es la mis-
ma, 7§, ambos complementos algebraicos serdn 4 la vez
iguales 4 los ordinarios 6 de signo contrario.

101,  Suponiendo que P sea semi-simétrica, indicaré-
mos con la letra =, la en que se convierle cambiando el
signo & todas las lineas de un mismo nombre. De aquiresul-
taevidentemente que las horizontales de = seran idénlicas
a las verticales de P, y por lo tanto,

I‘:‘-‘C.

Pero si P es de grado impar, se sabe que este cambio da
una determinante igual y de signo contrario 4 la primitiva;
es decir,

P = —T,
y las dos ultimas ecuaciones no pueden verificarse 4 la vez
sin ue se tenga
P=o.
De aqui resultan las siguientes proposiciones:

I. Cada determmante semi-simétrica de grado zmpar
es nula.
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II.  En toda determinante semi-simétrica, las menores
principales de grado impar (que son detepminantes semi-
simétricas de grado impar) , son nulas tam%z'en.

HI.  En las semi-simétricas de grado par, los comple-
mentos de cada elemento principal (que son menores princi-
pales impares) , son nulas.

102. De aquise deduce que sien la determinante P se
tiene para fodos los valores de » y s

e a:,r; ar,r = 05

si P es de grado par, tendrémos,
Ar,s e As,r > Ar,r =0
y si P es de grado impar, solamente
Ar,s == A.v,r 5

por lo tanto,

La determmante reciproca de otra semi-simétrica de gra-
do par, es tambien semi-simétrica.

Si la primitiva es de grado impar, su reciproca es simé-
trica y nula como la primitiva.

103. Siendo nula y simétrica la reciproca de una deter-
minante semi-simétrica de grado impar, cada menor prin-

cipal de dicha reciproca y de grado superior al primero,
serd nula, porque se tiene

Rm = P;n (— l)E X I).m--l ’

y aqui, P=o.
Considerando en particular una menor priacipal de 2.°
grado, tendrémos,

Ar,r Ar,s =0
As,r As,s
pero A,,=A\,,, luego

y

A: $5 T3 Ar,r As,u
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y por lo tanto,

:\r,s L \/Ar,r As,s

Dando 4 s diferentes valores,

Apg = \/Al,l App s A= \/A!,i Arps Ars= ‘/1\8,3 Apr s Arg = \/A Wy ;..-Ar,.=V/A¢,sAr,r

de donde

Ar’ii X\r"}: Z\r") ..... A‘&r'n =z \//X:]- H \/1\2'2 a ‘/1\3,5 . \/Aj'j ..... ‘/:\n'n

y de aqui el siguiente teorema :

Los sucesivos elementos de una linea cualquiera de la re-
ciproca de una determinante semi-simétrica impar, sonpro-
porcionales d las raices cuadradas de los sucesivos elemen-
tos principales.

El signo de uno de estos radicales que es arbitrario, de-
termina todos los demas signos.

104.  Las determinantes semi-simétricas de grado par
gozan de la notable propiedad de ser cuadrados perfectos.

Lsta propiedad es evidente en las de 2.° grado, porque
se liene

o al=qa"

— a 0

pero puede demostrarse en general.
Sea P una determinante semi-simétrica y par.

R su reciproca, que serd tambien semd-simétrica,
porque los complementos algebraicos de dos ele-
mentos conjugados de P, sor menores impares,
cuyos elementos son iguales y de signo contrario,
es decir, que son dichas menores iguales y de sig-
nos contrarios, y ademas los complementos de
los elementos principales son determinantes semi-
simél(ricas impares, y por lo tanto nulas.

I, una menor principal de segundo grado de R, y
por lo tanto semi-simétrica,
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y Py el complemento ordinario en P de P,, homélogo
este ultimo de R,.
Tendrémos, segun el (N. 85),

R, = (— 1): P, P = P, p,

puesto que siendo P principal, los primeros y segundos
indices son iguales, y = es par.

Ahora bien, si las determinantes pares semi-simé(ricas
hasta el grado ninclusive son cuadrados perfectos, tambien
lo seran las del grado n + 2.

Sea P una de grado n + 2.

En efecto, en la ecuacion

R, =P, P,

R, es una determinante par y semi-simétrica, luego es un
cuadrado perfecto; por la tanto, P, P lo es tambien; pero
el factor P; es una determinante par semi-simétrica y del
grado n, luego es tambien un cuadrado perfecto. Repre-
sentando ¢* la primera y =* la segunda, tendrémos,

pl=1n"P,

()
luego P es un cuadrado perfecto.
Pero las de segundo grado lo son, luego lo son las de

cuarto, las de sexto, y en general las del grado n.
En restimen :
Toda determinante semi-simétrica de grado par, es el
cuadrado de una funcion entera y racional de sus elementos.
Ejemplos:

de donde

0o & Yy z|l=—a|—a cbl+y|l—x o0b —z|—a o c|=
—x o0 ¢ b —y oa —y—ca —y—+c o
—y—c o0 a —z—a 0 —z—b o —z—b—a
—z—b—a o

—a(—a><at— exXaz+b<ay)+y (—ax<ab—+b (by—en)) —z (— & X+ ac+c (yb—e2))
= a0y - 0222 — 2 abay + 2 acyz — 2 beyz = (ax — by 4+ c2)?
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0 22—y z|m=(ax -+ by--cz)?

z
—2 o0 ¢ b

y—c o0 a
—z—b—a o

0 dyg Qyy Ay = (Ayg Agy— Ayp Ay~ Ay Q9s3)* = (Qgq Aoy =+ Ay Qg =+ 54 Ag,3)°
Ay 0 dayy A3y
A3y q A3y O Ay
Qg Apg A3 0

Ndtese que en el ultimo ejemplo, todo término negativo
puede cambiarse en positivo alterando los indices de un fac-
tor, puesto que en general, a,,=—a,,.

105. Otra demostracion del mismo teorema, sequn Balt-
zer. — Sabemos que en toda la determinante se tiene

P = Qi Aii — Zjs a,, ai,s %r,s

variando 7y s entre 1y n excepto el valor ¢, y expresan-
do «., el complemento algebraico de a,, en A;, de suerte
que o, es una determinante menor del grado n—2, que
procede de suprimir en P la r.” y la i.™ horizontales, y las
verticales s é 1.

Puesto que P es semi-simétrica de grado par, se tiene
A= o0,y ademas a,; = — ,,; pero entiéndase que aun-
que A;; es nula, queda como forma algebraica para dedu-
cir de ella los valores de «.

Tendrémos, pues,

—Y
P = S a’i,r ai,s %pse

Pero P es semi-simétrica de grado par, y A,; serad semi-
simétrica de grado impar, por lo tanto, nula, y nulos sus
menores principales.

De donde resulta (N. 103)

por lo tanto,
v Er,s a’i,r ais\/ arr ass'

En esta formula ¢ tiene un valor constante, y r,s, es de-
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cir, cada uno de ellos, toman todos los valores de la serie
s el t—1,i+1....n,

por lo tanto, & cada valor de » tendrémos un grupo

4 v \/ & r (”i,! V G4 T 4G V Yg Tt Gz Ay g e U V/ 1,.,7;)

_— -

== ai,r \/ ar,r 2's ai,s \/ ’I.\',.v
variando s por la serie 1, 2.....71— 1, i-1..... n.

Para otro valor de r tendrémos otra expresion anéloga,
y sumando resultara,

TR L S Ep I o = =
P=aj iy o, X @V o+ aiay 090 5 45V ags+ai3\ 2535 a;,\/ Qg g ot soveee
- frm— o Tt /“’“‘) o P
=\%A % Ay taje Y ogg -tz Y agz-t e AinV %an) 25 TigV %y

-~ o § ot - i
=% @ \/ °‘r.v') (Ls Ais V %

y como ambos factores son idénticos en la forma, y los in-
dices pasan por las mismas series, resulta que son iguales:
es decir,

0 bien

> SRR /
\’/ SR Nt,r V %
0 sea
g Lo o S R TR
VEP=0, & +a,y e t+azy %+ G- ¥V Y ia T
-------- x4
9 i1 V % i+ % V % (=)

Vemos segun la Gltima formula, que \ P se compone de
una suma de n — 1 términos (falta en efecto el 4) de la
forma a;, \/«,.,, en que «, representa una determinante
semi-simétrica del grado n —2, puesto que n—1 era el
grado de A, ;.

Si aplicamos 4 cada radical V' %, el mismo método que
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4 /P, lo podrémos expresar por una suma de n-—5 {ér-
minos cada uno de los que se compondra de un factor ra-
cional y de un radical de segundo grado, sobre una deter-
minante semi-siméltrica del grado m — 4. Sustituyendo en

v/ P, tendrémos esta ultima cantidad desarrollada en una
suma de (n — 1) (n — 3) términos (puesto que cada térmi-

no de («) ha dado origen & (n — 3)): cada término se com-
pondra de dos factores racionales y de un radical de se-
gundo grado sobre una determinante semi-simétrica del
grado n — 6.

Continuando de este modo llegarémos & un desarrollo
compuestode m—1) (n —3) (n —5)..... 3.1 términos,
y cada término se compondrd de dos partes 6 faciores, el
primero racional, respecto & los términos de la determi-
nante P; el segundo, que serd la raiz cuadrada de una de-
terminante de segundo grado, pero toda determinante de
segundo grado es un cuadrado perfecto; luego /P es ra-
cional.

Observemos para completar este punto:

1.° Que al efectuar la serie de desarrollos anteriormente
explicados, en cada uno los factores racionales de los dife-
rentes términos son elementos de la determinante P. Asi
eny/Pson a;,, @.....; en /=, serdn elementos de =,,,
pero s, esta formada de una parte de P, luego sus elemen-
tos lo son de esta ultima, y asi sucesivamente.

2.° Que el grado de = va bajando segun la serie.

n,n—2,n—4%, ... 4,2 (n)

y &4 cada término corresponde una descomposicion y un
factor, luego en cada término definitivo de /P habra tantos

12 , n
factores como términos pares hay en la serie n, que son -

3.° La potencia de cada elemento de la determinante P,
es la primera como se ve en la formula («).
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4.° Lossubindices de cada elementode v'P, tanto los pri-
meros como los segundos, son todos distintos. En efecto,

consideremos un término de VP, por ejemplo, el ¢,V = .
La determinante «, no contiene términos de la horizontal ni
de la vertical que pasan por a,,, puesto que forma parte de
Ai;,luego no contiene el subindice ¢, pero es el comple-
mento algebraico de a,, en A,;, luego tampoco contiene
ningun término de la r.™ horizontal ni de la r.™ vertical. En
resimen, en /. no se puede presentar ningun término

con los subindices ¢, . Otro tanto podriamos decir del de-
sarrollode /5 .
i

8T

5.” Puesto que cada (érmino de /7 conliene —factores

y todos los n subindices son distintos, resulta que eslos
subindices son permutaciones diversas de 1, 2, 3..... n.
En resimen: /7 es una funcion racional y entera de los

elementos de P; cada (érmino es el producto de - elemen-

tos; el numero de términos es m—1) (n —3) ..... 5, 1 y
en cada término entra una permutacion de los ndmeros
158, 8 v B » '

105. Propiedades de /5 .— La propiedad caracteristica
consiste en que muda de signo sin mudar de valor, cuando
se cambian entre si dos indices.

Representemos por H la raiz de P, y sea H, el resultado
de cambiar » por s, y s por 7. Il} seré el valor de la deter-
minante que resulta de cambiar en P, 7y s; pero esta per-
mutacion no altera el valor de P ni su signo, porque esto
equivale & cambiar las r." y s." horizontales, asi como las
r."y s." verticales, luego

H* = Hj.
De aqui resulta que H y H, no pueden diferir en valor,
cuando mds diferirn en signo, y para averiguarlo basta

comparar un término de la primera con el correspondiente

de la segunda.
21
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Sea a,, I el conjunto de todos los términos de H que tie-
nen por factor el elemento a, : los indices de todos los ele-
mentos que entran en i, sabemos que son distintos de r y
§, luego la permutacion de estos indices no altera la canti-
dad &, de suerte que tendrémos,

enll .....a,,h
en l,.....q,, h =—a,, h;

por lo tanto, Il y I, tienen signos contrarios, es deciv,
[I _— ]ll

Por otra parte, si hacemos r=s, las cantidades H y H,
son iguales, luego en este caso, H=o.

Resulta, pues, el siguiente teorema :

La raiz de la determinante P semi-simétrica y de grado
par , muda de signo y no de valor, si se cambian entre si
dos subindices, y se anula si se hacen iguales.

107. Eseribiendo arbitraricmente un producto de -')'— ele-
mentos de la deterininante P, si los subindices son todos des-
tguales, este producto es siempre un término de la raix.

in efecto, sean los -;'—elementos

Qg Qg oo Uy g (a)

enquet,u,v,&..... Yy, %, son una permutacion de 1, 2,
O wassve N

Multipliquemos este producto por el que se obtiene per-
mutando cada dos subindices;

Ay a’x,v ---- a’z,y (a’)
y tendrémos,
"
Qs Buy Oog:Ouip voves Cyis Bey (a”).

Este producto, aparte del signo, pertenece & la determi-
nante P, puesto que la serie de los primeros indices ¢, u,



— 401 —

V,Z....Y, zena” es una permutacion de 1,2, 5.....n,
y la seriew, t, x, v, ..... %, y en &', tambien es una permu-
tacion de la misma serie.

Veamos ahora qué signo debe llevar (a”) como término
de P.

Ll signo estard dado por una cierta potencia de (— 1) que
tralamos de determinar.

Sea < el nimero de inversiones de la serie de los prime-
ros indices

Cs Wl s T ssons Y, %

i ; n :
Los segundos indices se obtienen por & Dermutaciones

binariaswyt,vyx,.....y y ; y como & cada permutacion
corresponde un cambio de signo, tendrémos para el expo-
neute de (— 1), primero ¢, despues : correspondiente 4
la segunda serie si fuese igual 4 la primera, y por ultimo,

Ll n : .
(— 1) por las - permutaciones; de suerte que resultara,

(_ 1)s+e+;- 1Rt (_ i)‘l:—o—»'-;—: (_ )%.

En resumen,

n
(== 1V% 0y, 04 @0 Qo 000004, B,

3

esun término de P. Sustituyendoa,,=—a,,; a,,=—a, ...
a,,= — @, se convertird en

(— 12X (1) (B, Gy penres By o) = (Brn By srnes Q)

y por lo tanto, dicho término de P es el cuadrado de a,,
@y, +eee @5 luego este produclo es un término de la raiz.

108. Esta ultima propiedad permite formar inmediata-
mente y de muchas maneras un término de la rajz de la
determinante P, con lo cual es cierto que no se obtiene mas
que un término, pero verémos bien pronto que una vez
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formado arbitrariamente este término, puede deducirse de
él, por un método sencillisimo, la expresion completa de
la raiz. :

Dicho término se distingue con el nombre de término
principal de la raiz, y la raiz se representa por el simbolo

(G Qyz veoee Byy) s
6 més sencillamente,
(Fs W5 U, Bnsnn Y B

Para evitar ambigiiedades, lomarémos este término co-
mo positivo, de suerte que (¢, u, v, &.....y, %) significa la
raiz de la determinante formada por las horizontales y ver-
ticales

Uy U Boeres Y5 %,
y cuyo primer término es
Pl W vowrn B

Desde luégo se deduce de la propiedad explicada en el
N. 106 que si en este simbolo se cambian dos indices
entre si, el nuevo simbolo representard la misma raiz con
signo contrario: asi,

Gu, v, @iy, 2)=— (U, t, 0, e Yy 2) = (U, t, 2,V s Wiy B) s

in general, las expresiones de la raiz correspondientes
4 dos simbolos con dos diversas permutaciones, son siem-
pre iguales en valor absoluto, pero son del mismo signo 6
de signo contrario, segun que las dos permutaciones son
de la misma ¢ de distinta clase, es decir, segun que el nu-
mero total de inversiones es par 0 impar.

Si el producto

a/’u av’j RN a/y‘z

comprende un nimero de factores inferior 4 5 » beropar,
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es facil ver que en tal caso dicho producto es un término
de la raiz de la principal menor de P, formada por las hori-
zontales definidas por los nimeros de érden ¢, u, v, x.....
¥, %,y el simbolo de esta raiz sera como precedentemente

@ 0y Vs Drssss 5 B)

109. Construccion de la raix de la determinante P. Re-
presentemos la raiz de P por el simbolo

L I 8

y apliquemos la siguiente regla:

1.° Saquemos fuera del simbolo los dos primeros indices
1, 2 como subindices de a, y formemos el primer término
de dicha raiz,

Qo (3,4,5.....m),

en el que el paréntesis es la raiz de la determinante semi-
simétrica del grado n— 2, que resulta de suprimir las dos
primeras horizontales y las dos primeras verticales en P.

2.° Dejando invariable el primero de los dos subindices
de a,,, cambiemos el segundo por todos los indices 3, 4,
5..... nque hay dentro del paréntesis; pero entendiéndose
que cada vez que el primer ntimero del paréntesis pasa co-
mo segundo subindice de @, el segundo subindice al cual
suslituye, se coloca en el ultimo puesto del paréntesis.

De este modo tendrémos, y en esto consiste el {eorema

(12,8, & see n) = ay,9 (3, 4, 5 vuuee ) 4-ay,3 (4, 5 ... Ny 2) g,y (B, v Ny 2, 3)+ e

Dem. Observemos ante todo que el desarrollo de /7
(N. 105) para¢=1, toma la forma

VP = “1,2l/°;,2+“1,3‘/°‘_3:;+a1,4‘/°—‘:t+“1,5‘/%—,5+ "'a1,n‘/°‘_n,; (2)

y es evidente que los términos de esta serie no difieren en
valor absoluto de los de los (1), porque engeneral
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(ryr=1,-00eein, 2, 8,000 7==2) 6 bien (2, 3, deeerer—2, r, ro=1eeeeen)

y
Via,_,

expresan la raiz de la determinante formada, suprimiendo
la primera horizontal y la primera vertical, y ademas la
r.™ horizontal y la r.™ vertical de P.

“studiemos ahora los signos.

La expresion (2) representa unaraizde P, pero es necesa-

N I o

rio para ello que tomemos para Via, o un signo tal, que

resulte idéntica 4 #,, 0 4 «,,, puesto que en esto se funda la
demostracion del nuim. 103, y asi pudimos convertir

Do 0

ns VhLr s ns

en un cuadrado. De suerte que los signos de Vi V a e
Vo estan perfectamente determinados, dado el signo de

»

V/a,,, por larelacion general

Vi Vo, =a (3)

$,8 rs

es decir, por la serie de relaciones

l»/dz,, l/:z__‘ ai,.’); ,'//a—?.,—e L/OTJ — a_l“; ‘/;2 [/a—;) = “9,5 suieieieins

0y

En efecto, 2,5, %, % ..... son determinantes perfecta-
mente definidas en magnitud y signo, luego si fijamos el de
;/{‘2, quedaran determinados los de

‘/;s—"/“a_: ........ Va .

nn

De aqui resulta que si los simbolos de la ecuacion (1) se
determinan de manera que satisfagan 4 la misma relacion,
la serie de los signos de los \llllbOlOS (1) sera la. misma 6
completaniente contraria 4 la de las radicales de la (2), y en
uno y otro caso la ecuacion (1) sera exacla.

Todo queda reducido & demostrar que los simbolos

(8, 4,8, vweeem) 5 (4,5, voere ity 2) 5 (B opeevs 0, 2, 8) o
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satisfacen & la condicion (3), es decir, que se tiene en ge-
neral

[G41, 742, ccoon, 2,8 00— l)]x[(s-&—l.s+2. e, 2,800 8—1)] =aq,,

6 abreviadamente,
RS = ar

’
S

lo cual es facil, porque R y S son polinomios perfecia-
mente definidos; =« es una determinante tambien definida
sin ambigiiedad, y ademas los valores absolutos de . Sy
%, -son los mismos.

Para asegurarse si existe ¢ no igualdad en cuanto 4 los
signos, basta comparar dos térmimos iguales.

Comencemos por hacer directas las permutaciones de R
y S.

Desde r—+ 1 hasta n = r— (n —r), hay n —r indices, to-
dos superiores & los 2, 3..... r— =1+ (r — 2), que son
enniumero » — 2, luego hay (n—r) (r — 2) inversiones, y
tendrémos

R= (= 1)rnt=2 @ B.l.r—A,r4+1,..... %)

= s pefdninigg 57 L R ),

servando que 'y » son & la vez pares 6 impares

¢ suprimiendo ar y 2 (n—7), que sou niuneros pares, y ob-

l)l:-(”!)r(:z’?)"""n—i!’r>4:"i-----7l~.! (i)
del mismo modo
S=(—1)2,3.....6—1,s+1.....n (5)

Introduzcamos todavia otra modificacion en lus ¢vpie-
siones (4) y (9):

Traslademos el indice s en la primera y el r en la segun-
da al ultimo lugar.

Despues de s hay en (4), suponiendo r <Z s los términos

s 1,842 LU n=84(h ='s),

/

n
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es decir, n — s todos superiores al s, luego esta modifica-
cion introducira el factor (— 1)"~*, y tendrémos

R=(—1)-+5(2, 8.nc.r—1,r+1... s—1,s+1...n,s).
Anélogamente en (5), despues del indice 7 hay los
r4+1,r4+2.us—1,84 1, .n=r+(n—1)

que serian en nimero n — 7 si estuviera complela la serie;
pero como falta s, serdn

n—r—1,

y deberémos afectar al segundo miembro de (5) del factor
(— 1)*="', resultando por consiguiente,

S=(--1)s+n—r—1(2, 8 ....s—1,s+1... r—1,r4+1,...n,s).

Suprimiendo de los exponentes de las dos Gltimas ecua-
ciones el numero par n, tendrémos,

Multiplicando los términos principales de (6) y (7), re-
sultard para un término de R S

r—s §—r—A
—1) “a,.a, ., e ] —_
(—1) a5, T g i g 7S (1) B3 %s+ % o ui%n

R
6 bien
- a?,.’i a4,5 """ an—?, n—1 ﬂn,s 93 B nn«-%, n—1 an,r'

Si en vez de los términos del segundo factor ponemos
sus conjugados

a i R a =—a

2,3 s 05,2; 04,5 5,4 nr rn
observando que el nimero de estos términos es

n—32 n

e ek

puesto que en los primeros indices faltan 1y r, y en los se-
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gundos 1y s, es decir, 4 indices, y que los 2n—4 indices
se agrupan dos a dos, lo cual dan— 2 para el nimero to-
d M . !
tal de factores, 6 — — 1 para la mitad, tendrémos
2 I ’
un término de R S

n

T
= —(—1 W, TN i G eere O
( ) 2,3 (4,,5 “n—‘!, n-—1 an,s “o,‘z G 5,4 n—1, n—2 ar,n

n
= (— l)? g iy igiavonn « a RS a
2,3 48 n—2,n—1 n,s 3,2 5,4 n—1, n-2

a, ., ()

Veamos ahora los indices que faltan en la primera y se-
gunda serie.

En 2,3.....r—1,r+1.....6—1,8+1.....0, 8
agrupados dos 4 dos para convertirse en subindices de a,
falta evidentemente de la serie completa,

1 en los primeros y segundos;
r en los primeros y segundos tambien;
y s enlos primeros, pero no en los segundos, porque

hay el término a, .
En

2,3, i r =1, r4+1.00008—1,8+1..a.m, 1
permutados dos & dos,

3,2(85,4 ... iR, v el

y divididos en grupos binarios como subindices de a, faltan

Py 8|

1 en los primeros y segundos;
s en los primeros y segundos;
y 7 solamente en los segundos.

De aqui resulta qne en la serie de los primeros {érminos
de (¢) existiran todos los nimeros naturales 1, 2..... n mé-
nos 1ys,yenlaserie de los segundos faltaran asimismo
1y

En restimen (f) es, prescindiendo del signo, un término
de una determinante deducida de P suprimiendo la prime-

ra horizontal, la primera vertical, la horizontal s y la ver-
22
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tical r; luego es un término de la determinante =, del
grado (n —2), 6 tambien de la determinante «,, pues que
son iguales ambas.

Veamos ahora el signo que al término

a".’..") aS,"l a.l,."} a‘.'i,l """" an—".’, n—1 an—-! , n—2 a’n,s a’r.n (t,)

le corresponde como término de .

., €8 el complemento algebraico de a,, en A,,, luego
serda el producto de (— 1), por la determinante formada
con las horizontales

K p— r—1,r+1....... n—1,n.

2,3,4,5 . n—2,n—"1,n,r
8,2,5, 4w n—i,n—2,s,n.
En la primera, como hemos visto , hay
n—r—I1
inversiones, lo cual da el factor
(_ l)u—r—i
A la segunda podemos pasar de la
2,3,4,5 s—1,s,8+1 n—2,n—1,n.

1.° Prescindiendo de sy n con lo cual quedaran n — 2
indices, y permutando cada dos contiguos, lo cual da tan-

tas permutaciones como pares de indices, es decir, ey —2.

2.° Trayendo s al penultimo lugar. Pero despues de s
hay los términos

s+1,842, n—2,n—1=s+m—s—1)
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es decir, n—s—1, luego esta traslacion de s aumeniard
n—s—1 inversiones.

En restimen, las inversiones del término ¢ como término
de la determinante contenida en % 45 SON

N _ n
n—pr—lad o= 2 n—s—1=2n—d4——r s,

¢ suprimiendo los niimeros pares - — p — s,

Y el signo del término conio perteneciente 4 cl comple-
mento algebraico «,,

(== D)™ ¢ (— DV = (— D,

Resulta, pues, que el término

(—1)2 ((2,3 ,(._"? > o ,,5" S snising )a . 1 %y B > ”",-" ”r,n
es igual en valor y en signo al correspondiente de «,,, y por
lo tanto, los simbolos de (1) satisfacen 4 la condicion (5)

1

como /s ....., 6 de olro modo, fas expresiones (1) y (2)
son iguales, y del mismo signo ¢ iguales y de signo contra-
rio, en ambos casos (1) es raiz de P.

Repitiendo un procedimiento andlogo respecto 4 los co-
eficientes del segundo miembro de dicha formula, la expre-
sion de la raiz de la determinante P quedara desarrollada
en una sumasde productos de dos elementos multiplicados
por las raices de las determinantes semi-simétricas de gra-
do n — 4, hasta Hegar de este modo 4 la expresion de VP
en funcion de sus elementos.

Ejemplos:

g g Gz agy) = (1,2, 8, )= [ 919 (3, 4) + 45 (4,2) +,4 (2, ) ]2
Tgy Agg Qg5 Agy| = [ 4,y gy + oy (g + iy, 11.2,5]‘-’

A3y Q39 (33 Az
Ay Ayg Ay A gy

Es claro que 10s elementos a, , @y, @55 a4, son todos nulos.
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Agyy Agyz Agyg Cyyy Aoy Ayip| = (1, 2, 3,4, B, 6)* = 4,9 (8, 4, 5, 6)+ ay,5 (4, 5, 6, 2)
gy Agyg Agyg gy Ao,y Agug |+ yyy (B, 6,2, 3) 4= ay,y (6, 2, 3, 4) +ay,q (2, 3, 4, 5)

g,y Agyg (g5 Q554 Ay (g6 | = Wy [4/3,, (5, 6) + az,y (6, 4) + azq (4, 5)] 2
W Apa Agug Wyyy Ay (L, ¥ g g
Ay Ay A g5 Thpy Aoy Larg g [ ars (6, 2) + @y (2 5) + a4 (5, 6)]
gyy Ma @ 45 (gyy Ay Ay i :
511 P52 Aoz W4 A5 U506 Aty [@gg (2 B) + agg (3, 6) + ay5 (6, 2)]

gy [@ora (3, 4) 4 g5 (4 2) 4 a1y (2, 3) ]
g [a25 (4, 5) 4+ g,y (5, 3) + ag,s (3, 4)]

A= gy (@ A3 —+ A Az = Gz Ara) = @i (Apra Uz0y —+ Qg Qgsg + ooy @gy5)

= % Qg (395 Apsg - T3op Aoy + Ao o) + Ayog (g Qg —+ A gag Tay5—+ Ay ) )
- 4,5 (Agu A yyp - Aayy gy —+ Ay U 54)

110. Derivada de una determinante semi-simétrica.— lLa
derivada de una determinante semi-simétrica respecto 4
un elemento a,,, serd, observando que hay otro elemento
funcion de este, a,, = — @,

i P d ]’ ap da
e Ve T o= A —A
d a, d a, (1 a da s 8,
8 s,r r,s

Ahora bien, si P es de grado impar, A,y A, son de gra-
do par, y por lo tanto iguales, luego

dP 1
da__ a, -

Si P es de grado par, A,.,s y A,, son de grado impar, y
por consiguiente iguales y de signo contrario; es decir,

A =—A

s s,r?

d;:P
(da ) e A
De aqui que :

La derivada de una determinante semi-simétrica respec-
to @ un elemento cualquiera, es nula si la determinante es
de grado impar; y si es de grallo par dicha delerminante,
la derivada es dupla del complemento algebraico del mismo
elemento. '

111. Derivando la ecuacion idénlica

por lo tanto,




— A1 —
P (/P )
relativamente & un elemento a,,, se tiene
— (l\ P

a2
da \/ d a,
s 7,8

pero si P es semi-simétrica de grado par, el primer miem-
bro equivale 4 2 A, , y resulla

=y E,
da,
rs
Por otra parte se sabe que
P= ar,i Ar,1 + “r;z Ar,‘.’. M ar,S Ar,f) - ar,n Ar,n ’
g ur,l As,l + ar,‘l As,? e ar,.'i As,S - ar,n A.r,n ’

y en virtud de la relacion precedente

By e
= 4 VP m{‘“m\/ P e
r2 rn
—d V'l"“ — (7\/r’— —d \/F
0=a,, \/P o 1 —{—ur'e\/l’ .o e RRACAIRL (vr'”\/l.’ 2(7;—;
6 bien
—~ dyP (I\/:l—’ dy'pP
v/]_) [— (L ------------ C —
" da "2 da_, ™ da
s ,2 rn
. ayP dyP dyP
T da "2 da_, " dag,

De aqui se deduce el siguiente teorema :

En toda determinante semi-simétrica de grado par, la
suma de los productos de los elementos de cada linea por
la derivada de la raiz respecto al mismo elemento , equivale
a dicha raiz.

Y la sumia de los productos de los elementos de cualquicr
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linea, por las derivadas de la raiz respecto d los elementos

correspondientes de otra linea del mismo nombre, es nula.
112. Suponiendo que se toma por simbolo de \/p,

r,1,2,3.....»—1,r+1.....n), tendrémos

\/P=(r,l,2,3 ..... r—1,r+lu.n)=a  (2,8..r—1, r41... n)

+a.q (B, 4..r—1, 741y 1)4=veeee -{-um (s41,.um, 1,2... s—1)+
y comparando este valor con el anterior,

/I\/I’_ g
o =(s+1,... Biy=1 5 0wesis B—1);
rs

>

DETERMINANTES DISIMETRICAS.

115. Sise descompone una determinante en ofras, en
las que sean nulos los elementos prmmpales (N. 78), es
claro que las determinantes que resultan seran todas disi-
mélricas.

Sin embargo, prescindiendo del caso general, sélo nos
fijarémos en el que los elementos principales son todos
iguales, es decir,

Representando por P, el resultado de hacer ¢ =o, y por
z P,, la suma de todas las menores principales de grado »
de P,, tendrémos,

P=3"+a""'5P, +4" 5P+ s’ ZP, 40P, P,

0, n—2 0, n—1

pero como todas las determinantes que figuran en el se-
gundo miembro son semi-simétricas, y toda determinante
semi-siméirica de grado impar es nula, tendrémos,

b) P0,1= 0,2 P0,3= 0, EPo,s=o.

Si n es par,
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Pzg;"-}—:(;"—‘ZXPa?-{—x"—AS]’ o R b 1 4 +P .

0,4
si es impar,

P—2" -t .'z:"—e 2 [’0,2 ol & Po,vt S5 e “+ 233 on3 T ) I)o, _
yen el uno y el otro caso las determinantes que en{ran en
los segundos miembros, son cuadrados perfectos.

Respecto & la primera formula, todos los términos del
segundo miembro estdn compuestos de cuadrados perfec-
tos, que siempre serdn positivos, sea cual fuere el signo
de x. De aqui resulta, que,

Una determinante disimétrica de grado par en la que to-
dos los elementos principales son iguales, puede siempre
desarrollarse en une suma de cuadrados, Yy es por lo tanto
esencialmente positiva.

Ejemplo:

@ a b oc|=2¢-ai<o+a? (-4 4-ct+bi+a)+| o de| la+| 0 a be
—a @ d e ’ —d o f —a o de
—b—d a f ) —e—f 0 —b—d o f]
—c—t—f @ l—c—e—f o

' +| o be

b of
—c—f o

- o ac
—a 0 ¢
—g—g-0

+| o abd
—a o0 d
—b—d o

= o+ o (a® 4+ 0"+ +d*+ &+ f*) + (af — be+ cd)?
Six=1, se tendra,
para n par. . . P=1+2P0'2+2P0’4+ ...... +ZP’ T

para n impar. . P=1+EP0’2+EPM+ ...... —l—EP, N

De aqui el siguiente teorema:
Toda determinante disimétrica de cualquier grado, en que
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los elementos principales son todos iguales a 1, puede des-
arrollarse en una suma de cuadrados, y es, por lo tanto,
una cantidad positiva.

Ejemplo :
1 a bl=1+a+b+c
—a 1 e
—b—c 1
g XL

Malrices y determinantes de dos escalas,

114. Definiciones.— Cuando algunos de los primeros 6
tltimos elementos de una linea de una maltriz sean nulos
por hipétesis, llamarémos elemento inicial, y elemento
final de la linea, al primero ¢ al altimo de aquellos que
tienen valor efectivo.

Esto supuesto, si en una matriz hay » sucesivas horizon-
tales dispuestas de tal modo, que sus elementos iniciales
correspondan a sucesivas verticales, dirémos que forman
un sistema de escala, que serd directa si el nimero de los
elementos nulos que preceden al elemento inicial crece de
una horizontal 4 otra, é nversa en el caso contrario.

Si ademas los elementos efectivos de cada horizontal
son los términos de una misma serie, dirémos que forman
una escala de grado v, directa 6 inversa; y se da el nombre
4 la serie, de serie generatriz de la escala.

Asi, en cada una de las matrices,

s @y @ illy B cocnw| » |0 00, 0y 04 snins

O aO al ai a3 sev e O 0 ao al amz sen e
0 0 @y Ay Ay «ese. 0 Gy Qy Az G5 .....
0 0 0 @ O eeses [0g @y @y G5 Gy .....

se tiene una escala de grado r relativaa laserie a,, @4, @, ...
~directa en la matriz primera, ¢ inversa en la segunda.
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Si los términos de la serie generatriz son, como en estos
ejemplos, representados por una letra con indices cre-
cientes en orden natural, indicarémos la serie 6 la escala
de grado », por el simbolo (a,), es decir, cerrando en un
paréntesis el primer término de la serie; y si se quiere ade-
mas tener 4 la vista el grado de la escala, se escribe (a) 7.

Una escala es completa si el elemento inicial de la pri-
mera ¢ de la ultima horizontal, segun que sea directa 6 in-
versa la escala, pertenece 4 la primera vertical de la ma-
triz. En los demas casos, la escala es incompleta; pero 4
ménos que no se advierta lo contrario, entenderémos
siempre que se trata de escalas completas.

Es claro que en la escala de grado », el elemento inicial
de la ultima horizontal, si la escala es directa, ¢ de la pri-
mera si es inversa, pertenece 4 la r.” vertical de la matriz,
y esta precedido de » — 1 elementos nulos.

Asien una matriz que contenga solamente una escala
de grado r, es decir, » horizontales; y enla que la serie
generatriz esta formada de k términos, el nimero de verti-
cales serd k+r —1.

En efecto: supongamos para fijar las ideas que la escala
es direcla: antes del elemento inicial de la ultima horizon-
tal hay » — 1 términos nulos, y despues los k términos de
la serie generalriz, luego el namero total es kK +r —1.

Su forma general sera, suponiendo r =4, k=6

@ @ @ @ Q@ A 0 0 0
0 @ a; Ay @; @, @3 0 0
0 0 @ a, a @z a; @ 0
0 0 0 a a ay a; @ a
y el nimero de verticales k+»r—1=6-+4—1=9.
~ 118. Tambien tendrémos que considerar matrices de
dos escalas construidas de este modo.
Sean dos series generatrices:

1" 80P Bo i @ éoea sl O, Bea Biiig ivwss O™ Clia

D" BOINB s ger suvsrnpasnansny ' Dilir] Batissntine O
23
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en las que, puesto que se corresponden a. y b, el ntimero de
términos desde b, 4 b,, sera el mismo que desde a. 4 a,,y
por lo tanto, m=:+mn 6 : =m—n.

Esto supuesto, formemos una matriz de dobie escala (a,)
Y (bo); la primera superior y directa de cualquier grado 7,
la segunda inferior ¢ inversa de grado s, pero de modo que
los elementos de la dltima horizontal de la escala superior
4 conlar de a. hasta a,,, estén verticalmente alineados con
todos los elementos de la primera horizontal que corres-
ponde & la escala inferior, 4 contar del b, hasta el b,, y co-
locando b, bajo a..

De aquiresulta que el grado s de la escala inferior no es
arbitrario. Es evidente que el nimero de horizontales sera
igual al de elementos que hay en la Gltima horizontal de la
escala superior desde a, hasta a. inclusive, que sonc:—+1,
mas el nimero de elementos nulos que preceden 4 a, que
son »— 1, toda vez que la escala superior es de grado 7.

Tendrémos, pues,

s=(C4+1)+@ —1)=cdr=r4m—n s

He aqui el tipo general de dicha matriz 4 doble escala:

ao al cee a',-__~2 a,._l [L, LR as,_s as_:g as_j a.‘- LY (I'I‘+s—‘l s
O @yeoe @z Gpoy By oue oy Gy g Qgg Gyg veu Bypgg.e.

O 0 ool Gy Oy oo llpos By  Gupy Bopgoss Gpis oo
0 0 00 Gy @y ool Gy Gepye.ed,
0,0 el 1050 a0 00l b D e
0 040 0 0 v By b By by aee
0 o0

........................................................ L R R I I I I I I Y UPOpAPAP PR

0l 0 B B e B D Wy By B
By B oo, B B B Vo By Dty B L L ik

Para completar la inteligencia de lo que precede, haré-
mos algunas observaciones.
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. Miéntras:>>0 § m>mn, ¢l grado de la matriz supe-
rior serd menor que el de la mfemor y seran iguales cuan-
do:=0 6 m=nmn.

II.  Cuando la matriz se prolonga hasta el fin de las dos
series generatrices (@,...) (by...) los elementos finales de
las horizontales de cada escala estan evidentemente dis-
puestos en escala y formando una linea oblicua paralela 4
las iniciales, y debe notarse que el ultimo elemento a,, de
la ultima horizontal de la escala superior, y el tltimo b, de
la primera horizontal de la inferior, estaran ambas en la ul-
tima verlical de la mairiz.

La forma general serd esta:

ltU (l:l secaveven (I«,n 0 1-00 &) ”’”"\‘\

(lo a

B saavivens By B wios O

0 00 Qysiv @ &
0 00 coniein By sneenivany Oy
B 00 iee e Oy corviovess D0

0 sea

HI. Elntmero total de las verticales de una matriz com-
pleta esignal al que se formaria sélo con la escala supe-

rior, 0 solo con la inferior; es decir, r--m ¢ s-+-n, de
donde r+m==s-+n, que tambicn se deduce de la rela-
cion (1).

116. En toda matriz de dos escalas llamamos asociadas
a dos horizontales equidistantes de los ex({remos: asi la pri-
mera serd asociada de la ultima, la segunda de la pentlti-
ma, etc. De aqui resulla, que sir=s, es decir, si las dos
escalas son de grados iguales, a cada horizontal de la una
corresponde otra de la segunda, porqm se presentan en
esta forma:



— 418 —

pero siry s difieren en ¢, 4 cada una de las - horizontales
superiores de la escala inferior, no corresponderd ningu-
na en la superior.

En la figura precedente suponemos r=7y s=13, y
vemos, que en efecto, 13 — 7==6, horizontales de la ma
triz inferior seiialadas con los nimeros 8, 9, 10, 11, 12, 13,
no tienen asociada en la matriz superior.

Es evidente que en dos horizontales asociadas de la ma-
triz de doble escala (a,) (b,), los elementos iniciales a,, b,
como otros dos cualesquiera, pero correspondientes, a, b,
y afectados de los mismos indices, estan sobre una vertical.

117. Consideremos difcrentes matrices & doble escala
(@) (by), en la que la diferencia de los grados sea constan-
te, y el grado de la superior pase por la serie de valores
1,2,3,....., tendrémos:
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1* Matriz. (_;:ratlo de la s.up.crf'or ..... e | L% drden.
Grado de la inferior. . . .. s=r-4ce=1-4-¢
Grado de la superior. . . . . r=2 |
2.* Matriz. s 2
s | Grado de la inferior. . . ..s=r4c=2--¢ ‘ s
3% Matriz. } Grado de la é:N]f(%l'.l'ul‘ ..... r=3 [ 3.¢ 4rden.
| Grado de la inferior. . . . . s=8+¢ ‘

-------------------------------------------------------------------------------------------

Distinguirémos estas diversas malrices por ordenes, di-
ciendo, 1.” drden, 2. 6rden, ete., y es claro que el érden
de uua matriz sera el grado r de la superior.

118. Dada una matriz de p horizontales y ¢ verlicales, y
suponiendo ¢ =>p, si combinamos las primeras p —1 ver-
ticales con cada una de las restantes, tendrémos una serie
de ¢ —p—+1 determinantes, que llamarémos sistema de
determinantes sucesivas de la matriz, y 4 la primera le da-
rémos el nombre de principal. Asi, pues, la matriz princi-
pal sera la formada con las p primeras verticales, y diferi-
ra de las restantes solo por la ultima verlical.

Por ejemplo, la matriz de tres horizontales y cinco ver-
ticales

’”

a b e
a. b e ad @
a’ b ¢’

da un sistema de tres sucesivas determinantes

a b ecl,la b d|,|la b e
a b él [ b d) o ¥ e
al! I)// c al/ bl’ (lll a/l b" e/!

la primera de las cuales es la determinante principal, y la
segunda y tercera son las determinantes que proceden de
cambiar sucesivamente en aquella lailtima vertical por la
cuarta y la quinta de la matriz propuesta.

Si p > ¢, la matriz no da origen 4 ninguna determinante:
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Si p=g¢, la matriz cs cuadrada y s¢lo dard una determi-
nante.

119. Representemos por N, el nimero de sucesivas de-
lerminantes de la matriz 4 dos escalas (@) (by) de los grados
ry s; eneste caso tendrémos evidentemente p=r-—+s,
q=n-s,y por lo tanto,

N=q—p+l=n+s—r—s+1=n—r+i1.

De aqui se deduce que el mimero de determinantes su-
cesivas en las matrices de 1.", 2.°, 5.* 6rden, elc., sera,
sustituyendo en N, pore, 4,2, v B

Ni=n; Nyj=n—1; Ny=n—2..... N,_,,=2; N,=1,

n la matriz del 6rden m—+1, el nimero de horizontales
supera en una unidad al de verticales, y es imposible dedu-
cir de ella ningnna determinante.

En el sistema de sucesivas determinantes de una matriz
de doble escala (a,) (b,), la determinante principal se dis-
tingue de las otras en que los indices de aquella proceden
en todas las horizontales por drden natural y no interrum-
pido hasta el tltimo, miéntras que en las demas se inter-
rumpe la continuidad de dichos indices al pasar de la pen-
tultima & la tltima.

I’s evidente, segun esto, que si 4 los indices de todos los
elementos de la ultima vertical de la determinante princi-
pal se les aumenta en una unidad, se obtendré la segunda
determinante del sistema si se les aumenta dos, la terce-
ra; sitres, la cuarla, y en general aumentandoles p—1
unidades, se obtiene la p determinante de la matriz.

Es importante observar que en la tltima vertical de la
determinante principal, el primero y el tltimo elemento
tienen por indice r-+s— 1; porque, en efecto, el ntimero
de horizontales es r+s, luego el ndmero de verticales es
r-+stambien, pero los indices de las series

Qo 1Bq i Qg 15 lossins
b() bl bi b5 Secee
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principian por o, luego el término » + s tendri por indice
pri-g—1,

La matriz del nim. 115 termina precisamente en esta
vertical, y solo comprende la matriz cuadrada de la pri-
mera determinante del sistema.

Conviene tener presente que los dos elementos de esta
altima vertical que pertenecen respectivamente 4 la altima
horizontal de la escala superior y 4 la primera de la infe-
rior, es decir, a, y b, tienen por indices 7y s, es decir, in-
versamente los grados de ambas escalas.

En efecto, restando de »—+s, que es el nimero de ele-
mentos de cada horizontal, » —1 que son los ceros que pre-
ceden 4 @, quedan (r—+s) — (r—1) = s 1 térininos para
la serie a, @, a, ....., y como principian los subindices por
cero, el subindice del término s—1 sera s.

Otro tanto podriamos decir de la primera horizontal de
la escala inferior.

120. Para indicar de un modo conciso la matriz de do-
ble escala (a,), (by) y de los grados 7, s, se emplea la no-
tacion

(a())r
(b())s
y agregando & este simbolo los subindices 0, 1, 2, 3.....

n —r, indicarémos la determinante principal, la segunca,
 latercera, y finalmente, la n — 7+ 1. Tendrémos, pues,

(@) » [(@0)s] 5 [(@0).] 5 |(@), .....[((10),.‘
o [Bo)le (Bl [@els @0y

Olras veces, y esto sera lo mas comun, indicarémos la
matriz con una sola letra, y le pondrémos por indice el nii-
mero de drden correspondiente, que ser4 igual, como ya
sabemos, al grado de la escala superior, y para expresar
una cualquiera de las determinantes del sistema un segun-
do indice que exprese el érden de la determinante dismi-
nuido en una unidad.

’ 2 b

0 1 2
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Asi, 1.° M, expresa una matriz en que la escala superior
tiene r horizontales, y la inferior 7 +¢, y no debemos olvi-
dar que < es una cantidad siempre constante.

2. M,, sera la matriz de la determinante principal.

3. M,;; M,5; M,;;..... las sucesivas determinantes de-
rivadas del sistema M.

En general, si M y N expresan dos matrices distintas que
tengan un mismo numero de determinantes; pero tales,
que la primera de M sea igual 4 la primera de N; la segun-
da 4 la segunda, y asi todas las restantes, escribirémos

M=N,

ecuacion multiple que se resuelve en tantas ecuaciones
parciales

1“1',0 =Nr',0 5 ]-“r,l == Nr’,-l > 1“1',‘2 - Nr’,‘l LR I“r, n—pr = Nr’, n'—r'

como determinantes hay en cada matriz.
Claro es que debera tenerse

n—r=n—r.

121. Respecto 4 las sucesivas determinantes de cual-
quier matriz, debemos notar lo siguiente :

I. Siagregamos 4 una horizontal de'la matriz, 6 resta-
mos de ella otra horizontal, las determinantes sucesivas
no cambiaran de valor.

En efecto, esto equivale a efectuar la misma operacion
con cada determinante, lo cual no altera su valor.

II. Si se multiplica una horizontal por cualquier canti-
dad arbitraria, las sucesivas determinantes quedaran mul-
tiplicadas por esta cantidad, y si con varias horizontales se
efectua una operacion analoga, las determinantes sucesi-
vas quedaran multiplicadas por el producto de todas ellas.

La razon es la misma que la dada en el caso precedente.

III. Silas primeras » horizontales forman un sistema de
escala directa, y ademas son nulos todos los elementos

-
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restantes de las primeras » verticales, las determinantes
sucesivas seran divisibles por el producto de los elementos
iniciales de las 7 primeras horizontales, y las cuocientes se-
ran las sucesivas determinantes de las matrices que se for-
man de la dada, suprimiendo las r primaeras horizontales
v las » primeras verticales. .

El tipo de las matrices que consideramos es el siguiente:

M B € O E. P M

i
i
03 2 "8 4 M

AMM M” representa la matriz.

MNQM el espacio cubierto por las » primeras hori-
zontales que en este caso son 5.

AMNP el espacio cubierto por los elementos nulos
de las » primeras verticales.

En el sistema de matrices sucesivas

AMBO  gseria la principal,

AMC1  lasegunda que se obtendria sustituyendo 4 la
vertical cero la uno.

AMD2 latercera que se hallaria andlogamente cam-

biando la vertical cero por la 2.

Segun el teorema 1.°, las determinantes sucesivas son di-
visibles por el producto de los elementos segun la linea
MN, lo cual es evidente, y 2.°, los cuocientes sucesivos
son las determinantes ‘que se forman en la matriz NQM’P
por el mismo sistema que en la dada.

o 24
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Todos estos teoremas son evidentes.

IV. Reciprocamente, si & una maltriz se agregan 7 pri-
meras horizontales y » primeras verticales, de modo que
formen un sistema de escala directa, y que sean nulos to-
dos los demas elementos, las sucesivas determinantes de
la nueva matriz seran iguales a las de las primeras mulii-
plicadas por el producto de los elementos iniciales de las »
horizontales que se han agregado.

122. Enadelante expresarémos por el simbolo (a, b,) Ia
diferencia de dos wmonomios a, b, y b, a,, es decir,

(@ b)=a, b,—0, a,,

que se obtienen cambiando a por b y reciprocamente.
Resulta de esta notacion:
I. Que (a, b,) =o.
II. Que (a, b,) = — (a, b,). En efeclo,

(a, bs) = a, bs — @ [)r

y (a;b)=a,b,—a,b,
. Que suponiendo » > s, la expresion

(@ b)+(a, b))+ .eeus (@1 b, )+ (a, ),)
enla que » crece en 6rden naturalde r 4 s, y s decrece de
sar, esnula.

En efecfo, los términos 4 igual distancia de los extremos
son iguales y de signo countrario, y por lo tanto se des-
truyen.

Ademas, si en la serie hay un nimero par de términos,
la suma e$ evidentemente nula, porque 4 cada término
corresponde otro, y si el nimero es impar, el del centro

serd a,,, b,,,, y por consiguiente nulo, toda vez que los sub-
IO
indices son iguales.

Esto supuesto, para hacer evidente una transformacion
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importante de las matrices & dos escalas, distinguirémos
dos casos.

1.e" ‘Caso.

Transformacion de las matrices a dos escalas de
grados 1guales.

123. Supouniendo que las series generatrices de las dos
escalas sean

G5 Qp s sinne a, (@,)

D by Dy suiie b, (by)
tendrémos para la matriz del r."™ érden el siguiente tipo
que representarémos por D,.

........................................................................................

0 Sl e @ B 10 passes Wik wnoiniBoonigissaihy W)
PR | SRR SR R R Oy Ssesnas By vy O
U ssiQinsnan | By 1B Vpanias By cvsniisnll; S s Oy By
0 o0 conieBpanlly 185 Byiovass Do nisioiDpigats oop- O o 0
0 ooty sonssBy g B 4 [0 By i oD inn B e B

........................................................

B s B i Bt B [ S B il b = g

Debemos hacer, antes de pasar adelante, las siguientes
observaciones:

1.° La matriz es completa y se compone de r horizon-
tales superiores relativas 4 @ y otras » inferiores relali-
Yas a6 o :

2.° El nimero de verticales sera #-+mn : hemos separado
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por una linea vertical las » primeras verticales de las res-
tantes.

3.° Hemos puesto en evidencia las siguientes horizonta-
les. La primera de la escala-superior; lar —p—+1 de la es-
cala superior contando por arriba, 0 sea la p." contando
desde abajo: las dos ultimas de la escala superior: las ho-
mologas en la escala inferior.

4.° Hemos puesto asimismo en evidencia todas las ver-
ticales que pasan por los elementos comunes @ las horizon-
tales indicadas y a la linea de elementos principales: es de-
cir, la primera vertical: lar — p-+1 & contar de la izquier-
da, 0 sealap contando de la vertical intermedia: las ver-
ticales r—1y r. Ademas, 1.° las dos verticales que siguen
ala linea vertical A’ B'; 2.°, la vertical +¢ ¢ sea la q &
contar de dicha vertical A'B’; 3.°, la vertical s—p—+1 &
contar de AB, ¢ sean —s—+p a contar de la A" B".

Someterémos ahora la matriz dada 4 la siguiente trans-
formacion.

«Dejando invariable la escala superior, multiplicarémos
»lodas las horizontales de la inferior por ay; despues agre-
»garémos 4 cada una todas las que le preceden en dicha
»escala contadas de abajo & arriba, multiplicadas respecti-
»vamente por @, @y, @;.....,y de la suma restarémos todas
»las lineas asociadas en la escala superior, multiplicadas
»por by, by, ba.....»

Representemos por D’ la nueva matriz, y como se halla
constituida del mismo modo que la primitiva D, por 27 ho-
rizontales y n—+r verticales, suprimiendo las r primeras
horizontales y las » primeras verticales, obtendrémos una
matriz de » horizontales y n verticales, que designarémos
por A,y con el nombre de matria reducida de la matriz 4
doble escala D,. '

Esto supuesto, nos proponemos demostrar que :

Las sucesivas determinantes de D,, son ordenadamente
tquales a las sucesivas determinantes de la reducida a,.

Es desde luégo evidente: 1., que al agregar & una linea
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horizontal otras varias multiplicadas por constantes, no se
alteran las delerminantes sucesivas; 2.°, que la multiplica-
cion de todos los elementos de la escala inferior por a,,
equivale & multiplicar cada .determinante por (a,)", de
suerte que tendrémos, la igualdad simbdlica y compleja

D'=ajD,;

3.7, que los elementos nulos que preceden a los elementos
iniciales en todas las horizontales, seran nulos en I como
en D, 4.°, que, por ultimo, si designamos por ¢ un clemen-
to de D', resultado de transformar el elemento b, que cor-
responde alar—+s—p-+1 verticaly 4 la » — p—+1 hori-
zontal " contando desde la dltima inferior, tendrémos ue ¢
serd igual & b, >< ay; mds los elementos b, , b,y ..... b, ,
de su vertical multiplicados por a,, a,, a; .....; ménos los
productos de a,, @, i, @;_g «.... a,_,,, asociados de b,, b, i,
b,_g..... por by, b,, by, b;....., es decir,

== bs a1)+ (a’l ba~l = @, bs—“.’. == a; bs—s oy il a’p~1 bs—p .-1)
e (1)0 as e bi as_, == bi a's__-_)‘ == bg, a/,_:;"'f" P20 2Y bp,_| bs-—-}i-H)

6 segunda notacion admitida
C = (a/() bs) "‘l'— (al ba‘—-l) "'*" (ag bs—'l) + """ "‘I— (ll,, 4 a"_p {4)-

Debemos ahora distinguir dos casos: Si el elemento b,
que consideramos y cuya transformada en D" hemos halla-
do pertenece 4 una vertical situada entre A’ B' y A” B”, por
ejemplo:

(*) Siqueremos referir bs & origenes mas seucillos, dirémos que pertenece 4 la r.™ ho-
rizontal & contar de la primera de la escala inferior, y la s—p--1 vertical, 4 contar de A’ B'.
Resulta, en efecto, que al pasar de 1a primera horizontal & la p.* todos los indices de
una vertical , aumentan una unédad por cada puesto que se avanza, es decir,'p—1 unida-

-des, por lo tanto , s—p-+1 se reduce 4 s—p+1-+p—1=s.

Podria resolverse al1 el problema inverso : 4 saber, Sabiendo que bs pertenece & la p.*

horizontal ;a qué vertical corresponde ?
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uH_s_p

a
8

@ -p+-2
“, —
S—p+-1

s—=p 2
b
8
rd-s=—p

existiran todos los elementos superiores 4 b, hasta a,, y el
valor (¢) sera tal como lo hemos expresado; pero si dicho
elemento b, pertenece 4 la parte comprendida entre A B y
A" B, su vertical no serd completa: por ejemplo, tendré-
mos, si b, estd en la vertical p."* & contar de A’ B,
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en cuya vertical faltan todos los elementos desde b, hasta
la primera linea de la escala inferior xa, y todos los aso-
ciados desde xx hasta a,, de suerte que la serie (¢) estara
incompleta, y sélo tendrémos,

c= (@ b,) + (a, b,_,) + (@, b,_,) + -~ (a, b, ,

cantlidad que es idénticamente nula.

De aqui se deduce que todos los elementos ¢ de la ma-
triz 1)’ comprendidos en las » primeras verticales y en las
ultimas » horizontales, son nulos ; pero tambien lo son to-
das las de la escala superior correspondientes 4 las » pri-
meras verticales hasta la diagonal principal, luego la ma-
triz 1Y es de la forma:

o
S

a

De aqui resulta que todas las determinantes sucesivas
del sistema seran ignales 4 a} >< delerminantes sucesivas
de EFGC. Es decir,

IV = gfAs
pero
D'=a;D,,
luego
DI': Af ?
lo que demuestra, segun habiamos indicado, que las suce-.

sivas determinantes de la matriz & doble escala D,, equiva-
len & las de'la reducida a,.
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124. De este modo hemos reducido las determinantes
de la matriz primitiva & otras de grado mitad, lo que ya
es muy importante para el calculo numérico ; pero dun de-
bemos agregar que la reducida a, puede construirse por
un método mucho mas rapido que el que resulla de la
transformacion.

Sea la reducida

C[J cl,l C|,3 DR ﬂ,,q DR cl’"i

............................................

|
Bpz wevse O vonss Cogl

y observemos que el elemento ¢,, es el transformado del
elemento de la matriz D, que pertenecia 4 la p.™ horizon-
tal de la escala inferior, y la q.™ vertical contada desde A’
B,64lar+p" contada desde A B, es decir, al elemento

b,.,-1- En efecto, los elementos de la vertical de la izquier-
da inmediata & la linea de referencia A’ B’, son

AI

{)0

bl

b,

51'—4 bp by veereee bp+q—1
BI

y el de la horizontal p.™ sera b,_,: pero los indices aumen-
tan de unidad en unidad, luego el que ocupe el lugar ¢ 4
contar de A'B’, sera b, ,,, 6 b,,,_,. Tendrémos, pues, se-
gunda ley de formacion,

Cpg = (B0 Byt q—1) (A4 by g8) = (@3 Bpg 3) + oo (@1 b))

para formar el ultimo término (a,_, b, , basta recordar que
en la parte de vertical de que se trata, sélo hay p términos,



— 431 -

y los factores a,, @,, @,..... sera por lo tanto en nimero p,
yel altimo a, ;. Ademas, los subindices de los términos
simbélicos de e, , suman siempre p-+q—1, luego si el
primer factor es a, 4, el segundo sera b,.

Sustituyendo en esta formula por p y ¢ todos los ntime-
pbe 1,8 500 n, obtendrémos todos los elementos de la
matriz a,.

Hemos dicho que el nimero de términos que entran en
el valor general de ¢,, es p, pero este nimero es menor en
los siguientes casos:

I. Observemos que la parte de la matriz D, comprendi-
da entre A’ By A" B” es de esta forma:

Al 1A

|

o oo e P A At e A e ————— — |

" o
y todos los elementos &, cuyos indices sobre una horizontal
son superiores 4 n, son nulos, luego siempre que p+ ¢ —
1 >n varios términos de ¢,, desde (a, b,,,_,) hasta aquel
en que entra b,, seran nulos.

II. Sip=>q, laférmula dec¢,, se podra escribir ponien-
do en evidencia la p — ¢ -+ 1 ultimos términos,

€ =(460 ['p+rl-— ) 1 (a1 blH-'l-') e -+ [:(”q /ﬁp »l) —+ (N'H—i 71,)-2) .....
(a'p—f). bq—‘—l) =+ (((l'-i I"I‘H\']

pero toda la cantidad comprendida en el corchete es nula,
luego
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De aqui podemos deducir una regla general importante.

Sip > q la férmula termina en a,_, b, :

Si p <<q laférmula general da para ultimo términoa,_,b,;
luego el valor de c,, puede siempre interrumpirse en el tér-
mino en que b lleve el mayor de los dos indices de c,,, con
lo cual se evitan reducciones.

Segun esto, tendrémos en resiimen para ¢, ,

BLP > g erecsoen B - (a, 0 gt

si P < ( e ll]l,r[ == (((O )’qu—l) = ceeinens — ((Lp—'l /)q) (l])

) = errenee = ((1(]_1 ()p) (1)

y para ¢,
S1p > (f seemvene 'fp,q

\11,<(l ........ ) —(”U/‘q+1 1)+....»...+((’) ’ q) (1[1)

=("0bq+p—1)+ ........ +(,( ) ll’) (1/)

Comparando By d); (1) y (IF), se deduce que ¢n todos
los casos
Cpg =0C

v UD 2

Asi los elementos de la malriz A, que estdn simétrica-
mente colocados

n n

'
m n

respecto & mmn, son 1guales y la determinante principal
Ao, €s decir, mm' nn' es simétrica.

125. Suprmnendo en la matriz D, las dos lineas horizon-
tales extremas, se obtiene una matriz del 6rden r—1, y
esto equivale & suprimir en A, la Gltima horizontal inferior.
En general , suprimiendo en

A, la ultima, las dos ltimas, las tres ultimas, etc., hori~
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zontales, se obtienen las matrices 4, ;5 8,55 4,5 .....
De aqui se deduce que para tener el sistema completode
reducidas de las matrices 4 dos escalas de todos los drdenes
desde el 1.° al n.™, basta construir la reducida de la matriz
de doble escala del érden n, que es el mas elevado; es de-
cir, A, , reducida de la matriz cuadrada D,, y que sera cua-
drada tambien; y tomando la primera, las dos primeras,
(res primeras lineas, etc., de 4, se tendran A, &, Bg;iwiees
reducidas de D,, Dy, D;.....

Que la matriz del érden z es la mas elevada, puede de-
mostrarse facilmente, observando que en las matrices que
consideramos el niimero de horizontales, ha de ser inferior
6 & lo mas, iguales al de verticales; luego,

2r<r—+mn dedonde r=<mn.

En el caso limite » = n, el nimero de horizontales es 2n,
y este mismo es el de verticales, la matriz es, por lo tanto,
cuadrada.

126. Puesto que la matriz 4, es cuadrada, y ademas
(N. 124) simétrica, bastara construir el sistema triangular
siguiente:

A

€1 Ol wone Cigi | iy Cigua wons Cigan  Cig

0‘2,2 2,808 cz,p —1 ‘ci,p 02,p+1 LR c*l,n—i c'l,n

(3p—l,p—1 cp—i,p cp—i,p—H S8 cp—l,n—i cp—i,n

Copp  Cpp+ ceee o1 Cpn

0p+1,p+1 LKL cp—f—i,n—i cp—H,n
rn—i,n—i cn—l,n
| cn,n

i3
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en el que A B es un eje de simetria, y todos los elementos
no escritos son iguales & lasimétrica de la escala triangular.

Basta, pues, construir dicha escala.

En los elementos escritos debe notarse, que respecto 4
cada horizontal, — y lo que digamos de una se dice de to-
das, — en el primer elemento, los dos tndices son iguales,
y quedando invariable el primero, crece el segundo; por
ejemplo :

o Copin Cogpien vowss/ Coans
luego por regla general, nunca el segundo indice de la mi-
tad ABC de la matriz, es superior al primero.

Asi, cuando ¢, , representa un elemento de la parte ABC,
siempre

q => 6 al ménos =

por lo tanto,
Cpg =0 bprg—1) + (@) by y_o) + (Bpsg—3)- s (Qy_g by y)+(@,_, D)

La expresion de ¢,_, , ., serd

Cotigrt == (Wp Bygis)  cone (B4 Oyva) s
por lo lanle,
Cpg =Cptg+1 + (@4 b,).
Dando en esta formula 4 ¢ los valores

g=peie=p+1c..=p+2.....0,

obtendrémos todos los elementos de la p.™ horizontal,

Crp = Cotprat (@pq b, )
cp,p+1 i c[?-i,]!+2 s (a'p—I bp+1)
0,),1r+e == U), —4,p -3 == (ap—i b]ﬁﬁ—?)

................................................

cp,n—l — cp-—1.n U (ap——i bn—“
0,,’,‘ — 0 =l (a,,_, l),, )
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Observarémos respecto 4 los valores precedentes :

1.° Que en la dltima ecuacion, el elemento ¢,_,,,, no
existe, y por esta razon escribimos cero. Ademas, 4 este
resultado puede llegarse directamente observando que en

CP." T (aO bp+n—1) =t (a(' -Hl——‘)) T eeees ap—i bn)

todos los términos ménos el iltimo deben suprimirse segun
la primera regla del (ntim. 124).

2.° Los primeros términos de los segundos miembros,
son los elementos de la horizontal (p —1); de manera que
por las férmulas obtenidas, se expresan los elementos de
una horizontal en funcion de los correspondientes de la
superior, 4 comenzar por el tercero. En efecto dichas ho-
rizontales se hallan en esta posicion :

L]
Op it Cotip Oh g i Do g soseronsqomins Bpsiin

cp,p cp,p +2 cp,n o U0 cp.n-—i cp,u

3.° Que la serie de los ultimos términos son las matrices
sucesivas de la matriz bilineal

o Oy Qg ovvos By Gy Gy vovee By @,
B Bty wesns B s B Brcevisss 22 g B

formada con las series generatrices de las dos escalas, 4
contar de la p.™ vertical ; 4 saber,

Q4 a, Ay Ay 4| 5 (A ap+‘2' N [ LA
bp—‘l bp b;:—l bﬂ-M b}'—l bl'+2| bl’—' b"
0 bien
st BB s sy B oo )

y segun la notacion adoptada,

Ui B s kB B

De aqui resulta que los sucesivos elementos de la p.™ ho-
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rizontal , son iquales d los de la p — 1, a comenzar por el
tercero , aumentados respectivamente de las sucesivas deter-
minantes de la matriz bilineal que se forma con las series
generatrices de ambas escalas, da contar de la p.™

Vemos, segun lo expuesto, que las diversas horizontales
de un sistema triangular se deducen facilmente unas de
olras, y que basta hallar la primera para obtener las res-
tantes; pero los elementos

c|’1 01,‘2 01,3 sevesn Ol,p (/'|,p+| seras 01,,‘_1 Cl,,,
se determinan facilmente. Por ejemplo, ¢,,

C,p = (@ by 1) = (o bp)
luego
Cia=(ayb,); cio=(ay by); ;3= (@ b3) ..... ¢, ,= (ay b,)

que son las determinantes sucesivas de lamatriz bilineal de
las series generatrices.
Ejemplos. I. Sea la matriz cuadrada de tercer orden

bedoo
abedo
oabed
0L nv X
tnovaxo
novaroo

~ © © © ©

La matriz bilineal de las series generatrices, es

abcd
tn v

de donde se deduce la primera horizontal de la matriz re-
ducida

an—bt; av—ct; ax—dt  (primera horizontal).

Para obtener la segunda horizontal de la escala triangu-
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lar, formarémos las matrices cuadradas sucesivas de la bi-
lineal precedente contando desde la segunda

bv—cu; bx—du,
y agregandolas en este dérden

an —bt av—ct ax — dt
bv —en bx —da

tendrémos la segunda horizontal

ax—dt bx — du
+bv — cu (segunda horizontal).

Por 1ultimo, formando las matrices sucesivas de la bili-
neal, a contar de la tercera, tendrémos

cx—dv,

y sumando 4 la segunda horizontal en este 6rden, 4 contar
del tercer elemento ,

av—dt bx—dx
—+bv — cv
cxe — dv

tendrémos
cx — dv " (tercera horizontal).
Resulta, pues, la matriz triangular
au—bt av—ct aw—dt,

; ax— dt

bx—du ’

—+ bv — cu

i cx—dv

y la matriz-completa
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an = bt' ‘av—ct 'ax-—dt

ax— di |
 be—du
bv— cu s

av —ct

ax—dt -brx—du cax—dv

Tendrémos, pues,

abedoo|l=|lau—b av—ct ax—dt
oabedo i

ax—
0coabcd av — ¢t ! bax— du
00 tlumvx bv—cuS
GBI BYER0 ax—dt bxr—du vxr—dv
L uvwoo |

Como ambas matrices son cuadradas, el sistema en ge-
neral se reduce & una sola, y la igualdad anterior puede
entenderse que significa igualdad de dos determinantes.

II. Sea la matriz de segundo orden

abedo
oabed
otnve
ltnvwo

que procede de la anterior suprimiendo las horizontales
extremas, ltendrémos, suprimiendo la altima horizontal
de la matriz reducida de tercer drden

abedo =Itm-—bt av —ct ax—dt
oabed av —ct ax—di

| bx—dn
otnov | —+bv —cn
I n VX0

IlI. Sea, por ultimo, la matriz de primer 6rden

abcd
Invx
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tendrémos, suprimiendo la altima horizontal de la redu-
cida
la b e d =|an—bt av—ct ax—dt,
It n v a:‘

resultado evidente.

2.0 . CAsh,

Transformacion de las matrices de dobles escalas de
grados desicuales. ’

127. Este segundo caso puede reducirse inmediata-
mente al primero.
Designemos por D, una matriz de dos escalas ce los gra-
dos ry =, cuyas series generatrices son
Q. By, Qgronvos By g i v Wi (ay)
By el Sl b, b.)
Facil es igualar las dos escalas: agreguemos -« horizon-
tales 4 la superior, y designando por D] . la nueva matriz,
tendrémos,

I“rs

D...=aD, (1)

la nueva matriz D). serd de esta forma.

A B
S
Dl 1 :
e | O
Y7
PO
H F i ; a

De AB é\DO hay r +-« horizontales: de HG 4 DC otras
: ' 26
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r—+:; pero en el espacio HDEF no hay elementos, de
suerte que la escala inferior es incompleta, pero puede
completarse agregando los elementos

by by Bg vonss Bics

4 cada horizontal ; siempre miremos & dichos elementos
como nulos; la matriz D, serd, pues, de esta forma:

A R PIT LRI Wy O covve ‘
O iy sswonvemrpmasssises oo wisdmipaspasess By vovs O |
................................. l
........................... |
0 © as il isusnpisssessvenss srermenpiassrsnsrssiats a,|
g SRR R T bm\
.............................................................. '
0By Al Gttt D ey @
Dy, Soions . s weutaseans et Do ks 0 |

La nueva matriz D, puede ser considerada como una
matriz de dos escalas de grados iguales y completa, relati-
va 4 las dos series (a,) y (b,), por lo tanto podrémos apli-
carle la transformacion del nimero 123, salvo anular en la
ltima férmula los elementos by by «.... bo_y.

Representando por 4, la reducida de las »—- hori-
zontales que se obtienen en esta hipotesis, tendrémos la
igualdad maltiple :

D:‘ & S AI“"S b
de la cual resulta, atendiendo & la (1)
D, =a A, (2)

y por lo tanto, las determinantes sucesivas de D, son tqua-
les d las de A, divididos por ;.

Hecha abstraccion de este divisor, es claro que no hay
ninguna otra diferencia entre el primero y el segundo caso,
y que dun la matriz cuadrada 4,.. 6 A,, reducida de la D,
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es una reducida cuadrada y simélrica que se construye por
la matriz bilineal

lay a, a, ..... oy Wl ey e W

0 0 0ol B0 s b

y de la cual se deducen las demas reducidas suprimiendo
horizontales.

1.° D,,.serd una matriz cuadrada cuando el numero « de
horizontales y verticales que se agregan sea {al que

m+r+e=2r—+-:,
es decir, cuando
:=m —1r Obiencuando r=m—-:.

En las reducidas A, .= A, que seran cuadradas, debe-
rémos hacer iguales & cero las cantidades

Dy By B widis e

2.° Suprimiendo las horizontales extremas de D, que
vale tanto como suprimir la ultima horizontal de-s, ., ob-
tendrémos la reducida 4,,., de D,_,. En efecto, para con-
vertir la matriz de grado r — 1 de dos escalas desiguales en
otra I);,._, de escalas iguales, es preciso agregar < hori-
zontales y ofras tantas verticales, con lo cual se convierte
en una matriz de escalas iguales, y en la que cada escala
tiene r — 1+ <, es decir, tantas como quedan suprimien-
do las dos horizontales extremas.

En las determinantes definitivas hay que igualar a cero

Do 2Bp by o2 YU

Lo mismo diriamos para las matrices de los grados r—2,
P=B
En restmen,
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Reducidas de las malrices & doble escala de los grados
1,2, 3..... r =malrices 8,4, A3 eeee Apys» €8 decir, ma-
trices formadas con las < + 1 horizontales de la matriz cua-
drada general, 6 con las :+-2, «+3, y en general con
las «—+7.

128. De la ecuacion (2) se deduce, que las sucesivas de-
terminantes de la reducida A, ,, son exactamente divisi-
bles por @:. Veamos ahora ¢cémo podemos desembarazar-
nos de este factor.

Basta para ello no aplicar la (ransformacion del nimero
125 mas que 4 las » horizontales inferiores de lamatriz D, ,.

En efecto, de este modo, en vez de multiplicar la malriz
por a* ", sdlo se multiplica por a’, luego el resultado 4, ,
serd igual 4 A, , dividido por a®, es decir, que serd igual &
D,; tendrémos, pues,

D, =D,

Ademas, el resto de la transformacion es posible, por-
que si bien s6lo se anuldran las » primeras verticales en
virtud de dicha transformacion y no las « siguientes, éstas
tienen sus elementos nulos & partir de la diagonal, puesto
que estos elementos son los términos de la serie

bo Oy Dy vivea by,

que son todos iguales 4 cero.

Eslo equivale 4 cambiar en las : primeras horizontales
de 4,..en una escalainversa (b,), puesto que dichas hori-
zontales no cambian de valor en toda la transformacion, y
el elemento primero de la <™ horizontal pasa 4 la primera
vertical. ~

129. Fiemrros. I. Sea la matriz 4 dos escalas desigua-
les y de segundo 6rden, en la que : vale 5
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'abcdefo
oabedef
00001 u0D
000(u?vY O
oo0otuvoo
0
t

tuwvooo
F WV 000 O

|
|
|
1

Formemos la matriz bilineal

abedef
oo0oo0tuv

La primera linea del sistema triangular sera
0 o al au
y de ella se deduce (nim. )

i’o 0 at au av
| at  au-+bt  av+bu by

j av-+bu—+ct  bv+cu cv |
| cv+du—et dv—ft

ev—uf

Completando esta matriz por el principio de simetria:

0 0 at au av {
o at au—+bt av—+bu by ;
at av—+bt av-+-bu-ct bv—cu cv i
!‘au_ av—+bu bv-cu’ cu—+du— et dv—'ft'I
!av bv cu dv—ft . ev—fu]

~

La determinante de esta matriz dividida por «°, ser4
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equivalente & la de la propuesta; basta para ello sustituir 4
las tres primeras horizontales esla escala,

[ uov
I uwv-o
it uvoo
y tendrémos por ltimo :
0o o t u 5
o u v 0 <
[ u v 0 0
aw av-+bu bv-+cu cv+du—et dv—{t
’ |
av by ) dv—ft cv—fu |

II. Sea la matriz de primer 6rden correspondiente &

¢ =9
abcecdef

!
0 00,1 up

00turvo
otuvoo
tuwvooo
Basta para obtener la reducida correspondiente, supri-

mir en la del ejemplo anterior la Gltima horizontal, y halla-
rémos de este modo

0 0 t u v !
0o i (2 v 0 |
‘ I u v 0 0 }
au av+-bu bv—+cu cv-+du—et dv—ft |
av bv cv dv—ft cv—fu |

Las dos determinantes sucesivas que de aqui se deducen
son equivalentes 4 las dos que se derivan de la propuesta.

FIN,
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