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ADVERTENCIA. 

Esta Memoria es un arreglo, y casi pudiera decir 
que la traducción libre de la parte elemental de la 
excelente obra del profesor Trudi. No conozco libro 
mejor escrito que el del profesor italiano: claridad, 
método, exactitud, todo lo reúne, y lo más á que 
puedo aspirar es á que en mi trabajo se refleje algo 
de las brillantes cualidades del original. 
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TEORIA DE LAS DETERMINANTES. 

S i -

Invers iones en las permutaciones. 

1. Imaginemos una serie de elementos literales ó numé-
ricos en los que exista un orden natural de sucesión, ó á los 
que, para las combinaciones subsiguientes, demos á voluntad 
un número de orden. 

Por ejemplo, las letras a, b, c, d ; los números 4, 2, 
5, 4, 5 ; la série de letras no sucesivas a, d, f , g,r ; 
ó la numérica 2, 4, 5, 8, 10 ; en las cuales existe el or-
den natural alfabético ó numérico: ó bien esta otra série 
biy a2, d5, lit e5 en la cual á las letras b, a, d, l, e 
les damos número de orden por los subíndices 1, 3, 4, 5. . . 

Agrupemos estos varios elementos en un cierto orden, ya 
solo para formar lo que en Algebra se llama una permutación, 
ya constituyendo un producto de factores ordenados, por 
ejemplo, a, b, c, d 1, 2, 3, 4 ó a. b. c. d 
1 X 2 X 3 X 4 y tratemos de distinguir unas de otras 
estas diferentes permutaciones ó productos. 

Cuando los elementos se suceden en série directa crecien-
te, según el número de orden que á cada uno corresponde, 
se dice que la permutación formada de este modo es la per-
mutación principal: 



Por ejemplo, los productos 

a b c d e. . . . ó los grupos a, b, c, d, e. . 
1 X 2 X 3 X 4 X 5 4, 3, 4, 5. 

ds U es,. . . dz, U, 
a d f g r. . . . a, d, f , g*r.. 
2 X 4 X 5 X 8 X 1 0 4, 5, 8, 10. 

son permutaciones principales de las series de elementos ci-
tados anteriormente. 

Si, por el contrario, se agrupan los mismos elementos en un 
orden rigorosamente inverso, la permutación que resulta se 
dice que es la permutación inversa. 

Los productos * 
e d c b a. . . . ó los grupos e, d, c, b, a. . 
5 X 4 X 3 X 2 X 1 5, 4 , 3 , 2 , 1. . 
e5 lA d¿ a2 • • h* d5, a2, bx. 
r g f d a. . . . r, g, f\ d, a. . 
1 0 X 8 X 5 X 4 X 2 10, 8, 5, 4, 2. 

son las permutaciones inversas de las mismas series. 
Entre todas las permutaciones, a b c d b a c d 

c ab d de varios elementos, a b c d , ú otras análo-
gas, conviene mucho fijar la atención en las dos permu-
taciones principal é inversa que acabamos de definir, porque 
á ellas, como á su origen, punto de partida ó base, se re-
fieren todas las demás por leyes en extremo sencillas del aná-
lisis combinatorio. 

2. Se dice que dos elementos, sean ó no contiguos, de 
una permutación cualquiera, forman inversión cuando no si-
guen el orden directo: así, para fijar las ideas, en la permu-
tación eh d g b, de los elementos b, d, e, g, h: e y d for-
man una inversión, porque en el orden alfabético la d precede 
á la e, y en la permutación e li d g b sucede precisamente 
lo contrario: en esta misma permutación d y g no forman in-
versión; e y &la forman, y así sucesivamente. 



Como en cada permutación podemos tomar dos á dos todas 
las letras que contiene para reconocer si forman ó 110 in-
versión, pero el número de estas combinaciones binarias es 
limitado, resulta que cada permutación tiene un número 
fijo y perfectamente determinado de inversiones, número 
que difiere y caracteriza en el análisis combinatorio la clase 
del término ó permutación á que corresponde. 

Fácilmente podemos hallar las inversiones totales del grupo 
ya citado e h d g b, ó de olro cualquiera : bastará para ello 
comparar cada letra con todas las que le siguen y sumar las 
diferentes inversiones que resultan. 

Diremos: e y h no forman inversión. . » 
e y d. . forman inversión. . 1 
e y g no forman inversión. . » 
e y b. . forman inversión. . 1 

A e corresponden pues 2 inversiones. . L2 
h y d forman una inversión. . . . 1 
h y g otra 1 
h y b otra más 1 

A h corresponden pues 3 3 
d y g no forman inversión » 
d y b. . forman una. . . . . . 4 

A d corresponden pues 1 1 
Finalmente, g y b forman una inver-

sión • 1 . . . . . . 1 

Total del grupo e h d g b 7 

De aquí se deduce: 
1.° Que en toda permutación principal no hay inver-

siones, puesto que todas las letras están en el orden natural. 



2.° Que en la permutación inversa de n elementos el nú-

mero total de inversiones es — n (n — 1). 
2 J • 

En efecto, el primer elemento forma inversión con todos 
los que le siguen, que son en número (n — 1), pues tiene me-
nor número de orden que todos ellos; luego á dicho elemento 
corresponden (n — 1) inversiones: el segundo elemen-
to forma asimismo inversión con los [n — 2) que le siguen; 
tenemos, pues, (n — 2) inversiones más: al tercero corres-
ponden (n — 5 ) , y así sucesivamente hasta el penúltimo, 
que forma una inversión con el elemento final. 

Tendremos en resúmen para el número total de inversiones 
de la permutación inversa 

n (» — 1) (n — i) -+- ( n — 2) -+- (n — 3) -+• . . . 2 + 1 = i 
2 

según habíamos indicado. 
4 X 3 * 

Por e j e m p l o — d e b a presenta = 6 inversiones 
2 

como es fácil comprobar. 
5.° Todas las permutaciones de n elementos pueden di-

vidirse en dos grupos ó categorías respecto al número de in-
versiones , á saber: permutaciones en las que el número de 
inversiones es par, y permutaciones en que dicho número es 
impar. 

3. Dada una serie literal ó numérica de elementos, por 
ejemplo, la alfabética a, b, c, tí.:, ó la numérica 1, 2, 3, 4. . . , 
podemos escoger varios elementos de la una ó de la otra para 
formar con ellos diversas permutaciones: sean estos elementos 
b, d, e, g, h en la primera, ó 2, 4, 5, 7, 8 en la segunda. Si les 
conservamos el orden natural primitivo, la permutación prin-
cipal será evidentemente H e g í / í , ó 2 X 4 X 5 X 7 X 8 
formando productos, ó más en general b, d, e, g, h, y 2, 4 ,5 , 7, 8 
si solo atendemos al orden (1) . 

(1) En el análisis combinatorio solo se atiende al orden prescindiendo del valor 
numérico, y por lo tanto prescindiremos en adelante de si los elementos que se con-



Ahora bien, á cada letra de las que constituyen el grupo 
b, d, e, g, h corresponden evidentemente dos números de 
orden: el primero por el lugar que ocupa en la serie alfabé-
tica, por ejemplo; á b, el 2 ; á d, el 4; á e, el 5 ; á g, el 7 
y á h el 8 ; el segundo por el lugar que ocupa en la permu-
tación principal b d e g h; á b, el 1; á d, el 2; á e, el 5; á 
g, el 4 y á h el 5. 

En resumen 

á b corresponden dos números de orden. . 2 6 1 

Pero como al comparar cada dos de las letras del grupo 
que consideramos, para conocer si están en orden natural ó 
inverso, tanto dá considerar unos ú otros números, puesto 
que la d y la g, por ejemplo, no forman permutación, ya se 
atienda á sus números de orden naturales 2 y 4, ya á los que 
tienen en la permutación principal, á saber, 4 y 7 ; y á la 
inversa g y d forman una permutación que aparece lo mismo 
en los números 4, 2 que en los 7, 4 , lo cual puede repetir-
se para todas las demás letras de dicho grupo, resulta final-
mente que el número de inversiones es el mismo, ya se atien-
da al número de orden de cada letra en la permutación prin-
cipal, ya al orden natural de sucesión (1). 

sideran están agrupados formando un producto, una suma ü otra función cualquiera, 
para lener en cuenta únicamente el orden de dicha agrupación. 

Notaremos, sin embargo, que por lo general en la teoría de las determinantes los 
elementos se multiplican entre sí y cada permutación es un producto ; pero los teo-
remas de este primer párrafo son completamente generales. 

(i) Obsérvese que este orden natural de sucesión depende por completo de nues-
tra voluntad y es por lo tanto el que nosotros fijemos de antemano, aunque para sim-
plificar y evitar confusiones sea generalmente el orden alfabético, si se trata de le-
tras, ó el numérico si se trata de números. 

á d 
á e. 
á g. 
á h 

. 4 ó 2 

. 5 ó o 

. 7 ó 4 

. 8 ó 5 



Análogamente veríamos que en las permutaciones formadas 
con los números 2, 4, 5 , 7, 8 pueden sustituirse, si sólo se 
trata del número de inversiones, á dichos números los natu-
rales 1, 3, 4, 5 que expresan su lugar en la permutación 
principal: es decir al 2 el 1 

al 4 el 2 
al 5 el 3 
al 7 el 4 

y al 8 el 5r 
4. Representemos por P una permutación principal de 

un número cualquiera de elementos, y por A la permutación 
que se deriva de aquella, quitando m elementos de dicha com-
binación principal, y colocándolos en orden directo delante 
del grupo que forman los elementos restantes. 

Por ejemplo, si P representa la permutación principal 
a b c d e f g l i j k , y si de esta permutación tomamos cinco 
elementos (en cuyo caso m=5), c e f h j, y los colocamos 
en orden directo delante del grupo restante a b d g k, habre-
mos formado la permutación c e f h j a b d g k que es la 
que designamos en general por A. 

Los m elementos de la permutación P que cambian de lu-
gar estarán definidos por sus números de orden en dicha per-
mutación , números de orden que representaremos en general 
por rít /a, rz rt rm; pues como no sabemos cuáles se-
rán en cada caso, es preciso dejarlos indeterminados, emplean-
do á este fin la letra indeterminada r , si bien para indicar la 
sucesión creciente acudimos á los sub-índices 4, 2, 3. . . i... mi 
es decir, que rí9 r2 , r3 r{ rm son números crecientes 
de la serie natural 1, 3, 4 m. 

Cuando así no sea los índices ó sub-índices indicarán claramente el orden esta-
blecido. 

Nótese además que no siempre y en toda clase de problemas pueden sustituirse 
unos números de orden á los otros: hay fórmulas en las que deben entrar precisa-
mente los números de orden de los elementos en la permutación principal j es decir, 
refiriéndonos al ejemplo anterior, los 1, 2, 3, 4 y 5. 



En el ejemplo anterior se tiene r, = 3 ; r2 = $; == 6; 
rA = 8 ; r5 — 9, puesto que los elementos c, e, /*, /¿, j que 
se anteponen á los restantes ocupan los lugares que indican 
dichos números 3, 5, 6, 8 y 9. 

Comprendido esto, tratemos de determinar el número E de 
inversiones de la permutación A. 

Puesto que no hay inversiones en la presentación P, para 
determinar las de A, basta ver cuántas resultan ó aparecen 
por el cambio de cada elemento que varía de posicion al pasar 
de P á A, y sumar todas ellas. 

Fijémonos en el elemento que ocupa el lugar r¿ en P; lo que 
digamos de este podríamos repetirlo para otro cualquiera. 
• Dicho elemento pasa en A al lugar i; queda siempre delante 

de los elementos que le seguían en P , de suerte que con ellos 
no forma inversión; no se antepono á ninguno de los m elemen-
tos que varían con él, y solo avanza respecto á los elementos 
de P que estaban delante y no han variado : por lo tanto, solo 
con estos podrá ofrecer inversiones. 

Ahora bien, en P teníamos delante del elemento que ocu-
paba el lugar r{J r¿ — 1 elementos, de los cuales i— 1 han va-
riado al mismo tiempo que el que consideramos, luego este 
elemento tan solo avanza sobre (r{ — 1) — (i — 1) elementos y 
dá origen por consiguiente á r{ — i inversiones. 

Tendremos pues rx — 1 inversiones procedentes del ele-
mento que ocupa el lugar r, 

y r* — 2 
r3 — 3 
r4 — 4 

r¿ — i 

rm—m para los restantes 

ó en total E = r , -4-r . -+-r 3 + r . -f r - ( i + 2 + 3 + , . , » + , . . . m) = 
t m 

1 r, -h r, + r3 -}- rm — — m (m -H 1). 

% 



En el ejemplo anterior el elemento c ocupaba el tercer lu-
gar en la permutación principal abcdefghjk, y se ante-
pone á los dos a, b, dando lugar á 2 inversiones: el e se ante-
pone á los a , b, d , puesto que el c cambia con él y no debe 
contarse, luego dá origen á cuatro menos una inversión ó 
sean 5 inversiones, y análogamente veríamos que f , h y j dan 
origen á 3, 4 y 4 inversiones ó en total á 2 + 3 + 5 + 4 + 4 = 16. 

Sustituyendo en la fórmula 

r i = 5 ; r2 = 5; r3 = G; rí = 8; r5 = 9 ; ra = 5 

tendremos 3 + 5 + 6 + 8 + 9 — - 5 (5 + 1 ) = 16 que es el mis-

mo número que habíamos obtenido directamente. 
5. Sea A una permutación cualquiera de n elementos y 

supongámosla dividida en dos grupos B, y C; el primero for-
mado con los ra primeros elementos de dicha permutación A, 
y el segundo con las n — ra restantes. 

Es evidente que el número de inversiones de la permuta-
ción A se obtendrá sumando las inversiones del grupo B, que 
representaremos por P, las del grupo C, que designaremos 
por y, y las que forman los elementos de B respecto á los de 
C, puesto que cada dos elementos que comparemos ó perte-
necerán los dos al grupo B ó al C, ó uno al primero y otro al 
segundo. Llamando E á las inversiones de todos los elemen-
tos de B, respecto á los de G y « al número de inversiones de 
A, tendremos pues 

« = P + Y + E. 

Ahora bien, si los elementos de B varían de posicion, pero 
dentro de su propio grupo, y asimismo los de C dentro del 
suyo, p y y variarán, pero E permanecerá constante y el nue-
vo valor de <* será 

a ' = P' + Y' + E. 

Este número constante E solo depende de los números de 



orden de los elementos de B en la permutación principal P, de 
la cual podemos suponer derivada la permutación A. En efec-
to, podemos pasar de la permutación P á la A trayendo en 
P los ra elementos de B al principio del grupo, con lo cual 
obtendremos una permutación A' dividida en dos grupos, que 
contendrán los mismos elementos que B y G, y bastará cam-
biar de lugar los elementos de cada grupo dentro del suyo 
respectivo para trasformar A' en A. 

Sea, por ejemplo, la permutación A — dfajcbehg deri-
vada, por cambios convenientes, de la principal P = abcdef 
ghj, y dividámosla en dos grupos d f aj c el primero, behg 
el segundo, en esta forma df ajc\behg. Para pasar de P á 
A' tomaremos en P los elementos a, c, d, f , j que son los que 
entran en el primer grupo de A, y los trasladaremos al prin-
cipio de la permutación, obteniendo de este modo la permu-
tación A' = a cdfj\b eh g dividida en dos grupos a c d f j y 
behg, que contienen los mismos elementosque los B — dfcaj, 
C =b eh g, aunque dispuestos en diverso orden. Para pasar 
de A' á A basta alternar convenientemente las letras en cada 
dos grupos acdfj, behg. 

Pero esta última operacion no altera el valor de E , luego 
esta cantidad tendrá el mismo valor en A' que en A, y como 
en A' (núm. 4) viene dado por la fórmula 

E = r, + r 2 + ... rm — — m ( m + \ ) 

resulta, por último, que en la espresion a=rp-j-Y + E el va-
lor de E es el que acabamos de escribir representando por 

r2 , r3 , rm los números de orden de los elementos 
que entran en B, tomados dichos números de orden por el la-
gar que ocupan los elementos en cuestión en la permutación 
principal. 

En el ejemplo precedente tendríamos 

r 1 = = l ; = rz = 4 ; n = 9 ; 

y la fórmula general se trasformaria en esta otra 



inversiones de (dfajcbehg) = inversiones de ( d f a j c ) + 

inversiones de ( b e h g ) + 1 + 3 + 4 + 6 + 9 — — 5 (5 + 1). 

G. Según hemos indicado en el núm. 2 Tas diversas per-
mutaciones de n elementos se dividen en dos clases: com-
prende la primera todas aquellas que tienen un número par 
de 

inversiones; y la segunda los que contienen un número 
impar. 

7. Sean k y g dos elementos contiguos de una permuta-
ción cualquiera A: representando por B el grupo que precede 
á /c, y por G el que sigue á g tendremos evidentemente 

A. = BkgC. 

Veamos ahora qué alteración experimentan las inversiones 
de A cambiando de lugar los elementos k y g de suerte que 
se constituya la permutación 

A' = B g k C. 

Las inversiones de todos los elementos de B respecto á 
g% k y G no han variado, puesto que B les precede siem-
pre ; las de k y g con relación á los elementos contenidos 
en G tampoco variarán por la misma razón, ni los de este 
último grupo; luego la única inversión que aumenta ó dis-
minuye es la que resulta del cambio relativo de los elemen-
tos g y k. 

De aquí se deduce que cuando dos elementos contiguos 
cambian recíprocamente de lugar, la permutación gana ó 
pierde UNA INVERSIÓN. 

Consideremos ahora un elemento cualquiera k y suponga-
mos que camina de izquierda á derecha ó de derecha á izquier-
da pasando sobre r elementos consecutivos. 

Diremos para abreviar que un elemento k pasa sobre otro 
contiguo g cuando se invierte su colocacion respectiva, es de-
cir , cuando en vez de k g se escribe g k, ó en vez de g k se 
escribe k g: en el primer caso camina de izquierda á derecha 



pasando sobre g, en el segundo de derecha á izquierda pasan-
do también sobre dicho elemento. 

Según acabamos de decir, por cada elemento sobre el cual 
pase k, la permutación gana ó pierde una inversión, luego 
tendremos: 

1.° Que al pasar sobre un elemento, la permutación A' que 
resulte tendrá una inversión más ó ménos que la A : A y A' se-
rian pues de distinta clase. 

2.° Al pasar sobre el segundo elemento, la permutación 
A" que resulte tendrá una inversión más ó ménos que la an-
terior A' : A' y A" serán por lo tanto de distinta clase, luego 
A y A" pertenecerán á la misma. 

Veremos análogamente, representando por A'", A""... A(r) las 
permutaciones que resultan al pasar el elemento k sobre va-
rios elementos de A, que 

A y A'" son de distinta clase; 
A y A"" de la misma; 

y en general A y A(r) serán de la misma clase ó de clase dis-
tinta según que r sea número par ó impar. 

En resúmen: i 1 

Cuartdo un elemento de una permutación pasa en uno 
ú otro sentido sobre r elementos consecutivos, la nueva 
permutación será de la misma clase ó de clase distinta 
que la primera según que r sea par ó impar. 

8. Guando en una permutación solo interesa tener á la 
vista dos elementos k y g, porque sobre ellos versan las tras-
posiciones que han de efectuarse, se expresa dicha permuta-
ción de esta manera: 

A k B g C: 

representando por A el grupo de elementos que preceden á k, 
por B el de los comprendidos entre k y g f y finalmente porC 
el conjunto de los que siguen á g. 

Así en c b f k l r g b d e , 
A representa el grupo c b f; 



B el 
y G el 

. I r; 
b d e. 

Veamos ahora qué alteración experimentan las inversiones 
del grupo 

cuando se invierte el orden de los elementos k y g en 
esta forma: 

Supongamos que en B hay r elementos: 
Para pasar de la permutación (1) á la (2): 1.° haremos 

pasar á k en la permutación (1) sobre los r elementos de B, 
con lo cual obtendremos la permutación A B k g C; 2.° ha-
remos asimismo pasar á g en la permutación (2) sobre los r 
elementos de B y sobre el elemento k, es decir, sobre r + 1 
elementos, con lo cual obtendremos la misma permutación in-
termedia A B k g G que antes. 

Resulta de aquí que para pasar de las permutaciones (1) y (2) 
á la misma permutación A B k g G ó recíprocamente de esta 
á las (1) y (2) son necesarios r y r + 1 cambios consecuti-
vos; luego si res par, A B k g C y (1) serán déla misma clase, 
A B k g G y (2) de clase distinta por ser r + 1 impar, ó al 
contrario si r es impar. Siempre, pues, A B k g G es de la mis-
ma clase que una de las dos permutaciones (4), (2) y de dis-
tinta clase que la otra, de donde se deduce finalmente que (4) 
y (2) son de diversa clase. De aquí resulta este teorema: 

Dos permutaciones AkBgCyAgBkC que solo di-
fieren por el cambio recíproco de dos elementos k y g per-
tenecen á distinta clase. 

9. Dadas dos permutaciones que pertenezcan al mismo 
sistema de elementos, es claro que puede suponerse deducida 
la una de la otra mediante un cierto número de cambios suce-
sivos de elementos tomados dos á dos, puesto que de este 
modo cada elemento de la primera puede venir al lugar que ocu-

A k B g C • (1) 

A g B k G (2) 



pa en la segunda; pero estas operaciones pueden efectuarse de 
muchas maneras distintas, y según el sistema de cambios que 
se elija, variará evidentemente el número de estos. Sin embar-
go, como cada cambio de dos letras hace cambiar de clase á la 
permutación , puede establecer en general: 

Que dos permutaciones formadas de los mismos ele-
mentos pertenecerán á la misma clase ó cí clases distintas, 
según que sea par ó impar el número de los cambios de ele-
mentos dos á dos que se hayan efectuado ó puedan efec-
tuarse para pasar de una permutación á otra. 

10. Hallemos ahora, entre las i . o. . . n permutaciones 
diversas de n elementos, cuantas pertenecen á cada clase. 

Para ello llegaremos á las permutaciones de n letras proce-
diendo desde las de n — 1, y agregando un nuevo elemento 
á las últimas. 

Supongamos formadas todas las permutaciones de n — 1 
elementos a, b,c,.. k, y sean A y B dos permutaciones de n — 1 
elementos, de clase distinta. 

Consideremos un elemento más, l, último de los n ele-
mentos a, b, c k, l, y agreguémoslo al final de las per-
mutaciones A y B, con lo cual tendremos dos permutaciones 
A{ Bj de n letras y de clase distinta evidentemente, pues el 
número de inversiones será el mismo en A que en Ai y en B 
que en B|. 

Haciendo ahora pasar l sobre cada uno de los elementos de 
A y B caminando siempre de derecha á izquierda y á la par, 
es decir, por un cambio en A otro en B, tendremos: 
por el primer cambio en A, y Bj, dos permutaciones de 

n letras A2 B2 

de distinta clase, pues A, y Bj lo eran y ambas cam-
bian á la vez de clase; 

por el segundo cambio otras dos : . . A3 B3 

de distinta clase también, y así sucesivamente hasta que 
l ocupe el primer lugar en A» Bn. 
De aquí se deduce que las dos permutaciones de n — 1 le-

3 



tras A y B, de clase distinta, han dado origen á tantas per-
mutaciones de n letras de una clase como de otra, pues á A, 
corresponde B„ á A2, B2 y así en general: es decir, que de las 
2 n permutaciones que que resultan, la mitad pertenece á una 
clase y la otra mitad á la clase opuesta. 

Recordemos además (Algebra elemental), que se puede pa-
sar de las permutaciones de n — 4 letras á las de n agregan-
do el nuevo elemento l á todas las permutaciones de n — 4 le-
tras y haciendo pasar á este elemento sobre todos los anteno-
tes, sin que de este modo falte permutación alguna, ni resulte 
ninguna duplicada. 

Esto supuesto, partamos de las dos permutaciones de dos 
elementos 

ab ba 

que son de clase distinta y agreguemos el elemento c: según 
lo demostrado obtendremos tantas permutaciones de una cla-
se como de otra: sean estas, 

M, M2 M3 las de una clase, 
N4 N2 \ las de la opuesta. 

Considerando ahora Mi y N, primero; M2 y N2 despues; 
M3 y N3 finalmente, y agregando otra nueva letra d , cada 
grupo dará tantas permutaciones de cuatro letras de una clase 
como de otra, luego en definitiva habrá tantas permutaciones 
de cuatro elementos de la primera como de la segunda clase. 

Generalizando tendremos que, 
En el sistema completo de permutaciones de n elemen-

tos la mitad pertenece á una clase y la otra mitad á la cla-
se opuesta. 

Este teorema supone, como así es , esceptuando el caso 
n — 4, que el número 4 , 2 , 3 n de permutaciones 
de n elementos es par. 



Consideraciones generales sobre los cuadros 
generadores ó matrices. 

14. Consideremos varias series de elementos conteniendo 
cada séríe el mismo número y correspondiéndose todos los 
primeros, segundos, terceros términos, etc. Esta concepción 
de orden y de correspondencia aparece de un modo claro, y 
salta, por decirlo así, á la vista, escribiendo las diferentes sé-
ríes unas debajo de otras en líneas horizontales, de suerte que 
dichos primeros, segundos, terceros términos, etc. se corres-
pondan en columnas verticales. 

Así se formará un cuadro ó tabla, que se suele encerrar en-
tre dos líneas verticales, y que recibe el nombre de matriz, 
porque de él y de la agrupación de sus elementos se derivan 
y nacen, por decirlo así, importantes resultados del orden 
combinatorio. 

Sean para fijar las ideas, cuatro séries de cinco letras cada 
una: a, b, c, d, e la primera; f , g% h, i, j la segunda; A;, l, 
m, n, p la tercera; y q, r , s, í, u la cuarta: tendremos 

a» b, c, d, e 
f> 0> h> i> j ( { ) 
k, l, m, n, p ^ 
q* r, s, t , u 

Este cuadro ó tabla, ú otro análogo, se designa, según aca-
bamos de indicar, con el nombre de matriz. 

Sus diferentes términos reciben el nombre de elementos 
de la matriz. 



Los que se hallan en una línea horizontal ó vertical se dice 
que forman una línea, y las líneas se distinguen en horizon-
tales y verticales. 

Tanto en unas como en otras, los elementos se determinan 
pornúmeros de orden 4, o. . . que se cuentan para las pri-
meras de izquierda á derecha, para las segundas de arriba 
abajo. 

42. Gomo cada elemento pertenece á la vez á una hori-
zontal y á una vertical, y es, por decirlo así, la intersección 
de ambas líneas, resulta que para individualizar ó fijar cada 
elemento de una matriz, basta indicar el número de orden de 
la horizontal y el de su vertical. 

En general se designa el elemento, que se halla en la r\raa 

horizontal y en la s.ma vertical, reuniendo los dos números de 
orden en el siguiente símbolo: 

(r, s). 

Los números r y s se dice que son los dos índices del ele-
mento : el primero, índice de las horizontales; el segundo 
índice de las verticales, ó más sencillamente primero y se-
gundo índice. 

Así, por ejemplo, en la matriz (4) se tiene 

a = {4,4); b = (4,2); c = (4,3); d=(4,4); e = (i,5) 
f=± (2,4); £/ —(2,2); h=(2,3); t = (2,4); ¿ = (2,5) 

43. Guando más adelante nos ocupemos de productos 
de dos ó más elementos de una matriz, deberá entenderse 
siempre, y es condicion constante, que dichos elementos 
pertenecen á horizontales y verticales distintas; es decir, 
que no pueden entrar en el producto dos ó más elementos de 
una misma línea. 

Así en la matriz (4) agpe s un producto aceptable, porque 
de las dos líneas que pasan por a , de las que pasan g, y de 
las que se corlan en p, no entra en el producto a gp mas que 



un elemento por cada grupo de dos líneas de distinto nombre. 
Por el contrario, a g h ra e es un producto inaceptable y 

que nunca consideraremos en esta teoría, porque a y e perte-
necen á la misma horizontal, h y ra á la misma vertical. 

De aquí resulta que si en un producto sustituimos á cada 
elemento de la matriz su expresión simbólica (núm. 12), tan-
to los primeros como los segundos índices deberán ser distin-
tos; porque en efecto, si en la série de los primeros índices, 
por ejemplo, hubiera dos números iguales, como dichos índi-
ces expresan el número de orden de la horizontal á que perte-
nece el elemento que representan, ambos elementos pertene-
cerían á la misma horizontal, lo que es contra la definición dada 
precedentemente. 

Así, representando varios elementos por (rit s{), (r2, s2), 
(r3, s3), (*V s,) (rm, *»)» c n el producto 

(r l f (rs, s2) (r3, s3) ( n , SA) (rm, sm) (2) 

los números r i y r2 , r5 n„, que son índices de líneas 
horizontales, serán todos distintos, como también s¡, s2, s3, 
Si Sm. 

Tanto una como otra série, son términos de la série numé-
rica 1, 2, 3, 4. . . . . 

Por ejemplo, en el producto 

a g s n, ó (1,1) (2,2) (4,3) (5,4) [¡Matriz (1)] 

la série , r2 . . s m es 1, 2, 4, 5, 
y la Si, s2 . . .ím 1, 2, 5, 4, 
números comprendidos en la serie natural 1, 2, 5 y 
distintos entre sí. 

Al conjunto de los primeros índices r2, r3 rm, ó 
de los segundos s„ s2, s3 sm, tomados en el producto 

( n , Si) (r2, s,) (r3, s3) (n,. Sm) 

según el orden en que están escritos, se les designa cn general 



con el nombre de permutaciones del producto : llamando en 
particular 
á la del grupo r „ r2. . . rm permutación de las horizontales, 
y á la del s„ s2 sm permutación de las verticales. 

Como una y otra permutación presentarán cierto número de 
inversiones, se dice que las correspondientes al primer grupo 
son inversiones de las horizontales, y las del segundo inver-
siones de las verticales, designando en general unas ú otras 
con el nombre de inversiones del producto. 

De este modo el producto en cuestión está sujeto á la vez 
á dos leyes de orden ó sucesión, según se considera en él, el 
orden de las horizontales ó de las verticales á que pertenecen 
sus elementos. Y el conjunto de ambas leyes y su combinación 
caracterizan, por decirlo así, cada producto. 

Observemos ahora que si permutamos de cualquier modo 
que sea los elementos del producto, trasformándole, por ejem-
plo, en este otro 

O2, $2) (r8f s5) (rf. *„) (>5, s5>) (r4, sA). . . (rm sm) (rm_, sm_,) (3) 

se habrán alterado las séries de las r y de las s presentando 
por ejemplo estas nuevas permutaciones 

r2- ru r5, rA rm rm_x; y s2, s3, s, s5, s¿ sm sm_{ 

cuyas inversiones serán distintas de las que correspondían á 
las primitivas permutaciones 

2̂> 3̂ Si» 2̂» $3 Sm-

Pero como se puede siempre pasar del producto (2) al (3) 
por cambios sucesivos y binarios de los elementos; como por 
otra parte al permutar, por ejemplo, dos elementos (r3, s3), 
(r5, s5), á la vez se permutan los índices r3, r5, y los s5, s5 que 
van invariablemente unidos á los primeros; es decir, que si á la 
primera disposición (r3, s3) (r5, s5) sustituimos la (r5, s5) (r3, s3) 
á la vez hemos alternado los primeros y los segundos índices; 
como además cada cambio binario de elementos, y por lo tanto 



de índices, hace cambiar de clase á la permutación de estos, re-
sulta finalmente, que si las permutaciones ru 1\, rz rm; 

So, s5 sm pertenecían á la misma clase, ó lo que es 
igual, si presentaban las dos un número par ó un número impar 
de inversiones, á la vez cambiarán de clase y siempre por lo 
tanto pertenecerán á la misma; ó que si, por el contrario, di-
chas permutaciones eran de distinta clase, al cambiar, ambas 
continuarán perteneciendo á distinta clase también. De aquí se 
deduce el siguiente teorema : 

Si se multiplican entre si muchos elementos de una ma-
triz tomados en horizontales y verticales distintas, sea cual 
fuere el orden de los factores, las dos permutaciones del pro -
ducto serán siempre, es decir, para todas las ¡permutacio-
nes de los elementos de dicho producto, de la misma clase ó 
de clase distinta. 

Si ambas son de la misma clase sus inversiones serán las dos 
pares ó las dos impares y su suma será siempre par. 

Si son de clase distinta, una será par, la otra impar y la su-
ma impar también. 

De aquí se deduce que el final del teorema anterior puede 
enunciarse de este otro modo: 

El número que expresa la suma de las inversiones de 
las dos permutaciones del producto será siempre par ó siem-
pre impar. 

14. El producto de diferentes términos de una matriz se 
dice que es un producto algebráico cuando se le afecta del 
signo -4- ó del signo —; y se emplea uno ú otro signo según 
que las dos permutaciones del producto son de la misma clase 
ó de clase distinta; ó de otro modo según que el número total 
de inversiones del producto es par ó impar. 

Por ejemplo, el producto p s b derivado de la matriz (1) de-
be llevar el signo ménos cuando se considere como algebráico. 

En efecto, sustituyendo á p, s, b sus expresiones simbóli-
cas tendremos 

p s b = (3, 5) (4, 3) (1,2); 



poro en la serie 3, 4, 1 de los primeros índices hay dos inver-
siones, 
y en la 5, 3, 2 de los segundos hay tres*, luego las permu-
taciones 3, 4, 1 y 5, 3, 2 son de distinta clase, de donde se 
deduce según lo convenido que psb debe llevar el signo ménos. 

Por el contrario, al producto p h q d corresponde el signo 
más, porque escrito bajo la forma 

phqd = (5, 5) (2, 3) (4, 1) (1, 4) 

en la série 3, 4, 1 hay cuatro inversiones y otras cuatro en 
la 5, 3, 1, 4 de los segundos índices. 

Escribiremos pues, — psb y -*- p h q d. 

Por lo demás siempre corresponderá el signo + ó — á to-
das las permutaciones de cada producto, porque en todas 
ellas (núm. 13) la suma de las inversiones de ambas series de 
índices es constantemente par ó impar. 

Así cuando tratemos de dar signo á un producto formado 
de elementos conteniendo dos índices ó números de orden, 
sea cual fuere la permutación que estos elementos formen, el 
signo siempre será el mismo, y estará dado por la expresión 
(— 4)*, ó (— 1)*', ó (— 1)*". . . . . siendo las su-
mas de las inversiones de los primeros y segundos índices 
en cada caso. 

Todas las expresiones (— 1)* (— 1)*' (— 1)'*". . . . ten-
drán en efecto el mismo signo, puesto que todos los exponen-
tes serán pares ó impares. 

Siempre puede hacerse depender dicho signo de una sola 
de las séries de índices, permutando los elementos del produc-
to de suerte que una ú otra série de índices se presente en 
orden natural: disponiendo, pues, los elementos del produc-
to en el orden de las horizontales, la permutación de los pri-
meros índices será una permutación principal; disponiéndolos 
en el orden de las verticales, lo será la permutación de los 
segundos índices. 



Los productos precedentes pueden, por ejemplo, escribirse 
bajo una de estas dos formas: 

(1,2) (5,5) (4,5) ; (1,4) (2,5) (5,5) (4,1); 
(1,2) (4,5) (5,5) ; (4,1) (2,5) (1,4) (5,5). 

En general llamando s al número total de las inversiones 
de un producto correspondiente á varios elementos de una 
matriz, el signo que le corresponde será el que resulte de la 
potencia ( — l ) x , puesto que dará + 1 ó — 1 según que * sea 
par ó impar, y es evidente que siempre puede sumarse ó 
restarse á * un número par sin que dicho signo cambie. 

15. La determinación del signo de cada producto se pue-
de simplificar adoptando notaciones oportunas: por ejemplo, 
las dos siguientes: 

a{ ¿1 Ci 4 . . . U aiti a 1,2 • • ^ 1»n 
a 2 h C% d2 . . . k $2>2 »3 • • a-2>n 
a5 h Co • h íl5.2 ÍÍ3 > 4 • ' . Cl-,n 

«m K Cm dm • . I'm ^m» 1 Clm >2 ̂ m »3 • • Mm > n 

En la forma (4) el símbolo de cada elemento indica por su 
sub-índice la horizontal á que pertenece, y por el número de 
orden de la letra la vertical en que se halla. De aquí resulta 
que en un producto de elementos de dicha matriz la permu-
tación de las horizontales aparece desde luego por los sub-
índices, y para hallar la de las verticales debe cambiarse cada 
letra por su número de orden natural; pero como el estudio 
de las permutaciones solo interesa para determinar las inver-
siones, es inútil la sustitución de los números de orden á las 
letras y basta contar directamente las de estas últimas. 

Por ejemplo: bz lleva el signo —, puesto que corres-
ponden dos inversiones á las letras y tres á los índices. 

En la matriz (5) todos los elementos están figurados por 
una sola letra á la cual se agregan dos sub-índices, el prime-
ro indicando la horizontal, y el segundo la vertical áque cor-

4 



responde el elemento de que se trata. Con esta notacion las 
dos permutaciones del producto aparecen inmediatamente á la 
sola inspección de dicho producto, y de aquí se deduce con 
gran facilidad su signo. 

A veces para más sencillez se suprime la letra, y en vez de 
arft se escribe tan solo (r, s). 

16. En adelante para abreviar el razonamiento empleare-
mos las siguientes expresiones, 

I. Se dice que dos ó mas líneas de una matriz son de 
igual nombre ó paralelas si ambas son horizontales ó verti-
cales, y dos líneas sonde nombre diverso si una es horizontal 
y otra vertical. 

II. En dos líneas del mismo nombre ó de nombre distinto, 
se llaman elementos correspondientes los que ocupan igual 
posicion: los primeros, segundos, etc. 

III. Sumar ó restar dos líneas del mismo nombre signifi-
ca que se suman ó se restan todos los elementos correspon-
dientes : 

por ejemplo, 

ai+a^bi+búcl+c2...li+h> óax—a2; bx — b2; cx—c2'.. Z, —12 

son la suma ó diferencia de las dos primeras líneas de la matriz (4). 
Análogamente, multiplicar ó dividir una línea por una 

cantidad dada, expresa que se multiplican ó dividen por esta 
cantidad todos los elementos de dicha línea: 

por ejemplo 

kazt kb^f kc%. . . . . kl^ ——, ——• > ——. 
k k k k 

Cuando se cambia el signo á todos los elementos de una 
línea se dice que se cambia el signo á dicha línea lo cual 
equivale á multiplicarla por — I . 

IV. Dos ó más líneas son iguales ó idénticas cuando sus 
elementos correspondientes son iguales; y se dice qne son 



equivalentes cuando solo difieren en un factor común á todos 
los elementos : 

por ejemplo 

a, b, c, d. . . : . I 
ka, kb, kc, kd kl son líneas equivalentes. 

V. Diremos que son semejantes dos matrices cuando ten-
gan el mismo número de líneas horizontales y el mismo núme-
ro de líneas verticales : y en estas matrices serán lineas ho-
mologas ó elementos homólogos las líneas ó los elementos que 
ocupen la misma posicion. 

17. Las matrices que hasta ahora hemos estudiado se 
designan con la denominación de rectangulares si las hori-
zontales son en número distinto de las verticales ; cuando hay 
tantas líneas horizontales como verticales la matriz se dice 
que es cuadrada, y el número de las unas ó de las otras ex-
presa el grado de la matriz. De aquí resulta, puesto que una 
matriz cuadrada del grado n tiene n líneas y cada línea n ele-
mentos, que el número total de estos es w2. 

En las matrices cuadradas dos líneas de nombre diverso, 
que llevan un mismo número de orden, se dice que son con-
jugadas: así son conjugadas la primera horizontal y la pri-
mera vertical; la segunda horizontal y la segunda vertical, y 
en general la ra horizontal y la ra vertical (matriz G.) 

(0) 

En dos líneas conjugadas los elementos correspondientes, 
es decir, los que ocupan la misma posicion, se dice que son 
conjugados: por ejemplo, arii y a1>r; an2 y ^.r- • • • 

allr 

(h,r 

Oó.r 

1 &r>2 3« • • • • • &nn 

a. 



El elemento común á ambas líneas es el elemento principal. 
Sea en general la matriz cuadrada 

« 1 , 1 « 1 , 2 £ OI
 

• « l , u 

« 2 , 1 « 2 , 2 « 2 , 5 - • « 2 , n 

« 5 . 1 « 5 , 2 « 5 , 5 - • • « 5 , n 

« n , l « n , 2 « u > o • • - « n . n 

un elemento cualquiera ar,s es conjugado del as,r; 
tt|»*|» es el elemento principal de orden rmo ; 
ai,i a2,2 a3,3 an,n son los elementos sucesivos prin-

cipales. 
Si imaginamos dos series de rectas paralelas, en número n 

cada una, cortándose en ángulo recto y formando una serie de 
cuadrados (7) 

X A 

M' 

M 

y en los puntos de intersección colocamos ordenadamente los 
diferentes elementos de la matriz de orden n, se vé desde 
luego que dos líneas conjugadas A B y A' B', ó dos ciernen-



los conjugados M, M' están simétricamente situados por rela-
ción á la diagonal X Y y que sobre esta se hallan todos los ele-
mentos principales. 

La palabra conjugado indica, pues, simetría de posicion 
relativamente á la diagonal ó linea de elementos principales. 

Se llaman simétricas las matrices cuadradas en las que 
cada línea es idéntica á su conjugada. Así la matriz de tercer 
grado 

a b e 

b d e 
c e d 

es simétrica; y más en general una matriz del grado n será si-
métrica si se verifica constantemente 

arts — as,r 

para todas las combinaciones de los índices r, y s al variar 
desde 1 hasta 11. 

En toda matriz cuadrada se distinguen los elementos situa-
dos en las dos diagonales dando á estas los nombres de princi-
pal y segunda. 

18. Cuando en adelante, con varias horizontales ó verti-
cales de una matriz, formemos otra nueva, entiéndase que 
siempre conservarán dichas líneas en la nueva matriz el mis-
mo orden de sucesión que en la primitiva, de suerte que pue-
de considerarse aquella como el resultado de suprimir en esta 
todas las líneas que no deben formar parte de la nueva ma-
triz. 

Dada una matriz rectangular de ra horizontales y n verti-
cales y suponiendo ra < n, es decir, que son más las lí-
neas verticales que las horizontales, podremos formar varias 
matrices cuadradas del grado ra tomando m cualesquiera de 
las verticales y agrupándolas, según la condicion precedente, en 
orden directo; pero como las verticales son n y de ellas solo 
debemos tomar ra, resulta que podremos construir tantas ma-



trices cuadradas del grado ra como combinaciones pueden for-
marse con n objetos ra á ra, es decir 

n (n — 1) (n — ra +-1) 
1. 2. 3. . . . ra 

Por ejemplo, de la matriz de tres horizontales y cuatro 
verticales 

ax bi c, d{ 

&<2. b% c<¿ d<¿ t 

«3 h C5 d-0 

combinando las verticales tres á tres, pueden deducirse las 

4. 3 . 2 
— 4 

1 . 2 . 5 
matrices cuadradas, de tercer orden, siguientes: 

ax Ci a, b, d, ax Cx dx b, Ci CU 
a2 h C2 > «2 h y a2 Ci > h Cl d2 

«3 ¿3 Cz «3 <k az Cz dz h C-o dz 

En cada una de estas matrices las verticales conservan el 
mismo orden que en la matriz primitiva. 

Si en vez de ser ra < n fuera al contrario, es decir, si hu-
biese más horizontales que verticales, para formar nuevas ma-
trices, deberíamos combinar, no ya las verticales, sino las ho-
rizontales de la matriz primitiva. 



S III. 

P r i m e r a s n o c i o n e s sobre las determinantes . 

Determinantes menores y complementar ias . 

19. Sea la matriz cuadrada de grado n 

altl « 1 , 2 « 1 »3 « 1 , 4 • 

« 2 > 2 « 2 >3 « 2 »4 • • « 2 » n 

« 3 > 2 « 3 »3 « 3 * 4 • • « 3 > n 

« 4 M « 4 ) 2 « 4 >3 « 4 ? 4 • • « 4 » n 

« n » l « n , 2 « n j 3 « n » 4 • 

Tomemos en cada vertical un elemento, de suerte que to-
dos ellos correspondan á horizontales distintas; formemos 
su producto, y démosle el signo -+- ó — según que las dos 
permutaciones (núm. 14) de los primeros y de los segundos 
índices sean de la misma ó de distinta clase. 

Por ejemplo, en la matriz de cuarto grado 

« 1 > 1 « i » 2 « 1 > 3 « 1 » 4 

« 2 > 1 « 2 >2 a ¿ , 3 # 2 » 4 

« 3 > 1 « 3 > 2 « 3 ' 3 « 3 > 4 

# 4 , 1 # 4 , 2 « 4 > 3 « 4 > 4 

tomemos de la primera vertical el elemento a 3 , t ; 
de la segunda el a2,2 que puede elegirse porque no pertene-
ce á la horizontal del anterior elemento que es la 3 . a ; 
de la tercera vertical el a4,3 que puede asimismo elegirse por-
que no pertenece ni á la 2.a ni á la 3.a horizontal que son las 



que pasan por los dos elementos anteriores; por último, de la 
cuarta el elemento ahi. 

Multipliquemos estos cuatro elementos formando de esta 
suerte el producto a3M íi2,2 3 y démosle el signo + se-
gún la regla establecida. 

El producto 

seria en este caso particular uno de los definidos precedente-
mente. 

Pero este producto no es único: de la misma matriz pue-
den deducirse otros muchos distintos entre sí, aunque en nú-
mero finito, y á la suma algebraica de todos ellos se le da el 
nombre de DETERMINANTE. 

La determinante, pues, de los n2 elementos de una matriz 
es por lo tanto una cierta función algebraica, racional, 
entera y homogénea de dichos n2 elementos. 

Como el número de términos de las determinantes, por 
pequeño que sea el grado de la matriz de donde se derivan, es 
considerable, se las expresa abreviada y simbólicamente por la 
misma matriz, la cual por otra parte es símbolo apropiado por 
su constitución para expresar las leyes del orden combinato-
rio que corresponden á estas funciones algebraicas. 

Los elementos, líneas, grado, etc. de la matriz, toman el 
nombre de elementos, líneas, grado, etc. de la determinante, 
y si la matriz es simétrica, simétrica se dice que es la deter-
minante. 

Designando, pues, por P el valor do una determinante del 
grado n, tendremos 

•) i 

n̂>2 3 
pero entiéndase que este cuadro no es matriz, grupo ó tabla. 

i j 'n 



Por el contrario, debe considerarse como expresión simbólica 
y abreviada de una función perfectamente definida, que para 
valores numéricos de sus elementos tomará valores numéricos 
también y determinados. 

20. Al formar cada término de una determinante, es cla-
ro que el orden en que se multipliquen los elementos de la 
matriz es de lodo punto indiferente; porque en efecto: en pri-
mer lugar, el producto, en cuanto á su valor numérico, no va-
ría porque se invierta el orden de los factores, y además el 
signo tampoco cambia (núm. 44); luego el término permane-
cerá invariable. De aquí se deduce que si se cree conveniente 
puede hacerse que una de las séries, la de los primeros ó la 
de los segundos índices, es decir, la que expresa las horizontales 
ó las verticales á que pertenece cada término, aparezca en 
orden natural y creciente, y solo habrá necesidad de tener en 
cuenta, para fijar el signo, las permutaciones de la segunda 
série. 

De la definición que hemos dado se deduce, que si escribi-
mos aparte para uno cualquiera de los términos, la série de 
los primeros ó de los segundos índices, en ninguna de ellas 
podrá haber dos números repetidos, porque si los hubiera, 
como los índices marcan el número de orden de las horizon-
tales y de las verticales, habría también dos ó más elementos 
pertenecientes á la misma horizontal ó á la misma vertical, lo 
cual es contra el supuesto. Además, en cada término entran 
n índices de la primera y n Índices de la segunda clase, lue-
go dichos índices, que son distintos, que no pueden exceder 
al número n, y que son en número n también, no serán otra 
cosa que una permutación de los números 4, 2, 3 . . . . n. 

En resúmen, en cada término 

®r » s «Y » s « r • s « r ' s„ i i 2 2 a J n n 
de la determinante, las dos series de subíndices primeros y 
segundos 



son dos permutaciones de los números naturales 1, 2 , 3 . . . . n. 
Veamos ahora cuál es el número de términos de una deter-

minante del grado n. 
Supongamos que están formados todos ellos, y hagamos de 

manera que la série de los primeros índices se presente en el 
orden natural 1, 2, 3, 4x . . . . ni es evidente, que unos 
términos solo diferirán de otros por la permutación de los se-
gundos índices, de suerte que efectuando todas las permuta-
ciones de los números 1, 2, 3. . . . . w, y dando á los n 
factores, que entran en cada término, por primeros subíndices 
los números i , 2, 3 n en orden natural, y por segun-
dos subíndices cada una de dichas permutaciones, tendremos 
los varios términos de la determinante : en efecto : 

1.° Todos los términos son distintos, puesto que distintas 
son las permutaciones de los segundos índices. 

2.° Todos ellos son posibles, porque ni se repiten los pri-
meros ni los segundos índices en un mismo término. 

3.° No falta ninguno, toda vez que si faltase uno, ha-
ciendo que los primeros índices fomaran la permutación 
principal 1, 2, 3 n, tendríamos que dicho término se 
presentaría bajo la forma alt r a2, r, az, an, r (1); i 2 3 M V ' 
pero este término ya está escrito, pues rit r2 rn es 
una de las permutaciones de los números 1, 2, 3 n, 
y todas han sido formadas. De aquí se deduce que la deter-
minante de grado n contiene tantos términos como permuta-
ciones se pueden formar con n objetos, es decir, 

Ia = = 1 x 2 x 3 x 4 n. 

Dedúcese además un método en extremo sencillo para formar 
la determinante de una matriz: basta hallar las ¡A permuta-
ciones de los números 4, 2, 3 n y formar n términos, 

(1) r , , r2 , r3 . . . . rn expresan una permutación de los números i , 2 , 5. 
es decir, estos n números escritos según cierto orden. 



poniendo en cada uno, á los n elementos generales a, por pri-
meros índices, constantemente, la serie 1, 2, 5. . . . n en 
orden natural, y por segundos índices las varias permutacio-
nes de dicha serie con el signo correspondiente. 

Es claro que puede repetirse respecto á los segundos ín-
dices lo que acabamos de decir respecto de los primeros, y 
recíprocamente: de suerte que pueden formarse todos los tér-
minos de la determinante, conservando constantes los segun-
dos términos y permutando de todas las maneras posibles los 
primeros. 

En resumen, considerando entre lodos los términos de la 
determinante el aul a2,2 aiti an,n que se de-
signa con el nombre de término principal y que lleva siempre 
el signo + , puesto que ni en una ni en otra serie de índices 
hay inversiones; dejando en él invariables los primeros ó los 
segundos índices, y permutando la otra série, obtendremos io-
dos los términos de la determinante. 

De los 1, 2, 5 n términos de la determinante, la 
mitad llevarán el signo + y la otra mitad el signo — , según 
se deduce inmediatamente de lo dicho en el núm. 10. 

Puede aun indicarse la determinante P con este otro sím-
bolo más conciso 

^ úi a 1,1 ¿i2,2 • . . • an,n, 
en el cual solo se expresa el término principal afectado del 
signo s y del doble signo indicando el primero la suma al-
gebraica de todos los términos que se obtienen por las permu-
taciones ya indicadas do los primeros ó segundos índices. 

21. Si en la determinante P se cambian las horizontales 
en verticales, y recíprocamente, conservando el mismo orden 
de sucesión, tendremos otra matriz y otra determinante, 

fló* 
a¡¿,2 (h> 
fl><2. »5 Ch> o' • ' 

a\,n «2.» a3, 



en la cual los primeros índices indican el número de orden de 
las verticales, y los segundos el de las horizontales; pero es 
evidente que la determinante deducida de está manera es idén-
tica á la primitiva, toda vez que ambas se pueden desarrollar 
del mismo modo, y partiendo del mismo término principal 
(l\,\ Cl2,2 #3» 

2C2. Considerando ahora el desarrollo de la determinante 

a, b< ct, . . . . 1, 
a2 b2 c2% . . 
az h cz. . . • • k 

an K c„. . : • ln 
se ve que cada término es un producto de n elementos con 
letras- é índices diversos, y que toma el signo + ó — según 
que es par ó impar el número de inversión de las unas y de 
los otros. Este desarrollo puede aun deducirse del término 
principal a, b2 cz ln, permutando tan solo las letras ó 
solo los subíndices. Puede también expresarse dicha deter-
minante con el símbolo 

2 ± h c-0 ln. 
23. Presentemos algunos ejemplos: 

a 1,1 fl„, 
— S ± (l2><2 = 

Cl2, j (l ¡ ,2 ü2, o (l'iti d21 <> A],0 #2 > i 

a 1 b{ a, CI* 

a2 b2 h b2 

ax bi c{ 

ci2 b2 c2 

a{ a2 a5 
— bi bi h 

Ci c2 Cz 

— s ± a, bq — a¡ b2 — a2 b¡ 

= s ± ax b2 c5 = aA b2 c3 — ay b5 e2 
— a2bi c3 + ci2b¿Cj + ci- bxc2 — a^b2cx 

Para formar cualquiera de las determinantes precedentes, 



por ejemplo, la de tercer grado, se escribirán en orden natu-
ral las tres letras a, b, c tantas veces como términos debe te-
ner la determinante, es decir, 1 x 2 x 3 = 6 , 

abe abe abe abe abe abe 

y á cada término le pondremos por subíndice las seis permu-
taciones siguientes de los números 1, 2, 3 

1, 2, 3; 1, 3, 2; 2, 1, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2; 3, 2, 1. 

De este modo tendremos, 

üih c¿ aib5c2; a2biC5; a2b5cx; azbxc2, azb2c{: 

Contando las inversiones de los subíndices hallaremos su-
cesivamente: 0 , 1, 1 , 2 , 2 , 3 inversiones, de suerte que 
deberemos tomar para los seis términos anteriores los signos 
-+• h -i . 

% 

Veremos bien pronto que las determinantes pueden ser 
desarrolladas por métodos mucho más sencillos y más rápidos 
que el precedente, y deduciremos leyes generales de desarro-
llo: por ahora observemos tan solo que una determinante de 
segundo grado equivale al producto de los dos elementos 
principales disminuido del de los otros dos. 

24. El producto de todos los elementos de la segunda 
diagonal es aun un término de la determinante, puesto que no 
hay repetición, ni en los primeros, ni en los segundos índices. 
En la determinante P dichos elementos ordenados según los 
primeros índices, ó sean los de las horizontales forman el pro-
ducto 

« l . n # 2 , n — l « 3 , n - 2 «4,'n—3 1> 

en el cual los primeros índices proceden según el orden di-
recto, y los segundos en orden rigorosamente inverso. Pero 
como en la série 

n, n — 1, n — 2, . . . . . 2, 1, 

el número de inversiones es, (núm. 2), — n (n — 1), el sig-



no que corresponde á este término será el que resulte de 1» 
i 

— n ( n — i ) 

potencia (— l ) 2 (núm. 14). 
25. Cuando en una determinante se suprimen cierto nú-

mero de horizontales y otras tantas verticales, queda una ma-
triz cuadrada formada por los demás elementos, y á la cual 
corresponde una nueva determinante, la que recibe el nombre 
de determinante menor por comparación con la primitiva, de 
donde se deriva. 

Dos menores de una misma matriz primitiva se dice que 
son complementarias, ó que una es complemento de la otra, 
cuando cada una resulta de la matriz fundamental, supri-
miendo en ella las líneas horizontales y verticales que con-
curren á la formación de la otra. 

Por ejemplo, si en la matriz de cuarto grado 
* 

ax p, Ci d^ 
a<2 b<2 c2 d2 

az b5 c5 d5 

aA bA cA d/t 

suprimimos la primera y la tercera línea horizontal, y en la 
matriz rectangular resultante 

a<2 h c2 d.2 

«4 bA c4 dA 

suprimimos asimismo la primera y la tercera vertical, que-
dará la matriz cuadrada 

b2 d2 

bA d/t 

que es una menor de segundo grado. 
A la formación de esta concurren: 
1.° La segunda y la cuarta horizontal, según indican los 

subíndices. 

2.° La segunda y la cuarta vertical según se deduce del 
número de orden de las letras. 



Pues bien, suprimiendo sucesivamente en la matriz nri-
mitiva J 1 

La segunda y la cuarta horizontal. 
2.° La segunda y la cuarta vertical, tendremos: 

La matriz rectangular 

a { bA c, dx 

«5 h c-0 d-

2.° La matriz cuadrada 

a{ Ci 

cuya determinante es complementaria de la precedente de 
segundo grado. 

Es evidente que la suma de los grados de dos menores com-
plementarias es igual al grado de la primitiva. 

20. Conviene observar que puede considerarse á toda de-
terminante menor de grado m como procediendo de una ma-
triz cuadrada comuna dos matrices rectangulares, una forma-
da de m horizontales de la primitiva, y otra de m verticales 
Por ejemplo, la determinante 

b2 d* 
h dA 

tiene por matriz la parle común á estas dos matrices rectan-
guiares : 

«2 b2 c2 d2 

«4 h Ci d/t 

b{ di 
¡h do 

h d-0 

b, di 

La menor complementaria es asimismo la que corresponde 
a la matriz de las horizontales restantes de la primitiva, y á la 
de las verticales de esta que no concurren á formar la primera. 

Si representamos en general por H una menor de grado my 
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de la determinante P, correspondiente á la matriz común á dos 
rectangulares, formada la primera por las horizontales que 
tienen por números de orden los comprendidos en la séric 

rit r2, rs, r4 rm, 

y la segunda por las m verticales marcadas con los índices 

S i , &2» S 3 , sm sm, 

representando una y otra serie ra números distintos y escri-
tos en orden directo de la série natural 1, 2, 3, 4 n 

Tendremos 

^r > s ar,,. . . 
1 3 ' ' a 

1 1 < 2 
ar,,. . . 

1 3 n »» 

> s » s ar , s . . . 
2 1 2 2 2 3 

• . ( . • 

¡¡ m 

ar ,, ar , s ar ,,. . . m , m 2 m 3 m ta 

En esta determinante menor los primeros índices de cada 
vertical reproducen la série r¡, r2, r3 rm, cuyos términos 
expresan el orden de los horizontales; y los segundos índices 
de cada horizontal reproducen asimismo la serie Sj, s2, . • . sm, 
que expresa los números de orden de las verticales. Es evi-
dente además que en la matriz complementaria de H los pri-
meros índices de cada vertical serán los números de la série 
1, 3, 4 n distintos de los 7\, r2, rz rm, y 
que los segundos índices de las horizontales serán de una ma-
nera análoga los números de la misma série 1, 2, 3 n, 
diferentes de sit s2, s3 sm. 

Nótese que las matrices de las determinantes menores di-
fieren, de la forma general de las demás matrices, en que los 
dos sistemas de subíndices no están formados por todos los 
números naturales desdedí hasta n sino por algunos núme-
ros de esta série, si bien siempre se hallan en el orden na-
tural creciente. 
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Así en la matriz (núm. 25) 

d2 

b4 di 
* 

ó en su equivalente 
i 

las dos séries r „ r2. . . rm> y «lt s2: . . sm son: 

2,4 la primera y 2,4 la segunda, 

y faltan de la serie 1, 2, 3, 4 los números 1,5. 
27. Consideremos el desarrollo de la determinante II. 
Cada uno de sus términos es un producto de m elementos 

en los que los primeros índices forman una permutación de 
los números r „ r2, rs. . . rm, y los segundos una permuta-
ción asimismo de los números sif s2, s5. : . sm, y pueden de-
ducirse fácilmente del término principal 

Permutando de todas las maneras posibles, ó solo los pri-
meros índices, ó bien los segundos, dando á cada término el 
signo que le corresponde, y sumando todos ellos, obtendremos 
la determinante H. 

En cuanto al signo, para determinarlo, deberíamos formar 
en cada término las permutaciones de horizontales y vertica-
les correspondientes, (núm. 19), despues de marcar cada ho-
rizontal con un número de orden en la matriz H, números de 
orden que serian los 1, 2, 3 m, distintos en general 
de los r „ r2, r5 rm; si9 s2, s5 sm; pero puede 
simplificarse esta investigación y la introducción de nuevos nú-
meros de orden recordando (núm. 5), que las mismas inver-
siones presentan las permutaciones de estas séries rit r<¡. . . rm; 



Si» s2. • • sm, que la de sus números de orden 1, 2, 5. . . 
Sea, por ejemplo, 

&3>4 ^ 7 > 2 »7 » 

un término de la determinante II en la cual suponemos m — 5 : 
este término podrá escribirse de este modo, sin que su signo 
varíe, 

1̂>9 7̂>2 8̂>7> 

y puesto que los primeros índices 1, 3, 7, 8 siguen el orden 
natural, basta considerarlos segundos 9, 4, C, 2, 7. 

Ahora bien, tanto dá escribir estos números en orden na-
tural 2, 4, G, 7, 9, y sustituyéndolos por sus números de or-
den 1, 2, 3, 4, 5, buscar las inversiones del grupo 5, 2, 3, 4, 4r 

(que se obtiene sustituyendo al 9 su número de orden 5 
* al 4 el suyo 2 

al 6 3 
al 2 4 

y al 7. . 4) 
como buscar directamente las inversiones del grupo 9, 4, G, 2, 7.. 

En uno y otro, es decir, en 9, 4, G, 2, 7 y en 5, 2, 3, 4, 4, 
hallaremos siempre 6 inversiones lo que prueba que el tér-
mino propuesto debe llevar el signo + . 

De aquí resulta finalmente que las determinantes menores 
de la primitiva P se desarrollan exactamente de la misma ma-
nera que la fundamental, y que empleando notaciones análogas 
pueden expresarse para la fórmula 

S ± dr , s Qr > s > ^r ' s • i j 2 2 3 3 m m 
Para obtener, pues, sus diferentes términos, conservando 

los primeros índices, se permutarán los segundos, ó recípro-
camente, y se dará á cada término en la suma algebráica de 
todos ellos el signo que le corresponda. 

28. Dos determinantes menores de una primitiva se dice 
que son conjugadas cuando las horizontales y las verticales, que 
concurren á la formacion de una de ellas, están definidas por 



ios mismos números de orden, pero invertidos, de las horizon-
tales y verticales de la segunda. 

Es decir, que siendo 
• • . vm ios números de orden de las horizontales, 

sm los de las verticales que concurren á la for-
mación de la primera determinante, 

s„ s2, • • . sm son los números de orden de las horizontales, 
y r\> 7*2,. . . rm los de las verticales que forman la segun-

da determinante. 
Venamos fácilmente como en el (núm. 17) que los elemen-

tos de ambas determinantes conjugadas forman dos figuras si-
métricas por relación á la diagonal principal tomada como eje. 

La matriz siguiente indica esta agregación geométrica. 

«1»1 #1,2 «1>3 «1»4 «1»5 «1»G «2 
¿lo,2 «2,3 «2,4 «2»5 «2>G 

«3>1 «3>2 «3.3 «3»4 «3>3 «3'G 
«4>1 «4» 2 «4>3 «4,4 «4»5 «4̂ 0 
«5>1 «5? 2 #5,3 «5,4 «5>G 
«G>1 «G»2 «G»3 «6» 4 «G»5 «G'G 

X 

«2.2 «2.3 «2.4 «2,6 

«3'2 «3»3 «3.4 «3.3 

«4.2 «i>3 

«8>2 «S.3 

Y 



La palabra conjugado continua, pues, indicando simetría 
respecto á la diagonal principal X Y. 

Si los números de orden de las horizontales que concurren 
á formar una determinante menor son los mismos que los 
de las verticales, esta determinante menor se dice que es 
principal. 

De esta definición se deduce inmediatamente: 
1.° Que las horizontales y las verticales de la primiti-

va, que concurren á formar la determinante menor son con-
jugadas dos á dos, es decir, cada vertical con la horizontal 
del mismo índice. 

2.° Que sus diferentes elementos son asimismo conjuga-
dos en la determinante primitiva. 

3.° Que la menor complementaria, de una menor princi-
pal, es principal también, puesto que separando de las dos 
séries de índices 1, 2, 3. . . w; 1, % 3, . . n de horizonta-
les y verticales, los mismos índices, los restantes son tam-
bién iguales. 

4.° Que la matriz de toda menor principal constituye una 
figura geométrica que tiene por eje de simetría la diago-
nal X Y. 

Sirva de ejemplo la menor principal 

« 2 > 2 « 2 > 3 

«3» 2 «ó» 5 

29. Se dá el nombre de característica de una deter-
minante menor á la suma de los números de orden de todas 
las horizontales y de todas las verticales de la primitiva, que 
concurren á formarla. 

Por ejemplo, en la menor 

« 2 > 3 « 2 »5 « 2 > 7 « 2 »8 

« 4 ? 3 « 4 » 5 « 4 > 7 « 4 »8 

«G>3 « 6 > 5 « 6 » 7 « 6 >8 

« 9 »5 « 9 ; 5 « 9 , 7 « 9 > 8 



como las dos séries de índices son 2, 4, 6, 9, y 3, 5, 7, 8, 
la característica será 

x=r2 + 4 + G + 9 + 3 + 5 + 7 + 8 = 4 4 . 

En general designando por x la característica de H (núme-
ro 26), tendremos 

x = -t- r2 -k . . rm -+- 5, + s2 -+• . . . sm. 

Si designamos análogamente por x' la característica de la 
determinante complementaria de II; por r\, r\> r\ rm; 
s\> s2t s'5 sm los índices de las horizontales y de las 
verticales de esta última determinante, hallaremos 

x' = r\ -+• r\ -t-. . . : . rm + s\ -+- s2 •+• s'm, 

y sumando ambas ecuaciones, 

z -4- = ( r , r2 -+- r m -+- r , -+- r ' 2 r ' m ) 

-+- (s, -h-»- s™ + «i + «2 + s'm); 

pero como los índices de las horizontes de II, y los análogos 
de la determinante complementaria forman la série de los nú-
meros 1, 2, 3 n ; y otro tanto podemos decir de los 
índices de las verticales, resulta 

rx -+- r2 . .. rm -+- r\ •+• r\ -t. . . rm = 1 -+• 2 -+- 3 -+- 4. . . -+- n 
5, -+- S2 -f- . . . Sm -+- -+- S 2 -+- . . . S'm = 4 -4- 2 -4- 3 -+- 4. . . -+- 71 

y finalmente, 

x - x ' = 2 ( l + 2 + 4- n); 

de donde se deduce, puesto que la suma de x y x' es un nú-
mero par, que Zas características de dos menores comple-
mentarias son á la vez pares ó á la vez impares. 

Es claro que la característica de cualquier menor de la 
primitiva determinante P es siempre igual á la suma de todos 



los índices de cada término de dicha determinante menor; pero 
en general se calculará por el término principal. 

Se dá el nombre de característica de un elemento aris á la 
suma r •+• s de sus dos índices. 

30. Dada una determinante menor su determinante com-
plementaria puede ser algebraica si se afecta del signo -+• ó 
— según la regla que á continuación daremos, ú ordinaria 
cuando se prescinde de este signo : en este último caso es-
pecificaremos casi siempre dicha circunstancia por el adjetivo 
ordinaria. 

A las determinantes complementarias algebráicas se les dá 
el signo -+- ó el — según que su característica es par ó im-
par; pero como las características de dos menores comple-
mentarias son á la vez, las dos pares 6 impares, podemos ge-
neralizar el enunciado anterior diciendo, que la menor com-
plementaria algebráica lleva el signo + ó — según que es 
par ó impar su característica ó la de la menor de la cual 
es complemento. 

Si, pues, II designa una determinante menor, K su comple-
mento ordinario y x la característica de una ú otra determi-
nante, la menor complementaria de II será evidentemente 
(— 1)X K; y vice-versa (— l ) x II la de Ií. 

Es claro que sin alterar dichos signos podemos aumentar ó 
quitar á x un número par cualquiera y aun reducir esta carac-
terística á cero ó á uno. 

De aquí resulta, y esta observación es importantísima, que 
cada determinante menor es una función algebráica, perfecta-
mente determinada en su forma y en los signos de sus dife-
rentes términos, y por lo tanto invariable, de varios elemen-
tos de la determinante primitiva; pero que si con relación á 
esta se considera la menor complementaria, y no ya por sí 
como otra menor, sino con el carácter de complementaria de 
la primera y subordinada por decirlo así á ella, de suerte que 
ambas han de unirse en el cálculo según ciertas leyes que más 
adelante estudiaremos; en este caso la segunda menor, es de-



cir, la complementaria (le la primera, toma un factor (—l ) z 

dependiente de la característica x, y que le dá signo conve-
niente, aparte de los signos de cada uno de sus términos de-
finidos por la ley general de las determinantes menores. 

Asi dada la determinante menor (núm. 26) 

b2 ci2 

¡h dA 

la complementaria ordinaria será 

a, Cj 
«3 

y el complemento algebráico 

( - O 5 ax c{ 

3̂ ( - 1) 
1 -+- 3 -+• i -+- 3 a, Ci 

a5 c-ò 

31. Respecto á menores complementarias algebraicas, ó 
abreviadamente á complementos algebraicos, deben notarse 
los siguientes casos particulares: 

I. El complemento algebráico de un elemento lleva el 
signo -+• ó el signo — según es par ó impar la suma de los 
números de orden de las dos líneas que pasan por dicho ele-
mento. 

Sea el elemento en ar,s: este elemento puede considerar-
se como una menor y su complemento será otra menor del 
grado n — 1; pero el signo de la última depende de su ca-
racterística ó de la característica de ans (núm. 29) y esta 
es f + s , luego el complemento algebráico del elemento 
aris llevará el signo + ó el signo — según que r+s sea par ó 
impar: pero r es el número de orden de la horizontal que 
contiene al elemento ar,s, y s el de la vertical que pasa por 
dicho elemento, luego el teorema queda completamente de-
mostrado. 



II. Los complementos algebraicos de los elementos suce-
sivos de una misma línea llevan alternativamente el signo + y 
el — ; comenzando por + si el número de orden de la línea es 
impar y por — si por el contrario es^par. 

En efecto, representando por r el número de orden de la 
línea en cuestión 

Q>r>l> &r>2» Q>r>3 #r>n 

serán sus varios elementos : y las características de estos, que 
son las que dan signo (teorema anterior) á los complementos 
correspondientes 

r + 1, r + 2, r + 5 r + ny 

números alternativamente pares é impares, y que comenzarán 
por número par, si r es impar; ó por número impar, si r 
fuese par. 

III. El complemento algebráico de un elemento principal 
ó de una determinante menor principal, lleva siempre el sig-
no + . 

Respecto al primer caso, la proposicion es evidente, porque 
todo elemento principal es de la forma 

y la característica 2 r de este elemento es siempre un núme-
ro par. 

En cuanto al segundo caso, observaremos que las dos séries 
de índices r „ r2, r5 rm; rit r2, r3 rm de las 
horizontales y de las verticales, en las menores principales son 
iguales, y que por lo tanto la característica 

(A + r2 +. . . rm) + (r, + r> + . ... rn) = 2 (rt + r,+... rm) 

es siempre un número par. 



IV. Los complementos «algebraicos de dos elementos con-
jugados ans, as,r, ó de dos menores conjugadas 

< i 
ar,,. . . 

i 2 ' ' ar * V m « s » r i i 
0>r , , 

2 i 
ar,,. . . 

2 2 • . a r , , 
2 W» 

> 
« s » r 2 

as , r . 
2 2 • • a, , r 1 Wt 

« r » , m , ar , s. . . 
m 2 m w , r m « s » r • 1 m 2 

. . as , r ra m 

llevan siempre el mismo signo. 
En efecto, en el primer caso, es decir, cuando se trata de 

las determinantes complementarias de los elementos art „ as, r, 
las características r + s y s + r de ambos elementos son 
iguales; y en el segundo caso, tanto en una como en otra 
menor, las características 

r, + r2 + . . . . rm + + s2 + . . . . sm, 
5, + s2 + . . sm + r, + r8 + rm, 

son también iguales, luego el signo de los complementos al-
gebraicos, que solo depende de dichas características, es el 
mismo. 

32. Propiedad fundamental.—Sean, P una determinan-
te del grado n; 

II una determinante menor de P y del grado m; 
K su menor complementaria cuyo grado será n — m. 
Si multiplicamos los desarrollos de las determinantes II y K, 

es fácil probar que, cada término del producto II K, abstrac-
ción hecha del signo, es un término de la determinante P. 

En efecto, sean 

y k=±a,t, sV, ar>%, sV ar'y ¿t 

dos términos, el primero del desarrollo H y el segundo del 
desarrollo K, afectados de los signos que les corresponden se-
gún las permutaciones de sus índices. 



Hemos dicho ya (núm. 26) que el conjunto de los índices 
r4, r 2 . . . rrn, r'f, r a . . . r m no es otra cosa que la serie 

2, 3 n permutada de cierto modo, y que otro tanto 
sucede con los subíndices sit s 2 . . . sm, s'j, s '2 . . . sm, luego 
es evidente que el producto 

(a) ar > t{ a v s . . . a rm, Sm ¿V,.' f a / , . / f . . • <VB_m, s'rt_m 

que contiene n factores, y en el que tanto los primeros como 
los segundos índices son permutaciones de la série 1, 2. 3. . . n 
es un término de la determinante P. 

Ahora bien, este producto llevará en P el signo -+- ó el sig-
no __ (núm. 49), según que el número total de inversiones 
de las séries rlf r2 . . . rm , r if r '2... r n—m > > ̂ 2* • • "m» " 1» " 2 • • • 
s'„_m sea par ó impar; pero como las inversiones de los gru-
pos r„ To... rm; r\, r\... r'n_m; slt s2... sm; s'2... «'»-«» 
están ya tenidas en cuenta en los signos de h y k, basta para 
conocer el signo final del producto considerar tan solo las in-
versiones que los dos grupos formados por los primeros y se-
gundos índices de h forman con los dos grupos que constitu-
yen los primeros y segundos índices de k : llamando x al nú-
mero total de estas inversiones, tendremos que la expresión 

x (—4) h k será un término de P. 
Si aun se quiere comprender con más claridad lo que pre-

cede, designemos por E el número de inversiones en los índi-
ces del producto (a); 
por l las inversiones de todos los índices del grupo 

rlt r 2 . . • rm con relación á r\, r\. . . r'm, 
y del s„ s2 • • • sm respecto al s\, s'2 . . . s'm; 

por <p las de los dos grupos de la izquierda; 
y por <?' las de los dos de la derecha. 

Es evidente que tendremos la relación E = ® ?' x (nú-
mero 5). 



— 289 — 

Los valores de h y k serán con sus signos respectivos 

h = (—1) av S( aro,, . . • > s,n » 
y k = (—1) ar'{ 8 | • • • m' *'»—m í ' 

y el término de P 
E 

(—1) a r , S( a v So .. . afm, ,m a , / , ^ <V2> ar'n_m> s'n_m, 

puede trasformarse en 

•+• x 
(—1) ar, Sj a,y <2. . . arm> Sfn a/ , / a/jt /2 •.. .'„_m, 

ó e n ( _ i ) 7 £ ( _ l ) V . a . . . arm, 

[](—4)Vf. <Vf. * ' ' ̂ 'n-m-'n-mj = H k 

según habíamos indicado. 
Pero x se descompone en dos partes: 

/ ' . : . inversiones en la serie rlt r2, rz— rm> r i f r2...rn_m 

del grupo rm sobre el r\ r'B_m; 
x". . . inversiones en la série s,, s2. . . sm, sit s2. . . . s ,„__„ 

del grupo s, sobre el s , 

y se tiene (núm. 4) 

/ = r , + r2 + vm — ̂  ra (m + 4), 

x" = s, + s2 — Y ra (ra -f 4); 

luego finalmente 

x = x' + x" = í'1 + r 2 . . . + r f f l + s 1 + 5 2 + . . . + ro(ro+ 1 ) = 

x __ m (m h- 4), siendo * la característica de H. 
! x — ?n (m—1) 

El término (—4) ft & se convertirá en (—4) /¿feo supri-
miendo ra (ra + 4), que es siempre un número par, 

(— 4 )h k. 



De aquí resulla que, para convertir los términos del produc-
to II K en términos de la determinante primitiva P , basta 

multiplicar todos ellos por (—1) , y que por lo tanto el produc-
X 

to (—1) II K es una parte de P. Puede pues establecerse el 
siguiente teorema. 

El producto de dos menores complementarias tomado 
con el signo -+- ó — según que la característica de una ú 
otra sea par ó impar, es una parte de la determinante pri-
mitiva. 

O de otro modo: 
El producto de una determinante menor H por su com-

X 

plemento algebraico (—\)K es una parte de la determi-
nante primitiva P. 

54. El complemento de una determinante menor se dice 
aun que es complemento de cualquiera de los términos de 
dicha menor, porque en efecto es la determinante que resulta 
de suprimir todas las líneas horizontales y verticales que pa-
san por los diferentes elementos de dicho término. 

Por ejemplo, en la determinante de cuarto grado 

a I ,! $1,2 ttj, 3 

#3>2 $5»3 &c>>\ 
a,a.rt,2 aA,5 a^rk 

a<2,=2 a<2,rk 

aA,2 ti/,,4 
es la determinante complementaria de 

esta otra 

pero al mismo tiempo si se desarrolla la primera y del des-
arrollo a2,2 aA,4—a2,4 a4,2 so toma un término cualquiera 

a2,í a4,2, puede decirse que la determinante a u i es el 

complemento de dicho termino a2,4 a4 ,2 , en este sentido, que 
suprimiendo de la matriz primitiva la 2.a y 4.a horizontal y 



la 4.a y 2.a vertical, que son las líneas que indican los índices 

% 4 ; 4, se obtiene la matriz a i ' 5 

En general se dice que un producto de m elementos de 
una determinante, tiene por complemento la menor que re-
sulta de suprimir todas las horizontales y verticales que pasan 
por dichos elementos; es decir, todas las horizontales que 
tienen por números de orden los primeros índices del produc-
to y todas las verticales que tienen por números de orden los 
segundos, y por característica la suma de sus números de 
orden. 

De aquí resulta el siguiente teorema: 
Si 

se multiplica el producto ALGEBRAICO de M elementos 
de una determinante por su complemento ALGEBRAICO, re-
sulta una parte de la determinante ¡primitiva. En el ejemplo precedente el producto de 

i -f-3-f-l -+-3 
por (—1) 

minante de 4.° grado. 

será una parte de la detcr-



P r o p i e d a d e s g e n e r a l e s de l a s d e t e r m i n a n t e s . 

35. Si se multiplican los elementos de una línea de una 
determinante de grado n por sus respectivos complementos 
algebráicos, que serán determinantes del grado n— l , obten-
dremos 11 partes, evidentemente distintas entre sí , de la de-
terminante primitiva, y su suma será por lo tanto una parte de 
dicha determinante; pero cada parte contiene tantos términos 
como son los que corresponden á una determinante de grado 
n — 1 , es decir, 1, 3 . . . (n— 1), luego el número total de 
términos, puesto que son n los elementos de cada línea, será 
n x 1 , 2 , 3 . . . (n— 1) = 1, 2, 5 . . . n y este es precisamen-

te el número de términos de la determinante propuesta: de 
suerte que dicha suma no es ya una parte, sino la determinan-
te misma. 

De aquí se deduce que : 
Cada determinante equivale á la suma de los productos 

de todos los elementos de una linea por los respectivos 
complementos algebráicos. 

O en otros términos: 
Cada determinante equivale á la suma algebraica de los 

productos de todos los elementos de una línea por los res-
pectivos complementos ordinarios tomados alternativamen-
te con el signo -+- ó con el signo comenzando por el -+- si 
el número de orden de la línea es impar y por el — si 
es par. 

36. Este teorema permite desarrollar las determinantes 
con gran facilidad reduciendo sucesivamente el grado. 



Ejemplos: 

= a b' c' d' 
v x y 
v' x' y' 

— b a' c' d' •+> c a' b' d' — d a' b' c'l 
u x y u v y u V cc 
u' x' y' u' v' y' u v' x'\ 

a b c d 
a' b' c' d' 
u v x y 
u' v' x' y' 

Í b' \xy 

- U'y' 
ra \v y 

L I V y' 
= a b' (x y'—y x') — a c' (v y'—v' y) -+- o d' (v x'—v' x) — b a' (x y'—y x') 

b c' (u y'—u' y) — b d' (u x'—u' oc) -f- c a' (v y'—v' y) — c b' (u y'—u' y) 
c d' (U v'—u' v) — da' (v x'—v' x) -+- d b' (U x'—u' x) — d c' (M v'—u' v). 

— ¿í v y 

\v' y' 
-b' u y 

«' y' 

sci I—61 a'l x y 

v'x'\] L \x'y' 
u u r i -
u' «i J 

d'lu ti a \ v x 

u y 

u'y' 
— b' u x 

-+- d'I« x\ 

\u'x'\ i 
ff'l U ül I 

| « v | j 

II. 

III . 

1 xy 
1 x' y' 
1 x"y" 

2—1 
—4 2 

G-3 

= 1®' y' —a?|l i/'l-t-y 
k y" U y"\ 

1 ®'¡ — (®' y"—x" y') — x{y"—y') 
i gp" j -4- y (x"—x') = (x' y"—y' x") 

— y"—y x") -+• (x y'—y x')-

= 2 | 2 1 
1—3 2 

4- |—4 il -h3 |—4 2 
6 2 I 6-3 

= 2 (4 -+- 3) -4- (— 8 — 6) 
-+- 3 (-+- 12 — 12) — 0. 

*>7. Considerando la determinante 

P = «1,1 
«2» 1 

«n> 1 

designaremos en general por A,.,s el complemento algebraico 
del elemento ar,s es decir, la determinante de grado de n — 1 
que resulta de suprimir en la matriz precedente la r.ma hori-
zontal y la s.ma vertical: esto supuesto el teorema precedente 
se expresará por una de las dos fórmulas 

P — i A r» 1 •"»•> 1 
P = a,,r A 

aT,2 Ar,2 -+- ar,3 A r»3* • • • • ar 

«2tr "2>r A3,r a 
A »•r •r»n»r » 

según que se elijan, para ordenar el desarrollo, los elementos 
de la horizontal ó de la vertical r.ma 

r puede evidentemente tomar todos los valores 1, 2, 5 . . . n. 



58. Si se Irasforma una determinante cambiando recípro-
camente dos líneas paralelas contiguas, se reconoce desde luego 
que el complemento ordinario de un mismo, elemento pertene-
ciente á una de las dos líneas alternadas es el mismo que en la 
primitiva; pero que si se considera dicho complemento como 
algebraico, en este caso tomará signos contrarios en las dos 
determinantes. 

En efecto, sean 

P = 
a b c d k 
a b' c d' kr 

las dos líneas contiguas que se alternan, convirtiéndose la de-
terminante P en esta otra 

P' = 
' 7 ' abe d'. . . . . k' 

a b e d. . . . . k 

representemos por r el número de orden de la línea a, b, c. . . 
en cuyo caso r -+• 1 será el de la siguiente a, b', c 
y sea, por último, k el elemento que consideramos. 

Puesto qne el complemento ordinario se obtiene suprimien-
do la horizontal y la vertical que pasan por k, es claro que en P 
ó en P' siempre resultará la misma matriz suprimiendo la ho-
rizontal a, b, c. . . k y la vertical que pasa por k; por lo tanto 
los complementos ordinarios de k son idénticos en P y en P'. 

Veamos ahora cuál es el signo de cada uno. 
r -+- s 

El correspondiente á P viene dado por el símbolo (— 1), 
puesto que res el primer índice de k, y podemos designar por s 

r -+-1 -+• s 
el segundo. El de P' es el que resulta en la potencia ( — \ ) 
toda vez que la línea a b c. . . k.. . ha avanzado un lugar y 



su número de orden, y el de k por consiguiente, en P', es?*-+-1 
al paso que el indice s no ha variado. 

r -+- s r -+- s -1- 1 
Pero (— 1) y (— 1) son de signo contrario, lue-

go queda demostrada la proposicion. 
Supongamos por ejemplo que en la determinante P se cam-

bian las dos primeras verticales, tendremos: 

, P' = a i,2 • 

a<2y i . . . #2»n a<¿,o a<¿, i • • • • • «2 jn 

ttn> 2 

Según lo demostrado, si desarrollamos las determinantes P 
y P' por los elementos de la primera línea en P, y de la se-
gunda en P', tendremos 

P — -+- #2*1 A2>I •+• «o»i Aj,!... (in,\ A„,t, 
P «i»i A|, 1 tt<2,i Ao, j «Ó>1 • * «n» I A„,t 

y por lo tanto P = — P'. 
De aquí se deduce que el cambio de dos líneas paralelas 

consecutivas no altera el valor absoluto de una determinan-
te, pero le hace cambiar de signo. 

Si, dada una determinante, se traslada paralelamente á sí 
misma una línea horizontal ó vertical, caminando en uno ú 
otro sentido, la determinante cambia de signo á cada cambio 
según hemos demostrado; luego, 
avanzando un lugar cambiará de signo la determinante; 
avanzando dos recobrará su signo primitivo; 
avanzando tres lugares cambiará de nuevo, 
y en general la determinante cambiará de signo ó conservará 
el que tenia según que avance la línea dada un número par ó 
impar de líneas ó lugares; de suerte que designando por P' la 
nueva determinante, que resulta de trasladar una línea en uno 
ú otro sentido sobre r líneas consecutivas, tendremos 

P' — ( — 1)r P. 



Partiendo de esta propiedad, y razonando respecto á las de-
terminantes, como en el núm. 8 respecto á las permutaciones, 
se llega inmediatamente al siguiente teorema. 

Una determinante cambia de signo, pero no de valor, 
cuando se permutan dos líneas paralelas cualesquiera. 

39. Resulta de lo expuesto que una determinante no cam-
bia de valor cuando se cambian entre sí varias horizontales y 
verticales, es decir, horizontales por horizontales y verticales 
por verticales; pero que conserva ó muda el signo según que 
que es par ó impar el número total, entre horizontales y ver-
ticales, de los cambios efectuados. O de otro modo: según que 
el número de inversiones que reciben los primeros y segun-
dos índices de la determinante P sea par ó impar. Pero como 
la permutación de las horizontales aparece en los primeros 
índices del término principal de la nueva determinante, y la 
permutación de las verticales en los segundos índices de dicho 
término principal, resulta todavía este tercer enunciado para 
el teorema precedente : 

Cuando en una determinante se cambian entre sí varias ho-
rizontales y varias verticales no cambia su valor, pero conserva 
ó muda el signo según sea par ó impar el número total de in-
versiones en las dos séries de índices del término principal de 
la nueva determinante. 

Representando por s este número de inversiones tendremos 

p = ( — i ) V 
s 

Casos particulares de la fórmula (— 1) P. I. Si la determi-
nante P' se forma disponiendo en orden rigorosamente inver-
so las verticales, sin alterar el orden de las horizontales ; ó al 
contrario, conservando el orden de las horizontales, el núm. s 

será igual núm. (2) á — n (n — 1), y por lo tanto 



II. Supongamos ahora que se forma P trasladando de de-
recha á izquierda, hasta que ocupen las ra primeras líneas, y en 
orden directo creciente, las que en la determinante P llevan 
los números de orden slf s2, s3 «m; y que análogamente 
se hacen subir hasta las ra primeras horizontales las que en P 
ocupaban los lugares r\, r2, r5 rm colocándolas como las 
verticales en orden directo también. 

Las inversiones que del cambio de verticales resulta serán, 
atendiendo á la manera de efectuar este cambio, 

•+• s<2 •+• sm — i m ( m — 1 ) ; (núm. 4) 

las que proceden del cambio de horizontales serán análogamente 

r, + r , + rm — i ra (ra + 1); 

y por lo tanto 

5 = i\ + r2 . . + rm + sx + «s . . sm — rn (m + 1), 

ó designando, según notacion ya convenida, por * la caracterís-
tica de la menor formada por las horizontales rit r2, r5... rm, y 
por las verticales síf s2, s3 sm, resulta 

5 = * — m (ra -+- 1) 
V 

y la fórmula P ' = (— 1) P se convierte en 
x — m ( m -f-1 / t \ 

p' — (— 1) P, ó suprimiendo el número par m (ra -+- 1) 

P' = ( - 1)'"P. 

Debemos observar, que la determinante menor definida en P 
por su característica *, se halla en P' convertida en menor prin-
cipal, y su matriz es la parte común á las matrices rectangula-
res formadas por las m primeras horizontales y las m prime-
ras verticales. 

40. Del teorema del núm. 55, ó de la fórmula del núm. 57, 



que lo expresa analíticamente, se deducen las siguientes pro-
posiciones: 

Si todos los elementos de una linea tienen un factor co-
mún, podrá sacarse este como factor de toda la deter-
minante. 

Supongamos en efecto que en la determinante 

p = 

arfi ar,o. • 

anti 

todos los elementos de la línea ar,u 2 arfn tengan un 
factor común d, de suerte que 

arti = darfi ; ar,2 = d ar,2; ar,n = d ar,n. 

Desarrollando P por la fórmula del núm. 57 , tendremos 

P = arti Arfi •+• ar,2 Ar>2 •+• a,.,n Ar,n; 

ó bien 

P = d a'm Ar„ + dar,2 Ar,2-+-. . . daryn Ar,n 

d [a'rtí Ar„-4-a'r,2 Ar,2-+-. . . a'r,„ A r , J ; 

y como la cantidad entre paréntesis solo difiero en la sustitu-
ción de ar9l ar,2. . . . ar,n á ani ari2. . . . artn resulta final-
mente 

P = D 

t a r, i 
r / 

* 

lo cual prueba que d entra como factor en otra determi-
nante de grado n. 

C O R O L A R I O S . I . El factor común á los elementos de una 



línea puede pasar á otra cualquiera del mismo nombre ó 
de nombre distinto. 

II. Para multiplicar ó dividir una determinante por 
una cantidad basta multiplicar ó dividir por dicha canti-
dad todos los elementos de una cualquiera de sus líneas. 

III. Una determinante no se altera si se multiplican to-
dos los elementos de una línea por una cantidad y por la mis-
ma se dividen todos los comprendidos en otra. 

IV. Si se cambian los signos á todos los elementos de 
una línea, la determinante cambia de signo. Porque en 
efecto, esto equivale á multiplicarla por — \ . 

V. El valor absoluto de una determinante no varía 
cuando se cambian los signos á varias líneas, y el de la 
nueva determinante será el mismo ó distinto que el de la 
primitiva, según que sea par ó impar el número de lí-
neas á que se ha cambiado el signo. 

Ejemplos. Sea la determinante : 

a bx cy 
d ex f y 
0 h x W 

Podemos sacar x é y por factores comunes escribiéndola de 
este modo: 

® y a b e 

d e f 
9 h i 

Podemos también trasladar el factor y de la tercera línea 
vertical á la primera, en esta forma: 

ay bx c 
dy ex f 
gy hx i 

Puede suprimirse el factor x de la segunda línea, introdu-
ciéndolo en la segunda horizontal y resultará : 



| ay b e 
dyx ex fx 
gy h i 

Y así sucesivamente. 
41. Si todos los elementos de una línea son nulos, la de-

terminante es nula también. En efecto, ordenando el desarro-
llo por relación á los elementos de dicha línea se ve clara-
mente que todos los términos se anulan. 

Si dos líneas paralelas son idénticas la determinante es 
también nula: para demostrarlo observemos: 

\ Q u e cambiando ambas líneas, y representando por P' el 
resultado, puesto que dichas líneas son iguales, 

P' = P. 

2.° Que en general por el cambio de dos líneas paralelas 
se tiene (núm. 38) P' = — P; luego P = — P lo cual es ab-
surdo á ménos que no se tenga 

P = o. 

Si dos líneas paralelas son equivalentes, sacando de una de 
ellas el factor común en que difiere de la otra, tendremos una 
determinante con dos líneas paralelas iguales y que por lo tan-
to será nula. 

En resumen : 
Es nula una determinante cuando todos los elementos 

de una linea son nulos, ó cuando dos líneas paralelas son 
iguales ó equivalentes. 

Ejemplo. La determinante 

2 - 4 3 
—4 2 1 

6 - - 3 2 

es nula puesto que multiplicando la segunda vertical por — 2 
se reproduce la primera, y por lo tanto ambas verticales son 
equivalentes. 



42. Entre los varios casos particulares del teorema del 
número 57 es digno de notarse el siguiente: 

Si todos los elementos de una línea, escepto uno, son 
nulos, la determinante será igual al producto de dicho ele-
mento por su complemento algebraico; ó bien al producto 
de dicho elemento por la misma determinante sustituyen-
do en ella al elemento en cuestión, la unidad. 

La primera parte del teorema es consecuencia inmediata de 
la fórmula 

P — r̂yt + an2 Ar,2. . . . ar,n Ar,n, 
puesto que si todos los elementos, ménos uno, a,.,$, son nu-
los, el segundo miembro se reducirá al término 

y tendremos 
ciifs A r „ 

P = ar,s Ar„. 
En cuanto á la segunda parte basta observar que siempre 

puede suponerse que artt es factor de todos los elementos de 
Ja línea 

ar,s. . . o, 

r , s , se convierte en 

o, o. 

la cual, sacando el factor a.., 

o o. . . 1. . . o. 

los.—I. Sea la determinante 

P = a b o c 
d e f g 
t U O V 
x y o % 

tendremos P == — f a b e 

t u v 
, puesto que la característica 

x y z 
de f es 5 + 2. Como en este valor de P no entran los tér-
minos dy e, g, podremos también escribir 



a b o e 
o o f o 
t U O V 
x y o % 

o en general 

a b 
d é 

o c 
f 9 

t U O V 
x y o % 

siendo arbitrarias d\ e, g . 

Finalmente, sacando f , factor común á los tres clemenlos 
o, f , o, o de la tercera línea vertical 

P = f 

II. a *b c 
o a b 
o o x 
o o x y 

a 

a b o c 
o o 1 o 
t u o v 
x y o z 

b c 
X y 

x i j 

a¿ a? y 

x y' 

43. Se deduce de lo que precede que en una determi-
nante pueden siempre suprimirse, ó que pueden siempre au-
mentarse, tantos pares de líneas de nombres diversos como 
se quiera, con tal que cumplan con las dos condiciones si-
guientes : 

1.a Que las dos líneas tengan la unidad por elemento co-
mún y que todos los demás elementos de una de ellas sean 
nulos, sean cuales fueren los de la otra. 

2.a Que se dé á la nueva determinante el signo que con-
venga al complemento algebráico del elemento común, uno. 
Esta condicion es innecesaria cuando ambas líneas sean con-
jugadas, porque en este caso el elemento común es principal 
y su característica par. 



Ejemplos: 

I. a b c 0 d — a b c d 7 a 0 0 0 b 
e f i) 1 h i j k l c i 0 0 d 
i j k 0 l m n 0 V e 0 0 0 f 
ra n o 0 V <1 r s t 9 0 0 4 h 
Q r s 0 t i 0 4 0 j 

a o 0 b — a 0 b a b 
e o 0 f e 0 f e f 

• 

0 o 1 h i \ i 
i 1 0 j 

En el ejemplo precedente se han podido suprimir tres lí-
neas, convirtiendo la determinante de cuarto grado propuesta 
en otra de segundo. 

Ií. a b e 

d e f 
9 h i 

a o b c 
d o e f 
ral n p 
g o h i 

=•- + a o b o c 
d o e o f 
q o r 4 s 
m i n o p 
g o h o i 

siendo ra, n, p, q, r, s arbitrarias. 
Y en efecto, al pasar, por ejemplo, de la primera á la se-

gunda , se convierte aquella en el complemento algebraico de 
1 en la segunda ; y como este lleva el signo — , debemos 
agregar otro signo — , que con el primero dé el + de la de-
terminante propuesta, y haga posible la igualdad. 

Pero como el aumento de pares de líneas es arbitrario y 
no tiene límite, resulta que una determinante de cualquier 
grado puede trasformarse en otra de un grado superior 
cualquiera agregando un número conveniente de pares de 
líneas. 

44. Si en una determinante son nulos todos los ele-
mentos situados á un lado de una diagonal, equivaldrá al 
2producto de los elementos de dicha diagonal con el signo + 



si es la se-si es la principal, ó con el signo (— 1) 
gumía diagonal. 

Para demostrar el teorema precedente, basta aplicar á la 
determinante dada el del número 42 tantas veces como uni-
dades tenga el grado de la determinante. 

En cuanto á los signos ninguna dificultad presenta la pri-
mera parte del teorema, toda vez que, al sustituir á una de-
terminante en que todos los elementos de una línea son nulos, 
menos el elemento principal, el producto de este término por 
su complemento, el signo explícito del producto es siempre + . 
Respecto á la segunda parle, observaremos que para trasla-
dar tudos los elementos de la segunda diagonal á la primera, 
basta invertir todas las verticales sin alterar los horizontes, en 
cuyo caso la determinante propuesta será igual á la nueva 

multiplicada por (— 4) 2 n(" } y como esta última, por la 
primera parte del teorema es igual al producto de los elemen-
tos de su diagonal principal, queda demostrado el teorema 
por completo. 

Ejemplos: 

I. 

II. 

111. 

a b c d 
o e f g 
o o h i 
o o o k 

a b c d 
e f g o 
h i o o 
k o o o 

a b x 
c x o 
x o o 

— a e f g 
o h i 
o o k 

= a e h i 
o k 

— a e h k 

= — d e f y 
h i o 
k o o 

+ dg h i 
k o 

= —d g i k 

x° 

45. Imaginemos que se multiplican ordenadamente los 
elementos aniy ar,z ar,n de una línea de la determinante 



p = 01,i 

ar, j 
* 

^Sf 1 

dn* 1 

por los complementos algebraicos A S L L A S , 2 . . : . . A S , „ de otra 
línea astl <zs,2 as,n paralela á la primera, y que se su-
man los resultados así obtenidos: tendremos de este modo 

FLR.I A S ) 1 -i- ar,2 A S , 2 + artn As,n. 

Pero la expresión precedente es el valor de la determinante 
P en la cual se sustituyera á la línea a s ,2 as,r la 

,̂»2 cinni es decir, de esta otra determinante: 

P' = a i , 2 . . 

ar, j ar,2. . . . . (ir, n 

ani . . . a,.,n 

ün* 1 an, 2. . ' ' " m n 

la cual es nula por tener dos líneas iguales. De aquí se deduce 
que la suma de los productos de los elementos de una línea 
de una determinante por los complementos algebraicos de 
los elementos correspondientes de otra línea paralela á la 
primera, es idénticamente nula. 

Ejemplo. Sea la determinante 

a b e 
r j > > » a b c 
" i" j' a b e 

si multiplicamos los elementos a, b, c por los complementos 
algebraicos de la segunda línea 



b c ; + a c a b 
b" u c n a / / c u a b" 

a b c + b a c — c a b 
b" c" n u a c n 7 u a b 

el producto 

= — a (be' — cb") + 

b (a c" — c a") — e (ab" — b a", 

será idénticamente nulo como es fácil comprobar. 
40. En resumen, las espresiones 

A¿¡,, + ar,o A s , 2 + an3 A s , 3 - f ann As,n 

a 1 > r A l t I + a2,r y» + a3,r A 3 , s - f an,r A n , s 

serán equivalentes á P, ó idénticamente nulas, según que r y s 
sean iguales ó desiguales. 

47. Supongamos ahora que todos los elementos de una 
misma línea de la determinante P sean polinomios del mismo 
número de términos: por ejemplo, para fijar las ideas, 

ani = di + bi; a,,2 = a2 -f h ar,a = an + bn; 

sustituyendo en el desarrollo de P tendremos 

P = (at + bt) A r , i + ( a 2 + h) A r , 2 + (an + &„) A r , n , 
ó bien 

P = (at A r , , + a2 A r , 2 + an A r , n ) + 
(&, A r ) 1 + b2 A , . , 2 -H bn A , . , „ ) . 

Pero las dos partes del segundo miembro expresan el re-
sultado de sustituir respectivamente alf a2... an, y bu b2... bu 

á los elementos ar,2. . . ann de la r.IDalínea, lo cual prue-
ba que la determinante P puede descomponerse en dos de-
terminantes parciales en cada una de las que se haya hecho 
la sustitución indicada. 

En general: si los elementos de la línea que se considera 
son polinomios compuestos de ra términos, la determinante 
P podrá descomponerse en m determinantes \Jarcíales, cada 



una de las cuales se formará reduciendo sucesivamente la 
línea de elementos polinomios á una línea de monomios y 
tomando á este fin los primeros, segundos, etc., términos 
de dichos polinomios. 

48. Se comprende que este teorema puede siempre aplicar-
se aunque los polinomios no tengan el mismo número de térmi-
nos, puesto que pueden remplazarse con ceros los que falten; 
y se comprende aun que la descomposición que de aquí resul-
ta puede efectuarse de varios modos toda vez que es arbitra-
ria la elección de los monomios que van á constituir la nueva 
línea de cada determinante parcial. En las aplicaciones con-
viene, para evitar toda equivocación, disponer en los mismos 
lugares, es decir, primeros ó segundos, etc., de los diferentes 
polinomios todos aquellos sumandos que han de entrar en la 
misma determinante parcial: esto supuesto cada línea compleja 

i > a r ,2 a r , n 

ó 

a, -+- b{ -+-c¡ -+-... ; a2-+- b.2-+-c2-*-... k;. . . an-+-bn + cn -+-... /„ 

se podrá evidentemente considerar como compuesta de m lí-
neas sencillas 

a{ a2 a3 an 

bx 1h bs: . . . . bn 

C i C2 C3 cn 

h h h bx y 

y la determinante P como la suma de m determinantes que 
se obtendrán reduciendo sucesivamente la línea compuesta 
á cada una de sus m líneas componentes. 

Ejemplos: 

I. a b x -f y + z = a b x + a b y + a b z 
a Tj' x'+ y + z a b' x ' T ' ' a lj y a' b' % 

11 t" n , 11 , n a h x +y +z •n a •r n " \) x n r " " a b y n T '! a b z 



H. a b c + x 
a b' c 

n r" " 
a b e 

a b x 
a b' o 

n r " 
a b o 

a b c +x 
a b' c + o 

ii r" " . 

a b c 

a b e i r ' i a b e II T H t-
a b e 

x 

a b e 
' r ' ' 

a b e 
n r" " 

a b e 

a b' n r " a b 

+ 

Cuando en una determinante hay muchas líneas compues-
tas, cada una puede dar lugar á descomposiciones análogas á 
las anteriores. 

En general si son m las líneas compuestas y sus compo-
nentes son en número de ru r2 rm respectivamente, el 
número de las determinantes parciales que resulten será 

r<2. , . vm. 

Suponiendo que el grado de la primitiva es n, y que cada 
línea de las n que forman la matriz, está compuesta de m lí-
neas sencillas, las determinantes parciales serán en número 
de m. ra. ra... ra = ra", y podrán obtenerse combinan-
do las líneas sencillas n á n con la precisa condicion de no 
tomar cada vez mas que una línea sencilla de cada línea com-
puesta y de ordenarlas en las determinantes parciales en el 
mismo orden de sucesión que tienen en la determinante total 
las líneas compuestas á que pertenecen. 

49. Invirtiendo el teorema general precedente resulta la 
siguiente proposicion: 

Muchas determinantes que solo difieren en una linea de 
igual nombre y de igual puesto, pueden reunirse en una 
sola determinante que no diferirá de cada una de las par-
ciales sino en la línea indicada, la cual será la suma de 
todas las lineas diferentes de dichas determinantes pro-
puestas. 

Ejemplos: 

a u + a v + a x = 

a u' / i a v a' x 
a u + v -v x 
a v + x' 



a b c a b d x -+- a b e — a b ex* 
a b i c a b' d' r a b' e' a' b' ex1 

le a b" II c n a b" d" H a b" n e II 1 n a b " t 
C X 

a b dx + a b e — a b ex2 + dx + e 
/ a b' d'x' a b' ! e a' b' c'x2 + d'x + e 

a b" ji/ a d x a a b" / / e a b" II 2 -tu ii c x +d x + e 

50. Si á una linca de una determinante se agrega, ó de 
ella se resta, otra línea del mismo nombre, se habrá formado 
una determinante con una línea compuesta formada de dichas 
dos líneas sencillas, y es claro que en descomponiéndola en 
dos determinantes parciales, una de ellas será idéntica á la 
primitiva y otra contendrá dos líneas idénticas y será nula 
por lo tanto. 

51, por ejemplo, á la primera vertical de la determinante 

a b e 
' i' ' a b e 
/ / i n n 

a b e 

se agrega ó se resta la segunda, resulta: 

a ± b b c = a b c ±z b b c — a b c 
i a ± y b' i c a b' i c b' b' i c a b' i c 

a" ± b" b" II c a" b" n c b" ib" II c a" y II c 

puesto que las dos primeras verticales de la segunda determi-
nante parcial son iguales, y por lo tanto es nula. 

Aun subsiste el teorema si se multiplica por una cantidad 
arbitraria la línea que se agrega ó se resta, porque afectando 
la descomposición indicada, dos líneas de la segunda determi-
nante parcial, no serán ya iguales, pero sí equivalentes. 

En general: 
Una determinante no cambia de valor si á una línea se 

agrega ó resta otra del mismo nombre multiplicada ó di-
vidida por una cantidad cualquiera. 

51. El teorema anterior, además de la importancia que 



tiene porque á cada paso hay oeasion de aplicarlo, puede 
servir para simplificar el cálculo numérico de las determi-
nantes. 

Ejemplo: Sea la determinante : 

9 13 17 4 
18 28 33 8 m 

30 40 54 13 ' t J 

24 37 4G 11 

Si multiplicamos la última vertical por 2, 3, 4, y restamos 
sucesivamente estos productos de las tres primeras vertica-
les, tendremos: 

9-- 2 x 4 ; 13 - 3 x 4 17 - 4 x 4 4 =3= 1 1 1 4 
18-- 2 x 8 ; 28-- 3 x 8 33-- 4 x 8 8 2 4 1 8 
30-- 2 x 1 3 ; 40-- 3 x 1 3 54-- 4 x 1 3 1 3 4 1 2 13 
24 - 2 x 1 1 37-- 3 x 1 1 45 —4x1111 2 4 2 11 

Restando de la última vertical la suma de las tres prime-
ras, la determinante (2) se tranformará en la siguiente: 

1 1 1 4—1 — 1—1 — 1 1 \ 1 
2 4 1 8 - 2 — 4 — 1 2 4 1 1 
4 1 2 13—4—1 —2 4 1 2 G 
2 4 2 11—2—4—2 2 4 2 r* 

O 

Si restamos la primera vertical de la (3) de las tres res-
tantes, se vé desde luego que los tres últimos elementos de 
la primera horizontal se reducen á cero, lo cual nos indica 
que podremos inmediatamente reducir la determinante á otra 
de tercer grado: tendremos pues 

1 1 _ 1 l _ l 1—1 
2 4—2 1—2 1—2 
4 l — 4 2—4 6—4 
2 4—2 2—2 3—2 

1 0 
2 2 
4 —3 
2 2 

0 0 
—1 
- 2 

0 

(4) 



que se reduce á 

— 1 —1 
—2 <2 

O 1 

Agregando á la primera horizontal ia última, y en el re« 
sultado 

éP 2 + 2 -- 1 + 0 — 1+1 — 4 - 1 0 
— 5 — 2 2 —3 —2 2 

2 0 4 2 0 4 i 

restando de la segunda horizontal la última multiplicada por 
2, tendremos: 

: 4 x - 2 - ( - l ) x ( - 7 ) = — 1 5 , 4 —4 0 4 — 4 
— 7 —2 0 —7 —2 

2 0 4 

52. Para familiarizar al lector con este importantísimo 
teorema presentaremos algunos ejemplos que no sólo dan lu-
gar á notables trasformaciones, sino que se presentan en mu-
chas importantes aplicaciones á la geometría y al análisis. 

I. Guando en una determinante los elementos de una lí-
nea sean todos iguales á la unidad, podremos agregar ó qui-
tar una cantidad arbitraria á todos los elementos de otra línea 
cualquiera del mismo nombre, porque esto equivale á agregar 
ó quitar á esta última línea la primera multiplicada por dicha 
cantidad. 

Si todos los elementos menos uno son iguales á 4 y este á 
cero, podrá emplearse una trasformacion análoga. 

Sea la determinante 

0J>1 »2* 
02» i 02*2' 

. . a i>n 4 

. . (u,n 4 

0n»n 4 
1 1 1 0 



Se deduce de lo dicho que podremos agregar tanto á las 
horizontales como á las verticales cantidades arbitrarias, de-
jando invariables las líneas de los unos puesto que el último 
elemento de la diagonal principal es cero, y siempre da cero 
sea cual fuere la cantidad arbitraria por la cual se multiplique 
la vertical ó la horizontal á que pertenece. 

Agregando P, á la primera vertical, P2 á la segunda, y así su-
cesivamente hasta Pn á la última, tendremos : 

01, ,+ Pl + P2 01,3 +P3 «r>n+Pn 4 
a2,i + P, a2>2 + h (k>z + h «2.» + P» 4 
«3,1 + Pi «3,2 + «3>3+?3 «3>n + p„ 1 

«»M + Pl «n.2 + P2 «„, 3 + P3 0„ffl + P„ 1 
1 1 1 \ 0 

y en esta determinante agregando asimismo YI, Y2. . . Y„ á las 
diferentes horizontales, tendremos por último : 

«1>1 + + Y, «1>2 + ?s + Yi «1>3 + Y,. -fPn+Yl \ 
+ Pi + Y2 #2»2 + P2 + Y2 CL 2»3 + + Y2. • • CL^n + P« + Y2 4 

«3»! + Pi + Y3 «3>2 + Pa+ Y3 «3.3 + P3 + Yo- • • «3 ,n + P„+Y3 4 

+ Pl + Yn + ?2+ Yn «n>3 + P» + r„. + P»+Y„ 4 
4 4 4 1 0 

II. Consideremos la determinante de grado n 

4 4 4 . . . 4 
a* a*¡ az . . . an 

«12 a5
2 . . . a? 

«i3 a2
3 : . as

3 

a,"-1 a,"-1 . . a ; - 1 

en la que a„ 02, az. . . an son cantidades arbitrarias, y cada 
vertical está formada por todas las potencias, desde cero á 
n — 4, de una de estas cantidades. 



Ahora, si se trasforma una vertical, por ejemplo, la r . m \ 
restando otra cualquiera, la s.m», es evidente que la nueva 
vertical 

1 — 1 
ar — at 

a? - a? 
a,5 - a? 
• • • « a,"-1 — > « 

a." 

contendrá el factor común ar — at, que será, por lo tanto, 
divisor de la determinante a ; pero los r y s son arbitrarios: 
luego A será divisible por todas las diferencias de dichas can-
tidades tomadas dos á dos, y aun por el producto de estas 
diferencias, puesto que son primas entre sí. 

A. la cantidad at corresponden las (n — 1) diferencias dis-
tintas 

a2 — a{; az — ax; — at. . . an — ; 

á la a2 las n — 2 distintas también entre sí y de las prece-
dentes 

az — a2; a4 — a2; a¡ — a2. : . an — ; 

á la az las n — 3 

— a3; a5 — a3. . , an — , 

y así sucesivamente hasta la diferencia 

dn — * 

En resumen, el producto de todas las diferencias preceden-
tes contendrá 

factores, y será, por lo tanto, una función homogénea del 



grado — n{n — 1) de las cantidades au a2, a3. . . an. 
2. 

Por otra parte la determinante A es también una función 
homogénea del mismo grado, porque cada termino contendrá 
un factor igual á la unidad y una de las cantidades a l t a2. . . 
an de la primera línea, otra de la segunda, otra de la tercera, 
y así sucesivamente ; es decir, una primera potencia, otra 
segunda, otra tercera, y por último, otra del grado (n — 1); 
y su grado final será por consiguiente 

1 -+- 2 -+- 5 -+-. . . -+- n — 1 = — n (n — 1). 
2 v y 

Luego en el producto de las diferencias precedentes y la 
determinante A son funciones homogéneas del mismo grado, 
y como la primera divide á la segunda no podrán diferir más 
que por un factor numérico, que fácilmente se determina 
comparando dos términos homólogos de ambas funciones. 

Para formar el producto en cuestión sin duplicar ninguna 
diferencia, y sin dejar tampoco ninguna, restaremos, por ejem-
plo, cada término de la série 

aj, ¿i2, «3» • • » 

de todos los que le siguen, y representando por - a2, 
a5. . . an) dicho producto tendremos : 

* (a,,a2, a3.,.an) = (a2-a,) (az-at) (a4-a,). . . {a-ax) j 
(a:-a2) (a4-a2). . . (aw-a2) I 

(a4-a3). . . (an~a,) > 

(an-an-t)) 

Multiplicando los primeros términos de todas las diferen-
cias tendremos el siguiente término del producto 

cuyo coeficiente es á -+- 1 , y no puede reducirse con nin-
guno ; pero este mismo término es el principal de la deter-



minante A con el coeficiente -+- 1 ; luego la determinante A y 
el producto « son iguales. 

Tendremos, pues, 

A — . R (alf a2, (h- • • «„)• 

Ejemplos: 

- (a,, a2) = 

* (a„ a2, a3) — 1 1 I 
a, a2 

ci\~ a2 a; 

1 1 = (L¿ — ß,. 

= (a2 — a,) (fl3 — «i) («5 — «2). 

III. Sea la determinante 

A — 0 1 1 1 
1 o d* c2 

1 tí2 o &2 

1 c2 b2 o 

Multiplicando las cuatro horizontales por bcd tendremos 

A x (bcdy o bcd bcd bcd 
bcd o bcd? b&d 
bcd bcdz o b*cd 
bcd b(fd Ifcd o 

dividiendo la segunda horizontal por cd, la tercera por bd y 
Ja cuarta por be tendremos: 

A x bcd 

cd x b d x be 
o acd bcd bcd 
b o bd*bâ 
c cd2 o tfc 

d &d bH o 

dividiendo asimismo por cd, bd y be las tres últimas vertica-
les resultará 



A. bcd 

(ed. bd. bef 
= A 0 b c d 

b 0 d c 
c d 0 b 
d e b 0 

(2) 

NOTA. La t ras fo rmac ion p r eceden t e puede cons idera rse como caso par t icu lar de 
«stoa dos t eo remas . 

1. En una determinante de cuarto grado P , en la cual los elementos principales 
son nulos, todo factor de las lineas oblicuas 

y>y 
p = 0 abe y' 

d o e f y" 
£PO 9 h o i 

i k l o 
x' x" 

x' y', x" y" puede t ras ladarse á su para le la s imét r ica por re lación á la segunda d ia -
gona l . 

Las s iguientes t ras formacíones p rueban i n m e d i a t a m e n t e es te t e o r e m a . Sea m un 
factor de la línea x" y", t e n d r e m o s : 

0 abe — m o a b c = 0 a b c 
d o e f d 0 e f md 0 e f 
9 h o mi 9 h o mi mg h o mi 

j k mi o L 
m 

k 
VI l 0 j 

k 
m l 0 

mul t ip l i cando por m la segunda ver t ica l ; y dividiendo por m la t e r ce ra ho r i zon t a l 

P = ; o ma b c 
md o e f 
g h o mi 
j k l o 

De una m a n e r a analoga 

o a b c 
d o emf 
g h o i 

= m 0 
d 
9 

abe 
o emf 
h o i 

m 

0 a b c 
md o emf 
mg h o i 

1 k — o J m 

o a mb c 
d o e f 

mg h o i 

j mk l o J_ m 

abe 
o emf 
h o i 

m 

0 a b c 
md o emf 
mg h o i 

1 k — o J m j k l o 

II. Si en la misma determinante hay un factor común á los elementos centralts 
h e de la segunda diagonal, puede trasladarse d los extremos de la misma diagonal. 



Agregando en la determinante (2) á la primera horizontal 
las tres siguientes tendremos: 

0 b c d = b + c + d b + d + c c + d + b d + c + b 
b 0 d c b 0 d c 
c d 0 b c d 0 b 
d c b 0 d c b 0 

i 1 \ 1 
b 0 d c 
c d 0 b 
d c b 0 

E n efec to , t e n d r e m o s suces ivamen te 

o a b c = m o a b e o ma mb me 

d o me f d f 
—• o e — d f 

— o e — d o me f 
m m m m 

g mh o i g mh o i g mh o i 
j k l o j k l o j k l o 

o ma mb me 
d ± 

— 0 e ± 
m m 

h 0 i 
m m 
mj mk mb o 

dividiendo por m la te rcera vert ical y mul t ip l icando por m la segunda horizontal 

o ma b me 
d o e f 

— h t ± m m 
jm mk l o 

y aná l oga m e n t e d iv id iendo por m la s eg u n d a vertical y mult ipl icando por m la ler 
cera horizontal r e su l t a : 

o a b me 
d o e f 
g h o i 
mj k l o 

Vemos ahora q u e la t rasformacion de q u e se t ra ta consis te en t ras ladar los facto-
res b, c y d s egún Jas r e g l a s p r eceden t e s , 

6 bien 0 1 \ i = 0 b c d 
1 o d2 c* b 0 d c 
1 d a o 6 » c d 0 b 
i c! b* o d c b 0 



lo cual prueba que b + c + d es divisor de la determinarle 
propuesta; pero la determinante (1) no se altera cuando sus-
tituimos á b,—b, á c — c, y ixd, — d, porque estas tres letras 
entran elevadas al cuadrado, luego tendremos sucesivamente: 

= (—b + c + d) 1 1 1 1 = (—b + c + d) 
—b o d c 

c d 0 — b 

d c —b 0 

A = (b — c + d) 1 \ 1 1 

b o d — c 

— c d o b 
d --c b 0 

A — (b + c — d) 1 1 1 1 

b o — d c 
c — -d o b 

—d c b o 

Las cuatro últimas igualdades prueban que 

(b +c + d); (— b + c + d); (b — c + d) y (jb + c — d) 

son divisores de A; mas estos polinomios son primeros entre 
sí, luego A será divisible por su producto 

(b+c + d) (1b + c — d) (b — c + d) (~-b + c + d). 

Por otra parte, como el producto de cuatro factores linea-
les homogéneos es una función homogénea de cuarto grado 
de b, cy d, del mismo modo que la determinante (2), resulta, 
puesto que es divisible esta por aquella y el grado es el 
mismo, que no pueden diferir más que en un factor numérico; 
comparando el término — di del producto con el término d!k 

de la determinante cuyo signo está dado por la potencia 
-L \ o ( i ) 2 '" = + 1 (núm. 24) y es positivo, resulta, final-



mente, que el producto en cuestión con el signo cambiado 
es igual á la determinante. Así, pues, tendremos 

- ( b - h c - h d ) (b-\-c — d) (ib —c-hd) 
— b-hc-\-d) 

0 1 1 1 = 0 b c d 
1 tí d1 c1 b 0 d c 
1 d* 0 b* c d 0 b 
1 c* b 0 d c b 0 

Se sabe por la aplicación del álgebra á la geometría que 
este producto con signo contrario es igual á 16 veces el 
cuadrado del área de un triángulo, cuyos lados fuesen b, 
c y d; luego cada una de las determinantes precedentes con 
signo cambiado expresará el mismo valor. Más adelante 
llegaremos directamente á este mismo resultado, sin apo-
yarnos en el conocimiento prévio del área de un triángulo 
en función de sus lados. 

IV. Análogamente puede demostrarse la siguiente igual-
dad : 

P = a b c d 
b a d c 
c d a b 
d e b a 

= (.a-hó-j-c-hd) (a-hó—c—d) (a—b-\-c—d) (,a—b—c+d). 

Desde luégo la igualdad 

a + b - h c -+- d 5 - f - c + (/ + a c + rf + a + i rf+c-t-¿ + a 
b a d -c 
c d a b 

(a ~h b-hc-hd) 
m j / \ t íjiliíia \»l> i 

.»'\|Vv¿()(\ Y>J>W\}\ 

11 l 1 
b a d c 
c d a b 
deba 

><)! ' 1 • 

, X I , ( ¡ " ' t't'Jl 'Ol o n¡• Ufo • j . o j n y t ü j h ; 

•lüJ'ítí! »dviib )1M > < ¿ *' * i O't . 
¡>. 'i/>JJ^¡ Jj| i i •» Ji j ; i i ) i iíl Íl p f u i i ' i1 ' o í j l f í j í i i d í u u . ' ) . i 

prueba que la determinante P contiene el factor (a-hb-hc 
-hd). 

Agregando á la primera horizontal la segunda, y res-
tando las otras dos , tendrémos : 

íi 



a b c d = a-\-b — c --d b-\~a—d—e e-\-d—b --a d-\-e—b — a = 

b a d c b a d e 
c d a b e d a b 
d c b a d c b a 

(a -h b — c — d) 1 1 -1—1 
b a d c 
c d a b 
d e b a 

lo cual demuestra que (a-^-b—c—d) es divisor de P. 
Del mismo modo las igualdades 

a b e d = a-\-e—b — d b-{-d — a — c c-t-a — d-- b d-\-b — c — a 
i a d c b a d c 

c d a b c d a b 
d c b a d c b a 

(a -h c — b ~ d) 1—1 1—1 
b a d c 
c d a b 
d e b a 

a b c d — a + d — b — c b-\-e — a — d c~\~b — d — a t i - h a — c—b = 
b a d c b a d c 
c d a b c d a b v 
d e b a d c b a 

(a-t-d — b — c) 1—1—1 1 
h a d e 
c d a 1 
d e b a 

prueban que a-hc — b — d, y a-hd—b—c son divisores 
de P. 

Por lo tanto P y el producto (a-\-b-hc-+-d) (a-i-b—c—d) 
a-bc—b—d) (a-\-d—b—c) sólo pueden diferir en un factor 
numérico, y comparándolos términos a4 de ambas expre-
siones, resulta que dicho factor es la unidad positiva. 

V. Combinando el signo á la letra a en la igualdad 
)! nfiim VI 

a b c d 
b a d c 
c d a b 
deba 

í Í M | ' ) | )UU ÜIRII; !<• 
(a-hb-i-e-i-d) (a + b —c — d) (a-b-hc—d) (a — b-c-hd) 

i.b Uti i.i i i, j ¡'.02 <i¡ i. i luí . ,i i. üf»liU^'J«/ 
ií.» lío 'j-.(v 1 -biü. 



resulta esta 
—a b c d 
b —a d e 
e d —a b 
deb —a 

( a - h é - h c — d ) (a-\-b—c-\-d) (a—¿-f-c-f-cf) ( — a - f - M - c - M ) . 

Recordando una fórmula de geometr ía , se ve que la de-
terminante precedente con el s igno cambiado expresa 16 
veces el cuadrado del área del cuadrilátero inscrito, cuyos 
lados son a, b, c, d. 

v. Cuando a —o, esta fórmula se reduce á la del tercer 
e jemplo . 

' § V . 
D e s c o m p o s i c i ó n de d e t e r m i n a n t e s e n s u m a de produc-

tos d e m e n o r e s c o m p l e m e n t a r i a s . 

53 . Dada una determinante P del grado n c o n s i d e r e -
mos la matriz rectangular formada por m líneas paralelas 
de la misma clase : la suma de los productos de todas las 
menores de grado m comprendidas en dicha matriz por 
sus c o m p l e m e n t o s algebraicos, será una parte de la deter-
minante propuesta . 

En e fec to , que cada producto parcial está comprendido 
en la determinante dada, queda ya demostrado en el nú-
mero (32); pero es fácil ver que todos estos productos son 
distintos entre s í , y que por lo tanto si cada uno de ellos 
está comprendido en P, su suma lo estará asimismo. 

Supongamos , para fijar las ideas, que la matriz rectangu-
lar, en las que se toman los menores de grado m, está for-
mada de l íneas horizontales : dos menores de esta matriz, 
II y II 'por e j e m p l o , diferirán por lo ménos en una línea 
vertical de m e lementos , es decir que 

línea rv 

\Vy\jHvv v 



entrará en una de las menores, sea en II, y no entrará 
en II'; pero cada término de II contiene un elemento dis-
tinto de la línea precedente; luego cada término de II con-
tendrá un elemento que no entrará en H'. 

Por otra parte, designando por K' el complemento al-
gebráico de H', en este complemento no entrará ninguno 
de los elementos de la verlical a , b, c. . . puesto que 
quedan excluidas de él todas las líneas horizontales de la 
matriz rectangular. De suerte que los elementos a,b,c... I, 
de los que uno entra en cada término II, y por lo tanto en 
cada término del producto II K (designando por K su com-
plemento algebraico) no pueden entrar ni en II' ni en K', 
ni por lo tanto en los términos del producto H' K'. 

Cada menor de grado ra de la matriz rectangular tiene 
1, 2, 3. . . ra términos (núm. 20), y cada menor comple-
mentaria 1, 2 , 3. . . n— ra; luego cada producto conten-
drá 1 , 2 , 3. . . ra. 1 , 2 , 3. . . (n —ra), términos todos 
distintos entre sí; pero el número de menores del grado ra, 
contenidas en una materia rectangular de ra líneas es el de 
las combinaciones de n objetos m á ra, es decir: 

.<•• ''.»'¡i}« r • ))(!• i 
m(n — 1) (n — 2) ( n - m + 1) 

1, 2, 3. . . m 

luego éste será el número de productos parciales, y el nú-
mero total de productos 

i •-» o , r, / \ n (n—1) (n— 2) . . . (n—w¿-}-l) 1, 2, 3. ..w. 1, 2, 8. (n—m) f ir ft 3. 1, 2, 3 . . . m 
f) -r>'.»H )íi\ •• :.> » t j : K - \ h i » f t ' 03.1- i l e h «it 

es decir, el mismo que el de términos de la determinante R 
De aquí resulta el siguiente notable problema, del cual 

es caso particular el del número (35), pues él la matriz 
está formada de una sola línea, y las menores son los ele-
mentos de esta línea. 

Toda determinante equivale á la suma de los productos 
de todas las menores comprendidas en una matriz rectan-



guiar formada con m líneas paralelas cualesquiera por sus 
respectivos complementos algebraicos. 

Ejemplo.—Sea la determinante 

a b c d 
/ if r v a o c a 

u v x y 
t i t r 

u v x y 
• !. i. ! i ; . • : , •;.!< 

Tomemos por matriz la formada por las dos primeras ho-
rizontales a b c d; a' b' c d'; las menores comprendidas en 
ella serán las seis siguientes : 

ja ¿j ; ja c\ ; \a, d \ b c\ \b d\ le d\ 

ja' //. Ve' ; \a'<V k A k d'\ W d' 1 

cuyos complementos algebraicos son 

6 x y 7 v y 8 V X 8 u y 9 U X 10 U V 
( - 1 ) ; ( ~ p . J ; ( - i ) 

o' x' 
; ( - r i ) 

u y 

; ( - r i ) 
x ' y ' v y o' x' n'y' u' x' u v' 

y por lo tanto : 

a b c d — a b X y — • j j V> 
a c 

' híM 
c'< : 

V y -h a d V ir 
x 

a' b' c' d' ¡ • 
a' b' x' y t a 

c 
' híM 

c'< : v' y' i ! : 
! 

a d' 
i 

V x' 

u 0 X V b c 1 „ i b d:! u X + c d u V 

v! v' x' y' V 1 u' y'\ // u' x' r 
C d' 

! u v' 

51. Supongamos , para fijarlas ideas, que la matriz en 
que se forman las menores está formada por las m prime-
ras horizontales de la determinan le propuesta; que en di-
cha matriz todos los elementos de algunas de sus vertica-
les son nulos, y que el número de las verticales restantes 
sea inferior á ra. En este caso todas las menores serán 
cero , porque habrán de contener, por lo menos , una de 
las verticales de elementos nulos, y pór la tanto, la de-
terminante será nula también. 

Ejemplo : - . v 



a b o o o 
a b' o o o 

II lll 

a b o o o 
t u v x y 
t' u' v' x ' y 

Si en las mismas hipótesis precedentes al número de las 
verticales restantes fuese igual á ra, de todas las menores 
de la matriz, sólo quedaría la formada por dichas m verti-
cales, y la determinante seria igual al producto de esta me-
nor por su complemento algebraico. 

Ejemplo : 

a b e 
/ i ' ' a b e 
" L" a b e 

x y 
! I x y 

a b c o o 
a b' c o o 
a b e oo 
l u v x y 
. i i i i ' t u v x y 

55. La suma de los productos de todas las menores com-
prendidas en una matriz de m líneas paralelas de una de-
terminante por los complementos algebraicos de las menores 
homologas á aquéllas tomadas en otra matriz de m líneas 
del mismo nombre, es idénticamente nula. 

Y en efecto, dicha suma de productos será el valor de 
una determinante en laque hubiera líneas del mismo nom-
bre iguales, pues de este modo se identifican ambas ma-
trices, pero esta determinante es nula; luego nula será 
dicha suma. 

Sea, por ejemplo, la determinante: 

a b c rl 
! t t I Jl 

a b e a 
u v x y 

i i i i 
U v x y 

Tomemos las menores comprendidas en la matriz 

a b c d 
a' b' e' d' 



que serán: 
a b ja c ja d I b C í b d le d 
a' b' 5 ja' c' ; k d' i \V c' ; \b' d' ' ¡c d 

y multiplicándolas, no por sus complementos algebrai-
cos, sino por los de las menores homologas de la matriz 

a' b' c' d'\ 
/ / / / 

u v x y 

formada por la segunda y la cuarta horizontal, comple-
mentos, que serán 

el de 

el de 

a' b'\ 
u' v' 

a' c' 
u' x' 

menor homologa de 

menor homóloga de 

a b 
a' b' 

ja c 
\a' c' 

c d 
x y 

b d 
v y 

y así sucesivamente. De este modo formarémos el pro-
ducto 

a b c d - b \a c b d — a d b c 
¡ a ' b' X y ja' c' V y a' d' V X 

b c a d - h - b d a c c d a b 
b' c' u y • Ì b' d' u X 

i c d' ii V 

Pero el primer miembro de la ecuación precedente no 
es otra cosa que el resultado inmediato de aplicar el teore-
ma del núm. 55 á una determinante en la cual á las líneag 

|M v x y 
u v x y 

de la determinante dada se sustituyeran respectivamente 
las 

a b c d 
u v v y 

de las determinantes 
a b c d 
a' b' c' d' 
a b c d 
ti v x y •ib 

determinante que es idénticamente nula. 



En general habrá que identificar la matriz de los com-
plementos algebraicos de las menores propuestas, á la de 
los complementos algebraicos de las menores homologas 
tomadas en la segunda matriz, lo cual conduce siempre á 
identificar varias líneas de las determinantes. 

Este teorema es la generalización del teorema del nú-
mero (41). 

06. Para traducir en fórmula los dos teoremas prece-
dentes, es necesario adoptar una convención que permita 
indicar é individualizar de una manera concisa los menores 
de una determinante degrado n comprendida en una ma-
triz de m líneas paralelas, á cuyo fin será necesario esta-
blecer un orden determinado en las combinaciones m km 
de los números de orden 1 , 2 , 5 . . . n de las várias líneas de 
m elementos que contiene cada matriz rectangular, pues 
cada combinación de éstas es una menor. 

I. En cada combinación los números de orden 1, 2, 3 . . . 
n, se dispondrán en orden directo. 

II. Considerando las várias combinaciones como tér-
minos de una serie, escribirémos en primer lugar todas 
las que principien por 1, despues las que comienzan por 2, 
y así sucesivamente. 

En el grupo que comienza por 1, lomaremos primero 
todas aquellas en las cuales el segundo número de orden 
es 2 , despues las en que dicho número sea 3, y así en ade-
lante. 

En el grupo que comienza por 2 se adoptará un orden 
análogo, y otro tanto podemos repetir, tanto para los 
grupos que comienzan por 3 , 4 , etc. , como para los com-
prendidos en cada uno de éstos. 

l)e aquí resulta que entre los números de cada''combi-
nación no debe haber ninguno mayor que cualquiera de los 
que ocupan el mismo lugar en las siguientes. 

Sean, por ejemplo, los números 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , que com-
binados 3 á 3 dan las diez combinaciones 

ídiMi tIiirtÍM»;.»jJijsbl SblLmún Í j í i 



(I, 2, 3) (1, 2, 4) (1, 2, 5) (1, 3, i) (1, 3, 5) (1 ,4 ,5 ) ) 
(2, 3, 4) (2, 3. 5) (2, 4, 5) (/,). 

(3, 4, 5) j 

á las que cor responden los números 1, 2 , 4 , 5 , t> 7 8 
9 , 10. 

El sistema (h) recibe el nombre de sistema ordenado de 
combinaciones, puesto que á cada una corresponde un nú-
mero de orden, y que recíprocamente ú cada número de 
orden corresponde una combinación perfectamente deter-
minada. 

57. Dada una matriz rectangular de ra horizontales y 
n verticales, por ejemplo, suponiendo ra <?¿, y combinan-
do las verticales ra á ra, podremos formar un sistema de 
determinantes del grado m cada una; mas como cada de-
terminante del grado ra procede de una combinación de 
verticales, cada una de las que tiene un número de orden, 
resulta que cada menor corresponderá á una combinación 
determinada de los números 1, °2, "»... n. Dando á las dife-
rentes menores los números de orden de las combinacio-
nes correspondientes, tendremos un sistema ordenado de 
menores, y para determinar, y por decirlo así, individuali-
zar cada menor, basta fijar su número de orden. 

Análogamente de una determinante del grado n pueden 
deducirse combinando las horizontales ó las verticales ra 
á ra un sistema ordenado de matrices, y el número de or-
den de cada combinación numérica será el número de or-
den de la matriz; determinada ésta, la matriz queda perfec-
tamente determinada. 

58. Se sabe (núm. 25) que cada menor de una deter-
minante del grado n es la parte común á dos matrices 
rectangulares, compuesta la primera de ra horizontales, y 
la segunda de ra verticales de la determinante primitiva. 
De aquí resulta que para individualizar, por decirlo así, 
cada menor, basta conocer las dos matrices rectangulares 
de cuya intersección resulta, pero cada una de estas ma-

12 



trices está determinada por un número de orden; luego 
(los números de orden , á saber, el de la matriz horizontal 
y el de la vertical, determinan como en geometría la abs-
cisa y la ordenada un punto, cada menor de la determi-
nante dada. 

Designando en general por h una menor del grado m 
para expresar la menor que corresponde á la r.ma matriz de 
las horizontales y á la s.made las verticales, emplearemos 
la notacion hr>s; de suerte que todas las menores compren-
didas en la r.ma matriz horizontal estarán expresadas por 
los símbolos 

hr \ hr¡¡2 hr<3 . . . . hr v , 

siendo v el número de combinaciones de n objetos m 
á m; y del mismo modo las menores comprendidas en 
la s.ma matriz vertical, se expresarán por las notaciones 

h\,s • • • • kv,» ' 

Ejemplo: 
Sea la determinante de quinto grado: 

« „ « 1 2 « 1 3 « U « 1 5 

« 4 1 « 2 2 « 2 3 « S i « 2 5 

« 3 « « 3 2 « 2 3 « 3 4 « 3 5 , 

« 4 1 « 4 2 « 4 3 « 4 4 « 4 5 

« 5 1 « 5 2 « 5 3 « 5 4 « 5 5 

en la cual, para simplificar, hemos suprimido las comas 
entre los dos índices. 

Representando por h una menor de tercer grado, trate-
mos de determinar cuál es la menor dada por la expresión 

OÍ ). í\ ¡liíí ¡;, • ' ;h¿- . : ::¡ ••• u 
A».»-

Según las notaciones convenidas , ésta será la parle co-
mún á la 3.a matriz de las horizontales y á la 7.a de las ver-
ticales. 

Hallando en la serie 1 , 2 , 3 , \ , 5 , las combinaciones á 



que corresponden las varias matrices rectangulares, y co-
locándolas por su orden, tendremos: 

I II III IV V VI VU VIII IX X 
(1,2,3) (1,2,4) (1,2,5) (1,3,4) (1,3,5) (1,4,5) (2,3,4) (2,3,5) (2,4,5) (3,4,5) : 

la 3.a es (1, 2, 5), luego la menor /i3>7 corresponde á la ma-
triz (1, 2, 5), y la 7.a á la (2, 5 , 4 ) , formada por las ho-
rizontales 1 , 2 , 5 , y por las verticales 2 , 3 , 4; es decir: 

«i í «13 a U 
«22 «23 «21 
«52 «33 «54 

Llamando en general Hr)1 al complemento algebraico del 
menor hr s , el teorema del núm. 53 se expresa por la si-
guiente fórmula: 

P = /tT l H r t i-hh r¿ Iír>2-h. . . . hr¡t II,. ,,, 
ó 

P = h[>r I V + / V H->,r -í- . • • • hv,r H„>r, 

según que se aplique á una matriz horizontal ó vertical. 
Y el teorema del núm. 55 se traduce analíticamente en la 

siguiente igualdad: 

o = hrA HS)1 - b /¿,v2 H.,a - f - . . . . hr>v HSÍ, 
O = ll[>r H1)5 11-2,5 -i- • • • • K,r H„>s . 

Reuniendo los dos teoremas en uno, puede decirse que 
los segundos miembros de estas últimas expresiones serán 
nulos ó iguales á P , según que r y s sean desiguales ó 
iguales. 

§ VI. 

Multiplicación de determinantes. 

50. Dadas dos determinantes del mismo grado n, si to-
dos los elementos de una línea de una de ellas se multipli-
can por sus correspondientes de otra línea de la segunda, 



la suma de estos productos recibe el nombre de producto 
de las dos líneas. 

Por ejemplo, sea abe d una de las líneas, 
x y z u la otra; 

la suma az-\-by-+-cz-\-da se llama producto de las dos 
líneas. 

Esto supuesto, sean las dos determinantes 

r'i ai <h • • • • <!„ • •
 an 

K h K • • . • bn PL i . . ft. 
ci , Q = TI V 1 1 Y 3 • • • • Y" 

h h \ ^3 • 

y proponemos demostrar que el producto K de dichas de-
terminantes P y Q es una determinante formada según la 
siguiente regla. 

La primera horizontal del producto K está formada por 
los productos de la primera línea de P por todas las de K; 
es decir: 
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ĉd 
cd H—> ce cd 

o 

cd i—i a t~i 
•3 
cd 
ce O 
C 
CD 

ce cd a> 

ce cd ' ce ce cd cd —1 
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Antes de pasar á la demostración general del teorema, 
debemos hacer algunas observaciones. 

Los elementos de K así formada con polinomios de n 
términos, cada uno de los cuales es un producto de dos 
letras con el mismo índice, una letra latina y otra griega, y 
estos índices, en cada polinomio, crecen en el orden na-
tural desde l hasta n. 

De aquí se deduce que cada vertical de K es una vertical 
compuesta de n líneas verticales sencillas con los índi-
ces 1, 2 , 3 . . . . n. Por ejemplo, la vertical 

« i T i H - T , 4 - A , R, + • • • (In Y» 
T, "B bt Y, H - h Y5 + . • • bn Y n 

c i T i + T i H H- c5 y, + . . . Cn Y» 

h T i - + - Y , ~ H h YS -H • • • In Y» 

se compone de lasn verticales sencillas 

a{ YI Y, « 3 Y3 « n T « K YI K T j h T3 : bn T n 

cy YI Y, T s T n 

X YI i. Y, h T s : In T « 

á cada una de las que corresponde un número de orden 
1, 2, 3 . . . n. 

Notemos ahora que en las n verticales sencillas 

«1 a i a.2 a 
i « 3 a 3 (In 3 

K a i b, a 3 ¿ 3 a 3 : bn 
a 

c i a i c„ C 3 a 3 
('n « 

h ai 1 'l a5 : C * 

de la primera vertical de K, cada una de ellas tiene por 
factor común uno de los varios elementos a i a 2 a3••• an de 
la primera horizontal de Q; del mismo modo las líneas ver-
ticales sencillas de la segunda vertical tienen por factores 
comunes los elementos de la segunda horizontal de Q, y 
así sucesivamente. 



Dedúcese de aquí que las líneas sencillas del mismo nú-
mero de orden de las diferentes verticales de lv, por ejem-
p l o , 

son equivalentes porque sólo difieren en los factores 
«,13,Y-

Pasemos ya á la demostración del teorema. 
Puesto que las verticales de K son compuestas, podre-

mos descomponer K. en la suma dé otras varias determi-
nantes de verticales sencillas monomias , tomando una en 
cada vertical de K (núm. 47) y disponiéndolas en el mismo 
orden en que se hallan en esta determinante total las verti-
cales compuestas á que pertenecen. 

Es decir, que si tomamos de la primera vertical de K la 
línea sencilla 

al ¡3, a, y, 
¿i Y. 

Ti 

K ft h T. 

de la segunda at de la tercera y»; Je la cuarta a , . 
K T8; cs T5; C9 K 

K P2; k TS; l, * I 

se formará la determinante parcial 



í\¡'il\< «5 Ys «1 
b: a7 K P, K 

cs Y5 

>7 «7 4 

«.o X.» 
K K 

en la cual en la primera línea entrará la * , en la segunda 
la ,3... y así sucesivamente en orden alfabético hasta la úl-
tima vertical, que contendrá la letra y con un cierto sub-
índice. 

Pero de todas estas determinantes parciales, aquellas 
en las que entren dos ó más verticales parciales que ocu-
pen en las verticales de K á que pertenezcan el mismo lu-
gar, ó de otro modo, que tengan el mismo índice, serán nu-
las, puesto que contendrán dos líneas equivalentes, y sólo 
quedarán las determinantes formadas por verticales senci-
llas de diversos índices. Deberémos, pues , tomar tan sólo 
verticales sencillas cuyos índices formen permutaciones 
diversas de los números 1 , 2 , 3 . . . » - , que son evidente-
mente en número de 1 , 2 , 3 . . . n. 

Tomando por ejemplo la permutación principal, ten-
dremos que reunir la primera vertical sencilla de la prime-
ra vertical de K con la segunda sencilla de la segunda de k , 
y así sucesivamente, y resultará: 

«, ft 
K P, 
c„ 8 

3 ¡3 
3 
3 Y3 

K Ta 

A h Y 3 

an K 
bn K 

ln X/i 

(1), 

que se transforma, sacando factores comunes en el pro-
ducto 

«1 «0 a3 a„ 

K K K bn 

< c? C3 C„ 

i\ h h ln 

«i Pt Ys ln 

(2). 

Permutando en (1) los índices de las letras griegas y la-



tinas de todas las maneras pos ib les , tendremos los varios 
términos de K que no se anulan, y cuya suma equivale á 
dicha determinante, porque, en efecto, todas las vertica-
les sencillas de la primera de K tienen la parte común 

a a 

b ot 
c <x 

i a 

y sólo difieren en el subíndice. 
Todas las de la segunda de K tienen asimismo la parte 

común 

b p 
C ? 

i p 

con distintos índices , y así sucesivamente; pero tanto da 
permutar estos índices en ( i ) como en (2); luego resulta, 
por último, que para obtener los términos ó determinantes 
parciales de K debemos conservar en su orden las letras 
griegas y latinas, y perutar tan sólo los índices interiores 
y exteriores; mas la permutación de los índices en (2), no al-
tera el valor absoluto del primer factor (núm. 38), tan sólo 
puede hacerle cambiar de s igno; de suerte que podemos 
dejar invariable dicho primer factor, dando al segundo el 
s igno H- ó —, según que las inversiones de la permutación 
de los índices sean en número par ó impar. Se ve ahora fá-
cilmente que en los i , 2 , 5 . . . n términos que se conservan 
del desarrollo de K, la determinante 

«4 az .... an 

K K K .... K 
ct c3 . . . . C„ 

h h L 



es factor común de una suma de términos que se derivan 
de P 2 T.- ••• x«> permutando los subíndices y dando al re-
sultado el signo que indiquen las inversiones de dichos sub-
índices. Pero esta suma es la determinante Q; luego tendré-
inos, finalmente, 

K = P Q. 

60. Según la regla precedente, para formar la deter-
minante K, puede decirse que P funciona como multiplica-
dor y Q como multiplicando; de suerte que los elementos 
de una horizontal de K se obtienen multiplicando una mis-
ma horizontal de P por todas las horizontales de Q, y el 
elemento s.ra0 de la r.ma horizontal será, por lo tanto, el pro-
ducto de la r.ma horizontal de P por la s.ma horizontal de Q. 

Dedúcese aún que los elementos de la s.ma vertical de K 
son los productos de las mismas horizontales de P por 
la s.ma horizontal de Q; y como si Q hubiese sido el multi-
plicador, dichos elementos hubieran formado la s.ma hori-
zontal de K, resulta que el cambiar de multiplicador equi-
vale á cambiar las verticales en horizontales, y recíproca-
mente. 

Sin embargo, sea cual fuere el orden de los factores, 
el r.mo elemento principal es siempre el producto de la r . m 

horizontal de P por la r.ma horizontal de Q, y así los ele-
mentos principales de K son los productos de las líneas ho-
mologas de P y Q. 

FA método precedente de multiplicación puede desig-
narse con el nombre de multiplicación por horizontales, 
mas se comprends que pueden multiplicarse dos determi-
nantes dadas por verticales, y aun horizontales por vertica-
les, de donde resultan cuatro expresiones distintas en la 
forma para el producto de dos determinantes, aunque 
idénticas en su valor algebraico. 



Ejemplos : 

J. 

a b x y 

a b' x' y' 

' Producto por horizontales, siendo la j a X - f- b y a x' - f- b y' | 
primera determinante el multi- i ' < f f ' ¡ 
plicador | a x - b b y a x - b b y \ 

Producto por verticales, siendo la \a x a x b x -f- b' x 
segunda determinante el multi- j f 
plicador [a y a y b y - b b y 

11/ 
a b e 

la' V c' 
c" •rt 0 

y 2 a x -f-- b y -b c 2 a x' - f - b y' -h c z a x" -+- by"-f- c z"\ 

y' _ a' x-\- b' y-\-c' z a x'-\- b'y'-he'z' a' x" -\-b'y"-\-c' z" 

W y" z" a"x+b"y->rc"z a"x'-\-b"y'-\-c" z' a' 'x"-\-b"y"~\-c" z" 

61. El método precedente puede servir para multipli-
car determinantes de grados desiguales; basta para ello 
aumentar la determinante de menor grado hasta el grado 
de la otra. 

Ejemplo: 

a b e d x y — a b c d X y 0 0 = a x H- b y a x' \-by' c d 

a! V e'd' x' y' a' b' t e d' x' y 0 0 a' x - ( - b'y a' x -f - y y' ç'd' 

P Î r s P 9 r s 0 0 1 o P x + q y p x ' - ^ i y' r s 

P' 1' r' s' P' q' r s' 0 0 0 1 / 

P x 4- q' y p' x' - r' s' 

62. Si los factores P y Q son idénticos, el producto PQ 
será el cuadrado de uno ele el los, lo cual nos da un método 
para elevar á potencias las determinantes. Ahora bien, 
como los elementos de la r.ma horizontal de K son los pro-
ductos de la r.ma horizontal de P por todas las horizontales 
de la misma, y la r.raa vertical es el producto de todas las 
horizontales P por su r.n,a horizontal, resulta que ambas lí-
neas conjugadas son idénticas. Ademas, el r.rao elemento 
principal de P2, será evidentemente el cuadrado de la r.ma 

línea de P. 
De aquí se deduce que el cuadrado de una determinante 

es otra simétrica, y sus elementos principales están forma-
dos por la sii7na de sus cuadrados. 

Conviene recordar que el r,mo elemento principal del 
cuadrado es la suma de los cuadrados de todos los elemen-



los de la r.ma horizontal, si el produelo se ha efectuado por 
horizontales, ó de la r.ma vertical si se ha efectuado dicho 
producto por verticales. 

Ejemplos: 

j a b | 2 = ja a -f- b b a a' - h b b'\ = ja a - b a' a a b -f- a' b'\ ; 
a' b'\ ja' a •+ b' b a' a! 4-6' b' \a b •+• d b' b b 4- b' b'\ 

a b c •2 ci a -t- b b H -ce a d -+- b b' -f- c i C o. a" +- b b" -f- c c" 
d b' c' a d -f- b b' H u c c' d d -t -b 'b ' -he ' c' d n a -4- b' b" -+- c' c" 

a" b" c" a a" -V-hb" A n i i, -cc a a -4-// b"-- c c" d a" +-b"b"- -c" c" 

65. La nolacion de dobles índices permite traducir fá-
cilmente en fórmula el método anterior para la multiplica-
ción de determinantes. 

Sean 

P = ai, a1>? .. , Q = K ¿><,t •••• 
a t i .. K Kn 

an 1 • K . Kfi Kn 

Designando por 6'cada elemento del producto, y agre-
gando á esta letra dos índices, el primero relativo á la ho-
rizontal de P, y el segundo á la de Q, cuyo producto cons-
tituye el elemento de P x Q , tendrémos: 

C<, Ct 2 . . 

C„. Cv,t • • • ^11,V 

y se tiene que 

= «r.í bs.i -+" Or.í K* -+- "r,3 ,̂3 H~ «r,n ¿>,,„ , 

y haciendo variar r y s desde I á w, obtendrémos todos los 
términos del producto P x Q . 

Si el producto se efectúa por verticales el primer índice 
de c expresará la vertical de P, y el segundo la vertical 
de Q, que se multiplican, y en general tendremos 

cr,. — a1(r -f- atr bt>, H- a v b5¡s 4 - . . . . -4- a„tr bn>, . 



Cuando P y Q sean idénticas, y por lo tanto K=P* las 
fórmulas precedentes, se convierten en 

= ar,i alti -+- ar i as>t -t- .... - f - aKn as<n , 

cr>s = air a{i -+- attT al<t -f- .... -f- an¡r ant, 

y como los segundos miembros no cambian, cuando se 
cambian r en s, v s en r, resulta en ambas 

' %>
 7 

lo cual prueba, como ya se ha deducido directamente, que 
el cuadrado de toda determinante es una determinante si-
métrica. 

Para los elementos principales r ~ s , y las dos fórmulas 
generales se reducen á 

= a\, t -f- a\t% -f- .... a\ i H , 
= a\„. -4- fl\>r - h .... a*n>r, 

lo cual comprueba la composicion ya indicada de los ele-
mentos principales. 

(>4. Aplicando el método de la multiplicación de deter-
minantes á dos matrices, que en general supondremos rec-
tangulares y semejantes, se obtienen resultados dignos 
de notarse. Mas obsérvese que la palabra multiplicación 
no tiene en este caso la misma significación que en las de-
terminantes; pues en éstas indica una operacion alge-
braica, y en el caso de dos matrices, sólo expresa una 
trasformacion del orden combinatorio, pues ni cada ma-
triz expresa una cantidad, sino un cuadro ó agrupación de 
elementos distribuidos según cierto orden; ni, por lo tanto, 
el producto de dichas dos matrices puede expresar el 
producto de dos cantidades ó funciones algebraicas. 

Sean las dos matrices de m horizontales y n verticales 

a, at a. .. an (P) 
K .. bn P, P, P3 P» 

h K /, ... .. 1« K \ ŝ 

\ 



en las que las a , h, c. . . I, P, Y- • •* serán en cada grupo 
en número de ra. 

Para fijar las ideas aplicaremos á estas matrices el mé-
todo de multiplicación por horizontales, pero fácil seria 
aplicar las conclusiones á que l leguemos al caso en que el 
producto se efectuase por verticales. 

La primera línea de la matriz-producto se obtendrá, 
pues, multiplicándola primera horizontal de P por todas 
las de Q, y resultarán, por lo tanto, ra elementos corres-
pondientes á las ra horizontales de Q. 

La segunda línea se hallará análogamente multiplican-
do la segunda horizontal de P por todas las m de Q, y de 
este modo se continuará hasta multiplicar la m y última 
horizontal de P por todas las de Q, cuyos productos cons-
tituirán la ma y última horizontal de la matriz P Q = L . 

De aquí resulta inmediatamente que la matriz L será una 
matriz cuadrada del grado ra, pues contiene ra líneas, y 
cada línea ra elementos. 

A esta matriz corresponderá una determinante del gra-
do ra, que designarémos por la misma letra L. 

Notemos, ántes de pasar adelante, que la matriz L difiere 
de la matriz K del núm. 59, en que K es del grado n, y cada 
uno de sus elementos se compone de n sencillos, y la 
matriz L, que es de grado ra, está formada por partes que 
contienen n elementos, número distinto de m. 

Distinguirémos tres casos : 1.°, m>n; 2.°, m<n; e>.% 
m—n. 

Primer caso: ra>n. Las matrices P y Q tienen más ele-
mentos en sentido vertical que horizontal, son lo que po-
demos llamar matrices rectangulares verticales. En esta 
hipótesis, cada línea compuesta de la determinante L tiene 
ménos sumandos que unidades el grado m de la determi-
nante. 

Si aplicando el método del núm. (-47), tratamos de des-
componer la determinante L en sumandos, puesto que 
cada sumando, ó determinante parcial, se compone de una 

f 



a a! X x' 

b b' y y' 
t c c z z' 

línea vertical sencilla por cada vertical compuesta, y el nú-
mero de líneas compuestas es m, y n el de las líneas sen-
cillas, despues de haber tomado una línea sencilla en cada 
una de las n primeras compuestas, si estas n sencillas son 
distintas, estarán, por decirlo así, todas agoladas, y la 
línea sencilla siguiente equivaldrá á una de las anteriores. 
De aquí resulta que cada determinante parcial contendrá 
por lo menos dos líneas equivalentes, y será nula. 

En conclusion , si m > n , L = P Q = o . Sea, por ejemplo, 
el producto 

~ ja x 4- <í x « ¡/ 4- a' y' a z 4- a' z' 
\b x 4- V x b y 4- b' y' b z 4- b' z' 
Jo x 4- c! x c y 4- c' y' c z 4- c' z' 

Descompongamos este producto en determinantes par-
ciales, tomando una línea sencilla cada línea compuesta; 
si lomamos en la primera línea compuesta, la segunda 
sencilla 

! I a x 
b' x 
j i 
C X , 

y en la segunda compuesta la primera sencilla 

a y 

c y , 

al tomar en la tercera compuesta una línea sencilla, ésta 
tendrá que ser la primera 

a z ó la s e g u n d a a z 
b z b' z 

r j 

c z c z 

y en uno ú otro caso la determinante 
a! x' ay a z ó la a' x' a y a' ¿ 

V x' by bz b' x' b y V z' 
c' x' cy c z x' cy e z' 



tienen dos líneas equivalentes, y son ambas nulas. Otro 
tanto pudiéramos decir de todas las determinantes par-
ciales en que el producto se descompone. 

Así, pues, 

a a' X x' 
b b' y y' 
c c' z z' 

u mejor dicho, e! producto ó determinante 

a x -f- a' x' a y -(- a' y' a z -f- a' z' 
b x+ b' x' b y •+• b' y' b z H- h' z' 
c x -f- c! x' c y -f- c! y' c z •+• c' z' 

que por medio de las dos matrices propuestas se forma 
es nulo. 

Segundo caso : m < n . Sean las dos matrices 

p —• 

"1 a2 az •• .. an a 1 
K K b%.. .. b„ 

y Q = 
ft p. p, •• .. Pn 

— - ci .. cn y Q = r, Y? T3 •• .. r» 

K K /,... .. In X, X, .. .. x„ 

O ) , 

en las que el número de líneas horizontales es m, v sea el 
producto 

L = 

tf,a1-t-í/4a4-f-a3a5...a« «a al'¿l-+-ai[J
¡i-\-tii\i7l->r..Mn fi« «i> !-WV2-»-fl3>.3-K..a,j >.„ 

bta.i-hbiai~\-b3oís...b,i *„ fin bl).i-hbì)i-h-bz'/s-h...bn ln 
ct cíi-hciy.i-\-c¡ 'xs...r„ x« í'4 [V+-..<<??» fin <'1/.1-r-<'i>.s+<,

3'/ j-+-...' « . „ 

| lt a,-4- /jOj-l-í3aiV..?n <*» lt ¡^H-^¿3ÍJ3-K..Zw fin lt 1- ¿3/.s-t- ...ln i-u 

Al descomponer L en determinantes parciales, deberé-
mos tomar una vertical sencilla por cada una de las m ver-
ticales compuestas; pero estas verticales sencillas deben 
tener distinto número de orden, porque, de no ser así, ha-
bría dos ó más verticales equivalentes, y la determinante 
parcial sería nula. 

Tomemos, pues, 



cíe la primera vertical compuesta la vertical correspondiente al índice.. . r t 

de la segunda - - la que corresponde al índice rs 

de la tercera — la del rs 

y así sucesivamente hasta 
la m.a, de la que tomaremos la vertical sencilla rm 

Es claro que v{ v.> . . . vm son una combinación de m de 
los n núm. 1, 2 , 3. . . n. 

De estas combinaciones existirán 1 x 2 x 3 . . . , X « = D , 
que serán distintas entre sí, y como en vez de tomar las 
verticales sencillas r, i \ rv . . rm en las verticales com-
puestas 1.a, 2.a , r>.a. . . ma, podemos tomar una permuta-
ción cualquiera de estos números , por ejemplo 

r5 de la 1.a vertical compuesta. 
r, de la 2.a 

rá de la 3.a 

r, de la 4.a 

resulta, finalmente, que las várias determinantes parciales 
de L se obtendrán : 

1.° Combinando m á ra los números 1, 2, 5. . . n. 
2.° Permutando cada combinación. 
3.° Tomando de las diferentes verticales compuestas las 

verticales sencillas que indiquen los números de orden 
de cada una de dichas permutaciones. 

Fijémonos en la combinación r, r 2 1 \ rm 

y des ignemos por 

s t s t s 3 a 
n n n " s i s t s 3 6 •>' 
m m m m S i s J 6' 3 A 

M Jv) „ (v) (v) d j l> S "3 '' " 

las v permutaciones de los números r¡tritr-0i. . . rm. 
Tomando de cada una de las ra verticales compuestas la 

vertical sencilla que marca el número de orden correspon-
diente de la permutación que consideramos, obtendrémos 
las determinantes parciales 



a , si 
« / h' 

2 2 
a , y , : 

" S S 5 i 

a, 
m 

X ,<t 

K ' 'V 
2 2 

bs' V i 
3 5 ; • K m 

X 

e<> 
cs, ' h' Cs' V i 

Cs' X 
e<> O 

2 5 2 3 3 ; ! "i 

\ l , a / // , 3 f l / Y / • / / X t 
i V . 5 , s « ^ s ¡ 1 1 2 2 3 3; m u 

a e " V ' a < t " K " V ' I V ' ! 8 1 * 1 / 2 2 ' 3 1 3 : m 
bn a „ „ 8 „ b u Ŷ / : „ X 

1 ' 1 2 ' 2 ' 3 1 3 : m m 

C , " P , " ¿ Y , YS// | <Y/ XG// 
1 1 2 2 3 ' 3 t m ' r/t 

K" V ?s"a K", V . : f«" V | 1 1 2 2 3 3; m m 

que sacando factores comunes, se convierten en 

V h ' V V S 1 5 2 5 3 * \ 1 
d i . . 

m 1 s 3 m 

K • S 3 
•K' 

m 

< v 
1 

•Cs> 
, m < v 

1 3 
•Cs> 
, m 

h h .1 
• h 

m 

Yq" 
' \ s i s i 

a ,f a „ cion ...a , 
8 1 2 * 3 

b,, b,, bn b , 
C u C o, ... c 

s 1 - 2 3 

l n l // í // • • • / tíi fui • i , .hiI(P dr; ,]ii 
*«- t> rn> > 'j >b ' 

Como los números de orden . . s m ; s", 
5>. . . ; . . . son permutaciones de la serie ordena-s \ . 



da r, r2 r3. . . rM , podemos en cada derminante parcial 
ordenar las verticales según dichos índices r{ r3 . . . rw , 
poniendo á la nueva determinante el signo que le corres-
ponda, es decir, positivo si la serie de las s presenta un nú-
mero par de inversiones, y negativo si este número es 
impar. 

Tendremos , pues, para determinantes parciales corres-
pondientes á la combinación rit rit r3(. . . rm 

1 " i ° s 
a a 

3 
.. íl 

m 
b r i \ ft r _ .. ft r m 

l lr i , 0 
... l 

' 2 i , 0 7)1 

— 7 o" K" T„" \ 
S 1 * 2 S 3 

a ri 
a, a, .. 

'2 3 m 
b ri 

ft ft . 
' 2 3 

. ft r m 

lr. l l .. . 1 

Sumando todos estos términos, y sacando factor común 
la determinante br c. . . . / . , tendremos 'l ' •> ' 3 ' »1 

í ± a P , ... X ± a fl , ... X „ ± x irr fi r„ ... X - . . . . \ 
\ 1 i m 12 m i 2 m ! 

a a ...a r )• r 
I 2 n 

b b ...b 

l l ...l 

pero la cantidad que está dentro del paréntesis se obtiene 
permutando en el término a

rj \ . • • \ m los sub-índices, 
y dando al resultado el signo que marcan las inversiones, 
según la regla general , luego dicho paréntesis es la deter-
m i n a n t e s «>t Pr,. . . \m, y , por lo tanto, el conjunto de 



las determinantes parciales que se derivan de la combina-
ción rx n r3. . . rm, se reduce al produelo 

ar a " a> r 7'i m 

\ b .. b V m 

l r . 
l 

% 
.. 1 V m 

" *r m 

K ?<v - f r VI 

X . X, . - > > m ' i ' i - > > m 

de las dos determinantes que en las matrices (I) corres-
ponden á las dos matrices cuadradas de las m verticales 
que llevan por número de orden los de la combinación r, 
r* r3. . . rm. 

A cada combinación corresponden en P y Q una matriz 
cuadrada, y , por lo tanto, un producto análogo al (2); si, 
pues, designamos por p{ . . pv las determinantes cor-
respondientes á las v matrices cuadradas y ordenadas de P, 
y P o r Qi Q-2 <7r>- • • Qv las d e Q , tendremos 

L = J V / , + Pi 9t-H/>» Vv Vr» 

en cuya suma v es igual al número de combinaciones de n 
cosas tomadas m á m. 

Como L se deriva de las nía! rices P y Q, por la regla de 
la multiplicación podremos abreviada, y simbólicamente 
escribir 

L = (P)X(Q). 

En resúmen : 
Si multiplicamos por horizontales dos matrices semejan-

tes de m horizontales IJ n verticales, el producto es nulo 
cuando m > n ; y cuando se tenga, por el contrario, m < n , 
dicho producto será igual á la suma de productos de todas 
las determinantes de una de las matrices por las respectivas 
determinantes análogas de la otra. 

Ejemplo : 



a b c 
I , , a h c 

x y 

y 

a b . 
a' // 

| cc y : H-, , i 
\x y 

o c 
a' c' 

X z 
x' z' 

! b c 
\b' c' 

y * 
?/' z' 

Es evidente que debemos invertir las conclusiones del 
teorema anterior si la multiplicación de las matrices se 
efectúa por verticales. En este caso el producto es nulo 
si m<Cn; y si m > n , será igual álasurnade todas las deter-
minantes de una (le las matrices por las homologas de la 
segunda. 

65. Si las dos matrices son idénticas, el producto de 
sus determinantes homologas se convertirá en los cua-
drados de las determinantes de una de ellas. 

En este caso, si m^>n 

si m<Cn 

L = ( P ) 4 = o ; 

^~(P)*2 — 'Pi*P-¿ Ps- • • H-ÍV 

el teorema podrá enunciarse de este modo: 
EL cuadrado por horizontales de una matriz de rn hori-

zontales y n verticales es nulo si m > n , y si m<Cn será igual 
á la suma de los cuadrados de las determinantes de grado 
m de dicha matriz. 

U j emplos : 
I . 

a a' i a a -4- a' a' a b -+- a b' a c -f- a' c' 
b' ba -f- b' a' bb-hb' b' b c-4- b' c' 

c r c c a c' a' c b c' b' C c —(-c' c' 

I Ï . 

a b c W (i a -+ -b b-f- c c a a' H h b b' -f- c 
a' b' c'\ f a' a •+ b' b-i ' ' ' c c a a -- b' h' -f-c'< 

b c 

Esta última relación, escrita bajo la forma ordinaria, de-
muestra la conocida identidad. 

(a* H- b1 -f- <r) \an -f- b'1 -+- c'%) - (a a" -f-bb'c c') f = 
(a V — b a')* -+- (a c' — c a')* + (be' — b c')*. 



| abe d = + i5 + c2 -f- rf2 «Á + Í B + cC + d D| = 
IA B C I); ja A + ¿B + c C + d D A5 -f- B- 4- C2 4- D2 i 

(„2 4- ¿2 + c2 + ) (A2 4- B2 C2 4- D2 ) — (a A 4- 6 B 4- c C 4- tf O)2 = 
) a A i? 4- i a c ¡2 -h 1 a d |2 4- b c 4- & d 2 4- 1 <• d ¡2 = 
! A B I I A C j 1 A 7) 1 i B C ¡ B I) | C D | 

(a B — b A)2 H- (a C — c A )2 + ( a D - ( / A ) 2 + (¿ C — c B)2 4-
(b D — tf B)2 4- (c D — C dy- : 

agregando á este segundo miembro la cantidad idéntica-
mente nula 

2 [(«B — ¿A) (cD — dC) 4- (aC — c A) (tZB — ¿D) 4- ( a P - d A ) (bC— cB)] 

se convertirá en la suma de tres cuadrados 
(aB—bÁ 4- cV—dC)* 4- («C -cA 4- </B—/,D)2 4- (aD—dA 4- bC- cB)2 , 

y despejando el primer término del primer miembro, ob-
tendremos la fórmula de Euler 
(«•2 4 - ¿2 + c2 + ) (A2 B2 4- C2 4- D2 ) = (« A + JB + c C 4- d D)2 

4- (a B — b A 4- c 1) — d C)2 

4- (-a C — c A 4- d B — b I))2 

+ ( « D - r f A + JC — cB)2 

Haciendo en esta fórmula 

U~V\ b = q\/—B; c=r\J — C; d=s \Zb~C ; A=/>'; B = q'\/^V>-

C — r V/=C; D=s' \ /BC 
obtendríamos la fórmula de Lagrange. 

Tercer caso: m—n. En esta hipótesis las dos matrices 
son cuadradas, y los varios términos p¡ q{;pt qá. . . de la 
fórmula precedente se reducen á uno solo, como podría 
preverse por que este caso no es otro que el de multipli-
cación de determinantes. 

66. Sean dos determinantes P, Q 

Q === p = ... •• Cl\,n\ 
ai,\ Clj 4 l . 

• • 0,J 
h* • • bx%n 

b*. i ... 

Ka • • • .. Kn 



cuyo producto K por horizontales se expresará abreviada-
mente por la determinante 

fi, ,t • • < 
\C% 1 2̂,2 • • ... C%n 

A, 1 Cn. 2 • • < 
\ 

en la cual 

cr>s = ar>i bsA -4- ar.2 bSii -f- af>3 - h -+- ar>n b,t„. 

Una determinante menor de grado m del producto K se 
expresará por la matriz cuadrada 

e 
S% 

C ri ss ... cr s 

c r, .<?, S1 cr , .. 
' X sz 

... Cr 9 

C ri 
c >3 C '"» 's .. c r¡ sm 

Cr ç Cr 1
 m 

C « .. rms s S m 

en la cual i\ i\ r-0. . . rm son ra números en orden natural de 
la serie 1, 3. . . n , que expresan las horizontales á que 
pertenecen los elementos de la menor que se considera, 
y st <v.¿. . . sm, ra números en orden natural de la serie 1, 2, 
3. . . n, expresando análogamente las verticales á que di-
chos elementos pertenecen. 

Si recordamos ahora que los primeros índices de cada 
término cPf4 indican la horizontal ar{ ar>i ar¿. . . ar>H de P, 
que se considera, y los segundos la horizontal bSti bs>i . . 
b,,„ de Q, que concurre con la primera á la formación de crs, 
resulta que la primera línea horizontal de la matriz (1) se 
obtiene multiplicando la horizontal 1\ de P por las sx . . 
sm de Q; la segunda multiplicando la horizontal de P 
por las mismas 5,, s.2. . . sm de Q , y así sucesivamente hasta 
la última horizontal, que será el producto de la horizon-
tal rm d"e P por la serie constante de las horizontales s., sit 

» 



¿V • • smi y de aquí se deduce que la menor (1) eslá for-
mada de las dos matrices. 

(i , a 0 a q r,l r. 2 r.3 a 

i d . o ft o fl 2 2 r23 V* 
1 •> a , * a 

i r
[ > 1 -o r.n 

" 3 3 5 

¿lr l í lr 2 ( l 3 a 

, b S » 

-
.. b S .71 

b ¿ , 
«1 

, ¿ 

K, 
m m m 

¿ 
.9 /I 

ni 

por la regla de la multiplicación de matrices rectangulares. 
De aquí el siguiente teorema : 
Todd determinante menor del producto k de dos deter-

minantes P, Q, obtenida dicha menor por horizontales, 
equivale al producto de dos matrices de las dichas determi-
nantes P y Q; la matriz de P está formada por las horizon-
tales de esta determinante, que tienen el mismo número de 
orden que las horizontales de k, que concurren á formar la 
menor de que tratamos; y análogamente la matriz de Q está 
formada por las horizontales de Q, cuyos números de or-
den son los de las verticales de K, que forman la menor en 
cuestión. 

Ejemplo : 

K . ¿,,, di;i b]r> H- a2>3 ¿1(r, -r h- ¿,(tt 
di,i ¿,,2 -+- &1>3 - h -+- aktn ¿,,n 

d i , 1 + í ¿ 2 , 2 ¿ 3 . 2 " + " d , - ¿ 3 > 3 - + - a % n bZ n I 

di,, ¿3>l -k a v , ¿33 ¿3>3 4- aX n ¿3)M ¡ 

d-2,i a* .2 a.2¿ ai n 

di,i aiti ai-, a i,« i 
¿M bir2 ¿1>3 ¿M 

¿ 3 , 1 ¿ 3 , 2 ¿ 5 , 5 ¿ 3 . « 

d-iji K 1 ftlL «2, i « 2 ,3 ¿ i . i b 
« M di,i 

i > 
! 3 , ¿5,-2 

* 
1 ^ 4 , 3 | ¿ 3 , 1 ¿ 

67. Lo dicho en el núm. 57 permite convertir en fórmula 
el teorema precedente. 



Sean : 
, Vr,s> qr,s las menores de grado m de las determinan-

tes K, P, Q (siendo K = P X Q ) , determinadas dichas meno-
res por el concurso de la rma matriz horizontal, y de la sm" 
matriz vertical. 

Krs será el producto de la rma matriz horizontal de P 
por la sma matriz horizontal de Q, y descomponiendo esta 
menor en el producto de determinantes homologas (nú-
mero 64) , tendremos que la matriz de P dará las determi-
nantes 

Vr,\ Vrü Pr,3 • • • Pr,v 

y la matriz de Q, las 

de donde resulta 
~ Vr,\ q&,\ Pr,Ì ¿/s,2 Pr,:, (ls,7> pr.v qs,v 

en que v representa el número de combinaciones de n cosas 
m k m . 

Separando de.la matriz cuadrada K la rma matriz horizon-
tal, queda otra matriz rectangular compuesta de n — m ho-
rizontales : designemos por r su número de orden. 

Separando del mismo modo de dicha matriz K la s'm ma-
triz vertical, queda otra matriz rectangular compuesta de 
n — m verticales : sea s su número de orden. 

La menor será evidentemente el complemento ordi-
nario de K/;S. 

Aplicando á esta menor la fórmula precedente, ten-
drémos 

K r > ' = /v,t qS',i -+- Pr',1 q.0',1 H- Pr>¿ q*>,3 -+* Ps,v 

en que v expresa el número de combinaciones de n cosas 
n — mkn — m, que es idéntico al de combinaciones mkm; 
así las fórmulas 

K r ' , , ' = Pr',1 qg',i Pr',1 + Pr',v Qs>,v {<*>') 

y 
Kr,s = Pr,\ qs,i Pr,1 Vr,v Qs,v («) 

tienen el mismo número de términos. 



Consideremos ahora un término cualquiera, por ejem-
plo, e\prtqs>t, del valor de Krs: prt es una menor del gra-
do m, formada por la r.raa matriz horizontal de ra horizon-
tales, y la t.ma de ra verticales, ambas tomadas en la deter-
minante P. Separando de P la r.ma matriz horizontal, queda 
la r.'m* matriz horizontal del grado (n — ra), porque la r.ma 

matriz de P ocupa en esta determinante la misma posicion 
relativa que la r.ma matriz de K en esta última : separando, 
igualmente, la t.ma matriz vertical formada por ra verticales, 
queda una matriz vertical de n — ra verticales, cuyo núme-
ro de orden designarémos por í . 

As íps j será el complemento ordinario dep r t , y análo-
gamente q$l/ será el complemento ordinario de puesto 
que las matrices del orden s y t en Q ocupan la misma po-
sicion que las del mismo orden en K, y por lo tanto, siendo 
K y Q del mismo orden, las matrices restantes de Q tendrán 
ios mismos índices s y t' que las correspondientes de K. 

De aquí se deduce que á cada término del segundo miem-
bro de la ecuación (a) corresponde otro en la (a'), que se ob-
tiene cambiando las menores p y q en sus complementos 
ordinarios; luego, en general, se pasa de la fórmula (a) á 
la (a'), cambiando cada menor por su complemento ordi-
nario. 

68. Cuando la menor Kr s de la determinante K se re-
duce al primer grado, es decir, á un elemento sencillo cr>t, 
el teorema general equivale á la regla dada para la forma-
ción del producto por horizontes d e d o s determinantesP 
y Q; porque en efecto, las dos matrices r.ffla de P y s . m a d e 
Q, ambas formadas por una línea, son precisamente la r.ma 

horizontal de P y s.ma de Q. 
En el valor de K ,̂ las menores^ y q no son otra cosa que 

los elementos de ambas horizontales , y por lo tanto, ten-
drémos la fórmula ya conocida 

Cr>s = ar¡i ¿>M -h ar¡¡2 bSti -4- ar¿ bs¿ ar>n bs,n; 

y como en esta fórmula podemos susjtituy; á cada menor 



su complemento ordinario, tendremos áun, designando 
porrr>s, a

riS,K,s los complementos ordinarios de cr>s, aft$, br¡s, 

En esta última fórmula podemos sustituir á los comple-
mentos ordinarios los algebraicos ; en efecto, multiplique-
mos toda la ecuación por (— l)r + s y resultará 

( - i > r + \ s = ( - i > ' + \ , p w + < - D , + \ , \,+...(- D ' + s
% v 

multiplicando ahora el primer término del segundo miem-
bro por (— i ) 1 + l ; el segundo por ( — 1 ) 2 + 2 ; el tercero por 
(— 1 )3 + 3 , y así sucesivamente hasta el último, que lo mul-
tiplicarémos por (— + cantidades todas iguales á - M , 
se trasformará la expresión precedente en esta otra : 

< - ! ) ' + ' ^ = ( - 1 ) ' +1 «M X ( - 1 ) - 1 piif 4- ( - i r 2 V X( -1 ) S + 2 ^ 

+ ( - ^ " ^ x í - D ' ^ P M -
Pero el complemento algebraico de un elemento es 

igual al ordinario multiplicado por — 1 , elevado á la suma 
de los índices ; luego las cantidades de esta última expre-
sión son los complementos algebraicos de cr¡s) ar>s, br¡s: de-
signándolos, según la notacion admitida, por letras ma-
yúsculas, obtendremos: 

Cr>s=Ar>1 B s , -4- Ar/2 H- Ar>n B5(fl. 

De aquí se deduce que : 
El complemento algebraico de un elemento cualquiera cr>s 

del producto de dos determinantes, equivale á la suma de 
los productos de los complementos algebraicos correspon-
dientes á los elementos de la r.wa horizontal del multiplica-
dor por los complementos algebraicos de los elementos ele 
la s.ma horizontal del multiplicado. 

67. Si P y Q son idénticos el teorema del núm. 66, se 
modifica de este modo : 



Toda menor del cuadrado K de una determinante P, 
siempre que dicho cuadrado se obtenga por horizontales, 
equivale al producto de dos matrices horizontales de P, de-
finidas las horizontales de una y otra por los números de or-
den de las horizontales de K la primera, y de las verticales 
la segunda, que concurren a formar dicha menor. 

Si la menor de que se trata es una menor principal, en-
tonces equivale al cuadrado de la matriz horizontal de P, 
homologa ala de K, á que pertenece dicha menor. 

Ejemplo : 

= l \ i a i A - .. a, I ,rt V 1,2 
f4- ai,laM 

\\ «1. .. 2, n V "2,3 

§ VII. 

Der ivadas y diferenciales de las determinantes . 

70. En la fórmula 

P = a A -+- a A 4 - .... 4 - a A o 4 - o A 

desarrollo de la determinante P, las cantidades arA ar> 
no entran en las coeficientes Ar>1 A,v2 ; luego si supone-
mos independientes entre sí los elementos de P, su deriva-
da, con relación á ar><, se reducirá al coeficiente de este 
elemento: así 

d P 
A 

d a ' »« r,s 

luego : 
Si los elementos de una determinante son independientes 

entre sí, su derivada, con relación á uno cualquiera de ellos, 
es igual al complemento algebraico de este elemento. 

71. Esta propiedad puede generalizarse. Sea 



el producto de ra elementos de la determinante P, tomados 
en horizontales diversas, es decir, uno en cada horizontal, 
y en verticales diversas también, ó, dicho de otro modo, 
uno en cada vertical: representemos por e el número to-
tal de inversiones en los primeros y segundos índices, y 
por II el complemento algebraico de dicho producto, nú-
mero 54: la expresión 

(— 1 Y a . , a rv°\ V 
. . a , 11 r ,s nv m 

(1) 

denotará la parte de la-determinante P, en que entran como 
factores dichos elementos. 

En efecto, el producto de la menor formada por las hori-
zontales r l 5 r2 , rz... rm y por las verticales s1} s 3 . . . sm por 
su complemento algebraico H, es una parte de la determi-

£ 

n a n t e P ; pero (—J) a a a es un término de 1 v ' v ,s v .s r ,s 1> 1 2' 2 m' m 
esta menor con el signo que le corresponde; luego la ex-
presión (1) designa toda la parte de P en que entran como 
factores á la vez los elementos de que se trata. 

£ 
Que (— 1) a a a es un término de la me-

V 1 2' 2 »«' m 

ñor, cuyo complemento algebraico es II, es evidente puesto 
que su signo es el que corresponde á la suma de inversio-
nes de los primeros y segundos índices. 

£ 
Pudiera demostrarse directamente que (—1) a a 1 V ' 2' 2 

... ar as es un término de la menor, cuyo complemento 
m ' m 

algebraico es H. 
Sea para ello las inversiones de la serie rx, r2 , r3 . . . . rm 

y t" las de la serie s , , si9 sz.... sm. 
Alteremos el orden de los factores de modo que la se-

rie r , , n>, r:>.... rm se presente en orden natural : podrémos 
conseguirlo evidentemente por e' cambios binarios efec-
tuados de derecha á izquierda, es decir, en sentido con-



trario á como se cuentan las inversiones. En efecto, en la 
serie 

A B C MN P Q R S 

diremos : 
Si R y S no presentan inversión , sé conservan como ac-

tualmente se hallan, si no, se invierten, y con esto no se al-
teran las inversiones de todos los elementos A B C ... Q res-
pecto al grupo R S ; 

Si Qy R presentan una inversión, se invierte, si no se con-
serva en su orden , y otro tanto podría decir de Q y S, des-
pues de efectuado el cambio anterior, en lo cual no se alte-
ran las inversiones de los factores A B C . . . P respecto al 
grupo Q R S; 

Y así sucesivamente. 
De aquí resultan tantos cambios en los elementos a 

V s ' ' * 

como inversiones hay en los primeros índices , es decir,' e\ 
Y como en la serie de los segundos índices hay ." inver-
siones, y á s' cambios binarios corresponden e' cambios de 
signo, el definitivo del término será (— í f + (— j ) \ 

De aquí se deduce que pues la expresión (1) designa 
toda la parte de P en que entra el producto a a 

V i V s 
• >. a. . , la derivada emésima por relación á estos elemen-f m m 

tos será (— l)eH, es decir, 

d"'P 
d a s d a , da. . da = ("») H (2)> 

•1' 1 rVSx r y* 1 1 L ¿ á 3 »»' m 

ó de otro modo : 
Si los elementos ele una determinante son independientes 

entre sí, la derivada emésima, formada sucesivamente res-
pecto á m elementos pertenecientes á horizontales y vertica-
les diversas, equivale al complemento algebraico de su pro-

/ 



duelo tomado con su signo ó con otro contrario, según que el 
producto de dichos elementos, considerado como algebraico, 
lleva el signo más ó el signo menos. 

72. De aquí se deduce que toda la parte (— \ f a 
rvs\ 

a
r
 ar s 11 { u determinante P que contiene el pro-2' 2 m1 m r 

d u c t o r . s ar s ar , puede expresarse sustituyendo 
1' 1 2' 2 ifiy m v 

£ 
por (— 1) H su valor, de este modo 

dm l> a, a a 
rvsx V i V m el a d a d ar q da 

7 1 '®1 2' 2 3 ' 3 ; m' m 

73. Permutando en el producto (A) los primeros ó los 
segundos índices, abstracción hecha del signo, se obtienen 
siempre términos de la misma menor y que por lo tanto ten-
drán el mismo complemento algebraico. Cambiemos tan 
sólo dos índices, por ejemplo, rx y r±: el producto (A) se 
convierte en 

V , V . V ( B ) -- 1 1 2 o o w' ??» 

que'es de signo contrario al (A), puesto que las inversiones 
de ia serie s, s.¿ sm son las mismas, y en la primera se-
rie r i n rm pe han permutado dos elementos. Toda la 
parte de P q u e contenga el producto (B) vendrá dada pol-
la expresión 

£ 
— (— 1) a a a a II, 

V i VS2 r5'S3 V » 

de donde se deduce 

d P _ _ _ 
dar da . d ar t da H' 

2 ' 1 1 2 3 3 V m 

Comparando la ecuación precedente con la (2), se ob-
tiene r 



dm P 

1 1 ¿' 2 3' o >«' >, 

dm p 
da da da ...da 

V i 1 ' 2 3' 3 r 

Esto prueba que dos derivadas emésimas de la determi-
nante P s o n iguales, pero de signo contrario, si los deno-
minadores de los símbolos que las representan sólo difieren 
por la permutación de dos índices contiguos de la primera 
ó de la segunda serie. 

74. Supongamos que r, r , . . . rm así como s, . . . sm, 
son dos series de números crec ientes : en esta hipótesis 
tendremos t = o y la fórmula (2) se reduce á 

dm P 
da da 

rvsi 
d a 

--=-- H. 
r ,s 

nr m 

Así, en esta hipótesis, la derivada emésima de P equivale 
al complemento algebraico del producto de los elementos 
que figuran en el denominador del símbolo que la represen-
ta, ó de otro modo, al complemento algebraico de la menor 
formada por las horizontales y verticales que pasan por los 
factores de dicho p roduc to , cuyo producto es en este caso 
el principal de la determinante menor (núm. 27). De aquí el 
que el complemento algebraico de una determinante me-
nor de grado m se designe con el símbolo que representa 
la emésima derivada de la determinante primitiva, tomada 
dicha derivada respecto á los elementos principales de la 
m e n o r : el signo del complemento está definido por la suma 
de todos los.índices de los elementos que figuran en el de-
nominador del símbolo (núm. 29), y será -+• ó — . según 
sea par ó impar dicha suma. 

Ejemplo : 
Complemento algebraico de 

rt2M aVZ d P avt avi 
«5M a3'3 d «,„ d a3,3 avt .. at,n 

«5H «5,8 -
t a»H 



75. Si suponemos que lodos los elementos de una de-
terminante son independientes entre sí, y nos proponemos 
hallar la diferencial total, recordando que la diferencial 
total de una función es igual á la suma de las diferencia-
les parciales, podremos establecer el siguiente teorema: 

La diferencial total de una determinante cuyos elementos 
son variables é independientes entre sí, equivale ala suma 
de los productos de las diferenciales de todos sus elementos 
por los respectivos complementos algebraicos. 

Para obtener fácilmente esta diferencial total, se puede 
formar un polinomio con el desarrollo abreviado de la de-
terminante, según los elementos, ó de todas las horizonta-
l e s , ó de todas las verticales; es decir, n desarrollos escri-
tos unos á continuación ó bajo los otros, y ordenado cada 
desarrollo según los elementos de una línea distinta, y sus-
tituir en este desarrollo total cada elemento ar¡s por su di-
ferencial dar>s. 

Para hallar, pues, la diferencial total de P escribiremos 
el polinomio 

a t n Á r i -+- a i n A „ f - f - a , , 3 A , , 3 

A j , , —j— A 2 , , -4- flj,, A 2 , s 

«3M A3M "+" A s , 2 - t - a s , 3 A 3 , 3 

"«»i A „ m —}— ci„,2 A „ , , —(— (in , 3 A„, 3 Qnni A „ , n 

y sustituyendo á los elementos de la determinante sus dife-
renciales , 

dP — A1M dalu -f- Ari dari-h Ai>s dat,3 A Vndavn 

AiU davi -+- A r í datt%-\- A„, da„z As ,nda„n 

A3M
 daiu + A,„ da^-h A3„ da5,3 A.,ndaz,n 

Ku dan,x - f - A n , , d a „ , a - h A„, 3 da,„s An,ndan,n 

Ahora bien , cada horizontal es el resultado de sustituir 
en el desarrollo de P á los elementos de una horizontal sus 
diferenciales; pero como el desarrollo no es, en rigor, otra 

16 

Aj,,, • 
^s>n A 4 ,„ 

^3'» A3,n 



cosa que la misma determinante, podremos escribir la ma-
triz que la representa, efectuando en ella la sustitución in-
dicada, y tendremos : 

c¿P = davi dal.i .. 
at M . . . as,„ 
«»M . . . a3,„ 

a»., " «7! « ÍJ 

a4„ .. •• «i.n 
a,,, .. .. as,n 

d a5M </a3 , s . . 

«1>. «i.. •• •• «1>» 
«4M " daV n 

«3M 

n>4 

«1M ... a 
««M at,t .. ... Í/ 
«3»i a,., .. ... ax 

l'n 

dan,t da 

7f>. Si ios e lementos de P son funciones de una misma 
variable x, la derivada de P vendrá dada por la fórmula 

d P 
d x 

. d al x „ „ 
d x 
da i y 

dx 

da{ ¡ 

d x 
d 
d x 

da, n 1 = 

danl d a 4 
+ m r + d V 

d x 
da 4 ,n 

*,» i d x j 

da„„ 1 

d x 
daitl d atii d 
d x d x c/ .r 

«4,4 • • 
«3.1 «3,4 • • ••• «3, 

«».i • «n,?i 

«... «1,1 •. «1,„ 
«i,» • • • • «4.» 

^«3,1 d a3i doZn 
d x dx d x 

da i { d a i t 

d x dx 

«3,, -i 

'»,1 

«i,. 1̂,4 
«4. i 

«3,1 «!,t 

«i.» 
d 

"i" 

d x 

M,n 

l3,n 

d<ln,i dani d a„ 
d x d x 

• ¡ Uo'j ' 
que puede traducirse en teorema de este modo : 

d x 



Si los elementos de una determinante son funciones de 
una misma variable, su derivada será igual á la suma de 
los productos que se obtienen, multiplicando la derivada 
de cada elemento por su complemento algebraico; 

O bien á la suma de determinantes que se derivan de la 
propuesta sustituyendo á cada línea horizontal de elementos 
sus derivadas. 

77. Examinemos ahora un caso particular del cual se 
hacen importantes aplicaciones. 

Sean 

y M Vi, y * yn 

funciones cualesquiera de una variable x , é indiquemos 
en general sus r.",as derivadas por 1111 segundo subíndice en 
esta forma : 

Vi,r V%r 2/3,r IJn.r' 

Formemos ahora la determinante 

= Vi y» 2/3 •• ... V* 
y i,» ?/*,. í/3.1 •• ... y ».i 
2/. ,* 2/2,i • •• y»,! 

íJi.n— 1 2/l.n-1 y5,n~ i •• 

en la cual los elementos de cada horizoittal son las prime-
ras derivadas de los elementos de la línea precedente. 

Tomando la derivada de X, por relación á x y aplicando 
la fórmula del número anterior, tendremos : 

y'i.i y«.. - b y» 2/3 ... 2/n 
i/2,. •• 2/M 2/1.2 2/2,2 2/3,2 ... • * 2/»,í 

y.,* 2/i, 2 //s,« • • • y«, s 

y Un—i 2/2,n_< y 3,n—1 • * * * * Vn,n-Í 2/l,n—1 2/2,«—1 2/3,n-4 •• •• 2/n,«-l 

2/1 2/2 2/3 . . . . . 2/n 

2 / 1 . 1 2 / i . i 2/3,1 . . • • 2 /« , i 

2/.,2 2/2.21/3.2 • • . . . 2/n.J 

y ) , n 2/í ,« 2/3,» • • • ' 2/»,« 



pero todas las determinantes, exceptóla última, tienen dos 
horizontales iguales: la pr imera , las dos primeras, la se-
gunda, la segunda v tercera, y así sucesivamente; luego 
todas , menos la últ ima, serán nulas, y tendremos : 

Vi y* y* yn ; 
2/m Vi,i !h,i 

Hi,t y i,12/5.2 y„, 2 

y Un y*,n !/s.„ yn,n 

de suerte que para obtener la derivada de la determinante 
X , basta cambiar los elementos de la última horizontal en 
sus derivadas. 

§ VIH. 

T r a n s f o r m a c i ó n do d e t e r m i n a n t e s . 

PRIMERA TRANSFORMACION. 

DESCOMPOSICION DE DETERMINANTES EN OTRAS CUYOS ELEMENTOS 
PRINCIPALES SEAN NULOS. 

78. La parte de una determinante en que no entran 
algunos de sus elementos no es otra cosa que el resultado 
de anular en dicha determinante los elementos de que se 
trata, pues entrando como factores anulan todos los térmi-
nos en que se hallan, y sólo resta la parte independiente. 

Observemos ahora : 
1.° Que en el desarrollo de una determinante hay tér-

minos en los que no figuran los elementos principales : basta 
para obtenerlos permutar en el término principal aiA a,ti 

<•••• an,n los segundos índices, dejando invariables los 
primeros, de modo que ninguno ocupe su posicíon inicial, 
porque , en efecto, de este modo ningún elemento tendrá 
sus dos índices iguales. 

d X 

d x 



2.° Que asimismo hay términos en que entra solo uno 
de los elementos principales. 

Dejando invariable uno de los elementos ar>r del término 
principal, y permutando una serie de subíndices en los 
restantes de modo que ninguno conserve su posicion ini-
cial , se hallan lodos los términos que contienen un solo 
elemento principal, el arr: haciendo variar r desde 1 á n 
se hallarán todos los términos comprendidos en este grupo. 

5.° Que análogamente existen términos que contienen 
los elementos principales combinados dos á dos, tres á 
tres, etc. 

4.° Que, por último, hay un término formado del pro-
ducto de todos ellos. 

Y obsérvese que no podrán existir términos que conten-
gan n — 1 de los elementos principales, porque como el 
elemento restante que completa los n factores que debe te-
ner todo término debe pertenecer á una horizontal y á una 
vertical distintas de las que pasan por los n — l elementos 
principales ya empicados, dicho elemento será el único 
elemento principal que resta, con lo cual el producto con-
tendrá, no n — 1 , sino n elementos principales. 

Esto supuesto, designemos en general porP rel conjunto 
de todos los términos de la determinante P, en los que se 
hallan los elementos principales combinados r a r; de 
suerte que P„ expresará lodos los en que no entran los ele-
mentos principales; P, los que únicamente contienen un 
elemento principal cada uno; P.2aquellos en cada uno de 
los cuales entran dos elementos principales, y así en ade-
lante. Como estos grupos son esencialmente distintos, y to-
dos juntos constituyen la determinante, tendremos, recor-
dando que PB_, es nulo, 

P = Po -+- P4 -4- P, -h P3 + P„-, P„-

Determinemos ahora la expresión de cada término. 
1.® P0 es el resultado de anular en la determinante lo-

dos los elementos principales; asi, pues , 



: o ai - alt¡ 

«2,1 o ait3 a%¡ 

«3,2 o , 

'¡««,i o 

El conjunto de (odos los términos de P en que entra 
el />nmer elemento principal aM es igual al producto de di-
cho término aiA, por su complemento algebraico ú ordina-
rio, pues ambos son iguales en esíe caso, toda vez que 
1 H- 1 es número par ; es decir, a ltl A, ,. 

Pero en este complemento es preciso lomar tan sólo la 
parle independiente de los elementos principales a¿¿ a- - ... 
...«„,„, pues si consideráramos en A,, térmii.os que con-
tuviesen uno, dos ó más elementos principales, su producto 
P o r contendría dos, 1res ó más elementos principales, 
y éstos son términos que no pertenecen al grupo que con-
sideramos. Así, pues, debemos tomar de AM la parte in-
dependiente de los elementos principales, lo cual se consi-
gue anulando éstos, y resultará para el grupo de términos 
en que entra alA : 

Otro tanto pudiéramos repetir para los demás elemen-
tos principales; y por consiguiente P, es igual á la suma de 
los productos de lodos los elementos principales por sus 
respectivos complementos, en los que se anulan todos los 
elementos principales que contendrían. 

o.° Probaríamos del mismo modo que P2 es la suma de 
todos los productos binarios de los elementos principales, 
multiplicado cada uno por su complemento despues de ha-
ber anulado en éste todos los elementos principales que 
contiene. 

«1,1 O «-2,3 «-2,4 

«3 , 2 O 

«4,2 «4,3 O . . . . . 

«n,2 ««,3 «?¿,4 O 



Así continuaríamos hasta : P„_, es nulo ; y finalmen-
te , P„ = a M a%, a7¡¿ 

Ejemplo : 

a b c = 0 b c 
a' b' c' a' o c[ 

a" b" c" a" b" ° 1 

-ha lo c' j H-¿>' | o c : -+- c" 1 o b 
' b" o ! ! a " o ' ¡ a ' o 

-+• a c". 

SEGUNDA TRANSFORMACION. 

DESARROLLO DE UNA DETERMINANTE SEGUN LAS POTENCIAS DE LA PARTE 
COMUN Á TODOS LOS ELEMENTOS PRINCIPALES. 

79. Sea la determinante 

x = di,i - H x ., a {- «1,„ 
«2,1 a, 2 -i- x a.lt- <-h,n 

«3,1 «3 .> a^-hcc 

Cln, 2 «»,3 ««,« -•hx 

Es evidente que al desarrollo de X se le podrá dar la 
forma 

X = xn -+- S, x"~[ i>2 x' . S. X -+- S„. 
puesto que el conjunto de términos que no contenga ele-
mentos principales será independiente de x; los que con-
tengan dichos elementos uno á uno, dos á dos , tres á tres, 
etcétera, serán polinomios de primero, segundo, tercer 
grado en x , etc .; y que, por último, el término principal 
será (aKl x) (a^-hx) [an>n -f- x) polinomio del gra-
do n , cuya potencia superior en x será xn. Así, pues, X, 
suma de una cantidad independiente de x, y de polinomios 
en x , en general completos, de los grados 1, á, n, será, 
según hemos supuesto, un polinomio del grado n.rao, cuyo 
primer coeficiente será la unidad. 

Determinemos ahora los coeficientes S4 , S2, S3 S„. 
En cuanto á S„, como es el resultado de hacer x= o en 



la determinante, es claro que su valor será la nueva deter-
minante 

«1,1 ... al>n 

«-2,1 «2,2 • • • • «2,n 

Para determinar en general S f , coeficiente de xn~\ ob-
servaremos que el producto de cualquier menor principal 
del grado n — r por su complemento algebraico es una 
parte de la determinante X (núm. 52): si de esta menor to-
mamos únicamente el término xn~r y del complemento al-
gebraico el término independiente de x , que será el resul-
tado de sustituir x = o en dicho complemento, con lo cual 
quedará reducido á ser una menor principal de grado r de 
la determinante P, este producto será una parte del térmi-
no xn~r Sr, y otro tanto podriamos repetir para todas las 
menores del grado n — r. Fácil es ahora probar : 

1.° Que todos los términos de Sr así obtenidos son dis-
tintos. 

2.° Que no puede haber4ninguno más que los hallados 
por este método. 

El primer punto es evidente, porque los diferentes me-
nores principales de P son distintas entre sí; y en cuanto 
al segundo observarémos que toda potencia xn"r procederá 
del producto d e n — r de los factores ai>x-hx, a^-hx, 
a3)3H-£C ann -t- x, y por lo tanto estará comprendida 
en una de las menores principales del grado n — r que he-
mos tenido en cuenta. 

En resúmen, S, es igual á la suma de todas las menores 
principales de grado r de P, es decir, de la determinante 
que resta, haciendo x — o en X : así S4 será la suma de to-
das las menores principales de P de primer grado, es de-
cir, d|ii + % + f l 3 ) 3 + an,n , suma de todos sus ele-
mentos principales; S4 será el conjunto de todas sus me-
nores de segundo, y así sucesivamente. 



Ejemplo : 

-h S, x* -f- S, re -f- S3; 
b' 
b" 
b' -+- x c' 

c" -f- X 

siendo 

S, = a -f- b' -h c" ; S. ja b, + ja j; S, - i a b e 
c¿ V c' 

a" b" c' 

a'b' [ «"c" b"c"\ 

TERCERA TRANSFORMACION 

DESARROLLO DE UNA DETERMINANTE SEGUN LOS PRODUCTOS DE LOS 
ELEMENTOS DE DOS LINEAS DE NOMBRE DIVERSO. 

80. Se sabe que en general multiplicando m elementos 

dientes á horizontales y verticales distintas por su comple-
mento algebraico H , el producto es una parte de dicha de-
terminante P (numero 34); pero aun puede agregarse que 
este producto será la única parte de P en que entrarán á la 
vez los m elementos de que se trata. 

En efecto, si desarrollamos P según las menores de gra-
do m comprendidas en la matriz de ?u horizontales que con-
tiene dichos ra elementos, sólo en una menor estarán com-
prendidos, y esta menor tendrá por factor II': tomando en 
ella únicamente el término a a a a 

rvsi 'V» V s W 
este producto por su complemento algebraico II', será la 
única parte de P en que entrarán los expresados elementos. 

De aquí resulta que si se multiplica el producto de dos 
elementos pertenecientes á dos líneas de nombre diverso 
de una determinante P, el elemento común exclusive, por 
su complemento algebraico, el resultado será toda la parte 
de P en que entran como factores ambos elementos. 

Sean, para fijar las ideas, r y s los números de orden de 

a V de una determinante P, correspon-



las dos líneas , horizontal la primera y vertical la segunda, 
que se consideran. 

Según el sistema de formacion de las determinantes, 
en cada término monomio entra necesariamente un ele-
mento de la horizontal r y otro elemento de la vertical s, 
sean r y «cuales fueren. Esto es consecuencia precisa de 
que tanto en los primeros como en los segundos índices se 
hallan necesariamente todos los números desde 1 á n, y 
por consiguiente r y s. Luego si escribimos todos los gru-
pos de la determinante P que contienen como factores to-
das las combinaciones binarias de los elementos de ambas 
líneas, tendrémos la determinante completa , exceptuando 
el término ar<s, común á los dos; y nótese , ademas, que 
siendo esencialmente distintos dichos productos binarios, 
estos grupos serán también distintos y no podrá haber re-
petición de términos. 

De aquí resulta: 
Que si en una determinante, al producto de cada elemento 

de una línea por cada uno de los de otra de nombre diverso, 
exceptuando el elemento común, se le multiplica por su com-
plemento algebraico, y d la suma de estos productos se le 
agrega el del elemento común por su complemento alge-
braico también, el resultado será la misma determinante 
propuesta. 

Siendo r y s los números de orden de ambas líneas, y S la 
suma de productos binarios de sus elementos por los com-
plementos algebraicos correspondientes, tendrémos 

P = ar>s Ar,s -+- S : 

y si representamos por ¿y fe dos números cualesquiera de 
la serie 1, 2, 3 n , pero con la precisa condicion que i 
no adquiera nunca el valor r, ni k el s, aT>k ai<s será el pro-
ducto de dos elementos cualesquiera, pertenecientes el 
primero á la horizontal r, el segundo á la vertical s , y dis-
intos ambos del elemento ar>s, común á ambas líneas. 

t 



dz P El coeficiente de arkaisen 8 es (núm. 72) -7 ; — ; pero 
da r t k da i > s

 1 

se sabe (núm. 75) que 

d1 P d~ P 
d ar¡k d ai)S d ar s d ai k' 

d- P 
luego podemos considerar á : 7 — c o m o coeficiente 

d ar¡s d ai¡k 

de ar>k ai>s. 
(pY> 

Ahora bien, - r — (núm. 72) es el coeficiente de 
d ar¡s d aik 

dr P 
ar saifk en P, y como en la parte ar s ai>k — se halla el 

Cl cir s 11 a¡ k 

factor ar¡s, estará contenida en ar>g Ar>s; de suerte que sólo 
resta hallar en Ar>a el coeficiente de ai>k para obtener otra 

dr I) expresión de , - — . Por último, el coeficiente de a%k 

Cl Clr g Cl (lj k 

en Ar¡s no es otra cosa que el complemento algebraico de 
dicho elemento ai>k en la expresada determinante A r í ; de-
signando, pues, por *i)k este complemento, tendremos : 

d-V 

d ars cl ait 

y por lo tanto, 
cF P 

-j — — — • 
Ct CLr k Cl Cl¡ g 

Podrémos expresar, según lo dicho, por 

el término general de S , y haciendo variar los índices i y k 
desde 1 á 11, excluyendo i = r para los valores de i, y k = s 
para los de s, obtendremos todos los términos de 8 ; así, 
pues , 

S = — cirik ais \ k 



en cuya fórmula debe recoidarse: 1.°, que *ik expresa el 
complemento algebraico del elemento aik, pero no toma-
do en la determinante P, sino en la determinante A ; 2.° 
que i y k reciben los valores 

« = J> 2> 3 r— 1, r - h 1 n , k = 1, 2, 3 s—\, s-4-1 n. 

Ejemplo : % 

P = . o al>4 aA. aI(l 

«-2,1 «2,»2 «2.3 «2, i 
! «3,1 «3,2 «3,3 «3,4 

« 1,1 «4,2 «4,3 «4,4 
Apliquemos el método á la primera horizontal y á la pri-

mera vertical : 

P = o — \ k ai>k a¿ l k 

¿ = 2, 3, 4; k = °2, 3, 4 

P = 
i «1,2 «2,1 «2,2 + «1,3 «2,1 «2,3 + «1,4 «2,1 «2,4 
' «1,2 «3,1 «3,2 + «J,3 «3,1 «3,3 «1,4 «3,1 «3,4 
' «1,2 «4,1 «4,2 •+• «1,3 «4,1 «4,3 + «1,4 «4,1 «4,4 

En esta fórmula debemos sustituir los valores de *2>3, 
«2,4) «3,21 etc., que se deducirán de la determinante 

Ai,i = «2,2 «2,3 «2,4 
«3,2 «3,3 «3,4 
«4,2 «4,3 «4,4 

asi 
«2,2 = «3,3 «3,41 ) «2,3 — — I «3 9 « 

«4,3 «4,4 
'3,2 "3,4 ) etc. 

«4,2 «4,41 

81. Como los índices de las horizontales y los de las 
verticales son superiores en una unidad á los que les cor-
responderían por el lugar que ocupan en la matriz A M , re-
sulta que el elemento ai>k se halla en la horizontal i — 1 y 



en la vertical k — 1 ; así su verdadera característica, que 
es la que da signo al complemento algebraico, sería i — 1 

k — 1 = i -+- k — 2 ; mas como el signo de (— 1) i •+ k — 2 no 
se altera por suprimir un número par en el exponente , el 
signo del complemento dependerá sólo de la suma i -4- k de 
los índices del elemento aitk (núm. 30). 

CUARTA TRANSFORMACION, 

TRANSFORMACION DEL PRODUCTO DE DOS DETERMINANTES. 

82. Puede formularse esta transformación de este 
modo : 

El producto de dos determinantes de grado n puede expre-
sarse por una suma de productos, formado cada uno por 
dos determinantes también del grado n. Los dos factores de 
rada product o son el resultado de cambiar en las dos deter-
minantes propuestas una matriz de m líneas de la primera 
por otra de m líneas de la segunda: el sistema completo de 
productos se obtendrá efectuando dicho cambio entre una 
matriz invariable de una de las determinantes y todas las 
matrices de m líneas de la otra. 

Sean las dos determinantes de grado n 

« u ; Q = ¿ 1 , 1 • • • ¿ 1 , « 

Hn ¿-2,1 ¿-2,2 ¿ 2 , 3 • • ... b.2t„ 

¿ « , 1 ¿ k , 2 ¿ « , 3 • • . . . K,n 

y supongamos que la r.raa matriz de m verticales de P se 
cambia por las sucesivas matrices de m verticales de Q : si 
designamos por Pr1 P,v2 Pr3 el resultado de sustituir en 
la determinante P á su r.ma matriz la pr imera , segunda, ter-
cera de Q ; y por Qljf Q.2)?. Q3jr el resultado de susti-
tuir en Q á las matrices sucesivas de m líneas la r.ma de P, 
<•! teorema anterior se expresará por la fórmula 

P Q - P M Q.,r ^ Q*,r + Pr,3 Q3,r + (1). 



Considerando en primer lugar el casom = l se deberá 
cambiar la r.ma vertical de P por cada vertical de Q y supo-
niendo, sólo para fijar las ideas, r — 1, es decir, que se 
cambia la primera vertical de'P por todas las de Q, ten-
dremos : 

r,2 

1̂,1 «1,2 «1,3 «1,J 
bitx fl-2,'2 «-2,3 <2-2,mÍ 

b i» «1 2 
«2,2 «-2,3 • • 

hz «1,2 «1,3 •• 
h-, «2 2 «2,3 •• 

I 

Ql,r = 

Q v = 

«1,1 ¿>1,2 ¿>i.3 ¿>l,» 
«2,1 ¿>2,2 ¿>2,3 ¿>2,» 

¿>1,1 «1,1 ¿>1,3 ¿>1,„ 
¿>-2,1 «2,1 ¿>2,3 b,„ 

Q-V = |¿>1,1 ¿>1,2 «1,1 ¿>1,„ 
¿>2,1 ¿>-2,2 « 2 , 1 ¿>-2„ 

etc. etc. 

Desarrollant o estas determinantes según los elementos 
de las líneas que se han cambiado, tendremos los dos sis-
temas de relaciones 

(2) 
'1,3 A1,1 + P - = b.. A 

Q 
Q, 

ú 2 . r "i.l Bl.í 
a.. B. . 1,1 1,0 

«2,1 B-2,-2 + a3,l + 
B3,3 + «2,1 B2,3 

(3) 

Esto supuesto, si se multiplican los polinomios del siste-
ma (2) por los correspondientes del sistema (5), es decir, 
Pr.i por Q1>r; P, 2 por Q v ; y así sucesivamente, la suma de 
estos productos será el valor del segundo miembro de la 
ecuación (1). Ahora bien, en cada uno de estos productos y 
en la suma total debemos distinguir dos clases de términos: 

1 L o s que resultan (je multiplicar términos que ocu-
pan en los polinomios P y Q los mismos lugares. 



2.° Los que se obtienen multiplicando términos que 
ocupan distinto lugar. 

Consideremos en general el término bi>x AM de Pr l y el 
B í t de Qi,r • tendrémos el producto 

«i,i a M Bm ; 

considerando análogamente los productos del índice ¿ en 
las segundas , terceras, etc., líneas; reuniendo todos estos 
resultados y sacando en todos ellos aiA A¿1, factor común, 
tendrémos 

«¿,i Am [biti B,, + bl>2 B,v> 4- b¿¿ B¿jS -h ] , 

expresión que puede considerarse como el tipo generador 
de todos los términos de la primera clase, porque de él se 
derivan inmediatamente dando á i todos los valores 1 , 2 , . . . 
. . . n ; mas para cada uno de estos valores la cantidad com-
prendida entre paréntesis es siempre la misma é igual á la 
determinante Q, sin más diferencia que aparecer ordenado 
por los términos de la primera, segunda ó de la n.a hori-
zontal; luego el conjunto de todos los grupos análogos 
al aM At1 Q será 

( (h,\ A m 4- a2), A,it -b a31 A3,, 4- ) Q. 

Finalmente, observando que el paréntesis precedente 
es igual á P, podrémos establecer que : 

El conjunto ele términos de la primera clase es igual á 
P Q en la suma de productos (1). 

Respecto á los términos de segunda clase, considerando 
la suma de los que provienen de multiplicar los i.mM de los 
polinomios (2) por los K.mos de los (3), se tiene la expresión 

a*ti (bit, B,(1 + biv2 hk, 4- bi¿ B w 4- ) , 

de laque se deducen todos los términos que consideramos 
sustituyendo por i,k todas las combinaciones binarias de 
los números 1, 2, 5 n ; pero todas estas sumas (nú-
mero 55) son nulas, luego el segundo grupo de términos 



es nulo también, y en último análisis el segundo miembro 
de la ecuación (t) es igual á P Q, al menos en el caso par-
ticular que acabamos ele examinar. 

La demostración en el caso general es absolutamente la 
misma con sólo modificar convenientemente la notacion. 

Designando por hí¡r lur h, r las determinantes orde-
nadas de la r.ma matriz de m verticales (núm. ) de la de-
terminante Py por H)>r ÍI2r H5r sus complementos al-
gebraicos ; designando asimismo por kx¡r k.¿¡r k5¡r las su-
cesivas determinantes de la r.raa matriz de ra verticales de Q, 
y por KI>r K», K v sus respectivos complementos alge-
braicos; y desarrollando las determinantes modificadas P r i , 

Q1|r> Q-2,r, Q.v según las menores comprendi-
das en las matrices modificadas, tendremos estos dos 
grupos: 

í P M = \ i H
¡ . r + \ 1

I V - h \ i H v + ; 
( 4 ) ' = Kl H 1 ,r + H

2 r -H h 2 H 3 r + ? 

(Pr.3 = fcMHiif. + \ i + í 

= V K1,2 + V K,,2 + >%r 2 + 

Aplicando á estos dos grupos palabra por palabra loque 
hemos dicho respecto á los r2) y (3), veríamos : 

Primero. Que la suma de todos los productos de tér-
minos que ocupan el mismo lugar en P y en Q, es para el 
índice i 

Kr Ui,r [kit, K¿>1 + kiti K¿ 2 -f- kt¿ K,3 ~h ] f 

ó bien 
hi>r Uir x Q. 

Segundo. Que haciendo variar el índice i desde 1 á n, 
y agregando los resul tados, se obtiene 

(hl>r H , - f h%r n , r 4- hZiT l í v -f- ) Q = p X Q. 



Tercero. Que combinando verticales de (4) y (5) cor-
respondientes á distintos índices i, j se obtienen resultados 
nulos 
. v ••1 ) V\ 

K Hy.r [kjti KM 4- kj.2 K¿fa 4- A;>)3 K¿3 4-

Cuarto. \ Que, por consiguiente, la suma de los produc-
tos (1) del segundo miembro es igual á P Q. 

. Presentemos algunos ejemplos : 
Sea como primer ejemplo el producto 

la b\ 
a' V 

\ x y I 

k y'\; 

cambiando la primera vertical de j ? h , por todas las ver-

ticales de X y 
x' y' 

i \J a' b' 

, y todas las verticales de ésta por la prime-

ra de aquélla, resultará : " ' ' • i : f i • i 
1 ab] Hj. a* y « x b a y 4 - y b x a 
1 a' b'\ \x' y' x' b' h a! 'y' y' b' x' a' 

cambiando la segunda vertical de la primera determinante 
por todas las de la segunda, y recíprocamente 

O '»I; a b x y \ = Ui x\ \b y 4 - « y I X b 1 ' i' a b ¿J ?/j jarx'\ \b[ y' ' I l i «' y'\ x' b' 
Hill* >'> '»!) i n a l i l i i(¡ );! 'ICH! r, / Di l . . 

Cambiando, finalmente, las horizontales : 

a b x y 
a' b' x' 'y' 

X y a b 4 - x' y' X y 
a' b' x' y' a' b' a b 

a b a' b' 4 - a b x y 
x y x' y'. xT 

y' a' b' 

II ejemplo. 
Iii Ißqi'jfii'iq l iurno' i j 

x b c 
x' b' c; 

x" b" c" 

a y z 
a' y' z' 

a" y" z" 

a b c x y z 
x' 

a" b" c" x" j' y z 

y b c X a z 

y' b' c' x' v V ( 

y" b" c" x " 

1(1*1(11 ul 

z b c 
z' b' c' 

l" b" c" 

'iirp'KiM 
o m » lij'iq 

x y a 
x y a 

x" y" a" 



85. Del teorema precedente se deduce este otro : 
Si dadas dos determinantes de igual grado P y Q, se for-

ma una primera serie de determinantes Prt, Pr.2 Pr>5 sus-
tituyendo siempre á la r.ma matriz de m líneas paralelas de P 
las matrices ordenadas, ya de m horizontales, ya de m ver-
ticales de Q; si se forma igualmente una segunda serie de de-
terminantes Q1)S, Q4>s, Q3)s porta sustitucióná las matri-
ces ordenadas de Q compuestas de m líneas de la matriz s.ma 

de 1) distinta de la r.ma ; /a suma í/e /o.v productos de cada tér-
mino de la primera serie por el correspondiente de la segun-
da es nula. Es decir : 

l\v, X Q m 4 - 1 \ f S X Q,., 4- x + = 0 . 

En efecto, esta transformación equivale á aplicar el teo-
rema precedente á dos determinantes, dé las cuales la pri-
mera tiene la matriz r.ma de m líneas igual á la matriz s . m \ 
en cuyo caso dos líneas por lo menos son nulas, es nula di-
cha primera determinante y es nulo el producto. 

Por ejemplo, sean las dos determinantes 
P = a b c Q = X y * 

a' b' c' x' y' z ' 
a" b" c" x" y" z" 

Si se cambia la primera vertical de P por todas las de Q, 
y estas últimas, no ya por la primera de P, como supone el 
teorema del núm. 8 2 , sino por la segunda , tendrémos : 

a b e 
a' b' c' 

a" b" c" 

x y 2 
x' y' z' j 

x" y" z"\ 

i * b c 1 b y 2 -f- y b c X b z H- z b c i y b 

x' b' c' b' y' b' cf x' b' z' z' b' c! I x' y' b' 

K b" c"\ b" y" y" b" c" x" b" z" z" b" x" y" b" 

Porque es lo mismo que aplicar el teorema principal al 
producto 

b b c X y z 
b' b' c' x' y' z' 

b" b" c" X y" z" 



§ IX. 

Determinantes recíprocas. 

84. Si en una determinante se cambia cada elemento 
por su complemento algebraico, se tiene una determinante 
á la cual se da el nombre de recíproca de la primitiva : re-
presentando por II la recíproca de P, v empleando la nota-
ción ya explicada, tendremos : 

P = a>\, «1.4 ' .... aXn R = a , , A , . . . . . . A , „ 

a,t a.) ^ • — a>,n A 4 , 2 . . . . . A . , , 

(In, Un» ' A„. A „,•! . . 

Ahora bien, si se multiplica una línea de P por la del 
mismo nombre y homologa de R, el producto es igual á P; 
si ambas líneas no son homologas el producto es nulo, y 
por lo tanto, multiplicando P por R, cada elemento princi-
pal de la determinante producto será igual á P, y todos los 
demás nulos ; es decir, 

P o o o oj = P", de donde R — P—1. 
o P o o o 
o o P o o 
o o o P . . . . . o I 
0 0 0 0 Pj 

De aquí resulta que la determinante recíproca de otra 
primitiva del grado n equivale á la potencia del grado n — 1 
de dicha primitiva. Si la determinante primitiva es nula, 
nula será la recíproca. 

85. Hé aquí una propiedad de gran ínteres en las apli-
caciones : 

En toda determinante recíproca cada menor del grado m 
equivale al producto del complemento algebraico de su ho-
mologa en la primitiva por la potencia m — i de dicha de-
terminante primitiva. 
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Sea la determinante dada 

p = = « 1 , 1 « 1 . « 
• ' • J ' a.2 i «2,n 

« » , 1 «n,2 i'< .ìn 

y principiemos por demostrar el teorema para el caso en 
que se considere la menor principal de las primeras ra ho-
rizontales y de las primeras ra verticales ; es decir, 

H„ = Aj,i A,., .. 
Aí,I 

• AW)i A \ 

/ HO 

Su homologa en la primitiva será : 

PM « 1 , 1 

« m , 1 « m , 2 •• 

I l'i ; • i 
i l i ! r. 

y el complemento ordinario de Pm será : 

P' = 1 m -i-i,m t i «m f 1,m + 2 * • 
«m -t- 2,m -f-1 «m | 2,m 4-2 » • • • «wt-1-2,7» 

««,»/»-)-1 

Rm puede escribirse de este modo : 

|Am 'A,,, .. Ai>m+i Al,m-f-2 •• 
A 2,1 A2,2 .. As.w + l 

Am,i A m 9 .. A + 1 A 

0 0 ... 1 0 
0 0 ... 0 1 ... 0 : ¿ 
0 0 

. \ 
. o ' 0 0 i 

. < •> 

j n o 
i*'. 

»/. i y \mv \VV-J\J.1N OVSt'-iM O JV\M)'\l\ \V> \V>\,) 
y multiplicando por horizontales P porK w , y tomando á P 
por multiplicador, resultará : . vvnVvv<ú-n\ 
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p 0 . 1 « i + ? ' • • • « i ,n \ » 
0 p 0 . . . . a i , m + 2 . . . . a,¡n 

0 0 p «3,»< -i-l ' « 3 ,m + 2 

0 0 0 . . . . . p « tn,m-+-1 «/«,>« 2 
• • 

0 0 0 . . . «'»í-f-f,»»-+-1 "'»t-f-1,»» 4-2 • 

0 0 0 . . . ««,;« 1 «n,m + l a 

que puede escribirse de este modo : 

P = Pw II g 3 

! 0¡í| O 
y dividiendo por P 

R — P' P«- 1 
' » / r e A m » 

que es precisamente lo que deseábamos demostrar para 
este caso. 

Nada más fácil ahora que pasar al caso general. 
Comencemos por transformar la determinante P de mo-

do que aparezcan en primer lugar y en orden directo las 
ra horizontales y las ra verticales que concurren á formar la 
menor P„t homologa de la l\m de la determinante recíproca. 

El valor numérico de la determinante P no habrá varía-
la 

do : su signo será el que corresponda á (— 1)*, siendo * la 
característica de dicha menor. Llamando n á la nueva de-
terminante, tendrémos 

n — ( _ l ) x p . 
| '' | i1 I fi I f RrflüV Kl ( •"•> "• ' f¡ (' í\» ffó •'•'•r'\r.-

De este modo la menor Pm homologa de Rm y su comple-
mento Iy„t son menores principales de n. 

Transformemos del mismo modo II, y la menor Rw apa-
recerá como menor principal de las ra primeras horizonta-. . gírí fo OÍ^^fjq r!OT 
les y verticales. 

Aplicando á las determinantes así transformadas el mé-
todo que acabamos de desarrollar, tendrémos : 1 Vy\ '» : ; • 



y sustituyendo por n su valor, y dividiendo por P 

ó bien 
( - l ^ R ^ p ^ - i , 

nm = ( - I ^ p ^ P - - 1 . 
Ejemplos : 
I. Supongamos m = 2 

A A , = \ \ , , \ A — 

ó bien 
r/P d P 

-7 X -da 
d P d P 

X 

d ar s da,,y 

d* P 

P, 

dary da'r>tS dar<sdar^ P. 

II. Supongamos ra = ô 

Ar><» A rs>/ 

.Ar'',s 

III. Sea n = 5 

P 
P \ 

- jA„, A,,2 A,,,! = - j a ^ a ^ j P \ 
As,f \6U aiU atu a 2 J - ;A2,( A,,, A„J a,^ ao,. 

«pi «i'? A,, , A,,, A3,J 
Para conocer el signo del segundo miembro basta ob-

servar que en el primer caso la suma lH-2H-4-hlH-5-i-5=lfí 
de los subíndices de la permutación principal a„, a,,, a, , , , 
es decir, la característica de la menor complementaria es 
par; y en el segundo, 4-t-5H-.ru-5 = 17, es impar: por esta 
razón en el primer ejemplo hemos puesto el signo •+, y el — 
en el segundo. 

86. Conviene notar que en la hipótesis ra = 1 el teo-
rema anterior equivale á decir que cada elemento de la de-
terminante recíproca es el complemento algebraico de su lio-



mólogo en la determinante primitiva, que es precisamente 
la definición de la determinante recíproca. 

87. Como en una determinante de grado n el comple-
mento de una menor de grado m es otra del grado n — m, 
tendremos este nuevo enunciado del teorema : 

En la determinante recíproca de otra primitiva del gra-
do n el complemento algebraico de cualquier menor del gra-
do m equivale á la homologa de esta menor por la poten-
cia n — m — 1 de la primitiva. 

Si m — 1, la última proposicion puede enunciarse de este 
modo : 

El complemento algebraico de un elemento de la determi-
nante reciproca equivale al producto del elemento homólogo 
en la primitiva por ta potencia n — de ésta. 

Es decir, 

88. En la teoría de las determinantes recíprocas es 
caso digno de atención aquel en que la determinante pri-
mitiva es igual á 1, porque en esta hipótesis entre la pri-
mitiva y la recíproca hay perfecta reciprocidad. 

Tenemos en primer lugar 

R = P* ~ 1 = 1 . 

Ademas, 

r , m = i r p' m x P ' « - 1 - ( - i r p w . 

Por último, designando por R'w, el complemento ordinario 
de \\m, se tiene (núm. 87) 

K n = x - i r p . x p - ' - í - i r p . , 
ó bien 

p,„ - ( - i r R , „ . 

Es decir, que toda menor de la recíproca es el comple-
mento algebraico de la menor homóloga en la primitiva,iy 



toda menor de la primitiva es el complemento algebraico 
de la homologa en la recíproca. 

Cuando m ^ l , los elementos de la primitiva son los com-
plementos algebraicos de los elementos análogos en la reci-
proca, y por lo tanto, P es reciproca de \\ como R lo es de P. 

Tendrémos, pues , 
w ' iV. 'u>uiim 'v-w\: 

d p t VA»• \ -
 d V 

y d a r J a ^ d A 
sw\\ 

89. Un nuevo caso que debe estudiarse es cuando la 
determinante primitiva es nula. Entonces, como la recí-
proca R está dada por el valor v • •,<,.> 

V • ^ • JLü •. 

tendrémos 
R = P—4 , • ^ ' i ^ . A • > • 

R = o ; 
• • i.» , 

y como una menor cualquiera Rffí tiene por expresión 

R u k í p'm x P ^ 
• «q '!. H !• ! I ;,l . i f ¡« ti ;•.,:!•• -i »;.'< I i -ti) < Mi'yi í ,. i,> 
para todos los valores m > 1 

R ' F F I O . / : ¡I • I.- I M) IO Í I;I / T / 

Apliquemos esta propiedad á las menóres comprendidas 
en la matriz de la recíproca, formada dicha matriz por 
la r.ma y s.ma horizontal. Resultará : 

Ar>i K,<i 
As>I A 

= o ; = o ; Ar>l = o 
0 , 1 0 , 6 0 , 1 0 , 0 0 , 1 O,» f>< IlíHll» K) i»Jtl(fIII'J|(JUI<Kt I*» íl HK| ODllfiU^P Ml) . i M1111 i 1 i 10 1 

ó bien . .un; . i i'. i1 . • ;i ,b 

K,i Av2 = Ar>2iA^; Ar l AJ)3 =»¡Ar3 A ^ ; Ar>1 AM = ^S>1 A M ; . . . . 

de donde u >id »> 

Ar, 1 _ --J Af>3 AM __ 

'Ujiíiotj l'i r", ¡ f^nqi '^rVl ¡n^lloi irrd) • I 
d o cual «demuestra que »D ¡OU^M I. .. I . I Í • . . « N .MI 



Si una determinante es nula, los elementos de cualquier 
línea de su recíproca son proporcionales á los elementos de 
otra línea del mismo nombre. 

Ó de otro modo : 
Si una determinante es nula, los complementos algebrai-

cos de los elementos de una línea cualquiera son propor-
cionales á los complementos algebraicos de los elementos 
de otra línea del mismo nombre. 

90. Sean P y Q dos determinantes del grado n ; P y Q 
sus recíprocas, y formemos los productos 

K = P Q , K ' = P'Q'. 
Puesto que 

l y = P ' - 1 ; Q' = Q— 
tendremos 

K = (PQ)"-1 = lv8"1. 
Esto demuestra que el producto K' de dos reciprocases 

igual en valor numérico á la recíproca del producto P Q ; 
pero esto no demuestra todavía que lv' sea precisamente 
una función algebraica igual á la determinante recíproca 
d e P Q ; es decir, que sea una determinante del grado ra, 
cuyos términos sean los complementos algebraicos de los 
elementos de la determinante que resulta de multiplicar P 
por Q. 

importa, pues, demostrar que esta circunstancia se ve-
rifica en efecto, con tal que las multiplicaciones de P por 
Q y de P' por Q' se verifiquen de la misma manera. 

Expresemos las determinantes P, Q, lv, P, Q', lv' por las 
notaciones 

p = s ± aiu an>n; P' = s ± A,„ A2,2 AVi 

Q = s ± biU bn>n; Q¡' - s ± B2,2 B„„ 
k ~ ~ — ^2 5 2 Cn,n j K = ~ — T|)| Y2). Yn,n 

y suponiendo que las multiplicaciones se efectúan por ho-
rizontales 

~ «/-.i bs! ar <i bs -f- ar¿ b„¿ 4- arn bín; 
Yr,s — A r , i Bs>1 -h Ar>2 Bs>2 -+- A,.)3 h- Ar>n B v ? ; 

19 



y es preciso probar que Ym, que es en K el homólogo de 
en K, representa el complemento algebraico de dicho tér-
mino cr<s. 

Pero como se sabe que el complemento algebraico de 
un término cualquiera cr s de un producto es igual á la suma 
de los productos de los complementos algebraicos de los 
diferentes términos de la r horizontal del multiplicador por 
los de los términos de la s.ma horizontal del multiplicando ; 
resulta que Ym es precisamente el complemento algebraico 
de cr>s. 

Sustituyendo á la notacion y la C 

De aquí se deduce que : 
Si se multiplican de la misma manera dos determinantes 

y sus recíprocas, el segundo producto es la determinante 
recíproca del primero. 

Ó de otro modo : 
La recíproca de un producto es el producto de las recí-

procas. 

% x. 
Determinantes s imétr icas , s emis imétr i cas 

y dis imétricas . 

91. Ademas de las determinantes simétricas, en las que 
cada elemento es igual al conjugado, debemos distinguir 
las determinantes semi-simélricas y disimétricas. 

Se dice que una determinante es semi-simétrica (gobbo-
simétrica), si cada elemento es igual y de signo contrario 
al conjugado, y ademas los elementos principales son 
nulos. 

Y se da el nombre de disimétrica si cada elemento no 
principal es igual y de signo contrario al conjugado. 

Así en las determinantes simétricas dos líneas conjuga-
das son iguales ; en las semi-simétricas son iguales y desig-



no contrario; y otro tanto se verifica en las disimétricas, 
hecha abstracción de los elementos principales. 

Las tres figuras siguientes indican estas tres especies de 
determinantes. 

Determinantes simétricas Senü-simétricas. Disimétricas. 

1 1 • 
b 

\a 
c / 
/ e l 

a 

Estas tres clases distintas pueden expresarse por el sím-
bolo general 

P = «1,1 al>2.. «i,« 
a2¡i aV2. • 

1 anfi.. 

con tal que se suponga sucesivamente , 

en las determinantes simétricas. . ar,s = 
en las semi-simétricas ar s — 

as,r para todos los valores de r y s; 
Os,r , y ar,r = o por lo tanto, para 

todos los valores de r y s; 
y en las disimétricas ar,s — — con tal que r y s sean des-

iguales. 

92. Pasemos ahora cá exponer algunas propiedades no-
tables de estas tres clases de determinantes. 

Y observemos ante todo que las principales menores de 
todas ellas son de la misma especie que las primitivas, á sa-
ber : simétricas en las primeras, semi-simétricas en las se-
gundas, y disimétricas en las terceras, 

D E T E R M I N A N T E S SIMETRICAS. 

93. Si en una determinante simétrica se consideran dos 
menores conjugadas, es decir, tales que las verticales 

/ 



que componen la segunda tengan los mismos números 
de orden que las horizontales de la primera, y las hori-
zontales de aquélla ios mismos números de orden aún que 
las verticales de ésta; ó todavía más claro, que constituyan 
figuras simétricas por relación á la diagonal principal, es 
evidente que ambas menores serán iguales, puesto que para 
pasar de una á otra basta cambiar las horizontales en verti-
cales , y éstas en aquéllas, lo cual no altera su valor. Resul-
ta también (pie los complementos ordinarios, —que son 
menores de la misma clase que las primeras, —serán tam-
bién iguales, y que aun lo serán los complementos algebrai-
cos, puesto que ambas características serán iguales, como 
formadas por los mismos números, sin más cambio que el 
sustituir á los primeros índices los segundos, y recíproca-
mente. 

í) í . Se deduce como caso particular de esta proposicion, 
que en la determinante simétrica doselementos conjugados 
serán complementos algebraicos de otros dos elementos 
conjugados de la propuesta, y por lo tanto iguales. 

Así, cuando ar¡s=asyr para todos los valores de r y s se 
tiene 

\ — A 
es decir, que 

La recíproca de una determinante simétrica es también 
simétrica. 

95. Sabemos que una determinante P puede desarro-
llarse en esta forma, según los productos binarios de dos 
líneas de distinto nombre : 

^ ~ ar,s A r>4. •—• si¡k ark ai¡s *i k 

en la que ars representa el elemento común; 
A,., el complemento algebraico de ar>s; 
ar¡k y ai>s dos elementos de ambas líneas, que su-

ponemos en la r.ma horizontal v en la s.ma vertical; 
\k el complemento algebraico de a¿¡k, pero to-

mado, no en la determinante P, sino en la Ar¡SK 



Apliquemos este teorema á dos líneas conjugadas, cuyo 
elemento común será, por lo tanto, arr; tendremos, ha-
ciendo r — s 

P = = = «r,r A r ¡ r %¿¡k drk Cli¡r Cf.i¡k 

en donde «lk denota el complemento algebraico de ai k en la 
determinante Ar/., y ademas los índices k deben tomar 
lodos los valores 1, 2 , 5 n, menos el valor r. 

Supongamos ahora que P es simétrica, y sustituyamos 
air — aVJ, tendrémos 

p == ar>r Ar>r — ar>i ar¡k *i¡k (1). 

Entre los términos comprendidos bajo el signo £ debe-
mos distinguir dos clases. Comprende la primera los tér-
minos que proceden de valores iguales de i y k; y la se-
gunda , los que corresponden á valores desiguales. 

En cuanto á los primeros, tendrémos evidentemente, 
que en conjunto podrá representarse por a;ti «M, en don-
de i podrá tomar todos los valores ménos r. 

Respecto á los segundos , observaremos que dos á dos 
son iguales , porque 

ai,k Y ar,i ar,i ak,i 

sólo difieren en *i¡Jc, pero como ambas determinantes 
son complementos algebraicos en Ay>r de aik, akii, que son 
á su vez e lementos conjugados; y como ademas Arr menor 
principal de P es simétrica, resulta 

- x ' ! a. . = a t,k k,t • 

De aquí resulta que el conjunto de términos de la segun-
da clase podrá escribirse de este modo, 

2 2¿>;fc ar>i ar>k *iyk 

en donde ¿, k podrán tomar todas las combinaciones bina-
rias ile 

1, 2 , 5 , r ^ 1 , r + ' I n. 



Nótese que en la fórmula primera i y k podían recibir 
todos los valores comprendidos en esta serie, de suerte 
que eran grupos aceptables, por ejemplo, 

i = 5 k = l 

i = l k = o 

al paso que en la última fórmula ambos sistemas 110 son 
distintos, sino uno solo; por eso decimos combinaciones. 

Tendremos, pues, para el desarrollo de una función si-
métrica, 

P — a A 2 a1 a 2 S n n rt r,r r,r i \ i i,i ¿ \ t \ k *i¡k 

L.E E J E M P L O : 

(2) 

«u «12 «13 
«21 «22 «¿3 
«31 «32 «33 

sear = 1: tendrémos, para¿, en la primeras, ¿ = 2 ,3 ; y 
para i, A;, en la segunda 2, * | J 

p = «11 A«1 - («!, «22 -+- «n «33) - 2 («„ «13
 a23); 

pero ademas, 

A„ = | a . 2 3 | = «.,2 «33 — «23 
I «32 «331 

y puesto que = «32, 

A 11 = ^22 «33 — a\3 

Finalmente, 

1 3 a33 ^ «33 «22 5 a
2>3

 W ~ «32 = ~ «23 5 

luego 

P an K «33 - «23) - K «33 + .«« «2-2) + 2 (a12 als a23) , 



ú ordenando 

P

 = «22 « 3 3 +
2

« , 2 «12
 a

K - (
a

n " 2 3 + "22 « « + « 3 3 

96. 2.Ü EJEMPLO. Consideremos como segundo ejemplo 
la determinante simétrica 

U = u u{ U-i U3 .. ... un 

ux «1,1 «1,2 

u. «2,1 «2,2 «2,3 •• ... a.u 

u-ó «3,1 «3,2 «3,3 •• - «3.» 

Un «n,l «m,2 «»,3 •• 

que, suprimiendo la primera horizontal y la primera verti-
cal, se reduce á la determinante tipo P. 

Es claro que en este caso las fórmulas (i) y (2) se re-
ducen á 

U = u P —2 u. u, A.. i,k i k i,k 

•22., u. v, A., t,k i k i,k 

(3) 
(4) 

representando Xi>k el complemento algebraico del elemento 
ai>k tomado en la determinante P, y extendiéndose las su-
mas á todos los valores 1 , 2 n de i y k; pero en la últi-
ma suma de (4), los valores de i,k son las combinaciones 
binarias de dichos números. 

Cuando en la determinante U se tenga las dos úl-
timas fórmulas se reducen á 

U = — 2. . u.u, A., i,k i k i,k 

u 2. w? A.. — 2 2., u. n, A.', t t t,i i,k x k i,k 

(5) 
(6) 

Aplicando la fórmula (6) á la determinante 

U = o ux u.2 uz 

Ux «^ «j2 «13 
U i «21 «22 «23 

W3 azl «32 «33 

» 



y observando que los valores de i en la primera sigma son 
i , 2 , 3 , y en la segunda los sistemas distintos son 

i= i , i = l , k=7>\ ¿ = 'k=o, 

tendrémos 

u=- ( Uí A11 "+- A-2 , + A5,3) ~ 2 («1 % A,,2 + », "5 A 1,3 + "3 ^,3) 

y sólo resta sustituir por los términos en A sus valores de-
ducidos de 

P== «11 «1-2 «13 
« 2 1 « 2 2 « 2 3 

« 3 1 « 3 2 « 3 3 

97. Como casos particulares de los ejemplos preceden 
tes, hallarémos las siguientes determinantes: 

I o a b 
a o c 
b c o 

= 2 abe 

En efecto, tomando la primera horizontal v la primera 
vertical, el término correspondiente á cero desaparece. 

l a primera sigma comprende el cuadrado d e a por el 
complemento algebraico de a.2, (fórmula 2) en 

o c 
c o 

que es cero; y ademas el cuadrado de b, que también des-
aparece. 

La segunda sigma comprende un solo término, que es ab, 
por el complemento de a,>3, que es — c; por lo tanto, 

o a b 
a o c 
b c o 

— 2 (abX — c) = 2 abe. 

V» - Vi . 



0 1 1 1 = 0 a b c =« 
1 0 C« b* a 0 c b 
1 C« 0 a* c 0 a 
1 V- a 0 c b a 0 

= + J! x _ + c î x _ c 5 ) _ 2( í ix fli + + ¿ÍX Ji) 
= a* -+- b* -+- cl — 2 ¿2 — 2 c* —2 e» 

P i l l 
l o c i 
1 c o a 
1 J a o 

= a! + Js + c ' -2û i~2« i ! -2 te. o V7« V7 b \f c 

\/a o c \!1 

\J~b\' c o \J a 

c\¡ b\' a o 

08. La derivada de una determinante simétrica P res-
pecto á un elemento cualquiera ar>s, deberá tomarse, ob-
servando que hay dos elementos iguales : el ar s y el as>r, de 
suerte que la variable entra dos veces: es decir, 

dV d P 
d a 

pero 

luego 

d P 
da r,s 

d ar>s 

dP 

daSr 

d P d as r X 
da 

A 

d ar 

da s,r 
s,r i da i ; 

r,s 

d P — \ i A — q) A 
r,s 

por lo tanto, 
La derivada de una determinante simétrica respecto á un 

elemento cualquiera, es igual al doble del complemento al-
gebraico del mismo elemento. 

Exceptúanse los elementos principales. 

D E T E R M I N A N T E S SEMI -S IMÉTRICAS . 

99. Hemos dicho que en dos menores conjugadas de 
una determinante semi-simétrica, las sucesivas horizonta-
les de la una son iguales á las verticales de la otra, pero de 

20 



signo contrario, y de aquí se deduce que serán iguales, 
mudando el signo á todas las líneas de un mismo nombre 
en una de las menores. Ahora bien, una determinante de 
grado par no se altera cuando se cambian los signos á todos 
sus elementos, y sólo cambian el signo, pero no el valor 
numérico, cuando es de grado impar; luego , 

En una determinante semi-simétrica, dos menores con-
jugadas son iguales si son de grado par, é iguales y designo 
contrario, si son de grado impar. 

100. De aquí resulta como caso particular, que , 
Los complementos ordinarios de dos elementos conjuga-

dos de una determinante semi-simétrica, son iguales si la 
primitiva es de grado impar; y son iguales y de signo con-
trario , si aquélla fuese de grado par. 

Otro tanto puede decirse de los complementos algebrai-
cos, porque como en ars y aSjr la característica es la mis-
ma, r - h s , ambos complementos algebraicos serán á la vez 
iguales á los ordinarios ó de signo contrario. 

SO!. Suponiendo que P sea semi-simétrica, indicare-
mos con la letra la en que se convierte cambiando el 
signo á todas las líneas de un mismo nombre. De aquí resul-
ta-evidentemente que las horizontales de - serán idénticas 
á las verticales de P, y por lo tanto, 

P = 

Pero si P es de grado impar, se sabe que este cambio da 
una determinante igual y de signo contrario á la primitiva; 
es decir, 

y las dos últimas ecuaciones no pueden verificarse á la vez 
sin que se tenga 

P = o. 

» De aquí resultan las siguientes proposiciones: 
I. Cada determinante semi-simétrica de grado impar 

es nula. 



II. En toda determinante semi-simétrica, las menores 
principales de grado impar (que son determinantes semi-
simétricas de grado impar), son nulas tanwien. 

III. En las semi-simétricas de grado par, los comple-
mentos de cada elemento principal (que son menores princi-
pales impares), son nulas. 

102. De aquí se deduce que si en la determinante P se 
tiene para lodos los valores de r y s 

ar¡f¡ — a ¡¡ r , a r r — o, 

si P es de grado par, tendremos, 

Ar,s ? A rr 0 , 

y si P es de grado impar, solamente 

A = A • 

por lo tanto, 
La determinante recíproca de otra semi-simétrica de gra-

do par, es también semi-simétrica. 
Si la primitiva es de grado impar, su recíproca es simé-

trica y ruda como la primitiva . 
105. Siendo nula y simétrica la recíproca de una deter-

minante semi-simétrica de grado impar, cada menor prin-
cipal de dicha recíproca y de grado superior al primero, 
será nula, porque se tiene 

wm = K (— i ) e x P ' " - \ 

y aquí, P = o. 
Considerando en particular una menor principal de 2.° 

grado, lendrémos, 

Af,r Ar>í 

Kr 

— o 

pero Af), = As>r, luego 
A rts = Afjf AS)Í, 



y por lo tanto, 

Ar,í = \/ Ar,r As,s 

Dando á ,9 diferentes valores, 

Ar,i = n/Ai,, Ar,r ; Ar,s - \f Ai,t A r , r ; Ar,s = v'As.j A r , r ; Ar,l = A r, r 

de donde 

Ar.t: Ar,2 '• Ar,3 Ar,„ ^ \AI . I : V/a2,2 : Y/a3,S : V^A^I Y / I ^ 

y de aquí el siguiente teorema : 
Los sucesivos elementos de una línea cualquiera de la re-

cíproca de una determina nte semi-simétrica impar, son pro-
porcionales á las raíces cuadradas de los sucesivos elemen-
tos principales. 

El signo de uno de estos radicales que es arbitrario, de-
termina todos los demás signos. 

104. Las determinantes semi-simétricas de grado par 
gozan de la notable propiedad de ser cuadrados perfectos. 

Esta propiedad es evidente en las de 2.° grado, porque 
se tiene 

o a — a* 

— a o 

pero puede demostrarse en general. 
Sea P una determinante semi-simétrica y par. 

11 su recíproca, que será también semi-simétrica, 
porque los complementos algebraicos de dos ele-
mentos conjugados de P, sor menores impares, 
cuyos elementos son iguales y de signo contrario, 
es decir, que son dichas menores iguales y de sig-
nos contrarios, y ademas los complementos de 
ios elementos principales son determinantes semi-
simétricas impares, y por lo tanto nulas. 

R2 una menor principal de segundo grado de R, y 
por lo tanto semi-simétrica, 



y p; el complemento ordinario en P ele P2, homólogo 
este último de R2. 

Tendremos, según el (N. 8o) , 

H, = ( - I ) £ P;P 2 - i = P ; P , 

puesto que siendo P'2 principal, los primeros y segundos 
índices son iguales , y s es par. 

Ahora bien, si las determinantes pares semi-simétricas 
hasta el grado ninclusive son cuadrados perfectos, también 
lo serán las del grado n H- 2. 

Sea P una de grado n -+- 2. 
En efecto , en la ecuación 

R Í = P ; P , 

R* es una determinante par y semi-simétrica , luego es un 
cuadrado perfecto; por la tanto , P'2 P lo es también ; pero 
el factor Pó es una determinante par semi-simétrica y del 
grado n , luego es también un cuadrado perfecto. Repre-
sentando p2 la primera y la segunda, tendremos, 

p1 = P, 
de donde 

luego P es un cuadrado perfecto. 
Pero las de segundo grado lo son, luego lo son las de 

cuarto , las de sexto, y en general las del grado n. 
En resumen: 
Toda determinante semi-simétrica de grado par, es el 

cuadrado de una función entera y racional de sus elementos. 
Ejemplos: 

0 x y z = — X X c b — X 0 b — 2 X 0 c 
— X 0 c b —y 0 a —y — c a - y - — c 0 
— y — o o a — z — -a 0 — z — b 0 — z~ -b — a 
— z — b — a 0 

—x(—xXa"-— eXaz-irl>Xay)-±-y (— xXab-hb (by—cz)} — z (— xX-hac+c (yb—cz)) 
~ a2 x"1 -+-1* -(- c2 2a- —2 abxy -+- 2 acyz — 2 beyz = (ax — by -h cz)s 



o x— y z 
• x o c b 

y — c o a 

• z — b — a o 

o al , 3 aVi 

«IM o 
a5>l 0 l 
avi Caz o 

(ax -f- by -4- cr)1 

(«i* — í̂-i-̂ î-i = («i3 «4.9-Ha,.4 tffs)2 

Nótese que en el último ejemplo, todo término negativo 
puede cambiarse en positivo alterando los índices de un fac-
tor, puesto que en general, art —— as>r. 

105. Otra demostración del mismo teorema, según Balt-
zer. —Sabemos que en toda la determinante se tiene 

P = a u A a — ir>s ari ai s «r>, 

variando r y s entre 1 y n excepto el valor i, y expresan-
do el complemento algebraico de aTt, en A¡¡, de suerte 
que ?rs es una determinante menor del grado n — 2 , que 
procede de suprimir en P la r.ma y la i.ma horizontales, y las 
verticales s é i. 

Puesto que P es semi-simétrica de grado par, se tiene 
Am = o, y ademas ari = — air; pero entiéndase que aun-
que AM es nula, queda como forma algebraica para dedu-
cir de ella los valores de a. 

Tendrémos, pues , 

p = a, r ai¡s 

Pero P es semi-simétrica de grado par, y AM será semi-
simétrica de grado impar, por lo tanto, nula, y nulos sus 
menores principales. 

De donde resulta (N. 10o) 

a a 
rr ss 

a = a — \ f 
r,s s,r V 

por lo tanto, 
p = s a. a. \ f r,s t,r tu V 

En esta fórmula i tiene un valor constante, y es de-

a a . 
rr as 



— 397 — 

cir, cada uno de ellos, toman todos los valores de la serie 

1 .2 i— i , i-i- i n, 

por lo tanto, á cada valor de r tendremos un grupo 

V V \r ( °i,\ V~\X + «V2 V ^ + «¿,3 + % / V ) 

= a . \ / a 2 a. » / a 
V r,r s i,s V s,.i 

variando s por la serie 1 , 2 i — J , ¿ - M n. 
Para otro valor de r tendremos otra expresión análoga, 

y sumando resultará, 

P = \J a1(l I, aUs \J afjS -I- aV7 «-2,2 i, "¿,s V7 ««,. H- ««,3 V7 «3,3 ^ «i,t V7"̂  "+" 

= («¿,1 V «1,1 -Hfi.í V a*,S •+• ffi,3 v7 «3,3 "t" V7 an,w) -i <*»,« V7 «M 

= ( - r « i .r V7 *;•,)•) ( s , «¿.s V7 « m ) 

y como ambos factores son idénticos en la forma, y los ín-
dices pasan por las mismas series, resulta que son iguales : 
es decir, 

ó bien 

V / P = 2 a. \ f a ; V r t,r V r,r ' 

ó sea 

"tf / V + V ^ + "«,3 V *3,3 + av-l V7 V i , i -1 

°i,i+i 1 + % V7 v ( a ) 

Vemos según la última fórmula, que \ P se compone de 
una suma de n—1 términos (falta en efecto el i) de la 
forma ai>r y/~\ry en que «,>r representa una determinante 
semi-simétrica del grado « — 2, puesto que n— 1 era el 
grado de AM. 

Si aplicamos á cada radical \f \ r el mismo método que 



á V P , lo podrémos expresar por una suma de n — o tér-
minos cada uno de los que se compondrá de un factor ra-
cional)' de un radical de segundo grado, sobre una deter-
minante semi-simétrica del grado n — A. Sustituyendo en 
\ /P , tendremos esta última cantidad desarrollada en una 
suma de (n— 1) (n — 5) términos (puesto que cada térmi-
no de (a) ha dado origen á (n— o)): cada término se com-
pondrá de dos factores racionales y de un radical de se-
gundo grado sobre una determinante semi-simétrica del 
grado n — (>. 

Continuando de este modo llegarémos á un desarrollo 
compuesto de i i i — 1 ) (n— 5) (n — o) 5 . 1 términos, 
y cada término se compondrá de dos partes ó fací ores , el 
primero racional, respecto á los términos de la determi-
nante P; el segundo, que será la raíz cuadrada de una de-
terminante de segundo grado , pero toda determinante de 
segundo grado es un cuadrado perfecto; luego y/'P es ra-
cional. 

Observemos para completar este punto: 
1 Q u e al efectuar la serie de desarrollos anteriormente 

explicados, en cada uno los factores racionales de los dife-
rentes términos son elementos de la determinante P. Así 
en y/P son alA , ai>2 ; en y/ V serán elementos de 
pero xr¡r está formada de una parte de P, luego sus elemen-
tos lo son de esta última, y así sucesivamente. 

2.° Que el grado de a va bajando según la serie. 

n, n — 2, n — i , ....,4,2 (n) 

y á cada término corresponde una descomposición y un 
factor, luego en cada término definitivo de \ /P habrá tantos 

ti 
factores como términos pares hay en la serie n , que son — • 

¿t 

5.° La potencia de cada elemento de la determinante P, 
es la primera como se ve en la fórmula («). 



4.° Los subíndices de cada elementodey/P, lanío los pri-
meros como los segundos, son todos distintos. En efecto, 
consideremos un término de l / p , por ejemplo, el 
La determinante *r>r no contiene términos de la horizontal ni 
de la vertical que pasan por a¡ti, puesto que forma parte de 
A m , luego 110 contiene el subíndice pero es el comple-
mento algebraico de a,,r en AM, luego tampoco contiene 
ningún término de la r.ma horizontal ni de la r.n,a vertical. En 
resúmen, en j/"¡T no se puede presentar ningún término 
con los subíndices i, r. Otro tanto podríamos decir del de-
sarrollo de y r r 

5.° Puesto que cada término de /"p contiene ~ factores 

y todos los n subíndices son distintos, resulta que estos 
subíndices son permutaciones diversas de 1, 2 , 3 n. 

En resúmen : / p es una función racional y entera de los 
elementos de P; cada término es el producto de y elemen-
tos; el número de términos es (n— 1) (w — 5) 5 , i y 
en cada término entra una permutación de los números 
1 , 2 , 3 n. 

108. Propiedades de i/p.—La propiedad característica 
consiste en que muda de signo sin mudar de valor, cuando 
se cambian entre sí dos índices. 

Representemos por II la raíz de P , y sea II, el resultado 
de cambiar r por 5, y por r. Il¡ será el valor de la deter-
minante que resulta de cambiar en P, r y s; pero esta per-
mutación 110 altera el valor de P ni su s igno, porque esto 
equivale á cambiar las r.ma y s.nla horizontales, así como las 
r.ma y s.nia verticales, luego 

ir = H Í . 

De aquí resulta que II y II, no pueden diferir en valor, 
cuando más diferirán en signo, y para averiguarlo basta 
comparar un término de la primera con el correspondiente 
de la segunda. 



Sea ars h el conjunto de todos los términos de II que tie-
nen por factor el elemento ars: los índices de todos los ele-
mentos que entran en h, sabemos que son distintos de r y 
s, luego la permutación de estos índices no altera la canti-
dad h, de suerte que tendrémos, 

e n II arsh 

en 11 j asr h — — ars h; 

por lo tanto, 11 y II, tienen signos contrarios, es decir, 

II = — ll t 

Por otra parte, si hacemos r — s, las cantidades 11 y II, 
son iguales, luego en este caso, 11 = o. 

Resulta, pues, el siguiente teorema: 
La raíz de la determinante P semi-simétrica y de grado 

par, muda de signo y no de valor, si se cambian entre sí 
dos subíndices, y se anula si se hacen iguales. 

107. Escribiendo arbitrariamente un producto de y ele-

metilos de la determinante P, si los subíndices son todos des-
iguales, este producto es siempre un término de la raíz. 

En efecto, sean los — elementos 

dt.u 0-v.x ay¡z (a) 

en que t, u, v, x son una permutación de 1 , 2, 
5 n. 

Multipliquemos este producto por el que se obtiene per-
mutando cada dos subíndices; 

ax,v aí¡y {a') 

y tendrémos, 

ftt,H du,t dv,x üx,v dyt. aiy (a ). 

Este producto, aparte del signo, pertenece á la determi-
nante P , puesto que la serie de los primeros índices £, u, 

/ 



V, X y, zen a" es una permutación de 1 , 2 , o n, 
y la serie u,t, x,v, s , y en a, también es una permu-
tación de la misma serie. 

Veamos ahora qué signo debe llevar (a") como término 
d e P . 

El signo estará dado por una cierta potencia de (— 1) que 
tratamos de determinar. 

Sea e el número de inversiones de la serie de los prime-
ros índices 

t 9u, v, x ?/, •%. 

11 Los segundos índices se obtienen por — permutaciones 

binarias u y v y x, y y z; y como á cada permutación 
corresponde un cambio de signo, tendrémos para el expo-
nente de ( — 1 ) , primero e., despues e correspondiente á 
la segunda serie si fuese igual á la primera, y por último, 

n ji 

(— 1)* por las — permutaciones; de suerte que resultará, 

En resúmen, 
n (— 1)T «t,u aUtt avx ax>v ay>¡ aSt9 

es un término de P. Sustituyendoau>t — — at¡u; aXtV — — av>x... 
a3>l,= — ay>2, se convertirá en 

n n 
(— \)* X ( 1) * (fl.^ a, zy = (aí¡u aVtX ay^', 

y por lo tanto, dicho término de P es el cuadrado de at>u 

(ivx ayi; luego este producto es un término de la raíz. 
IOS. Esta última propiedad permite formar inmediata-

mente y de muchas maneras un término de la raíz de la 
determinante P, con lo cual es cierto que no se obtiene más 
que un término, pero verémos bien pronto que una vez 



formado arbitrariamente este término, puede deducirse de 
él, por un método sencillísimo, la expresión completa de 
la raíz. 

Dicho término se distingue con el nombre de término 
principal de la raíz, y la raíz se representa por el símbolo 

(al u av x ? 

ó más sencillamente, 

(t, U, v,x y, &). 

Para evitar ambigüedades, tomarémos este término co-
mo positivo, de suerte que (t,u, v, x y, z) signifícala 
raíz de la determinante formada por las horizontales y ver-
ticales 

t,u,v,x y, %, 

y cuyo primer término es 

~b at u avx ay>z. 

Desde luégo se deduce de la propiedad explicada en el 
N. 106 que si en este símbolo se cambian dos índices 
entre sí, el nuevo símbolo representará la misma raíz con 
signo contrario: así, 

(*» v> x y> z)~ — (u,t,v,x y, z) = («, t, x, V y, z) = 

En general, las expresiones de la raíz correspondientes 
á dos símbolos con dos diversas permutaciones, son siem-
pre iguales en valor absoluto, pero son del mismo signo ó 
de signo contrario, según que las dos permutaciones son 
de la misma ó de distinta clase, es decir, según que el nú-
mero total de inversiones es par ú impar. 

Si el producto 

«ÍV? «y,z 

n comprende un número de factores inferior á — , pero par, 



es fácil ver que en lal caso dicho producto es un término 
de la raíz de la principal menor de P, formada por las hori-
zontales definidas por los números de orden t, u,v, x 
y , z, y el símbolo de esta raíz será como precedentemente 

u, v,x y,%). 

109. Construcción de la raíz de la determinante P. Re-
presentemos la raíz de P por el símbolo 

( » , 2 , 3 n) , 

y apliquemos la siguiente regla : 
1.° Saquemos fuera del símbolo los dos primeros índices 

1, 2 como subíndices de a , v formemos el primer término 
de dicha raíz, 

a,,2 ( 3 , 4 , 5 n), 

en el que el paréntesis es la raíz de la determinante semi-
simétrica del grado n — 2 , que resulta de suprimir las dos 
primeras horizontales y las dos primeras verticales en P. 

2.° Dejando invariable el primero de los dos subíndices 
dea l f 2 , cambiemos el segundo por todos los índices 5 , 4, 
5 n que hay dentro del paréntesis; pero entendiéndose 
que cada vez que el primer número del paréntesis pasa co-
mo segundo subíndice de a, el segundo subíndice al cual 
sustituye, se coloca en el último puesto del paréntesis. 

De este modo tendrémos, y en esto consiste el teorema 

( l > 2 , 3 , 4 n) = a 1 ) 2 ( 3 , 4, 5 n ) - h f f , , 3 ( 4 , 5 n, 2)-ha„i ( 5 , n, 2, 3 ) + 

« „ „ ( 2 , 3 , 4 , 5 O - l ) ) ( 1 ) 

Dem. Observemos ante todo que el desarrollo de j / F 
(N. 105) para i — 1 , toma la forma 

> 

y es evidente que los términos de esta serie no difieren en 
valor absoluto de los de los (1), porque en general 
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(r, r + 1 , n, 2, 3, r — 2) ó bien (2, 3 , 4 r —2, r, r-f-1 n) 

expresan la raíz de la determinante formada, suprimiendo 
la primera horizontal y la primera vertical, y ademas la 
r.ma horizontal y la r.ma vertical de P. 

Estudiemos ahora los signos. 
La expresión (2) represen ta una raíz de P, pero es necesa-

rio para ello que tomemos para ± i / ^ l T un signo tal, que 
resulte idéntica á «.s ó á puesto que en esto se funda la 
demostración del núm. 105 , y así pudimos convertir 

2 a. o. a 
r,s i,r i,s r,s 

en un cuadrado. De suerte que los signos de 
están perfectamente determinados, dado el signo de 

l / a ~ , por la relación general 

y a 1 / a = a (o \ 
* r,r * s,s r,s > 

es decir, por la serie de relaciones 

^ V - = = ^ V - = a
2,s 

En efecto, «2>i, son determinantes perfecta-
mente definidas en magnitud y s igno, luego si fijamos el de 
l / a ~ , quedarán determinados los de 

l / «„ |/¿T~. r o.) r 41 » wn 

De aquí resulta que si los símbolos de la ecuación (1) se 
determinan de manera que satisfagan á la misma relación, 
la serie de los signos de los símbolos (!) será la misma ó 
completamente contraria á la de las radicales de la (2), y en 
uno y otro caso la ecuación (1) será exacta. 

Todo queda reducido á demostrar que los símbolos 

(3 , 4 , 5, n) ; (4 , 5, n, 2) ; (5 », 2 , 3) 



satisfacen ala condicion (3), es decir, que se tiene en ge-
neral 

[ > - + - 1, r - + - 2 , • • • • » , 2 , 3 r — 1 ) ] X [ ( « • + - 1 , s -+• 2 , . . . . n, 2 . 3 • • • • s — 1 ) ] = a,.(¥ 

ó abreviadamente, 
R x s = a , 

lo cual es fácil, porque R y S son polinomios perfecta-
mente definidos; «r¡g es una determinante también definida 
sin ambigüedad, y ademas los valores absolutos de R. S y 
«r>, son los mismos. 

Para asegurarse si existe ó no igualdad en cuanto á los 
s ignos, basta comparar dos términos iguales. 

Comencemos por hacer directas las permutaciones de R 
y s . 

Desde r + 1 hasta n=r-f- (n — r), hay n — r índices, to-
dos superiores á los 2 , 5 r — l = 1 -+- (r — 2), que son 
en número r — 2, luego hay (n — r) (r — 2) inversiones, v 
tendremos 

R - ( - IV«-" <»•-* (2, o r - 1 , r-h 1 n) 

i r - " 2 " '') ( 2 , 3 r - 1, r ~ M , n) , 

ó suprimiendo nr y 2 (n—r), que son números pares, y ob-
servando que r* y r son á la vez pares ó impares 

R — (— \y ( 2 , 3 r ~ \ , r-4- 1 n) (í) 

del mismo modo 

S = ( _ \ y 3 s - 1 , s l ») (5) 

Introduzcamos todavía otra modificación en las expre-
siones (<i) y (5): 

Traslademos el índice s en la primera y el r en la segun-
da al último lugar. 

Despues de s hay en (A), suponiendo r < ,«? los términos 

s '-+- I , s 2 . . . . n = f s - h (w — s ) , 



/ 

es decir, n — s todos superiores al s, luego esta modifica-
ción introducirá el factor (— l)" - 5 , y tendremos 

II = (— l ) r - ' + * (2 , 3 r— 1, v — 1 s — 1 , s-f— 1 n, s). 

Análogamente en (5), despues del índice r hay los 

r -f-1, r -+- 2 s — 1 , s + 1 , n — r -+- (n — ?•) 

que serian en número n — r si estuviera completa la serie; 
pero como falta s, serán 

n — r— 1, 

y deberemos afectar al segundo miembro de (o) del factor 
(— l)"~r - 1 , resultando por consiguiente, 

S = ( - - i ) « + « - r - i (2 , 3 , s — 1, s-hl r— ],)•+], n, s). 

Suprimiendo de los expolíenles de las dos últimas ecua-
ciones el número par n, tendremos, 

R = (— iy-t (2 , 3 s — 1, s + 1, r— 1 , r-h 1, n, s) (6) 

S = (— iy-r-1 ( 2 , 3 s — 1 , S - h l , r—\,r+\ n, r) (7). 

Multiplicando los términos principales de (G) y (7), re-
sultará para un término de R S 

1 « 2 , 3 «4 ,5 « « - 2 , „ - 1 > < ( - 1 « 2 , 3 "4,5 " „ - 2 , „ - 1 V 

ó bien 

A A N A I F ° A A ° A
A , A , & . O . 2,3 4,5 n—2, v—1 n,s 2,3 4,5 n—2, «—1 n,r 

Si en vez de los términos del segundo factor ponemos 
sus conjugados 

C Í A , — <1* a j 01 K ~ A U i ° ~ <* I 

2,3 o , 2 7 4,5 b,4 n,r r,H' 

observando que el número de estos términos es 

n — 2 n 

puesto que en los primeros índices faltan 1 y r, y en los se-



gundos 1 y s , es decir, 4 indices, y que los 2 ^ — 4 índices 
se agrupan dos á dos, lo cual da n—c2 para el número to-
tal de factores, ó ~ — 1 para la mitad, tendremos 

» 
un término de R S 

f! 1 
•= — (— 1) a a, a a . a o, n cr„ . a A aa x ' -2,,-» 4,»> re_2, n - 1 n,s 3,2 5,1 n—i , n—2 r,n 

n 
= (— 1) 2 « , a. a - , a a. a a» . ci t .a (t) v ' 2,3 n—2,n—1 3,2 5,4 n—i, n— 2 r,n v ' 

Veamos ahora los índices que faltan en la primera y se-
gunda serie. 

En 2 , 3 r — 1 , r-h 1 5 — 1 , 5 - 1 - 1 w, s 

agrupados clos á ¿/os para convertirse en subíndices de a, 
falta evidentemente de la serie completa, 

1 en los primeros y segundos; 
r en los primeros y segundos también ; 

y s en los primeros, pero no en los'segundos, porque 
hay el término alls. 

En 

2 , 3 , r — 1 , r -1-1 5 — 1, 5 - f - l w, r 

permutados dos á dos, 

3 , 2 | 5 , 4 | r, n | 

y divididos en grupos binarios como subíndices de tf, fallan 

1 en los primeros y segundos; 
5 en los primeros y segundos ; 

y r solamente en los segundos. 
De aquí resulta qne en la serie de los primeros términos 

de (£) existirán todos los números naturales 1 , 2 n mé-
nos 1 y 5, y en la serie de los segundos faltarán asimismo 
t y r. 

En resúmen (t) es , prescindiendo del s igno, un término 
de una determinante deducida de P suprimiendo la prime-
ra horizontal, la primera vertical, la horizontal s y la ver-
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tical r ; luego es un término de la determinante «í>r del 
grado (n— 2) , ó también de la determinante pues que 
son iguales ambas. 

Veamos ahora el signo que al término 

ft-2 3 «3,2 «i ,5 «.>,i «n—2, M-l «?¡-l , 2 «?i,s «r,n ) 

le corresponde romo término de 
afs, es el complemento algebraico de ars en A, ¡, luego 

será el producto de (— l)r+% por la determinante formada 
con las horizontales 

2 , o , s — 1., s-\-1 n — 1, n 

y con las verticales 

2 , 5 , v — í , r-\-1 n 1 , n. 

Veamos qué signo corresponde á las permutaciones 

2 , 3 , S, 5 n — n—\, 11, r 

5,2,5,4 11 — ! ,11 — 2, s, n. 

En la primera, como hemos visto , hay 

ii — r — 1 

inversiones, lo cual da el factor 

A la segunda podemos pasar de la 

2 , 5 , 4 , 5 s — 1 , s, 5 + 1 n — 2 , n — 1, n. 

1.° Prescindiendo de 5 y n con lo cual quedaran n — 2 
índices, y permutando cada dos contiguos, lo cual da tan-

11 
tas permutaciones como pares de índices, es decir,— 2. 

2.° Trayendo 5 al penúltimo lugar. Pero despues de s 
hay los términos 

5 + 1 , 5 - 4 - 2 , n — 2, n — 1 = 5 + (n — 5 — 1) 



es decir, n — s — 1, luego esta traslación de s aumentará 
11 — s—1 inversiones. 

En resumen , las inversiones del término t' como término 
de la determinante contenida en a . , , son 

n n 
n — r — i _j_ 2 + « — s — 1 — 2 n — 4 - } r—s, 2 •> 

ó suprimiendo los números pares ~ — r — 

Y el signo del término como perteneciente á el comple-
mento algebraico <*.. 

( - i r s x ( - i r r - s = ( - i ) i . 

Resulta, pues , que el término 
« 

(—O2 x «A K , X •-•Xa , a x « a 2,3 o,2 i,o i n —•?., n 1 n—1, n-2 n,s r,n 

es igual en valor y en signo al correspondiente de «r>s, y por 
lo tanto, los símbolos de (!) satisfacen á la condicion (5) 
como j /« ~ , ó de otro modo, las expresiones (1) y (2) 
son iguales, y del mismo signo ó iguales y de signo contra-
rio, en ambos casos (i) es raíz de 1\ 

Repitiendo un procedimiento análogo respecto á los co-
eficientes del segundo miembro de dicha fórmula, la expre-
sión de la raíz de la determinante P quedará desarrollada 
en una suma de productos de dos elementos multiplicados 
por las raíces de las determinantes semi-siinétricas de gra-
do 11 — í , hasta llegar de este modo á la expresión de ' / p 
en función de sus elementos. 

Ejemplos: 

«11 «12 «13 « l t ! - ( 1 , 2 , 3 , 4 ) < 2 = [ « 1 2 (3, 4 ) H - ^ ( 4 , 2 ) 4 - ^ , 4 (2 , 3 ) ] 2 

«21 «22 «23 «21 

«31 ^32 «33 «3 ! 

«41 «42 rt43 a U 

= [ « m a SH -+" «*1 • 3 Z + « l , i «2:3 J " 

Es claro que los elementos a,tI a%i a3(3 aiA son todos nulos. 



«1.1 «1.2 «1-3 «H4 «i>3 «l'O 
«2-1 «2'2 «2'3 «2'4 «2'3 «2-C 
«3-1 «3.2 «3>S«3>4«3'3«3'6 
«4M «4-4 «4-3 «4.4 «4'5 «4.6 
«5.1 "5.2«. >3 «5-4 «5-5 «5-6 

«1.2 («3-4 «e»6 " 
( + « 1-4 («5.« «2-3" 
+ «l,e(«í'3 «4.5 

= (1, 2, 3, 4, 5, 6 ) - =± « 1 ; 2 (3 , 4, 5, G ) + fl„3 (4 , 5, 6, 2 ) 

+ (5 , 6, 2, 3 ) + « 1 > 8 ( 6 , 2, 3, 4 ) + « 1 ) 6 (2 , 3, 4, 5 ) 

= ( «1.2 C5, 6 ) rt3)3 (6 , 4 ) - f - a 3 , 0 ( 4 , 5 ) 

+«1.3 [«4-5 ((>> 2) + «4,g (2» 5) + «4.2 (5> <>) 
+«1,4 [«5-6 C2' 3) + «6-2 (3, 6) •+• (6, 2) 
+«1-5 [«6.2 (3, 4) 4- fl0.3 (4, 2) + «6'4 (2. 3) 
+ « J , 6 [ r t 4 , s ( 4 , 5) -+• « 2 , 4 (5, 3 ) -+• « „ 5 (3 , 4 ) 

«3.5 «6'4 + «3>6 «4>o) + «1.3 («4.S «0.2 +«4-6 «2.3 + «4'2 «ü'o) 
«£¡•2 «3-6 + «5-3 «C'2) + «1.5 («6.2 «3'4 + «6-3 «4"2 + «6-4 «2.3) 
"«2-4 «3.3 +«2'3«3.4) 

] 10. Derivada de una determinante semi-simétrica.— La 
derivada de una determinante semi-simétrica respecto á 
un elemento ar>s, sera, observando que hay otro elemento 
función de este, as>r = — ar>s 

CO d p 
d a r,s 

d a 
s,r 

da 
s 

da 
= A — A . r,s s,r 

r,s 

Ahora bien, si P es de grado impar, \r>s y As>r son de gra-
do par, y por lo tanto iguales, luego 

d p 
d a 

Si P es de grado par, A,., y A,.r son de grado impar, y 
por consiguiente iguales y de signo contrario; es decir, 

A — — A . 
r,s s,r 

por lo tanto 
/ d P 
V d a 
\ r,s 

= 2 A . 
r,s 

De aquí que : 
La derivada de una determinante semi-simétrica respec-

to á un elemento cualquiera, es nula si la determinante es 
de grado impar; y si es de grado par dicha determinante, 
la derivada es dupla del complemento algebraico del mismo 
elemento. 

111. Derivándola ecuación idéntica 



r = ( v / P ) 

relativamente á un elemento ar>s, se tiene 

da v da r,s r,s 

pero si P es semi-simétrica de grado par, el primer miem-
bro equivale á 2 Ar í , y resulta 

A = v / F ' l ^ . M v da d a 

Por otra parte se sabe que 

P = A r , l ar,2 + «r.3 Ar,ó % Ar,n , 

° = Clr,i + ar,2 A , ( S
 + CV,3 A , , 3 + % A , ,n . 

v en virtud de la relación precedente 

P = a t %/P -f- b a .x/ P b a „ x/P - / — 
r darX r,1 ' d \ n 

/— d y/P~ /TT^V/Í7 

4 = + * v 

ó bien 

ds/p" d y/p" dŝ 'V 
v / p - flM TaTT + v - d¡r9

 + % 

j / P c//P~ d\J P o — rt . -- b « a -V ar « 7 
r.l ^ 

De aquí se deduce el siguiente teorema: 
En tocia determinante semi-simétrica de grado par, la 

suma de los productos de los elementos de cada línea por 
la derivada de la raíz respecto al mismo elemento, equivale 
á dicha raíz. 

Y la suma de los productos de los elementos de cualquier 



línea, por las derivadas de la raíz respecto á los elementos 
correspondientes de otra línea del mismo nombre, es nula. 

112. Suponiendo que se toma por símbolo de 
(y, 1, 2 , 3 r — 1 , r - f -1 rc), tendremos 

v / p = (r, 1, 2, 3 r—1, r + 1 0 = 0., (2, 3 .... r —1, r-h 1 n) 

-+- arfL (3, 4...r— 1, H-l ...«,1)4- + «, í («4-1, ...n, 1, 2... s—1)4-

y comparando este valor con el anterior, 

ds/P~ / 
C--+-1, 1,2, 5—1). 

D E T E R M I N A N T E S DISIMÉTRICAS. 

113. Si se descompone una determinante en otras, en 
las que sean nulos los elementos principales (N. 78), es 
claro que las determinantes que resultan serán todas disi-
métricas. 

Sin embargo, prescindiendo del caso general , sólo nos 
fijarémos en el que los elementos principales son todos 
iguales, es decir, 

a. . — aaa = a, _ a — x. 1,1 2,2 3,3 n,n 

Representando por P0 el resultado de hacer x = o, y por 
2 I \ r la suma de todas las menores principales de grado r 
de P0, tendrémos, 

+ + , + xSP P ; o, 1 o,2 o y ti —2 o, n-1 o ' 

pero como todas las determinantes que figuran en el se-
gundo miembro son semi-simétricas, y toda determinante 
semi-simétrica de grado impar es nula, tendrémos, 

o,l ' 0,3 ' o,s 

Si n es par, 



si es impar, 

P = , + .r""4 S P + , + , v p o,i o, n—Z o,n—1' 

y en el uno y el oíro caso las determinantes que entran en 
los segundos miembros, son cuadrados perfectos. 

Respecto á la primera fórmula, todos los términos del 
segundo miembro están compuestos de cuadrados perfec-
tos, que siempre serán positivos, sea cual fuere el signo 
de x. De aquí resulta, que, 

Una determinante disimétrica de grado par en la que to-
dos los elementos principales son iguales, puede siempre 
desarrollarse en una suma de cuadrados, y es por lo tanto 
esencialmente positiva. 

Ejemplo: 

2 £ p —i— p • o, n-2 ^ o ' 

x a b c o de S H - 0 
—a x d e —d o f — a 
—b—d x f - e - f -b-
—c—e—f x —c -

-h o be 
b of 

—c—f 0 

o a c 
—a o e 
—e—e o 

o a b 
—a o d 

—b—d o 

= x'-f x* ( a ^ + ^ + c ' + ^ + ^ H - / ^ -(af-be-hedf 

Si x = i, se tendrá, 

para n par . . . P = 1 + Ï P ( I Ï + Ï P M + -HSP o, n— 2 + P 0 
para n impar. 1 + Ï P . + Ï P . + 

0 , 2 0 , 4 
2 P 

o, n—Z 
2 P o, ti — 1* 

De aquí el siguiente teorema : 
Toda determinante disimétrica de cualquier grado, en que 



los elementos principales son todos iguales á 1, puede des-
arrollarse en una suma de cuadrados, y es, por lo tanto, 
una cantidad positiva. 

Ejemplo : 

1 a 
—a 1 
- b - c 

= \ -{- a4 -4- c' 

8 X I . 

Matrices y determinantes de dos escalas . 

1 I I . Definiciones.— Cuando algunos de los primeros ó 
últimos elementos de una línea de una malriz sean nulos 
por hipótesis, llamaremos elemento inicial, y elemento 
final de la línea, al primero ó al último de aquellos que 
tienen valor efectivo. 

Esto supuesto, si en una matriz hay r sucesivas horizon-
tales dispuestas de tal modo , que sus elementos iniciales 
correspondan á sucesivas verticales, dirémos que forman 
un sistema de escala, que será directa si el número de los 
elementos nulos que preceden al elemento inicial crece de 
una horizontal á otra, é inversa en el caso contrario. 

Si ademas los elementos efectivos de cada horizontal 
son los términos de una misma serie, dirémos que forman 
una escala de grado r, directa ó inversa ; y se da el nombre 
á la serie, de serie generatriz de la escala. 

Así, en cada una de las matrices, 

• a0 a{ a.2 az aÁ , o o o a0 a{ 

o a0 aj a± a-0 o o a0 a{ a,2 

o o a0 a i a.2 o a0 ax a.2 a-0 

o o o a0 a{ ¡ o0 ax a.2 a3 a± 

se tiene una escala de grado r relativa á la serie a0, a{, a±. 
directa en la matriz primera, é inversa en la segunda. 



Si los términos de la serie generatriz son, como en estos 
ejemplos, representados por una letra con indices cre-
cientes en orden natural, indicarémos la serie ó la escala 
de grado r , por el símbolo (a0), es decir, cerrando en un 
paréntesis el primer término de la serie; y si se quiere ade-
mas tener á la vista el grado de la escala, se escribe (a0) r. 

Una escala es completa si el elemento inicial de la pri-
mera ó de la última horizontal, según que sea directa ó in-
versa la escala, pertenece á la primera vertical de la ma-
triz. En los demás casos, la escala es incompleta; pero á 
ménos que no se advierta lo contrario, entenderémos 
siempre que se trata de escalas completas. 

Es claro que en la escala de grado r , el elemento inicial 
de la última horizontal, si la escala es directa, ó de la pri-
mera si es inversa, pertenece á la r.ma vertical de la matriz, 
y está precedido de r — 1 elementos nulos. 

Así en una matriz que contenga solamente una escala 
de grado r, es decir, r horizontales; y en la que la serie 
generatriz está formada de k términos, el número de verti-
cales será k-\-r — 1. 

En efecto: supongamos para fijar las ideas que la escala 
es direcla: ántes del elemento inicial de la última horizon-
tal hay r — 1 términos nulos, y despues los k términos de 
la serie generatriz, luego el número total es k-hr — 1. 

Su forma general será, suponiendo r — 4 , k — 6 

«o ci\ a* «3 «i ci$ o o o 

o «o a, a.2 a¿ ax o o 
o o a0 a, a.2 a3 aK a$ o 
o o o a0 a{ a.2 as aÁ 

y el número de verticales k-\-r— 1 = 6 - 4 - 4 — 1 = 9 . 
115. También tendrémos que considerar matrices de 

dos escalas construidas de este modo. 
Sean dos series generatrices: 

1.a serie a0 a{ a.2 at at+i a£+% am—az+n 

2.a serie b0 b{ h bn 
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en las que, puesto que se corresponden a£ v bñ el número de 
términos desde bd á bn) será el mismo que desde a, á am, y 
por lo tanto, m = e-4- w ó e = ra — w. 

Esto supuesto, formemos una matriz de doble escala (a0) 
.Y (W; la primera superior y directa de cualquier grado r, 
la segunda inferior é inversa de grado s , pero de modo que 
los elementos de la última horizontal de la escala superior 
á contar de az hasta am, estén verticalmente alineados con 
todos los elementos de la primera horizontal que corres-
ponde á la escala inferior, á contar del b0 hasta el bn, y co-
locando b0 bajo a.. 

De aquí resulta que el grado s de la escala inferior no es 
arbitrario. Es evidente que el número de horizontales será 
igual al de elementos que hay en la última horizontal de la 
escala superior desde a0 hasta at inclusive, que son e + 1, 
mas el número de elementos nulos que preceden á a{} que 
son r— 1 , toda vez que la escala superior es de grado r. 

Tendrémos, pues , 

s = (e-+- 1) -+- (>' — 1) = e-f-r = r-f-m — n (1). 

He aquí el tipo general de dicha matriz ádoble escala: 

a0 a x . . . ar_ -2 ar_, Clr . . . as_3 C^s—2 as_x ... Cl'r+s—1 • • • 
0 a 0 . . . ar_ -3 ar_ CW-1 .«• cis_x Cls_ 2 . . . Clr+s—1 • • • 

0 0 . . . Cío ax «2 . . . cie_x • • • 

0 0 . . . 0 a0 a.x . . . ae_a «E-l £̂+1 . . « fíj . . . 
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 ¿>o é, . . . ft, . . . 
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 ¿o b, . . . 

0 0 . . . 0 0 0 ... b0 b~2 

0 b 0 . . . bT~ -3 br—i K-x h - 2 . . . br+s_<2... 
by ... K- -2 br-i br ... bs_% b, . . . r̂+s— 1 . . . 

Para completar la inteligencia de lo que precede , haré-
mos algunas observaciones. 



I. Mientras s > o ó m > n, el grado de la matriz supe-
rior será menor que el de la inferior, y serán iguales cuan-
do s = o ó m — n. 

H. Cuando la matriz se prolonga hasta el fin de las dos 
series generatrices («<,••.) los elementos finales de 
las horizontales de cada escala están evidentemente dis-
puestos en escala y formando una línea oblicua paralela á 
las iniciales, y debe notarse que el último elemento am de 
la última horizontal de la escala superior, y el último bn de 
la primera horizontal de la inferior, estarán ambas en la úl-
tima vertical de la matriz. 

La forma general será esta: 

«o tf'l O'm O . . . O 
O «o dm-1 dm O 

o o o a0 ... az am 

o o o bQ bn 

o o o .... b0 bn o 

l í l . El número total de las verticales de una matriz com-
pléta es igual al que se formaria sólo con la escala supe-
rior, ó sólo con la inferior; es decir, r + m ó s -^-n , de 
donde r + m = s + w, que también se deduce de la rela-
ción (1). 

í 10. En toda matriz de dos escalas llamamos asociadas 
á dos horizontales equidistantes de los extremos: así la pri-
mera será asociada de la última, la segunda de la penúlti-
ma, etc. De aquí resulta, que si r = s , es decir , si las dos 
escalas son de grados iguales, á cada horizontal de la una 
corresponde otra de la segunda, porque se presentan en 
esta forma: 



pero si v y s difieren en s, á cada una de las e horizontales 
superiores de la escala inferior, no corresponderá ningu-
na en la superior. 

En la figura precedente suponemos r= 7 y s — 15, y 
vemos, que en efecto, 13 — 7 = 6 , horizontales de la ma 
triz inferior señaladas con los números 8, 9, 10, 11, 12, 13, 
no tienen asociada en la matriz superior. 

Es evidente que en dos horizontales asociadas de la ma-
triz de doble escala (a0) (b0), los elementos iniciales a0, b0 

como otros dos cualesquiera, pero correspondientes, ak bk, 
y afectados de los mismos índices, están sobre una vertical. 

117. Consideremos diferentes matrices á doble escala 
(«o) (bo), en la que la diferencia de los grados sea constan-
te , y el grado de la superior pase por la serie de valores 
1 , 2 , 3 , tendremos; 



, , , . I Grado de la superior r = 1 1.a Matriz. } . 1 . A f Grado de la inferior s = r -f-e = 1 

l Grado de la superior r = 2 
2. Matriz. { ~ , 7 . . , . , ~ 

I Grado de la inferior s = r -+- e = ¿ • 

l Grado de la superior r — 3 
3.a Matriz. 1 , , . \ . 

I Grado de la inferior s = à -+- e 

1.er orden. 

2.° orden. 

3.cr orden. 

Distinguiremos estas diversas matrices por órdenes, di-
ciendo, l.er orden, 2.° orden, e tc . , y es claro que el orden 
de una matriz sera el grado r de la superior. 

118. Dada una matriz de p horizontales y q verticales, y 
suponiendo q~>p, si combinamos las primeras/? — 1 ver-
ticales con cada una de las restantes , tendremos una serie 
de q—p-+- 1 determinantes, que llamaremos sistema de 
determinantes sucesivas de la matriz, y á la primera le da-
remos el nombre de principal. Así, pues , la matriz princi-
pal será la formada con l a s p primeras verticales, y diferi-
rá de las restantes sólo por la última vertical. 

Por ejemplo, la matriz de tres horizontales y cinco ver-
ticales 

a b c d e 
' 7 ' ! V J a b c d e 
h i n // j// ji 

a b c d e 

da un sistema de tres sucesivas determinantes 
a b c 5 a b d > a b e 
a b' ! c ! a b' d' a b' e' 

// a b" c" n a y d" / / a b" n e 

la primera de las cuales es la determinante principal, y la 
segunda y tercera son las determinantes que proceden de 
cambiar sucesivamente en aquella la última vertical por la 
cuarta y la quinta de la matriz propuesta. 

S i p > q ] la matriz no da origen á ninguna determinante: 



Si p = q, la matriz es cuadrada y sólo dará una determi-
nante. 

119. Representemos por Nr el número de sucesivas de-
terminantes de la matriz á dos escalas (a,) (b0) de los grados 
r y s ; en este caso tendremos evidentemente 
q = n-hs, y por lo tanto, 

7$r=q — p - f - 1 = n ~ h s — r — s - f - 1 - n — r - \ - \ . 

De aquí se deduce que el número de determinantes su-
cesivas en las matrices de \ 2.°, 5.M orden, e t c . , será, 
sustituyendo en Nr por r, 1 , 2 , 5 n 

N, = n; N a = » - 1 ; N 3 = » - 2 1 ^ = 2; N , = l . 

En la matriz del orden n + i , el número de horizontales 
supera en una unidad al de verticales, y es imposible dedu-
cir de ella ninguna determinante. 

En el sistema de sucesivas determinantes de una matriz 
de doble escala (a0) (b0), la determinante principal se dis-
tingue de las otras en que los índices de aquella proceden 
en todas las horizontales por orden natural y no interrum-
pido hasta el último, mientras que en las demás se inter-
rumpe la continuidad de dichos índices al pasar de la pen-
última á la última. 

Es evidente, según esto, que si á los índices de todos los 
elementos de la última vertical de la determinante princi-
pal se les aumenta en una unidad, se obtendrá la segunda 
determinante del sistema; s i s e les aumenta dos , la terce-
ra; si tres, la cuarta, y en general aumentándoles p—\ 
unidades, se obtiene la p determinante de la matriz. 

Es importante observar que en la última vertical de la 
determinante principal, el primero y el último elemento 
tienen por índice r-+-s — 1; porque, en efecto, el número 
de horizontales es r-hs, luego el número de verticales es 
r - b s también, pero los índices de las series 

a0 a, a2 az 

b0 b{ b¿ b3 



principian p o r o , luego el término r-hs tendrá por índice 
r-hs—i. 

La matriz del núm. l i o termina precisamente en esta 
vertical, y sólo comprende la matriz cuadrada de la pri-
mera determinante del sistema. 

Conviene tener presente que los dos elementos de esta 
última vertical que pertenecen respectivamente á la última 
horizontal de la escala superior y á la primera de la infe-
rior, es decir, a, y br tienen por índices r y es decir, in-
versamente los grados de ambas escalas. 

En efecto, restando de r-hs, que es el número de ele-
mentos de cada horizontal, r — 1 que son los ceros que pre-
ceden á a0, quedan (r-t-s) - (r- 1) = s-hl términos para 
la serie a0 ax a.2 , y como principian los subíndices por 
cero, el subíndice del término s-h 1 será s. 

Otro tanto podríamos decir de la primera horizontal de 
la escala inferior. 

120. Para indicar de un modo conciso la matriz de do-
ble escala (a0), (b0) y de los grados r, s, se emplea la no-
tación 

(«o)r 

(K)S 

y agregando á este símbolo los subíndices 0 , 1 , 2 , 3 
n — r, indicarémos la determinante principal, la segunua, 
la tercera, y finalmente, la n — r-h 1. Tendrémos, pues, 

(«o)r ? (flo)r 5 («o)r 5 K)r 

M . 0 1 (bo). 2 (b0)s 3 

Otras veces, y esto será lo más común, indicarémos la 
matriz con una sola letra, y le pondrémos por índice el nú-
mero de orden correspondiente, que será igual, como ya 
sabemos, al grado de la escala superior, y para expresar 
una cualquiera de las determinantes del sistema un segun-
do índice que exprese el orden de la determinante dismi-
nuido en una unidad. 



Así, l . ° Mr expresa una matriz en que la escala superior 
tiene r horizontales, y la inferior r-+-e, y no debemos olvi-
dar que e es una cantidad siempre constante. 

2.° M r,o será la matriz de la determinante principal. 
3.° Mrji; Mr>2; Mr>3; las sucesivas determinantes de-

rivadas del sistema M. 
En general, si M y N expresan dos matrices distintas que 

tengan un mismo número de determinantes; pero tales, 
que la primera de M sea igual á la primera de N; la segun-
da á la segunda, y así todas las restantes, escribiremos 

M = N, 

ecuación múltiple que se resuelve en tantas ecuaciones 
parciales 

= N^o; Mr! = ; = Nr<¿ Mr> = Nr»( 

como determinantes hay en cada matriz. 
Claro es que deberá tenerse 

n — r — n' — r'. 

121. Respecto á las sucesivas determinantes de cual-
quier matriz, debemos notar lo siguiente: 

I. Si agregamos á una horizontal de la matriz, ó resta-
mos de ella otra horizontal, las determinantes sucesivas 
no cambiarán de valor. 

En efecto, esto equivale á efectuar la misma operacion 
con cada determinante, lo cual no altera su valor. 

II. Si se multiplica una horizontal por cualquier canti-
dad arbitraria, las sucesivas determinantes quedarán mul-
tiplicadas por esta cantidad, y si con várias horizontales se 
efectúa una operacion análoga, las determinantes sucesi-
vas quedarán multiplicadas por el producto de todas ellas. 

La razón es la misma que la dada en el caso precedente. 
III. Si las primeras r horizontales forman un sistema de 

escala directa, y ademas son nulos todos los elementos 



restantes de las primeras r verticales, las determinantes 
sucesivas serán divisibles por el producto de los elementos 
iniciales do las r primeras horizontales, y las cuocientes se-
rán las sucesivas determinantes de las matrices que se for-
man de la dada, suprimiendo las r primeras horizontales 
y las v primeras verticales. 

El tipo de las matrices que consideramos es el siguiente: 

M N Q M el espacio cubierto por las r primeras hori-
zontales que en este caso son 5. 

A M N P el espacio cubierto por los e lementos nulos 
de las r primeras verticales. 

En el sistema de matrices sucesivas 
A M B 0 pería la principal, 
A M C 1 la segunda que se obtendría sustituyendo á la 

vertical cero la uno. 
A M D 2 la tercera que se hallaría análogamente cam-

biando la vertical cero por la 2. 

Según el teorema 1.°, las determinantes sucesivas son di-
visibles por el producto de los e lementos según la línea 
MN, lo cual es evidente, y 2 .° , los cuocientes sucesivos 
son las determinantes ;que se forman en la matriz N Q M" P 
por el mismo sistema que en la dada. 



Todos estos teoremas son evidentes. 
IV. Recíprocamente, si á una matriz se agregan r pri-

meras horizontales y r primeras verticales, de .modo que 
formen un sistema de escala directa, y que sean nulos to-
dos los demás elementos, las sucesivas determinantes de 
la nueva matriz serán iguales á las de las primeras multi-
plicadas por el producto de los elementos iniciales de las r 
horizontales que se han agregado. 

122. En adelante expresarémos por el símbolo (ar ba) la 
diferencia de dos monomios ar bs y br aes decir, 

(ar b¡) — ar b, — b as, 

que se obtienen cambiando a por b y recíprocamente. 
Resulta de esta notacion: 
I. Que (ar br) = o. 
II. Que (ar bs) = — (as br). En efecto, 

(iar bs) = ar bs — as br 

y (as br) = as br - ar bs. 

III. Que suponiendo r > s , la expresión 

(ar bs) -+- (a, t bs _.) -f- (a,.t br ,) + (a, b,) 

en la que r crece en orden natural de r á 5, y s decrece de 
6 'ár , es nula. 

En efecto, los términos á igual distancia de los extremos 
son iguales y de signo contrario, y por lo tanto se des-
truyen. 

Ademas, si en la serie hay un número par de términos, 
la suma es evidentemente nula, porque á cada término 
corresponde otro, y si el número es impar, el del centro 
será b ^ , y por consiguiente nulo, toda vez que los sub-

' -l -2 
índices son iguales. 

Esto supuesto, para hacer evidente una transformación 



importante de las matrices á dos escalas , distinguiremos 
dos casos. 

L. E R C A S O . 

T r a n s f o r m a c i ó n do l a s m a t r i c e s á d o s e s c a l a s d e 
g r a d o s i g u a l e s . 

123. Suponiendo que las series generatrices de las dos 
escalas sean 

a » a{ (l2 an 

l>n h, b, bn (W 

tendremos para la matriz del r.mo orden el siguiente tipo 
que representaremos por Dr. 

A' A " 

B 

d^... ar_p... ar._,¿ ar_\ ar a r _ i . . . ...ar+s_p...Q 0 

aP fp+i...aphq 0 0 

0 0 a0 a{ 

0 . . . 0 0 a0 

0 . . . 0 0 bQ 

0 ...0 b0...b, 

a-l «3 (Iq-1 0>s-p+ 2 0 
«1 «2 «Y/ a4_p+i a 
bi h bq bs-p+i . . . ^ - i b, 
h h bq_, ... 0 

o ...b0 bp_,bp_x bp^...b1Hq ¿>, 0 0 

bQ... br_p... br_<¿ br_! ^r br+í br ¡ ... br+s^p . . . 0 0 
B' B" 

D e b e m o s hacer , ántes de pasar adelante , las s iguientes 
observac iones : 

1 L a matriz es completa y se c o m p o n e de r horizon-
tales superiores relativas ka y "otras r inferiores relati-
vas á b. 

2.° El número de verticales será r - + - n ; h e m o s separado 



por una línea vertical las r primeras verticales de las res-
tantes. 

3.° l iemos puesto en evidencia las siguientes horizonta-
les. La primera de la escala-superior; la r — p-\- \ de la es-
cala superior contando por arriba, ó sea la p.ma contando 
desde abajo: las dos últimas de la escala superior: las ho-
mologas en la escala inferior. 

4.° Hemos puesto asimismo en evidencia todas las ver-
ticales que pasan por los elementos comunes á las horizon-
tales indicadas y á la línea de elementos principales : es de-
cir, la primera vertical: la r-p-h \ á contar de la izquier-
da, ó sea lap contando de la vertical intermedia: las ver-
ticales r — 1 y r. Ademas, 1.° las dos verticales que siguen 
a la línea vertical A'B'; 2 . 9 , la vertical r-hij ó sea la q á 
contar de dicha vertical A'B'; 3.°, la vertical s—p-H á 
contar de AB, ó sea n — s-hp á contar de la A" B". 

Someterémos ahora la matriz dada á la siguiente trans-
formación. 

« Dejando invariable la escala superior, multiplicarémos 
»todas las horizontales de la inferior por a0; despues agre-
»garémos á cada una todas las que le preceden en dicha 
»escala contadas de abajo á arriba, multiplicadas respect-
ivamente por ax, a5 , y de la suma restarémos todas 
»las líneas asociadas en la escala superior, multiplicadas 
»por bfí, b{, k2 » 

Representemos por D' la nueva matriz, y como se halla 
constituida del mismo modo que la primitiva Dr por 2r ho-
rizontales y n-\-r verticales, suprimiendo las r primeras 
horizontales y las r primeras verticales, obtendrémos una 
matriz de r horizontales y n verticales, que designaremos 
por Ary con el nombre de matriz reducida de la matriz á 
doble escala Dr. 

Esto supuesto, nos proponemos demostrar que : 
Las sucesivas determinantes de L),, son ordenadamente 

iguales á las sucesivas determinantes de la reducida A,.. 
Es desde luégo evidente : 1 .ü , que al agregar auna línea 



horizontal otras varias multiplicadas por constantes , no se 
alteran las determinantes sucesivas; 2.°, que la multiplica-
ción de todos los elementos de la escala inferior por 
equivale á multiplicar cada .determinante por (a0)r, de 
suerte que tendremos, la igualdad simbólica y compleja 

5.°, (juc los elementos nulos que preceden á los elementos 
iniciales en todas las horizontales, serán nulos en D' como 
en Dr; que, por último, si designamos por c un elemen-
to de D', resultado de transformar el elemento bsque cor-
responde á la r s — p H-1 vertical y á la r — p H- 1 hori-
zontal1 1 contando desde la última inferior, tendrémosque c 
será igual á bsXa0; más los elementos bsA, bs_.2 bs p, t 

de su vertical multiplicados por a{, a¿, a3 ; menos los 
productos de as, as_[, r/s_2 as_p+i asociados de bs, bs_u 

bs_2 por ¿>o, , bi9 b~ó es decir , 

— (b0 as -h b{ as_x -h b.2 -h bz as_z h- bp_x b,_9+i) 

ó segunda notacion admitida 

c = (¿o bs) - h (a, bs_x) -+- (a2 bs_<¿) -+- H- (ap_x as_p+l). 

Debemos ahora distinguir dos casos: Si el elemento bs 

que consideramos y cuya transformada en D' hemos halla-
do pertenece á una vertical situada entre A' B' y A" B", por 
ejemplo: 

(') Si queremos referir b,á orígenes más senci l los , dirémos que pertenece á la r.m* ho-
rizontal á contar de la primera de la escala inferior, y la s—/>-t-l vertical, ácontar de A' B'. 
Resulta, en efecto, que al pasar de la primera horizontal á la p.",a todos los iudices de 
una vertical, aumentan una unidad por cada puesto que se avanza , es decir,'/?—1 unida-

. d e s , por lo tanto , s-p-\-1 se reduce á s—p-t-l-i-p—l=s. 
Podría resolverse aú i el problema inverso : á saber. Sabiendo que ¿»»pertenece á la p . ' 

horizontal ¿ á qué vertical corresponde ? 



a r+s—p 

a 5-JH-1 
b 6—p-f-i 
l> S—p 4 i 

b r í-.s—p 

existirán todos los elementos superiores á bs hasta a„ y el 
valor (c) será tal como lo hemos expresado; pero si dicho 
elemento bs pertenece á la parte comprendida entre A B y 
A' B', su vertical no será completa: por ejemplo, tendre-
mos, si bs está en la vertical p.ma á contar de A' B', 

a r-p 

8 — 1 

0 
o 
o 

ó 
o 
ü 
\ 
K 

V i 
b 

b r-p 



en cuya vertical faltan todos los elementos desde b0 hasla 
la primera línea de la escala inferior xx, y todos los aso-
ciados desde xx hasta as, de suerte que la serie (c) estará 
incompleta, y sólo lendrémos, 

c = (,ao bs) -f- (a, b8_x) -f- (a, + (a, b0), 

cantidad que es idénticamente nula. 
De aquí se deduce que todos los elementos c de la ma-

triz D' comprendidos en las r primeras verticales y en las 
últimas r horizontales, son nulos; pero también lo son to-
das las de la escala superior correspondientes á las r pri-
meras verticales hasta la diagonal principal, luego la ma-
triz D' es de la forma : 

D 

De aquí resulta que todas las determinantes sucesivas 
del sistema serán iguales á af, X determinantes sucesivas 
de E F G C . Es decir, 

pero 

luego 

D' = al Ar ; 

D' = aSD r , 

IX = 

lo que demuestra, según habíamos indicado, que las suce-
sivas determinantes de la matriz á doble escala Dr , equiva-
len á las de^la reducida Ar. 



W i . De este modo hemos reducido las determinantes 
de la matriz primitiva á otras de grado mitad, lo que ya 
es muy importante para el cálculo numérico ; pero áun de-
bemos agregar que la reducida Ar puede construirse por 
un método mucho más rápido que el que resulta de la 
transformación. 

Sea la reducida 

Cl,3 . . 

¿ . . I C-yct 

Cp, 1 VpfL 

e vr, 1 Cr 2 ..cr>q . . 

y observemos que el elemento cp>(] es el transformado del 
elemento de la matriz Dr que pertenecía á la p.ma horizon-
tal de la escala inferior, y la q.ma vertical contada desde A' 
B', ó á la r-hp™ contada desde A B, es decir, al elemento 
¿VH-Í* En efecto, los elementos de la vertical de la izquier-
da inmediata á la línea de referencia A' B', son 

A' 
¿o 
K 
bj 

bp-{ bp bp+1 bp +0—1 
B' 

y el de la horizontal p.ma será bv_x: pero los índices aumen-
tan de unidad en unidad, luego el que ocupe el lugar q á 
contar de A' B', será bp_x ,q ó bp+q_x. Tendrémos, pues, se-
gunda ley de formación, 

CVA = («0 bp+q-i) -+- (a, bp 9_2) -+- (a2 bv+q.,) [av_{ bq); 

para formar el último término (ap_x bq), basta recordar que 
en la parte de vertical de que se trata, sólo hay p términos, 



y los factores ¿i0, a , , a.2 será por lo lauto en número p, 
y el último ap_{. Ademas, los subíndices de los términos 
simbólicos de cp_q suman siempre p-r-q — 1 , luego si el 
primer factor es ap_u el segundo será bq. 

Sustituyendo en esta fórmula por p y q todos los núme-
ros 1 , 2 , 5 w, obttndrémos todos los elementos de la 
matriz A,.. 

Hemos dicho que el número de términos que entran en 
el valor general de cp>q es p, pero este número es menor en 
los siguientes casos: 

I. Observemos que la parte de la matriz Dr comprendi-
da entre A' B' y A" B" es de esta forma: 

A'| A" 

bn-1 bn-1 bn 

y todos los elementos b, cuyos índices sobre una horizontal 
son superiores íxn, son nulos, luego siempre que p ^ - q — 
i > n varios términos de cp%q desde (a0 bM.q_,) hasta aquel 
en que entra bn, serán nulos. 

II. S i p > q, la fórmula de c,l>q se podrá escribir ponien-
do en evidencia la p -q-hi últimos términos, 

C — í « b , \ 4- ( U t b .) 4- 4- r ( a h + ( a , i h 
p,q V o p+q—\) v i p-tq-U l _ \ q P-V v q+1 v-V 

(a .b t ) + - ( a . b V 2 í-f-1/ V p — i 7+1 ' J 

pero toda la cantidad comprendida en el corchete es nula, 
luego 



c = (a. b , Á) + (a . b ) p,q V O p+q-\) l ?-l vi' 

De aquí podemos deducir una regla general importante. 
Si p'>q la fórmula termina en aq_x bv: 
Sip<Zq la fórmula general da para último término ap_x bq, 

luego el valor de cPt(l puede siempre interrumpirse en el tér-
mino en que b lleve el mayor de los dos índices de c M , con 
lo cual se evitan reducciones. 

Según esto, tendrémos en resumen para cp>q, 

si ]) > <1 c = ( anb . ̂  —(— -H (a , b ) ( I ) 
' ' 1 P,'l V O P+P-1/ V q-\ v) x ' 

Cp,q - ( «0 W l ) + + ( ' V i \ ) ( 11 } 

y P a r a <'q,p 

*[P><< % W i ) + + ( V i bv) ( V ) 

P « l = ( «0 V i - i ) + + ( V * \ ) ( 1 1 ' } 

m 

Comparando (I) y (Y); (II) y (II'), se deduce que en todos 
los casos 

('p,q (-q,p * 

Así los elementos de la matriz Ar que están simétrica-
mente colocados 

m n 

ra' n 

respecto á m n , son iguales, y la determinante principal 
A;0, es decir, mrn nn es simétrica, 

125. Suprimiendo en la matriz D,, las dos líneas horizon-
tales extremas, se obtiene una matriz del orden r — 1, y 
esto equivale á suprimir en A,, la última horizontal inferior. 
En general , suprimiendo en 

Ar la última, las dos últimas, las tres últimas, e tc . , hori-



zontales, se obtienen las matrices A r l ; Ar_4 ; Ar_3 
De aquí se deduce que para tener el sistema completo de 

reducidas de las matrices á dos escalas de todos los órdenes 
desde el 1.° al n . m \ basta construir la reducida de la matriz 
de doble escala del orden ti , que es el más elevado; es de-
cir, A„, reducida dé la matriz cuadrada D„, y que será cua-
drada también ; y tomando la primera, las dos primeras, 
tres primeras líneas , etc;-, de A„ se tendrán A,, A2, A3, 
reducidas de D1? D2 , D 3 . . . . . 

Que la matriz del orden n es la más e levada , puede de-
mostrarse fáci lmente, observando que en las matrices que 
consideramos el número de horizontales, ha de ser inferior 
ó á lo m á s , iguales al de verticales; l u e g o , 

2 r < r H- n de donde r < n. 

En el caso límite r — n, el número de horizontales e s 2 n , 
y este mismo es el de vert icales , la matriz e s , por lo tanto, 
cuadrada. 

126. Puesto que la matriz A„ es cuadrada, y además 
(N. 124) simétrica, bastará construir el s istema triangular 
siguiente : 

1̂,2 " •• 1 Ci,p ••• Cl,n—1 

2̂,2 •• ,p , . . . C2,n—1 

Vp—i,p-1 Cp-i,p Cp—I,JH-4 . . . . Cp_i>?l. -1 Cp-\,n 

°P,P Cp,p+i • • • • Cp,n—1 Cptn 

. . . . -1 Cp+\,n 

('n—i,n— 1 @n—i,n 

\ 
\ B 



en el que A B es un eje de simetría, y todos los e lementos 
no escritos son iguales ala simétrica de la escala triangular. 

Basta, pues , construir dicha escala. 
En los elementos escritos debe notarse, que respecto á 

cada horizontal, — y lo que digamos de una se dice de to-
das, — en el primer e lemento , los dos índices son iguales, 
y quedando invariable el primero, crece el segundo; por 
ejemplo: 

Cp,p Cp,p+\ Cp,n j 

luego por regla general , nunca el segundo índice de la mi-
tad ABC de la matriz, es superior al primero. 

Así, cuando cM representa un elemento de la parte ABC, 
siempre 

q >» ó al ménos = p 

por lo tanto, 

c P , q = ( « o + ( « 1 ( < W - S ) • • . ( a > _ , bq . K) 

La expresión de c p _ u f l será 

Cp-i,q+ 1 ~ («0 K+Q-i) (ttj>-2 bq+i) , 
l>or lo lanío, 

Cp,q \>q+\ "i" (tt'p-1 bq). 

Dando en esta fórmula á q los valores 

q = p =p-h 1 = p h - 2 n, 

obtendremos todos los elementos de la p.ma horizontal, 

CPV ) 
Cp,p+i h (a^, V i ) 
C'p,p-k2 = Cp-ij (_3 H - bp+<¡} 

Cp,n—1 - (<v-i bn-i) 
= 0 4 - (Vi K ) 



Observaremos respecto á los valores precedentes : 
1.° Que en la última ecuación, el elemento cp_ l t i+1 no 

existe , y por esta razón escribimos cero. Ademas, á este 
resultado puede llegarse directamente observando que en 

cp>n = (a0 bp+n_A) + (a0 bp_,n_z) H- {ap_x bn) 

todos los términos menos el último deben suprimirse según 
la primera regla del (núm. 124). 

2.° Los primeros términos de los segundos miembros, 
son los elementos de la horizontal (p — 1); de manera que 
por las fórmulas obtenidas, se expresan los elementos de 
una horizontal en función de los correspondientes de la 
superior, á comenzar por el tercero. En efecto dichas ho-
rizontales se hallan en esta posicion: 

Cp -\,p-\ Cp-l,p Cp-\,p M Cp-i,p+<2 Cp— \,H 
@p,p Cp,p±1 Cp,n—t @p,n—i Cp,n 

3.° Que la serie de los últimos términos son las matrices 
sucesivas de la matriz bilineal 

«o ¿i a-2 1 dP ap+i aB_, an 

t>o btb2 bp_x bp bp+l bu_i bn 

formada con las series generatrices de las dos escalas, á 
contar de la p.ma vertical; á saber, 

ap_x ap | i a,,. -l ttp »-i •> ap - 1 0>p+11 y • dp-i an 

bP-i bp\ K- -i bv K bP-1 bn 

(ttp-i K bv- i a,) . (V-l bn -- bv_ i O 

y según la notacion adoptada, 

(a>P-i bp) (ap_x b„). 

De aquí resulta que los sucesivos elementos de la p.ma ho-



ft 

rizontal, son iguales á los de la p — 1 , á comenzar por el 
tercero, aumentados respectivamente de las sucesivas deter-
minantes de la matriz bilineal que se forma con las series 
generatrices de ambas escalas, á contar de lap.ma 

Vemos , según lo expuesto, que las diversas horizontales 
de un sistema triangular se deducen fácilmente unas de 
otras, y que basta hallar la primera para obtener las res-
tantes; pero los elementos 

^1,2 01,3 ,p ^l.p-H 

se determinan fácilmente. Por ejemplo, cUv 

Ci,P = (a0 bp+1_,) = (a0 bp) 
luego 

Ci,i = (a0 ; cif2 = (Oo ; c1>5 = (a0 W • • • < • o1>n= (a0 bH) 

que son las determinantes sucesivas de la matriz bilineal de 
las series generatrices. 

Ejemplos. I. Sea la matriz cuadrada de tercer orden 

a b c d o o 
o a b c d o 
o o a b c d 
oo t n v x 
o t n v x o 
t n v x o o 

La matriz bilineal de las series generatrices, es 

a b c d 

t n v x 

de donde se deduce la primera horizontal de la matriz re-
ducida 

an — bt; av — et; ax — dt (primera horizontal). 

Para obtener la segunda horizontal de la escala triangu-



lar, formaremos las matrices cuadradas sucesivas de la bi-
lineal precedente contando desde la segunda 

bv — cu; bx — du, 

y agregándolas en este orden 

an — bt av — ct ax — dt 
bv—en bx — dx 

tendremos la segunda horizontal 

ax — di bx — du 

Por últ imo, formando las matrices sucesivas de Ja bili-
neal , á contar de la tercera, tendrémos 

y sumando á la segunda horizontal en este orden , á contar 
del tercer e l emento , 

-f-bv — cu (segunda horizontal). 

ex — dv, 

av — dt bx — dx 
-hbv — cv 

ex — dv 

tendrémos 

ex — dv (tercera horizontal). 

Kesulta, p u e s , la matriz triangular 

au — bt av — ct ax — dt 

ax — dt) 
bx—du 

- bv — cu 

ex — dv 

y la matriz^completa 



au bt 

av — ct 

ax —dt 

Tendremos, pues, 

a b c d o o 
o a b c d o 
o o a b c d 
0 0 tu V X 
0 t u V X o 
t u V X o o 

av — ct ax 

ax— dt j 

bv — cu 

bx— du 

dt 

bx—du 

ex—dv 

au — bt av 

av — ct 
ax-

bv-

- ct ax — dt 

dt ) 
bx—du 

cu | 

ax—dt bx—du vx—dv 

Como ambas matrices son cuadradas, el sistema en ge -
neral se reduce á una sola, y la igualdad anterior puede 
entenderse que significa igualdad de dos determinantes. 

II. Sea la matriz de segundo orden 

a b c d o 
o a b c d 
0 t n v x 
1 n v x o 

que procede de la anterior suprimiendo las horizontales 
extremas, tendrémos, suprimiendo la última horizontal 
de la matriz reducida de tercer orden 

a b c d o 
o a b c d 
o t n v x 
t n v x o 

an — bt av — ct ax — dt 
av — ct ax—dt). , 

v bx — dn 
-hbv —cn\ 

III. Sea , por último, la matriz de primer orden 

a b c d 

t n v x 



t e n d r é m o s , supr imiendo la última horizontal de la redu-
cida 

ab c d — \an — bt av — et ax — dtt 

t n v x 

resultado ev idente . 

4 . ° C A S O . 

T r a n s f o r m a c i ó n d e l a s m a t r i c e s d e d o b l e s e s c a l a s d e 
gTcidos d e s í g n a l e s . 

127. Este s e g u n d o caso p u e d e reducirse inmediata-
m e n t e al primero. 

D e s i g n e m o s por D, una matriz de dos esca las de los gra-
d o s r y r - t - s , cuyas ser ies generatr ices son 

tío tí{ tí.. a, cis a, 

br b ^, b„ 

( « o ) 
(bj 

Fácil es igualar las dos e s c a l a s : a g r e g u e m o s h o r i z o n -
tales á la s u p e r i o r , y d e s i g n a n d o por 1)\ r£ la nueva matriz, 
t e n d r é m o s , 

D; ; s = a£ Dr 

la nueva matriz será de esta forma. 

A 

(1) 

De A B á D C hay r - f - e hor izonta les : de 110 á D C otras 
26 
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r + «; pero en el espacio H D E F no hay elementos, de 
suerte que la escala inferior es incompleta, pero puede 
completarse agregándolos elementos 

b0 bx b± bt _, 

á cada horizontal; siempre miremos á dichos elementos 
corno nulos; la matriz D;,_e será, pues, de esta forma: 

a0.... 
o a0 

dm O 0 

... am . . . . o 

o o ... aj 
o o ... b0 

o b0 

¿o 

b, 

. . . . ft. . . . . o 

bm o o 

La nueva matriz D;+£ puede ser considerada como una 
matriz de dos escalas de grados iguales y completa, relati-
va á las dos series (a0) y (b0), por lo tanto podrémos apli-
carle la transformación del número 123, salvo anular en la 
última fórmula los elementos bQ bx bt_x. 

Representando por Arf£ la reducida de las r-h« hori-
zontales que se obtienen en esta hipótesis, tendrémos la 
igualdad múltiple 

d; Ar+e 

de la cual resulta, atendiendo á la ( i) 

Dr = a* A,J £ (2) 

y por lo tanto, las determinantes sucesivas de Dr son igua-
les á las de divididos por a\. 

Hecha abstracción de este divisor, es claro que no hay 
ninguna otra diferencia entre el primero y el segundo caso, 
y que áun la matriz cuadrada A„+e ó Aw, reducida de la Dw 



es una reducida cuadrada y simétrica que se construye por 
la matriz bilineal 

¡ a0 a{ a.e a£._t at nE+l ..... amj 

o o o o b, bí+ j bm j 
y de la cual se deducen las demás reducidas suprimiendo 
horizontales. 

1 I \ ' . + E será una matriz cuadrada cuando el número e de 
horizontales y verticales que se agregan sea tal que 

/)i + r + t — % (r-h s, 

es decir, cuando 

i — m — r ó bien cuando r = ra — 

En las reducidas A , , + £ = A o t que serán cuadradas, debe-
rémos hacer iguales á cero las cantidades 

K />, b, bm_r. 

2.° Suprimiendo las horizontales extremas de , que 
vale tanto como suprimir la última horizontal de A,_. £ , ob-
tendrémos la reducida V u - i de D f„,. En efecto, para con-
vertir la matriz de grado r— J de dos escalas desiguales en 
otra I}r+e-i de escalas iguales , es preciso agregar e hori-
zontales y otras tantas verticales, con lo cual se convierte 
en una matriz de escalas iguales , y en la que cada escala 
tiene r — I - H e , es decir, tantas como quedan suprimien-
do las dos horizontales extremas. 

En las determinantes definitivas hay que igualar á cero 

b0 b{ b.2 bz. 

Lo mismo diriamos para las matrices de los grados r—2, 
r — 3 

En resumen, 



Reducidas de las matrices á doble escala de los grados 
1,2, 5 r — matrices Ae+1, Ae+Í A£..h., es decir, ma-
trices formadas con las e-H J horizontales de la matriz cua-
drada general , ó con las £ + 2 , E + o , y en general con 
las sH-r. 

128. De la ecuación (2) se deduce, que las sucesivas de-
terminantes de la reducida A,. £ , son exactamente divisi-
bles por a \ Veamos ahora cómo podemos desembarazar-
nos de este factor. 

Basta para ello no aplicar la transformación del número 
125 mas que á las r horizontales inferiores de la matriz D'r J j. 

En efecto , de este modo, en vez de multiplicar la matriz 
por az r , sólo se multiplica p o r « ' , luego el resultado A¿ g 

será igual á Ar , dividido por es decir , que será igual á 
I),.; tendremos, p u e s , 

D r = IVr+€. 

Ademas, el resto de la transformación es posible, por-
que si bien sólo se anuláran las r primeras verticales en 
virtud de dicha transformación y no las s s iguientes , éstas 
tienen sus elementos nulos á partir de la diagonal , puesto 
que estos elementos son los términos de la serie 

b0 b¡ lh b., 

que son todos iguales á cero. 
Esto equivale á cambiar en las s primeras horizontales 

de Ar+een una escala inversa (bt), puesto que dichas hori-
zontales no cambian de valor en toda la transformación, y 
el elemento primero d é l a £

ma horizontal pasa á la primera 
vertical. * 

1 2 9 . EJEMPLOS. 1. Sea la matriz á dos escalas desigua-
les y de segundo orden , en la que s vale 5 



a b c d e f o 
o a b c d e f 
o o o o t u v 
o o o t u v oj 
0 o t u v o o 
O t U V 0 0 0 
t I t U V o o o o 1 ! 

Formemos la matriz bilineal 

a b c d e f 
o o o t u v 

La primera línea del sistema triangular será 

o o at au av 

y de ella se deduce (núm. ) 

o o at au av 

at au-hbt av-\-bu bv 

av+-bu-\-cl bv-^cu cv 
¡ 

cv-i-du—et dv—ft 

cv—uf 

Completando esta matriz por el principio de simetría: 

o o at au av 
o at au-{-bt av-+bu bv 
at av-\-bt av-hbu-i-ct bv-hcu cv 
au av-+bu bv-\-cu cu-\-du—et dv—ft ! 
av bv cu dv—ft ev—fu \ 

La determinante de esta matriz dividida por cv\ será 



equivalente á la de la propuesta; basta para ello sustituir á 
las tres primeras horizontales esta escala , 

t u v 
t u v o 

í u v o o 

y tendremos por último : 

o 
t 
u 

t 
u 

V 

u 
V 
o 

au av-hbu bv-\-cu cv-hdu—et dv—ft 
t 

av bv cv dv—ft cv—fa 

II. Sea la matriz de primer orden correspondiente á 
i = o 

abe d e f | ' 
O O O t U V 

1 
O 0 t U V o 
O t U V o o 
t U V o o o 

Basta para obtener la reducida correspondiente, supri-
mir en la del ejemplo anterior la última horizontal, y halla-
rémos de este modo 

o 

t 
u 

t 
u 
V 

u 
V 
o 

au av-hbu bv-hcu ev-^-du-
av bv cv dv—ft 

v 
o 

o 

et dv—ft 
cv—fu 

Las dos determinantes sucesivas que de aquí se deducen 
son equivalentes á las dos que se derivan de la propuesta. 

FIN. 
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