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_La l;em;gﬁa acogzda que kaﬁ :
werecida’ V. M. mis produc~
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ciones cientificas,y las gracias
que Fa tenido d bien dispen-
sarme, me ifnponen la estrecha
obhgaﬂon de‘u ofrecer ahora d
los pzes dfl Trono una obra,que
amiue pequeiia en\volumen,
encierra sin embargo las ver-
dades fundamentales de aque-
llas ciencias , en que por la
mayor parte estnba la feb-
cidad de los Retios="Bn su
ﬁfgrmaczogi{zgtemd@ presentes

las Oportzéﬁéé_ ' reﬂ exiones que

V.M. me ha hecho al presen-

tarle mis escritos y sin des-

viarme un punto de ellas, he
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vencido los obstdculos, he faci~
litado las doctrinas, he puesto
al alcance de todos, en cuanto
me ha sido posible ; algunas de
las mas elevadas teorias, con
el objeto de que. se difundan
las luces por las diversas cla-
ses del Estado.

Permitame, pues, V. M.que
honre tambien. con su augusto
nombre este pequenio fruto de
mis meditaciones, como por un
efecto de aquel empeiio vy efi-
cacta con que desea V. M. pro-
mover los conocimientos utiles;

y serd una nueva gracia, que
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afiadiré d las que me tiene dis-
pensadas. .

< Dios guarde la importante
vida de V. M. muchos aios.

Madrid 19 de Diciembre de
1810.

SENOR:

ALRP.deV.M"

9‘ OJ{%f mar imo‘. 9)@/{6?0
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PROLOGO."

Palie

C-omo el fin' que me propuse al escri-
bir'mi tratado elemental de Matemadti=
cas, fue el 'de formar Matematicos de
profesion , era indispensable que diese &
conocer estas ciencias en el estado que
en el dia se hallan , con todas las modi=
ficaciones que ha recibido su lengunaje ; &
consecuencia de los adelantamientos que
en ellas se han hecho.Por lo'cual hubiera
sido un defecto de'mucha consideraciom
el indicar una verdad, por sencilla que
fuese , sin llevarla hasta la evidencia , &
dejar cefiidas 4 easos particulares algu=
nas otras 4 que correspondiese por su
importancia una demostracion general.
De esta manera no se encontraria, entre
aquel tratado elemental y las obras ma-
gistrales , la dependencia y relacion ne-
cesaria, para que la estudiosa juventud
llegase 4 la cabal inteligencia de los es<
critos que han publicado los célebres

profundos Gedmetras de Europa , ni se
formarian jamas dignos profesores , ca-
Paces de adelantar unas ciencias que
tanto influyen en la prosperidad de los
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VIIE PROLOGO,

Estados. Mas como na todos pueden as-
pirar por una parte a tan alto punto de
perfeccion , y por otra son muchos los
que necesitan tener algunos conocimiens
tos de estas eiencias , he creido que no
podia hacer mayor servicio a unos y 4
otros, que presentarles en un Compen-
dio, como ahora lo hago , las verdades
fnndamemul.es de los dlfercntes ramos
de que se componen. De este modo el
comerciante, el oficinista y el artesano,
tendran las noticias necesarias para con=
ducirse con acierto en sus operaciones:
el médico, jurisla , canonista y teélogo,

Jo que mas les interese saber para ¢

eompleto estudio de sus respectivas fa=
eultades; y todos adquiriran las precisas
ideas para distingunir el verdadero mé-
rilo, y saber apreciar las fatigas que los
Matematicos se toman en beneficio de
la humanidad.

Para enmplir con todas estas miras,
se ha procurado conciliar en esta obra
la brevedad con la claridad : se han en-
lazado tedas las materias que en ella se
tratan, con el 6rden y exactitud que por
su naturaleza piden ; y se han puesto al
aleance de todos , en cuanto posible ha
gido, hasta los principios elementales de
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XV
INTRODUCCION® @

Se llama cuerpo todo lo que es capaz de hacer
impresion en nuestros sentidos. Las impresiones
que nos causan los cuerpos, se llaman sensaciones.
Las sensaciones consideradas como representando
los objetos, se llaman ideas 5 y la facultad, por
cuyo medio podemos retener las ideas, se llama
memoria. Si para dar d conocer el objeto que
representa una idea , es absolutamente necesario
presentarle al sentido 4 que pertenece, como la
blancura, picante, &c., la idea es simpley y si el
objeto se puede hacer conocer sin esta circunstan-,_
cia como una mesd, caballo, &c., la idea se'llama
compuesta. Si la idea conviene 4 un solo objeto,
como la de este libro, se llama singular 6 individualy
y es abstracta 6 universal, cuando conviene d mu-
chos como la idea de libros; de manera que para
formarjuna idea universal 6 abstracta, se observa=
rd aquello en que convienen muchos ob_;ems., L2
prescindird de lo demas. "

La operacion por cuyo medio podemos pres-
cindir de aquello en que se diferengian varios
objetos, se llama abstraccion s de manera queabss
traccion es una operacion del alma o por medio de
la cual concebimos como separadus, cosas que realr
mente no lo estdi.

Para hacernos cargo de los muchos objetos
que se nos presentan , se deben considerar ‘sepa=
radamente , lo que se consigue por medio de 128
atencion 5 asi la atencion es una operacion. del al--
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. XVE INTRODUCCION.

ma, por medio de la cual de muchos objetos que se
nos presentan, elejimos uno para hacernos cargo
de él 3 y haciendo lo mismo con todos los demas,
se vendrd en conocimiento de todos ellos.

Como casi todos los objetos son compuestos,

no basta la atencion sola para conocerlos , sino

que es necesario ir considerando cada una de sus
partes , y esto se consigue por la andlisis, y es
una operacion del alma ., por medio de la cual se
descompond un todo en sus partes , para ver qué
relacion tienen entre s{ y con el mismo todo, y se
vuelven d juntar otra vexz para que compongan el
mismo todo. Por ejemplo, si tuviésemos que ha-
cernos cargo de los muebles que habia en una
sala, por medio de la atencion elejiriamos uno,
V. g. un relox; y por medio de la andlisis le des-
compondriamos en[las diferentes piezas de que
constaba , para ver qué relacion tenian entre si y
con el total de la méquWy despues las vol-
verfamos d juntar para fm"%ar el relox. Lo mis-
mo se ejecutaria con todos los demas muebles.
La exactitud de las ideas depende del mayor
grado de andlisis que se haga de los objetos 3 y
de aqui r?iuka otra division de las ideas , que es

- la contenifla en el siguiente ejemplo. Si de mu- .

'-c&os iujetos que han estado en una casa, uno
solo se acordase dez la calle en que estd dicha
casa, habrd analizado muy poco, y la idea que
de ella tiene se llama obscura. Otro que sabiendo
la , 86lo dudase entre dos 6 tres casas, habrd
analizado mas, y la idea que tiene de la casa se

$llama confusa. Qtro que entrando en la calle,

se fuese derecho d la casa sin preguntar 4 nadie,

© Biblioteca Nacional de Esparia
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INTRODUCCION. XVIX

habrd analizado mas , y la idea que tiene de la
casa se llama clara. Y otro que no sélo supiese
la casa , sino que estando léjos de ella, fuese
capaz de dar 4 otro tales sefias, que sin pregwntar
4 nadie se fuese derecho 4 ella ., este habrd ‘anali-
mas que todos, y la idea que tiene de la casa

ama distinta 6 exacta. Esta es la idea que he-
mos de procurar en todos nuestros conocimientos.

Si despues de haber examinado dos objetos,
v. g. dos relojes , prestamos nuestra atencion &
ambos 4 un mismo tiempo, enténces se dice que
los comparamos ; de manera que comparacion es
una operacion del alma, por medio de la cual pres-
tamos nuesira atencion d um mismo tiempo & dﬁs
objétos. De la comparacign resuleard que el uno
serd mr:jﬁr, mayor, &c. que el otro 3 y este‘grado
de mejoria , mayorfa ,&c, se llama relacion, que
no es mas que el resultatlo de la comparacion. &

Cuando al comparar dos ideas hallamos que
convienen, 6 no, € interlormente nos convence=
mos de ello (como cuando me convenzo de que
la nieve es blanca) , formamos lo que se llama
fuicio 5 que es una Opemcwn del alma , por medio
de la cual afirmamos ¢ negamos una cosa de otra.

Si se espresa el . juicio con palabras (como
si yo le digo d otro la mieve es blanca), se llama
proposicion; de manera que’ proposicion es un jm-
cio espresado por palabras,

La proposicion consta de tres partes 'su]ero,
que es la cosa de que se habla (v. g. en la an-
terior la micve) 3 predicado , que es lo que se
afirma 6 niega dnl sujeto- (v. g. blanca)s y L‘dpula
8l -verbo (v. g- es) 5 que los une 6 separ&. Wy

2

et
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XVIII INTRODUCCION,
Cuando por la comparacion de dos ideas no

* podemos averiguar su relacion ., y para esto las

comparamos con otra U otras, usamos del racioci-
mio, que es una operacion , por medio de la cual
se comparan dos ideas con una 6 mas intermedias,
para averiguar su relacion. Si el raciocini
‘espresa por proposiciones, se llama razonamj

Las proposiciones pueden ser evidentes , cier=

tas y probables. Se llaman evidentes 6 axiomas,

aquellas cuya verdad se conoce inmediatamente que
se P?‘G.‘HHIC‘!.L?H- Tales son :
17 Una cosa es igual 4 ella misma,
2?2 Un todo es igual al conjunto de sus partes.
? Lo que hagamos con el todg quedard he-
cho con el conjunto de sus partes;y lp que hagamos
con el conjunto de sus partes , quedard hecho con
el todo.
4?7 El todo es mayor que cualquiera de sus par-
tes, 6 la parte es menor que el todo.
5% Cosas iguales & una tercera son iguales en-
Tre st :
Kl primer axioma estd al alcance de todos;
o los demas lo estardn igualmente, si'se tiene pre-
sente que cuando una cosa se compone de otras,
‘d la compussta se le llama todo , y 4 cada una de
las componentes se les llama partes del mismo todo.
. El tercer axioma y el dltimo son de la mayor
: J1mportancm.} pues en ellos se fundan-casi todas las
«demostraciones,
Proposiciones ciertas 6 teoremas , se llaman
aguuﬂas que para convencer de su verdad es pre-
ciso compararlas con los axiomas 4 y hacer ver que

estdn comprendidas en ellos; 6 de otro .modo: teo-
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rema es una proposicion que necesita demostracions

y demostracion es un razonamiento seguido , en

que se hace ver que la proposicion enunciadrs de nfl

modo concuerda con los principios mas ciertos y evi-
entes, que no deja duda de su verdad.

a demostracion puede ser directa 6 4 priori,

irecta 6 & posteriori , que tambien se llama
ad absurdum. Es directa, cuando partiendo del su-
jeto de la proposicion se manifiesta la verdad que
se ha enunciado 3 é indirecta , cuando se hace ver
que no se puede wverificar minguna otra cosa mas
que el enunciado. Este método de demostrar se lla-
ma método de exqucion. JVeERy

Propdsiciones probables son las que unas veces
pueden serverdaderas y otras falsas.

Segun las cosas que se enuncian en la propo-
sicion, toma esta el nombre de definicion, problema,
- corolario, postulado, escolio y lema.

Definicion es una proposicion en que se da una
idea clara y distinta de lo que se quiere dar d en~
tender : comolas que hemos dado de la atencion,
andlisis, &c. La definicion debe ser breve, claras
¥ no contener al definido. : T

Problema es una proposicion en que se ena
que por medio de ciertas cosas conocidas debent
averiguar alguna desconocida. Estas proposiciones
~se conocen en que principian por el infinitivo$
imperativo del verbo. El problema consta de re=
solucion y demgstracion 5 en la resolucion se dan

las reglad‘piitt encontrar Jo que se buscayy en la

n se hace ver que practicando dichas
reglas, se llegard 4 tener lo que se pedia. _
- Postulado es un axioma enunciado e particu-
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XX INTRODUCCION.

dar : como cuando se dice en vez de un peso duro
se pueden tomar cince pesetas.

Escolio es una praposicion en que se esphca d
advierte alguna cosa.

Lema es una proposicion que perteneciendo
otro asunto diferente del que se trata, see
para que sirva de ilustracion.d principio
mismo que se va 4 tratar.

Tambien hay proposiciones condicionales 3 la
parte en que eatra la condicion se llama hipdte-
sis3 y la otra, que es lo que se asegura , se
Hama #ésis.

Esto supuesto , se llama ciencia el conjunto
de todas las proposiciones evidentes y ciertas per-
tenecientes 4 un asunto , enlazadas entre si con
cierto 6rden.

Este 6rden 6 dependencia es lo que se llama
método , que es el Grden que se sigue en la adqui-
sicion (6 esposicion ) de nuestros conocimientos. La
-circunstancia esencial del método es que se pro-
ceda siempre de lo conocido 4 lo desconocido; si se
nos dan conocidas las partes, y por ellas hemos
de venir en conocimiento del todo , el método se
llama sintético 6 de composicion 3 y si , conocido
el todo , hemos de conocer sus partes , el método
se llama analitieo 6 de descomposicion,

Si observamos un cuerpo cualquiera, v. g.
un libro, le hallarémos dotado de muchas propie~

_dades , como son : ocupar un espacio cualquierﬁ*

que se llama estension; no poder ocupar otro
cuerpo el mismo espacio que él 4 un mismo

tiempoa,  que se llama impenetrabilidad 5 serle

indiferente el moverse 6 estarse quieto, que se

¢
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INTRODUCCION. XXT

llama imercia 5 poder ser trasladado de una parte
del espacio 4 otra, que se llama movi:!i_dad; poder
permanecer siempre en un mismo sitio , que se
llama quiescibilidad 3 dirijirse hdcia la tierra in-
mediatamente que le falta el apoyo que le sostie-
“ne, que se llama gravedads el estar terminado de
“esta 6 de la otra manera, que es lo que c?%st:tuye
su forma 6 su figura , y se llama figurabilidad,
&c. &c.3 y tambien la de poder ser mayor 6 me-_
nor, que se llama can#idad ; de manera que can-
tidad es todo lo que puede aumentar 6 disminuirs
/7 La cantidad se divide en discreta y continuas
discreta es aquelld cuyas partes no tienen minguna
trabazon ni enlace , como un monton de pesos du-
ros; y continua es aquella cuyas partes estdn unidas
entre sf, como las partes de plata que ¢componen
un duro. La cantidad forma el objeto de las Ma~
temdticas 5 de manera que entendemos por Mate=
mdticas las ciencias que tratan de averiguar las
relaciones y propiedades de la cantidad. Como esta
s6lo es susceptible de aumento 6 diminucion , las
Matemdticas s6lo podrdn espresar, componer y des-
componer las cantidadesy y cuando se ejecuta cual-
quieta de estas operaciones, se dice que se calcula.
Las Matemdticas se dividen en puras 'y mis-
tas; se llaman puras las que tratan de la cantidad
con la mayor abstraccionyy mistas son las que con-
sideran la cantidad en alguna de las propiedades
de los cuerpos. Los ramos de las Matemdticas pu=
ras son dos: uno que trata de la cantidad discreta,
que se llama Aritmética universal , que se divide
en dritmética propiamente dicha y en Algebra s y
otro que trata de la cantidad continua 6 de la
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.x estension, que se llama Geometria. Los tratados de

las Matemdticas mistas son tantos. como. propie-
dades tienen los cuerposs y aun una misma pro-
piedad da orfjen d diferentes tratados. Por ejemplo:
el movimiento considerado en los cuerpos terres-
tres sélides, da orljhn 4 la Dindmicay consideradoy
en los liquidos, orijina la Hidrodindmica 01Hi-‘-“
drdulica 5 considerado en los cuerpos celestes, ori-
jina la Astronom:’a &e. &e. &e.

Estas nociones estudiadas con. buen método,
son suficientes para pndﬂ'r comprender todos 105
conocimientos qun vamos 4 esponer.

e el el el el

Nombre., figura y valor de algunas letras griegas,
de que harémos uso en adelante.

Nombre. Figura. Valor.
©Alfa - i a
Beta 0 '}
Gama Ty g

i Delta . A D .
‘_Tzeta 8 1z

. Lambda’ ¢ By 1

P ; .z, I1 ps B
x b.,-’ ’ A
Falis 1o babites wiegR

e
o~
3

N 1 DL R0
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ARITMETICA:

Nociones preliminares., numeracion , division y sub- “.
division de las unidades de pesos iy medidas. s |

1 Se llama wnidad cualquier cantidad que se i
ehje ¢toma para que sirva de término de compara-
cion ¢ medida respecto~dé todas las de su especie.
V.g.en ona canngad de dinero espresada en reales,
sirve el real de unidad ; espresada en duros, sirve
el duro , &ec. i
El agregsdo 6 conjnnto de varias unidades forma .
lo que se llama mimero. O de otro modo: cuando -
comparamos una cantidad ide dinero con un duro
(6 real, &ec.) con el fin de averiguar los duros (¢ rea=
les , &e. ) que hay , el resultado de esta comparacion
se. llama niimero. Asf, cuzndo despues de haberlos
contado decimos que hay tantos duros (6 reales) , lg
palabra tantos es el nimero: + o
Y se llama Aritmética la ciencia que trata de aua-
riguar las relaciones y propiedades de la cantidad es-
presada. por niimeros.
2 La gritmética sdlo puede hacer con los nume-
ros las tres operaciones de espresarlos , componerlos
y descompmerfouLaparte que trata de espresar: les
mimebs , se llama numeracion. Esta puede sg
blada, y puede ser escrita ; la numeracion h#h
eonmste en espresar.con palabms las d;ferentes O
leceiones de unidades. AT
'3 Rara darla 4 conocer Whservarémos que cuali-- ol |
quier objeto que nos presenta la naturaleza., €8 en s
lo que llamamos uno; esto supuesto, el agregado de
uno y uno, se espresa con la palabra dos,y por.lo -
tanto dos equwale duno y uno; para espresar el com-+
junto de dos y uno , se usa de la palabra ires; tres:
Yy uno se espresa con la palabra cuatro; cuatro y unb
con la palabra cinco; cinco y uno con la paiabm seis;
1 A
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geis y uno con la palabra siet¢ ; siete y uno con la pa-
labra ocho; ocho y uno con la palabra nueve; nueve
y uno con la palabra diez.

4 Abora se toma esta coleccion deé diez unidades
por una nueva unidad, que se llama unidad de de-
cena , y se continia contando por decenas y unida-
des, diciendo: diez iy uno, diez y dos, &c. 3 mds por
vna irregularidad del lenguaje’; en vez de diex y wuno
se dice once ; en vez de diez v dos se dice:doce 5 en
vez de diez ty tres se dice trece; en vez de diez y
cuatro se dice catorcey en vez de diez y cinco se
dice quince ; y despues se contintda regularmente diez
v seis , diez y siete, diez 'y ocho, diez.y nueves |y
para espresar dos dieces ¢ decenas se usa de la pala-
bra veinte, y se continda diciendo: veintiuno ; vein+
tidos , veintiires,... veintinueve ; y para espresar, ires
dieces 6 decenas (y en general cualquier coleccion de
decenas) se modifica la palabra tres (6 cnatra, cin-
co, &e.) que las espresa, con la terminacion enta, y
se dice treinta; despues se continta: treinta y uno,
treinta iy dos, treinta 'y Ires,... treinta y nuevey eigs
tro dieces 6 cuarenta , cuarenta '’y uno , cuarenla y
d0s,... cuarenta y nueve; cincuenta, cincuenta y uno...
cincuenta 'y nueve; sesenta , sesenta y uno..,. Sesenia
¥ nueve ; setenta, setentq y uno,... setenta 'y nueve;
ochenta , ochenta y uno,... ochenta 'y nueve ; noventa,
noventa y uno,... noventa 'y nugve; diez dieces 6 de=
cenas , que se gepresdn con la palabra eiento.:

5 Esta coleccion de diez decenas se toma por una

nueva unidad , que se llama: centena , y se continia

" contando por centenas, decenas y unidades ; diciens

do ciento , ciento vy uno,... ciento y diezy... ciento
‘cincuenta y seis,... dosciehtos,... doscientos ochenta y
‘cuatro,... trescientos,... cuatrocientos,... quinientos,..
‘geiscientos ,... setecientos ;... ochiocientos.... néveciens=
108 ,... novecientos noventa y nueve. Afiadiendo uno
tendrémos diez elentos , que se espresa con' la pala-
bra mil; se toma por una nueva unidad , que se lla-
ama millar, y se contintia contando por millares, cen-
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ARITMETICA.

tenas, decenas y unidades, hasta tener un millar de
millares o que se llama millon; este se vuelve 4 to-
mar por unidad , y se continda contando por millo-
nes, centenas de millar , decenas de millar , milla-
res, centenas , decenas y unidades , hasta tener un
millon de millones , que se llama billon. Despues se
continiia contando hasta un millon de billones , que
se llama #rillon ; y asi sucesivamente cuadrillon, qui-
llon , sestillon ; &c. &e.; de modo que sélo con las
trece palabras uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, sie
te , ocho, nueve, diez, ciento, mil y la millon modifi-
cada, se pueden espresar todos los niimeros de que
puede necesitar el hombre. 2222+ /2 '

6 La numeracion escrita consiste en espresar to-
dos estos niimeros con pocos signos, que se llaman
cifras, guarismos O caractéres. La que nosotros va-
mos 4 ésplicar consta de los diez guarismos siguientes

SR Dt iiigr JORZINEING N @ i S o

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueye , ceroy

y cada uno espresa la palabra que tiene debajo; ad-
virtiendo que el cardeter o significa la idea que tene-
mos de la nada, y sdlo sirve para ccupar en los nime-
vos el lugar en-donde falte alguna especie de unidades.
7 Para espresar con estas diez cifras todos los nids
meros posibles, se considerard cada una de ellus con
dos valores: uno absoluto, que es el que le acabamos
de fijar; y otro,; relativo al lugar que ocupa conlan-
do de derecha d'izquierda. Asiy el guarismo. 4 v. ge
siempre espresard cuatro cosas; pero si-estd en el pris
mer lugar de derecha 4 izquierda, serdn cuatro unis
dades; si estd en el segundo cnatro decenas, &e., -
8 En general , él primer lugar, contando de de-
recha & izquierda, estd destinado para las unidades;
el segundo para las decenas; el tercero para las cens
tenas ; el cuarto para los millares; el quinto para
las decenas de millar ; el sesto para las centenas de
millar; el séptimo para los millones; el octavo pura
las decenas de millon; el noveno para las centenas de
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millon ; el décimo para los millares de millony el
undécimo para las decenas de millar de millen ; el
duodécimo para las centenas de millar de millony el
décimotercero para los billones ; el décimocuarto. pa«
ra las decenas de billon; el décimoquinto ‘para lus
centenas de billon ; el décimosesto para los millares
de billon; el décimoséptimo para las decenas de mi-
Uar de billon; el décimooetavo para las centenas de
millar de billon ; el dévimonono para los trillones;
v asi sucesivamente; el vigésimoquinto para los cuas
drillones.... el trigésimoprimo para los quillones, &e.

9 Isto supuesto, para escribir los nimeros, se
seguiran las reglas de una rigorosa iraduceion; esto
es, se colocardn sucesivamente los guarismos gue és-
presen el miniero de unidades de cada drden, los unos
al lado de los otros, principiando por la izquierda;
teniendo bien presente la sucesion de estos drdenes
para no omitir ninguno, y ocupando_con ceros los lu-
gares de los drdenes de unidades que puedan faltar.

1o La razon de empezar 4 escribir por la izquier-
da, es que la unidad de especie superior es la ‘que
estd mas 4 la izquierda, y cuando enunciamos un nd-
mero , principiamos por la especie superior,

11 Asf, si quiero escribir el nimero cincuentay
siete mil , seiscientos 1y tres; lo primero escribiré la
palabra cincuenta, que equivale (4) 4 cinco decenas;
por consiguiente , pondré en primer lugarun 5, que
para que sean decenas debe seguir (8) 4 s derecha

‘otro guarismo , el cual ha de ser el que esprese las

unidades'; y como despues de cincuenta sigue la pa-
labra siete, infiero que déspues del 5 debo poner un
7 y tendré 57, con lo que festdn escritas las palabras
cincuenta y siete. Ahora sigue la palabra mil, lo que
me indica que para que el 57 esprese millares , fal-
tan aun tres cifras (8); y como la primera que debe
seguir es la que esprese las centenasy y en el md-
mero dice seiscientos y escribiré el guarismo 6 para
espresarlas , y tendré 576. Despues debe seguir el

guarismo que esprese las decenas; y como el nimes

v
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to dado no-las tiene (pues no hay en ¢él las palabras
diex yoveinte:, treinta ... noventa , que las espresan),
pondré.o y tendré 5760. Aun faltan las unidades; y
como en el ndmero propuesto dice tres , escribiré el
guarismo 3 despues del o y tendré 57603, que es-
presa el nimero que se queria.

12 Con la misma facilidad se escribird cualquier
otro nimero , aunque sea mas complicado. V. g. si
quiero escribir el ndmero ocho mil quinientos sesen-
ta y tres millones , doscientos cuarenta 'y seis mil; lo
primero escribiré por lo dicho dntes 8563, con lo que
téndré escritas las palabras ocho mil quinientos se-
senta v tres. Gomo despues sigue la palabra millo-
nes , me da 4 conocor que faltan aun seis cifras (8),
y la primera que debe seguir es la que esprese las
centenas de millar ;. 3 como el nimero dice (dntes de
la palabra mil) doscientos, el primer guarismo que
debo poner es el 2, y tendré 85632, Ahora han de
seguir las decenas de millar; y como dice cuarenta,
tendré que poner el 4 y me resultard 856324. Des-
pues siguen los millares; y como dice seis, pondré
el guarismo 6 y tendré 8563246. Despues deberdn
seguir las centenas, decenas y unidades que haya en
el niimero propuesto ; y como despues de las pala-
bras seis mil no sigue nada, pondré tres ceros y ten=
dré 8563246000, que espresa el nimero dado. Hé aquf
varios ejemplos para que se ejerciten los prinpiantes.

1.2 El niimero trescientos cuarenta se escribe 340,
4 2.° El ndmero siete mil cincuenta y ocho se es=
cribe 7o358. b

3.2 El'mimero noventa mil seiscientos diez se es=

cribe gobro. ! -
o . . . . &

4.° Doce millones., treinta y oche mil seteéien-
tos cuatro se escribe 12038704, i X

5.° Quinientos tres mil millones y noventa se es-
cribe 503009000096 2
By Para leer un niimero cuando estd eserito, sé
observard el lugar que ocupa cada guarismo y la es-
pecie de unidades que espresa , y se pronuncia la pa~
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labra’ correspondiente d cadu uno. Estoles ficil ) si
el nimero tiene pocos guarismos; pero.si'es-compli
cado se divide en poreiones de seis guarismos, empe-
zando por la derecha; en la primera separacion se
pone un 1,\bien sea por T partede arriba ¢ bien por la
de abt.{jﬂ; en la segunda un 25 en la tercera:un!y, &e.;
despues se divide cada porcion de seis guarismos en
dos de tres con una coma; 'y se empiexa leyendo por
la izquierda , pronunciando mil donde se-encuentre
una coma., 'y donde se halle un 1, un 2,un-35 &e.
millon, billon, trillon , &e. , v luego al fin se pro-
nuncia unidades. Ejecutando esto con el mimero
468321§72f:574902j154!300§07
tendré 468,3213572,0572002,1541300,80?

que se lee: cuatrocientos sesenta vy ocho mil., tres-
cientos veintiun trillones , quinientos setenta y dos
mil cincuenta 'y siete billones, dos mil ciento cin-
cuenta y cuatro millones y trescientos mil echocientas
v siete unidades.

14 Ahora, si d un nimero cualquiera se le pone
un cero 4 la derecha, sé' le hace diez weces mayor;
porque su tiltimo guarismo que dntes espresaba unida-
des, ahora espresa decenas; las decenas, centenas, &e.

~del primitivo, se habrdn hecho tambien diez veces

wayores ; luego habiéndose hecho cada parte diez ve-
ces mayor , lo habrd quedado el todo (intr. ax. 3.9
Del mismo miodo se dewostraria que afiadiendo:dos
ceros , se hace el mimero cien:veees mayor, &fe.
15 Los mimeros se dividen en abstracétos 'y com=
cretos ; se laman abstractos los: ‘que no determinan

- da especie de unidades , como cinco , veintey y-to=
~ dos los que hemos considerado.dutes; y concretos.son

los que la determinan, como einco kombres, sels man=
zanas, e,

Los numerns concretos se subdividen en ;hama_wfa-
neos y heterojéneos; se llaman homqéneos los que:es-
presan unidades de una misma especiggrcomo 5.

])res, 60 hombres, &c.; y heterojé Imvgn&.w\
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refieren. d diferentes unidades , como 20 hombres,
80 manzanas , &c.

El nimero se llama dijito 6 simple , cuando se es-
eribe con un solo guarismo ; y compuesto, cuando
se escribe con mas.

Ademas, el nimero se divide en entero, quebra-
do , misto , fraccionario y quebrado de quebrado. En-
tero es el que se compone exactamente de unidades,
como todos los considerados hqsta aqui; quebrado el
que espresa partes de la unidagl, como tr es cuartos,
dos quintos, &Fe.; misto el qu se compone de ente-
ro y quebrado , como cuatro y'#tedio ; fraccionario es
aquel en que, contando por partes de la unidad , se
llega d tener una unidad ¢ mas de una unidad, como
tres tercios , cinco tercios; y por iltimo, quebrado
de quebrado es el que espresa partes de partes de la
unidad ; como los tres cuartos de dos quintos , &Fe.3—

16 En los pesos y medidas espaiiolas se observa
la ley siguiente.

Las medidas de longitud se refieren al pie; este
se divide en 16 dedos, y el dedo en milad , cuar-
ta, ochava, vy diez y seisava parte; tambien se di-
vide en 12 pulgadas , y la pulgada en 12 lineas.

La vara se eompone de tres pies, y la Iegua de
20000 pies.

/17 La primera de las medidas agrarias es el es-
tadal cuadrado , que- es un cuadro de 4 varas, ¢ 12
pies de largo y otro tanto de ancho. Despues sigue
la aranzada,, que se compone de 2o estadales en cua-
dro; y luego la funega de tierra, que se compone
de 24 estadales en cuadro. La fanega de tierra se-di-
‘vide en 12/ celemines, y el celemin en 4 cuartillos.
18 Para!los granos , la sal'y demas eesas secas,
la unidad de especie superior es el cahiz, que se
compone de 12 fanegas, y la fanega de 12 celemi-
nes ; tambien se divide la fanega en 2 medias fahﬂ-
gas' y en 4 cuartillas.

19 Para los liquidos, escepto el aceite , se ‘asa &

de la eantam.d arroba , que se divide en 2 medias

. ¥ :
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cdntaras; la media cdntara en 2 cuartillasy laeuar-
tilla en 2 azumbres; la azambre en 2 medias: azum-
bres ; la media azumbre en 2 cuartillosy el cunartillo
en 2 medios cuartillos ; 3 el medio cuamllo €n 2 ¢os
pas ; de modo que la cdntara tiene g2 cuartillos. El
moyo se compone de 16 cdntaras,

Esceptuamos el aceite, porque sus medidas estdn
arregladas al peso; y asf se usa de la arroba , media
arvoba ., cuartilla 6 cuarto de arroba, libra, media
libra , cuarteron 6 panilla ., vy de la media panilla.

20  Para las cesas que se venden al peso, la uni-
dad de especie superior es el quintal , que se com=
pone de 4 arrobas; la arroba de 25 libras; la libra
de 16 onzas; la onza de 16 adarmes ; el adarme de
3 tomines, y el tomin de 12 granos, La libra se di-
vide en 2 medias ltbras, en 4 cuarterones; y en-8
medios cuarterones ; la onza en 2 medias enzas , en
4 cuartas y en 8 ochavas 6 dracmas; la libra se di-
vide tambien en 2 marcos, y el marco en 8 onzus.

21 En la moneda la unidad deé._especie superior
es el doblon , que se compone de 4 pesos; el peso de
15 reales , y el real de 34 maravedises.

22 En el tiempo se observa la siguiente division:
el siglo se compone de 100 aflos; el aflo de12 me--
ses, 6 de 365 diuas y algo mas; el mes de 28 > 3%
6 31 dias; el dia de’24 horas; la hora:de 60 minu-
#ps 3 el minuto de 6o aegundos &e. Wi 1)

De la operacion de sumar ¢ d'e la adicion. . o

. 23 Aunque es verdad que dado un mimero sélo
* e le podrd hacer mayor ¢ menor , los diferentes mo-
- ‘dﬂﬁ?&a.&ay de aumentar 6. disminuir' los nimeros,

* eonducen d seis operaciones, que son : sumar y ress
tar , multiplicar , dividir, elevar d powwms ¥ €ss
graer raices. - i i w8

Sumar es reunir en un solo mimero, el mlor»
dos 6 mas: homojéneos s la opetacion por medio de. 1&
-cual se t,_;euuta esto , se llama admwrg‘, los ndmeros:
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_ que se dan para sumar, sumandos; y lo.que resulta

de la operacion, suma. Los sumandos_ han de_ser‘ ho-
mojéneos, porque un nimero de hombres, por ejem=
plo, no.,puede aumentar uno de caballos &e.

.. Se indica esta operacion poniendo entre los su-
mandos este signo -+, que se lee mas. Asi, la espre-
sion, 53 se lee: cinco mas tres; y para indicar que
despues de hecha esta suma resulta 8, se pone el sig-
10 =, que se lee igual; de manera gue la espresion
5+3=8, se lee: cinco mas tres. igual ocho.
‘24, Para poder sumar es necesaaio saber perfec- -
tamente lo que componen juntos de dos en dos , los
miimeros dijitos , cuyas sumas son las contenidas en
la siguiente :
Tabla para sumar.

(1.y 1 son . 2 2.y 2.son 4|3y 3 son 6]
'Y Zeeeens 3 4182 g 51.3 Y daveees =
slhiB s tesin 4 o2 Fordathaes 6 |ug s Goavdis 8
1Y chossene 5 20Y Gronene 703 Y Guiee 9y
i e vt Odriziy o6 G dugtiyig ok 10
1y 6w Fali2 N Bhvevedy9u4:8 470 Biacvs 11
LY Zeowes o8 |2 yuBhiiis 10 3.5 Quenvas 12
iGN g AR 9} 2 Y Gateees 11
L.y 9..:... 10
4y 480 8|5y 5soni10|6y6sonizif
A4 ¥ 5 (7N T A PPNl O N 8 B, SRR 13,4,
A R 10:} 5 Yo Troreve H8- | 6, ¥ Giovades Tl
T st 3 do5 ¥ Buvcssa 13| 6. ¥ Quinle 15
ey 8B 12 15 Qraviar 14 : I,JJ
4}‘9 """ 13 7 3
7y 7 s0n 14]8 y 8 son 16
1 A S 15 18 ¥ 9. 17 . 4k
T Y Qidivaud 1619 ¥ Qeusess 18 e

‘25 Sabida la tabla, se saben sumar de memoria
todos dus' niimeros dfjitos; y g:ara suwmar un mimerd-

h3 63 H 1 2 b5 ek o
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fo _ ARITMETICA,
compuestor con un - dijito, se aiadird eldfj;"ro @ las
unidades''del compuesto, y se pronunciard el todoy
si de la'suma del dfjito con las unidades del com=
puesto resulta alguna decena, se pronuncia en la-su=
ma la decena inmediatamente mayor d'la que lleve
el compuesto. V. g. 25 y 4 (diciendo: 5y 4 son'g)
son 294 27 y 8 (diciendo 7'y 8 son 15) son 35, &e.-

26 Entendido esto, para sumar toda clase de nli-
meros enteros resolverémos el siguiente

Problema. ' Sumar mimeros enteros.”

Resolucion. ' Coldquense ‘todos los sumandos & los
unos debajo de los otros',' de médo’ que se correspon-
dan unidades debajo de unidades . decenas deba_;o
de decenas, &Fc.; tirese despues una raya ; empiéeese
d sumar por la columna de las unidades , v siimense
todas las de los sumandos : esta suma se compondrd
d de unidades solas , 6 de decenas Tsolas ,; 6 de dece-
nas'y unidades ; si se compone sdlo de unidades | se

" poiie debajo de Ia iraya el guarisino que las espresa,

de modo que §e cbrresponda con las unidades de los
sumandos 3 st se-compone sdlo de decenas -, se pondra@
o bebajo de las unidades de los sumandosy ¥ las de-
cenas se guardardn para sumarlas con las de la co-
lumna siguiente; si hay decenas y unidades, se co-
locan las “unidades debajo de las unidades, y'se guar-
dan las decenas para sumarlas con las de la colum-
ne inmedidta. Despues se suma la columna de las
decenas , teniendo cuidado de sumar con el primer
guarismo las que resultaron de la suma de las uni-
dades : esta suma de decenas se compondrd 4 de de-
cenas solamente , d sélo de centenas, ¢ de cenienas'y
decenas ; si sdin contiene decenas , se pone -debajo de
la columna de las decenas el guarismo que las espre-
sa; si tiene solamente. centenas, se pone o debajo de
las decenas, vy se guardafi las centenas que resulten
para sumarlas con las.de los' sumandos ; si contiene

.centenas ' decenas , se colocan-las decenas debajo. de

las decenas , 'y las centenas se guardan para. sumar-
las con las de la columna de la zzquserda. Luego, se

&Y R ¥ \ t -
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ARITMETICA. 1t
pasa & sumar las centenas , teniendo cuidado' de afia-
dir al primer guarismo las que se llevaban de la su<
ma de las decenas ; 'y si''en la suma de las céntenas
hay millares 5 se guardan para sumarlos con los: de
la columna inmediata’y y asi se contintia hasta e
gar @ la iltima columna de la izquierda , de‘cuya
suma si resulta alguna 6 algunas umdades de espe-
cie superior , se ponen G la izquierda ‘del 'guarismo
tltimamente puesto ; y el mimero que resulta. debajo Lty
de la raya es la suma pedida.

Ejemplo. - 8i quiero sumar los nimeros 3572, 696,
57 y 709, los pondré los unos debajo de los otros, de
modo que se correspondan’ unidades debajo de uni-
dades , decenas deba_]o de decenas , &c., tlraré des~
pues una raya en esta forma:

Bmpiezo 4 sumar por'las unidades, y 3572
digo.: 'z unidades y 6 son 8, y 7 son 15, 696

Yy 9 son 245 en 24 , que son unidades, ' ‘57
hay 2 decenas y 4 unidades; coloco las 4 ' 709
unidades ‘debajo de la eolumna de las uni- -
dades, 'y guardo las 2 decenas para su< 5034
marlas con las de la columna siguiente, en -
que digo: 7 decenas, y 2 que llevaba dé'la suma de
las unidades, son 9 decenas, y ¢ son 18,y 5 son
23,y O son =3 en 23, ‘qué son decenas, ‘hay tres
decenas y 2 centenas; por lo cual pongo un 3 de-
bajo de las decenas, y guardo las 2 centenas para su-
marlas con las de la columna inmediata, diciendo:
"5 centenas, y 2 que llevaba, son 7 centenas, y 6
son'13,'y 7 son 20; en 20, que son centenas, hay
2 millates justos y mnguna centena, por lo'que pon-
go o debajo de las centenas , y guardo los 2 millares
para la columna inmediata, en que digo: 3 y 2 que -
llevaba son 5, que pongo deha;u de los millares ; y
€Omo ya no hay ‘mas guarlamos, digo que la suma de
los minieros propuestos es cinco mil tremta*y cuatro.

Escolio. Al sumar cada columna no se necesita ic
repmeudo si som anidades , decenas, &c.; pues como
+ por el sistema de | numeracmn cada diez unidades com-
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12 ARIVTMETICA.
ponen una de especie superior, se suman los guaris-
mos de cada columna como si sdlo espresasen unida-
des, y despues de colocar debajo de la columna que
se suma, las unidades sencillas que resulten, se lle=
van para la columna inmediata tantas unidades: como
decenas resultaron en la suma de la columna anterior.
27 Como el problema consta de resolucion. y de-
mostracion , y hasta ahora sélo hemos dado. la reso-
lucion , nos falta la segunda parte que es la )
Demostracion. La colocacion de los snmandos es
por comodidad ; el tirar la raya es por claridad ,es-
to-es, para que no se confunda la suma con les su-~
mandos ; toda do demas estd reducida 4 que en el nd=»
mero de debajo de la raya estin tod4s las wnidades,
decenas, centenas, &c., esto es, todas las partes de
los sumandos ;. y como lo que se hace con las, partes
(intr. ax. 3.°) queda hecho con el tode, se infiere
que el mimero que estd debajo de la raya es.la su-
ma de todos los sumandos, que era lo que debia ha-
cer.y demostrar , que se espresa: L. Q. D. H.y D.
Ese. Si fuesen muchos los sumaudos, se, podrian
hacer varias sumas de 4 seis ¥ ocho sumandes ca-
da upa, y'luego se sumarian estas sumas ;. pero s
mejor acostumbrarse d hacer siempre la operacion de
uny vez), como se ve en los siguientes ejemplos.

E 2t . 3.0. ‘ £° 5.0
4733 1o, 45638 000149073 oot 136286,
87412 ., ~ 7946 35486 . ©...573%, -
12929 .. 369204 359864 . . 93468,
379408 70803 _6333g 174253
- 974932 . von- 75346
b7 67969, .. B335 #8739
Wi T 2 Liai =1 5403045 50384 6
7537 47210, 724836 38497
96425 204562 97537 98704
1?524 38930 1 38791 21;46 .
2973 2367301 V. 1511889 i g
124109 . Y80, G 14496&
t
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ARITMETICA, 13

De Ia opemezan de restar ¢ de la sustmccwn. ..'

“'28 "La primera operacion de disminuir es la de
restar, que es averiguar la diferencia entre dos mi=
MEFOs hfimo]éneo.s 3 la operacion pormedio de la cual
ge ejecuta esto, se llama sustraceion ;' el ndmero de
que se ha de restar, minuendo; el que se resta’, sus=
traendo’; 'y lo que resulta de la operacmn, se llama
réstas, esceso 0 diferencia. ob
' El'minuendo y sustraendo deben ser homo_]éneos
por razones andlogas & las dichas (23).
8e ¢onoce el minuendo en que lleva siempre an<
tepueSta la' preposicion de j y para- indicar una ope-
racion ‘Je restar'se eseribe el minuvendo, despues’este
signo -, que se lee mdnos, y-luegoel sustraendg que
es*el otre ndmero; y'para indicar el ‘resultado se-po-
ne el signo = A#f, la espresiod p-~4=3, quiere de<
cir; que despues de quitar 4 dely g{sedmz 3,y se lee'
,33#& ‘rénns CHM}"O zguai tres.. ' "
29 Entendido esto, pasemos’ 4 resolver el s:guiente'
Problema. ' ' Restar nimeros enieros. usige:
Res, Coldquese el sustraendo debajo del minuen=
do,'de modo que se correspondam unidades debajo de
umdadev decénas debajo de decenas , &Fe.; tivese des-
pues una raya de‘bajo del susrméndo véase las unis
dades: que Jaltan d las’ del sustr aendo para que tenga
las mismas que el minuendo, y las que le falten: se
ponen d‘ebajo de ln raya en-la columna de las unida
des 5 ejeciitese lo mismo con las deeenas , centenasy
millares , Ec.y 'y el nilmero que mlga debajo de Ia
raya serd la resta. £
-~ Ejemp. Side 47835 quiero restar 23512} veréque
el ndmero que lleva la preposicion de es el 478353
por consiguiente este es el minuendo, y por lo mxs-
mo colocaré el sustraendo 23512 dehaJo
de él, como aquf se ve: 47835 i
Y despues de tirada la raya, diré: de 23519}
2 unidades 4 5 unidades van 3, que pon- ——’,
g0 debajo de la raya en la colamna de las 24’35@-1'
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unidades ; de 1 decena 4 3 van 2, que pongo de-
bajo'de 12 raya en la columna de 'las ‘decenas; de 5
centenas 4 8 van 3, que pongo debajo; de 3 mll!a__res
4.7 van 4, que pongo debajo; de 2 decenas de millar.
4 4 van 2z, que pongo debajo de su columna corres-
p[}lldlente., y tendré que la diferencia entre los, dos
ntimeres propuestos! es 24323. )

Dem. Elcolocar el sustraendo, dehajo del minuen~
do es por comodidad, y el tirar la. raya por clari~
dad ; todas las demas reglas se reducen d4iqueipor
ellas encontramos la diferencia entre las unidades-de
los-dos niimeros propuestos , la dé las deeenas, la de
las centenas ; &e., esto es, que hallamos la diferen~
cia de todas laa partes de los mimeros dados; y como,
todas estas diferéncias lashemos ido colocando las unas
al lado de las otras en sus lugares currespondienteé,
resulta que su conjunto formard \(intr, ax. 2.%) ia dl-
ferencia- total. L. Q. D. H.yD.
30 Al ejecutar las restas parciales no se necemta

repetir si'son unidades , decenas, &c. , sino hacer
siempre la resta como si fuesen, nnidad_es sencillas.
V. g. si quiero restar 47305 de 58639, los ‘|
colucaré como aqui se presenta: 58630,
.Y despues de tirada la raya diré: de 5 47305
4 g van 4, que pongo debajo; de o d 3 van =————
3sde gd 6.van 3;de 7 4 8. va 1,y de 4 1,1334
d.50va 13 y colocando estas diferencias en
sus, lugares respectivos , digo que la dilerencm total
€8 11334.

131 Enla operacion de restar. sucede con frecagm-
cia que algunos guarismos del minuendo sean ine-
nores  que los correspondientes del sustraendeo. En
este casu se loma unw unidad del guanomo mmedmlo
de la izquierda del minuendo, la cual como vale diez
respecto del guarismo que se considera, se le afiaden
4 este, y de su suma se resta el guarismo dellsus-
traendo ; y cuando se pasa 4 restar el otro, se consi-
dera-el guarismo del minuendo con una. umdad mé-
nos 3 pero es mas andlogo con el modo de proceder en

.
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ARITMETICA. S

las demas opéraciones , dejar los guarismos del mi-
nuendo como:lo que sean ; y afladir upa unidad al
correspondiente del sustraendo. V. g. si quiere hailar
la diferencia entre 58276 y 23848 , los-co-:
locaré 'como he'dicho (29) y aqui-se ve: . 58276

Y despues de tirada la raya diré: de 8 123848
46 no puede ser , es decir, que al 8 nole e
faltan ningunas unidades para convertirse .. 34428
en 64 é-que no poedo quitar 8 al querno .
tiene: mas ‘de+6 ; por lo mismo. tomo una unidad del
guarismo inmediato 7, que como vale 10 respecto de
las del 6, las sumo.y tengo 16, de cuyasumaya pue-
do restar el 8 diciendo: de 8 4 16 van 8 que pongo
debajo 5 ahora podria considerar el 7 como 6, por-ha-
berle quitado una unidad, y degirde 4 4 6.van 2;
peroes mejor-acostumbrarse 4 afiadir dicha unidad al
guarismo del-sustraendo; y asi, diré: 4y 1-que-le-
vo som 5, de 5:4 7 van 2 quecoloco debajo; paso 4 la
columna inmediata y digo: de 8 4 2 no puede ser; to-
maré ona unidad del guarismo inmediato, y hallaré
que de 8 4 12 van 4, que pongo debajo, y llevo 13
3 y 1'que llevo son 4, de 44 § van 4 querpongo, y
no llevo nada; de 2 € 5 van 3 que pongo debajo, y
resulta la diferencia 34428.

32 - Tambien suele ocurrir en esta operacion el que
el minuendo termine en ceros ;6 que tenga ceros entre
sus guarismos significativos 5 en cuyo caso se deja el
minuendo comb lo que es, y se -aiade una unidad al
guarismo del sustraendo y siempre que para restar el
anterior, se haya tenido que tomar unidad auxiliar.
V. g.'si.de 370480000 quiero restar 35729486, los
colocaré como aquf se ve: ; | g s

Y despues de tirada la raya diré: 70480060
de 6 4 10 van 4,y de‘10 llevo 15 25720486
8y rson gsdi10 va1,y detolles w—mm
VO TI51y480n5,410van 5, ylle- 334750514
VO I;F y gson 10,4 10 va cero, y E
levo 15 1 y 2+son 3,4 8 van 3, ¥ no llevo nada; de
7d1gvang,yllevor; 1y gson6,d1ovangyy
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16 ARITMETICA.
ilevo' 1’5 vy 3son 4, i pvan. 3,y no levonada; y
comio del:3°que queda 4 laizquierda no tel}go nnda
que vestar', de pongo deba_]u i )

33 La-razen'de estasprdctica;, contrayendonos al
primer ejemplo , es que para poder restar el 8 tuve
que tomar'una unidad avxiliar del 7; de donde sé in-
fiere que al restar el 4 nose debe considerar al 7:mas
que cymo 6; ;pero si-dejo al 7 como lo que es, y, cuan-
do voy 4 restar el:4 tengo cuidado de ™ q-”%zuna
mas y resultasque coalquier pricticaces! lgualmfmte
seguray aunque la segunda es. preferible. i -

Otros ejemplos de .sustraceion. :

] I,..O O omng@ 3 '.3.,9, ' ; 4-’_0 .. ) 50
3571042 | 4268013 1350304 1112570842 13304005
»683-47.5- 586435 534—258 643576 21863957

283;7567 3681578 0?66046 192 7266 2'34;3048
De la muﬁrzphcacmn

34 © La segunda operacion de aumentar ‘es; la de

multiplicar. Esta es el caso,particular de la'suma en

que todos los sumandos son iguales; y asf, se dice
que multiplicar es fomar un nimero tantas veces como
unidades tiene otro. La operacion se llama multipli-
cacion; el ndmero que se ha de tomar, se llama mul-
tiplicando 5 aquel que con sus unidades espresa las
veces que se ha de tomar el maltiplicando, se lla-
ma multiplicador 5 y lo que resulta de la operacion
se llama producto ; el multiplicando y multiplicador

. juntos, se llaman faetwes del producto.:

- La operacion de multiplicar se indica escribiendo

el multiplicando , despues: un: punto ¢ este signo X,

y luego el multlphcador, asi, 4.5 6 4x5 indica que
se ha de multiplicar el 4 por el 53 y para indicar
el resultado se usa tambien del signo =3 de manera

que 4.5==20, 6 4X5=20, espresa que el pradueto de
multiplicar 4 por 5 es 20,y se lee: 4 muliiplicada por
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~ ARITMETICA. 17
5 igual 20. Ocurre con mucha frecuencia el hacer ofi-
cios de maultiplicando ¢ de multiplicador , sumas ¢
restas indicadas; en este caso se encierran en un pa-
réntesis de este modo : (3-+1)X(7—2)=20;
que quiere decir que la suma de 3 con 1 que es 4,
se debe multiplicar por lo'que queda de restar 2 de
7 que es 5; y por eso hemos puesto elsproducto 20.
35 La definicion de la multiplicacion manifiesta
que el producto debe ser de la misma especie que
el multiplicando; y el multiplicador debe ser un ni-
mero abstracto, que sélo dice las veces que se ha de
tomar ¢ sumar el multiplicando. En algunas cues-
tiones conviene distinguir los factores; mds en el
producto no influye el que se truequen sus oficios,
como vamos 4 manifestar en el signiente
36 Teorema. El érden de los factores no aliera
el producto,
Esplicacion. 8i quiero multiplicar 5 por 4, voy
4 demostrar que el producto serd el mismo , ya mul~
tiplique el 5 por el 4, ¢ ya el 4 por el 5. %
" Dem. Pues que la multiplicacion es una suma
abreviada, tendré que sumando cuatro veces ¢l 5‘,
hallaré el producto que busco; pero si descompongo.
4 cada 5 en las cinco unidades de que consta, debe-
1€ sacar-el mismo resultado de sumar estas unidades
que de sumar los cuatro 5 & que equivalen; por lo
mismo , indicando y ejecutando la operacion como
aquf se ve: 4
Observo que el conjunto de  s5=1+1-+I1+1+1
unidades que estdn 4 la de-  F=T--I-rI--I-4I
recha del signo de ignaldad,  s=1-1-HI1-41+41"
equivalen 4 los cuatro 5 que = g==I--I-+I-1--I
estdn en columnaj pero estas
mismas unidades , sumadas, 20=g-+4+4+4+4
equivalen 4 los cinco 4 que -
hay debajo de la raya; luego si cuatro 5 equivalen 4 %,
cinco 4, serd cuatro veces un 5 igual cincp. veces un
45 y por lo mismo cuatro veces 5 es igual 4 &lgco ve-
ces 4 6 4x5=5X4, que era L, Q. D.D. "\
B Tl
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37 - Entendido esto, para poder ejeeutar una mul-
tiplicacion, es indispensable saber perfectamente los
productos que resultan de multiplicar entre sf los ni-
meros dfjitos, que son los contenides en la siguiente:

Tabla de los producéas_ de los niimeros dijitos.

-

1por'r €81 e por'alig 4| 3por3 son g
i1 por2il., 2! 2 ipoty L. 6 | 3 por 4...... 12
Tpor L L g e o A, 8 |3 pors 15
1'pot 4..... ‘4’| 2 por'5i.... 10 {i37por6...... 18
1 pOr 5..... 5| 2 por6..... 12|13 por 7i.li 21
¥ por'6l.i 6| 2z por 7..... 14 | 3 por B...... 24
1 por7..... 7 | 2 por 8..... 16 | 3 por g...... 27
1 por 8..... 8 | 2 por g..... 18
ppor'ty il 9
4 por 4s0n 16 | 5 por 5son'z5'| 6 por'6 son 36
Ilq. POT 5.4 20 | 5 por 6..... 30 |'6 por g ‘42
4 por b..... 24 | 5 por7..... 35| 6 por 8:.0.0. 48
4 por 7..... 28 | 5 por'8.ii.. 4o [ 16 pok 9. 54
4 por 8..... 32 | 5 porg..i.. 45 ik
4 por 9..... 36 : ;
g-por 7 son 49 | 8 por 3 son 64 | g por g son 81
7 por 8..... 56| 8 por g..... 72
{7 POT 9uaiin 63
I 10 por 10.,°80R . 100
s 10 POr 100.:sksees, 1000
10 por I000.uisss 10000
10 POr 1000Q.wss 100000 vt '
10 POr_1000Q0.sy 1000000, |+ «a 1

38 En la maltiplicacion pueden ocurrir tres ca-
sos: multiplicar un mimero dijito por otro dijito; un
compuesto por un dijite, 6 un dijito por un compues-
10; y un compuesto por otre compuesto, Para el prime-
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ARITMETICA. 19
ro basta saber la tabla' de memoria ; para el segundo
resolvéremos el siguiente

- 39 Problema: Multiplicar un 'W puesto
por un dijito: f

Res. Coldquese el dijito debajo de las unidades
del compuesto, y tirese una raya por la parte infe-
rior 5 multipliquese el guarismo de las unidades del
multiplicando, que es el compuesto, por el multipli-
cador .que es el dijito: si en este producto hay sélo
unidades:; se colocan debajo- de las de los factores:
st contiene sélo decenas, se pone.o'en el lugar de las
unidades , vy se guardan las decenas para afiadirlas
al producto de las decenas de la columna inmediata:
v si contiene decenas y unidades ., se ponen las uni-
dades debajo de las de los factores, y se guardan
las decenas para ariadirias al producto de las de-
cenas. Despues se multiplican las decenas del multi-
plicando por el mismo multiplicador ; d su producto
se aiiaden las que se llevaban del producto de las uni-
dades , iy se colocan las decenas gue resulten debajo
de las decenasy guardando las eentenas , si las hay,
para anadirlas al producto de las centenas de la co-
lumna inmediata. Luego, se multiplican por_el mis-
mo multiplicador las centenas del multiplicando, &
cuyo producto se aitaden las que se llevaban del pro=
ducto de las decenas; y asi se eontimia hasta que no
haya mas guarismos en el multiplicando. Si en el
witimo producto. hay algunas unidades de especie su-
perior que llevar, se colocan d la izquierda; y el nii-
mero que resulta debajo de'la raya es el producto

Ejemp. Si quiero multiplicar 453 por 6, 6 6 por
453 4 colocaré el 6 debajo de las umdades “del 453,
en esta forma:

Tiro debajo una raya, y empiezo 4 453
multiplicar diciendo: 3 por 6 son 18,
que son unidades; y como en 18 vnida- ;
des hay 1 decena y 8 unidades, coloco = 2718 |
el 8 debajo de las unidades de los facto-
res, y guardo la decena para aiadirla al produocto
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20 ARITMETICA.

de las decenas , y digo: 5 por 6 son 30,y 1 que lle-
vaba son 31, que son decenas; y como en 31 dece-
nas hay 3 centenas y 1 decena, coloco el 1 debajo de
las decenas, y guardo las 3 centenas para aiiadirlas
al producto de la colamna siguiente, en gue digo:
4 por 6 son 24, y 3 que llevaba son 27, que son
centenas; y como en 27 centenas hay 2 millares y 7
centenas , coloco las 7 centenas, y guardo los g mi-
llares para afiadirlos al producto de la columna si-
guiente; pero como ya no hay mas guarismos en el
multiplicando , coloco estos 2 millares 4 la izquier~
da del 7, y tengo que 453 multiplicado por 6 da
2718 por producto.

Dem. La colocacion de los factores es por como- .

didad , y la raya se tira para claridad. Todas las de-
mas reglas estin reducidas 4 multiplicar las unida-
des, las decenas, centenas , &c., esto es, todas las
partes del multiplicando por el multiplicador; y como
todos los productos parciales los hemos ido reunien-
do en uno solo, resulta que el ndmero que estd debajo
de la raya es el producto de todas las partes de que se
compone el multiplicando por el multiplicader; luego
(intr. ax. 3.°) serd el producto total. L. Q. D. H. y D.

40 Al hallar cada produocto no se necesita ir es=
presando la especie de unidades; de manera que en
la practlca bastan las palabras del siguiente e;emplo
8i quiero multiplicar 7263 por 8, colocaré los ni-
meros como he dicho y aqui se ve:
y despues de tirada la raya diré: 3 por 7-263 '
8 son 24, pongo el 4 y llevo 2; 6 por 8 8
son 48, y 2 que llevaba son 50, pongo ————
oy llevo 5; 2 por 8 son 16,y 5 que le- 58104
vaba son 21, pongo 1y llevo 2; 5.7 por 8
son 56, y 2 que llevaba son 58 , pongo el 8.y llevo
53 que como 1o hay mas guarismos en el multipli-
cando, coloco el 5 4 la izquierda del 8,y resulta que
el producto de 7263 por 8 es 58104.

41 Ahora observarémos que todo mimero multi-
plicado por la unidad, 6 la unidad multiplicada por
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ARITMETICA. 21
cualquier wiimero , da por producto el mismo nime-
ro 3y gue cero multiplicado por cualquier minero, 6
al contrario ., da cero por producto.

42 : Si atendemos al sistema de numeracion , ve-
rémos (14) que un nimero resulta multiplicado por
10, s6lo con afiadirle un o; se'le multiplica por 100,
con afadirle dos ceros, &e.; y en general, para mul-
tiplicar un'mimero por la unidad seguida de ceros,
se colocardn d la derecha de dicho mimero tanfos ce-
ros como acompanen d la unidad.

43 Deaqui se sigue que la multiplicacion de un
niimero cualqaiera por otro de un goarismo signifi-
cativo y ceros, se reduce 4 la de por uno dfjito; pa-
ra lo cual se multiplica el wimero compuesto por el
guarismo significativo, 'y al producio se le anaden
tantos ceros como le acompaiien.

En efectoy para multiplicar 537 por 400, indi-
caré la operacion de este modo: 537X400;
pero 400 es lo mismo que 4x100, loego poniendo en
vez de 400 este valor, la espresion anterior se con-
vertird en 537X4X100;
pero aquf tengo indicado que el producto de 537 por
4, que (40) es 2148, le.debo multiplicar por 100;
y como para maultiplicar por 100, basta sdlo afadir
dos ceros, resulta que si al 2148 le afiado dos ceros,
tendré que 214800 es el producto de 537 por 400.

Otros ejemplos de multiplicacion.
0 2.0 3.0 4.°
5787 93687 Bogozs3 14257839

3 7 6o 5000

I.

46296 669809 482445180 71289195000

44 Comprendido esto, pasemos al tercer caso que
esplicarémos en el siguiente

Problema. Multiplicar un mimero compuesto por
otro compuesto.,

Res. Tdmese por multiplicader el que tenga mé-
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22 ARITMETICA:
nos guarismas’y y. péngase debajo del -multiplicando,
que es el otro nimero, de modo que se-correspondan
en columna las unidades con las unidades y-las de=
cenas, con las decenas e,y tirese una raya ; mul-
tipliquese todo el multiplicando por las unidades: del
multiplicador (40), euyo producto se pondrd debajo
de la raya de modo que caigan las unidades ; de=
cenas , &Fe. debajo de las unidades, décenas ,&Fe. de
los jactures multipliguese despues todo el: muiuph-
cando por las decenas del muliiplicador 1y coldquese
este producto debajo del anterior, corriéndéle un lu-
gar hdcia la izquierda; luego, multipliquese todo el
multiplicando por el guarismo siguicnte del mudti-
plicador , y coloquese este- producto debajo dellans
tecedente , corriéndole tambien otro lugar hdcia la
izquierda ; 'y contimiese de este modo hasta: que . no
haya mas guarismos en el multiplicador. Dsspu.es se
tirard d.ebujo de estos productos parciales otra rayas
se sumardn todoes ellos , 'y la suma serd el producza
que. se pide,

Ejemp. Si quiero multiplicar 8237 pnr 516 to

maré por multiplicador el 536 y le colocaré. deha_lo
del multiplicando, en esta-forma:

Y despues de tirada la raya mul- 823? :
tiplicaré el 8237 por 6, éiré colocan- 536
do el producto debajo 'de Ia TEYA CO= | smesmggpn
mo en el caso dicho (40); despues paso . 49422
4 multiplicar todo el multiplicande . 24711
8237 por'el segundo guarismo del 41183
multiplicador que es el 2, y coloco s = ———
producto debajo del anterior, corrién- 441 5032
dole an lugar hicia la izquierda. Paso
despues 4 multiplicar todo el multiplicando por el
tercer guarismo del multiplicador , que es el 5, y
«coloco su producto debajo del anterior, corriéndale un
lugar hdcia la 1zqu1e-1da Tiro despues una raya, por-
«que ya no hay mas guarismos en el multiplicador ; su-
mo todos estos productos parciales, y tengo en la suma
4415032 el producto de lps dos nimeros propuestos.
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Dem.El tomar por multiplicador el de ménos
guarismos es porque el Grden de los factores (36) no
.altera el produeto, y de este modo resulta la opera-
cion con mas sencillez ; su colocacion es por comodi-
dad, y el titarla raya por claridad; todas las demas
reglas estdn’ reducidas 4 multiplicar todo el multi-
licando por las unidades del multiplicador; despues
todo el multiplicando por las decenas del multipli-
cador, y hemos de colocar este producto debajo del
guarismo'de las decenas del anterior, porque de mul-
tiplicar por decenas (42) debe resultar al fin un cero,
y los guarismos significativos deben empezar desde
las decenas en adelante, y por consigniente se deben
colocar debajo de las decenas del primer producto par-
cial, para poder ejecutar despues la suma ; despues he=
mos multiplicado por fas centenas, y asf sucesivamen-
te, hasta haber multiplicado todo el multiplicando por
todos los goarisinos ¢ partes del multiplicador ; pero
todos estos productos los hemos sumado y reunido en -
un solo ndmero, que es el que sale debajo de la raya;
luego (intr. ax. 3.") este niimero que conticne la suma
de los productos del multiplicando por todas las partes
del multiplicador , contendrd el producto de todo el
multiplicando portodo el multiplicador.L.Q.D.H.y D.

Ejemplos de multiplicacion.

oL gi:? 3.8
78546 85368 947586 -
3254 647 4798
314184 597576 . *580688‘-
392730 341472 8526274
157092 512208 6633102
235038 3799344
55233096 :
_ 255588684 4540517628

4.° Elproducto de695725 por 8563 s 5957493175+
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24 ARITMETICA.
5.° El producto de 85326 por 475 es 40529850,
6.° Y el de 357964 por 4867 es 1742210783,
- 45 La operacion de mu]tlphcar se abrevia cuan-
do uno ¢ ambos factores terminan en-ceros 3 lo que
se consigue multiplisando sélo los guarismos signifi=
cativos , y afiadienda al pmdaeta tantos ceras como
hay al fin ew ambos factores junios.

En efecto, si tengo que multiplicar 6300 por 56,
serd en virtud de lo espuesto (§ 43)

6300x56=03x100x56==(§ 36) 63X56xmo

Luego si multiplico el 63 por 56, y al producto
le afiado dos ceros (42), tendré en 352800 el produc-
to de estos tres factores, ¢ el de los dos primitivos.

Del mismo modo i/ fuese 633000 por; 2500, tens
dria 633000%2500=033X1000X23X100=

633x25x1000X100=1582500000.

Tambien se abrevia esta operacion cuando los ce-
ros se hallan entre los guarismos significativos del
multiplicador ; en cuyo caso se multiplica el mulli=
plicando por los guarismos significativos dél mulii-
plicador, hasta llegar d los eeros; en llegando ¢ estos
no se multiplica por ellos, 'y se pasa d multiplicar
por los demas guarismos significativosy pero teniendo
cuidado de correr el primer producto hdcia la izquiers.
da tantos lugares mas uno , cuantos ceros hay ; es
decir , que si hay un cero se debe correr el primer
producto dos lugares; si dos ceros, tres lugares, &e.
4 la izquierda. V.g. si tuviese que multiplioar 847536
por 4oo306, colocaria los factores de esta manera:

Multiplicaria todo el multis

plicando por 6; lo que me da el 847536
producto parcial 50852165 como 400306
despues del 6 hay un cero en el sm———
multiplicador ; paso & multipli- 5085216
car por el primer guarismo sig- 2542008

nificativo que encuentro, que es 3390144
el 3,y coloco este productn de _—

modo que su primer guarismo 339273746016
‘eaiga debajo del 2 del producto AN
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ARITMETICA: 23
antecedente , esto es, corriéndole dos, lugares hdcia
la izquierda. Como despues vuelyo 4 eocontrar ce-
ros, paso 4 multiplicar por el guarismo: significative
que hdy despues de ellos, que esi el 4 ;. coloco el pro-
docto tres: lugares mas: hdcia la izquierda respeeto
del antecedente , porguel aqui hay dos. ceros; sume
despues! estos productos y saco que 847536 multir
plicado por 400306 da.339273746016 por: producto.

46" Lias cuestiones que conducen 'd la:operacion
de multiplicar , §c preséntan bdjo-tres aspectos difes
rentes, que se llaman.usoside esta operaciong 1.° euan-

" do sequiere hacér diun 'niimero ciertoimimero de ves
ces mayor ; 2.° cuando/conocido el walor de una uni-
dad , se quiere averiguar el de muchas;y 3.° cuan-
do se quieren reducir unidades de especie superior
¢ unidades de especie inferior.

Para el primer casose multiplica el saimero dado
por aquel que espresa con Sus unidades las veces que
se le quiere hacer mayor. V. g.-si-al 754 le quiero
hacer 58 veces mayor, multiplicar¢ elizs4 por 58,
y tendré que el producto 43732 es un nimero 38 ve-
ces mayor que el 754. e

Para el segundo, se multiplica el valor de Ia uni-
dad por el mimero de ellas. V. g. si quicro averi-
guar lo-que valen 372580 varas de paiio & 6o reales
la vara, maltiplicaré el mimero de varas por el va-
lor-de una de ellas, que es 60 reales, y hallaré que
valen-22354800 reales. Porque, por cada unidad gue
haya, se debe tomar una vez su valar; luego se de-
berd tomar tantas veces el valor de una como uni-
dades hay. As{ mismo, 457 arrobas de-aceite 4 96
reales valen 43872 reales; y 3574 fanegas'-de- trigo
4 85 reales valen 303790 reales.

Para el tercer caso ‘se multiplica el nnmem de
unidades de_especie superior , por aquel mimero que
con sus unidades espresa las unidades de especié in~
ferior de que se compone la mayor.

7 ejemp. Quiero saber cudntos pies tiengn 7
?aras, como la vara es la unidad de especie superior,
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26 ARITMETICAS :
.y se ‘compone de 3 pies, multiplicaré el mimero;'de
varas'por3iyy tendre en-el pmducto 21 los pies: que
hayen 7 varas:
2+ Quiero avt-rrguar cusnios maravedfses hny en
79 doblones; 5 paraiesto multiplicarésel 7g por:los mas
ravedfses ‘quertienesun doblon}; que son 2o40Y:y sas
caté 160160 marayedises y pero'res ‘mas cdmodo redus
cirlos primerocd ‘pesos , laegos 4 reales y despuwes |4
maravedises. Asf yen el ejemplo propuesto ‘verépri-
méro cadntos pesosihay enilos'gp doblones; despues
los pesos quelsaque , veréilos:seales:que componen;
yloego este’ néwero desreales:vierélos maravedlses
que tienen, eomn lse ve en (A) { )

A6y ¢ o y
t 1]

-.(‘A) i et sh (B) WIS Ci0) . (C) .

b zgsdebhs v '_75853 varas 4367'guint.“
AT 4 -_'-_ wahipin 3 2 4 T

2 316 pesos 207679 pies 17468 arrob 4
¥ 8y gismun g 89 of T doul i anesibo

“na 8o ' 455358 37340"

=i1316 22767904\ 34936

- 4740 reals 2732148 pulg’® ' 436700 libras ‘

WP Fgailan ¥ 2 12 CR 1 h-*rof
:"896 5464206 26202

1422 -:2732148 4367

=¥

16“6-0 mar.® i;z;%ﬁs?yﬁ dineas .6987':;-6;;.::.@#&3-.

Los 'dos'e_]emplo;a (]3;), (C)., smanifiestan : el (B) el

modo de reducir 75893 varas & lineas; y el(G) al
modo de reducir 4367 qumtales # onzagiidad et

.}
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47 ‘Pasemos 4 la segﬂnda operacion de d:smmmr,
que es cuando se ha de restar el sustraendo’ del mi-
nuéndo todas las veces ‘que se pueda; y eofo se po-
drd quitar tantas veces como ‘esté eontenido,'se dice
que dividie es averiguaricudntas veces un \mimero
contiene ‘d viro. La operacion’ se llama division's el
ndmero que ha de contener , ‘sellama: dividendo; el
que ha de estar contenida, se llama divisor; y 1o-que
resulta: cociente’; el dividendo y divisorjuntos, seillas
man’ #érminos de la'division ¥ del; cotibneey’ ais
48 Como' dividir ‘es averignar las veces que el

divisor estd ‘contenido en el dividendo ;' se “infiere
que ‘multiplicando ‘el divisor: por el coclente ha de
resultar el dividefido ; luego en la division el nii-
mero que muinpheado por'el divisor no deé: el drm-
dendo no puede ser el cociente. g

. Para indiear que un niimero se ha deé dividir’ por
otro, se'pone el dividendo, debajo una raya , y lue-
go el divisor; ¢ se pone: el dividendoy dﬁspﬁﬂéﬂ dos
puntos, 'y laego el divisor ; asf , £& ¢ 15?5, indica
la division de 15 por 5y se lee: 5 dividido por g3 -
-y para-indicar el resultado usarémos del'signo ==;
de manera que -‘f—:;;, 6'1515==3 , se lee: vls dws-g
dido por 5igual 3.

49+ Tres cusos pneden ocurrir en }a dw:smn d
saber: dividir un mimero difito por otro difito ds-
vidir ur compuesto por un dg;‘to, y dividir un com-
puesto por otro compuesm. 3 O

Para dividir un nimero dfjito per, otro d:Jltu., Y.
aun uno compuesta-sélo de dos guarlsmos por uno %
dijito que sea mayor que el guarismo'de especie su-
perior del compuesto, no hay mas que saber la tabla
de la multiplicacion (37); pues en este caso en ave- t’\
rignando el ndmero por que sé-ha de’multiplicar el
diviser para que d€ el dividendo (6 el producte in-
mediatamente menor) , este serd el caciente.
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: ‘ 253 ARITMETICA.

" ejemp. Quiero saber cudntas veces el 6 con-
tlene al 2, 6 cudnto es 6 dividido por 2 ; y como
haciendo varias tentativas encuentro que el 2 se ha
de mudtiplicar por 3 para pmdumr 6, digo que 3 €8
eI cucwnte. ;

Si quisiera dwlshr x )T pnr 4.4 veria que des-
pues de dar al cociente 2y awe-sobran 3 ; estas 3, unis
dadesique sobran se\ponen al lado del coviente ha-
lHado debajo se tira tma raya ., y: debajo:se.pone- el
divisery'en ésta forma 21, yise lee dos y ines cuartos,

Para leer todas estas espresiones, se lee.el niime-
ro que estd, encima de daoraya con los nombres nu-
merales absolutos , y. el que estd. debajo, con- los ni-
merales.partitivos 5 sino lega «d 101 6, con) los; ab-
solutos si llega 6 pasa de 10 5 witadiendo despues la
particula -avos. Asi, la gsPresmn 31y S€ lee.. dres §

nueve, d;ez Iy Siete auvos. ..

50 .5 2.2 caso. Prob, Dividir un mimero sompuesto
por un dijito.

Res.i v iColdguese. el, dw:sor @ Ia dereefm del divi-
deiido ,, de-modo que se correspondan, en un..mismo
renglons:tirese entre los dosuna raya de arriba aba-
Jjo's y otra dehajo del divisor. Hecho. esto , tmese el
3mﬂsmo de. especw superior- del dividendo ; véase
cudntas veces estd contenido en ¢l el dswmng y se
pone este cociente dehajo dg la raya del divisor; si
el primer guarismo del dividendo es menor que el di-
wisor i e/ toma otro guarismosmas del dividendo , y
para gue se sepa los que se han tomada\, se pone una
cont 5. se ve cudnias wveces en agquel mimera de dos
guarismos se contiene el divisor , conforme se ha di-
eho (49) y poniendo por. cociente Io que. resultesiDes-

‘ pues se multiplica este cociente por el divisor 4 v, se.

eoloca el producto debajo del guarismo 6 dos guaris-

nos que se separaron en el dividendo ; se tira debajo
una raya, y se resta este producto del uarismo 6
£uarismos separados. Al lado de esta resta., & al
lado de o sino quedd ninguna , se baja el guarismo
siguiente del dividendo , y se ve cuanms veces en la
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ARITMETICA, 29
resta , juntamente con el guarismo que'se bajé, estd
contenido el divisor , v el mimero que resulte se pone
énel cociente & la derecha del guarismo hallado dn-
tes'y se multiplica este' segundo cociente por el divi-
sor’y seveoloca el producto debajo del segundo divi-
dendo parcial y se tira una raya, vy se resta. Al la-
do de la resta se baja el siguiente guarismo , 'y asi
se contintia hasta que no haya en*el dividendo mas
guarismos' que 'bajar , apuntando eon una coma el
que se baja para no equivocarse. Si al fin queda ress
ta, se pone como se ha dicho (49), y el nimero gue
resulta debajo de la raya .es el cociente. ,

Ejem. Siquiero dividir 924 por 7, pondré el di-
visor 4 la derecha del dividendo, separdndolos con
una raya tirada de arriba abajo, y tiraré otra debajo
del divisor en esta forma: abivall

Separo con la coma el guaris- © g,2,4 |7
mo ¢ de'la izquierda del dividen- 7 132
do, y digo: el 7 en g cadntas ve-
ces estd contenido? veo que una 2 2
vez, porlo que pongo 1 debajode’ 2.1 1l
la vaya del divisor; multiplico -
este primer cociente parcial 1 por ' o1 4

el divisor 7, diciendo: 1 por 7 I L2k
es 7, qae pongo debajo del divi- IR
dendo parcial ¢} tire una raya y 00 5)

resto 7'de’g. Al lado de la resta ] !

2 bajo el gnarismo siguiente 2 del dividendo, le apun. :

to arriba y digo:el 7en 22 cudntas veces estd con-
tenido ? bhallo que son 3, y pongo este segundo co-
ciente parcial 4 la derecha del primero, le multipli-
co por el divisor 7, su producto 21 le pongo debajo
del segundo dividendo parcial 22, y resto. Bajo al
14do de la resta 1 el guarismo siguiente 4, y digo:
7'en 14 cudntas veces estd contenido? veo que son 2,
pongo este guarismo en el cociente 4 la derecha del
35 ¥ le multiplico por el divisor 7; pongo su pro-
ducto 14 debajo del tercer dividendo ‘parcial, y le
resto de €l; y como no hay mas guarismos que bajar,

o
o
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30 ARITMETICN, ,
ni queda ‘resta, resulta que el cociente de dividir
924 por.7 €s.132, TR ; g
Dem..  La. colocacion de los dos términos es' por
comodidad; y las rayas se tivan. para claridad; ahora,
para hacer ver la exactitud de lo.demas de la.regla,
nos contraer¢mos al ejemplo anterior, dende observa-
mos que. hemos. dividido. primeramente ¢ centenas
por 7476, henios visto g centenas entre 7 4 cdmo les
toca, y hemos hallado que es 4 1; pero como el g es-
presa centenas , este cociente.es 1 centena, y por lo
mismo despues-del 1 debe haber en el cociente otros
dos guarismos; en g centenas, no sélo habia lo nece-
sario para que tocase 4 1 centena, sino que habia al-
go mas , y por esto hemos multiplicado el cocieute
r el divisor, y le hemos restado de lo que nos; ser-,
via de dividendo; 4 su lado hemos bajado el guaris+
mo inmediato. 2., y vemos.que estas 22 son-decenas,
y hemos continnado diciendo: el 7 en 22 cudntas ve-
ces estd contenido? ¢ 22 decenas entre 7 4 edmo les
toca? hemos hallado que es 4 3, que las colaco 4 la
derectedel 1 que habia de espresar centenas; ahora,
para ver si despues de tocarles 4 3 decenas quedan
aun algunas decenas, se multiplica este segundo co-
ciente por el divisor, y se resta del segundo, dividen-
do parcial.z2.;-la.resta 1 que resulta espresa una de-
cena, que junta con las 4 unidades que se bajan, son
14 unidades; que entre 7 les toca 4 2, que/pongo 4
la derecha del 3 que espresaba decenas ;. y como he
visto cudnto cabe el divisor en todas las partes.del
dividendo , y tengo reunidos en un solo ninierojto~
dos los cocientes parciales, resulta (intr, ax. 3:%) que
este es el cociente total. L. Q. D. H. yD. . 0
51 - Al ejecutar esta operacion s¢ debe tener: pre-

‘gente: 1.° que no se puede poner de una vez en el

cociente nada mas que g porque si se pudiera ;po-
ner 4 mas, lo ménos seria-d ro, y la decena no cor- -
vesponderia-al cociente parcial que se hallase) sinog

al anterior , lo que daria 4 conocer que el anteriof *

era menor de lo que debia,

e 10 0l

© Biblioteca Nacional de Esparia



ARTTMETICA, _ gt
2.2 Que cuando. se baja un. guarismo-y en él, jun-
to con la resta si la hay , no cabe el divisor, se debe
paﬁer o'en el cociente, y se baja al instante el otro
guarismo. N oy ohisksh
3.2 Que todo mimero cabe en si mismo una vez,
é 1o que es lo mismo , que'si se tiene que dividir un
minero por st mismo, el cociente es 1. i
4.2 Que todo mimero dividido por la unidad da
por eociente el mismo niimero. ' -
Y 5.° que o dividido por cualquier nimero siem=
pre da o por cociente. Todo lo cual se ve practicado
en los signientes ejemplos: 5 &0

0 i ' 2.°

72_301-83_41?5 8 : 45:0:0,9:4 | 9
& : 9o105% « « 49 0 510104
00038 5 Q0 g :

g . = 9

047 : oo 9

.4.0 9
0 R ARl &5 :

ot

52 Coando se ha adquirido ya ciekta destieza,
se ejecata la operacion con'mucha brevedad toman-
do del.dividendo la parte que diga el divisor. V. g, °
si quiero dividir 45685 por 7, diré: la 7.* parte de
4, guarismo de especie superior, no puede ser; Ja 7. %
parte de 45 es 6 (que serd el primer: guarismo del
cociente), y quedan 3 ; que juntas con el guarismo
siguiente 6:son 36, y diré: la 7.7 parte de 36 es 8
que pongo al lado del 6, y queda 1, que junta ¢on
el 8 vale 18; la 7.* parte de 18 es 2, y quedan 4,
. que juntas con el guarismo signiente 5 componen 455
“la 7.% parte de 45 es 6, que pongoal lado del 2,y
quedan 3 por resta; por lo que infiero'que el cociens
te es 65265, : 2 e flay
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32 ARITMETICA:

53 3-f"-caso. Prob. Dividir un mimero compues-
to por otro compuesto.

Res. - Coldguese el divisor d la derecha del divi-
dendo separdndolos con una raya,y poniendo oira
debajo. del divisor segun se ha dicho en el caso.an-
terior ; despues se separan con una coma d la iz-
quicrda del dividendo tantos guarismos como tiene
el divisory, 6 un: guarismo mas si en estos no cabe el
divisor. Separados ya estos guarismos se ve cudntas
veces el primer guarismo de la izquierda del divisor
estd contenido en el primero del dividendo (6 en los
dos primeros si se tomd para el primer dividendo.un
guarismo mas de los que tenia el divisor), y el mi-
mero de veces que estd contenido se pone en el co= -
ciente ; se multiplica este cociente por todo el divi-
sor-, v el producto se coloca debajo del dividendo
parcial , se tira una raya y se resta de él. Al lado
de la resta se baja el guarismo siguiente (apuntdn-
dole con la coma en el dividendo), v se we cudntas
veces el primer guarismo del divisor estd contenido

"% en el primero (si tiene tantos el uno como el. otrd)
o & dos primeros dg.’, dividendo (si tuviese este uno mas
PE w que el divisor); se pone este guarismo en el cociente
.4 la derecha del primer cociente parcial , se rulti-
Q_ plica por todo el divisor, se tira la raya y séresta.
[N d] lado deilai resta se baja’el guarismo siguiente, 1y
" » 7 astse procede hasta que no haya mas guarismos que
{ " bajar;y si al fin queda alguna resta se pone d'la de-
recha del cociente con una raya y el divisor debajo.
1.4 ejem.  Si quiero dividir g66 por 42y colocaré
el divisor 42 4 la derecha del dividendo 966, sepa-~
rdndolos con una raya en esta forma: ol
Y despues de haber tirado otrade- 96,6, | 42
bajo del divisor, separo dla izquierda 84 '2?
del dividendo dos guarismos, y veo —— |/
“cudntas veces estd contenido en el pri-  12/6
mero que es g el primero del divisor 126
_ que es 4; hallo que son 2 VEpES ) P e itblit
[\w“fpongo el guarismo z en el cociente; ooa -

i
W

] o

>
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ARITMETICA,
ahora multiplico este cociente 2 por todo el dw:sor
44, y coloco el producto 84 debajo del dividendo
parcial 96 , tiro la raya y resto. Al lado de la gesta
12 bajo el guarismo siguiente 6; y como ahora B‘%f'
go por segundo dividendo un ndmero que tiene
guarismo mas que el divisor,-averiguaré cudntas vee
ces cn los dos primeros de este dividendo estd con- .
tenido el primero del divisor; y asf, diré: el 4en 12"~
codntas veces estd contenido? veo que son 3, pongo .
3 en el cociente 4 'la derecha del 2, multiplico todo
el divisor por este 3, y coloco el producto 126 debajo
" del dividendo parcial 126, tiro una raya y resto; y co-
mo no hay mas guarismos que bajar, ni queda resta,
digo que el cociente de dividir 966 por 42 es 23.

- 2.” efem. 8i quiero averiguar cudntas veces cabe
el 81z 'en 442635, colocaré los numeros*comu aqnf
se presenta:

¥ despues de tiradas las 4426,3,5, 312 4
rayas, separaré cuatro gua-. 4060 45_9_3_'
rismos en el dividendo, por ? B_IF,;‘-
.no ser suficientes los tres 0366 3 '
primeros. para, conteéner al 3248
divisor, y diré: 44 entre 8 R
les toca 4 5, que pongoenel 041573 e
cociente; multiplico el 812, . 4obo
por 5, colaco el produeto
4060 debajo del dividendo 0o g 5_
parcial 4426, tiro una raya

y resto. Al lado de Ia resta 366 bajorel g5, lmllo q‘ue 4%

el 8.estd contenido 4 veces en 36, y pongoguen el
cociente; multiplico el 812 por 4, coloco ‘el dem:to
3248 deln_]o del dividendo parcial 3663, tiro una

raya y resto. Al lado de la resta 415 bajo_el 54 Veo. 7

qee el B estd contenido '5 veces en 41, pongo 5 en
et cociente , multiplico el 812 por 5, colucg) el pro- -
ducto. debajo del dividendo parcial, tir¢ la rayay
" resto; y eomo no hay mas guarismos, q%bagar .cor
loco In resta. 95 como he dicho (49), tengmqnédb
dlnthr 442635 por 812 resu]ta 54 r? - i
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34 ARITMETICA.

Dem. - La colocacion de los términos y las rayas,
se hace por comodidad y claridad (50). Despues to-
mamos 4 la izquierda del dividendo tantos gparismos
como se necesitan para que esté contenido el divisor,
y hallamos, contrayéndonos al primer ejemplo, que
se necesitan dos gnarismos, y que en cllos estd con-
tenido el divisor 2 veces, ¢ que 96 entre 42 que es
el divisor, les toca d 2 ; pero como el 96 espresaba
decenas , resulta que estas dos serdn decenas, Hago
da multiplicacion y resta, para saber si ademas de
tocarles 4 2 decenas queda aun alge que repartir,
como sucede en efecto, pues quedan 12 que son de-
cenas; y bajando el guarismo 6 de las unidades, he
visto cudntas veces cabe el 4z en 126, y hallo 3,
que como son unidades las coloco 4 la derecha del 2
que espresaba decenas. Hago la multiplicacion y res-
ta para yer si quedan aun algunas unidades por re-
partir, y veo que no; y como todos los cocientes que
han salido de dividir todas las partes del dividendo
por el divisor Nos tengo reunidos en un solo nimero,
. resulta (intr./d5. 3.°) que este es el cociente total.
L.QD.H,yD.

54 Suele suceder que el cociente sacado por la
regla (52) es mayor de lo que corresponde, por no
‘estar contenido todo el divisor en todo el dividendo
. parcial tantas veces como el primer guarismo del

" divisor estyi en el primero ¢ dos primeros del divi-
dendo. Esta circunstancia (que arredra 4 los princi-
piantes, y orijina toda la dificultad de la division)
desaparece al instante, si ge atiendeytlo dicho (48);
pues si el producto que resulte de n?%ljtiplicar el di-
visor por-el cociente puesto, fuese mayor que el di-
videndo , estd reduci{i%‘tf borrar dicho producto y
cociente , y poner em este una unidetd ménos ; se pro-
«cede d la multiplicgeion , v si el producto es todavia
mayor gue el daf

dividendo se ejecuta la resta; y siempre que la resr
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ARITMETICA. 35

ta sea menor que el divisor, el cociente serd el ver-

dadero. Si la resta fuese igual ¢ mayor que el divi-

sor, se jrdn afiadiendo unidades al cociente , hasta

que venga & quedar una resta menor que el divisor. |
De donde se infiere, que teniendo un poco de pa-
ciencia para hacer dos ¢ tres operaciones que com=
prueben el verdadero cociente, y ejecutando muchos

ejemplos, llegardn 4 ponerse tan diestros que no ten- -
drdn luego que hacer ningun tanteo. Por lo mismo
se ponen aquf estos dos ejemplos. 1+° Si quiero divi-
vir 575726 por 493, los colocaré como se ve en (A).

(4) (B)
575:722:5, | 493 37963,1,0,4, | 6879
493 12 iptis )
18 34395
0Bz 7 . lg —_— 55:‘9 5
g86 6 03568 1 gargz
493 "‘-\ H 34395 ., iy
395 e
33 42 TS D Gidn b _
39 #37 58 b
345 6879
2958 AT 5
e 59814 .
03846 brg+® _
YT 55032
3944 pomsarr 1ed
3451 04782 -
0395

Separo tres gnarismos en el dividendo y digo: 5
entre 4 4 1 que pongo en el cociente ; multiplico y
resto. Al lado de la resta 82 bajo el guarismo siguien-
te 7 del dividendo, y digo: 8 entre 4 4 2, que pongo
en el cociente y multiplico; y como ‘el producto 986
es mayor que el dividendo parcial 827 dnfiero que
el cociente g es mayor de lo que debe _se_r-;;,.hp_rm,
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6 ARITMETICH.
pues, el 986 y tambien el 2, y pongo'd 1'en el co-
ciente ; multiplico y resto (porque el producto 493
es menor que el dividendo). Al lado de la resta 334
bajo el guarismo siguiente 2,y digo: 33 entre 4 4
3, que pongo en el cociente, y multiplico; y como
el producto 3944 es mayor que el dividendo 3342,
le borro y tambien el 8 ; pongo 4 7; y como el pro-
ducto 3451 es aun mayor que el dividendo, los borro
y pongo 4 6 ; maltiplico el divisor por este cociente
6; y como su producto 2958 es menor que el divi-
dendo, tiro la raya y resto. Al lado de la resta 384
bajo el 6, y digo: 38 entre 4 4 9; y como el pro-
ducto del divisor por 9 es mayor que el dividendo,
los borro y pongo 4 8; maltiplico y sale tambien un
producto mayor; le borro y pongo 4 7; multiplico y
resto, lo que da la resta 395; y reaniendo ahora todos
los cocientes tendré el verdadero y total én 11673555,
2.° 8i quiero dividir 37963104 por 6879, ejeca-
taré la-operacion como se ve en (B), y saco el co-
~ciente 55184782, : : :
55 LEntendido el modo de hallar el verdadero co»
ciente,, se puede ahorrar todo este“tfabajo, practi-
cando estas dos reglas: 1.* cuando el segundo gua-
rismo del divisor sea 8 ¢ g, se considerard el pri-
mero (al tiempo de buscar cadd™Cociente) como con
una unidad mas.

2.8 Véase st en la resta que queda de dividir el
“primero 6 dos primeros guarismos del dividendo por
el primero del divisor, junta con el guarismo siguien-
te del dividendo, cabe el segundo del divisor el mis-
mo niimero de veces que el primero en el primero ¢
dos primeros del dividendo; y si cabe se podrd ase-
gurar que el cociente hallado es el verdadero, sino
cabe no lo serd. ) .

Esc. Los principiantes deben aplicar la' 1. regla
4 los ejemplos anteriores, considerando en el primero
(siem;bre que vayan 4 sacar el cociente) el 4 como
si fugra 5: y en el segundo el 6 como si fuera z, y
verdn que no escriben mas guarismos que los nece-
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sarios para encontrar el verdadero cociente. Ademas
deben resolver los signientes ejemplos.
Si quiero dividir 185975 por 395 , los colocaré

como aqui se ve:

Separo cnatro guarismos, 1859,7,5, | 395
y en vez de decir 18 entre 1580 T_
3, diré: 18 entre 4 4 4, que o328
pongo en el cociente; mul- 02797 7959%
tiplico todo el dlvlsor por . 237e :
este 4, coloco el producto ”
debajo del dividendo , tiro  edz 7
una raya y resto. Al ladode =276 5
la resta 279 bajo el guaris-
mo siguiente 7, y digo: 27 00325

entre 4 4 6 , que pongo en
el cociente; multiplico y resto; y como la resta 427
es mayor que el divisor , infiero que el cociente de-
be ser mayer de lo que le he puesto; por lo cual le
borro, y borro tambien la resta y producte’; ponge
4 7, maultiplico y resto. Al lado de la resta 32 bajo
el guarismo signiente 5, y por ser el dividendo me-
nor que el divisor pongo o en el cociente; y como
no hay mas guarismub que bajar, pongo la resta 325
al lado del cociente , con la Ryay el divisor deba-
jo, y resulta por coc:ente 470853,

Bi quiero dividir 2285473 por 3526, los coloea-
ré como aqui se ve:

Separo cinco guaris-- 22854,7,3, 526
mos y digo: 22 entre 3 21156 64
4 7, y queda una, que
junta con el 8 vale 18; 016987 x
y como 18 entre 5 (se- 14104 e,
gundo guarismo del di- — v
visor) no les cabe 4 7, 288 3 3 . ;
infiero que no puedo po- 28208
ner 7 en el cociente; veo b
que 22 entre 3 ddndoles 006 2 5 \

a 6 sobran 4, que juntas

~con el 8 valen 48 ; y como 48 evithonic i 5 maa de
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seis veces, digo que 6es el cociente; le pongo, mul-
tiplico y resto, Al lado de la resta 1698 bajo el 7;
y continuando el mismo raciocinio evito los tanteos,
y saco el cociente 648925,

56 La operacion de dividir se puede abreviar
siempre , haciendo la resta al mismo tiempo que la
multiplicacion del divisor por el ecociente parcial.
V. g. si quiero dividir 57327 por 46, los colocaré
como he dicho (53) y aqui se ve:

“Separaré dos guarismos en  57,3,2,7, | 46

ellghvldendo, y diré: 4en 5 113 12461%
cabe una vez, y pongo 1 en 0212 i
el cociente ; muoltiplico ahora o287 '
el divisor 46 por el cociente 1, o188 ¢ ‘

}' en vez de CO[OCH!’ este pro-

ducto debajo del dividendo parcial 57, para restar
despues , voy ejecutando la resta al mismo tiempo
que formo el producto en esta forma; 6 por 1 es 6,
de 6 4 7 va 1, que pongo debajo del 7, y continto:
1 por 4es 4,de 445 va1, que pongo debajo del 5.
Al lado de la resta 11 bajo el guarismo siguiente 3,
y digo: 4 en 11 estd contenido 2 veces, pongo 2 en
el cociente, multiplico y resto diciendo: 2 por 6 son
12,de 124 13 var, yder3 llevor; 2 por 4 son
8,y 1 que llevo son g,de 9 4 11 van 2, y de 11
llevo 1; de 1 4 1 no va nada, y pongo o degajo del
tltimo r. Al lado de la resta 21 bajo el guarismo
sighiente 2, y digo: 4 en 21 4 5; pero como s6lo
sobra 1 unidad , y en ella junto con el guarismo

+ siguiente 2, no estd contenido 5 veces el segundo

guarismo del divisor 6, les pondré sdlo 4 43 multi-
plico y resto, diciendo: 4 por 6 son 24, de 24 4 32
van 8, y de 32 1levo 33 4 por 4 son 16, y 3 soni1g,
de 19 4 21 van 2, yde 21 llevo 2, 4 2 no va nada,
Al lado de la resta 28 bajo el guarismo siguiente 7,
y digo: 4 en 28 ‘estd 7 veces; pero camo no sobra
nada pondré sélo 4 6 ; haré la multiplicacion y res-
ta, diciendo: 6 por 6 son 36, de 36 4 37 va 1,y
de 37 llevo 356 por 4 son 24, y 3 que llevaba son
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27,de 374 28 va 1, y de 28 llevoz; de 2 4 2
no va nada, y pongo o debajo del 25 y como no hay
mas guarismos que bajar, pongo la resta 11 como he
dicho (49), y tengo el cociente 12463L.

Esc. Si al ejecutar esta operacion no'se pudiese
hacer la giliima resta, es sefial de que el cociente es
mayor de lo que corresponde; y si despues de hecha
la resta, resulta esta ignal 6 mayor que el divisor, es
serial que se ha puesto de ménos al cociente; y en es-
tos casos se hard la correccion necesaria.

Hé aqui mas ejemplos para ejercitarse.

no 5.9
8450,351,7,] 3987 98540,6,7,8,| 54781
i SN PYEPY Y £k DO YT 72

37747, 0482 6 88
o186 4 044 4 40

57 Ademas se abrevia la division cuando ambos
términos ¢ sdlo el divisor terminan en ceros. Ln el
1.°" caso se borran en los dos tantes ceros como hay
en el que tiene ménos , y se hace la division con lo
demas que queda.Y enel 2.° se separan d la derecha
del dividendo tantos guarismos, como ceros hay al
fin del divisor; se hace la division de lo que queda d
la izquierda; al lado de la resta , si queda, se buja
todo lo separado , y se tiene la resta total, la que se
pondrd encima de una raya 'y todo el divi ebajo.

58 . Los usos de la divisioi son seis: 1.° cuando
claramente se dice que se quiere buscar las veces que
un wumero estd contenido en otro; 2.° cuando hay que
repartir entre varias personas cierto nimero de cosas;
3.0 cuando se quiere dividir un nimero en partes

iguales , O tomegg, una parte de un niimero, como mi-
tad ., tercio, .° cuando congeiendo el valor de
muchas unidades , se quiere averiguar el de.u Ad

cuando se quieren reducir unidades de espif@'e ihfes
rior G unidades de especie super_iq)*‘ 6.° cuando se

e [, A
B0
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40 ARITMETICA.
quieren hallar todos los mimeros que dividen exacta-
mente d otro dado.

En el primer caso se divide el mayor por el me-
nor por el método espuesto (56).

; En el 2.° se divide en abstracto el niimero de las
cosas por el de las personas. V. g. Un padre al mo-
rir ha dejado 8 hijus, y en hacienda, albajas , casas,
&c. 74652335 reales; dividiendo el nimero 7465235
por el de los hijos que es 8, el cociente 9331543 es-
presard los reales que corresponden 4 cada uno.

En el 3.° se divide el nimero dado por el.que es-
presa las paries en que se ha de dividir, ¢ la parte
que se quiere tomar. V. g. si quiero dividiren 7 partes
iguales el nimero 1673, dividiré 1673 por 7, y en el
cociente 239 tendré el valor de una de estas partes.

En el 4.° caso , se divide el valor de dichas uni-
dades por el mimero de ellas , vy el cocienie serd el
valor de una. V. g. sabiendo que 35 varas de pafio
han costado 1505 reales; para averiguar 4 cdmo ha
costado la vara, dividiré el valor de todas las varas,, *
que es 1505 reales, por el nidmero de ellas 35, y el
cociente 43 serd el valor de cada vara de paio.

En el 5.° caso, se divide el mimero de unidades
de especie inferior por el nimero que espresa las ve-
ces que la unidad de especie inferior cabe en la de
especie superior. V. g. si quiero reducir 925 mara~
vedises 4 reales, dividiré los 9245 maravedises por 34,
que son los maravedises que tiene un real, y el co-
ciente 2718 serdn los realé’é-que COIDpONEen ; pexo en
‘estos-casos 1o se pone la resta come dntes (%no
que se deja conservdndole el nombre que tenia el di-
videndo de que provine;. de modo que en vez de de-
cir 271 reales 'y treinta 'y un treinta i cudtro avos
de real , se dice 271 reales y 31 maravedises. =

o~ Esc. Si entre las unidades que se dan y aquellas
4 qne se quieren reducir hay otra?temnf_dias , S
ﬁaz’weducz'endo sucesivamente ¢ las de especiecsupe

- rio? {nmediata hasta llegar @ la que se pide. V. g.
si quiero redu;‘r’ 7483506 maravedises 4 doblones,
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dividiré primero por 34, para reducirlos 4 reales; los
reales que resulten los dividiré por 15, para reda-
cirlos 4 pesos; y finalmente, estos pesos los dividiré
por 4 para reducirlos 4 doblones ; y tendré en este
tltimo cociente, junto con las restas anteriores, los
doblones , pesos , reales y maravedises , que hay en
¢l niimero propuesto. La operacion se ejecutard como
aqui se ve:

maravedises.
74+8,345+0,6,!34
o6 8

035 22404150,3,F5.{15
106 7o —_ <o
4 101 14,6,7,3,ps.1 4
110 oz 6 -
0053 027 3668 ds.
8 ©33
I

y diré que en 7483506 mrs. hay 3668 doblones, 1
peso, 8 reales y 4 maravedises. K
59 Para proceder al sesto uso advertirémos, que
cuando un nimero estd contenido en otro un mimero
exacto de veces, se llama al que contiene multiplo
del contenido, y al contenido submuiitiplo 6 parte ali-
cuota del que contiene; cuando un nimero no estd
contenido en otro un ndmero exacto de veces, se di-
ce que es parte alicuanta del continente. V. g. el 2o -
cs miltiplo respecto del 4 y del 5; y el 4.y el 5 son
partes alicuotas del 205 y 4 es parte alicuanta del
21. La parte alicuota se llama tambien factor , por-
que multiplicada por la otra produce el nimero de
que lo es; v. g. 4x5=20; y como si dividimos el -
20 por el 4 6 por el 5, dard cociente exacto, se in--
fiere que parte alicuota , factor ¢ divisor de un mi-
mero, es cualquier otro que le divide sin dejar resta.
Pero si consideramos el 5 y el 4, que son facto-

- res del 20 , observarémos que el 5 no se puede divi-
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dir exactamente Yor ningun otro nimero mas que por

¢l mismo y por la unidad ; por lo que este mimero, y
todos los que tienen esta misma propiedad , como 2,
3s 75 11, 13, 17, &c. se llaman mimeros primos
6 primeros 6 factores simples. El 4 , ademas de ser
divisible por sf mismo y por la unidad, lo es tam-
bien por 2; por caya razon este mimero, y todos los
que son divisibles por algun otro ademas de ellos
mismos y la unidad, como 6, 8, g, 10, 12, &e.,
sc llaman factores compuestos. Esto supuesto, para
poder encontrar todos los factores simples y compues-
tos de los nimeros, se debe saber que todo mimero
que termina en cero ¢ guarismo par es divisible por
2. Todo mimero (v. g. 264) cuyas ecifras (2, 6 y 4)
sumadas como unidades sencillas , den 3 6 un multi-
plo de 3 (que aquf es 12) es divisible por 3.

* Comio todos los miltiplos de 5 acaban en o ¢ en
5, Se conocerd que un . numero es divisible por s si
acaba en o 6 en 5. Esto supuesto, para hallar los fac-
tores simples y compuestos de un nimero cualquiera,
se pone el mimero lo mas alto y hdeia la izquierda
del papel ¢ pizarra donde se ejecuta la operacion; des-
pues se tira una raya de arriba abajo , y d la dere-
cha de esta raya, enfrente del mimero propuesto , se
pone el mimero primero menor por que sea divisible;
esta division , como es sencilla, se va haciendo men-
talimente (52), v el cociente se va poniendo debajo del
ntimero propuesto. Enfrente de este cociente se pone
otra vez el mismo divisor, si'es divisible por él, y sino
aquel mimero primero menor por que sea divisible este
cociente; 'y asi se continiia hasta llegar d un coeiente
gue sea mimero primo’s 'y se dividird por st mismo.
Despues se tira una raya dla derecha de los factores
simples ;'y para formar los compuestos de dos, se mul-
tiplica cada uno de los simples por los qué tenga des
‘hajo de sty el producto se pondrd @ la derecha de
la raya enfrente del factor simple por ‘que se multi=
plica. Luego , se tira otra raya’s; y para formar los
‘compuestos de tres, se multiplica cada conipuesto de

b T N
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& dos por todos los simples que haya debajo del ren-
glon en que estd el compuesto de d dos; y asi se pro-
cede hasta llegar al wltimo que debe resultar-en el
renglon inferior € igual con el mimero propuesto.
1. ejemplo, Si quiero hallar los factores simples
y compuestos del mimero 210, le colocaré lo-mas ar-
riba y hdcia® la izquierda que pueda, y tiraré la ra-
ya como aquf se ve:

210 | 2

105 | 3 6

351'5| 10515 30
7|? 14521535 4257051051910
I

y como el 210 termina en cero, es divisible por 2;
pongo el 2 enfrente, y hago la division diciendo: la
mitad de 2 es 1, que pongo debajo del 2 del 210;
contintio ; la mitad de 1 es o que pongo debajo del
1 del 210; y me queda uno, que junto con el o de
arriba da 103 la mitad 'de 10 es 5, que pongo d la
derecha del 0. Como el 105 no es divisible por 2,
veo si es divisible por 3, diciendo: 1y o es 1,y
5 son 63y como 6 es nuiltiplo de 3, infiero que el
105 se puede dividir por 33 y por lo mismo coloco
el 3 dsu derecha, y hago la division de este modo:
la 3.% parte de 1 es o, ‘que no pongo y sabri 1, que
junto con elio vale 10; la 3. parte de 10 es 3, Gue,
pongo debajo del o, y queda 15 que junto con el
son 153 la 3.% parte de 15 es 5, que pongo d la
derecha ‘del 3. El 35 no es ya divisible por 3, pe-
ro lo es por 5; coloco el 5 éysu.-derecha 'y digo: la |
5.* parte de 35 es 7, que pongo debajo del 5; y
como el 7 es mimero primo le dividiré por €l mis-
mo, diciendos la 7.* parte de 7 es 1, que pongo de-
bajo del 7, y tengo todos los ?atctnres simples. .
Para hallar los factores compuestos de dos sim-
ples, tiraré 4 la derecha de estos una raya, y mul-
tiplicaré el 2 por todg)s los que tenga debajo de sf,
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diciendo : 2 por 3 son 6, que coloco 4 la derecha
de la raya, enfrente del 3, que es por el que he
multiplicado ; contimio: 2 por 5son 10, que pon-
go enfrente del 5 que es por el que he multiplica-
do, y contindo: 2 por 7 son 14, que pongo por la
misma razon enfrente del 7. Paso 4 multiplicar el 3
por todos los que tiene debajo, diciendo: 3 por 5 son
15, que pongo enfrente del 5 que es por el que he
maltiplicado ; y para que no se confunda con el 10
que tengo en el mismo rénglon , los separo poniendo
entre ellos punto y coma ; continio diciendo: 3 por
7 son 21, que pongo enfrente del 7, al lado del 14
separdndolos con punto y coma; despues paso 4 mul-
tiplicar el g por todos los que tenga debajo de sf, di-
ciendo: 5 por 7 son 35, que pongo enfrente del 7 al
lado del’21. Gomo el 7 no tiene ninguno debajo de sf,
no puedo ya sacar mas factores de d dos.

Paso 4 los de 4 tyes, pa-rz\lq@bil“tiro una raya

y multiplico el 6 g primer factor de 4 dos, por el 3
y por el 7, que san\!@s simples que hay debajo del
renglon donde se hallg: el 6, diciendo : 6 por 5 son
30, que pongo enfrentéidel 5, que es el simple por
que: he multiplicado ; Jiluego 6 por 7 son 42 que
pongo enfrente del 7. Paso ahora 4 mulﬁphcar el 10
por el 7, que es el simple que tiene debajo de si,
icienda : 10 por 7 son 70, que pongo enfrente del
7, al Iadp del 42 ; tiro otra raya y paso 4 los de 4
cuatro; para lo coal multiplicaré el 30 por los que
haya en los simples debajo del renglon donde estd
el 30; y como-sélo estd el 7, diré: 30 por 7 son
210, que es el ndmero dado, como debia verificar-
se; pues ya no hay mas factores.

~Si se repite algun factor simple tambien se re-
petirdn los compuestos ; pero se evita el- poner es-
tos ejecntando la operacmn como se ve en el ejem-
plo sxgumnte :
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160]2 1 :
10|24 v
9o|2 8
45316 12 24
15,319 18 36 7%
5|5/10; 15]20; 305 45]40;5 603 go|120;: 180 360
1 :

= L
De las pruebas.

6o Probar una operacion es hacer otra que dé d
conocer si la primera estd bien hecha. Como en la
operacion que sirve de prueba estamos tan espuestos
4 équivocarnos como en la primera, resulta que la
mejor prueba es repetir la operacion dos ¢ mas veces.

Las operaciones con que se quieren comprobar las
de sumar y multiplicar , son mas complicadas que
ellas; por lo que no se acostambran hacer, y esto nos
escusard de esplicarlas, y sélo dirémos: que en la
operacion de restar el sustraendo sumado con la resta
debe dar el minuendo , si la operacion estd bien he-
cha. En la division se debe multiplicar el divisop
por el cociente , al producto se le afiadird la resta
(si la hay), v la suma deberd ser igual al dividendo
si la operacion estd bien hecha. By

Consecuencias importantes de las operaciones esph-’
cadas, LR

61 Las cantidades conocidas que entran en los
problemas , se llaman datos; y lo que se halla por
medio de ellas, se llama resultado. As{, en la adi-
cion los datos son los sumandos, y Ja. suma es. el
resultado, &c. Vamos, pues, 4 wer
que deben sufrir los resultadus en’y

1.° Pues que sumar es reunir e un nimero el'
valor d&*‘muclms, resulta que la suma crecerd 6 men-
guard tanto como crezean ¢ mengiien los sumandos; y.
una suma permanecerd la misma, si d un sumando se.

Pyt -y “ : e
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46 ARITMETICA.
le aflade un mimero cualquiera vy d otro se le quitg
el mismo mimero.

2.2 Como en la resta se quita el sustraendo del
minuendo , se infiere que cuanto mayor ¢ menor sea
el minuendo, permaneciendo el mismo sustraendo, tan-
to mayor ¢ menor (se entiende por via de suma 0 res-
ta) serd la resta; 'y cuanto mayor ¢ menor sea el sius-
traendo , permaneciendo el mismo minuendo ,' tanto
menor 6 mayor serd la resta ; lo que manifiesta que
la resta puede crecer 6 aumentando el minuendo ¢
disminuyendo el sustraendo; y puede menguar dismi-
nuyendo el minuendo ¢ aumentando el sustraendo;
6 lo que es lo mismo, 4 la resta le sucede lo mismo
que al minuendo, y lo contrario que al sgstraendo;
y una resta no se alterard ¢ permanecerd la misma,
aftadiendo ¢ quitando una misma eantidad al mi-
nuendo v sustraendo.

.2 Pues que multiplicar es tomar tantas veces
el multiplicando como unidades tiene el multiplica-
dor, resulta que cualquiera de los factores que crezca
¢ mengiie , debe causar incremento ¢ decremento en
el producto. Si el multiplicando se hiciese el duplo,
el triplo, &c. de lo que era (permaneciendo el mul-
tiplicador el mismo), el producto deberd ser el duplo, .
el triplo , &, del que se sacd dntes. Si se hiciese la
mitad , tercera , cuarta , &e. parte (quedando uno
mismo el multiplicador), el producto serd la mitad,
tercerl, cuarta, e. parte del que se tenia, dntes.

Lo mismo decimos respecto del multiplicador,
permaneciendo el mismo el multiplicando ;-de donde
se infiere que un producto permanecerd el mismo si
un factor se parte por el mismo niémero gue se mul-
tipligue el otro. T f it
- 4.° Hemos visto que dividir es averiguar las ve-
ces que el divisor estd contenido en el dividendo, ¢
quitar aquel de’ este todas las™ veces que se pueda;
luego si el dividendo crece.gunengua, deberd erecer
& menguar el cocignte; v si crece ¢ mengua el divi-
1 sor , deberd mengud r.6 crecer el cociente. Esto es en

; 477
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general ; pero si el dividendo se hace el duplo, el
triplo , &c. (quedando uno mismo el divisor), el
cociente serd el duplo, el triplo, &e. de lo que
era dntes 5 'y si el dividendo se hace la mitad , ter-
cera parte, &c. el cociente serd la mitad , terce-
ra parte, &ec. de lo que era dntes. Si el divisor se
hace el duplo, el triplo, &e. (quedando uno mismo
el dividendo), el cociente serd la mitad , tercera
parte, &c. de lo que era dntes ; pues para cada uni-
dad que les tocase dntes, habrd ahora dos, tres, &e.
entre que repartirla; y si el divisor se hiciese la mi-
tad , tercera parte, &c. el cociente serd el duplo, el
triplo, Ec. de lo que era dntes ; pues para cada dos,
tres, -&c. unidades que les tocase dntes, no habrd
ahora mas de uno entre que repartirlas. De donde
se infiere que un cociente no se altera qunque-se mul-
tipliquen o partan los dos términos de la division por
un mismo mimero. Porque lo que aumenta 6 dismi-
nuye por razon del dividendo, lo disminuye ¢ au-
menta por razon del divisor.

De los quebrados ¢ fracciones; de su espresion, reduc-
cion d un comun denominador, v simplificacion.

62 Hemos dicho (15) que quebrados son aquellos
nimeros que espresan partes de la unidad. Para for-
marse una idea exacta del quebrado, es nécesario
atender al mimero de partes que se toman de Ya nni-
dad, que se llama numerador (porque las cuenta &
namera) , y 4 la clase de partes que se toman, esto
es , en cudntas partes estd dividida la unidad , que
se llama denominador (porque da nombre al quebra~ -
do). V. g. en el quebrado ires cuartos 6 tres cuartas
partes de una unidad, como una manzana , una na-
ranja , &e. el nomerador es tres, y el denominador
cuatro. El numerador y denominador juntos, se lla-
man términos del quebrado. : Wy

63 Teor. Todo quebrado es una division indicada
del numerador por el denominador, :

.
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Espl, Si tenemos que dividir 11 manzanas entre
4, dari el cociente 2, y 3 de resta, que se han de
repartiv entre los mismos 4; pues vamos 4 demos-
trar que repartir estas 3 mavzanas entre 4, equivale
4 tomar tres cuartas partes de una manzana sola.

Dem. Para esto, lo mas natural es dividir cada
maunzana en cuatro partes iguales, y dar 4 cada uno
una de estas cuartas partes; pero como las unidades
¢ manzanas son iguales, en lugar de dar 4 cada uno
una cuarta parte de la primera, otra de la segunda
y otra de la tercera, le podrémos dar tres de la pri-
mera, ¢ de cua!qumra de ellas, que era L. Q. D. D,

Por esta razon se escriben y leen los quebrados
del modo dicho (49); v. g. el quebrado anterior se
escribe §, y el quebrado L%, se lee: diez y nueve
veinticuatro avos. Como el numerador denota las par-
tes que se toman de la unidad, y el denominador en
cudntas se considera dividida la misma unidad , ¢
cudntas.componen una unidad, sé infiere que euan-
do el numerador sea igual al denominador, el que-
hradu equivaldrd 4 la unidad , y asi tendrémos que

1=f=f=f=0=l= &c. &e.

En este caso se dice que la unidad se ha puesto
en forma de quebrado; y cuando el numerador sea
mayor que el denominador, el quebrado se llama i~
propio. V. g. %, &, &ec. &l E

64 Teor. Siuna unidad se divideen un wimero
evalquiera 3 v. g. de partes iguales, y la misma uni-
dad .::fim'de en otro numero's de partes iguales, ca-
da parte que resulte de dividirla en 5, serd menor
que: la que resulie de dividirla en’3; };}mi‘gmdxera
en 6 que es duplo de 3, cada parte que resulte de di-
sidirla en 6, serd la mitad de la que reauitd dwa-
d’zeﬁzdo}a en 3.

Dem., Estando la unidad en- el pmmer 0a50- lel-

: dtda en tres partes , equivaldrd al conjunto de ellas;
y por la misma razoa la miswa unidad equivaldrd en
el segundo case al conjunto de las cinco partes; lue-

go (intr, ax. 5.°) el ﬂea]unto de lag tres partes pri-

¢
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ARITMETICA. 49
meras eqmvaldré al conjunto de las cinco segundas;
luégo si se yecesitan 5 segundas para tomponer 3 pri--
meras, no bastardn 3 segundas para componer 3 pri-
meras’; luego cada segunda serd menor que cada pri-
mera. I:1.°Q. D. D. _

Ciando se divida en 6, tendrémos , discurriendo
del mismo modo, que las tres partes primeras equai~
valdrdn al conjunto de las 6 segundas; luego si se
necesitan '6 segundas para componer 3 primeras, ca-
da 2 secgundas compondrdn 1 primera; luego cada se~
gunda serd Ja mitad de cada primera. L.2.° Q. D. D,

65 Teors Si permaneciendo uno mismo el denomi-
nador de un quebrado, aumenta 6 disminuye su nu-
merador, aumentard ¢ disminuird del mismo modo el
quebrade; y'si aumenta por via de multiplicacion ¢
disminuye por via de division, lo hard del mismo mo=
do el quebrado.

Dem. Por no alterarse el denominador, no se al-
tera el valor de cada parte; luego cuando se tomen
mas partes, que es cuando crece el numera\'aﬂr, 5€ ten-
drd un quebrado mayor; y cuando se tomen ménos,
que es cuando dlsmmuye el numerador, se tendrd un
quebrado menor. I.. 1.° Q. D. D.

Si el niimero de partes que se tomd , fue el d'u-
plo, el trlp]o &e. el valor del quebrado‘*qne nos. re-
sulte, serd el duplo, el triplo, &c.; y si fue el sub<
dupla el subtriplo, &e. el valor del quebrado que
nos resulte lo serd igualmente. L. 2.° Q. D. D.

Esc, Hé aqui quebrades con esta condicionm . -

I?a Tg?a 173 i%s 7 N
y mamﬁestan que de quebrados que tienen ‘Rm%ﬂ;o
denominador, aquel es mayor que tien YOr Ry
fador, y que para multiplicar ¢ dividir wn quebrado™.
.por un nimero cualquiera, basta mudtiplicar ¢ dw:- o
dir su numerador por dicho niimero.\

66 Teor. ' Si permaneciendo uno mis o el numera-"
dnr‘&e?m quebrado , aumenta ¢ dismindye su dena-' - .
mina r, disminuird ¢ aymentard el quebradoy Si el
d?:mpg ador awnenta por via de mufupl;camm- d.

D
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. do aumentard por via de multiplicacion,

50. ARITMETICA,
quebrado disminuird por via de division ty si el de~
nominador dwmmuye por via de division, el quebm-

Dem. Como el numerador permanece- el mismo,
se toma siempre un mismo niimero de partes; luego
el valor del quebrado serd mayor 6 menor , segun lo
sean las partes que esprese; pero miéntras mayor sea
el nimero de partes en que se divida una unidad
cualquiera, serd (64) menor el valor de cada una;
luego miéntras mayor sea el denominador, serd me-
nor el valor de cada parte, y por consiguiente el va-
lor de un niimero cualquiera de ellas. L. 1:°Q:D. D,

Si el denominador se hiciese dos ¢ tres &e, veces

mayor, el valor de cada parte se haria (64) dos ¢ tres
&c. veces menor; luego un niimero coalquiera de
ellas serd tambien dos ¢ tres &e. veces menor que lo
que era dntes. Si el denominador disminaye. por via
de division , enténces el valor de cada parte aumen-
tard por via de multiplicacion, L. 2.° Q. D. D.

Ese. Hé aquf quebrados que satisfacen 4 estas
condiciones s, 75 s 723 e %
y manifiestan que de quebrados que tienen un, mismo,
numerador, es mayor gl que tiene menor denomina-,
dor, y al contrario ; Y 'que para multiplicar ¢ dividir
un quebrado por un nimero cualquiera hasta} divi-
dir ¢ multiplicar su denominador por cEdm nmero.. |

Cor. ! De aqui se sigue que para mult:pkcar u,

Lguebmdo por su denominador basta suprimir este , y.

el producm serd zguu! al numerador.
Asi, $x8=5, FrX11=6, F#:;x13=8, &c. &e.

67 T€r. Un quebrado no se altera ,. qwzque ;.
dos te’rmmw multipliquen 6 partan por, m sﬁzg
miimero. )&

Dem. Cuando se multiplican amhos tér.lm,ngs pp_l‘g

_un mismo niidero , tenemos que con -multiplicar el

numerador , se hace al quebrado tantas vecesm

_ (65) como unidades ticoe el niiwero por gue. 6541330
%Wr
7Y

~ plica; pero con multiplicar el dennp:ﬂg
~Anismo mimero, se le hace est¢ mismo n

|

.
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ARITMETICA. 51
ces menor (66); luego no se altera su valor ¢ queda
conforme estaba. L. 1.° Q. D. D

Si se dividen por un mismo nimero , con dividir
¢l numerador hacemos el quebrado tantas veces menor
como unidades tiene el mimero por que se divide (635);

con dividir_su denominador por el mismo niimero,

se le hace el mismo niimero de veces mayor (66); lue-
go'queda coniforme estaba. L. 2.° Q. D. D

Esc.  Hé aqui quebrados iguales que sausfacen al
teorema S;=F8=2= &ec.

y es digna de notarse la conformidad de estos resul-
tados con los deducidos para la division (61, 4.°).

68 En la primera parte del teorema anterior se
funda la reduccion de los quebrados & un comun de-
nominador; y en la segunda su simplificacion.

Cuando dos ¢ mas quebrados tienen un mismo de-
nominador, se dice que le tienen comun; muchas ve-
ces se mecesita que le tengan, y para conseguirlo se
multiplican los dos términos de cada quebrado por el
producto de los denominadores de los demas. En este
caso no se altera el valor de ningun quebrado, por-
que sus dos términos se multiplican por un mismo
nimero; y sale el mismo denominador, porque resu
ta de la multiplicacion de los denominadores de to-
.dos los quebrados. V. g. Si qulero redurlr 4 un co-
mun denominador los quebrados 2 y3$,les,

5"-‘7

como aqui se vez{
. . E:%‘! ﬂ%’

ndré

]

Multiplicaré los dos términos del 2 % por 7, que es )

el denominador del otro quebrado, diciendo: 2 pDr?-.-"-"-

son 14, que pongo por numerador del nuevo quebras

do, debajo de su correspondiente %; tiraré la raya y

diré: 3 por.7 Son 21 5ique’ pongo: ‘debajo de la raya.

Paso al segando. quebrado Y (kg'o 5 por 3 son 15,
que pongo debajc del 2; tiro la raya y despues pongo
debajo 21, pro (

quebrados 14,
correspordiente y tienen

-

¥
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52 ARTTMETICA:

Si los quebrados fuesen -é, 1,4, multiplicaria los
dos términos del primero —g por: 10, /productoiden e
poi 5, que sonlos denominadores de los‘denias, y ten-
dria que el primer quebrado se convertiria e £2;:
pasaria’al segundo & cuyos términos los multiplis
caria por 3o, producte de6 y 54 denommadores de;
lus demas, y se convertiria en 38uain

¥ lueg,o los dos ‘términos del tercero s-,llos mult;ph-

caria por.12, prodacto de 6 por 2, den{lmmadﬂres
de los demas, lo que da 2&; : :
con lo que:tengo los tres quebrados §5, £8 538,
que.son iguales con los prumtwosy tienen un mismo;
denominador.

Como el denominador comun' resulta de la mul-
tiplicacion de todos los denominadores , no se nece=:
sita hallar mas que e imero , y: panerfe d' los
demas cuando se ha el numerador que les

corresponde. s 49
! 1
e B e o
Elemplo' {d ‘90 40 A
LTI36Y T80

69 Esta aperamoncunv ierte Jos quebrados enotros
de igual valor, pero mas complicados; y asf, sélo se:
ejecuta como auxiliar de otras; pero la que se debe
hacer en todos los resultados donde haya quebrados,
es simplificarlos. Se dice que se simplifica un que-:

- brado cuando se convierte en otro de zgual 2&101" . ¥
cuyos términos son menores,

Para esto, se dividen sus dos te’rmmos par 2 to«
das’las veces que se pueda; luegu ‘por: 3, y por los
demas nimeros primos; lo cual se' conoce por lo- dx-
cho (59). Asf, si quiero simplificar el quebrado {72
yeo:que sus dos términos se pueden dividir por 2; lo:
hago y tengo ¥, «que es igual. coni25 1y que se

: puede aun simplificar por 2; lo hago y tengo £§, que
[ ..~ aunse puede simplificar por 2; lo. hagn y tengo 1%

! quenosepuede simplificar por ﬂ, pero sfﬁpnr 3(§

lo hago y tengo £, que es igual con el 4% que se nos
did. En efecto, el 5% es el que pramm-(egr“d ‘ejem-

”l/a/ﬁ per sy f@fb el
ibteca NaCIOnaI de pana o
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ARITMETICA. 53
plo de dntes) del 3, al reducir los quebradod & un
mismo denominador; y como ahora deshacemos lo que
4ntes hicimos, ha de resultar lo mismo que habiau

i Los prineipiantes deben simplificar todos los puestos
anteriorﬂlentP, como se ve en el que aquf se presenta.
: Hols 49§g=z47s____ns LE2 2ED. S5 5 J e

Tﬁsaa 6930 8465 1155 385 727, 7.,
Sumar, restar , multiplicar v dividir quebrados.

7o  Los quebrados tambien se suman, restan, mul-
tiplican y parten,

Para sumarlos se reducen ¢ un mismo denomina-
dor, (sino le tienen); despues se suman los numerd-
dores 5 d esta suma se le pone por denominador el
denominador comun sy 'y si este quebrado es impropio,
se divide el numerador por el denominador para sacar
los enteros que conrenga,' o simplifica si fe puede.

Si quiero sumar £ con £, los wdr.wrré é n comun
denominador (68), y se conveFtirdn en 534 o5y dess
pues sumaré los numeradores 15y 8, y 4 la suma 23
le pondré por denominador el 20, que es el comun;
la suma serd §%; que sacando- los enteros serd 155"

La operacion se indica%asf: 7/ s
FHi=ird=ii=r. " . #a il
Aplicando la regla 4 estos ejemplos se hallaré i, 40
103,3|4_ %9"‘52? ,1%0_4% “5? L .:: &G
o iraett, oredl WA
B r e = N R TS TR S R

Dem. Se redugen 4 un comun denominador, pers

eos sino le tienen; despues se ¥u<
mgy los numeradores, porque en eIlos estd el valor
de los quebrados; 'y 4 esta suma se'le pone por de=-
nominador el comun, para saber el nombre desague~
llas partes, La simplificacion que despues se have, ‘s
todas ‘las operaciones se deben presentar
sultados con la mayor sencjllez. L. Q. D. D. !
ouz1 - Al sumar quebrados pueden ocurrir tres mméi.l
sumar quebrados con quebrados; que es lo qae weas
bamos. ({e eiecutar 3 Sumar umn entero com un. qqabmdu,

14 ?v
‘. i 9 &
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54 ARITMETICA:
y sumar mimeros mistos con mimeros mistos.

La cuestion que conduce 4 sumar un entero con
un quebrado, se preseuta cuando se tiene un nu’p('ro
misto, tal como 4%, y se quiere saber cudntos quin-
tos compone el entero junto con el queblado. En este
caso , se dice que se reduce el entero 'd la especie del
quebmdo que le acomparia ; para lo cual se multiplica
el entero por el demominador del quebrado; d esto.se
afiade el numerador ; y d la suma se le pone por de-
nominador el denominador del québrado. De' manera
que para aplicarlo 4 7¢ , multiplicaré el 7 por el 54
al producto 35 le aiiadiré el numerador 3 del que-
brado, y 4 la suma. 38 le pondré por denominador
el 5 del nebrado ; y tendré en %2 ejecutada la opes
racion qise me pedia. Porque en.este caso cada

unidad vaje cinco partes; luego 7 unidades valdrdn
siete vece§sginco 0 35 partes, y las 3 que se tenian
serdn 38 de artes, esto es, 38 quintas partes

ado se tiene 3= 12—
72 ' Para sumar‘mimems mistos con nuimercs niis-

tos, se suman loaggueﬁmd.os con los quebrados ., y los
am'm con los enteros cuidando de sumar con estos

Crg A Jos quie resulten de la, surta de los guebradas s Y. 58

¥Z

Vm;mphﬁm sise }mede.

" ¢f. Si quiero sumar 453 gon 27., ¥ con 6%,

'7 los pondré los unos debajo los otros en esta form_a

“dos 42; pero en X2 hay un entero y £,

Como los quehrados tienen un mismo (x
denominador , sumaré los numeradores, = -
pondré 4 esta suma el denominador co- 1 45
mun, y saco de la snma de los quehra—:- 27

borro ol 12,y pnngo dehajo el $5 el 1le, T
coloco sobre los enteros:, 'teparéndole_ con 79—
una media luna, para que se conozca que S
ha provenido de la suma dg los qua,'bna- e
dos ; sumo despues los emteros y“saco 79; por lo que
1a suma pedida es 79];‘,;\:\# _ .
2.° ¢j. Si quierp ﬂb‘ﬁgf los mimem A7% s gg- ¥y

_'
-
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= ARITMETICAs 551
1383, primero reduciré los quebrados 4 nn comun

denominador, y ejecutaré¢ la operacion ' - (1
coino aqui se ve:

47555

y'sdco'la ‘suina 19522, 9 e
73 Para'restar quebrados se redu- 1183 "R
cen @& un comun denominador (sino le %7760
tienen) ; despues se restan los nume- 8;9.
radores; v 'd la resta se le pone por 95 6o
denominador el denominador comun, 29

y se .n'mp?,z'ﬁcu sz se' puede.
"ej. Siquiero restar % de §, los rednclré 4 )
comun denominador (68), y se convertirdn en % y £5;
“vestando el 8 numerador del quebrado & correspon-
diente ' al 'sustraendo %, del 15 numerador del §Z
correspondiente al minuendo 3, y poniendo 4 la di-
ferencia 7 el denominador comun zo, tendré la res-
ta 3% que no se puede simplificar.
La operacion se indica asf $— 3...%%- — =5
;. . LEsle .s'_n:r ey
L P == —ks- :
Dem. Se reducen 4 un comun denominador, por-

que en la resta los datos deben ser homojéneos; des-
pues se han de restar los numeradores , porque en
ellos estd el valor de los quebrados ; y finalmente se.
ha'de poner 4 la resta el denominador comun, por-
que es el que da nombre al quebrado.&. Q. D. D

74 Al restar gquebrados pueden ocarrir tres ca'-

s0s = restar un quebrado de otro, que es lo que se'

acaba de hacer ; restar un quebmdo de un entero;

Y restar un nrimero misto de otro miimero misto.
Para restar un quebrado de un entero, se le quil@

al entero una unidad ; al lado de este entero, des-

pues de rebajada la wudad, se pone un quebrado’
euyo numerador es igual d la diferencie que hay
entre el denomindador y el numerador del quebrado
dado, v el denominador es el mismo que el del que=
brado que se da; con lo que estd hechu la resta.
- Aplicando estaf regla 4 los ejemplos siguientes, s

encantranﬁﬂ los resultadﬂs que ellos manifiestan.

-"%‘75, 2. 14-2*-% 3 29*%’"%%’ :
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:} 56 ARITMETICA,
e porque haciendo en todos una descompos:mon seme-
Jante 4 esta 8—3=7+3—3=p+i=y%, nos resulta

L. Q. D. D.

75 Para restar un nimero misto de otro , se res=
ia el quebrado del quebrado, ty el entero del entero.
Si despues de reducidos 4 un mismo. denominador,
sino le tienen, el guebrado del sustraendg: es mayor
que el del rninuexé{c[o, patipoder restar se toma una
unidad del mgpuendo , la cual se reduce d la, especie
del quebrado que le acompaiia (lo que se consigue
sumando el numerador del quebrado con el denomi-
nador, y 4 esto poniendo por denominader el wmun),
de este quebrado que serd impropio , se resta el del
sustraendo , v luego al ejecutar la resta con, los en=
terds , se debe advertir que al minuendo se le ha
meado una unidad.

. 1. ejemp. Si quiero restar 185 de 338, losicos
* locaré como aqui se ve:
mdnmré 4 un comun denominador los 33%.....%;3‘;
quebrades ; y como sale el del sus- 185....:48
/traehdo menor que el del minuendo, G
. Paso 4 restar el quebrado del quebrado f5 o
.. y.el entero del entero, y saco 15%L%, 9 .5
vz’\ w20 ¢,  Si quisiera Testar 24% de 45{52.., los colo-
caria como aquf se ve:
reduciendo los quebrados 4 un 45ﬁ....§-§1~ —933‘5- ‘
comun denominador , sale 1 _
- nor el del minuendo; tomo A 243 7""",' ﬁff:%-.

unidad del entero, que en este __ . . AOgTY
20 .

€aso vale £8, y sumada con los. . 77 ot 88
e §-§- me da 'y 3 lﬁsq d ?{a resta masmderando

ﬁlsdel45como \ ltimio. pag
olieh r un queﬁado por qtrﬁ«,‘se mnl-,
r numerador,y denominador: p
Simplifica. V. g 8i quiero-multi-
2 por 4 son 8 ; g por 7:som 355
Bnumerador el producto de,beﬂumf.ra-
denommador el de‘ los QW

% N

..'; :
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ARITMETICA. 57

Dem. -Porque si tuviera que multiplicar.el Z por 4,
esjaba reducida la operacion (65) 4 multiplicar su
numerador por 4; y en este caso el producto seria &;
pero de. maultiplicar el £ por un nimero siete ve=
ces menor que. 4, esto es por.%, ha de resultar un

producto (61, 3.%) siete veces Tnenor que €500 #

y como esto se COIlalguE (66) multiplicando su deno-
minador por 7, resulta, ejecutdndolo que Fses el
producto. verdadero. L. Q D. D.

Del mismo modo §x3=3L=7; & g:g—fizﬁ;g 3.

77 - Al maltiplicar quebrades pueden ocurrir: tres
casos : multiplicar un quebrado por otro, que es lo
que acabamos de esplicar; multiplicar un entero por
un quebrado 6 un quebrado por un entero; y multi=
plicar un nitmeéro misto por otro misto.

-Para multiplicar un entero por un quebrado ¢ un
quebrado por un entero, se multiplica el entero porn
el numerador del quebrado , v al producto se le pone
por denominador el denominador del quebrado, iy se
simplifica si se puede,

1.9 ej. Si quiero multiplicar 4 por:$ , multlphs-
caré el 4 por 5, akprdducto 20 le pondré por deno=
minador el denominador 7-del quebrado, y tendré
que el producto serd 22; que sacando los enteros se
convierte en 2§.

La operacion se indica. asf: 4x5 %Fzg

D.l misme mado 7% 3 -—-%::g— Lo
Dewy, ggla estd tundada en Jo dicho (65 esC. ),

bIcH se dodifieddel. caso anterior poniendo al

entero e unidag

78 - Para offtiph pimero- misto: por otm
misto . se reduce el enteP™M. la especie del quebrado
que le acompana en cada faczor, v despues se mul=
tiplica numerador por numerador , v denominador par
denominador. V. g. Si quiero multiplicari3% por 23,
reduciré en ambos factores el entero 4 la especie del
quebrado que le;acompaiia y y tendré que multipli=
car %7 por , > ejecutando la operacion (76) tendrﬁi

-5x2 13&_93%‘1—35% L
';T‘ g

1 =
1%.© B/bl/oteca Ngcio‘f)flﬁde Espana
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resultd , ejecutdndolo, que el ver

L 4 §

38 . ARTTMETICA:
. 'Del 'mismo méBo 2B§xz43-2§9—x2}—
57postappRShpitlpiny s
791 -Para dividir un quebrado por otro, se multi-
plica el numerador del dividendo por el denominador
del divisor, y'este serd el numerador del cociente: y
el denontinador del dividendo por el numerador del
divisory iy este producto 'serd ‘el denoniinador del co=
ewnre., y se simplifica. V. g. 8i quiero dividir $ por
%, multiplicaré el numerador 3 del dividendo por
¢l denomitiador 7 del divigsor, y el producto 21 serd
el numerador del cociente; despues multiplicaré el
denominador 4 del dividendo por el numerador 2 del
divisor, 'y el producto 8 serd el denominador del co-
eiente, el cual serd 2% 6 23.
Del mismo modu Tﬂg_gi_§%=l£=§
s Dem. - Porque si s6lo- tuidse que dividir el $
s, estaba reducida la operacion (66) J..mulhplu.ar su
denominadoer por 2; de manera que § seria el cocien-
te; luego de div ldlr el %por un ndmere siete veces
menor que 2, esto es por £, ha de resultar (61, 4.%)
ui cociente siete veces mayor que £; y como esto se
consigue (65) multiplicando ¢ ’merador 3 por 7,
dero cociente se-
4 AL 'dolo que es lo mismo , §:2==3f=s$,
que era L. Q. D. D. -
8o .Al-dividir quebrados pueden ocurrir’ cnatro
casos : dividir un quebrado por otro, ‘que ‘es $o que
seacaba de hacer ; dividir un entero. ﬂ quebra-
do; dividir un quebrado por ug mdsr um.
mﬁmero misto por otro:

Para dividir un en r u;q‘lﬁhrado, se mul—-
‘tipfwa ‘el entero por el minador delYyuehngdo, &

este producto se le pone por denarmnador‘“d nu era-
dor del guebmdo y se simplifica si se puede. "

« V. g. si quiero dividir 7 por £, maltiplicaré el
entero 7 por el denbrhinador 5, ¥ tendié 355 4 este
prodacto le pondre por denominador el nunierador 2

del quebrado, y tendré 3%, 6 ¥ycando los enteros 1?& :

Del mismo modo g:§=53=163=10k.
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ARITMETICA. 59

81 Para dividir un quebradopor ugentero se
multiplica el denominador del quebrado polyelgente~
ro., v queda hecha la division.

. V.. g. si quiero dividir  por 6 , multiplicaré el
denominador 5 por el entero 6, y tendré por cocien-
te 854 6 %5 despues de simplificado.

. Del mismo modo i 4=FH=4%; 1519=Fr=2¢

Dem. Poniendo, en este caso y el anterior, al en=
tero. la unidad por denominador, la demostracion se
reduce 4 la dada (79), 0 se puede deducir de lo di-
cho (61, 4.°y 66 esc.).

82 - Para dividir un numero misto por otro misto
se reduce cada entero d la especie del quebrado que.
le acompana, y despues se divide como un quebrado
por olro. .

V. g. quiero dividir 5% por 25; primero reduciré
cada entero i}g especie de su quebrado,»y tendré que
dividir &% por 225 que (79) dard EZ:IhIdfocy S,

Del mismo modo 9%:4f=%133=748= 74'—_’2-%%_.; -

Esc. Ademas puede ocurrir el dividir un que-
brado ¢ un En;_m por un nimero migto, y al con-
trario; pero redWtiendo el entero d especie deb -
quebrado, se tienen los baigs .anterigres, que se pracs
tican como se ve. en estos ejemplos.

X ; e it

B0 e lais ugisL Sy
2.7 9i5d=9: R=23—14%

0 .3.4- _38.4__342 171 __ .
3- 5%;—-— ===

#° Shs=rps=fi=t=1t. 7T

De la valuacion de los quebrados.

dd% Valuar un quebrado es hallar su valor en uni-

es de especie inferior & la que se refiere. V. g.

en § de vara no hay ninguna vata; pero como la vara
tiene 3 pies ; 1 pie serd Ia-'-'tercﬂﬁz parte de la vara,

Y por lo misme (intr. ax. 5.°) 1 devara == © pies ¥y
estd valuado el qaebrado. ik SOuREREiET

&
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Para valuar un'quebrado , se multiplica el -
merador por el niimero que espresa las veces que-la
unidad en que se quiere valuar el quebrado, estd. cons
tenida en aquella & que se refiere el quebrado,y esto
se parte por el denominador ; si de la division resuls
ta un mimero mistoy y hay todavie unidades de. ess
pecie inferioryise hace con el quebrado lo misinoly y
ast: se contimia hasta que no haya mas unidades. de
especie inferior; en cuyo caso si queds todavia que*
btado , se desprecia si el numerador no lega d ser
la mitad del denominador : iy se anade en vez del
quebrado una unidad & las unidades anteriores ,si el
numerador llega ¢ pasa de la mitad del denominador.
C Asi, si quiero saber cudnto valen £ de doblon,
multiplicaré el numerador 3 por 4, que son los pe«"
s0s que tiene el doblon, y dividiré el producto 12
por 7', lo que da 1 peso y § de peso. Para averiguar
los reales que hay en $ de peso, moltiplicaré el nu-
merador 5 por 15, que son los reales que contiene

-un peso, y dividiré el producto 75 por 7, y tendré

fo reales y $ de real; para averiguar los maravedi-
ges que hay en J de real, multipligaré el numerador
5 por 34, que son los maravedises que tiene un real,
y-dividiré el -producto 170 por 7, y tendré 24 ma-
ravedises y % de maravedf; que como no hay unidad

 inferior al maraved{, y el numerador 2 no;es la mi-

tad del denomigador 7, le despreeio: y tengo que los
% de doblon 's_ralgu I pe?so, 10 reales y 3'4'ma%'g\reﬂ_'fses.
_Dem. La razon de esto es que s de doblon'es lo
‘mismo 563)'&11; g-doblones repartidos entre 7;  co-
mo 0o les*toca d doblon , se ‘reducen 4 pesos , estos
4 reales, y los reales 4 maravedisés; para'ver 4 cd-
mo les toca en estas unidades de especie inferior.

-« De los quebrados 6 _fracciones decimales. > %
£ p s

- _.;-Em{.. La teorfa de Tos quebrados acabada de espli-

g ry embaraza mucho los cdleulos , en razon de la

minguna ley que siguen los denominadores  que vaw
P § detes ‘
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ARTTMETICA, 6y
variando en cada ‘quebrado. Parasevitar: este ipgbn~
veniente, y facilitar 'y uniformar todas las #u-‘
nes, se:han intentado las fracciones decignales ; las
que al mismo ti¢mpo-que son un.caso; particalar de
los québrados comunts, llenan todos los objetos men-
cionados: ' v R ¢ SR :

Son, pues, las déecimales, unos québrados que tie-
nen (por> denominador 105 100; 100045 &Fe. ¥y en ge-
rieral du unidad-seguida de ceros. Para formarnos un®
idea-éxacta de las decimales, concebirémos dividida:
la! unidad en'diez partes iguales que se: llaman dé<
cimasy concibiendo ‘'dividida cadai décima en diez
partes dguales , la unidad tendrd ciento ,*y por lo
mismosse Hlaman centésimas partes deila unidad; con=

,cibiendo cada centdsima dividida en diez partes, es-:
" tassserdn . mildsimas de la unidad ; y continuande di-:

plidiendo ‘en otras-diez cada una' que vayarsaliendoy!

resultagdn las diezmilésimas), cienmildsimas 5 millo-
nésima ozl lonésimas § " cienmillondsiidles s mil=
millanés diezmilmillonésimas ; €¢. v v 2ivva
corPor'la formidad de los denominadores; y la:

ley que sigue cada parte de ir siendo ‘diez'veces me=!
nor, no se escribe el denominador_de,_ estos quebra-

dos, sino que se poneggdada derecha de las unidades
lasvdéeimas , 4 la e estas:las centésintasy

despuies las mildsimas,'luego las diexmilésimas, cien=:
milésimds, &c. ¥ para eonocer el guarismo'que espre<)
s las unidades ; se pone entre ¢l y las décimas una
comay v sino hay unidades, se pone'o dntes de'la ¢ost
‘ma, para que ocupe el lugar.de las unidades. V. g. sk
quiero espresar euarenta y cinco enteros ! seis dé-

- cimas, escribiré asf: 45,65 y la coma da'd ‘entender:

I¢Cimas ; si sGlo- hubiera querido- escribir seis déei-
as, hubiera puesto o enlugar de las unidades  §
tendria escritas las seis décimas de este modo: 0,6,

% el guarismo 5 espresa las unidades, y el 6 las:

Si se quiere espresar el denominador ; se: puedes,,

poner 5 en vez de 0,6, y 4575 en vez-de 45,6;
donde se debe advertir que la coma hace oficios de

Al
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62 ARTTMETICA:
denominador+, ¥ que cuando se quiera espresar: estey
se pondrd la unidad seguida de tantos ceros como

guarismos-hay despues de la'coma. Por egemplo
39

3:597=375¢0 ¥ 019039=15555+ "

-85 +Un niimero que lleva enteros 'y decimales; es’
un verdadero nimero misto; y asf, para leerle se
leérd primero el entero (13)5 ¥ luego’ los guarlsmos
decimales .del mismo modo, pronunciando  despues:
de estas la:denominacion que lésicorresponda: la'cual
sino se conoce al golpe por haberimuchos guarismos
decimales | se: averigua diciendo desde la coma 4 la
derecha, en el primer lugar ‘décimas, en el segundo
centésimas, y: asf -sucesivamente, hasta el tltimo-gua~
rismo, cuyo: nombre se apunta si es cowmplicado el
numero:.: Para ique no' se confundan las comaside la
division de periodos con la de las decimales , se:hace:
1a coma-mayar que las otras. Asj 58l qm&lera '.leer el

nﬁn:lemﬂ:s?z;o 74,359,9953403703354, .
averigudria 1a specie’de unidades de
TSmo 44y hallaria ser diezmilbillonési
le prepar,aré (x 3) en esta forna:

7,056 403,274,33;092@53,40;,2.,3,364;
se lee asf: siete mil cincuenta sezsmsilmes, cua-
S “rocientos tres il , 'doscientos'se¥enta>y ¢uatro uni=
dades ¢ enteros: tres mil quinientos nueve billones,.
‘eincuenta 'y tres mil cuatrocienty Q{f‘go millones, se-
tecientos tres mil tresm@nms se cuatro: dieg=
milbillonésimas.
- 86 El valor de las dec:males no se altera. cumdo )
. <»se ponen: 6 quitan ceros & commuacwn de los. guarw- )
mos significativos. - ¥ sip
V. g o.,7-..0,70--0,700——0,70013::0,70000 &e.
Porque €omo 0,7==+5, multiplicando sus dos tér-
minos por 1o, por 100, por 1000 &c. no se all:eﬂmi‘f
el quebrado (67), y se tenilré g i e
L ST {5 Yo 00 = To006°T Qbi 19
\6 o _0,79—0,790*-—9,10::9:: &f sz .Ii,nr-h
m‘a Tov TS G e RS

T

»|
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ARITMETICA. 63
Si teniendo ceros al fin se quitan, resultan los dos
términos divididos por un'mismo nimero, lo que
(67) tampaco altera el quebrado. L. Q. D. D.
87 . Silos ceros se colocan entre la coma y los gua~
rismos significativos,:se hace el quebrado tantas ve=
ces menor , como espresa la unidad seguida de tan-
tos ceros como-se hanipuesto-enire la coma y los gua~
risn0s szgmﬁcatw_os, porque en este caso se hace
diez , ciento, mil , &e. veces menor el valor de ca=
da parte, y no se hace diez , ciento , mil; &e. veces
mayor el nimero de ellas, )
.Del mismo modo, si en un mimero que lleva en-
teros conr deeimales, se corre la coma un lugar hdcia
la quur,erda, como el guarismo que dntes: espresaba
unidades, ahora espresaré décimas: el que dntes dé«
cimas , ahora centésimas: y asi. sucesivamente; re=
sulta que cada parte se hahecho diez veces menor,,
y por lo i}lsmo esta-mutacion de la eoma habrd con-
vertidoal! nero propuesto: en otro.diez veces me=
‘por. Si se a cbrrido la coma dos lugares hicia
la ‘.IZ(ILIIEI‘(] iéramos hecho cien veces menor &
dmhu niimero; y en general ; con correr: ld eoma um;
nimero ,cualgusera de lugares hdcia la. izquierda , se
hace al niniero tanias veces menor,, €ome. espresa. ia
unidad seguida de tan ros como lugares e cor=
rid la cami. } 7L perﬁff_ d//iﬁ s /"’47 74
Por-el contrario , ¢orriendo la eomida: wm. uiimero, /f (/",
cuafgmem de Iugan’s hdcia la derecha , quedard hes!
cho. el mimero tantas veces: mayor, como- espresa lar
unidad seguida de tantos ceros .como lugares jse cor=:
rid la coma. Asf ; si-en eMfnimero 8532,@49{\4- yobal
colaca la eoma entre el 5.y el 3, tendré 35,32y49!43;
que. serd cien veces menor que el propuesto; y $i-
pusiera entre ¢l g y el 1 tendria 8532749,145
que es mil veces mayor: que el propuestos ;.1 i
.88 Puesto que las decimales siguen la misma ]ey:f_*-
que los enteros, y se escriben y leen lo mismo quel .
ellos, es un punto de la' mayor importancia el susti=
tuir los quebrados. demmales 4 los comunes; 1o, q /ﬂ

Ay /%0 0/@%*’,@/"
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64 ARITMETICA:
se consigue convirtiendo-en decimales los' quebrados
que hayan de entrar en:los cdleulos. Para’ esto se to-
ma el mimerador. del quebrado por-dividendo 'y el de-
nominador por-divisor, yise divide el uno por el viro;
mds si el quebrado es propio ; no cabrd el divisor en
el dividendo ; y asi, se pone o en el cocientey "y des-
' pues se: aiiade un cero al dividendo vy se divide por
el divisor; el cociente se pone d la derecha ‘de la co-
ma ; se multiplica por-el divisor'y.se resta, ' A'la res- .
ita se: afiade! otro cero iy .se divide por el divisors; ‘lo
que resulta se pone en el cociente &' la' derechadel
guarismo antenior, se multiplica v resta. A la'resta
se aiiade: oiro cero., v sevecontimia afadiendo un’céro
por cada guarismo decimal que se‘quiera’ saelr i ob=
servando:que st despues:de anadir un cero no cabe el
divisor ‘en el dividendos se pone ceroal sociente’ y e
antade otro cero al dw:den.do !
- 1.7 gjs! Quiero sacar cor tres -deuxmal
de -3 ejecutaré la operacion eomo a
Tomoel: 5 por dividendo y el 17,
por divisor ; veo que 1710 cabe e e
5, y por 16. mismo pongo o'en ¢l co- 997

el valur

‘ciente 'y despues la coma; afiado un 790 -:3-;—:[.
s o iy e
oal 5,y veoque 50 errtre 17 les to- ogz W50

ca 4 2,.que pongo en el cociente deg-
g pu'bs de’la conia; multapllco\@te do- - wos B i
ciente por-el d!lrlsor, le restodel dividendo ‘50'y hacu
Ya resta 16. A esta afiado un cero,y yeo que 160 én-
~tre 17 les cabe 4 g, que pongo en'el cociente'; mul-
. tiplico por el divisor, y resto del' dividendo' 169 Al
lado de:la resta 7 'pongo ot cerol, veo que 76 entre
‘37 les taca 4 4 que pongoen el cociente ; multiplico’
por el divisor y resto. Del mismo® mods t*antmnﬂarla'
si quisiera sacar mas de los' tres gnarismos' decimales
‘que me propuse; con lo cual tengo réducido el que~
brado % é quebrado declmal aproxlmado h?abta tm-
'léslmaa.s of o zol-aup
- 9.0 ¢ quumm xeducu ﬁ ;}mﬂarado de&i‘nml ;ﬁ-g,
b !os;ecutué* mmo se ve en'la pdjina aigtﬁétﬂﬁe
g g _»é’« 0 TORRE mm <

7

© Biblioteca Nacional de Espana



ARITMETICA. 65

Tomaré el 8 por dividendo, el 943 por divisor, y
pongo en el cociente cero
y coma; afiado un cero al 8, 8ooo | 943
y como 8o no contiene al 04560
divisor 943, ponge o en o7d8o
el cociente ; afiado otro al c2360

. dividendo , y pongo tam-

bien o al cociente; afiado otro o al dividendo, y
veo que 943 en 8ooo 6 9 en 8o cabe 8 veces, pon-
go 8 en el cociente despues de los dos ceros ; multi-
plico por el divisor y resto; 4 la resta le afiado un
cero, y asf continuaré la division hasta sacar los gna-
rismos (ue necesite , que supongo aquf que son seis,
y tengo el quebrado 0,008482 , que es el mismo que
el 555, con diferencia de ménos de una millonésima
parte de la unidad.

Dem. Como de tomar el numerador por dividendo
y el denominador por divisor , no puede salir ningun
entero, se pone cero y coma en el cociente; afiadiendo “
un cero al dvidendo se convierte en décimas; y por
lo mismo sé ve'si les toca 4 alguna, y sino, se pone
tambien cero en el cociente en el Iugar de las déei-
mas ; lo mismo decimds de todo lo demas de la regla
y resulta L. Q. D. D,

89 Al convertir los quebrados en decimales resal-
ta cociente exacto, cuando el denominador no tiene
mas factores simples que el 2 y el 5, como 8; 165
&e. &c. 253 125 &e. V. g. si convierto en decima-
les los quebrados §; 373—' 145> lo haré como se wve!

en (4), (B), (C). e
() (B) €y 58

0,008482

50 |8 70 |25 = a40 |iz2g
" 201 0,623 200 | 0,28 150 L@,k12
GO 600 0250 =
o ; 000 '1

¥y saco comente etauto, por lo que divé}s 1
ﬁ 5=0,035; g=0,28, y S_C..,-_nz-_.,'.__r
Tl
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66 ARITMETICA.

Sino sale cociente exacto, sucederd que como la
resta ha de ser siempre menor que el divisor, asi que
se hayan sacado tantas restas diferentes como unida.
des tiene el divisor ménos una, la siguiente deberd
ser una de las anteriores ¢ el mismo numerador ; de
donde se sigue que afiadiendo un o, .dard el mismo
cociente y resta que did dntes: 4 esta le sucederd lo
mismo; y asf, se pondrdn aquellos gnarismos las ve-
ces que se quiera. Estas fracciones se llaman periddi-
cas. Asi , si convierto en decimal el quebrado £, ten-
dré (A) que al sesto guarismo hallo la resta 5, que es el

(4) (B)

50 i 40 Ii
10 0,714285 70 | 0,3636
190 40 :
'*-'.','!_‘“s_. 20 7
M 6o
(L mﬁ‘* 40 e
' T‘f@ 57 s

g Y-

mismo numerador ; por lo que se repetirdn los mismos
guarismos, y [tendré $—o,714285714285714285 &e.

- Si convierto en decimal el quebrado %, encuen-
tro (B) que al segundo guarismo se repite el numera-
dor; por lo que #:==0,363636363636 &e.

51 convierto el £ tendré que £2=0,66666 &e.
_8i la resta que se repite no es ¢l misino numerador
q%l quebrado, entdnces la fraccion es en parte perid-

. dicay en parte no, como se verd en estos quebrados

. , S
SR S 59 15—0,58333 &e.
TR M y 35,%..{1'.“3 foe {y %3,64108108168108 &e.

.Sémr-, restar, multiplicar y dividir decimales.

-

90 Parasumar las decimales se ponen los suman-
5 los unos debajo de los otros, de modo que se corres-
ndan las décimas debajo de las décimas, las centé-

\simas debajo de las centésimas &Fe. esto es , que la

L}
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ARITMETICA. . 67
coma en todos los sumandos forme columnay despues
se tira una raya'y se suman exactamente como si fiie=
sén enteros, teniendo cuidado de poner la coma en la
suma, de modo que forme columna con las de los su-
mandos. iy

1.7 ej. Si quiero sumar 0,027 con 35,46 ; con
783,0639 , con 0,3 , con 9,53 y con 3%,0757, los
pondré los unos debajo de los otros como aqui se ve:

Y despues de tirada la raya, em-
piezo por la derecha diciendo: g y 7 0,027
son 16, pongo 6 debajo de la raya,y 135,46
paso 4 la columna siguiente donde di- 783,0639
go: 7 y 1 que llevo son 8, y 3 son 0,3
11, y 5son 16, pongo 6 y llevo 1 9,53
para afiadirla 4 la suma de la colum- 32,0757
na siguiente; y continiio la operacion
como si fuesen enteros (26), teniendo 860,4566
cuidado de poner la coma entre eloy
el 4 debajo de las de los sumandos, y digo que la
suma es 860,4566.

2.%¢j. 85,37+9,0345+0,6382-+42,085=137,1277.

Dem. Como haciendo la colocacion dicha y su-
mando en columna, sumamos todas las unidades de
una misma especie, y todas las sumas parciales las
reunimos en una sola al mismo tiempo que las vamos
sacando, resulta (intr.ax. 3.°) L. Q. D. D,

g1 Para restarlas se pone el sustraendo debajo del
minuendo, de modo que se correspondan las unidades
- de cada especie, esto esy que la coma del sustraendo
corresponda debajo de la del minuendo; se tira ung
raya, 'y se resta como en los nimeros entéros, ponien-
do la coma en lg resta, formando columna con las
de arriba. < oot

Aquf puede ocurrir que no tengan un mismo nid-
mero de guarismos decimales el minuendo y sustraens
do: si el sustraendo tiene ménos, se ponen aquellos
guarismos que tiene demas el minuendo , y luego . se
restan los del sustraendo de los que quedan en el mir
nuenda ; si el minuendo tiene ménos que el sustraens

© Biblioteca Nacional de Esp’aﬁé



68 ARITMETICA.,
do, se resta el guarismo de la derecha del sustraen-
do de 1o, Yy todos los demas de g, hasta llegar al
primer guarismo del minuendo , el cual se considera
con una unidad ménos.

.7 ef. Quiero restar de 625,4685 el -mimero
354,8?96, pondré el sustraendo 354,8796 debajo del
minaendo como he dicho y se ve en (A):

(4)  +(B) (©)
625.4685  8375,75426392 475,36
354,796 7994358 287,4753825

270,5889 7586,31846392 187,8846175

y despues de tirada la raya, resto como si fuesen en-
teros (31), cuidando de poner la coma entre el o y
el 5, y saco la resta 270,5889.

2.2 ¢j. Si quisiera restar de 8375,75426392 el
mimero 789,4358, los colccaria conio se ve en (B).

Y como el sustraendo tiene ménos guarismos de-
cimales que el minuendo, pongo debajo de-la raya
los cuatro guarismos 6392 del minuendo, que no tie-
hen correspondientes en el sustraendo, y despuea Tes-
to chaie dntes y saco 7586,31846392.

3.7 ¢j. Side 47;,,36 quisiera restar 287,4753825,
los pondria como se ve en (G). |

Y como el sustraendo tiene mas: guarismos' que
el minuendo, diria: de 5 4 10 van 5 que pongo; de
2dgvan 7;de 8 4 g varn;de 34 g van 6;de s
4 9 van 4; ahora debo considerar al 6 del minuendo
‘con una unidad ménos, y digo: de7 d 15 van.8, y
de 15 llevo 1; y continuando la operacion: ‘como dn-
%es saco la resta 187,8846175.

Dem. Enlos dos primeros casos es la misma (2 9);
en el tercero, es porque se pueden considerar despues
de los goarismos decimales los ceros que se deseen

sin altérar su valer (86), y queda reducida la ope-
- racion 4 la espuesta (32), que por-comodidad en este
© feaso se practica del modo que hemos dicho. L. Q. D. D,
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ARITMETICA, 69
gz -Para multiplicar las decimales no se hace caso
de la coma , se.multiplican como si fuesen. nimeros
enteros , ¥ luego en el producto-se separan con la co-
ma tantos  guarismos de derecha d izquierda como
decimales habia en ambos factores juntos ; 'y sino hay.
bastantes , se completardn con ceros d la izquierda.
1.7 gf. Quiero multiplicar 5,37 por 6,3; tomaré
por multiplicador-el 6,3, y le pondré debajo del mul-
tiplicando .como- sino hubiese coma, conforme se ve

en (A):

(%) (B) (© (D)
03 0535 0,2.9 0,0273
6,3 0,4 0,3 0,0020
1611 0,148 0,087 1638
3222 546
3348 3.1 0,0000 7098,

Despues de tirada la raya, multiplicaré (44) el
5,37 pot el 6,3 sin hacer caso de la coma, y seyaraudo
en el producto 33831 tres guarismos de derecha 4 iz
quierda , que son los decimales que habia en ambos
factores , saco 33,831 que es el producto verdadero,

2.2 ej. 18 quiero multiplicar 2,35 por 0,4, e_;ecu-
taré la operagion como se ve en (B).

Multiplicaré el 35 por 4, lo que me da el pro-
ducto 140; y como debo separar tres guansmos, que
son los que bay en ambos factores juntos, pondré
dnles un cero y tendré o,140; pero como los ceros
despues de los guarismos decimales no les acmentan
ni les disminuyen (86), borraré el cero que hay des-
pues del 4, y diré que el producto es 0,14- )

£, &y 5i8i quicro multiplicar 0,29 por 0,3, eje-
cutaré la_operacion como se ve en (C).

Multiplicaré el 29 por 3; y como el produt.to 89&
no tiene mas .de dos guansmos y debo separar tres,
supliré con ceros los guarismos que me Iahen., ¥ tens
dré el producto 0,087. SRR

1N
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70 ARITMETICA.

Por iltimo si quisiera multiplicar ©,0273" por
0,0026, haria la operacion como se ve en (D), y ten<
drla el producto o,00007098.

Dem. Con prescindir de la coma en el multipli-
cando , le hacemos tantas veces mayor como espresa
la unidad seguida de tantos ceros como guarismos
decimales tiene (87); y con prescindir de ella en el
multiplicador , le hacemos tantas veces mayor ‘como
espresa la unidad seguida de tantos ceros como gua-
rismos decimales hay en €l ; luego (61, 3.°) el ‘pro-
ducto debe salir tantas veces mayor como espresa el
producto de estos dos mimeros; luego para obtener
el verdadero, se deberd hacer este mismo nimero de
veces menor: lo que se consigue (87) separando con
la coma tantos guarlsmos como declmales hay €n am-
bos factores juntos. L. Q. D. D,

93 De lo dicho (87) se deduce que un nimero
que lleva enteros y decimales, ¢ decimales solas, se
multiplica por 10, corriendo la coma un lugar hdcia
la derecha ; por 100 corriéndola dos; por 1000 cor-
riéndola tres; y en general, para multiplicar por la
unidad seguida de cierto mimero de ceros , se corre-
ra la coma tantos lugares hdcia la derecha como ce-
ros hay despues de la unidad.

94 Para dividir las decimales se completamn, es=
toes, se hard que ambos términos tengan un misnio
miimero de guarismos decimales , afiadiendo los ceros
que se necesiten al que tenga mgénos 5 entdnces se bor-
ra la coma , y se ejecuta la division como la de los
enteros , sin tener que hacer nada en el cociente.
Despues , si la division no sale exacta, aguella resta
que se habia de poner en forma de guebmdo, se con-
vierfe en quebrado decimal y esto es, se -afiade 4 la
rTesta un cero, y se pone la coma en el cociente ; se ve
cudntas veces cabe el divisor en esta resta, se pone
en el eociente despues de la coma este nimero de ve-
ces, G cero sino cabe, se multiplica por el divisor y
se restay y asf se continda, aidadiendo un' cero d la
resta por cada guarismo decimal que se-quiera sacar.
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1.* ej.- Quiero dividir 0,6 por 0,15 aiiadiré al
dividendo un cero y se convertird en o,60; despues
borro la coma en el dividendo y divisor, y queda re-
ducida la operacion 4 dividir 6o por 153 lo que eje~
cutado como aqui se ve: s
da 4 por cociente ; y digo que 0,15 T
estd contenido cuatro veces en o,6. 4

2. ¢f. Si quiero dividir 43 por 12,5, como el
dividendo no tiene ningun guarismo decimal, le afa-
do'un cero; y borrando la coma en el divisor queda
reducida la operacion 4 dividir 430 por<125; la que
ejecatada como aqui se presenta:

(o]e]

da 3 por cociente y 55 por resta: la 430 | 125
que reduciré 4 decimales afiadién- o550 | 77
dole un cero, poniendo la coma des-  oj00 3r44
pues del 3, y continuando la divi- . .ooo

sion ; para esto, veo que el 125 estd
contenido 4 veces en 550, pongo este 4 despues de la
coma , multiplico por el divisor y resto; 4 la resta
50 afiado otro cero, veo que estd contenido cuatro ves
ces el divisor, pongo 4 en el cociente; y as{ continio
hasta sacar los guarismos decimales que desee , que
aquf sélo son dos, porque da cociente exacto. -
3.5 ¢j.  Siquisiera dividir 37,5421 por 8,3, afla=
diria al divisor tres ceros, porque le faltan tres'pa-
ra tener tantos decimales como el dividendd ; borro
despues la coma en ambos, y queda reducida la ope-
racion # dividir 375421 por 83000; y ejecutada: la
operacion como aqui se ve: - %
saco el cociente 4, y en vez de . 3754¢r | 8 3eee 3

afiadir un cero 4 la resta bor- 43421 ey
raré uno en el divisor, pondré 1921 H9%3%
coma en el cociente, y averi- 261,

guaré cudntas veces el 8300 120

estd contenido en 434213 ha~
llo que cabe 5 veces, pongo 5
en el cociente despues de la co-
ma, multiplico por él divisor y resto; borra
en el divisor, y contintio la operacion , ady

l\.:
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que si despues de borrados los ceros del divisor, quie~
ro sacar mas guarismes decimales , se aﬂaden ceros
d la resta como alli se ve,

Dem. Conaiiadir los ceros que se necesiten alitér:
mino que tiene ménos guarismos decimales, no altera-
mos de ningun modo su walor (86); y con suprimir la
coma en los dos términos, los multiplicamos por la uni-
dad seguida de tantos ceros como guarismos decimales
hay, loque (61, 4.°) no altera el cociente. L. Q. D. D.

95 Guando el divisor es la unidad seguida de ce-

ros, queda hecha la division, corriendo la coma hdcia
la izquierda tantos lugares como ceros acomipanian i
la unidad, supliendo con ceros d la izquierda si el di-
oidendo no tiene bastantes guarismos; lo cual estd tun-
dado en lo dicho (87). Asf, si en el niimero 8465,379,
corro la coma dos lugares hdcia la izquierda , resul-
tard dividido por 100, y serd 84,65379.
% g6 Para valuar los quebrados decimales, se mul-
tiplican por el mimero que espresa las veces que la,
unidad en que se quiere m#glr el quebrado ., cabe
en aquella d que se refiere € quebmdo.

Si hay unidades de éspecie inferior todavfa, se
vuelve a wminltiplicar el quebrado que resulte, por el
niimero de veces que la unidad en que se gus‘er"e_ valuar
ahora este quebrado, cabe en aquella d. que se refiere;
y asi se contimia hasta que no haya unidades de es-
pecie inferior: vy si al fin queda quebrado, se despre-,
eia:sino llega d cinco décimas; y se anade en vez
de €l una unidad , si llega 6 pasa de cinco décimas.

Ese. No se dice que se parta por el denomina-,
dor , porque la division se hace al colocar la coma
en el producto. T

7 ef.  8i quiero averiguar cudnto valen 0,45
de dob]nu » multiplicaré el 0,47 por 4, que son los
pesos que tiene un doblon, y sace como se ve en (A)
1,88 pesos, esto es, un peso y un quebrado de peso;
valdo el quebrado de peso en reales; para lo cual
colaco el 15 debajo de 1,88, le multiplico sin hacer-

.10 con el entero 1, y saco 13,20 reales ;. hqa‘o el o,

X
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maltiplico las addéein oo (A)ibavavan ¥(B)
mas de real por 34,y = 0,47 dob. o0,7432 varas
saco 6,8 maravedises 4 { 3

7 maravedises, porque
8 décimas es mayor que 1,88 pes. 2,2296 pies

53 por lo que digo que 15 12
0,47 de doblon valen 1
peso 13 reales y 7 ma-- 4 40 4592
ravedises, 88 . 2290

3.% ¢j. 'Si quisiera “Q :
averiguar cudnto valian 13,26 rs. 27552 pulg:
0,7432 de vara, ejecn- 3 4 12

taria la operacien como
se ve en (B); y hallaria~ 6,8 mrs. 15104

2, pies, .2 pulgadas Y9 I4 7 552
lfneas.

9,0624 lineas

Sumr, resrar multiplicar y dividir nimeros deno-

minados. a

."

97 Se llaman mimeros denomiinados fos que cons»
tan de unidades de diferentes especies relativas todas
‘G un mismo género; como 6 varas, I pie, 7 pulga-
das y 4 lineas, y 5 quttlta[es, 3. arrobas y 8 libras.
Para entender las operaciones que vamos 4 hacer con
estos numeros, es indispensable tener bien presente
la division de las unidades de pesos y medidas (16).
.98, Parasumarlos se ponen todos los sumandos los
unos debajo de los otros, de modo que se correspondan
las unidades de cada especie; se tira una raya, y s
empieza d sumar por la especie. mfeaor, si la su-
ma de estas unidades contiene alguna 6 algunas de la
especie superior inmediata , se guardan para sumar-
las con ellas; se suman estas, i ast se continiia fms-
ta haber sumado las de especie superior , 7y el mime=
ro que resulta debajo de la raya es la suma pedida.

Ljemp. Quiero sumar 38 doblones, 3 pesos, 13
reales y 14 maravedises , con 4 doblones, 1 pesn, 3
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reales y 6 maravedfses , con 49 doblones, = pesos; 8
reales y 25 maravedises, 'y con 53 doblones, r2 rea-
les y 19 maravedises; colocaré todos los sumandos log
unos debajo de los otros como‘aguf se ve:

Tiraré ina
raya,ysuman- (2 (2 (1
do los marave= 38 dob.

dises tengo 64, 3.0% ¢ $ 30, HG

- 6
que culmporlen Q‘a‘; :: ) ; :: g :: 25 ::
:;:nre;o J:r?al:.:_: 53 » O 4y 12 » 19 s
vedises; borro | & 6d
el 64, pongo s o o 91 3099
debajo los 36 vaY e

que quedan, y el 1 real que llevo para la columna
inmediata, le pongo encima de los reales separado
con una media luna ; sumo todos estos reales, y ten-

£0 37, que componen 2 pesos y, 7 rea borro el
37, pongo debajo los 7 reales que qtﬁ, y los'z
pesus los coloco sobre los pesos ; sutho estos y ten-
go 8 pesos , que componen 2 doblones justos ; por lo
que borro el 8, pongo debajo o, y coloco los 2 doblo-
nes en la columna de los doblones, cuya suma da 146
doblones; y tengo por sumna de los niimeros propues~
t0s 146 doblones, o pesos, 7 reales y.30°maravedises.

Dem. Conohemos sumado todas1as garteside los
stmandos , no qued dgMe'::;ue hemué‘mﬁia%) los
todos, L. Q. D. DL

99 Para restar los niimeros denominados, se po-
ne el sustraendo debajo del minuendo, de modo que se
correspondan las unidades de una misma especie ; se
tira una raya,'y se va restando cada especie de uni-
dades del sustraendo de las correspondientes en el mi-
nuendo, empezando por'las de la especie inferior. Si
alguna especie’ de unidades del sustraendo es muyor
que la correspondiente en el minuendo , se toma'en
este una unidad de la especie inmediata superiors y
sino hubiese en ‘esta se ‘tomard de la otra'y ¢ de la
siguiente 51 tampoco hubiese en' esta e, y cuando
el =

»
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ARITMETICA. 75

se. toma una unidad de dos & tres drdenes superior,
' se descompone en las inferiores del modo que se verd
en los siguientes ejemplos. _ ?

1.° De 295 doblones, 2 pesos, 3 reales y 15 ma-
ravedfses , ‘quiero restar 89 dablones, pésos, 2 rea-
les 'y 5 maravedises; colocaré el sustraendo debajo
del minuendo como aquf se ve:

Y despues de ti- '
rada la raya empe- 295/d0b. 2 ps. ' 3 rs. 15 mrs.
zaré 4 restar por la 89 ., " 3. 24 59 ¢
columna’delos ma- 2 47

ravedises, lo que da 203 ,,' 35,715, 104, HY .
- X oplst f

1o mardavedises de £ . .
resta j paso 4 restar los reales ﬁm sustraendo de los
correspondientes del minuendo, y hallo 1 de resta;
paso d los pesos, y como de 2 pesos no predo restar
3, tomo'una unidad de los doblones que' vale 4 pe-
s0s , y con los 2 que hay hacen 6, de los que res-
tando los 3 quedan 3 por resta; y por iltimo pasan-
do 4 los doblones, teniendo en consideracion que
tomé 1, resulta por resta 205 doblones, 3 pesos, I
real y 10 maravedises.

2. 8i de 47 quintales quiero restar 23 quinta-
les, 2z arrobas, ¢ libras y 14 onzas, los colocaré co-
mo aqui se ve: ;

Y como no puedo 5 24 16
restar 14 onzas de ‘47 gs. o ars. o lib. o onz
donde nohay , paso &' 235, 24 Qs 14 4
tomar una libra, que '
como tampoco hay, ni 23 4, I'yy 154y 24,
arrobas,tomo un quin- @ A
tal que tiene 4 arrobas; y como yo sdlo necesito nna
libra para restar las onzas, dejo 3 arrobas en el fu-
gar de las arrobas : de la arroba que queda dejo 24
libras en el lugar de las libras: y de la otra libra
que vale 16 onzas, resto las 14 onzas, y contindo la
operacion como allf se ve, considerando:al 7 del 47
quintales como 6; y saco por resta 23 quintales, r
arroba, 15 libras 'y 2 onzas. ' . S
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o p:e 4 9 pesos y 6 reales la vara, _obﬁ;}'an
- como lo que busco aqui son pesos y reales, el pd
-taphcando es 9 pesos y 6 reales; por lo que los re-
~ducité primero £ la. menor de sus especies, ¥ tendeé
- reducido el multiplicando 4 141 reales y. el_.._x_tm_}_t_l_~

76 ARITMETICA.

3.2 Si restara 327 varas, 2 pies,. 6 pulgadas y
5 lmqqs, de 578 varas, haria la operacion como
quIl se ve:

¥ la resta seria 250 2 11 12
varas, 5.pulgadas y 578 vs. o ps. o pulg.. o lfn,
7 lineas, 3270k :BoaxbOimanin » Sros
Dem. Como res- . m—meir St .
tamos todas las par- 2504 Oy 5 a9 4

tes del sustraendo de

todas las del minuendo , y todaslas restas parctales
las tenemos reunidas en un solo ndmero,.este espre-
sard la resta.total. L. Q. D¢ D.

100 Enla mu]nphcu:uu de los nimeros deno-
minados:se pueden seguir varigs métodos ; pero aqui_
solo pondrémos el que es mas independienté del ta-
lento, del.caleulador , y consiste en practicar las tres
reglas siguientes : 1.% redizcanse el multiplicango y
multiplicador @ la, menor de sus especies; 2. mul-
tipliquense, entre si estos dos niimeros despues-&?e re-
ducidos 3 3." dividase el producto por el mimero que
espresa, las veces que la unidad de especie inferior
del mu.{i‘iplimdor cabe en la mayor , y, el cociente
espresard el producto en las unidades de especie in-
Jeriar del muitiplicands ; por lo que se deberdn re-
ducir 4 las de especie superior segun las reglas da-

.das (58). En esta cuaestion es md15pensable conpcer
" eada factor;, para practicar-la 3.7 regla; por lo. que

d:remos que el mulr:phcando es el de la especie que
se busca en el producto, y por consiguiente el otro
ssm LI multiplicador.

* ej.  Si quiero averiguar cudnto. valen 7 var

plicador 4 22 pies; multiplico el 141 por 22, y saco
el producto 31023 el cual le divide por 3, 4 ecausa
de que el pic esti contenido 3. veces en la ﬁmw lo
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que me da el cociente 1034, que esprega los reales
que valen las 7 varas y 1 pie; y reduciendo estos 1034
reales 4 pesos (58), sacaré 68 pesos y 14 reales.

2.% ¢f.  Si quisiera averiguar cudnto valen 6 quin=
tales, 3 arrobas y 8 libras de azicar, 4 8 doblones,
4 pesos y g reales el quintal, los reduciré d la me-

nor de sus especies, y se me convertirdn-el multipli=
cando en 519 resles, y el multiplicador en 683 li-
bras ; multiplicaré estvs dos nimeros entre sf, y el
producto 354477 le dividiré por 100, lo que (95)
dard 3544,77 reales, que reducidos 4 doblones hacen
59 doblones y 4,77 reales, que (96) vienen 4 ser 4 .
reales y 26 maravedises.

Dem.  El reducir los factores 4 su menor especie
no influye nada en el resultado; pues lo mismo son
(¢j. 1.°) 7 varas y 1 pie que 22 pies, y g pesos y 6
reales lo mismo que 141 reales, Al practicar la 2.®
regla tomamos el valor de la vara tantas veces como
pies hay ; esto es , multiplicamos el valor de la vara
por un nimero tres veces mayor queel que debe ser;
y como practicando la 3.* hacemos el producto tantas
veces menor como lo que dntes le habfamos tomade
mayor, resulta que este serd el verdadero. El conver-
tirle en las unidades de especie superior ; es por sa-
tisfacer 4 la 'cuestion en los mismos términos que ve-
nia: propuesta. L. Q. D. D. i i

1o1  Para dividir los ndmeros denominados se
practicardn las tres reglas siguientes: 1.% se reduce
el divisor d la ‘menor de sus especies ; 2. se haee

la division empezando por las unidades de especie
superior del dividendo s y. si de esta division que-
da alguna resta, se reduce d lus|unidades de es-
pecie inferior inmediata , vy se afidden las unidades
de esta especie que hay en el dividendo ; se dividen
por el divisor , y si queda alguna resta se reduce &
las unidades de especie inferior inmediatay vy asi sefs
?’t{»ﬁﬁfa- hasta que no haya unidades de especie in~

ferior; 3. despues se multiplica todo esié cociente
por el mimero que espresa las veces que la unidad de
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especie-inferior del divisor estd contenida en la ma-
yor, empezando esta multiplicacion por las unidades
de especie inferior, para si resulian unidades de es-
pecie superior s afiadirlas al producto de la columna
inmediata, y el resultado es lo que se pide.

Por ejemplo, 5¢é (100), que 7 varas y 1 pie han
costado 68 pesos y 14 reales; si quiero averiguar §
cémo ha costado la vara , dividiré los 68 pesos ¥ 14
reales por 7 varas y 1 pie., Aqui se conoce el divi-
dendo en que es de la misma especie que lo que se
busea. Practico la 1.* regla y se me convierte el di-
visor en 22 pies; ahora hago la division como aquf
se ve:

Ewmpiezo por los pe- 68 ps. 14 rs. | 22

sos , y digo: 68§ entre o2

p 3 ps. 2 IS
22 les toca 4 3, que son . 15
pesas, ¥ me quedan de 3
resta 2 pesos , que para 30 6
reducirlos 4 reales los 14 9 » o
multiplicazé por 15,y ——
al producto 3o le afia- 44
diré los: 14 reales que o

hay en el dividendo ; veo que el 22 cabe dos veces
en 44, y no deja resta; ahora el cociente 3 pesosy 2
~reales lemultiplico por 3, que es el que éspresa las
‘veces que la unidad de especie inferior del divisor
wstd contenida en la mayor, y saco el producto g pe-
s 'y 0 reales, que es en efecto el valor de la vara.
Dem. - El redocir el divisor d su menor especie
mo influye nada en el resultado; pues 7 varasy 1 pie
es lo mismo que 22 pies. ‘Al practicar la 2.% regla,
. ¢como dividimos, por el nidmero de pies ,: hallamos el
~walor de uo pie; y como lo quesepide en la cuestion
s el valor de la vara, por esta razon ge ha de prac-
jcar la 3.% regla; esto es, en este caso se ha de mul-
iplicar el valor del pie por 3 que son los pies que
tiene la vara,y en general por el mimero qne espresa
-las veces que la unidad inferior del divisor estd con-
wopida en laimayor, L Q. B, D. o oo
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ALGEBRA.

Naciones preliminares.

102 Algebra es la ciencia que trata de la canti-
dad en general. Los signos de que se vale para espre=
sar las cantidades, son las lettas del alfabeto; v. g.
a puede representar cpalquier cantidad, sea de la es=
pecie que sea , como 20, 30, &c. 40 varas, 50 hom-
bres , &e. Nunca le pueden faltar signos al Algebra
para espresar las cantidades; pues se vale de los dos
alfabetos mintsculo y maydsculo, y tambien del grie-
go. Ademas, si 4 una letra v. g. @ se le pone un acento
por la parte de arriba 6 por.la parte de abajo, 4 la
derecha ¢ 4 la izquierda, en esta forma @', ‘a, a, ,
representa una cantidad diferente de la que espresa a3
y se leen a primera,primera a, a subprimera, sub-
primera @ ; tambien se le pueden poner dos, tres Get
acentos, y se leen segundas , subsegundgs &e,

Lias-definiciones de la Aritmética y Algebra ma-
nifiestan la mayor generalidad de esta , y para que el
principiante no tema el emprender su estudio, le de-
cimos que las operaciones del Algebra son las mismas
que las de la Aritmética, y que hay una grandfsima
analojfa entre ellas. En efecto, despues de haber da~
do 4 conocer los niimeros, v. g. 20 hombres, 20 ca-
ballos, 20 peras &c. hemos prescindido de que los 20
fuesen hombres , caballos &ec., y nos hemos quedade

con el mimero abstracto zo; pero este nunca puede:

ser 19 ni tampoco 21 &c. Donde se ve que la mayor
abstraccion que puede hacer la Aritmética en log nij=
‘meros, es la del valor especffico; pero si ahora sélo

consideramos en el 2o una coleccion de hombres, ca-

ballos &c. sin atender 4 que sea un ndmero determ
nado, sino una coleccion capaz de aumento ¢ dimin
cion , entdnces no puede ‘estar representada‘por 20

y la espresaréinos por @; por consiguiente la @ repre-
senta una cautidad de¢ hombres , caballos & seguir
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nos acomode. Consiste, pues, todo el gran secreto
del Algebra en prescindir del valor numeérico de las
cantidades; cuya mdxima bien inculcada 4 los prin-
cipiantes les hard disipar el gran cémulo de dificul-
tades que vulgarmente se dice que hay en el Alge-
bra, lo que los arredra, y hace que la miren como
superior 4 sus fuerzas,.

103 Para indicar las diferentes operaciones y su-
puestos que se hacen con las cantidades, emplea el
Algebra los signos que dejamos esplicados en la Arit-
mética, y alginos otros que darémos 4 conocer. Asf,
la espresion a-+h quiere decir que lo que valga b se
ha de anedir d lo que valga a, y nada mas; a—b
quiere decir que lo que valga b se ha de quitar de
lo que valga a; axb 6 a.b 6 ab, indica que e} valor
de a se ha de multiplicar por el de b (en el Algebra
se puede suprumr el signo X 6 . y dejar sdlo ab, y
en la’ Aritmética no , 4 causa del sistema de nume-
racion; V. g. 3X4 6 3.4 vale r2; ysi se quita el signo

; & .
vale treinta y cuatro); 5 6 a:b, indica que el valor

de a se ha de dividir por el de b.

» Este signo > es el de mayoria, y puesto al reves
<< el de menoria y ast, a>bh quiere decir que a es
~ mayor que by b<<a, que el valor de b es menor que

- ¢l de a; 6 mas general: elsigno > ¢ < sirve para es-
presar la desigualdad de dos cantidades. El signo ==

- se llama el signo de ambigiiedad; asi, @=:b, 6 a=pb,
indica que la b se ha de aiadir ¢ gmm;aal oalbr de
ay ¢ al contrario.

S o4 Eaoel Algebra no sélo se. anmde a] valor
.absoluto de las cantidades, sino al mﬂde con que in-
{luyen en la cuestion que el calculador se propone

Msnlver Ahora, al resolver una cuestion sdlo se pue-

en encontrar dos c]ases de canndadesz que mﬂuyan
enella: cantidades que conspiren al fin que se pro-
~ pone el calculador, que se Haaiaa positivas; y canti-
nlades que conspiren & un fin opuesw,w se Haman
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negativas. Asf, si quiero averiguar en cudnto tiempe
se llenard un estanque, en que por un lado entra
agua y por otro sale, tendré que atender al agua que

entra y 4 la que sale; y como el agua que entra cons-

pira al fin que me propongo, esta serd la positiva; y
ta que sale ; que conspira 4 vaciar el estangue , se-
r4 la negativa.

Si, al contrario , quiero averiguar el tiempo en
ql.?.e se vacia un estanque 5 €Il qll&. por una parie sale
agua y por otra entra, tendré que atender gambien
en este caso.al agua que sale y dla que entra; en cu-
yo caso la que sale es la positiva, y la que entra la
negativa.

Como las cantidades positivas conspiran al fin que
se propone el calculador, tratan de aumentar el re-
sultado que busca ,y por lo mismo se sefialan con el
signo -+, que‘es el de aumento ¢ de adicion; y como
las cantidades negativas conspiran al fin opuesto al
que se propone e} calculador, tratan de disminuir el
resultado que busea, y por lo mismo se seiialan con
el signo —. De manera que de aquf en adelante: el
signo ~+ tendrd dos acepciones: una general, que'es
la de indicar la operacion de sumar, y la otra parti-
cular de decir que la cantidad § que afecta, es posi-
va; lomismo sucede con el signo —, que siempre in-
dicard la operacion de restar, y en particular, que la
cantidad 4 que afecta es negativa. )

Por consiguiente toda cantidad que se escriba,
deberd llevar el signo + 6 el signo — para denotar

- sies positiva @ negativa; no ostante el signo -+ se
suprime al prineipio de escritura. V. g. @ es lo mis-
- mo que +a; el — nunca se suprime.
‘105 Los' isignos + y —, ¢ las cantidades ,pnufus
vas y negativas, son los limcus recursos del Algebra
para espresar las palabras con que se suple todo €n

Aritmética: y aun las frases irdnicas con que nos pro= -

ducimos , cuando decimos que fulano tiene 100 reg~

les que debe y la palabra tiene parece que da 4 cono-

cer que posee, dinero, y la palabra debe .mamﬁ.em
R R A
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que lo decimos de chanza®s que nos burlamos: esta fra
se del lenguaj@ valgar se espresa en Algebra dicien-
do: fulano tiene —100 reales.

106 Enteadido esto, cuando estd repetida por su-
mando una misma letra, se pone una sola vez con un
niimero dntes que esPresa las veces que estd repe:
tida, cuyo niimero se llama coeficiente; v. g. en vexz
de a-+a se escribe 2a; en vez de dab-+ab-+ab ,ige po-
ne 3ab; y los ndiros 2 y 3.son los coeficierites,
Tambigp se pone coeficiente cuando la letra ¢ canti-
dad estd repetida con el signo —; as{, en vez de
—ab—ab—ab—ab , se pone —4ab.

Cuando una letra estd repetida por factor, se pos
ne ina vez sola con un ndmero 4'su.derecha un/po-
quito mas alto, que tenga tantas unidades como ve-
ces estd repetida la letra por factor; asi, en vez de
aa, se escribe a®; en vez de aaa se pone a3. Este ni-
mero se llama esponente ; y para leer v. g. a% se di=
ce a cinco, 6 aelevada d cinco. -

Cuando una letra @ se presenta sola, se le supone
la unidad por coeficiente, la unidad ppor esponente, y
tambien si se quiere la unidad por divisor; por esta
; 1a®
causa @ es lo mismo que 1a, que a', y que o
i'* “Ahora, toda cantidad ¢ espresion de cantidad, sea
de la especie que sea, separada de otras por medio del
uguo = 6 —, se llama término; v.:g. —aes un tér-

8 3,5.5
mmo., 8abd , 7id p g son tamblen térn:unns.

107 Se dice de un término que ednsta de tantas
dimensiones cuantas letras tiene, sino -hay denomi-
‘mador; v. g.-+a es un término de ung dimension; sa¢
~de dos ; —yabc de tres; donde. se; wm 2k
eiznte no constituye dlmeasmn. Blitsn i3 Te

- 8f@ cantidad estd en forma de qi
‘mero de Jas dimensiones estd espresado p
 ¢ia entre las del numerador y las di

Y
-
1

Sy b "
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b ; 2ab
v. g f;— es de una sola dimengsion t_ es un tér-

mino de dimension nula, ¢ de cero dimensiones; y
cuando hay mas egfel denominador que en el nume-
rador, tntonces s®dice que la dimension es negativa;

ab : :
asf ,.l término fartd es de ménos una dimension. Fi-
ede

nalmente, *'ando las letras tienen ésponenggs, se re-
puta cada letra por tantas dimensiones como anida®
des hay en su esponente.  *

\l\ 108  Cuando una espresion algebrd:ca consta de
un solo término, se llama monomia 6 es un monbniio;
cuando consta de mas de uno se llama en general po-
linomio, distinguiéndose en particular con los nom-
bres de binontio, trinomio, cuadrinomic c. cuando
‘consta de dos , tres, cuatro &e. monomios. Asf, las
espresiones a-+b, 4a—5b%c3 son bincmios, de los cua=
les a 'y 4a® son los primeros términos , y +b —51: ¢®
son los segundos; &e.

Cuando todos los términos de un polinomio tienen
un mismo nimero de dimensiones, se dice que es ko~
mojéneo 'y cuando no, que es heterojéneo. -

109 - Se llaman términos semejantes aquellos que
tienen ‘unas mismas letras y en cada una los mismos’
esponentes; por ejemplo 4a*h, 5a*b y 7ba* son tér-
minos semejantes.

Es muy frecaente en el Algebra el encontrar lér-
minos de esta’especie en los resultados de-las opera~
ciones , enicuyo caso se deben simplificar. Esta sims
phﬁcacmn se hace sumando los coeficientes, si tienem
un misnio signo los términos semejanles . ¥ pommdﬂ
esta suma por coeficiente G uno de los términos con su -
signo, cuya operacion se lama reduceiony 6 restando
los coeficiantes, si tienen diferente sigro, y poniendo
la resta duno de los términos semejantesy coff el sig=

“no del término queé tenia mayor coeficiente, Ll‘l} 3/0pes
racimw lama destrugcion. P

rd

-~
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Por qemplo, supongamos que se tiene el polinomio
4ad—gbe—d*+3ac- k6a3—|-3bc+a3=-—3d2 —3ac+4b3;
en que observo tres términos donde se halla a3, y
por lo mismo hay tres semejaiites con él; y'como tic
nen un mismo signo, haré la reduccion diciendo: 4
coeficiente de 4a3, y 6 de 6a3, son'T0, y 1 cobficien~
te de a3 (§ 106) son 113 luego pondré un término en
que haya a3 con un coéficiente 11, y con el si ot
que es el que llevanfdichos términos ; pero aqui se
omitird dicho signo (104).. Luego , veo%e hay dos
términos donde se halla bes; y como tienen diferente
signo, haré la destruccion diciendo: la diferencia en-
tre 7 y 3 es 4, que serd el coeficiente que deberé po-
ner 4 be; y como el término —ybe es el que tiene '
mayor coeficiente, manifiesta que las cuatro que que-
dan son para quitar, y de consiguiente pondré el sig-
no — ul 4be; como hay dos términos semejantes con
d? y tienen un mismo signo, haré la redunccion dicien-
do: 1 coeficiente de —d?®, y 8 de —8d* son g,.que
pondré por coeficiente al d® con el signo —,. y tendré
—qd*; ahora paso 4 hacer la destruccion de los térmi~
nos --3ac y —3ac, diciendo: la diferencia entre 3 y
3 es cero, que deberd ser el coeficiente de.qes pero
el cero por coeficiente manifiesta: que no, estd el tér-
mino aquel ninguna vez por sumando, y! por lo,mis-
mo 00 se pondrd. Cnando los términoes semejantes son
iguales por tener an mismo coeficiente, y: tienen: di=
ferente signo como en este caso , se dice ~+3a¢. yi
—3ac se destruyen, y se borran ¢ tachan en el para-
j& donde estdn ; y como ya no hay mas quf:ﬁl “4b3.
que no tiene semejante , este quedard del mismo mo-
do en cl resultado, el que serd 11a3—4gbe—gd?+4b3.

Para entender la razon de esto, se considerard que:
cada término, sin coeficiente, representa una cosa cual-,
quiera, como un duro, una manzana &e. ; y asf co-
mo no encontramos ninguna dificultad en que tres
manzanas y cuatro manzanas son siete manzanas:
nueve duros ménos seis daros son tres dures: y mé-,
* nos cinco pesetas ménos cuatro pesetas son meéngs nue-
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ve pesetas, 6 que el que debe cinco pesetas por un
lado y cuatro por otro , resulta debiendo nueve &ee.:
del mismo modo una cosa ab mas tres veces la misma
ab 6 3ab, son cuatro veces la cosa ab 6 4ab. Todo estd,
segan se ve, en comprender el lenguaje algebrdico.

De la suma de las cantidades algebrdicas.

* r

110 Sumar en Algebra es reunir en una sola es-
presion el valor de dos ¢ mas.

Para ejecutar esta operacion se colecan todos los
sumandos los unos ¢ continuacion de los otros con los
TisHI0s Signos que Zlewm, y queda heeha la suma ; des-
Dpues se simplifica si se puede (109).

Dem. En efecto, si quiero sumar -+b con -+-a, in-
dicaré la operacion como aquf se ve : +a+(+b),
donde observo que el signo <+ que estd fuera del pa-
réntesis, indica la operacion de sumar, esto es, qae
aquf lo que me propongo es aumentar; el signo -+ de

_dentro del paréntesis, indica que la cantidad -+b que

A

estd dentro, es positiva, esto es, que_conspira al fin
que me propungo; y como cste es anmentar, se debe-
rd poner la b 4 continuacion de la @ con el signo que
denote este aumento, esto es , con -, y tendré que
“a+(-+b ) =-+a+b=a-+b.

- 8i con la cantidad ~+a gquiero sumar —b, indica-
x¢ la operacion como aquf se ve: +-a-+(—Db);

donde observo, como 4utes, que el signo -+ de fuera
del paréntesis , indica que el fin que me propongo es
aumentar ; el signo — de dentro, indica que la can-
tidad b es negativa , 6 que conspira al fin contrario
para que se entabla el cdlculo; luego conspirard & dis-
minuir; por lo que deberé poner la b 4 continuucion
de la @ con el signo — que denota la diminucion , y
tendré que ~+a-+(—b)=-+a—b=a—b.

Comparando estos resultados con lo que prescri=
be la regla, y. gauerallzéndola 4 los polinomios, Yes
sultaL. Q. D. D

Cor. De donde se sigue que

- wH(Eb)y=azb, ya—h(ﬂ..b)_a_,_b. WAt iest
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111 Para sumar polinomios se indica la opera-
cion , poniendo los sumandos los unos @ continuacior
de los otros, cada uno dentro de un paréntesis ; des-
puies se practica la regla sdlo con quitar los paréntesis;
y luego se simplifica, como se ve en eate ejemplo.

(4b*a+5a*c—2abd)+(30*—8a%)+
(zabd-+4a’ —2a’c+-3b°a)+(4c3—6a* ) =4 a-+3a%c—
2abd-+3b*—8ad-+7abd+4ad—2a®c-+3h7a 43—
bat=7b*a+34*c+5abd+3b>—4a3+4c3—6at.

De la operacion de restar cantidades algebrdicas.

112 Restaren A’lgebra es hallar la diferencia en~
tre dos cantidades 6qm’£ar una cantidad de otra dada.
la operacion se emcuta pomend& el sustraendo
nos econtrarios d los que lleve, d continuacion
minuendo , v despues se .szmpl.efca
Dem. En el'ecto , si dé la cantidad +e quiero

restar la cantidad —+b , indicaré la operacion como

aqui se ve : +g—(-+b);

dunde observe que el signo — de fuera del parénte-
sis indica la operacion de restar, esto es, que el fin
que me propongo es disminnir; el signo + de den-
tro, indica que la cantidad b es!positiva, ¢ que cons-

. pira al fin que me propongo ; luego deberé poner la

b despues de la a con el signo — que indica la di=
minucion, y tendré que +-a—(--b)=+a—b=a—b,

Si de la cantidad @ quisiera vestar la ¢antidad. -—-6,-
indicaria la operacion de’ este modo Ha—(~i);

b

y observaria que el signo — de fuera del paréntesis, :

indica que el fin que me propongo es disminuir 3 el
signo — de dentro, indica que la cantidad b conspi-
ra al fin opuestoy luego conspirard 4 aumentar ;. lue-
go se deberd poner la b 4 continuacion de la @, con

cl 'signo =+ que denota dicho aumntg, ¥ iﬁﬂéfé qw\: 3

~+@—(—b=—-a-+b=—a-b. B8l 4
- Comparando estos resultados con. lamgh % y ,ge-
neralizdudola 4 los polinomios, resulta L. Q. D
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Cor.  De donde se sigue en general que

a—(xb)=a=xh, y a—(zb)=a=xb.

Esc. El segundo resultado de la operacion @
mar corresponde al lenguaje irénico & un hombr®
fhian hecho pobre con dddivas, que quiere decir que
le han aumentado gastos. Igualmente, el segundo re-
sultado de la operacion de restar corresponde ¢ hacer
rico & un hombre quitdndole; pero serd qeitdndole
gastos. Mis el Algebra, que es una lengua perfecta,
no admite palabras de doble sentido, ni capciosas;
en ella todo estd perfectamente determinado, todo es
verdad , todo exactitud.

113 Para restar polinomios se escribe el minue
do (si se quiere dentro de paréntesis), despues el s
no —, v luego el sustraendo dentro de un parénig
despues se practica la regi’a quitando los parg
cuidando de.mudar los signos del sustraeny
simplifica , como se ve en este ejemplog

Si de 18&7b2—-504d+9a‘b203
quiero restar 4{!223203-—-3&7152——719
ejecutaré la operacion como’aquf .
18a7b*—5ctd-+9ah*e3—(4ab*c3—3a7 52—784.!1)—'

18a7bh*—g5ctd+-ga*b*ed—4a?h?ci-+3a7h? +petd=
21a7b*2ctd-r5ahc3,

De la multiplicacion algebrdica.

114 Maltiplicar en Algebra es tomar una canti-
dad tantas veces como diga otra , y tomarla del mo-'
do que diga se debe tomar. Esto es, el multiplicador’
con sos uuidadés dice las veces gue se debe tomar’
el maltiplicando, y con su signo el ‘modo con que se-
debe tomar. :

Pueden ocurrir tres casos: mult;plwar un mono-'
mio por otro; un polinomio por un monomio, 6 al con<,
trario; y. un palmom;o por otro polinomio. = -

Para multiplicar un monomio por otro, hay" q(ﬁ%?
atender 4 cuatro cosas: 4 szgnas caeﬁc:enm, letras\
y esponentes. 338 '3 M
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Para demostrar la regla de los sigrios, me ptro-
ré multiplicar -+a por ~+b , ¢ para mayor senci-
y claridad haré b=1, ¢ indicaré la operacion de

este modo : +ax-13

ahora, el muluphcadur ~+1 dice con sus umdades que
se tome una vez al multiplicando; y-con su signo —+
dice que se debe tomar como €l sea; el multiplican-
do —+a es positivo, luego se deberd tomar una vea
positivamente; luego serd +ax-1=-1a4=-+a;
y en cuanto 4 los signos dard —=x-+=-+.

Sea ahora el multiplicador —1 , y tendré indica-
da la operacion de este modo: +ax—r1;
aquf, el multiplicador con sus unidades dice que se
debe tomar una vez al multiplicando; y con su sig-
no que se debe tomar al contrario de como €l sca;
el multiplicando es positivo, luego le deberé tomar
una vez negativamente, y tendré 4-ax—1=—r1a=—aj;
y en cuanto 4 signos : +x———.

Si el multiplicando fuese negativo tal como —a,
y el multiplicador <1, indicaria la operacion de este
modd : —ax-+1;
donde el multiplicador -1, dice con sus unidades
gue se debe tomar una vez el multiplicando; y con
su signo, que se debe tomar como él sea; el multi-
plicando es negativo, luego se deberd tomar una vez
negativamente , y serd —ax-+1=—1a=—ga; 2

' y para los signos dard —x+——

Finalmente , si el mu.[tip]icador'fuesefr—ér 5 ten-
dria indicada la operacion de este. modo: —ax—1; "
donde el multiplicador —1, dice con sus umdades

_que se debe tomar el malnphcaudquna VEZ ;3 y con,

su signo, que se debe tomar al t;ontm;‘;p de como él
sea ; el multiplicando es negativo, luego se deberd

tpp:ar pasmvamente, Y se, tendrd —ax—1 —\-;I-w'lﬂm-l-ﬂ,

-y para los signos resultard Xy i

Estos cuatro casos se convierten en. Q&M‘}%; 4

 Baber: signos semejantes , esto. €8y = por =+ 6 —

K

 por.—, 6 en general = por- % 6.3 por =y dan siem~
p‘s * en el producto; y signos desemc;aam, esto esy

: L4
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ALGEBRA, 89
H pOr — 6 — por -+, 0 en general == por o= 6 == por
=&, dan siempre — en el producto.

Los coeficientes se multiplican por las reglas de
Aritmética ; porque si axb=ab, de multiplicar za
por 3b, debe resultar (61, 3.°) un producto seis ve-
ces mayor que ab, esto es, 2x3ab 6 6ab.

Las letras que son diferentes en ambos factores,
se ponen unas d continuacion de otras sin interposi=,
cion de signos ningunos (103).

En punto 4 los esponentes, los de una misma le-
tra se suman; porque si se tiene gue multiplicar a3
por &*, indiéando y ejecutando la operacion como aguf
se ve: adxe’=anaxaa—aagaa—a’—a3 2
resultard la regla,

Asi, para iultiplicar ~-4b3a4c?e por sa3bScd#,
diré : =+ por == da +, que pondré en el producto ; 4
por 5 son 20, que. pondré despues del signo + 3 b3
por b5, sumando sus esponentes , serd b%; a4 por a3
durd a7; ¢® por ¢, sumando sus esponentes z y I,
dard e3; y como no hay e en el multiplicador ni.d
en el multiplicando, se pondrin despues de lo que
ya hemos sacado, y se tendrd que ;

~4b3atctex+sad bicdd—=-r20b®alc3ed4, o
Si los esponentes son indeterminados , se indica
la suma de los de los factores; asi, si quiero multi-
'plicar -+3a™b*c"d" por —pbiale?d’, :
tendré que el prodocto serd —z1a™ FIh2 e +5e7,
115 Para-ggul_ti-plicar.un polinomio por un mo- ¢
nomio , ¢ un+monomio por un polinomio, se multi=
plica cada término del polinomio por el monomioy asty!
si quiero fultiplicar e .
5b?e#—4a8d5+3b%d* por —3a%d5¢8, Siie
indicaré y ejecutaré la operacion de este modo:
(5b%c4—4a3 d5+-3b7cd4)x—3a%d%c3 =

—15b%c7add%+124%d" cd—gh2etd 065, ;
multiplicaré el primer término 55%# por —3adfe3,
lo que (114) daid —15b%7a3d luego, multiplicaré
el —4a®d’ por'—3a5dSe3, lo que dard -12a%d!e;
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y por dltimo multiplicaré el -+-3b%cd4 por —3a%dSe¢3,
que dard —gb*c4d'°a’, y tendré el producto que allf
se presenta

116 Para multiplicar un polinomio por otro, se
multiplica todo el multiplicando por el 1.%" término
del multiplicador ; despues tode el -multiplicando por
el 2.9 tdrmino del multiplicador; despues por el ter-
cero &c. 5 se van colocando los productos unos & con-
tinuacion de otros con los signos con que vayan Sa-
liendo , v luego se simplifica si se puede.

1. ¢f.  Siqniero multiplicar a-+b por a—b, mul-
tiplicaré primero a+b por a, lo que da a®+-ab;

y luego a+b por —b, lo que da —ab—b?,
que puesto & continuacion del anterior y destruyen-
do +ab con —ab, se tendrd

(a+b)(a,—-b)__a “+ab—ab—b*=a*—b2.

Esc. Este resultado nos dice: que la suma de dos
cantidades multiplicada por su diferencia , da por
producto la diferencia de estas cantidades con un es-
ponente duplo del que tenian en los factores.

Rﬂuprncamente, si dada la diferencia de dos can-
tidades se quiere descomponer en factores, se pons
drd la suma de dichas cantidades maltzplmada por
si' diferencia , poniendo ¢ eada una la mitad del es~
ponente que tenia. Asi, a ~—b6—(a4+b3)(a4a-—bj),

X m9——n5~'~(m4§+n 9)(:-1':&4E —1 i) ' q
..2.° g. Si quiero multiplicar B
4a3b*—3a2b3-+5b5 por 3a*b-—4ab’,, s
indicaré y ejecutaré la operacion de este modo:
(4a°b*—3a*b3-+5b%)( 3a’b—f4ab’)-—~ o
l8!1553—9&4b4+1556a°\—bléa454~|~1 2a3B5—g00b7—
:2a5b3~—25a4b44-'i5};6 "’+xsa3‘$§”?qgﬁ- s
‘maltiplicaré primero todo el tml,n
. primer térwino 3a% del multiplicad
¢l producto 12ah3—=gatbhr 5b' '4;:, iy Esi o 1]
~despues multiplicaré todo el multiplicando: _‘ '-e‘l‘gsg-
anté término —4ab® del muluPll,em, iré colo~

" !

e © Blbl/oteca Nacional de Espana ,



ALGEBRA, 91
¢ando el producto & continuacion del anterior, y eje-
cuto la reduccion como allf se ve.

3° (o 6b3+a9+b9+b6a3 Ya3—b3)= a%b3+a'?4
a309-+b%a0—a0h0—a9h3—p17—p9%a3 —=a'2—~pb'2,

Pe la division algebrdica.

117 Dividir en Algebra es buscar cudntas veces
una cantidad contiene d otra, y del modo que la con~
tiene; de donde resulta que el divisor multiplicado
por el cociente debe dar el dividendo; y por lo mismo
se puede decir tambien que dividir es hallar una can-
tidad que multiplicada por el divisor dé el dividendo.

Para dividir un monomio por otro hay que aten-
der 4 caatro cosas, que son: 1,° signos; 2.° coeficien~
tes 5 3.° letras; y 4.° esponentes.

1.°  Signos semejantes dan —+ en el eociente, .y
desemejantes dan —.

Dem. Como el signo del divisor, combinado ‘con
el que haya de llevar el cociente,, ha de producir el
del dividendo, cuando el dividendo tenga el signo +

el cociente tendrd el mismo signo que el divisor; pues

sélo signos semejantes (114) producen —+; y cuando
el dividendo tenga el signo —, el cociente llevard
signe contrario al que tenga el divisor; pues estos son
(r14) los que producen —;

-+ e SE Py i
luego — =y —=—y =y b
-+ e -+ —
den general‘r:_-i:—;‘-k, —_——, -—i-.—_:—, i’y ol

‘Iuees?'” ' :
3." caeﬁc:entes se dividen porfas reglas de

la Aritmética sy sino se pueden dividir con exacti-
tud , se simplifica si se puede.

Dem. Como: el vociente mult:plmado por el divi-
sor ha de dar el dividendo, el cceficiente del cocien=

te por el del divisor ha de pgoducir el del dividens

7
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do; luego el coeficiente del cociente deberd ser, o
que resulte de dividir el del dividendo por el del di-
visor. L. Q. D. D.

3.° Las letras diferentes que tengan el dividen-
do y divisor, se dejan donde estén ; v las letras que
haya comunes, sin esponenie ¢ con una‘zsmo, se bor-
ran en ambos terminos.

Dem. Lo primero es porque de esta manera que-
da indicada la operacion ; y lo segundo, porque en
el cociente no puede haber nada que sea comun 4 los
dos términos de la division; pues al hacer la multi-
plicacion resultarian duplicadas en el producto, y no
como estdn en el dividendo, que es lo que debe re-
sultar, L. Q. D. D.

4.® 8i las letras comiines tienen esponentes dife-
rentes , se resta el menoy del mayor; vy queda la le-
tra en el término que tieme mayor esponente, con un
esponente igual d la dsferencs’a hallada.

Dem.  Esto equivgde 4 suprimir en ambos térmi-
nos lo que tienen dé"comun. L. Q. D."D.

Entendido esto, vamos 4 resolver algunos ejemplos.
1.° Si quisiera ‘dividir 12a5b%3d° por —3basc7e
diria: 4~ del dividendo (104) dividido por —, da —;
12 dividido por 3 da 4; @ dividido ‘por’ a3 es a?,
porque restando el ‘esponente z de la'a del d:nsor,
del esponente 5 de la @ del dividendo,, q@ed:a 23'h3
dividido por b, es b., porque e—1=1, y bi=bh; 3
dividido por o da c4 en-el divisor, porgie Ia dife-
rencia eatre 3 y 7 es 4, y en el divisor es donde hay
mayor esponente ; Ja d* quedard en eldmdendo, y
la eenel dlusor,ade manera que' tend: 1OHFE

rzu%’csd’ 4abd® - | :
fna ——3593(:’7& DGR PR
2.2 8i tuviera que ejecutar esta dwiim indlcada
soa%%”‘d’f 4
W, diria 1 -+ por -< da +, que no pongo

ey e 043, =0 dividide por 8 no'se puede’ e]eetﬂar, y asi
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ALGEBRA. 93
simpliﬁcar(?dividieado ambas cantidades por 4 lo
que las reducird 4 §; ahora diré: a? dividido por a#
es a® en el dlv:dendo b% dividido por b* da b3 ; c™
dividido por ¢” no podemos hacer sino indicarlo; pe-
10 como no sabemos si 72 es mayor que n ¢ n mayor
que 72, 1o saimos cudl se debe restar de cudl; po-
demos restar # n de la m y dejar en el numerador
del cociente ¢ "5 6 al contrario, y dejar ¢" " en
el denominador, pues:siempre el cociente por el di-
visor da el diyidendo; pero preferirémos el dejar ¢ —*
que es mas sencillo; y haciendo lo mismo con:las de-
mas letras tendrémos

20a%b5¢™d’f  5a5h3™"dS T 5a%b3
Bﬂ“'b’ r:drf:; i of 3 201:—-—mdr—.sf
118 Consideremos ahora Jgs resultados que puede
m

dar la esprecion —= ”“—"(A)
C

Aquf puede ocurrir. que m¥g, 6 m=n, 6 m<n.

. Si m>n ‘serd necesdrio aftadir 4 n una cans,

tidad cualguiera u, para que sea igual con m; de ma-

nera que w==n-+u; y sustituyendo este valor-en- la
. 1 .

espresion (A), serd fg;:c’?“'”:c”””‘_-”':c“, —41h
A ]

porque -t y.— se destruyen. Este caso 1o 108 eR~.

seia nada de nuevo, -, - TR

2. Sim=n susntuyendo en (A), serd. .';:.';_'"Zr. b

. eﬂ .

_T‘__cm-—ﬂ_cﬂ“'—ﬁ cO

aqui encuentro una espresion c°, desconocid bt
para ver lo que significa haré la sustitucion de@ por,
m dntes de indicar la resta de'los esponentes, y téndré
L o G
c” ?:I 3 L
porque toda cantidad dl\’ldld‘ﬂ por sIm:smE da(sr,;;. ) &ﬁ\ ;
&

%
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ALGEBRA.
la unidad ; luego tengo aquf dos espresiones ¢ y x
m

c
ot luego serdn

que son el resultado de una misma
(intr.ax 5.°) iguales entre s, y se tendrd ¢°=1;
pero ¢ espresa una cantidad cua!qmera, luego toda
cantidad elevada d cero es igual ¢ la unidad.
3.° Sim<n, afiadiendo 4 m una cantidad cual-
quiera u, para que sea igual con n serd m-+u=—n,y
poniendo en (A) en vez de n este valor, tendré
b )
i —(m8)— b
Tambien hallo aquf una-espresion e—% no conocida;
asf, para indagar lo que espresa, haré la sustitucion
4ntes de indicar la restd de losesponentes, y tendré
cm cm cm

I
P e e el ] »
Y naE Pt a1 ﬂm Wt by
donde tengo dos valores de E’T é saber: ¢ % y =

que pot lo dicho (intr. ax. 5. °) tetdn 1g€mle=, y ten-
dré ,___.__g“-" Ty —' - 4192 . ’lfl_ noi
e

quie dice que toda cantidad se puede trasladar del di-
wvisor al dividendo , 6 al eontrarw, mudhndd eI s;gnn
d su esponiente..’ obnoyuiisene (s=m 18

119 Para dividir un polmmmo por un monomio,
se divide cada término del-polinvmio por el monomio;
porque dividiendo todas las partes del dividendo, y
reaniendotodoslos cocientes, debe muhﬁ#(iﬁtr.ax 3-%)
.ei ‘cociente total. ¥IBL) ! 18 9in

i\ Asf, si quiero dividir/la cantléhﬁi s a9

15a%h*—12a4¢3+8h4¢5 por -—6&3&1;4 mndx

S 1gats - S3e'h T g
3
i2) *6&3&.‘4[ agdi7ib bobitaes shot au
e
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ALGEBRA.

—i12a%e3 | oqg 8b4cs
2 ——————=—; 3.° e
—6adhet . be —6a3hct \
; 15a%h%12a4¢34+8b4c5 20 563 455;5
. ,—b6ashct be, 2¢4 . 3pd

120 Para dividir un polinomio. por otro, lo pri+
mero que se hatd es ordenar; para lo cual se verd la
letra que e‘gtﬁ mas repetida en el dividendo y divisor,

y se volverdn 4 escribir principiande en ambos por el
término en que dicha letra tenga mayor esponente;
despuges ¢l que tengael esponente inmediato menor &e.
Hecho esto, d:‘%ﬁ el 1.57 término del dividens
do por el 1.° del divisor, y se tendrd un término del
cociente 3 multiplignese e.s‘le término por todo el divi-
sor, y rdsigsn el prodiicto de.todo el dividendo (lo
cual se conseguird mudando los signos. del producto
conforme se vaya formando) y se hard la destruccion
que se pueda. Despues se divide el 1.°" término de es~
ta resta por el 1.0 del divisor, loque dard el 2.° tér-
mino del cociente; despues se ejecutard la multiplica-
cion y resta; Y se continuard del mismo modo hasta
que se halle cociente exacto, 6 hasta que el mayor es=
ponente de la letra por que se ordena, sea en la rest@
menor, que el mayor de la misma en el divisor; entén-,
ces no hay cociente exacto, y. se indica la division de ~
la resta por el dw:.sor (49) 06
Ejemp. Quierd dividir - ;
a3hde—ab’c*—aatbPc-+aShe-+-20°bc*~ase
por a*+b*—zab. | . | I
. Para ordenar, veo que la a es la que se halla mas,ra-t
petida en ambos térninos, y ordenando por ella te;ll:lné

2

asf m%-”u—n—za%e’—ab’e“ &> —sab+b%,

—a%c-g—m‘% e—-a3 b*’*c ' | adbe—ac®
- G L e oy i 0 5 ‘I"Lx
i——a-*r.- +2a’bc“—~ab“c’_’ R LU

+adc?—2a*be*+ab’e?

i I e igny ol <4 QRRS ST N R T
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96 ALGEBRA.

Ahora empezaré la division diciendo: abe divi-
dido pora® es adhe, que pondré en el cociente ; haré
la ;uultlpllcauun de a3be por todo el divisor, du:len-
d6: - por <+'da -+, y como se ha.de restar es —
que pongo debajo del -+ que debia tener el 1.°" téra
mino del dividendo ; adbe por @ da aShe, que pen-
go despues 'del signo —; contintio: + por — da '—,
que como se ha de restar es ~~; adbec por 2ab es
za*b?e, que pongo despues del signo +; -+ por -+ da
-, que comio se ha de restar serd —; a3he por b* da
a%h3c, que pondré tambien; tiraré una raya para po-
ner debajo de ella'la resta que quede despues de he-
cha la destruceion ; pero ' advirtiendo que -+a®be de
arriba con—adbe 'de abajo se destruyen, que —za4b%e
se destruye con'+za*b%c, y +a3b3e con —a3b3e, pon-
ga debajo de'la rwyfx lo que queda, que es

D —aBe? s u®he—ab®c®. :
® E[ 1.9 térimino de esta resta —a3c?, le dividiré
por a* primero dél divisor , lo que. dard —ac*; mul-
tiplico y resto, diciendo: — por'+'da'—, y como
se ha de restar es '+ » que pongo debajo del signo —
del'—adc®; a® por ae® es a3c® que pongo ; contindo
=ige? por —zables +2a?be?, que como s¢ ha'de res+
far pongo —z2a?be?; sigo : —ac® por H* es —ub?c?,
- que como se ha de réstar serd +ab?c?; y comio estos
términos se destruyen con sus correspond:entes, pon-
dré deba;o de la raya o por resta, 2 tengo que el co~
ciente serd a3be—ac?.

Dem. “El ordenar es una operacion que se puede
hacer, porque esto no altera el valor de los términos
dé'la division; y se debe praéticar,” porque muchas
cantidades (como la antermr) que ordenadas ‘dan co-
ciente esacto, no le-darian sin esta circunstancia, y
eisremltadu dehe ser siempre el mas s‘enclllo. ;

“Todo lo demas es enteramente anilogo al prece-
dimiento aritmético (53), ¥ se reduce & buscar los
diferentes términos de un polinomio que multiplica-

'ﬁ do por el divisor déel d:vldendo, que es L. Q. D. D.
& Ese. La multiplicacion del coeieute por ci primer
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ALGEBRA. 97
término' del divisor se puede omitir; porque como
dard el 1.¢” término del dividendo , y se ha de res-
tar de €él, se podrd tachar inmediatamente el 1.°" tér-
mingdel dividendo y multiplicar desde el 2.° del
divisor en adelante, que es lo que se ve en el ejem-
plo siguiente.

Si qulero dividir
a®—b° pora" —b?,ha=-
ré la operacion como B0
aqm se presenta.

- Donde veo que sa- 5
le cociente exacta, porque el +55 que resulta, se des-
truye con el —5® del dividendo.

a%~b% a?—p?

-AEe od passsaatiatio
ﬂiagﬁ'* a*+a?b?ht

De lvs quebrados literales.

121 . Los quebrados literales ¢ a]gebriicos se cal-
culan del mismo modo.que los numéricos; porque to-
das las demostraciones que dimos respecto de estos,
estaban concebidas en términos generales. Asf, su va-
lor no se alterard aun cuando se multlpllquen 6 par-
tan sus dos_términos por. una misma cantidad. Por
esta causa se reducirdn 4 un comun denominador del
mismo modo que aguellos (68); de manera que si ten~

a ¢ m p
go los quebrados TR

qu cdarén reducidos 4 un comun denominador, si mul-
tiplico los. dos términos del primero por dng , los del
segundo por bug, los del tercero por bdg, y los del -
cuarto por bdn , cuya operacion los trasformard en

adri:y cbng mbdg bdnp
bdng’ bdng’ Bdng bdng

Igualmente, si se dan quebrados con factores 6 le- :
tras, mmuqegw:ha ¥ abajo, se podrdn suprimir.y que-

d d
dardn simplificados, Asf, L% T

pues en el numerador- y denommadar del. grmm mf_ S
G Tl :
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3 ALGEBRA. )
coman la d, y en los dos términos del segundo’es ¢o-
mun el factor d-+b, que suprimido se convurtlré el
quebrado en lo que hemos puesto, .
122 Para sumarlos se hard. lo mssmo gue cor: on
nUmMEricos ('-o)

a m .an bm dn+bm

De manera que ?Jr;_bn il A

123 Para restarlos se hard Fo mismo ‘que ton los

; § o o e Mk
numéricos (73). Asfyside o7 Juick Femap “tendré
(a s 7 9

a m an 6m an—bm

PR AR

124 Para reducir aquf un entero 4i1a especic del
quebrado que le acompaiia, ya sea por via de simd ¢
de resta, se multiplica el entero por el denommador
del gueﬁrado, con, esto se suma el msmemdor del grte-
Brado cuando este lleva el signé &, ¢ se 'resta cuan-
; ‘do lleva el —, y d todo esto se le pone por deﬂdmzna-

> )
‘dor el del quebrado. Sea la espresmn a“-#ﬁzqqg;a' .
—a

la que se quicra reducir; muinp}amé,ﬂ GfifeT0 G252
_ por el denominador b‘——az que me da (116 esc)

B4—a#; con esto sumaré el numemdor Ay ¥ sl
"nJa le pandré por dénominador el del’ ‘quebrady’,ien

DA LTS
.t_mtél'forma:wa‘-l—!iz—r-va iaf-z,(a + ‘)b%_—%;"b%
<y b4-é4_+~a4 " 5‘4— pobd C pihd
i -'."'.'\ 25903 oF b*=—a? b,, 3] 3 i .’“rnmlpunI
"'dgp Pard muluphcarlus se Hdee H‘pr‘@)"'é’e
e o
@ m am Gtm aa—m‘(
b """‘ﬁnr"('cms"‘cunﬁ Qmm%_ i

Jitﬁfsmﬂ—. 8""“&_
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ALGEBRA. 99

Y para multiplicar un quebrado por un entero ¢
al contrario, se multiplicard el numerador del que-

brado por el entero, como aquf se ve: #
a 86, o gad m (a +62)m a®*m-+b*m
—Xe==, y (6*+5%)— :
b b 1] 1 n

126 Pard'dividirlos se ejecutard lo dicho (79);
de manera que

a m__an  a+m _c—n_ (a+m)a—m) a*—m>

APy A et (e+n)(e—n) — *n?’
Si se tratase de dividir un entero por un quebra-
ad?

¢

do, se practicaria lo dicho (80); asi, Ly
Para dividir un quebrado por un entero se pmc—

card Ie dicho (81); ast,

a a& .  .ab a’h a*h
.m-.- ra ¥ 1d3— — -

b —n (c*—n)d’ ¢*d3—nd3

De la elevacion & potencias 'y estraccion de raices de
los monomios.

127 ' 'Sellama en general potencia de una cantidad, = ¢
al producto de multiplicar dicha cantidad por sf mis-
ma cierto niimero de veces; si se multiplica una ves,
resulta la segunda potencia 6 cuadradgd'si se multi=
plica dos veces, resulta la tercera 6 ftbo ; si tres, la
‘cuarta;, ¥ sin, la potencia dddﬁ! oln—H. Fi'ens
tidad ‘que se multlphca se llam#¥qiz ; 'y en general,
se llama raiz de una cantidad aquella que multiplica - 1
da por st misma clerto nilmero’ de veces prodm:e la :
cauudali‘ rémitiod. e i
123 a indicar que ‘una Cantldad se ha de 6
var £ una poténcia, si consta sdlo de una letra, bass
ta ponerle § su derecha un poco mas alto el nﬁmqr&
que espresa la potefncra 4 que se ha de eleva.r,h
Ia cantidad tiene mas de una letra 6 tiene éépqneg“;
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500 ALGEBRA.
te, se encierra dentro de un paréntesisy y fuera de
este se coloca un poco mas elevado el mimero que es-
presa la potencia, el cual se llama esponente de la
potencia. Asi, para indicar que la cantidad 2ab se ha
de elevar al cuadrado, se escribird (zab)*, que (106)
se lee : dos ab elevado & dos ; (2ab)8 se lee : dos ab
elevado d tres; y (zab)” se lee: dos ab elevado d n.
Los grados de las potencias se han deducido-del
nmimero de veces que entra por factor la raiz, que son
tantas como unidades tiene el esponente; por lo que
toda cantidad sin esponente ¢ con 1, es'su primera
potencia, Las multiplicaciones son tantas ménos una
como unidades tiene el esponente.
La elevacion 4 potencias es el caso particular de
Ia multiplicacion, en que los factores son igua’les, pe-
ro aqui sdlo se necesxta atender: 1.% 4 .szgnos 2.9 4
coeficientes y 3.° 4 esponentes.
1.°  Si el esponente de la potencia es numero par,
el signo de la potencia serd siempre —; vy si es im-
par, el signo que lleve la potencia serd elique tenga
" laraiz. Porque si la raiz lleva el signo +, combinado
cualquier nimero de veces siempre dard -; pero si
lleva —, cuando el esponente sca’ par, como un ni-
mero par de signos — en la multiplicadion produccn
=+, ¥y un ntmero {mxpar producen —, msglta la re-
“gla de los signos.
~+ 2.° De los coeficientes sefomgﬁr,é;
d;ga el esponente , esto s, se mull
gmmos tanias veces meuas na cﬁrgp
 élesponente;; porque en la operaci
coclicientes se mult:.gilmn (11
aquf dichos coe {}lﬂjﬁ@‘ '




ALGEBRA. - gor
brados, se formard la del numerador y denominador.
 Aplicando las reglas 4 estos ejemplos se tendrd

1.9 w(a?)Sma?xa*xo?=a> 3 2=a0a?}3;
2.9 (—4ab3n%)5=—45a5b"5n?S =—1024a5b"5n25; /1)
3.0 (6&25” r)m_&ﬁmazmbﬂm ¢ 3
o f38°B3cA\3 (3a?B3c4)S 27aSh9c12
(vraeps) =Gy sirarp

4e*dsf3

Los cuales manifiestan que la potencia de un pro-
ducto, 6 de un quebrado, es lo ‘mismo que el producto
6 cociente de la misma potencia de cada uno de los
facmres ¢ términos del quebrado,

129 Para indicar que se ha de proceder de la po-
tencia 4 la raiz, se usa del signo radical V5 entr
sus ramas G piernas se pone el esponente radwal,;
que es el nimero que espresa el grado de la raiz que’
se quiere estraer ; y debajo del signo se pone la can-
tidad cuya raiz se quiere sacar. -

Como estraer raices es buscar una cantidad; gue
entrando por factor tantas veces como unidades tiene
el esponente radical, produzca la cantidad dada, que
se consider.;z como potencia: establecerémos por regla.

1.2 8i el esponente radical es par, la raiz lleva-
rd el signo de ambigiiedad; y si‘el esponente radical
es impar , la raiz llevard el mismo signo de la can-
tidad. Porque cnando la potencia es de grado par,
siempre tiene (128 , 1.%) el signo +, bien tenia Jda

raiz el 4+ ¢ el —; y cuando la potencla es de
impar, lleva el misnio signo que tenia la raiz.
2.2 De los coeficientes se dejard indicada lﬂ
racion dﬁbﬂ}o ‘del radical, hasta que se sepan ematr 8
lag. raices de-Jos nyimeros.. A
- 3.% «En punto d esponentes, se dividird: s! ﬂs;r 0
nente ' la cantidad por el del radical. Porque ¢ ta
operaciva es Ja - dnversa de elevar 4 potenuas, nm -
esta operacion se ‘multiplican.
CAst, si quae;o esteaer la raiz cuadrada. ﬁgﬁfe‘k,,

e
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. mario qué resulta de quitar el radical , se.

10 ALGEBRA.
observaré que ocurriendo con mucha frecuencia el es-
traer raices cuadradas, se omite el esponente 2 del ra-.

dical ; de modo que '\/3658 es lo mismo que '\/a"jba
y qecutande la operacion del modo que acabamos de

6
decir , serd 1.° 4/a%h? =ia957§=ia364,-
- -3
2.9 A/ Za0pTEI =—a’b*c3;
i R
3.% Vya-"bi c“’d3__\/7><a Tprerd
Si fuesen quebrados, se estraerd la raiz del nume-

. rador 'y la del denamumdor, en esta forma:

m
"

VEH“_+{_ "/abc5 a”h
ke

pé b5’ d7f% Ty g
dﬂf‘_ﬁ

lo cual estd fundado en que para elevar 4 poten-
cias un quebrado , se ha de elevar el numerador y
el denominador ; por lo que aqui se deberd segmr
la regla contraria; de donde se deduce que la raiz
de un producto ¢ de un' quebradoy es do mismo que
el producto ¢ cociente de-las raices de’ fos factores,
6 términos del quebrado. ; d
130. Cuando la division de. los. espoqenfes ho se
yuede hacer exactamente, aun: debe  permanecer ra-
~ dical en la espresion ; pero se debe- ﬂe él todo
o que se pueda; para lo cual. del: aspot

2 jn

2l

c

1~3

5§
n

. teros que se puedan; y aquella mmdud aq;dmemspma
~ en factores poniendo por_primer factor la cantidad
- con el esponiente entero 'y por segundo la misma m—-
~ tidad. con el esponente quebrados y luego se wielve d
restablecer el radical poniendo:entre sus: purnas el
. denominador del quebrado , deﬁa}md&-ﬁ la canti-
 dad con el numemdar del quebrado por esponente..

Al
3 s
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ALGEEBRA, 5’0
Ast., si quiero estraer la raiz cibica de a
e_]ecutart. la. operacion como aquf se ve:

'A/q.gbi GE:agbfcg:aljﬁzfcs=

& o it b8 2 3
aq-%z5302235%2&353:&5262\/%

Estovestd fandado (129) en que la raiz de un pro-
ducto: de:tantos factores como se quiera, es igual al
producto de las raices del mismo grado de los factores.

131 ]:.~tas .cantidades que estdn afectas del signo

AV se llaman cantidades radicales; ast, V@, '\/6, &e,

son cantidades radicales; cuando a y b se represen-

ten potmimeros, podrd suceder que @ V. g.sea un

nimero cuadrado como 1, 4, 9, 16 &e. 6 %, §, £ &e.,
y que b sea un mimero cibico, como 1,8, 27,

6 L, 4 &e.! En este caso el radical desaparecerd;’
pero ciiando no sea ninguno de estos ndineros, como

cuandb @ valga' 2,3, '5, &e. y b sea 2, 3, 4, 5, &e.

no tiene raiz exacta; y es imposible hallar un nime-

ro entero ni quebrado-que esprese el valor de estos

radu.ales, por lo cual v/2,4/3,4 5, V6 &e.

Vz ; \/3 \/5 &ec. , se llaman niémeros sordos , irra=
cionales &' invomensurables. r

132 Con los radicales se hacen las. mismas ope-
raciones ‘que conlas demas cantidades.

La suma y la resta se ejecutan en un todo lo mis-
mo; sélo que para que los términos sean semejantes
han de temer un mismo esponente radical , y unas
mismas letras y esponentes fuera del radical y debajo.

133 Para maltiplicarlos , si el radical es de un
mismo grado se¢ pondrd (129) debajo del mdwal el
. producto de las cantidades; y despues se wverd si se
puede sacar aigo de debajo "del mdmaI (130)

4

-Por ejemplo: ‘\/ abxn/ a'bc"-—\/ a%%’:a\/ db’c’

Cuaando los radicales no ticnen un mismo espo~
mente,, ‘s¢ reducen 4.dl mul:;pkcmdn los: er,pompnta

v
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104 ALGEBRA.
de cada cantidad vy de cada radical, por el producto
“de los esponentes de los radicales de los demas.

Esto estd fundado en lo dicho (68); pues si se
quitan los radicales poniendo 4 las letras espofientes
fraccionarios (130), no babrd mas diferencia sino que
aqui los esponentes de los™ radicales hacen oficios de
denominadores, y los ‘de las letras hacen oficios de
numeradores. Asf , si q‘ulem reducir’ 4~ un) mismo

esponente radical los \/a_ )
plicaré primero todos los es@onentes radicales dicien-
do: 3 por 4 son 12; 12 porge esponente del tercero
son 24, y este serd el esponente comun deb radical;
ahora, para saber los qne deben tener-las cantidades
que se hallan debajo de cada radical ; multiplicaré
los esponentes de las letras que se hallan debajo del
primero por 8, producto de 4 por 2 ; los:de las que
se hallan debajo del segundo por 6, producto de 3
por 2; y los de las que se hallan deba_;o del tercero
por 12, producto de 3 por 4 ; de manera que dichos
radicales los tendré reducidos 4

24

l/ 16516 l/ |8b12 l/ ]2n12

¥ si los qulswra mult:pltcar sacana por pmducto
V aldblﬁxVa{Hblszamﬂm
l/ 046‘6_3 Izﬁabl/ a”b"ﬂ”

F 34 Para dividirlos, cuando los radfmales tengan
“un mismo esponente, quedard hecha la division (129)
ccon poner debajo de un radical del mismo grado el
"ﬁ?cwnte de las cantidades que kayn dabq}'o

:\"’-‘k?{

‘\/I:J,-im")2 ‘\/tm multl-

Luego V a‘b’c 3 adh
e \/a=bscd= G St 53

Sino tienen cl mismo esponente radrcal,-se nedn-

o
gl
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eirdn 4 él,'como se ve en el ejemplo siguiente:

3 1288 0 12 Iz

N a*be® a®h*c8 _l/aﬁf‘-‘*t-’g__l/a”ca

e r T ST A

135 Para elevarlos 4 una. potencia’cusalquiera
basta'(133) elevar la cuntidad que estd debajo & la
misma potencia, dejando el mismo esponente del w

5 DRSS il
dical 3 porque elevar 4/a3b4 4 la segunda potencia,
es efectuar el producto

SEe AR ik :
(\5/ adh4)*=n/ a3b4xx5/533_4~_—:\5/W:a5\5/ ab3.. &

Como ‘estraer raices es lo  contrario de elevar 4
potencias, para estraer la raiz-de una cantidad radi-
cal, se dividird el esponente de la cantidad que ha-
ya debajo, por el esponente de la raiz que se quiera
sacar ;y ¢l Fesultado se le pondrd el misnio radical.

3 e Y ;

Ast, VV::55303:Vagbc 3 pero_como no siem-

pre se podrd ejecutar la division exactamente, con
el fin de que en el resultide sélo haya un radical,
se multiplica el esponente del radical primitivo por
el de la raiz que se quiere sacar , ‘sin llegar d las
cantidades que hay debajo del signo radical. Asf,

< D¢ las espresiones imaginarias.

136 - Hemos visto (128) que al elevar una canti-
dad 4 una potencia par, siempre resultaba el signo +;
de donde se deduce que ninguna cantidad negativa
puede ser potencia de grado par; luego si nos pidie-
sen una faiz de grado par de una cantidad negatiyag &
se nos pedia un imposible; no ostante ocurre #€to
-con mucha frecuencia,, y por esta causa d cstas es-
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106 ALGEBRA.
presiones: se lés h'a dado el nombre de imaginarias,
EMen

Ast, A/—a® .,\/-a3 V~b5 N —a™
son espresioues 1mag1nar1as

Ahtes de ensefiar cémo se calculau demostraré-
mos esta; pmpoalclon

Toda espresion imaginaria se puede desc@mpnner
en dos. faetores.:. el uno. real que serd un-radical. del
mismo grado ., que contenga tje.-ﬁa_;o de si la cantidad
reals el otro rad;cm‘ del mismo gmdo que’ ¢on-
tenga defjaju de si la unidad con el signo negativo,
3 2n
i efecto, sea la espresion 4/—a™ , /y 8¢ tendrs
omo toda cantidad se. puede cunsldcrar ‘multi-
¢ida por la ynidad , serd, :
e o --a"‘-—-La”‘—+1x=—-am —Ix-m”’

4 Tt ‘. m-u;".hr

LER T o

}lire'ga v —a”‘—‘\/a”'x—l—‘(ﬁ rzg)a“ E R
2n__ M

¥ restableciendo 1os 'radicales’ serd 4/a™ x‘\r'--wl,

queeraL QB D 1
#187: Con las mwtrmarlas se, haceu las m,xsrnas ope-
ges, que con las canudades reales, Lasuma y la
se practican por las reglas dadas (132).; ..

Para multiplicarlas se deseompumd;m dntes

us dos Jfactores , y despues se ejecutard la opera-
corto en los radicales; ast, para’ muh;ghqar

e por 1/~5 descompondré d \'i
V-—a en g/ax\/—-x,y 4 \/ﬂb en, \/ﬁ,&/

‘y la multiplicacion la~ haré'en ésta forma:

i ____w%w_}awv'nxw:mw%u:a e,

\

‘Observando este fewltwda et}hazrémm nde mqne |
@l producto dedos imaginariaside segundo grado es 3
2 mmm realmy que el signo- que nosresulta es -‘

e S _ , i

o e Mol o Esbans



ALGEBRA. 123
ciente se  pondrd en la raiz despues:dela comag;y
luego se continuard todo lo que se quiera, afiadiendo
dos ceros por cada guarismo que se intente sacar. |

V. g. si quiero estraer la raiz coadrada de 459684,
le dividiré en petiodos de 4 dos: guarismosicada uno,
y tiraré las rayasicomo aquf seve:

Luego, veré que lairaiz de
45 es 6., que pongo en. las ra- 4 5,96,8 4
yas, y su cuadrado.36 debajo <113 6
del 45 ; tiro una'raya iy resto,
loque da 9. Al lado'de la res- - ‘09 9i6 :
9 bajoel siguiente peribdo 965 " ' 127 spolf #
separo'el gunarismo de la dere- | 1] - i f
cha con wuna coma, y'lo que 10m 8,4 £

678

queda 4 la izquierda que es g9, 1348 ¢

lo divido por 12\, duplo dela: [ ihiv (DS
raiz hallada, que pongo deba- . 0000 1
jo del g9, ebto es, debajo de lo Nl

geparado con la coma; el comente 7 de dividir gg
por 12, le pongo en la raiz 4 la derécha dél 6, y tam=
bien al lado del 12 ; multiplico el'127 por el cociens
te 7, y voy restando el producto de lo que tiene éns
cima, diciendo: 7 por-7 son 4g, 'de. 494 56 van yy
llevo 5; 7 por'2is6n 14, y 5-quelllevaba son 19, dé
19 4 19 va cero y'llevo 1; 7 por 1-es 7;y't que lles
vaba son 8, de 8 4 9 va 1 que ponigo. ‘Al lado de la
resta 107, bajq el periodo siguiente 84, separo ek
guarismo 4, y-loque queda d:la izquierda lo divide
por el duplo de toda la raiz hallada/que es 134; el
cociente 8 de dividir 1078 por 1344 le pongo en los
parajes dichos 3 iy hecha la multiplicacion del 1348'
por 8, y restando al mismo tiempo, nos sale o; de con=
siguiente la raiz exacta del ndmero, propuestﬂ es 6781
Ese, Al dividir lo separado 4 la izquierda de la
coma por el daplo de-la raiz hallada, se debe tener.
presente: que nunca se puede poner mas de d .9 en la
raiz; y si lo que estd 4 la izquierda es menor que el
duplo de la raiz, se pondrd o en etla vy se bajard el
periodo: siguiente, Tawmbien suele ocarrir .el que se
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124 ALGEBRA:

pooga‘en la'raiz'mas de lo que corresponde : lo que
se conoce si al ejecutar la multiplicacion y resta, no
se puede hacer esta dltima. )

163 Si en la férmala (A) hacemos b=1, se tendré

(a+1)’—a2+mx1+1’=a +2a-+1;

y como el primer término a® es el cuadrado de a, res
sulta que los cuadrados de dos mimeros a y a1 ique
se diferencian en una unidad , se d&jerencmn en el
duplo del menor a mas la unidad, (esto es, en za-+1),
Esta proposicion sirve para comprobar las restas que
resulten al estraer las raices, pues siempre pueden
Hegar 4 ser hasta el duplo de la raiz hallada; pero en
llegando 4 ser el-duplo mas uno, deber tener la raiz
una unidad mas de lo que se le haya puesto.

164 Para estraer la raiz, cuadrada. de 1715037,
le dividiré-en-periodos, y qtoutaré la operacion co-
mo aqui se presenta,

Donde advierto que

L7 1 25 013 7o I3°‘9a594
como ‘al sacar el tercer

07,1 —_—
uarismo sale o, el pro- = 2.3

ducto del 260 ~por cero i

debe ser/ cero; jlrmasf labicng z g’g

resta serd el 250, al la- o

do de da cual bajo el pe- 25937

riodo siguiente 37;y co- 2609 :

mo-al ‘fin me sale una 0155600

Testa: 1556, infiero que 126185 "

el miimero ~propuesto no T
tiene raiz exacta, 'y di- 1924 678 0,0 |

26! que su raiz es 1309 2619099

yialgo mas.

/Si quiero aproximar-.

la-por decimales, pon-
dré coma enlaraiz, afia-

01 10 3T Q0,0
ebrgrB4
00555164“

[

diré 4 la resta 1556 dos ceros pol- cada guarismo de-
vimal que quiera sacar, y consideraré cada dos ce-
105, como si fuese un periodo (euya prdctlca estd
fundada en que si la raiz tuviese un guarismo'de-
eimal , su cuadrado tendrd dos, woo por cada vez
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ALGEBRA. ; i25
que es factor), y aproximdndola hasta milésimas tén-
dré la raiz 1309,594. ' :

Si el nimero consta de enteros y decimales, 6.de
decimales solas) se hard que el'mimero de guarismos
decimales sea par, aiiadiendo un éero s fuese impar.
Vi g.'si-quiero_ estraer la raiz cuadrada de 0.9, 'aﬁzlt—
divé un cero,"y despues de haber ptiesto el cero y co=
miaven’ las rayas; comio ‘aquf 'sé presemtar - Y
veré que la riiz de 9o'es g que A

polgo en la raiz, resto su cua-'' ‘0,901 ] 0,648
drado 81 , y afedo d'la resta 7" §10,0 7| et
g'dos ceros’s y contititio hasta s a4 1 0
pacar los ‘giraridmos-que ‘desee, 1 —i— ¥ ¥ SE00
que’ suponigo ‘que ‘son tres, y " 16 40,00 1
teéidré que”ld raizi‘delo,ges © UUGrBE8
#4165  Dejamos  dicho™ (r28) ' ¥ 246 E2A30

- ¢émo se forman las potencias, i :
¥ (129) ¢odio se estraen las raices 'de los quebrados;

" pero cuando son numéricos, suele ser mas sencillo el
convertirlos 'en décimaleés, y luego hacer conellos Tag
operaciones. que se quieran. As{, si quiero estraer'la
raiz de £, tendré por el primer niétodo $ B3N8

oo 20530 e
o R -0 4
X Y \/,"7 2,645 i :
_pero ei,ma_s"senc'il‘l_o de’ este modo b
7 ME=00,714285=0,845, . R

como se p_uege comprobar,
P i ‘ . ¥ STIBY. .BY
De la formacion de las potencias en general. |
166 Hemos dicho (127) lo que se entiende por
potencia en general; y hemos dado las reglas para
formar las de los monomios. Para formar las de los
b{nomios , ¥ deducir una regla gem:ral2 sca a-+b el
binomio cuyas potencias sequieren formar: que yén-
dole multiplicando por s{ mismo, y reduciendo dard
las potencias siguientes,  ° ' 45

'
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196 ALGEBRA.

2 (a+b)'=a +b

2.“ (@+b)*=a*+2a b+b*

3.2 (@-b)3=ad-+3a%h+ 3ah* b3,

a (@+b)t=a*+4a8b+ 6a*b>+ 4a h3+b4 | |

" (a-e—b)5_a5+aa4b+10a3b2+loa’b3+5ab4—+—b5
; _Do_nde se observa (5.% por ejemplo) que la prime=
ra parte @ del binomio, se halla en todos los términps
meénos el dltimo , que su esponente en el primero.es
el mismo 5 de la potencia, y va menguando una uni,
dad encada uno hasta no encontrarse en el 1iltimo; que
la segunda parte b del binomio no se halla en el pris
mer término; en el segundo tiene la unidad por espo-
nente, y va aumentindola en cadatérmino hasta que-en
el dltimo tiene el mismo esponente 5 de la potengia,

Luego en punto 4 létras,y esponentes. estd conos
cida la ley que siguen. Veamos los coeficientes: el 5
del segundo término e el, esponente . de la:potencia;

; . ; ' !ty o 5%4
el coeficiente 10 del tercero es lo mismo que ——;

2.

pero 5.8 s el coeficiente del segunqlo Iermmn 4 el es-
ponente que. lleva en ¢l la primera parte, y 2 divi=
sor, es lo mismo que el nimero de térininos que hay
dntes del tercero que se busca. Esto mismo se veri-
fica en los demas; luego para hallar el coeficiente de
un término cualquiera, se multiplicard el del térmi-
no anterior por el esponente que en ¢l lleve la pri-
mera parte , y el producto_se partira por el nimero
de términos que anteceden al que'se’ busea.

Si la segunda parte b del binomio fuése negati-
va, variarian de signo los términos en que se hallase
b con’ esponente {mpar’, que son los que ocupan lu-
gares pares en la potencia ; por. lo que seria — el
signo del segnndo térmuw, ~+ el del tercero, — el
del cuarto, y asf alternativamente.

. Esc. Todos estos resaltados puestos en regla da-
rian 4 conocer las partes de que se compone cada po-
tencia ; y contrayéndolos ‘4 nimeros descampuestos
en decerias y unidades darian 1gualmente 4 conocer
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ALGEBRA. 127
las partes de que se componian sus potencias, y qué
especie de unidades espresaba cada una de dichas
partes, para poder proceder de la potencia 4 la raiz,
y deducir una regla para estraer raices de un grado
cualquiera. Pero como desde la raiz clibica en ade-
lante son, muy complicadas las operaciones, y por otra
parte bay medios sencillos de ejecutarlo, lo reser-
.vamos para otro lugar.

De las ecuaciones determmadas de segundo gmdo..

167 Queda -dicho (143) lo que se entiende por
ecuacion de segundo grado, y quedan resueltas (351)
las puras. Para resolver las mistas, es necesario ma-
nifestar que toda ecuacion. mista de segundo grado ha
de constar de tres términos : uno en que se halle la
incdgnita,. elevada al cuadrado, otro en que se halle
elevada 4 la primera potencia,, y otro donde mo se
halle incdgnita; de modo) que la espresion general
de las ecunaciones de segundo grado serd

ax®+bx=c¢ 6 ax*+bx—c=o (A). :

No puede haber mas términos, porque 1o puede
hallarse ninguno con la incdgnita elevada 4 la ter~
cera potencia, ni 4 ninguna otra superior; si hubiese
muchos términos donde se hallase »* ¢ la «, se redu=
cirian todos 4 uno encerrando en un paréntesis todo
lo que las multiplicase ; y todos los términos donde
no se hallase la % se podrian considerar como uno solo,

Tampoco puede tener ménos términos ; porque si
faltase el ax® no seria de segundo grado ; si faltase
el bx no seria mista; y si faltase el término constan-
te ¢, quedaria reducida 4 ax®+bhx=n,
que dividiendo por x se convertird en ax—l—-b:o,
que es de primer grado.

Ahora ; dividiendo por @, la ecnacion (A) se con=

b ¢ . ab
vertird en &?+-—x—~—=0;
a a

c

y haciendo ¢ i serd x®+pa-rg=o (B),
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que serd 1a formula general de las “egnacioriés de se-
gtindo grado ; cuando’' 4 ecuacion estd'bijo’ esta for-
wa, se dice que estd preparada. Para estose requie-
re' que se haya reducido la’ ecuacion' 4°56lds tres tér-
minos; que se hallé sin coeficiente el Primer término,
que es donde la incdgnita estd elevada ‘al' eitadrado,
(lo°qae se consigue dividiendo ‘toda la ecuﬂci(m por
el coeficiente que tenga dicho término)y ¥ ¥ queade-
mag. dicho primer térnino tenga el signo positivo, lo
que se conseguird mudando los signos 4 toda la ecua=
eitin" (147 cor.) en'easo dé o tenerle. -
L1 r68 " Puesto qué' como acabamos'dé ver 199
" BPPRHG=0 G w hpr=—gy = - :
es la forma general de las ecuaciones de 2.% ‘grado,
en ‘resolviendo esta, ‘se téndrd la regla para las demas.
“Para esto advertimos que esta ‘ecuacion’ quedana
resnelta , 81 el primer'miembro fuese oncuadrado
exicto, porque estrayendo la raiz cuedrada, tendrfamos

~ la x elevada sdlo & la primera potencia pem cormpa-

rando el primer miemibro con la espresion x*+2ax-+4>

del cuadrado de x-+a, vemos que le falta el tercer tér-
niino del cuadrado}luego ‘considerando’d % ‘como pri~
mera parte, x Serli-'SlJ-CL}_!ld"!‘ﬁdO,p:?C el daplo de prime-
fa por segunda; y “como'x es la primerd , p serd el
duplo de la segunda, y'per-lo mismo su mitad 1p
gerd igual 4 dicha segunda ‘parte jludgo si d ambos
miembris afiadimios p?; que es el coadrado de dicha
mijad, la ecoacion fo se alterard, y el primer miem-
bro serd cuadrado pezfecto luegau se tendrd !

& Hpr-+EPT=4P "¢ i
que estrayendo la raw cuadrada da

arhp==:Tpi—g, y x=—Lp2A/dp*—q(C).
*' Este. resultado comparado con la—-ecuacmn\(B,lﬁy)
da la siguiente regla.

Para resolver una ecuacion de 2.% grado que ya
estd preparada, pdigase desde luego la incégnitu; lue-
89, el signo=; despues de este signo la mtrad del coe-
fictente del segundo’ término COm Uk signocontrario al
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ALGEBRA. 129
que lleve; despues el signo de ambigiiedad == 5 luego
un radical de segundo grado; debajo de este radical,
el cuadrado de la mitad del coeficiente del segundo
término , siempre con el signo positivo; 'y despues el
tercer término dela ecuacion con el mismo signo que
tenga en el segundo miembro, & con un signo opues-
to al que tenga en el primero.

Sacando:los dos valores que da el signo == de la
ecuacion (C) se tiene

: BT N
3PV G —g; y a=—Ep—N §p*—g.
Estos dog.valores no pueden ser igunales, 4 ménos
que p Do sea,cero; porque entdnces el primero serd

x=Ng, y el segundo x—=—N/—q,
que solo se diferencian en el signo. Pero cuando p—o,
la ecaacion (B) es pura; luego para que los dos valo-
res que da una ecuacion de segundo grado sean igua-
les, aunque de signo contrario, es preciso que dicha
ecuacion sea pura, o que el coeficiente del segundo
término sea cero.

Ese, Toda ecuacion de segundo grado da dos va-
lores para la incdgnita, ¢ ba_de ser imaginaria’ por
analogfa se deduce, que si fuera de tercer grado ten-
dria tres valores &c. y en general toda ecuncion,y por
consiguiente todo radical, de un grado cualquiera, da
para la inedgnita tantos valores como unidades tiene
el esponente que da nombre é la ecuacion ¢ al radical,

169 | Propongimonos resolver algunas cuestiones..

1.2 Dos correos A v By .salen al mismo tiempwal
encueniro uno de otro, de dos ciudades distantes en-
tre sigeo .-!egurzs A andt} cada dia 8 ieguas mas que
B, vy el mimera de dias que tardan en eneontrgrse;as
la mitad de las leguas que anda B al dia jcudnios
dias tardardn en encontrarse?

Res.y Dem. Sea x el niimero de dias que se pi-
den; con locual 2x serdn las leguas que B anda al
dia ; y el total de leguas que habrd andado B hasta
encontear £ A, serd zaxa—247.

Siendo 2x lo que anda B, A que anda 8 Ieguas"
I kg I
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130 ALGEBRA.

mas, andard 2x-+8 , y el total hasta encontrarse serg

el producto de lo que anda en un dia, que es 25-+8,

por los dias que estd caminando que 'son %, esto es
(2%-+8)x—=2x*+8x.

Y como lo que anduvieron los dos es toda la dis-
tancia de las dos ciudades, se tendrd planteado el pro-
blema en esta ecuacion

2 x*+-Bx-+2x” =320, J 4 +8x_3°o,
y dividiendo por 4 serd x*+2x=80,

que da x—=—I A/ 1+Bom=12=4/81: =—1zkg;

de-donde sale x=—1+9=8, 6 xa=—1-g=—=10,
por consiguiente se encontraron al cabo de ocho dias;
B andaba 16 leguas diarias , y A andaba 24 ; el total
de A hasta encontrarse, serd 24x8=192, y el de B
serd 16x8=128, que entre las dos componen las 320.
El valor x==—10 satisface & la ecuacion 4x°*+8x—320,
pues la convierte en
4x(—10)*+8x—10=4X100—80=320;
mis no al sentido en que viene propuesta la cuestion.
2.2 Dividir el numero 14 en dos partes cuyo pra-
ducto sea 54.

Res. y Dem. . Seax la mayor, con lo que la menor
serd 14— ; y la cuestion quedard planteada en esta
ecuacion x%(14—x)=54 0 14x—a’=54 6.
#P—r14x=—54, que da x=7 N 4g—54=7 £V '—3.

170 [Este resultado imaginario manifiesta'que la
cuestion s imposible; y como generalmente al enun-
ciar un problema, 6 al proponerse uno una investiga-
cion cualgquiera, no se’ conocen todas las relaciones de
los datos con el resultadoy la imposibilidad de este
manifiesta que la proposicion enunciada estd' en con-
tradiccion con alguna verdad demostradaj y hé aqui
la utilidad de las i imaginarias.

En efecto, en el pmblema pmpuesto, se ‘pide que
el producto de las dos partes del niimero 14 sea 54,
que es mayor que el cuadrado 49 de la mitad de 14;
pero el producto mdximo de un mimero descompuesto
‘en dos partes, es el cuadrado de su mitad; luego pe-
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dir uan’producto mayor, es pedir un imposible.

Para demostrarlo, sea 2a la cantidad que se ha de
descomponer en dos partes, con la condicion de que
su producto sea el mdximo posible; si llamamos 2% la
diferencia de dichas dos partes, estas (154) serdn a+x
y @—%, y.suproducto (a-+ux)(a—x)=a*—x>,
el cual nunca serd mayor que enando x==0; pues en-
tduces no habrd que restar nada del cuadrado @?; pero
si & es oy cada parte de la cantidad 2a se convierte
en @ que es su mitad ; luego resulta la proposicion.

De las razones vy proporciones.

171 Se llama razon la comparacion de dos canti~
dades; la cantidad que se compara se llama anteceden-
te; aquella con que se compara, consecuente ; los dos
juntos se llaman términos de la razon; y lo que re-
sulta sellama esponente de la razon 6 simplemente ra-
zon. Si el antecedente es igual al consecuente, se llama
razon de igualdad; si el antecedente es mayor que el
consecuente, se llama de mayor desigualdad ; y si me-
nor ., de menor desigualdad.

-~ Con dos miras diferentes se pueden comparar dos
cantidades: ¢ para averigunar la diferencia que hay en-
tre ellas; que se llama razon aritmética , 6 para ave-
riguar las veces que la una contiene 4 la otra, que se
llama razon geométrica.

La razon aritmética se seiiala poniendo el antece-
dente , despues un punto, y luego el consecuente; la
geométrica poniendo dos puntos entre el antecedente
y el consecuente. V. g. la razon aritmética entre 7 y 3,
se escribe 7.3, y se lee: 7 es aritméticamente ¢ 35 la
razon geomélirica entre 12y 4 se seilala 12:4, y sc lee
12 .es geoméiricamente d 4 3 G por ser estas razones las
que ocurren con mas frecuencia, se leen omitiendo la
palabra geométricamente de este modo; 12 es & 4.

Para hallar la razon aritmética se resta el conse-
cuente del, antecedente; v. g la de 7 d 3 serd 7—3=4.
Para hallar la geométrica se divide el aniecedente por
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el consecuente; v. g.la de 12 4 4 serfxe: 46 Lp=3,
Donde observamos que aunque con distinto lenguaje,
volvemos 4 las operaciones de restar y dividir; y que
el punto puesto entre los términos de la razon aritimé-
tica equivale al signo — de la operacion 'de restar.’

Cor. Deestoy delo dicho (61, 2.2 y4.9) se sigue
que ¢ una razon aritmética le sm.ede Lo mismo gue al
antecedente, 'y lo contrario gue al consecuentes y por lo
mismo si se tienen dos razones con un misme antece-
dente, aquella serd mayor que tenga menor. consecueti»
te, y viceversa; Yy Si tiemen un mismo consecuente,
aquella serd mayor ¢ menor , que tenga mayor 6 me~
nor antecedente; y una razon aritmética no se altera
aunque d sus dos términos se les aiiada'd ‘quite una
misma cantidad. 4 la geoméirica le sucede lo mismo;
¥ no sealterard aun cuuando se multipliquen ¢ partan
sus dos términos por una misma cantidad.

172 Cuando de dos razones de una misma: espe-
cie, la una tiene por antecedente lo que la otra por con-
‘secuente, se dice que la una es inversa de la otra; asf,
3.7 es inversa de la 7.3; y en efecto se tiene 3—7z=—4,
que es lo contrario de y—3=4.

Tambien 4:12 es razon geométrica inversa de la 12:4;
pues 4:12=74=—%, es lo contrario de 12: Jhfrig=%;

173 Proporcion es la igualdad de dos razones de
una misma especie ; asf , proporcion aritmética es la
igualdad de dos razones aritméticas; Y proporcion
‘geométrica la igualdad de-dos razones geométrieas.

Para escribir una porporcion aritinética se pone
una razon 4 continuacion de otra, separdndelas con
dos puntos; y para escribir una geométrica se ponen
cuatro puntos entre las dos razones. Para leerlas se
lee cada razon separadamente, y ceando se llega 4
los dos puntos en la aritmética, ¢ 4 los caatro en la
geométrica, se lee como. En toda proporcion entran
cuatro términos, de los cuales el primero y tercero
se llaman antecedentes, y el segundo y cuarto éonse-
cuentes ; el primero y cuarto estremos , y el seg'unda
¥ terceru medios, il 1B 'y

’
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174 - Para escribir proporciones aritméticas con fa=
cilidad, se pondrdn dos cantidades cualesquiera, sepa-
radas entre si con un punto, para que formen la pri-
mera razon; despues se pondrdn dos puntesyy luego
d las dos cantidades primitivas se les afiadird (6 qui-
tard) una misma caniidads; y se pondrdn estos dos -
meros despues: de los dos puntos, separados entre st
con un: punto., los cuales formardn la segunda razony
pues en este caso las dos razones son ignales (171¢cor.).

Para formar una proporcion geométrica, se escri-

birdn dos cantidades cualesquiera, separadas con dos
puntos, para que formen la primera razon; luego, se
pondrdn-los, cuatro puntos, y despues por segunda ra-
zon o -que resulte de multipliear (6 dividir) por una
misma, cantidad los dos términos de la primera; por=
que en este caso tambien serdn iguales las dos razo-
nes (171 €or.).
o Asi,-siquiero escrihir una proporcion aritmética,
pondré dos cantidades cualesquiera 7 y 5, separadas
con un puntoy luego, pondré los dos puntos, y afa-
diré d las anteriores una misma cantidad, v. g. 6,y
tendré 7.5:13.11, que leeria diciendo: 7 es ar ztmé-
ticamente, d 5ic0mo 13 ¢ 11.

Si quiero escribir una propoércion geométnca,-_es‘-
cribiré dos cantidades cualesquiera v. g. 8'y 5, para
que formen la primera razon; despues de puestos los
coatro puntos multiplicaré ambas cantidades por otra
cualquiera, tal como 3, y tendré la proporcivn

8:5::24115,
que leeré diciendo: 8 es d 5 como 24 d 15.

175 Cuando los medios de una proporcion son di-
ferentes, como en las anteriores , las proporciones se
laman diseretus; y cuando son ignales los medios, la
proporcion se Hama continua. Ast, para formar una
proporcion continua aritmética, se pom."m por tereer
término el segundo, v para poner el cuarto se afiadird
al tercero o que el segundo llevaba al primero (6 se
le quitard la que el primero llevaba al segundo), v.g
para escribir una proporclon autmetica cuntinua, [aau-
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dré por primera razon cualquiera 5.93 despues: del g
pondré los dos puntos , luego el mismo g,% despues
de un punto, lo que resnlta de afadir '4 al ¢,y ‘ten=
dré la proporcion 5.9:9.13.

La proporcion aritmética continua se escribe de
un modo abreviado , poniendo dntes este signo -,
despues el primer término, luego el medio, y despues
el otro estremo separdndolos con un puntoy de manera
que la anterior se escribe ==5.9.13.

Donde el signo - puesto dntes, da 4 conocer que
se ha de repetir el segundo término, y se lee 5 es
aritméticamente d g es d 13.

Para formar una proporcion geométrica ‘continua,,
se eseribird un miimero cualquiera, despues ‘se pondrd
por segundo término y por tercero un wiltiplo ‘enal-
quiera de este mimeros; 'y luego para' el cuarto'se to-
ma el mismo mu!:aplo del multiplo anterior,'V. g.
poandré primero un némero cualquiera 5, despues un
miltiplo cualquiera de este; tal como 15, y este serd
el que represente log medios; para hallar el otro es-
tremo, tomard el mismo miiltiplo de 15, esto es, el
triplo, y tendrd 5:15::15:45 6 ++5:15:45.

Donde el signo <=+ puesto dntes, indica que ‘se ha
de repetir el 2.° término, y se'lee: 5es¢ 15 ¢s d 45.

176 En toda proporcion aritmética discreta la
suma de los estremos es igual ¢ la de los medios 5 y
al' duplo del térnino medio en la continua.

Espl. Secan las proporciones 10.7:17.14, “Brr.1g;
" digo que en la primera serd 10+14=— -Hy,
y.en la segunda 84-14—ex11. J .;/0 gf’

Dem: 1.°  Como proporcion ds igialdad de razo-
nes , la primera dard ro—y=17—14;

y trasladando (147 cor.) las cantidades negativas 'al
‘miembro opuesto del en que se hallan, serd
1o-+14=17-+7, que era L. 1.2 Q. D.' D.

2.° La seganda proporcion puesta con estension,
serd B.rrir1.14; que da 8—r1=11—14;
ytrasladandu como énws, serd 8+14=—11-11=22XIT,
que era L, 2.°Q. D. D

© Biblioteca Nacional de Esparna



ALGEBRA. 135
Esc, -Sean en general las dos proporciones a.b:c.d
y --a.bic; y discurriendo del mismo modo que dntes,
dar{ la primera a—b=c¢—d, y trasladando (147 cor.)
serd a-+d=c+b (A). -
La segunda nos dard a—b=>b—e, c:ﬁ :
¥ trasladando serd a+c=b+b=2b (B),
que manifiestan la proposicion con toda generalidad.
177 - Si en la ecaacion (A) a-+d=Db-+c, despejamos
la d, se tendrd d=b-+c—a;

. que quiere decir, que dados los-tres primeros térmi-
nos a, b, ¢, de una proporeion, se hallard el cuarto d
sumando el segundo con el tercero, y restando el pri-
mero. Asi, dados los tres términos 9, 25 y 32 para
hallar el cuarto, que llamaré x, a:é

x=25+32—9-__43 3‘4/
cuya operacion y proporcion se pra ctmau de est
modo : 9.25:32.8=25+32—g=48.

Esc.  Despejando las demas letras se tendrd
% =b-te—d, b=a+d—ec , ca-+d—Db,
y cada una dard una regla pa raegu:w el primero, el
segundo , el tercero términos , ando se necesiten.
. 178 Si.en la ecuacion (B) a+c=2b; despejamos
la ¢, dard e=2b—a; -
yue quiere decir, que cuando se quiera hallar un tercer
término continuo proporcional aritméiico d dos canti-
dades dadas, del duplo de la segunda se restard la
primera. Asi, si quiero hallar un tercero porporcional
4 26 y 34, espresdndole por x, serd x=2Xx34—26=42,
que se ejecuta como aquf se ve:. 1 v 5.
—+26.34.0=2X34—260=42. j- /5 ¢ /¢Jj S‘
- Si en la misma ecuacion despejamos la b, dard
b=j(a+c),

que quiere decir, que si dadas dos eantidades se quie-
re fallar una media proporcional arftme’rfe'a,., de la
suma de dichas cantidades se tomard la mitad. Asf,
si quiero ballar un medio proporcional entre 27 y 39
Namdndole %, se tendrd x=%(27-+39)=33;

y la proporcion serd —-27.33.39.

179 En toda proporcion geo/wétuca discreta el

Caraze LF e

“‘*"i—_.__..._ e o
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producto de los estremos es igual al de los medios;
v al cuadrado del término medio en la' continua.
Espl.  Sean las proporciones MO
8:3:124:9, ++6.18:54;
voy 4 demostrar que 8xg=3X24, ¥ que 6;\':54—182
6 en general , si athiteid , y +raibie, :
serd ad=be , y ac=b>. Ie
Dem. Cumo proporcion’ es igualdad de razones,

1 Qe 2l
a rlmera ara —_—
P B e e

y trasladando los divisores (150 cor.), serd ad=be (A),
queiera L. 1.2 Q. D.D. 5
2.° La segunda proporcion, puesta’ con estension,
a. ‘b
serd aib:tbic; que da —=—,
o :
y quitando los divisores, serd ae==bb==b*(B).

160  Reciprocamente, si cualro cantidades son ta-
les gie el producto de dos de ellas sea igual al pro-
dueto de las otras dos, con dichas cantidades se po-
drdn_formar ocho proporciones diferentes poniendo
por estremos las dos que formen un'producto, 'y por
medios las dos que formen el otro producto.

Espl. Sean a, b, ¢, d, tales cantidades que ad=bc;
voy d demostrar que se pueden sacar las ccho pro-
porciones siguientes (A).

Dem. Si en la ecuacion ad=be,
trasladamos (150:cor:)lad y la b al (A)

v azh::e:d (1.%)
otro miembro, se tendrd —=-—, ' a:eub:d (2.%)
b d d:breia (3.%)

que puesta en proporcion dard diesbiar (4.%)
@:biieid (1.4), erdsah (g.2)
Si en la misma ecuacion trasla- - e:as:d:b (6. a)
: At ciguia B shitnsdheaimh®
damos la d y la ¢, seré—-:i, bidiaie (8.7
Vi

que da a:c::bid (2.%).
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dii. €
Si trasladamos la @ y la b, resu'ltard'—g-z-—

= jif
que da dih:icia (3.%) iggiaatly
Si trasladamos la a y la.e, seré =TSRy
el .G

quedadc ba(q. )
C‘.umo es lao mlsmo ad =be que bc_mi tnsiada‘n-

doenesta la bylad ser‘.ﬁ-—-— -E-quedded ab(5‘

¢ 'd
Tras}adando la b y la a, serd -c— et
\ a

.quedaca db(éa)- = RN %
Trasladaudo lave y la @, seri e b 0
L) RLER! 195 .08 a; c AMY
que daba dc(? 3)
a‘
Y t}-asladando 1.1 ey, la d seré PR iop

que da b:d: ac(B“ queemL Q. D D.

Ese. Sise quisiesen sacar mas propmcmnes sal~
dria alguna de las anteriores ; de donde se;sigue, que
dada una ecuacion se pueden sacar ocho proporcio-
nes ; 6 dada una proporc:on se le pusdem dar ocho

formas diferentes. . ) 9P
180 Si en la: ecuacion (A § 179) ad—bc 3 despea
b
jamos la d , se tendrd d=—=— c- ¥ MD
a A i

que quiere decir, que dadas tres cantidades, se halla-
rd una cuarta proporcional geométrica, multiplicans
do Ia.gegrmda por. la tenem, y partiendo el produc-
to por la pnmem Asi, si quiero hallar un cearto
proporcional 4 los mjmf;_um 95 14y 27, llamdndole &

; 14X27 - : ; )
tendré x— ~=42; cuya operacion se dispone co-
9

© Biblioteca Nacional de Esparia

neg



138 ALGEBRA,
; 14%2 8
mo aqui se Ve: gir4iiezin= - 7:&:42‘.
9
Ese. Despejando los términos @, b, c, se tenflri
- be ad ad '
a==r, b_T’ e=-—; L8
y.cada una dard la regla para hallar el primeros el
segm]do, 6 el tercer término, cuando se necesiten.
(*182 . Si en..la..qcuacion. (B § 179) ac=b?; despes

jamos la ¢, dard c=—

que quiere declr, que pam ha!.’ar un tercer término
continuo proporcional geométrico .4 ‘dos eantidades
dadas , el cuadrado de la segtmda se partird por la
primera. Asi, si quiero hallar un tercero proporcio-

) 24P 576 P
nal 16 y 24, llamdndole * serd x_-lé = 36,
que se practica como aquf selves L O ;
g16:94:x:242 5?6 36
s BBACTHOT G T 19 e .
: S: en la misma ecuacion despejamos la b, serd

o b—\/ac, .

que quiere decir, qnc si dadas .dos cantidades se
quiere hallar una media proporcional geoma’trwa, del
producto de dichas cantidades se estraerd la raiz
cuadrada. Asf, si quiero hallar un medio proporcio=
nal entre 8 y 18, llamdndole x, serd

L =/ BRIB=N T4 4—=12;

¥ la proporcion serd +:+8:12:18. '
~Esc.  Es dignade notarse la analogfa que hay en-
tre las propiedades de las proporciones aritméticas y
geométricas ; pues las de aquella se convierten en las
de esta, sustituyendo multiplicar 4 la voz sumnar; di-
vidir é la restar-; euadrar & tomar el duplo,y es-
traer lo raiz cuadrada 4 tomar la mitad.
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De !'a.s fmsﬁrmacwnes gue “se pueden (Iar d ung

183 Hemus v1sto (180) que é la prbpmcion
i argibbrardy ) 19
se la pueden clar ucho fcrmas dlferentes, ¥ que siem-
pre hay proporcioni-Estas y otras varias que:vamos d
esponer, se llaman alternar, zrwerz‘zr, componer di-
wd:r, permutar y convertir. .\ » TP

“Alternar es comparar-antecedente con, antecedente,
¥ consectiente con’ consecuente ; cuyd operacion queda
hecha' mudando de lugar ‘los medioy 6 dos ‘estremosi
Asi, la arngunda y terecra 180) estﬁn alternadas res-
pecto devla primerac: il oo qorey el s

Invertir es comparar eonsecuente con antecedente
en cada, una de las razones; cuya operacion queda
hecha poniendorlos' medios: ew lugar: de los estremos,
y los estremos en lugar de los medios. Ast, la (7.%)
estd invertida respecto de la primera,

Ahora si se ‘continta 'alternando € invirtiendo la
primera, se llegarén 4 tener las ocho que hemos dicho.

I “Toda proporcion ‘'se puede componer; quees coms
parar la suma de antecedente v consecuente con uno
de los dos , en cada una'de-las razones, estoesy &
con el antecedente 6 con el consecuente.

Sea la proporcion a:b:ied;
digo que a+b b: .c—!—d d z a+5 a"e+d et .

1! k

Dem. 1La proporcmn a: b e:d da S-== .5-

b

afladiendo 1. 4 ambos mun:hros serd —g»#l""—:}—hl, )

reduciendo el entero é la especie del quebrado que le
acompaiia, se tendri a+b.—-_—ejf ;

%o otbyoqorq ¢ 5
que ponuendo en pmporuon da a+b:br:ea-d:d (A),
queera L, 1.°2Q. DL D, oL .

© Biblioteca Nacional de Esparnia



140 freoEBRA
Inyig;\iendo la proporgion dada se tendr:i b:a::d*c,

d .
qite da == afladiendo r tendrémos —+I.,.:1--—P1,
woBiogdig oteiv eofhioH  £8:
redumendo el entero 4la esPeme del quebradd gue le
g dseriinl

&compaﬁa, d-a -—-—-—»—~;— ¢ b—m a: d—!-fz i (B),

1 . &

queemL 2°QDD N 1aq b
. Toda proporcion se puede dw;df,r 9 que es campa-
rar. la (diferencia de antecedente .y consecuente con
uno de los dos ;, en cada wiia -de las razones; esto es; o
bien con el antecedente 6; bien con el consecuente,
Sea la proporcion a:buic:d; dlﬂ‘O que a—hib: e-—--d d
¥y que a—=biatie—d:c. :

- Dem.- La proporcianclx':lb;-':c:d,.-..da —:}:%,

il gt
qmtnnda 1-de ambos mlembros serd ?—1-.—‘-;——1,
reducien do el entero é lé especle delquebrado que le
; St a—b c¢—d ' A
lcﬂmpaﬁa ar —b"‘— 71_

¢ formando proporcion a—b:b: c-—-d d (C),
que era L. 18- Dul, by
Inwrt;endo la dada, se tendré bia: d o

ge da ——i;
q & . o
quitando ambos miembros de la unidad ,: 6 restando
esta ecuacion de la 1=1, resultard
boovd ) a=~b e—=d
Tt 10 e -

a c a c

6 poniendo en proporcion g—b:a::c—d:c (D),
quelerds I 2:2 Q.. Ds Dal 0o
Permutar es mudar de lugar las razones, é pamr
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la segunda’razon por primera, ¥ la'primera por se-
gunda. Asfy la guinta esté ‘permutada respectu de la
primera(§ 180) R ERGHE
1 Convertir es invertir una proporeion compuesta d
dividida 3 cuando se m\uerte una eompuesta , se lla=
ma  converiir componiendo:: y cuando una dnudlda,
converiir dividiendo. ; o

Asf, invirtiendo la (A) y (B) tendrémos R

b:a-+bud:c+d (E) y a: a+b were+d (1),
que respecto de la primitiva’ estdn convertidas com<
pomendo é invirtiendo las (C) y (D) se- tendra’.

b: a=biidicd (G) y a:a—b::cio—d- (H), ’_
que respecto de la primitiva estdn convertidas divi~
diendo.

184 Ahora vamos 4 demustrar algunas propmda-
des de las proporciones. ;
1. Si los antecedentes de una proporcion son
iguales, tambien lo serdn los consecuentes, y reci-

procamente.
Dem. La proporcion a:b:ic:d | da ad=he;
si se supone a=c, se podrdn suprimir, y quedard d=>5;
y suponiendo d=bh, quedaria a=c, que es L.Q. D. D.
2.* Si dos proporciones tienen una razon comun,
con las otras dos razones se podrd formar proporc:‘ou.;
Espl.  Sean las dos proporciones a:b::e:d, y
g@:brimin, que tienen comun la razon a: b
digo que se tendrd c:d::m:n.
Denr.:: . Igualando las razones en cada proporcion,

c a m

setendri?md,y R

e' m a
y como o Y= ambas iguales 4 -F’

: ; ' c_.m
serdn (intr. ax. 5.°) iguales entre sf, esto es, e 6
n

que formando proporcion, tendrémos c:d::mzn,
que es L.Q. D. D
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Cor,, +De aquf se deduce que si dos-proporciones
tienen unos mismos antecedentes O unos Mismos con-
secuentes , se podrd formar proporeion con losconse-
cugnies: G, (wtecsdentee 3 porque altema.das mndnan
nna ragqq GOmMUMs cip s319ivai

Entoda proporcmrz geome’ﬁnm Ia suma . de
anreeedentr:'a es ¢ la de consecuentes .’ conio un. antes
cedente es d s consecuente. :

Espl. Sea'la proporcion @:bueid;
voy 4 demostrar que a-tc:b-dua:b 6 avebedzoids

Deng., . Alternando la dada serd a:ciibud; ;

y componiéndola dard a-c:ci:b-+d:d 6 a—i-c:a::b#!—d:b,
que alternadas serdn a-ve:badiic:d! (I),
y ae: b-+d::a:b (K), que es L. Q. D. D.

4o B toda propor cion \géométrica: la'di ferencm
de autecedenres es d la de consecuentes ; como un ans
tecedente. es G su consecuente.

Espl.  Sea la proporcion a:b::c:d;
voy 4 demostrar que a—c:b—d::c:d, 6 a—e:b~d::a:b,

Dem.  Alternando la dada serd a:ci:h:d;

y dividiéndola ., se tendrd:

O a—eieb—did, 6 a~ecia::b—d:b;
que alternadas dan @—e¢:b—d::e:d (L),
y a—c:b—d:a:b (M), quees L. Q. D, D,

5. Eun toda, preporcion geométrica la suma de
antecedentes es d la de consecuentes, como la diferen-
cia de antecedentes es d la de consecuentes. -

Dem. . Si de las proporciones (I) y (L), que tienen
comun la razon ¢:d sacamos la

@-to:h-rd::a—c:b—d (N), tendrémos L. Q. D. D..

6.* En toda proporcion geométrica la suma de

“antecedentes es d su diferencia, como la suma de con-
secuentes es d. su d:f‘ermcm.

Dem. Porque si alternamos la proporcion anterlor
tendrémos a-+ec:a—c::b+d: b—d (0),
que espresa L. Q. D, D,

Cor. De todo esto resulta que dando la primitiva
ocho formas, la (A) otras ocho , la (B) otras ocho , la
(C) otras ocho; la (D) otras ocho ia (I) otras ochoy
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la (K) otras ocho); la (L) otras ocho, la (M)étras ochioy
y la (N) otras ocho, se sigue que alternando ¢ invir~
tiendo la primitiva, -y las'que " resultan' de ella, se
pueden sacar ochenta proporciones de una dada, >

185 Es tan importante la regla dada (174), que
por sa medio no sélo se pueden formar inmediata-
mente proporeciones, sino' que dada: una‘fazon se pue-
den poner otra multitad iguales con’ella ; multipli
cando sus dos términos por 2, por 5 &c. Asf dada
la razon 2:3, obtendrémos

2:31:4:6::6:91:8: 101 1O 5i 28 18:irgie rude,
que es lo que se llama serie de razones ignales, y se
suelen escribir abreviadaniente de - este modo:

2:4:6:8:10:12:1 41 &oiir3:6:9:12:1 52182 1:8cc.

Cuando se quiera sacar una proporcion , se toma~

rd4n dos términos cualesquieradntes de los cuatro pun-
tos, y otros dos cualesquiera equidistantes despues.
Sus ‘propiedades son las signientes.

1.*  [En toda serie de razones iguales lo suma de
todos los antecedentes es d la de todos los consecuen-
tes , como un antecedente és d su eonsecueiite.

Dem, - Sea esta la serie de razones xguales

a:huiodimin: e e, :
y tomando las dos primeras tendrémos abrted; © -
que (184, 3.%) nos dard a+e:b-+d::e:d,
6 poniendo en vez'de la razon ¢id sa 1gual mn por el
supuesto, serd-a-e:b-+d:imin,
que por la misma propiedad da
avermibadansmin (2), quees Lo Q. D. D.

Esc. ' Si hubiese mas razonves iguales, en'vez de
la dltima min, se'sustituiria otra, 'y se contmuarla
del mismo modo hasta que no hubiese mas.

2. B toda serie de razones igualesla dzfer'en-'
cia de antecedentes es d la de consecuéntes s, Como un
antecedente es d su consecuente.
o"Dem. Supnngamos]annsmasenea:b::e:d::m:n::@".
y tomando las dos primeras sefd a:bi:e:d;
la cual (184, 4.%) nos dard a—ec:b—d::c:d; 6 poniendo
en vez de c:d suigual m:n, serd g—e:b—duminy ¢
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gue en virtud de la miswa propiedad nos da
i @—e—mib—d—n:m:n (b), que es L. Q.D. D.

3.2 En toda serie de razones iguales la suma de
antecedentes es ¢ la de consecuentes, como la diferens
cia de antecedentes es d la de consecuentes.

Dem. - Come las dos proporciones (a) , (b), tienen
comun la razon-m:n , con Jas otras dos formarémos
proporcmn (1844 2.%), y tendrémos

La@-c+n:h-d-nsg—e—mib—d—n (¢). L. Q. D, D -

4.2 En toda serie de razones iguales la suma de
antecedentes: es G su diferencia, como la suma de con-
secuentes es d la suya.

Dem. . Porque si alternamos la proporcion antermr, _
tendrémos a-+e+-mig—e—mib-+d-+n:b—d—n (d),
que espresa L. Q. D. D.

-5 En toda serie de razones iguales la relacion
que tenga un antecedente-con la suma de los otros, esa
misma tendrd el consecuente correspondienie con la
stina-de los demas.

-Dem.  Sea la serie de razones ignales

sashueidumingpigndeiide, -

Si considerammos que empieza desde la segunda ra-
zon, tendrémos (1.%) c-Hm—+p-+EFead-tnrg+iTe.:o:d;
pero si-en vez de c:d ponemos su igual a:b , resultard

e+m-p-+EFe.d-Fnt-g-+CF e ab;
la cual permutada y alternada se convierte en
a:e+m—+p+E&Fe.:b: d+n+q+fs?c. (e),
que espresa L. Q. D. D, y

Cor. «De aqui resulta que-si el primer anteceden-
te es igual con la suma de los demas., el primer con-
secuente tambien serd igual con:la suma de los demas
consecuentes; porque si en la dltima proporcion su-
ponemos @z=c-+m—+p+Fe. la primera razon serd de
igualdad, y debiéndolo ser la segunda, serd

b=d-+n-+g-+Eec.

186 Sellama razon compuesta la que resulta de
multiplicar ordenadamente (esto es antecedente por
antecedente, y consecuente por consecnente) dos ¢ mas
razones, Asi, si las dos razenes 3:5 y 47, las multi-
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plicamos ordenadamente, tendrémos 12:35,
que serd la razon compuesta de aquellas dos ; las tres
razones 4:5; 6:11; g9:13, dan la compuesta
4x6x9:5x11x13 6 216: 715; &e.

Si la razon compuesta resulta de dos razones igna-
les, se llama duplicada 6 cuadrada; asi, si se tienen
las dos razones ignales 6:8 y 3:4, la 6x3:8x4 ¢ 18:32,
serd duplicada ¢ cnadrada de la 6:8 6 3:4.

Si se multiplicail tres razones iguales, v. g. 3:5;
6:10 ¥ 9:15, la compuesta 3x6x9:5x10x15 6 162:750,
se llama triplicada 6 ciibica; y asi sucesivamente cua-
druplicada &e.

Haciendo la multiplicacion como hemos dicho, se
sigue que formar razones compuestas es lo mismo que
multiplicar quebrados; pues toda razon es un quebra-
do cuyo numerador es el antecedente y el denomina-
dor el consecuente. Asf, cuando las razones son iguales,
equivale 4 formar potencias de los mismos quebrados;
y hé aqui la razon porque se llaman cuadradas 6 du-
plicadas, ciibicas 6 triplicadas &c. De que se sigue,
que no es lo mismo razon dupla que duplicada; una
razon es dupla de otra, cuando su esponente es duplo
del de ella, duplicada cuando es su cnadrado , &e. &e.

187 Es muy importante el simplificar las razones
y proporciones, para poder ejecutar con espedicion los
cdlculos de sus continuas aplicaciones. Asi, en cuanto
se dé una razon se verd si se puede simplificar, divi-
diendo sus dos términos por 2, por 3 &c. lo que no la
altera (171 cor.); por loque en vez de la razon 6:12
se podrd poner 3:0 6 1:2;)
en vez de 12:18 se pondria 6:9 6 2:3 &,

188 Sila primera razon de una proporcion no se
puede simplificar, ¢ se ha simplificado ya, se verd
si se pueden dividir los dos antecedentes por un mis=~
mo nimero , lo que tampoco alterard la proporeion;
pues si se alternase, se podria ya simplificar la pri-
mera razon. Asf, si tengo la proporcion (A pdg. sigte.)
cuyo cuarto téemino & quiero buscar, simplificaré la
primera razon por 4, y teadré la 2.? que alli se ve;

K T. 1.
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ahora dividiré por 3 los antece- (A)
dentes, y tendré la tercera; que 12:8::36:x
da para el cuarto término x==24, = 3:2:36:%

que es lo mismo que 1inTRiR=—14
8x36 283
x= =24,
12 12

pero mucho mas sencillo.

189 Al formar razones compuestas, puede ocur-
rir el que no pudiéndose simplificar las simples, se
puedansimplificar las compuestas; porque algunos fac-
tores de los antecedentes de las unas lo sean tambien
de los cousecuentes de las otras, y al contrario.

En este caso, en lugar de simplificar la compuesta
despues de formada, se indica la operacion resolvien-
do en factores simples los términos de las componen-
tes, y suprimiendo los que sean comunes. As{, si
tengo las razones 3:5; 4:9; 10:21, que dan la com-
puesta 120:945, 6 simplificando 40:315 U 8:63;
formaré la compuesta de este modo:

3X2X2X2X5:5X3XIXIXTs
que suprimiendo los factores comunes 3 y 5 queda en
2Xzx2:3x3x7 U 8:63, que'es la misma que dntes.

Como al formar una razon compuesta, se puede
poner en lugar de cualquier razon simple, otra que
sea igual con ella, se sigue que despaes de formada,
se podrd hacer ignalmente esta sustitucion, poniendo
el antecedente en vez del antecedente y el consecuen-
te en vez del consecuente. Asf, cnando voy 4 formar
la razon compuesta de las 3:5 y 6:7, en vez de esta
pondré su ignal 12:14 6 18:21; y en vez de la com-
puesta 3x6:5x7 tendré 3x12:5%14 ¢ 3x18:5%X21;
luego inversamente, si tengo la razon compuesta

3x18:5x21, en vez de la componente 18:21

" podré poner cualquiera de sus iguales 12:14 6 6:7;
y la tendré convertida en 3x12:5%14, 6 3x6:5%7.
Esta proposicion es de la mayor lmpurtmu:la » y los
principiantes suclen encontrar mil diticultzdes en ella,
cuando no se presenta con toda esta especificacion.
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190  8i dos 6 mas proporciones se multiplican or-
denadamente; el resultado serd una proporcion com-
puesta. Porque siendo las razones componentes de la
primera razon compuesta, iguales (por la naturaleza
de las proporciones) con las
componentes delasegunda,las 4: 5:1  8: 10 (a)
razenescompuestasserdnigua-  6:11:: 18: 33 (b)
lesy formarin proporcion. Asf,
si tenemos las proporciones = 24:55::144:330 (c)
(a), (b), multiplicadas dardn
la compuésta (e).

Luego multiplicando ordenadamente una propor-
cion por sf misma, el resultado formard proporcion;
de donde resulta que si cuatro cantidades estdn en
proporeion, tambien lo estardn sus cuadrados, sus cu-
bos, y en general las potencias de un mismo grado;
y al contrario, si cuatro cantidades estdn en propor-
eion, tambien lo estardn sus raices de un mismo grado.

En efecto, la proporcion a:b::c:d da .-g—:—i;

a
I'Iﬂ ]
¥y elevando £ la potencia # resultaré ST
y formando proporcion serd a”:b”::c":d",
que es L. 1.° Q. D. D.

c

a
La misma proporcion a:b::c:d da ?:?5

y estrayendo la raiz del grado n serd
n

(L R
VE"VC d\/u_\/c
Bist a LS R
Vh VMNd
nn n
que da NN/ B+ A/ G s \/u,que es L. 2.° Q D.D.

191 Al 1‘“’.1]3!' pi‘ﬂp:}!‘{:lt}!l&b cnmpuﬁstas C{JnVﬂn*
drd simplificar las razones al tiempo de sacarlas;
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pero particularmente conviene tener presente, que si
dos razones son tales que en la una es antecedente lo
que en la otra consecuente , se omite el término co-
mun , v se ponen los otros. Asi, si tencmos

P:Q::a:b

Q-%"c'd se tendrd P:R::qc:bd;

porque si se hiciera con estension seria PQ:QR::ac:bd
y simplificando la primera razon por Q, resultaria
por dltimo P:R::ac:bd.

De la regla de tres y de compariia.

192 Se llama regla de tres 6 regla de oro, la que
enseiia 4 determinar los efectos por medio de las cau-
sas, 0 las causas por medio de los efectos, cuando se
conoce la dependencia que tienen entre sf.

La regla de tres puede ser simple y compuesta;
es simple , cuando para determinar el efecto 6 causa
que se busca, sdlo se atiende 4 una circunstancia ; y
compuesta , cuando se necesita atender 4 dos d mas,

La regla de tres simple se subdivide en directa
¢ inversa; directa es aquella en que se trata de ave-
rignar el efecto que produce una causa, ¢ la causa
de que proviene un efecto, cuando se conoce el efecto
producido por una causa de la misma especie; y la
inversa es aquella en que se trata de averiguar la
causa que se necesita para producir, junta con otra
dada , el mismo efecto que han producido ya otras
dos causas de la misma especie. Para que se vea bien
la diferencia que hay entre las reglas de tres, nos
valdrémos de estos ejemplos. _

1.° 8i sabiendo que 12 oficiales de sastre han
hecho en una semana 72 vestuarios, quiero®wveriguar
cudntos vestuarios podrdn hacer 24 sastres en el mismo
tiempo, esto es, en una semana: esta es una regla de
tres simple; porque el nimero de vestuariog que bus-
co, sélo depende de una circunstancia , 4 saber , del
ntimero de oficiales de sastre que Jos han de hacer;
ademas es directa, porque trato de averiguar los ves-

L
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tuarios , esto es’, el efecto que han de producir los
24 sastres , que son la causa, por medio del conoci-
miento que tengo del que han producido en las mis-
mas circunstancias 12 sastres.

Tambien seria simple y directa la regla de tres,
si viniese propuesta en estos términos: si 12 sastres
han hecho en una semana 72 vestuarios, para hacer
en el mismo tiempo 144 vestuarios., j cudntos sas-
ires se necesitardn? Porque aqui se trata de averi-
guar_la causa, esto es , los oficiales de sastre que se
n.eceﬁan para hacer los 144 vestuarios, que son el
efecto, por medio del efecto conocido 72 vestuarios
que han hecho los 12 sastres.

2.° Si sabiendo que 12 sastres han hecho en tres
dias 72 vestuarios, quiero averiguar cudntos sastres
se necesitardn para hacer los mismos 72 vestuarios
en 6 dias: esta regla de tres serdl inversa; porque
aqui tengo un mismo efecto, 72 vestuarios, para cu-
ya produccion han concurrido dos causas, los 12 sas-
tres y los tres dias que han trabajado ; y ahora trato
de determinar una de las causas, 4 saber, el ndmero
de sastres, que janta con la otra, es decir, con los 6
dias en que han de trabajar, ha de producir el mis-
mo efecto de hacer los 72 vestuarios.

3.2 Si sabiendo que 12 sastres han hecho en. 4
dias 72 vestuarios , quiero averiguar los vestuarios
que hardn 36 sastres en 6 dias: esta regla de tres
serd compuesta; porque el ntimero de vestuarios que
busco, depende de dos circunstancias, 4 saber, de los
36 sastres, y de los 6 dias que han de estar trabajando.

193 Toda cuestion que conduce 4 ana regla de
tres, consta de dos partes: del supuesto y la pregun-
ta; en el sapuesto se da la dependencia que tiene la
causa con el efecto; y en la pregunta, la causa 6 efec-
to que se da, para determinar €l efecto 6 causa que
se busca.

En toda regla de tres simple entran tres canti-
dades conocidas: dos del supuesto y una de la pre-
gunta; como esta ha de ser de la misma especie que

© Biblioteca Nacional de Espaﬁa_



150 ALGEBRA,

una de las del sopuesto, 4 las dos cantidades cono=
cidas que son de una misma especie, se les llama
principales ; la otra y la que se busca, se llaman re-
lativas; pero como de las relativasisdlo se conoce una,
s¢ llama cantidad principal y su relativa d'las dos
del sapuesto, sieiido la' principal la que es de la miss
ma ¢specie que la dela pregunta. V.'g. cuando quie-
ro averiguar los vestuarios que hardn 24 sastres en
el supuesto de que 1'2 hayan hecho 72 vestuarios, las
dog¢ cantidades principales son los 12 sastres'y log.24;
las'relativas sou 'los 72 vestuarios y:los que bi
las que se Haman cantidad principal yosu relat
los 12 sastres y los 72 vestuarios, siendolal pr
los 12 sastres que es la de la misma especie (f
de la pregunta,

194 Toda la dificultad de la reg-!a de tres cb
siste en plantearlay porque despues todo estd redu-
cido 4 encontrar el cuarto término de una proporcion
geométrica, Por lo cnal vamoes 4 deducir reglas ge-
nerales para su planteo.

Si la regla de'tres es directa, y se pide el efecto
que producird la causa ¢, sujeta 4 las mismas condi-
ciones en que la causa @ ha producido el efecto b,
como no conocemos este efecto le llamarémos x5 y
siendo b el efecto que ha producido a, el efecto pro-

ducido por cada unidad de a serd (§..58I.,N 4:9) —z_;
y como la ¢ ha de producir x, una unidad de ¢ pro-
dacird %—; ahora, pot ser ¢y a de la misma especie,
serd igual el efecto que produzca cada wna de sus
unidades; luego se tendrd %:i}, _. que f‘ormandlo
proporcion , serd brazvie ¢ azh::vix 6 aze:sbix, .

Luego para plantear uuna regla de ttés directa, se
pondrd par primer término la cantidud prineipal del
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supuesto; luego, cualquiera de las otras dos, ¢ saber,
la relativa del supuesto 6 la principal de la pregun-
ta ; despues la otra, y el cuarto término de la pro-
porcion serd lo que se busca; que para encontrarle
se practicard lo dicho (181).

Entendido esto, pasarémos 4 resolver algunos
ejemplos. :

1.° Se sabe que 4Qssoldados han abierto en un
tiempo cualquiera 166 garas de trinchera; para abrir
8oguuaras en el misnio tiempo , cudntos soldados se
n ardn ?

uf la cantidad principal y su relativa son 160

var 4o soldados; luego plantearémos la cuestion
del do siguiente:

”
i

r 05 0 0S8 soldS,  40x8oo
160" : 800 " 2240 Y — =200,
: 160

¥ saco que se necesitan poner 4 trabajar 200 hombres,

2.2 Un sujeto desea saber lo que le producirdn
78437 ¥s. gue va d imponer en un jondo al 6 por 100,
Aqui la cantidad principal del supuoesto es 160; por-
que la cuestion quiere decir que 100 reales le dan
de rédito al afio 6 reales; y asi, la operacion se eje-
cutard como aqui se ve:

78437x6 470622
100 100

100:78437::6:.:::

. . 4706,22=4706 rs. y 7 mrs.
195 . Si la regla de tres es inversa, y se supone
que las dos causas @ y b han producido un efecto K,
y dada una causa ¢ de la misma especie que a, se quie-
® re averigoar otra causa x de la misma especie que b,
que junta con la e, produzca el mismo efeeto IC; dis-
@ currirémos de este modo. Si la causa a sola produjése

el efecto K, una unidad'de « produciria —;
' a

ahora, este efecto debe ser tanto menor en cuanto la
causa a sea ayudada de lab; luego el efecto que pro-

N
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duzca una unidad cuando obra la causa b, serd =y
a
Por la misma razon, el efecto de una unidad de e

K
si obrase sdla, seria —;
c
. -

K
y obrando la causa x que buscamos, deberia set’—;
cx’

y como @ y ¢ son de una misma especze , el gcto
de cada una de sus unidades serd igual, v se tendrd
9

= -I—(—? ¢ Kex—=Kab,

ab cx’
y dividiendo por K serd cx=ab,
que da c:aihix 6 chuaiag
que manifiesta que la regla de tres inversa se plantea
escribiendo por primer término la cantidad princi-
pal de la pregunta despues las dos del supuesto,
v el cuarto término serd lo’ que ‘se pide; e se' ha-
Uard por lo dicho (181).
Apliquemos esta regla 4 algunos ejemplos.

1. Un comerciante ha ganado en 5'meses 450 do-
blones, con un capital de 6ooo, doblones; para ganar
los mismos 450 doblones con un capital de 18og do-
blones , cudnto tiempo negesitard?

Aqui la cantidad prl][ﬂ‘ll)&ll y su relativa son 6ooa
doblones y 5 meses, y Ta principal de la pregunta’ es
1800 doblones ; por :lal que e_]u:utando la operacmn
como aquf se've: *‘

3 3 5
18007 :60"00 Cug iae=
6oooxs 6oxs  10X5: 50

= —— 6_
1800 15 3. 3 3

hallo que necesitard 16 meses y %, que eqmva]en 4
16 meses y 20 dias.

2.°  Un General de 1zrmckem tiene calcuhzdo _que

o
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con poner 3000 hombres d trabajar, ya < la zapa, ya
d la trinchera, llegard en 6 dias d hacer todas las
obras que necesitapara llegar al camino cubierto; iie-
ne aviso de su mayor General que es inda’spensable
tomar el camino cubierto deutro de 4 dias; cudntos
hombres necesitard poner d trabajar?

Aquf la cantidad principal y su relativa son 6
dias y 3ooorhombres, y la“principal de la pregunta
es 4 dms, por lo cual plantéaré la cuestion en estos
términos : :

6 i
4d Gd 3oook's:x.—3coox .-_r5oo><3—45oo homb
4

que son los que tendrd: que poner " trabzuar.

196 - Para resolver una. regla de tres compuesta,
se halla primero el resultado que corresponde d la pre-
gunta, atendiendo d una sola circunstancia y despues
el que corresponde d este resultado hallado , conside-

. randole como pregunta, atendiendo d otra eireinsta-
cia; despues el que corresporide d este resullado ha-
llado , atendiendo. d otra eircunstancia; y. ast Sucesis
vamente, como manifiestan: estas, efemplos.

1.% Quiero averiguar, los cahices de trigo.que po=
drdn traer 36 carrvos en 6 diasy en el supuesto de ha-
ber traido 12 carros en 4 dids 72 cahices.. Primero
averiguaré los cahices que traerdn los 36 carros en 4
dias, lo que ejecutaré como: aqaf se ve: .

[ M0 1 6
1zcarr.:36 carr.iipe-cah.ixcah.= ._.72><3 916

y encuentro, que traerdn 216 cahmes. Ahora si en 4
dias traen 36 carros 216 cahices , en 6 dias cudntos
traeran? E_;ccutaré la operacmn como aquf se ve:

s 216x6
4 :6 d 5216 c.ahmes =

=54x6,=3z4,

Y saco que traerdn 324 cahices. 3
2.%. 8¢ que 4 soldados en 5 dias , trabajando. .en
cada dia 8 hords, hau hecho 1200 fajinas; 6 soldd-

«
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dos en 8 dias ; trabajando 6 horas al dia, jcudntas
Jajinas hardn?

Agqui tendré que hacer las tres reglas de tres sim-
ples signientes: i

43 16° 1 2oof“:j_”:1 8c><:;_-}‘,a-"'Jr
52:8%. 1800/ 500 S
B A P L LR B

y saco que hardn 2160 fajinas.

197 ~ Se llama regla-de compaiiia Ia que; ensefia §
determinar cudnto corresponde de la ganancia ¢ pér-
dida 4 cada’uno'de muchos compaiieros que han pues=
to sucaudal ed un fondo ,con arreglo 4 loique puso
cada une, Esta, como se suele decir, es de dos modos:
simple y compuesta 6 con tiempo; se acostumbra la=
marsimple, cuando el caudal que tiene cada uno en
el fondo, permanece un mismo tiempo; y compuesta,
eunando ne ‘permanecen los caudales el mismo tiempo
en el:fondo. Esta, se reduce 4 la simple; multiplican=
do el tiempo por lo que puso cada uno; pues lo mis-
mo es 50 doblones en dos afios que 100 en un afo.
Iista regla se funda en-la siguiente cuestion.

Partir un mimero dado a en las partes.que sequie-
rayvogoen tres, que tengan entre si la misma razon
que las cantidades dadas wyn, p; esto es, que la pri-
mera tenga con la segunda la razon de min, y la pri-
abera-¢on-la tercera la razon . demzp. o 00

Si llamo % Ia prlmera parte , serd

Sl e e la segunda N mp::x.p— la tercera'
sy 9z L m,
y como todas juntas han de equwaler é a, se tendrd
nx px :
ot—+—0;
m o m Tt R

que quitando los dxmsores serd mx-l-nx-»_px*-rm,
é deseompumenda en: factores x(m—n-+p)=ma, .
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G & COT2T 4 f

de donde se saca x—= =X 3 Y.
MNP eep , .
Si sustituimos este valor de x en lo que corres-
pondia 4 la segunda 4 s:mpllﬁcagm, se tendré
nx nee | e N T @
—=————; ¥y la tercera serd o p7§ ,'
m  mn+p i mAnp
cuyos resultados manifiestan, que podemos hallar cada
una de estas partes, por medio de la siguiente pro-
porcion : m-n-+p (suma de Jas ph.ﬁstds) @ (gananua
¢ pérdida) i lo que puso ceada uno ; d Ia gamm'- .
pe’rd:da que-le: corresponde. siovooi) S s ¢
o Ejemplo. 8i| de tres sujetos el prlmero .
en un-fondo 500 doblones, 720 el segundp , y 30’0
el tercero, y han ganade '456 doblones j para hallay
1o que corresponde 4 cadauno , serd '
M==500, N==720, P==300, Yy M-+R+P=1§20
500x4356

luego serd la parte del 1.° :-—-——-—150 d
1520
2 ki 26%456' U
la del segundo..i.ciiaviid _7 - =216 do]i.,
Y O1 10-40 biahai }
: o b : 200X456 o '_‘ 3
‘y la del tercero.....;......... _,_-——H-—-oo o 90 fase g' :
1520

cnyas partes camponen la ganancia total 456 doblones,

- El no haber'contado con el tiempo, indica que las -
pue*tas permanecieron uno mismo en el fondo ; pero
si- ‘¢l primero Ja hubiese puesto por & meses, el se
gunda por 104y eltercero por 5, siendo la
-ganancia , para hallar lo que corresponde 4 ca
‘se ‘observard que goo doblones puestos por 8
es lo mismo que 500x8 por un solo mesy g2o doble-

1ies ‘puestos por 10 imeses, es lormisme que yzoX10
doblones por un sulo mes; y 300 doblones puestos
por 5 meses, equivalen 4 3ooxs por un solo mes; de
manera , que las puestas serin 40003 7200 y 1500,
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Cl.ly& sima es 12700 3 Y. en este caso tocari

6% Ooo »
al prlmero 490%¢ sl
12'?0'9 & . 127 - ™
" 456x7200 66 thuuy
1 d E —228
% oo IR 12700 .. e 127 Lff
. 6x1 0o 10
v al tercero Eabes gees 9 e ol
=0 12700 12?

_ Smya suma es igual 456 como dntes, (i

e “Bise. + En lus: corporaciones y regimientos, ocuss
re‘con bastante frecaencia el hacer gastos que han de
sutisfacer los individuos t oficiales & proporcion de sus
sueldus; nara determinar la cuota de cada uno se dirds
el sueldo total de'losi individuos es algasto que se ha
hecho , como ¢l sueldo de cada uno es & la parte que
Liene que -pagar, ..

e las progresiones aritméticas 1y geométricas.

198 Se llama progresion aritmética una serie ¢
continuacivn de-términos, tales que cada uno lleva al
que le precede ¢ signe un mismo esceso ¢ diferencia;
coando lleva al que le precede, la progresion se llama
creciente; 'y cuandodleva al que le sigue, decreciente,

Se llama razon ¢ diferencia , lo que se debe afia-
dir (6 quitar) 4 an‘término, para que se convierta en
el que le sigue; aqui se tratard sdlo de las crec:entes,
pues sus propiedades son las:mismas, mudando el sig-

_qo dla diferencia. Para escribir una progresion arit-
Mndtica se pon‘e'una proporcion continua (175), y se
Woutinda como aqui se ver=-2.5.8.11.14.17.20,23&e¢.
" Donde el ‘signo == indica que cada término. medm se
ha de repetirion ol
»8i al primer término le- Llauzamos @, y d & la ra-
zony la espresion ©
sha.ardiasod, a+-3d a+4d,a+5d...a+(m—1 )da_u(A),
serd una progresion aritmética gegeral. i
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De la definicion de la progresion aritmética resul-
ta, que el segundo término es igual al primeromas le
razon; que el tercero es igual al segundo mas la ra-
zon; pero como el segundo es igual al primero mas la
razon , el tereero serd igual al primero mas dos veces
la razon ; el cuarto se compondrd del tercero mas la
razon , ¢ del primero mas tres veces la razon; y en
general un término cualquiera se compondrd del pri-
mero, mas tantas veces la razon como términos hay di-
tes de ¢l: que es lo que espresa la férmula (A), en que
u es el término que se busca, n el lugar que ocupa en
la progresion, a el primero, y d la diferencia ¢ razon.
Con dicha férmula (A) se puede hallar un térmwi-
no-cualquiera en conociendo el primero y la razon. Asi,
si en la progresion anterior se quiere el término sép-
timo, serd a==2, d=3, n=y, y se tendrd
térm. % O=2-+(7—1)X3=2-+6x3—=2-+18=20.

199 De la formacion de la progresion se deducen
varias consecuenclas.

1.%2  Cuatro términos consecutivos, tomados donde
se quiera, forman proporcion discreia.

Asi, 5.8:11.14.
2.2 Tres términos consecutivos la forman continud.
Asi, =35.8.11.

3.* Dos términos consecutivos forman proporcion
disereta con otros dos términoes consecutivos, témense
donde se quiera ; porque la razon de los dos primeros ,
(que es la de la progresion) es la misma que la de los
dos tltimos. Asf, 5.8:17.20.

4.* Dos términos cualesquiera estdn en proporeion
discreta con otros dos términos cualesquiera, que dis-
ten entre st tanto como los dos primeros distaban; por-
que la razon en ambas equivale 4 tantas veces la de la
progresion como términos hay en medio mas uno.

Asf, 5.11:17.23.

5.2 Tres términos cualesquiera , tales que los dos
estremos disten igualmente del medio, forman propor-
cion ‘continua ; porque la razon entre el priwere y el
medio es la misma que entre el medio y el estremo;
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pues ambas equivalen 4 tantas veces la de la progre-

sion, como términos hay entre ellos mas uno. ;
Asi, =+5.14.23. \

6.* La suma del primer término y 1iltimo es igual
4 la suma de dos términos cualesquiera, equidistantes
de los estremos ; € igual al duplo del término medio,
si el mimero de términos es impar. Porque el primer
término y el segundo forman proporcion con el peniil-
timo y el dltimo (coms. 3.%), y dan (176) que el se-
gundo junto con el pentiltimo serdn iguales con el pri-
wero junto conel 1iltimo; el primero y el tercero foman
proporcion con el antepemiltimo y 1iltimo, y dardn que
la suma del primero con el dltimo equivaldrd 4 la del
tercero’y antepeniiltimo; y asi de los demas.

200 Fundados en esta propiedad vamos 4 encon-
trar la suma de tantos términos como se quiera de una
progresion aritmética. Para esto sea la progresion ge-:
neral —a.b.c.d....q.r.t.u;
llamando s la suma de los términos hasta u, que con-
siderarémos ser el idltimo, y observando que la suma
no se altera aunque se escriba al reves, tendrémos
poniendo debajo de la suma ella misma escrita en un
grden inverso:

s=a-+bretdo.g+r+t+uT Y sumando estas dos
S=U-t4Fh Quveud-e+-ba ecuaciones serd
2s=(a-+u)+(b-+t)+(ctr)+(d+g)....
(g+d)+(r-+c)H(t+b J-(u+a).
Y como g-+u=b+t=c-+r=Cc.(cons. 6.%),
sustituyendo se tendrd
2s=(a-+u)+(a+u)+{a+i)-+(a+u)....
“+(aHu)+H(a+u )+ (et )+ a+u);
donde veo que el duplo de la suma equivale 4 tantas
veces la suma del primer término yailtimo, como tér-
minos hay en la progresion; luego si llamo n al nid-
mero de términos tendré 2s==(a-+u)xn;
de donde despejando s sale s—Z(a-+u)xn=(a-+u)x5n;
que nos dice que la suma de todos los términos que
se quieran de una progresion arilmética , se halla
sumando el primer término con el ltimo, y multipli-
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ecando esto por la mitad del mimero de los térniinos.
As{, lasumade 7 términos de la progresion (198)
serd ignal 4 (2-+20)xf=22xf=11X7=77,
como en efecto se verifica.
201 Si en la ecuacion u=a+(n—1)d despejo d,

tendré d=:—a, la caal dice que conocido el wltimo
término, el primero y el nimero de ellos, para hallar
la razon se resta el primero del iiltimo, v lo que queda
se divide por el mimero de términos meénos uno.

En esto se funda la interpolacion de un ndmero
cualquiera de medios aritméticos entre dos mimeros
¢ cantidades dadas. Asf, si quiero interpolar entre 7
y 43 ocho medios aritméticos, restaré el 7 del 43, y
la resta 36 la dividiré por el nimero de términos que
ba de haber dntes del 43; y como entre 7'y 43 hade
haber ocho medios, habrd dntes del 43 un término
mas, 4 saber, el primero 7; luego esta resta la deberé
dividir por el mimero de medios que se han de inter-
polar mas 1, esto es, por g, y resultard que 3f==4, y
los términos serdn —=7.11.15.19.23.27.31.35.530:43.

20z Se llama progresion geométrica una serie ¢
continuacion de términos , que cada uno cabe en el
que le precede ¢ sigue un mismo nidmero de veces;
cuando cabe en el que le sigue, la progresion es cre-
ciente; y cuoando en el que le precede, decreciente.

Aquf se llama razon al nimero por que se ha de
multiplicar un término cunalquiera, para que resulte
el que le sigue. Para escribir una progresion geomé-
trica se pone una proporcion continua (175), y se con-
tinda como aquf se ve: ++3:6:12:24:48:96:192:38 4:&ec.
y escrita con estension serd 3:6::0:12::12:242:24:480:8.
Si espresamos por a el primer término y por ¢ la razon,

+razaqaq®:agdaghagsiagh........aqg " '=u(B),
serd una progresion geométrica general.

De la definicion de la progresion geométrica re-
sulta, que el segundo término se compone del prime-:
ro multiplicado por la razon;'el tercero del segundo
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multiplicado por la razon; pero como el segundo equi-
vale al primero multiplicado por la razon, el tercero
equivale al primero multiplicado por el cuadrado de
la razon; el cuarto se compone del primero multipli-
cado por el cubo de la razon; y en general, un térmi-
no cualquiera se compone del primero multiplicado por
una potencia de la razon, espresada por el mimero de
tdrminos que hay dntes de €l : que es lo que espresa la
férmula (B), en que u es el término que se busca , n
el lugar que ocupa, a el primero, y ¢ la razon.

La férmula (B) sirve para calcular un término cual-
quiera; v. g. si quiero hallar el sesto término de la
anterior, tendré n=6, a—3, g=z2,

y serd térm.%6.9=3x2°~'=3x29=3x32=96.

203 Es digna tambien de notarse aqui la analo-
gfa entre el lenguaje de las progresiones aritmética y
geométrica; pues las propiedades de aquella se con-
vierten en las de esta, sustituyendo multiplicar 4 la
voz sumar ; cuadrar la razon al duplo 6 dos veces la
razon; y en general formar potencias de la razon 4 su-
mar muchas veces la razon; y por lo mismo se verifica-
rd que 1.° cuatro términos consecutivos forman propor-
cion geométrica discreta; 2.° tres consecutivos la for-
man continuay 3.° dos términos consecutivos estdn en
proporcion con otres dos consecutivos cualesquiera; 4.°
dos términos cualesquiera forman proporeion con otros
dos cualesquiera ., que disten igualmente entre siy 5.°
tres términos equidistantes la forman continua &e.

204 Para hallar la suma de una progresion geo-
métrica , llamarémos a el primer término, ¢ la razon
(por consiguiente ag serd el segundo), u el dltimo, y
s la suma de todos los términos que buscamos; y ob~
servando (zo2) que todos los términos medios se han
de repetir, resulta que todos los de la progresion se-
rdn antecedentes ménos el tltimo, y por consigaiente
la suma de estos serd s—u; todos son consecuentes mé-
nos el primero, y por consiguiente la suma de estos
serd s—a; luego por lo diche (185, 1.*) tendrémos

S—UiS—a@raaglig;
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que multiplicando estremos y medios, nos dard
(s—u)xg=(s—a)x1, 6 sq—ug=s—a,
de donde sale sg—s=ug—a, ¢

ug—a

s(g—1)=ug—a, y s= (m).
g—1

Lo que dice qué para hallar la suma de una pro-
gresion geométrica, se multiplicard el wltimo térmi-
no por la razon, de esio se restard el primero, y la
resta se dividird por la razon ménos uno. Asi, si quie-
r0 hallar 8 térwinos de la progresion (202), serd
a=3, g=2, u=384, y resultard

384)(2——3_768—3__

i—1I 1

sum. de 8 términos = 765,
como en efecto se verifica.

Esec. Sien vez deusustituimos en la férmula (m)
su valor ag” ', nos resultard

ag" " 'xqg—a ag"—a a—uq”( )
— - P)s
g—I g—1 1—q
la cual servird para hallar la suma de n términos de
una progresion, cuando s6lo se conozca el primer tér-
mino a y la razon g. - :

205 Si en la férmula u=ag"—" despejo la g,
f

n——n-
; V u
sacaré g= el

la cual podrd servir para interpolar medios geométri-
cos entre dos nimeros dados; para lo cual, se dividi-
rd el iltimo término por el primero, y del cociente se
estraerd una raiz del grado que esprese el niimero de
términos que ha de haber en todos ménos uno; ¢ del
grado que esprese el niimero de medios que sé han de
interpolar mas uno.

Esc. 1.° Si la progresion fuese decreciente , la
razon ¢ seria un quebrado propio, y el término sus-
tractivo ag” de la fgrmula (p) serd tanto menor, cuan=

i e

=
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to mayor sea el nidmero n de términos que se vayan
tomando; y tantos se podrin tomar, que dicho término
llegue 4 ser menor que cualquier cantidad dada por
pequeiia que esta sea; de donde sc sigue que la dife-
rencia entre el numerador de la formula (p) y el pri-
mer término a dela progresion, podrd llegar 4 ser me-

nor que cualquier cantidad asignable; Iuego ;—% (r)es
una cantidad 4 la.cual se puede acercar todo lo que
se quiera la suma de los términos de la progresion, y
nunca puede dicha suma ser igual con ella. Es, pues,
la espresion (r) como verémos dentro de poco, el limi-
te de la suma de la progresion decreciente; y aunque
se la suele mirar como si en efecto fuese la suma ver-
dadera, es afiadiendo la circunstancia de que la pro-
gresion esté continuada al infinito; pero como esta es
una palabra de coyo significado no podemos formar=
nos una cabal idea, advertimos que cuando nos val-
gamos de esta voz en algunas ocasiones, no queremos
dar 4 entender otra cosa, sino que la cantidad 4 que
la apliquemos ha llegado 4 ser tal, que la diferencia
entre.ella y su'limite es menor que cualquier cantidad
dada por pequefia que sea; por consiguiente la susti-
tucion del limite en vez de ella, sélo se debe mirar
como una espresion abreviada del largo razonamiento
que se deberia hacer para darla 4 conocer circunstan-
eiadamente. Esto supuesto, la férmula (r) traducida en
‘regla bdjo estos principios, nos dard que para hallar la
suma de una progresion geométrica decreciente, conti-
nuoada indefinidamente, se dividird el primer término
por la diferencia que haya entre la uniddd y la razon.
Por esta causa la suma de la progresion
+E1 :i:L:L:L:&c. PP S
344 8716 1—f %

Esc. 2.° En este resultado observamos que siendo
2 la suma de todos los términos, y uno el primero,
todos los términos que siguen al primero no valdrdn
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mas de 1; siendo la suma total 2, y 1-+1=3% la de los
dos primeros términos, todos los que signen al segun-
do valdrdn % '&e.; luego en este caso un término cual-
quiera es igual & la suma de todos los que le siguen.

Ese. 3.% 3i la progresion fuese ++1:4:5:55:&e,

1 I

ans] e

cuya suma es s= T
3 3

se tendrd gue como el primero vale 1, los demas val-
drdn ménos de 1, esto es, -é; el prilnerq ¥ segundq
valen I-i—nzg‘——g, que para $=2, sdlo le falta L, esto
es, ménos de §; luego aqui un término cualqmem es
mayor que la suma de todos los que le szguen.

Ee. 4.° Sila prog'esmn fuese ++1:3: 00 E0&e.

I
cuya suma es s&=s———— %;

.__§ z
se tendrd que valiendo 1 eI primer término, los de-
mas valdrdn £, esto es, mas que el primero; el pri-

mero y segundo valen 1+3=8=18, que para 'L"igs
le faltan 75, que es mayor que 3= &ec. &e.;

luego en este caso un término cualquiera es menor que
la suma de todos los que le siguen,

Cor. general. Luego en una progresion geométri-
ca decreciente, un término cualquiera puede ser igual,
mayor 6 menor , que la suma de todos los que le si-
guen, segun sea cada término igual, menor ¢ mayor
que la mitad del anterior.

De los logaritmos.

206 Si reunimos dos progresiones, una aritmética
y otra geométrica, de modo que se correspondan sus
términos como aquf se ve:
+4.7.10.13.16019. 22 .25 .28 . 31 .&e.
++3:6:12:24:48296:192:384:768:1 556:&c.
1os términos de la aritmética se llaman logaritmos de
los correspendientes de la geoméirica , que toman el
nombre de nimeros, Como son infinitas las progresio-
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nes que se pueden elejir , se signe que es infinita Ia
diversidad de logaritmos; pero si entre las progresio-
nes se elije la aritmética, que principiando por o siga
despues por la serie de los nimeros naturales, y la
geométrica que empiece por la unidad , entdnces se
tiene wn sisterma de logaritmes. V. g. -

~=0.1.2.3. 4. 5 - 6 &
2o1:4:16:64:256: 102 4:4096:&e.
Donde debemos observar que los términos de la
aritmética son los esponentes 4 que se ha de elevar
el segundo término de la geométrica , para producir
cualquier término; pues 64 v. g. es 43, y 3 es el
logaritmo ¢ término de la aritmética correspondiente
4 64; y como puede elejirse cnalquier otro nimero
para segundo término de la geométrica , resulta que
tambien puede haber muchos sistemas de logaritmos.
Esto entendido , se llama base en un sistema de
logaritmos al segundo término de la progresion geo-
métrica, cuyo logaritmo es la unidad, y de cuyas
potencias van resultando los demas; y logaritmo de
un nimero es el esponente d que se ha de elevar la
base para producir dicho mimero.
207 Sea, pues, @ la base de un sistema cualquie-
ra, x un logaritmo y z su niimero, y se tendrd
' log.z__

2

}forman un sistema.

xXxlog.z ya* éa

¥ L =
igualmente, siendo a’=log.z’,

log.z’
se tendrd @¥'—a "8 % —z/,

1.° Si multiplicamos estas dos ecuaciones, tendré-
mos a¥xa¥'=zz’ ¢ a* ¥ —=zz’;
pero x-+x’ es el esponente 4 que se ha de: elevar la
base a, para que resulte el producto zz’; s
luego serd su logaritmo, y se tendrd x+a'=log.zz’;
y como x=log.z y x'=log.z’,
sustituyendo regultard log.z+log.z"=log.zz;
que quiere decir que para hallar el logaritmo de un
producto se han de sumar los de los factores; y el nii=
merg que en las tablas del sistema corresponda d es-
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ta suma ., serd el producto. Asi, si quiero multlplu.ar
16 por 206 diré: Ing 16=7 Iog 2 56—=4;

y su sama =6 serd ¢l logaritmo del producto;
y como 6 corresponde £ 4096, infiero que este es el
producto de 16 por 256, como en efecto se verifica.

2.° Dividiendolas mismasdos ecuaciones, se tendrd

x

g —_z_. d a-'r“"“x"-—uf_.

a.m_ ] T 2
3 % &

y como ahora x—a’ es el esponente 4 que se ha de ele-
var la hase para producir el cociente ¢ niimero —:;,
este esponente serd su logaritmo., y se tendrd

K zlog —, 6 log.z—log.z _,log

que quiere decir, que para hallar el logantmo de un
cociente , se restard ¢l logaritmo del divisor del loga-
ritmo del dividendo; vy el mimero que en las tablas
corresponda d esta diferencia , serd el cociente que se
busca. Asi, si quiero dividir 1024 por 16 , diré:
log.1624=35, log.16=2;
y su diferencia =3 serd el lngarltmo del cociente; y
como este 3 corresponde al nimero 64, este serd el co-
clcnte y se tendrd £224—64, como en efecto se verifica.
Si elevamos i diferentes potencias la ecuacion

anterior @=2, O a=a, sery

2_(.,1.::)2__“21:, z3_(ax)3__a3x i zu._(ax)n_a L T
de donde sale (por ser nx el esponente 4 que se ha de
elevar la base a para producir z”) que

log.x"=nx=nlog.z; '

que quiere decir, que para hallar el logaritmo de una
potencia, se ha de multiplicar el logaritmo de la raiz
(6 cantidad) por el esponente de la potencia; 7y el nii-
mero que en las tablas corresponda al producto halla-
do, serd la potencia que se pide. Asf, si quiero formar
la tercera ‘potencia de 16, diré: log.16=¢2,
que multiplicado por 3 (esponente de la potencia) da 6;
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y como 6 corresponde al niimero 4096, infiero que
163=4096 , como en efecto se verlﬁca.
4.2 Si de la econacion z=a" estraemos raices de
iferentes grados, tendrémos
diferentes grados, tend
x x .n x

V=V "o=a* ,Va—ﬂ ,-\/z =a”

Ik : :
de donde sale (por ser — el esponente 4 que se ha
B nl n

e
de elevar la base a para producir el mimero A/z ),
] B log.
que log.\/z_—-_i: 2 5

B n

que quiere decir que para hallar el logaritmo de una
raiz, se ha de dividir el logaritmo de la cantidad por
el esponente de la raiz; y el nimero que en las tablas
corresponda d este cociente, serd la raiz que se pide.
Asi, st quiero estraer la raiz cuadrada de 4096, diré:
log.4096=06, que dividido por 2 (esponente de la raiz)
da 3; y como 3 corresponde al mimero 64, digo que

64 es la raiz de 4096, 6 que V 4096=64,
como en efecto se verifica.

208 Como el sistema de numeracion sigue su ley
constante de diez en diez, tambien se ha elejido este
niimero para base del sistema logar{tmico mas usual;
de modo que para la formacion de las tablas se han
rennido las dos progresiones signientes:

SO b B bl b e b i B
£41:10:100: 1000:10000:100000: 1000000:&e.

Si en ellas se interpolase entre cada dos términos
un nimero considerable de medios, los resultados for-
marian dos nuevas progresiones sumamente largas; y
tomando en la geométrica los nimeros naturales 1, 2,
3, 4, 5 &e. hasta roooo, hasta 108000, (de todas es-
tas hay tablas impresas) hasta 200000, (de estas las
hay calculadas, pero no impresas) &c. poniéndolos en
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columna, y en otra 4 su derecha los términos corres-
pondientes dela aritmética 6 los logaritmos,se tendrian
formadas las tablas como vulgarmente se presentan.

En todas las tablas de logaritmos estd esplicada
su disposicion particular, y las reglas para manejar-
las; y como para entender estas dos cosas, suele apro-
vechar mas media hora de viva voz del Profesor, que
toda la esplicacion que se puede poner en un libro
de la naturaleza de este, y por otra parte en nuestro
Tratado elemental decimos muy circunstanciadamen-
te todo lo necesario para la inteligencia y uso de las
de D. Tadeo Lope y Aguilar, que son de las que nos
servimos, tanto en aquella obra como en esta, para
todas las operaciones: y por otra parte, como esta
misma esplicacion conviene 4 las otras tablas que
hay publicadas , omitirémos aquf todo esto, y sdlo
harémos algunas observaciones,

209 Puesto que 10°=1, y 10'=10, verémos
que log.1=0, log.10=1; luego el logaritmo de todo
niimero dijito 2,3,4 &e. ha de ser mayor que o'y me-
nor que 1; esto es, serd un quebrado decimal. Igual-
mente, como 10'==10 y 10°=100, se inferird que el
logaritmo de todo niimero de dos cifras, desde 11 has-
ta 99 inclusive, ha de ser mayor que 1 y menor que
2, esto es, serd un entero y un quebrado decimal. Del
mismo modo se inferird que el de todo nimero de tres
cifras, desde 1o1 hasta 999 inclusive, serd mayor que
2 y menor que 3; esto es, dos enteros y un quebrado
decimal. Y en general que el logaritmo de todo nii-
mero compuesto (escepto la unidad seguida de ceros)
consta de tantas unidades en enteros, como cifras tie-
ne el mimero-ménos una , 'y de un quebrado decimal;
si el nidmero es la unidad seguida de ceros, su loga-
ritmo consta de tantas unidades como ceros acompa-
fian d la unidad , vy el quebrado decimal es cero.

210 El nimero que espresa los enteros en los lo-
garitmos, se llama caracteristica, y el quebrado de-
cimal se llama mantisa.

Luego dado un nimero, se puede conocer inme=

&
5
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diatamente la caracteristica de su logaritmo: (2cg);
y dado an logaritmo se puede saber inmediatamente
las ‘cifras que ha de tener el mimero en enteros, que
son tantas mas ung como unidades tenga la caracte-
ristica; por esta causa se suele omitir la caracteristi-
ca en algunas tablas. {
211 Los logaritmos de los mimeros que crecef en
progresion décupla tienen una mismae mantisa’; pors
que han de resultar de la suma del logaritmo del
menor con el de 10, 100, 1000, &e. .
que son 1, 2, 3, &c. sin mantisa. V. g. la mantisa
de 23 es la misma que la de 230, de 2300, de
23000 &e. ; porque
230=23x10 y (§ 207, 1.°) log.230=log.23+log.10;
2300=23x100 y log.2300=lug.23-+log.100,

De donde resulta que si se ailade una unidad d
la caracteristica de un logaritmo , corresponde & un
numero diez veees mayor, ¢ equivale d multiplicar
por diez dicho mimero; si se aftaden dos unidades,
equivale d multiplicar por 100 el mismo mimerps y
asi sucesivamente. Y si se quita una unidad d la
caracteristica de un logaritmo , equivale d haber
dividido su mimero por 10; si se le quitan dos, equi~
wale d haber dividido su mitmero por 100, &e. &e.

212 Se llama complemento aritmético de un nii-
mero, lo que le falta para valer la unidad seguida
de tantos ceros como cifras tiene dicho nimero. Asi,
el complemento de los nimeros dijitos es lo que les
falta para 10; el de los nimeros de dos cifras, es lo
que les falta para roo, &e. De donde se sigue que
para hallar el complemento aritmético de un niime-
ro cualqaiera, se restard la czfm de las unidades de
10 y todas las demus de g; 6 al contrario, que es lo
mejor , se restard, empezando por la izquierda, cada’
guarismo de 9, v el wltimo significativo, ¢ €l de las
unidades de 10. Asf, si quiero hallar el complemen-
to de 357, diré: de 7 4 10 van 3; de 5 4 9 van 4;
de 3 4 9 van 6; y tendré que
comp. arit. de 357=043;
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¢'empezando por la izquierda diria: de 3 4 9 van 63

de 549 van 4,y de 7 4 10 (porque es el iiltimo)

van 3, y tengo 643 como dntes; y haciendo la resia

por el método ordinarie (32) como aqui se ve (M)*
se halla lo mismo. (M)

Si quiero hallar el de 8g40, diré, em-

i ; 1000
pezaudo por la izquierda: de 8°4 g ‘va 13 e
de 9 d 9 vaojde 4 d ro (porque es el 392
dltimo significative) van 6; de 64 o, va 2
o3 y tengo comp.aritm.8g4o0=r1obo. 43

213  Se llama tambien complemento logaritnico
de un mimero_al complemento aritmdético de su lo-
garitmo. Asf, si quiero hallar el complemento loga-,
ritmico de 85436 buscaré su logaritmo, y encontraré
que es 4,0316409; :

y hallando el complemento de este, diciendo de 4
dgvan g;degdgvaosdegdg van 6; de1d
g van 8;de 6 4 g van 3;de 4 4 g van 55deo d g
van g; de 9 4 10 va 1: tendré que
comp.log.85436=5,0683591.

214 El complemento aritmético convierte la ope-
racion de restar en sumar; para lo cual se suma eon
el minuendo el complemento aritméiico del sustraen-
do, v en la suma se rebaja la unidad (6 unidades)
correspondiente al complemento; esto es, en las de-
cenas , si el complemento fue 4 16; en las @A)
centenas, si el complemento fue 4 100, &ec. 8
Asf, si quiero restar 438 de 787, con el 787 ?6:;
sumaré (A) el complemento de 438 que es 9
562, y en la summa 1349 tacharé el millar,

y me quedard la resta verdadera 349. 349
Esto se funda en que en vez de quitar de 787
el 438, le' aflado lo que le falta para mil; luego no
sdlo tendré que quitar el 438, sino ademas el 562;
¥ como todo compone 1000, por eso se borra en la
suma, donde corvesponde, la unidad del complemento.

215 La importancia del complewento es cuando
hay que hacer suinas y restas con las cantidades;
pues entduces sumando los complementos de las que
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se han de restar , y rebajando’ las -unidades donde
corresponda , con una sola operacion se hacen todas.
Esto es lo que sucede en las proporciones , en que
se quiere calcular el cuarto término por logaritmos;
pues como su logaritmo se compondrd de la suma de
los logaritmos de los medios, ménos el logaritmo del -
primero: en vez de sumar y restar, se suma con los
logaritmos de los medios el complemento logaritmico
del primero; vy rebajando la decena en la caracte-
ristica , se tendrd el logaritmo del cuarto término.
Asi, si quiero hallar por logaritmos el cuarto térmi-
no de esta proporcion 864:1329:14635:%,

€O00.ciunnninnenn J0g.1320—= 3,1235250
SUMO..usee.e.neJ0g.4635—= 3,6660497
Yoesivennencomp.log.86 4= 7,0634863
y tendré ..........log.x=%3,8530610=log.7129,53.

cuyo nimero serd el cuarto término que se pide.

216 Por estensas que sean unas tablas, nunca
pueden contener los logaritmos de todos los niinieros;
pero por su medio se pueden hallar. En efecto, si se
quiere hallar el logaritmo de un nimero misto, se
reducird el entero d la especie del quebrado que le
acompaiia (71), y estard reducido d hallar el loga-
ritmo de un cociente (207, 2.°). Asi, si se pide el lo-
garitmo de 254, diré: log.253=log.232=
log.229—log.9=2,3598355—0,9542425=1,4055930

“Si en vez de reducir el entero 4 la' especie del
quebrado , se convirtiese este en decimal con cinco
guarismos, seria 25,44444; en este caso, poniendo
1 de caracteristica, se encontraria que la mantisa es
4035854+75=4055929,y 108.25,44444=1,4055929;
que sdlo se diferencia del anterior en 1 en el sépti-
mo guarismo decimal , que en nada influye.

217 El logaritmo de todo quebrado es negativo
6 defectivo , como manifiesta la ecuacion a"=n, en
quesi n ha de ser un quebrado, debe (118) por pre-
cision la m ser negativa, pues la base @ es un ni-
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mero entero. Pero como nosotros hemos sentado por
regla general, que cuando se hayan de calcular que-
brados se conviertan en decimales , sélo tratarémos
de estos introduciendo el complemento logaritmico,
para evitar los logaritmos negativos. Asi, si quiero
el logaritmo de 0,37, diré: log.o,37=log.s55=

log.37—log.100=log.37~+comp.log.100;

por consiguiente con log.37=1,5682017

SUMO0.susrsessss.cCOmMp.log. 100=8,

¥ tengo...cciueeianelog.o,37=9,5682017.
Si fuera log.o,037=log.+3%5, diria:

COTL, 43 ermmsvsransrinivs - OB R7 =) 55682017

SuUMO,....ie.vcomp.logir1000=7,

Y tengo....c.uvinnnnilog.o,037=38,568z017.

i Kooy 37 e
Si fuera log.0,0037=log.+5%%5, diria:

BONivinenusrennbbyresnioni 10Z 372155682017
8umo........comp.log.10000=6,

¥ tengo............log.0,0037==7,5682017;
y del mismo modo seria log.o,00037=6,5682017,&ec.
Donde observando que en todos ellos es Ja man-
tisa una misma, que es la de los gnarismos significa-
tivos 37, y la caracteristica respectiva g, 8, 7, 6 &e.,
se deduce por regla general, que el logaritno de 1o-
do quebrado decimal tiene por caracteristica g, 6 tan-
-tas unidades  ménos que 9, como ceros hay entre la
coma 'y los guarismos significativos , y por mantisa
la misma que la de estos. -

218 Reciprocamente, si se pidiese el quebrado
decimal 4 que correspondia un logaritmo dado, se
pondria o y coma; despues se pondrian tantos ceros
como unidades faltasen d la caracteristica para 93
. ¥ luego las cifras significativas que correspondiesen

d la mantisa. Asi, se tiene 9,6542343=10g.0,45100;
8,7725711=log.0,059234; 7,3765770=l0g.0,00238.
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Aplicacion de los logaritmos d la estraccion de lg
raiz ciibica.

219 Si para formar el cubo de un nimero, pre-
ferimos 4 la maltiplicacion el ejecutario por medio
de los logaritmos (207, 3.%), respecto del 47 dirémos:

log.473=3xlog.47=3x1,672097 9=
5,0162937=log.103823,
que es en efecto el cubo de 47.

Mids para estraer la raiz cibica de un ndmero
cualquiera, siempre se hard por logaritmos ; para lo
cual , se dividird (207, 4.°) el logaritmo del niimero
por el esponente 3 v ‘el niimero que corresponda d
este coclente serd la raiz ciibica, exacta 6 aproximada.
Asi, si quiero estraer la raiz cibica de 592704 diré:

log.592704 _ 5.7728379.
3.
1,9242793=log.84; :
por consiguiente la raiz ciibica del nmimero 592704
es 84 exactameante. El que lo quiera comprobar puede
formar el cubo de 84, y encontrard 592704.
Igualmente se tiene

log.7s5425 _ 4,8775183
3

: S
log.V'592704=

3
log. A/ 75425=

1,6258384=log.42,2511; s

. log:7854679545_ 9:8051286 -
3 R

3,2983762=log.1987,8159.

log.v/7854679545=

De las ecuaciones indeterminadas de primer grado.

220 Dejamos dicho (142) lo que se entiende por
problema indeterminado, y ecuacion indeterminada.
Ahora afiadimos, que se llama cantidad constante la
que en una misma cuestion no puede tener mas de un
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solo valor; y cantidad variable,la que en una misma
cuestion puede tener todos los valores que se quiera.
V. g. si quiero dividir el 12 en dos partes, puedo
decirqueson 8y 4,67y 5,69y 3. 6105y 15
615y —3 &e.; donde veo que las partes en que voy
dividiendo el 12 son diferentes, y por lo: mismo son
oariables; y el 12, que permanece uno mismo, es
constante. 1l mimero de soluciones de una cuestion
indeterminada, se limita en muchas ocasiones ponien-
do por condicion el que los mimeros sean euteros y.
positivos. Las cantidades constantes se sefialan con
las primeras letras del alfabeto, y las variables con

e

las dltimas ; asf, axz=bz=c que da z=?$?,
es la forma general de las ecuaciones indeterminadas
de primer grado entre dos variables & y z. Pasemos
4 resolver algunas cuestiones. '

22t 1.*  Hallar dos niimeros cuya suma sea 16.

Res, Sean x y z los dos mimeros que busco, y
tendré planteado el problema en la ecuacion

x-+z=16, que da z=16—=,
Ahora, dando valores d %, irdn resultando para

& los que aqui se ve: '

S}Lx:o., BoR Mk B =3 s =y M2 515
serd 216,021 5,080 4y a=13, =TT

x=0, x=7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17;

&=10, 8958, 7, 645 5, 45 3, 2, T, Oy—ls

Donde se ve que la primera y pentiltima no som

soluciones , porque no dan dos ndmeros, pues resultas
uno de ellos =o. La tltima tampoco es solucion, pog=) °
que resalta un mimero negativo; y observando que la;
solucion x==8 d'que corresponde z—38, no da dos mii-
méros diferentes. se deducird que el infinito nimero
de soluciones que se podian dar 4 la cuestion, queda
reducido 4 sélo siete; pues v. g.la x=35 queda z=11,
es lamisma quelax=r11 que da z=35. Por consiguien=
te, la cuestion en mimeros enteros positivos y diferen=
tes, sélo admite estas siete resoluciones:
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1y1552y 1453y 1355y 1156y 105770,

222 2."  Dividir 53 en dos partes tales que la ung
sea divisible por 4, y la otra por 7.

Res. Puesto que la una ha de ser d:vmble por
4, la podrémos llamar 4x, y la otra serd 7z; y ten-
drémos 4x+72=53.

Ahora se despefa la x, ¢ en general la variable
que tenga menor coeficiente ; sien su espresion resul
ta quebrado, se igualard con otra variable del mismo
signo que la del quebrado ; se despeja estay y sien
su valor resulta quebrado , se hace lo mismo , hasta
llegar d una variable que determine exactamente la
anlerior ; en este caso, se va sustituyendo en los va-
lores de las antecedentes , y se tendrdin las del pro-
blema , que sdlo dependerdn de la tltima; se dan
valores d esta, y se van formando las soluciones que
satisfardn-al problema. Asf, aplicando este método 4
la anterior, como se ve en (A), despejando x y sacan-
dolos enteros tendré la (ec.B); igualo el quebrado que
me ha resultado, con otra variable u, y tengoel va-
lor (C); (le pongo el signo ménos, porque el numerador
debe ser negati-
vo, si hadeser (A) 4a+7z=53
entero, y de con-

—7Z o
signiente el co- (B) L =133+ £
ciente de partir 4 \ 4
por 4 tambien T—3z

lo serd); despejo  (C) ——=—u ¢ 1—3z=—4u
en esta la z y 4

tengo el valor

(D);goigualo el (D) m‘ﬂH-I—-:las—!}-i“-£
quebrado con ¢, 3 3

y tengo la (E); u+1

despejo la u y (E) ——=t 6 ut-1=3¢

tengo el valor 3 '

(F); ahora sus- (F) w=j3t—1

tituyoestevalor (G) z=3¢—1-+t=4t—1
deuytenelde (H) s=i13—4t+1—3t+1=—=15—7¢
z (D), ysecon- . :

i
s

~
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vierte en (G); sustituyo el de z y el de u en ¢l (B) de
%, y sale el (H). Donde tengo los valores.de las varia-
bles del problema, que sélo dependen de la varisble
t; doy, pues, valores 4 esta empezando por cero, y
tengo que
s demlioy iyt = Ay
sile B30y 1 TSRS, R T

§ el & NG, e § MUY e GO Sl )

El valor t=o y t=3 no satisfacen, porque dan
negativa una de las partes del 53 ; luego sélo tiene
el problema dos soluciones: primera t—=r1 , que da
=3,y #=8, y las dos partes 4x y 7z del mimero
serdn 3z y 21, cuya suma =353;

_ysegunda t—2, que da =7 y x=r1; y las dos partes
del niimero serdn 4y 49 , cuya suma —53.

223 3.% Un mercader compra pafio de d 61 reales
la vara, y paiio de d 78; al ajustar cuentas encuentra
que el paiio de d 78 le ha costado g7 reales mas que
el de d 61 , cudnto comprd de cada clase ?

Res. Seax el pafio de 4 61, con lo que 61x serd
su valor; por lo mismo tambien serd 78z el valor del
paiio de 4 785 y como el de 4 78 le ha costado g7
reales mas, se tendrd planteado el problema en la
ecuacion 61x-+97=78z, ¢ 61x=78z—9g7.

De la que aplicando el mismo raciocinio de dntes,
se sacara despues de haber sustituido las variables

' Uy by Sy 7y gy que x=78g+47, y 2=61¢+38.
Por consiguiente, dando valores, resulta que pu-

do comprar las siguientes varas de gL

Sig=o, 1,2, 3, 4, 59&9
paiio de 4 61 %=47,125,203,281,359,437,
Idem de 4 78 =38, 99 ,160,221,282, 343,

Cuyos mimeros satisfacen 4 la condicion de valer’

siempre 97 reales mas el paiio de 4 78 que €l de 461.
De las permutaciones 1y combinaciones.

224 . Se llaman permutaciones los diferentes mo-
dos de disponer ¢ colocar muchas cosas las unas con
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respecto 4 las otras; y se llaman combinaciones los
diferentes mudes' de tomar muchas cosas de una en
una, de dos en dos, de tres en tres &c. sin atender
al drden con que se han de colocar.

Sean , pues , las cosas por permutar las letras del
alfabeto. Si tuviéramos una sola letra tal como a, es-
ta no admitiria nada mas que una permutacion, Si
tomamos ahora dos letras @ y b, se podrd poner la a
dntes o despues de la b, en esta forma ab, ba; luego
dos letras se pueden permutar de 2XI maneras. Si
suponemos ahora otra tercer letra ¢, esta se pndr&i co-
locar al principio, en medio y al fin de cada permu-
tacion de las anteriores, y tendrémos las seis signientes

cab, acb, abe , cba , bea  bac;
luego tres cosas ofrecen un nidmero de permutaciones
espresado por 3X2XI;
y en general siguiendo el mismo racmcuno, determi-
narfamos que nn mimero n de letras ¢ cosas, ofrece un
niimero de permutaciones espresado por
n(n—1)(n—2)(n—3)...2X1.

Es prodijioso el niimero de permutaciones que ofre-
cen las cosas; pues si suponemos gue en una clase
entran nueve discipulos, y se quiere averiguar los
diferentes modos de que podrdn colocarse , este mij=
mero estard espresado por

gx8x7x6x5X%4X3X2X1==362880;
suponiendo que cada cinco veces que se colocasen,
}L hiciesen en un minuto, necesitarian 5o dias, g ho-
ras, y 36 minutos.

225 -S8i de las cosas que se dan para permutar
fuesen dos iguales , el ndmero de permataciones se
reduciria 4 la mitad, ¢ se deberia partir por 2=z2xr:
como se ve en ah y ba, pues si a=>b no hay mas que
una aa § bb. Si de las tres letras a,b,e, que dan seis
permutaciones, fuese a=b; no habria mas que las tres
¢hb, beh, bbe, que es la mitad. Si hubiese tres letras
ignales, el nimero de permutaciones se reduciria 4 la
sesta parte, 6 se deberia dividir por 6==3x2x1:
como se ve en las seis permutaciones que dan @,b,c;
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pues si a=b=c, se reducen 4 ,una sola aaa 6 bbb 6
cce. Continuando del mismo modo se deducird que si
hubiese cuatro letras iguales, se deberia dividir el nu-
mero de permutaciones por 4x3x2XI;
y en general que si hubiese m letras iguales, se de-
beria dividir por m(m—r)(m—2)...6Xx5%X4x3x2X1.
226 En las combinaciones generalmente se pone
por condicion, que no se repita ninguna, cuando se
forman las de dos en dos, de tres en tres, &c. Asi,
si se toman para combinar las diez letras a, b, ¢, d,

. 10XI1
e, f, g, h,i,k,de unaen una, dardn 10=

I
combinaciones. Si se quieren combinar de dos en dos,
la a dalss........9,ab, ac,’ad...ak,

la b daria otras g,ba, be, bd...bk,

y cada una daria 9; de modo que el nimero total serd
10x9; pero como ab y ba, no dan mas de una com-
bimacion , y cada una se repetird tambien dos veces,

% . . T o
el niimero de combinaciones diferentes serd 9::45.
2

Si las mismas letras se quieren combinar de tres
en tres , cada dos darian ocho diferentes , cuyo total
seria 10xgx8; pero como cada seis no formardn mas

de una combinacion diferente, se deberd partir diche
4 abk :
: 10Xgx8
niimero por 2x3, y dard o
2X3

Del mismo modo se sacard que de cuatro en cua-

10Xgx8x
tro dan LON ey o
2X3%4
y asi sucesivalg;:nte.
Cor. Luego el jugador de loterfa que acertase los
cinco estractos , puede ganar :

5%4 5X4X3
——=—10 ambos; y
2 23

M- T. L

—10 ternos.
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Proposiciones importantes acerca de las cantidades
constantes y variables, y de los limites.

227 Teor. Si una cantidad variable X al paso
que crece se acerca d la constante B , la consianie B
serd mayor que la variable X.

Dem. Sino es B>X, serd B=X, § B<X.

No puede ser B—X; porque entdnces, si X crece se se-
para del valor de B y si vuelve 4 crecer se volyerd
4 separar mas; y 4 cada paso que vaya creciendo, se ird
separando del valor de B; lo cual no cumple con la
circunstancia del teorema, que es aproximarse X 4 B
al tiempo que crece; luego no puede ser B=X,

‘Tampoco puede ser menor; pues si B<<X, al paso
que X crezca, se diferenciard mas de B; y por lo
mismo no cumple con la circunstancia de que X al
crecer se acerque 4 B; luego no puede ser B<Xj
luego si B no puede ser igual ni menor que X serd

B>X, que era L. Q. D. D.

228 Teor. Si una cantidad variable X al paso
que mengua , se acerca ¢ la-constante B, esta B serd
menor que X.

Dem. En efecto, sino es B<X, serd ignal ¢ ma-
yor. Si es B=X, y X mengua, se diferenciard de B;
y i vuelve 4 menguar, se diferenciard mas; y al paso
que vaya menguando, se ird diferenciando mas de B;
lo que no puede ser, pues la econdicion del tecrema
exije que se vaya aproximando.

Tampoco pucde ser B>X, pues al paso que X
mengiie, se ird diferenciando mas de B, que tampoco
cumiple con lo enunciado, Luego si B no puede ser
igual ni mayor que X, serd B<X, que es L.Q. D. D.

229 Teor. §i dadas dos cantidades desiguales, de
la mayor se quita la mitad, vy de lo Que quede la mi-
tad, vy asi sucesivamente, se Hegam G un resultado que
serd menor que la otra cantidad, por pequeiia que sea.

Espl. Sean B y K estas des cantidades (esto es,
B tan grande y K tan pequeiia como se quiera); digo
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que si de la mayor B se quita la mitad, y de lo que
quede la mitad , y asf sucesivamente, llegaré 4 tener
un residuo menor que la otra cantidad K, por peque-
fia que esta sea.

Dem. Maltipliquese K por un nimero n, tal, que
el producto nK sea mayor que B, y al mismo tiem-
po sea el miltiplo mayor mas aproximado al valor de
B ; y en este caso serd B<nkK.

Xhm‘a.J si estas cantidades son desiguales, tambien

) : B nK
tendrdn desiguales sus mitades, y se tendrd —<<—;

2 2
pero si en vez de tomar la mitad de nK, se quita so-
lamente K (que serd igual con la mitad de nK sdlo
cuando n=2 , y en todos los demas casos serd menor
que la mitad de nK), con mayor razon quedarin des-
iguales; luego § B<nK—K—(n—1)K.

Si de estas cantidades desiguales quitamos la mi-
tad , tambien quedardn desiguales; y si de la mayor
quitamos ménos de la mitad (como serd quitar K en
el caso de que (n—1) sea mayor que 2), con mas ra-
zon quedardn designales , y se tendrd L B<(n—2)I
y como siguiendo quitando 4 la menor la mitad , y
4 la mayor la cantidad K (que sdlo serd igual con la
mitad en el caso de que el muiltiplo que reste de K sea
el duplo) los resultados quedardn sicmpre desiguales:
tendrémos que al haber hecho un niimero de divi-
siones y restas, espresado por n—1, los resultados

B
— y nK—(n—1)K=K,
2

1

quedardn aun desiguales, esto es, 2ﬂ—_|~-<:K;
luego K serd mayor que el residuo que nos quede de
haber quitado 4 B la mitad, y d lo que quede la mi-
tad &c. que es L. Q. D. D.

Cor. 1.° De aqui resulta que si de dos cantidades
desiguales de la mayor se quita mas de la mitud,

y de lo que quede mas de la mitad , y asi sucesiva-
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mente , con mas razon podemos asegurar que lo que
resulte, podrd llegar d ser menor que una cantidad
dada , por pequeiia que sea.

Cor. 2.° Tambien resulta que podemos concebir
¢ toda variable un valor menor que cualquier otra
cantidad dada , por pequefia que sea.

Porque se puede suponer que la ley de su varia-
cion sea el irse haciendo sucesivamente dos veces @
mas de dos veces menor.

Cor. 3.° Y como un producto (61, 3.°) disminu-
ye al paso que mengua uno cualquiera de sus facto-
res , cuando se quiera hacerle menor que cualquier
cantidad dada, baste hacer d uno de los factores
sucesivamente dos veces ¢ mas de dos veces menor.

230 Teor. Si la variable X se puede acercar dun
mismo t;empo (creciendo 6 menguando) tanto como
se gmera G dos constantes A , B, dichas constantes
serdn iguales.

Dem. Sino es A=B, serd A=B-+K;

y entdnces acercdindose X 4 A4 tanto como se quieray
no se podrd acercar 4 B al mismo tiempo, pues se
acercaria § B+K , y lo impediria la cantidad K; y
como por el supuesto se puede X acercar d 4 y B d
un mismo tiempo tanto como se desee, se sigue que
no puede haber ninguna diferencia entre ‘ellas; lue-
go serda iguales. L. Q. D. D.

231 Teor. 8¢ dos wvariables X , Z , creciendo ¢
menguando , se pueden acercar tanto como se quiera
d dos constantes A ) B, la relacion de lus constantes
serd la misma que la de las variables , y se tendrd

A:B:X:Z.

Espl. Esta proposicion tiene dos partes, 4 sahers
cuando las variables crecen, y cuando menguan, ¢
lo que es lo mismo : primero, cuando 4>X, B>Z;
y segundo, cuando A< X, B<Z.

Dem. 1.° Sino se verifica que 4:B::X:Z,
serd A:B>X:Z, 6 A:B<X:Z.

Si 4:B>X:Z, podrémwos hacer que crezea el an=
tecedente X de la segunda razon lo suficiente , para
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que esta resulte igual con la primera; y suponiendo
que sea X’ dicho antecedente, se tendrd

A:B::X":Z (m), siendo X'>Xj
pero por pequeiia que sea la diferencia X'—X, todavfa
por el supuesto puede ser meuor la diferencia 4—X;
loego serd d—X<X'—X;
y como estas dos diferencias, designales, tienen el mis-
mo consecuente,el antecedente de la primera (171c0r.)
serd menor que el de la segunda, y se tendrd 4A<X'.

Comparando estas dos cantidades con una misma

B, cuando se compare la menor se tendrd (171 cor.)
menor razon , y serd 4:B<X":B;
pero (prop. m) A:B:X":Z;
luego sustituyendo esta segunda razon en vez de la
primera , se tendrd X":Z<X':B;
y comio estas dos razones tienen un mismo antecedente,
la menor tendrd (171 cor.) mayor consecuente, 6 lo que
es lo mismo, serd Z=>B, que es contra el supuesto;
luego no puede ser 4:B>X:Z, _

Tampoco puede ser menor ; porque si A:B<X:Z,
podrémos hacer que crezca el consecuente Z de la
segunda razon , para que mengiie esta y resulte igual
con la primera; y representdndole por Z’, se tendrd

A:B: X:Z' (n) y £'>Z;
pero por pequefia que sea la diferencia Z'—Z, puede
ser aun menor la B—Z por el supuesto ; luego serd
B—-Z<Z'—Z, lo que da B<Z'.

Comparando ahora la cantidad 4 con estas dos,
cuando se compare con la menor B, se tendrd mayor
razon, esto es, A:B>A:7';
pero (prop. n) 4:B::X:2Z;
luego sustitoyendo se tendrd X:Z2/>A4.7';
¥ comio estas dos razones tienen un mismo consecuen-
te, la mayor tendrd mayor antecedente, y dard X>4,
que tambien es contra el supuesto; lnego sino puede
ser A:B> ni <X:Z, serd A:B::X:Z,
que era L. 1.° Q. D. D,

2.° En el caso de <X y B<Z, tendrfamos.que :

sino fuese A:B::X:Z, seria 4:B> ¢ <X:Z.
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Supongamos en priwer lugar que A:B>X:Z,
en cuyo caso se hard 4:B:X:Z’ (v), siendo Z'<Z;
discurriendo como dntes sacarémos Z—B<Z—Z';
de donde (171 cor.)sale B>Z;
comparando ahora la 4 con estas dos cantidades, dard
A:B<d:Z', y en virtud de la (prop. o), serd
X:Z'<d:Z', que (171 cor.) da X<, que es contra
el supuesto; luego no puede ser 4:B>X:Z.
Tampoco puede ser menor; porque si 4:B<X:Z,
se podri hacer 4:B::X":Z (p), siendo X'<Xj
y signieudo el raciocinio del caso anterior se deducird
que X—Ad<X—X, lo que nos dard 4>X;
y comparangdo con una misma cantidad B, se tendrd

A:B>X' B, ¢ (prop. p) X1 Z>X":B,
de donde resulta Z<<B, que tambien es contra el su=
puesto; luego sino puede ser 4:B> ni <X:Z,
serd A:B:X:Z , que es L. Q. D. D.

Cor. De aqui resulta que si la segunda razon fue-
se de igualdad, la primera tambien lv seria; 6 lo que
es lo mismo , s7 las variaciones de X y Z fuesen ta-
les que en todos los casos se tuviese X=Z, se tendria
A=DB, ¢ las constanies serian iguales.

£se, 1.°  El caso de A>X y B<Z no tiene lugar;
porque cuatro cantidades de esta especie, comparadas
ordenadamente, jamas pueden formar proporcion.

Ese, 2.9 Los principiantes deben procurar fami-
liarizarse mucho con el lenguaje de la demostracion
anterior; pues en lo sucesivo sdlo pondrémos las des-
proporciones y consccuencias que de ellas resulten,

232 CGuoando una cantidad variable se puede acer-
car i utra constante tanto como se quiera, de manera
que la diferencia entre ellas pueda llegar 4 ser menor
que cualquier cantidad dada, pero sin que jamas pue-
dan llegar 4 ser iguales, se llama 4 la constante -
mite de la variable.

En la idea de limite estdn comprendidas esencial-
mente dos: la primera que la cantidad se pueda acer-
car al lfite tanto como se quiera; y la segunda que
jamas pueda llegar 4 serle igual.
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Por esta causa 4 y B (§ 230) son el limite de X;
y aquella proposicion quiere decir, que si dos cantida-
des son limite 'de una tercera, son iguales entre si.
Igualmente (§ 231) A es el limite de X y B el de Z;
y dicha proposicion quiere decir, que si dos variables
al crecer & menguar, se acercan respectivamente d sus
limites, la relacion de estos es la misma que la de las
variables.

233 Toda cantidad variable tiene dos limites: uno
verdadero que es o; v otro que es un limite considera-
do, y se representa por L.

En efecto, si x es dicha variable, y 4 cada varia-
cion se va convirtiendo en ser la mitad g menor que
la mitad, al cabo de cierto tiempo llegaid ser 1ie-
© nor que cualquier cantidad dada, por pequeia que sea;
y por lo mismo la diferencia entre x y o podrd llegar
4 ser menor que coalquier cantidad dada. Por otra
parte, x jamas llegard d ser cero, miéntras permanez-
ca cantidad ; luego el o tiene las dos circunstancias
esenciales al limite, y por lo mismo es el limite de
las cantidades que decrecen.

1

- - a ’ -
Ahora, si en la espresion — 6 —, la x va dis-
x x

a T
minuyendo, — ¢ — ird aumentando; y como x pue-
x x

A ; a  r
de disminuir tanto como se desee, resulta que — ¢ —,
X x

podrd llegar 4 ser'mayor que toda cantidad asigna-
ble; pero & al disminuir se va acercando continua-

a 1
mente 4 su limite o, luego la espresion — 6 —
3 x x

- - a I
se ird acercando continuamente 4 — ¢ —; X
o o

que es el limite de las cantidades que crecen.
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Esc, Este limite no es verdadero; porque no
contiene la segunda propiedad del limite; en efecto,
no se puede suponer que siendo Z una variable, que
va creciendo, le falta para llegar 4 ser { la cantidad
K; porque entdnces aﬁadienda 4 Z la K, deberia ser
Z+K=%L, y por consigniente L no podriu esceder de
Z+K, que es contra el supuesso de que 5 puede ser
mayor que toda cantidad dada, por grande que sea.

234 A la espresion L se le suele dar el nombre
de infinito , y se sefiala con este signo co; de mane-
ra que % é 0o representdn una misma cosa.

Puesto que L=00, si quitamos el divisor serd

' - 3 I
:=oxco;’ dividiendo por oo, serd —=—o;
00

lo que suministra otro medio de representar el cero,
limite de las cantidades que decrecen.

235 La espresion 1=o0x00, ¢ a=oXxc0, da 4 co-
nocer que una cantidad cualquiera se puede suponer
representada por cero multiplicado por el infinito.

a
Si en vez de co ponemos su valor — ¢ &, serd
o

a axo

g=—oX———=2;
DICA TR S0

= . . - .
y si en vez de o sustituimos — , serd
co

I [e.0]
A==0X00——X00——
o0 oQ

donde se ve que tambien es simbolo de una cantidad
0o

. . o
cualquiera la espresion — ¢ —.
Q00

5

236 Todos estos smbolos sirven para indicarnos,
cudndo las circunstancias con que tratamos de deter-
minar una cantidad , son insuficientes para este ob-
Jeto » por convenir 4 cualquier cantidad en general.

V. g. esta cuestion,
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ALGEBRA. 185
Un hombre , d quien se pregunta cudnto dinero
tiene , responde : si al triplo de mi. dinero afiado 5
duros, tengo dos veces la séptima parte de 21, mas
cinco octavas partes de veinticuatro veces mi dinero
partido por cinco, ménos un duro. Cudnto dinero tenia?
Res. Llamando % 4 dicho ndmero , tendré plan-
teado el problema ¢én la siguiente ecuacion:

2 5 24%
5= —X2 I —X—— —1;
3x+5 7 8" 3 5
que practicando lo dicho (150), tendré
3x-%><_~—,4'—w:%-x2 ::—5_-1=6 x(3—ex%H)=7 51
5 :
22 1— IR 42 5—1 6—5—W O
que da x—= i T ‘?20 = g
4 o T T e IR

Lo que manifiesta que la cantidad x puede tener
un valor cualquiera. Para que no se estraiie este re-
sultado, se ejecutardn las operaciones indicadas en el
segundo miembro de la ecuacion, y se tendrd

3u+5="% 424 120y 1 —=06-+3%—1=3%-5;

que quiere decn' que el triplo de dicho nimero mas
cinco, es igual con el mismo triplo mas einco. Y como
cualquier “cantidad es igual con ella misma, resulta
que toda ecuacion en que los dos miembros estén re-
presentados por una misma cantidad, no puede servir
para determinarla ; y por lo mismo el cdleulo debe
indicar en el dltimo resultado, que cualquier canti-
dad caumple con la circunstancia exijida.

Lise. Esta clase de ecuaciones se llaman idénti-
cas 3 y aunque las espresiones que se reducen 4 &
pueden tener en general un valor cualquiera, hay
casos particulares en que no tienen mas de uno solo
y determinado , como verémos 4 su tiempo.
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186 GEOMETRIA,
'GEOMETRIA.
PARTE PRIMERA.

Nociones preliminares

237 Geomem’a es la ciencia que trata de ave-
riguar las relaciones y propicdades de la estension,
en cuanto terminada ¢ figurada. De consiguiente, en-
tre “todas las propiedades de los cuerpos que hemos
dado cer (intr.), la Geometrfa sélo considera
la este y la figurabilidad.

Par®dquirir ana idea exacta:de la estension, se
obseryard que un cuerpo quiera , v, g.un libro,
en cualquier paraje que e31€, ogupa una parte del
espacio; y quitado de alli, la parte del espacio 'se que-
dard donde estaba, la cual es la estension del libro.

Donde se ve que el objeto de la Geometria no es
la estension impenetrable del cuerpo, sino la parte
del espacio que ocupa, en donde se pueden ir colo-
cando sucesivamente otros diferentes cuerpos,

Todo cuerpo es estenso en tres sentidos diferentes
que se llaman dilensiones’; eada una de estas tiene
su nombre particular, relativo al' modo con que se
considera el cuerpo. Asf, la dimengion que al mirar
un cuerpo es la mas larga, se llama longitud; la que
constituye lo ancho del cuerpo, se Hama latitud; y la
que constituye el grueso, altara 6 profundidad, sc lla-
ma profundidad 6 grueso. Asi,en el libro (fig.1) visto
de plano, lo que hay desde A 4 B es la lougitud; lo
que hay desde B 4 D la latitnd; y' lo que hay' desde
B 4 G su grueso; pero si se mira el libro de canto, por
la parte DFGB, entdnces se Hamard fongitud 4 la. DB,
latitud 4 la BG , y profundidad 4 la AB, que dntes
era la longitud. '

238 La estension de un cuerpo se Mama tambien
'blumen G cuerpo geométrico; y aunque para w
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. GEOMETRIA: 187
tuirla son indispensables las tres dimensiones , 6 por
mejor decir, aunque en la'estension de tudn cuerpu
existen snnultdueamente las tres ‘diimensiones , sin
embargo por medio de la abstraccion podenios preqcm-
dir de una, de dos, y aun de las tres. Asf, prescia-
diendo del grueso BG, queda sola la estension con las
dos dimensiones, longitad AB, y latitud BD}}e
lo que se llama superficie. . A

Sien esta prescindimos de la latitud BD, queﬂ(‘
la idea de estension’ en sola longitud , que sqllama
linea; y siahora prescindimos de esta lungltud -
dard absolutainente nada de la estenston;
que resulta, se le llama 1to matemédiico
que asi como para formargiiidea de la nad.
es necesario prescindir da cantidad ,
para formarse una idea
prescindir de toda esten™OB3 por manera que punto
matemdtico, y cero 6 earencia de toda estension’, es
una mismda cosa.

239 De todo lo dicho resulta: 1.° que la superfi-
cie no tiene nada de Eriesol AL gus es el limite de
los euerpaos; pues p: raslessu idea prescindimos
de é1% pero si en veg, ndir de una vez, su=
ponemus que va disa o poco 4 poco, el cuerpo
se ]ra acercando la sty ; si,?que janfds_ pueda

Bl‘grueso se reduzea

aya uuerpo que son
S TI0 de gmeso ni de
ancho , y por Io mismo , es el limite de la superficie,

3.° Qe el punto no tiene ninguna dimensiofg ¥
es et limite de la Imean y de toda estensmn.

4 cera, esto es, hag
las dua. circunsjgs

recta es la que tiene todos sus puntos e

direccion ; esto es, aquella que estd dispuesta de tal
manera, que colocdndose en uno de sus estremos, que-
dan ocultos tggos sus puntos intermedios, como suce?
de en las alamedas puestas 4 cordel, y con los guias
de un regimiento cuando estdn almeados, tales son las
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188 GEOMETRIA,
que queremos representar por las AB, BD, CD, &e..

Curva es aquella cuyos puntos no estdn todos en ung
misma direccion, como la DF; BG, &e.

241 La superficie se divide .en plana y curva; se
llama plana, aquella cuyos punios estdn todos tan al-
tos los unos como los otros 5 como la ABDG; y curva
aquella cuyos puntos no estdn todos tan altos los unos
como los otros, como la CDIE. Adewas, las superficies
"y lineas curvas, pueden ser edneavas y convexas: las
cuales toman estas denominaciones, segun el aspecto
0 que se miran.
eometrfa tiene tres partes: la primera
lfueas; la segunda de las superficies; y la
los voliimenes.
rimera parte se §upone que todas las lineas
estdn trazadas sobre un o matemdtico, que es nna
superficie plana (241) oncebimos sin limites , y
con-tal perfeccion cual no existe en la naturaleza.

243 Uua recta queda determinada, en fijando dos
de sus puntos. Porque la esencia de la linea recta , es
que todos sus puntos estén en una misma direccion; y
como en la idea de direccion sélo entra la del ponto ¢
paraje A (fig. 2), de dode se parte, y la del pumto ¢
sitio B 4 que uno se dirije, se signe que los puntos
intermedios deben quedar cublertos por los estremos
A y B; y los que se supongan 4 la izquierda de A le
deben cubrir, como igualinente los que se supongan
4 la derecha de B, deben qﬂﬁr cubiertos por él.
Pero este conocimieato Ha' pr’ovemdo s6lo de los dos
puatos Ay B; luego dos puntes determinan la posi-
cion de una rer.m.

244 Un punto no es suficiente; porque desde un
punto O se puede ir 4 todas partes; y en el mismo
punto O pulden concurrir todas las direcciones que
se quieran.

Cor. 1.° Desde un punto A d otro B (fig. 3) no
se puede tirar mas de una linea recigg pero si infi-
nitas curvas, Porque si se pudiese tirar mas de una
recta, no bastarian dos puntos para fijar su posicion;
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GEOMETRIA. 189
pero no yendo en linea ‘recta, se podrd ir por ACB
¢ por ADB 6 por AEB &ec.

Cor. 2.° La distancia entre dos puntos se debe
medir por una recta; porque es la dnica que se puede
tirar de su especie,

Cor.3.°  Dos rectas no pueden encontrarse mas que
en un punto ; porgque si se encontrasen en dos, se con=-
fundirian en una sola ; y de consiguiente no habria
dos rectas, que es contra el supuesto.

245 Por suponerse las rectas tiradas en un mismo
plavo, y no tener este limites , infetimos que cuando
se necesite, se podrdn concebir prolongadas d acorta-
das las lineas ; y que en siendo rectas se podirdn su-
perponer, de manera que se confundan eii un gudo si
son iguales, den aquella parte que tengan de goniunj
y reciprocamente, si al superponer dos rectas’se cons
funden sus estremos , se habrdn r'onﬂ;mhdo en toda
su longitud , v de consiguiente serdn iguales.

Ese.  Se dice que dos lineas tienen una éomurn
medida, 6 que son comensurables, cuando ambas con+
tienen 4 una tercera de su misma especie un nimero
exacto de veces. )

246 Entre lainfinidad de curvas que pnede con-
cebir nuestra imaginacion , la Geometrfa elemental
s6lo considera la circunferencia de circulo, que es
una linea curva reentrante, cuyos puntos distan todos
igualmenie de uno que se llama centro: tal es (fig. 4}
la AEBD, cuyo ceutro es C. El espacio ¢ superficie
que eficierra la cireunferencia, se llawa ‘cfreulo, Las
rectas CA, CE, &e. que desde el centro van 4 parar
4 la circunferencia , se llaman radios; los cuales son
todos iguales, por medir (244 cor. 2.%) la distancia de
la circunferencia al centro, y ser dicha distancia una
misma en todos los puntos.

Toda lfnea DCE, que pasando por el centro fer-
mina con sus estremos en la circunferencia, se llama
didmetroy por consiguiente el didmetro es rgual i dost
radios 6 al duplo de uno; y como todos los radios sorn %
iguales , tambien lo serdn, los didmetros. N

e
|
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190 GEOMETRIA,

KEse.  Paratirar rectas y describir circunferencias,
-ge emplea la regla y el compas, enya construccion ¥
uso se entiende ficilmente con la esplicacion del
Profesor. poiniisl :

247 Se llama arco una porcion cualquiera de la
circunferencia; asf, la parte BED es un arco, y la parte
DAB es otro arco ; toda recta BD que desde un es-
tremo de un arco va d parar al otro, se llama cuerda
del arco; y se llama sajita del mismo arco, 4 la pacte,
EG del radio FC, interceptada entre el punto medio
de dicho arco y la cuerda. Se llama sector de circulo,
al espacio CBFD, comprendido por dos radios y un
arco; y se llama segmento , al espacio comprendido
entre una cuerda y su arco, tal es el BDF, Siempre
que se hable de arcos 6 cuerdas, se entiende de los
menores.

Cuando dos circunferencias ABD, abd (fig.5), tie~
nen un mismo centro G, se dice que son concéntricas;
y cuando tienen diferentes centros, se llaman escén-
tricas. j

El espacio ABDdba , comprendido entre dos cir-
canferencias concéntricas , se llama corona o dnulo.

248 Teor. Dos circunferencias concéntricasno se
pueden encontrar sin contipidirse en una sola.

Dem. Porque 6 susradios soniguales d desiguales:
si son igunales, todas los puntos de la una se confun-
dirdn exactamente con los de Ja otra, y por lo mismo
se habrin confundido en una sola. Si los radios son
desiguales, la que tenga menor radio estard toda den-
tro de la otra, habiendo siempre entre ellas una dis-
tancia igual 4 la diferencia de los radios. Luego dos
circunferencias &c.

Cor.. De donde se deduce que si dos circunferen-
cias lienen un mismo radio serdn iguales; y colocada,
la una sobre la otra, de manera que se confundan sus
centros, se confundirdn todas ellas.

249 Teor. Kl didmetro divide al eirculo ¥ a- Ia
circunferencia en dos partes iguales.

Espl. Sea el circulo ABDE (fig. 6) ; digo. que si

: o i
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: GEOMETRfA, 191
se dobla por el didmetro AD, la parte AED caerd exac-
tamente sobre la ABD; y habiéndose confundido serdn
iguales.

Dem. Si la parte AED no cae sobre ABD, caerd
¢ por mas arriba ¢ por mas abajo. Si’cayese por mas
arriba, y estuviese representada por AND, tirando la
NG, esta seria un radio del circulo, y por consiguiente
igual con BC, radio tambien del mismo efrculo; lo
que es absurdo, por ser NG todo y BGC parte suya;
luego no se puede suponer que caiga por mas arriba.
Si cae por mas abajo,y se representa por AMD, tirando
la MC, serd un radio del eireulo, y por consiguiente
ignal con BC, lo que tambien es imposible; luego no
puede caer por mas abajo. Luego sino puede caer ni
por mas arriba ni por mas abajo, se habrdn confundi-
do y serdn iguales, L. Q. D. D.

250  CGuando dos lineas AB, AC (fig. 7) se encuen-
tran en un punto A, se llama dngulo 4 }a-abertura 6
inclinacion que tienen entre sf; ¢l punto A donde se
encuentran, se llama vértice; y se llaman lados las dos
lineas AB , AC, que le forman. :

Cuando un dngaloe estd solo, se enuncia nombran-
do la letra del vértice; pero cuando en un mismo pun-
to se forman varios dngulos g se leen las tres letras,
pronunciando siempre en medio la del vértice; asf,
el de la (fig. 7) se leerd BAC 6 CAB.

Es mas sencillo aun poner una letra_mindscula
dentro del vértice y pronunciarla gola ; asf, el mismo
dngulo se leerd con mas sencillez el dngulo n. ,

Si se prolonga la CA hasta D, la ABAermard con
la parte prolongada AD el dngulo BAD 6 m, cuyos
dos dngulos BAC, BAD 6 n, m, se llaman dngulos
contiguos 6 adyacentes. i

Como, ya se prolonguen’d acorten las lfneas AB,
AGC, su direccion no se altera (245), resulta que la
inclinacion que tienen entre sf no varfa; por lo que

la cantidad de un dngulo no pende de la' longitud de

sus lados , sino de su inclinacion. -

Cuando los lados del 4ngulo son lineas rectas, se

--" R ﬁ-..l -f*- ol V=2
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192 GEOMETRIA.
llama rectilineo 6 dngulo plano; cuando curvas, cur-
vilineo, como DAC (fig. 3); y cuando uno de los Jados
es una linea recta, y el otro una curva, se llama
mistilineo ; talies el CAB.

251 Teor. "Dos dngulos iguales se pueden super-
poner de modo que se confundan.

Espl. 8i el dngulo bac=BAC (fig. 8), y se coloca
el vno sobre el otro, de manera que el vértice a cai-

a sobre el A, y ac sobre AC, digo que ab caerd so-

bre AB, y quedardn confundidos en uno selo.
“ " Dem. Si esto no se verifica, la ab caerd por mas
arriba de la AB, ¢ por mas abajo. Si cae por mas ar-
riba y toma la direccion AN , se tendrd que bac estard
representado por NAC, 6 serd igual con €l; y como
por el supuesto bac=BAC, serd (intr. ax. 5.°)
NAC=BAG, lo que ¢s absurdo: pues NAC es todo
y BAG parte suya; luego la 'ab no puede caer por
mas arriba de AB.

Si cae por mas abajo, y se representa por AM, se
tendrd MAC=bac; y como por el supuesto BAC=bac,
serd MAC=BAG; lo cual siende tambien absardo, por
ser MAG parte y BAGC todo, manifiesta que no puede
caer por mas abajo. Luego se confundirdn. L. Q. D.D.

Esc.  Reciprocamente, si dos dngulos son tales que
puesto el uno sobre el otro se confunden exactamente,
serdn iguales; pues para formarnos la idea de la igual-
dad ¢'desigualdad de dos cosas , siempre recurrimos
4 la'superposicion, Ademas, advertimos que siempre
que digamos de dos cosas, que son iguales han de ser
tales que'se puedan superponer, como sucede con un
duro que se puede superponer 4 otro duro, y nose ve
mas de uno;y cuando unacosa valga tanto ¢omo otra,
pero que puesta la una sobre.la otra mno'se ajusten
exactamente’, como sucede con un duro y dos medios
durss d cinco pesetas , las lamarémos equivalentes.

252 Cuando una linea DC (fig. 9) forma con otra
AB los dos dngulos adyacentes DCA, DCB, iguales
entre sf, cada uno de dichos dngnlos se llama recto,
y la linea DG perpendicular 4 la AB; de manera que
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una l{nea es perpendicular 4 otra cuando forma con
ella dos dngulos iguales , 6 cuando cae sin inglinarse
mas hdcia un lado que hdcia otro.

Todo dngulo BCK, menor que mse 1la-
ma:agudo ; todo dngulo ACK, mayor que uno recto,
se llama obtuso; y se llaman dngulos opuestos al vér-
tice los que tienen sus vértices opuestos, como AOD
y COB (fig. 13), y AOC y DOB. 24

Toda linea CK(fig. 9) que forma con otra dos 4n-
gulos desiguales, se llama oblicua respecto de ella.

253 Teor. Todos los dngulos. rectos sqn sguales
entre si.

Espl. Sea DC perpendicalar 4 AB, Io que qupone
(252) que los dngulos DCA, DCB, son rectos ¢ igua-
les entre sf; y sea HG perpendiculnr d EF, lo que
tambien supone que los dngulos HGE, HGF, san rec-
tos ¢ iguales entre si; pues voy 4 demostrar que cstos
dltimos son iguales con los primeros.

Costruccion.  'Tdémese AG=EG, CB=GF,_
y se tendrd AB=EF;
coldquese la EF sobre la AB, de modoque se confun-
dan sus estremos, en cuyo caso el punto G, estremo
de EG, caerd sobre el punto C, estremo de su igual
AC; y digo que la linea GH caerd sobre la CD.

Dem. Porque si esto no se verifica, el lado GH

'\

5

caerd fuera del CD; si suponemos quetenga la direc- |

cion CK , se tendrd ACK=KCB,
por ser estos dngulos los que representan 4 Jos EGH,
HGF, igunales por el supuesto; pero esto es un absurdo,
porque siendo tambien por el supuesto ACD=DCB,
no se puede verificar que ACK que es mayor que
ACD, sea ignal con KCB que es menor que DCB,
6 que su igual ACD ; luego no se puede suponer que
la GH caiga fuera de la CD; luego caerd encima , y
se confundird EGH con ACD, y HGF con DCB;
luego se tendrd EGH=ACD y FGH=BCD,
que era L. Q. D. D.

254 Teor. Los dos dngulos juntos que forma una
linea al caer sobre otra , valen dos dngulos rectos.

- N T I.
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Espl.  Si KG cae sobre AB.de un modo cualquie-
ra , digo.que l:fi_ suma de los dos éngullos ACK, KCB,
contiguos que forma con ella, equivalen d dos rectos,

Dgﬁb‘bse la perpendicular CD,  y tendré-
mos que los dos d4ngulos ACD, DCB serdn rectos;

y cowo ACK=4ACD-+DCK,

se tendrd ACK+KCB=ACGD-+DCK~+KCB;

pero DCK+KCB componen el 4ngulo recto DGB, lue-
go resultard ACK+KCB=ACD+DCB=2 rectos =,
que era L. Q. D. D.

Ese. De aquf en adelante llamarémos o 4 1a suma
de dos dngulos rectos, y por consiguiente i al dn-

i gulu recto.

Cor. 1.° 8i uno de los dngulos ACK ¢ KCB es

recto , lo serd igualmente el otro 3 porque entre los

dos han de valer dos rectos. .
Cor. 2.° 8i una linea CD (fig, 10) es perpendicu-
lar d otra AB , esta AB lo serd d la primera CD,
Porque como la CD es perpendicular 4 AB, se tiene
AEC=CEB por rectos; y como de ser el AEC recto,
se deduce que su adyacente AED tambien lo ha de

ser, resulta que la AL es perpendicnlar(252) 4 la CD.

De ser recto el dngulo CEB, se deduce que su
contiguo BED lo ha de ser; luego cuando dos perpen-
diculares se cruzan , forman cuatro dngulos rectos.

Cor. 3.° Todos los dngulos ACF, FCD , DCE,
ECB, que se formaw (fig. 11) en un punto , hdcia un
misno lado de una recta 4B, valen juntos dos dngu-
los rectos 6 m; y todos los dngulos ACK, FCD, DCE,

.ECB, BCP, PCN, NCM, MCA, que se pueden for-

mar al rededor de un punto C, no valen mas ni mé-
nos que cuatro rectos ¢ 2.

255 Un dngulo es suplemento de otro, cuando es
es lo que le falta para dos rectos ; asi, KCB (fig. 9)
es suplemento de ACK, y al contrario. ¥ un dngulo
es complemento de otro, cuando es lo que le falta ¢ so-
bra para un recto; asf, el dngulo KCD es complemen-

‘to dewcada uno de los dos ACK y KCB: del primero

por esceso, y del segundo por defecto. De donde se
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deduce que los dngulos que tienen unmismo suplemen-
to'd suplementos iguales, son iguales; y los que tengan
un mismo-complemento, solo serdn.i s cuando los
complementos sean ambos por eae&ecm.
256 Teor. Sidos lineas tiradas al estremo de otra
Jforman con ella :dos dngulos que juntos valgan dos
rectos, dichas dos lineas son una sola'y misma lineas

Espl. -Sean AG y BC (fige12)dos rectas tiradas por
el iestremo G de la CD,de modo que ACD+DCB=w;
digo que dichas dos rectas AG y CB son una sola y
misma linea, ¢ queda CB es prolongacion de la AC.

"Dém. . Si esto-no se verifica, la recta AC prolon-
gada caerd G6-por:mas-arriba ¢ por mas abajo de la
BC. Si la prolongacion de la AC fuese la CE , seria
(§ 254) ACD+DCE=m; :
y como por el supuesto ACD+DGB%
serd (intr. ax. 5:%) ACD+DCE=ACD*DCB;
¥ quitando el dngulo comun ACGD queda DCL“‘DCB
lo que es absurdo , por ser DCE parte y DCB todg;
luego la AC prolongada no puede caer por mas arrib;
de la CB. ' 1

Si dicha prolongacwn fuese la CF, se tendria
ACD+DCF=m;

y como por el supuesto ACD+DGB-_9r,
seria ACD+DCF=ACD+DCB;

de donde gaitando ACD, quedaré DCF=DCB,

' que tampoco puede ser; luego si la AC prolongada no
puede caer por mas arriba ni por mas ahajo dela CB,
caerd encima, y dichas rectas AC, CB, serdn una sola
¥ misma linea, L. Q. D. D.

{257 Teor.. Los dngulos: opuestos al wértice. son
igualesiuis sl . 160

Espl. © Seangas dos rectas AB, CD (fig. 13); quese
corten envel punto O; digo que el dngulo AOD=€OB,
y que' DOB=AOC.

:Dem.  8i consideramos que la DG cae sobre la Alﬁ, S
serd (§254) AOD»+DOB=m;
¥ suponiendo que la BA cae sobre la DC., sﬁendra

COB+BOD=m;
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laego (intr. ax. 5.%) AOD+DOB=COB+BOD;
yquitandoel dngulo comun DOBquedar§ AOD—=COB;
del misgo se'demostrard que DOB=AOC,
que €5

258 Se llama frmngulo rectilineo, é s:mplemen.
te tridngulo, el'espacio cerrado por tres lineas rectas;
que se laman lados del tridngulo. -

Los tridngulos,con relacion 4 sus iados, se divi-
den en equildteros, isdsceles y escalenoss y con relacion
4 sus dngulos, en'rectdngulosy oblicudngulos. Tridn=
gulo equildtero es el que tiene sus tres lados iguales,
como ABC (fig. 14); isdsceles el gue. tiene dos lados
iguales , como ABC (fig. 15); y escaleno el que tiene
sus tres lados degiguales entre siy como ACB (fig. 16).
Es rectdngalgq tridngulo cuando) tiené un angulo
recto , como. (figl-17); y es-oblicadngulo cuando
no tiene nijng® angulo.recto. Este sedlama obtusdns
gujo, cuando tieve i dngulo 6btusol; como ACB

pgudos, como ABG (fig: ;

En eI tridngulo recténguio el !ado AB (fig. 17)
opuesto al dngulo recto, se llama h:poxenusa, y los
otros dos lados AC, BC, catetos. | % i

En general se lisina base de-na tméngulo al lado
sobre que se considera insistiendo; !pero-cuando el
tridgngulo es isdsceles, se llama base alilado que ug
-es igual con ninguno de los otros. La-lineaque se ba-
ja perpendicularmente 4 la base ¢ i :su prolangacmn,
‘desde el dngulo opuesto, se llama alturay asi, las li-
neas AC son las basesen las (figs. 15 y16), y ’las BD
dasalturas; cuando'enun tridngulo rectdngulo (fig. 17)
se considera por base un cateto AC, la altura: es el
otro cateto BC.

259  Teor. Dos tridngulos son zgua'les,, cuando tie-
nen sus tres lados iguales.
Espl. Sean los dos tridngulos ABC, be (fig. xS),

gﬁg 16); y acutdngulo’, cuando susitres dngules son

- en que sg supone AB=ah, AT=ac y BC=bhe;
‘digo"que sus tres dngulos tambu:n 'son iguales ; esto

es, A=sa, B=h y C_¢,

7Y
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1 Costr. --Haciendo centro en Acon un radio AC=aa,
trdcese el-ardo mnyy hacrendu centro en B con BC_bc,
trdcesc el arco op.

Dem. Coneibase superpuesto .el-. tridngulo abe so-
bre el ABG; de manera que el lade\ ab se confunda
con AB:.enlo cual no habrd.dificultad (z43) por ser
AB=ab ; con lo cual el punto ¢ estremo de:ac=AGC,
caerd en algun punto (246) del arco mnj; y por ser
be=BC, €l éstremo ¢ del lado heicaerd tambien en
algun’punto del arco’op; pero los dos lados ac , be,
tienen su estremo en el punto comun c, luego este
mismo punto serd!comun 4 los dos.arcos mn, op; luego
serd su puntode interseccion; pero su punto de inters
séccion se' balla en, G, punto dondgge encuentran:los.
lados AC y'BC del-tridngulo, AB go el punto. ¢
estremo del lado- ag se habrd confu con C estre-
mo de AC ; y.como el punto @ se ha#Ma gonfundido
A, resulta (245) que todo el 1a®o acse habrd confym-
dido con AG;.por la misma razon el lado be se habrg
confundide con BC; y habiéndose confundido sus treﬁ'
lados,:se habrdn confundido tambien sus tres d4ngulos

{251 esc.); es decir, que se tendrd A—a, B=b, C=e,
que era ” , .
. Esc. . Se debe-advertir que los dngulos que resul-

tan iguales, sondos que en cada lrléngula se Dpouen
4 los ladas ignales.

260 Teor. Dos tridngulos son iguales, euando m -
nen dos lados iguales ¢ igual el dngulo comprendido,

Espl. - Sean ABG, abe, dos tridngulos ,.en que se
tenga ABzab , AC=ac, y el dogulo en A=al en &;
digo dichos. trmngulos son iguales,

Dem. . Coneibase superpuesto el trl:ingulo abe s0-
bre el ABG, de manera que el vértice ¢ caiga sobre
A,yel lado b sabre AB, con lo que el lado accae-
rd (251) sobre AC. Ahura, por ser ab=ADB y partir
estas lineas desde un gismo punto A, el punto b caes
rd sobre By y por razon el punto ¢ caerd
sobre C. Pero Doy ¢ no s6lo soiMegtremos de ab y de
ac; sino que lo son tambien del ladoBc; luego se han

L

Wa
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confundrr}o los ‘estremos ‘del lado be con'los del BC;
luego (245) todo el lado be ha coincidido con el BC;
y habiéndose confundido sus tres lados’, seran igua=
les dichos triéngules: L Q. D. D.

261 Teor. Dos ' tridngulos son :gual’es 3 cuand
tienen 'un lado igual d un lado, adyacente 4 dos dns
gulos iguales. '

Espl. * Sean los dos tr1éngulos ABC y .abc, en quc
sesupone el dngiloA=a, el B=b; y el lado AB, ad-
yacente 4 los dngulos A, B del primero;igual al ab
del segundo; digo‘que estos tridngulos son igualesi!

- Dem. - Conefbase superpuesto el tridngulo abe so-
bre el ABC, de manera que el lado 'abicaiga sobre
AB, lo'cual se puede hacer, porque ab==AB j hecho
esto’, el 'lado J§ tomard (251) la' direceion del lado
BG, por ser ngulo B=b; y porila misma razoa

" ‘el'ac tomard Ta dn-rif:mn del AG. Ahora ' como-las

reetas be, ac, y BC,"AC, se cortaban ntes de super-
jpoterse, y la superposicion no alterajen 'nada la na-

‘turaleza de los tridngulos, resulta que tambien se

‘cortardn despues; y eomo dos rectas no pueden en-

contrarse (244 cor.3.%) mas que en un punto, se sigue
que habiéndose confundido las baﬁBC AG,
el punto de interscccion ‘¢ de'las primeras, se habrd
confundido con ¢l punto de interseccion G de las se-
gundas; luego se ha confundido el mdngulo abe con
‘el ABC,'y seri#igual con él. L. Q.D. D

262 Do dicho se infiere que’ con’ cualesqmera
datos que satisfagan 4 1o’ demostrado en los teoremas
anteriores, se podrd formar un tridagulo igual 4 otro
dado; y ademas se podrdn resolver estos problemas.
* 263 1.° En un punto a (fig. 19) de una linea ab,
Jformar un dngulo bac igual con otro dado BAC.

Res. y Dem. ‘Hacieitdo centro en @ con un radio
“cualquiera ap, trdcese un arco indefinido prg; ha-
ciendo centro en A con el mismo radio , se trazard
un arco PRQ, hasta que encuentre 4 los lados del
dngulo CAB; con la cuerda PQ del arco PRQ, ha-
ciendo centm en p, se trazard un arco ux ; por el
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punto de interseccion q y por a, tirese la linea ag, y
se tendrd el dngulo cah=CAB. Porque si concebimos
las cuerdas pg, PQ, que son ignales por costruccion,
los tridngulos AQP , agp, serdn iguales (259), y por
lo mismo el dngulo en ¢= al en A.

264 2.° Dado un dngulo CAB , dividirle en dos
partes iguales. _ :

Res. y Dem. Haciendo centro en A con un radio
cualquiera AP, tricese entre sus lados un arco PRQ;
haciendo centro en sus estremos P y Q, con un radio
cualquiera, trdcense dos arcos que se crucen en T,
por A y T, tirese la linea AT, la cual dividird el
dngulo propuesto en las dos partes iguales QAT y
TAP. Porque si se conciben los radios PT, QT, los
tridngulos QAT , TAP, serdn ignales (259).

265 Teor. En un mismo tridngulo, d en tridn-
gulos iguales , d lados iguales se oponen dngulos
iguales; 6 lo que es lo mismo,®n un tridngulo isds-
celes los angulos de la base son iguales, y al con-
trario, si dos dngulos de un tridngulo son iguales,
los lados opuestos tambien lo serdn , ¢ el tridngulo
serd isoscgles.

- Espl. tridgngulo ABC (fig.15), AB=BC;
digo que se tendrd el dngulo ACB= al BAG;
y si se supone ACB=BAG, serd AB=BC.

Dem. 1.° Por el vértice B y el punto D, medio
del lado AC, concibase tirada lIa DB, y resultard que
los tridngulos ADB, BDG, serdn iguales (259); lue-
go los dngulos en A y en G, opuestos al lado comum
BD, serdn iguales. L. 1.° Q. D. D.

2.% Si los lados BC, AB no son iguales, serdn
desiguales. Supongamos que BA sea el mayorj to-
mando en €l una parte AE=BC, y concibiendo la GE,
los tridngulos AEC, ABC, tendrdn el lado AC comuny
el lado AE=CB por costruccion,y eldngulo EAC=ACB.
por el supuesto ;\luego (260) serdn iguales, lo que'es -
absurdo; porque el BACes todg, y el AEC es su-parte;
luego si los lados BA y BC no pueden ser desiguales,
serdn iguales. L. 2.9Q. D. D. Tt

\
\
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Cor.. Luego el tridngulo equildtero es equidngulo
v al contraria. _

Esc. La igualdad de los tridngulos ABD, BDC,
prueba al mismo tiempo que el dngulo ABD=DBC,
y que BDA=BDC; de donde se deduce (252) que
estos dos iiltimos son rectos, y por consiguiente que
una linea tirada desde el vértice de un tridngulo isds-
celes al medio de su base , es perpendicular d esta base,
y divide @ su dngulo opuesto en dos partes iguales.

266 Teor. Si se prolonga uno de los lados de un
tridngulo, el dngulo esterno es mayor que cualquiera
de los dos internos opuestos,

Espl. Sea el tridngulo ABC (fig. 20); digo que
si se prolonga uno de los lados BG, el dngulo ACD
(que se llama esterno por estar fuera del tridngulo)
es mayor que cualquiera de los dos BAC , ABC, opues-
tos 4 los lados que forman el esterno.

Dem. Para demoStrarlo respecto del BAC, tirese
por By por el punto E medio de AC, la BE, y proldn-
guese de manera quae la prolongacion EF=BE; tinase
el punto F' con el G, y resultardn los tridngulos ABE,
FCE iguales (260); luego nos dardn el dngulo BAE
6 BAC=ECF; pero ACD>LECF,d >BAC.

Haciendo en el lado BC una Costruccion andlo-
ga, se demostrard del mismo modo que BCK> ABC;
y como (§ 257) BCK=ACD, resultaré ACD>ABC, -
que es L. Q. D. D. :

Cor. 1.° Siendo BAC<ACD,
afiadiendo ACB, serd BAC+ACB<ACD~+ACB;.
pero ACD+ACB=w, luego BAC+ACB<;
luego en todo tridangulo la suma de dos dngulos es
menor que dos rectos.

Cor. 2.° Luego en todo tridngulo rectdngulo i
obtusdngulo , cada uno de los otros dos dngulos debe
ser agudo. :
. Cor. 3.° Desde un punto cualquiera C (fig. 21),

Juera de una recta 4B, no se le puede tirar mas de

una perpendicular CD, porque si se le pudieran ti-
rar dos; tales como CD, GE, en el tridngulo CDE
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los: dngulast CDE, CED, 'nraldc:an juntos dos rectus,
lo que ces: meqs:ble
(- Cor« gl Lia perpend:wlar es la que m:de la ver-
dadera d:szancm que hay.desde un purto ¢ uina linea;
puesces: lwainica que se puede tirar de su especie.

Coz. 5.2 /. (Tampoco se puédetirgr mas de una per=
'pend:cufar en un punto D de una lined AB; povque
si suponéinds que haya dos; tales coma DG, DI, se
tendrid que los dngulos KDA CDA, serdn ‘rectos, y
por cansiguicnte 15ud.les (203) do que!not puede 8eT,
porque ADK: es partey y ADG es todow v )
w267 «Teors En todo tridngule al niayor Zadn se
opane el mayor. dngulo.; ¥ wal contrario . al mayar
dngulo estd opuesto el mayordado. .. . )

Eisple:Sed el tridngal BAG (fig. m) dlgﬂ que
si el ladosAC>>BC, serd-¢l dngulo ABC)-BAG, y si
se 'supone ABC>BAG serd-AC>BC.20 &

«Dem.s 0140 -Tdmese,.aneel.ladu mayor AG-una .pari o
te CD=BCyy tirese la BD: con lo cul el tridngulois \Wt
BDC dara los .iugulos ny m xguaales( 65) pero n>A A ¢ x;_ A

serd m}-A y como ABﬂbm, con m.aa.}-azon serd -
ABC};BA- Jgueera Ll-r.20QuB: Bhsoisnbho i
2.2 (1Sino es AC>BEG, sérti ACigual. 6tmen0rqueBC.
Sl AC=BC, résultibs por-lo demestrado: [(265);
que ABC-—BAG, ‘queesi contra el supaestd; tampaco
puede ser ihenor, porque entdnces el dogulo ABC seria
menor que el BAG;qne es'tambien contra el supuesto;
luego sino puede ser AC= ni <BG; ferd ACbBG,
queest”QDD 1
1268 |- Teor. La suma, d‘e dos: Iad.as d’ﬁ Utk m”angu!o
es mayor -que el terceroo nosu onankmy<rool
Espl.. -Sea BCA (fig. 23) un tnéngulo o‘li‘alqm&ra,
digo que:BA-+CA>BC:- TURICTIERE S CL.C T
Costr: - Haciendo, centro’ en: By con un: :adloqgual
al lado mayor BC, trdcese el arco CED) 'hasta que ens
cuentre al lado BA prolongadoy’y tirese.la‘cuerda HC.
Dem... Las lineas BC y:BD son iguales por rddios
de un mismo circulo, luego (265) en el tridngulo GBD
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el dogulo DCB=g ; pero el a-fng.ulo < DCB: por ser
parte suya; luego tambien serd.r< g. ‘Luego sen el
trigngalo DCA el dngulo' g>r, y por l6 mismo (267)
el lado GA > DA. i 4 estas cantidades desiguales afa«
dimoes una misma cantidad A B; tambien permaﬂece-
rdn desiguales , y se tendrd G&q—AB}DA.—!—AB
¥ como DA.+AB—_.-BD-.=BC !
se sighe quei CA+AB>B(‘, que era L. Q D D
269 Leors Si desde un punto cualquiera dentro
de un tridngulo, se tiram lineas d los vévtices de dos
de sus dngulos, la suma 'de estas lineas sérd menor,
gque la de los lados del tridngulo opuestos d los dngu-
los; y el dngulo que formen dichas lineasserd: maynr.
que el dngulo que.formen dichos lados. >
Lsplit) Sea el tridngulo ABC:(fig: 24); digo'que si
oo desde on'.punto D, elejido deatro, se tiran’dos lineas
Wi\ DB, DC, 4 dos. éngulos cualesqmera B, C, se tendrd
’\"L ‘BD—!-DC(AB+AC, yque!BDC, ¢ el angulo en o1,
. ey Dem.1l% | Prolongandd una cnalqmera de lds dos
(0100 Aglineas  tal coma BD, hasta que vaya 4 encontrar al
2/ lado opuesto AC, se: lendré (§:268) BA+AE>BE;
y aiiadienda EG,: ser:{ 'BA--AE4EC>BE+EGC;:
6 reduciendd serd' BA+AC>BE+EG(m)u 111/
i Ahoray el tpidngulo DEG dard DE-+EC>DC;:
y ailadiendo BD, 'se tendrd BD+DE+EC>BD4*~DG
J porser: BD—!—-DE““BE resultard BE-+EC>BD4-DC.
Y como dntes (m) tenfamos BA-+AG>BE+EG;
con mas razon ise tendrd BA+AG>BD+DG,
gue era L.'1.2 Q. D. Du
2.° El tridngalo BAE da. (»266) el éngnln n::-m;
T por.la:misma razon el tridogulo DEC dard el 4ngu-
002>11; luego con mas razon o>, que es Ly 2.°Q. D.D.
(270 'Teor.8i desde un:punto & otrose tirg una
recia y ung curva, la’recta es.mas corta que lacurva.
| Espl:' Sidesde el punto A (fig. 25) al punto B, se
tira la recta AB y la curva ACB, digo que ACB>AB.
Dem. Desde A y'B tirense é. un parito cualquie-
ra C de la carva, las rectas AC y BC, y se tendrd
(§ 268) AC+CB>AB;.
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y si dedde los-puntos C y A se tiran 4 uno cualquiera
D, intermedio del arco AC, las AD DG, se tendré
tambien AD-DGSACHT 1« ¢
que afiadiendo CB, da &D+DG+CB>AG+CB
si volvi€ramds ai tirar rectas 4 los puntes-interme
dioy de ‘los arcos! AD , DG, &ec., el conjunto de lineas
que resultase seria mayor que el AD+DG-+&e. pues
lasuma de cada doslineas siempre seria mayor que su
correspondiente; pero’ este conjunto de lineas, al paso
que crece, se aproxima:4 la curva-AGBJ portener mas
puntos comures icon ella, Y hallarse entre el conjunte
anterior y la:misma curva; luego la curva serd ma-
yor (227) quescada)uno de estos: conjuntos; y coma
cuq]quiera de estos es:mayor que AB; con mas razom
serd laccurva ACB>AB ; que es L. QaD.D. 4
1@oric» Luegola linea vécta es la mas coria de todas
i:z;canms se pueden tirar desdé un punto dotro.
-nggry Teor. Si desde un, punto d-otro. sétira una
linea rectay,! y di ferente& Curvas, que -sear coneavas
d convexas hdcia un mismo lado,la curva gue mas; 58
aoqrguc d la recta serd la mas torta. ;
~vlispl. Si desde el punto Al al punto B (fig: 26), se
tiran diferentes curvas: ACB, ADB, la AGB-que: miag
se acerca 4 la reeta AB,ies la amas eortas,
»Dem.  Concibase por.el punto G la recta MN tal
que sdlo tenga el punto G comun cop-la curva intes
tior ACB, estando, toda, ella fuera, y en; vlrtud. de lo
demostrado (270)se tendrd MDN;; MN;,
y afiadiendo AM~+NB, resultard -
:hd MDN+AM+NB>«MN+-AM+NB
pero el 1.¢ miembro MDN-+AM-+NB= curva ADB}
¥ el degundol MN+AM+N B._. congnnm AMNB‘
luégo ADB>AMNB. (| 1 | 1
Concibase ahora. por los puntos Py U tom&doq
entre G y A 'y entre G y! B, las rectas RS y TQ con
las mismas circunstancias que la/ MN ,.y s tendrd
(§ 270 cor.) RM+MS>RS, TN-+NQTQ;
y sumando ordenadamente resultard
RM+MS+TN-+NQ=RS+TQ.
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#14 Afiadiendo' d amibos: mleu[;bros‘la canndad-‘t‘ f2 y
b ARY-STHQB,. 1 0916 1ab o el
serd RM+MS—{-TN +N Q+AR—|‘-ST+Q&'B>RS+ Lrang
m-l-ﬂR-—f-ST—l—QB; £ oup
pero el primierimiembro = comjuhm AMNB Iidly
yel st*gtlridt) =ARSTQB; lrrego'MINB)-ARSTQB‘-
y* ean mas rézZon’ sérd: ADB>ARSEQB. -+ 111
¢ 9¥ P como si 'se “tirasen rectastpor-los puntos: mten.
medms de loslarcos’ AP, PC, CU;-&ec. se demostraria
del'mismo modo que el conjantorde lineas: que ‘fuese
résultanido’, seria ‘menor! que el ranterior ARSTQB,
y:dsi sucesivamente, se sigue que con mas’ razon ly
carva ADBiserd mayor que cualquiera“de estos con<
Jantos; pero estos 'conjuntos de~lfneas ;al: pasa lque
menguan ‘se'van' acercando’ 4 la'curva ACB, por'tener
ﬁ §'pantos comunes con ella y estar cada conjanto
tre la curva y el conjunto anterior; luego (228) la
sarva ACB es menor que cualguidra de-extis conjun-
103, y coni'mas razon se tendﬂi ACB(ADB SR
que’ :eravb. Q) P.obnd omzing wy PRSI L

Cor.  Puesto-qite'la curva interior:es: menor, que
caalquier conjunto de lineds'j edda lireb dé curvd'se-
Fd'menor- que-la' porcion. de. ﬁnefu \correspondiéntes d
dwho arco , 6'lo‘que es 1o hisiné arco CoP<<PS+CS:

! Peior: 8i'dos ladod deours tridngulo son ifua-
!es d das de otroy'y el dnguld que forman es' designal;
&l tado opuesto al mayor dngilo' serd mayor \uerel
que en el oirotridngulo estd opuestoal dngulo menov.

Espl. Sean dos tridngalos’ ABC , DEF (fig. 27);
tales que AC=DF, AB.._DE 5k el éngmlo'BAC>EDF
digo que BC>FE.:

Dem. 'Superpdngase el méagu’lo DER sobre»el
BAG, de manera que el lado DFs€é confunda con AG,
con lo que- el tridngulo DEF vendrd 4 tenér la posi-
¢ion del AE'G, cayendo DE dentro del zingulo BAG
por ser el inguh} FDE<BAC.

Aqui pueden ocurrir tres casos ; primero: que el
punto E caiga fuera del tridngulé ABC como en E'./
2.° Que caigasobre el lado BG comoen H; y ter=
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cero que caiga'dentro del tridngulo comocen K. . ;|
1.0 Si-cae en-Ef serd (§ 268) . - |

E'G+GC>EC,y AG+GB>BA~ :
¥ sumando ordenadamiente se tendrd ., 1.
E'G+GC+AG+GB>EC+BA,' ik
élo que es lo. mismo: E'A+BC>E’C—+—BA )
y suprimiendo en;ambos miembros E'A y- BA » que son
igaales por ser Ji’A==DE=BA,quedard BC>E'C=EF.
v2.% Bi Ecae enkH, enellado BG, se; tendra(ax 4. °)
BC>HC=FE. .

-1:3:% En fin, si el punto E ca}ese dentro, V. g.en
K, se tendria (§ 269) AB+BC>AK-+KCs -
y quitando AB y :AK, que son iguales por scr !
DE=AK=AB,quedard BC>KC=EF,que es L.Q.D.D,
-1.Cor.. Reciprocamente, si dos lados de:un tridngu=
to-son iguales d'does deiotro, y el tercer dado desigual,
el angulo opuestoen el tridngulo donde el lado, sea
menor iy serd menor-que el del otro tridngulo donde el
lado es mayor. Porque no puede ser igual ni mayor.
4273 Teor. Si desde un punto fuera de una recta,
seitira una perpendicular vy diferentes oblicuas: pris
meroyla perpendicularserd mas corta que las oblicias;
segundo, las oblicuas que disten igualmente de la pér=
pendicular, serdniguales;y tercero, la oblicua que mas
se separe de la perpendicular, serd la mas larga.

Espl. Si desde el punto A fueradela FD (fig. 28)
se le tira una perpendicular AB, y diferentes oblicuas
AE, AC, AD, se verificard: 1.° que la AB serd .la
mas corta de todas ; 2.° que las oblicuas AE, AC,
equidistantes de la perpendicular AB, serdn iguales;
¥ 3-° que de las oblicuas AC, AD, la’'AD que mas se
separa de la perpendicular , serd la mas larga.

Dem. 1.° Porser el tridngulo ABC rectdéngulo en
B, y ser el éngulo recto el mayor de un trmngulo
(2 66 cor. 2.%), se 51gue (267) que el lado AC>AB, 0
AB<AQC, que es L. 1.2Q. D. D,

2,2 8i BC_.BE los trifngulos ABE, ABC, serdn
iguales (260),1uegn darin AE=AC,que enlliay "Q D.D.
3" Siendo el tridngulo ABC rectingulo en B, el
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- dugulo’ACDyesterno de dicho tridngulo serd obtasop
pues ha de ser mayor (266) que ‘el interno y ‘recto
ABG; lueg6 (266 cor. 2.°) el dngtlo’/ACD  es el ma-
yor del tridngulo ACD, y porlo mismo se le opondrg
'mayorlado(zég),]uegoAD>AC queeral,3.°Q.D.D,

= Cor. 1.° - 'Desde un mismo punto’ fuera de unwlis

nea, no se le pueden tirar tres vectas iguales. | : ¢

-1 Cor. 2.9 Dos tridngulos rectdngulos son iguales,

cuando tienen ligugles las hipotenusas y uno de losca-

tetos, ¢ uno de los dngulos agudosy porque primero
sean los tridngalos ABC y DEF (figi-2g), enque sesu-

pone AC=DF y AB=DE; digo que BC=EF;' = i

y por lo mismo estos tridngalos son igaales (259),:

.+ En efectoy si colocamos el tridngalo DEF' sobte

el ABC, de modo que DE se confunda con AB,.resul-

tard que como los dngulos en B'y en Eson ignales por
rectos , el lado ER' caerd sobre el BC (§251). Ahoray
si el punto F'no cae sobre el punto G, caerd ¢ masdla

izquierda como en G, ¢ masd la derécha como en H.

Si cae en G, la linea DF estard répresentada: por
la AG ; y como por el supuestor DF=AC , se tendrd

AC=AG , que es un absurdo, pues se' tendrdn dos

eblicuas iguales.d un mismo lado.de la perpendicular

AB. Como del mismo modo se demostraria que no

puede caer hdcia la derecha de C, v. g.'en H, resul-

1a que caerd sobre C; luego se habrdn confundido los
tres lados del trigngulo DEF con los del ABC; luego
son iguales.

. 'Sea en 2.% lugar AC=DF, y el éngulo BAC=EDF;
colocando el tridngulo DEF sobre el BAC, de modo

~ que DF se confunda con AC, la DE tomaré la direc-

cion de AB (§ 251); ¥ como el punto F se ha con-
fundido con C, si la FE no’ ‘cayese sobre la CB, se
podrian tirar desde G dos  perpendiculares 4 AB , lo
que es absurdo luego los trlangulos serdn 1gua!es
Cor. 3.° Si‘un punto deyunag per, pendacu!ar dista
igualmente de dos puntos df? la/linea d que lo ¢s, to-
dos los puntos de la primera estardn ¢ ignal distan-
¢ia de aquellos misnios puntos de lu seg.fmda. Porque
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si 'fuese B (fig- 28) el punto que distasc igualmente
de E y G; desde cualquier punto A, M6 H,dela
AH, que se tirasen lneas 4 E y C, serian tguales los
trigngulos: ABE, ABC, los MBE y MBC tambien, ¢
los HBE, HBG; luego se teudrd AE—.&C ME-—.MC
y HE=HG.

Si el punto A que se halla fuera de'la FD dista
igualmente de E y de C, serd AE=AC; y como tie-
nen ufi lado, AB comun los trléngulus rectdngulos
ABE; ABG, resultard qué EB=BG; y si por un punto
cualquiera ‘de AB, tal como M se tiran las ME, MC,
serdn iguales , por hipotendsas de tridngulos EBM,
MBG , iguales ; y como lo mismo se demostraria de
cualquier otro puntoy resulta la proposicion.

274 Teor..Si una recta tiene dos puntos que dis=
ten igualmente de otros dos de otra, le serd perpen-
dieular. bR

Espl. . 8ilos dos puntos A y H,6Ay B, 6 Ay M,

- de la recta AH, distanigualmente de los puntes Ky G
de la FIy dlgo que la AH es perpendicular 4 la FD.

Dém. 1.9 Sean los dos puntos A y H, ¢ sea
AE=ACy HE=HC, lo que dard los trlﬁngulos AEH,
AHG iguales (259), pues ademas tienen comun el
lado AH la igualdad de estos tridngulos dard el 4n-
gqu EABWBAC luego los ‘tridngulos EAB ; ABC,
serdn iguales: pues tienen los dngulos EAB, BAC,
1gua]es., comun'el lado AB, € iguales tamhbien “los la-
dos AE, AC por el supuesto; luego los dngulos en B
serdn wuales ¥ por consigniente rectos (252), lue~
go la AH es- perpendlcular 4 la FD

2.% Sean ahora los puntos A y B., y tendrémos
AE=AC y BE=BC; y porlo mismo los tridngulos
ABE, ABC, serdn ignales (259) ; luego los dngulos
en B serén iguales, y por consiguiente rectos; luego
la AH serd perpendicular 4 la FD. '

3.° Sean los dos puntos A y M, y se tendrd
AE=AC, ME=MC; luego Iostnéné,ulos AME, AMC,
serdn lgnales (259), lo que da el dngulo ]LAM——L:AM
y teniendo los tridngules AEB, ACB, iguales lus %n'
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gulosén:A y los lados que los forchan, 4 sabert AE=AQ
por.el sapuesto, y AB por comun, serdn iguales (260);
luego'los dagulos en B son iguales, y por consignien-
te rectosy luego la AH (] perpendmuiarﬁ la llD, que
=N ID=1

Cor. 8¢ una perpend:m!ar CD (ﬁg 21) tzene un
puiito cudlguiera Dy equidistante de dosiA y! B de la
linea A B - que lo s, pasa por todos los puntos que
en diclio plano distan igualmente de A y de B. Por-
quessi hubiese otro:puato tal como K-con''esta cir-
cunstancia 4 tirando por' élry por D/, 1a DK, esta
seria perpendwular 4 la AB; por lo que acabamos de
demostrar 3 y como CD'lo es por el supuésto, resulia~
rian dos:perpendicularescen:un mismo punto-de la
rectas AB o que ‘es-absurdo. (266 cor.. 5.2).

9?5 thl 1.2 Desde un punto 4 fueru"demimea
BC (fig. 30), tirar una perpendicular d esta-linea..

1 Rest y Dem. . Haciendo centro en-el (punto dado
A,y conun-radio cualquiera, trdcense'dos arcos que
corten 4 la linea.en Dy E; haciendo centro en estos
puntos Dy E, con el mipmo' 0 con otra'radio cualquie-
ra, tedcense por la parte inferior otros’'dosvarcos que
se corten ; por el punto de interseccion F'y el punto
dadol A, tirese la AF, que serd pérpendicular d'la BG.
Porque tiéne dos punitos AyFid 1gual distancia de
los'D y'E."

-.276 Probl. 2.° Por un punto A de una linea BC
(fig. 3v)y tirarle una perpendicular. . ' .

Res. .y Dem. Haciendo centro en el punto dado
A, trdcense dos afcos 'en D y E con up radio cunal-
quiera ; haciendo centro en D y E con un radio ar-
‘bitrario, pero mayor que AE, tricense dos arcos por
arriba ¢ por abajo; por el punto de interseccion F y
el punto-dado A, tirese la FA, que serd perpendicu~
lar d la BC. Porque tiene dos puntos A y F 4 igual
distancia de los D y E.

“277 . Probl. 3.° Dividir una linea AB (fig. 52)
en dos partes iguales.
- Res. y Dem. Haciendo centro en sus estremos A
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y B con un mismo radio, tricense dos arcos que se
corten por la parte de arnba, y otros dos que se cor-
ten por la parte de abajo; y tirando la FG dividird 4
la AB en dos partes iguales. Porque teniendo la FG
dos puntos equidistantes de A y B, serd perpendicu-
lar (274) 4 la AB, y tendrd (272 cor. 3.°) todos sus
puntos & igual distancia de A que de B;luego AH—=HB.

De las paralelas. %

278 - Guando dos Ifneas rectas se hallan en un pla-

no, de modo que no se encoentran aunque se las pro-

longue todo lo que se quiera, como AB, CD (fig.33),
se llaman paralelas.

Cuando dos paralelas AB, CD son cortadas por
una linea F'E, esta se llama secante; la cual forma
con las paralelas ocho dngules : cuatro, m, n,p, g,

- internos; y cuatro, k, I, r, s, esternos.

Cuando se comparan dos éngulos internos 4 dife-
rente lado de la secante , uno en cada paralela, se
llaman dngulos. alternos mtemqs: tales son los m y ¢,
y los n y p; cuando se comparan dos dngulos internos
4 un mismo lado de la secante, como los m, p, ¢ los
n; g, se llaman solamente internos; cuando se com-
paran dos dngulos esternos, uno en ‘cada paralela hd-
cia diferente lado de la secante, se llaman.alternos
esternos : tales son los ky r, y los I y s; cuando se
comparan dos dngulos estemos 4 un mismo lado de la
secante , tales como ky s 6 I y r, se llaman sim-
plemente, esternos; y cuando se comparan dos dngu~
los , uno en cada paralela, 4 un mismo lado de la
secante , uno dentro y otro fuera se llaman corres-
pondientés : tales son los k y p, los mys,losly gq,
y los noyr. .

279 Teor.  Dos lineas perpendiculares ¢ una ter-
eera son paralelas.

Espl.  Silas dos lneas AB, CD, son perpendicu-
lares d la GH, son puralelas , 6 no se pueden encon-
_ trar en uingun punto del plano donde se hallan.
T. L

.© Biblioteca Nacional de Espana



P

210 GEOMETRIA.

Dem. Porque si se encontrasen, desde el punto
en que lo hiciesen, se tendrian tiradas dos perpendi-
culares 4 la GH, lo que no puede ser (266 cor. 5.%)

Cor. 1.° Luego para tirar una paralela & una li-
nea dada AB, desde un punto cualguiera G, se bajard
d esta linea desde dicho punto una perpendicular GH,
v en dicho punto G se tirard & esta perpendicular
GH, otra linea GD que le sea perpendicular, la cual
serd paralela d la propuesta AB; por ser ambas per-
pendiculares 4 la GH.

Cor. 2.° Y como desde el punto G no se puede
bajar mas de una perpendicular GH 4 la AB, y en G
sélo se puede levantar una perpendicular ¢ GH ; re-
sulta que por un punto dado, sélo se podrd tirar una
paralela d una linea dada.

280 Teor. 8i una linea es perpendicular d una de
dos paralelas, lo serd tambien d la otra)

Espl. Sean AB, CD dos paralelas, y GH perpen-
dicular 4 AB; dlga que la GH tambien es perpendl-
cular 4 la CD

Dem. Sila GH no es perpendicular § CD, le se-
rd oblicua, y por G se podrd concebir una linea TU
perpendicular 4 GH, la cual (279 cor. 1.%) serd pa-
ralela 4 BA; y como la CD lo es por el supuesto, se
tendrdn por el punto G tiradas dos paralelas CD, UT

-4 la AB, lo que no puede ser (279 cor. 2.°)

281  Teor. Si dos rectas cortadas por otra, forman
‘dngulos alternos internos, 6 alternos esternos, i guales,
dichas rectas serdn pamb’las

Espl.  Sean AB, CD, dichas rectas, y EF la secan-
te; digo que si n—=p, % m=gq, 6 k=ry d/l=sy dichas
lfneas no se encuentran, ¢ serdn paralelas.

. Dem. 1.° Sea n=p 6 m=gq, y se tendrd que las
lineas AB, CD no se podrdn encontrar €nun punto

'K hédcia la derecha de FE; porque entdnces las tres

lineas FE, CD, AB, formarian un tridngule, en el cual
por ser n=p 6 m=q , el dngulo esterno n seria igual
4 uno de los internos opuestos p, lo que no puede
ser en virtud de lo demostrado (266).
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Del mismo modo se demuestra que no se pueden

encontrar hdcia la izquierda; luego dichas lineas son
paralelas. L. 1.° Q. D. D.

2.2 Si se supone k=r ¢ I=s, sus opuestos al vér-
ticen y p 6 m y q, serdn iguales; pero estos son alter-
nos internos, luego por la primera parte del teorema,
dichaslineas son paralelas. L. 2.° Q. D. D.

282 Teor. 8i dos lineas cortadas por otra, forman
eon ella los dngulos correspondientes iguales , serdn
paralelas.

Dem. - Porque si se supone k=p, como k=n(§257),
serd n=p ., que es el caso anterior; luego serdn para-
lelas. L. Q. D. D.

283 Teor. Si dos lineas cortadas por otra forman
dngulos internos d esternos , que juntos valgan dos
rectos , dichas lineas son paralelas.

Dem Porqnesi se supone m-p—=mw, como m-+n—ma
(§254), serd (intr.ax.5.°) m+p=m-+nyde donde gui-
tando n2, quedard p=n ; luego (281) serdn paralf?las.
Y si sesupone k++s=a, como p-+s=m, serd k-+s=p-+s,
y quitando s quedard k=p; pero estos son correspon-
dientes, luego (282) serdn paralelas. L. Q. D. D,

284 Teor. Si una secante corta dos puralelas , se
verifica: primero,que los dngulos alternos internos son
iguales; segundo, que los alternos esternos tambien lo
son; tercero, que tambien son f.gual es los correspondien-
tes 3 cuarto, que los dos internos juntes valen dos rec-
tos, o’ son el uno suplemento del otro; y quinto, que lo
mismo se verifica en los esternos,

Espl. Sean AB DE (fig. 34) las paralelas y FK
Ia secante; dige 1. que los dngulos m=n y p=q;
2. que.r**t ¥ U=835 3. ° que r=n, P=s, u=q y m=t;
4.° que m-+q=m, ?3+P~..*‘l'i', y por lo mismo m es su-
plementode ¢, y n de p; y 5.° que r+s=wu, u+i=w,
6 que r es suplemento de s, y u de 2.

Dem. 1.° Por el punto L, medio de la parte CO
de la FK, interceptada por las paralelas, conefbuse la
GH perpendicular 4 una de las dos paralelas, la cual
lo serd tambien 4 la otra (280), y por lo mismo los dos
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tridngulos GLO, CLH , serdn rectingulos en G y H;
y como LO=LGC por costruccion, y los dngulos en L
son iguales (257), dichos tridngulos (273 cor. 2.°) se-
rdn iguales , y dardn el dngulo en m=n; y como los
P Y q son sus suplementos, serdn (255) tambien igua-
lesc a2 QDD

2.° Como (§ 257) m=r y n=t, y por lo acabado
de domostrar es m=n, serd r—t; del mismo ‘modo se

“demuestra que u=s, que es L. 2.°Q. D. D.

3.° Eldngulo m=r (§ 257) y m=n por alternos
internos ; luego r—n; del mismo modo se demuestra
que p=s, u=q y m=t, que es L. 3.° Q. D..D.

4.° Siendo m-+p=m, resulta que por ser m=n, se
tendrd n+p==m, y por lo mismo n es suplemento de p;
y como lo mismo se demuestra respecto de m y g, re-
sulta L. 4.°Q. D. D. )

5.2 Siendo p+r=m, y p=s, serd r-+s=mu, y por lo
mismo r es suplemento de s; y como lo mismo sede-~
muestra de los u y ¢, resulta L. 5.° Q. D:D.

285 Teor. Si una linea es paralela & una de dos
paralelas, lo es tambien d la otra. :

Espl. Sean las lineas AB, DE paralelas, .y la XZ
paralela 4 AB; digo que tambien lo serd 4 la DE.

Dem. Por ser ABy XZ paralelas, se tiene (284,3.°)
k=r; y por serlo las AB, DE ; se tiene n=r; luego
k=n; luego XZ es (282) paralela 4 DE. L. Q.. D. D.

286 Teor. Las partes de paralelas interceptadas
entre paralelas son iguales. -

Espl. Sean AB, CD (fig. 35) dos paralelas; digo
que si desde la ‘AB se tiran 41a CD las FG, HE, KL,
MDN, &e. paralelas entre sf, todas estas partes, y lo
mismo las FH , GE , 6 HK, EL, &e. com[freudidas
por las paralelas, son igunales. 5

Dem. Tirese la secante GH, y se tendrdn lostridn-
gulos FGH, GHE, que por tener el lado GH comun,
el dngulo p—m, por alternos internos entre las para-
lelas AB, CD, el dngulo n=¢ por la misma razon en-
tre las PG, HE, serdn (261) ignales; luego se tendrd
FG=HE, FH=GE. Del mismo modo se demuestra
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de. todas las demas , y resulta L. Q. D: D.

Eseor:® Si fuesen perpendicalares sucederia lo
mismoy -y se deducird que las paralelas estdn equidis-
tantes en todos sus puntos.

Ese. 2. 'La igualdad’ de: los tridngulos FGH,
GHE da el ‘dogulo GFH=GEH ; y como n=gq, y
m=p, serd sumando n-+m=g+p, 6 FGE=FHE.

287 Teor.' Si dos lineas cortadas por otra, forman
con ella dos dngulos internos que juntos valgan ménos
que dos rectos , dichas lineas se encontrardn hdcia el
paraje donde forman dichos dngulos.

Espl. ' Silas dos lineas UT, AB (fig. 33), cortadas
porila GH, forman los dos dngulos UGH, AHG, ta-
les que: UGH+AHG <, se llegardn 4 encontrar hd-
cia la izquierda de la GH.
~ Dem. Sino se encuentran, serdn paralelas (278);

pero-si en G formamos el dngulo HGG tal, que jun-
to con el AHG valga dos rectos 6 @, la linea DC se-
rd paralela:d la AB; luego se tendrian tiradas por el
punto G dos paralelas UT, CD, 4 una misna linea
AB,; lo'que no puedeser (279 cor. 2.°); luego dichas
lineas; prolongadas suficientemente ; se encontrardn.
Y esto se verificard hdcia la izquierda de la GH, por-
que no pudiendo la UT volver 4 encontrar en ningun
punto 4 la GD, con ménos razon podrd encontrar 4
la parte HB; luego se encontrardn hdcia laizquierda,
que es hdcia donde forman los dngulos cuya suma es
menor gue dos rectos. L. Q. D. D. -

#0288 Teor. Dos dngulos que tienen sus lados para-
lelos, d son iguales, d son el uno suplemento del otro:
son igualesy cuando sus vértices estdn vueltos. hdcr
un mismo lado, 6 en situacion enteramente opuesta; y
son ‘el'uno suplemento del otro, cuando le zz'enen vuel-
!0 hdeia diferente lado.

cidspli Los dos dngulos 5 m (fig. 36), que tlenen
sus lados' paralelos y isus vértices vueltos hdcia un
mismo lado, ¢ los m y o que los tienen en una situa-
cion enteramente opuesta, son iguales; y los DEG y
i, que tienen los lados paralelos y sus vértices hd-
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cia diferente lado , son el uno suplemento deliotro. 5

Dem. - Prolénguese la DE hasta que encuentie 4
la BG en H; y: serd n=p, por correspondientes entre
las paralelas GF, BC, siendo la secante DH 5.y p=m
por correspondientes entré las paralelas AB, DH, y la
secante BC; luego m=n3 y como n=o por opuesto a}
vértice, serzi tambien m—o

Ahora, DEG es suplemento de n; luego ta mhlen
lo serd de su igual m, que era todo L QD Dy s
. 289  Teor. Los tres dngulos de un tridngulo mlen
Jjuntos dos rectos, d .

Dem. Si por el vértice A (fig. 37)s se tira' Ia DE
paralela al lado BG, se tendrd m=C,n=B,por alters
nos internes entre Ias paralelas BC, DE] sienda las
secantes AC, AB ; luego sumando serﬁ m-}jn:G-l—By
y afiadiendo el dngulo. 0, serd m—+n-+o=C~+B-+o;
pero (§ 254 cor. 3 "') m-n-+o=wu , luego C+B+o::w,
que es L. Q. D.

Cor. ‘1.2 Luegu dados dos angulos de un trm&gu-
lo, se: conocerd el tereero, restando de dos rectosla
suma de los dos dados; y dala un-dngulo, se halldrd la
suma de los otros dos, restdndole de dos rectosy asi,
en un tridngulo cualquiera un dngulo es suplemento
de la suma de los otros dosy yial contrarioy y emun
tridngule rectdngulo cada dngulo agudo es eomple-
mento del ofro, pues entre los dos valen un recto.

Cor. 2.°  Si dos tridngulos tienen dos dnguloesigua:
les, el tercero serd igual al tercero; pues en) ambos
ha de ser lo que falta 4 los otros dos para dos rectos.

Del cireulo y de las rectas consideradas en . -

290 Teor. £l dzametm es la mayor de r.odas las
cuerdas.

. Bspl.. Sea AB un d:émetro (ﬁg. 38),.y ADuna
cuerda, digo que AD<<AB ¢ que AB>AD !

Dem. Tirando el radio QD al otro estremo de-la_
cuerda, se tendré (§ 268) AO+OD>AD; pero »
AO+OD=AB, luego AB>AD, que era.L. Q. D.D
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291 Teor. En un mismo circulo 6 en circulos igua-
les, arcos iguales tienen cuerdas iguales , y cuerdas
iguales subtenden arcos iguales.

. Espl. . Sea ADBF (fig. 39) un circulo; digo que si
se suponen los arcos AzD , AxF iguales, las cucrdas
. AD, AF, tambien lo serdn; y si se suponen las cuerdas

AD, AF iguales, los arcos AzD, AxF serdn iguales.

Dem. 1.°° Tirese el didmetro AB; y concibiendo
doblada por €l la figura, la parte AFB se confundi-
14 (249) con ADB ; y por ser iguales los arcos AzD
y AxF, el punto F caerd sobre el punto D; pero el
punto F es tambien estremo de la cuerda AF, y D
lo.es de la AD : y ademas dichas lineas tienen co-
mun el punto.A; lnego se han confundido en sus es-
tremos; luego (245) serdn iguales. L. 1.° Q. D. D,

2.° Si AD=AF, tirando los radios CD, CF, los
tridngulos ACD, ACF, serdn iguales (259), y dardn
el dngulo CAF=al CAD. Esto supuesto, si se dobla
la figura por el didmetro AB, la parte AFB , caerd

sobre ADB , y el punto F caerd sobre el punto D,

por la igualdad de los tridngulos; pero el punto F

y el D, estremos de las cuerdas , son tambien estre-

mos de los arcos; luego habiéndose confundido los

estremos de los arcos, serdn iguales. L. 2.° Q. D. D,

Cor.' Sien el primer caso tiramos los radios CD,
CF, los tridngulos ACD, ACF, serdn iguales (z59),
y dardn el dngulo ACD= al ACF;
de donde se deduce que si desde los estremos de dos
arcos iguales de un mismo circulo ¢ de circulos igua-
les, se tiran radios al centro., los dngulos formados
por dichos radios son iguales.

292 Teor. En un mismo eirculo, 6 en circulos igua-
les, el mayor arco tiene mayor cuerda; y la mayor
“euerda subtende d mayor arco.

. Dem. 1.° . Porque sise supone el arco AzH>AzD,
tirando las cuerdas AD, AH, y los radios CD, CH,
los dos lados AC, CH del tridngulo ACH , serdn
iguales 4 los dos lados AC, CD del ACD; el dngule
ACH , que es todo respecto del ACD , serd mayor
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que €él; y por lo mismo (272) el tercer lado AH>AD,

que es L. 1.°Q. D. D. | .
2.° 8Si AH>AD, digo que serd AzH>AzD.

Porque si esto no se verifica, serd AzH= ¢ < AzD,

Si AzH=AzD, resultard AH==AD, que es contra
el'supuesto; si AzH<AzD, ce tendria por la primera
parte AH<AD, que tambien es contra el supuesto;
luego no pudiendo ser AH igual ni menor que AD,
serd AHSAD, que es L. 2.° Q. D. D.

293 Teor. 4 una linea que corta d la cuerda de
un circulo, le pueden sueeder tres cosas: primera;
que pase por el centro; segunda, que sea perpendicular
d la cuerda; 'y tercera , que la divida en dos partes
iguales 5 digo que si se verifican dos de estas cosas,
se verificard la tercera.

Dem. Supongamos primero que la CP (fig. 40),
salga del centro y sea perpendicular 4 la cuerda FM;
digo que divide 4 la cuerda en dos partes iguales,
esto es, que FP=PM. -

En efecto, por salir la CGP del centro, tiene un
punto C equidistante de F y de M; y por ser pers
pendicular los tiene todos (273 cor. 3.°); luego el
punto P que es punto de la CP, estd equidistante de
F que de M ; luego las lineas FP, PM , que miden
estas distancias , serdn iguales. L. 1.° Q. D. D.

2.% Bi la CP sale del centro y divide 4 la FM en
dos partes iguales, digo que es perpendicular & la FM.

En efecto, por salir la CP del centro, tiene ‘el
punto G equidistante de F' y de M ; y por dividir 4
la cuerda en dos partes iguales tiene el punto P equi-
distante de F' y de M ; luego la linea CP tiene dos
puntos G y P equidistantes de los 'y M de la FM;
luego (274) le serd perpendicalar. L. 2.°Q. D, D.

3.2 Sila CP divide 4 la cuerda FM en dos partes
iguales, y le es perpendicular, pasard por el centro.

En efecto, por dividir la CP 4 la FM en dos partes
ignales, tiene el punto P equidistante de F que de M;
y por serle perpendicular, pasa (274 cor.) por todos
los puntos que en dicho plano estdn 4 igual distancia
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de F que de M; y como el centro es uno de estos, se
dedace que la CP -pasaré por él. L. 3.° Q. D. D.

294 « Teor. La linea que eumple con estas cireuns-
taneius divide' en dos partes iguales al arco que la
cuerda subtende.

Dem. ' Porque siendo perpendicular, y teniendo un
punto’ equidistante de F y de M los tendrd todos;
luego el punto Q donde la CP vaya 4 encontrar al arco
FQM , tambien estard equidistante de F que de DM;
luego las cuerdas FQ y QM serdn iguales; luego tam-
bien lo serdn los arcos FfQ, QmM, que es.L.. Q. D. D.

Esc. Reciprocamente , si una linea CP sale del
centro y divide al arco.en dos partes iguales , serd
perpendicular-d la cuerda FM de dicho arco. Por-
que por las condiciones con: que ‘estd tirada, tiene el
punto C y el panto Q equidistantes de los estremos
F, M, de la cuerda FM. A

295 Teor. Si en un circulo se tiran dos cuerdas
paralelas, los arcos queestas interceptan serdn iguales.

- Espl.  Sean FM y fm estas dos paralelas; digo que
los arcos Ff, Mm son iguales.

“Dem. Si desde el centro C tiramos una linea GP
perpendicular 4 una de ellas, lo serd igualmente 4 la
otra (280), y dividird (293 y 294) tanto 4 ellas como
4 'los arcos FQM, fQm, ‘en dos partes iguales, y se
tendrd FfQ=MmQ, jQ=mQ; ;
restando estas ecuaciones serd FfQ—fQ=MmQ—mQ,
6 arco Ff=Mm, que era L. Q. D. D. .

296 Teor. Dados tres puntos A, B, C (fig. 41),
que no estén en linea recta , se puede siempre hacer
pasar por ellos una circunferencia de circulo. :
-~ Costr. Unanse dichos puntos por medio de las
lineas AB, BC, y dividanse estas en dos partes igua-
les por medio de las perpendiculares EL, KG , las
cuales se encontrardn en el punto O, que serd el centro.

Dem. . En efecto, sino se encuentran, serdn pa=
ralelas; y en este caso la AB perpendicular ¢ DE, serd
perpendicular (280) 4 FG en el punto K ; pero BK,
prolongacion de AB, es diferente de BF, pues que
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los tres puntos Ay B, C, no estimen linea recta; lue.

go tendriamos dos perpendiculares BF, BK , tiradas

. .desde un mismo punto B , 4 la linea GK , lo que es
imposible; luego las perpeudlculares DE, FG 8e cor-
tardn en un punto tal como O.

Ahora,: por-pertenecer- el punto O 4 la perpen-
dicular DE , estd 4 igual distancia de los dos puntos
Ay B3 elimismo puato O, por pértenecer & la pers
pendicular FG, estd: 4 igual distanciade los.dos puns
tos B, 3 Iuego lasi tres distancias"OA} OB, OC, son
iguales; luego la circunferencia deserita haciendo cen+
tro en O con elradio OB, pasard por-los tres puntus
AiLquecsLQDD y 10

«Cor. 1.2 Para trazar una eircunferencia. par tres
punios dados 6 por-los tres vértices de un trmnguia,
se aphcarﬂ Ha costruccion del ‘teoremaq.

Cor. 2.° Para hallar el.centra de un czrcu!o 6
de'un arco'de circunferencia y sectirdrdn de un modo
cuslquiera dos cuerdas AB, BC; se dividirdn en dos
partes iguales:poy aredio de perpend:cuiares, ¥ eI
punto donde se encuentren serd el centro.

“tg7 Gnando una-linea eorta d'la circunferencia
de un cireulo, teniendo parte dentroyparte fuera, se
Hama secante: tal esila AB (fig. 42)s ;

¢ X cuando una linea es tal que no 'tiene mas de un
punto comun con la circunferencia, teniendo fuera to=
dolo demas, aanque se la prolongue, se llama zan-
gente : tal es Ta GE. Fl punta D, que es.comun 4 la cir-
cunferencia y'd la'tangente, se llama punto de contacto.

298 . Teor. Toda linea CE perpendicular al estre-
mo D de un radio ,; es tangente del eirculo.

22 Dem: ' Por ser, GE perpendicular 4 OD, esta lo se-
rd 4CE(§ 254 cori2.%) y setendrd la oblithia ON>0D;
luego el punto N estard fuera del cfrculo; luego. la
linea CPE no tiene comun con la circunferencia sino
el puffté?D ; luego es tangente. L. Q. D. D.

22 Cor.  De aquf se deduce que para tirar una tan-
gente por un punto dado en una circunferencia, se
tirard el radio correspondicnte d dicho punto, y en

N
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el estremo ¢ ‘este se levantard una! perpéndicular.
299 | Leor., Toda tangente'es perpendicular al ra~
dio en el punto de contacto. . yul -
. Dem...:Porisuponerse la CGE tangente, todos.sus
puntos estdn faera del eirculol, escepto el de contac-
to D; ldegad toda linea que desde el centro termine en
la CB, estmayor qoe la OD ; luego la OD es la linea
mas-cortd que desde O se puede tirar d la.CGE; lauego
es perpendicular. L. Q. D. D,
" De los dngulos considerados en el circulo,
- 300 Teor.. 8i haciendo centro en el vértice de un
dngulo, con un radio cualquiera se traza un arco, y se
concibe dividido en uninimero cualquiera de partes
iguales , oy por los puntos de division se tiran radios
al vértice, los dngulos en que quede dividido el dngu-
lo dado serdn) iguales. : _
Espl. Sea el dngulo COA (fig. 43); digo  que' si
con un radio AQ, se trazaun arco ABG, y se divide
en partes iguales AB, BD, &c. -y por los puntos.de
division By, D, &c. se tiran los radios OB, OD, &e.,
los dngulos AOB, BOD, &ec. serdn iguales.. i
«Dem. ' ‘Doblando la figura por el radio OB, se ten-
drd (249) que el arco AB caerd sobre el arco BDCs y
por ser iguales los arcos AB, BD, el estremo A del pri-
mero caerd sobre el estremo D del segundo; luego ha-
biéndose confundido el punto A con el I, las lineas
AO, OD, que parten desde un mismo punto O, tam~
bien se habrdn confundido (243); luego (251 esc.)
los 4ngulos serdn iguales. Como lo mismo se demos=
trariacde los demas , resulta L. Q. D. D.
jor  Teor. Si desde los vértices O, o, de dos dn-
gulos AOC, aoc, se describen con un mismo radio dos

arcos de circulo, la relacion de los arcos comprendi-

dos entre los lados de cada dngulo, serd la misma que

la de estos dngulos. : hega
«BEspl. Aqui pueden ocurrir dos casos: 6 que los

dos arcos AC, ac tengan una comun medida (245 ese.),
¢ que no la tengan. i | Bies oM
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Dem 1.2 8i los dos arcos AC y-ac-tienen por cos
mun medida al arco AB==ab, colocdndola sobre cada
uno de ellos tantas veces. como se “pueday quedardn
divididos ambos en ‘partes iguales 5 y Hafhando m al
mimero de partes iguales 4 AB que contiene el arco
AC, y n al mimero de partes iguales § ub=AB, ‘que

conticne el ‘ac, se tendrd: AC=mxAB; afc_.nxA..B l
y formando proporcion y slmphficandu por A.Er, sersi

AG:ac: . mxAB:nXAB: ;s 6lunilin
ahora, si por los puntos de division se tiran los, radms
OB,&C ob,&c., el dngulo AOC quedard dividido (300)
en tantos 5ngulos iguales con AOB, comor partesigua-
les 4 AB contenia el arco CA, esto es, en .m0 drigulos
iguales; y porla misma razon el éngulo aoc quedard
dividido en n dngulos iguales & aob—=AOB , por lo
demostrado (§ 291 cor.)yy se tendrd o1

AOC=mxAOB, auc__nxaob—.nxAOB
y formando) proporeion, serd
AOC:aoe::mxAOBinxAOB: im:ing-
¥ como esta: proporcion y la'abterior:tienen comun la
razon at:n, resultard (§184; 2.2) AC: ac.\AOC aoc:
Luego la relacion de los areos &e.

12,2 8i los arcos: AC, ae son mcumensurables, dlgo
que’ la relacion de dlchos arcos no puede ser mayor
ni menor que la de los: éngulas Y de eons;guxeute
serd-igual,

/81 se supone (fig. '44) la relacion . de Jos dngulos
menor (que lade los arcos , 6 AOC:zocezAC;ac,
para que la segunda razon 'sea igual con la'primera,
se necesitard que su conseécuente ac crezca; y se con-
vierta v. g. en ad'; lo que-dard AOC:aoe::AG:ad.

En este caso ,-concibiendo dividide el arco AC en
dos partes: 1gaales, y luego en otras dos &e. se llegas
rd 4 an arco menor que cd, el cual colocado sobre el
@od, hard .que uno de los puntos de division caiga en-
trecy d, v. g.en e; con lo coal los dngulos AOC y
ace, guardardn la mlsma relucion que Ius arcos comen-
surables AG, ae, y se tendrd AQG:aoe::AC:ae;
pero esta proporcion tiene los mismos: antecedentes
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que la antetiof, luego (184, 2." cor.) los consecuentes
dardn aoc:ace::ad:ae;
pero esto es un absurdo, pues la primera razon aoc:aoe

_ es de menor desigualdad , y la segunda ad:ae, es de
mayor 5 luego la relacion de los dngulos no puede
ser menor que la de los arcos.

Tampoco puede ser mayor; porque si se supone

AOC:aoc>AC:acy
disminuyendo el consecuente de la segunda razon, lo
suficiente para que resulte igual con la primera, y su-
poniendo que se convierta en ad’, se tendrd:
AOG:aoc::AC:ad’;
yconcibiendo dividido como 4ntes el arco ACien partes
iguales, bastante pequefias, para que colocada una so-
bre el arco ac las veces que se necesite, caiga un pun-
to'de division entre ¢ y d’',-como en ¢’; se tendrd
AOC ave’::AC:ae’; o
que (184, 2.* cor.) dard aoc:aoe’:iad :ae’,
que es un absurdo, porque una razon eside mayor
desigualdad, y otra de menor. Luego si la razon de
los dngules no puede ser menor ni mayor que la de
los arcos , deberd ser igual. L. Q. D. 1. |
3oz Por esta razon la medida de los dngulos es
el arco de efrculo comprendido entre sus dos lados,
y descrito desde su vértice como centro.

Para entender bien esta medida debe saberse que
la circunferencia se considera dividida en 360 partes
iguales, que se llaman grados; cada grado en 6o par-
tes iguales , que se llaman minutos ; cada minuto en
6o partes iguales, que se llaman segundas cada se-
gundo en 60 zerceros &e. Los grados se selafian con
una' o sobre el mimero, los minutos con un acento, los
segundos con dos &c. de manera que 57°1744 22",
quiere decir 57 grados, 17 minutos, 44 segundos, y
22 terceros. De consiguiente la medida de un dngulo
Tecto es un cuadrante 6 go°.

303 Teor. El dngulo formado por una tangente
¥ una cuerda , tiene por medida la mitad del aree
que la cuerda subtende.
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Espl. - Sea el dngulo ETA (fig. 45)y formado por
la cuerda AT y por la tangente EM; digo que tiene
por medida la mitad FT1' del arco TFA que la cuerda
AT subtendes . ! } 401 ;

Costry “Tirese el didmetro HF' perpendicular § la
cuerda AT, el BD paralelod la misma cuerda, y tis
rese el'radio CT. i Dy

- Dem. Por ser FH perpendicular 4 AT, lo serd
tambien’ d suparalela:BD (§280) ; luego el dngulo
FCD es' recto; el dngulo ETC tambien es recto (299),
luego (253) serd FCD=ETC. .

Ahora, el dngulo o=p, por alternos internos entre
las paralelas AT , BD  siendo CT la secante ; luego
restando estas ecuaciones , se tendrd

' FCD—0=ET{—p, 6 n=ETA;
pero por tener n su vértice en el eentro del cfreulo,
tiene por medida al arco FT'; luego el dugalo ETA
que es su igual, tendrd la misma medida FT , que
es L. Q. D. D.

Ese. Como entre los dos éngulos ETA, ATM, han
de valeri dos rectos, el valor del dngulo ATM ser4 lo
que le falte 4'la mitad de AFT para la semicircunfe-
rencia, 6 su medida serd la mitad del arco ABHT;
luego ya se considere ‘el arco mayor ¢ el menor que
la cuerda subtende , se verifica la proposicion. _

304 Teor. El dngulo cuyo vértice estd en la cir-
cunferencia, formado por el coneurso de dos cuerdas,
tiene por medida la mitad del arco que abrazan sus
dos lados. -

Espl. Sea el 4ngulo DTE (fig. 46), cayo vértice
T est4 en la circunferencia, formado por las dos cuer-
das TE, TD; digo que tiene por medida la mitad del
arco ED que sns dos lados abrazan,

Dem. Porque si en T se tira la tangente AT , los
tres 4ngulos ATD, DTE, ET&, valdrén juntos la mi-
tad de la circunferencia TEDM'; pero el ATD tiene
por medida 1a mitad"de TMD, y el BTE la mitad de
'F; luego el DTE tendrd por medida la mitad de DE,
" que era L. Q. D. D. -
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‘/Cor. 1.2 Si seunen los puntos D'y E con el cen-
tro C, el 4ngulo DCE tendrd por medida todo el arco
DE, y DTE su mitad; luego serd DCE=2DTE. Al
dngalo DCE, por tener su vértice en el centro, se le
llama 4ngulo central, y al DTE, por tener su vérti-
ce enla circunferencia, se'le llama dngunlo inserito;
luego el dngulo central es duplo del dngulo inscrito.

Cor. 2.°  Todos los dngulos BAE , BCE, BDE
(fig: 47)« que tienen sus vértices en la circunferencia
¢ insisten sobre un' mismo arco BE, son iguales; por-
que todos tienen por medida la mitad del arco BE.
- Cor. 3.2 Todo dngulo ACB (fig. 48), cuyo vérti-
ce estd en la cireunferencia,y cuyos lados pasan por
los estremos de un didmetro AB , es reclo; porque
tiene por medida la' mitad del arco AER, que es un
cuadrante. '

Cor. 4.°  Todo dngulo ACD, cuyo vértice esté en
la circunferencia vy abrace un arco mayor que la se-
micireunferencia , serd obtuso ; porque la ‘mitad de
este arco serd mayor que un cuadrante; y' fodo dn-
gulo ACE , cuyo vértice esté en la circunfercncia'y
sus lados abracen un arco menor que la semicireun-
Jerencia, es agudo; porque su mitad serd menor que
un cuadrante.

305 Prob. En el estremo B de una linea AB (fig.49)
que no se puede prolongar, levantar una perpendicular.

Res. y Dem. Haciendo centro en un punto cual-
quiera’' G, trdcese una circunferencia que pase por B,
y que ademas corte en otro punto cualquiera A 4 di-
cha lfnea. Por este punto tirese el didmetro ADj; tinase
el estremo D de dicho didmetro con el B por medio
de la BDj y esta serd la perpendicular pedida. Por-
que el dngulo ABD es recto (304 cor. 3.°), y por lo
mismo la BD perpendicular 4 la AB,

306 Probl. Dado un punto A (fig. 50) fuera de
un cireulo DEB , tirarle una 6 dos tangentes.

Res.y Dem. Unase dicho punto A con el centro
C del circulo, por medio de la ACjsobre esta linea
como didmetro, trdcese una circunferencia ; desde el

-
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punto dado tirense: 4 los puntos de. interseccion D,
B, las lineas AD, AB, las cuales serdn las tangentes
pedldas Porque tirando los: radios CD, CB, los 4n-
gulos ADC, ABC , que tienen su, vértice en la cir-
cunferencia del circulo BDA, y cuyos lados pasan por
los estremos-del didmetro- AC 'serdn rectos; y por lo
mismo la AD serd perpeadlcular dDC, yla AB 4
CB; y como DG, CB son radios del circulo dado
DEB, resulta que las AD, AB, perpendiculares 4 es-
tos radios, son tangentes de dicho circulo.

De las figuras en general, v propiedades de los cua-
drildteros.

307 Sellama figura el espacio terminado por l{neas.
En la idea de figura entran estas dos : la del espacio
cerrado, que se llama drea 6 superficie, y la de las
lineas que le cierran , que se llama contorno 6 peri-
metro. Las figuras terminadas por rectas, se llaman
rectilineas; las terminadas por una ¢ muchas curvas,
curvilineas; y las que por lineas rectas y curvas, mis-
tilineas.

. Coando dos figuras tienen sus perimetros de igual
estension , se llaman isoperimetras ; cuando sus su-

‘perficies son iguales, se dice que son equivalentes; y

.cuando son tales que supéerpuesta la una 4 la otra se
confunden exactamente , se llaman iguales,

Se dice que una figura estd inserita en un cir-
culo, 6 que un cfrculo estd eircunserito 4 una figura,

- cuando todos sus dngulos estdin en la circunferencia | .

de dicho’¢cfrculo, como ABDG (fig. 51).

Cuando una figura es tal que todos sus lados son
tangentes de un circulo, se dice que estd cireunscrita
al circulo, 6 que el cfrculo es!a inscrito en la figura:
tal es la ABCDE (fig. 52).

En. general se llama base de una hgura al lado
sobre quesge considera imsistiendo ; altura, la per-
pemdlealar da 4 la base, desde el punto dela fi-
gura que chsta ‘mas de'1& '5ase, y se llama diagonal

-\ ~ wa
) -
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toda linea AD (fig. 51), que desde un dngulo va 4
parar 4 otro no iﬂmediato‘f
308 De esto y de lo dicho (270 y 271) se dedu-
ce, 1.° que el perimetro de una figura inscrita en
una curva, es menor que la misma curva; 2.° de dos,
figuras inseritas en una curva , la que tenga mayor,
niimero de lados tiene mayor perimetro; 3.° el peri-
metro de toda figura. circunscrita d una curva , es
mayor que la misma curva; y 4.° de dos 6 mas fi-
guras circunseritas d una curva, la que tenga mayor
niimero de lados tiene menor perimetro; pues aqui
lamamos perfmetro 4 lo que alli conjuntos de lineas.
309 Cuando una’figura estd terminada por cua-
trd lineas , se llama cuadrildtero. Si de estas cuatro
lineas ninguna es paralela 4 otra , la figura se llama
trapezoide, como ABGD (fig. 53); cuando dos son pa-
ralelas entre si, como AD, BG (fig 54), se llama ¢ra-
pecio y paralelogramo, cuando las cuatro lineas son
paralelas de dos en dos.

Hay coatro especies de paralelogramos: primero, /
cuando los dngulos A y D (fig. 55) adyacentes 4 un .
mismo lado AD, y los lados AB, AD que forman u,ﬂ“ (E15
mismo dnguloy son desiguales, el paralelogramor se Ha-#"
ma romboide ; cuando los dngulos adyacentes 4 ug, 4
mismo lado son desiguales, é iguales los lados gue’
forman un mismo dngulo, como ABCD (fig. 56), se
llama rombe; cuando los dngulos adyacentes € un mis-
mo lado son iguales, y los lados que forman un mis-
mo dogulo desiguales, como en la (fig. 57), se llama
rectangulo; y ewando los lados que forman un mismo
dogualo son iguales, y los dngulos adyacentes 4 un
mismo lado tambien son iguales, como se ve en ABCD
(fig. 58), se llama cuadrado. .

Se llama base de un paralelogramo el lado sobre
que se considera insistiendo, y la perpendicular 4'1a
base 6 4 su prolongacion, desde el lado opuesto, se
llama altura; asi, BE es la altura de los paralelo-
gramos ABCD (figs. 55 y 56), cuando se considera
por base el lado AD. En un trapecio se llaman hases

5 éi” i 7555 Ci0 f- 5B £5P07-
/ 2 = e 5
© Bibéfm'fdeéég%/

F 4



226 GEOMETR{A,
los dos lados paralelos; y altura la perpendlcular ti-
rada desde uno de ellos al otro.

310 Teor. Los cuatro dngulos de un cuadrildtero
valen 2w 6 cuatro rectos.

Dem. Porque (figs. 53, 54 ¥ 55), tirando la dia-
gonal AG quedard dividido en dos tridngulos , cuyos
dngulos valen lo mismo que los del cuadrildtero; y
como los dngulos de cada tridngulo valen w, los del
cuadrildtero valdrdn 29 ¢ cuatro rectos. L. Q. D. D.

g1t Teor. Si dos lades opuestos de un cuadrild-
tero son iguales y paralelos, serd un paralelogramo.

Espl. Si los dos lados AB, CD del cuoadrildtero
ABGD (fig. 59), sen iguales y paralelos, los otros dos
lados AD, BG, tambien lo serdn, y la figura serd un
paralelogramo.

Dem. * Si se tira la diagonal AC, se tendrdn dos
tridngulos BAG,; DAC , que tienen AB=CD por el
supuesto; el lado CA comun, y el dogulo m=n, por
alternos internos entre las paralelas AB, CD y la se-
cante AC; luego son iguales (260); luego AD=BC, y
el dngulo p=¢; pero estos son alternos internos entre
las lineas AD, BC, cortadas por otra AC, luego dichas
lineas serdn paralelas (281), y la figura un paralelo-
gramo: L. Q. D. D,

312 Teor. 8i los ladoes opuestos de un cuadrild-
teroson iguales,el cuadrildtero serdun paralelogramo.

Espl. Si en el cuadrildtero ABCD, se supone

AD=BC, y BA=CD,
digo que AD serd paralela 4 BC, y BA 4 CD,
y la figura un paralelogramo.

Dem. Porque tirando la dlagonal AC los tridn-
gulos ABC, ADC serdn iguales (259); !mﬂgo el dngu-
lo m=n, y p=g¢; la primera ecvacion da que CD es
(281) paralela 4 BA, y la segunda que AD lo es d
BC; luego la figura es un paralelogramo. L. Q. D. D.

313 Si aplicamos aquf lo demostrado (286), y se
sustituye el lenguaje de paralelogramo , lados , &e.
se tendrd: primero, que la diagonal de un paralelogra-
mo le divide en dos tridngulos iguales. Segundo. En

=
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todo paralelogramo son iguales los lados y angutm
opuestos. Tercero, Dos dngulos A, D, contiguos d un
mismo lado de un paralelogramo, son (264, 4.%) el uno
suplemento del otro. Cuarto. Si uno de los dngulos es
recto, lo son todoes. Quinto. Si dos lados contiguos de
un paralelogramo son iguales, lo son todos los demas.

314 8i dos paralelogramos tienen dos lados igua-
les € igual el dngulo comprendido, serdn iguales;
pues los otros dos lados' lo serdn por opuestos 4 los
dados; y los dngulos serdn el opuesto ignal al dado,
y los adyacentes tambien serdn iguales por ser su-
plementos suyos.

Ademas puede observarse que si por la parte su- -
perior ¢ inferior de la AD, y por la derecha 6 izquier-
da de la AB, se tirasen varias lineas, y por ¢l punto
C se tirasen paralelas respectivamente 4 dichas lfneas,
resultarian una porcion de paralelogramos, que todos
tendrian una misma diagonal AC.

De los poligonos.

315 Una figura terminada por mas de cuatro l{-
neas se llama poligono; si estd terminada por cinco
lados, se llama pentdgono ; si por 6, exdgono; si por
7, eptdgono; si por 8, oetdgono; si por g, enedgono; si
por 10, decdgonos; si por 11, endeedgono; si por 12,
dodecdgono. Cnando ccarre nombrar un poligono de
mas lados, se dice poligono de 16, de 20, de 30 lados.

Un poligono es regular cuando tiene ignales todos
sus dngulos y todos sus lados, como ABDEF (fig. 60)
y es irregular cuando le falta alguna de estas cir-
cunstancias, como ABCDEF (fig. 61).

Se lama dngulo saliente de un polfgono, aquel
cuyo vértice mira hdcia fuera de la figura, como los
A, B; y dngulo entrante , aquel cuyo vértlce mira
bciesdenteq/dads figura como el D,

Cuando el poligonv es regular hay un punto den-
tro, tal que todas las lineas que desde €l se tiran 4
los dngulos, son ignales ; este panto se llama el cen-
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tro del poligono, y las lineas tiradas radios oblicuos;
y se llaman radios rectos las perpendiculares tiradas
desde el centro 4 los lados; y en un poligono se lla-
ma sgjita 4 la diferencia entre el radio oblicuo y el
radio recto.

316 Teor. La suma de todos los dngulos de un
poligono vale tantas veces dos rectos, como lados tie-
ne el poligono ménos dos.

Dem. Porque si desde uno de los én:rulos A
(fig. 61) se tiran diagonales, quedard dividido el po-
ligono en tantos t;iaingulos como lados tiene ménos
dos; pero los dngulos de estas tridngulos componen
los del poligono; luego los dngulos de este valen tan-
to como los de los tridngulos; y como los de cada
tridngulo valen dos rectos, se deduce L. Q. D. D.

Cor. 1.° Luego llamando « 4 dos dngulos rectos
6 4 180° y n al mimero de lados, (n—2)w serd la es-
presion del valor de todos los dngulos de un poligono.

Cor. 2.° Como en un poligono regular todos los
dngulos son iguales, y hay tantos como lados, para

. hallar el valor de uno se dividird el valor de todes
que es (n—z)w, por n que es tambien el nimero de
dngulos, y se tendrd:

(n—z)vr.

A’ngulo de poligono regular =
it
Esc. La férmula anterior da 4 conocer que el dn-
gulo de un poligono regular siempre es menor que m;
porque para obtener su valor, se ha de multiplicar
n—2 '

o por elsquebrado propio

Sustituyendo 3, 4, 5, &c. en vez de n, se tendrén
los dngulos de los poligonss regulares siguientes, que
es muy util saber de memoria.

Angu]n de tridngulo equildtero =60

Angulo de cuadrado ==go°,

Angulo de pentdgono regular =—108°;
- Angulo de egdgono regular =—120°.

+
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317 Teor. Si se dividen los dngulos de un polafga-
no regular en dos partes iguales por medio de lineas,
estas se encontrardn en un mismopunto y serdn iguales.

Espl. Silos dngalos A, B, D, &c. (fig. 60), se di-
viden en dos partes iguales por medio de las lineas
AC, BC, DG, &ec., digo que estas se encontrardn en
un mismo punto G y serdn iguales.

Dem. Pues que (316 esc.) el 4ngulo FAB<180°,
su ‘mitad CAB valdrd ménos de 9o®; por la misma
razon ABC valdrd ménos de 9o®; luego setd

CAB+ABC<180°;
luego las lineas AC, BG se encontrardn (287) en un
punto tal como C. Y como los dngulos CAB, CBA, son
iguales por ser mitades de los iguales FAB, ABD, el
tridngulo ACB serd isosceles y dard AC=CB.

Del mismo modo se demostrard que la DC encon-
trard 4 la BC; pero falta probar que la DC encontrard
4 la BCG en el mismo punto en que la AC encuentra
4 la BC. Para esto observarémos que los tridogulos
CAB, BCD tienen iguales los lados AB, BD, € igua-
les los dngulos adyacentes 4 estos lados, por ser mi-
tades de los dngulos A, B, D, &ec. del poligeno; luego
serdn iguales, y se podrdn superponer; luego podré-
mos concebir que el tridngulo DCB se doble por la
BC, de modo que BD caiga sobre BA, en cuyo caso
DC se confundird con AC, € irdn por censiguiente 4
encontrar 4 la BC en un mismo punto C.

Como lo mismo se demuestra de todas las demas,
resulta que todas se encontrardn en C, y que

AC=BC=DC=0¢. que es L, Q. D. D.

Cor. 1.° Luego el punto C serd el centroydel poli-
gono, v las lineas AC, BC, DC, &ec. los radios obli-
cuos 3 de-manera que en todo poligono regular son
iguales los radios ohlicuos.

Coriia:? Lu_ego los tridngulos CAB, CBD, CDE,
&Fe. son isdsceles € igules entre sty porque tienen sus
tres lados respectivamente igunales.

Cor. 3.° Si desde el centro se tiran las perpendi-
eulares CP, CQ, &c' d los lados de dicho poligono,
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serdn los radios rectos; y como los tridngules ACQ,
ACP, tienen el lado AC comun, el 4ngulo CAP=CAQ
por mitades de FAB, y el P—=Q por rectos , resulta
(273 cor. 2.°) que son iguales , y dan CP=CQ;
luego en un poligono regular todos los radios rectos
son iguales.

Cor. 4.° El radio recto de un poligono regular di-
vide al lado correspondiente en dos partes iguales;
porque (265 esc.) los trigngulos FGA , ACB, &c. son
isdsceles.

Cor. 5.° Si desde el centro de un poligono regu-
lar y con el radio oblicuo, se traza una circunferen-
cia, esta pasard por todos los dngulos del poligono,
y por consiguiente el cireulo quedard circunscrito
al poligono. _

Cor. 6.° Si desde el centro del polfgono se traza
una circunferencia con un radio igual al radio recto
(fig- 62), esta pasard por los estremos de todos ellos;
y siendo cada lado perpendicular al radio recto, que
se ha convertido en radio del circulo, este quedard
inscrito en el poligono.

Esc. al cor. 5. ¥ 6.° Debe observarse que radio
oblicuo de un poligono inserito en un circulo, y radio
de un cireulo circunscrito 4 un poligono, es una mis-
ma cosa ; ¥ que radio recto de un poligono circuns-
erito d un circulo , y radio de un cireulo inserito en
un poligono , es tambien una misma cosa 3 6 mas ge-
neral , el radio oblicuo de todos los poligonos que se
pueden inseribir en un cireulo , es el mismo que el
del circulo en que lo estdn; y el radio recto de todos
los poligonos que se pueden circunscribir d un circu-
lo, es el mismo que el del ecirculo ¢ que lo estdn.

Cor. 7.° Como todos los tridngules ACB, BCD,
&e. (fig. 60) son iguales, los dngulos ACB, BCD, &e.
formados en el centro, serdn iguales; y como en vir-
tud de lo espuesto (254 cor. 3.°) todos valen 360° 6
2w, y hay tantos como-lados , resulta que

360°
4ng. del centro de un polig.reg.— -,
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Cor. 8.° El lado del exdgono es igual al radio
del cireulo cireunscrito ; porque los tridngulos ACB,
BCD, &e. (fig. 63) que en todos los poligonos regu-
lares son isésceles, en el exdgono son equildteros, por
ser equidngulos; pues siendo ABD=120°, su mitad
CBA valdrd 60°, y tambien CAB=60°;
luego el ACB=060°; luego CA=AB.

Cor. 9.° Luego para inscribir un exdgono en un
circulo basta colocar el radio seis veces sobre la cir-
cunferencia, y tirar lineas por los puntos de division
A, B, D, &c. 5i ahora se quiere inscribir un tridn-
gulo equllatero y Se unirdn de dos en dos los estre-
muos de los z'adas con las lineas AD, DI, FA

Cor. 10.° Y.u se quisiese un arco de 30°, se di-
vidiria (294) en dus partes iguales el arco AB cor-
respondiente G una cuerde igual al radio.

318 Para inscribir un cuadrado se tirardn dos did-
metros AB, CD (fig. 64), que se crucen 4 dngulos
reetos, y se unirdn sus estremos por las cuerdas AG,
AD, DB, BC.

Si se levantan en A, B, C, D perpendiculares 4
los radios OA, OB, OC, OD, se tendrd circunscrito
el cuadrado MNPQ : en el cual por ser cada lado,
v. g. MN igual (313, 2.°) al didmetro AB, se tendrd
que el perimetro del cuadrado cireunserito vale cua-
iro didmetros. ;

Ahora, por ser el lado del exdgono igual al radio
del efrculo cirennscrito, su perimeiro valdrd seis ra-
dios ¢ tres didmetros; pero la circunferencia es mayor
(308) que el perfmetro de cualquier figura inscrita,
y menor que el de la circunscrita ; luego la circun-
ferencia es menor que cuatro didmetros y mayor que
tres , ¢ esid entre tres y cuatro didgmetros,

De las lineas proporcionales.
319 Teor. Si en una linea que con otra forma

un dngulo cualquiera, se toma un nimero cualquiera
de partes iguales, 'y por los puntos de division se
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tiran paralelas entre si, hasta que encuentren d la
otra, y por estos puntos de concurso se tiran parale-
lus d la primera: cada una de estas lineas quedard
dividida en partes iguales entre si.,

Espl. Sien la AV (fig. 65) que con la AZ forma
un dngulo cualquiera VAZ , se toma

AB=BC=CD=&e¢.:

por los puntos de division B, C, D, &e. se tiran las
BF, CG, &c. paralelas entre sf: 'y por los puntos F,
G, H, &c. donde estas encuentran 4 la AZ, se tiran
las IS, GT, &e. paralelas 4 la primera AV: digo que
las partes AF, FG, GH, &c. de la AZ, serdn iguales;
y que tambien lo serdn las de las lineas FS, GT, &e.,
y las de GG, DH ,&e.

Dem. Por el supuesto se tiene AB=BC;
pero BC=FK por lados opuestos del paralelogramn
BCKF, luego AB=FK.

El augulo FKG=ABF (§ 288):
el BAF=KFG, por correspondientes entre las para-
lelas AV, F'S, siendo la secante AZ;
luego (261) los triangulos BAF, KFG, serdn iguales
y dardn AF=FG.

Del mismo modo se demostrard que el tridngulo

FKG=GNH=HPQ=&¢.;
luego AF=FG=GH=HQ=¢c.

Ahora, FK=EC por lados opuestos de paralelo-
gramo; y por la misma razon KL=CD, LM:=DE, &¢.;
pero BC=CD=DE=&¢, por el supuesto,
luego FRe=KL=LM==&¢.

Para demostrarlo respecto-de las CG , DH, &e.,
observarémos que CK=BF por lados opuestos de pa-
ralelogramo; BF=KG por la igualdad de los tridn-
gulos ABF, RTG luego CK=KG.

Ahora, DL_CK I N=KG, por lades opuestos
de paralr.lorzramo, pcru CK=KG por-lo acabado de
demostrar, luego DL=LN; y como KG=NH por la
igualdad de los trieingulﬂs'F‘KG, GNH, resulta tam-
bien que DL=LN=NH, que era todo L. Q. D. D.

Cor. Puesto que AB=BC=&c. y AF=FG=t&¢.
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resultard que la razon que tenga AB con AF, es2
misma tendrd BC con FG , &c.; :
luego AB:AF::BC:FG::CD:GH: &c..&c.;

y multiplicando los dos términos de la primera ra-
2on por una misma cantidad , se tendrd
AB:AF::2AB:2AF::3AB:3AF:: 4AB:4AF
nxAB:nxAF:mxAB:mxAF::&c.:&ec.
Esto quiere decir, que un numero cualquiera n
de partes de la primera es al mismp mimero de par-

tes de la segunda , como otro mimero cualquiera i
~ de partes de la primera es d este mismo nimero de
partes de la segunda: ¢ alternada dird: un wimero
cualquiera n de partes de la primera es d otro nii-
mero cualquiera m de partcs de la misma , como el
niimero n de partes de la segunda es al mimero m
de partes de la misma; de manera que se tendrd esta
serie de razones iguales

AB:AF::BC:FG::CD:GH::DE:HQ::AGC:AG::

BD:FH::CE:GQ::AD:AH: :&c.:&e.

320 Teor. Si por un punto cuulquiera del lado
de un trigngulo se tira una paralela d la base, los
lados de dicho tridngulo quedan divididos en partes
. proporcionales.

Espl.  Sea el tridngnlo ABC (fig. 66); digo que
si desde un punto cualquiera D de uno de los lados,
se tira una linea DIL paralela 4 la base, esta linea
dividird 4 los lados BA, BC en partes proporcionales,
de modo que se tendrd BA:BD::BC:BE.

Dem. Aqui pueden ocurrir dos casos: 1.° que BA
sea comensurable con BD, y 2.° que no lo sea.

En el primer caso sea la comun medida de BA
y BD la AP; y representando por m el nimero de
veces que estd contenida en BA, y por n las que estd
contenida en BD, se tendrd AB=mxAP, BD=nxAP;
y formando proporcion y simplificando por AP, serd

AB:BD::mxAP:nxAP::m:n;

pero si por los puntos de division P se tiran lfness
paraiclas 4 la AC tales como la PQ, el lade BQ gue-
dard dividido (319) en m partes iguales con CQ, y la
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linea BE en n, y se tendri BC=mxCQ, BE_nxGQ,
de donde BC:BE::mxCQ:nxCQ::m:n;
luego esta proporcion y la anterior (184, 2,%) dardn

AB:BD::BC:BE.

" 2.% Si BA y BD son incomensurables , digo que
la razon de BA:BD no puede ser mayor ni menor que
la de BC:BE.

En efecto, no se puede suponer BA:BD::BC:BL,
siendo BL<BE; porque en este caso concibiendo la
BA dividida en partes iguales, tan pequeias que ti-
rando paralelas 4 AC por los puntos de division, caiga
una de estas tal como de, entre E y L, 4 causa de la
comensurabilidad de BA con Bd, se tendrd

BA:Bd::BC:Be.
Cuya proporcion y la anterior dard (§ 184, 2.? cor.)
BD:Bd::BL:Be , resultado absurdo ; porque 1a ina
razon es de mayor desigualdad , y la otra de menor.

Tampoco se puede suponer que BA:BD:BC:BL/,
siendo BL/>BE; porque concibiendo dividida la BA
en partes tan pequefias como se necesite, para que
una de las paralelas tal como d'e’, tiradas 4 la base
AQC por los puntos de division, caiga entre E y I/,
se tendrd BA:Bd’::BC:Be’;

y formando proporcion con los consecuentes de estas
dos proporciones, serd BD:Bd’::BL":Be’,
resultado absurdo por la misma razon que dntes;
Inego no pudiendo ser la razon BA:BD> ni <BC:BE,
serd BA:BD::BC:BE, que es L. Q. D. D,

Cor. 1.° = Dividiendo esta proporcion tendrémos

BA—BD:BD::BC—BE:BE, ¢ DA:BD::CE:BE,
la cual compuesta y alternada, se convierte en

DA+BD=BA:CE+BE=BC::BD:BE::DA:CE;
que nos manifiesta que los lados del trmngu!o son
pmporcmrm!es con las partes superiores € inferiores
d la pamlehx y estas propor cionales entre si,

Cor. 2.° De aqui se sigue tambien que si fres
paralelas AC, DE, de, se cortan por dos secantes Ad,
Ce , estas y Ias partes en que quedan divididas por
la paralela- DE , serdn proporcionales entre si; de
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manera que se tendrd Ad:Ce::AD:CE::Dd:Ee,
6 Ad:AD:Dd::Ce:CE:Ee.

Porgue concibiendo prolongadas las secantes has-
ta que se encuentren en B, el tridugulo BAC nos
dard Bd:Be::Ad:Ce; y el BDE dard Bd:Be::Dd:Ee;
por lo que (184, 2.%) serd Ad:Ce::Dd:Ee;

y (184, 4.%) Ad—Dd:Ce—Ee::Ad:Ce::Dd:Ee;

que reduciendo y permutando resulta
Ad:Ce::AD:CE::Dd:Ee,

6 (§ 185) Ad:AD:Dd::Ce:CE:Ee.

321 Teor.Si una recta divide los lados de un tridn-
gulo en partes proporcionales, es paralela d la base.

. Espl. Sea el tridngulo BAC (fig. 67); digo que
si J]a DE divide los lados BA , BG, de modo que se
tenga bA:BD::BC:BE,

la linea DE serd paralela 4 la base AC.,

Dem. $ila DE no es paralela 4 la AC, se le po=-

drd tirar por el punto D una linea que lo sea. Si esta
fuese la De, se tendria (§ 320) BA:BD::BC:Be;
y como esta proporcion y la del supuesto tienen los
tres primeros términos comunes, resulta BE=DBe,
que es absurdo, porque BE es todo y Be parte suya;
luego la paralela 4 la base no puede caer por mas ar-
riba de la DE. Tampoco puede caer por la parte in-
ferior ; porque si se supone que la De’ es paralela 4
la AC, resultard BE=Be’, que tambien es absurdo;
luego si la paralela tirada por el punto D 4 la base
AG, no puede pasar ni por mas arriba ni por mas
abajo de la DE, esta serd la paralela. L. Q. D, D,

322  Teor. La DE, que es paralela ¢ la base, es
tambien proporcional con la misma base; de manera
que se tiene BA:BD::AC:DE.

Dem. Tirando por D la DF paralela 4 BC, ten-
drémos (320 cor, 1.°) BA:BD::AC:CF;
pero DE=FC por ser lados opuestos del paralelogramo
DFCE; luego BA:BD:AC:DE, que era L. Q. D. D.

323 Probl. Dividir una linea dada 4G (fig. 63)
en las partes iguales que se quiera, v. g. en ochy,

Res. y Dem. . Tirese por uno de sus estremos A
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una lfnea cualquiera AQ; témense en esta ocho par-
tes iguales 4 una magnitud arbitraria, tal como AB;
tinase el estremo F' de la octava division con el G de
la lineaz propuesta; y por todos los puntos de divi-
sion tirense paralelas £ la PG, las cuales dividirdn 4
la AG en las ocho partes iguales que se deseaba (319).
Ese.  Sisequisiera dividir la linea en dos (¢ mas)
partes que tuviesen una razon dada, como de 3 4 g,
se dividiria la lfnea AG en 8 partes por el método
anterior ; y la linea DE tirada por el punto que se-
fiale uno de los mimeros dados paralela 4 GF, di-
vidird la AG en las dos partes AE, EG, que serdn
como- 3:5 (§320 cor.)«y . -

324 Probl. Dadas tres lineas G, K, L (fig. 69),
hallarles una cuarta proporcional geométrica.

Res.y Dem. Fdrmese un dngulo coalquiera VAZ
con dos lineas indefinidas AV, AZ; en uno de los la-
dos AV tomese una parte AB= con la 1.2 G;
en el mismo lado témese otra parte AC= con la 2.2 Kj
en el otro lado AZ tdmese una parte AE= 4 la 3." L;
tnase el estremo B de la primera con el E de la ter-
cera por medio de la BE, y por el estremo C de la
segunda tirese la CF paralela 4 BE, la cual ird 4 en-
contrar al otro lado, de manera que la parte AF serd
la‘ coarta proporcional pedida. Porque el tridngulo
ACF (§ 320) da AB:AG::AE:AF,
¢ sustituyendo 4 estas lineas sus iguales, G:K::L:AF.

Ese. 8i sdlo se diesen las dos lineas G, K, y se
pidiese una tercera proporcional geoméirica , se em-
plearia la misma costruccion sia mas diferencia que
tomar AE=AC=K.

325 Probl. Formar la escala universal que se co=
noce con el nombre de escala de mil partes.

-Res. y Dem. Tomese una magnitud arbitraria K
(Rig. 70), y repitase diez veces sobre la AB desde A
hasta O; témese toda la magnitad AO=10K , y re-
pitase nueve veces desde O hicia la derecha ; en los
estremos levdntense perpendiculares, en las cnales se
tomardn tambien diez partes iguales con otra magni-
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tud arbitraria, y se tirardn lineas por los puntos de
division 1, 2, 3, &e. que serdn paralelas é iguales
(311) 4 la AB; y en la dltima CE férmense las mis-
mas partes que en la AB.

Desde D 4 C y desde O 4 A, pdngase 10, 20, 30,
&e. en las divisiones 1.2, 2.* &ec.; tnase el punto O
con el 10 de la de arriba; el 10 de la AO con el 20
de la de arriba, y asf sucesivamente hasta unir el
punto go de la de abajo con el Cde la de arriba;
tinase tambien el punto O con el D, y en los puntos
de division de la derecha se pondrdn, tanto arriha

como abajo, 100, soo 00 &c., con 10 cuaI que v
rd formada la escala. g@ p gﬁ,q( ;L/n?v

En ella se podrdn tomar hasta mil partes, de
ta manera: considerando que la distancia Ago vafe
diez partes , la AO valdrd 100; y como AB=1cA0,

se signe que la AB que es la mayor magnitud que se

puede tomar, valdrd mil partes.

Ese. 1.°  Ahora, para tomar un ndmero cualquiera
de partes menor que mil , se procederd del modo si-
guiente. En primer lugar esta distancia se debe tomar
en la pfzmiela i@ AB que pase por eipzmro que espresa
el guarismo de las unidades del mimero propuests;
¥ la magnitud estard espresada por la parte de esta
linea que hay interceptada entre la linea gue espresa
las centenas . iy la que va desde las decenas de abajo i
ung decena mas de la de arriba. Asi, si se quieren to-
‘mar 237 partes , se echard de ver (ue esta distancia
ge debe tomar en la linea 7F, y estard representada
por la parte HN, interceptada entre la lfnea 200 que
espresa las centenas, y la que desde el 30 de la de
abajo que espresa las decenas, va al 4o de la de arriba.

Porque NH=Hm-+mr+rN; ahora, Hm es ignal 4
200, y por consiguiente vale zoo partes; la N»=030,
tambien por lados opuestos del paralelogramo NrO30,
¥ por consiguiente vale 3o de estas partes; y la rm
por lo que abora probarémos vale 7 de dichas partes;
luego NH=z200+-30+7==237 partes.

Para probar que rm vale 7 partes, se ohservard
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238 GEOMETRIA.
que el tridngulo OD1o , por ser la rm paralela 4
Dio, da rm:D10::0m:0D::7x0t:10x0%::7:10;

Dioxz
luego rm= z
10 :
y como la distancia D1o la suponemos compuesta de
I'OX? 1
diez partes , resulta que rm= o
10

Esc. 2.° Es muy importante el comocimiento de
la escala, pues es lo primero que se ha de hacer pa-
ra delinear todo plano, y es la que en los mismos
planos y mapas sirve para conocer la distancia de dos

puntos. (
De la semejanza de las figuras. 2_

326 Se llaman figuras semejantes las que tienen
sus dngulos ignales y sus lados proporcionales; y de-
semejantes , aquellas 4 que falta alguna de estas dos
cireunstancias. De modo que las dos figuras ABCDE,
abede (fig. 71) serdn semejantes, siempre que sus dn-

ulos sean A—a, B=b, C=e, &e¢., y ademas se ten-
ga ABiab:BC:be:CD:ed::&e.iéec.

327 Teor. Todos los poligonos regulares de un
niismo mimero de lados son semejantes.

Dem. Porque siendo en ambos uno mismo el nii-

—z)
mero 1 de lados, la férmula (§ 316 cor. 2-0)(4’! _2)

dard un mismo valor para cada dngulo; luego los 4n-
gulos del uno serdn iguales 4 los del otro; y como en
cada uno han de ser iguales los lados entre sf, resulta
que la razon que uno de ellos tenga con otro, esa se-
rd la que tengan otros dos cualesquiera. Luego serdn
semejantes. ki QDD - 1y L

228 Teor. Si por un punto cualquiera del lado de
un tridngulo se tira una paralela d uno de los otros
lados , se orijinard un tridngulo que serd semejante
al primitivo.
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Espl. Si porel punto i del lado AB (fig. 72), se
" tira la b’¢’ paralela d BC, el tridngulo Ab'c’ serd se-
mejante al ABC.

Dem. Ambos tridngulos tienen comun el dngulo
en.A; El dngulo en b’= al en B por correspondientes;
el en ¢'= al en C, por la misma razon; luego son
equidngulos. Ahora el tr:éngu]n ABC nos da
(§ 320 y 322) AB: Ab tAC:Ac:BC:b'e

Luego estos dos trlduuuloa tienen lus anglllns 1gua-
les, y pmparcmnales los ladus luego son semejantes.
L.Q.D.D

329 - Teor. Dos tridngulos son semejantes, cuan-
do tienen sus tres lados proporcionales,

Espl.  Sean los dos tridgngules ABC , abe, en que
| sapone AB:ab::AC:ac::BC:be;
d%fru que los dngulos serdn a=A, b=B, ¢=C,

y por lo mismo los tridnguolos® seréu semqantea :

Costr. Tdmese en el lado AB una parte Ab'=ab, Yy
en AC una parte A¢’==ac, y tinase el punto b con el ¢’.

Dem. Por el supuesto tenemos AB:ab::AGiac;
luego sustituyendo en vez de ab y ac sus iguales
AL, Ac, serd ABIAK:AC:AC;
luego (321) la b’¢’ serd paralela 4 la base, y propor-
cional (322) 4 la misma base; lnego AB:Ab"::BC:4'¢y
y como ah=Ab’, esta proporcion y la del supuesto tie-
nen los tres primeros términos iguaies; luego el cuarto
serd igual en 'u'ulms s ¥ se tendrd b'c’=be ; luego los
tridngulos Ab'e, abe son iguales (259); y como Ab'e’
€s seme.]"nte (328) al ABC, resulta que su igual abe
tambien serd semejante 4 ABC, que era L. Q. D. D.

330 Teor. Dos tridngulos son semejantes cuando
tienen un dngulo igual , formado por dos lados pro-
porcionales.

Espl. Sean ABC, ahe dos trifngulos, en que se
supone A=a,y AB: ab :AC:ac; digo que son semejantes.

. Hecha la costruccion anterior resulta que
sien la proporcion del supuesto systituimos en vez
de ab, ae, sus iguales Ab" y A, se“tendrd

AB:Ab’::AC:Ac";
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luego la b'e’ divide en partés propoxcionales los la-
% dos del tridngulo ABC, y por lo mismo serd paralela
4 la base; luego (328) el tridngulo Ab¢’ es semejante
“al ABC; y como abe es igual (260) con Ab’c’, resulta

que abe serd semejante 4 ABG, que es L. Q. D. D.

331 Teor. Dos tridngulos son semejantes cuando
tienen sus tres dngulos respectivamente iguales.

Espl. Sean dos tridngulos ABG, abe, en que se
supone A=a, B=b y C==¢; digo que son semejantes,

Costr. Tomese en AB una parte Ab’ igual con ab,
y por b’ tirese la b'¢’ paralela 4 BC.

Dem. El dngulo =B por correspondientes ; y
como B=>b por el supuesto, serd b'=h; luego los dos
tridngalos Ab‘c’, abc son iguales (261); pero Ab'cf
es semejante con ABC, luego abe tambien lo serd,
que es L. Q. D. D.

Cor. 1.° Cuando dos dngulos de un tridngulo son
iguales & dos de otro, los tridngulos son semejantes;
porque en este caso el tercer dngulo es igual al tercero.

Car. 2.°  Dos tridngulos rectdngulos son semejan-
tes, siempre que ademas del dngulo recto tengan otro
igual ¢ comun.

Cor. 3.°  Dos. tridngulos ABC, DEF (fig. 73) son
semejantes cuando tienen sus lados paralelos ; porque -
si ABD es paralelo 4 DE y BC 4 EF, el dogulo B=E
(§ 288)3 y ademas por ser AG paralelo 4 DF serd igual-
wmente el dogalo C=F y A=D.

Cor, 4.° Dos tridngulos DEF, ABC (fig.74), son
semejantes cuando tienen sus lados respectivamente
perpendiculares ; porque dando 4 uno de ellos un
cuarto de conversion (lo que no altera el tridngulo)
resultarian sus lados paralelos 4 los del otro.

Esc. 1.°  Dos tridngulos rectdngulos son semejan~
tes cuando tienen proporcionales un cateto y la hipo-
tenusa.

Lin efecto, si suponemos rectdngnlos en B y en b
(fig. 72) los tridngulos ABC, abe, y que AB:AG::ab:ac,
serdn semejantes; porque tomando Ab'=ab y Ac'==ge,
la proporcion se convertird en AB:AGC:AM:Ae

B
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luego si &nlmos & punto b’ con ¢” por n?edm de la
b'¢’, esta serd (321) paralela 4 BC; y como el éngulo
B s recto por el supuesto, tambien lo serd 284,
el b’; luego (273 cor. 2.9) los tridngulos Ab'¢/, abc se-
rdn iguales; pero Ab’c’ es semejante (328) al ABG;
luego tambien lo serd el abe, que era L. Q. D. D,

Ese. 2.° Siempre que se hayan de sacar propor-
ciones de tridngulos semejantes se compararda los la-
dos del uno con los homdlogos del otro ; esto es, los
que estén opuestos 4 angulos iguales , ¢ sean parale-
los 6 perpendiculares.

332 Teor. Si desde el dngulo recto de un tridn-
gulo rectdngulo se baja una perpendicular d la hi-
potenusa , se verificardn seis cosas: 1.* el tridngulo
quedard dividido en otros dos semejantes al total, y
semejantes entre siy 2.* la perpendicular bajada serd
media proporeional entre los dos segmentos de la hi-
potenusa 5 3.% cada cateto serd medio proporcional
entre la hipotenusa 'y el segmento correspondiente;
4." el cuadrado de la hipotenusa serd igual @ la su-
ma de los cuadrados de los catetos 5 5.* los cuadra-
dos de los catetos serdn entre si como los segmentos
correspondientesy vy 6.% la perpendicular sera cuarta
proporcional @ la hipotenusa y d los catetos. -

Espl.  Bi desde el dngulo recto A (figi®s).del
trifugulo rectdngulo ABC, se baja una perpendicu-
lar AD 4 la hipotenusq BC, digo que se verificardn
seis cosas : 1.% los dos tridngulos ADB , ADC serdn

semejantes al total BAC, y semejantes entre sf; 2.% la

perpendicalar AD serd media proporcional entre los
dos segmentos BD y DC de la hipotenusa BC; 3.7 ca-
da cateto AB 6 AC serd medio proporcional entre la
hipotenusa BC y el segmento BD, 6 DC que 4 cada
uno corresponde; 4.* el cuadrado BC® de la hipote-
nusa serd igual 4 la suma BA*+CA? de los cnadra-
dos de los catetos; 5. # Jos cnadrados BA2, CAZ de los
catetos serdn entre si como los segmeutos correspon-
dientes BD y DC; y 6.% ]a DA serd cuarta propor-
cional 4 la lnpotenus't BC y 4 los catetos CA, AB.
Q- g R
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Dem. 1.2 Por tener los tridngulos BAC y BAD
un dngulo comun en B, y ademas el primero uno recto
A por el supuesto , y el segundo el 7 tambien recto,
dichos tridngulos serdn semejantes (331 cor. 2.°%). Por
tener los tridngulos BAC y DAC comun el dngulo en
C, y ademas cada uno uno recto, el primero en A,y
el seglmdo en m , tambien serén senquhtcs Ahura.,
de ser semqantes BAC y BAD se sigue que ¢l dngu-
lo en C=mn; luego los tridngulos BAD y DAC, ade-
mas del dngulo recto r y m, tienen otro dngulo igual;

laego (331 cor. 2.°) son semejantes. L. 1,° Q. D. D.

2.* Por ser los tridngnles BAD y DAG semejan-
tes, dardn (§ 331 esc. 2.°) BD:AD:DA:DG,
que es L. 2.°Q. D. D.

3.2 Los tridngulos semejantes BAG y BAD dardn

(331 esc. 2.°) BC:BA:BA:BD (m).

Los BAC, DAG, dan BC:AG:AC: DC (n),
que junta con la (m) manifiesta L, 3.° Q. D, D,
4.* Las proporciones (m) y (un) dan
BA*—=BCxBD (p), AG*=BCxCD (q);
y sumando , resolviendo en factores y reduciendo,
serd BA?-+AC*=BCxBD+BCxCD=ECx(BD+CD)=
BCXBC:BG’ 6 BG*=AB*+AC?,
que es L. 4.° Q. D. D.
5. Si con las dos ecuaciones (p) y (q) formamos
proporcion, y simplificamos por BC, serd
BAZ: AC3 :BCxBD:BCxCD::BD:CD,
que es L. 5.° Q. D. D.
6.* Los tridngalos BAC, BAD, dan
BC:CA: BAAD queesL 6°Q D. D.
Cor. Una vez que BC*=BA>-+CA2, si estraemos
la raiz cuadrada de ambos miembros serd

BC=V/BA*CA>;
luego en conociendo los dos catetos se conoceré la hi-
potenusa, estrayendo la raiz cuadrada de la suma de
los cuadrados de los catetos. Y sien la misma ecua-
cion se despeja un cateto, tal cumo CA, se tendrd

CA’:BC’—»AB,%' que da CA==V/BU*—BA%

P
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la primera quiere decir, que el cuadrado de un cateto
es igual al cuadrado de la hipotenusa ménos el cuadra-
do del otro cateto; y la segunda, que en conociendo
[la hipotenusa y un cateto, se conocerd el otro cateto
estrayendo la raiz cuadrada de la diferencia de los
cuadrados de la hipotenusa vy del otro cateto.

333 Teor. Si desde un punto cualquiera 4 de la
circunferencia (fig. 76) se baja una perpendicular al
didmetro BC, se verificardn cuatro cosas: 1.* la per-
pendicular AD serd media proporcional entre los dos
segmentos BD, DC del didmetro; 2.% si desde los es-

tremos del didmetro se tiran las cuerdas BA, CA d

dicho punto de la cireunferencia , estas serdn medias
proporcionales entre el didmetroty el segmento cor-
respondiente; 3. los cuadrados BA*, CA* de dichas
cuerdas serdn entre si como los segmentos correspon-
dientes; y 4. el cuadrado BC* del didmetro es igual
i la suma de los cuadradoes BA*, CA? de las cuerdas,
que desde sus eslremos se tiren d un punto cualquie-
ra A de la ¢ircunferencia.

Dem. Esla misma que la del caso anterior , sélo
con sustituir las voces didmetro 4 la hipotenusa; cuer-
da 4 cateto ; punto de la circunferencia 4 vértice de

dngulo récto; pues el tridngulo BAC es rectdngulo,

en A (§ 304 cor. 3.9)

Cor. 1.* TUna vez qué BA>~BCxBD, y BA es una
cuerda coalquiera, se sigue que el cuadrado de una
cuerda es stempre igual al didmetro 6 duplo del ra-

dio multiplicado por el segmento correspondiente d -

dicha cuerda.

Cor. 2.° Luego si s tienen dos cuerdas, tiradas
cada una desde su didmetro, el cuadrado de cada una
serd igual al didmetro multiplicado por el segmento
que le corresponda; y formando proporcion con las dos
ecuaciones, se tendrd despues de simplificar la aili-
ma razon, que en general los cuadrados de las cuerdas
son como los segmentos que causun en el didmetro que
pasa por uno de sus estremos, las perpendiculares bajas
das desde los otres esiremos; y l¥s cuerdas serdn entre
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st (190) como las raices cuadradas de los segmentos.

334 Probl. Entre dos lineas dadas K, L (fig.76),
- hallar una media proporcional.

Res. y Dem. Pdngase una 4 continuacion de otra
de modo que BD=K, DC=L; sobre toda la BC co-
mo didmetro , describase’ la semicircunferencia BAC;
en el punto D donde se unieron, levdntese la perpen-
dicular DA hasta encontrar 4 la circunferencia, la
cual serd la media proporcional pedida (333 1.%).

335 Teor. En todo tridngulo obtusdngulo, el cua-
drado del mayor lado es mayor que la suma de los
cuadrados de los otros dos lados; y en todo tridngulo
acutdngulo, el cuadrado del lado mayor es menor que
la suma de los cuadrados de los otros-dos lados.

Espl. Sea primero el tridngulo obtusdngulo ABC
(fig. 77); digo que el cuadrado de AB es mayor que
la suma de los cuadrados de AC y CB, ¢ que

AB?*>AC*+CB?;
y si el tridingulo ABC (ﬁg 78) es acutdngulo, se ten-
dra AB"(AC +CB2.

Dem. 1.°  Bajando la perpendicular BD (fig. 77),
el tridngulo ADB serd rectingilo , y (332, 4.%) dard

AB*=AD*+BD? (n);
pero AD?>=(AC+CD)*=AC?+2ACxCD+CD?;
¥y por ser rectdngulo el tridngulo CBD serd (§ 332 cor.)
. BD*=BC*—-CD?* -
luego poniendo en vez de estos cuadrados sus valores
en la ecuacion (n), se convertird en
AB*=AC*+2ACxCD+CD*+BC*~CD*=

- AG?+BC*-+2ACxCD;
luego el coadrado de AB, que es igual 4 la suma de
los cuadrados de los otros dos lados, mas la cantidad
2ACXCD , escederd 4 dicha suma en esta cantidad;
luego seré mayor. L. 1.2 Q. D. D,

2.°  Bajando la perpendicular BD (fig. 78) el tridn-
gulo rectingulo ABD dard AB?=—AD? 1BD? (p);
pero AD?=(AC—CD)2=AC*—2ACxCD-+CD?%;

y el BDC dard BD*—=B(C*—-CD?;
y sustitayendo estos valores en (p) resultard
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AB*—=AC?—2ACxCD-+CD*+BC*—CD*=
AG>+BCG*—2ACxCD;

luego al cuadrado de AB, que es igual 4 la suma de
los cuadrados de los otros dos lados, ménos la canti-
dad 2ACXCD, le faltard dicha cantidad paraser ignal
con ella; luego serd menor. L. 2.° Q. D. D,

Ese. 1.2 Para cifrar en ecuaciones la relacion de
los lados de los tridngulos, y para la espedicion de
los cdlculos, se sefialan en general los dngulos por las
letras mayisculas 4, B, C, que se suponen en sus
vértices, y por @, b, ¢ los ladus opuestos respectiva-
mente & dichos dngulos, como se ve (figs. 77 y 78);
con lo cual las dos ecuaciones anteriores reunldas en
una, dardn ¢*==b*+a*=t2hxCD;
que quiere decir, que en todo trmngu!o oblicudngulo
el cuadrado del lado mayor (0 de un lado), es igual
@ la suma de los cuadrados de los otros dos, mas ¢
ménos el duplo del lado sobre que se tira la perpen-
dicular , multiplicado por el segmento interceptado
por la perpendicular hasta el dngulo opuesto al lado
que se considera.

Esc. 2.° 8i el segmento CD fuese nulo, se ten-
dria ¢®>=»h?+a?, y el tridugulo seria rectingulo, pues
la perpendicular caeria por el mismo lado AGC, ¢ se-
ria él mismo.

336 Teor. Si desde dos vértices cualesquiera de
un tridgngulo se tiran dos lineas al punto medio de su
respectivo lado opuesto, dichas lineas se encontrardn
G lus dos terceras partes de distancia @ su vériice
respectivo.

Lspl. Sea ABC (fig. 79) nn tridngnlo cualgniera;
digo que si desde dos dngulos cualesquiera A, C, se
tiran las AL, CO, 4 los puntos L, O, medios de los
lados opuestos BC, AB , el punto ‘de interseccion G
distard de A los dos tercios de AL 6 serd AG=2AL,
y del mismo modo CG=%CO.

Dem. Porque tirando la OL, serd (321) paralela
4 AG, pues divide en partes 1{_}1]:1{63 4 los lados AB,
BG, y se tendrd (§ 322) AB:BO:AG:OL;
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y como por el supuesto BO—=}AB, resulta OL=TAC,
Ahora, los tridngulos OGL, AGC, son semejantes

por tener los dngulos en G iguales por opuestos al

vértice, el dngulo OLG=GAQ por alternos internos;

luego (331 cor. 1.°) son semejantes, y dardn

AC:0OL::AG:GL:CG:GO;

y como OL=£AC, serd GL=3AG, y 06=}CG,

d se tendrdi AG:GL:iz:1;

que componiendo, comparando con el antecedente, se-

rd AG+GL=AL:AG::3:2, que da AG=2%AL;

del mismo modo se tiene CG=%CO,

y resulta L. Q. D. D.

337 Teor. Si dos lineas se encuentran dentro de
un circulo , se cortan en partes reciprocamente pro-
porcionales.

Espl Se dice de dos Ifneas que estdn divididas en
partes reciprocamente proporcionales, cuando las par-
tes de la una, della y una parte suya, forman los
medios de una proporcion, y las partes de la otra, ¢
ella y una parte suya, forman los estremos; asf, va-
mos 4 probar que las dos lineas BA, DC (fig. 80) que
se encuentran dentro del circulo ADBC, se cortan de
manera que AE:EC:ED:EB.

Dem. Unanse los puntos D y A por Ia DA, y los
B y C por la BG; los tridngulos DAE , BEC tienen
los dngulos en E iguales (257), y los en D y en B
ignales (304 cor, 2.°) por insistir sobre vn mismo arco
AC; luego son semejantes y darin AE:EC::DE:EB,
que es L. Q. D. D.

338 Teor. Si desde un punto fuera del circulo se
tiran dos secantes que terminen en la parte cdncava
de la circunferencia, las partes esternas serdn reci
procamente proporeionales con las secantes enteras.

Espl. Si desde el punto P (fig. 81) se tiran al efr-
culo ABDC dos secantes PD, PC, digo que tendrémos

PA:PB::PD:PC.
~Dem. Sitiramos las CB y DA, lostridngulos PBC,
PAD, ademas del dngulo comun P, tienen iguales

(304s¢c0r.2.%)1os Cy D; luego (331 cor.1.%) serdn seme-
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jantes, y nos dardn PA:PB::PD:PC, que es L.Q.D.D.

339 Teor Sidesde un dngulo de un tridngulo se

tira una perpendicular al lado opuesto , el lado so-

bre que cae la perpendicular es d la suma de los otros

dos, como la diferencia de estos es d la diferencia
de los segmenios.

Espl. Si desde el dngulo B del tridngulo ABC
(fig. 82), se tira la perpendicular BD al lado opuesto
AC, se verificard que AC:AB+BC::AB—BC:AD—CD.

Dem. Haciendo centro en B con un radio igual
al lado menor BC, trdcese la circunferencia CEGF,
y proldnguese la AB hasta que encuentre 4 dicha
circunferencia ; con lo cual las dos secantes tiradas
desde A dardn (§ 338) CA:AE::AG:AF;

AE=AB+ BE=AB+BC,
pero %AG:AB-—BG:AB—BC,
AF=AD—DF=AD—DC;
luego sustituyendo estos valores en la proporcion serd
AC:AB+BC::AB—BC:AD—DC,
6 espresando por 8 , s, los segmentos AD, CD, se
tendrd bic+aiic—a:S—s, que es L. Q. D. D.

-.I.< s
Esc. Esta proporcion da S—-S:—_(__._..-..c_ ﬂl(c a);

y como S+s=AD+DC=AC=b,
se tendrd (§ 154)
b (e-+a)(c—a) b (c+a)(c—a)
eI e 4T okl UL
S.__2+2_x i 2 i A% m ¥
340 Teor. Si desde dos dngulos homdlogos de dos
figuras semejantes ABCDE, zbede (fig. 71), se tiran
diagonales d los demas dngulos, los tridngulos homd-
logos, ¢ del mismo modo colocados, serdn semzjantes.
Dem. Por ser las figuras semejantes , se tiene
AB:ab::BC:bc::CDsed::DE:denEA:ea:&e.:&e.,
vy A= B=h 0= P=dy B—¢ ce. G0
Luego los tridngulos ABG, abe, tienen cl dngulo
B=b, formado por dos lados proprocionales ; luego
son semejantes (330) y dan BC:be::CAea::CD:ed
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(por la serie de razones iguales del supuesto), y el
dngulo ACB=ach.

Ahora, si de los dngulos totales en C y ¢, que son
iguales, quitamos los iguales ACB y ach, los resi-
duos ACD, aed, tambien serdn iguales; luego los
tridngulos ACD, acd, se hallan en el mismo caso que
los anteriores; luego son semejantes ; y como lo mismo
se demostraria de todos los demas, resulta L. Q. D. D.

341 Teor. Reciprocamente, si dos figuras se com-
ponen de un mismo nimero de tridngulos semejantes,
v del mismo modo colocados en cada figura , serdn
semejame‘s

Dem. De la semejanza de los tridngulos ABC,
abe, se deduce que el dngulo B=b, y BCA=lcg;
de la de los tridngulos ACD, acd, se deduce que
ACD=acd; sumando estas dos ecuaciones serd

BCA+ACD=IJca—i-acd, 6 BCD=hed;
y como lo mismo demostrarfamos de los demas dn-
gulos, resulta que las figuras ABCDE, abede, tienen
iguales sus dngulos.

Ahora, los tridngulos semejantes ABC , abc, dan

AB:ah::BC:be::AC:ac;
los ACD, acd, dan AC:ae:DC:de::AD:ady
los ADE, ade, dan AD:ad::DE:de::EA:ea.

La segnnda de estas series de razones iguales tie-
ne comun con la primera la razon AC:ac, y la tercera
tiene con la segunda comun la AD:ad; luego podré-
mos enlazar las tres de este modo
AB:ab::BC:bc::AC:ac::DCide::AD:ad:: DE:de::EA:ea;
6 prescindiendo de las razones en que entran las dia-
gonales, serd AB:ab::BC:be::DCide::DE:de::EA:ea.

Luego, ademas de tever los dngulos iguales, tie-
nen proporcionzles los lados , y. por lo mismo son se-
mejantes. L. Q, D). D,

Esc. Si representamos en general por L, L', L”,
&c., 1, U, 1", &Fe. los lados de dos figuras semejan-
tes: por P, Py sus perimetros: por D, d, dos diagonales
homdlogas : y por R, r, los radios_ rectos 1t oblicuos
de dos poligonos regularessde un mismo ndmero de
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lados, que entdnces son semejantes (327), se tendrd
Ll Ll LG 6o e.iiDidy
que (185, 1.%) da

L+-L/+ L+ &Fccl4-l'+1"+E¢c..: L:l:: Did,

6 reduciendo serd Pip::L:l::D:d (m),
y si son regulares serd P:p::L:l::Rir (n).

La (m) quiere decir, que los perimetros de dos
figuras semejantes son entre st como. sus lados 6 dia-
gonales homdlogas; y la (n) dice que en los poligonos
regulares semejantes, los perimetros son entre si cormo
los lados homdlogos, d como los radios rectos iioblicuos.

342 Sisiendo AB (fig. 83) el lado de un poligo-
no regular cualquiera inscrito en un circulo, se gui-
siese otro de duplo niimero de lados, no habria s
que tirar el radio recto OE prolongado hasta B', y
unir el punto B’ con los A, B; pues cada lado AB’
subtenderia-un arco que seria la mitad del primero.
Y si dado un poligono abedef (fig. 85) inscrito, se
quisiese uno circunscrito, se tirarian los radios obli-
cuos (tambien pueden servir los rectos) Oa, Ob, &e.
.y tirando en sus estremos las tangentes FA, AB, &e.
su conjunto formaria el poligono que se queria; pues
todos los tridngulos aAb, bBe, &c. son iguales (261)
¢ isdsceles (303 ); de donde se sacard la igualdad de los
lados AB, BG, &c. y la de los dngules A, B, G, &e.

Y si teniendo un poligono MRVO (fig. 86) cir-
cunscrito 4 un cfrculo, se quisiese otro de duplo mu-
mero de lados , se tirarian los radios oblicuos CM,
CR, &ec. y en los puntos Q, D, &c. donde encontra-
sen 4 la circunferencia, se tirarian las tangentes PN,
BT &c. y se tendria el poligono PNBT &e. que se
queria; porque tirando las AQ, AD, &e. todos los tridn-
gulos QNA , ABD serian iguales entre sf € isdsceles.

343 Teor. Si en un circulo se inscribe un poligono
cualquicra, y despues otro de duple mimero de laelos,
v asi sucesivamente , la sajita correspondiente d cada
uno ird siendo mas de dos veces menor que la del wi-
Zerior; v por lo mismo podrd llegar d& ser menor que
cualquier cantidad dada , por pequenia que sea.
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Espl. * Sea ABED (fig. 84) un cuadrado inscrito en
el circalo; digo que si se le inscribe un octdgono, y
luego un poligono de 16 lados, y asf sucesivamente,
la sajita Bk del cuadrado serd mas de dos veces me-
nor que el radio BC: y la Br del octdgono mas de dos
veces menor que la Bk del cuadrado, y asi sucesiva-
mente ; de manera que al cabo de cierto tiempo po-
drd ser menor que cualquier cantidad dada.

Dem.  Si dividimos el arco BA en dos partes igua-
Ies en H, y tiramos la AH y la BH, esta serd el lado
del poligono de duplo ndmero de lados; y por ser los
cuadrados de las cuerdas tiradas desde los estremos
de un didwetro (333 cor. 2.°) como sus segmentos
correspondientes , tendrémos BA%:BH?::BC:Bk;
pero por ser obtusingulo el tridogulo BILA se tiene
(335, 1.°) que AB*>BH*+AH?;
pero AH=BH, luego AH*=BH?,

y ladesignaldad anteriorseconvertird en AB*>2BH?;
Iuego la proporcion anterior es tal que el antecedente
de la primera razon es mas de dos veces mayor que
el consecuente; luego el antecedente BC de la segun-
da serd tambien mas de dos veces mayor que su con-
secuente Bk, ¢ BC>2Bk,
6 lo que es lo mismo Bk<IBC.

Y como lo mismo se demostraria de Br respecto
de Bk, &c. resulta (229 cor. 2.°) L. Q. D. D.

344 Teor. Si d un efrculo 'se le circunseribe un
poligono regular cualquiera, y despues otro de duplo
nimero de lados, y ast sucesivamente, 1.° el lado de
este ultimo serd mas de dos veces menor que el del
anterior; y 2.° la sajita del segundo serd mas de dos
veces menor que la del primero; y por lo mismo di-
chas lineas podrdn llegar d ser menores que cual-
quier cantidad dada , por pequeiia que sea.

Espl. Sea MRVO (fig. 86) un cuadrado circuns-
crito al efrculo, y TBNP &e. un octdgono; digo 1.% que
el lado del octdgono NB es mas de dos veces menor
que el del cuadrado MR, ¢ que NB<<}MR; y 2.° que
la sajita Be del octdgono (sieinpre llamarémos sajita
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en un polfgono regular, la diferencia entre sus radios
recto y oblicuo) es mas de dos veces menor que la RD
del cuadrado, ¢ que Be<<}RD; y si se continda cir-
cunscribiendo poligonos de duplo nimero de lados,
dichas lineas podrdn llegar 4 ser menores que cual-
‘quier cantidad dada, por pequefia que sea.

Dem.1.° Eltridngulo rectdingulo BDR da BR>BD;
y como (§ 342) BD=AB serd BR>AB;
por la misma razon serd MN>NA;
sumando ordenadamente se tendrd

BR+MN=>AB+NA=NB;

y afiadiendo NB serd BR+-MN-+NB>NB-+NB,
6 reduciendo serd MR>2NB ¢ NB<ZIMR,
quees L. 1.° Q. D. D,

2.° Para demostrar la segunda parte, hallarémos
los valores de las sajitas, y compardndolos se dedu-
cird lo que hemos dicho. En efecto, bajando la per-
pendicular DI, esta serd semilado del enadrado ins-
crito, al serd la sajita del mismo cuadrado, y ademas
la DI serd paralela 4 aR ; por lo' que (gzo cor. 1.°)
el tridngulo CaR dard

CRxI R
Ca:CR::la:DR= 3 a:-—-c —xla (m).
Ca Ca

Bajando la perpendicular cs , esta serd semilado
del octégono inscrito, Ds serd su sajita, y ademas la
es serd paralela 4 BD; por lo que el tridngulo CDB

CBxDs CB D
6D, T b

Comparando los valores (m), (n) de DR y Be, se verd

dard CD:CB::Ds:Be=

actor {5 rime
 §

del segundo, pues teniendo igual denominador, el nu-
merador CR del primero es mayor (273) que el GB
‘del segundo: el factor la del primero es (343) mas de
dos veces mayor que el Ds del segundo; luego el va-
lor de Be es por razon del factor CB menor que el de
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DR; y por razon del factor Ds mas de dos veces me-
nor; luego con mas razon serd mas de dos veces menor,
d se tendrd Be<<IDR, que es L. 2.° Q. D. D,

345 Teor. Si en un circulo se inscribe y circuns-
eribe un poligono regular de un mismo niimero de la-
dos , vy despues se inscriben y circunscriben otros de
duplo mimero de lados , y asi sucesivamente, la dife-
rencia entre el perimetro del circunscritoy el del ins-
erito podrd llegar d ser menor que cualquier canti-
dad dada, por pequefia que sea. :

Dem.  Sea P el perimetro del poligono circunscri-
to y R su radio recto, que es el mismo del circalo: y
sean p y r el perfmettosy radio recto del inscrito; y
como estos poligonos son semejantes (327), sus peri-
metros serdn proporcionales (341 esc.) con sus radios
rectos, y se tendrd P:p:R:r; que dividiendo da

P(R—r)
TRpE

Y como en el valor de P—p entra por factor R—r,
que es la sajita del poligono inscrito, y esta va sien-
do mas de dos veces menor al paso que se inscriben
poligonos de duplo niimero de lados, resulta en vir-
tud de lo espuesto (229 cor.3.%) que la diferencia P—p
de los perfmetros podrd llegar' d sexr menor que cual-
quier cantidad dada por pequefia que sea. L, Q. D. D.

Cor. Luego con mas razon se podrd circunscribir
¢ inseribir un poligono al circulo, en que la diferen-
cia enire el perimeiro de uno i otro vy la circunferen-
cia, sea meqor que eualguier cantided dada. Porque
como la circunferencia (308) es mayor que el peri-
metro del poligono inscrito, y menor que el del cir-
cunscrito, al acercarse estos perimetros el uno al otro,
se acercardn con mas razon d la circunferencia.

346 Teor. Las circunferencias de los circulos son
entre si como sus radios R, r, ¢ didmetros D, d.

Dem. Sean P, p los perfmetros de dos poligonos
regulares semejantes, circunseritos d dos circulos cu-
yas circunferedvias sean C, ¢, lus didmetros D, d, y R,

IP—p:P::R»—r:R; de donde sale P—p—
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r los radios, que tambien son (317 esc.) los radios rec-
tos de dichos poligonos; y (341 esc.) se tendrd Pip:: Ruz;
pero aumentando el nimero de lados de estos poligo-
nos, se pueden acercar P d C, y p 4 ¢ al mismo tiem-
po tanto como se qaiera (345 cor.); y siendo G, ¢ cons-
tantes, resulta (231) que Pip::Cic; :
y como esta proporcion y la anterior tienen una razon
comun, nos dardn(§ 184, 2.%) Cie:RirieRi2r:Did,
que es L. Q. D. D, »
Cor. 1.° Luego si se conociese la relacion que in
didmetro tenia con su circunferencia , en dando otro
didmetro ¢ circunferencia se podria venir en conogi-
miento de la circunferenciad didmetro respectivo; pues
en cualquiera de estos dos casos serian conocidos tres
términos de la proporcion anterior. : :
247 Pero Arquimédes hallé que dicha relacion del
didmetro 4 Ia circunferencia era la de 7 4 22; Pedro
Mecio hallé'la de 113 4 355; y la que nosotrus hemos
calenlado por procedimientos geométricos en nuestro
Tratado elemental (tomo I, § 505) es la de 1 4
3:14159265358079324; ¥y por las series (tomo II del
mismo Tratado baciendo nso de la férmula del § 647)
hemos hallado que la espresada‘relacion es la de”
14 3,1415926535807932384626433832795023;
luego haciendo uso de esta tltima, para hallar la elr-
cunferencia correspondiente al didmetro D formaré-
mos la siguiente proporcion
1:3,14159 &c.:D:C=13,141509 &e.xD=nwD=e7R;
lamando o al factor 3,14159 &e. Donde debe obser-
varse que cuando la letra o estd en las espresiones'de
circunferencia,cfreulo,&e. espresa el valor 3,141 568¢.
y caando se trata de dngulos vale dos dngulos rectés.
348 Para rectificar un arco ¢ hallar su longitud
estendido en lfnea recta, se dird: 360°, que vale toda
la circunferencia, es d su longitad 3,14159D=7D,
como el nimero de grados G del arco es d su lon-

aDG

gitud respectiva L; ¢ 360%%D::G:L— :
360°
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349 Los cdlculos que hay que hacer para hallar
la relacion anterior, son sumamente complicados bdjo
cualquier aspecto, y por cualquier método que se ha-
gan , como puede verse en los parajus dntes cmdus,
por lo cual vamos 4 poner aqm un métado grdfico
muy sencillo, que podrd servir -para casi todas las
aplicaciones prdcticas. Es el siguiente. .

Sea AEBD (fig. 87) una circunferencia; tirese
en el punto 4 una tangente indeﬁm‘da FG 5 tdmese
(317 cor. 10,%) el areo Am de 30°%; por el pmsto m ¢i-
rese el radio Om hasta I', t6mese ahora sobre la mis-
ma tangente desde I d i’a derecha la magnitud FG
igual d tres veces el radio; desde el punto G tirese
al estremo B del didmetro la BG, y esta serd igual
en longitud d la semicircunferencia ADB , aproxis
mada .-‘zasm mas de diezmilédsimas.

En efecto, tirando la mn perpendicular al radio
AO, serd semilado de exdgono, y de consiguiente
igual 4 la mitad del radio Om ; por lo que el tridn-

AO
gulo AFO dard On:0A:mn:FA=— s ;

On
pero suponiendo el radio AO=1, serd mn=1A0=4%,

y On-—VOm"*—mnz—‘\/x— V4 _2\/3,

§x1 1 -\/3
W3 Vi

multiplicando arriba y abajo por A/3; de donde re-
sulta que el cateto AG del tridngulo rectingulo BAG
serd AG=3—14/3; de consiguiente la hipotenusa

BG serd BG:VAB*+AG3:‘\/a"’+(3—%v’3)’=

luego sustituyendo se tendrd FA—

V 4+9—ex3xEV/ 3+ix3=V13—2V/ 3+i=
N A2—ay/ 3=N/42—sx1,7330508 =

0/13,3333333—314641016=V/9,8692317==3,14153
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Pero la semicircunferencia, siendo el radio la uni-

dad, estd espresada por 3,14159 &e. ; luego la linea

BG es ignal 4 la semicircunferencia BDA con ménos
de una diezmilésima de diferencia. L, Q. D. D.

SEGUNDA PARTE.
De la estension en Iongarud y latitud, 0 de Ius su-

perficies. " {omn e o

350 Hasta aquf sd]o hemos consideraﬁn las fi-
guras su perfmetro; ahora pasamos 4 manifestar las
propiedades del espacio que encierran , ¢ de las su-
perficies.

Teor. Los paralelogramos que tienen bases y al=
turas iguales, Mque tienen una misma base y allura,
d que tienen una misma base yestdn entre unas mis-
mas paralelas, son equivalentes. -

Espl. Sean ABCD, ABEF (fig. 88) dos paralelo-
gramos que tienen la misma base AB, y estdn comp
prendidos entre las paralelas AB, DE (por consiguiente -
(286 es¢.1.?) tienen igual almra), digo que son Igua-
les en spperficie, 6 que ABCD=ABEF. . .

Dem.r En efecto, dichos paralelogramos nos; dan

AD—BE, AF_-BE
ademas, de ser AB—J:,F AB=CD, ge saca CD—EF
y aidadiendo CF serd CD-{-(.-F.—EF—FCF d DF—CE,
luego los tridngulos DAF, CBE son iguales (259).
Ahora , si quitamos estos triéngulns del cnadrildtere

ABED, se tendrd ABED—DAF=ABED-—CBE;
¢ ABEF=ABCD, que es L. Q. D. D.

Cor. Luego todo paralelogramo ABEF (fig. 89),
equivale al rectdngulo ABCD que tiene la misma
base y altura.

35t Tgor. Todo tridngulo es la mitad de un pa-
ralelograid de la misma base v altura.

Dems: - Sea ABG (fig. 9o) el trigngulo dado; si por
A se tira la AD paralela 4 BC, y por C Ja CD para-
lela § BA , se tendrd un ‘paralelogramo BADGC, del
cual ser£d1 agonal el lado AG ; luego (313) el tr:ém :

‘:53.'
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gulo ABC=ACD, y la superficie de cada uno equi--

valdrd ‘4 la mitad de ABCD , que es L. Q. D. D.
Cor. 1.° Luego un tridngulo 4 BC es la mitad del

rectingulo BCEF que tiene la misma base BC y la

misma altura 40O ; porque el rectdngulo BCEF es

igual en superficie al paralelogramo ABCD.

Cor. 2.9 Todos los tridngulos que tienen bases y
alturas iguales son equivalentes; por ser mitades de
«paralelogramos iguales en superficie.

352 ' Teor. Las superficies de dos rectdngulos de
una misma altura, son entre si como sus bases.,

Espl. Sean ABCB, abed (fig. g1) 6 R, r, dos
rectdngulos de iguales alturas AD=ad; digo que se-
rdn entre s{ como sus bases AB, ab,
¢ que Rir::AB:ab. .
~“‘Aquf puede ocurrit que las bases sean comensu-
rables, ¢ que no lo sean.
“Dem. | 1.° Si las bases tienen la comun medida
AO=ab , y representamos por m , n, las veces que
&std ‘contenida en cada una, se tendrd AB=mxAQ,
ab==nxav=nxA0 ; y formando proporcion y simpli-
ficando por AO, serd AB:ab:imxAO:nxAOtm:n.
24 Ahora, si por los puntos de division O, &c., 0, &e.,
se conciben perpendiculares OP , &c., op, &c., los
rectdngulos R, r, quedardn divididos el primero en
m rectangulos como AOPD iguales entre sf por lo de-
mosttado (350); y el segundo en n rectdngulos como
aopd iguales entre si y con AOPD por la misma ra-
zon'; luego se tendrd R=mxAOPD, r=nxAOPD;
y formando proporcion y simplificando por AOPD,
serd R:r::mxAOPD:nxAOPD::mi:n;
esta proporcion y la anterior (184,2.%) dan

R:r:AB:ab, que es L. 1.° Q. D. D. °

2.9 Si las bases son incomensurables , digo que
no puede ser Rir> ni <AB:ab,
y de consiguiente serd R:r::AB:ab.

Sea R:r>AB:ab; en este caso menguando el con-
secuente ab crecerd la segunda razon ; y suponiendo
que se conyierte en awx, paa.que la segunda razon
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resulte igual 4 la primera, se tendrd R:r::AB:ax.

Hecho esto, concibase dividida la AB en dos pat-
tes iguales, y luego en otras dos, &ec. hasta que resul-
te una parte menor que bx, en cuyo caso colocada
desde a hicia b, un punto de division caerd entre x
y by v.g. en ¢; y tirando la perpendicular ut, los rec-
téngulos R y atud que tienen comensurables sus ba-
ses AB, at, serdn como estas y dardn R:atud::AB:at;
y como esta proporcion y la anterior tienen los mis~
mos antecedentes, los consecuentes dardn

r=abed:atud::ax:at; Y
proporcion absurda, por ser la primera razon de ma-
yor desigualdad y la segunda de menor; luego no
se puede saponer R:r>AB:ab.

Por un razenamiento andlogo se demuestra que
no puede ser menor; luego serd igual. L. 2.° Q. D. D.

353  Teor. Dos rectdngulos cualesquiera son entre
st como los productos de sus bases por sus alturas.

Espl. Sean ABCD, AEGF 6 R, r (fig. 92) estos.
dos rectdngulos; digo que R: r::ABxAD AEXAF.

Dem. Hablendo dispuesto los rectdngulos de ma-
nera que los dngulos en A estén opuestos al vértice,
proldngueanse los lados GE, CD hasta que se encuen-
tren en H , y tendrémos que los dos rectdnguolos R,
R/, que tienen la misma altura AD, serdn como sus
bases AB, AE, y dardn R:R'::AB:AE;
del mismo madu los rectdngulos R', r, que tienen la
miswa altura AE, dardn R%»::AD: AF.

Mu]tlphcandu estas dos proporciones y omitiende

(191) el término R, se tendrd Rur::ABXAD:AEXAF,
que es L. Q. D. D.

Ese. Luego se puede tomaf por medida de un .
rectdngulo el producto de su bas¢ por su altura, con
tal que se entienda por este producta el de dos nii-
meros gque espresen las unidades lineales contenidas
en la base , y las contenidas en su altura.

Asf, elijiendo por unidad de medida el cuadra-
do @ (fig. 93) cuyo lado sea la unidad de longitud,
esto es, 1 pic, 1 vara &c. y suponiendo que*esté con-

i I8
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tenida dicha unidad de longitud 5 veces en la base

del rectdngulo A4, y 3 en l« altura, se tendrd
A:a:gx3ziixiangiy que da A==15a=15;

el rectdngulo A equivaldri 4 5x3a=15a=135,

porque el cuadrado de 1 es igual 1 ; esto es, el ree-

tingulo 4 vale 15 veces el cuadrado @, como mani-

fiesta la figura.

354 Teor. La superficie de un paralelogramo
cualquiera es igual al producto de su base por su
altura.

Dem. Porque el paralelogramo ABEF (fig. 89) es
equivalente al recténgulo ABCD, que tiene la misma
base AB, y la misma altura AD; pero este tiene por
medida ABxAD; luego ABxAD es igual 4 la super-
ficie del paralelogramo ABEF; que es L. Q. D. D.

Cor. De donde resulta que la superficie de un
tridngulo es igual al producto de su base por la mi-
tad de su altura, ¢ ¢ la altura por la mitad de.la
base. Porque el tridngulo ABC (tig. 9o) es la mitad
del paralelogramo ABCD; y como la superficie de es-
te es BCxAO, la del tridngulo serd la mitad 6

BCx2AO0=4BCxAO.

Esc. Sillamamos P 4 un paralelogramo cualquie-
ra (fig. 94), A4 4 su altura, y B d su base, se tendrd
P—BxA; llamando p dotro paralelogramo, cuya ba-
se sea b, y a su altura, se tendrd p=bxa; y forman-
do proporcion, serd P:p::BxA:bxa ; que espresa que
las superficies de dos paralelogramos cualesquiera son
como los productos de sus bases por sus alturas, ¢ es-
tdn en razon compuesta de sus bases y alturas.

Si A=a, sera P:p::BxAd:bx.A::B:ib;

. que quiere decir, que los paralelogramos que tienen
una misma altura , son como sus bases.

Si se supone B=b, serd P:p::Bxd:Bxa::A:a;
que quiere decir, que los paralelogramos de iguales
bases son conio sus alturas.

Si P—p, serdn tambien iguales sus espresiones,
6 serd BxAd=bxa, de donde (§ 180) Bibua:d;
es decir , que cuando los paralelogramos son iguales,
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las bases -estdn en razon inversa de las alturas.
Si multiplicamos estremos y medios en la propor-
* cion primitiva, serd Pxbxa=pxBxd;
de donde B:b::Pxa: pr
que qmere decir, que @ deszguaidad de todo, las ba-
ses estan en razon compuesta , direcig de los parale-
logramos , € inversa de las alturasy y sacando de la
misma ecuacion la razon de las alturas, se tendrd
Az Pxh: Bxp;
que quiere decir, que d desigualdad de todo, las al-
turas estdn en razon compuesia, directa de los para-
lelogramos , € inversa de las bases.
355 Sien la proporcion primitiva se supone
A:a::B:b, en la razon compuesta AxB:axbh,
se podrd sustituir en vez de A:a su igual B:b ¢ al
contrario, y se tendrd
P:p::dxA:axa:: BxB:bxb:: 4%:a*:: B2:b%;
que quiere decir , que cuando las alturas son propor=-
cionales con las bases, las superficies son como los cua-
drados de ellas ; pero el ser las bases proporcionales
con las alturas es propiedad de los paralelogramos se-
. mejantes ; luego dos paralelogramos semejantes son
entre si como los cuadrados de sus bases , de sus al-
turas, v en general de sus lineas homdlogas, como se
demuestra tambien geométricamente. -
En efecto, sean P, p (fig. 94) dos parale]ngramos.
que por lo dicho dntes davin P:p::BCxAE:bexae;
y por ser semejantes , serd AB:abi:BC:be
y el dngulo B=b; y como los en E y e son reetos,
los tridagulos ABE, abe, son semejantes (331 cor. 2.%),
y dardn AB:ab::AL:ae,
Luego sustituyendo en la razon compuesta de arriba,
en vez de la AE:ae, su igual BG:be 6 AB:ab, se tendri
P.p::BCxBC:bexbe:: :BCZ:he?:AB%:ab?:: A E2:qe?. :
Ese. Y como las mitades son entre si como los
todos , se deduce que los tridngulos son como los pro-
ductos de sus bases por sus alturas; qus-d igualdad
de bases, son comg sus aliuras &e. Sobre cuyas pro=
p;edadea y modo de deducirlas, aconsejamos & los
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principiantes que se ejerciten todo lo que juzguen ne-
cesario , hasta que se lleguen 4 apropiar ¢ tamiliari-
zar con este procedimiento; pues son innumerables las
continuas aplicaciones que tiene.

356 Teor. La superficie de un. trapecio ABCD
(fig. 95) es igwal & su altura EF multiplicada por la
semisuma de las bases paralelas AB, CD.

Dem.  Si por el punto G, medio de CB , se tira
KL paralela al lado opuesto AD ; y se prolonga DG
hasta que encuentre 4 esta en K, los tridngulos GBL,
GCK serdn iguales (261); pues los dngulos en G son
iguales, los B, C, tambien, y CG=GB por coustiue-
cion j luego afiadiendo 4 ambos ALGCD, resultard el
trapecio ABCD equivalente al paralelogramo ADKL,
y tendrd por medida la de este que es EFxAL.

Péro AL=DK=-2" ‘:‘_’_.‘Eﬂ’i

2

AB-—BL+DC+CK _AB+CD
2 N0
(porque —BL y -+CK se destruyen por laigualdad e

los tridngulos); luego sustituyendo este valor de AL

en la espresion EFxAL, resultard la superficie del
AB+CD

trapecio ABCD=EFx——7-——,

2

que era L. Q. D D.

Ese. ' 8i por el punto G medio de BC, se tira GH
paralela 4 la base AB, el panto H sers tamblen el me-
dio de AD; porque AHGL es un paralelogramo, por
ser paralelos los lados opuestos; luego

AB-+CD

HG=AL=—————;
2 :

y sustituyendo este nuevo valor serd ABCDleFxI:IG,
esto es, la superficie de un trapecio es igual d su al-
tura multiplicada por una pamlehx equidistante de
las bases paralelas. _

- i
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357  Teor. La superficie de un poligono regular es
igual al perimetro multiplicado por la mitad de su
radio recto.

Espl. Sea GHPK &e. (fig. 96) un polfgono regu-
lar de # lados, que representarémos por. P’, sea P el
perimetro GHP &c. y R su radio recto OT; digo qua
se tendrd P'=PxLiR.

Dem. Por ser regular el poligono, todos los »
tridngulos GOH, GOM, &e. son (317 cor. 2.°) igna-
les; luego'serd GHPK &e =nxGOH=nxHGxL0T;
pero nxHG compone el perimetro P del pollgonu, lue-
go sustituyendo serd P'=Px}R, que es L. Q. D. D.

Cor. 1.°  Luego si llamamos p’ otro poligono re-
gular, p al perimetro, y r 4 su radio recto, se tendré
p'=px4r; y formando proporcion serd

PxR pxr
L2 PR pxr.
2

v
A |

Cor. 2.° Si los polfgonos fuesen de un mismo mi-
mero de lados serian semejantes (327), y se tendria
(§ 341 esc.) Pipu:Rur: sL:l,
representando por L, I, dos lineas homélogas ; luego
sustitnyendo en la razon compuesta anterior PxR:pxr
en vez de una de las componentes su igual sacada de
agaf , se tendrd

P':p's:PxPipxpr Rx Rirxr:: PYipu R L2
que quiere decir, que: las .superﬁcaes de Ios polagonos
regulares seme}anzes 4 de un mismo mimero de lados,
guardan la misma razon que los cuadrados de los pe-
rimetros , de los radios rectos, y en general son como
los cuadrados de sus lineas homdlogas.

Ese. 1.°  Aunque los poligonos no sean regulares,
se verifica esta proposicion, con tal que sean semiejan-
tes; porque en este ¢aso los podrémos dividir (340)
en cierto nimero de tridngulos 4, B, C, Ev"c a, b, e,&e.
semejantes, y serd

P'=A+B+C+&e. y p ”"a+b+ﬂ+ﬁ9’c
y como los tridugulos tendrdn la razon de los'cuadra-
dos de los lades homdlogos , se sigue que si espre-
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samos por L, [ 4 estos lados, nos resnltard
AzaziB:b::Cie: 5. e, : LA 1%y

de donde (185, 1.%) sale
A+B-+C+8c.ia-rbte+&0l L L2 1%

d lo que es lo mismo P/;p’i i L2102

Ese. 2.° Cuando el poligono no es regular se di-
vide en tridngulos por medio de diagonales, &e.; se
halla la superficie de cada'uno, y se tendrd la de la
figura,

338 Teor. Sieniun cireulo se c;rcunscnben € ins-
criben poligonos regulares de un mismo miimero de
lados , despues de un duplo nimero de lados |y asi
sucestvamente , la diferencia entre el circunscrito y
el inserito se podrd hacer menor que cualquier canti-
dad dada.

Dem. Si espresamos por P’ la superficie del po-
ligono circunscrito, por p” la del inserito, y por R, r
sus radios rectos, se tendrd (357 cor. 2.°) P'p i St 2
que dividiendo da P'—p":P":: R?>—r*:R%

=

PRy
de donde sale P’——-p’:-—g—j{-r-l.

Pero el radio recto del polfgono circunserito, que
es el mismo que el del cireulo, se compone del radio
recto del poligono inscrito y de la sajitay 4 que lla-
marémos s ; Tuego R*==(r—+s)*=r>+2rs+s%
cayo valor sustituido en el numerador de la espresion
anterior , y reduciendo, la convertird en
P2rs+s%) Plar+s)

Re =‘ -Rz. 4
y como en esta espresion entra por factor la sajita s,
que (344) puede llegar 4 ser menor que cualquier
cantidad dada , resulta (229 cor. 3.°) que tambien
podrd legar & ser menor que cualquier cantidad da-
da, la diferencia entre las superficies de d:chos po-
lfgom::s. L. Q. D. D. -

Cor. Luego con mas razon se podrd hacer que la
diferencia entre la superficie de uno de estos poli-

P—p'—
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GEOMETRIA. 263
gonos, v la del circulo, sea menor que cualquier can-
tidad dada. Porque el circulo es menor que el polf-
gono circunscrito del que es parte , y mayor que e
inscrito, respecto del cual es todo. ﬂéﬂ

359 Teor. La superficie de un circulo es igual al
producto de la circunferencia por la mitad del radio.

Espl. Sea O un circulo cualquiera, C sa circun-
ferencia, y R el radio; digo que O=CxiR.

Dem. Si espresamus por P’ la superficie de un
poligono regular circunscrito al circulo, por P su
perimetro, y por R su radio recto, que es el mismo,
del circulo, tendrémos (§ 357) P'=Px3R ; pero P’
se puede acercar (58 cor.) 4 O tanto como se quiera,
y Px4R se puede acercar al mismo tiempo & CxiR
tanto como se desee, por poderlo hacer (§ 345 cor.)
P 4 Cyser LR comun; luego tenemos aqui dos
cantidades variables P’ y PxiR , que al paso que
menguan se pueden acercar 4 las dos constantes O y
CxZR todo lo que se quiera, conservando siempre
la razon de igualdad ; luego las constantes tendrdn
(231 cor‘}, esta misma razon y serd O=CxiR, que
es L. Q. D ;

Corsas® - Dlvld]endo por 2, por 4, por 1, lIa ecua-
cion anterior, se tendrd

2=£‘-><%R ) EZ—CX%R, -O—:—(-.‘-X%.R;
Fiaae g rg N
que quiere decir , que el semicirculo, el cumimnre,
y en general el sector del circulo , es igual d su arco
* correspondiente multiplicado por la mitad del radio.

Cor. 2.° Sien vezde C sustituimos su valor (347)
se tendrd 0=3,14150xDxiR=3,14159%x2RxiR=
3514159xR*=wR?, cuya férmula importa retener,
por ser el fundamento para la resolucion de todas las
cuestiones relativas al circulo.

Esc. Si representamos por o otro cfrculo, por e,
ry su circunferencia y radio, por d sa didmetro, y
en general por I una linea honidloga 4 L del otro,
como cuerdas de arcos de un mismo nimero de gra=

.
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dos &ec. se tendrd o==exir; y formando proporcion
serd 0:0::Cxd Riexgr::CxRicxr;

y sustitayendo (13g) en la razon compuesta CxR exr,
en vez la razon Cie, su igual Riry, 6 Didy 6 Lil; &ey
o al contrario, se tendrd 0:0: :CxC:cxe;:RxR:rxr::
DD dxd 10 RecrdeB sd®und A3

que maunifiesta que las superficies de los circulos es-
tdn en razon duplicada de sus circunjferencias., ra-
dios, didmetros, y en general de las lineas homdlogas.

De la reduccion de las superficies,

360 Cuando dada una superficie se eucuentra otra
que le sea igual , se dice que se reduce la primera 4
la segunda.

Ahora, como vamos 4 manifestar que toda super-
ficie se puede reducir 4 cuadrado, se suele decir que
medir una superficie y cuadrar una superficie es ung
misma cosa. En efecto , coando se mide una superfi-
cie, no se hace otra cosa que encontrar la'relacion que

.tiene aquella con el cuadrado que sirve de unidad
de medida ; y luego buscando un ‘cuadrado que tu-
viese con el propuesto esta relacion , tendriamos un
cuadrado cuya superficie seria igual con la prepuoesta.

361 Asi, si nos propusiéramos hallar un cuadrado
equivalente d un paralelogramo dado A BCD (fig. 97),
buscarfamos nna media proporcional (334) entre la
base BC y la altura AE, que llamdndola » serd el
lado del cuadrado que se pide. Purque la costruccion
da ++BC: X:AE, de donde X>=BCxAFE;

y como X? es el cnadrado formado sobre X, y BOxAE
es la superficie del paralelogramo (354), resulta que
son iguales en superficie.

Cor. Luego para cuadrar un tridngulo se halla-
rd una media proporcional entre la base y la mitad
de la altura.

362 Como un poligono regular es igual al peri-
metro por la mitad del radio recto, para cuadrarle
se hallard una media proporcionul entre el perime-
tro y la mitad del radio recto.
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363 Del mismo modo , para reducir un. circulo

d cuadrado , ¢ buscar un cuadrado equivalente d un

cireulo, se hullard una media proporcional entre. la
carcuujerencsa y la mitad del radio.

De los planos, de su posmmn, y de los dngulos 80-
lidos.

A 364 Hasta aqui s6lo hemos considerado las lfneas
tiradas sobre un mismo plano; ahora vamos 4 mani-
festar las posiciones que pueden tener respecto de los
planos donde no se hallan, y la posicion de los dife-
rentes planos entre siii’y = \

Se dice que una recta es perpendccu}ar 4 un pla-
no, 6 que.un plano €s perpendicular 4, una recta,
cuando dicha recta es perpendicular & todas las lineas
que ew dicho plano pasan por el punto. en que 'esta
perpendicular encuentra al-plano, cuyo punto se lla-
ma el pie de'la perpendicular, Este pie de la perpen-
dicular se llama tambien la proyeccion del punto del
espacio sobre dicho plano,

Una recta es paralela d un plano, d un plano es
paraleio 4 uoa recta , enando no se pueden encontrar
aungue se prolunguen todo lo que se desee; y dos pla-
nos son paralelos, cuando no se pueden euncontrar 4
cualquier distancia que se prolonguen,

365 Lsto entendido, lo primero que se debe saber
es que asi como por un punto pueden pasar infinitas
lineas (244), del mismo modo por ung recta pue-
den pasar infinitos planos. En électo, si concelimos
que el libro (fig. 1) se;abre, la tapa ABDG jirard al
rededor de la recta CD , y tantas posiciones como ge
dén 4 dicha tapa, manifestardn la situacion de otros
tantos planos que pasen por la recta CD; y como es-
tas pusiciones pueden ser infinitas , se sigue que son
infinitos los planos que pueden pasar por una recta.
Ahora, si ademas de la recta CD , 6 de los puntos
C., D, se seiialase otro punto A, ya no habria mas que
un plano que pasase por dichos tres puntos, 6 por una
recta 'y un punto dado fuera de ella,
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De donde se deduce 1.° que por dos puntos pue-
den pasar infinitos planos.

2.9 Que tres puntos no ‘situados en linea recta, ¢
un triangulo ABC (fig. 98), ‘determinan la posicion
de un plano.

3.°" Dos rectas AB, AC que se cortan ., esidn en
un mismo plano; porque concibiendo un plano que
pase por la AB, y queva _prandu hasta que’ pase por
C, quedard déterminadw la posicion del plano, que
pasa por los tres puntos A ‘B, G, 6 por las dos rectas
dadas.

4.° Dos paralelas AB, CD (fig. g9) determinan
la posicion de un plano; porque si se tiran las secan-
tes EF, HG que se corten, el plano' que pase por
estas, seré el'plano en'que se hallen dichas paralelas,
pues cada’una ‘tiene dos puntos H, E y F, Gen el
plabe que pasa por las dos secantes.

366 Teor. La interseccion comun de dos planos
que se cortan’ es una linea recta.

Dem. Porque si en los puntos comunes 4 los dos
planos se encontrasen tres que no estaviesen en linea
recta’, los dos planos de'que se trata, que pasan cada
uno por estos tres puntos, no formarian sino un solo
y mismo plano, lo que es contra el supuesto.

367 Teor. Siuna recta AP (fig. 100) es perpen-
dicular d otras dos PB, PC, que se cruzan en su pie
en el plano MN, serd perpendicular al plano MN.

Dem.  Porque como las dos rectas PB, PC deter-
minan la posicion del plano MN, lo que suceda 4 las
rectas debe suceder al plano; pero la recta AP es per-
pendicular 4 las dos PB, PC, luego es perpendicular
al plano. L. Q. D. D.

Cor. 1.° La perpendicular AP es mas corta que
una ‘oblicua cualquiera A(Q); porque es cateto, y la
oblicua hipotenusa de un tridngulo rectdngulo.

Cor, 2.°  Por un punto P dado sobre un plano, no
se puede levantar sino una perpendicular d este plano.

Cor. 3.° Tambien es imposible bajar desde un pun-
to fuera de un plano dos perpendiculares d este plano.

&
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Cor. 4.° Luego la verdadera distancia de un punto
d'un plano, se dehe ‘medir por la perpendicular tirada
al plano desde dicho” punto ; por ser la dnica que se
puede tirar de su especie, !

368 Teor. Las ohlicuas AB, AC, AD (fig.101) que
distan igualmente de la perpendicular son iguales;y de
dos oblicuas AE , AD , que distan desigualmente de
la perpendicular, la que mas se aleja es la mas larga.
- “Dem. Porquesiendorectos los dngulos APB, APG,
APD, si se suponen las distancias PB, PC, PD igua-
les ‘entre sf, los tridngulos APB, APC, APD tendvin
dos lados iguales € igual el-dngulo comprendido, lue-
go serdn iguales; luego las hipotenusas 6 las oblicuxs
AB, AC, AD serdn iguales entre si. Ahora, sila dis-
tancia PE es mayor que’PD dsu ignal PB, tendrémos
que siendo recto el 4ngulo APB, el ABE serd obtuso
(266); luego serd ‘mayor que el AEB, y por lo miisnio
AESAB=AD, quees L. Q. D. D.

369 Teor. Sea AP (fig. 102) una perpendicular
al plano MN, y BC una linea situada en este plano;
. si'desde el pie dela perpendicular'se tira la PD per-
pendicular @ BC, vy se tira la DA, digo que DA se-
rd perpendicnlar ¢ BC, en el plano que pasa por las
dos lineas AD, CB.

"Dem. Porque si se toma DB=DC , y se tiran las
PB, PC, AB, AG, serd (273) la oblicua PB=PC; lue-
go las AB, AC tambien lo serdn (368); luego la AD
tiene dos de sus puntos A y D equidistantes de los
estremos B y C de la BG; luego (274) le es perpendi-
cular. L. Q. D, D.

Esc. Se ve al mismo tiempo, que la BC es per-
pendicular al plano APD, pues es perpendicular 4 las
dos rectas AD, PD, que se hallan en él.

370 Teor. 8i una linea AP (fig. 103) es perpen-
dicular & un plano MN , toda linea DE paralela d
AP serd perpendicular al mismo plano.

Dem. Porque concibiendo un plano que pase por
las paralelas AP, DE, su interseccion con el MN serd
PD; y tirando en el plano MN la BC perpendicular
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& PD, y uniendo el punto A con el D, tendrémos que
BC serd perpendicular (369 esc.) al plano APDE; lue-
go el dngulo BDE serd recto; pero el EDP es tambien
recto, pues AP es perpendicular §.PD, y DE paralela
4 AP luegola linea DE es perpendnular 4 las dos
rectas DP DB; ]uegu es perpeudicular 4 su plaﬂu
MN, que s L Q D. D

- Cor, Recfprucamente si las rectas AP y DE son
perpendsmd&m& al mismo plano MN, serdn pamf elas.

371 | Teor. Si una linea AB (fig.104) es pamtela
d una rveeta CD, tirada en el plano MN , serd para~
lela & este p!cmo

Dem. . Porque concibiendo un plano por Jas das
paralelas AB, CD, si la recta: AB encontrase al plana
MN deberia -hacerlo en un punto de la GD, lo que es
imposible; Iuego la AB no puede encontrar al plano
MN, y le serd paralela. L. Q.. D. D.

372 Teor. Dos planos MN, PQ (fig. los)perpen-
diculares d una misma recta AB son. paralelos en-
ire .H-

-«Dem. Porque sise encontrasen, tirando de un pun-
to cualqoiera O de'la interseccion dos rectas OA, OB
una en cada plano, la recta AB seria perpendicular 4
las dos lineas OA, OB (§ 364), y en el triingulo AOB
habria dos dngulos rectos, lo que (266 cor. 1.°) es im-
p@aib]e; luego los planos son paralelos. L, Q. D. D.

373 Teor. Las intersecciones EF', GH (fig. 106)
d&dos planos paralelos MN, PQ, con un tercer pla-
na KG, son lineas paralelas.

Dem Porque si las lineas BF, GH, situadas en un
mismo plano , que aqui es el EFHG, no son paralelas,
prolongadas se encontrardn; luego los planos MIN, PQy
en que se hallan ; tambien se encontrardn , y por lo
mismo no serian paralelos, que es contra el supuesto.
Luego &e.

374 Teor. La linea AB (ﬁg 105) perperzdmdar
al plano N, es perpendicular al plano PQ pumieia
al MN.

Dem.  Porque si'tiramos £ arbitrio la linea BG en
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el plano PQ, y por ella y por la AB concebimos un
plano, este cortard al MN en una linea AD, que seré
paralela (373) 4 la BC; por ser AB perpendmular al
plano MN lo es tamblen (364) d la Muea AD; lucgo
tambien lo serd (280) 4 su paralela BC; luego es per-
pendicular al plano PQ, que es L. Q. D. D.

.- 375 Teor. Las partes EG, FI (fig. 106) de pa-
ralelas comprendidas por dos planos paralelos BN,
PQ, son iguales. -

Dem. Porque concibiendo un plane EGHF que
pase por las paralelas EG, F'H, eneontrard 4 los pla-
nos paralelos en las liness EF y GH ; estas intersee-
ciones son tambientparalelas (373) , asf como por el
supuesto lo sonlas EG, FH; lquo la figura EGHF es
un paralelogramo y ipor lcl mismo (§ 313) EG=FH,
queeral, Q. D

Cor.  Luego dos pfanus paralelos tienen todos sus
puntos equidistantes los unos de los ofros ; porque si
EG y FH son perpendiculares 4 los dos plano:. MN,
PQ, serdn paralelas € iguales entre si.

376 Teor. Si dos dngulos CAE , DBF (fig. 107)
no situados en el mismo plano, tienen sus lados para-
lelos 'y dirijidos en un mismo sentido, serdn iguales;
v los planos donde se hallan serdn paralelos.

Dem.  Témese AC=BD, AE=BF, y tirense las
CE, DF, AB, CD, EF. Pues que AC es igunal y para-
lela 4 BD la: figura ABDC es un paralelogramo (311);
luego CD es iguai y paralela con AB. Por una razon
semejante EF serd igual y paralela con AB; luego
tambien CD es igual y paralela 4 EF; luego la figu-
ra CEFD es un paralelogramo, y el lado CE igual
y paralelo 4 DF; luego los -triz’mgulns CAE, DBF,
tienen sus tres lados iguales entre si; luego son igna-
les (259) y dardn CAE=DBF, que ¢s L. 1.° Q. D. D,

En segundo Ingar digo'que el plano ACE es pa-
ralelo al plano BDEF;, porque si el plano paralelo 4
BDF, tirado por el punto A, encoutrase 4 las lineas
CD, EF en otros puntos que en C y E, v. g.en G y
H, entdm.cs las tres lineas AB, GD, FH serian igua-
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les (375); pero las tres AB, EF, DG, lo eran ya; lue-
go se ‘tendrd CD=GD ¥ FH_.LF lo que es absurdo,
pues las unas son partes, y las otras tOdUa, luego el plas
no ACE es paralelo al BDE, quecera L. 2.° Q. D. D,

Cor. 8i dos planos paralelos MN; PQ, son cor-
tados por otros dos planos CABD;, EABF‘ los dns
gulos CAE, DBF, formados por ias inlersecciones de
los p!anos puralelos, serdn iguales; porque la inter-
seccion AC es paralela 4 BD, y AE lo es 4 BF; luego
el dngu!u CAE=DBF.

Teor.. El dngulo formado por dos planos
MJN MAP (fig. 108), se puede medir, vy se mide
en efecto, por el dngulo NAP que formcm entre si
dos perpend:cularea AN, AP, tiradas en cada uno
de ellos @& un mismo punto A, de la interseccion: cos
mun AM.

Dem. Porque si se supone que el un plano estd
sobre el otro, como dos hojas de un libro, y se tiran
las perpendiculares AN, AP, estas tambien estardn
confundidas. Ahora , concibiendo que el plano PAB
se empieza d separar del NAG, la perpendicular AP
estard tan inclinada respecto de AN, como ¢l plano
APB que contiene 4 la primera, lo estd respecto del
ANC en que sc halla la segunda. Luego el dngulo
rectilineo NAP mide la inclinacion de los planos
PAB, NAC1 que es L. Q. D. D,

Esc. 1.° Esta inclinacion PAMG se suele llamar
dngulo diedro; y cuando el dngulo que la mide es
recto, se ﬁlce que el un plano es perpendicular al otro.

Ese, 2. Coando dos planoes se atraviesan mutua-
mente , los dngulos opuestos al vértice son iguales,
¥ los dngulos adyacentes valen juntos dos rectos;
luego si un plano es perpendicular d otro, este es
perpendicular al primero.

Igualmente, en el concurso de los planos parale-
los con un tercer plano, se verifican las mismas igual-
dades de 4ngulos , y las mismas propicdades que en
¢l concurso de dos lineas paralelas con otra tercera.

378 Teor. Si una linea AP (fig. 100), es per-
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pendicular d un plano MN , todo plano APB que
pase por da AP, serd perpendicular al MN.

Dem. Porque si concebimos la PG perpendicular
4 la interseccion PB, la AP que tambien lo es (364),
nos dard el dngulo APG recto; y como este mide
(377) la inclinacion de los planos APC,; MN, resulta
que el plano APB es perpendicular al MN ; que es
L. Q. D. D..

Cor. = De aquf se deduce que la comun intersec-
cion de dos planos APB, APQ, perpendiculares d un
tercero MN , es perpendicular al mismo plano MN.
Porque podemos considerar que el plano APQ es uno
de los muchos que pueden pasar por la recta AP, y
que todos son perpendiculares al MN ; luego la in-
terseccion de ellos, que es la AP, tambien es perpen-
dicular al plano MN.

379 Se llama dngulo sélido al espacio angular
comprendido entre muchos planos que se reunen en
un mismo punto ; asi, el dngulo sélido S (fig. 109),
estd formado por la reunion de los dngulos planos ASB,
BSC, CSD, DSA.

380 Teor. Si dos dngulos sélidos se componen de
tres dngulos planos iguales cada uno al suyo, los pla-
nos en que se hallan los dngulos iguales estardn igual-
mente inelinados.

Espl. Sea el dngulo ASC=DGF (fig. 110), el
ASB=DGE, y el BSC=EGF'; digo que los dos pla-
nos ASC, ASB, tendrdn entre si una inelinacion igual
4 la de los planos DGF, DGE. ;

Costr. Habhiendo tomado SB 4 arbitrio, tfrese BO
perpendicular al plano ASG; desde el punto O donde
esta perpendicular encuentra al plano, tirense las OA,
OC, perpendicalares 4 SA, 8C, y tirense las AB, BC,
Tdmese despues GE=SB; tirese la EP perpendicular
al plano DGF; desde el punto P tirense las' PD, PF,
perpendiculares 4 GD , GF; y por wltimo tirense las
DE, EF.

Dem. El tridngulo SAB es (369) rectdngulo en
A,y ¢l GDE en D; y pues que el dngulo ASB=DGE,
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se tiene tambien SBA=GID. Por otra parte SB=GE,
luegu cl tridngulo SAB es igual al GDE; luego
5A=GD, y AB=DE;
del mismo modo se densdstrard que SC=GF y BC=FEF.
Esto supuesto , el cuadrilitero SAOC es igunal al

GDPF'; ' porque poniendo el dngulo ASC sobre 'su
igual DGF 4 causa de SA=GD y SC=GF, el punto
A caerd en D, y el C en F. Al mismo tiempo la AQ
perpendicular a SA caerdsobre la DP perpendicular §
GD, ¢ igualmente OC sobre PF; luego el punto O
caerd sobre P, y se tendrd AO=DP. Pero los tridn-
gulos AOB, DPE , son rectdngulos en O y en P, la
hipotenusa AB—DE. y el'lado AO=DPy luego estos
tridngulos son iguales (273 cor. 2.%), y por lo mismo
el dngulo OAB=PDE. Pero cl 4ngulo OAB es la in-
clinacion de los dos planos SAC, SAB, y el PDE es
la ioclinacion de los dos planos DGF, DGE ; luego
estas dos inelinaciones son iguales. L. Q. D. D,

Cor. De donde resulta que dos dngulos sdlidos
formados como los anteriores se pueden superponer
de modo gque se confundan.

PARTE TERCERA.

De los prismas, y medicion de sus superficies y vo-
l_umenes.

381 Pasamos ya 4 considerar la estension con sus
tres dimensiones de longitud, latitad y profundidad
¢ grueso. Cutindo la esteusion se halla terminada por
planos , se llama en general sdf;do, ¢ mas bien cuer-
po poliedro.

Cuando el cuerpo consta de cuatro caras, se lla-
ma ea particular tetraedro ; cuando de seis, exaedro;
cuando de ocho , octaedro; cuando de doce , dode-
caedro ; y cuando de veinte , icosaedro , &e.

La interseccion comun de dos caras adyacentes
de un poliedro, se llama lado ¢ arista del poliedro.

Cuando el poliedro tiene dos caras opuestas igua-
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les y paralelas, y las demas caras son paralelogramos,
se llama prisma ; los dos planes paralelos ¢ iguales,
se llaman bases del prisma; y los paralelogramos,
caras del prisma; de donde resulta (375) que rodas
las aristas de un prisma son iguales.

382  Paraconcebir formado un cuerpo de esta espe-
cie, supongamos que ABCDE (fig. 111) sea un poligono
cualquiera, y que en un plano paralelo al ABC &e.
se tiren las lineas FG, GH, HL, &ec. iguales y para-
lelas 4 los lades AB, BC, CD, &ec. con esto se formard
un poligono FGHLK igual al' ABCDE ; y si des-
pues se unen los vértices de los dngulos homdlogos
por medio de las rectas AF, BG, CH , &e. las caras
ABGF, BCHG, &e. serdn paralelogramos; yel cuerpo
ABCDEKFGHL formado de este modo serd un pris-
ma , cuyas bases son ABCDE , FGHLK.
~ Sellama altura del prisma la perpendicular tirada

desde una de las bases £ la opuesta 6 4 s prolonga-
cion; cuando las aristas del prisma son perpendicu-
lares 4 la base, el prisma se llama recto, como el
ABCDHFEG (fig. 112); y cuando esto no se verifica,
es oblicuo , como ¢l ABCDEKFGHL (fig. 1r1).

383 El prisma se llama triangular, cuadrangular,
pentagonal , exagonal , &c. segun sea la base tridn-
gulo , cuadrilitero , pentdgono, exdgono, &e.

Como hay diferentes especies de cuadrildteros, re-
sulta que el prisma cuadrangular recibe diferentes
nombres; asi, cuando la base es un paralelogramio, se
Nama paralelepipedo ; cuando es romboide , prisma
romboidal ; cuando rombo, prisma rombal; cuando la
base es un rectdngulo, prisma rectangular; y cuando
la base es un cuadrado y la altora es el mismo lado
del cuadrado, se le llama cubo.

384 Teor. Dos poliedros no pueden tener los mis-
mos vértices, v en el mismo nimero , sin coincidir el
uno con el otro.

Dem. Porque si suponemos - construido uno de
ellos, y se quiere construir otro que tenga los mismos
vértices y en el mismo niimero, cada plano de los que

¥
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formen el segundo tendrd con su correspondiente en
el primero, tantos puntos comunes como dngulos ha-
ya en la cara del poliedro; y como en cada cara ha
de haber lo ménos tres dngulos, resnlta que todas las,
caras coincidirdn, y por consiguiente los puliedras que-,
dardn confundidos en uno solo. L. Q. D. D.

385 « Teor. Dos prismas son iguales, cuando tienem,
un. dngulo sdlido igual comprendido por: ires planos,
iguales cada uno al swyo'y semejantemente: colocados..

Esple. Sean ABCL, abél (fig. 111) dos prismas que
tengan el dogulo sdlido B==al b; y ademas los planos
que le forman respectivamente ABCD E=abede,

ABGF—abgf, y BCHG =bchg;
digo que estos prismas son ignales.

Dem.. Goncibiendo el dngulo sdlido B superpues-
to al b, se confundirdn (380 cor.) por ser iguales ; y
por ser igaales los planos que los forman, se confun-
dirdn exactamente ABCDE con aﬁcde,ABGF con abgfy
y BCHG: con behg; luego el lado GF ererd sobre su
ignal gf, GH sobre gh, y toda la base snperior FGHLK
sobre su igual fghlk; luego los dos prismas ABCL,
abel, tienen los misimos vértices; luego _(38.4) se cons
fundirdn 3 luego son ignales. L. Q. D. D

-.386 Teur Entadopamie!epzpedo los p{am)s opues=.
tos son iguales y paralelos; y reciprocamente si un
poliedro estd terminado por seis planos paralelos de
dos en dos , es un paralelepipedo.

Dem.  Por ser paralelepipedo , las bases ABCD,
EFGH (fig. 113) son paralelogramos igaales y par: de-
los. Pero AD es igual y paralela 4 BC, y AE igual y
paralela d BE; luego (376) el dngulo lJ‘\}L—*LBF, ¥
el plano DAE paralelo d GBF; luego (313) el parale-.
lagramo DAEH= al CBFG ; y como deniostrarfamos
lo mismo de los ‘parvalelogrames ABFE, DCGH , re-
sulta L.1.2 Q. DoD.

Ahora, si suponemos que Tos seis planos sean pa=
ralelos , esto es, que AF paralelo d DG, AH 4 BG, y
AC 4 EG, se tendrd quedas comunes interseeciones de
los planos AF, DG con el AC, serdn dos lineas AB, DG
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patalelas (373). Las AD, BC, comunes ‘secciones de
los planos paralelos AH, BG con el AC, serdn para-
lelas ; luego-la figura AC es un paralelogramo.

Del mismo 'modo demostrarfamos que todas las
demas caras lo son ; pero el AF da (§ 313) AB igual
y paralela 4 IF; el BG da BC ignal y paralela § FG;
de donde se deduce (376) que el dngulo EFG=ABC,
y el paralelogramo ABCD=EFGH; luego dicho cuer-
po es un paralelepipedo. I 2.° Q. D. D.

387 ‘Teor. 8¢ los angulos homdlogos opuestos de las
bases de un paralelepipedo recto, seunen por medio de
las diagonales DB, HF' el plano DBFH que pase por
ellas , dividird al paralelepipedo ABCDHEFG en
dos prismus ABDHEF, DBCGHEF iguales.

Dem. La naturaleza del paralelepipedo da

ABCD=LFGH,

y por lo mismo ABD=DBC=EFH=FGH;

luego el dngulo sélido en G serd igual al en E, pues
el dngulo BCG=AEH por rectos;, el GCD=AEF por
la misma razon, y el BOD=HEF por la ignaldad de
dichos tridngulos. ;
Por otra parte (386) las caras BCGF, DCGH son res-
pectivamente iguales 4 las AEHD, AEFB; luego (385)
los dos prismas triangulares son iguales. L. Q. D. D,

Cor. Luego el prisma triangular ABDHEF es
la mitad del paralelepipedo ABCDHEFG, que tiene
la misma altura, v cuya base ABCD es dupla de la
ABD del primero. g A

388 Teor. Si dos paralelepipedos tienen una ba-
se comun, 'y sus bases opuestas en un mismo plano y
entre unas mismas paralelas , estos paralelepipedos
serdn equivalentes, ¢ iguales en voliimen.

Espl.  Sean AG, AL (fig. 114) dos paralelepfpedos
que tienen la base comun ABCD , y las opuestas
EFGH, NKLM! en un mismo plano HK y entre las
paralelas EK , HL ; voy 4 demostrar que el parale-

+ lepfpedo AG="al AL.

Dem. El paralelepfpedo AG da ABCD=EFGIF,

el AL da ABCD=NKLM , luego EFGH=NKLM;
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y afladiendo 4 ambos miembros la parte FNMG re-
sultard EFGH+FNMG=NKLM-+FNMG,
¢ reduciendo se tendrd ENMH=—FKLG;
ademas ¢l primero da AEHD=BFGC;
y por lo dicho (350)se deduceel trmngulo AEN=BFK.
Luego los prismas triangulares AEN M D, BEKLGC
tienen los dngulos sdlidos E, F formades por tres pla-
nos iguales ; luego (385) dichos prismas son iguales,
Ahora, si del poliedro total AEL se quitan dichos
prismas, los residuos serdn iguales, y se tendrd
AEL—AEM=AEL—BFL,
¢ paralelepipedo AL=al AG, que es L. Q. D. D.
389  Teor. Dos paralelepipedos de la misma base
y altura son iguales en woliimen, 6 son equivalenies.
Dem.  Purque si suponemos que ABGD (fig. 115)
sea la base comun de los dos paralelepipedos AG, AL,
resulta que por tener una misma altura, sus hases su-
periores EFGH, RKLM se hallardn sobre un mismo
plano. Ahora, si se conciben prolongados los planes
ABFE, DCGH , y loes ADMR , BCLK hasta que se
encuentren , formardn por su comun interseccion un
tercer paralelepipeda que tendrd la misma base ABCD,
cuya basefopuesta estard representada por el para-
lelogramo NOPQ, Pero este tercer paralelepipedo es
. igual (388) en volilmen al.AG; pues teniendo la mis-
ma base inferior , las superiores estdn en un mizmo
plano y entre las paralelas GQ y FN; y por una razon
» semejante este tercer paralelepipedo serd igual cou el
“AL; luego AG=AL, que es L. Q. D. D.
gg9o Teor. Todo para!elcpzpr.eto se puede convertir
en uno recto 'y rectangulo de igual volimen, que ten-
ga la misma altura y, una base equivalente,
: Dem.  Porque si AG es el paralelepipedo propues-
N\ ' to, y desde los puntos A, B, C, D, se tiran las AR,
BK, CL, DM, perpendiculares al plano de la base,
tendrémos formado el paralelepipedo recto AL, igual
_ en volimen al AG. Luegosi la base ABCD es un rec-
€. wdngulo, AL serd cl puralelepfpedo recto y recténgulo
equivalente al propuesto AG. Pero si ABCD (fig. 116)
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no es un rectdngulo, se tirardn las AO, BN perpen-ﬁa/é |
diculares 4°CD, despues las perpendiculares 0Q y NP 7|
4 la base ABCD, con lo cual se tendrd el poliedro ;.’6’ ./Mg i
ABNOQPKE que serd un paralelepfpedo recto y rec=// . .
tingulo. Y como los dos paralelepipedos AP, AL se él’bf?/“'r
puede reputar que tienen la misma base ABKE y lagM 2
misma altura AQ, resulta que son iguales en volimen; 1/ |
luego el paralelepipedo oblicuo AG (fig. 115) que se &4 U
habia reducido 4 un paralelepfpedo recto equivalente '051
AL,se encuentra de nuevo convertido en un pamlele-/

'

pipedo rectdngulo AP, que tiene la misma altura‘?!'/am
1

MM‘?.J;

AE, y cuya base ABNO es equivalente 4 la ABCD,
que es L. Q.D.D. fas .
391 Teor. Toda seccion NOPQR (fig. 111) hechapopppr. |
en un prisma por un plano paralelo d la base ABCDE, - 1'
es iguul d esta base. 2 |

Derz:  Porque las partes AQ, BP, CO, &e. de pa- f{,{,p’é)’h{
ralelas comprendidas entre los planos paralelos ABG,
NOP, son iguales (375); y asi, todas las figuras ABPQ,“OZ/’ 277
BCOP, &ec. son paralelogramos. L —BW’I«

Deaquf se sigue que el lado PQ es igual y para-g adel

lelo & AB, OP 4 BC, ON 4 CD, &e; luego (376) el g/ ibpo
dngulo ABC=QPO , el BCD=PON , &c.; luego los '
dos poligonus ABCDE, NOPQR tienen los lados y-ﬁbmwg
los dngulos iguales respectivamente ; luego son igua-
lea. 'L, Q. D. D \ fr

392 Teor. La superficie lateral de un prisma es ﬂ/)@ﬁ"
igual al producto de una de sus aristas por el perime-
tro de una seceion perpendicular d dicha arista. 20 N U

Dem. Bi el prisma faese el abek (fig. 111), Sn'ﬁﬂ-{/'n../
superficie lateral seria igual 4 la de todas las caras ag, o t
bh, cl, dk, ef; pero si por un punto cualquiera dey’s o
una de las aristas se hace pasar un plano nopgr per- )
pendicular 4 dicha arista, Eerei perpendicular 4 todas ?‘ﬁbtaﬂ_.
las demas (370); luego el paralelogramo ag‘:gbxpg%,,- 2O
el bhz=chxop, el cl=dlxno, el dk=kexnr, el ef—ekxqr;

como todus las aristas af, bg, eh, dly ek son iguales,
‘:E tendrd que sup. Jat.jde f)risma abcdk= 'E la de/m‘
los paralelogramos ag-t-blitcl+dk-+ef= 7/2) '

L] =
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bgxpg-+chxop-+dixno+kexnr--ekxqr;
sustituyendo bg 4 las demas aristas, y sacdndola fue-
ra de un paréntesis como factor comun , resultard
sup. lat. de prisma abck=>hg(pg-+op-+no-+nr+rq)=
bgxperim. de sec. nopgr, que es L. Q. D. D.
Cor. Si el prisma es recto, la seecion serd para-

lela é igual d la base, y por lo mismo la superficie
lateral de un prisma recto es igual al perimetro de
la base multiplicado por su arista ¢ altura, que es lo
mismo.

¢+ . 393 Teor. Dos paralelepipedos rectos AG', ag

(fig. 112), de iguales bases ABCD, abed, son entre si

conio sus alturas AF, af, 6,se tendra AG:ag:idFaf,

Dem. Aqui pueden ocarrir dos casos; 0 que las
altoras sean comensurables, ¢ que no lo sean.

1.2 Si tienen la comun medida AX==ax, y espre-
samos por mz, I, las veces que estd contenida en cada
'una de ellas, se tendrd AF=mxAX, y af=nxax;
y formando proporcion y simplificando por AX=ax,
serd AF:af:mxAX:nxax:im:n. !

Si por los puntos de division X, Z, &e., %, z, &e.,
se tiran planos paralelos 4 las bases, el paralelepipe-
do AG quedard dividido en m paralelepipedos iguales
con AU, y el ag en n iguales con au=AU , y todos
iguales entre sf (389); y se tendrd

AG=mxAU, ag=nxau=nxAU;
*» y formando proporcion serd AG:ag:mxAU:nxau::m:n.
h Esta proporcion y la anterior dard (§ 184, 2.%)

* AG:ag:AF:af, que es L. 1.° Q. D. D.
2,%  Si las alturas son incomensurables , se de-
W muestra por un procedimiento semejante al que he-
© % mos segoido (352), que la razon de. AGiag no puede
_ser mayor ni menor que AF:af’; luego serd igual.

W% Lii220.: Do D
}1,4@ o 394 Aunque hemos dicho en el teorema anterior

"7 que los paralelepipedos han de ser rectos, y en los

4. dos sigunientes decimos rectdingulos , es por la mayor

¥{acilidad en las costruccionesgspues las proposiciones
se verifican en cualesquiera ‘pagalelepipedos. Porque
- i
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segun hemos visto (390), todo paralelepfpedo se pue-
de convertir en uno recto y rectingulo ignal en vo-
limen ; luego lo que se demuestre de estos quedard
demostrado de aquellos.

395 Teor. Dos paragelep;pedas rectdngulos AG.,
AK (tigs 117) de una misma altura AL, son entre
si como sus bases ABCD, AMNO , d se tendra

AG:AK::4BCD: /IM'NO

Dem.  Habiendo colocado el uno al lado del otro
como representa la figura, proldnguese el plano ONKL
hasta que encuentre al DCGH , euya comun seceion
sea PQ; y tendrémos un tercer paralelepipedo AQ,
que se podrd comparar con eada uno de los AG, AK,
Lios AG, AQ que tienen la misma base AEHD, dan
AG:AQ::AB:AQ;
igualmente los paralelepfpedos AQ, AK, que tienen
la misma base AOLE, dan AQ: AK::AD: AM
maltiplicando ordenadaniente y omitiendo (_191) el
factor comun AQ, serd AG:AK:ABxAD:AO<ANM;
pero ABXAD representa (353 esc.) la base ABCD,
y AOxAM representa la AMNO;
luego AG:AK::ABCD:AMNO, que es L. Q. D. D.

396 Teor. Dos paralelepipedos rectdngulos cua-
lesquiera, son entre si como los productos de sus bases
por sus alturas, 6 como los productos de sus tres di-
mensiones.

Dem. Porque habiendo colocado los dos parale-
lepipedos AG, AZ (fig.117), de manera que sus sa-
perficies tengan el dngulo comun BAE, proléngucnse.
los planos vecesarios para formar el tercer paralele-
pipedo AK, de la misma altura que el AG, y (393) -
se tendrd AG:AK::ABCD:AMNO;
pero (393) los dos paralelepfpedos AK, AZ, que tie-
nen la misma base AMNO , dan AK:AZ:AE:AX;
luego multiplicando ordenadamente estas dos propor-
ciones y omitiendo el factor comun AK, se tendrd

AG:AZ::ABCDxAE:AMNOxAX;
y sustituyendo en vez de las bases ABCD AMNO,
sus valores ABxAD y AOxAM, serd
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AG:AZ::ABXADXAE: AOxAMxAX, que es L.Q.D.D.

Cor. De aqui se deduce que se puede tomar por
medida de un paralelepipedo rectangulo el producto
de su base por su altura , ¢ el producto de sus ires
dimensiones ; con tal que por esta espresion se en-
tienda el producto de los mimeros de unidades linea-
les que contiene cada una.

397 Para medir los volimenes se ha elejido por-
unidad el cubo, cuyo lado sea tambien la unidad,
esto es, I vara, 1 pie, &e. Asi, si el cubo @ (fig.118)
es el de una vara, y suponemos que estd contenida la
vara en BC siete veces, en CD dos, y en CG cuatro,
el paralelepipedo rectdngulo CF serd

vol.CF==7x2x4 varas ciibicas ==356 varas cublc.ls,
6 56 cubos iguales con el a que se tomd por unidad:
como lo manifiesta la figura.

398 Teor. El voliimen de un paralelepipedo, iy en
general el volumen de un prisma cualquiera, es igual
al producto de su base por su altura.

Dem. Porque 1.° un paralelepipedo  cualquiera
equivale (390) 4 uno recto y recténgulo de la misma
altara y de una base equivalente. Pero el volimen
de este se halla multiplicando su base por su altura,
luego el volimen del primero es del mismo modo
igual al producto de su base por su altura.

2. Todo prisma triangular es la mitad de un
paralelepfpedo de la misma altura y de dupla base;
y como el voliimen de este es igual 4 su base multi-
plicada por su altara, resulta que la del prisma trian-
galar es ignal al preducto de su base, mitad de la
del paralelepipedo, multiplicada por su altura.

3. Un prisma cualquiera se puede dividir en
tantos prismas triangulares de la misma altura, co-
mo tridugulos se pueden formar en el poligono que
le sirve de base. Pero el volimen de cada prisma
triangular es ignal 4 sa base multiplicada por su al-
tura; y eomo la altura es la misma para todos, se
sigue que la suma de todos los prismas parciales serd
igual 4 la suma de todos los trigngulos que les sirven
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de bases , multiplicada por la altura comun.
Luego el volimen de un prisma cualquiera es
igual al producto de su base por su altura. L. Q. D. 1
Cor. . Luego los prismas que tengan bases y aliu=
ras iguales serdn eguivalentes, 0 iguales en volimen.

De la pirdmide vy medicion de su superficiey volitmen.
P

399 Se llama pirdmide un poliedro que tiene por
base una figura cualquiera, y cuyas caras son tridn-
gulos que tienen un 4ngulo en un mismo punto, lia-
mado ciispide 6 vértice de la pirdmide ; tal es el
SABCDE (fig. 119) en que el poligono ABCDE es la
base de la pirdmide, S su cispide 6 vértice, y los
tridngules ASB, BSC, GSD, &ec. las caras. Toda li-
nea 5O (figs. 119 y120) que desde el vértice se tire
perpendicularmente 4 la base ¢ 4 su prolongacion,
se lama altura de la pirdmide.

Una pirdnide es triangular , cuadrangular, &,
segun la base es un trigngulo, cuadrildtero, &e.

Cuando el poligono de la base es regular, y ade-
mas la linea que desde el cidspide va al centro del
poligono es perpendicular 4 la base, la pirdmide se
lama regular; y cuando le falta alguna de estas dos
circunstuncias , se llama irregular. En la regular se
lama apotema la perpendicular SK (fig. 119), que
desde el cispide S se tira en una de las caras al la-
do AB de la base.

4oo  Teor. En toda pirdmide regular los tridn-
gulos laterales ASB, BSC, C8D, &c. (fig: 119) son
istsceles € iguales entre si,

. Dem. Por suponerse la pirdmide regular, la SO seré
perpendicular al plauo ABCDE, y los radios ohlicuas

AO, OB, &ec. serin iguales; luegn (368) las vblicuas
SA B., SG., &e. son ignales; luego los tridngulos
SAB, SBC, &ec. son isdsceles; y como ademas tienen
iguales los lades, AB, BC, &c. de la base, se infiere
que ademas de ser isdsceles son (259) ignales.L..Q.D.D.

Cor. 5i se conciben planos por la altura SO y por
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cada unade las aristas, quedard dividida la pirdmi-
de en tantas pirdmides tridngulares iguales (384) co-
mo lados tiene la hase ; y como aunque la pirdmide
sea irregular, se puede dividir su base desde un pun-
to cualquiera de ella, en tantos tridngulos como lados
tiene, concibiendo planos por cada arista y por la Ii-
nea que une dicho punto con el vértice, quedard di-
vidida la pirdmide en tanias triangulares como lados
tiene.

4or « Teor. La superficie lateral S de toda pird-
mide regular es igual al perimetro P de la base por
la mitad de la apotema, que lamarémos Ap., 6 se ien=
drd S=PxZAp.

Dem. Por ser regular la pirdmide, todos los tridn-
gulos laterales serdn iguales, y por lo mismo la su-
perficie lateral equivaldrd 4 tantas veces uno de ellos
como caras tiene la pirdmide; y como esta tiene tantas
caras como lados la base , resulta que llamando n al
nimero de lados de la base , serd S=nxtridngulos;
pero la superficie de un tridngulo tal como el ASB se
halla multiplicando la mitad de la apotema Sk ¢’ dp.
por el lado AB, que llamarémos L ; luego la super-
ficie de uno de los tridngulos laterales serd Lxi4p.,
lo que dard S=nxLxidp.=nLxidp.;

y como nLi=P, se tendrd S=Px}dp.quees L.Q.D.D.

Esc. 5idla espresion de la superficie lateral afia-
dimos la de la base, se tendrd la superficie total de
la pirdmide. Cuando la pirdmide ¢ cualquier otro po-
liedro es irregular , se halla separadamente la super-
ficie de cada cara, y su suma serd la superficie del
poliedro. 4 -

402 Teor. 8i una pirdmide SABCD (fig. 121) se
corta con un plano paralelo ¢ la base A BCD, se veri-
ficardn tres cosas. Primera. Este plano cortard d todas
las aristas §A4, SB, SC, Fe. en partes proporcionales,
que tendrdn unas con otras la misma razon que las
de otra recta SE, tirada desde el vértive de la pird-
mide al plano de la base; y la misnia razon tambien
que dos lados homdlogos cualesquiera AB , ab , de la
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base y deila seccion. Segunda. La seccion, dbed serd
semejante & la base ABCD. Tercera. La-superficie
de la base ABCD tendrd con la abed de la seccion, la
misma razon que los cuadrados de las lineas SE, Se.

Dem. 1.2 8i por la recta SE y por las aristas de
la pirdmide, se conciben los planos SEA , SEB, SEC,
&ec. estos cortardn 4 la seccion abed en las lineas ea,
eb, &c. que serdn paralelas (373) 4 las EA; BB, &e.
Iuego (328) los tridngulos ASE, BSE, ASB, bbC &e.
serdn semejantes 4 sus correspoudlemes aSe, bSe, aSb,
bSc, &c. y dardn
SE:Se::SA:Saz:SB:Sh::SC:Senbee.:&e.: AB:ab::BG:bc.

2.* Una vez que los tridngnlos AEB, BEG, CED,
&e. en que estd dividida la hase ABCD , tienen sus
lados respectivamente proporcionales 4 los de los tridn-
gulos aeb, bec, ced, &Fe. en que estd dividida la seccion
abed, resulta que todos estos tridngulos son semejan-
tes unos 4 otros (32 9) luego las dos figuras ABCD,
abed , tambien lo serdn (341).

3.“ Y por ser semejantes las figuras ABCD, abcd
serdn entre s{ como los cuadrados de sus lineas homd—
logas (357 esc. 1.°) y por lo mismo

ABCD:abed:: AB*:ab?::SE*:Se?,
que es L. Q. D. D.

Cor. Luego si se cortan dos pirdmides SABCD,
SFGH (fig. 122) de iguales alturas SE, SE', con un
plano paralelo al de sus bases, las secciones abed, fgh,
tendrdn una con otra la razon de las bases ABCD,
WGH ; y siestas son iguales , tambien lo serdn las
secciones. Porque por lo demostrado dltimamente, se-
rd ABCD:abed::AB?:ab®::SE:Se%;
por la misma razon FGH:fgh::SE’?:5¢%; pero SE=SE’
por el supuesto, y como el plano es paralelo d las ba-
ses, cortard partes iguales de las alturas; luego sien-
do Ee, E'¢/ iguales, los residuos Se, Se’ serdn ignales,
y por lo mismo las dos proporciones de arriba tendrin
igual la tiltima razon; y formando proporcion con las
otras dos serd ABCD:abed::FGH:fgh,

6 ABCD:FGH::abed:fgh; luego si ABCD=FGH,
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resultard abed=fgh , que es L. Q. D.'D. "

Esc. Se dice de dos pirdmides que son semejan-
tes , cuando sus bases son semejantes, y tienen todas
las lineas homélogas proporcionales; y como todas las
de la pirdmide SABCD son proporcionales contlas' de
la Sabed, y ABCD es semejante 4 abed , resulta que
la pirdmide quitada ¢ deficiente Subcd, es semejante
4 la SABCD.

- 403  La parte ABCDabed que queda, se llama
tronco 6 trozo de pirdmide , ¢ pirdmide fruncada; y
cnando la pirdmide de que resulta el trozo es regular,
su superficie lateral se halla multiplicando la parte
de la apotema comprendida ‘entre lasdos bases opues-

tas , por la semisuma de los perimetros de las bases
paralelas , 6 por el perimetro de una seccion hecha d
distancias iguales de las bases paralelas.

Dem.: Porque observando que todos los trapecios
tendrdn una misma altura Kk (fig. 121) serd
Sap. lat. de trozo ABCDdach=Ab+BeCd+Da=

WBiap” o Bease ' CDYoA
(6356 KX~ ot K X et R KX 2
2

2 2
DA-+da AB+ab+BC+be+CD+cd+DA-+da
EKx - —=kKx =

e perim.ABCD-+perfm.abed
53 :

7

2
y como (§ 356 esc.)
AB+-ab BC+be CD-red DA-+da
=mn, —no, =op, ¥ =pm,
P 2 2
resulta:

Sup.lat. de trozo=kKxmn-+kKxno-+kKxop-+kKxpm=
kK x(mn-+no+op+pm)=kKxperim. de sec. equidis-
tante de las bases paralelasi b Q. D. D.

404 Teor. A toda pirdmide se le puede inscribir
v cireunscribir un niimero de prismas, de manera que
la diferencia entre la suma de los circunscritos y la

-y
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de los inseritos sea menor que cualquier cantidad dad.
Dem.: Sea SABC (fig. 123) la pirdmide propuesta,
si se divide la altura en un nimero coalquiera de par-
tes iguales, v. g. en 4, y por los puntes de division
se conciben planos paralelos 4 su base, se tendrd di-
vidida la pirdmide en otra SQRT ;y en tantos trozis
QRITNMX, XMNHGF, FGHCBA, comorpartes ténia
la altura. ménos una, Concibiendo ahora: un prisma
ZVSTRQ, quetenga la misma base y altura que la
pirdmide, y en cada trozo dos prismas de la misma
altura que €l, que el uno tenga por base la mayor del
trozo y el otro la. menor, setendrd el mimero de pris-
mas circunscritos ZVSTRQ, OPTNMX, LKNHGEF,
" DEHCBA ,y el delos'inscritos QRTNmiy XMNHgf
FGHCha; pero el primer prisma circunscrito ZVSTRQ
es igual (398 cor.) con el'primer inscrito. QRTNm/; el
segundo circunscrito con el segundo inscrito,. y el ter-
cero con el tercerd; luego la diferencia entre la snina
de los circunscritos € inscritos estard representada por
el tltimo circunserito DEFICBA; y si inseribiéramos
y eircunscribiéramos duplo mimero de prismas, clidl.
timo eircunscrito que espresaria la diferencia, seria dos
veces menor que el DEHCBA;y como continnando del
mismb modo, el iltimo prisma circunserito que espresa
la d:terencza, va haciéndese dos veces menor, al cabo
de cierto tiempo legard (229) 4 ser menor que cual-
quier cantidad dada por pequefia que sea. L. Q. D. Ds
- Cor.  Siendo el volimen de la pirdmide mayor que
la suma de los prismas inscritos, y menor qoe la de los
circunseritos, con mas razon se le podrd inseribir ¢
circunscribir un miimero de prismas ., de modo que la
‘diferencia entre la suma de cualesgmem de  estos
el volimen de la pzmmzde o Sea menor gue cualquier
cantidad dada por pequeria que sea.
405  Teor. Dos pirdmides de igual bﬂw y altura
son iguales en woliimen.
Dem. Sean SABG, S'A’B'C/ las dos pzr:imldes si
se concibe dividida su altura en un mismo nl.imero
de partes iguales, y por los puntos de division se ha-
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cen pasar planos , las secciones que causen: estos pla-
nos serin iguales (402 cor.); concibiendo ahora un
prisma circunscrito 4 cada una de las partes en que
quedan divididas las pirdimides, y llamando S la su-
ma de los prismas cireunscritos'd SABC, y 8 4 la
de los circunscritos 4 §’A’B'C/, se tendrd S=8', pues
cada prismia de la SABC es igual (399 cor.) conm el
correspondiente de la S’A'B'CY; pero S se puede deer-
ear (404 vcor.) & SABGy y 84 8’A'B'C’ tanto como
se quiera ; luego tenemos aquf dos cantidades S, S,
variablesy pero siempre igoales, que se pueden acer-
car 4 las dos constantes SABC, 8‘A’B’C/ tanto como
sé quiera; fuego (231 cor.) estas constantes son iguas
‘les, y se tiene SABC=8'A'B/C’, que es L. Q. D. D.

406 | “Teors: Lodo prisma triangular ABCFDE
(fig. 124), 3¢ puede dividir en tres pirdmides equi+
valenies. s n ¢

Dem. - Sivpor las diagonales AD, AF de dos caras
contignas del prisma, se concibe un plano, quedard
dividido ‘el prisma en dos pirdmides una triangular,
ADEF (fig. 125), ecuya base DEF y la altura AL se-
rdn las mismasque las del prisma: y la otra cuadran-
gular (fig: ¥26) que tendrd por base 4 la otra cara del
prisma, y por altara 4 la altura del tridogulo BAG
de la base. 8i por las aristas DA, AC de esta se con-
cibe un plano DAG, su comun seccion con el BCFD,
gerd la'diagonal DC, por lo que dicha pirdmide que-
dard dividida en otras dos triangulares ABCD, ACDF,
que tendrdn bases iguales (313, 1.), y una misma
altnra por tener su vértice comun en A; por lo cual
estas dos pirdmides serdn iguales en voldmen, Ahora,
la pirdmide DBAC se puede considerar que tiene por
base al tridngulo BAC, que es una de las bases del
prisma, y por altura la misma que la del prisma; y
como las dos bases opuestas de un prisma son igna-
les, resulta que las dos pirdmides DBAC y ADEF
(fig. 125) son iguales tambien en voldmen; luego las
tres pirdmides son iguales en voldmen. L. Q. D. D.

Cor.1.%  Toda pirdmide triangular es el tercio de
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un prisma triangular de igual base'y altura; porque
equivaliendo el prisma BACFED (figi 124) & tres p:-.
rdamides lguales con la ADEF, cada una de estas serd
el tercio del prisma; y como. podemo:, concebir 4 toda
pirdmide dividida en tantas plrémldes triangulares
como lados tiene su-base, y cada una serd ‘el tercio del
prisma de igual base y altura, resnlta, que en general
todacpirdmide , de. cualquier clase que seay es igual
d 1a tercera parie de un prisma de igual base vy almm*.

Cor.2.° Luego siendo el voliimen del prisma (3¢8)
igual 4 la superficie desu base multiplicadal por s
altura o el de la piramide serd igual d la superficie
de la base multiplicada por el tercio de la altura:

De los poliedros regulares, 6 de los cinco cuer pos re=-
gulares. -

407 Se llaman poliedros regulares aguellos cuyas'
caras son poligonos regulares iguales, y cuyos ¢ dogu=
los sdlidos son todos 1guales entre sf.

De estos s6lo hay los cinco signientesy 'd saber:
el tetraedro (fig. 127) que ‘es un cuerpo terminado
por cuatro tridngules equildteros iguales; el octaedro
(fig. 128) que estid terminado por acho tridngulos equi-
literos iguales; el icosaedro (fig. 129) que estd ter=
minado por veinte tridngulos iguales; el exaedro 6
cubo (fige 130) que estd terminado por seis cuadra-
dos iguales ; y el dodecaedro (fig. 131) que estd ter-
minado por doce pentdgonus iguales.

Para hallar su superficie, se halla la de una cam,
y se maltiplica por el mimero de ellas.

Para -encontrar sa volhimen, cbservarémos que
siendo el tetraedro una pirdmide, le hallarémos con-
forme lo hemos dicho (406 cor. 2.°); el octaedro no
viene 4 ser otra cosa que dos pirdmides cuadrdngu-
lares reunidas por su base, y la regla que acabamos
de citar nos dard su voldmen; y siendo el exaedro
un cubo nos servird la regla dada (3g8). .

Ahora, para hallar el volimen del dodecaedro y .
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del icosaedro, los considerarémos ‘como compuestos
de tantas pirdmides como varas tienen, cuya base sea
cada cara, y la altura la mitad de la distancia que
hay entre dos caras opuestas.

De: los tres cuerpos redondos.

408  Se llama cuerpo redondo 6 de revolucion, el
que estd terminado por una superficie que no presenta
esquinas ¢ dugulos sélidos.

Se llama cilindro un cuerpo cuyas dos bases opues-
tas son dos cfrculos iguales'y paralelos , y caya sa-
perficie lateral es conveésa; tal es el EFCD (fig. 132);
la linea AB que une los dos centros, se llama su eje;
euanda el eje es perpendicular 4 las bases, el cilin-
dro es recio; cuando no, oblicuo, tal como -el EFCD
(fig. 133) ; en cuyo caso la altura es la perpendicu-
lar DO tirada: desde un punto cualquiera de la base
superior 4 la inferior ¢ 4 su prolongacion.

El cilindro recto se puede concebir orijinado de
la revolucion:de un rectdngulo ABCGD (fig. 132) al
rededor del lado inmdvil ‘AB ; con este movimiento
los lades AD, BC describen los circulos iguales DHP,
GCGQ, que son las bases del cilindro; el lado CD des-
cribe su'superficie lateral, y la linea AB es el eje del
cilindro,

El cilindro oblicuo se puede considerar formado
del movimiento de un efrculo FGCQ (fig. 133) para-
lelamente 4 sf mismo en la direccion de la linea CD.

409  Be dice que un poliedro cualquicra estd ins-
erito en un cuerpo redondo ; cnando todos los vérti=
ces de sus dngulos sdlidos se hallan en la superficie
del cuerpo; y que estd eircunserito, cuando todas sus
caras son tangentes del mismo euerpo, ¢ sdlo tiene
de comun con €l una recta, estando todo lo demas de
la cara fuera,

410 Teor. Toda seccion MLKN (figs. 132 y 133)
hecha en un cilindro paralela a las bases, es un cir=
culo igual d& las bases.
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Dem. Por ser el plano MLK paralelo 4 la base
FGC, se tiene (§.375) FM=BS=KG=é&e¢.;
luego si se concibe un ndmero cualquiera de planos
EABF, HABG , &¢. que pasen por el eje AB, todas
las figuras FBSM , GBSL, &e. serdn paralelogramos
(311), que dardn FB=MS, GB==LS, &c.;
pero FB=GB=&e¢. ; luego MS=LS=&e.;
luego todos los puntos de la seccion distan igualmen-
te de S, y por lo mismo es un circulo; y como su
radio es igual al de la base, resulta que el circulo
seccion serd igual al de la base. L. Q. D. D.

411 Teor. 8i en el cilindro recto se inscriben y
circunseriben dos prismas , la superficie del cilindro
es mayor que la del inscrito, v menor que la del cir-
cunscritoy v la diferencia entre la superficie del cir-
eunscrito v la del inscrito podrd llegar d ser menor
que cualquier cantidad dada por pequeiia gue sea.

Dem. 1.° 8ea p el perimetro de la base del pris-
ma inscrito, cuya superficie lateral espresarémos por
@; y como su arista serd el mismo lado L del cilin-
dro, tendrémos (§ 392 cor.) w=pxL (m).

Ahora, si aumentase el nimero de lados, creceria
(308) el perimetro p, y por consiguiente tambien cre-
ceria la superficie @v; y como el prisma que tenga mas
lados , tendrd mas aristas comunes con la superficie
del cilindro, y ademas la saperficie de dicho prisma
se hallard entre la-del cilindro y la del prisma que
tenga ménos, resulta que @ es una cantidad variable,
que al paso que crece se acerca 4 la superficie con~
vexa del cilindro, que es constante; luego (227) esta
es mayor que aquella. L. 1.2 Q. D. D.

2.2 Si espresamos por P el perimetro de la base
del prisma circunscrito, y por Il su superficie lateral,
se tendrd TI=PxI (n).

Ahaora, si el nimero de lados de la base anmenta,
P disminunye (308), y por consiguiente tambien dis-
minvird la superficie IT; pero el prisma que tiene mas
lados se acerca mas d la superficie del cilindro, por
tener mas aristas comunes con ella, y estar la super-
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ficie de dicho prisma entre la del cilindro y la del
prisma que tiene ménos lados; luego IT es una can:
tidad variable , que al paso que mengua se acerca 4
una constante, gie es la superficie del cilindro; luego
(228) esta es menor que aquella. L. 2:%/Q.-D. D.

3.% 5i restamos las (ecs. m, n), se tendrd
II—a=PxL—pxL=(P—p)L. :

Y como P—p puede llegar (345) 4 ser menor que
cualquier cantidad dada, se sigue (229 cor. 3.°) que
tambien podrd llegarlo 4 ser la diferencia H-——m en-
tre las superficies de dichos prismas. L. 3.° Q. D. D.

Cor.  Luego con mas razon se podrd. circunseribir
4 inscribir un prisma dun cilindro, de manera que la
diferencia entre sus superficies sea menor que cual-
quier cantidad dada por pequetia que sea.

412 - Teor. La superficie convexa de un cilindro
recto, que llamarémos G, es igual al producto de la
circunferencia G de su base por su lado, 6 G=CxL.

Dem. Conservando las mismgs:denominaciones de
dntes, se tendrd II==PxL; pero al paso que anmenta
el ndmero de lados, disminoye dicha superficie IT y
se va acercando 4 G, de modo que su diferencia puede
legar (411 cor.) 4 ser menor que cualquier cantidad
dada, y como al mismo tiempo el producto PxL se
acerca & Cx L, pues P se puede acercar (345 cor.)d C
tanto como se quiera, yel factor L es comun, resulta
que las dos cantidades variables 1T y- PxL , siendo
siempre iguales , se pueden acercar respectivamente
4 las dos constantes Gy CxL ; luego (231 cor.) estas
son iguales , dse tiene G=CxL , que es L. Q. D. D

Cor. Si en vez de C se sustitnye su valor (347)s
se tendrd G=3,14159xDxL==nDL=2wRL, que es
la fdrmula generzl de donde se deduee la superficie
del semicilindro, cuadrante de cilindro, &e.

413 Teor. A un cilindro recto se puede inseribir
y eircunscribir un prisma tal , que la diferencia en-
tre el voliimen del circunserito vy del inscrito sea nie-
nor que cualquicr cantidad dada por pequedia que sed.

Dem. Sean ahora II' y &’ los voldmeues de dos
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prismas circunscrito ¢ inscrito 4 un cilindro, que tam-
bien lamarémos G P’, p’ las superficies de sus bases,
y A su altura comun, que es la misma que la del ci-
lindro , y (398) tendrémos II'=P'x 4, w'=p’xd;
que restando la una de la otra, resultard

'—o'=P’'x A—p'x A=(P'—p’)x A;

y como en este valor entra por factor P'—p’, que (358)
puede llegar 4 ser menor que cualquier cantidad da-
da por pequeiia que sea se sigue (229 cor. 3.9) que
lo mismo sucederd 4 Il'—=’, que es L. Q. D. D,

Cor. Como el prisma inscrito es parte del cilin-
dro, serd menor que €l; y como el circunserito es to-
do respecto del mismo cilindro, serd mayor que él,
Luego con mas razon se podrd circunscribir ¢ ins-
cribir un prisma en el cilindro, de modo que la di-
Jerencia entre cualquiera de sus volimenes y el del
cilindro, sea menor que cualquier cantidad dada.

414 Teor. El volimen de un cilindro G es igual
d la superficie G del circulo de su base multiplicada
por su altura A, 6 se tendrd G=CxA.

Dem.  Conservando las mismas denominaciones
de dntes, tendrémos respecto del prisma circunserito

'=P'xA4; pero si crece el nimero de lados, IT’ se
va acercando 4 G, de modo que su diferencia (413 cor.)
puede llegar 4 ser menor que cualquier cantidad da-
da; y como al mismo tiempo la espresion de II’, esto
es, P'xA, se puede acercar 4 CxA todo lo que se
quiera, por hacerlo (358 cor.) P" 4 C' y ser A comun,
resulta que las dos cantidades variables € iguales IT
y P'xA, se pueden acercar todo lo que se quiera 4
las dos constantes G y CxA; luego (231 cor.) estas son
iguales , y se tiene G=CxA , que es L. Q. D. D.

Cor. Si en vez de C (359 cor. 2.°) sustituimos su
valor , se tendrd G=wR?4 ; de esta férmula se de-
ducen todas las que tienen relacion con el volimen
del cilindro, semicilindro, sector cilindrico, &c.; y
si se toviese 4=R, seria G=wR3,

Ese. La demostracion anterior sirve tambien pa«
ra el cilindro oblicuo.
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415 Se llama cono un cuerpo (figs. 134y 135)
que tiene por base un circulo, y estd terminado por
una superficie curva que termina en un puntoS llas
mado- ciispide ¢ vértice del cono, tal es' SCDBE; la
linea que desde el cispide va al centro de la' Lase,
se llama eje del cono ; cuando el eje es perpendicu-
lar d la base, el cono es reeto (fig. 134)% y enando
no, oblicuo (fig. 135); en este se Hama alturala per-
pendu‘ular bajada desde el cispide 4 la base, ¢d su
prolungacion ; en el recto la altura es el miswmo eje.

El cono recto se orijina de un tridngulo rectdn-
gulo SAB, que jira al rededor de un cateto iningvil
SA ; pues en este movimiento el cateto AB describe
la base BDCE, y la hipotenusa SB que se' llama la-
do del conoy traza la superficie del cono,

416  Teor. Toda seccion FKHL (figs. 134 y'133)
hecha en un cono paralela @ sw base , es un circulo.

Dem. Concibanse por el eje SA los planos SAD,
SAB, &ec. cuyas intersecciones con los planos para-
lelos CI‘B FKH, serdn (375) lineas paralelas; porilo
que los trlangr}lo‘: SAD, SAB, SAE, &e¢.) dardn
SA:8G::AD:GK, SA:5G::AB: GH SA:SGAEGL,&G
y como estas proporciones Henei coman la “razun
SA:SG , las otras serdn iguales y dardn

AD GK:AB:.GH:AL:GL::&e.i&e.
pero los antecedentes som iguales por radios de Ia
base ; luego los consecuentes tambien lo scrdn , y se
tendrd CK=GH=G L=4&e. que manifiesta que dis-
tando todos los puntes de la seceion igualmente del
G, dicha seccion serd un eirculo. L. Q. D, D.

417 La parte FCDBH comprendida entre la base
y la seccion, se llama tronco, 6 trozo de cono, 0 cono
drunecado.

418 Teor. Sien un cono recto se inscriben y.cir-
cunseriben dos pirdmides regulares, la superficie la-
teral del cono es mayor que la de la inscrita,y menor
gue la de la eircunscrita y yila. diferencia entre la
superficie de la'inscrita y la de la circunscrita po-
drd llegar @ ser menor que cualquier cantidad dada.
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Dem. 1.° Sea p el perimetro de la base de la pi-
rdmide inscrita, coya superficie lateral espresarémos
por @, y sea [ su apotema, y (401) tendrémos
w=pxil (m).

Ahora, si aumentase el nidmero de lados, creceria
(308) el perfmetro p, y tambien creceria (368) la apo-
temna £; loego tambien crecerd la saperficie &; y como
la pirdmide que tenga mas lados, tendrd mas aristas
comunes con la superficie del cono, y la superficie de
dicha pirdmide se ballard entre la del cono y la de la
pirdmide de menor nimero de lados, resulta que la
cautidad variable =, al paso que crece, se acerca 4 la
superficie convexa del cono , que es constante ; luego
(227) esta es mayor que aquella. L. 2.° Q. D. D,

2.9  Bi espresamos por P el perimetro de la base
de la pirdmide circunserita, por L su apotema, que
serd el mismo lado del cono, y por II su superficie
lateral, se tendrd II=PxiL (n).

Ahora, si aumenta el ndmero de lados de la ba-
se, la L permanecerd la misma, P disminuird (308),
y por consiguiente tambien disminuird IT ; pero la
pirdmide que tiene mas lados, se acerca mas d la su-
perlicie del cono , por tener mas aristas comunes con
ella, y estar su superficie entre la del cono y la de
la pirdmide que tiene ménos lados ; luego I1 es una
variable que al paso que mengua, se acerca 4 una cons-
tante que es la superficie del conoj luego (228) esta
es menor que aquella. L, 2.° Q. D. D.

3.°  Bi restamos las (ecs. m, n) se tendrd

I—o=Pxi L—pxLil;

pero p se puede acercar (345) 4 Py I 4 L todo lo que
se quiera; porque I es una oblicua que se va separan-
do cada vez mas de la perpendicular, que es el eje
del cono, y L no varfa; luego si la diferencia de los
factores P, L y p, I, puede ser menor que cualquier
cantidad dada, la de la mitad de sus preductos, y
. de consiguiente la diferancia II—e , tambien lo po-

' drf llegar 4 ser. L. 3.°Q.D. D.
Cor. Luego con mas razon se podrd circunscribir
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¢ inseribir una pirdmide d un cono , tal que la dife-
rencia entre sus mperﬁcies sea menor gue cuaiguier
cantidad dada por pequenia que sea.

419 Teor. La superficie lateral G de un cono recto
es igual d la circunferencia G de su base por la mi-
tad de su lado L, 6 G=CxiL.

Dem. Conservando las mismas denominaciones
de dntes, se tendrd II=PxZ1L ; pero al paso que au-
menta el mimero de lados ; disminuye dicha super-
ficie IT , y se va acercando 4 G, de modo que su
diferencia puede (418 cor.) llegar 4 ser menor que
cualquier cantidad dada; y como al mismo tiempo el
producto PxiL se acerca & Cx£L., pues P se acerca
(345 cor.) 4 C, y el factor 2L es comun, resulta que
las dos cantidades variables II'y PxiL, siendo siem-
pre iguales, se pueden acercar respectivamente 4 las
dos constantes G y CxLL ; luego (231 cor.) estas son
iguales, 0 se tiene G=CxiL , que es L. Q. D. D.

Cor. Sustituyendo en vez de C su valor (347),
serd G=wDxiL=wx2RxiL=nRL;
que es la formula general que da todas las que tie-
nen relacion con la superficie del cono.

420 Como CxIL=ICxL, y si por el punto F
medio del lado del cono se da una seccion paralela 4
la base, la circunferencia FKHL serd la mitad de la
CDBE, por ser su radio la mitad (322), se tendrd
G=FKHLxL; que quiere decir, que la superficie
lateral de todo cono recto es igual d su lado multi-
plicado por la circunferencia de un circulo paralelo
d la base , y tirado por el punto medio del lado.

421 Lo dicho respecto del cono y las pirdmides
inscritas y circunscritas en €l , se aplica del mismo
modo al trozo de cono recto, y los trozos de pirdmi-
des inscritos y circunscritos 4 €l; y se deduce que la
superficie lateral de todo trozo de cono recto es igual
d su lado multiplicado por la semisuma de las cir-
cunferencias de las bases paralelas, ¢ d su lado mul-
tiplicado por la circunferencia de un cirenlo trazada
equidistante de las bases paralelas; 6 lo que es lo
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mismo (fig. 134) superficie de trozo COBELHKF=
CDBE-+FKHL
FCx ———
2

y si en vez de las circunferencias sustituimos (347)
sus valores 27xCA, 2wxFG, y sacamos el factor co-

CA+FG
— X
g

—FCx circunferencia MN;

mun 2%, se tendrd sup. de trozo =2wx FG.

422 Teor. A todo cono se puede inseribir y eir-
cunscribir una pirdmide , de modo que la diferencia
entre su volimen sea menor que cualquier cantidad
dada por pequefia que sea.

Dem. Sean ahora I’ y @’ los volimenes de dos
pirdmides circunscrita é inscrita al cono; P, p’ las
superficies de sus bases , y A su altura comun, que
tambien es la del cono; y (406 cor. 2.°) tendrémos

II'=P'x%A, o'=p'xtd;
que restando la una de la otra resultard
H"—m’-_-:P’x%A*p'x%'A..—_(P’u—p')x%A;
y como en este valor entra por factor P'—p’, que (358)
puede llegar 4 ser menor que cnalqoier cantidad da-
da, se sigue (229 cor. 3.%) que lo mismo sucederd 4
la diferencia IT'—=’, que es L. Q. D. D.

Cor. Luego con mas razon se podrd inscribir y
cireunseribir al cono una pirdmide tal que la dife~
rencia entre su volimen vy el del cono sea menor que
cualquier cantidad dada por pequeiia que sea.

423 " Teor. El volitmen de todo cono recio G es
igual @ la superficie G de la base multiplicada por
el tercio de la altura A, 6 G=CxIA.

Dem.  Conservando las mismas denominaciones de
dntes, se tendrd respecto de la pirdmide circunscrita
IT'=P’x% A; pero si crece el nimero de lados, Il se
va acercando 4 G, de modo (422 cor.) que so dife-
rencia puede ser tan pequefia como se quiers;y como
al mismo tiempo la espresion de II’, ¢ P/xLd se pue-
de acercur todo lo que se quiera 4 Cx§A , por ha-
cerlo (358 cor.) P' 4 C'y ser $4 comun, resulta que
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las dos cantidades variables é iguales II' y P'x1 A4,
se pueden acercar todo lo que se quiera 4 las dos cons-
tantes G y Cx%td ; luego (231 cor.) estas son iguales,
y se tiene G—'Cx,.;A que es L. Q. D

Cor.1.° Sustituyendo en vez de C su valor, serd
G=uR?x%d; de esta férmula general salen todas
las que tieuen relacion con el voliunen del cono.

Cor. 2.° Y como el volimen de un cilindro de
ignal base y altura que el cono seria CxA, se sigue
que todo cono es la tercera parie de un cilindro de
igual base y altura.

Ese. El volimen del trozo de cono CDBL se ha-
Nard restando del cono total el voliimen del deficiente
SFKH ; pero como cuando se da el trozo, no se co-
noce la altura total del cono, ni la del deficiente, serd
necesario de antemano determinar esta. Para conse-
guirlo, sea A la altura del trozo, x la del deﬁclente,
R el radio de la base inferior, » el de la superior, y
los tridngulos semejantes SAC , SGF
dardn AC:FG::8A4:8G , ¢ R:r::A+x:x;

Ar

de donde sale a— 3
R—r

A —Aridr A
Y e s e
R—r R—r R—r

3

luego tendrémos
vol. de trozo CDBL= cono SCDB— cono SFKH=

- AR Ar
WRZX';%KE:;——-'?II’ZX-&X £ aly =
R3—s3
wxAx =axyA(R*+Rr+r?).
—r

424 Teor. 8i un tridngulo ABC (fig. 136) jira
al rededor del lado mayor AC, describird un cuerpo
cuyo voliimen serd igual d la superficie que describe
uno de los otros lados A B , multiplicada por el ter-
cio de la perpendicular Cq tirada dé dicho lado , 6 &
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su prolongacion, desde el otro estremo Cdel lado que
sirve de eje 5 6 lo que es lo mismo

vol.d BC=sup.ABx%Cq. .

Dem. Si desde el punto B se concibe la perpen-
dicular Bb al eje, el cuerpo deserito por el tridngulo
ABC, se compondrd de dos conos, cuya base comun
serd el circulo descrito por el radio Bb ; luego (423)
el volimen de este cuerpo, ¢ volimen ABC=
cono CBb-+cono ABh=circ."Bbx}Ch+circ."BbxgAb=
cir.°Bbx(5Cb+%Ah)=cir.°Bhx}CA.

Esto supuesto (§ 359 cor. 2.°) efre.® Bb=wBb?,
¥ (§ 419 cor.) sup. cono AB=wxBhxAB;
y formando proporcion y simplificando la segunda
razon por w#xBb, serd

cir.’Bh:sop.cono AB::wrxBbh?:rxBbxAB::Bh:AB.

- Ahora, los tridngulos rectdngulos ABb, GgA, tie-
nen ademas el dngulo en A comun ; luego son seme-
jantes y dan Cg:AG:Bl:AB; -

y como esta proporcion y la anterior tiemen comun
la razon Bi:AB, dardn

sup.cono AB
circ.” Bb
Sustituyendo este valor de AC en el anterior del
volimen, y simplificando por cire.® Bb, se tendrd

cire.® Bbhisup. cono AB::Cq:AC=Cgx

AB
vol.ABC=circ.°Bbx é-quiup—-:%C gxsup.AB=
cire.’Bb

sup.ABx3Cq, que es L. Q. D. D.

Lise. Bi el tridngulo que jirase fuese el AB'C, en
cuyo caso la perpendicular al lado AB’ cae fuera, en
vez de Jos tridngules ABb, ACq, se compararian los
AB'b, ACq, y se deduciria lo mismo.

425 Si el tridngulo fuese rectdngulo como DUO
(fig- 137)s y jirase al rededor del punto O, permane-
ciendo ko UO perpendicular 4 MIN, se verifica tambien
la propesicion, esto es, que vol. DUO=sap.DUxL0U.

En efecto, concibiendo la DM perpendicudar 4
MN, el volimen del cuerpo enjendrade per DUO
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serd igual al del cilindro engendrado por DUOM,
ménos el voltimen del cono engendrado por DMO,
¢ vol.DUO=vol. DUOM—vol.DMO=
circ.? DMxDU—cfrc.° DMx4OM=.
¢irc.°DMx(DU-—$0M )=circ.?0Ux(DU—£DU)=
circ.”DMxZDU=wxDM*x%DU; '
perola superficie cilindrica engendrada por DU (§412)
6 sup. cilind. DU=circunf. DMxDU=2axDMxDU,

sup.DU

2arxDM’

luego sustituyendo este valor de DU en la espresion
anterior del voldmen , se tendrd

sup. DU
2axDM

£DMxXsup.DU=sup.DUxFOU, que es L. Q. D. D.

Esc. Obsérvese que siendo los dos tridngulos
DUO, DOM iguales , el primero enjendra un voli-
men duplo del del segundo ; pues

vol.DOM=circ. DMxOM;
y como entre los dos cuerpos valen el cilindro en-
jendrado por DUOM 6 cfre.DMxOM , resulta que
el del enjendrado por DUO serd

vol. DUO=circ.OUx£OM.

426 Teor. Si un poligono regular de un mimero
par de lados , se hace jirar al rededor de un didme-
tro del circulo circunscrito d dicho poligone, trazard
un cuerpo cuya superficie serd igual d@ la civeunferen-
cia de uno de los radios rectos , multiplicada por el
didmetro que sirve de eje: y su volmen serd fuual
d la superficie de dicho cuerpo, multiplicada por la
tercera parte del radio recto de dicho poligono.

Espl.  Sea el poligono ABCDE &e. (fig. 138); di-
go que si jira al rededor del didmetro Al del circulo
circunserito, deseribird un cuerpo, cuya superficie s
serd igual 4 la circunferencia de un radio recto Op
multiplicada por dicho didmetro AF, 6 se tendrd

s=circunf.OpxAF; o d

que da DU=

vol. DUO=7xDM>x2x

o
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su voldmen v serd igual 4 la superficie del cuerpo,

multiplicada por la tercera parte del radio recto Op,
¢ se tendrd v=circunf.OpxAFx}0p.

Costr. Conefbanse desde los estremos de cada la-
do y desde su punto medio, las perpendiculares pp’,
Bb, mn, Ce, Dd, &e. 4 la AF, y ademas los radios
rectos Op, Om, Og, &e.; con lo cual el cuerpo des-
crito por el poligono 2l jirar, se compondrd del cono
enjendrado por AB, y de los trozos de cono enjendra-
dos por los lados BCG, CD (este serd cilindro) &c., y
de otros tantos ignales respectivamente por la parte
de abajo de Og; por lo que hallando la superficie de
cada uno de estos cuerpos y sumando , se tendrd la
superficie pedida.

Lo mismo sucede con el voldmen ; pero como la
férmula para hallar el del trozo del cono es muy
complicada , para hacer aplicacion de ella, conside-
rarémos el volimen del cuerpo como compuesto del
que enjendra el tridngulo OBA, el OCB, el OCq, &c.
y sus iguales por la parte inferior ; y sumdndolos to-
dos, se tendrd el voldmen total.

Dem. 1.° La superficie del cono (420) enjendra-
do por AB es igual § ABxcircunf.pp’.

La del trozo enjendrado por BC es igual (421) 4

BCxeircunf.mmn.
Y la del cilindro trazado por Cq es igual (412) 4
Cygxcircunf.Oq.

Del tmismo modo se procederia si el poligono tu-
viese mas lados.

Ahora, los tridngulos ABb, pOp’ son rectingulos,
el uno en b, y el otro en p’; ademas tienen el dngulo
ABb del primero ignal al pOp’ del segundo, porjue
tienen iguales medidas, 4 saber, el AB) la (304) mi-
tad del arco Ab’ que es igual con la mitad de AB,
y la mitad de este es la medida del pOp’;
luego (331 cor. 2.°) son semejantes, y dardn

AB:Ab:Op:pp’t:(§ 346)circunt.Op:circanf pp’;
de donde sale ABxcircunf.pp’=Abxcircunf.Op.

Los tridngulos BCx, Omn, que tienen sus tres lados
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respectivamente perpendiculares, serdn (331 cor. 4.°)

semtjantes , ¥ dardn ;
BC:Bx::Om:mn::circunf.Om:circunft. mn;

que da BCxcircunf.mn=Baxcircunf.Om.,
Observando ahora | que Op=0m=0g=&ec. por

radios rectos, y que Ba==be, Cg=0c¢, &c., sustitu-

yendo en vez de los valores que tenfamnos dntes de

las superficies, los que acabamos de sacar, y suman-

do, se tendrd sup. enjendrada por ABCy=

Abxcircunf. Op-+bexcircunf.Op+cOxcircunf.Op=

- circunf.Opx(Ab+be+cO)=circanf.OpxAO;
y como esta es la mitad de la superficie del cuerpo,
duplicando el factor AO, se tendrd la del total, que
serd —=cireunf.OpxAF, que es L. 1.° Q. D. D.
2.° Por lo demostrado (424) se tendrd
vol.ABO==sup.ABx30p;
el del trlingulo BCO serd igual al enjendrado por
OCU, ménos el enjendrado por OBU, 6 lo que es lo
mismo vol.BCO=vol.UCO—vol, UBU*-
sup. UCx50m—sup. BUxfdm_
HOmx(sup UG—sup.BU)=30mxsup.BC.
Del mismo modo se continuaria prulungan_du lados, si
hubiese mas, hasta llegar al cuerpo enjendrado por
OCg, cuyo volimen (425) es, vol.OCg==sup.Cgx$0q.
Sumando todos estos volimenes parciales, y ob-
servando que Qp=0m=0¢=&e. , se tendrd
volimen enjendrado por ABCq_
sup. ABx3(3p+sup BCx30p+sup. qu-—'Op—
(sup.AB-+sup.BC-+sup. Cq)x~0p sup. Abbq,\g-Op

Este es el volimen del semicuerpo enjendrado por
ABCD &e., por lo que duplicando el factor sap.ABCq,
se tendrd el vohimen enjendrado por todo el poligono,
que serd voLABCDEF==2sup.ABCg>+O0p=
sup.ABCDEF»Z0p, que es L. 2.° Q. D. D,

427 Si el poligono estuviese circanscrito al cfr-
culo, su voliimen sexga igual 4 la superficie del cuerpo
muliiplicada por hﬁemem parte del radio de dicho
circulo,

428 Sellama esfera un cuerpo terminado por una
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superficie curva, cuyos puntos estdn todos 4 igual
distancia de uno que sé llama eentro.

La esfera' se puede concebir enjendrada por el
iovimiento dé un semicireulo DAEK (fig. 139) al
jirar:al rededor del diduietro DK; pues cada paiito de
la superficie de este cuerpo se habrd orijinado'dé ano
del ‘semicirculo jenerador , que 'dista del centro una
magnitnd igual al radio de dicho semicirculo.

El'didmetro DK al rededor del cual ha jirado' el
semicirculo ‘jenerador, se llama eje de la‘esfera; los
estremos D"y K del eje, se llaman polos; y- mdio de
la esfera es 'una linea que’ desde ¢l centro va d ter-
minar 4 sw superficie. . =~

429 El cuerpo DABC qne se orijina de la revo-
lucion del séstor de cfrculo DCA, se llama sector es-
feérico, el cual se compone de la par:e DAFBM, que
se llama- cusquete esférico,'y del cono CAFBM tige
llama zona una parte de la'superficie de la esfera
comprendida por-dos planos paralelus, que se llaman
bases de la zonu.

4307 Teor. Toda seceion de la esfera por un pla-
no es un'‘circulo.

Dem.. : Sea AFBM la seccion causada por un plano
en la ‘esfera : desde el centro G concibase la perpen-
dicular CO :al plano AMB , ¥ diferentes rectas: CM,
CM’, &ec. 4 diferentes puntos de la curva AMB en
que termina la seceion, y se tendrd que las oblicoas
CM , CM’, GB/, son iguales por radies de la. esfera,
y por lo mismo la carva AFBM ticne todos sus pun=
tos equidistantes del O, luego es un cfrealos’

Cor: 1.° S8i'la seceion pasa por el centro de la
esfera , su radio serd el de la esfera ; y por lo 'mis-
mo todos los efreulos que resulten de plauos que pasen
por el centro seran iguales.

Estos se llaman circulos mdximos , y los que no
pasan por el centro se llaman eirculos menores.

Cor. 2.°  Dos eirculos mdximos se dividen siem-
preen dos partes iguales; porque su comun mtersec-
cion es un didmetro.

© Biblioteca Nacional de Esparia




3oz GEOMETRIA.

Cors 3.°. Todo eireylo mdximo divide d la esfera
¥ d su superficie en dos partes iguales, que se llaman
hemisferios; porque si despues de haber separado di-
chas dos partes, se las aplica sobre la base comun,
las dos superficies coincidirdn la una con la otra, por
consigniente serdn iguales.

Cor. 4.° | Toda seccion que no pase por el centro
serd un circulo menor. b5

Cor. 5.°  Los cinculos menores van siendo mas pe-
queitos d medida que se alejan del centro.

Cor. 6.% Por dos puntos de la superficie de la es-

Jera se puede hacer pasar-un arco de circulo mdximo;
porque los dos puntos dados y el centro determinan
la posicion de un plano.
! . 8in embargo, si los dos puntos fuesen los estre-
' mos de un didmetro, entdnces estos dos puntos y el
centro estarian en linea recta, y habria tantos circu-
los méximos, como se quisiesen (365).

431 Teor. Si en el semicireulo de que se orijina
la esfera, se inscribe un semipoligono regular, se le
circunscribe otro , y se ‘concibe que jiren estos semi-
poligonos al mismo tiempo que el semicirculo, se ten=
drd. un cuerpo inscrilo y otro cireunserito ; v la su-
perficie de la esfera serd mayor queila del cuerpo
inscrito, 'y -menor que la del circunscritoy vy la dife-
rencia entre la superficie del circunscrito vy del ins-
erito podrd ser menor que ecualquier cantidad dada.

Espl. ' Sea s.c. la superficie del cuerpo descrito
por el poligono inscrito ABCD &e. (fig. 138), por r
su radio Op, por D el didinetro AF de la esfera ¢ del
circolo jenerador; sea S:C. la superficie del cuerpo
deserito por el poligono circunscrito, cuyo. lado es
GL, su radio recto 6 del circulo jenerador R , al eje
GK le llamarémos H 5 y sea 8.5, la superficie de la
esfera descrita por el semicirculo ABCDEF; digo que
se tendrd S.E.>s.c., S.E.<<8.C., y 8.C.—s.c. podrd
ser meuor que cualquier cantidad dada.

Dem.. 1.° Por lo.dicho (426, 1.°) se tiene

s.e.=circunf.rxD (m).

&
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ahora, si aumenta el niaiero de lados crecerd el fac-
tor. circunf.r, pues que crecerd el radio_»; el factor D.
permanecerd el mismo; luego deberd crecer (61, 3. °)
tambien s.e. 6 la super[iue del cuerpo inscrito, d

medida que aumenta el niimero de lados del puhgono
jenerador 5 y como la superficie del cuerpo orijinado
por el poligono de mas lados , tendrd mas circunfe-
rencias comunes con la superficie de la esfera, y ade-
mas dicha superficie se hallard entre la del cuerpo
orijinado por el poligono de ménos lados, y la de la
esfera, resulta que s.c. es una variable que al paso
que crece se acéica 4 la superficie de la esfera, que
es constante; luego (227) esta es mayor que aquella,
6 8.E.>s.c., que es L. 1.° Q. D. D,

2.2 Igualmente se tendrd §.C.=circunf. RxH(n);
pero aumentando el nimero de lados, dismiouird
(344) el factor H , que se compone del didmetro D
del ¢irculo jenerador, y de las dos sajitas del poligo-
no circunscritoy el factor circunf.R es constante, por
ser R el radio del circulo jenerador; luego (61, 3.%)
disminuird §.C.; y como al paso que mengua se acer-
ca 4 la superficie de la esfera, por tener mas circun-
ferencias comunes con ella, y estar dicha superficie
entre la del cuerpo enjendrado por el poligono de
ménos lados , y la de la esfera % se s:guc (228) que
S.E.<8.C., que es L. ""Q

35 Restando la ecuacion (m) de 1a (n), resultard

§.C.—s.e.=circunf. RxH—circunf.rxD;

pero circunf.r se puede acercar todo lo que se quiera
d circunf.R , pues (343) lo puede hacer r 4 R; y I/
se.puede acercar (344) todo lo que se quiera 4 D;
luego si la diferencia entre los factores circunf.R, H,,
y circunf.r, D , puede llegar 4 ser menor que cual-
quicr cantidad dada, la de sus productos, y de con-
siguiente la diferencia 8.C.—s.c. tambien lo podrd
llegar 4 ser. L. 3.2 Q. D. D.

Cor. Luego con mas razon se podrd circunscribir
¢ inscribir d la esfera un cuerpe tal, que la diferen-
cia entre cualquiera de sus superficies y la de la es-

© Biblioteca Nacional de Esparia



304 GEOMETRIA,
Jera' sea menor que cualquier cantidad dada.

432 Teor. La superficie de la eejera es igual &
la ‘circunferencia'de un circulo mdximo muitxptwada
‘por el didmetro. "

Dem. Conservando las mismas denommamnnes
de dntes , s¢ tendrd respecto del’ cuerpo circunscrito
§.C.==circunf.Rx H, .
pero al paso que  aumenta el m‘imem de lados del
‘poligono, diswinuye S.C. y se va acercando 4 S.E.
de’modo que su diferencia (431 cor.) puede llegar 4
‘ser menor quae cualqaier cantidad dada; y como al
mismo tiempo el producto circunf.RxH se acerca 4
circunf.RxD; pues H se acerca (344)4 Dy circunf.R
es comun , resulta que las- dos cantidades variables
8.C. y circunf.RxH, siendo siempreiguales, s¢ pue-
den ‘acerear respectivamente 4 las dos constantes S.E.
y circunf.RxD ; ldego (231 cop.) estas’ son iguales,

d'se ticne 8. ﬁ._csrcm;f RxD, que es L. Q. D.|

Cor. Sién vez de carcunfR se sustituye su va-
lor. (347), serd

S.E.=92w RxD=mxz RXD'—WXDXme.Dz
que’ es la formula general que da todas las que tie-
nen relacion con la superficie de la esfera. i
“ 433 Como la superficie de un ¢freulo méximo de
la estera serd wR?, y D*=(2R)P=4R?>, se signe que
la superficie de la esfera es cuddrupla de Ia de uno
‘de sus circulos mdximos.

434 Teor. A todaes sfera se pueden inseribir y cir-
cunscribir dos cuerpos, tales, que la diferencia entre
sus voliimenes sea menor gue cualquier cantidad dada.

Espl. Sean ahora 7.C., v.c. los voltimenes de dos
cuerpos circunserito é inscrito d'la esfera; 8.C., s.c.,
sus superficies ; R, 7, los radios rectos de los poligo-
nos jeneradores ; y digo que la diferencia 7.C.—v.c.
puede ser menor que cualquier cantidad dada.

Dem. Por lo dicho (426) sé t:me

V.C.=58.0:x% R, wici==sienalr;

y restando serd /7. C ——0.¢:=8.C x%-R—s.c.x-.‘{-r;
y como la diferencia entre los factores puede ser
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(431 ¥y 344) respectivamente menor que cualquier
cantidad dada , resulta que lo mismo sucederd 4 los
productos , y de consiguiente 4 F.C.—v.e. cuyo va-
lor espresa. L.:Q. D, D.

Cor. | Luego con'mas razon se podrd circunscribir,
6 inscribir en la esfera un cuerpo tal, que la dife-
rencia entre su volumen y el de la esfera sea menor
que cualquier cantidad dada por. pequenia que sea.

435« Teor. El voliimen de la esfera V.E. es igual
a su superficie S.E. multiplicada por el tercio del.
radio R, 6 V.E=S.E.x}R. .

Dem.  Conservando las mismas denominaciones
de dntes , se tendrd /.C.=S8.C.x3R;
pero al:paso que crece el mimero de lados del poli-
gono jenerador, va acercindose /.C. 4 V. E., de mo-
do que su diferencia puede ser menor que cualquier -
cantidad dada (434 cor.); y como al mismo tiempo
la espresion de /7.C., esto es, S.C.x3R , se va acer-
cando 4 S.E.x%R todo lo que se quiera (229 cor. 3.°)
por hacerlo S.C. 4 S§.E., y ser comun $R , resulta
que las dos. cantidades variables 7".C. y S.C.x%R,
siendo siempre ignales, se pueden acercar -todo lo
que se quiera 4 las dos constantes V. E. y S.E.x3R;
luego (231 cor.) estas son iguales, y se tiene

V.E.=S.E.x3R, que es L. Q. D. D.
Cor. Sustituyendo en vezde S.E. su valor (432cor.).
serd V.E.=wD’x;R=nD’xLD=LwD3=
£X3,14159&e.xD3=0,523595xD3,
que es la férmula de donde se sacan todas las que
tienen relacion con el voliimen de la esfera.

Esc.1.°  Sustituyendo 2R en vez de D, el voli=
men de la esfera serd, V. E.==n(2 R )*x§R=4w>2R3,
y el del hemisferio EKG , que llamarémos H , serd
H=zwx%R3, Ahora, si concebimos el cilindro ELPG:
circunscrito 4 la esfera, y cuya altura sea el radio
de la misma esfera, su volumen llamdndole G serd
(§ 414 cor.) G=wR3.

Restando de esta ecuacion la anterior , el resi-
duo representard la porcion de cilindro circunscrito
: v T.I
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ELTPGKZSQ , ‘cuyo voldmen tendrd: por espresion
G-H:qu3—2 wxFRI=(1—%)m R3=wx}R3.

Ese. 2.° Ahora podriamos comparar las espresio-
nes de las superficies y volimenes de todos los euer-
pos que hemos dado’d conocer, y determinar la razon
en que estaban j pero sololo harémos con los que se
llaman semejames s que son aquellos que estdn ter=
minados por un misdio nimero de caras semejantes,
y cuyos dngulos sélidos homdlogos son iguales en
ndmero y 'en cantidad. Sean /7, v, los volimenes de
dos cuerpos semejantes; A, B, G, las tres dimensio-
nes que constituyen al primero, y @, b, e, las.del se-
gundo; y tendrémos }/'=ABC, v=abe, y formando
proporcion serd /7:0::ABCiabe; y como por ser'seme-
jantes, todas sus dimensiones han de ser proporcio-
nales, sustituyendo (189) en vez de B, C y' b, ¢, sus
proporcionales A, a, se tendrd P iv:: 113.:13, qué ma-
nifiesta que los voliimenes-de: dos cuerpos semejantes
son como los cubos de sus dimensiones homdlogas.

- TRIGONOMETRIA RECTILINEA.

436 Se llama Trigonometria la ciencia que trata’
de la resolacion de los trigngulos. Cuando el tridngulo
que se ha de resolver es rectilineo, la/I'rigonometria
se llama plana, 6 rectilinea; y cuando estd formado
sobre la superficie de una esfera por arcos de cfrculos
mdximos se llama Tngonorﬂe!rm esférica.’

En todo tridngulo hay seis cosas que considerar,
4 saber, tres lados, y tres dngulos; tres de estos da-
tos determinan un tridngulo (con tal de que en los
rectilineos entre un lado), y por lo mismo el'objeto de.
la Trigononietria es resolver este problema general:

Dadas tres de las seis'cosas de que'consta un tridn-
gulo ,-hallar las otras tres; estos datos bien combi-
nados , ofrecen los seis casos signientes para la reso=
lucion de los tridngulos.

1. ' Dados los tres lados, hallar los tres dngulos.
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11. " Dddos dos lados y el dngulo comprendido,
haltar el otro lado y' los dos dngulos.

1II.  Dado un lado vy los dngulos adyacentes , ha-
UHar el otro dngulo vy los dos lados.

IV. Dados dos dngulos'y un lado opuesto d uno
de ellos, hullar los otros dos lados y el tercer dngulo.

V. Dados* dos lados , v el dngulo opuesto d uno
de ellos , hallar el otro lado y los dos dngulos.

VI." Dados los tres dngulos, hallarlos tres lados.

437 Los tres primeros son los de la igualdad de
los tridngulos ; y como el cuarto es lo mismo que el
tercero , porque dados dos dngulos se conoce el otro
(289 ¢or. 1.°), resulta que en los cuatro primeros ca-
sos siempre se puede resolver el tridngulo.

438 Ea ¢l quinto se pueden dar dos soluciones
cuando el dngulo conocidod es el opuesto al lado menor,
porque’los datos pueden corresponder 4 dos tridngu-
los, comno 'manifiesta la (fig. 140) en que los dos tridn-
gulos ABC', BDG tienen los mismos datos, 4 saber,
comun el dngulo en G, 'y el lado AB=BD,

439 El sesto caso es de todo punto indeterminado
en los tridngulos rectilineos ; porque los datos pueden
corresponder 4 cnantos' tridngulos se quieran; pues
tirando las be, b'e’, paralelas 4 BC (fig. 141), los tridn-
gulos ABC', Abe, Ab'¢’y y otros muchfsimos que se
podrian formar, todos son equidngulos, y por consi-
guiente tienen los mismos datos. Pero como en este
caso los.tridngulos son semejantes (331) y tienen sus
lados proporcionales, la Trigonometria manifiesta de
un modo general la relacion que tienen entre si.

440 Pura fijar esta relacion, y que quede deter-
minada cuando se conoce uno de los lados , se ha
inventado un éonjunto ¢ sistema de lineas, que se
Naman lineas trigonométricas’; las cuales estdn do-
tadas de dos propiedades importantes: 1.% que con su
magniiud y signo determinan la magnitud absoluta
de un atco, vy de consiguiente la del dngulo de que es
medida ;v 2.* que dichas lineds son proporcionales
con los lados de los tridngulos.
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441 Para darlas 4 conocer, considerentositip. a¥co
cualquiera AB (fig- 142), que teniendo su principio
d orijen en A, vaya 4 terminar en cualquier panto
B de la circanferencia; y lo que se diga de este arco
se deberd entender del dngulo ACB de que es medi-
da. Esto supuesto , se llama seno recio ¢ seno de un -
arco, la perpendicular tirada desde uno de sus estre-
mos al radio 6 didmetro que pasa por el otro estremo;
asf, BD es el seno del arco AB, La parte AD del ra-
dio ¢ didmetro interceptada entre el principio A del
arco y el pie D del seno , se/llama senoverso del mis-
mo arco AB. Si en el principio A del arco, se tira la
tangeate indefinida Ae , y se prolonga el ,radio CB
hasta encontrarla en E, la parte AE se llama tan-
gente trigonoméirica 6 tangente del arco AB; y el
radio CB prolongado hasta encontrar 4 la tangente,
esto es, la CE, se llama secante del mismo arco ; de
manera que la tangente y secante se determinan mu-
tuamente la una 4 la otra. Asi, se dice que la tan-
gente de un arco es la parte de la tangente tirada en
uno de sus estremos , hasta encontrar al radio. que
pasa por el otro estremo; y secante es el radio pro-
longado que pasa por un estremo., hasta encontrar
dé la tangente tirada en el otro. estremo. Doude se ve
que todo arco tiene cuatro lineas: un seno, un seno-
verso 4 una tﬂ?}be.‘lfe y ana secdnle, -

442 Si consideramos ahora el arco BE, la BH
serd su seno, FI su senoverso, FG su tarsgen:e ¥
CG su seqante; y suponiendo que ABF sea un cua-
drante , BF serd complemento de AB, y las lineas
BH, FH, FG, CG, serdn las lineas del complemento
de AB. En muchas ocasiones se hace uso de estas,
refiriéndolas todas al arco primitivg; por lo cual 4
cada arco corresponden ocho lineas trlgunﬂmétrlcas.
cuatro, propiamente suyas, y cuatro de su comple-
mento , 4 saber: seno, senoverso, tangente, y secante,
y las del complemento que se espresan coseno , cose-
noverso, cotangente, y cosecante. Para introducir es-
tas lineas en los cdlculos , sélo se escriben las letras
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es para que no se confundan unas con

otras j as{, sélo se pone sen., sen.ver., tang., sec.,
C08. 4 cOSIVEr, y Cot., ¥ cOSec.

Cor. 1.° Como BH=CD, por lados opuestos del
rectdngulo DCHB , se sigue que GD'tambien serd el
coseno de AB, y por lo mismo en tirando el seno de
un arco, la parte interceptada entre su pie 'y el centro
es el coseno de dicho arco.

Cor. 2.° Luego si espresamos en términos trigo-
nométricos la proporcion (333, 1.%), dird que el seno-
verso de un arco ¢ de un angulo es d su seno, como el
mismo seno es & la suma del radio y del coseno del
misno dngulo.

443 Teor. El seno de un arco es la mitad de la
cuerda de un arco duplo.

Dem. Porque si.prolongamos el seno BD hasta
que vuelva 4 encontrar 4 la circanferencia por abajo
en el punto 5, tendrémos que por ser GA perpendi-
cular 4 BS , la dividird (293) en dos partes iguales
en D,y tamblen (294) al arco BAS; por consiguiente

sen.AB= LBS—=7cuerda BAS—=Zcuerda 2AB,
que em“

Cor. Como (290) la mayor cuerda de un circulo
es el didmetro, resulta que su mitad, que es el seno
de un cuadrante , 6 el radio es el mayor seno que
se puede comxd&mr

444 Teor. Conocido el radio de un eireulo se co-
nove el valor absoluto de ires lineas trigonomdtricas,
a saber: el seno de un cuadrante, que es el mismo ra-
dio; la tangente de 45°, que tambien es igual al radio;
y el seno de 30° que es igual d la mitad del radio,

Dem. 1.” Estd fundado en lo que se acaba de de-
mostrar (443 gor.).

z." Si se supone el arco AB ¢ el dngulo ACB de

45°, el AEC valdrd tambien 45°% luegu el tridngulo
EAC es isdsceles, y da AE=AG, 0 tang.45°=~R.
3.° Sielarco AB fuese de 30°, su duplo BAS
valdria 60°, y la cuerda BS seria lado de exdgono
regular que es (317 cor, 8.°) igual al radio R; luego
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su mitad BD 6 sen.30°=4iR, que es

445 Teor. Dado el seno de un.arco y el radio, se
pueden determinar en valores, suyos todas las demas
lineas trigonométricas,

Dem, El tridngulo BDC rectingulo en D, dard
(332 cor.) BD*+DC?=BC?(a),6 DC=v/BC>—BD?(b);

y sustituyendo sus valores serd cos.=4/R*—sen.? (c)..
Haciendo R=1, las ecuaciones de arriba se con-
vierten en
sen,’+cos.?=1 (d), cos.=41—sen.? (e).
Ahora, por ser AE tambien perpendicular 4 AC,

las BD, y A serdn paralelas, y los tridngulos seme-
jantes AEC , BDC dardn

DC:AC::BD:AE::BC:EG; ¢ cos.:1::sen, tang 1T:8€C.

Donde despejando la tangente y la secante , refi-
riéndonos 4 la primera razon , se tendrd

: n.
tang.:-s‘e—n-: (e) i (),
CHa, A/ 1—sen. ;
X1
se e (g)-

COS. COs. vm

Los tridngulos BDC, GFC tambien son semejan-
tes, por ser ambos rectdngulos, el uno en D y el otro
en F', y tener ademas el dngulo DBC=GCF por al-
ternos internos entre las paralelas BD , FC, siendo
GC la secante ; luego dardn
BD:CF::DC:FG::BC:CG, d sen.:1::cos:cot.::1:cosec,

cos. A 1—sen.?
De donde sale cot.i==-—-=—=(e) ——— (h),
sen. sen.
X1 I
cosec.—=————— (i
7 8en.  sen, ()

Las ecuaciones e), (f)5 () (h)4 (i), manifiestan
"

a
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que todas las lineas trigonométricas dependen del se-
no y del radio.-“
KEse. Es muy ‘conveniente encomendar 4 la me-

moria las férmulas. .

sen. 1 €os.
tang.———, sec.=——, col.=—=——, y Cosec.—=——

, CO8. Cus. sell. SCl'l.
por las muchisimas trasformaciones de que son sus-
ceptibles, y que cada una da un valor particular para
la linea que se despeja. Ademas debe observarse que
el tridgngulo rectdngulo CAE da AC’>==EG*—AL?,

6 1==sec.>—tang.?, que tambien da sec.2z1+tang.’5

1
y como de la (ec. g) se saca cos.—=—— serd
: sec.
yau 1
cos. A= =

b 5 AN saEd ey L)
sec.®  I-+tang.*

446 Entendido esto, para determinar las altera-
ciones que corresponden 4 las lineas de un arco, por
las que puedan sobrevenir al mismo arco, y mani-
festar la jeneralidad de las férmalas halladas, y sa
conformidad con sus definiciones y costrucciones geo-
métricas, prescindirémos del senoverso y cosenoverso,
y principiarémos fijando las ideas del modo signiente.

Sea A el principio  orfjen de todes lus arcos que
vamos 4 considerar; y todos los arcos que se cuenten
desde A hdcia B, F, &c. serdn positivos, y todos los
que se cuenten desde A hdcia S, Y, &e. serdn negati-
vos. Sea LAe una tangente indefinida, donde se han
de contar todas las tangentes , llamando pesitivas las
que se cuenten desde A para arriba, y negativas las
contrarias ; sea GFU una cotangente indefinida, don-
de se han de contar todas las cotangentes , llamando
positivas las que se cuenten 4 la izguierda del punto
F'. y negativas las que se cuenten & la derecha; sea
AP el didmetro sobre que se han de tirar perpendi-
culares todos los senos, llamando positives los que
estén por la parte de arriba, y negativos les que es-
tén por la pair?: de abajo; sea este mismo didmetro

i
7
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donde se han de contar log cosenos, llamando posis
tivos los que estén 4 la b negativos los
que estén’4 la derecha del centro'C;'y como las se-
cantes y cosecantes varfan de direccion 4 ‘cada arco,
sin que haya linea ni punto fijo en que se puedan
contar, s6lo las llamarémos negativas cuando no cums=
plan exactamente con su definicion ; ¢ lo que es lo
mismo , cuando no sea el radio que pasa por el otro
estremo del arco el que encuentra 4 la tangente, sino
el radio que estd en direccion opuesta.

Sentado esto, si el arco AB crece y se convierte
en ABb, su seno hd serd mayor que BD; porque &
mayor arco bAt corresponderd mayor cuerda que 4
BAS , esto es , bt>BS; luego 1b1>%BS,

d sen. ABb>sen AB.

El coseno Cd serd menor que el CD del primero,
porque es parte respecto de él. La tangente Ae serd
mayor que la AK del primero; porque como larha
de determinar la secante Cb, y esta pasa por fuera
de la CE, la ird 4 encontrar mas arriba (6 por fuera)
del punto E. La secante Ce ha de ser mayor que la
CE, por separarse mas de la perpendicular CA. La
cotangente Fg debe ser menor que FG, porque de-
biéndola terminar el radio Ch prolongddo, y estando
este entre CG y CF deberd encontrar d la FG dntes
del punto G. La cosecante Cg debe ser menor gue la
CG, porque se separa ménos de la perpendicular CF.
Luego cuando crece un arco sin llegar al cuadrante,
Créecen sus L"H&fi&' Y menguan Sus colineas.

Esto mismo lo t..onilrmaﬂ las formulas (445) que
espresan sus valores.

447 Si el arco ABb continda crecmndo, ¥ se con-
vierte en el cuadrante ABF, entdnces de las seis Ii-
neas trigonométricas, dos son iguales con cero, d saber,
¢l coseno y la cotangente ; dos con el radio , 4 saber,
el seno 'y la cosecante 5 y dos infinitas , 4 saber, la
tangente vy la secante.

En efecto, €l coseno se reduce 4 cero; porque ha-
biéndose confundido el estremo del arco con el radio
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'GF no hay distancianinguna entre el pie del seno y,
el centro. La cotffgpntedo- hace igualmente, porqne
ha:decser la parte de la tangente geométrica lévan-
tada en el punto F, y comprendida entre dicho pun=
to'y el paraje e que:la encuentre el radio que pasa
por F; Iuegcr para encontrar 4 dicho radio no necesi-
ta salic ni separarse del punto F, y por:lo mismo se
reducird 4-cero dicha cotangente. -

Siendo el seno enténces la mitad de la cuerda de
180° 4 7, que es el didmetro, se convierte en el ra-
dio. La cosecante' es tambien igual al radio; perque
la cosecante es el radio prolongado hasta que encuen-
tre a la cotangente, que se ha reducido al punto I
luego no se debe prolongar nada dicho radio para en-
contrar 4 la cotangente.

Finalmente, la secante y tangente son infinitas;
porque siendo ABF un cuadrante, la FC es perpen-
dicalar 4 AC; y siéndolo tambien la AE, resulta que
estas dos lineas son paralelas, y no se pueden encon-
trar; Inego serdn infinitas,

Todo esto lo dan 4 conecer tambien las férmulas
halladas (445), como cualquiera puede comprobarlo.

448 Sea ahora el arco AFM; y se tendrd su seno
MN positivo, su coseno NC negativo, su tangente
AL negativa ; y su secante CL negativa. Porque la
tangente cae por la parte de abajo del punto A, y
la sccante en vez de ser el radio CM prolongado ha~
cia Q, es al contrario prolongado desde G hdcia L.
Para deducir sus valores negativos como deben:ser,
considerarémos los tridngulos semejantes CNM, GAL,
que den CN:CA::NM:AL::CM:CL,

6 —cos.:1:isen.:tang.: 1:sec.;

sen.

1
SEOEEEE L
R cos.

La cotangente FV es negativa, y la cosecante CV es
positiva; la cotangente es negativa, porque va desde
F hicia la derecha; y la cosecante es positiva, porque
siendo la secante del complemento, es exactaniente

de donde sale tang.——

© Biblioteca Nacional de Espafia



314 TRIGONOMETR{A RECTILINEA.

el radio prolongado que pasa por el estremo del arco

hasta encontrar § la cotangentes: & - gy
Comparando los lados de los zmingu]os seme]an-

tes CMN, CFV, se obtienen estos.mismos resultados:

449 Supnngamos que contimia el arco creciendo;
y se convierte en AFP ; y se tendrd su seno =o0,:su
C0S.==~—T1, 5u tang.=—o, su Sec.==—1I; su cotangente
FV y su cosecante CP prolongada llegan 4 ser para=
lelas, y por consiguiente son infinitas.

450 Sea ahora el arco AFPZ, y se tendrd su seno
ZN negativo; su 'coseno CN negativo; su tangente
AL positiva; su secante CE negativa (porque en vez
de ser el radio GZ prolongado hdcia X, es el mismo
radio prolongado hdcia 4 la parte opuesta); su cotan-
gente FG es positiva; y sn cosecante, CG (que son
las lineas del complemento FPZ del arco que consi-
deramos) es. negativa y la primera por ir desde F hd-
cia la izquierda; y'la segunda por las mismas razones
que ya hemos dado, esto es, porque en vez de ser el
radio CZ prolongado hdcia X, lo estd al contrario.

Sus valores se deducen de los tridngulos seme-
jantes CNZ, CAE, y de los CNZ, CGF.

451 Supongamos ahora que el arco llega 4 ser los
tres cuadrantes, esto es, AFPY; y tendrémos su seno
CY negativo é ==—1: sa coseno que se reduce al punto
C , serd =——o; sn tangente AE llega 4 ser =co; y
su secante CE=—o0 (porque vienen # ser paralelas);
su cotangente se reduce al punto I', y por consi-
guiente es =03 y su cosecante se reduce al radio CF
negativo 6 —=—1.

452 Sea ahora el arco AFPYS el que vamos 4
considerar, y tendrémos su seno SD negativo; su co-
seno GD positivo ; su tangente AL negativa ; su se-
cante CL positiva; su cotangente FV negativa; y sw
cosecante CV igualmente negativa.

Para deducir sus. valores se consideran los tridn-
golos semejantes CDS, CAL, y los CDS, CFV.

453  Supongamos ahma que el arco llega 4 ser
toda la circunferencia; y se tendrd su seno ==—o0; su
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coseno =1 ; su tangente =—-—o0; su secante =I-5 su
cot.———oo, 81 coseci——0Q,

454 Si el atco continuase creciendo , se tendrian
los mismos valores que dntes, con sdlo aiadir una,
dos ¢ mas circunferencias 4 cada arco de los que aca-
bamos de considerar.

455 Consideremos ahora que el arcoAB, en vez
de ir creciendo, va menguando (con lo cual mengua-
rdn sus lineas y crecerdn sus colfneas) hasta llegar
4 cero, y tendrémos: su seno ==0; su coseno ==1; st
tangente =o; sn secante =1I; su: cotangenie =0co; ¥
su cosec.==00. Donde es digno de notarse que todas
las lineas de un arco cero son las mismas que las de
la circunferencia entera; pero se diferencian en posi-
cion, escepto el coseno y la secante,

456 Supongamos ahora que el arco continta men+
guando todavfa, ¢ por mejor decir, que crece en. un
sentido opuesto ‘al de dntes, y se ]lega d convertir en
AS, y tendrémos su seno SD megativo; su coseno
CD positive; su tangente AL negativa; su secante CL
positiva; su cotangente FV nega:wa, y su cosecante
CV tambien negativa,

La cotangente del arco negativo AS serd la tan-
gente del complemento de dicho' arco; pero el comi-
plemento de un arco negativo dehe ser este mismo
arco mas un cuadrante; luego el complemento de que
tratamos s todo el arco SAF; y como la tangente de
este arco es la FV negativa, y su secante es la CV
tambien negativa, resulta que la tangente y cosecan-
te del arco negativo son negativas.

Luego cuando un arco pasa de positive 4 negativo,
s6lo varfan de signo el seno, tangente, cotangente y
cosecante; y permaneccen las mismas la secante y el
coseno,

457 Todo lo espuesto manifiesta la perfecta con-
formidad de las fgrmulas de las 1fneas tr]gonométn-
cas con su misma definicion y costruccion geométrica;
y se deduce que como todas las lineas vienen espre=
sadas en el seno y el coseno, en sabiendo los valores
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absolutos 'y signos de estos , se hard la: sustitucion
conveniente, y se tendrdn los valores y signos de. to-
das'las demas lineas ‘trigonométricas. g
458 Para hacer esta sustitucion' con facilidad,
conviene tener bien presente que en el primer cua-
drante que se considere se tienen senos Yy cosenos po-
sitivos;.y en el 2.° senos positivos vy ‘cosenos negati-
vos 5 en el 3.° senos iy cosenos negativos; y en el 4.°
senos negativos 'y cosenos positivos. '
459 Consideremos- ahora dos arcos AFM , PM,
que el uno tenga su orfjen en A, y el otro en P, y
que sean; el uno suplemento del otro, ¢ entre los dos
valgan la semicircunferencia, y tendrémos que el
seno MIN conviene en un todo 4 ambos arcos. El co-
seno MT 6 CN es tambien el mismo en magnitud
para los dos arcos AFM, MP; pero se diferencian en
posicion ; pues respecto del AFM se cuenta desde el
pie N del seno hdcia el principio A del arco, y en
el MP se cuenta desde el pie del seno hicia la parte
opuesta del principio P del arco MP. La cotangente
FV conviene en magnitud 4 los dos arcos AFM, MP;
pero se diferencian en posicion, por razones anilogas
4'las anteriores. Los tridngulos CAL, CPQ, por tener
€A=CP los dngulos en G iguales por opuestos al
vértice,y los en A y P por rectos, son iguales (261),
y dan AL=PQ , CL=CQ; lo que manifiesta que la
tangente y secante del arco AFM son iguales en mag-
nitud' 4 las del arco PM.; pero ambas se diferencian
en‘posicion , porque la tangente AL del primero se
cuenta en un sentido opuesto 4 ‘aquel en que se ha
contado ‘el arco ; y la PQ del segundo: se- cuenta en
el mismo sentido que su. arco. La secante GL del ar-
co AEM ,cen vez de ser el radio prolengado quae pasa
por el estremo M del arco, es la prolongacion de este
radioen un sentido opuesto; la secante CQ del arco
PM es positiva; porque cumple exactamente con su
definicion. Esto mismo sucede 4 la cosecante GV, y
de consiguiente conviene en magnitud y posicion 4
ambos arcos. De donde resulta, que las lineas de un
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arco, son las mismas en. magnitud que las de su su-
plemento 5 pero se diferencian en posicion, escepto el
seno v la cosecante, que convienen en un todo 4 am-
bos arces.

Cor. gener De toda la doctrina espuesta se de-
duce que si espresamos por o el cuddrante ABF,
y por m el arco BF, serd
sen,AB=sen. (ABF—BF)-—sen (Iqr—m)“BD_..cos m,
y' cos.ABz=cos.(}7—m)=BH=sen.m.

Si se hace FM=m ., serd
sen. AFM=sen.(low+m)=MN=cos.m,
y cos.AFM=cos.(} w+m)—~—CN—~—sen 1
Y 'si-hacemos PM==m , serd
sen. AFM_sen(&FP——PM)—sen(w—m)_MN“sen s
y cos.AFM=cos.(w—m)=—CN=-cos.m.

460  Puesto que dado el radio R de un efreulo, se
conoce el seno de un cuadrante y Ia t_angente de 45°
que son iguales con él, y el seno de 30° que vale la
mitad del radio, y conocido el seno de un arco se
pueden conocer todas sus laeas trigonométricas, va-
mos 4 ver como por su medio se podrdn calcular las
de todos los arcos; para lo cual se tienen las tres pro-
posiciones signientes en el supuesto de ser el radio
R=1, y de que para indicar el cnadrado de una i,
nea trigonométrica de un arco 4 , por ejemplo de un
seilo, se escribe indiferentemente sen.?«4, ésen,.4* &9,

1.* Dado el seno-de un arco A , el seno de la mitad

viene. espresado por sen.%Az%i/z,—»z'\/ 1—sen.”A,

Dem. Sea (fig. 143) el arco AHB=4, y BD sn
seno ; con lo cual tendrémos que si tiramos, la cuer~
da AB, su mitad AE serd el seno pedido; y come °

AE=ZIAB=(§ 333, cor. 1.°)24/2ACxAD=
14/ 2AC(AC—CD)=14/2x1(1—cos. AHB)==
%\/2—2cos.AH_Bﬁ%\/g—-zcos.A——'-.. 4

(§ 445, e)il/g—-z\/:“seu.’d » que es LiQ. D. D.
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2% "Dados los senos y por consiguiente (445) los
cosenos de dos arcos A, B los' senos y cosenos de la
suma y'diferencia de dwhm arcos som:

sen.(A+B)=sen.Acos.B-+sen.Bcos. 4 (m),
cos (A+B)=cvs.Acos. B—sen. Asen. B (n),
sen.(A—B)=sen. Acos. B—sen.Bcos.A.
cos.(A—B)=cos.4cvs.B-+-sen.dsen.B.

Dem. Sean (fig. 144) AB=4, y BD=23B, los ar-
cos dados; colocando el une 4 continuacion del otro,
serd ABD=AB+BD=4+B, y poniendo el BD des-
de B hasta M;:serd AM=AB—BD=4—B; |
luego bajando las perpendiculares DF, MP al radio AC
"DF—=sen. ABD—sen.(4+B),

serdJ CF=tos. ABD=—cos.(4+B), ®)
MPz=sen. AM —sen.(4—B),
CP=cos. AM —cos.(A4—B),

Para determinar estas l{neas en valores de las de
los arcos dados, tirarémos la cuerda MD, y el radio
CB que (294 esc. ) le serd perpendicular, y tambien
tirarémos la BE perpendicular 4:a AC, 'y tendré-
mos que las Iineas de los arcos dados
gibint BE—sen.A4, CE=—cos.4,

DH=sen.B, CH=cos,B,

Si ahora tiramos la HK paralela 4 BE, y las HL,
MN, paralelas 4 la AG, y abservamos que los tridn-
gulos MNH, HLD (por tener MH=HD por lo dicho
dntes, el ingulo HMN=DHL por correspondientes
entre lag paralelas MN, HL siendo MD la secante,
y €l dngulo MHN=HDL, por la misma razon entre
las paralelas HK, DF, siendn tambien la secante MD)
son iguales, y dan MN__HL y NH=LD; las lfneas
DF, CF, MP, CP que tratamos de conocer, las po-
drémos espresar del modo siguiente:

DF=DL +LF=DL+HK,
CF=CK—FK=CK — HL,
MP=NK=HK—-NH=HEK —DL,

{, CP=CK 4+ KP=CK -+ MN=CK~+IHL.
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Puesto que los tridngulos CBE, CHK son semepnte.»,

Havd CB:CH:+:BE:HK::CE:CK,
aransy ¢ 1:cos.Bissen.d;HK: cosA'CK

que despejando el cuarto y sesto término, reﬁrléndu-
nos & la primera razon'y se tendrd
HK=sen.Acos.B, CK==cos.Acos.B.
'Los trigngulos CBE DHL , por tener ‘sus lados
perpend:cuiares, serdn (331 cor!' 4. °) semejantes y

CB:DH::BE:HL::CE:DL, |
¢ 1:sen.B: sanAHL cosA'DL

de donde resultard,
HL=sen. Asen, B, DL=sen.Bcos. 4. .
.Liuego sustituyendo estos valores en las ecuacio=
nes (P), y poniendo los primeros ml&mbms por._ se=
gundos, nos resultard :

'sen. (A—}«B):qen Acos. B+sen. Beos. 4.
; C08. (A-+B)=cos. Avos.B—sen. Asen. B.
sen.(4—B)=sen.Acos. B—sen. Bcos. A
cos. ( A—B)=cos.Acos.B+sen.dsen.B.
que_eé < AR 90 s B
3.% Dado el seno, y por consiguiente el coseno de
un, arco A, el seno v coseno del arco duplo son:

sen.2.4=zsen.Acos.A—2sen. 4V 1—sen.?4 (p),

cos. 2.4 =cos.> A—sen*d=1~—z2sen.’ 4 (q).

Dem. - No hay mas que en las fdrmmlas anteriores
hacer B=4, y sustituir despues en vez de cos.4 su
igual W15, *Adyy 1—sen*d en vez de cos.2d.

Cor, Si hacemos 2 4=HA", serd A=14';

y sustituimos en las'formulas anteriores , se tendrd
sen.d'—z2sen. 2 4'cos. £ A';
c0s, 4'=cos.*1 A" —sen. 2L A4

y como cos.*tA'—1—sen.*2 4, serd

cos.d'=1—sen, 2L A'—sen "I.A’—I-p.aen 214,

461 Sienla fdrmul't (m) se hace B—=2.4, se con-
vertird en sen,3d—sen, A’cns g.A+sen.2 4cos. A
y poniendo en vez de cos.2d, sen.2d, y cos. A sus

darén
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valores (q), (p) y (e) (445) todo espresado em valores
del seno, se tendrd sen.3d=sen.4(1—zsen.*d)+
2sen. 4/ T—sen.2 Ax\/ 1—sen.2 A= '
-0l sen.d—zsen. 8 d-+asen. 4(1—sen.2d)=
sen.d—zsend.d-+2sen.4—azsen. 34_..35end-—4sen3d
que es la fgrmula que espresa‘el seno del arco triplo
en valores del arco sencillo. Ignalmente se puede ha-
Uar el coseno del mismo arco; y. por procedimientos
andlogos se pueden. determinar todas las lfneas tri-
gonométricas de chalquier arco miltiplo de otro dado.
462  Adémas de la propiedad de determinar la
maguitad del arco, se verifica tambien que todas'las
lineas tr:gon‘ométncas son prOpofcwnaIes con los ra-
dios dé“los cireulos con guie estdn trazados los arcos.
~Dem. ~Enéfecto, si saponemos que haciendo ‘cen-
tro en C (fig.145) vértice del dngulo DCG, se trazan
con los radios GA, CD; dos arcos de ecirculo AB, DG,
y bajamos desde. A y- D, Jas AP, DE perpendiculares
4 CG, resultard que serdn los senos respectivos de los
arcos AB , DG, que tendrén un mismo nimero de
grados por ser ambos medida del 4ngulo DCG ; las
lineas CP , CE , serdn sus cosenos; y levantando en
ByG Tas perpendiculares BN ; GM 4 la CG, serdn
las tangentes, y CN, CM la§ secantes, Ahora lus
tridngulos semejantes CDE CAP, dan .
CD:CA::DE:AP: CL‘CP
6 poniendo en vez de estas lineas sus valores, y acen-
tuando las lineas correspondientes al radio CA , que
tambien semlarémos con la R’ acentuada , serd '
R:R/=sen.;sen./:cos.:c08.” (a);
los tridngulos-semejantes, GGM, GBN, tambien darén
CG:CB:GM: BN :GM: LN,
6 R:R’::tang.:tang.’::sec.:sec.” (b).

Ahora, completando los cuadrantes GDR BAQ,
se tendrd que RS, QO, serdn las cotangentes de los
arcos GD, BA; y CS CO serdn las cosecantes; y los
tnéngulm semejantes CSR , COQ dardn

CR:CQ::RS: OQ :GS: CO '
& 'R:R"::cot.icot. zcosec. ieosec.” (¢).
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Y como las tres series de razones iguales (a), (b),
(c), tienen comun la razon R:R’, enlazando las de-
mas porque son iguales, se tendrd R:R’::sen.:sen.’::
cos.:cos.’::tang:tang/:1sec.:sec.”:icot. :cot’s:cosec. zcosec’.

Cor. Luego si respecto de un radio cualquiera se
calculan estas lineas para todos los arcos , y al lado
de cada arco se pone el valor de las lineas trigono-
méiricas que le corresponden, las tablas que las con-
tengan servirdn para hallar estas mismas lineas
cuando correspondan d otro radio ; 'y ademas, por
medio de ellas cuando se dé un arco, se podrd de-
terminar la magnitud de sus lineas trigonométricas;
y dada una linea trigonométrica , se podrd hallar el
valor del arco d que corresponde.

463 Las tablas que se formasen o, esto
es, que contaviesen el valor de las lfneas trigonomé-
tricas en partes del radio, se llaman tablas trigono-
méiricas naturales ; pero como todos los cdlculos se
hacen por medio de proporciones, para hacer las ope-
raciones con facilidad y prontitud , se ha tomado el
medio de que las tablas contengan, no las lineas tri-
gonométricas naturales , sino el logaritmo correspon-
diente 4 dicho nimero de partes del radio 4 que
equivalgan ; y en este caso que es como las usamos,
se llaman tablas trigonométricas artificiales. Las de
D. Tadeo Lépez y Aguilar, que como ya hemos di-
cho'en otra ocasion , son 4 las que nosotros nos refe-
rimos, estin calculadas de 10 en 10 segundos; caya
costruccion y uso omitimos por razones andlogas 4
las espuestas (208), y pasarémos 4 la

Resolucion de los tridngulos rectdngulos.

m la resolucion de los tridngulos rectdn-
g "se necesitan dos proporciones generales,
que se llaman analogias,

1. El radio de las tablas es al seno de uno de
los dngulos agudos , como la hipotenusa es al cateto
opuesto ¢ dicho dngulo agudo ; 6 el radio de las ta-

R 7
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blas es al coseno de un dngulo agudo , como,la hipo-
tenusa es al cateto adyacenle d dicho dngulo agudo
que puestas en proporciones dan

R:sen.dng.ag.::hipot.:catet.op.,
R:cos.dng.ag.:hip.:catiady.

Dem. En efecto, sea CDE un tridngulo rectdn-
gulo cualquiera; si con una parte CA, igual al radio
de las tablas, Se traza el arco AB, y se tira la per-
pendicular AP, esta serd el seno que se halle en las
tablas, y GP el coseno; y los tridngulos CAP, CDE,
serdn semejantes (328) y dardn

CA:AP::CD:DE, 6 R:sen.dng.ag.::hip.:cat,op.,

{CA:CP::CD:CE, 6 R:cos.dng.ag.::hip.:cat.ady.,
que ¢ . ‘

* Bse. "Gomo el radio de las tablas se considera igual
con la unidad, resulta que hallando el cuarto térmi-
no en las dos proporciones de arriba,

ork DE=CDxAP=hip.xsen.dng.op. 4 DE,
. CE =CDxCP=hip.xcos:dng.ady. 4 CE,

cuyas espresiones manifiestan que un cateto de un
tridngulo rectdangulo es igual & la hipotenusa multi-
plicada por el seno del dngulo opuesto, ¢ por el case-
no del dngulo adyacente, tomados en las tablas.

465 2.* El radio de las tablas es d la tangente
de uno de los dngulos agidos , como el cateto adya-
cente d dicho dngulo es al cateto opuesto,

6 R:tang.dng.ag.::cat.ady.:cat.op.

Dem. Porque si despues de haber descrito el arco
AB con el radio CA , igual al de las tablas, se tira
la perpendicular BN, esta serd la tangente trigono-
métrica del dngulo en C; y los tridngulos semejantes

CBN, CDE, dardin CB:BN::CE:DE,

6 R:tang.dng.ag.::cat.ady.:cat.op. (A),”
Cor. De donde tomando el radio por,fimdad, re-

sulta DE=CEXBN , ¢ cat.—tang.dng.op.xcat.;
que quiere decir, que en un triangulo rectdangulo cual-
quiera un catelo es igual d la tangente trigonoméirica
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de su dngulo opugste multiplicada por el ofro cateto.
Esc. Se usard la primera analogfa cuando la hi-
potenusa entre en los datos, y de la seganda cuando no.
466  Esto supuesto, para resolver el tridngulo ABC
(fig. 146) rectdngulo en C, en que se da la hipotenusa
AB=327 varas, y el dngulo 4=32°25'15",7; se escri-
ben los datos dentro de una llave conio se ve en (M)
y las partes que se buscan dentro de otra (N); se
restard el dngulo 4 de 9o® y se hallard el B de
57°34'44" 53 '
ok i+ )
Ang.C=go°. Ang.B=57°34"44",3.
, ABi=327 varas. BCG=175,317 varas.
Avg.A4=32%5"15",7. AC=276,031 varas.
Para hallar los lados BC, AC, nos servird la pri-
mera analogfa alternada que serd

R:327iisen.32°%25"157,7:BC:tc0s.32°25"15",7:AC.

Que hallando por logaritmos el cuarto y sesto tér-
mino refiriéndonos & la primera razon , serd

log.sen.32%25'10"= 9,7292566

_ ) part.corresp.d 5”7 ,7= 189
log.BC= 16gi327: viveeinnieen= 2,5145478
couipdogiR. =50

suma ¢ log.175,317:~£2,2438233
log.cos.32°%25'10""= 9,9264176

‘. ontr g2l m— —mf

AC= |)alt.wrlesp.io PV 7
log.A 108327 cvacirarenea= 2,5145478
comp.log.R.....ooe.= © i

suma ¢ log.276,031=4%2,4409578

cuyos valores se colocan en la llave (N) y se tiene
restelto el tridogulo,

Esc. Si se conociese la hipotenusa y un cateto,
se despejaria en la analogfa general el segundo y
cuarto término, y quedaria resuelto el tridngulo.

467 Si se diesen en el mismo tridngulo un cateto
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AC y el dngulo 4 como se ve en (M); para hallar el
dngulo B se restaré el A de go°, y se tendrd el
B de 50°33723",2 como se ve en (N).
(M) (PR €0
, AC==829 varas. B==50%37"27Y2.7"
Ang. A=—39°2636",8. < BC—682,004 varas.
Ang.C=q0°. AB—1073,485.
Para hallar el lado BC nos servird la segunda ana~
logfa, que dard R:tang.39°26'36”,8::829:CB,
que por logaritmos serd:
log.tang. 39 26’ 30 '= 9,9152034

s erres o) PHECOEM.. .. A6 8= 292
ljGE= log.829... ,: 2,0185545
wmp.lug.R ........... = 0,

suma 6 log.682,004=%2,8337571

El lado AB le hallarémos por la primera analogfa
invertida , que dard cos.39°26'36”,8:R::829:AB,
que por logaritmos serd:

Jog 890 cuiinpissmpresnpuivrims 2,03055 42
log.AB=< log.R... " 10:
com. log cos. 39 6 36” = 0,1122416 .

suma ¢ log.1073,485=%3,0307961

Esc. 1.° Si se diesen los dos catetos se despeja-
ria el segundo término de la proporcion (A, 463), y
despues se hallaria la hipotenusa; con lo cual que-
daria resuelto el tridngulo.

Esc. 2.°  En los tridngulos se pueden siempre co-
nocer dos datos sin necesidad de analogiss ,; 4 saber,
un dngulo en conociendo los otros dos (lo cual con-
viene igualmente 4 los oblicudngulos); y uno cual-
quiera de los lades, cuando se conccen los otros dos
(332 cor.). Aunque es mas sencillo en estos casos el
cdlculo logaritmico , sin embargo aquel puede servir
de comprobacion, como se ve en el prinier caso, en
que se tiene 327°=175,317%+276.031% con ménos
~de dos décimas de diferencia, que en nada influyen.
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y la lfnea GD el didmetro; todo circulo mdximo que
pasa ‘por los polos, se llama meridiano de la tierra;
y ‘el circulo misimo perpendicular al meridiano , se
{tama  ecuador. El horizonte de un lugar es el p]ano
tangente 4 la superficie de Ja tierra, cuyo punto de
contacto es el lugar mismo del observador ; linea
horizontal es cualquier recta que se halla en este
plano'; linea wvertical es la prolongacion del radio
terrestre perpendicular al horizonte; un hilo de cu-
yo' ‘estremo cuelga ‘un cuerpo cualqulera sefiala la
direccion vertical.

478 Esto supuesto, todos los puntos de la super-
ficie ‘de las agunas , cuando se hallan en quietud, ¢
én jeneral dos 6 mas puntos equidistantes del centro
de la tierra, estdn 4 un mismo nivel , 6 estdn en el
nivel verdadero 5 tales son los A, R, D, &ec.; y tam-
bieu lo estdn fos P, Q y M, N, equidistantes del
punto de contacto A de la horizontal MN. Los pun-
tos que como A, Q, N, &e. distan desigualmente del
centro O, se dice ‘que estin en el nivel aparente; por
lo cual la linea horizontal AN, se llama Iinea de ni-
vel aparente; y la circunferencia terrestre ADBC, 4
cualquiera otra concéntrica con ella, se llama linea
de nivel verdadero. Asi, los puntos A, Q, estdn en e}
nivel aparente; los A, R, en el verdadem, y la parte
QR del radio OR pmlungade hasta Q, es lo gue se
Hama diferencia del nivel aparente al verdadero.
Cuando se hacén nivelaciones 'grandes y de impor=
tancia conviene tener en consideracion esta diferencia. -

479 En este compendio omitimos la descripcion
de los instrumentos con que se ejecutan las operacio=
nes,tanto porque con sola la espllcawon sin tenerlos 4
la vista, es iniposible formar una idea de ellos, como
porque su presencia y cuatro palabras del profesor
aprovechan mas que diez hojas de esplicacion. No
ostante en el tratado elemental se halla la esplicacion
de cada uno y la figura que le representa; y asi, su-
poniendo que se tienen, decimos que para nivelar
una piedra, una mesa , un plano de cualquier ins-
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trumento, se emplea el nivel de albaiiil 6 el delaire.

480 Para nivelar puntos que no disten demasia-
do, se emplea el nivel de agua; y, si,la nivelacion ha
de ser muy. grande., se usan niveleside ajre con px-
nulas ¢ antegjo.

. Cuando para averiguar la dlferencra, de mvel en-
tre dos puntes , s6lo se coloca el nivel en un paraje,
se lama nivelacion simple 5 y cuando:en dos 6 maa,
ﬂLdC:ﬂCIOE COMIPUeSEa.

Bi se quiere hallar la diferencia’ de nivel entre
los dos puutos Cy D (ﬁ 153), se colocard el nivel
en B, sobre poeo mas (6 méuos i igual distancia de
C y D, y en linga recta con ellos; se echard agua en
el nivel, y clavando dos miras verticalmente en G y,
D, se mirard por los puntos M , N de la superficie
del agua, baciendo que otro suha 6 baje la tablilla
de la mira , hasta que la visual tirada por M y N,
vaya d parar d la linea que separa lo: blanco de la
negro, con lo cual los puntes B, F serdn dos puntos
de nivel verdadero, Ahora, undlendo con una vara
dividida en pulgadas y lfneas, 6 mejor en pies y de-
cimales de ple , las alturas CE, DI, y restdndolas,
el residuo serd la diferencia de nivel entre C y D,
estando mas alto el punto G, cuya altura CE se ha
encontrado menor.

Ese. Para asegurar mejor la direccion de las vi-
suales , suelen tener lag tablillas de las miras la for-
ma que representa la (fig. 153 *); esto es, que suelen

.ser cuadradas o circulares , con dos lineas ¢ didme-

tros que se crucen 4 dngulos rectos; y entdnces el
punto de interseccion de dichas lineas es el punto
donde se debe dirijir' la visoal,

481 Si la distancia entre los puntos es muy con-
siderable , se emplea la nivelacion compuesta, del
wodo siguiente. Supongo que se quiere hallar la di-
ferencia de nivel entre los dus puntos A y D (fig.154);
lo primero se clava una mira en A, y se coloca el ni-
vel en E; y (para no tener que atender 4 la diferen-
cia del nivel aparente al verdadero) 4 igual distancia
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sobre poco mas ¢ ménos, si se puede, v. g. en B, se
clava otra-mira 6 estadal ; se sefialan los puntos ¢ y
b de nivel, se averiguan las alturas Aa y Bb, y se
apuntan en-un papel. Despues se pasa el nivel 4 otro
punta F , dejando clavada la mira en B, y 4 1gual
distancia "sobre poeo mas ¢ -ménos se coloca otra mira
en C,.se seftalan los puntos de nivel ¢, ¢, y se apun-
tan las alturas Be s Ce. Se pasa el nivel 4 G,y con
las mismas circunstancias que dntes , se averigna el
valor de Gf, Dd. Se suman los valores- de Ad wBej
Cf, que representan las alturas de los primeros. 1ér-
minos , se suman ignalmente los valores de Bb, Ce,
Dd , que representan las de los segundds ; se restan
estaa dos sumas, y el esceso espresard la diferencia
de nivel : estando mas alto el primer término , si la
suma de log primeros términos es menor; y el segun-
do, sila de estos lo es.

De la medicion de las lineas.

482 Para ejecutar cualquier operacion , es nece-
sario primero -medir una linea auxiliar, que se llama
base. Los instromentos que ordinariamente se em-
plean, sont una cadena 6 tuerda de 100 pies (6 mé-
nos) , ]aiones, piquetes.y un mazo.

Asi, si se quiere medir la distancia de A a B
(fig. 155) » se. colocardn los jalones B, C, D, en.los
puntos intermedios, de manera que mirando desde A
d I queden todos cubiertos; despues de estar alineas
da ya la recta, se empieza la medicion con la cadena
6 cuerda, procurando que esté bien tlrante, y segun
las veces que se coloque se deducird el ndmero de.
pies de que consta la linea dadai

483  Con sdlo la cadena y los jalones se pueden
resolver varios problemas.

1.°  Formar un dngulo recto, 6 tirar una per_pen-u
dicular d una linea duda.

Res. y Dem. Tdémense 12 pies ¢ umc]ades en la
cadena; con los lados 3, 4 y 5, en que se descompo-
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536 GEOMETRIA PRACTICA.
ne el 12, formese un tridngulo, y el dngulo compren=
dido por los lados 3 y 4 serd el dngulo recto pedido,
y por consiguiente el un lado perpendicular al otro.
Porque valiendo los lados del tridngulo'3, 4 y 5, se
tiene 3%*+4%=5?%; luego el tridngulo que se ha cos-
truido (335 esc. 2.%) es rectdngulo.

Esc.” Si se pidiese un dngulo de sesenta grados
se formaria un tridngulo equildtero.

484 Cuando se han de tirar muchas perpendicu-
lares, conio sucede cuando hay que medir algun ter-
reno, ¢ se va 4 trazar un campamento, se lleva el
aparato que se llama cuerda de perpendiculares , y
¢onsiste en un tridngulo ‘isdsceles (fig. 156) 6 equi-
litero con ‘el cordel CE que divide en dos partes
iguales la base AB y seiiala la direccion de la per-
pendicular.

Para hacer uso de ella se aplica la base AB sobre
la linea 4 qne se ba de tirar la perpendicular de mo-
do que el punto E caiga sobre el punto de la linea
en que se ha de levantar ; y tirando del estremo M
la cuerda EM, se tendrd la perpendicular pedida.

Si este aparato se hiciese de madera fuerte, se
podria llamar escuadra doble, y serviria con mucha
. utilidad para tirar perpendiculares en ‘puntos de li-
neas dadas, como para tirarlas desde puntos dados
fuera de ellas. :

485 - 2.° Medir una linea inaccesible.

/. Res.'y Dem. 'Sea AB (fig. 157) la linea inaccesi-
ble, 4 cauvsa del rio que la atraviesa; levdntese en su
estremio B una perpendicular BL; dividase en dos
partes iguales en H , y cldvese en este punto un pi-
quete; levdntese en L la perpendicular indefinida LDj
busquese el panto D, desde el cual tirando una vi-
geal por H vaya d parar al panto A, y la linea LD
serd igual 4 la distancia AB que se pedia.

v~ Porque los tridngalos ABH , HLD , son rectdn-
gulos en By L, y tienen BH=HI por costruccion,
y los dngulos en H iguales por opuestos al vértice;
luego estos tridngulos son iguales, y dan AB=LD.
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486 Tambien se pueden medir las alturas acce-
sibles ¢ inaccesibles por su pie. Asf, si se quiere me-
dir la torre AB (fig. 158), se plantard bien vertical-
mente un jalon EG; 4 alguna distancia de este jalon,
se plantard otro DF, de manera que se pueda ver el
estremo A de la torre por un rayo visnal FEA que
rase con el estremo del piquete. Mirese tambien un
punto de la torre tal como G por.un rayo visual FG
que pase por H, de manera que CH=DF.

Hecho' esto, si se concibe la' FG, serd paralela é
igual 4 la DB, y se tendrdn los dos tr].ingu[us seme-
jantes AGF, ElIF., que dan FH:HE:FG:AG;

y como los tres primeros términos de esta proporcion
son conocidos, porgue se pueden medir, se sigue que
si al ecuarto AG seafiade la parte GB que estd debajo
de la linea G, que tambien se puede medir, se tendrd
la altura AB de la torre 6 de cualquier otro objeto.

Esc. Si la torre fuese inaccesible por su pie, se
mediria primero por el método anterior la distancia
inaccesible BC ¢ BD , y se ejecutaria lo demas como
se acaba de manifestar.

%

De la medicion de los dngulos.

487 Para medir los dngulos sirven muchos ins-
trumentos, 4 saber, la plancheta, grafdmetro, brijula,
teodolito, cuadrantes de- cireulo, circulos repetidores,
y recipidngulos. En el papel se trazan y miden los dn-
gulos con un semicirculo ACB graduado (fig.159), que
se coloca de modo que el centro O caiga en el vértice
del dngulo, y sobre uno de los lados el didmetro del
mismo cfrculo. De manera que si colocado sobre el
dngulo BOD, hallamos que OD cae sobre la linea que
sefiala 45°, dirémos que este es el valor de dicho 4n-
gulo. Para que en uno de estos semiefrculos se pu-
diesen trazar medios grados, se necesitaria que fuese
de un radio bastante grande; y si se quisiesen trazar
hasta minutos, seria muy embarazoso el uso del ins-
trumento. Para evitar esto se ha ideado un medio

Y 4 E I
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338 GEOMETRfA PRACTICA.
sencillo, para obtener los dngulos con insttumentos
de una regular magnitad.

488  Para esplicarle, sea ACB (fig. 160) el borde
6 el limbo de un instrumento , que esté dividido en
partes que se distingan bien, v. g. en grados ; tdme-
se un niimero cualquiera de grados en el limbo, v, g.
9°; tdmese ahora otra pieza del mismo metal que el
instramento, y desuna magnitud igual 4 la de los ¢°
que se toma)-qg’;l-lﬁ- cual se dividird en 10 partes igua-
les, esto es, en"una mas que las que se tomaron en el
instrumento ; de consiguiente, cada espacio de esta
pieza (que es lo que se llama nuiiez) vale £5 de gra-
do 6 54 minutos; y la diferencia de una division del
niifiez 4 ufia del limbo , 6 4 un grado, valdrd 6’. La
pieza donde estd el nifez se aplica sobre el limbo,
y jira al rededor del centro del instrumento (¢ al
contrario permanece fijo el ndiiez y jira el limbo); la
primera division del mifiez, tiene por lo regular una
flor de lis , y sellama linea de fe; esta se hace que
coincida con la division 0°:@ 180° en jeneral , ¢ so-
bre otra gradifacion cualquiera del limbo; y la mag-
nitud de un|dhgulo se aprecia por lo que se separa
la linea de fe de dicha graduacion. Ahora, si la linea
de fe coincide exactamente con una division del lim-
bo, el valor del dngulo serd el nimero de grados
comprendido desde cero hasta dicha linea; pero si
la linea de fe cae entre dos divisiones del limbo, el
dngulo pedido valdrd un cierto nimero-de grados, y
una partw;adn.que se valda por la regla siguien-
te: véase tvision del ninez que masicoincide-con
una del limbo 5 cuéntense los espacios del miriez des-
de la linea de fe hasta la que coincide con la del lim-
bo; multipliquese el nimero de espacios hallado por
la diferencia 6’ (en nuestro caso, 6 por lo que valga
segun otra division) que hay entre el espacio del Lim-
bo al del niiiiez ; v el producto serdn los minutos que
se deberdn anadir al mimero de grados hallado.

Con un ejemplo se entenderd bien esta regla y

su demostracion. En efecto, si se quiere averignar
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el valor del dngulo AOG , este valdrd el mimero de
grados del limbo comprendido desde A hasta m (que
aqui son 3), y ademas la parte mG ; ahora, la linea
del ndiez que mas concurre con la del limbo , es la.
que pasa por B; y multiplicando los seis espacios del
niiiez que hay desde OG hasta B por 6', el produc-
to 36/ serdn los que se deben afiadir 4 los 3° halla-
dos; por lo que, el dngalo AOG yale 3°36’. Porque
si la linea del nifez que coincide con la del limbo
fuese la primera de aquel, el espacio #1G valdria una
vez la diferencia de los espacios del limbo y del nd-
iiez, esto es, 6’; si fuese la seganda, el dicho espacio
valdria 12’ 6 2x6’; si fuese la tercera valdria 18/ ¢
3x6’, y asi sucesivamente; luego siendo ta sesta, el
espacio mG valdrd 6x6'=36’, L. Q. D. D.

489 Para averiguar los dngulos que forman entre
sf tres puntos que se hallan sobre el terreno, se em-
plea jeneralmente la plancheta (fig. 161); sobre el
tablero se estiende un pliego de papel , se sedala el
punto: A adonde corresponde el vértice Q del dngulo
del terreno; por las cerdas ¢, de la regla FG que se
llama alidada , se dirijen visuales 4 los otros puntos
C y B, y estas visuales se sefialan con un lapicero
sobre el papel, donde queda formado el dngulo bAe,
igual al que forman los tres puntes B, Q, C, del ter-
reno; y midiendo este dngulo con el semicirculo, se
tendrd el que se deseaba sobre el terreno.

490 Por lo regular , lo que se intenta buscar es
el dngulo que forman dichos objetos , suponléndolus
prqytulado:» en un plano horizontal guespase por el
vértice ; entdnces es esencial que se culoq{e el table-
to en una situacion horizontal por medio de los ni-
veles ; y como en este caso puede ocurrir el que los
objetos B y G no se vean por el espacio que ocupan
las cerdas, es preferible 4 la alidada un anteojo A
(fig. 162), el coal ademas de tener la circunstancia
de poder bajar y subir la punterfa cuanto se nece-
site, reune la ventaja de distinguir los objetos con
claridad y 4 mayor distancia.
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491 Otro de los instrumentos que sirven para
medir los dngulos es la bridjula (fig. 163).

Su construccion y uso estriban en que las agujas)
tocadas 4 la piedra iman, se dirijen hdcia el norte;
y si colocada en un paraje se mira 4 un objeto cual-
quiera, y sé ve el dngulo que forma la aguja NS con
la linea AB; y luego se mira 4 otro objeto y se de-
termina el mismo dngulo, la diferencia entre estos
dos dngulos observados , serd el dngulo que forman
dichos objetos , &i la aguja ha permanecido en ambos
casos 4 un mismo lado de la linea AB.

Si al enfilar el otro objeto, la aguja pasase al otro
lado de la linea AB, el dngulo buscado estaria repre-
sentado por la suma de los dos observados.

492 De todos los instrumentos que se han inven-
tado para las operaciones jeodésicas , los mas 4 pro-
pdsito sun el teodolito, y el cfrculo repetidor de Bordd.

. La primera operacion que se practica es nivelar
el teodolito, y tiene la ventaja de dar 4 um mismo
tiempo y con un solo anteojo (aunque algunos tienen
dos) , los 4ngulos horizontales y de clevacion.

493 Como la division de los instrumentos no pue-
de legar al grado de exactitud del cdleulo y que se
requiere en algunas ocasiones, se ha ideado el cfrculo
repetidor, el cual tiene la propiedad de que en vez
del dngulo que se quiere averignar, se puede tomar
el duplo, el triplo, el cuddruplo, &c. y dividiendo
despues por 2, per 3, por 4, &c., se tendrd el dn-
gulo pedido con la mitad, tercera, cuarta, &e. parte
del error que se debe sospechar en el instrumento.

Medir alturas y distancias accesibles € inaccesibles,
y modo de levantar los planos topogrificos.

494 Cuando se puede uno acercar al pie de una
altura AB (fig. 164), y en su plano se puede medir
una base , se elije esta de manera que sea sobre poco
mas 6 wénos ignal con la altara por medir ; se colo-
ea el instrumento en su estremo, y con ¢l se mide el

N
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dngulo de elevacion AFG; con lo cual el rayo visual
AF , el horizontal GF, y la parte AG de la altura,
formardn un tridngulo rectangulo, en que se conoce
ademas del dngulo recto en G, uno de los dngulos
aguados, y el cateto FG que es igual con la base me-
dida BD; luego (465) hallarémos el lado AG, diciendo

R:tang.AFG::GF=BD:AG;
y afladiendo 4 esto la parte BG , se tendrd- toda la
altura AB.

495 Cuando hay algun obstdculo que impida el
acercarse al pie como en la (fig. 165), y se puede me-
dir sin embargo una base AB en el plano de su pie,
se procede del modo siguiente : colocado el instru-
mento en A, se toma el dngulo de elevacion CAD;
y eolocado en B el dngulo CBA ; con lo cual tenemos
en primer lugar un tridngulo CAB, en que conoce-
mos el dngulo en B y el lado AB, porque los hemos
medido, y el dngulo CAB por ser suplemento del me-
dido CAD, y en virtud de lo dicho (470) hallarémos
el Jado CA. Conocido este , queda determinado en el
tridngulo rectdngulo CAD la hipotenusa y un dngu-
lo, y podrémos hallar (466) el cateto CD que es la
altura que deseamos.

496 Muchas veces no se sabe si la base estd ¢
no en el mismo plano del pie de la altura, y aun el
que no se vea el pie de la altura por medir : en este
caso es un poco mas complicada la operacion.

Supongamos que se quiera medir la altura inac-
cesible CD (fig. 166); medirémos donde el terreno lo
permita una base AB; en el estremo A se colocaré el
instrumento, y se tomar4 el dngulo horizontal BAD
y el vertical CADj celocando en el otro estremo B el
instrumento , se tomard el dngulo horizontal DBA, y
el vertical GBD. Hecho esto, el tridngulo DAB nos
dard (470) el valor de uno cualquiera de los lados,
tal como AD; con lo cual en el tridngulo recténgulo
CAD se conocerd el cateto AD, y el dngulo CAD;
luego (465) nos dard el valor de CD , que es lo que
se pedia.
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. Cuando la distancia que se intenta medir es
accesible , 'se ejecuta conforine hemos dicho se mide
una base; cuando sélo es accesible por uno-de sus eg®
tremos , se procederd del modo siguiente. 3

Snopongamos que sea la BC (fig. 167) la l{nea que
se quiera medir; en este caso se medird una base CA
desde el estremo accesible C, y en sus estremos me-
dirémos los dngulos. BCA', CAB, y la Trigonometria
(470) nos dard el lado BG. Para hacer esta operacion
con la plancheta, se coloca este instrumento de ma-

- mera que su centro corresponda sobre el punto G del

terrenio 5 despues se tira en el papel una linea ca en
la direecion de la base, de una magnitnd tal que con-
tenga tantas partes de una escala cualquiera , como
veees estd contenida la unidad de medida en la base

- G ; despues se dirije la visual por G al punto B, y

tira la eb indefinida; despues se poue. el instru-~
ento en A, y colocado el tablero de modo que la
base ea se halle en la direccion AGC de la base medi-
da, se dirije la visual al punto B, se tira la ab, y el
niimero de partes que ch contenga en la misma esca-

- Jay serd el ndmero de unidades que contenga la BC

de la medida con que se mididé la base CA.

498 8i la distancia CD (fig.168) es de todo punto
inaccesible, medirémos una base AB que sea prdxi-
mamente paralela € igual con la distancia por medin
CD. Ea A tomarémos los dngulos CAB,; DAB, y pa-

‘sando elinstramento 4 B tomarémos los dngulos CBA,
DB - tendrémos conocido en el tridngulo CAB el

Jado A 3 ¢ los dngulos adyacentes; luego la Trigono-

b me:rfa (470) dard el valor del lado AC. En el tridn--
- gulo DAB se conoce igualmente el lado AB y los
~ dngelos adyacentes; luego podrémos hallar el valor

del lado AD. Ahora, en el tridngulo CAD tenemos
conoeidos los lados CA, AD, por lo que acabamos de
decir, y el 4ngulo CAD que forman , por ser la di«
ferencia entre los dos dugulos ebservados CAB, DAB;

Jdaego L Trigonometria ({69) dard la distancia CD:
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