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PRÓLOGO.~ 

~ RANDE. osadía y nó pequeña presunción ha de 
-~parecer en mí el publicar un libro -sobre la Teoría 

de Formas, cuando acerca de esta importante y trascen
dental materia han visto y á la pública luz, con gran 
éxito y general estimación, obras tan interesantes y 
a~n podemos decir magistrales, como las Lecciones de 
Algeb1/a suptrz'or de G. Salmon ; la Teoría de Formas . 
binarias de Francisco Faá de Bruno; la de Formas algé
brz'cas b·inarz'as y las Leccz'ones de Geometría de Alfredo 
Clebsch; la Teoría de Formas en general y prz'nápal
mente de las binarias de Rafael Rubini, traducida. y 
publicac!a en castellano esta última por el distinguido 
catedrátic:o de la Universidad de Sevilla D. Emilio 
Márquez Villarroel; y tantas otras no menos preciadas, 
en las que sus autores han dado á conocer al par que 
un profundo talento matemático, galanura de ingenio 

. y brillantes dotes de exposición. · -
Pero como nó existe á juicio nuestro una Teoría 

verdaderamente elemental de las Fqrmas, en ·]a que se 
hallen expuestas con sencillez y brevedad los princi
pios fundamentales de tan bellísima rama del Análisis 
moderno; considerando por otra parte la dificultad que 
presenta el estudio de las obras anteriormente citadas á 
los que carecen de las primeras nociones de esta parte 
del A.Igebra, y la nó menor con que luchan los alum-
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nos de la Facultád de Ciencias y los de las Carreras 
especiales, no teniendo un texto elemental . que poder 
consultar, en el que se hallen sinó todas, parte al menos · 
de las explicaciones de sus Pwfesores; nos han parecido 
razdnes estas más que suficientes para decidirnos á re
dactar y publicar unos Elementos, cuyo principal objeto 

, es por lo tanto, que sirvan de preparación al estudio de 
la r-eferida Teoría, y facilitar la inteligencia de todas las 
obras y memorias que sobre la misma publican los más 

. ilustres analistas y geómetras contemporáneos. 
Desprovisto nuestro modestísimo trabajo de todo 

género de pretensiones, y limitado así su campo á ser
vir de introducción al estudio -ele las obras que tratan 
la Teoría de Formas con mayor exten'sión y profundi
dad, claro es que no deben · en él buscarse proposicio
nes nuevas ni trascendentales investigaciones, en abso
luto vedadas á nuestro pobre ingenio ; sinó una exposición 
elementalísima de las teorías de sustituciones lineales, 
invariantes, covariantes y formas canónicas, precedidas 
de unas nociones sobre los discriminantes , Jacobiano 

. y Hessiano, que creemos indispensables para el cono
cimiento de esas teorías. 

· Si nuestros Elementos. pudieran servir de alguna 
utilidad á los que se dedican á este género de estudios, 
nos creeríamos suficientemente recompensados del tra
bajo que nos han proporcionado y del tiempo dedicado 
á sú publicación. Si por el contrario, á causa de nuestras 
débiles aptitudP.s, no lograran el fin que nos hemos pro
puesto, concédasenos benévola indulgencia , en gracia 
del vehementísimo deseo que nos anima de que se ge
neralicen los conocimierltos matemáticos en nuestra na
ción muc-ho más de lo que lo están en la actualidad. 
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Las citas que se hacen de tratados de . Álgebra, se , 
refieren á las obras que á continuaCión se expresan y se 
indican abreviadamente por los . signos comprendidos 
entre paréntesis. 

Salz"nas (l.) y Benitez (M.)-Álgebra.- I.a y 2.a parte. Ma· 
drid, 1885 y r888.-2 vol. 8 .. 0 -(S. B.-1.0 ó 2.0-n.0 

). 

Briot (Ch.)- Lecciones de Álgebra elemental y superior.
Traducidas, ampliadas y ~ompletadas con numerosas 
notas y extensos apéndices por C. Sebastián y B. 
Portuohdo.-Madrid, 188o.-r vol. 8, 0 ___;(B. ~ r.:l ó 
2.a parte.-n.0 ). 

Rubim' (R.)- Tratado de Álgebra.-Traducido por D. E!llilio i· 
Márquez Villarroel.- I.a y 2.a parte.-SeviUa, 1882. 
-2 vol. 8.0 -(R.-1.0 ó 2. 0-n.0 ) •. · • ; 

Lam·ent (H.}-Traité d'A1gebre.-4.a ed.-París, 1887.-3 
vol. 8.0 -(L.-1.0

, 2° ó 3.0 ). 

¡ 
•. 



-· 

. ' 

,-

' ., ) ~ 



1. 

ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LAS FORMAS·. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

PRELIMINARES. 
1 

1.-Formas: definición.-Se dá el nombre de forma 
algébn'ca á toda función algébrica'· homogénea, racional y en
tera de dos ó más variables. Por ejemplo, son f01'ntas las ex
presiones siguientes 

ax2 + bxy + cy2
, ax3 + bxy2 + cy3

, 

ax" + bx"-1 y+ cx"-2 !l + ..... : + txy''-1 + sy". 

Nota.-La pala_bra fomza corresponde á la voz inglesa 
quantic, con la cual el matetnático inglés contemporáneo Arturo 
Cayley designaba las funciones homogéneas en general. 

2.-Clasi:ficación de las formas.-Las formas algébri- . 
cas se clasifican ó'por el número de variables que encierran, 
ó teniendo en cuenta su grado. Se denominan bz'1tarias, ter
uan'as, cuatenzarz'as, etc., las formas que tienen dós, tres, cua
tro, etc., variables respectivamente; y se denominan cuadt ·á
ticas, cúbzá~s, bicuad1·áticas, y en general, del g1·ado , tz, las 
funciones de segundo, tercero ,_ cuarto, y en general, del 1!0 grado 
Por ejemplo 

ax2+ba:y+cy2 es una forma binaria cuadrática. 
ax8+bxyz+cxy2+dy3+ez·3 es una forma ternaria cdbica. 

ax"+bx"-1 y+ . .... +txy"-1+sy" es una forma binaria del gtado Jt0
, 

, ,-

/ 

1 
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4 ELEMENTOS 

3.- Notaeiones y símbolos.- Una 'forma binaria del 

grado n tiene' en general ' la forma sig~ieate 
" ' 

ao a:"+al a;•H y+a2·xn-2y2+ ..... +a',._l xy":-l+a,.y" (1) 

en la cuál se puede · observar que los términos que la compo

nen son iguales á los de la potencia n del binomio X+ y (a), 

\~' 

abstracción _hecha de los coencientes. Se ha converiido, y apre

ciaremos más adelante las ventajas de este convenio, en asignar 

á cqda uno de los coeficientes literales a.0 a1 , a2 , .... a,., de la 

forma, el correspondiente coeficiente numérico del binomio 1, 

[ ~ J , [ ~ J ... . [n~l] , 1; y escribir la forma binaria an

terior del modo siguiente: 

(2) 

En el caso de que á los coeficientes de la forma se les af~cte 

de los numéricos del bin6mío' según a~abamos de decir' se 

representa la fórmula simbólicamente, siguiendo la notació'n 

propues'ta por Ca y ley, del modo siguiente 

y cuando la forma se conside1;a sin los coeficientes numéricos 

(a). - Siguiendo la notación propuesta por el notable matemático suizo 

Leonardo Euler, reprPsentamos por el signo [ ;] ( léase 1t; sobn p) el número 
l 

de combinaciones de la clase p que pueden formarse con 1t objetos, es decir, 

que [ : 11t (n-1 ) .... (1t-P+1 ) . 
.r l.2 · .... p: 

•,..-

• 1 

.· 



DE LA TEORÍA DE LAS FvRMAS. 5 

del binomio, como la C1): se cruza~ los paréntesis, ó sé cruz~·n 

y agrega al primero üna flecha, de la. manera que expresan 

los símbolos siguientes· . 

propuestos también po: el ya citado matemático (a) . Q 

Del mismo modo; la forma ternaria del grado n se r<i!pre

sentará con los símbolos 

' (a0
, n1 , ... .rl._1, 0 11 ) (x , y; z)" · 

ó (ao, _al, .... an-1>011 l ·x. y, z)" 

según que los coeficientes literales a
0

, a1 , a2 , ••• a,._1 , a., estén 

ó nó afectados de los coeficientes nurpéricos de la potencia 

('x +y+z)n. Esta notación puede generqli zarse á una forma 

de cualquier grado y de un número cualquiera de variables. 

Además de la anterior se suele emplear por algunos au

tores, especia:mente alemanes, otra notación que es también 

muy ventajosa. En ella se desi~nan· todas las variables con una 

mis ni a letra afectada de los índices 1, 2, 3, etc. de manera, 

por ejemplo, que x1 , :r2 , a:3 , x<!, desighan cuatro variables dife

rentes; los c~eficientes algébricos de los diversos té1:minos de una 

forma se indican también con una sola letra, á la que se afecta 

de todos los índices de las diversas variables que entran en 

aquel término, repitiendo cada {ndice tantas veces .cuantas 

unidades tenga el exponente de la variable á que corresponde, 

con tál que se entienda que una potencia x·:: debe escribirse 

bajo la forma de un producto rr,. . r¡:,. • rr,. .. : . ... , compuesto 

(a).-Cayley propuso primero los signos (}) y ( ~) , y ~osteriormc.nte 

empleó los ( ) ( ) y ( ]f:) , qne son los que s_e em~Jle~u con pre [e rC(l CÍ!l. 
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de rn factores simples. Con arreglo á esta notación una forma 
binaria cúbica se escribirá del modo siguiente 

a1n X1 X1 x1+P112 xt X1 x2+a122 X1 X2 x2+a222 X2 X2 X2; 

una forma ternaria cuadrada ~e escribirá; 

an X1 aJ1 + a22 X2 X2 

+ a36 x3 x3 + 2a1~ x1 x 2+ 2a18 x1 x6 + !a26 x2 x 8• 

ó tam~n 

~~~+~~~+~~~+~~~+~~~ 
+ a91 x 2 x1 + a 23 a:2 x3 + a61 x3 x1 + a62 x3x2 , 

y en este caso se entiende que a12 = a21 , a23 = a32, y en ge
'neral, a" = a,., . 

De una manera general, y . empleando el signo sumatorio ~, 
una forma cuadrática, .de n variables puede representarse por el 
símbolo 

en el que cada uno de los índices h, i puede tomar todos los 
valores 1, 2, 3, .... n, teniéndose además de una manera gene
ral que a,.,= as, .. 

Análogamente, una cúbica de n variables se puede repre
sentar con el símbolo 

en el cuál los índices h, 1·, k, pueden tomar todos los valores 
1. 2, 3, .. .. n, teniéndose además que; Orst = a,.1, = a,,. = ..... Esta misma notaCión puede aplicarse á una forma de 
cualquier grado y ,de un número cualquiera de variables. 

Por último, observaremos que, según Aronhold, Clebsch y 
algunos otros autores, una forma cualquiera puede represen-

l 
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tarse simbóNca·mente por la potencia de una for~a lineal de 
ta·ntas variables como tenga la forma dada, y cuyo exponente 
sea igual al grado de la forma pí·imitiva. As1la forma binaria 
del grado n 

a 'JJ n + [n] · 11-1 , + [n] n-2 2 + + o 1 _ 1 al X1 X2 2 a2 X1 x 2 • • • • ·' • 

(3) 

puede representarse por el símbolo 

Desarrollada, como sigue, la potencia indicada 

y comparando el resultado con la forma (3) se vé que los coe- 
ficientes numéricos y las potencias de las variables son los mis
mos en el desarrollo que en la forma propuesta, y obteFldremos 
ésta por completo estableciendo las siguientes igualdades con· 
dicionales 

o:l" = ao 
ocl"-1 o:2 al 

o:t-~ o:22 = a2 (4) 

Todavía se simplifica más esta notación representando 
por o:., 1 ó simplemente por o: 1 el binomio o:1 x1 + o:2 X2 , 
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en cuyo caso la forma ( 3) se ·represent~ · por uno de -los sírn· 

b 1 " ' . o os CJ. ,.o CJ.,.. . 

Del mismo modo, una forma tern~ria del grado n, con los 

coeficientes numéricos del binomio' ó mejor dicho del trinomio 

en este caso, se representará por el sí~b'olo 

' . 
ó más sencillamente por CJ.", ó CJ. 11 ; pudiéndose generalizar esta 

notación á las formas de cualquier número de variables. 

De las notaciones anteriormente expuestas adoptaremos 

la primera , por parecernos la más clara y sencilla, y por ser 

además la que se emplea con más frecuencia. 

4.-Descomposiqi'ón factorial de una forma.-Entre 

las múltiples cuestiones que el Álgebra se propone y resuelve 

de ordinario, es tál vez la más importante la siguiente: Dado un 

polinomz'o algébn'co, ?'acz"onal y ente?' O de una van'able, con coe.fi· 

dentes reales ó· imaginarios, hallar los valores de la variable 

que sustituidos en dicho polz'nomz·o le 1·educen á cero. Según yá 

sabemos (a) , d número de estos valores de la variable es igual 

ai grado de la ecuación : si suponernos además que el po¡ino· 

mio es 

y representamos sus raíces por a.1, a.2, a.3, .... a.n· sabemos tam

bién que este polinomio puede descornponersé del siguiente 

modo: 

ao .(l/' +al a;n-1 + a2 a;n-2_ + ...... ·+ an-1 a;+ a,. 

=ao (x,-a.1) (a;-CJ.2) .... (x-a.,.); (6) 

(a).- (S. B.- 2.0 - n. 0 305.).- (R.- 2.0 - n. 0 394·) .- (B.-2." parte.

n.0 188.) .-(L.-3.0 -Pág. 6). 

·. 
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debiendo recordar además que en e.sta ecu~ción se verifican las 

igualdades que siguer1; . 

' (7) 

,. 
~rx1 a2 · ... a,._1ct.,, ·= (-1) 

Propongámonos ahora verificar 'una resolución y descom

posición análoga en las formas binarias, pues como más ade

lante tendremos ocasión de apt:eciar, en muchas cuestiones 

de la TEORÍA DE LAS FORMAS, .1cuyos principios fJndamenta-

. les nos proponemos exponer, hemos de emplear dichas for

mas descompuestas factorialment,~. Sea, en general, la forma 

binaria · 

y supongamos que·se quieren hallar los sistemas de valores 

de a; é y que la anulan, o en otros .términos, que se quiere 

resolver la ecuación 

(9) 

ecuación que por conte~er dos incógnitas t:s indeterminada. 

' . 
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Haciendo . x = ty, éñ la ec~ación anterior y Clividíendo por '!l, 
se tiene la ecuación determinada 

que se s~be resolver; y cuyas raíces se pueden designar pór 0:1 • 

0(2 , . o:3 , ... a.,. . Pero como a:= ty; si se sustituyen en lugar de t 
sus n yalores, obtendremos el sistema de n e~uaciones lineales 
que sigue: 

' Ahora bien, cada sistema de valores (x
1

, y
1

) que verifi-
que á una cualquiera de estas ecuaciones, á la primera por 
ejemplo, digo que será un siste~a que verificará á la forma (8); 
en efecto si en la forma (8) hacemos x=rc

1 
éy=y, se ob· 

tiene 

( 

ao a:"t + at X1 n-t Yt 

+ a 2 X/-~ Yt2 + ... .... a .. _1 X¡ Yt n- l +a .. Yt ", 

pero como X¡ = 0:1 Yt' sustituyendo este valor en la expresión 
anterior y sacando y1 " por factor se tiene 

(a a 11 + a n-1 + 11-2 + + a ) y· n . o _1 1 al a2 al • • • • " 1 , 

Y como en este producto, el factor comprendido entre parén
tesis es nulo, porque o:1 es raiz de la ecuación ( 1 O), el sistema 
(x1, y1 ). anula la forma-(8) como queríamos demostrar. De aquí 
se deduce además, que la resolución de la ecuación indeter
minada (9) del grado n, queda reducida á la de la ecuación 
determinada (10), que también es del grado n, y á la de las n 
ecuaciones lineales indeterminadas ( 11 ) ; diciéndose por esta 
causa ·que la ecuación (9) es equivalente aJ sistema de las 
ecuaciones (10) y (11) . 
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Ad~más, considerando á la ecuac.ión ( 9) como de una 
sola incógnita x, como efectivamente lo es cuando se asigna ·á y 
un valor particular, las raíces de aquella ecuación son; x == 
a.1 y, X == (/.2 y, .... X== a.,. y, y por lo t~nto, según la descom
posición factorial antes citada, tendremos 

ao x"+a1 xn-1 y+a2 x"-2 y2+·····+a,._1xy"-1 +a,. y1' 
==ao (x-a.1 y) (x-a.2 y) .... (X-CI.,. y); (12) 

y de este modo el polinomio ( 8) se halla descompuesto en tantos 
factores line¡lles como unidades tiene su grado-, además del 
coeficiente de su primer término. , 

Por todo esto se vé, que la ecuación ( 9) considerada res
pecto á las dos variables, admite en general infinitas soluciones, 
que son las que se deducen de las ecuaciones ( 11); pero si 
aquella ecuaciót~ se considera con respecto á la razón de dichas 
variables, y suponemos la de x á y) entonces la ecuación se 
convierte en 

· X" ;l;n-1 xn-2 X 
ao y" +al yn-1 + a2 yn-2 + .... + an-1 y +a,.=o (13) 

que no admite más de n valores, que son los anteriormente 
obtenidos para la ecuación .(10) y que yá hemos designado 
por a.1 , a.2 , a.3 , ••.• a.,.; de consiguiente·, si representamos 
por (x1 , y1 ) uno cualquiera de los sistemas que satisfacen á 
la primera de las ecuaciones ('11 ), por (x2 , y2) uno de los que 
satisfacen á la segunda, y así sucesivamente, tendremos 

y estas serán las raíces de la ecuación (13) en la cual la incóg

nita es .!!!_, Ahora bien J s~gún sabemos por el Álgebra, se y 
tendrá: 

ao { ~ - ~:) ( ~ - ~: }·:··{; - ;::=~) ( ~ - ;: )==o 
2 

- ' 
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ó tambiéa 

El primer miembro de esta expresión multiplicado por y" 

reproduce la forma propuesta (8), luego el segundo debe tam

bién reproducirla al multiplicar por el mismo factor, mas si efec

tuamos esta multiplicación se obtiene, 

ao x" +al a;n-1 y + a2 xn-2 y2 + .... +a,._l a;yn-1 + a,. y" 

a 
• (a;yl -yx1) (t1;y2·-ya:2) .... (xy,.-ya;,.) ; (15) 

Y1Y2Ys .... Yn , 

expresión en la que ya tenemos la forma descompuesta facto 

rialmente. Para reducirla á otra forma más sencilla, haciendo 

que desaparezca el factor ao , pode~os dividir los dos 
Y1 '!12 Ys ... y,. 

miembros de la ( 15) por el coeficiente a0 , verificar las opera

ciones indicadas en el se&"undo miembro, y aplicando las fór

mulas (7) se obtienen las siguientes expresiones : 

'l:,x l Y2 Ya .. · y,. 
Y1 Y2 ~s ... y,. 

'í:,a;l X2 Ya .... y,. 

'!h Y2 Ya .... y" 

an-1 ~= (-1)n-1 'í:,a;l X2 · · · a;n-1 y,. 
a o Y1 J/2 Ys · .. y,. 

a,. 'í:,a;l a;2 Xs · · · a;,._l X n • 

Yt Y~ Ys .... Yn =: (-1)" 
a o 
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de las cuales se deduce fácilmente 

a o= Y1 Y2 Ya .. ·· y,., 
al= -~col Y2 '!fa .... y,., 
á2=~x1 X2 Ya"" y,., 

a,._l=(-1)"-1 ~xl x2 .. .. x,._l Yn• 

• •'1, 

!3 

a,.=(-1)" ~x1 x2 ... x,._1 x,.=(-l)" x1 x2 .... m,._1 x,.; 

en .cuyas fórmulas haciendo y1-Y<¿¡-Ya= .. . =y,.=1, se obtienen 

las conocidas relaciones que ligan á las ·raíces de una ecuación 

con los coeficientes de la misma. 

Sustituyendo el valor del producto y1 y2 Ya· ... Yn que se de

duce de la primera de las relaciones anteriores, en la expre

sión (15) se obtiene finalmente 

ao x"+al a;n-1 y+a2 xn-2 y2+····+a,_1 xy"-l+a,. y" 
=(xy1-yx1) (my2-yx2). : .. (xy,._1-yx,_1) (xyn-yxn)' (1ti) 

que es una expresión factorial de la forma binaria del grado n 

de que haremos frecuente uso en los capítulos siguientes. 

Nota.-Debe observarse que la ecuación no hOmogénea 

puede siempre reducirse á la forma homogénea·, haciendo 

X 
~ :.::::: - y multiplicando después por y". 

y 

' . 
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CAPÍTULO II. 

DISCRIMINA-NTES. 

\ r 

o.- Discriminantes; definición, notación y ejeip.
plos.-Si de una forma de grado n y con k variables, se ha
llan las k derivadas parciales de primer orden y se igualan á , 
cero, la resultante de estas k ecuaciones ha recibido el nombre 
de dz'sc?'iminante de la forma dada (a). Por ejemplo, sea la 
forma binaria cuadrática 

hallando sus dos derivadas parciales de primer orden, qúe de
signaremos por U.,' y Uy', tendremos: 

cuya resultante 

i U/=:.ao x+a 1 y=o, 
i Uy' =a1 x+a2 y=o, 

será el disc?-iminante de la forma dada. 
Anotaremos los discriminantes de una manera abreviada 

ó simbólica con la letra griega 6., afectada de un sub-índice que 
ex;prese el número de variables que contiene la forma, y de un 
índice que nos haga conocer su grado: así en el ejemplo ante-. ' 

rior el discriminante se designará por 

(a).-La palabra díse1·imínante, empleada primero por el eminente analista 

inglés contemporáneo Juan Jerónimo Sylvester y aceptada después univPrsal

mente, proviene del verbo inglés to discriminate que significa distinguir ó 

seña/m·. 
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Ejemplos de discriminantes~-1.0-Tomemos como 
primer- ejemplo la forma ternaria cuadrática ._ 

cuyas tres derivadas .parciales de primer. orden son 

t U,,'.-ao x+a3 y+a4 z=-o , 
t Uy'=-.a3 x+a1 y+a5 z=-.u, 
t U:;'=-.a4 x+ o5 y+a2 z=-.o; 

y la resultante de estas ecuaciones, ó sea el discriminante de la 
forma será 

ao as a4 
~s9.- as al a5 ==aoala2+2aaa4ao- aoa52_ alo42_a.a!Ja2 · 

a4 a5 a2 

2. 0 -Formemos el discriminante de la forma binaria cúbica 

ij __ a0 x3+3a1 x2 y+3a2 XJl+aa 1¡8; · 

igualando á cero sus dos derivadas parciales,. se obtienen las 
ecuacwnes 

~ U,'==.a 0 x.2+2a1 xy+n2 y2
, 

~ Uy'=-.n1 x2+ 2a2 xy+a3 '!f3; 

y aplid.ndolas el método de eliminJ.ción de Sylvester (a) darán: 

ao x;¡+2a, a;~ y+a~ rry~ ::=o, 
ao X

2 y+2a, xl+a~ y"=-.o, 
a, ai-t:-2a2 x2 y+ a;; xy2 =-.o, 

a, .x2 y+2a~ rry2+a;; y•=-.o; 

(:t)-(S. B.-2. 0 -n. 0 337.).- (R.-2. 0 -n. 0 595).-(B.-z." parte-n.0 278) . 
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y el discriminante de la forma será 

a o 2al a2 o 

& 3- o a o 2a 1 · a~ 
2- a¡ 2a2 a; o 

o a.¡ 2a~ a. 

determinante que desarrollado nos dará: 

A2"=ao~ a3~+4a0 a 2
3-6a0 a 1 a 2 a 3+4ai; a3-3 a 1~ 0 2

2 

=(q,0 a¡;-O¡ a2)~_:4 (a0 ·a2-a/ ) (a ; a3-a~2). 

3. 0 - Sea, -por último , _la .forma binaria bicuadrática 

formemos sus derivadas parciales é igualémoslas á cero y se 
tendrá: 

i Ux'=ao x~+3a l X
2 y+3a2 xy2+as y3=o, 

i Uy'=a~ x3+3!12 x2 y+3a3 xv2+a4 y5=o; 

aplicando á estas ecuaciones el método de eliminación de 
Sylvester, se obtie~1e el discriminante: 

a o Sa1 3a~ a. o o 
o a o 3al 3a2 a;; o 

6.24= 
o o a o 3a1 3a2 a;; 
a¡ Sa2 3a3 a~ o o 

3at- 3a5 

~ 

o a1 aj o 
o o a¡ 3a2 3a3 Cl ¡ 

cuyo desarrollo es el siguiente polinomio: 



DE LA TEORÍA DE LAS FORMAS. 17 

e.__:Propiedades de los discriminantes.- Teore.:. 
ma I.-El dz'scrinzz'nm;,te de una forma éuadrática de cúal

quier número de van'ables, es un determinante simétrico. 

Este teorerqa puede deducirse de la simple inspección de 

los discriminantes obtenidos en los cdos primeros ejemplos del 

párrafo anterior, pero puede demostrarse también directamente 

del modo que vamos á decir; más antes advertiremos qué' para 

las formas C1'tadráticas, la notación más cómoda y sencilla es 

la de doble índice explicada en el n. 0 3, en la cual se designan 

por all, an, · a33 , ..... , los coeficientes de los cuadrados x,\ 
x/, x/- .... ; y por aa. a 13 , a~:;, .... , los de los productos $ 1 x1 , 

x, OJ;, Xt X;; ••••• ; debiend_o recordar también que en ella se .es

tableció de un modo general que a"'=asr• Ahora bien, em-, 

pleando esta notación, el disc.riminante de. una cuadrática cual

quiera (a 11 , a.12 , a2i, •.• ) (x 1, Xi, a;3 , .... )
2 tiene evidentemente la 

forma 

A 2-
Un-

aH 
a2, 
a;, 

a,2 
a~2 

U;,2 

a.,;. ., . 

a2s. 
as5· 

que es ' un determinante simétrico en virtud de la relación 

ar.=a&r. 
7 .-Teorema II.-Si el discriminante de una forma cua

drática es nulo 7 la .forma co1'1 ·espondiente puede descomponerse 

m un producto de dos .factores lineales. 
Elijamos, por ejemplo, la forma cuadrática ternaria 

u--ao x~+a, J/+a2 z2+2a. xy+2a. xz+2as yz 

cuyo discriminante 

hemos formado en el ejemplo 1. 0 del número 5 ;. y vamos á de

mostrar qué, si tl/'=o, la forma U puede descompo!'lerse en el 

producto de dos factores lineales. 
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En efecto, ig¡,¡alando á cero la forma propuesta y resol
viend1o la ecuación resultante con relación á x, se obtiene 

-(a. y+a.z) .:~:; v (a; y+ a.~ zr-an (at y~+ 2as yz+at z2
) 

Go 

-(a.y+a.z)± V(a5 
2-a 0a,1).'/+2(asa4-a0 a5)yz+(a.~2-a0a2)Z,¡ . . 

la cantidad sub-radical será el cuadrado exacto de un binomio 
h.y+ki, si se tiene 

y como desarrollando esta expresión se obtiene 

que es cero por serlo!:::./, los valores de x tendrán la forma 

-(as y+a"' z) + (hy+kz) 
a o 

mas como á su vez la forma propuesta, considerada como fun
ción de x solamente, tiene la forma 

designando por o:1 y o:2 los valores de x, esta expresión se re
duce á 

-(a. y + a4 z) + (hy + kz) ) 
' ao 

_ósea 

como se quería demostrar. 

•. 
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8.-Teorema III.-El 4isc?~imimmte de 'ttna forma de. k · ' 
'vqr'z'ables y del grado n, es unafum;z'án ho1nvgénea de los coe.fi- · 
-cz"entes de la forma dada y -del:gr_ado k (n-:-1)k-t .' ·' · 

En efecto, ~1 discriminante es ;la' resultante de k ecuaciones 
del grado n:__ 1', y debe eontenet ios coeficientes de cada una 
de estas ecuaciones con uri grado igua1 é'\1 producto de los gra
dos de las ec.uaciones restantes .(a).; es decir, con ~1 grado _, 
(n-1 Y'_.¡. Además estas ecuaCiones d~rivadas co~tienen todos , . 
los coeficientes de- la forma primitiva con el exponente l.lno, 
por lo tanto el discriminante ·los coBtendrá cGn el grado 
k (n-w-~. 

Aplicaciones.-ComG aplicaciones vemos que los, dis
crimj~antes obtenidos en los ejemplos deln.0 5, son funciones 
homogéneas de los grados 3. (2-1) :;_.¡::::3 ;· 2 (3-:-1?_.¡ :::: 4 y 
2. (4-1)2-'::::6 respectiva:mente. 

9.-Teorema IV.:::_Si en U1iaforma U de grado ny k va - · · · · 
_riables ,, se dá á los coifi,cientes que multiplz'can á lci prime1'a po- ~ ::.
tencia de ·una vm·iable x el índice 1, á los que multiplz'can la 
segunda potencia el índice 2, y qsí sucesivamente; la suma de 
Í1zdices en cada. térmz~o del dz'sc1·i'mz'nante será constante é z'gual 
á n (n-1)k-t, ó sea, el dz'scrimzncinte sáá una f zmción isobárica-
de los coeficientes y de pe so igual á n ( n-1 )k-t (b). 

La teoría de la eliminación (véase la nota del teorema an
terior) nos ensefia qué, si en un sisterl),a de ecuaciones,-se afecta 
cada coeficiente de un índice igual al exponente de la po~encia 
de a; á que multiplica, la suma de los índices en cada téi mi-no 
de la resultante es igual al prQdueto .m n p .... , de los grados de 

(a)- (R.-2. 0 -n.0 6o5).-(L.-3.0 -Pág. 134). -Sobre t!ste teo-rema, el si
guiente y cuantos puntos se relacionen con la teoría de la eliminación, deben 
consultarse las obras siguientes: 

Faá de Bruno (F.) .- T!teó1·ie gémrale 'de l' Etimination. 
, Sa[mon (G.).-Lessons int1·oduct01y to the moder'lz higuer AZgebra. 

(b).-En toda función se llama peso de un término á la suma de los productos 
del exponent~ por el índice de cada factor; así en el término a1 "' a2 " aa P ..... , 

se denominará peso á la suma m+ 2n + 3p + .... Una ftmción se llama isobá

r/ca cuando todos sus _:érniinos tiel;len el mismo peso. 

3 
' 

'' 
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las ecuaciones. Supongamos ahora, que (en la primera Cle las 
ecuaciones, el índice del coeficiente de X

0 
sea h en vez de o; el 

del coeficiente de a;1 sea h + L y en - general, el de la poten· 
cia a;t sea h-+ i en lugar de· i; el resultado ele esta modificación 
es evidente que será el aumentar la suma de los índices en tan
tas veces /¡ como coeficientes ele la primera ecuación se encuen
tran en cada término de la resultante; y como cada término 
ton tiene n p ... .. , de estos coeficietües la suma total de índices 
se· convertirá en 

m n p ..... + h n p ...... ~ (m+ h) n p .. ... 

Ahora bien, en la cuestión que nos ocupa, del discrimi
nante de una forma U del grado n con k variables, podemos 
observar qué, en las .derivadas u;. U~, .... , cada coeficiente 
multiplica la misma potencia de x que en la forma primitiva U, 
pero que en la derivada u~ cada coeficiente multiplica una po
tencia de x menor en una unidad que en U; y por tanto el 
coefiCiente de un término que contenga la potencia x/ estará 
afeCtado del índice í+1, por ser originado por uno que con
tiene la a;iH en la forma primitiv9-; de donde se deduce que la 
suma de los índices en cada término del discriminante será 

(n- W + (n -w-~ == n (n-1)k-! 

como se deseaba demostrar. 
Ejem plo .-Sea la forma binaria 

su discriminante que según ya sabemos es 

' resulta función isobárica y de peso igual á 2 (2-1)==2 . 
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· Escolio.-Los resultados obtenidos en los dos teoremas 
anteriores se expresan de una man~ra abreviada diciendo, 
que. el número k (n.-1 y-~ es el orden del discriminante, y 
n (n-1)k-t es su peso. 

10.-Teorema V.-La 1'esultante de zma forma binarz·a 
U=::.(a0 , a1 , a2, .... a,.) (x, y)", y de su derz'vada parcial U,r;' es 
igual al producto del disc1•iminante de la fo1'11Za dada por el 
coeficiente a0 ; y la · ?'esztltante de la misma fo?'ma y de S7t deri
vada pa?'cial U y' es igual al producto_ del mismo discriminante 
po1· el coeficiente a,.. 

Eh efecto, por ·definición, el discriminante de la. forma U 
es la resultante de las dos ecuaciones 

Uy'==o; 

así es que si en una de. las dos funciones U.,', Uy' se sustituyen 
las raíces de la otra y se efectúa el producto de los resultados 
obtendremós su resultante, y por consiguiente, el di¡;criminante 
de la forma U. Ahora bien, según el teorema de Euler (a) so- . 
bre las funciones homogéneas tenemos: 

y por consecuencia, si en esta identidad sustituimos por a; é y 
las raíces (x 1', y1') , (x2', y;'), .... ; de la U,'==o, y designamos 
por ul' U2, .... ' y por U' y• ¡' u·Y.2' ..... en Jo que se convierten 
(J y Uy' respectivamente por esta sustitución, obtendremos las 
siguientes igualdades: 

que multiplicadas tér.mino á término nos darán -

" o- U. U U. - ' , ' y' U' U'. U'y· · ?i 1 2 3"" ,.-y 1 · Y 2" ... ' n ' ~·1 ' Y'2 .. ·.. " • 

(a)-(S. B.-2.0 -n.0 289).-(B.-2.a p:u te-n.0 146).-(L.-2.0 -Pág. 174). 
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El primer miembro de esta última ecuació.n es la resultante 

de u · o y Ux'=o. según sabemos; el producto y1' . y~' .... y,.' 

. '.: es ig.u~ al¿o€ficientea
0 

(n .. 0 4),yel producto U'u·
1
.U'u·

2 
... .. 

,;..' ¡ 

U'y· , es la resultant~ de las dos. ecuaciones U..,'-'o y Uy'=o, 
n 

ó sea el discriminante de U:; por consiguiente es cierto que la ' 

resultante de .U y U..,' es el producto del: discriminante de U. 
por a0 • 

Si en l'a igualdad n U (J) Ux' +y Uy', sustituyéramos en vez 

de (J) é y las raíces de la ecuación Uv'=o. demostraríamos en 

virtud de un razonamiento igual al anteúor, que la resultante 

de U y Uy' es igual al disct:imiliat1te de U multiplicado por a,.; 

Corolario.--Para obtener el dz'scrz'mz'nante de u-na jqrma 

binan·a dada U = ( a0 , . a1, ... a,.) ( x, y)", es sztjicimte dz'vz'dz'r 

por ao la resultante de lqs dos funciones u y u·.., . 
Ejemplo.--{\plicando la proposición anterior á la forma

ción del discriminante de la forma U a
0 

a;2-f-2a1 xy+a2 y2 , 

se obtendrá: 

U =a0 _x
2+2·a1 xy+a2 y2 , 

i Ux'=.a0 X +a1 y; 

y la resultante será 

a o 2a1 a2 

R~· a o al o =ao a~1-2a0 a1
2+a0

2 a2=a0 !:l2
2 

o a o al 

. y' por lo tanto el discriminante 
1, 

Observaciones. -~1.-En la demostración del teorema 

anterior hemos supuesto. que la forma estaba escrita con los 

coeficientes numéricos del binomio para mayor sencillez, pero 

el teorema es igualmente cierto cuando la forma no tiene estos 

•• 1 

. ·1. 

', 1, 

. \ 
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coeficientes binólnicos' porque sus coeficientes extremo~ a o y an 

no cambian de valor. 
H.-Siendo la forma del grado n 

[ ·n J n-1+ ,, n-1 an-1 xy a,. y, 

su derivada parcial U"'' será 

U,,'=na0 a;"-'+ [ ~] (n-1) a1 x"-!y 

+ [2] (n-2) a2xn~y2+ ..... + [n~1] a,._,yn-l; 

y por tanto los coeficientes de esta segunda función tienen el 

factor común n; pero como la resultante R ( tJ, U;) contiene los 

coeficientes de U,/ elevados á una potencia de grado n, esta 

resultante admitirá el factor n". Por consiguiente, hacie~_do abs

tracción de este factor, púramente numérico, tendremos 
'-

nn t::.. ,. _ R( U, U~.) 
2 . a 

o 
ósea 

11.-Teorema VI.-El discri11u'nattt~ d~ tt?Za forma bi?Za-

1·ia u..:...(ao' al'"' an) (x, y)" expresado m f¡.mcz'ó?t de las raz'ces 

de la forma, se obtz'me por la fórmula 

En efecto, para obtener el discriminante 6.~' de la forma U, 

es necesario formar la resultante R (U, U-/) y dividirla por a0 ; 

pero para obtener esta resultante, será preciso sustituir en una 

de las dos ecuaciones U=o, Uz'=o, en la segunda por ejemplo, 

las raíces de la otra y formar después el producto de los resul

tados obtenidos. De !llanera que si representamos por (a;1 , y1), 
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(x2 , y2), .. ... (x,., y,.) las raíces de la ecuación U o, y por U~ ', 
1 

Uz' , .... u~· , los resultados 
2 n 

de sustituir , en U~' estas raíces 

tendremos: 
-

R (U~ U,;)== Ux' . U:x' . Ux'_ .... .. Ux' . 
1 2 .., n 

Ahora bien, hemos visto anteriormente (n. 0 4), que la 
forma ' propuesta puede. representarse en función de sus raíces 
del modo siguiente 

de modo que su derivada Uz' será 

Sustituyendo en esta expresión de u; ' en ~ez de X é y las 
raíces (x1 , y1), (x2, y2) , .• . • (.x,.. y,.) de la forma U, veremos que 
al sustitui r (x,., '!}¡¡) , por ejemplo, solo nos quedaría la horizon
tal h, pués todas las restantes conteridrían el factor (xh yh 
y,. X 11) que es nulÓ; por consiguiente los resultados de las susti
tuci ones serían los siguientes; 

[J zl==Y1 (xl Y2-Y1 x2) (xl Ys-Y1 Xs) .. . . (xl y .. - '!h x,.)' 

U'.
2
==Y2 (xg Y1-~) (x2 Ya-Y2 Xa)- · · .(X21J,. - Y2 x,.) , 

Al formar el producto de estas expresiones debemos tener 
presente qué, si el producto contiene un factor de la forma (..v,. yk 
-yn xk), contendrá también el factor (xk y,.-yk x,,) igual y de 

. ( 
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' : signo contrario al anterior; y por tanto en vez de e~tos dos 
factores podrá ponerse su pro'ducto-(ah y,.-yk x,)2; mas siendo 
el número de estos factores igual al de las diferencias dos á dos 
de las n raíces de la ecuación U-o, que son t n (n--1), de-

berá afectarse al producto final del signo (-1) ~n(n-IJ; luego ·ia 
resultante buscada será 

R (U, U'.)-= U'.l. U'.2 • U'.; .. .... u·., = (- 1 ) ~ n(n-IJ X 
'!h · Y2 ·Ya· · · · · Yn-(.vly2-yla;2)2(X1Ya-Y1Xa)2 · · · · · (x,¡_¡yn-Yn~lx,)2 . 

Dividiendo aho::a por a
0
-y1 y2 •••• y,, para obtener el dis

criminante, obtendremos finalmente , 

~2"--=( - ·1) ~ n ("-l) (x1y2-Y la;2)2(X1Ya-Y1 Xa)2 .. · (ifln-IYn-Yn-iX,.)2 ' ( 1) 
como queríamos demostrar. 

Observación.-Si en la expresión (1) que acabamos de 
obtener hacemos y1-y2-= .... -=y,.=.1, obtendremos la proposi
ción siguiente que es de frecuente aplicación. El dz'sc? ·únitzanfe
de una ecuación es igual al producto de los cuad1-ados de las dz·
ferencias de las t'az.ces de esta ecuación. 

12.-Teorema VII.-Si una forma ~ium-ia cyl11zz'te 1·az'ces 
iguales, su discriminante es nulo, y t'ecíprocamente. 

En efecto, sea la forma U-=(a
0

, a1 , a2 , ... a,.) (x, y)", y 
supongamos que admita solamente dos raíces iguales (xi, y1), 

(x2 , y2) : si tál sucede tendremos 

ósea 

y por lo tanto según la expresión (1) del discriminante, ~2"-:=o. 
Recíprocamente, si ~2"::::::::.0, el segundo miembro de la expre
sión (1) no puede anularse de otra manera sinó anulándose uno, 
al menos , de sus factores; de donde si 

se deducirá 
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y por consiguiente la ecuá:ción tJ; o tendrá' al menos dos raíces 
iguales. 

Observación.-De este teorema puede darse también la 
siguiente · sencillísima dem0sttación. El discrimínante de la 
forma U es, según hemos visto (n. 0 10), el cociente de la resul
tante de las ecuaciones U .o y Uz'=o dividida por a

0
; mas si 

esta resultante es nula, estas d0s ecuaciones tienen una . raíz 
C0mÚn que será una raíz doble de la ecuacitSn U-o (a). 

Aplicaciones.-;-La proposición anterior puede fácilmente 
. aplicarse á las ecuaciones de 2 .0 ·, 3.0 rY 4.0 grado. Así, de la 
ecuación general de seg.undd grado 

a o z~ + a1 z + a2 =o 

s.e obtiene, haciendo z== _3!_ y multiplicando por y_2, la forma y . 

euyo discriminante 

debe ser cero para que la ecuación tenga sus dos raíces iguales. 
Del mismo modo, sea la ecuación de tercer grado presen

tada bajo su forma más sencilla 

z5 +pz+q=o; 

haciendo z = X y multiplicg.ndo por y5
, se obtiene la forma y 

(a)-(S. B.-2.0 -n.0 310).-(R.-2. 0 -n.0 463).-(B.-2.a parte.-n.• 200 
y si¡:-.).-(Í::...-3.0 -Png. 13 y sig.). 

.r 
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formando su discriminante obtendremos 1 

t::. 3 
2 

3 o p o 
o 3 o p 
o 2p 3q o 
o o 2p 3q 

/ 

qu<:: igualado á cero dá la condición que se obtiene por los pro
cedimientos vulgares del Álgebra (a); 

13 .-Teorema VIII.-Si una forma binarz'a c01ztime un 
facto?' elevado al cuadrado, su discriminante es nulo. 

En efecto, si la forma U, contiene un cierto factor elevado 
al cuadrad~, cada una de sus derivadas u~· y Uy' contendrá 
este mismo factor elevado á la primera potencia 1 y por consi
guiente, su resultante será nula; pero esta resultante es por de
finición el aiscriminante de la forma U, luego queda demos
trado el teorema. 

Observación.-De un modo análogo, ha hecho notar 
Salmon, que si una forma ternaria puede ponerse bajo la forma 

U==X2cp+XY~+P w 

siendo X é Y polinomios de la forma 

X== aa; +by+ c:z1 Y== a' x + b' y + e' z 1 

y cp, ~' w formas del orden n-2, el discriminante de la U se 
anulará por las soluciones comunes de las ecuaciones X o, 
Y · o: porque 1 en efecto, este discriminante es la resultante d.e 
las tres ecuaciones 

. U'~ == o 1 U' y == o, U'~ == o 

y cada una de estas derivadas contendrá sea el factor X sea 
el Y; al propio tiempo que cada solución común se hallará dos 
veces en la forma propuesta U. 

(1!).-(S. B.-2.0 -n.0 3 17).-(B.-2." parte.-n.0 203).-(L.-3.0 -Pág. 55)· . 4 
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En general, el anulamiento del discriminante es indicio de 
que la forma · correspondiente admite raíces iguales. Y estas 

raíces que anulan á un mjsmo tiempo á todas las primeras d,eri-

' vadas de una forma se las llama ?'az'ces singula1·es. . 
H.-Teorema J.X.-El'dz'scriminante del p1·odz~cto de dos 

for?-nas bi1zarz"as es igual al producto de los· discriminantes de 
estas formas multiplicado por el cuad1·ado de su resultante. 

- Sean, en efecto, las dos formas binarias 

y 

designemos con (x1 , yi), (.v~, y2), .... (x 71., Y m) las raíces de la pri-

( 
t •) ( 11 '') ( (n) (n ) ) 1 d 1 d • mera, y con x ,.y , x , y , . . .. x , y as e a segun a. 

sus respectivos discriminantes tendrán según sabemos la for

ma (n. 0 11), 

6. 2"=(-1)~n (n-i) (x' y" -y' x7(x' y:"-y' x"')2 ••••• 

(a; (n-I) Y (n) _Y (n-·I_J X (n))2; 

ahora bien d producto de las dos formas U y .V. igualado á 
cero, tendrá riecesariamen te las rn raíces de U=o , y las n 
de V o; por consiguiente su discriminante será igual al pro-

. dueto de los cuadrados de 1as diferencias de todas sus rn + n 

raíces tomadas dos á dos. Por lo tanto, este discriminante con

tendrá, no sólo todos los factores de !:l.,/' y /12", sinó también los 
cuadrados de las diferencias entre las raices de U o y V o; 

pero el p.roducto de estas diferencias es la resultante R de U 
y V, luego el discriminante del producto será 

' 

como se quería demostrar. 

1 ' o ' 

----------~--------~----------------~--------------
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Corolario.-Sz' una función racional y entera di! x es de · 

la forma (x-a) .,cp (x), su dz'sc1'z'm z'nante será elmz'sm.o de rp (x) 
multz'plz'cado jJ01'. el cuctd1'ado de rp (a). 

·En efecto; cEmsiderando á (a;- a) . cp (x) como el producto 
de dos factores ~-a y p (x), tenemos que el disc'riminante del 
primero es la unidad, la resultante de estos dos factores es rp (a); 
luego según el teorema anterior, el discriminante de (x7 a) • 
cp (a;) es igual al discriminante de cp (a;) multiplicado por 
[ <p (a) ]2. . 

15.-Teorema. X.-El dz'scrz'm z'nante de una [o?'ma bÍnarz'a 

u (ao. al, .... an) (a; , y)" es de la forma a,. <p + a2,_{ 6.2ll-l; 
sz'endo cp unafimcz'ót¡. de .los coe(icz'entes de. U, y 6.2"-1 el dz'scrz'

mz'nante de la funcz'ón 

Es evidente, en efecto, que si formamos el discriminante 
de la forma dada y hacemos en él a11=o , deberemos obtener el 
mismo resultado que haciendo a,.=.o en la forma propuesta U y 
formando después el discriminante de la forma resultante. Pero 
si hacemos a,=.o en la forma U, se obtiene 

ósea (x-o) f (x, y), 

y por consiguiente el discriminante sería, según el corolario 
anterior, 

y como f (o, y)=.a,._.¡, este discriminante será . 

a2 6. 71-'-·1 
11·- 1 • 2 • 

Ahora bien, es evidente , según lo ·antes observado, que á 

este mismo resultado se debe llegar si h~cemos a,.=.o en el dis-
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criminan te· de la forma dada, lo_ que exije que este discriminante 

tengá la forma 

A n- + a2 A tl-·l 
u.2 - an cp n- i u.2 ' 

siendo tp una funci~n de los coeficientes d~ U. 

· Por un razonamientó análogo al anterior se probaría qué, 

el discriminante de la forma U es de la forma a0 ~ + a1
2 

!:1'2"-1
; siendo fl2' n-l el discriminante de la forma (a1 , a2 , ... a,.) 

(a:, y)n-l. 
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CAPÍTULO III. 

JÁCOBIANO Y HESSIANO. 

16. -Jaco biano: definición. --Si se time tm sistema de n 

fzm.áones con n varz'ab!es independz'entes, y se forma u1z detenni
nante que tenga por elp?Zmtos de cada fila las phmeras 'den'va
das de zma misma función con 1·elación á cada una de las va
rz'ablcs; el deten1zinante así formado 1'ecibe el nombre de de
terminante de Jacobi ó Jacobiano (a) del sistema 
jJ1'ojJzte sto. 

Sean U1 , U2 , .... Un, n funciones con otras tantas varia
bles independientes x1 , x2, ••• ::en; designemos, de una manera 
general, por U' rs la primera derivada de fa función Ur con rela
ción á la variable a;,; y formemos el determinante 

U'11 
U'21 
U'a1 

[!12 

U'22 
U'a2 

U' la········· U'1n 

U'2a · ········ U'2,. 
U'aa ......... U'an 

este determinante será el Yacobiano del sistema Uu. U2 •.•• U ... 
Ejemplos.-1. ~-Supongamos que deseamos calct¡lar el 

Jacobiano de las dos formas binarias cuadráticas; 

U a o x 2+2a1 xy+a2 y2, V bo x 2+2b1 xy+b2 y2. 

Designando por Ux' y Uy' las derivadas primeras de U con 
relación á x é y; y por Yx' y Y'u, las de V; la fórmula (1) del 
J acobiano nos dará en este caso: 

Ux' 
Yx' 

U' y 

V' y 

(a)-Se le dá este nombre en memoria del matemático alemán, del primer 
tercio de este siglo, Cárlos Gustavo Jacobi que fué quien primero lo empleó. 

'· 
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y sustituyendo en lugar de U,,', UY', V x', Yv' '· sus valores, se 

tendrá el determinante 

J-:= , . 2 (ao x+a1 y) 

· 2 (6 0 x+b1 y) 

2 (a1 x+a2 y) 

2 (61 .. 7:+62 y) 

que desarrollado nos producirá para valor del Jacobiano 

ó bien efectuando operaciones y ordenando, 

2 .0-Imaginemos ahora-que se desea hallar el Jacobiano de 

las dos cúbicas binarias 

U a o x3+3a1 x2 y+3a2 xy2+a3 y3 , 

V==b 0 x 3+361x2y+3b2xy2+b3y3 : 

hallando sus derivadas y sustituyéndolas en la fórmula del Jaco

biano obtenida para el ejemplo anterior, se tiene 

J ·¡ 3 (a0 x 2+2a1 xy+a2 y2
) 

3 (6 0 x
2+2b1 xy+?2 y2

) 

3 (a1 x2+2a2 xy+a3 y2
) 1 

3 (61 x
2+2b2 xy+bs y2

) 

que desarrollado nos dará para el Jacobiano el valor 

1
_ 32( (ao x2 + 2a1 xy + a2 y2

) (61 x
2 + 262 xy + b3 y2

) ) 

- l-(a1 x2 + 2a 2 x.y +a3 y
2) (60 x2+2b1 xy+b2 y2) ) ' 

ó sea, verificando oper,aciones , 

'. 
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17.-Propiedades del Jacobiano.-Teorema !.-Sin 
funciones U1 , U2 , .... Un, de otras tantas variables x1 , x2 , .... Xn, s.e 
hallan lz'gadas entre sí m virtud d~ una relación cp (U1 , U2 , ... Un) 
=:.o, el J'acobz'mz'o de estas fimcioues es z'déntz'camente nulo. 

En efecto, si entre las funciones propuestas tiene lugar la 
ecuación 

también se verificarán las n siguientes que de ella se derivan (a): 

) 
~ . 
) 

• o •• • • ••• : o •• •••••• ••• • o .............. 1 •• o o. o •• 

v<p v [!1 + v<p v [!2 vcp . v U; _ 
"U ' -..,- '"\ TT '-.., - + "" •" • + '"\u: • -()- -0 u 1 u X,. u u 2 u{/}11 u n Xn 

Ahora bien, el determinante de este sistema ·de ecuaciones, 

eligiendo los valores ~'f¡ corno incógnitas, es el Jacobiano de 

las n funciones propuestas, con la única diferencia de que las 
filas se hallan cambiadas en columnas. Y corno por otra parte 
para que exista un sistema de valores que satisfaga á las ecua- · 
cienes precedentes es preciso que su determinante sea idéntica
mente nulo, el Jacobiano de las n funciones propuestas es nulo, 
como queríamos demostrar. 
· . 18.-Supongamos que tenemos n funciones U¡, U2 , . . .. U.,., 
de las n variables independientes a;1 , a;2 , • ••• •• . a;11 ; y supongamos 
'además que en la función ~r1 no falta la variable a;1 ; resolvamos 
la ecuación U1=:.o con relación á a;1, y obtendremos un valor que 

(a)- (S. B. - 2.0 - n.0 z86).- (B.-z.aparte.-n.0 147).-(L.-2.0 -Pág. 172.). 

Se' designa, de un modo general, por :& la derivada de la función cp con re- . 

!ación :i la variable U. 

'~------~----------------------_. ____________________________ _ 
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_ tendrá la forma x1,=.f ( U1, x2, •.•• x,.). Sustituyamos este valor 

de x 1 en la función U2 , en la cual supondremos no falta la va

riable x 2 después de verificar la--sustitución indicada : despeje

mos en la función u2 así trasformada la variable x2, y designe

mos por x2=:F ( U1 , U2 , x¡¡ ..... x,.) su valor. Sustituyamos ahora 

en la función U3 los valores de x1 y x 2 ; supongamos que des

pués de verifiéadas estas svstituciones no falte en esta fun

ción U8 la variable x3 • y desp~jemos su valor que tendrá la for

m¡¡. X 3 = Cf ( U1, U2 , U8 , .••• x ,.). Continuemos de esta manera 

hasta que hayamos sustituido en la funéión U,. el valor de x,._1 

en función de Ul, U2, ... u,,_(, X,.. De este modo podemos con

siderar implícitamente, y de una manera' general, 
-

á u1 como función de X v x2 , Xa•·" Xn-1• Xn; 

á u2 . )) )) )) U1, x2, Xa, ... Xn-.f. • x,.; 

á U a » )) )) Uv U2, Xg, ... Xn-1• x,.; 

)) )) 

y convengamos además en designar por ( U'1xJ, ( U''tzt.) , 

( U'nx,.) las derivadas de las funciones U así trasformadas. 

Esto sentado-vamos á demostrar qué: 

Teorema II.-El :Jacobiano de las funciones U1 , U2, .... U,. 

tiene la forma 

Consideremos, en efecto, tres funciones 

Ul= Cf (x l, a;2, Xa)' U2= 7 (:vl, {/}2• {/}a)' U a= e (:Z'l, {/}2 • Xg). (3) 

de las tres variables independientes o;1, a;2, x 3; en las qué su

pondremos no falta la variable a;l en Ul, la OJ2 en u 2. y la Xa 

ea U8 • Despejemos en la ex.presión U1=. cp (x1, x 2 , o;3) el valor 

de x 1 , que tendrá la forma 
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sustituyendo este valor de x1 en los de U2 y U8 , obtendremos: 

Deduzcamos de la primera de, estas expresiones U2. = 
o/t (U1 , x2 , x8) el valor de x2 , que tendrá la forma 

XFF ( ul, u2, Xs) ' 
y sustituyendo por último, este valor en la expresión U8 = 
91 ( U1 , X2, Xs) se obtendrá finalmente 

Us=92 ( Uv u2 1 Xs) : 
de manera que las• tres expresiones (3) se podrán sustituir 1 sin 
inconveniente alguno, por las 

Tratemos ahora de formar el ]ac0biano de ~stas funciones 
y convengamos, según antes hemos· indicado, en designar 

( vU1 ) (vU2 ) ( vU3) • • por vx
1 

, vx
2 

, • •• • • vxs las denvada~ de las funciO-

nes U1• U2 , U3 así trasformadas; tendremos, según . ya sa- . 
bemos (a) 

Tf~~.= ( ~~1 ), U'~ z i =( ~~1 ), U'•z.~ ( ~~1 ); 

(a).-(S. B.-z.0 -n.0 z86).-(B.-z.a parte.-n.0 147).-(L.-2.0 -Pág I 72). 
5 

: 

r 



ELEMENTOS 

d~ manera que el Jacobiano será el determinante 

pero este determinante es el producto de los dos siguientes (a): 

1. o o cul) o o 
cu2) . 

()a;l 
1 o cul) (vU2) o vU1 ()a;2 vx2 

cua) 
vU1 

eua) 
vU2 

1 (vUl) 
vx3 

(~.~2) (vU3) 
vx6 

y de este producto se deduce fácilmente 

J= cu1). cu2). eua); 
va;1 vx2 va;a 

ó sea aplicando la notación indicada en el enunciado del teorema 

como qüeríamos demostrar. 
Nota.-Aunque la demostración de esta propos1c10n está 

explicada en el caso particular de tres ecuaciones el razona
miento es completamente general, y el teorema puede aplicarse 

por consiguiente á un número cualquiera de funciones. 

(a)-(S. B.-2.0 -n.0 258).-(R.-2.0 -n.0 II?).~(B.- Apéndice n. 0 XIII). 
- (L.-1.0 -Pág. 142). 
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19.-Teorema III.-Si el 'Jacobiano de un sistema de n 

funciones U 1 , U 2 , ••• Un u anula idénticamente, utas fimcz'oni!s 
tto pueden se1' independientes. 

· Efecti~amente, según la proposición precedente, el Í aco
biano de dichas funciones estará expresado por la fórtnula (2), 
y por consiguiente si J o, debe necesariamente anularse uno, 
al menos, de los factores del segundo miembro. Ahora bien, las 
derivadas ( U\,j) , ( [J' ~z2) , .... ( [J' n-b,._,.) no puedeN ser nu
las, porque [J1 cor:tiene, según l_as trasformaciones. ej·ecutadas, 
á la vari~ble x1 , [J2 contiene á x2 , y así sucesivamente: por 
consiguiente el último factor ( [J',.zJ deberá ser nulo; lo cual 
significa que la función [Jn expresad~ en función de [J

1
, 

U2 , •••• [Jn_1 y en general de x,., derivada con relación á esta 
variable, dá por resultado cero, ó lo que es lo mismo, es inde
pendiente de esta variable y por tanto debe verificarse que 

lo que demuestra el teorema enunciado. 
Podría suceder que las funciones [!,._1 , Un, después de ve

rificadas las trasformaciones indicadas en el teorema anterior, 
resultasen ambas independientes de Xn_1, Xn; y entonces se 
tendría 

( [J' n-h )=-O 
11-1 

lo cual dada lugar á dos ecuaciones de relación entre las fun
ciones propuestas [Jl' U2 , ••• [Jn . Como este razonamiento se 
puede generalizar, se deduce que si el Jacobiano de estas fun
ciones es nulo, las funciones no pueden ser independientes 

Nota.-Esta proposición es la recíproca del teorema 1.0 

(n. 0 17). 
Escolio.-Demostrados los teoremas 1.0 y 3. 0 , ó sean, 

directo y recíproco, pueden admitirse como demostrados los 
dos siguientes que son sus contrarios_ respectivos; -Si 11 fim-
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ciones de otras tantas variable$ son independientes mtre si, su 

:Jacobiano np puede ser nulo; y recíprocameQte, si el Yacobiano 

·de varias fztnciones no es nztlo las funciones dadas son z"ndepen-

die1(ltes entre si. · 

. . 20.-Teorema IV.-Si un núme1·Ó cualquiera de ecuacio

nes se verijica_por un sistema de valores de las vm·iabjes, este 

sistema satisfará tambt'én á su :Jacobiarzo: y si las eczeacio7J.es son 

del mismo grado, este sistema verifica~· á igualmente á las ecua

ciones obtenz'das tom,ando las derivadas del :Jacobz'ano con rela

ción á cada una de las variables. 

1.0-Sean, por ejemplo, tres funciones [/1' [/2 , U3 , de tres 

variables a;1 , x2 , x 3 , y de los grados n1 , n2 , n3 respectivamente; 

el teorema de Euler sobre las funciones homogéneas nos dá 

IJU1 vU1 vU1 
=n1 u1 

!' 
x1 -v-.- + a;2 -v- + Xa -v-

ill1 X2 Xa 

() U2 v tf2 v U2 [/2 (\Í) 
a;1 -v- + x2 -v- + xa -v-· - =n2 

X1 X2 Xs 

IJUs vifa + vUs _ U a ) a;1 -v-.- + X2 -()- X¡¡ -v- - na 
al1 . al2 X¡¡ 

Si representamos · por ./Jil1 , N1 , P1 los menores del Jaco

biano de estas funciones correspondientes á los elementos 

v [11 v U2 . v U a , 1 b 'd . . d 
" , -"- , -"-, o sean os menores o tent os supnm1en o 
ua;1 ux1 ux1 

la fila y columna_ en que estos elementos se hallan colocados, 

y resolvembs las ecuaciones precedentes con relación á a;1, ob

tendremos: 

ecuación de la cual fácilmente se deduce que todo sistema de 

valores que satisfaga á las ecuaciones 
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satisface tambié'n á la . 
39 

':t 0-Además, s,i en la hipótesis de ser ·n1=n2::::::n8 , se hallan 

las derivadas de la ecuación (5) con relación á cada ·una de las 

variables .:t1 , x2 , a;8 , se obtenqrán las expresiones · 

pero según una propiedád bien conocida de los determinan

tes (a) se tiene: 

AJ1 v"Ul +Nl v"U2 +Pl ~Ua =J. 
ua;1 . uX1 oa;1 

~if v Ul iU v Ug n v U.q -
11' 1 ~ + lr 1 ~ +r 1 -"- -0, 

ux2 u{C2 0~2 

11., vU1 +i'' vU2 +f'J vU,, -
:11 "1 1ll "\ 1 "\ -0. 

ux3 u..V3 
u.r 3 

Ahora bien, todo sistema de valores de las variables que 

satisfaga á las ecuaciones 

U1=::.o, U2=::.o, U3 =::.o, 
-------

(a).-(S.B.-z.0-n.0 z6r).- (R.-z.0-n.0 roz).-(B.-z.n parte.-o.0 6o}

(L.-r.0-P:ig. IJJ). 
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reduce también á cero su Jacobiano J, según lo demostrado 
antes, y convertirá por lo tanto á las ecuaciones ( 6) en 

vJ VJ vJ 
vx

1 
=o, vx2 =.o, va;

3 
=o; 

que es lo que nos proponíamos demostrar. 
Nota.-Aunque la demostración de esta proposición está 

explicada en el caso particular de tres ecuaciones el razona
miento es completamente general, y el teorema puede aplicarse 
por consiguiente á un número cualquiera <!e funciones. 

21. -Hessiano: definición.- Si se hallan las n prz'meras 
derivadas pardales de zma fimdón cualquz'era de n variables, y 
se fonna después el :facobiano de las n funciones resultautes, d 
determinante así obtenido reci"be el nombre de Hessiano (a) de 
la :fzmción propuesta. 

L_a definición misma de este determinante nos hace cono
cer que sus elementos no son otros que las segundas derivadas 
de la función propuesta. Así que si designamos por 

U . cp (x1 , a;2 , • . • x,) 

-vu vU vU una función; por --. -..,- , .... -..,- sus primeras derivadas, VX¡ UXg ux,. 
v2U v2U 'iJ2U v2U . 

Y por ()a;
1
2 ' vx

1 
va;

2 
, vx22 , vx,? sus denvadas se-

gundas, el Hessiano de la función U tendrá la forma 
v2U v2U v2U . v2U 
va;¡2 vx1 • vx2 V..V¡. VXB vx1 • va;,. 
v2U v2U v2U v2U 

H= vx2 . vx1 v.rc22 ilx2. ilxa vx2. vx,. (7) 

(a).-Se le dá este nombre en memoria del matemático alemán contemporáneo 
Otto Hesse, que fué quien primeramente lo empleó. 

, 
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Ejemplos.-1.0-Supongamos primero que se desea calcu-

lar el Hessiano de la forma binaria cuadrática 

Las primeras derivadas parciales de esta función son 

y las segundas serán 

a u 
8;- =2a0 m+2a1 y, 

a U 
. --"- =2a1 m+2a2 y; 

o y 

a2 U 
~ =2a0 , 

(;)2 [J 
-::;--:;- -. 2 al ' oy,oa; 

él2 U 
~ =2a2 ; 

y como la fórmula general del Hessiano (7) se reduce en el caso · 
de las formas }:}inarias á 

(;)2 [J a2 U · 
Cla;2 

/ a :e . ay H= 
él2 U c2 U 

ay . ca; ~ 
verificando las sustituciones convenientes se obtendrá 

2. 0-Tratemos de calcular ahora el Hessiano de la forma 
cúbica binaria 

' ' 
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Las prir:;neras derivadas parciales de esta. forma son 

y las segundas serán 

sustituyendo estos valores en la forma. del Hessiano obtenida 
para el ejemplo anterior, tendremos 

H: ¡a . 2 (ao x + a!JJ) 
3 . 2 (a1 x + a2 y) 

= 36 1 ao X+ a1 y 
. a1 x+ a2 y 

3 . 2 (a1 m+ a2 y) 

3 . 2 (a2 x + ps y) 

a1 aJ + a2 y 1 ; 

a2 m+ as y 

determinante' que desarrollado dará para valor del Hessiano: 

9==.36 l (ao a;+ a1 y) (a2 x .+as y)-(a1 m+ a2 y)2 l 
. == 36 { (ao a9-a12) m2+.(a0 as-al a,2) a:y+ (a1 as-a22) y2} · 

22.-Propiedades del Hessiano.-Teorema i. -El 
Hessz"ano de una forma es un determinante simétrico. 

Efectivamente, el Hessiano de una forma U de n variables 
¡ 
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independientes XJ, x 2, ••••. . • x,. está dado, según y:a sabemos 
(n. 0 21), por la fqrmula 

(J2lj (J2 lj (J2lj (J2lj 

CJ?V12 vx1. va;2 ox1 .vxa 
... .. ... 

-vx1 . vx,. 
cPU 82U 82U 82U 

R= 8x2 . 'da11 8x22 d0J2 . dX3 
..... . . . 

'dx2 . 'dx,. 

'CPU 

y como en general para la función homogénea ~se tiene, 

dXr . 'JX, ax • . ax,. 

los elementos conjugados de este determinante son iguales y 
del mismo signo, por lo tanto, es un determinante simétrico (a). 

23.-Teorema II.-El Hesszáno de toda forma cuadrátz'ca 
de n varz'ables, N z'gual á su disc1'Ú7Únante multiplz'cado por 2". 

En efecto, sea la forma cuadrática de n variables (a
0

, 

a1 , ... a.,) (a;, y, ... w), 2 ó sea adoptando la notación de doble 
índice que en este caso es más ventajosa: 

U a11 a;12+ a22 a;22+ ... . . + a,." x,,2+2al2 xl x-2+2a1a x1 Xa 
+ .... . +2a,._1,. x,._1 x,.. 

(a~.-(R.-2.0-n. 0 54).-Recomendamos eficazmente que no se comience la 
lectura de los teoremas q \le signen sin . haber hecho antes un eshtdio muy dete

nido de los determinantes recíprocos, simétricos, hemisimétricos y pseudosimétri
cos. Pueden estudiarse estas cuestiones en el Álgebra de Rubini (z .0 -núme

ros 123 á 142) 6 en las siguientes obras recomendables bajo todos conceptos: 
Echegaray (J. )-illf'etJto1·ia sobre la teoría de las determinantes. 
Suárez. (A.) y Gaseó (L. G.).-Leccioms de (oo¡·dimrto?·ia cott las D'etermi-

nantes l' sus principales aplicaciones. 
6 

. ';· 
\ 

)• 
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h~s n primeras derivadas parciales· de esta forma son 

D'",. -=.2 (a11 x1+ a12 x2+ a18 x8+ ..... +a,,. x,), 
1 . 

U'.,~ 2 (a21 x1+ a22 x2+ a23 x8+ .... . + a2,. a;,) , 
• •• •• o • ••• • o o •• o •• • • •• • o •• • • •• • • •• •• o • 

• • • o •• • • • • • • • • o • ••• o • • •• • 4 •••• • • ••• • •• 

y s~ discriminante será por lo tanto 

Hallando ahora las segundas derivadas de la forma pro
puesta, y formando su Hessiano , obtendremos 

2~11 2a12 2a15 .... 2a 1, 

2a21 2a22 2a23 .... 2a2n 

como queríamos demostrar. 

-=.2." 

an a12 a1a · · · · a,,. 
a21 a22 a2a · · · · a 2n 

24.-Teorema III.-E l dz'scriminante de unafonna cúbica 
binaria, y el de su Hessiano ,' son iguales y de signo contrario. 

Sea, por ejemplo, la forma cúbica binaria 

cuyo Hessiano 

{ 
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hemos calculado anteriormente (n. 0 21, ejemplo 2. 0 ) • Siendo 
este Hessiano una forma binaria. cuadrática, podemos caleular 
su discriminante, que representándolo por 6. H• será 

y como el discriminante de la .cúbica U es según ya sabemos 
(n. 0 5, ejemplo 2 .0 ), 

tendremos, según queríamos demostrar 

6,.'43-- Ó.n . 

25.-Teorema IV.-Sz' las p1·z'1neras den·vadas de una 
.f01'11'ta están lz'gadas po7' una cierta ?'elación, el H essiano de esta 
.fo1'ma se1·á zdéntz.camente nulo. 

Efectivamente, por definición, el Hessiano de la · forma 
propuesta es el Jacobiano de sus primeras derivadas, y este Ja
cobiano es nulo (n.0 17) cuando entre las funciones existe alg_una 
relación. 

26.-Designemos por U una función homogénea del grado m 
y de las n variables a;v a;2, .... a;,.: aplicando á esta función el 
teorema de Euler sobre las funciones homogéneas, obtendremos 
la ecuación. 

Podemos ahora observar qué cada una de las derivadas de 
vU vU vU , la función propuesta, -"- , -í}--- , .... -"- , es a su vez otra uxl x2 ua;,. • 

función homogénea, del grac: :-~ m -1 , ele las mismas n variables; 
y por consiguiente que si les aplicamos el teorema de Euler, 

.-
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obtendremos el siguiente sistema de n ecuaciones lineales con 

relación á las variables a:;1' a:;2' .... x,.: 

v2U v2U - v~ u v2U -au\ 
X¡--2 +x2 --+.zs --+ .... +x,. - .--=(m-1)-

va;.1 'd:c1.'d:c2 u:c1.va;3· 'd:c1.'d:c,. 'dx1 

'd2 U 'd2 U v2 U . -a~u au 
X¡---. +:c2--2-+w,---+····+x,.- .--. =(m-l)-

'dx2.'da;1 'dx~ oa:;2.d.V3 éla;2,'d.?J,. d.L'2 

sistema de ecuaciones cuyo determinante es precisamente el 

Hessiano de la forma dada. Si al sistema de ecuaciones (9), uni· 

mos la (8) formaremos un sistema de n + 1 ecuaciones con n 

incógnitas, sistema que para ser. compatible exige que el deter· 

minante de todos sus coeficientes sea nulo (a). Para escribir con 

más comodidad este determinante representemos de un modo 

general por ~~',. la primera derivada de la función propuesta con 

relación á x,. , y por U',., la derivada segunda de la misma fun

ción tomada primero con relación á x,. y después con relación 

á x, , y hagamos además en la ecuación (8) 
m U 

mU (m-1) U0 , ósea Uo == --
1 

; 
m-

Y con estas convenciones el sistema fornndo por las ec uaciones 

(8) y (9) será el siguiente, 

X 1 U'1 +x2 U'2 + x 3 U'3 + ... ... + xn U',. -:::=.(m-1) Uo 

.1:1 U"11+x2 U\2+ x 3 U\3+ .. .... + x,. U"¡,.-:::=..(m-1) U'1 

x1 U"~1+x2 U"22+x3 U"23+ ...... +x,. U"2n==(m-1) U'2 (10) 

(a).-(S. B.-2.0 -n.0 337).-(R.-2.0 -n. 0 !47). - (B,-z.a parte,-n. 0 277). 

- (L.-!.0 -Pág. IJ8). 
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cuyo determinante, después de suprimido el factor (m -1) que 
afecta á los elementos de una misma columna, será 

U o U'1 U'2 U'n 
U'i U" 11 U" 12 U" 1n 

R:= U' 2 U" 21 U" 22 U"2u :=0 . (11) 
o o o o o. o o o o o o o o. o o o o 

o o o o o o o o. o o o o o o o o o . o o • • 

U'n U" nl U"nt U" nn 

En este determinante, el complemento algébrico del pri
mer elemento U0 es el Hessiano 

U"u U"12 U'~1s 

U"21 U"22 U"2s U"2, 
(12) 

de la función propuesta U: por consiguiente si hacemos 

o U' U'2 ' U',. 1 

U'1 U" 11 U" 12 [;"J:&. 

Bo:= U'2 [J" 21 U" 22 U"2u. (13) 

U'" U" nl [J" n2 U''UIL 

la expresión ( 11) se trasforma en la ecuación 

obteniéndose así una relación muy sencilla entre el H essiano de 
una forma y la trasformada Ro de la resultante R de las n + 1 
ecuaciones (1 0). 
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Teniendo en cuenta las observaciones y notaciones que 
acabamos de explicar , podemos''pasat· á establecer el siguiente 

teorema, que es de la mayor importaBcia. 

· Teorema V.-Dada una .forma U de 11 vm-z"ables y del 

g1'ado m; siendo R=O la resultante del sz"ste11za de las n ·+ 1 
ecuacz"o¡zes con n z"ncógnitas obtenidas aplz"cando el teorema de 

Euler á la jimáón propuesta y á sus 11 prz·meras den"vadas pm'c 

áales; J' 1·ep1 e sentando ade1?Zás po1' Mr y M,., los complementos 
algéb1~z'cos de U' r y U\., tomados en el determinante R; vamos · 

áprobar qué 

siendo H el Hessz"ano de la jo1'11Za U. 
Efectivamente, siendo el determinante R nulo y simétrico, 

su recíproco, que designaremos por R', será también nulo y 
simétrico (a). Ahora bien, según las notaciones sentadas en el 

enunciado, se tendrá 

R'-=. 

Il .Di 1 !112 
1111 J/!111 fl'l 12 

1112 '}Jj 21 !1122 

!11,. 
flfln 

!112¡¡ 

y en este determinante se verificará la propiedad de los deter

minat1tes simétricos (b) expresada por la relación que queríamos 
demostrar: · 

(a).-(R.-2.0 -n.05 127 y 129). 
(b).-(R.-2.0 -n. 0 30). 

. (• 
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27 .-Teorema VI. -Si ~ en el determ/nmzte R (véase fór

mula (11) deln. 0 anter-ior), es ?Zulo el co1nplemento de zm elemento 
dado, nulo será_ tambié!t el complemento de cuaZquier ~t1·o , ele
mento. 

Efectivamente, hagamos x
0
= -(m-1) en las eeuaciones 

(10) del número anterior y este sistema se ~onvertirá en el 
siguiente, 

'U' o X o+ U' 1 x1 + U' 2 x2+ ..... + U',. o:;,. =O · 
U' 1 X o+ U" 11 x1 + u:;¡ 12 x2+ .. , . .. + U "1n x .. ==O 
U' 2 X o+ . U" 21 x1 + U" 22 x2+ ..... + U" 2,. x,.==O 

que tiene n+1 ecuaciones homogéneas con n+1 incógnitas. 
Desarrollemos el determinante R según los elementos de su 
primera fila y tendremos , recordando las notaciones del pá
rrafo anterior, 

además, según las propiedades de los determinantes . citadas 
anteriormente (n.0 20 , nota), se tendrá también 

U'1 R+U"11 !111+U\2 1112+ .... . +U"1n !1!,,-:::::::::0 
U'2 R+U"21 !111+U"22 !ll2+- .... +lf"'t.n !11,.==0 ) 

~ . ' (17) 

) 

Si comparamos ahora el sistema formado por las ecuacio
nes homogéneas (16) y (17) con el sistema (15), fácilmente vere
mos que las razones de los complementos algébricos 

'· , 
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pueden mirarse como unp de los valores de las razones 

il'2 Xn-1 
' ..... . 

Xn X,. 

gue satisfacen al sistema de ecuaciones homogéneas ('15); de 

manera que tendremos 

X _o-

X,. 

ó lo que es lo mismo 

X 0 : X1 : X 2 : ..... :a:,~-'~: a:,.: : H: 1111 : 1112: ..... : 11/,_.1: 111;,. (18) 

Pero siendo R==O, se tiene (a) 

y recordando la fórmula (14) dd teorema anterior, ó sea, 

tendremos finalmente 

y de las igualdades (18), (19) y (20) se deduce qué, si uno de 

los complementos M es nulo, los restantes tienen también que 

serlo, conforme al enunciado del teorema. 

Corolario.-Si et H essz'mzo de unaj'o1·nza es nulo, el comple

mento algébrico de cualquz'e1' otro elementcJ del determinante 

R==O, será nulo; y 1·ecíprocamente. 

Porque el Hessiano H es el complemento del elemento U0 

en el determinante R. 

(a).-ER.-z.0-n.0 127). 
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28.-Teorema VII. -Si el Hessiano de una forma es 
nulo, y el complemento de ztno cualqítz'era de sus elementos es 
z~rrztal á cero' nulo será también el cmnplemmto de cualquz'er otro 
elemento. · 

En efecto, si el determinante H es nulo, representandÓ . 
por H el Hessiano de la forma, su recíproco será nulo también, 
y además los ebnentos de una línea cualquiera de .este recí
proco , serán proporcionales á los elementos homónimos de 
cualquiera otra línea (n. 0 27, nota) . Por ~onsiguiente, siendo 
lílulo uno cualquiera .de los elementos de dicho recíproco, ó sea 
el complemento de un elemento del Hessiano H, nulos serán 
también todos los demás elementos del recíproco, ó sean, l~s 

complementos de todos los . elementos restantes del Hessiano; 
1 -

que es lo que tratábamos de demostrar. 

• 
• ' 

7 

1. 

1 
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CAPÍTULO IV . 

. SUSTITUCIONES- LINEALES. 

29 .-Sustituciones lineales: definiciones.- Se · dá el 
nombre de t1·as_formacz'ón ó sustitución lineal, á la opera-

' ción en vz'?•tztd de la qué se sustituyen eJZ u;z·a función lzomogélzea 
las van'ables que cvntiene por otras nuevas, ligadas á las jJ1'i-
1?zitivas po1' medio de tantas ecuacz'ones lz'neales como van'ables 

1 
tiene la función. Sea, por ejemE_lo, la función homogénea 
f (x1 , a;2 , .... .x,.); diremos que verificamos e101 ella una trasfor
mación ó sustitucz'ón lineal, cuando sustituyamos en lugar de 
x 1 , a;2 , ... _. a:,., las nuevas variables X1, X9 , ... X,., ligadas á 
las primitivas por las ecuaciones 

x1=-A1 X1+fl·1 X2+ · · · · + w1 X,. 
a;2-),2 X1+ P-2 X2+· · · -+ w2 X,. 
..... ' ... . ... . .. . . ' i ........ . (1) 

siendo los co~ficientes A, p., ... w, cantidades constantes. 
· Las cantidades constantes A, p., .... w, reciben el nombre 

de coeficientes de la sustitución, y el determinante 

111=- (2) 
t 

An p.,. ..... , W,. 

formado por estas constantes escritas en el mismo orden en que 
se hallan en las ecuaciones (1), se llama módulo de la sustitzt-
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ció1z. Si el módulo de una ·sustitución es igual á la unidad la 
sust~tución recibe el nombre de u1zz"modular, según la denomi
nación dada por Sylvester. 

En el caso de que una sustitución tenga por· condición el 
satisfacer á la ecuación 

se la denomina sustititcz'ón O?'togonal. 
El módulo de una sustitución lineal es el determinante de 

las ecljaciones· (1) cuando se miran en ellas como incógnitas á 
lás variables X1• X2 , ... . . Xn; y- ya sabemos (a) qué para que 
los valores de estas variables no sean indeterminados, es preciso 
que este determinante na" sea idénticamente nulo, mientras las 
variables primitivas .-:c1 , x2 , ••... x,. se supongan independientes. · 

Ejemplo.-Vamos á estudiar, como ejemplo, el efecto 
producido en el discriminante de una forma binaria cuadrática 
por una sustitución lineal. Sea la forma 

sustituyamos en esta forma en lugar de x1 , a;2 , los valores 

x1==\ X1+l'·1 X2} ; 
X2-"A2 X1+l'-2 X2 

y tendremos, representando por [J1 la trasformada 

(3) 

U1 . ao (\ Xl+:J.l X2)2+2a1 (\ Xl+h X2) (),2 Xl+l'-2 X2) 
+ 0 2 (),2 X1+f'·2 X2)2

; 

ó sea, efectuando operaciones y ordenando con relación á X1, 

Ul==(ao ),12+'2n1 Al 'A2+a2 )._}) X12+2 (ao ),1l'-1+a1 ),1l'-2 
+rt1 A2f1-1 +a2 ),2 (L:.¡) xl x 2 + ~'' u ;.:}+2a1l'-1l'-2+a2 :)·2

2
) x 22

: 

(a).- (S. B.-2. 0~n.0 262).-(R.-2.0 -n.0 142 y sig.).-(B.- z.a pa¡;te. 
-n.05 6o y sig ).-(L. - 1.0 -Pág. 135). 
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' 
: y haciendo para abre,viar 

:;.~1 

'· 

Ao=ao )._12 +2al Al A2+a2 A22 l 
A·l::::::ao \P-1+ al \ P-2 +a1 A2 P.1+a2 A2 P-2 
A2-ao P-12 +2a1 P-1 P.2+a2 P-22 

la expresÍón ul se reducirá á 

'que es de la misma forma que. la primitiva U. 
El discriminante de la función U1 será (n.0 5), 

(4) 

y en vi.rtud de las fórmulas (4) podremos calcular este discri
minante en función de los 'coeficientes de la forma dada U y de 
los de la sustitución lineal (3): en efecto haciendo las sustitucio

;,ri.es convenientes se tiene 

Ao A2-A12=(ao A12+2a1 Al .A2+a2A22) (ao P.12+2a1 P.t P.2+a2p.l) 
-(ao Al P.1+a1 Al P.2+a1 A2 P.1+a2 ).2 f1·2)2 

=ao a2 A2 2 fA't2-2aoa2Al A2P.1l'·2+a oll2A12P.2 2-a12),12P.2 2 

+2a12 Al A2 P-1 P.2-a12 A22 P-12 

=ao a2 (Al P-2 -p.l ·A2) 2- a1 2 
( \ P.2 -p.l ),2 ) 2 

=(ao a2-a1 2) · (A1l'·2-P.1 A2)2. 

Observando ahora que (a
0 

a2-a1
2) es el discriminante de 

,la función U, y (A1 p.2--y1 A2) es el módulo de la sustitución (3) 
·llegamos á la siguiente conclusión, que es del mayor interés; 
El disc1·iminante de la trasformada de zma .forma cuad1·ática 
bi1ian'a, jJ01r'.7f?Za sustitz?cz'ón hneal, es ~gua! al dz'scriminante 

' ¡· 

l 

' 

., 
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de la .forma primitiva multiplicado por el cuadrado del módulo 
de la sztstz'tucz'ón. · 

30.-Sustituciones directas é inversas.-Cuando se 
tienen dos sistemas de variables 

xl. o/2• . .... w,., 
Y1• y'). , ..... y,., 

' .J 

(o:) 

(~) 

y ~e quieren sustituir por otros dos sistemas de nuevas variabl·es; 

Xv X2 , ..... X,.; . 
Y1 , Y2 , . .... Y,.; 

se deben distinguir los dos casos siguientes: 

(a'} 

(W) 

1. 0 -Si el sistema (a) se sustituye por el (o:') en virtud de la 
sustitución lineal 

X1==),1 X1+P.1 X2+· · · · .+wl X,.'; 
X2==),2 X1+P.2 X2+· · · · ·+w2 X,. . 

: : : : : : : : : : : : : : : : : . : : : : : : ::: \ 
x,=='A,. X1+P.n X2+ ..... +w,. X,. J 

(5) 

y el sistema (~) se sustituye por el (W), por las relaciones de 
trasformacion 

Y1=='A1 Y1+P.1 Y2+ .... . +wl Y,.\ 
· Y2-A2 Y1+P.2 Y2+ .... . + w2 Y,. f 

::: :::::::::-:::::::::::: ::: \; 
y,.==\, Y1+p.,. Y2+ ..... +w,. Y" J 

(6) 

de manera que el módulo de la sustitución (6) sea idéntico al de 
la sustitución (5); las dos sustituciones propuest.as se llaman 
dz'rectas, y los sistemas de variables (w1, X:3, .. • x .. ) y (y1, 
y2, ... y,.) se denominan cogredientes. 
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2 .0 - Si permaneciendo la misma la sustitución (o), el sistema 
(~) se sustituye por el (W) en virtud de la sustitwcióh lineal 

Yl=.),l Y1+),2 Y2+.· ... + \. y,. , , 

Y2== P.1 Y1+P.2 Y2+ ..... +p.,. y,. 
(7) 

en la cual las nuevas variables se ·determinan en función de las 
primitivas, y cuyo módulo es el resultado de cambiar las filas 
por las columnas, y recíprocam_e'nte, en el módulo de la (ñ): 
entonces las dos sustituciones (o) y (7) se dice que son inversas, 
ó también recíprocas, y los sistemas de variables (ah, x2, ... x,.) 
y (yl> y2, . .. y,.) se llaman cont?·agredientes. 

Representando por Jlf el módulo de la sustitución (o), y 
por L1, L1/1 , .. .. T1, etc., los complementos algébricos de los 
elementos ),1 , p-1 , .... w1, etc., tomados en el mismo determi
nante M; y resolviendo las ecuaciones-{7) con relación á las va
riables y1, yí!. • .... y,. obtendremos el sistema 

1Jly1==L1 Y1+ J1.11 Y2+ ..... +T1 Y,.l 
.!Jly2=.L2 Y1+.L}I2 Y2+ ..... +T2 Yn 

~y. • ¡.¿N:¿ .. ; r. JJ 
(8) 

que puede sustituir sin ningún inconveniente al sistema de 
ecuaciones W{7}El módulo de este nuevo sistema de ecuacio
nes es 

Ll 11/1 ... . Tl 
L2 1rf2 .... T2 

L,. 1J1,. .... T, 
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que es el determinante recíproco (a)· del modulo M del sis
tema (o). 

Examen de un caso particular.-En el caso parti
cular de que sean dos únicamente Ias variables· de los sistemas 
(et.) y (~), las ecuaciones (o) y (8) se reducen á 

y 

X1 'Al X1+fl·1 X2 
X2 ),2 X 1+P·2 X2 } , . 

ltf.'lh=L1 Y1+1111 Y2 ) 
Jrlyz-L2 Y1+M2 y2 J ' t 

(9) 

(1 O) 

pero siendo el módulo de la sustitución (9) el determinante 

111= 1 

los valores de L1, D!., Dh, ./H2, serán 

de manera que las ecuaciones (10) se convertiran en 

llfy1=fl-2 Yl-'A2 Y2 } 
.111yz--fl-1 Y1+'Al Y2 

(a).-:-(R.-z.0 -n.0 123). 
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que .pueden escribir~e · bajo la for-ma 

y estas ecuaciones nos hacen ver, teniendo en cuenta lo dicho 

en. el c.aso primero, que ·á parte d'el factor constante ' !11, las 

variables y2,:_y1 son cog1·edz'entes· con las ah, X2 . 

. N 6ta.- Si se multiplica cada una de las ecuaciones (8) por 

la correspondiente del sistema (o) y se suman los resultados se 

obtendrá 

ecuación importantísima y d~ la que haremos frecuente uso 

más adelante. 

31.-_:_Propiedades de las sustituciones lineales.
Teorema I.-Sz' un sistema de n fimcz'ones !in '!ales con igual 

número de incógnz'tas se t?'asforma por medz'o de una sustz'tucz'ón 

lineal en un nuevo sistema, el determz'1zante del sistema t?'asfo1'

mado es igual al producto del dete?'mz'nante del sistema prz'mi

tz'vo por d módulo de la sustz'tucz'ón. 

' Sean, en efecto, las tres funciones lineales 

lj1~a11 a;1+a12 X2+a13 Xsl 

U2==a21 x1+a22 m2ta2a Xs ; 

lls=asl X¡+aa2 x2+aaa Xs 
l 

(Hl) 

verifiquemos en estas ecuaciones la sustitución lineal siguiente 

xl=).l xl + P.l x2 + Y¡ Xsl 
m2==).2 Xl + P.2 X2 + Y2 Xs , 

Xa-Ás X¡ + P.a x2 + Ya Xa 

(14) 
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y se obtendrán las tres ecuaciones 

pero el determinante de estas 'tres ecuaciones es 

an'-1+012).2+a1a)'a OnfL1+al2fL2+atsfLa an v1+a12v2+01svs 
a2l '-1 +a 22'-2+a2sAs a21P-1+a22fi-2+a23P·s o 21 v1 +a22v2+a2svs 
aa1'A1+0s2'-2+0as'-s 0atP.1+0a2fl·2+assfLs aaJv1+as2v2+assvs 

que, ·según sabemos (a), es el producto de los dos determinantes 

0 11 °12 °1s 
a21 a22 °2s 
a¡n °a2 °ss 

y estos son respectivamente el determinante del sistema pnmt
tivo, y el módulo de la sustitución lineal (12); luego queda de
mostrado el teorema 

( 
El mismo razonamiento podría aplicarse-á un número cual-

quiera de funciones. 
---32.-Teorenla II.-Sz' una forma del grado n y con k va-

n'ables se trasforma en otra medz'qnte zma sustz'tuáón lineal, los 
coefiáentes de la trasfonnada son funciones homogéneas de 
grado n respecto á los coefiáentes de la sustitución y de prz'mer 
grado con 1'elación 'á los de la forma prú;u'tiva. _ 

En efecto, siendo la forma propuesta homogénea y del 
grado n respecto á las variables que contiene x1 ,· X,2, ••• a:~, su 

(a).-(S. B.-2.0 -n.0 258).-(R.-2.0 -n.0 II7).-(B.-Apéndice n. 0 XIII). 
(L.-1. 0 -Pág. 142). 

8 
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-trasformada será también homogénea y del grado n con rela-
/ 

-
.:.ción _á las nuevas va'riables XI. x2, .... X,.. Pero en la sustitución 

x1=\ X1+f'-1 X2+-----+~1 X,. l 
x2="A2 X1+l'·2 X2+·····+w2 X,. 

z. l.¿~ X,;.: .. ;w. i. ) 
los coeficientes A., fl'· .... w, están unidos á las variables X11 

X2, •••. X,., de tál manera que entran en cada término con los 

mismos exponentes que afectan á estas nuevas variables; luego 

los coeficientes de la trasformación serán funciones homogéneas 

y del grado n de los coeficientes de la sustitución. 

Además, como la sustitución efectuada no afecta á los 

coeficientes de la forma propuesta, e~ tos coeficientes entrarán 

en los de la trasformada con el mismo exponente que tenían en 

la dada, ó sea, con el exponente uno. 

Nota.-Como comprobación, ó ejemplo, de esta propiedad 

pueden verse los coeficientes A0
, A1, A2 , del éjemplo del n. 0 29, 

que son de segundo grado con relación á "A1, "A2, f.~-1 , f.l-2 y del 

primero respecto á a0 , a1 , a2 . 

33 .-Teorema III.-Si una función de van·as variables x1o 

x2, .. . X 0 , se trasforma por medio de una sustituúón lineal m fzm-

úón de Ot7'aS van"ables Xl, x2 ...... Xn; las de1'ivadas de la fzm-

ción con rdaúón á las nuevas variables se exjn-esan lz"nealmente en 

función de las de1'ivadas con 1'elaúón á las jn'z.mz"tivas, mediante 

la sustituúón inve?'sa de la empleada en la trasjormaúón. 

Efectivamente, sea la función U. cp (x1, a;2, •••• x,.); supo-

niendo qu~ se verifica en ella la sustitución lineal 

a;1="A1 X1+f'-1 X2+ ..... twl X,. ) 

x~"A2 x;+f.l-2 X2+ ..... +w2 X,. 

x. Á. ~e~~ x,; ..... ;w~ x. j 
(16) 

la función U tomará la forma U <P (X1, X2, .... X,.). 
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Al tratar ahora de hallar las derivada:s de la función U co1¡ 

rdación á X1 , X2_, •..• X,., deberemos tener presente que U es 

función de x1 , x2 ••••. x,., y estas variables son á su vez, según 

las ecuaciones (16), funciones de Xt. X2 , ••• X,.; y por lo tanto 
las derivadas buscadas tendrán la forma (a); 

v U v U . vx1 v U vx2 . . v U ax,. · 
vX

1 
= vx

1 
• vX

1 
+ vx

2 
• vX

1 
+ .·. · · .+ vx,. · vX

1 
\ 

, v U v l1 vx.1 v l1 vx2 '2Y U vx n 1 
. ..,X -:::;--."X + -..,-. ;')" + .. ... + -71 -· • "X 
u 2 uX1 u.1 2 uX2 L.tl 2 LX,. u.1 ,. , • 

f ' 
• " ••• •• • •• ••••••••• o •••• • ••••• o •• ••••••••• •• 1 

1 

~-ú· · · · ~-ú· ·"·;1· · · · ·"·¡¡· · ~~~· · · · · · · · · · ·;ú· · ·;;.,.·' 
vX,. == vx

1 
• vXn + vx

2
• vX" + .... . + va:,.. vX,. / 

y como en virtud de las mismas ecuaciones (16) se tiene 

........................ ... ............. 

· las ecuaciones (17) se convierten en 

(17) 

(a).-:-(8. B.-2.0 -n.0 286).-(B.-2.a parte.-n.0 147).-(L.-2.0 -Pág. 172). 
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vU ~xpresiones de. las que se 'deduce qué ras variables 
ílx1 - ' 

vU vU iJU vl! vU ,, :·· . .., , se trasforman en las () v , "X · , .... .., ·rr ílx2 uX" ..<11 u 2 U..dn 

por medio de una sustitución lineal inversa de la (16), según 
queríamos demostrar. Estas mismas ecuaciones nos muestran, 
teniendo presente la deFinición del n. 0 30, que las variables 

. v'U vU vU 
071, x2 , .... Xm son contragredzmtes -con las-..,-, ..,--, .... =---· 

uX1 ux2 uX,. 

Examen de un caso particular .-Cuando las varia
bles son dos únicamente, las ecuaciones (18) se reducen á 

de las que se deducen las siguientes, representando por ftf el 
módul~ (\ p'íl-p-1 A.2) de la 'sustitución, 

ecuaciones que pueden reducirse á la forma 

que nos prueban qué, aparte del factor constante M, las va-
ílU ílU · · riables .., y ..::_ ..,,.. son cogredz'entes co~ las x1 y x2• 

UX2 Uwl 
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34.-Propiedades de las sustituciones ortogonales. 
-Teorema I.-En toda sustitución ortogonal la suma de los 
cuadrados de los elementos de una co'lumna del módulo es igual 
p la unidad; y la suma de los productos bi1zm'ios de los elemen
tos de dos colunmas es igual á cero. . 

Efectivamente, la sustitución lineal 

x{=),1 X1+P.1 ~+v1 Xs ·j 
a;2-A2 X1+P.2lr2+v2 Xs 
a;s=As Xl+P.s X2+vs Xs 

será ortogonal si se verifica la relación 

x12+x2 2+x,?=X12+ X2 2+ Xs2; 

(19) 

ecuación que debe reducirse á una identidad cuando se ponga 
en ella en lugar de Xv a;2, x3, sus valores dados por las fórmu
las (19). ]2er~ haciendo esta sustitución, obtendremos 

(\ .X1+P.1 ~+v1 Xs)2+(A2 X1+P.2 X2+v2 Xs)2+("As ..4;, 
+P.s ..J:;+vs .Xs)2=X12+X22+Xs2; 

ó sea, verificando operaciones;, 

\2 X12+P.12 X22+v12 ..J32+"Alp.l 2Xl..J:; ~ . 
+'A22 +P.22 +v22 +"A2p.2 
+"As2 +p.s2 +vs2 +\JP.s 

X;?+X22+..J32; 

+"Al Y1 2.x; Xs+h vl 2X2 Xs ~ · 
+"A2 Y2 +P.2 V2 
4-"As vs ' +p.s Ys 

mas para que esta expresión sea una identidad es necesario que 
tengan lugar las ecuaciones siguientes; 

A12+'A22+"As2= 1 J 
P.12+P.2 2+p.s2-t 
v12+v22+vs2= 1 

y 
"A1p.1+"A2f-lí!+"Asp.s=O J 
A¡v1+"A2v2+"A3vs--0 ; 
P.1 v1+P.2 v2+P.s Vs--O 

que demuestran la proposición enunciada. 

(20) 
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Recíprocamente, sz'emjJ1'e qu? m elmództlo d.e una sustitu

ción se ve?'ifiqzten las ecuaciones (20), la sustz'tztáón se1·á 01'

togonal. 
Porque sustituyendo en la relación 

los valores de x1 , x2 , a;3 , la convertirán en una identidad. 

Nota.-Las demostraciones anteriores son completamente 

generales y se aplican á funciones ' de un númer;o cualquiera de 

variables. 
Corolario l.-El cuadrado del módulo de zma .sustz'tuáón 

ortogonal es igual á la ?tnz'dad. 

-En efecto, formando el cuadrado del módulo de la susti

tución (19) obtendremos (a), 

.t 
A¡~ +"A/ +"As~ '\p.¡ +"A2p.,+Asf'·:; A1v1+"A2v2+"A3v3 

JJf~= A 1 P.t+2,2p-;!+ A:;fl-s P-t2 +P-2~ +P-3~ ¡l.1v1+p-2v2+-p.sv3 

A1v.1 -t"A2v2-tA3v3 fk.¡V¡ +[l-2v:!+[J-3V3 v/ -tv2
2 + ·Y:;2 

pero observando que por ser la süstitución ortogonal se verifi

can las ecuaciones (20), la igualdad anterior se reduce á la 

siguiente -
11 o o 

M2- o 1 o =1 
o o 1 

que demuestra la proposición enunciada. 

Corolario II.-El módulo de una sustitución o1·togonal es 

igual á +1 ó á-1. 
Corolario III. -Si en el módulo de una sustitución o1·to

gonal se cambian los sig1zos á todos los elemmtos de una línea, 

ó mds gme?'almmte, á los de zm 1zúme1'0 impar de pa1·alelas, 

la sustitución sigue siendo ortog01zal, jJe?'O el módulo cambiará 

de signo. 

(a).-(S. B.-2.0 -n.0 26o).-(R.-2·.0 -n.0 rrg). 
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En efecto, si se cambian los signos. de los elementos de 

una ó de un número impar de líneas paralelas del módulo, las 

ecuaciones (20) seguirán verificándose; lu~go la nueva sustitu

ción será también ortogonaL Además, ya sabemos que un de-

. terminante cambia de.signo, pero nó de valor'· cuando se cam

bian de signo los elementos de unéJ, ó un número impar de 

líneas paralelas, de manera que el módulo de la 'nueva sustitu

ción será igual al de la primitiva pero tendrá signo contrario. 

35.-Tearema II.-En toda sustz'tucz'ón O?'togonal el }1'0-

ducto delmódulo,por uno cualquiera de sus elementos es z'gual al 

complemento algéb?-z'co de este elemento. 
En efecto, designemos por A¡¡;, empleando la notación de 

doble índice que aquí es más ventajosa, el elementodel módulo 

que se halla en la fila h y en la columna i, y representemos 

por 6.,.¡ al complemento algébrico de este elemento. En virtud 

de las propiedades (a) de los determinantes tendremos, repre

sentando por M el módulo de la sustitución: 

Ali 6..,¡+ ).2; 6.u+ \;; 6.;;;+ 

All,t.li+ A2,, 6.u +A;;" 6.;;¡+ 

+ A,.¡ ~ .. ;= JJJ 

+ \,,. Ó.ni= O } (21) 

y puesto que la sustitución es ortogonal tendremos además, se

gún el teorema precedente, 

(22) 

Si se compara esta última ecuación, que se verifica al 

mismo tiempo que las anteriores, con la segunda de las (21), 

deduciremos fácilmente de esta comparación que los comple

mentos algébricos t. ti, 6.~ 1 , ..... 6.,,, son proporcionales á los 

elementos \,, A2;, ..... A,.;; de manera que designando por 1; una 

constante se tiene 

t.li 6.!i 6.,., 
-~-==S. ~ ==s, ..... --:;-----:- ==s; 

At;. A2l A,.,. 

(a).-(S. B.-2.0 -n.0 261).-(R.-2.0 -n.0 102).-(B.- 2." parte.- n.0 6o). 

-(L.-1.0 -Pág. 133). 
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(23) 

Sustituyendo estos valores en la primera de las ecuacio
nes (21) se obtiene 

y teniendo en cuenta lo demostrado en el teorema anterior, 
ósea, 

resultará 

t:=:nt 

y finalmente según la~ ecua.ciones (23) 

conforme al enunciado del teorema. 
36.-Teorema III.-La suma de los cuadrados de los ele

mentos de una fila cualquz'era del módulo de una sustz'tución orto
. gonal es igual á la unidad; y la suma de los productos binarios 

de los elementos de dos filas cualquz'era es zgual á cero. 
En.efecto, si ordenamos el módulo según los elementos de 

su fila h, tendremos, 

Ah! 6.M + Ah! 6.h2 + • • • • • + Ahn 6.h11::;::.]¡f; 

A¡¡ 6.hl + A¡2 6.h! + · ..... + A; .. 6.h,.::=O. 

Ahora bien, según el teorema que precede se tiene 
\ 

6.hi:=M).h,, 6.hi=:::::MAh~· ..... 6.hn::=MAhn' 
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luego sustituyendo estos valores en las expresiones anteriores, 

se tendrá, 

conforme se quería demostrar. 

37 .-Escolio general._:_Suponiendo que sean n las varia

bles x1, ,1:2 , .... X,, que se tratan de sustituir por otras n X 1 , 

X 2 , .... X,, mediante una sustitución ortogonal, hemos visto 

anteriormente (n.0 34), que representando p'or 

llf= 

Al P-1 Yl · · · · · · wl 

A2 P-2 Y2. · · · · · w2 

el módulo de la sustitución, las ecuaciones que caracterizan el 

que la sustitución sea ortogonal, son las siguientes; 

\1!+)..1!2+ . . . . +A,2=1 

P.12+P.I!2+ . .. . +p., 2=1 
\P.1+A2fl'2+ • · • +Anfl'n =O 

:A1v1+:A2 v2+ ... +A,,v, =O 

(ex) Alwl+:A2w2+ ... +:A,w,=O (a') 

P-1 Y1+P.2 Y2 + · · ·+p.,. v,.=O 

:: :·::::: :::: .·:::::: :: :) 
pués todas las demás expresiones obtenidas en los teoremas 

2.0 y 3.0 (n. 05 35 y 36) se han deducido yá en el supuesto de ser 

ortogonal la sustitución y verificarse por lo tanto las ecuacio-

nes (ex) y (ex'). · 

Ahora. bien, el número de ecuaciones del sistema (a) es n, 

y las que tiene el sistema (a') son in (n-1), número de com-· 

9 
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' binaciones binarias de n el'emeRtos, luego el número totél,l de 

relaciones esencialmente distintas que ligan á los n2 coeficientes 
de una sustitución ortogonal es 

· • n+! n (n-1)=-t n (n+1) 

y por lo tanto, si s11ponemos que los n2 cwefióentes A, P-! v, ... l<>, 

son arbitrarios, podrán determinarse t n (nt 1) de ellos en fun
ción de los 

restantes que quedarían completamente indeterminados, y que 
podrían emplearse para ·satisfacer otras condiciones dadas. 

Ejemplo.- Tratemos dé trasformar una cierta función 
cp (x1 , a;2) mediante la sustitución lineal . 

x1='A1~+P.1 X2- } , 
x2-A2X1+P·2x2 

y hallemos las condiciones á que deberán satisfacer los coefi
cientes de esta sustitución para que sea ortogonal. Las ecuacio
nes (o:) y (ct.') se convierten en este caso en 

(~) 

aplicando además a los coeficientes de la sustitución propuesta 
las igualdades obtenidas en el Corolario 1. 0 del teorema 1. 0 

(n. 0 3~) y en el teorema 3. 0 (n. 0 36), se tienen las expresiones 

'A12+P.12 ::::=1 l 
A22+P·22 =1 

A1 'A2+P.1fi·g=O ~-
1J12:=(Alf1-2-:-P·l 'A2)2 :::=1 

(y) 
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Pero, según lo que antes hemos dicho, de estas siete rela, 
ciones solo serán distintas t n (n+1)=3, en este caso por ser 
n=2; de manera que satisfechas tres cualesquiera de ellas las 
demás lo estarán también. Supongamos en efecto, que las tres 
primeras (~) se verifiquen por unos valores de los c0eficientes 
de la sustitución y vainos á ver que las ecuaciones restantes (y) 
son consecuencia de las primeras. Multipliquemos las dos pri- , 
meras (~), r~stemos del producto el cuadrado. de la tercera y 
se tendtá 

ó sea la cuarta de las (y). Multiplicando las dos pnmeras de 
las (~) se tiene 

~ 2 2+~ 2 2+~ 2 . 2+~ 2 2-1 "1 !J-1 "1 fl-2 "2 P.l "2 P"2 -

y observando que según la tercéra de las ecuq.ciones (~), ),12 ~.12 
A2

2f1-2
2, la expresión anterior puede tomar las dos forma&: 

\2 (f1-12+fl-22)+fl-12 (\2+A22)=1, 

)..22 (¡;l+~¡¡2)+fl-22 (A12+A22)=1; 

ecuaciones qué teniendo en cuenta las dos primeras de las (~) 
nos dán las expresiones 

A12+fl-12-1, 
),22+fl-22-1; 

que son las dos primeras de las (y). La tercera de estas ecuacio
nes (y) se obtendría multiplicando entre sí las dos obtenidas 
últimamenta y restando del producto la cuarta de l~s expresio
nes (y) después de desarrollada. 

Debiendo por lo tanto los coeficientes Av A2, ~-11 fJ-2 , satis
facer á las tres ecuaciones (~) podrán determinarse los valores de 
tres de ellos en función dd cu:utu que quedará completamente 
arbitrario. 



, .. 

ELEMENTOS 

CAPÍTULO V. 

INVARIANTES. 

38.-0bjeto de la teoría.-Al dar principio á la exposi
ción de la parte verdaderamente fundamental de la Te01'Ía de 
las ,Formas definiremos en breves palabras e·l objeto principal 
y la idea que predomina en esta: importantísini.a rama del Aná
lisis algébrico moderno. Este objeto puede expresarse del si
guiente modo: si una forma de cualqztie1' g1'ado y de k vm'ia
bles se trasforma en. otra po7' medio de una sustitución lineal, la 
nueva f01'?na 'JI la primitiva poseen algunas P1'opiedades comunes; 
y el estudio é investigación' de las P1'opú:dades de esta eipecie, 
que no se alteran por la sustitución lz'neal ve1'ijicada, constituye 
el problema principal de la Te01'Ía de las Formas. 
3~.-Invariantes: de:finiciones.-Se llama iuvariante 

(a) toda ftmciórl:_ de los c.oeficientes de una fonna que tenga la 
propz'edad de qué, si se efectúa en esta fo1'ma zma sustz'tztción 
lineal, la función semejante de los coeficientes de la trasfo?'mada 
sea igual á la función primitiva multzplz'cada po1' una potencia 
del módulo de la sustitución. Al exponente de esta potencia del 
módulo se le llama índice del invariante. 

Sea, por ejemplo, la forma 

y supongamos que 

(a).-Cayley, que fué el matemático que descubrió los invariantes, les ·dió el 
nombre de ltiperdetermina?ztes. 
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es una función de los coeficientes de U. Verificando en la for
ma (1) la sustitución lineal 

x=:::'A1X+p.1 Y+v1 Z+ .. .. 
y=='A2X +P.2 y +v2 Z+ .. · .. 
z =='A3X +P.a Y +v3 Z+ . . .. 

se obtendrá la forma 

(2) 

Formemos ahora con los coeficientes A0 , A1, A2 , ... . , la 
función 

semejante á la 9 (a0 , a1 , a2 •. .. . ) ; si llamando 6. al módulo de 
la sustitución propuesta, y siendo p. un número entero, se veri
fica qué 

la función <p se dice que es un z'1lvariante de la forma propuesta 
U, cuyo índice será p.. 

Si el índice p. es igual á cero, en cuyo caso la función <p no 
altera por la sustitución lineal ver ificada, la función recibe el 
nombre de Út.Vtwz·ante absoluto. 

Del mismo modo que una sola forma, P.uede un sistema de 
formas tener también invariantes. Sean las formas 

U: (a0 , a1, a2, . .. . ) (x, y,;;, ... . )" 1 
V=:(b0 , b1 . b2 , .. .. ) (x, y, z, .. .. )" 
•••••••••••• •• •• • • o •• • •••••• 

.. .. .. . .. .. .. .. . .. .. ... .. .. . 1 
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supongamos que en todas ellas s.e verifica . la sustitución lineal 
(2J y que se trasforman em las 

si al propio tiempo se ti<me una tierta fui1ción 
.l 

. . \ 

cp (r.to, a1, a2, ... . . bo, b1 , b2, .... ' . . .. ) 

, tde los coeficientes del primer , sistema de formas tál, que satis
¡· faga á la condició.p 

cp (Ao.A1,A 2,· ... Bo. B¡, B2, ... ) 

== !l f'- . cp (a o, o1 , o2 , ... b0 , b1, b2 , .. . ), 

/ 

esta función cp recibe el. nomhre de invariante del sistema dado, 
ó mejor, el de z'nvarz·ante simultáJZeo de las form é!S propues
tas (a) . 

Ejemplos de invariantes.-I.-Si tomamos la forma 
binaria cuadrática 

(a) . .:._La importancia grandísima de la teoría , q~1e ':amos á exponer puede 
fácilmente comprenderse con recordar qué, en Geometría a0:alítica, todas las tras

formaciones de coordenadas se verificar: por sustituciones l ineales. En el estudio 
de las curvas y de las superficies un invariante, de una forma ternaria 6 cuater

naria, es una función de los coeficientes cuya reducción á cero expresa una cierta 
propiedad de la c¡¡rva, 6 de la superficie, independiente de la elección de ejes 
coordenados. Véase para más detalles' la obra: 

Clebsch (A.) .-Lerom sm· !a Céométrie; 1'tcueillies ~~ complitJcs pm· F. Líll
dcmamt. - Tomo J. 0 
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y formamos su discriminante 
73 

vamos á ver que este discriminante es un invariante: porque ya 
hemos ·visto (n.0 29, ejemplo), que si se verifica en la forma U 
la sustitución lineal 

Xl-Al Xl+fLl .J:;} 
X2 A2 x;_+P·2 X2 

el discriminante Ao A2 - A1
2 de · la resultante U1 =: A

0 
x;_2 

+2A 1 .X1 X2+A 2 X2
2 es 

que cumple las condiciones exijidas en la definición." 
II.-Sean ahora las tres formas lineales ternarias, 

Ul==an x¡+a12 x2+a1s Xs l 
U2==a21 x1+a22 x2+a2s Xs 

Us==asl xl+as2 x2+ass Xs 

decimos que su determinante 

an a12 a1s 

6.=: a21 a22 a2s 

as1 as2 asa 

es un invariante simultáneo de las tres formas dadas. En efecto, 
hemos visto anteriormente (n. 0 B1), que si trasformamos el sis· 

/ 

1 . 
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tema propuesto por medio de una sustitución lineal' el deter

minante del nuevo sistema es igual al dd 'primitivo por el mó· 

dulo de la trasformación·, es decir, que representando por A11 , 

A 12, A 13 , ..... ; los coeficientes de las trasformadas, y por 

A, fA, Y, los de la sustitución se tiene 

A u A12 A13 A¡ l~1 Y¡ an 012 a13 

A 21 A22 A23 A2 f'-2 y2 a21 0 22 a2s 

A31 A 32 A33 A3 f'-3 y3 · a31 0 s2 0 s3 

J 

40.-Propiedades de los invariantes. con relación á 

los coeficientes de la forma.-Teorema l.-Todo inva

riante de una forma es fimción lzomoghzea de los coejicz'mtes d~ 

esta forma. 
En efecto, sea la for~a de grado n y k variables, 

y designemos por 

uno de sus invariantes de grado 1'. Si en la forma U verificamos 

la sustitución lineal 

x1==A x;_ ) X2-A .x; 
. .. . ... \ ' ..••• o. 

xk==A Xk ) 

cuyo módulo es 
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'A O O .... O 
O 'A O .... O 

O O O ••. : 'A 

cada coeficiente a.1, se convertirá en a"'An. Por otra parte, 

designandÓ por p. el índice del invariante cp, tendremos, por de

finición, 

Cada . uno de los términos del primer miembro de esta 

igualdad contiene el factor A con U!). exponente igual á n veces 

el grado del término, que será por lo tanto nr en el de mayor 

grado, por ser cp del grado r; y como en el segundo miembro, 

el factor cp (a 0
, a¡. a2, .... ) es independiente de 'A, para que la 

igualdad tenga lugar, es necesario que todos los términos del 

primer miembro sean de igual grado, es decir, que cp sea homo

géneo respecto á los coeficientes a0 , a1 , a2 .... ; gue era lo que se 

deseaba demostrar. 
41.-Teorema II. --El índice de un invariante es igual al 

producto de su grado por el de la-forma, divz'dz'do por el número 

de variables. 
Efectivamente, según lo demostrado en d teorema ante

rior, para que la ecuación (4) se verifique es preciso que todos 

los términos de su primer miembro seat:l divisibles por 'A'or, 

siendo r el grado del invariante; luego dicha ecuación podrá re

ducirse á fa forma 

cp ('Ana0 , "Anal' 'Ana2, .... ) =A.'" cp (ao, a11 a2, .... } 

='A kp . . cp (ao, a1 , a2 , .... ) ; 

expresión que exige se tenga nr=kp., ó sea, 

nr 
P-=T; 

lO 

(5) 



· .. 

r 

E:LEMEN,TOS 

que es la fórmula enunciada . ~n la proposición que queríamos 
demostrar. 

Corolario.-Todos tos 'invariantes· de una forma bina1·ia 
de grado impm·, son f~t1~ciones de grado par. 

En efecto, haciendo en_la fórmula (5) k=2, se obtiene 

. nr 
¡.¡.==2' 

y como p. debe ser IJU número entero, sin es i·mpar es preciso 
que r, grado del invariante, se_a par . . 

42.-Teorema !H.-Todo invm·~·ante de una forma' bi1Za
ria es isobárico, y su pe so es _igual á su índice. 

En efecto, sea la forma U: · (ao, a1 , a2 , ••• a,.) (x, y)"; ve
rifiquemos en ella la sustituciól'l 

x==X+O . · Y ( 
y==O. X+AY j 

1 

cuyo módulo es A. Designando por cp un invatriante de la forma 
propuesta, por <I> el de su trasforr~ada y por ¡;. el índice de este 
invariante, tendremos según la definición de invariante 

Ahora bien, por la sustitución verificada 1 los coeficientes 
de U se trasforman en 

por consiguiente si un término de cri es a eo a el a e2 
T O 1 2 

e,. 1 .. a,., e ' 

término correspondiert'te de <I> será 

A eoA e1A e2 A e,. 
O 1 2 • • • n 
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y como después de la trasformación el invariante debe conver

tirse en .)JJ. • cp, es necesario que todo~ sus términos adquieran el 

factor ). 0 • eo+l.e1+2e2+ .. " +nen , y que se tenga por lo tanto 

pero el primer miembro de esta igualdad e!¿ el peso del término 

ao e0 a1 ela2 e2 •••• a,. e,. ; luego se .verifica la proposición enunciada. 

· 43.-Teorema IV.-Un invariante de una forma binaria 
ó no altera, ó varía solo de sz'gno, cuando se permutan entre sí 
los coeficz'mtes equidistantes de los extremos. 

En efecto, si en la forma binaria (a0 , al> a2 .... a,.) (x, y)" se 
verifica la sustitución lineal 

x=O .X+ Y { 
y=X+O. Y ) 

cuyo módulo es-1, sustitución que equivale en resumen .á per
mutar entre sí las letras x é y; dos términos de la forma equi
distantes de los extremos, a, xn-h y" y a,._, a;11. y n-h' por ejem
plo, se trasforman en ah a;" y"-" y an-h xn-lr. y". es decir. no 
hacen más que qtmbiar entre _ sí sus coeficientes. Al prop~o 
tiempo, si cp designa un invariante de la forma propuesta de ít?-
dice ¡;., y <P el de su trasformada, se ten9rá 

<P=(-1) ¡;. . cp . 

y esta igualdad nos demuesb·a que el invariante 'P no cambia de 
valor en ningún caso, y varía ó nó de signo según que su ínaice 
¡;. sea impar ó par. 

Los invariantes que por la permutación de coeficientes equi
distantes de los extremos en la fo rma, no varían de signo se de
nominan simétricos, y los que cambian de !?Ígno se llaman hemi
simétricos, 
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.Nota.-Debe observarse que la permutadón ' de los coefi

cientes equidistantes de los extremos no altera el peso del inva-

riante; porque un término del inva~iante primitivo. a0 e0 a1 e1 

' 

e2 e,. . 1 . t 1 t r d 
a2 .... a,. , por eJemp o, se convter e en e ras1orma o 

eo e1 e2 e,. · 
en a,._0 a,._. an-! . . . . a,._,. , cuyo peso es 

(n-0) eo+(n-1)e1+(n-2) e2+ .... +(n~n) e,. 

=n (eo+e1+ e2+ .... +e,.)-(O. eo+1el+2e2+ ... +ne,.) ; 

pero como e0+e1+e2+ .... +e,.- r, design.ando por 1' el grado 

del invariante, y siendo además (!!. 0 42), 

se tendrá que el peso del invariante trasformado es 

nr nr nr-
2

_
2 

·44.-Teorema V.-Todo invm-iante cp de zma fo1'ma bina

ria (a0 , a1, a2 , .... a,.) (a;, y)" satisface á las ecztacz"ones de deri

vadas. parciales (a), 

(a).-Véase antes de comenzar e1 estudio de este teorema la Nota sob1·e los 

símbolo~ íl cp Y V cp que vá al fin de la ob~a . 
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En efecto, si eq la forma binaria propuesta (a0 , a1• a2 , .... an) · 

(:1:1, y)" se verifica la sustituci~n lineal 

~-X +AY(· 
y==OX+ Y j 

1 

(8) 

cuyo módulo es la unidad, entre el invariante <P de la trasfor

' macla, y el :p de la propuesta se verificará la relación 

<P==cp. (9) 

Ahora bien, la sustitución ·lineal (8) equivale á poner en ·la 

forma propuestá en vez de a;, x+Ay, y conservar sin alteración 

la variable y; más en este caso es fácil demostrar (a) que si de

signamos por llc.p la operación 

el invariante <I> puede ponerse bajo la f9rma 

. - +. ~ A 1 ~:! .q¡ + 1 ) 3 AS 1 ) .\ 
cp_co A.uw+ -l"' A . u c:> -13 , . u<->+ . . .. + -~- ,," Ll."c:>,, 

• 1 ::/1 1 • n 
- - -

expresión que se reduce, teniendo en cuenta la ecuación (9) á 

1 1 ·. 1 
0- A (!)+ ) .\ 2,n+ _"'> 2A ;J,,_t- + _ ~ 1!_,-l A n,, , 
-U T 12 ' . U j 1!_ A u y . • . . ~ A . 4- --¡' > 

y como esta ecuacwn debe verificarse independientemente del 

valor de A, es preciso que se tenga 

D.w:::O , .. 

(a).-Podría repetirse aquí la dcmostr:tción dada ~u la /'{otn jinnl para obtcrwr 

1~ fórmula (y). . 

v· 
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que es la primera de las e.cuaciones cuya existencia nos propo
níamos demostrar. 

De una manera análoga se demostraría que haciendo en la 
forma propuesta la sustitución lineal 

• x= X+O.Y} 
y='AX+ y 

(1 O) 

cuyo módulo es tambiétf la unidad, el invariante cp tiene que 
satisfacer á 'la ecuación (a), 

ósea 

Observaciones.-1.-Esta última ecuación (7) no es más, 
en realidad, que 'una consecuencia de la (6), cuando la forma 
está escrita 'simétricamente; pués podría deducirse de ella por 
la permutación en la forma de los coeficientes equidistantes de 
los extremos, en cuyo caso el invariante no altera ó cambia 
únicamente de ·signo (n.0 43). 

II.-Si la forma propuesta estuviese escrita sin los coefi
cientes numéricos de la fórmula del binomio de Newton, habría 

(a).-Véase la ecuación (y') de la Nota fi1tal. 
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que sustituir á 1as ecuaciones {6) y (7) las dos siguientes, que 
son las correspondientes á este easo (a); 

45.-Teorema VI.-En todo z'nvariante la suma algébrica 
de los coeficientes es nula. 

En efecto ; siendo el invariante cp una función homogénea é 
isobárica (n. 05 40 y 42) de los coeficientes de la forma, se podrá 
representar por 

hallando sus derivadas ·con relación á a1 , a2 , a8 , . .• Un, teiJ.
dremos, 

y de estas expresiones pueden fácilmente deducirse las que 
siguen 

(a).-Véanse en la Nota final las ecuaciones (o) y (o') . 

' ' 
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()cp _ ~ ea e1 e2 e,. 
a1 Ja -l'1. -"ao a1 a2 .. . . a.. =e1 cp 

' 1 

., ílcp -2 ~ eo e¡ e2 e" -2 .. a2-"'- _ e2 -"ao a1 a2 ... . a.. - e2 rp 
.ua2 • . 

• • • •• • o • •••• • • • • •• • o • •••••• •• ••• o ••• 

• o • • ••• •• • • • •• • •• • •••• • ' • • • • • • o o . o •• 

C:l<p _ ~ e0 e1 e2 • e,....:.... 
na,. ()a,. -ne,. -"ao a1 a2 . . . . a,. _ n6,. rp J 

Multiplicando los dos mierpbros de las expresiones ante- . 
riores por ao, a¡. a2, . o o o an- l' respectivamente,· se obtiene 

ecuaciones que sumadas nos dan 

Ahora bien, como la función rp es un invariante el primer 
miembro de la ecuación precedente será cero, según la igualdad 
(6) del teorerrta anterior; luego tendremos, 

y ·esta ecuación debe ten~r lugar cualquiera que sean los valo
res de ao. a¡, a2, o o o a .. ; ~e manera que si todos se hacen igua
les entre sí é idénticos á un cierto · valor, a por ejemplo, la ecua
ción también tendrá lugar; pero en este caSQ el invariante se 
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reduce á una suma de términos que tienen por parte literal ar, 
si por 1' se representa el grado del invariante; y .por 1-o tanto si se 
designa por s la suma algébrica de todos los coeficientes numé
ricas del invariante c.o, este se reduce á s. ar, y la igualdad ante-' . 
rior se convertirá en 

pero la cantidad comprendida entre paréntesis no puede set cero 
porque representa el peso del invariante ·c.p; ar tampoco puede 
serlo, luego debe~emos tener 

como queríamos demostrar. 
46.-Teorema VII.-Si una fimción c.p de los coeficientes 

de una forma U: (a0 , a11 a2 , . ..• a,.) (x, y)" es isobárica, simé
trica y satisface á la ecuación de de1·ivadas pm·ciales, 

será zm invariante. 
Para demostrar esta proposición será suficiente probar que 

verificando en la forma propuesta la sustitución lineal 

x=A1 X+p-1Y } 
y=)..2 X+p-2 Y 

(13) 

la función c.p se trasforma, designando por 6. el módulo de la 
sustitución, en 

11 
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Para ello observemos primero que cp debe ser una función 
h0mogénea de . los coeqcientes de la forma, porque si T -'~·~ 

eo el e2 . e,. d , . 1 a0 a1 a2 . .'· •. a,. es uno cualquiera e sus termmos, y se e 

ílcp . . ílcp ílcp 
. aplica la operación 6. cp = a0 -..,- +2a1 -- + 3a2 -..,-ua1 va2 uaa 

ílcp b d ' + ... . +nan-l -..,-,se o ten ra, 
u a,. 

y si suponemos que a0=a1=a2= .... =a, el término T se con
vertirá, designando por p su peso en 

Ahora bien, siendo cp una suma de términos análogos á T, 
y todos de igual 'peso_ por ser cp isobárico, se deduce que la 
ecuación (6) aplicada á la función cp nos dará, en el supuesto 
anterior, 

nias como p no puede ser cero, es preciso que se tenga 

y en esta expresión, ~ T representa una función de a que debe 
ser cero cualquiera que sea a; pero como no puede admitirse 
que cada uno de los coeficientes de los términos T sean nulos, 

\ pues entonces no existiría cp·, se sigue de aquí que todos los tér
m~nos de esta función cp deben contener una misma potencia 
de a como factor, es decir, que cp es función homogénea de los 

h ,., 1 
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coeficientes a; y solo será cero la suma algébrica de sus coefi

cientes (a]. 
. Esto sentado, si verificamos en la forma propuesta U la 

:Sustitución 

(a) 

la función cp permanecerá invariable, pués por hipótesis esta 

función satisface á la ecuación (6). Si en la primera trasformada 

de U, se hace una segunda sustitución · 

x' y" 
y'== ~a;'' 

la función cp tampoco variará, á excepcwn del signo; porque, 

pot hipótesis también, es isobárica y simétrica. Si en esta se

gunda trasformada de U se verifica una tercera sustitución 

x" ==x'"+ "Atf.2 ym J , 
y"-ylll 

(a).-En lugar de suponer en el enunciado de esta proposición que la fun

ción C!J es isobárica y simétrica, podría expresarse la condición de que sea horno-

' 
11r · 

génea y de peso T ; porque entonces se tendría por hipótesis 

nr 
O.eo+1.e1+2 .1'2+ .. . +nc,.==T• y eo+e1+e2+ .. -+en==r; 

.,.- de cuyas expresiones se deduce, 

'. m· ·nr , . 
+ ... +(n-u) e,.=:. m·- T =:: - :!. , o sea (n-O) eo + (n-1) e1 

+(n-~) e2t ... -f-(n-n) e,.=:.O. eo+ 1. e1+2e2+ ... +ne,. 

lo que demuestra qu.e la función C!J es simétrica. 
1 

\ ) . 
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también r.p permanece inva·riable por satisfacer á la ecuación (6) 
antes citada. Finalmente, si en la ültima trasformada de U se 
hace la sustitución lineal 

al"=- A2 X l 
6. ; ~ y/11=---¡:- y 

2 

siendo r.p una función homogénea, todos sus términos adquirirán 

el factor 6.fJ- (n.0: 40 y 42), y la. función se trasformará por lo 

tanto en ().fJ-. cr 
Mas las cuatro sustituciones (o:), (a.1), (o:2) y (a.3) equivalen 

en resumen á la sustitución (13), segün puede comprobarse fá
cilmente eliminando entre ellas las variables a/, x", X

111
, y', 

y", y"'; luego esta sustitudón (13) trasforma á r.p en ~P· . <p, y T es 

por consiguiente un inv~riante de la forma dada, como se que
ría demostrar. 

Observaciones.-I.-La proposición que acabamos de 
demostrar puede considerarse como la ?'eCÍ}J?'oca de las demos
tradas en los teoremas I, III, IV y V (n. 05 40 1 42, 4.3 y 4.4); 
pués mientras en estos teoremas se exponen las condiciones á 
que d~be satisfacer todo invariante de una forma 1 en el ültima
mente demostrado se ~tablecen las condiciones necesarias y 
suficientes para que una función de los coeficientes de una forma 
sea un invariante. Como veremos más adelante 1 el teorema VTI 
que acabamos de demostrar nos próporciona un método muy 
Gómodo y sencillo para la formación de invariantes. 

JI.-Segün lo demostrado en los teoremas V y VII, todo 
invaria'nte de una forma tiene que satisfacer á las ecuaciones 
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si la forma tiene los coeficientes del binomio de N ewton; 

y á las 

si no los tiene; y al propio tiempo toda función homogénea é 

isobárica de 'los coeficientes de la forma será un invariante si 

satisface á las citadas ecuaciones: así es que estas ecuacion·es 

son las que caracterizan la propiedad de la z"uvm•iación y por 

esta causa se las llama ecuacz'ones caracte1'Ísticas de los úzva 

rz"antes. 
III.-Observemos por último, que existen funciones que 

satisfaciendo á las ecuaciones características dél invariante no 

cumplen con alguna de las condiciones de ser homogéneas é 

isobáricas, y á estas funciones se las denominan seminvariantes 

ó !teJ?Úuva1'iantes, seg~m propuso Cayley. 

4 7 .-Teorema VIli.-Sz· tenemos dos fonnas de zm mismo 

grado n 

y 

y lafimción? (rr0 , a1, a2 ... a,) es llll ún,ariaute de la forma U; 

la función 

es zm útvan·aute simultáneo de fas fi'r71l!?S U y V. 

En efecto, el invariante ? debe satisfacer, por definición, 

á la ecuación 

\ 

·. 
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en ' la cual !::... representa el módulo de una su~ti tución verificada 
en las formas U y V, cqalesquiera que sean los coeficientes . 
a0 , av a2 , .. . an dela forma U. Ahora biet), si esta forma U se 
convirtiera en U+k V sus coeficientes se trasformarían en 

y por consiguiente la función <P = <p (ao+kb0 , a1+kú1 , •••• . • 

a,.+kb,. ) será un invariante) cualquiera que sea el valor de k. Por 
lo tanto si se desarrolla la función <P según las potencias de k, 
todos sus coeficientes en este desarrollo deberán ser invariantes 
por ser k indeterminada. Pero aplicando la fórmula de Taylor 
generalizada (a) á la función <P, los coeficientes de Jas potencias 
de k serán 

-y como el primero de ellos es la expresión (14), queda demos
trado, que ~ es un invariante simultáneo de las formas U y V. 

N ota.-Este teorema proporciona un medio sencillísimo de 
calcular un invariante simultáneo -de dos formas de un mismo . . 
grado , cuando se conoce uno correspondiente á una de ellas; 
pués es suficiente aplicar á este 'invariante la ecuación (14.). 

Ejemplo.-Tratemos de hallar un invariante simultáneo 
de las dos binarias cuadráticas 

(a)--Recordemos que la fórmula de Taylcir generalizada es: .f (x-¿-Ji, y+k, 

' n=n 1 ( )" 
z+l, .. .. )=.f(x, y, z, .. J+ :3 F< /' /•+/' 1¡ k+.f' z l +........ . - (S . B.- 2 .0 

n:=t 

-n.0 296).-(L.-2. 0 - Pág. 197). 
1 

· " . 

J 
1 
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U-a aP+2a :vyz +a ·y2 
-o ' 1 2 ' 

Recordando que la función cp=aó a2--a1
2 es un invariante 

de U (n. 0 39, ejem. 1.0
), tendremos aplicándole la ecuación (14), 

que será el invariante simultáneo pedido. 
48.-Propiedades de los invariantes con relación a 

las raíces -de la forma.-Teorema IX.-Una jimcz'áwsz'
mét?·ica de' las dij'e1·encz'as de las raíces de una forma binarz·a 
se1·á un invarz'ante, sz'empre que cada 1•aiz ent1·e en la funcz'ón 
con el11tz'smo exponente. 

Sea por ejemplo, la forma U a0 :v"+a1 a;"-{ y+a2 a;"- 2 y2 -

+ ... . +an·y"=O; según ya sabemos (n.0 14), llamando a1 , o:2 , 
o:8 , ... o:", á las raíces de esta ecuación, la forma anterior puede 
presentarse descompuesta factorialmente de la_manera que sigue: 

U ao (x-o:1 y) (x-o:2 y) (x-o:8 y) ... . (x-o:" y): (15) 

sea además 

una función dada de las diferencias de las raíces que sea simé
trica y tál que todas las raíces de la forma entren con el mismo 
exponente, o por ejemplo; y vamos á demostrar que cp es un 
invariante de la forma U. 

En efecto, si en la forma U se verifica la sustitución 

x=\ X+p.1 Y } 
Y-A2X+p.2 Y ' 

, . 
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cada factor (x-ah y) de U se reducirá á 

x-(J." y=-(\ X+p-1 l')-o:" (\_;LI+~2 Y)=(A1-l.2o:") X+ 

y~ ; 
1 

y por consiguiente la trasformada de U tendrá la forma 

si hacemos _para abreviar 

Las raíces de U1 tendrán la forma 

ósea, 

y por consiguiente la diferencia de dos de ellas 9" y 9; , tendrá 

'por expresión 

(a¡,-o:;) (\p.2-p.1Á2) 

(Á1 -Á2ah) (Á1-l.2o:1) 

al formar ahora la función cp (16) de las diferencias de estas 

raíces tendremos: 

(a2-aa)1 
· (A1~2-p.1Á2) 1 

(\-A2o:2) 1 
• (Á¡-),2o:a)¡ 

.. . ' 
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ó bien designando por p. el núme_ro de difevencias de las raíces, 

ó sea la suma k+i+l+ . ... ' de los exponentes, 

mas como cada raíz se repite el mismo número 8 de veces; cada 

factor ('A1-'A2 ah) del de)lominador entrará con el exponente 8, y 

la fracción de la expresión (18) se reducirá á a0 
8 si se tiene en 

cuenta la fórmula (17), y por tanto 4> se reducirá á 

<I>=(\ P-2-P-1 A2)fl- · Go 
8 ~ ( al-a2)k (a2-as)' (as-a,Y · · · ·, 

ósea 

cuya igualdad nos prueba que 9 es un invariante, como quería

mos demostrar. 

49.-Teorema X.-Si representamos por av a2, •• •. an las 

1'at'ces de una forma binaria a0 wn+a1 a;n-i y+a2 a;n-2 y2+ .... 
+an yn, JI por s1 su suma; todo invariante cp de la forma P1'0-

puesta expresada en fimdón de las rm'ces satisface á las ecua

ciones de de1·ivadas parciales 

siendo r el grado del invarz'ante cp (a). 

(a).-La demostración siguiente de este teorema es, con ligeras variantes de 

forma, la expuesta por el ilustre matemático contemporáneo F. Brioschi. 

12 

• 
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1 

~ ·,·En"~efecto,' como €1 i•nvariant€ cp es una fuilción de los coe: 
ficientes de la forma' y estós ~oeficierltes son á su vez funciones 
de las raíces (véanse las ecuaciones (7) del n. 0 4) , t~ndremos 

r- ,. 

(2 ·J) 

,,•,. , Sa,b~~os a:Je~ás (a) que up ci~rt~ coeficiente ak puede e.x
P,te~ape ~~, f_t¿nción ~e u~~a 1;ai~1 .~,1 ~ por . 1~ ecu_~c;ión 

siendo lJf r. y N k fun'ci'oni~ ~iniithc.<Ís de las raíces restantes; y 

1 · vak d . , , iJ1 · , 
por o tan,to -(J'Cf.. , se re . uc.:!r-9- a. ~ "' ~que .Ho es. G>tr,a cosa mas que 

-¡¡ 

la suma de las combinaciones de las n-1 raíces cr.1 , cr.2 , , .. " 

!!lh-{, a 11+1• .... a,., tomadas k-1 á k-1. . 
Para hallar el valor de M~ · eü' flu1t1Óh dé los coeficientes 

de -la.Jormq. dqd?- )' deJa nliz a~¡, obse~v.emos ql!é' s~endo C(l' 

a2 , .• -•• Ct.,. las raíces de la €cuación 

~-¡' . '\ · '\ 

- a;'¡ xn-l a; 
ao 11 -fa1 ~-~ ·4--. · ... +an-t- +a,.::::: O, 

y y ' . . . y . 
·Ó,sea, 

si se ~~ce~ =z; la ~cuación _!.__ =d' tendrá por raíces las 
y z·-a11 

m_ismas dé Z menos la z:::::::cr."; y por. consiguiente la suma bus
c~cia ··&e ·ras éorñbinaciones' k---1 á k-1 de las raíces cr.1 , a2 , ... 

(a).-(R.-2.0 -n.05 407, 408 y 439).-(L.-3.0 -Pág. 9 y 10).- (S. B.-2.0 

-n.0 '3o6).-(B.-2.a parte-n.0 rg~) .-La. fór;ri i;la au'-Mk ah+Nk se deduce 

fáGilment¡; con solo recordar que las ecuaciones (7) del n. 0 4, ~os h; c-;n- v-;; -q ;;-e 
1~ l 4 - -·· ~... • ' ' ., ' 1 • - 1 - '1 .. ' ), .... ..;. 

los c0eficientes d,e una ecu;¡,ción son funciones simétricás . de ias raices; y line·ales 
• ·.'. f .( ).>.J.-' t\ • 1 - ~ ; ,. . • ·J t j 1 1 J "1; • ., • :.: t J 1 -

con relactón á cada u_ga de ellas. 
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·a"_1, ah t h .. . an, será el coeficiente de zn-l-(k-l)=zn-k en el poli-

nomio ___!___ ;. pero siendo (_:_j)k y (_:_1)k-l los signos · de los 
z-a1, • 

coeficientes a k y ak-l de la ecuación primitiva, expresados en 
funcion de las raices l el coeficiente de xn-k en el cociente antes 

' . 

indicado estará t'nultiplicado por (~1w 1 = -1, y por tanto 

este coeficiente será 

M k= ~a~< = -(ak-t+ak-2 a"+ak-5 x"2+ .. .. +ao a~~. k-i): ua . • 
h ' 

si en la fórmula anterior se hace ~c=1, 2, 3, . ... a2, sucesiva-
mente, y se , sustituyen los resultados en la fórmula (21)' se 

tendrá 
()¡¡¡ ¡ ()¡¡¡ ()(o ' ., . - ()(!) 

-::;-!- = - a0 ~ +(a1+a.o -a11) ~ +(a2+a1a"+ao a"~ _'"'_,_ 
u~" ua1 ua2 uag 

+ ... . +(a,.+an-·1 a."+an-2 Cl.~¡ 2+ .... +ao a,:~1) ~~ ( (22) 
a,. 1 

Haciendo ahora en la fórmula (22), h=1, 2, 3, .. .- . n; 
sumando los resultados obtenidos l y sustituyendo en lugar de 
las sumas o:1i+a2;+ .. .. +CI.,/=-s;, sus valores en función de 

los coeficientes a0 , av a2, .... a, (a), se tendrá 

(a).-La snma de las potencias i de las raices de una ecuación está dada por 

la fórmula; 

al 1 o ... .... o 
2a2 al 1 . .... .. o 

s-' 1) ; a-\- . 3a3 a 2 a~ . . ..... O 
"1 

. ... .... . ..... ....... 
' 

. . a l a2 ai 
pero en esta fórmula hay que sustttUli - , - 1 ....... - en lug.u de a 1 , 

ao ao ao 

~~ ... ... a; para poder apl icarla á la fórmula que resulta sumando las deducidas 

de la (22), po~que el valo'r s; se ha hallado suponiendo a0=l. 

' -
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h=n 

ílcp ílcp • 
~+~+· · 
uo:1 UO'"I! 

ílcp - ~ ílcp - ílcp ()cp 
.+ , - .J{..J ~--(nao::;-- +(n-1) a1 ::;--
~ u~ u~ u~ 

· n=i 

+ .. : . +an-t ~:J ; (23) 

y como cp es un invariante, el segundo miembro de esta fór

mula es cero (n.0 44, fór. (11) ), y se tiene por último, 

que es la primera de las fórmulas que tratábamos de demostrar. 

Para obteneda segunda, multipliquemos p0r o:n2 la fór. 

mula (22), hagamos después h==1, 2, 3, .... n, en el resultado, 

y sumando todas las igualdades 'que se obtengan se tendrá, 

sustituyendo en esta ecuación en lugar de s2 , s6 , s4 , . . . • s,. , sus 

valores .en funcion de si, a0 , a1, . ... a.n (a), se tendrá 

(a).-(R.-2. 0 -n. 0 423).-(B.-z.o.parte.-n.0 271 ).-(L.-3.0 -Pág. 11~). 

/ 
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observando que a11 .:-~ =O. Sumando y restando s1 n0 

igualdad anterior, se convierte en 

95 

El primer término del segundo miembro de esta fór

mula es igual, según el teorema de Euler (n.0 10, nota) al inva

riante T' por su grado 1' y por s1 ; y como además se tiene que 

s1 == - a 1 ó sea,-a0 s1::::a1, la fórmula anterior se reduce á 
a o 

h=u 
·-., ()co íb ;)w ():o 

"'-..o:11
2 --1 =:s n~+(a -' +~fl _r- + 3a - 1

-

.,¡;;.¡ ()('!. 1 ' 1 vn 2 V" s va 
·h o "1 2 

11=1 
·' 

J ·_:¡ ) + ... .. . +na.~-- . 
.. 11,. -1 

(24) 

mas como 9 es un invariante , la cantidad comprendida entre 

paréntesis es cero (n.0 44, fór. (J2) ), de manera que se tendrá 

por último, 

~ 1 
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que es la segunda de las fórmulas que nos propo~~amos esta-
blecer. ~. 

Observacion.-Si la forma propuesta e~tuviera escrita 
• .>. con lGs coeficientes numéricos del binomio, la demostración 

sería la misma, pero las ecuaciones (22) y (24) se c¿nvertirían 
en las dos siguientes: 
~ 

; 
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CAPÍTULO VI. 

COVARIANTES. 

50.-Covariantes: definiciones.-Se llama covariante 
á toda fimáón homogéJÍea de los coeficz'entes J' varz'ables de zma 

forma que tenga la propz'eáad de qué, si se ifectúa en ésta fonna 

una sustitución lineal, la función semejante de los coeficietttes y 

varz'ables de la traifonnada sea igual á la función primitiva, 

multiplicada por una potencia del módulo de la sustitución. 

Al exponente de esta potencia del módulo se le llama índice 

del cova:rian te. 
Sea, por ejemplo, la forma 

y supongamos que 

cp (a0 , a1 , a2 , .... a;, y, z, . .... ) ·· · (2) 

es una función homogénea de los coeficientes y variables de u: 
Verificando en la forma U la sustitución lineal 

x=:"A1X+¡;.1 Y+v1Z+ ..... ·¡ 
y="A2X +P-2 y +v2Z+ ...... . 
z_"A3X+¡;.3 Y+v3Z+ .. ... . . 

• • • • • • • • • • • • • • o o o ••••••• 

(3) 

. ... .. .. .. . . .. .. ... . .. .. J 

se obtendrá la forma 

formemos ahora con los coeficientes y variables A o, A 1 , A2 , .... 

.J, Y, Z, .... la función 

•· 
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semejante á la cp (a0 , a1 , a2 , . .. .. x, y, z, . ... ) ; si llamando 6. al 

módulo de la sustitución propuesta, y siendo p. un .número entero 

se verifica qué, 

cp (io, A1 • A2 .... X, Y, Z, ... )=l::if-1-cp(ao: a11 a2, .... x , JJ, z, .. .. ) (4) 

la-función cp se dice que es un covarian{e de la forma propuesta 

•· ci.1yo índice es p. . 
Si el índice p. es igual á cero, en cuyo cas<;> la función cp no 

altera por la sustitución lineál verificada, la función recibe el 

11ombre de covan'ante absoluto. Por ejemplo, toda forma es 

covariante absoluto de sí misma. 

Del mismo modo que una sola forma, puede un sistema de 

formas tener también covariantes. Sean las formas 

U: (ao, a1, a2, . . . . ) (a:, y, z, . . ; .. )" ') 
V=(bo, bp b2, . ... ) (x , y, z, .. . . )" ( 
.. .. .. .. .... ............ .... . \ t 

.. . ... . . o • • • o o • • ••• ••••• • •• • • o ) 

supongamos que verificando en ellas la sustitución lineal (3) se 

trasforman en las 

Ul:=(Ao, J11, Ag, · ... ) (X, Y, Z, .. . . )") 

- ~1 -. ~~~~-~~: ~2:·. ·. ·. :: -(~ - ~· - ~ -· ·. ·. · . . _ )~\' 
• • .• . ..•• .... .•• • • .. • .. . .. . . ... .. 1 

si al mismo tiempo se tiene una función homogénea de los 

coeficientes y variables de las primeras formas, tal como la 

que satisfaga á la condición 
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cp (Ao, A1, A2 , ... . Bo, B1, B2 , ••• . X, Y, Z, ... . ) 

=:llfl-.cp (ao, a1, a2, •.•. b0 , b1, o2 •••• a;, y z, ... .. ); . 
esta función cp recibe el nombre de covariante del sistema dado, 
ó mejor, el de covarian'ie simultáneo de las forma~ propuestas. 

Los grados con que entran en un covariante las variables 
y los coeficientes de la forma correspondiente pueden ser dife
rentes,-y para distinguirlos, se ha convenido en llamar orden 
de un covariante al graqo con que entran en .él las variables de 
la forma, y en designar simplemente por la palabra grado, el 
grado con que entran los coeficientes. Así, por ejemplo., un 
covariante que contenga á lás váriables con el exponente 4, y 
á.. los coeficientes con el 5, se dirá que es de 4. 0 orden Jl5· 0 

grado (a). 
Del covariante de una forma se puede dar también la defi

nición siguiente: ~e llama covariante de una forma U, á una 
ftmción cp de sus variables y _de sus coeficientes deducida de la U 
de tal manera qué, á excepción de una potencia del módulo de· 
1tna sustitucz'ón line.al, la trasformada por esta sustz'tuciÓ1t de la 
deduc:ida 'f• sea lafimción cp de la b-asjormada de la forma pro
puesta, ó sea ~n otros términos, que la ftmcz:ón cp de' la trasfor
mada de U sea la trasformada de la misma función cp. Esta de
finición se reduce á la primera con sOlo observar, que si la 
forma es la (1), y el covariante es cp (a0 , a1 , a2 .•• • a;, y, .z, ... . ), 
trasformando este covariante por la sustitución lineal (3), se 
tendrá 

cp (a0 , a11 a2, ... . A1X+f1-1 Y+v1Z+ ... . , A2X+p.2 Y+v2Z 
+ .... , A5X+p.5 Y+·J5Z+ ... , ... ); 

y haciendo el desarrollo de cp, se hallarán para coeficientes de 
las diversas potencias de las variables las mismas combinado- • -
nes de los coeficientes A o, A1 , A~, . ... , de la trasformada U .-· 

(a).-Puede observarse que los invariantes no son más que covariantes de 

orden cero. 

13 
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que obt~nmríamos en la función (4), á excepció11 de una potencia 
del módulo de la· Sl!lstitucióp.; de manera que obtendríamos como 
ecuación fundamental del covariante la que sigue 

- [.1- . cp (Ao, A1 , A: 2 , ... . X. Y. Z, .... )=il .cp (ao. a1, all, . .•• , ),1 X 

+ra-1 Y+v1Z+ .... , A2X+ra-2 Y+v2Z+ ... , ... ). (5) 

Debernos observar, por ültimo, que según la definición del 
'COiV~dante 1 cada coeficiente de un término X'' yk Z1. : ...• del 
primer miembro de la ecuación (5) debe rept:oducir, á excep· 

ción del factor ~p., el Goeficiente del. mismo término del se
gundo miembro (a). · 

Ejemplo de covariante.-Tomemos la forma binaria 
cúbica 

sea además la función 

y vamos á ver que esta función es un covariante. Verifiquemos 
en efecto en la forma U la sustitución lineal 

x=)~1X+p-1 Y ) 
y=A2X+p.2Y ) 

y obtendremos la trasformada 

(~).-(S. B.-I.0 -n.0 53).-(R.-2.0 -n.0 393).-(B.-Apéndice 1:1· 0 IX)
(L,-r,o-Pág. 44)· 

l . 
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representando por A0 , A1 , A2 , A3 los polinomios 

Formando ahora la función <I> análoga . á la cp tendríamos 

sustituyendo en esta función en vez de A0 , A 1 , A2, A
3 

sus valo
res, y en lugar de X é Y los suyos deducid@s de las ecuacio-· 
nes (Ct.), que son 

se obtendría finalmente 

(.4o .42~A 12)X2+(AoA 3-A 1A 2)X Y +(A1A 3- 11 2
2) Y2~(>-.1tJ-2-tJ-1A2)2 

¡ (aoa2-a1
2

) x2+(aoa3-a1a2) xy+(a1a3-a2
2) y2 J, (~) 

ósea 

· La misma expresión (~) se hubiera obtenido muy fácil
mente sustituyendo en cp los valores de x é y dados por las 
ecuaciones ~o:): y teniendo en cuenta los valores (rx1) y (o:2). ' 

!H.-Propiedades d O los covariantes con relación· 
á los coeficientes. y variab1f'S de la forma.- Teore.:: 

- ma l.-El índice del covariaute de una fonna es z'gual á la 
dif•1'ertct"a entre el producto de su g-nzdo por el de la forma y el 
orden de diclto CO'l1an'ante, dz.vidz'da por el número de variables 
de la forma. 

'¡ 
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Se~, en efecto, la forma de lt"variables y de grado n 

y supongamos que 

sea uno-de sus covariantes de· orden m y grado r. Verificando 
en esta forma la sustitución lineal 

x=A1X+fl-1 Y+v1:Z+ ... . \J 
y A2X+fl-2 Y+v2Zf . . . . 

• • o • •••• • ; •••• • •••• • o • 

• • • o •• • o •• • •• • • • o •• 

se trasformará en 

y el covariante se convertirá, según hemos visto (o), en 

. <f (Ao, A1 , A2 , .. . X, Y, Z, . . . )=.llfl-.cp (a0 , a1, a2 , .. . A1X 

+fl-1 Y+v1 Z+· . .. , A2 .X+f1-2 Y+v2 Z+ .. . , .. . ). 

Ahora bien, según ya sabemos (n. 0 32) los coeficientes 
A 0 , A1 , A 2 , .. .. del primer miembro de la igua.ldad anterior 
son de grado n respecto á los coeficientes de la sustitución, y 
como cp es del grado r respecto á A0 , A1 , A2 , . .... , será de 
grado nr con relación á A, fl-• v, .. . .. Por otra parte, el -primer 

factor del segundo miembro 11fl- contiene á los coeficientes de 
la sustitución con el grado kfl-, por ser· ll de grado k, y como el 
segundo factor los contiene con el exponente m, por ser m el 
orden del covariante cp, dicho segundo miembro los contendrá 
con el grado kfl-+m; luego tertdremos 

u . 
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de donde se declu<1:e 

nr-m 
k . (6) 

fc:írmula que demuestra el teorema enunc.iaclo. 
- Corolario l.-En el caso de las formas binarias, -la fór

mula (6) se reduce á 

nr-m 
(7) p-==---=--2 

Corolario II.-,.-Los covariantes de una forma .binaria de 
grado par son necesariamente de orden pm·. . 

Porque debiendo ser p- número entero, si suponemos en la 
fórmtila (7) que n es par, m deberá serlo también par-a que la 
diferencia nr-m sea divisible por 2" 

Corolario lit-Los covariant~s de una forma bz'nan·a de 
g1·ado impar, serán de orden par ó impar según que su grado 
sea paró impm·. ~ • · 

En efecto, siendo n impar para que ~.r-m sea divisible 
por 2 es preciso que rn· y 1' sean ambos pares ó ambos impares. 

52.-Teorema 11.-Los pesos de los coe(icz'mtes sucesivos 
del covm•z'mzte de una fonna binarz'a, forman uua p1•ogresz'ón 
aritmética cuyo p1•imer ténnúto es el índice y cuya 1·azón es la 

) 

unzdad. _ 
En efecto, verificando en k forma U-(n 0 , a~, a 2, .. . an) 

(x, y)" la sustitución lineal 

~x 1 
y=),y ) ' 

los coeficientes de la trasformada son 
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y por lo . tanto el coeficiente del término X"__:" Y" del primer 

miembro de la fórmula (o)·adquirirá el factor "A e,.; si . por 9, re· 
presentamos su 'peso. Mas como el módulo de la; sustitución 
verificada es "A, el mismo término del segundo miembro ad-
quiere <'li fa~tor ).P.+h, si~ndo p. el índice del covariante 'f• luego 
deberemos. tener para todos los valores de h' 

y dando en esta fórmula á h lqs valores O, 1, 2, ... n, quedará 
demostrado el teorema. 

53 :-Teorema Ili.-Si en zmaforma binana se pennzltmz 
los coeficientes equidistantes de los ext1'emos, en sus covariantes 
también se canzbim-án entre sí los coeficimtes de los th-minos qzte 
disten z~<rttalmente de los exb-emos. 

En efecto, verificar en la forma propuesta (a0 , a1 , a2, ••• a,) 
(x, y)'1 la sustitución lineal 

x==Yl 
y== X j , 

cuyo módulo es-1, es lo misq1o, según ya sabemos (n. 0 43), 
que permutar los coeficientes equidistantes de los extremos; y 

· en esta hipótesis la ecuación fundamental del covariante será, . 

expreswn que exige que el coeficiente de un término X"-'' Y" 
sea igual al del X" P _, por el cambio mútuo de los coeficien· 
tes a,. y an_,., que se ha verificado ya en la forma por la sustitu
ción propuesta. 

Observemos además, que en el c,ovariante. los términos 
cambiados de lugar . conservarán su signo ó le variarán según 
que (-1)¡;. sea positivo ó negativo, es decir, según qué p. sea 
par ó impar. 
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54.-Te6rema IV.-Todo covm·iante <p de unafon1za bz'na-· 
ria satisface á las ecuaciones de de~·z'vadas pm-cz'ales 

En efecto, si en la forma (a 0 , a1 ; a2, .•. a,.) (x, y)", se veri-
fica la sustitución lineal · . 

1 

cuyo módulo es la unidad, el cpvariante cp ~atisfará, por defini
ción , á la ecuación 

cp (Ao, Ap A2 , ... A,., X, fY-cp (ao, a11 a2 , . . . a,., X+f.Y, Y), 

ó bien, sustituyendo en lugar de X é Y sus valores x-'Ay'· é y, 
á la 

Pero según ya sabemos (véase la Nota final y el teorema 5.0 

del n. 0 44) los valores .de A0 , A1 , A2 , ... An, son en este caso, 

Ao=:a'o, 
A1::::a1+ao 'A, 
A2=:a2+2a1 ),+a?'A2 

• l 
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de manera que sustituyendo estos valores en la expresión (10), 

desarrollando su primer mi(;!mbro por la fórmula de Taylor y 

ordenando el desarrollo con relación á A1 , tendremos; -

y como esta ecuación debe verificarse para cualquier valor de 

A, es preciso que los coeficientes deJas diversas potencias de A 

se reduzcan á cero, y por lo tanto que se tengá 

que es la fórmula primera de las que queríamos demostrar. 

De una manera análoga se demostraría que verificando en 

la forma la sustitución 

x=X 
y='AX+Y ] ' 

cuyo módulo es también la unidad, el covariante cp satisface á 

la ecuación 

Observación.-La ecuación (9) no es más que una con

secuencia de la (8) cuando la forma está escrita simétricamente, 

pués podría deducirse de ella por la permutación de a; por y, 
é y por a;, y por la de los coeficientes de los térm~nos equidis· 

. tantes de los extremos. . 

55.-Teorema V.-Si una función homogénea cp (a0 , al' 

a2, . . . a"' a;, y), y de los grados m y r con relaáón á las varia

bles y coeficientes de una forma U: (a0 , a1 , a2 , . • • an) (a; , y)", 
satisface á las ecztaciones 

'""'· 
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' lajimciótt cp será un covariante de laforma U. 

La demostración de este teorema, que es el recíproco del 
precedente, exige la integración de varias eeuacioaes, entre 

é'lcp é'l<O 
otras de dos de la forma A1 ~ +:A.2 --+- ==p. q, ,· y excede 

()Al ()A2 

por lo tanto el límite de los conocimientos que racionalmente 
pueden suponerse en la generalidad de los leétores <;le esta obra, 
por cuya razón la suprimimos (a). 

Observación.-En virtud de los teoremas TV y V que
dan establecidas las condiciones necesarias y suficientes para 
que una función homogénea cp de los coeficientes y. var~ables de 
una forma sea un covariante de esta forma, y como esas condi
ciones se reducen á que la función cp satisfaga á las ecuaeiones 
(8) y (9), estas ecuaciones reciben el nombre de características 
del covariante. 

56.-Propiedades de los covariantes con relación 
á las raices de la forma.-Teorema VI.- _Toda fundón 
simétrz.ca de las difermáas de las 1'aices a.1 , a.2 , .. . . a.n de una 
fo1'ma binan·a, y de las dife?'enáas a;-a.1 y, x-a.2 y, . .. 
x-a.n y se?' á zm covm-iante de la fo1'ma,. siemjJ1'e que cada raiz 
entre m la fitnáón con elmz"smo exponente. 

Sea por ejemplo, la forma 

(a).-Puede verse la demostración que suprimimos en la obra siguiente: 
Faá de Bruno (F).-Théo1'ie des Formes binaíres.-Turiñ, 18"76.- Pág. xgo. 

14; 
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y sea además 

una función simétrica de las diferenCias (o:,,-cx.i) y (x-cx.h y), que 
sea del grado m respeGto á las variabl€s y en la cual sup~ndre
mos que todas las raíces o:1, o:2, ... a.,. entrah con el mismo ex
ponente, o por ejemplo, y vamos á demostrar . que <p es un 
covariante de la forma U. 

En efecto, si €n laforma U se verifica la sustitución lineal 

x-'A1X+p.1 Y } 
y='A~X+p.2 .y ~ 

cuyo módulo es 'A1 p-2-¡;.1 'A2=ll, y se designan por 91, 92, . .. 9,. 
las raíces de la trasformada y por Ao el coeficiente de su pri
mer término, para que <p sea un covariante deberá tenerse; 

,Ao0 ~(91-92)''(92-93) ' ... (X-91 Y)P(X-92 Y)q ... (X-9,. Y)' 

=llP.. a}i .~ (~-a2t (a.2-a.,f .. (x-a.1y'f (X-CY.2y)~ .. . (X-a.ny) 1 • (11) 

Pero anteriormente (n.0 48) hemos visto que 

P.2 a.,,-p.l 
'A1-'A2 a.h ' 

y como además se tiene 

el primer miembro de la fórmula (11) se conv:ertirá en 

tlh+i+ ..... Aoo. ~ (a..l- cx.2)''.(a.2- cit)i ... (x- cx.l y)P 

(x- a.2 y)q ..• (x-ex.,. y)t 

·, 
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dividido por el producto · 

(A1-A2 a1)h (A1-A2 a2Y' (A1-A2 et.2)' (A¡-:....A2 tt3)' ... (A1-A2 a1)P 
(A1-A2 a 2)q •.• (A¡-A2 anY ; 

y como cadá una de las raíces entra el mismo número o de ve
ces, cada factor (A¡-A2 et.h) entrará con este mismo exponente y 
su producto s.e reducirá, teniendo en cuenta el valor de A o an-

tes citado, con el factor A0 ° .; por lo tanto la expresión (11) · . " 
se convierte en una identidad y la función .cp es un covariante de 
la forma U, como queríamos demostrar. 

57.-Teorema VII.-Sz" rep?'esentamos por o:1, et.2 .•. o:n, 
las ?'aices de utta .fu1'ma bz"1zarz"a (a 0 , a1, a2 . .. ) (x, yt y por s1 
su suma) todo covarz"anie tp de la .fo?'ma propuestá e:cp?'esada 
en.funcz"ón de las 1'aices satisface á las ecuaciones de derivadas 
pa1·cz"ales 

En efec;to, según hemos visto anteriormente (n. 0 54) todo 
covariante de una forma binaria satisface á las dos ecuaciones 

e, 

Pero según hemos demostrado en los invariantes (n.~ 49, 
observación), se tiene 
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y estas ecuaciones comparadas cop. las precedentes nos dan 

que son las que tratábamos de obtener . 

. / . 

/ 
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CAPÍTULO VII. 

TEOREMAS SOBRE LOS INVARIANTES Y COV ARIANTES 

58.-Teorema 1.-El determinante de zm sistema de ecua
ciones lz"ncale~ lzomogéneas es un invan·ante. 

Efectivamente, sea el sistema de n ecuaciones lineales ho
mogéneas 

a1 x+b1 y+ . ... +k1 u= O ) 

~~~b,y~ -C~u :0 

1 
', 

a,. x+b,. y+ . ... +k,. u.=O 1 

(1) 

cuyo determinante 

al b1 . .... kl 
a2 b2 ..... k2 

1:1= 

vamos á probar que es un invariante. Verificando en las formas 
lineales (1) la sustitución. 

x="A1 X+p,_ Y+ .. . +w1 [J) 
y="A2 X +P.a Y+.· · · +w2 [J 
: : : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : ' ' 
u="A,.X+p.,. Y+ . . . +w,. U ) 

se obtiene el sistema 

/ 
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(al A1 + b1 A2+ · · · -tk1 A,) X t ( a1f'-1 +b1P.2+ · · · + k1p.,) Y ~ 
+ .. ·.+(a1w1+b1w2+ ... +k1w,) U O 

(a2A1+b2A2+· · .+k2An) X+(a2P.1+b2f'-2+- · -+k2p.,) Y 

+- .. +(a2tt>1+b2w2+ . . . +k2w,.) U: O 

(a, A¡ +bn),2+ ... +k,. A,,) X +(a,p.1 +b,.[J.2+ ... +le, p.,) Y 

+ - .. +(a,w1+b,.w2+ .. . +k,.w,.) U O 

cuyo determinante, que representaremos por 111 , 

.a1A1+'". · · + .klA, al!-.1.1+ · · · +kl¡¡, al w.1+- · · +k1wn 

a2\+ ... +k2A, a2p.1+ ... +k2 p.,. a2w1+ ... +k2w, 
• • • • • • . ~ • • • • • • • o • • o • • o • • • • • • o • • • • • • • • • • • • •• 

es el producto de los dos determinantes (a), 

al bl .... kl Al 

a2 b2 .. . . k2 A2 
y 

f'-1· · · · wl 
f'-2· · · .w2 

A,. f'-n · . . . t ,. 

luego queda demostrado el teorema. . 

Corolario l.-El determinante formado po1' los j1'Úm-

ros miembros den sistemas de ecuaciones de la fortna " 

~~. -~2~1~~2-~1-~~~~1-~::· _·l, -~~ _ ·A-2~2-~~-2-~~~-v~~~~ -·:·.· , etc., 

a;l \X1+f'-1Y1+v1Z1+····) x2=:),1X2+f'-1Y2-t-Y1Z2+····l 

· .... - ............... .. -) .. ....... .... - ....... . 
es u1z z'nvarz'mzte. 

(a).-(8. B.-2.0 -n.0 258).-(R.-2.0 -n ° I I 7)-.:..._(B.-Apéndice n. 0 XIII.). 

-(L.-r.'?-Pág. 142). . 
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En efecto, segnn la multiplicaciót.: de determinantes te

nemos (a) 

(X1Y2 Zs· · ~· )==(\P.2'Js· · .) (Xl Y2Zs. · .) • 

y COJ?O el 'Primer factor del segundo miembro de · la: anterior 

igualdad es el módul9 de la sustitución· 

x· A1 X t f1·1 Y+ · · · · J\ 
y=Á2 X+p.2 Y+ .. .. 

• o •• ••• o ••••••••• o 

• o ••• o. o ••• o o o •••• 

queda demostrado el teorema. 

Corolario Il.-Si (x1 , y1), (x2, y2) son raz'ces de la ecua

ción (aq. a1, ... a,.)(~, y)"==O, el determinante (x1 y2-y1 x2) es 

un z'nvan·ante. 
En efecto, los dos sistemas (a:1 , y1), (x2 , y2 ) son cogredien

tes porque se trasforman por las sustituciones directas 

x1==A1 X1+P.1 Y1 1 
Y1==A2 X1+P.2Y1 J ' 

x2==A1 X2+P.1 Y2} 

Y2==A2 . .Xz+P.2 Y2 

y su determinante será, según el corolario anterior, un in va· 

riante. 

o9.-Teorema II.-La ?'esultante de dos ecuaciones !tomo

géneas es ttn invan'ante. 
Sean, por ejemplo, las dos ecuaciones 

cp==ao (x-:x1 y) (X-:l2 y) . .. (x-a,. y)=O, 

tjJ=bo (x-~1 y) (x-~2 y) . . . (x-~,. y)-O; 

que suponemos ya qescompuestas factorialmente para mayor 

(a).-Para mayor sencillez no escribimos más que la diagonal principal de 

cada determinante siguiendo la notación de Baltzer y Salmon. 
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sencillez. Según sabemos (a) la resultan~e de estas dos ecuacio
nes puede ponerse bajo la forma 

R=ao" bo m. (ll¡-~¡) (il2-~1) · · · (a.,.-~1) 
X (a.l-~2) (a.2-~2) · · · (ll,.-~2) 

y vamos á demostrar que R es un invariante. Verificando en las 
ecuaciones cp y ~ la sustitución lineal 

x=Al X+p.l y } 
y=.Ag X +P·2 Y ' 

cada uno de los factores 

se convierte, según ya sabemos (n. 0 4.8), en 

y las trasformadas de cp y ~ tendrán la forma 

<t>=Ao (X- P-i ll,-p., Y) (X-~ a.2---:-P.1 Y) . .. (X- ~a."'-¡;.1 Y); 
),¡-A~ a.1 A¡- A~ a~ A¡-),~ ll,. 

W.::::::Ba (X- P.! ~¡-p., Y) (X- fi-2 ~2-p., Y) ... (X- fi'i ~,.-p.¡ Y); 
),,- ),2 ~~ A,-),~ ~i ) , , -A2~,. 

' designando por A0 y Bo los valores 

Aa=ao (A1-A2 a,) (A1-A2 a.2) . ... (),1-A!i a.,.), 
Ba=bo (A¡-A2 ~~) (A1-A2 ~2) •••• ('A1-A2 ~ .. ) . 

Formemos ahora la resultante R' de las ecuaciones <P y W, 
(a).-(R.-2.0 -n.0 579).-(B.-2.a parte.-n.05 275 y 276).- (L.- 3·0

-
Pág. 121). 
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y para ello observemos' que si designamos pÓr ·a" una ra:jz de <J? 

y p~r Sk una de W, los valores de estas raic:es son (n. 0 48), 

!1'2 a,, -p.1 P'2 ~k-P.t . . . 

),_t-A2 r:1." ' A¡-),2 ~k ' 

cuya diferencia es 

< 

y por lo tanto la resultante será, 

(/.1-~1 r:J.2-~1 o.,.-~1 

(Át_),2r:~.t) (Át-)'2~t) . (A ¡-A2r:1.2) (Á 1_)'2~1) .. . (~t-A2an) (Át-A2~t) 

expresión que si se tienen en ctienta los valores de A a y Base 

reduce á 

fórmula que demuestra el teorema enu~ciado. 

60.-'J;eorema III.-El dúcrz'mi1~ante de una forma bina-

?'ia es un z'nvm-z'ante. · 

Efectivamente, el -discriminante de una forma binaria es 

igual al producto de los cuadrados de las diferencias de las 

raíces de esta forma (n. 0 11, obs.), y es por lo tanto una función / 

simétrica de estas diferencias q1,1e contiene á todas las raíces con 

el mismo exponente, de manera que es un inv~r~ante (n.0 48). 

15 
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ti1.-Teorema lV.-Et Yacobz;mzo de dos f01'mas bz'narz'as 
es u11; covm-z"mzte sz"mzt!tá1zeo de estas (01'11'tas. 

Sean las formas cp==(a0 , a10 a2 , . •. am) (x, y)~: y tJr.=(bo, 
b1> b2 , • •• bn) (x, y)n, y vamos á demostrar que su Jacobiano 

vcp veo -·-
J= 

()a; vy 
(2) ()J¡ ~ _,_ 

()a; vy 

es un covariante. Verificando, en efecto, en las formas pro pues
. tas la sustitución lineal 

x=='At X +fl·t Y( 
y=='A2 X+p.2 Y) , 

..... -
(3) 

y desigr1ando por cp y W las trasformadas de cp y ~ tendremos 
(n~ 33, fór. 15), 

· vcp == ~ . ~ + v:p . vy =='A
1 
~ +'A

2 
vcp · 

()X vx vX vy vX ' vx vy 

veD == v'? . ~ + v:p . .!1!_ =P.t ~ +P-2 ~ 
vY vx . vY vy_ vY vx vy . 

vW _ P·.Y vx v~ vy -~ ~ ~ ~~' - . + . -/\1 +/\2 vX vx vX vy vX vx vy 
vW _ v~ va; v~ vy _ v~ v~ ---· -+-· -~'Ar-+P-2-() Y ílx v y vy v y vx vy 

de manet:a que el Jacobiano de las funciones cp y W será 

í)cp 

, vX 
J'= 

vW 
vX 

y como este último determinante es el producto de los 

(4) 
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=ll y 

se tendrá 
J'=~.J, 

y queda demostrado el teorema. · 

v<p 
va; 

~ 
va; 

vp 
vy 

=l (6)' 
vtJi 
vy 

62.-Teorema V.-El Hessz"ano de una forma bz"nan'a de 

grado superz'or al segundo, es un covariante de ésta .forma. 

El Hessiano de una forma <p=(a0 , a1 , a2, ... an) (a;, y)n es el · 

determinante 

v2<D v2<D 
¡ --·-

B= 
va;2 va;. IJy (7) 
v2<D IJ2<!l --·- J 

va;. IJy vy2 

y vamos á probar que este determinante es un covariante. Para 

ello si verificamos en la forma la sustitución lineal (3), y desig

namos por <I> la trasformada de <p, las primeras derivadas de <I> 

estarán dadas por las fórmulas (4), y para abreviar las designa

remos por h y k; las segundas derivadas de <I> serán, 

v2<J> = vh . vx + v!t . vy ='A
1 

vlt +),. vh 
-

vX2 va; vX .vy IJX va; • vy 

v2<J> vh vx vh vy _ vh vh 

vX.vY vx vY 
+-. -. -f-1-t - + r2 vy . 

IJ.IJ í) y v:v 

v2<P vk va;+~ vy -"A~ +"A vk 

vY.IJX vX -
1 2-

va; vX vy va; vy 

v2cp vk va; vk vy _ vk . vk 
-+- v y -f-1-1 va; +f-1-2 <'.IJ 

1 

vP va; vY vy J . 
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y por tanto el Hessiano de .«P', que representaremos por H1, 
será 

ux uy 

·pero si en el último factor del segundo miembro de la expre-
. uh uh uk uk sión anterior se sustituyen en lugar de -- , -- , - - , -ux uy 0x uy ' 

sus valores deducidos de las ecuaciones (4), se obtendrá, 

vh uh (12 ~ ).1 ).2 
. ' rp 

u a; u y 31a;2 'a a;. 'ay 

u k u k (12co (12co 
P't fl-2 

__ 1_. 1 u a; u y -ay. 'aa; 'Jy2 

y por consiguiente 

2 (J2cp ~ ).1 )¡2 
'Jx2 d,']}, -ay 

H1-: 
~ (12co =ll2 . H, 

P't fl-2 1 

'ay. 'aa; d_ij2 

fórmula que demuestra el teorema enunciado. 
Observación.-El Hessimzo de zma forma cuadrática 

binaria es zm invariante. 
En efecto, las segundas derivadas de la forma cuadrática 

:' ··;·· binaria · 
.. _'' . 
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son 

y su Hessiano ser~ 

que !=S un invariante porque aparte del factor numérico ~ es 
igual al discriminante de cp (n. 0 23). 

63.-Teorema VI.- Todo i1lvan'ante de un covarirmte de 
zma fonna, es también invariante de esta forma. 

En efecto, sea la forma U=(a0 , a1 , a2 , ... ) (x, y, z, ... )n 
y sea cp==(e0 , e1 , e2 , ... ) (x, y, z, .. . Y un covariante de U; desig- , • 
nemos por U1==(Ao, Al> A2, .. ·.)(X, Y, Z, .. . )n y cp

1 1 
(eo. e1 , 

e2, ... ) (X, Y, Z, ... y las trasformadas de U y cp por una sus
titución lineal de módulo 11. Si tenemos ·un invariante de cp, tJ¡ 
por ejemplo, este invariante deberá satisfacer á la ecuadól.l 

Pero ·por definición (n.0 oO) los coeficientes e
0

, C1, C2, .... , 

· no difieren de e
0

, e1 , e2 , .... , más que por una misma potencia 
de 11; y por lo tanto reemplazando los coeficientes C0 , el' 0 2, .... 

por sus valores en función de los r1
0

, A1 , A2 , .•.. ; y los e
0

, e1 , 

e2 , .... , por los suyos en función de a0 , a1, a2 , ... . , se tendrá 

que es lo que se .quería demostrar. 
G4.-Teorema VII.- Todo covcwiante de un covariante de 

zma fonna, es también covariante de esta fonna. · , 
La demostración es casi igual á la del teorema anterior y 

por esa razón la omitimos. 

1 

.. 
--------------------~--------~------------~--------------~-----
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6o.-Teorema VIII.-El :Jacobiano de dos covariantes de 
zma forma binaria, es también covariante de esta fo?'ma. 

Sean cp (a:, y), o/ (a; , y) dos covariantes de una forma binaria 
[J (ao. a1, .. .. a,.) (a:, y)" y vamos á probar que el Jacobia
no de cp y o/·, 

vcp vcp 
va: vy 

l= 
(')t!J ()t!J ' 
--'= 1 

vx vy 

es un covariante d€ [J. Designemos por <P (X, Y), W (X, 1') 
•• las trasformadas de <f y o/ por la sustitución lineal 

X=Al X+p.1 y 1 
y='A2 X+!-1·2 Y \' 

En virtud de las ecuaciones 

<P (X, Y)=()'l P-2-¡;.1 'A2t· cp(x, y) 

W (X, Y)=('A1. P-2-!-1·1 "Ai. o/(x, y) 

á que tienen que satisfacer los covariantes . propuestos, y de las 
ecuaciones (4) del n. 0 61, se tendrá · 

•' 
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··de las cuales ~e deduce, teniendo presente las ecuacion€s (5) 
y (G) del número antes citado, 

v<I> () cJ) ()~ ~ 
vX vY O A )!1- + v+ 1 vx . vy 
()lJI' ()lJI' = '1 !l-2-!1-J 2 

()~ ()~ ' 
vX vY vm ~y 

expresión que demuestra el teorema enunciado. 

66.-Número de inv ariantes de las formas bina~ 

rías cuadráticas y cúbicas.__..:__Según se deduce del teore

ma 3. 0 (n. 0 60) toda forma binada de grado superior al primero 

tiene siempre un invariante que es su discriminap.te; y vamos 

ahora á investigar si las formas binarias cuadráticas y cúbicas 

tienen algún otro invariante distinto de su discriminante. 

Para ello observemos lo primero que sieó:Ípre que de una 

forma' se conozcan dos invariantes podrá determinarse tin inva

riante absoluto (n. 0 39) de esta misma forma. Porque suponga

mos que ~ y ~ son dos invariantes, de índices !1- y v respectiva

mente, de la forma U (a0 , al> a2, . .. ) (m, y, z, . .. t; después 

de verificarse en la forma una sustitución lineal de módulo ~' 

estos invariantes se transforman en ~!1-cp y ó.'l.~; elevando el pri

mero de estos valores á la potencia v, el segundo á la !1- • y divi-

'1 

diendo los resultados se obtiene !_ que es un invariante abso
J¡!l-
1 

lut9 de la forma U. 
Hecha esta observación vamos á demostrar qué: las for

mas binan'as cuadráticas 9' cúbicas no admiten más invariante 

que su discrz'7-;zz'1zante co1-respondz'ente. 

Si una forma binaria cuadrática ó cúbica admitie~a más de 

un invariante admitiría también un invariante absoluto que sa

tisfaría á la relación 

• 
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relación independiente del módulo y por lo tanto de los coefi- · 
cientes de la sustitución. Pero esta relación es ünposibie de 
verificar porque si U (a0 ', a1, . ... a,.) (x, y)" es una. forma bi
naria y V1 = (A 0 , .4 1 , .. _.' A,.) (X. Y)" es su trasformada por 
la sustitución lineal (3), l'os coeficientes ·A

0
, A1 , .... A,. son fun

ci€mes .de los a
0

, a1 , ... _ an , y de los coeficientes de la sustitu, 
ción; pero los coeficientes (A.) son n+ 1 y pot lo tanto existirán 
n+ 1 ecuaciones entre estos coeficientes, los (a), y los A1, ),2 , 
p.1 , p.2 ; y eliminando estos cuatro últimos coeficientes se halla
t;án n-3 ecuaciones entre los (A) y los (a); y por tanto en los 
dos casos de las formas cuadráticas y cúbicas, ó sea para n=:2. 
y n=:3, no existirán ecuaciones independientes de los coeficien
tes de la sqstilución y no podrá satisfacerse á la ecuación (8), y 
por consiguiente-las formas binarias cuadráticas y cúbicas no 
tienen más invariante que su discriminante. . 

Esta pmposición puede generalizarse para las formas cua
dfáticas de un número cualquiera de variables, por medio de 
un razonamiento análogo al anterior. 

' . 

• 1 



. ' 

DE I::A TEORÍA DE LJ\.S FORMAS • . 123 

CAPÍTULO VIII. 

EMANANTES.-CONTRAVARIANTES.-CONCOMITANTES 

MIXTOS.-EVECTANTES.-lNTERMUTANTES.

CAT ALETICANTES. 

67 .-Objeto de este capítulo. -Explicadas en los tres· 

capítulos anteriores las propiedades principales de los invarian

tes y covariantes vamos á exponer en el actual la formación y 

propiedades de una série de importantísimos símbolos que se 

qtilizan con suma ventaja en la formación de invariantes y ca

variantes; limitando nuestra exposición l en cada uno de ellos, 

á su definición y formaci~n, y á la demostración de la propie

dad de invariación en la función que originan. 

68.-Emanantes: definiclón.-Supongamos ql!e tene

mos dos sistemas de variables cogredientes (n. 0 30), ·(x1 , x 2 , 

X 3 •••. ) é (yl' y2 , y3 , ... ), y sea U una forma del primero de es

tos sistemas: si en esta función U se sustituyen en lugar de 

Xv x2, ·Xg , . . . 'las expresiones xl+),yt, Xz+AY2• Xa+AYs· . .. ' . 
se desarrolla la función resultante por medio de la fórmula de 

Taylor y se ordena el desarrollo por las potencias de ),, los coe

ficientes de estas potencias de ), reciben el nombre de emanan

tes de la forma U. Y se llaman primero, segundo, etc., emanan

tes á los coeficientes de la primera, segunda, etc., potencia de),. 

Sea, por ejemplo, la forma U: f (a; 1> a;~, x3 , . .. ) ; sustitu

yendo en lugar de X p a;2 a;3, .. . , los valores antes expresados, 

se obtendrá 

y desarrollando por la fórmula de Taylor (n. • 47, nota (a) ) , ten

dremos que los coeficientes de las potehcias de A tendrán la 

forma siguiente, abstracción hecha de factores puramente nu

méricos, 
16 

,' 
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(1) 

y esta expresión es la que se denomina emanante de la 
furmauw. ' 

Ejemplo .. -Tratemos de determinar los emanentes pri· 
_mero y segundo de la forma binaria bicuadrática 

Sustituyendo en lugar de x1 y x2 las expresiones x 1+),yP 
a:11 +:Ay2 y desarrollando, tendremos pa;a valor de los dos pri
meros emanan tes, prescindiendo de los factores numéricos, 

, aU 'aU · a 2 3 2 Et-Yt ax
1 

+y2 aa;
11 

=Yt (ao X 1 +3a1 X1 X2+ a2 X1 X 2 

+aa x23)+y~ (a1 X 1
3+3a11 X1

2 x2+3a3 x1 x2
2+a, X2

3
), 

( 
'aU au)2 'a2U v2U v2U E~~= Yt ca: +y2· 'aa; -Y1

2 
ax 2 +2yl Y2 'aa: ~ +Y22

vx 2= 1 2 1 1' 2 2 
Y12 (ao X12+2a1 a;l x2+a2 X22)+2y1 Y2 (al X12+2a2 X1 a:~~ 

+aa Z2
2)+Y22 

(a2 a;12+2aa X1 x2+a, X22
) · 

69.-Propiedades de los emanantes.-Teorema I. 
--Los emanantes de una forma son covarz'antes. 

En efecto, siendo cogredientes los sistemas de varia};> les 
1 (X ¡o a:'l, a:3 , .• . ) é (y11 y2 , y3 , • .. ), tendremos (n .0 30), 

a:t=:At Xt+P't X2+ · · · \ 
x~=:A2 Xt+fl-2 X2+· · . ( (2) 
. . . .. . . .. ... . . .. : . .. \ 
• • ••••••••• • •••••••• 1 

1 

' (3) 

(a).-Conviene recordar que en el desarrollo de esta expresión los exponentes 

de 'a f 'a ( d b ti' · ' d' d d · · .,-- , .,-- , · .. · e en sus tmrse por m 1ces e envac16n. "'xt "'a;2 

¡ . 

~~--_.~----~------------~--------~---------------------
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y de estas expresiones se deduce fácilmente.; 

xt+'Ayt-'AI (X1+'AY1)+¡;.1 (X2+'AY2)+ . · ·l 
x2+'AY2='A2 (Xt t'AY J+P.2 (X2+'AY2)+ · · · 

• ••• • o •• •• •• •• •• o o ••• • o. o •• o o • • • o •••• 

• • • • • • • • • • • • • • • o •• o • • o • • o .. .. . . .... . o 

- (4) 

ecuaciones que demuestran · que . las variables x1 +'Ay 1 , x2 

+'Ay2 • .... . , .son también cogredientes con les a;1, a:2, . • ... ; 

y 'además que las relaciones que ligan á - las a:1 + 'Ay1 , x 2 

+),y2, .. . . . , con las X1+'AY1 , X2+'AY2, .• .. , son las mismas 

que ligan á x1 , x2, .... , con X¡, X2, .. . .. Si suponemos ahora, 

que la forma f (x1 • x2 , .... ) se trasforma en F (Xv X 2 , .. . . ) 

P.Or la sustitución lineal (2), de manera que tengamos 

f (x1 , x2 • . . ... )=F (X1 , X2, • ..• J 
cuando se sustituyen alv x 2 , . •... por sus valores, deberemos 

tener también 

Y como esta igualdad debe verificarse independientemente del 

valor de 'A, es preciso que desarrollando los dos miembros 

por la fórmula de Taylor y ordenando el desarrollo con rela

ción á 'A, los coeficientes de las diversas potencias de A sean 

iguales, es decir, que se tenga de un modo general, 

expresión que demuestra el teorema enunciado. 

Observación.-Para que tenga lugar el teorema ante

rior es preciso suponer que se han verificado simultáneamente 

las dos sustituciones (2) y (3) ; y entonces sé vé fácilmente por 

la fórmula (o) que el emanante de la trasformada de una for

ma es simplemente ·]a trasformada del emanante de la, forma 

propuesta. 
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70 .-Teorema 11.-Si se consz'de1'a -un emmzante de una 
fm·ma como funcz'ón de las variables y 1 , y 2 ,. . , suponiendo /J01' 
el pronto á x1 ,· x 2 , .. . , como co1zstantes, todo z1zvariante del ema
nante propuesto se?' á un- covariante de la forma dada. 

Acabamos de ver en el teorema anterior ql!le vs:rificando 
en el emanante 

- ¿ 

( 
vf vf )" íl''f íl"/ Yt -..,- +Y2 -..,- + .. · :-y1" ~ +hy1"-'y2-;;:¡--¡¡--~ t ... , ua;1 u;V2 u;V1 u;V1 ,ua;~ 

las sustituciónes (2) y (3) se obtiene la función 

íl"F íl"F Y " +hY"-'Y + 1 vX " t 2 vX~<-:' vX . · ... ; . 1 1 • 2 

~ á este mismo resultado llegaríamos verificando primero la 
sustitución (3) y después la (2). Mas al verificar la sustitución (3) 
se obtendrá un resultado de la forma 

Ca Yt''+hC1 Y1"-
1 Y2-f- . .. , 

en el cual C0 , C1 , ... son unas ciertas funciones de ..,() f, ~ f ... , 
uX1 u a;2 

)?' de los coeficientes de la sustitución (3) que han de trasformarse 
v" F íl" F ' 

por la (2) en vXt" ' vX1h-1. ilX2 , .... 

Si consideramos ahora un invariante del emanante pro-

( ()" f . ()" f ) ' . . . puesto, cp -;;¡----¡; , () ,._1 () , • • • pm ejemplo, y st repre-uX1 Xt • .:C2 . 
sentamos _por 6. el módulo de la sustitución (3), tendremos 

Si verificamos ahora la sustitución (2) el invariante 'f se 
convertirá en 

-· 
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y por tanto 

'f c~1~' vX~"~:'1~X2 ' . .•• )==e/· 'f ( :;~' vx/~/ vx
2 

' .• • ) ; 

igualdad que demuestra que Cf es un covariante de la forma 
propuesta. 

71.-Contravariantes; Q.efinición.- Sea U (ao, a1, 

a 2, •.. ) (x1, x 2, Zar· .. )n una forma de varias variable~; · y supon
gamos que siendo (Yv y2 , Ya .... ) un sistenia de variables con
tragredientes con las (x1 , o;2 , x~ ... . ), se tiene una función 

homogénea respecto á los coeficientes de la U y á las variables 
!11· y2 , Ya, . .. Trasformando el sistema de variables cct> x 2, . 

X3 , ... por la sustitución lineal 

x1==),, X,+ p., X~+. . . ') 
X2=='A2 Xt+i-'·z X2+ · · · 

) 
(7) 

y al propio tiempo el sistema y 1' y2 , Y:~, . .. por la sustitución 

(8) 

inversa de la (7) (n. 0 30 , 2 °); la forma U se convertirá en 

U1==( t1o, A1' A2 ..... ) (Xt> X2, X 3, ... )" 
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y la función rp en 

Si después de verificadas. estas trasformaciOJ.;}es la función rp 

satisface á la ecuación 

esta fundón r~cibe el nombre de cqn/1-avúz'ante (a) de la 

forma U. 
Observación.-Cuando la forma U es binaria, las dos 

variables Xp a;2 son cogredierites con y~,-y 1 (n. 0 30 caso par

ticular), y por tanto si cp (a0
, a1, a2, •• • x 1, x2 ) es un covaTiante 

de la biJ?.aria U (a0, a1, a2 , • . . ) (:v1' :v2t, la expresión 

será un contra variante de la mi!?ma forma, porque satisfará á la 

eeuación (9) . 

72.-Concomita:ntes mixtos ó divariantes.- Si la 

función cp considerada en el párrafo anterior es función no solo 

'de las varia~les y1, y2 , Ya· . . . sino también de las x 1 , x2 , a;2 , ••• , 

es decir, si tiene la forma · 

y es tál que verificando las sustituciones lineales (7) y (8) su 

trasformada satisface á la ecuación 

tp(Ao,A 1 .A 2 .... Xl'X2 ,Xa, .. · Y1 , Y 2 , Y3 , ... ) 

=llp. · Cf (a~.all a2· · ., .:vl, rr2.xa, · · ·Y1•Y2•Ya• · ' · ); 

(a). -El primer ejemplo de contravariante lo dió el matemático alemán Carlos 

Federico Gauss, designándole con el nombre de f01·ma adjunta, nombre que aun 

conservan los matemáticos franceses. 
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se· dice que la función es un concomitmzte mixto, según el nom
bre dado por Sylvester, ó un dz'var'iante, según el propuesto 
por Salmon. Con el nombre genérico de concomz'tantes designaba 
Sylvester á todas la·s funciones cuyas relaciones ·con la: forma 
primitiva no se alteran por una sustitución lineal, y llamaba 
concomz'tantes mixtos á las funciones cuya definición acabamos 
de dar. 

Ejemplo.-Con solo recordar la igualdad demostrada en 

la Nota del n. 0 30, 

se tiene un ejemplo de concomitante mixto de una forma cual . 
quiera, por ser esta función independiente de los coeficientes de 
la forma. 

73 -Evectantes: definición y propiedades.- Sea la 
forma del grado '11 y varias variables 

U: aax1"+n(a1x2+b1 x3+ .. .') x¡"- 1 

+ [ 2 ] ( a2 a;2 2 + b2 Xa 2 + . . . ) Xl n-~ + . . . ; 

verificando en esta forma la sustitución lineal (7) se trasfor· 

mará en 

U1=Aa X1"+n (A 1 X2+R1 X3+ .. . ) X1" -
1 

+ [ 2] (A2X22+B2Xs2+ ... ) Xl"-~+ .... 

Designemos por (yp y2 1 Ya• . .. ) un sistema de variables 
contragredientes con (xp a;2 1 x 3 , . .. ) 1 y designemos por ( f 1 , 

f 2 , Y3 , •. • ) las variables que han de sustituir al nuevo sistema 
en virtud de las ecuaciones (8); según sabemos (n.0 301 nota), 

tendremos la relación 

• 1 
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De esta última relación y de los valores de U y U1 se 

deduce, siendo A una: indeterminada , .que la función 

U+),.(wt Y1+x2 Y2+.· : .-J;-x,. y,.)" 

se con\'crtirá, al verificar las sustituciones .indicadas en 

Sea ahora cp (a0 , a1 , b·1 , · .'·. a2 • b2 , ... ) un invariante de la 

forma U, ror defin!ción, este invariante 1:iene que satisfacer á 

.la relación 

cp(Ao, A1 , Bv . . . A2 , B2
, .. • )=:ó.P·.~p .(a0 ·,a 1 .bp . .. a 2 .Ú2 , ... ), 

y la. condición necesaria y suficiente p;1ra que esta función cp sea 

también un invariante de la funciÓJl U+), (w 1 y¡+x2 ~12+ .. · t 
estará expresada por 'la ecuación 

cp (Ao+:AY1",A 1+AY1"-
1 Y2 , B1+),.f/-·1 Y3, •.• A 2+AYt-~Y¡¡

2, ... ) 

=:ó.P· · cp(ao+AYt", at+)•Yt"-1Y2• bt+AYt "-'Ya• .-.. a2+),yl"- 2Y22
• .•. ). 

Esta ecuación debe verificarse para Gualquier valor <:le ), , 

y por tanto los coeficientes de las mismas potencias de esta 

indeterminada, en el de~arrollo de las expresiones anteri01:es 

por la fórmula de Taylor, deben ser idénticos, es decir, que se 

tendrá de una manera general, 

( 
VCD VCD UC!l . VC!l ) " 
_, y"+ _, y u-1 y+ __ ry n-I Y ·+ +-r_y n-2y 2+ 
vA 1 v 4 1 2 "B 1 a ... vA 1 2 ··· 

o . 1 (J 1 2 

p. ( vCD vcp vcp vcp )h 
==ó. . _, y "+_Y n-ly +_V n-·I,Y + ... + - 1/ n-2y 2+··· . (10) 

va 1 "a 1 • 2 "b ,7 1 ' 3 . ;)a .11 2 
o (Jt (Jl (2 . 

La expresión 
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ha recibido el nombre de evectante de la forma propuesta, se
gún propuso Sylvester, y se llama primero, segundo, terce-
1'0, etc. evectante según que h=1, 2, 3, etc. 

Teorema.-Los evectantes son ·cont1•a'l!ariantes. 
Efectivamente, según la expresión ( 1 O) el evectante de 

orden h de una forma, satisface á la ecuación (9) que nos ha ser
vido para definir los cohtravariantes. 

Nota.-Teniendo presente un teorema demostrado en la 
teoría de invarian~es (n. 0 47), si se trata de hallar un invariante 
simultáneo de las formas ll y . 

(::ct Yt+x2 Y2+xs Ya+ · · .)" Yt Xt"+nyt-i Y2 X1"-
1
a;2 

+nyt"-1Ya xtn-1 Xa+· o o' 

cuando se conoce un invariante cp de ll, se debe formar la 
función 

íl cp Y "+ íl cp Y n-i Y + íl cp Y n-i 11 + . - "'- 't -"'- t ' 2 -::;:---b 't .'J a ... , uao ual u 1 

y este símbolo es simplemente un evectante de la forma U. 
De aquí se deduce que un evectante de una forma se puede mi
rar ó como un contravariante de esta forma ó como un inva
riante simultáneo de las formas U y (x1 y1+ x2 y2+ Xa Ya+ ... )"· 

74.-Intermutantes: definición y propiedades.
Sea cp (x 1 , x2) una forma binaria; según lo demostrado en la 
teoría de las sustituciones (n. 0 33, caso particular), si se consi-

deran las funciones : Cf y ~Cf , las variables x 1 y x 2 son ce-
ua;t ua;2 . . 

íl eo íl eo 
gredientes con las - '- y- -'- Si consider~mos ahora 

ílx2 ílxr 
una función homogénea de las variables x1 , a;2 , f (x1, X2) por 

17 
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v<p v<p 
ejemplo, y se sustituyen x1 y x2 por --y - -- respecti-

vx2 vx1 
vamente (a), la función que resulta 

se denomina inte1·mutante, adoptando el nombre propuesto por 
Faá de Bruno. 

Teorema.-Los int'ermutantes son covarz'antes. 
Sea <p (xi, x2) una función cualquiera, y sea f (x1, x 2) una 

forma que se trasforma en F (X1, X 2) por la sustitución lineal 

X1=:'A1 X1+P.i X2.( 
x2=='A2 .X¡+p-2 x25 ' 

vamos á demostrár qué, 

En efecto, de las ecuaciones (11) se deduce 

como ademá.s (n.0 33, caso particular) se tiene 

(11) 

(a).-En esta-sustitución deben cambiarse los exponentes de las variables en 
índices de derivación. 
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y se vé por lo tanto, comparando este último sistema con el' 

(11), que estas ecuaciones se deducen de las (11) con solo sus-

. . ílcp ílcp X 1 ílcp . V 

tltmr xl por ílx2 ' x2 por - vx1 ' 1 por--s: . vx; y .a.¡¡ por . 

1 ílcp 
--¡; vX

1 
· 

Pudiéndose verificar este campio en las expresiones (11) 
también podrá verificar~e en cualesquiera otras que ·¿e ellas se 

deduzcan; y como por la citada trasformación se tiene 

se tendrá también 

. (· ílcp ílcp ) - ( 1 ílcp 1 ílcp ) . 
f ílx2 ,-

ílx
1 
-~ T . ílX2 ,- T . vX

1 
' 

y por ser ·la función f (x1 , x2) homogénea y de grado n, por 

ejemplo, se tendrá finalmente 

que es la fórmula que tratábamos de demostrar. 

Observación.- Si la función cp fuera la misma forma 

f (x 1, x2), las derivadas que entran en,sus diversos términos serán 
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del mí"smo orden que la forma f, y el resultado será simplemente 
una función de los coeficientes de la forma , y por consiguiente 
será un invariante de dicha forma. Si la función w fuera del 

1 

mismo grado que f el resultado sería un invariante simultáneo. 

75.-Cataleticantes: d'efinición y propiedades.- Se 
llama cataleticante de una forma binaria al determinante (a) 

Observación.-Si en esta fórmula h,acemos m=1, el ca
tal~ticante se convierte en el Hessianó (n. 0 21) de la fo rma. 

Teorema.-Los cataleticantes son covarz'antes. 

Para demostrarlo vamos á hacer ver que trasformando la 
forma U: f (w1 , w2) por la sustitución lineal (11) el determinante 
<p (12) se reproduce. Con este objeto, observemos lo primero 
que de las expresiones (11) se deduce 

además como la trasformada de u es una función de xl y x2 , 
y estas variables son á su vez funciones de a;1 y w2 , al derivar 
la forma [J con relación á xl y x2 se tendrá ' según ya sa· 
bemos (h) 

(a).-En este determinante no se ha escrito más que la diagonal principal. 

(b).- (S. B.- 2.0
- n.0 286).- (B.- 2.a parte. - n.0 14 7) .- (L.- 2.o

Pág. 172) . 
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ó bien,-en virtud de las relaciones (13), 
135 

Volviendo á derivar sucesivamente estas expresiones, y 
teniendo en cüenta las (13) se obtendría, para las segundas 
derivadas 

y de un modo general, siendo 1·+s=m, 

v"'U _ 
(1 o) 

()a;2"' l 

d . d 1 11 k'' k (m} f . . d ' d es1gnan o por ICr., 1C ,.,8 , r,., . . . ,.,. uncwnes etermma as 
de los coeficientes 'A1 , 'A2, fJ-1 , p.2 , cuyos valores serían (a), 

(a). -Los valores de los coeficientes k se hallan fácilmente con sólo observar 
v2"'U 

que la derivada vX ,. () V 8 se representa simbólicamente por 
1 . ..t.l.2 

e>"' U 
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k (m-i)-r'\ A r- ·1 u ·+ SA ,. u u 8-i 
•··• - Al 2 r 2 2 r 1 ¡- 2 

k · (m)-:A ru s 
r,s - 2. r2 

l. 
)' 

(16) 

dando á S y r los valores Ü, 1, 2, ... m, en la fórmula (1 o) y 

en las (16) se formaría con los coeficientes k un determinante 

que designaremos por ~ 

Derivando. las expresiones deducidas de la (1o), primero m 

_ veces con relación á x1 , después m-1 veces con relación á x1 

y l,lna: con relación á x2 , etc., y formando el determinante · 

se tendrá por la regla de la multiplicación de determinantes 

Llamando ahora <I> al determinante 

se tendrá, repitie!1do el /azonamiento que acabamos de hacer, 

2 

<t>=K. H:::::.K. cp; (17) 

.. 
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ahora solo falta demostrar que K es una· potencia dél determi

nante de la sustitución (11). Para ello observarem.os que sustitu

ryendo en .vez de k m,O , k' m,O ' · • • • sus valores, el determinante K 
se convierte en 

• • • • • o • • • • • o • • • • o • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ~ • • • 

dividiendo la primera horizontal de este det~rminante por ).1 "', 

la segunda por A1"'-
1 p.1 , . .. y la últi~a por p.1"'; y aplicando las 

reglas de ·simplificación de deterr~linantes (a), se tendrá por 

último 

como se quería demostrar. 
Ejemplo.-Para aclarar la proposic.ión precedente vamos 

á apli~arla al determinante de tercer orden 

(J 4 ij v4U (J 4 ij 

(Ja¡ l4 CJ~la. v.v2 (Ja¡12 CJa;2 2 

(J4 ij (J4 ij v4fJ 
(18) <p== (Ja¡l S (Ja¡2 (Ja¡12. va;2 2 Vilil . (J a¡2B 

(J 4 ij (J4 ij o4 U 
(Ja¡12. (J a¡22 'dxl . ox2s ex 4 

2 . 

Derivando las ecuaciones (14) primero dos veces con rela

ción á a;1 , después, una con relación á m1 y otra respecto á x2 , Y 

finalmente dos veces respecto á x2 , se obtendrán las ecuaciones 

(a).-(8. B.-2.0 -n,0 254).-.-(R.- 2.0 -n.o II 1 y 1 12).- (B.- 2.3 parte. 

-n.o 58.) 
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v4U 
vX12. vx12 

v4U 
vX?vx1.c)a:2 

- v4U 
vX 2 va: -2 1 . ·2 

ELEMENTOS 

v4U v4U (J4ij 
=\2 (,) ") - +'A 2 

va;14 
+ .... ,1A2 ·a . 2 va::12. vrt2 2 

" 
va;1 · va:2 

v4U v4U • 
='A' +2), 'A +'A 2 

v4U 
1 va;13. va;2 1 2 va;12. va;22 2 va;1. va;23 

v4U v4U 
='A 2 +2'A 'A 

1 va: 2 va: 2 1. 2 va: va; a 1 . 2 1 2 

éJ4U 2J4U 

P.t2 'dxt4 +2P.tP.2 élxta. élx2 
-

+'A22 
v4U 

-

va:2~ 

.2J4U 
+ l1. 2'--::-------:: 

, .. 2 -:.x 2 -:.a; 2 
Cl 1 • Cl 2 

2J4U éJ4U 2J4U 

'dX2ll.'da;t.'diEo =P.t2 'da;t3 .'dx2 +2P·tP.2 élxt2· 2Ja;22 +P.22'd_a;_t_·'d_a;_2a 

éJ4U 2J4U 'd4U 'd4U 

élX22.éla;22 P.t2 'da;t2:ax22 +2P'tP·2 'dxt .'dXoa +f-!-22 'da;/ 

· Y según ~stas fórmulas tendremos, 

1 

' (19) 

' (21) 



DE LA TEOR1A DE LAS FORMAS, 139 

v'U .· C:J4.lj · v'U 
vXt2.'Ja;d2 aXt2 .C:Jx1'C:Jx2 aXt2.C:Ja;'J.2 

C:J'U C:J'U a' U 
¡;,x1.ax2.C)a;12 'JXt.'JX2.'Ja;1.oa;2 'JX1.oX2.oa;2 2 

C:J'U 84U a' U 
ax22.aa;t2 aX22.'Jx1oa;2 vX22.oa;~2 

o4 U v'.u v'U 
A2 1 2A1A2 

A 2 2 
'Ja;14 oa;l s .aa:2 'Ja;12.'Jx22 

A1P.1 (At P.2 +P.t A2) A~P.2 . 
v'U ()4.lj o4U 

-K.rp. - CJa;l a .va;lA ()a;12 ,CJa;2 2 oa;l .vx'J. a 

P.t2 2p.¡p.2 P.22 o4 U v'U v'U 
()a;12 .CJ.aJ2 2 CJa;l ,()a;2 S ()a;2 4. 

Del mismo modo se deduciría la fórmula (17), ó sea 

<t>=K2. rp. Ahora bien, si representamos por e1 y e~ los co-

cientes ~2 y l:L tendremos; 
A¡ P.t 

A 2 
1 2A1A2 

A2 
2 1 2c1 e 2 1 

K: A1P.1 (A 1 P.<J. +P.1 A2) A2p.~ A¡sfl-1 a 1 e1+e'J. e1c2 

P.t2 2p.1p.2 p.g 2 1 2e<t e 2 
2 

o e1-e'J. e1 (e1-e'J.) o 1 e1 

-Ats P.ts o e1:_e2 e9 (e1-e2) -:-AtsP.ts (ct-e2)2 o 1 c2 ' 
1 2e2 

e 2 
'J. 

1 2e'J. c22 

ósea 

18 
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y poniendo en vez de c2 ..y c1 sus valores se tiene 

luego 

Observación.-Cuando la forma U sea de un grado· 

igual á 2m las derivadas de este orden no contendrán á las va-

. riables sino únicamente á los coeficientes de la forma y el cata

leticante se convertirá en un invariante. En el caso de que '!a 
ferma [1 sea de grado inferior .á 2m las derivadas de este orden 
son nulas, y el cataleticante también 1~ es . 

" 
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CAPÍTULO IX. 

·FORMACION DE INVARIANTES Y COVARIANTES. 

76.-En el presente capítulo vamos á aplicar los pnnct

pios expuestos en los anteriores á la formación de invariantes y 

covariantes fijándonos principalmente en aquellos métodos que 

tienen más importancia práctica. 

77.-Método de las funciones simétrícas. · - Este 

método está fundado en los teoremas explicados en los núm~

ros 48 y 56, y por tanto solo es aplicable á las formFLS binarias. 

Según lo demostrado\ en los citados teoremas, las fórmulas 

cp=ao 
0 ~( ~1-o:2)''( o:2-<Xg)i · · · · · • 

cp= a}i1:(~1-o:2)h(~2-0'.3y ..... • (x-~1y)v (x-~2Y)q. · ·; 

nos darán respectivamente un invariante ó un covariante de la 

forma propuesta, siempre que las raíces entren en ella~ con el 

mismo exponente; de manera que formada una función cual

quiera que cumpla con las condiciones expresadas en las· referi

das fórmulas la cuestión queda reducida á sustituir las raíces, ó 

las diferencias de las raíces, por sus valores en función de los 

coeficientes,· por medio de las fórmulas estudiadas en la teoría 

de las funciones simétricas (a). Este métodu es muy complicado 

y por esta razón es de uso poco frecuente. 

Ejemplo.-Sea la forma binaria cúbica 

(a).-(R.-2."- n.•• 420, 425 y sig.).-(B. -2.a parte.-n.•• 27 ¡ y sig.).

(L.-3.0-Pág. I 18 y sig.) 
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formando y desarrollando la función 

se obtendrá el covariante, 

t¡=(aoa2-a1
2)x2+(a0a5-a1a2)xy+(a1a5-a2

2)y2• 

78.-.Método de las ecuaciones de derivadas par
ciales.----El método que ahora vamos á explicar tampoco se 
aplica m;J.s que á las formas binar-ias, y está apoyado en los teo
remas demostrados en los númen>s, 46, 54 y 55. Para mayor 
clariclad explicaremos por separado la formación de invariantes 
y covariantes. 

Invariantes.-Fundados en una proposición ya demos
trada (n.0 46), en la que v-imos qué, si una funcz'ón de los coefi
cientes de una forma es z'sobárica, sin_zétrica JI satisface á la 
~cuación de derivadas parciales 

·será un invariante, se puede hallar fácilmente un invariante de 
una forma: porque .si designamos por r el grado de este inva-

riante, su· peso será (n. 0 .42) n;, y por ta~to tendrá la forma 

·expresión en la cual los exponentes e0 , e1, e2 , .... en tienen que 
satisfacer á las dos ecuaciones 

o. eo+1. e¡+2. e2+ ..... +n.-e .. =n; t 
eo+e¡+e2+ ..... +e .. =r r (2) 

. con estas condiciones y con la expresada en el teorema del 
núm. 43, relativa á la sim·etría de los invariantes, se determina 
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fácilmente la parte literal de cada uno de los términos del inva- . 

riant~ buscado (a). 
Para determinar los · coeficientes del invariante, que se 

representan por letras cualesquiera, se aplica á la función cp la 

ecuación (1), y como el resultado debe' ser una identidad, al 

igualar á cero los coeficientes que en esta ecuación se obtengan, 

se tendrán una série de relaciones que permitirán determinar 

con suma sencillez los valores de todos los coeficientes, menos 

uno, del invariante. El valor de uno de los coeficientes debe 

quedar indeterminado , porque la ~cuacis)n ( 1) no se ál ter a si se 

multiplica el invariante por una cantidad 'arbitraria. 

Ejemplo.-Determinar un invariante de 4. 0 grado de la 

binaria cúbica 

Sea el inv_ariante Cf == ~ e. Go eo al e¡ ati aa e~; como en este 

ej ~mplo se tiene r==4, n=3 y 
1~ =:6, las ecuaciones de con-
.. • 1 

dición (2) se reducen á 

O.ea+1 .e 1 +2.e~+3 .e3 =6 ) 

ea+ e1 + 1'2+ e3 =~ .1 

stendo el invariante cp de ~. 0 g rado los exponentes e0 , ep e2 , e3 , 

deberán ser iguales ó menores q ue 4. , y con esta condición las 

únicas soluciones de las ecuaciones precedentes son 

(a).-Cuando se sabe resolver el problema de la partició?t de los mtJJU1'0S pue

de hallarse la parte literal de un invariante por un método más rápido que el ex

puesto , pero Jo suprimimos por que su explic~ción exigiría la resolución del citado 

problema y esto nos llevaría fuera de los límites que o os hemos señalado. 
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y por lo tanto el invariante será 

,Aplicando á esta·expresión la ecuación (1) se halla 

(301+2C5) aoa/a3+(2C4+6C2 

+3 C5) a0 rr1a2 
2+( C5+6 C3) a0

2a2a3+(4C4+3 C1) a1
3a2::- O; 

é igualando á cero los coeficientes, se hallarán los siguientes 

valores 

y si hac;;emos C1=4 se obtendrá 

por 1~ tanto· el invariante pedido será 

cp= 4a1 
3a3+4aoa2 

3+-ao 2a3 
2--:-3a 1

2a2 
2 

-6a0a1a2n3==(a0 rt3-a1a2) 2--,.4 (a0 a2-a 12) (a 1a3-a2 
2). 

Covariantes.-Según sabemos, por definición, el cova
ri;;¡nte de una forma binaria 

U (a0 , a P . . . a,.) (x , y)" 

será una función de la forma 

y al aplicar á esta función las ecuaciones características del 
covariante, que son según ya sabemos (n. 0 56), 
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.... 
tendremos que identificar los coeficientes del primer miembro 

con los correspondientes del segundo; per:o el primer miembro 

será 

y como los desarrollos de cada término del segundo miembro 

son 

•••••••••• o ••••••••• o ••••••••• o •• o o •••••• o •••• •••• o 

se tendrá !a série de ecuaciones 

' . 
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ó sean, de una manera abreviada. 

fl.Co-=.0, 6.C1-=.Co, 6.C~-=.2Cw . . liCm==mCm-t; (5) 
/ . 

y ~el mismo modq para la ecuación · condicional (4.) se ·obten· 
drían las expresiones 

ó sean, 

Cuando se conozca el coeficiente C
0 

se podrán hallar por 
las ecuaciones (5) y ( 6) todos los restantes, y como según la 
primera de las mismas ecuaciones (5), 6.C

0
-=.0, 'co es un inva

riante ó un heminvariante (n.0 46), su cálculo se hará en cada 
caso con suma sencillez por el procedimiento antes explicado. 
Al coeficiente C

0 
se le. ha dado por Roberts el nombre de su?'· 

gente porque de él surgen ó se deducen todos los demás del 
covariante 

)!:jemplo.-Supongamos que queremos hallar un · cova
riante de 2.0 orden y 2.0 grado de la forma cúbica binaria 
a0x3+3a1x2y+3a#y2+a3ya, covariante que tendrá la forma 
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Como en este caso se tiene n=3, m=2, · r=2, los pesos de lo? 

coeficientes C0 , C1 , C2 serán respectivamente (n.0 52), 

3.2-2 
2 

además ·come: el primer coeficiente ha de 5er un invariante, ó 

un heminvariante, aplicando lo antes explicado tendrá la f0rma 

operando sobre esta función con el símbolo 6.(_;'0 , tendremos se

gun la primera de las ecuaciones (5), 

y haciendo Il1=1, se tiene H2=-1, y por tanto 

Aplicando e;thora las dos últimas de las ecuaciones (6), que 

en este caso se reducen á 

se obtiene 

y 

y por consecuencia el c~)Variante será 

cp=(aoa2-a12)w2+( aoas-al a2)wy+( aoas-a2 't)y2. 
19 

.· 

.< 

.. ' 
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79.-Métodos de l<;>s emanantes, intermutantes y 
catále.ticantes.-Las definiciones y propi€dades . de los etna
nantes, intermutantes y cataleticantes que expusimos en el 
capítulo anterior, nos proporcionan otros tantos métod_os para 
hallar invariantes y covariantes. 

Método· de los ema:t;J.antes.-Según las propos1cwnes 
demostradas en los n.05 69 y 70, los emanantes de una forma y 
los invariantes de un emanan te, considerado como función de 
las nuevas variables, son también covariantes de la forma; de 
manera que para formar un covariante de una forma será sufi
ciente formar uno cualquiera de sus emanan tes, deducir un in
variante de la función resultante y este invariante será un cova·· 
riante de la forma propuesta. 

Ejemplos.-1.-Sea la forma cúbica bin~ria 

formando su segundo emanan te por la fórmula del n. 0 68, se 
tendrá, 

( 
vU . a u )2 v2U v2U v2U 

Y1 -:t¡;- +Y2 """5a; =Yt
2 

va; 2 + 2y1y2 va; va; +Y2
2 v"' 2 

1 2 1 1" 2 w2 

-Y12 (aox1+a1x2)+2Y1Y2 (atXcJ--!a2x2)+y22 (a2x1+asa;2); 

y formando el discriminante de esta función, que según sabemos 
(ri. 0 60) es un invariante, tenemos la expresión 

(aoxt+ata;2) (a2x1+asa;2)-(at~»t+a2a;2)2 

=(aoa2-at2) X12 + (aoaa-ata2) X¡X2+(atas-a22) X22 

que será un covariante de la forma propuesta. 

H.-Según ya sabemos (n.0 68, ejemplo), el segundo ema
nante de la binaria bicuadrática 

/ 
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¡' 

Y 12 taoXt2+2a1a;ta;2+a2a;2 2)+2YtY2 (a1a;12 

+2a2xtx2 + asx22) + Y22 (a2x12 + 2aaxtx2 + a4X22); 

y como el discriminante de esta función: es 

(a0x12+2a1x1x2+a2x2 2) (a2x1
2+2a3x1x2+a4x2 2) 

-(a1x1
2+2a2x1x2+a3a;2 2)~ 
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(aoa2-a12) a;l4+2 (aoaa-ata2) a;1Bx2+(aoa4+2ataa~3a22)a;t2a;22 

+2 (ata4-a2aa) xta;2B+(a2a4-aa2) x24' 

obtendremos así un covariante de la forma propuesta U. 

Método de lqs intermutantes.-Anteriormente hemos 

visto (n. 0 74), que el intermutante de una función es un cova

riante, y la aplicación de este símbolo operatorio nos propor

riona un método sencillo y muy fecundo para la formación de 

invariantes y covariantes. Recordando la observación que hici

mos en -el número citado, veremos que si en el símbolo 

las funciones <p y f son idénticas}· el intermutante que se obtenga 

será un invariante; si la función '? es de grado superiOr á f, y 

esta fuese un covariante conocido de cp, el intermutante nos pro

ducirá un nuevo covariante ; y si las funciones <p y r son . del 

mismo grado, el intermutante produce un invariante simultáneo 

de las form <',s propuestas. 
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Ejemplos.-1.-Sea la forma binaria cuadrática f a0 rr;2 

· · · 2 • d ~r ~r 1 d -+2a1xy+a2 y ; pomen o ~y y- ~a; en lilgar e a; e y se 

tendrá, 

y verificando operaciones se tendrá el cortocido invariante 

II.-Si operamos con el mismo ,símbolo sobre la binaria 

( 1=óo w2+2ó1 xy+ó2 y2; se obtendrá 

ósea, . ,. 

que es un invariante simultáneo de las fo rmas f y ( 1 . 

Método de los cataleticantes.- Ya hemos visto 
; (n.0 75), que el cataleticante de una forma es un covariante, de 

manera que aplicando el símbolo 

á una forma cualquiera, se obtendrá un covariante de esta for

ma. Si el graclo de la forma propuesta fuese 2m, el cataleti

. éar:te nos producirá un invariante. 
; 
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· Ejemplos.-1.-Sea la forma quíntica binaria 

u aox5+oa~x~y + 1-0a2x3y2+ 1 Oaax2y3+oa4xy4+a5y5; . 
. , 

formemos el cataleticante 

v4U ,v4U v4U 
va}· vxa. vy vx2.vy2 

cp=. v4U v4U v4U 
vx3 . vy vx2. vy2 vx. vya 

v4U v4U v4U 
vu;2. vy2 va;. vya vy4 

y se tendrá el covariante 

a0 x+a1 y a1 x+a2 y a2 x+a3 y 
(!)=. a1 x+a2 y a 2 x+a3 y a3 x+a4 y 
¡ 

a2 x+aa y aa x+a4 y a4 x+a5 y 

cuyo desarrollo es 

aoa2a4 . a;B+ata2a4 ll + x y a1n3a4 xy2+rtt naa5 yi3. 

-a2a -~oa3a4 -n1fl2(/5 -ata42 

-aoaa2 + aoa2a5 +aoaaa5 2 -a2 a5 
(!)-

+2a1a2a3 -a22aa -a2aa2 +2a2a3a4 ,-

-at2o4 + ataa2 -aoa42 -a a 
3 

\ ' 2 +a22a4 \ -al a;; 

II.-Sea la forma binaria cuadrática 
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formando el ca taÍeticante, 

CD::::::; 
1 

vx.vy 

obtendremos el invariante 

~=1 

J 
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CAPÍTULO X. 

FORMAS CANÓNICAS. 

80.-D,.efinición y primeras nociones.-Se denomina 

forma canónica de una .fzmáó?Z dada, d .ja .forma .más sená

lla ·á que puede redztÚ7'Se sz'1Z perder nada de su geneq-alz"dad. . 

La trasformación de una función general á su forma canó

nica se verifica mediante una · sustitución lineal, y par~ que esta 

trasform"ación sea posible es preciso, que el número d·e constan

tes, explícitas ó implícitas, de la nueva forma sea igual al de 

las. que contiene la función general propuesta; porque de este 

modo, identificando los coeficientes de las mismas potencias de 

las variables, podrán determinarse las. constantes de la nueva 

forma. Por ejemplo, la forma cúbica binaria 

puede reducirse á la _xa+ J'B, siendo 

porque la expresión 

contiene cuatro constantes, que podrán determinarse desarro- , 

llando la \iltima igualdad é identificando sus coeficientes con 

los correspondientes de la forma general propuesta. En cambio, 

la cúbica ternaria 

que tiene diez constantes, no podrá reducirse, en general, á la 
forma . 
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X3+f3+Z3=(),1x+l'·1y+v1z)3 

+ (A2X + l'-2Y + Y2!:;)
3·+ O'aX + l'-aY + Yu· Z)

3
, 

que solo contiene nueve; porque los nl!leve coeficientes (),, [1-, v) 

tendrí~m que satisfacer á diez -ecuaciones c0ndicionales, lo que 

no es posible en general; pero la forma propuesta poaríá redu

cirse ·á la X3+ YB+ P+6~ X Y Z. porque con la nueva cons

tante-s, tendríamos ya .tantas indeterminadas c'omo ecqaciones. 

Aunque la condición que acabamos de' sefialar es necesaria 

no sie~pre es suficiente;. pues p9dría ocurrir que aun existiendo 

el ¡nismo número de ecuaciones condicionales que de indetermi

nadas, algunas de las primerás fueran imposibles de · satisfacer. 

P0r ejemplo, la función cuadrática binaria 

no puede reducirse á la forma 

apesar de que esta' última contiene cinc0 constantes como la 

propuesta; pero es porque la ecuación anterior exige que los 

coeficientes de x2 éy~ sean la unidad y qu~ el de xy sea O, y 

estos valores no pueden identificarse con los coeficientes de los 

términos· corresp01:dientes de U sin que esta función pierda su 

· generalidad. 
Ocurre·. también, por el contrario, que algunas veces la 

trasformación de una función en forma canónica puede verificar

~e de una infinidad de maneras, cual_ sucede cuando el número 

de e-cuaciones condicionales es inferíor al de co!lstantes de la 

canónica, en cuyo caso algunas de estas constantes son arbi

trarias. Esto sucede, por ejemplo, . ~uando se trata de reducir la 

forma cuadrática binaria u (ao, al, a2) (x, y)2; á la canónica 
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pués' esta . última expresiÓJ1 contiene cuatro constanteS, y como 

la U solo contiene tres, solo se tendrían tres ecuaciones de con

dición, y quedaría una constante por determinar. En gener_al, 

una forma cuadrática de n variables puede trasformarse de infi

nitas maneras en una suma de n cuadrados de la forma -

porque la forma dada ~olo contiene t n (n+1) constantes, y 

como la trasformada tiene n2, quedarán completamente arbitra

rias un número de constantes expresado por 

81.-Formas de grado impar.-La reducción de las 

funciones. homogéneas binarias de grado iJ11par á su forma ca

nónica, puede verificarse con relativa facilidad, en virtud del 

siguiente teorema debido á Sylvester. 

Teorema.-Toiia f orma de grado impar, 2n+1, puede 

t?'asforma?'Se en la suma de las p otendas del mismo grado de 

n+1 {rJrmas litzeales. 
Sea la forma 

y vamos á demostrar que esta función puede reducirse á la for

ma canónica 

(2) 

En efecto, si hacemos 

y además 

20 
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la expresión (2) se trasformará en 

(3) 

desarrollando esta expresión é identificando el desarrollo con 
la (1) se tendrá el siguiente sistema de ecuaciones condicionales, 

kl +k2 +ka + ... 
kla.l +k2112 +kaa.a +·" 
kla.l2 -l-/c2a.22 +k3ct} +··· 

1, rJ. 2¡¡+1+7, t:J. . ~"; 1 +k (J. 2n+l+ 
1 

'"1 ·1 ¡¡,2 ·2 a ·a · · · 

+kn+I == ao 
+lcu'+·lan+t - al -
+kn+la.2,..; .. ¡ = a2 

1 

+1, rJ.2n+1-a / /ltn+ l ·w!-1- 2n+ l 1 

(4) 

y como estas ecuaciones son _en número de 2n+2, se podrán 
determinar en ellas las 2n+2 cantidades (k) y (a.). 

Para resolver el sistema de ecuaciones (4), seguiremos el 
procedimiento siguiente: eliminando k1 entre las n+ 1 primeras 
ecuaciones del sistema, obtendremos, 

ao 1 1 ... 1 1 1 1 ... 1 
t:J.l t:J.2 C/.3 · • · Cl n+l 

2 2 2 2 ' siendo 6.= (1.1 CY..g a. 3 ... a n + l 

desarrollando este último determinante según los ele m en tos 
de su primera columna, tendríamos 

. . 
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y como los menores relativos á los elementos de las primeras 

columnas de los determinantes 6. y 6.k, son iguales., .se tendrá 

Del mismo modo, eliminando k1u.1 entre las n+ 1 ecuacio

nes que siguen á la primera, se obtendría 
\ 

6.k1a.1::::::Aoa1+i1 1a2+A2a3+ ... +A,/tn+l; (6) 

y siguiendo el mismo procedimiento, al eliminar k1u./".1 entre 

las n+1 últimas·ecuacio_nes (4), llegaríamos á la expresión . 

De esta manera obtendríamos entre las n+ 1 relaciones _ 

el sistema de n-t-2 ecuaciones 

-6.k1 + A'0a0 +A1a1 +A 2a2 +· .. +A,. a,. ==0 \ 

-ilk1u.1 +Aoa1 +A 1a2 +A 2a3 +- . . +A ,.a,.+l=o) 

~~:c~~1~ _ ~~~~~ .. ~.~ 1·a·a .. ~.l~~a·4· . ~ ·. ·. --~~~:~,.~~ .. ~ (; (8) 

.......................... : ............... • ' .. ' 
-6.k1 o:1"~- 1+t1 0a,..H + ;11n,.t2+A 2a,.to+ ... +A,.a2,.i·l==O) 

cuya resultante, que es la ecuación de grado n+ 1 , 

1 (/.1 (J. 2 
'1 

aS 
1 

a,..;, ¡ 
1 

a o al a2 a3 ... a,.+l 

al a2 113 a4 0¡¡+2 =0, (9) 

·.':-
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nos dará los valores no solo de 0:1. sino también de Cf.2 , O:s' ... 
o:,.t 11 con solo sustituir en vez de o:1 una variable cualquiera, por
que si en las ecuaciones (4) hubiéramos eliminado kh, k" a1., 

k" o:2hl ... k" ah n -7 i, por ejemple, se hubiera obtenido una ecua-
- ción que no diferiría de la (9) más que por la sustitución en la 
primera fila de las potencias de ah en vez de las de cr.1 ; de ma
nera que la ecuación 

1 z z2 zs. zMi 

a o al a2 aa. Gnt l 

z . al a2 a a a4 . a n+2 =O, _(10) . . . . . . . 
. . . . . . . . . . 

a,. an+i a,.+2 a n+S · · a2nH 

nos dará los valores de··las cantidades (cr.), y con estos valores 
las n+1 primeras ecuaciones (~) nos darán los valores de las 
constantes (k) . Una vez obtenidos los valores de las cantidades 
(k) y (o:) podremos determinar los de (A) y (p.), y quedará resuelto 
el problema. 

Observaciones.-I.-A la ecuación (10)., que se la llama 
i:anonizante de la forma dada, se la puede dar una. forma más 

' sencilla observando, que si se hace z= - ..!!!... se tendrá . y 

y"+! - xy"+ x2 yn-t . .. ::¡::: a;n+ t 

a o al a2 a,.H 

z ai a2 a a a,.+2 . y"+~=O , (11) 

a~ 

ó sea, poniendo el factor yn+t bajo otra forma, 
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1 o 0 ... 0 

ao a1 a2 X y 0 ... 0 

z al a2 fla o x y .. . o 

an o o 0 .. y 

yn+1 Ü O o 
ao a0 x+a1y a1x+a2y 

a1 a 1 x+a2y a2x+a 3y 
an x +anHY 

a11+tx+an :·2Y =0, (12) 

y dividiendo por yn+ 1 , 

aox+a1y 
a1x+a2y 

alx + a2y .. . a,.x + anit y 

a~ ·+aay . .. an+! xta .. +2 y 
==O; 

que es un covariante de la forma propuesta (n. 0 75), y que se le 

llama covariante canónico de la forma. 

II.--La resolución de las ecuaciones (4) nos demuestra cla

ramente, que no se puede obtener más que una série de valores 

para las cantidades (a.) y (k): y por "lo tanto, que la reducción á 

canónica de una fo1'11Za de grado z"mpar no puede efectum-se mds 

que de una sola mane1·a. 

Ejemplo.-Sea la forma binaria cúbica 

(a) 

cuya forma canónica será, según la fórmula (3) , 

(b) 



( 

160 ELEMENTOS 

oesarrollando esta expresión é idenlificando sus coeficientes con . 
los de la (a). tendremos. las ecuacienes, 

k1 + · k2 =aol 
o.1k1 + a2 k2 =al 

a.l2kl+a.22 k2 =a2j 

o:13k1+o:23 k2 =as 

(e) 

eliminando k1 entre las dos primeras ecuaciones, k1 a1 entre la 
segunda y tercera, y k1 o:1

2 entre las dos últimas, se obtendrá 
el sistema .. 

(d) 

r~presentando por D. el determinante 

la resultante del sistema ( d), 

1. 

al al a2 =0, 
o.12 a2 aa 

nos dará la canonizante de la cúbica propuesta al sustituir a.1 

por una variable z, de manera que te.ndremos, 

1 

ao al IL2 =O; 
a1 a2 a3 
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desarrollada esta ecuación nos dá, 

ecuacwn que no es otra cosa más que el Hessiano de la forma 

propuesta, y que podfía ponerse, 'segút~ hemos indicado (obs. I), 

bajo la forma, 

1 

aox+a1y 
a1x+a2y 

a1cc+a2y 1 

a2x+aay ==0. 
(() 

Resolviendo la ecuación (e) con relación á z, ó la (/) res· 

pecto á ~ , los dos valores de z serán los de a.1 y rx2 , y susti· · y . . 
tuidos estos valores en dos d(! las ecuaciones (e), deduciremos 

de ellas los correspondientes de k1 y k2 , y quedará resuelt0 el 

problema. 
82.-Formas de grado par.-La reducción á canomca 

de las formas de grado par, es problema que presenta más 

graves dificultades que el anterior. Una forma del grado 2n con

tiene 2n+ 1 constantes, é igualada á la suma de las potencias 

2n de n binomios, nos daría un . sistema de 2n+ 1 ecuaciones 

con 2n indeterminadas~ ecuaciones que para ser compatibles 

e.xigen que se verifique una ciérta relación entre los coeficientes 

de la forma. Si tomáramos un binomio más, n+·l, obtendría· 

mos un sistema de 2n+1 ecuaciones con 2n+2 indeterminadas, 

ecuaciones que podrían satisfacerse de una infini'dad de mane

ras; y por consiguiente estos dos medios no dan siempre una 

solución determinada dei problema. 
Cayley ha expuesto el siguiente método·, fundado en el 

empleo de los intermutantes, por el cual puede determinarse, 

en general, la forma canónica de una binaria de grado par. 

Sea la función 

(13) 

y propongámonos reducirla á la forma canónica 

J 
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k1 (x + a1y)~" + k2 (x + a'21J)2
" + .. . +k" (x + a11y)2

" 

+),e (x+a1y) (x-J- o:2?;) . .. (x+a,.y) •. (14) 

en la cuál C es Uil covariante de lá forma 
. ' 

El número de indeterminadas de la expresión ( 14) es 

2n+ 1, y por tanto identificando sus coeficientes con los de 

la (13) se tendrán 2n+ 1 ecuaciones que permitirán determinar 

los valores de estas constantes. Para conseguirlo, observemos lo 

primero, que sz' ope1'amos con el símbolo z'1zfermutante 

(16) 

sob1'e uno cualquiera de los bz'tzomz'os k (x+ay)~", el 1'esultado 

será cero. 

En efecto, este resultado se reduce á 

(A a, A1 , .. . A,.} a,-1t, (17) 

Y como en virtud de la ecuación (15), la sustitución de x=a, 

y=:. -1 , reducirá á cero uno de los factores del primer miem

bro de la (15), la expresión (17) es también nula. 

Demostrado esto, supongamos ahora que el covariante e 
' sea tál que operando sobre el producto e (x+aly) (x+!Z2y) ... 

(x+a,.y) con el símbolo (16), el resultado sea proporcional al 

mismo producto, es decir, que el resultado sea de la forma 

siendo ),1 una nueva constante. ApJicando entonces el intermu

tante (16) á los dos miembros de la ecuación 

¡ , 
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(ao, av . .. a2',.) (x, y?"=k1 (m+a1y)2"+k2 (x+a2y)2" 
+ ... +k,. (x+a,.y?"+AC(x+a1 y) (x+a2y) ... (x+ctn'Y), 

se obtend.ría, pqr comparación de los coeficientes de las mismas 
poten.cias de las variables, el siguiente sistema de n+ 1 ecuacio
nes lineales homogéneas entre las n+ 1 indeterminadas A0 , 

A1 , ... A,., 

y para que este sistema tenga alguna solución es preciso que se 
verifique la ecuación 

a,.--),1 a,.H 

a,._, a,.+ ~1 an+l• ... .• ... a2n-t 

a 2At . a =0. 
n n (n-1) . . . 2tl-2 

•• •• o o • •••• o. o . o . • •• •• •• •• • • • •• 

a2 . .•. . .. a,.::¡:: A1 

(19) 

Esta ecuación nos servirá para determinar el valor de A1 , y 
para cada raiz que de, ella obtengamos, las ecuaciones (18) nos 
dcrrán un sistema de valores para A 0 , A 1 , .. . A,.; y como uno 

21 
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. de estos coefi_cientes ser.á indeterminado, puede hacérsele igual 

á la unidad; determinados los coeficie¡ltes (A)', la ecuación (15) 

nos par~ los-valores de las CGnstanfies (ex.), y una vez obtenidós, 

par á: hallar .' los de k1 , k 2 , . . • kn, desarrollaremos las fórm \Üa,; 

(13) y (14) é identificaremos los coeficientes de n. de lsus térmi

nos. La; principa1 dificultad, al par que el ·más grave inconve

niente d~ este método, 'es la determin'ación del covariante e que 

se hace en cada ca·so de una manera arbitraria. 

Ejemplo.-Vamos á aplicar lo que acabamos de exponer 

á la ferina bicuadrada . 

Comencemos aplicando á esta forma . el pro~edimiento 

exp!icado para las formas de grado impar,, y tendremos, 

aox4+4a1x
3y+6a2x

2y2 

+ 4a3xy3 + a4y4=k1 (x + u.1y)4: + k2 (x + cx.2y)4; ( b ) 

desarrollando esta expresión é identificando los coeficientes, ten

dremos el sistem¡l 

k1+ k2 =ao 

rt.l k1+cx.2k2 =al 

cx.12kl+cx.22k2=a2 

ala kl +cx.2 3 k2=aa 

a.14kl+~ 4k2=a4 

(e) 

de cinco ecuaciones entre. la~ cuatro indeterminadas cx.1, (/.2 1 

k1 , ·k2 ; sistema que para ser compatible exige que exista alguna 

condición entre los coeficientes. Para hallar esta condición eli

minemos k1 y k2 primero entre las tres primeras ecuaci'ones (e) 
1 

• 

d<'¡spués entre las 2.a, 3.a y 4.a, y por último entre las tres últi

mas, y se obtendrá el sistema 

' . • h 

~ i 
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Aoao+A 1a1+l12a2==0 l 
Aoa!+A1a2f,A 2 a5==0 · , 
Aoa2+A1a5+Aza4=0 

1 

':-' 

(d) 

T, 

repres)entat:J.clo por A 0 , A 1 , A2 los tres determinantes consecu
~ivos de ,la matriz rectangular (a) 

1 1 

eliminando ahora A 0 , A 1 , A 2 de las tres · ecuaciones ( d) , se 
obtiene la relación buscada 

(e) 

cuyo primer miembro es uno de los invariantes de la bicuadrada 
propuesta. Si esta condición se verifica, puede observarse que el 
determinante 

1 1 1 
ct.1 a 2 z ==Ao+A1z+A2z2 

a12 a22 z2 

se anula para z=a1 y- z==a2 , y uniendo la ecuacwn A o+ A 1z 
+A 2z

2=0, á dos cualesquiera de las ( d) y eliminando entre 
las tres A o, A 1 , A 2 se obtendrá la ecuación 

1 z z2 

a o at a2 :::::::(a1a3-a2
2)+(n 1o2- '10na) z+(a0a2-a1

2) z2=0, ~() 
a1 a2 tTa 

.. 

' .. 
,· 

¡ 

\ 
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que será la canom'zante de la bicuadrada propuesta. Una vez 

resuelta esta ecuación-(. f), se continúá el cálculo como en el 

caso ·de las formas de grado impar. 

Si la condición ( e ) no se ver¡fica, la bicuadrada propuesta 

tendrá que r<!!ducirse á la forma canónica 

a0x4+4a1x3y+6a2x2y2+4a3xy8+a4y4 

=:k1 (x+a1y)4+k2 (x+a2y)4+6'A (x+o:.1y) (x+a2y), ( g) 

aplicando el método de Cayley, es decir, aplicando á la ecua: 

eión (g) el intermutante 

y en este caso partic_ular la ecuación (19) se convierte en 

a2-Ai as a4 

at a2+V'1 as =:0, 

a o at a2-'At 



NOTA.' 

SOBRE LOS SÍMBOLOS ó.cp Y 'Y'f · 

'· I.-Vamos á exponer en esta Nota la formación y natura · 

leza de dos símbolos operatorios que se emplean con suma fre

cuencia en la TEORÍA DE LAS FORMAS; símbolos , cuyo des
arrollo y estudio debe hacerse en la teoría de las funciones 

simétricas, y por lo tanto serán ya conocidos para la mayor 

parte de los lectores de esta obrita; pero como pudiera muy 
bien suceder que fuesen por alguien ignorados, y lo serán desde 

luego por los que únicamente conozcan de las funciones simé

tricas las brevísimas nociones que de ordinario se exponen en 

los tratados de Álgebra, nos ha parecido conveniente y aun 
necesario darlos á conocer en las breves líneas que siguen. 

II.-Sea la forma binaria del grado n 

U (a0 , a1, a2, ... a.) (x, y)"=::::.a0x" 

+ [ ~] atx"-ly+ [ ~] a2a;"-2y2+ . . . +a,.y"; 

si en esta forma sustit~imos x por x+\y, y desarrollamos las 
diversas potencias de este binomio, tendremos 

ao (x +"Ay)" . 

+ [~] a1 (x+\y)"-'1y+ [~] a2 (x+"Ay)"-2y~+ .. . +a,. y"; 

ósea 

' 
,,. 
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'' + an 

de manera que la forma propuesta se convertirá en 

,. 

- obteniéndose pa_!:a valores de los coeficientes A 0 , A 1 , A 2 , . .. A". · 
-los siguientes: 

Ao==ao 
J11==a1+ao)· 
A2==a2+2a1"A+ao),2 

. . . •' ... .... ... . ... . 

• • • • • • • • • • • .. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • o • 

. . . . • . • .. .. .. .. . .. .. , . . . . .. . .. .. .. .. .. . . 

Esto supuesto, consideremos una función algébrica, racio
~al y entera de los coeficientes de la forma U, por ejemplo, 
la cp ((io, a1' a2, ... an); fQrmemos la función análoga de la tras

forma.~a uj ' que será 

' ¡ 

." 

•• 1 
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.,. 1 

<P. · o/ (Ao~ A1 • A2 .:. An)=cp (a0 , a1+ao),i, a2+2a1),+ a0A2, . .. ); 

ápliquemos á esta· función la fórmu~a de Taylor extentlidá al 
caso de varias variabl<;ls, y observan.do qit!e ,los incre~entos · de 
Hts variable~ son en este caso 

. O, ao;, 2a1~+ao),2 , ... [ ~ J an-t),+ [;] ~n-2),2+' ... +ao).'' , 

obtendremos el desarrollo siguiente (a) : 

tD=cp+aoA ~? +(2a1).+aoA2) ~cp +(3a2),+3a1),2 + a0),a) ~cp 
val va2 ' vas 

+ ... + ( [~] an_ 1),+ [~] an_2A2+ ... +a0 A
11

) ::.. 

1 ~ ()2co , J2cp + -
2 

a0
2A2 .., '2 +2a

0
): (2a1A+aoA2

) ::;--..,-1_ va1 ' va.1. va2 

~ 2 ) a) v2
cp (2 ~ ~ 2 2 v2

<p ~ +2a0A(3a2A+3a1A +ao' ;--..,--r . .. + a1A+a0A) ~+-· .. + 
va1ua3 va'l 

1) a) a vacp ( . 
¡3 ~ ao \ va13 + ... } +etc., 

y ordenando según las potencias ascendentes de ), resultará; 

_ vcp GJ vcp vcp vcp ) ~ <P-cp+ (ao-;;- + ... a1 -;;- -t3a2-..,- + . . . +nan-i -..,- A 
va1 va2 va3 va,. 

1. 

(a).-La fórmula de Taylor extendida al caso de varias variables puede re-

presentarse simbólicamente por 
n=='' 

• ' . }:~ 1 ' 
j'(x+lt

1
y+k,z-r1, ... )-f(x,y1 z, .. J+ -(/.'. !t +.f.'. k+/~ .l + .... )" 1 

. . . 1~ "' y - l 

. n=1 

entendiéndose que los exponentes del desarr.ollo se han de cambiar en índife~ de 

derivación. 

. ' 

. \ 

.. , 

1 
1 

. ' 



I 70· ELEMENTOS 

Esto sentado, representaremos , por el símbolo Llcp toda la 

operación indicada por el c0eficiente de 'A en la expresión ante

rior, ó sea, 

y observaremos que esta operación llcp puede verificarse sobre '-

el mismo símbolo, no haciéndose en este caso más que repetir 

- sobre cp dos ó más veces la misma operación representada por 

el símbolo Ll cp . Así operang.0 dos veces tendremos 

exp;esión que comparada con el coeficiente de 'A2 de la fór

mula (a )' nos hace ver que este coeficiente es igual á t 112 cp . 
Del mismo modo se demuestra que el coeficiente de ),8 es 

' 1 . 1 . 

13 Ll8 <p; el de 'A4:-= 14 ll4cp, etc., y por lo tanto que la expre-

sión (a) ·puede ponerse bajo la forma 

III.-Siguiendo el procedimiento empleado en el párrafo 

anterior demostraríam0s, que si en la forma U (a 0 , a11 a2 , .,.a,.) 

(.x, y)" sustituimos en vez de y, y+'Ax , desarrolláramos la 

forma correspondiente y formáramos la función cp de los coefi

c~entes de la trasformada, obtendríamos por resultado la 

fórmula 
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representando por el símbolo vcp la operación 

!V.-Hemos supuesto eri los dos párrafos anteriores ·que la 

f~rma propuesta U estaba escrita co'n los coeficientes numéricos 

de la fórmula del binomio de Newton, y en el caso en que no 

tenga estos coeficientes numéricos es preciso modificar algo los 

símbolos llcp y vcp . Sea en efecto, la forma . · 

U (a0, au a2 , ... a,. 1 a;, yt 

=a o x" + al xn-1 y + a2 a;n-2 y2 + ... + a,. y"; . 

sustituyendo en vez de a;, a:+ 'Ay, tendremos 

ósea, 
.. 

a0 x"+na0 A 1 x"-1 y+ [ ~] a0A2 

+ a1 + (n-1) a1A 

xn-2y2+ ... +a¿ 'A" y"; 

... +al)_n-1 

... +a2'}_n-2 

+a2 

de manera que los coeficientes de l<~o trasformada serán 
22 
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, Ao=ao 

A1=a1+nao'A 
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.42 ·. · a~+(?i-1) a1)·+.· [ 2 J ao'A2 

• • o • ~ • • • • • • o • • • • • • • • o o • • • • • 

• • o • • ••••••••••• o ••••••• • ' • 

' ' 

\ A,.=a,.+an~'A+an-2'A2+ . . . +a1 ).n-·t+a0A", 

. ' 

y la fu~ció11 <1>~ =cp (A o, A 1 • A~, . .. :. A,.) de los coeficientes· será · 

<l>t='P (Ao, Au A2,. · ·~n) 

=cp (ao, a1+n~oA, a2+(n--.1t a1'A+ [ 2] ao ),2, . . . ) 

que desarrollada por la fórmula de Taylor generalizada nos 
.. dará, teniendo en cuenta que ahora los incrementos de las va
r riables son 

O, ~wo · 'A, (n-1) a1 'A+ {2] a0'A2, .... an-t'A+a,._2'A2+ ... +ao'A~ , 

<ñ1=cp+nao'A· .. ~<p + ~ (n-1) a1'A+ [ 2] a
0
A2 /·r·:: · at · \ . Í 2 

"· t:·+ ~ (n-2) a2A+ [ ~21 ] al'A2+ Ia] aoA3 ~ :~ + ... .. . 
~ 2 

+ ~ ~+ ~ 2+ , .~ ~ vcp + 2 2'2 v 'P . . an-1A an-2A . , .+ a0 A -"- nao A ~ 
ua,. ua1 

. . +2.na0 ) , ~ (1~~ 1) a1 'A+ [ 2] a0A2 ~ va~~~a2 + ... +etc., 

ordenando con reléi.ción á las potencias de A se obtendría 

• f 
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j 

y representando por 6.' cp la "operación indicada en el coeficiente 

de A, ósea, 

se tE:ndría como en el número II, 

Si análogamente á lo expuesto en el párrafo III, en la for

ma l1 sustituimos en lugar de y, y+~x, y hacemos los des

arrollos convenientes, tendremos 

1 ·~ 1 ] ) 2 12 1 ) 3 13 
1 ~ n tn ( t ) 

<D t=Cf+A·V'P+ 12 'V Cf+ 1s ' ·V Cf+ .. ·+
1
n A.v cp, . Y1 

represen tan do por v' cp )a operación 

(o') 

f 
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ERRATAS. 
~ 

Pág. Línea. Dice. Debe decir. 

·i 6 [ ~ J o;n-~y [ ~ J xn-iy 

17 17 a u a u 

24 20 (x2yt-Y2Yt) (x2yt-y2xt) 

26 16 4aaa2-a1
2 4aaa2-a1

2 

32 última -asb1 -aabt 

42 6 
().2lj ()2lj 

vy.dx vy.vx 

43 6 M u 
56 21 (5) (7) 
64 14 11!2 JIJ2 

89 · 18 (a2--xa) (a2-aa)i 

102 1 h k 

143 15 ~ e Co e¡ e2 C2 . a0 a1 a2 a3 ~C.ao 
e o e1 e2 e3 a1 a2 a3 

156 última 6.k¡ 6. 

1159 4 a2nr+l a2n+l 
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