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T A B L S D E L O S S I G N O S . 
Signos.} Objeto. {Pronunciación. 

Adición Mas. 
zz Igualdad Igual á 
— Sustracción Menos. 

Multiplicación Multiplicado por 

X Multiplicación Multiplicado por 
: División Dividido por 

Consecuencia De consiguiente. 
> . Esceso Mayor que 

Diferencia . . . . Menor que 
V Radical ó estraccion de raiz. . Raiz de 

-r* Proporcion continua ó progre-
sión por equidiferencia. . . Por equidiferencia, 

-f-f- Proporcion continua ó progre-
sión por cociente Por cociente, 

H Disyunción O bien. 
Comparación y consecuencia. Comparando resulta. 

CQ Infinitamente grande Infinito. 
C Infinitamente pequeño Infinitamente pequeño. 
¿p Logaritmo Logaritmo. 

¿£ Complemento logarítmico. . . Complemento logarítmico. 
f Otro logaritmo Logaritmo. 
jP Otro complemento logarítmico. Complemento logarítmico. 
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TERCERA PARTE. 

I D E O L O G Í A D E L Á L G E B R A . 

SECCION PRIMERA. 

G R A M A T I C A D E L Á L G E B R A 

Ó 

R E G L A S D E L C Á L C U L O . 

L E C C I O N P R I M E R A . 

Del Lenguaje común. 

E i 
arte de esplicarse con propiedad en una lengua 

se llama Gramática. 
2. La gramática de las lenguas habladas consta de Pa-

labras , Sintacsis , Ortografía y Prosodia. 
3. Sabemos que las palabras son unos sonidos ó signos 

articulados, con que representamos nuestras i déase l a s com-
binamos y las comupicamos á otros. 

La gramática de nuestra lengua distingue las palabras 
en artículos , nombres , pronombres , verbos , participios , 
adverbios, preposiciones , conjunciones é interjecciones. 

4 . E l articulo denota el ge'nero masculino , femenino <5 
neutro del nombre , y su número singular ó plural. 

E l nombre sirve para nombrar las cosas y calificarlas. 
Se divide principalmente. en sustantivo y adjetivo. E l sus-
tantivo significa cualquiera sustancia ó cosa que pueda ecsis-
tir por si misma , y el adjetivo espresa las cualidades 
de las cosas. 2 



a 
El pronombre se pone en lugar del nombre para eví-

ter repeticiones. Los hay personales , demostrativos , pose-
sivos y relativos. 

E l verbo dice la ecsistencia , acción y pasión de las 
cosas con personas, números, modos y t iempos. Se divide en 
sustant ivo, act ivo, neutro y recíproco, según su significación. 

E l par t ic ipio es un a d j e t i v o , que par t ic ipa del ver-
bo en su formacion y significación. Divídese en act ivo y 
pas ivo . E l act ivo denota acción , y el pasivo pasión. 

E l adverbio se junta al verbo para modificar y de-
terminar su significación. Los hay de l u g a r , t iempo y modo, 
que se subdividen en varias clases. 

La preposición se pone antes de otras dicciones para 
señalar el objeto á que se refiere la acción del verbo. 

L a conjunción junta entre si las demás dicciones con 
los modos c o p u l a t i v o , d i s y u n t i v o , a d v e r s a t i v o , condicional 
y causal. 

L a interjección espresa los afectos del ánimo con vo-
ces cortas. 

Las modificaciones, que reciben el a r t i c u l o , nombre 
y pronombre por sus relaciones de ecs i s t enc ia , pertenencia, 
atr ibución , objeto , invocación y materia ó instrumento, se 
l laman declinaciones. E s t a s se hacen , tanto en singular como 

' o 
en plural , por medio de las preposiciones. Comunmente 
se nombran casos de nominativo , geni t ivo , da t i vo , acu-
sa t ivo , vocat ivo y abla t ivo. 

E l verbo se declina po r la inflec3Íon de sus termi-
naciones , según los modos , t iempos y personas en singu-
lar y plural , lo que se llama conjugación. 

E l par t ic ipio sigue las reglas del nombre , decl inán-

dose como adjet ivo. 



a 
E l adve rb io , p r e p o s i c i ó n , conjunción é in ter jección 

son indecl inables <5 inva r i ab l e s . 

6. Aunque los Gramá t i cos hacen todas estas d i s t i n c i o n e s 

y o t ras muchas , el ar te de hablar solo neces i ta cua t ro 

especies de palabras para espí icar todos nuestros pensamien-

tos , á saber i sus t an t ives , a d j e t i v o s , preposic iones y un 

solo verbo como ser ó estar. E n r igor se pueden reducir á 

dos clases : palabras para espresar las] ideas, y otras pa labras 

para significar sus re laciones. 

7. E l enlace de pa labras se llama Frase, y la espre-

sion de un ju ic io se dice Preposición. 

8 . L a conveniente coordinacion de las dicciones pa ra 

formar f r a s e s , y de las frases para hacer el r azonamien to , v 

se llama Sintacsis ó Construcción. Consis te en Concordancia 

y Réjimen. L a concordancia en t re las dicciones es de gé-

nero , número y caso ; y el réj imen es la influencia, que 

unas pa labras t ienen sobre o t ras . 

9. E l oficio y uso de las letras, y los acentos , pun tos 

y comas const i tuyen la Ortografía. Sus reglas son la p ro -

n u n c i a c i ó n , uso constante y o r i j en . 

E n las clausulas ó periodos se pone coma para d iv i -

dir las oraciones ó miembros mas p e q u e ñ o s , pun to y coma 

antes de un miembro pr inc ipa l que modifica al que le p r e . 

cede , dos puntos en t re los miembros pr inc ipales en que 

no está concluido el sen t ido que esplicamos , y un p u n t o 

al fin de los per iodos en que termina e l sentido que se 

esplica. 

L a s in ter rogaciones , a d m i r a c i o n e s , acentos y pa rén te -

sis son bien conocidos. 

10. E i sonido propio y verdadera pronunciac ión de las 

l - t r a s , s í labas y pa labras fo rman la Prosodia. 



4 
i r . Según este Iijero bosquejo toda Gramática viene á 

ser un sistema de kigaos , que representa el sistema da 
nuestras ideas , cuando las combinamos ó queremos comu-
nicarlas á otros. Tal sucede á las R e o l a s del C á l c u l o ^ 
que vamos á discutir en las lecciones siguientes. 

L E C C I O N I I . 

De los Símbolos algebraicos. 
12. Las notas, que espresan valor, se llaman caractéres, 

y se distinguen en generales y particulares. Los números 
son caractéres particulares, porque espresan un valor deter-
minado, prescindiendo de la especie de unidades que repreg-
u n t a n ; pero no son caractéres los. signos, que jiemos usado 
en la ari tmética, ni otros cualesquiera que solo sirvan para 
denotar las modificaciones y relaciones de las cantidades. Tan to 
los caractéres como los signos se comprenden bajo el nombre 
común de símbolos. 

13 . Asi como la Aritmética calcula con caracteres pa r t i -
culares, cuales son los números, hay otra ciencia, que calcula 
siempre en abstracto, • sirviéndose de las letras del a l fabeto 
como caractéres generales, y esta ciencia se llama A Hebra, 
Ordinariamente se destinan las primeras letras del abecedario 
para representar los datos ó cantidades conocidas de un p ro -
blema, y las últimas para denotar sus incognitas ó cantidades 
desconocidas; pero nosotros usarémos á veces de las iniciales 
mayúsculas de las incognitas ó cosas que buscamos. También 
se hace uso del alfabeto griego y de otros en el cálculo 
algebraico. 

14 . E n las cantidades literales ó espresadas por letras hay 

que atender á su sentido, su carácter, su coleccion y su gradof 

15. E l sentido se espresa con ios signos de -+• ó — , que 



preceden 4 la can t idad , é indican si es pos i t iva <5 nega t iva . 

16 . E l caracter se denota con una letra de cua lquier a l -

f a b e t o , la cual representa una sola de las cant idades de l 

mismo va lor ó una unidad en abs t rac to . 

1 7 . L a coleccion se espresa con los coeficientes, que m a -

nifiestan las veces, que se ha tomado una cant idad s u m á n -

dola ó restándola 

consigo misma, esto es, reduciendo el n ú -

mero de veces que está tomada. Sabemos [ I I 2 0 6 J que e l 

número an tepues to á una cant idad para mul t ip l i ca r la es su 

coeficiente, esto es, su co-factor 6 factor j un t amen te con otro» 

y que toda cant idad sin coeficiente espreso t iene por tal la 

un idad , porque ecsiste una vez , de modo que a z z i X a z z i a ^ 

bzzib. 

1 8 . E l grado se indica con los esponentes, que señalan 

las veces , que está tomada una le t ra como fac to r consigo 

misma para sacar el producto cor respondien te . Ya hemos v i s t o 

[ 1 1 1 8 4 ] c l u e cualquiera can t idad , ecsist iendo en si m i s m a , 

está en su pr imera po tenc ia , lo que se puede espresar con 

la unidad encima como esponente de su grado : así azzax, c~cl• 

1 9 . Resu l t a , pues , de los dos ar t ículos an tecedentes quo 

toda cant idad se debe considerar con la unidad por coeficiente 

y por esponente, aunque no los t enga señalados , de m a n e r a 

que azzia\ bzzib\ c~icl. 

2 0 . Cuando caracte'res iguales están elevados al mismo g rado 

6 tienen" el mismo esponente , se dice que espr&san c a n t i d a d e s 

Semejantes, aunque esten en dis t in to sentido y sean mayores 

ó menores sus c o l e c c i o n e s , esto e s , aunque I03 unos sean 

posi t ivos y los otros negat ivos , y los coeficientes sean d i s -

t i n to s : así a y •—r/, b y 3/?, — m y 4 w , 3c 2 y — 5 c 2 , — 7 p r 

y 2 pr son cant idades s e m e j a n t e s ; pero no lo son a y a 1 ni 2¿3 

£ — 4 & V porque t ienen dis t intos esponentes . 



6 
. a r . Los mismos signos, que hemos usado en la A R I T M E T I C A 

para indicar las relaciones de las cantidades entre si, sirven 
también en el A l g e b r a para el mismo fia. Ademas se usan 
otros signos, que espliearéinos en su lugar. 

22 . Cada cantidad de las que se hallen ligadas con los 
signos de mas y menos, se llama término, aunque esté mul-
tiplicada ó dividida por otra. Un término solo es un monòmio, 
dos términos ligados forman un binòmio, tres un trinomio y 
asi respectivamente, y cuando son muchos se dice un poli-
nòmio. es un monòmio, a4—bs un binomio, 7a 5 - t -Se"*— 

3 — 2mr un polinòmio. 

23. Siguiéndo la comparación, que nos hemos propuesto, 
del cálculo con el raciocinio, vemos que los caracteres, forman-
do términos, son como los nombres, que establecen [ 6 ] las gra-
máticas de las lenguas para espresar las ideas de las cosas, y 
que los signos son como aquellas palabras, que solo sirven para 
modificar y enlazar las ideas y conceptos en el discurso. Recor-
demos que ya hemos comparado [ I I 51 ] un término á una 
palabra, un binomio ó un trinòmio á una frase y un polinomio 
a una composicion de frases. ^ 

24 . Como el álgebra considera las cantidades en general 
6 con independencia de toda magnitud numérica y de todo 
sistema de numeración, nada, concluye por si misma, y hay 
que atribuir , para las aplicaciones del cálculo, un valor nu-
mérico á cada caracter literal , cuyo v a l o r , pudiendo ser 
diferente en cada aplicación , no puede variar dentro de 
ella misma, 

L E C C I O N I I I . 

Be las Ecuaciones. 
L2 base del álgebra soa las guadañes ? las cuales 
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lo rmán la balanza^del entendimiento para pesar la igualdad 
de diferentes cantidades en el ca ' lculo, como se gradúa la 
concordancia de conceptos bajo diversas formas en el discurso. 

2 6 . Recordando cuanto hemos dicho sobre este pa r t i -

cular en la L E C C I Ó N I V de la A R I T M É T I C A , y estendiendo 

algo mas las i d e a s , haremos las observaciones s i gu i en t e s : 

1? Una ecuación es la igualación de dos 6 mas can* 

tidades, sean numéricas ó li terales, como 3 + 7 : 1 : 6 > 4 * 4 , azzc , 

Ia . Toda ecuación se compone esencialmente de dos miem-

bros , como una balanza t i ene siempre dos b r a z o s , siendo 

el primer miembro la cantidad ó cantidades , que están á 

la izquierda del signo de i g u a l d a d , y el segundo la can-

tidad ó cantidades , que están á su d e r e c h a ; pero usamos 

de miembros intermedios [ íf 5 0 ] como ausiliares ó indi ' 

cativos de las operaciones , que resultan ejecutadas en los 

miembros esenciales , que llamamos significativos. 
3? Ya hemos dicho [ 2 2 ] qus cada una de las cant i -

dades separadas de las otras por los signos -+- ó -— es un 

t é r m i n o , y hemos esplicado lo que entendemos por mo-

nomio , binómio , tr inómio y polinomio. 

«4? Cuando un término está precedido del signo •+• se 

dice que es positivo, y si lo está del signo — se llama 

negativo. Siempre que el primer término de un miembro 

es positivo , se omite ponerle delante el s igno -4- ; pero 

si es negat ivo , se necesita anteponer le el signo — . 

Por cantidades negativas entendemos [ I I 4 6 ] las que 

toman en sentido contrar io á las p o s i t i v a s , de modo 

que , considerando estas como cantidades directas , hemos 

mirar las otras como inversas. 
5* Siendo la ecuación una balanza podemos aumentar 
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ó disminuir á siis dos miembros una misma cantidad sih 
que falte la igualdad ; asi como pedemos en una balanza 
puesta en C3ja añadir ó qui tar á entrambos platos pesos igua* 
les sin que falte el equilibrio. En la ecuación x— b-t-ezzd 
podemos , por e j e m p l o , aumentar la cantidad b y dismi-
nú i r la cantidad c en cada miembro sin que falte la igualr 
d a d , esto e s , x — b b—> c~d c, y destruyendose 

las cant idades iguales de signo contrario en el primer miem-
bro , resulta x — d~¡~b — c ; l u e g o , comparando la primera 
ecuación x—b •+- c~d con la que ha resultado xzzd-hb—c, 
Vemos que se puede pasar cualquier término de un miembro 
al otro , poniéndole signo contrario al que t e n i a , sin que 
falte la igualdad. 

6? También se conserva la i g u a l d a d , aunque se mu l t i -
p l iquen ó partan los dos miembros de una ecuación por 
una misma cantidad , mediante á que en la multiplicación 
serán los factores de un producto iguales á los del o t r o , 
y en la división serán los términos de la una iguales á los 
de la otra : 

E n la ecuación 4.x" 12 a , 
tendremos x ~ — zz3« ; porque subsistirá Ja 

i g u a l d a d , qui tando el coeficiente ó mult ipl icador 4 del p r i -
mer miemoro para hacerlo divisor del s e g u n d o , pues esto 
es dividir ambos miembros por una misma cant idad . 

Y de la ecuación ± z ~ ¿ b , 

sacaremos z z = 5 X 3 & z z i 5 b ; resultando ecua-
' * cion , porque quitamos el divisor 5 de un miembro para 

' que sea multiplicador del otro , lo cual es mult ipl icar am-
bos miembros por una misma cantidad. 

2a. Trasladando términos de un miembro á otro con di-
' ferente signo , y mult ipl icando y dividiendo ambos miem-
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bros por el divisor y riiultíplicadór de una incógni ta , se 

consigue dejarla sola y sin coeficiente visible en un miem* 

bro ; y cuando las cant idades , que están en el o t r o , son 

conocidas se dice que se ha despejado la incógnita , p o r -

que se la ha desembarazado de o t ras cant idades y descu-

bierto su v a l o r , lo que Cambien se llama resolver la ecuación. 

2 7 . Para fundar las ecuaciones nos hacemos perfectamen-

te cargo del r ac ioc in io , con que v iene propuesto un p r o -

blema , y lo convertimos , sino lo está * en la esposicion 

mas sencilla y clara : espresamos cada cant idad po r un t é r -

mino 6 por varios t é r m i n o s , que susíancialmeníe se r edu -

cen á uno solo 5 y enlazamos estos términos con los signos 

del mismo modo que lo están las condiciones con las f rases 

en la enunciación del problema. E s t e procedimiento 110 es 

mas que la t raducios del idioma común al idioma del á l -

gebra . También puede mirarse como regla bas tan te general 

la de indicar con los signos algebráicos sobre las c an t i da -

des conoc idas , espresadas p o r números 6 por l e t r a s , y so-

bre las cantidades desconocidas representadas siempre p o r 

letras , los mismos raciocinios y las mismas operaciones , 

que se ejecutarían para comprobar los valores de las incóg-

nitas si fuesen conocidos. 

Si quiero descomponer un número en dos partes, de 
modo que ¡a mayor lleve £ la menor 5 de esceso \ conce-* 

fciré y t raduciré la cuest ión así : 

Una p a r t e , que será la menor 

O t r a p a r t e , qu& será la mayor , y consist irá 

en la menor y 5 mas sc-j-5 

Compondrán el n ú m e r o . . . . . . 2 : ^ 4 - 5 . 
Este número supongo que sea 9 \ pe ro ya está e sp re -

sada por . 

3 

\ 
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trasladando 
. . . 4 

dividiendo parte menor. 
Como la parte mayor escede á la menor en 5 ó es tf-f-5, 

- tendremos s e p a r t e mayor. 
L a comprobacion 7 4 - 2 : 1 : 9 y 7 — 2 — 5 manifiesta que 

I-as partes componen el número propuesto , y que ia mayor 
Jleva á la menor el esceso dado. 
, 28 . Podemos hacer que los problemas ó cuestiones sean 

generales , espresándo los datos ó cantidades conocidas por 
letras. Asi podemos generalizar el problema anterior, d ic iendo: 

Descomponer un número a en dos partes, de modo que 
la mayor lleve á la menor un esceso b ; 

Tendremos 3í-f-jc4 

E s t a espresion x——— se llama fórmula, porque con-

serva una forma constante , en cuyos caracteres se pueden 

sustituir los valores nume'rieos de esta manera : 

,Si el número propuesto f u e r a , por e jemplo, 1 0 , y el 

esceso .de la parte mayor á la menor fuera 4 , tendríamos 
: x = * = > ; i ' " / > 

i 1 
a~ 10. ( , 10—4 1 ' 

y , o . . — ^ — — 3 , parte menor ; 
bzz 4^ • r : • ' : > 

. . x - f - 4 — 3 4 - 4 — 7 parte msyor. 

e.9, Para hacer las sustituciones acostumbramos indicar los 

valores sobre la i z q u i e r d a , como se ve en las operaciones 

an ter iores , abrazandolos , cuando son varios con un cór* 
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chete , y los conducimos con el signo • de consecuencia de-

bajo de la fórmula. -

3 0 . Las ecuaciones puestas en columna, que se deducen de 

otras anteriores con Ía3 modificaciones conven ien tes , las lla-

maremos derivaciones : es derivación de —¿>, 

y K + 4 = 3 ~ h 4 ™ 7 lo es; de « = 3 . 

Acostumbramos señahír cada derivación con una coma : 

las que terminan- periodo de cá lcu lo , con un punto y coma\ 

y la final coa un punto solo. . . 

- L E C C I O N I V . 

Deja Adición y Sustracción 
de cantidades algebraicas. C.' 

, Como los coeficientes no hacen mas que colectar [ i ? ] 

cantidades igua les , es claro .que, se sumarán estas y las se-

mejantes [ 2 0 ] sumando ó reduciendo ios coeficientes de ellas 

según sus signos : . 

¡ ab+ba~(i-lrj)abzz2ab ; 

a:b -habe +cabzzabe--{-ah;-)rxbc—( í -4-1 -+-1 )abczzzo abe. 

La diferente colocacion de las letras unas respecto de 

o t r a s , comò en .ab, ha, y en acb, abecab , no altera 

la es presión de su „Valor , al modo que en la A R I T M E T I C A 

[ í í 6 5 ] no varía un producto por mudar de lugar sus factores. 

32 . Cuando las cantidades no son semejantes se indica 

su suma juntándolas con sus respectivos signos ; 

Para sumar a con b ponemos a-\~b ; 
- a con —b es a— b ; • * 
¿ • „ • . . . . . a con aa se escribe a*i-aa* * 

33» E l modo de facilitar j a adición es poner ¿as. can 
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des semejantes en c o l u m n a , y !a? desemejantes sin ninguna 
•debajo , como «n estes ejemplos : 

l ? ¿a -\-b -4-c Jrsd 

4 0 - í - s e . 4 - 7 / 

Suma....7¿2-h3ÍiH-3c-+-f id-^e-^-^f. 

, Para mayor claridad disponemos los términos por el <5r-

den alfabético de sus letras : 

2? 4<Í — s e 
<2/3 — 

7&-f- c — « 

Suma.a..6 j - h 1 — 4 c - t - 4 d — e . 

Aqui hemos sumado las cantidades p o s i t i v a s , también 
las negativas , y hecho la resta entre unas y otras [ I I 4 7 ] 
para tener la reducion. 

3? Sumar i i b e + 4 a d — S a c + g c d 
con 8 a c - + - i b e — i a d ^ ^ t n n 
con 2 c d — ^ a b J f ^ a c J ^ - an 

y con 9 a n — 2 b e — 2 t f i + ^ c t J ; 
Dispongo asi estos sumandos : 

—^ae-^r^ad ^-tibcJ^ ¿cd 

-±-8ac—2ad -4- 76c « f 4 m « 

— - 4 - «» 2Cíi 

í: -—2tf i - t - 9 a » — ^bc-\- sed 

S u m a — - f - ioa? /4 - i 

3 4 . Como la sustracción es la operacion inversa de la adi-

ción resolta que para practicarla se deben mudar los s ignos 

al sustraendo y sumarlo con el minuendo : 



D e ga restar ta s e r á 3 r e s i d u o ; 

(2¿?-B0 será 4 6 - ^ 7 1 0 - 4 ^ 
— g g — ¿ 

Residuo 4 M - 5 C — 5 J . 

D e ÍJ restar & será a — b ; 

D e c restar ce será c — s e . 

3 5 . Si de a hemos de restar nos haremos cargo 
de q u e , quitando b de a , Tebajamos una cantidad , que 
escede ai sustraendo en la cantidad c ; luego esta cantidad c 
se debe aumentar , despues de quitar b , para tener la ve r -
dadera r e s t a , haciendo como dijimos en el articulo anterior * 

a—(¡j—c)~a—b-hc ; lo que es consiguiente á la natura-
leza de las cantidades nega t iva s , por estar en sentido con-
trario 4 las positivas. 

3 6 . Bien se habrá comprendido que , abrazando el sustraendo 
de varios términos con un paréntesis , le anteponemos el 
signo — para indicar 13 mutación de signos de todos sus 
t é rminos , y asi propondremos los ejemplos de los polinomios 
s igu ien te s : 

1? ^ 4 . 2 « — 4 c - H a 3 < J — ( - > i a — 2 7 ^ 4 . 1 xc—•-4^), 

1 7 0 — 9 b — ¿ ¡ . c - ^ z ^ d - ^ í m 

— - 1 i c - h 4<i 

Resta—34ai-i8¿?—15C-+- i f á ^ Q m . 

Vemos que en la reducion de cantidades semejantes 

positivas y negativas se resta la menor de la mayor , y al 

Residuo se pone el signo de la mayor. 

a? $ac—Sabjrgb:—41/w— ( 8 a / ? ; — l a b - ^ i i a a — ? c d ) 9 



*4í 
• - - • ' *—8ab 4 - g a t ^ - ^ a m - ^ ^ b ^ , i-

-jriab—i.iüc—Sam .4~?cd .. 

Res ta -~ / ¡c rb~6ac—1 2am-+'ghc-{~'?cd; disponien-

do ios téraaiaoi. pct? el '„orclen alfabético de sus letras. 

; " L E C C I O N V . " ' 1 

De la Multiplicación de cantidades algebraicas. • ; * :¡ ; ; ¿3 

f 37. / Para esp-ics? 1« multiplicación^ algebraica empezarémos 

por las cantidades -, m^nómias. Se ejecuta .escribiendo las le-

tras del multiplicando juntamente con. las del multiplicador, 

sin perjuicio de ' o rdeus fbs alfabéticamente. 

„•• ay^azzaa, ab x orzaba ; acdy^adzzacdadziMo.cdd ; 

Si hay coeficientes se multiplican entre si : 

SaY^a—jaY, 1 a z z s x 1 a a ~ 3 a a '•> ¿rbcwdczz^Xibcdc—fthccdi 
3 8 . Hemos visto 184 ] q u e , cuando un número 6 

cantidad se multiplica, una ó mas veces por si m i s m o , 
^orma SU' respectiva p o t e n c i a , la cual se indica per el es-
políente , que tiene tantas unidades como veces es factor 
e! n ú m e r o , y se le coloca encima sobre la d e r e c h a , .con 
Jo que en las cantidades algebraicas se distingue bien del 
coeficiente. Así aa~ul a1 -a** ~q2 •,bbbb~bl*'l + *+t 

de modo que en las multiplicaciones -anteriores aedy^ad..* 

,.—aa:dd~a2 c d 2 ; ^be^dczz^X^c1 H"x d~Sh c* d ; 
y 70* c 3 dsX5*\bx d 5 ^ ^ b6 c7 fl5. 
E s t o quiere "decir q u e , habiendo las mismas letras en el 

multiplicando y en el multiplicador , se suman sus* espo-

rientes para , formar el que ha de indicar en el producto 

el número de estas letras i gua l e s , que son tantas cuantas 

hay en ambos factores. 

3 9 . Omitimos poner entre los - coeficientes y las cant i -



dades literales , y entré esta* , e!" sigilo de h " multiplica- y 

c l o n , porque lo mismo se entiende ' 3a que 3X*m y ^ que 
a*b ; aunque no puede hacerse esta supresión entre las can-
tidades numéricas , porque , dependiendo su valor de la colo- ' 
¿ación de los números dijitos, resulta que 3 X 0 ? por ejem-
plo , serian 15 , y 3 5 son 30-4-5 . 

4 0 . Cuando se multiplican cantidades positivas por can-
tidades positivas el producto es positivo ; porque^ siendo el 
efecto de la acción positiva la afirmación«, resulta que lo posit i-
vo, siendo afirmado , 

es positivo ; así ** 
esto es, - f - X 

Si multiplicamos una cantidad negativa por una posi-
tiva tendremos un producto negativo , porque se afirma l a 
negación , ó se toma el multiplicando nega t ivo , en su ser 
6 estado , tantas veces cuantas requiere el multiplicador afirma-
tivo , esto es , — a K - j - b - z - r - a b , ó bien — X 4 - — — • 

Mult ip l icando una cantidad positiva por otra negat iva 
resulta un producto negativo , porque el efecto de la ac-
ción negativa es contrariar ó mudar en sentido inverso ; 
luego —bz~.-r~ab , e s t o - e s , - + - X — z r — . 

Y si multiplicamos dos cantidades negativas una por otra-
dara'n un producto-posit ivo, porque, prodüciendé la acción ne-
gativa del multiplicador un efecto inverso en el multiplicando, 
lo ha de repetir en el producto bajo un sentido contrario álí 
'que tenia como f a c t o r ; por tanto —ciX- i—bzz- Jrabzzab^ es 
decir-, < — x — — - K 
[ E l resultado de todo es que la multiplicación de los mis-

mos signos da un productor-positivo, y la de signos diferentes1 

da un producto negativo. E s conforme á la naturaleza dé las 
ideas que da influencia reciproca de dos cantidades de un mismo 
s&ntick»; produzca «un Pájirfíado positivo 14 de dos cantidades1 



là 

de sentido opuesto produzca un resultado negativo. 
4¡r. Como comparamos siempre el cálculo con el raciocinio 

consideraremos que, espresandose el signo positivo por la 
afirmación st\ y el signo negativo -—por la negación «o, sa; 
balla que, según reglas gramaticales, sí sí quiere decir st\ e i 
sí m significa rao, el no sí. espresa «o, y el nono es «'porque 
dos negaciones afirman. 

42. Para multiplicar entre si dos cantidades, de las cuales 
la una sea un polinòmio ó cantidad complecsa, y la otra un 
monomio ó cantidad incomplecsa, se harán tantas multiplica-
ciones de dos monomios cuantos términos -tenga el polinòmio ; 

(a-t-b)c-aX cJ^bx^ae^-b.c ; 
, » r z 2 a b e * d - Y 6 a h c f h — 8 a b c g l ¡ — a * K — • « 
..—2oamp^-iom2 mpf 

. 43. En la multiplicación de un polinòmio por otro se multi-
plica todo el multiplicando por cada término del multiplicador*, 
y se reúnen ó reducen los productos parciales para tener el total: 

(a-\-b)(c-\rd}z:i{a^b)c -^(a-k-tydzzac^bcJ^ad-^hd , y 
ordenando, (a-\-b)(cA-d}~ae-ìrad-\-bc-)rbd ; (pip-t-fr* . . *. 
.. -W* ) {q-\- +.7 rs+1s )q-t(mp-ir7 * ) t = « />?.<* 

44. Con la multiplicación - de a—b por c—d confirmaré* 
mos la regla, que hemos dado de los signos [40] , porque multi-
plicando a por c resulta un producto al cual, por ser a 
mayor que «-— b en la cantidad fe, se le debe disminuir fee, esto 
e s , (a—b)ezzae—òc; y por esceder <r al multiplicador c—& 
en la cantidad di, se debe rebajar del producto hallado el 
de ( a — b ) d , esto e s , ( a — — d ) ~ a e — b e — ( a — b ) d . . . 
„izao—bc—ad—b x—pero como esta rebaja no ha de 
ser de a multiplicado por d , sino de una cantidad menor 
que ad en la cantidad b multiplicada por d± es necesario dis-



minuir esta rebaja aumentándole bd, con lo que se obtiene 

(a—b)(c—d)zz(tc—be—ad^bd producto total. 
Si damos á estos caractéres cualesquiera valores nu-

méricos , como a~8 , b~2 , czzi'j , d~4 , será a—b~6 , 
c — d — 3 , y tendremos por comprobacion 6 X 3 — ( 8 — 2 ) . . . 
, — 4 ) — 5 6 — 1 4 — 3 2 - f 8 1 1 6 4 — 4 Ó ™ i 8 , como corresponde. 

4 5 . Cuando las multiplicaciones son largas conviene co-
locar el multiplicador debajo del mul t ipl icando, y poner en 
columna los productos semejantes para facili tar la reducion s 

M u l t i p l i c á n d o l a * — 2fl36-4- 4 a 2 b z 

Multipl icador. , a 3 — 4a*b-4- 2 b l 

i . e r p r o d . p a r c . 5a7— 2 a 6 £ - f - 4asb2 

2 . 0 prod. pare. — 2 0 a 6 b + 8 a 5 h 2 — 1 6 a 4 b l 

3 . e r prod. pare. 4 - i o a 4 £ 3 — 4 a 5 

Producto total 5 a 7 — 2 i a 6 b + \ 2 a s ¿ 2 — 6 a 4 ¿ 3 — 4 a 3 b * + 8 a 2 b * 

4a * — 3 a 7 b x 

2 a 2 — 6 a 3 

8a4— 6a3¿4-14«*b* 

—24a3 i8a2b*—42¿zj& s 

- i - i 2 a 2 b 2 — 9 ^ 3 4 - 2 i j & 4 

8 a 4 — - 3 o a 3 ¿ - f - 4 4 a , ¿ a ~ 5 i ^ 3 4 - 2 i í ' 4 prod. total. 

N o solo conviene ordenar las letras alfabéticamente , 
sino también por el grado de sus esponen tes de mayor á 
m e n o r ; pero en las ecuaciones, se hace la ordenación por 
las incógnitas , como verémos mas adelante. 

46 . Las espresiones complecsas , en que todos los té r -
minos son de un mismo grado , esto es r tienen igual nú-

4 



1.8 
ir.ero de letras 6 es igual la suma de los esponenfes en 
cada t é rmino , sa llaman es presiones homogéneas. 

4 7 . Sucede frecuentemente dejar indicadas las multiplicacio-
nes en vez de ejecutar las , porque ía estructura de las can-
tidades ó la manifestación de sus factores es conveniente 
al cálculo , donde muchas veces las compensaciones visibles 
ahorran operaciones penosas. 

4 8 . Saquemos de varias multiplicaciones a 'gunas conse-
cuencias útiles : 

1? (a-hb)2 ~ía+b)(a+b)^a2+ab+ab+b*—a2-±2ab-\-b*r* 
«. el cuadrado de un binomio consiste en el cuadrado de su 
primera p a r t e , el duplo producto de la primera por la se-
gunda y el cuadrado de la segunda, como sabiames ( II i8\5] . 

s a ( a + b ) 3 + satb+ztb'+t*,... 
. . el cubo de un binómio consta del cubo de la primera par-
te , el triplo producto del cuadrado de la primera por la 
segunda , el triplo producto de ia primera por el cuadrado 
de la segunda y el cubo de la segunda , como hemos vis-
to [ I I 187 ] . 

3? (a - h b ) ( a ~ b ) — a 2 ^ - a b — . la suma de 
dos cant idades , multiplicada por su diferencia , produce la 
diferencia de sus cuadrados. 

4* O M - S ) (X-K>) (X d) -JZX 4- i - (e+b -4- d)x 3 - h (nb... 

Si se multiplican entre si varios b inámlos , cuya p r i -

mer parte sea igual en todos y la segunda diferente , el 

primer término del producto será la primera parte elevada 

ú una potencia igual al número de factores binomios : des-

de el segundo término disminuirán sucesivamente los espo-

s a n t e s de la primera parte en una u n i d a d , hasta que en 



el último xn~ndzic°z:i':* los términos serán tantos como fac-
tores binomios haya y uno mas , contando por un solo tér-
mino todos aquellos en que x esté elevado á una misma 
potencia : cada término contendrá tantos factores literales 
como factores binomios haya en la indicación del producto i 
el coeficiente del segundo término será igual á la suma de 
las segundas partes de los binomios Í los coeficientes de los 
demás términos serán las segundas partes tomadas de tan-
tas en tantas veces cuantos términos precedan ; y el úl t i-
mo término ha de ¿er el producto de las segundas partes. 
Observando las multiplicaciones sucesivas se encuentra la 
rason de estos resultados. 

L E C C I O N " V i . 

De la División de Cualidades algebraicas. 
4 9 . Las reglas , que hemos aprendido para hacer la 

multiplicación, nos servirán, con un procedimiento i n v e r s o , 

para hallar las reglas de la división. 
50 . Mediante á que el multiplicando y el mult ipl ica-

dor , cuando tienen los mismos signos , dan un producto 
positivo , y teniéndolos d i fe ren tes , dan un producto negat i -
vo [ 4 0 ] ; resultará que, cuando el dividendo y el divisor lle-
ven ios mismos signos, datan un cociente positivo, y l levan-
dolos d i fe ren tes , darán un cociente negativo. 

5 ? . Como el coeficiente de un producto dimana de ía 
multiplicación numérica de multiplicando y multiplicador , 
el coeficiente de un cociente procederá de la división de 
coeficiente del dividendo por coeficiente del divisor. 

E n la L e c c i ó n s i g u i e n t e £54*1 d e m o s t r a r e m o s q u e cua lqu iera 
cant idad c o n u n c e r o p o r e s p o l í e n t e e s igual á la u n i d a d , p o r 

que . r 0 — ! . 
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¿ 2 . Respecto a que el producto de las letras 6 carac-

tères se obtiene juntando las d i ferentes , y su?nando los es-
ponentes de las que son iguales en ambos fac tores ; se ha-
llarán los caracte'res de un cociente y sus grados omitiendo 
las letras , que sean comunes en un mismo grado á d iv i -
dendo y divisor , restando de los esponentes de las letras 
del dividendo los esponentes de las mismas letras del d iv i -
sor , y dejando con sus esponentes las l e t ras , que se ha -
jlén solo en uno de los términos de la division. 

5 3 . Aunque estas reglas están contraidas á la division 
de los monámios, sirven también para la de los polindmios 
con algunas mas circunstancias. 

Ejemplos de cantidades monómias : 

7 2 a ' b 3 c * d : 9a3 b ^ z z ^ a 5 - * b*-'c4-*dzz8a*b2 c* d¡ 

i8ab3 e2 f* : 3 6 a e 1 / 3 — a b ' ~ * f*~*~6übf. 
O íVl-^YH n^ 

5 4 . Observemos que a —a — — — 1 , de que resulta que 

cualquiera cantidad con un esponente igual á cero equivale i 
la unidad. Por esta razón también se demuestra que los fac-
tores l i tera les , cuando son iguales en dividendo y divisor, 
dan al cociente la unidad y deben desaparecer , como en 
el segundo ejemplo a n t e r i o r , donde 1 8 a b i e 2 / 4 : 3 è a e a / 3 . . . 
..zz'labs-'e'-ift-szióabe^f-óab-i -fzzóabf. 

5 5 . Cuando la division no se puede hacer ecsactamente 
se simplifica en' forma de quebrado , suprimiendo los fac-
tores iguales de dividendo y divisor ó de numerador y de-
nominador , como en estos ejemplos : 

4 8 a 3 b s c 7 d i6Vsaibzb2cxd _ 36« 

16a3¿Te* ¿ ~~ i6azbic*c2d ~ c
2 ' 

l6a3b7cd2 _ 4ygaa1b3b4cd2 _qa2b4d1 

ó^ab* ce 4 X 1 6 u ^ G 6 



55. Para la divisioa de una cantidad complecsa por una incomplecsí se hacen 6 se indican tantas divisiones de monduiios como términos tiene el 
dividendo : 

, o c , 3l . * olj\ 3 18asc* W*b 4a*c 8 bd , * , 4-bd 
( i 8 a 5 c s — — 8 b d ) i 2 a * c z z 5 — - - i ^ o a ' c * — - — \ ~ 2 —. N 2a3c 20 e 2a1 c 2a3e 7 2c a3 c 

E n la division de un polinòmio por otro se ordenan entrambos por una misma letra: divídese el primer término del dividendo 
por el primero del divisor : escríbese el resultado en el cociente con el correspondiente signo : se multiplica el divisor por la parre , 
que se acaba de hallar del cociente : este producto parcial se resta del dividendo 5 y considerando el residuo como un nuevo dividendo, 
se continua del mismo modo la operacion hasta que no haya residuo , 6 que el esponente de ia letra de ordenación sea menor en el 
dividendo parcial que en el divisor , en cuyo caso la división no es ecsacta. 

D i v i d e n d o . . . . 

Suprimo a2 por factor comun . 

Prim. prod, pare 

Residuo. , . . . 

Seg. prod, pare 

Residuo. 

Teic . prod. p a r e . . . . 

5a7 — 22a- b + i2asb*—6a4¿3-—4a3b4-h8a*bs J 5a4 — 2 a Z ¡ J Divisor. 

3a5— 2ia*b * - r a a 3 ¿ a — 6a2b3 — 4ab4-\~8 ¿s 2 a b -4-4 b2 Divisor. 

•5«SH- 3a4b— 4q* b2 a s — Cociente. 

— 2 0 a 4 — 6a2b3-~4ab4-t-8 ¿ s 

-bio** b — 8a$b2 + i6u2b3 

— 10a*b 3 -*-4ab*— 8 ¿s 

5 8 . A veces la multiplicación del divisor complecso por un término del cociente da un producto parcial con t é rminos , que no son 

sein¡jantes á ninguno del dividendo. Entonces estos nuevos términos entran en el residuo para partirlos , como los demás, por el divisor, 

en esta forma : 

Dividendo 4 0 6 — 2 ¿ a » f i 4 - f . a o a f c 5 — 4&6 j 2 « 3 - ~ 5 a b * + 

—4aó-f- ioa4b2—4azb3 2a3 ¿ab*^ib3 Cociente. 

— 1 0 a4b2 -\-2$a2h*— i o « ¿ s 

S -+- ioubs^4b* 
— t o 



Dividendo — ¿ 3 a ~ b Divisor. 

—a3-ha7b ax -{-ab-t-b* Cociente. 

b1 

—a*b -hab1 

ab * —b5 

5 9 . Cuando la l e t r a , por la cual se hace la ordenación , se halla elevada á la misma potencia en varios términos del dividendo ó 
del divisor , se ponen estos términos en una misma columna ó se encierran dentro de un paréntesis dejando fuera aquella letra • pero pi , ode 
ser mas claro escribir los unos en seguida de los o t ros , ordenándolos también con respecto á otra letra ; bien q u e , siguiendo la ordenación 
general [ 4 5 ] , que el espiritu de método lleva consigo , no ocurrirá dificultad en la práctica. 

C— a6—- a4 h* -ha1 b4+> b6 1 
E j e m p l o . . . . J 4 - 2 a 4 c * _ _ a z C4 _|_2¿4C* V : 

¿ -+- b2c4 S 
Operación — a6— a*b* ^ a W ^.a'b4^«V+6« ^r2b4ciJ^bkc4 

i . e r residuo — 2a4b2 4 - a4c2 a*b4~~>**c4+b6+tb4c*+h* c4 

4-2 a4b2 —2 a2b4 —2*b\l 

2? residuo -+- a4 c a — a2b4—"2c4 4rb6+2b4c*-hb2c4--2a2b2c2 ' 

Ordenando este r e s iduo . . . . a4 c2—- a7b4-~*a2 ^^—a2 c4 -¥b^\-ib4Qt+b1c4~ 

— a4c* ^ b ' c ^ ^ c 4 

3 . e r residuo — a ' f i * ^ H h S ^ + i B ^ ' - i - f i ^ 4 

4? residuo — a 'óVc» ^ b 4 c 2 J r b 2 c 4 



2.3 
Otro ejemplo , en que, dejando dentro del paréntesis las cantidades, que multiplican la letra de ordenación en sus diferentes potencias, 

se saca bajo la misma forma el cociente : 
(4& 2 — 4 b c - h c 2 ) a 4 — ( b 4 ^ 2 b 3 e - 4 - b 2 c 2 ) a 2 ^ ( z b * + 2 b 4 c ) a — b 6 

— (45 a'—4M-c2)a*—{ib*—bzs )a: 

j (2b—c)a 2 —(h 2 - \ -bc)r>- \ -b3 

—(3^4-i- bzc-4rb7c2)a2+"{2Ò:>-\-2b*c)a—b6 +{2bz -ì-b2c—£<ry 

Ordenando. ( a £ 3 , 4 - 6 2 c — b c < ) a 3 — 4 - b3e+.b2c2)a2-\-(2bs-i-2b*c)a-~.¡}
6 

— ( 2 b i ~ \ - b Z c - - b c ? ) a 3 - h { > b * - t 2 h 3 c ' * ' b 2 c 2 ) a 2 - - ( b s - h b \ ) a 

—(ib*. 
-4 

) a*4 - ( ¿ 5 4 - b*c)a—i6 

60. Si se nos ofreciese partir a por f-irgz tendríamos ; 
Div idendo. . . . . a 

¿zgz 

f-hgz Divisor. 
ag2z2 

f r 
^ i t . & c . Cociente. 

O4-
2^2 

/ r 
a*2 z2 op*t 3 y 5 

/2 /3 

o g 4 « 4 

• i — h ~ r- fA 

esto es a : (f-r-gz)zz-
fnr» 

S 
agz ag'z £ £ . ' i l & E s t a s e s p r e s i o n e s , que se pueden proseguir h a s t a d o n d e s e quiera, se llaman séries 

J r P 
indefinidas. 

61, Saquemos de la division algunas consecuencias útiles: 
i* (x'n—am) : 4 - ^ - % siendo el último término Por<Jue disminuyendo el esponente 

de x , en cada término, de unidad en unidad, y aumentando del mismo modo el de a , tendréis a™"""1 c u a n d o n Por s c r * —1 » d->3P-~ 
rezca * del cociente, mediante: á que el polinomio resultante es homogeneo [46] . Vemos, p u e s , que la diferencia de dos porencias de un 
mismo grado, dividida por la diferencia de sus raices, da un cociente ecsacto en la serie a?171-t-i-a*'"" ^-H»2*™""3-^3*™""4 4-a* 

i 



2 4 - . . , 
2? Si sustituimos en la fórmula anterior a~zi , será 

r , . . . cuando una po-
* — i 

tencia , disminuida en una unidad , se divide por su ra i 3 
disminuida también en una unidad , el cociente es ecsacto 
é igual á la unidad sumada con las potencias sucesivas de 
la misma raiz , desde la primera hasta la que es inferior 
en una unidad á la potencia , que la tal raiz tiene en el 
dividendo. Asi se comprueba con la aplicación numérica, su-
poniendo , por ejemplo , x ~ 3 ; 
O4 r> 5 „ . . J „ 

- 1 + 3 + 3 + 3 + 3 - 1 2 1 ' 
2 3 — í 

L E C C I O N V I L 

Del Mayor Divisor común. 
62. Como no se puede asignar el grandor relativo de 

las espresiones literales [ 2 4 ] , mientras no se dan valores 
numéricos á los caracteres que comprenden ; ia denomi-
nación de mayor divisor común , aplicada á una cantidad 
algebraica 1 debe tomarse enteramente en el mismo sen-
tido que en la aritmética. Debe entenderse en Algebra por 
mayor divisor común de dos espresiones aquel que entre 
los divisores comunes contiene mas factores en todos sus 
términos ó es del grado mas elevado. Sin embargo su de-
terminación se funda , como en aritmética , sobre el prin-
cipio de que todo divisor común á des cantidades debe 
dividir el residuo de su división. 

63, Para dar una demostración mas general que la con-
traída solo á los números [II 123] , llamaremos: 

D el mayor divisor coman , 
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P el f a c t o r , que multiplicado por el común 

divisor , produce la primera cantidad, 
S el f ac to r , que multiplicado por el divisor 

común , produce la segunda cantidad , 
C el entero del cociente , que da la división 

de la primera cantidad por la segunda, 
R el residuo de esta división , 

será PD la primera can t idad , 
SD la segunda ; 

y tendremos~~-=C+~~y•» 

PDzzSDxC+R, 

j P = 5 C - + - - - ; p e r o , siendo entero el primer 

miembro P de esta ecuación, y siendolor el primer término 

SC del segundo miembro , lo 6erá también—- , esto e s , 

el residuo R será ecsactamente divisible por el divisor co-

mún B . 
64. Antes de proceder á las operaciones advertiremos: 
1? Que no se debe buscar el divisor común de dos es-

presiones algebraicas sino en el caso de tener caractéres co-
munes , y entonces se hace la ordenación con respecto á la 
letra que parece mas conveniente., tomando por dividendo 
la espresion en que esta letra tiene mas alto el esponente : 

2? Que no puede continuarse la división de enteros cuan-
do se llega á un residuo, cuyo primer término no contie-
ne la letra de ordenación sino en una potencia inferior á 
la que tiene la misma letra en el primer término del di-
visor , como se vé en este ejemplo: 

i 
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fl3 fl - i -

a2b—ab2-+-2b* 
—a 2 b — £3 

—ab 1 -+- ¿3 , cuyo residuo ya no puede 
b2 

dar enteros, pues el siguiente término del cociente sería . 
a 

65. En este concepto ecsaminarémos si las dos cantida-
des complecsas , que se propongan , son ecsactamente di-
visibles una por otra, y si no lo fuesen, dividiremos con-
secutivamente, como en la A R I T M É T I C A [ I I 123] , el ultimo 
divisor por el último residuo hasta llegar á una división 
ecsacta si es posible, en cuyo caso el último divisor será 
el mayor común. 

Siempre que en todos los términos de una de las dos 
cantidades haya factores que no esten en todos los térmi-
nos de la otra , ó si sucede esto mismo entre los divi-
dendos y divisores parciales ; entonces se deben suprimir 
tales factores , porque, no siendo comunes á entrambos poli-
n o m i o s , no pueden hacer parte de Ja mayor medida cornun. 

Ejemplo : a2 —336-J-2& 2 

— a 2 + a b ^ 2 b 2 

Residuo.. . . —zab-h^b2 

Suprimiendo zb es — a 4-2b 

| 1 Cociente. 

a
2 ~ a b — 2 b ' ¡ ~ a — 1 Cociente. 

~a2-\-2ab —d~\"2b may.div. co^ 

ab — 2b* en que suprimiré b» 

a —2 b 
—a -+- 2b 
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Siendo la medida que se busca —a~j*2b , 6 mudando los s i g n o s , a—2£>, tendremos . 

' < J / (¿—íabA 2/;M • ¡ ( a ^ ) ^ ^ (a — 3 0 2 4 - ^ ) . , . ( « — fíj—2¿ b 

6 6 . Asi como suprimimos los factores , que no son comunes á entrambas cantidades, debemos multiplicar una de ellas por factores que 

no tenga la otra , cuando es necesario para hacer la división ; lo que no altera ia mayor medida coman por no recaer sobre ambas cantidades* 

E j e m p l o : 3 a 3 — 3a2 b - a b 2 — b3 

Multipl ico por 4 y es 1 2 0 5 — 1 2 a 2 b - \ r 4cib2 — 4 b l 

— 1 — 

3 3 2 6 4 - ab2 — 46 3 

Suprimo £ y multiplico por 4 - 4 ^ — i ó £ * 

— 1202 -4- t$ab — 

1 — 1 9 6 

Suprimo 19 h y es 

30-1-3 Cociente. 

4 a 2 b — 5íib2 - ho* Divisor en que suprimiré bt 

4 a 2 jjj-ff•—1 Cociente. 

•4a2 -í— 4.Í7Í3 0 — b Mayor divisor común. 

ab~\-b * ea que suprimiré b. 

• 11 11 

— 0 4 - b 

-4- 0 — b 

Resal ta que ( 3 « J - 3 ^ - M > ' - í 3 ) «' 

Otro i — 4 0 3 C 2 —10a*bc ' 

Suprimo 0* ó a 3 4 - 1 5 0 * 6 — 4 0 c * — 1 0 b e 2 

—-603 4~40c 2 -4— 10« a j — i 2 c 3 

1502/? - 4 - í 8 a a c — i o £ > c l — 1 2c 3 

(56 -4- 6 ¿ ) 3 a a — ( 5 6 4 - 6e)2c* 

Suprimiendo ( sb - j róc ) e s . . . . . 3 0 * — 2 c z 

2. Cociente. 

903b-— 2 7 0 2 b e - ^ ( ) a b c a 4 r 1 c a en que suprimiré 36. 

n/i-v» _ ./t -T- v i 0 — 1 Cociente. 9«2C — c 2 4 - 6c 3 

4 " afl 

— 

4 - 30 2 

3 0 1 — 2c1 Mayor divisor común. 

4~ 6 c 3 en que suprimiré 3J . 

- f - 2 c 
2 — 2 a 

D e consiguiente ( 5 « 5 + i $ a * í — 4 a * e * — i o a í e * ) ¡ ( 9 a ! £ — a ^ a ' í c — ó a S c ' -f-i * J s ^ s ó 5 — a c ^ J 



6?. Cuando haya algún factor común á los <Jo? polinomios , bien ssa numérico 6 algebraico , sin tener dependencia de la letra que 
ordena , partiremos por él ambos polinomios , y lo reservarémos como factor del divisor común , pues que está en ambas cant idades . 

E jemplo : sean las cantidades 4 5 a z b ~ \ r ^ a 2 b l - ^ g a b } 4 y 54a 2 b — 246% en que el común factor 3b es independiente de la letra de 
o r d e n a r o n , y por lo mismo suprimiéndolo en ambos polinomios , io reservo para factor del mayor divisor común : 

Mul t ip l icando per 3 es 4 5 a 1 - t - ^ a * ^ $ a b í ~ t ~ 6 b 3 | ^ 4 . 1 Cociente. 

—45.a 3 4 - 2 o a b 2 | i8az—8b2 en que partiré por 2. 
M - ^ ^ 3 ~~ ~ ~ 3« — 1 Cociente. 

Mult ipl icando por j - es.... 9 / 4 -330* -hiüb2" — 9 q 2 —6a5 3 0 4 - Í 3 Mayor divisor común. 
90* 4 - 4S2 ~ —6ab—4b2 en qua part iré por 

3 3 d H r . ¿ a é a — 3 « — 2 6 
Part iendo por 116 e s . " . . 3 j ^ zb 4 - 3 ?» 4 " a * 

o 

Tendremos ^ a H ^ - ^ ^ Y , ( í f l _ 4 í ) . 

6 8 . Si no se conoce á primara vista el factor independíente se buscan los divisores comunes de los últimos términos , en que resulte no tener ambas 

cantidades h letra de ordenac ión , ó tenerla en la inferior po tenc ia , y se elije entre aquellos divisores el mayor que divida todos los términos de ios dos 

polinomios. 

E j e m p l o : dadas las cantidades a*(b* 4 - 2 & C - K ' ) — a%b{ibl^bcJ^o'l)j^ab1i(b'^e) y a\b2~-c2)-~ab(s2bt-\rb<:--<;7)+h* ( M - c ) , será su factor 

independiente k 4 - c , que multiplica los últimos términos: 
2b(rt-4-c)A-ab 3 

Suprimo a y multiplico por b ~ c . . a2(b2—<?2)—,jKa¿2--¿c—<;*)4-¿'3(6-—<?) (6-hc)Cociente. 
~a2(b1~c'l)lr¿ib(lbl-i-bs-~c2)—b3(b-i-c) al(b-t;)~ab(2b--c)+bz c)--i Cociente. 

¿ " 2^b1c—2bzc {b—c)-hab{ b~~c) a—-b^...(a—b)(b^c)Mayor divisor común. 

Suprimiendo ¿^TTTa^b ~~ " —a/?2 " ^ T &3en q u e suprimiré 
— 0 b * 
4 - a — & 

o 

' * ~ { 2 ) + ¿3 ^ C) } : {a-*-by(p 4 - 0 h% 
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6g, Respecto á las can t idades , como a4(b2— c7) . . . 
. . a3(b3 — b¿2)^k*c2 —b2c* y a2(b~c)+a(b2—bc) . . . 
. . - f .5 3 —£ 2¿, debemos, según la r e g l a , buscar ios divisores 
comunes de b*c2—b2e* y b 3 — q u e son b,b2yb—c, 
de los cuales este último divide en ambos polinomios todas 
las cantidades comprendidas dentro de un paréntesis , y e s , 
por tanto , el factor independiente ; pero desde luego se 
advierte que , si lo hay , es b —c , porque multiplica las 
potencias de la letra de ordenación en el primer término de 
los dos polinomios propuestos. Estos se reducen por la di-
visión de aquel factor á a*{b-\-c) - f - a 3 (6 2 -+.bc)~\-b*c3-±b2 c3 

y a2 -\-ab-\-b2, y quitando a' la primera cantidad su factor 
& 4 - C , que no es común á la o t r a , queda en a* +-a3b~irb2c2' 
la cual no tiene divisor que lo sea también de a 2 -+- ab-^-b 2 ^ de 

{ a2(b —c)-\-a(b2 —bc)+b3—b^c } : (b—c) 
modo q ^ 4 ( ¿ - 2 _ c 2 ) 3 ( /7 3 c ¿ Z ^ ¿ 7 4 y 7 ( ¿ ^ 7 y • • 

a2 -+-ub-h bl 

~~a*(b+c)+a3b(b-t'c)-í-b2c2(b-i-cy 

L E C C I O N i V I I I . 

DJ los Quebrados literales. 
\ 

*¡o. Como un quebrado es una división indicada [ I í 1 0 7 ] , 
y esta se practica en los monómios restando de los espo-
nentes del dividendo los esponentes de iguales caractéres 
del d iv i so r ; podremos trasladar en un quebrado incomplecso 
las letras de un término al otro , mudando los signos á 
sus esponentes. Con efecto , si consideramos el quebrado 

cm 
siendo n ~ m + u , tendremos 



3° jn nwi nm 

cn ~cr»+u-c™cu- cu T f l _ L ~ . , , „ ¿-»V
 5 g° 

c m—n m—(m+-u) —ti t- \ * c 5 " = c = • 

>v"—« — • w ( c I ' 

el denominador se puede pasar al numerador , y este al 

denominador con signo contrario en el esponente. También 

se descubre esto mismo por el rac ioc in io ; p u e s , si cu in-

dica que c es u veces factor , indicará c~~u que c es — u 

veces factor ó bien u veces lo contrario de factor , que 

es d iv i so r , y por tanto c~uzz 
a 

7 1 . E n la lección antecedente hemos aprendido el método 

de hallar entre dos cantidades su mayor divisor c o m ú n , el 

cual sirve para reducir un quebrado á su mas sencilla es-

p r e s i o n , como se deduce de los ejemplos : 

a2— ab— 2b2 (a2— ab—2b2) : (a—ib) ciA-b # y, , 
'a^—Jab*- 2 b ¿ ~ ¿ a b ) : (a-~2b)~ u—b' 

4 a — ( 4 a 2 b — 5 a b 2 4 - b 3 ) 
^T'S - I J a ' b - h a b 2 ( 3 a 3 — 3 a 2 b - h a b 2 ~ b 3 ) s (a — ' ' " 

3 « * 4 - ¿ 2 — 3 « 2 4 - 6 a ' L J " 

9a —27 a2bc—6abcljr ¡Sbc2 

6as —4a 3 c 2— ioa2bc2 

_(<)aib-~27a2bc-~6abc2-\-i8bci) : (3a2 — 2c2) 
' ' ~ ( 3 c 2 ~ - i o a l b c 2 ) ; ( 3 a 2 — 2 c 2 ) * ' % 

- ZabSZÉl 3& g 3c _ 

54fl®'¿—24¿ 3 

(54a2 b —•246 3 ) : ( . 3 ^ 4 - 2 b ) ^ b 
\ 4 5 a * b + 2 ? b * — 9 a b * + 6 b * ) : ( 3 0 4 - 26)36 * * " 



i—g2)—gb(2b2-\-bc—c2) i - ( ¿ 4 - e) 

7T(P~^2bc ) —a2b(2 b2-\-zbc c2)+¿b(b-fc) ' ' * 
{a2(b2 —c2)—ab(zb%+bc~c2)-±b*(b+cfi :(a—b)(b+c) 

_ a(b~-c)—b2 ^ 

{a2(h-c)-ha(b*—bc)4-b*—b2*} : (fr—c) 
\{¿\bT—cl)+a3 (63 —bc2)~i~b*c2—b*c*}: (b—cY ' * 

' a * ( b 4 - j ) - [ - / ? 2 e 2 ( b - W ) ~ (0 4 4 -0 3 V 2 ' ) ; L }9J* 

72 . E l cálculo de los quebrados literales ó algebraicos 
se hace como el de los numéricos , aplicándoles las re-
glas convenientes de los enteros. E n general la doctrina ^ 
e s p u e s t a e n l a s L e c c i o n e s V I I I , I X y X d e la A r i t -

mética , es contraible £ los quebrados literales. Repet i ré -
m o s , no ostante , las reglas de las operaciones fundamen-
tales con sus ejemplos para mayor claridad, 

7 3 . Aunque hemos esplicado ya [ I I 125 y 1 2 6 ] el modo 
de reducir los quebrados á un común denominador y de 
simplificar esta operocion , lo contraeremos á los caracté-
res algebraicos, que facilitan mucho esta simplificación. Con-
siste en formar el denominador común, reuniendo en un so-
lo producto todos los factores diferentes, que contengan los 
denominadores de los quebrados propuestos , y multiplicar 
despues el numerador <je cada quebrado por los fagtpres de 
aquel producto , que lio se hallen en' el denominador del 
niismo quebrado , como en estos ejemplos 5 

6 



I? n a >f a.f * 
be " be. f bef' 
íf d . c cd 

V " ~ b f . c~~ bef 
a a-f >g afg _ 

b 3 c . f . g — b 2 t f g ' 
d d.b.c.g bedg 

bf ~~ bf.b.c.g ~ 

e _ e ,b2 ./ 

cg.b1./ ~ b'cfg 

74» E n la adición se suman los numeradores cuando tie 

nen un mismo denominador , y en caso contrar io se rédu 

cen antes los quebrados á una denominación común. 

E j e m p l o s : 
a b c 04-6-4-c 

IV — - + • — 
d d d d 

b a . c b ac-\-b 
a-\ •— H —-

3 ? 

c c c c 

cd—ab __ a(b—d)-\-cd—oh _____ ah—ad-í-cd—ah 
b—d b—d b—d 

cd—ad 

b—d * 

a c e a.d.f c.h.f e .h. d ^adf ¿^bcf-Arbds 
4' l ^ d ^ J " b.d.f*"d.b.f 1 f.b.d~~ bdf ' 

5 ' a+.b ^ a—b ~~ l^J£bj(a—bj 

ah-\-ac—h2 — — 2 ac-\-ab—2bc 
_ ————————————————— . . . 

a 2 — 6 a 

a 2 — n c — b 2 — 3 6 c 
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be bf be.f b f . c bef 

d e a.f 
b f CS be . j 

. a f g bcdg-4-bef 

7 ? a d- t - — — a ' f ' S j 
be bf cg b c . f . g b f . c . g e g . b . f ' " 

befg 

7 5 . E n la s u s t r a c c i ó n se m u d a n los s ignos al su s t r aen 

d o , y se h a c e su suma ó r e d u c i o n con el m i n u e n d o . 

E j e m p l o s : 

n _ a b a b a—b 
IV D e - - r e s t a r -—-•> 

d d d d d 

2 ? D e a r e s t a r — , . . . a — — — — z z — — — • 
c c c c c 

o ^ ed—ab cd—ab ab—cd 
3 ? D e a r e s t a r — — , . . . a - — — « 4 — 

b—d b—d b—a 

a(b—d)+-ab—cd ab—ad-\-ab—cd . . _ _ -b~-d 

2 ab—ad—cd 

b—d 

n ^ a c a c ayd cXb ad—be 
4 ? D e r e s t a r — —: —•> , — 
* b d b d bXd dXb bd 

n r^ . a— 2C b~+>c a—2c 
5 ? D e r e s t a r , • • . • 

a-t-b a—b a-\-b a—b 

(b+-c)(a—b)—(a—2c)(a+b) 
• . . . 

(a~\~b)(a—b) 

ab-\-ac—b1—be—aljr2ac—ab~\~2be 
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75 . E n la multiplicación se multiplican los numeradores 

entre si , y lo mismo los denominadores, para obtener respecti-
vamente el numerador y denominador del producto, suprimiendo 
los factores comunes á los dos te'rminos del quebrado. 
Ejemplos : 

0 a c cic 
l : ~ b x 7 ~ T a ' ? 

b b 

n a $ac 
3? b b 

o x _£/ ü b X - / _ _ « / ^ 
¿e cciY-ye de * 

0 a-\-b ^ ¿7—b __ci2-\-ab—ab—b'í __ g*—f?a 

pero , cuando el cálculo no requiere la espresion c i rcuns-
tanciada del producto , vale mas presentar la multiplicación 

a~\-b a—b (a -+-b)(a—b) 
indicada [ 4 7 ] , como • — X q - j - - - , -

7 7 . E n la división se multiplica en cruz , ó se tras-
torna el quebrado divisor para hacer la multiplicación. 
Ejemplos : 

0 a < c c¡y.d ad 
1' T ' ~d ~~ bXc ~~b7' 

o a a ^ r a 

2? c——— X — 
b b c be 

a b *bc 
3? 5C: —=-2-x- ~ s 

4? 

b 1 a a 

ab b __ ¿z&Xíi ___ a - , 

cd ' d ~ cdyb ~~ c 

aA-h a—b , °-\-b 
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78» Ca indo los esparantes son negativos se hace la multi-

plicación y la división lo mismo que si fueran positivos [ 7 o | * 
Ejemplos : 

am+rf> 

a? a~m%an—a n—m a n 

—w nt 
a~n - a~m~ a -z - • ó' u • u — —m W> a a 

4 . a • a —" — t i T n * 
a 

7 9 . E n la redueion de un entero a la especie de un 

quebrado que le acompañe, la operacion es la de sumar en-

teros y quebrados , como en los ejemplos 2? y 3? [ 7 4 J de 

la adición y en los siguientes : 

bd aX¿ bd' ac-x-bd' 
a-i — -i ~ — — — ; 

c c c c t 

y en la operacion inversa de sacar los enteros á un que-
brado se divide , cuanto es posible , el numerador por el 
denominador , y el residuo se agrega á los enteros con el 
mismo denominador , en esta forma : 

3ab+ac+-cd . cd 
(¿ab J^ac^rcd) : a =z— . 

80 . Aunque las reduciones de enteros á quebrados no se 

necesitan para la mult ipl icación,pues que Ub 4 

be arn cm , . . . . . 
•*>zzab-u—-4 — ; son muy útiles para- la d i v i s i ó n , 

d n dn 
e n que conviene practicarlas , porque 

j0 f c \ / , m \ ad-\~c btiA-m (cid4-e)n 
\ a J r J l { 

7 r , j <»-
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,0 ( a _ J L L ) : ( b - J ± \ 
" ^ fl—bJ V a - i - b j 

a(a—b)--az b^a^—h1 

a—b a-fb 
—ab ab a-\-b 
a—b a-±~b b—.a 

L E C C I O N IX. 

De la Resolución de 'Ecuaciones del primer grado. 

8 t . Vamos á hacer y deshacer f rases , pues q u e , en la re-
solución de ecuaciones , hemos de componer y descomponer sus 
miembros. E l fin es despejar la incógnita [ 2 6 7 ? ] , ó bien de-
jarla sola y sin coeficiente visible en un miembro , teniendo en 
el otro únicamente cantidades conocidas; en el concepto de que 
entendemos aqui por coeficientes 110 solo los numéricos sino tam-
bién los l i te ra les , que espresan cantidades conocidas , con que 
están multiplicadas las incógnitas. 

.82. E l grado de las ecuaciones se cifra en el mayor espo-
líente de sus incógnitas. Empezaremos por las de primer grado 
con solo una incógnita , repasando antes la Lección I I I , y po-
niendo co pra'ctica las reglas, que hemos aprendido, de las ope-
raciones fundamentales de enteros y quebrados. En adelante usa-
rémos el signo disyuntivo / / \ que se lee ó bien, para denotar la 
igualdad de dos ecuaciones una con o t r a , . ó dos ecuaciones sinó-
nimas 9 las cua le s , teniendo el mismo v a l o r , solo se diferencian 
¡en su espresion. 

E j e m p o s ; 

1? 1 0 * 4 - 7 * — — 3 2 , 

Reduciendo. 15XZ132, 
Dividiendo por el coefi-

ciente de la incógnita 
15 
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a? ax—be, 

_ .„ t , be 
Dividiendo por eí coeficiente de la incógnita. xzz —• 

r o a 

3? ax—ex-í-bx—ac—be / / ( a - \ - b — — b ) e r 

Dividiendo por el coeficiente de la incógnita x~ ——— 1 a-¡-b—c 
4? 6abx—ybed—i 2 bdx^-i $abe, 

Dividiendo por el factor común 3/; 2 ax—^edzz^dx Ar ¿aey 

Reúno las cantidades, afectas de la incógnita, en el primer miembro, y las conocidas en el segundo. 2ax—^.dxzzgae 4-3cdzz(5aA-3d)c , 

Part iendo por el coeficiente de la incógnita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x— —y 

o 2x t 4X ¿x 
5? • — + 4 12 — 4 - 9 

3 5 7 __ 
Mult ipl ico toda la ecuac. por el prod. . 3 .5 .7 de los dinom. 2 . 5 . 7 x 4 - 4 , 3 . 5 . 7 - 4 . 3 . 7 x 4 - f 2 , 3 . 5 . 7 — ^ . ^ / / z o * - 4 - 4 2 0 = 8 4 x 4 - 1 260—75*—9*"*" 1 2 6 0 ' 
Trasladando 70X— 9 1 260-—420/ / ó ix~ 840 , 

. . ' ' _ 8.10 _ 47. 
Dividiendo por el coeficiente de la incógnita. _ r 3 t ^ £ 

6 o b * — , — * ! ' . . . . . . . . . . . . . — c— h -—, b e h 
Mult ipI ico por los denominadores. aehx —bceh —bdhx-4-befg , 
O s l a d o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aehx—bdhxzzbeeh A-befg // (ae-hd)hx-be(chA-fg) 

Div ido por el coeficiente de la incógnita. ^ . . . . . . . . — • ^ 7 » 
h ae—ba 

o (a-hb)(x—c) ae 
7» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . —- -f-4.& — 2X — —— 

a — b ^ ~ 30-4-0 

Indico la mult. por los denomin. . (a \-b)(x—c)(3p + b) -i~4b(a — b)faa-+-b)~2x(a-——ae(a~~b), 
Ejecuto las 

multipl. 3a*x+4abx-\-b7x—302 c—40b ¿—-b2 e-\-i2a2b—Üab2—4b3— 6a2x—4abx—2b2x—a2ct abe-» 
Traslado al primer miembro los 

términos afectos de x , y los 

demás al segundo... 5 a 2 x ^ a b x . 4 . 4 0 6 * - f ~ 6 a x 4 - 2 & 2 x — — 1 2 a 2 b — a 7 c 1 r 2 a \ 1 r d a b , - { ' a b c ~ 4 * 4 a b c - \ r b í e + 4 b \ 



3® 
Reduciendo 3 a1 4-8ab + 3 6 — 1 icfc 4-3tf&í4- ^abc-hb e-4~4&3, 
t . . ... , . - . , , . . . —12alb 4-2¿Í2C -\r3ab2^- zabc-\-b2 

Dividiendo por el coeficiente de la incógnita. - —-7; ^ — n ——« 
— 3 a 2 A-Sab-r 1 

j j i - t 1 < J . , - , i 2 a 7 b ~ - 2 a 2 c — $ a b i ~ ~ 5 a b c — b 2 c - — 4 b i . . . . .. Mudando en el segundo miembro Jos signos a numerador^ denominador. . . aczz . Aquí mudamos los sigoos a 
3 a — 8 a b — 3 ¿ 

todos los íe'rminos del numerador y denominador para que empiezen por una cantidad pos i t i va ; pero esta variación no altera el valor ni el 

sentido del quebrado , pues viene a' ser lo mismo q U e s ¡ s s niultiplica'ra por 

8 3 . Representemos una ecuación de primer £ r a do, ya despejada de queb rados , por la espresion formular ÚX ^~b~cx-{-d ^ y demos suce-
sivamente á la incógnita ios valores m, con i 0 q u e tendre'mos am+-b~cm-{- d , an-\-b~ cn-h d , y restando estas ecuaciones entre s i , 
será . . . . a(m—n)zzc(m—n) , 

a(m—n)—c(m—n)-o//(a—c)(m--n)~o, de consiguiente c <5 bien m—n ha de ser igual í c e r o ; pero a—c no puede ser lo, porque en-

tonces a— c , y la ecuación propuesta se convertiría en ax-\~b~ax->r-d// b~d, de modo que no habria incógnita ; luego m—n~o y m—n. 
E s t e resultado demuestra que en una ecuación de primer grado la incógnita no puede tener mas que un valor. 

04 . E l v a l o r , que sustituido á una incógnita , satisface á la e c u a c i ó n , se llama su raiz, y en las de primer grado la raiz se puede 
reducir al cociente de dos d i fe renc ias ; p o r q u e , siendo la fórmula general de tales ecuaciones, despejadas de q u e b r a d o s , a x ^ r b — c x - \ - d , re-

d—b 
sulta x— 7 1 sobre que haremos á su tiempo algunas observaciones. 

/»—— i. 1 

8 5 . Cuando en la traducion de un problema nos hallamos con tantas ecuaciones como incógnitas, el problema es determinado: si resultan 
menos ecuaciones que incógnitas es indeterminado ; y si presenta mas ecuaciones que incógnitas es mas que determinado, bien que en este caso 
la cuestión es absurda ó c-s inútil alguna de sus condiciones. 

8 6 . Ahora investigarémos en las ecuaciones determinadas de primer grado el valor de varias incógnitas, sirviéndonos de diferentes me'todos. 
E l primero será sacar de la ecuación mas sencilla el valor de una incógnita en las cantidades conocidas y en las demás incógni tas : sustituir este 
valor en las otras ecuaciones, con lo que tendremos una ecuación menos y una incógnita mecos en las ecuaciones resultantes : determinar en 
una de estas otra incógnita, y sustituir su valor en las demás ecuaciones; y continuar así hasta que solo haya una ecuación con una incóg-
nita, que se despejará, y se sustituirá su valor en los de las anteriores. Cuando una incógnita desaparece se dice que se ha eliminado. E s t e 
me'todo se llama de sustitución. 

E j e m p l o s : 
1? Sian las ecuaciones x 4 - z = 0 , s — z z z b ; 

Presento una de las ecuaciones propuestas . < a , 

Traslado una de las incógnitas al otro miembro, y concluyo [ 3 0 ] el primer periodo z - a — * ; 



Presento la otra ecuación p r o -
puesta . . x — z ~ b ) 

Traslado la otra incógnita al 

otro miembro. . . . . . . . . . . . . . . x z z b + z 
Pongo en otra columna sobre 

la izquierda [ 2 9 ] el valor de 
la segunda i n c ó g n i t a , y lo 
llevo á la sustitución. - . . . .. z~a—se,.«. xzzb-\-a 

Traslado la incógnita del se-
gundo miembro al primero . . . . . . . . . 3xzza-f-&, 

Despejo la incógn., y concluyo 

el segundo período. . . . . . . . . . . . . . . * s 

Presento la ecuación del valor 

de l a otra incógnita hallado 

en él primer período. . . . . . . . . . . . . z~a—x, 

Indico el val. de la prim. incóg. 

hallado en el seg. período, y 
1 - aA-b ü-i lo s u s t i t u y o . . . . . . . . . . . . . xiz: , . . . . zz~a 

2? Sean l is ecuae. j c - h « — z ~ b % x-
Prcáento una de las ec. 

propuestas -¡-u-j-z—a, 
Saco el valor de la ter-

cera incógnita , t e r -
minando el período. . . . . . zzza—x—a; 

Presento la seg. ecua-
CJon propuesta xAru—z— 

Saco el valor de la se-

gunda incógnita. . . . . . . . . uzzb—x-^-z, 



Presento el valor de la tercera in -
cógnita , y lo sustituyo. . . . . . . . z~a—x—u , 

Reúno en el primer miembro la se-
gunda incógni ta . . , f . . f . . . . . . . . . . . . . . 

Despejo la segunda incógnita, con-
cluyendo el segundo período.. . . . . . . . . . . . . . 

Presento la tercera ec. propuesta. 
Saco el valor de la segunda i n c ó g n . . . . . . . . . . . . 
Presento y sustituyo el valor de la 

tercera incógnita. . . . . . . . . . . . z ^ z a — x — u , 

Resulta eliminada la seg. incógn. ,y 
se presenta el duplo de la primera. 

Despejo la primera incógnita , y 
concluyo el tercer pejnodo. . . . . . 

Presento el valor de la seg. incógn. . 
Sustituyo el valor de la primera in-

cógnita , y concluyo coa el de la 
segunda el cuarto período. . . . . . . a 



UtZLÒ—X — ti z z a - Î X — «9 

2 uzza b— 

UZZ — X ; 
a 

- z - i , 
UZZ —z9 

ucz—C-4-X—a 4-ss? 4 —Ä 4-

2xzza+c* 



Presento el va/. ds Ja f?r¿?ra imógn. . zzza—x— 
Sustituyo los valores de la primera y 

seg. incógn., y saco el de la tercera. . . x z z - ^ t - ^ ¿r-4-c b—e a—b 
j >, . . . z~a .—— 
b C i 2 2 2 

3 ? Sean las ecuaciones ax~\~bz~c , tnx-^nzzzp ; 

C 0X 

f?;x \-nz~p , 
P—tiZ • , -, 

m 
c—".r 

e—t7x P * —i— bp—cn-4-atjx z~ x— —zz — « 
b • m bm 

bmx—bp—anx , 
(bm—ajj)x—bp—en, 

b—™ _ <?*—•bp % 

bm—un an—bm ' 



c—ax . y— „ 4S 

en -g A ^ en—bp ' an—bm ap—cm _ . , x— . . . x — 7 rz—: —. tiste ejemplo, en que 
an—bm d an—bm J r 1 

liemos puesto coeficientes , no lleva esplicaciones marjinales para que los principiantes se 
acostumbren & leer el Algebra , que debe hablar sola , desenvolverse y ensenarse por si misma. 

87 . También podemos determinar en todas las ecuaciones una misma incógnita : igualar 
sus valores de doi en d o s , con Jo que se eliminará esta incógn i t a , y habra' una ecuación 
menos ; y repet ir la misma operacion con las ecuaciones , que resulten , hasta llegar á una 
sola ecuación con solo una incógnita , la cual se despe j a , y se susti tuye su valor sucesi-
vamente en las ecuaciones anteriores. Es t e método se llama de igualación. 

E j e m p l o : Sean las ecuaciones xAru-i-zzza , x - t ~ u — z z z b , x — u — z ~ c ; 
Presento las ecuac., y saco por consecuencia el C _4-zn:a , » . . x z r a — u — z ; 

valor de una misma incógnita, que aqui es — z r z b , » » • x~:b— 
primera , concluyendo el período . . . . . . . . — u — z ~ z c , * . . x z z c - f - « - f - z ; 

Presento dos va l .de la íncógn. determinada, hago su eli- ^ x ~ a — u — z ^ u z ^ «Hhz 
minacion igualando estos val., y con las derivaciones • x ~ b — « - f . z j ^ ^ ^ 
convenientes llego á despejar la 3? incógnita, y termi- . —•h 

na el período. ( 
z r -

a 5 



Pres ;n ío eí prim. y tere. val. de la prím, — u — z \ 
ineógn., Ja cual se elimina, y concluyo^ / 
con ias derivac. convenientes el tere, pe- j 
ríodo en otro val. de la tere, incógni ta . . v 

Comparo los dos val. hallados de la tere. ^ a 

—zzrc-4-t t -f- z , 
22—¿j c 2 ¿i, 

a—c — 2 u 
z~ • 

— b 

incógnita, y con las derivaciones corres-^' 2 . « . a—b—a—-c—- 2« , 

pondientes saco el de la segunda, termi- . — — e 2^—p 

) > ' * é * 
•c 

j a l , 
nando el cuarto período ^ ¡LZLÍ flzz-

Presento una ec, del vaîor de la primera Ç o ; : z 

incógnita , que se despeja sustituyendo-^ ¿ * * * * * — ^ — â — * 
b—c a —b ¿7-f.ff 

el valor de ias demás ^ z~~ 
t 

88. Asi mismo se pueden sumar ó restar las ecuaciones de dos en do» , cuando la incógnita , 
que se intenta eliminar , tiene en ambas un mismo coeficiente : si este fuese distinto , se multipli-
cará cada ecuación por el coeficiente , que la misma incógnita tenga en la otra , y se hará la adi -
ción ó sustracción, con lo que resultará una ecuación y una incógnita menos. Repi t iendo esta ope- ^ 
ración se eliminarán sucesivamente las incógnitas hasta llegar á una ecuación con solo una incóg-5-* 



a 4-c 
2 . . . x— — 

nita. E s t e método , que algunos llaman aditivo y sustractivo por practicarse sumando y r e s t a n d o . ^ 

lo llamaremos nosotros , por el mismo motivo , de reducían- A veces presenta una simplificación 

admi rab le , como manifiesta el siguiente e j e m p l o , en que sacamos el resultado de cada período 

Á nueva columna para mayor claridad, 

Sean las ecuaciones. . . . . . . x-hu~\-z—a , x-bii—zzzb , J C — u — z ~ c ; 

, i j f *. | zrzifí 
Sumando la prim. y tere. ec. : primer período. . *" S , . 

»—u—z~c J 

Restando de la seg. ec. la t e r e . : seg. periodo. . x~r~ÍJ i , , . 211—b c, . . o—Allí. 
X— U Z—CJ * 2 ' 

Restando de la prim. ec. la seg. : tere, período. . ^ > , . . . <iz—a—. . . 

8 9 . E l diestro calculador considera las ecuaciones , y ejecuta en ellas las operac iones , 
que conoce le pueden conducir con mas senciüéz y prontitud al despejo de las incógnitas. 
A este fin se vaie en un mismo cálculo de todos los métodos según conviene , de que 
resulta un método misto muy espedíto y elegante. 

Advertimos que en el siguiente ejemplo los coeficientes, esprssados por las mismas letras, 
son diferentes , pues sus acentos los caracterizan de dist intas cantidades. 



Sean las ecuaciones ax fhuA-czzid, d'tf+b'tt-i-c'*—1a"x-±b"ii + LJ'z—d" \ 
ax 4 - iz—d , . . . ac'x-hbc u ^cc'zzzdc' 1 , , ,N . . . ,/x „ 

a<x+b'u+Ç'z=d<, , . . I ' ' " ; 

45 

ßx 4* bu - f - cz~d , . 

çji)x-h(bc"~cb'*)uz:dcn—cd\. . . «: 

. cJ 'x 

c zirdc'' 1 
« J / , . . . (ac"—cb")uzzdc"—od" $ 

í Z—CCl ' J 

de»-~cd"—(acn—ca<>)x 
bc"—*cb" 

ca<)x+(be'--çh<)uzzde<-cd>,,. . \ 
be*—cb 

•> • • • bs"—cb" Yc'—cb' 

(bc'~cb'Xdc"—cdr,)^(bc'~cb')(ac"~ea'')x^fy'--c bH)(dct—cdt)—(bc<'~-ch>')(ac'—ca')X) 

{ ( ¿ a 7 — ' ) ( d c ' — c d l ) — ( b c ' — c b ' ) ( d c " — c d » ) , 
db'e"—dc'b"+cd'b"—bd'c"+bc'd"—cbld" 

cau)x+(bc'i—cb")u=dc"—cd\. . .x= 

cal)xJ^(bc'—cb')u~dcl—cd',. . . xzz 

da»—cd" —(be"—eb")u 

ac"—ca" 
dc' — cd'—(bc'—cb')u[ ' 

ac'—ca' 

. . . 

ca'bu—ba'c"A'bc,ul,—cbWi » 

dc''—cd!)—(be"—cb")u ¿0'—cd' — (bc'-cb')u 
ac'-ca" ac*—ca1 

ax -hbu -+- cz , 

a'x-hb'u^-c'z—d', 

ax -\-bu 4 - cz zzd , 

cû»)z—ad"—•da\ . . . u~ 

ba')u+(ac'-ca>)z=ad'~da\ . . . tt-*d'-da'-(ac'-ea')z 

{ac'—ca')(dc"—cd")—(ac'—ca>)(bc"—cb")u—(ac»—<?a'l)(dct—cd')—(ac"—cai])(bc'—cb')ul 

{(«c" — c a " ) ( b c ' — c b ' ) — — — ^ " ^ ^ « ^ ( ä c 0 — m ' O C ^ ' — — ( a c * — — » 

ad'c"—ac'd"^-ca'd"—da'ci,^-dc 'an — cd'a" 
U-~~-^7-uc<b» 4- cuûs^bïi'^bc'a11 — cb V ' 

, , V, . . . (ab —ba')u+(ac —ca')zzzad' — da ; 

. aa x-\rab u-\-ac zzzad J 

. aa"x +-ba»u4-ca"zzzda" , r „x , ... 7„ , 

,aa'x-hab"u+acz—ad'j 

__ad"—dgi>~(acv—ca")z 
âb"~ba" ( adu—da''—(acn—ca")z cid'~ da' ~ (ac'—ca')z 

ab'—bu' / " ' " ab"—bau 

ab'—ba' 

[ab1-ha') [ad"^da")—(ab'—ha') (ac"—ca'>)z-[ab,'-ba,f){ad'-da')-~(ab"—ba") [ac'-ca')z, 

{(ab"—ba") [ac'—ca') — ¿ a ' ] bu") (ad1-da') _ (ab'-ba') (ad"—dci>)> 

ab,d"—adb'+da'b"-ba'd"+bd'a"—dbla;'' 
^ab'c'—aç'fr* ^ca'b" —bac1' 4:'ui ^—cb'^' 



4 6 
E n este ejemplo hemos sacado el primero "y segundo 

período por el me'todo de reducion : el tercero y cuarto por 
igualación : el quinto y sesto por reducion ; y el séptimo 
por igualación. 

90. Cuando varias ecuaciones del mismo grado tienen 
igual número de términos, y estos se hallan en cada una 
respectivamente afectos de las mismas incógnitas , como. 
ax-\-bu-\-cz—d, a'x-\-b'u-\-c'z~d\ decimos que son ecuacio--
nes simétricas ; y los coeficientes, que ocupando lugares cor-
respondientes, multiplican la misma incógnita en cada ecua-
ción, como ¿7, a' ó bien b' los llamarémos coeficientes homó-
logos. Merece fijar nuestra atención en el desarrollo de cada 
método la simetría de las ecuaciones, la reproducion de los 
periodos y la correspondencia de los coeficientes homólogos 
para comprender bien la estructura sistemática del cálculo. 

De aqui se puede pasar, si se quiere, á los problemas 
de primer grado. (Veanse las colecciones primera y segunda.) 

L E C C I O N X. 

De las"Ecuaciones indeterminadas de primer grado. 
9 r . Hemos dicho que un problema es indeterminado 

cuando su traducion presenta menos ecuaciones que incógnitas. 
Supongamos que se hayan eliminado tantas incógnitas menos 
una como ecuaciones tenga, una cuestión: entonces nos hallamos 
con una ecuación de esta forma ax + bzzzc, en la cual no hay 
otro medio para determinar las incógnitas que dar valores á 
una de ellas. Como cada valor, que se suponga por ejemplo 
á z, produce uno diferente para x, damos á estas incógnitas 
el nombre de variables, señalandolas con las últimas letras del 
alfabeto, aunque á veces las indicarémos por ia E diferen-



47 
ciada con acentos, y las cantidades constantes ó que solo pue» 
den tener un valor, se espresan con las primeras letras. 

92 . Si hubiéramos de resolver la ecuación indeterminada mas 
sencil la , cual es w - j - z z z r o , que, comparada con la fórmula 
ax^bzzzc, da a~ 1, b~~ r , e z i r o , tendríamos — 2» 
Aplicando á la segunda incógnita un valor cualquiera resul-
tará un número indefinido de soluciones; pero, si hay la con-
dición de que ambas variables sean números enteros y posi-
tivos, sacaremos solo estos nueve resultados: 

z = 17/ 2 / / 3 f j 4 / / 5 / / 6 / / 7 / / S / / 9 ; 
X ~ t c - z ~ 9 / / 8 / / 7 / / 6 / / 5 / / 4 / / 3 / / 2 / / r 5 

presentándose en seguida cero y valores negativos. Sin em-
bargo no hay mas que cinco soluciones diferentes, pues basta 
tomar una incógnita por otra para que los cuatro últimos re-
sultados sean idénticos á los cuatro primeros. 

93 . Cuando la ecuación indeterminada tenga coeficientes 
mayores que la unidad, ecsa minaremos si puede simplificarse 
partiéndola toda- por un divisor común : 2x4-6211:8 se redu-
cirá á x 4 - 3 z . r : | - ~ 4 í de que resulta x z = 4 — 32, que se resuelve 
como la an t e r i o r ; pero no tiene mas que una solucion en 
números enteros y positivos, cual es x z z i , zzz\. 

94. Pero, si la ecuación propuesta no puede simplificarse, 
ó si despues de simplificada tuviere cada variable un coefi-
ciente mayor que la unidad, hay que proceder del modo si-
guiente. Se despeja la incógnita, que tiene menor coeficiente, 
y se sacan de su espresion todos los enteros que se pueden : 
e! quebrado que resulta se iguala con una incógnita ó variable 
intermedia, que indicarémos por la E diferenciada sucesiva-
mente con acentos, poniéndole para m.iyor sencillez el mismo 
signo, que la incógnita tenga en el quebrado : de esta nueva 
ecuación se despeja la incógnita del quebrado, y si en su es-



pres ión , despues de sacar los enteros posibles , resultase otro q u e b r a d o , se igualará este con 
una nueva var iable ; y así continuaremos hasta llegar a una incógn i t a , cuya espresion no tenga 
ningún quebrado. Es t e valor se va sustituyendo en las ecuaciones anteriores hasta que se llega 
á la propuesta, la cual se resuelve con todos los valores, que pueden darse á la última variable. 

E jemplo : sea la ecuación 2 x 4 - 5 2 = 1 3 7 ; 

Presento la ec 2 ^ - ^ 5 2 1 = 3 7 , 
Traslado la seg. incógn. al otro miembro 2 x 1 = 3 7 — ¿ z , 
Div ido por e lcoef . de la prim. incógn., sacando 

todos los enteros posibles , y concluye el 
3 7 — 5 Z

 n 1 — 2 

pr im. período x = = — ~ i 8 — 2 z ~ h — — ; 

Igualo el quebrado residuo con una variable 
ausiliar ó intermedia E , poniéndole el mis-
mo signo de la incógn . - z z — E , 

Despejo la incógnita sin que resulte quebrado, 

y concluye el seg. período z z i a E - f - i ; 

1 — z 
Presento la ec. resultante del prim. período x z = i 8 — 2 z - i — 1 
Sustituyo el valor de la seg. incogn., y t e r -

mina el cálculo Z=Z2E-HI , . . . xz=i 8 — 2 ( 2 E - t - i ) — E ~ i 6 — 5 E , 



/ £ ^ f x=r r 6—$E~i6— o z = i 6 , . . . 2xzz2.i 6—3 2 ; 
D o y á ía variable aus i i ia r £ v a - 1 ~~ 1 2 = 2 £ - + - £ =z o 1 z z 1 , . . . 52=1 ,5 . 1 =15 . 

Jores sucesivos,y saco los de x, 2, 1 | O C Z I I 6 — ¿ E z z i 6 — 5 - r z z i 1 , . . . 2xz=2. i 1Z122 ; 
y los de sus múl t ip los 2X, 5 2 , sin j \ ZZZ2ÜÍ-+- 1 z z2 . i -+ - 1 zz 3 , . . . 5ZZ15 • 3ZZ15. 

que haya mas que cuatro so lu- \ f x z = i 6 — 5 £ z = I 6 — 5 . 2 = 1 6 2xzz2 . 6z=i 3 ; 
c iones , debiendo ser los valores J v " zzziE - f - 1 =Z2.2-f- I zz 5 , . . . 5 2 = 1 : 5 , 5 = 1 2 5 . 

enteros y posirivos. f í x= : i 6 — 5 £ = = i 6 — 5 . 3 — 1 , . . . 2X"Z2 . 1 =z 2 ; 

V ~ 3 v " i 2 Z Z 2 E - h 1 = 2 . 3 4 - i = z 7 , . . . 5 2 1 = 5 . 7 — 3 5 . 

9 5 . Las tres ecuaciones «c- f -zzz io , x4~32=z4 , 2 X + 5 - — 3 7 •> qu® acabamos de reso lver , 
están comprendidas en la fórmula ax -H 6z=zc, siendo limitado el número de soluciones; pero, 
cuando b es negat iva, tenemos ax—bz— *,... ax—bz-\-c, que admite una infinidad de soluciones, 
y pueden ocurrir tres casos: 

1? L a ecuación con todos sus términos, y las incógnitas con la unidad por coeficiente, 
esto e s , x — 2 z z e , que significa n Hal lar dos cant idades , cuya diferencia es c o n o c i d a " , y se 
resuelve por x z z z - H c , dando á 2 cualesquiera valores enteros y pos i t ivos , lo que ofrece una 
infinidad de soluciones. 

2? La ecuación sin mas términos que los afectos de i ncógn i t a , siendo por consiguiente 
c ~ o , y los coeficientes de las incógnitas números enteros mayores que la u n i d a d , esto e s , 
flx—frzzzo,... «xzzbz , lo que se espresa por r> Hal lar dos productos iguales, que sean enteros 
•>-> y positivos, formado cada uno por dos factores también enteros y positivos, siendo conocido ^ 



« un factor en cada producto", coya cuestión se resuelve por 
hz 

la fórmula x~—, dando a' z valores enteros y positivos, que 
a 

sean ecsactamente divisibles por el coeficiente a de la otra 
incógnita, y por tanto hay una infinidad de soluciones. 

3? La ecuación con todos sus te'rminos, y las dos incóg-
nitas con coeficientes mayores que la unidad, esto es, ax—hzzzc^ 
lo que dice esta cuestión: ^Ha l l a r dos productos enteros y posi-

• v> t(vos, de modo que formándose cada uno por dos factores tam-
il!) bien enteros y positivos, y siendo conocido un factor en cada 
?r> producto, resulte la diferencia de ambos productos igual á 

b z -4— o 
y> una cantidad dada." Tendremos para la resolución sen; 9 

¿onde se pueden sustituir en lugar de z valores enteros y 
positivo?, tales que multiplicados por su coeficiente 6, y aña-
diendo la diferencia c de los productos, sea esta suma ecsac-
tamente divisible por el coeficiente a de la otra incógnita, lo 
que ofrece una infinidad de soluciones. 

(j6. Si en la ecuación ax~~hzzz¿ hacemos c ¡ — , ¿ — 1 3 , 49 
tendremos este cálculo : 

6z -+-4 

6Z—7E—4, 
E— 



5 * 

E~6E' Ar 4; 

n E—A z~E-\ , 
6 ' 

E--6E' 4 - 4 2 = 6 £ ' 4 - 4 - + - E ' - 7 £ ' 4 4 5 

6z 4-4. 

- 7 

z i r ? 2 2 ' 4 - 4 * ~ 7 4 - H ~ ( 7 r 3 8. 

Reflecsionemos ahora que las divisiones sucesivas de los 
coeficientes son como vamos á figurarlas : 

E n el prim. per íodo: coef. de la 2a. variable . . . 
E n el seg. per íodo: coef. de la 3? variable . . . { ~ 
E n el tere, pe i íodo : coef. de la 4? variable . . . -6

r — 6, 
Aqui vemos que desde el principio el último divisor se 

Parte por el último residuo hasta donde se puede ; de consi-
guiente la operacion es la de buscar el mayor divisor común. 
En este concepto llamemos A al primer cociente entero, B al 
Segundo y así sucesivamente, esto es, Aszi-> con 

que la primera variable despejada 

6 2 4 - 4 
sera x — 2 4 — 2 - r E zz Az-+-Ei 

7 
fí A 

la segunda z~E-{ E+E' zz£E+E'; 

y la tercera . . . E ~ 6E' 4 - E" —CE 4 - 5 " - C f í ' 4 - 4 . 

También vemos que el término constante 4 se presenta 
e n la ecuación resultante de cada período variando su signo, 

mojo que en las que forman número impar lo tiene posi-
tivo y e n { a s q U e j0 f ü r m a n par lo tiene negativo. 

97- Deduciojos de estas observaciones que se debe Jjacejr 
i i 



l a mis.ua operación que para hallar e] mayor divisor coman 
entre los coeficientes de las incógnitas ó variables de la ecua-
ción propuesta : representar por una letra A, B , cada 
cociente entero, q u : ha ds st-r coeficiente de una variable, á 
cuyo producto se ha de agregar nueva variable intermedia 
para completar la espresion de la variable an t e r io r ; y en la 
última ecuación añadir al segundo miembro, en vez de var ia-
ble, la cantidad constante con signo positivo si esta ecuación 
hace número impar en las resultantes, y con negativo si lo 
hace par. Las sustituciones retrógradas concluyen el cálculo. 

Repi tamos el ejemplo ^ x — 1 3 2 — 4 ; 
H a g o la operacion del may. 

div. com. entre los'coef. 7 y 13, 
y represento cada coc. entero 
par una letra destinada al i n - A~i B-i C - 6 

»3 7 6 1 0 

F iguro las ecuaciones resultantes 
x - Az -+-£ ; 

zzzBE+E'i 
E=zCE' + 4 . 

Sustituyo el valor de los coeficientes y de las variables 

C-5 , . . . E~CE'-h4.-6E'-b4; 

L — o h , -+-4 ) 
? 

í J E - 5 E V 4 
E i t e resultado es el mismo que sacamos antes. 

93 . Haremos una prevención muy impor tan te , y es qu3 
la ecuación ax— bz—c solo se puede resolver cuando los coe-
fliieüres a% b son entre si primaros ; en inteligencia de que» 



ti un divisor común lo "fuese también de la cantidad cons-
tante c , simplificariamos ¡a ecuación • 93! partiéndola por el 
mismo divisor, y vendríamos al caso indicado. Demostremos!» 
con la ecuación qx—152=12, en que ambos coeficientes son 
divisibles por 3, y para ello hagamos este cálculo: 

9* zz t ¿z4- 2 , 
X 5 2 +-2 _ 6ZAR 2 

9 9 ~ * 
62-Í-2 __ ^ 
~ 9 

Z _ _ _ _ E 4 — , 

¡ T 7 — ' 

3 ¿ 

Pero, como aJS' es un número entero, y se le agrega 
el quebrado f , resulta un número misto, que no puede con-
vertirse en entero, de consiguiente, siendo E igual á esta 
cantidad, tampoco puede ser entero, y la ecuación no se re-
suelve como se desea. 

99. Tuda la doctrina de esta lección se ilustrará con los 
problemas indeterminados de primar grado, á los cuales se 
pojrá pasar desde luego si se quiere. ( Veáse la coleccion 
tercera.) 

LECCION x r . 

De las Potencias y Raices de Cantidades monómlas. 
100. Sabemos [II 184] que elevar una cantidad á una po-

tencia cualquiera es formar un producto, en que sea tantas 
Veces factor como unidades tenga el esponente de la potencia. 



5-1 
Si queremos e levar , por ejemplo, e al cubo tendremos 
g . c . c — c l . cl. c I ~ c I + I + I zz cr »3—c3 : suponiendo czza2 

resultará (az)s zzc1*5 zza*'* — a6 como se comprueba por 
(a2)3 ~a 1 . a 2 . a2 zza1 + 1 +1 = a* 6. En genersl 
esto es, multiplicar el esponente de la cantidad por el de 
la potencia. 

Los coeficientes numéricos y otros factores literales no 
pueden ofrecer dificultad. 

Ejemplos : 
i ? (wb1)* zzi* a^^b*'* — ; 
2? (— ~ — 3 <.3.3^9.3 — — , 33« 9&6 ,.9 „,3 
3 ? (4 a6b*c*d5 y zz 4 ra 6 "b5 'c 4 'V/5 

4? ( / ) < / ~ [ ( a w « y zz ( V * ^ ) ? i= < > W ¿ 

í o i . Si el signo de la cantidad, que haya de elevarse, 
es positivo, también lo será el de la potencia, pues esta se 
forma por una sèrie de multiplicaciones, cuyos factores van 
todos precedidos del sijgno -+-; pero, si ¡a cantidad es nega-
tiva, tendrá la potencia el signo positivo cuando el esponente 
de su grajo sea par, porque resultará de la combinación de 
signos iguales de dos en dos; y tendrá el negativo cuando el 
esponente de su grado sea impar, porque, despues de com-
binar de ' dos en dos cantidades de un mismo signo, que dan 
un producto positivo, hay que hacer la última multiplicación 
con un factor negativo. 

Así lo demuestra el cálculo, suponiendo todo número par 
representado por 2.7, y todo número impar por 2H-I-I, porque 

(±a)2nzz[(±a)']"=(-i-a2)»z:+a2U ¡ 
(±a)2,2'-tzz(±a)2nx(±a)-+a2"x±azz±a2ni-z. 

102. En los quebrados j'íí 1-89] se elevan el numerador 
y el denominador para obtener el quebrado, que espresa la 
potencia. 
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Ejemplos : 

Ved2 J~~(cd*)s ~~ c5d2-5 ~~~ csdTo ' 

0 / 5 a 7 ¿ V \P__ ($a7hncry 7PbnFc
rP 

3 ' few ;i "~(6 d 5 e ^ i f W V * 

103. La estraccion de raices [ f [ 1 9 0 ] es una operacion 
inversa de la elevación a' po tenc ias ; y como el denominador 
de un quebrado está siempre en sentido contrario á su nu-
merador, resulta que, cuando una cantidad tiene un quebrado 

.1 

por esponente, como sucede por ejemplo á c'% la elevación 

á la potencia fraccionaria ¿j es lo mismo que la estraccion 
n 

de la raíz m indicada por el denominador : si tenemos cm 

quiere decir que c se ha de elevar á la potencia n, y se 
ha de estraer la raiz m. En general el numerador de un e s -
ponente denota la elevación, y su denominador la estraccion. 
Así se comprueba por los números, pues si «zzB y mzz2 ten-

» 8 8 J_ 
dremos <f'-=:ea —«?4, y si 3 resultará 3 7 ~ ( 3 8 ) 2 — ( 6 5 6 i)"*"... 
• . rz8111:3 4 . Esta es una consecuencia precisa de la natura-
leza de las cantidades, despues de convenidos en que la raya 
intermedia distinga en un quebrado el numerador del deno-
minador ; pero, como causarían á veces confusion los espo-
nentes fraccionarios, se u?a el signo radical Q u e 7 a c o " 
noéemos ( I I 190] , para quitar los denominadores y presentar 
^ s sencilla la espresion, poniendo en su abertura el grado, 
ú orden de la raia que señalaría el denominador. Por tanto 

i ¿ 



x m Vi w t t ü n> 
cmzz\/c , c"l7zz\/cn , y también pudiéramos decir 

n> f¿' _ 

..—y/c , trastornando el quebrado esponente de la potencia 

para que sea esponente de la r a i z , lo que ofrece siempre 

espresiones sinónimas. 
E s manifiesta la simplificación en estos e jemplos: 

n r F m 

, o ambm m anbr
CF ; 

V • p , 1 W+^ f-J tft__ 
2 0 m „ y ; 

3 0 fl'^/V" V 7 ' = 9 « 3 d V * g 3 -

104. Como una potencia de grado par puede orijinarse 
de uua raiz positiva ó negativa [ 1 0 1 ] , debemos poner á 
una raiz de grado par el signo de ambigüedad , que pu^-
de distinguirse con el disyuntivo escribiendo - 4 - / / — í s i n o 

sabemos de antemano su sen t ido ; pero , si el grado de la 
potencia fuese impar [ 1 0 1 ] , tendrá la raia el mismo signo que 
ella. Respecto á los coeficientes se sacará su raia [_II 204^ 
como ya hemos enseñado. 

Ejemplos : 
_4 

1? yj9a<b6=z ±3a2o2=z ±3atb>~ +3a*b*//—3¿,¿3; 

8 3 i . 3 I 3 r 

2? \Zc6d* = + c T t í T z = ± c 4 á 2 — - h c 4 ^ 1 / / — 
n m £ 3 _4_ 

3? 

105. Asi como la elevación á una potencia , cuyo espo-
nente es descomponible en f ac to re s , se puede hacer elevando 
la cantidad á la potencia indicada por eí primer factor, esta 
potencia á la que indica el segundo , esta á la indicada por 
el t e r c e r o , y de este modo hasta el últ imo [ _ i o o ] , pues 



_ _ 
también podemos es-

traer sucesivamente las raices , cuyos esponentes se descom-
ponen en f ac to re s , siguiendo la indicación de e s t o s , como 

t 2 2• 2 * y a. y » ,— 
en \ / 5 3 144.1 z = | / / / 5 3 1 4 4 1 : = 4 / 2 7 = 3 . 

106. Si entre ios factores sometidos al radical hay al-

gunos , que contengan ecsac ta , una ó mas veces , la raiz 

indicada por este s i gno , se les e s t r ae , y se pone por coe-

ficiente del radical. 

E jemplos : 
1? y j r á ~ V 4 X 3 — 2 V J I 

3 — — 3 3 3 
2? V 4 3 _ 2 ~ V 2 l 6 X 2 — V ó 3 X 2 ~ 6 x / 2 5 
3? 

5 i 8 , 1 I T S 1 3 5 
4? ^ f i d 1 + 1 ̂  T = c d X c T d ? = c d \ / c d 3 . 

107 . Respecto á quebrados [ l í 197 y 2 0 5 ] se estrae la 
raiz del numerador y denominador , en cuya operacion la 
íaiz de un cociente es lo mismo que el cociente de las 
raices. 

Ejemplos : 

I . Y R8 — , / R V — . F — I R ; 

A l i 
A1/'—Í25«6C18 ^a^c 3 5 a * c 6 

i? y — - — b9 ' ± b3 i 
3 

. ti / 7 w t 

bndn 

Las cantidade; afectas d j l signo y <5 que tienen 
quebrado por esponente , toman el noinbre de cantidades 



radicales', tales s o n \ / ¿ , bs. Cuando estos caracteres se es-
presan en m i n e r o s , que tienen ecsacta la r a í z , desaparece 
el radical ó el esponente f racc ionar io , como en \/~azz\í9—3, 

^ = 8 * = 2 , ó bien a i == fá , pero, 

si los números no tienen raiü ecsacta en enteros ni en que-
_ 3 3 _ 

b ra dos , como \ ¡ a — \ J 6 , \ ' b = 'V-f- , se llaman [ í í 1 9 7 ] nú-
meros sordos, irracionales ó inconmensurables , porque no t i e -
nen medida común con la unidad , esto es , no son ecsac-
tamsnte colecciones ni partes de ella. 

109. Sucede con frecuencia que el cálculo pide estraer 
de una cantidad negativa una raiz de grado par ; pero 
no es posible ejecutar esta operacion , pues , según la ley 
de los signos [ 1 0 1 ] , no hay cantidad alguna , sea posit iva 
ó negativa, que elevada á una potencia par produzca otra 
negativa. Por esta razón llamamos espresiones imajinarias 

4 f, * n . 7n á las que tienen esta forma \ J — a ' U V—¿>, \ t — n i , V — c 

P e r o , si tomamos V — c m por tipo de e l l a s , siendo n un nú-
211 2 n -

mero e n t e r o , tendrémos V — c m — V — ' e m — ( — 
m 2 >1 211 a 1 

. . — c * n \ / — 1 — V c , 7 ! x V — h cuyas transformaciones mani-
fiestan que cualquiera espresion imaginaria se puede descom-
poner en dos factores, el uno real, que será un radical del 
mismo grado con la cantidad positiva debajo de si, y el otro 
imajinario, que consistirá en un radical del mismo grado cora" 
prensivo de la unidad con signo negativo. E n el caso de ser 

2 n —4 / n -
n un número impar resultara que, como \ ¡ — t — y „ . { y 

toda raiz impar de — 1 es — I , será V — 1 / y — 1 . • • 
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. a a« i n s r? _ 

. . r r V - i s c b consiguiente \ J — a m z z \ J ' a m - V ' — — - i * 
an ^ a« 

y llamando 5 á la cantidad real tendremos V — • V — r«» 

L E C C I O N x n . 

Bel Cálculo Radical. 

n o . Los radicales del mismo grado, que comprenden una 
misma cantidad, forman términos semejantes, aunque sean dis-
tintos sus coeficientes numéricos ó l i te ra les , pues una can-
tidad cualquiera sometida á un radical constituye la unidad 
de su especie. Reducense á semejantes en los casos posibles 
[ t o ó ] las cantidades radicales que no lo son, según se r e -
quiere para las operaciones fundamentales del cálculo, 

111 . La adición y sustracción de cantidades radicales dese-
mejantes se indica con los signos positivo y negativo, y de 
cantidades radicales semejantes se hace entre sus coeficientes 
[ I I 2o6 y 2 0 7 ] , como aquí se figura : 

Adic ión : 3 a * b * ^ a T b * - t ' 5 a * b 2 ¿ . a r - - 4c* 
7 5 _ 

2a*y/a2b3—8a>zb \fa2 — i2c2\/bc 

, ( 3 a 2 6 3 4 ~ 2 > V ~ P — 3 a * b 2 v ' ^ 1 — 

7 -— s 4 
Sustracción: albz -i- 5 a z b 2 , \ J u 2 — 4 c %/£?<-*+ 

7 - s 4 _ 

112. E n la multiplicación y división de cantidades r a -

dicales de un mismo g r a d o ; como la raiz de un producto 
e & lo mismo que el producto de las raices de sus factores,, 



y ta de un cociente equivale al cociente de las raices de dividendo y divisor, se multipli-
can ó parten las cantidades, y al producto ó cociente se deja el mismo signo radical, sacando 
a l coeficiente los f a c to r e s , que compongan raiz ecsacta* 
Mult ipl icación : 

f f i tn_ 
i? V a x V ^ V a b ; 

n n rt n _______ 

5 _ _ _ _ _ _ 5 S S 
3 ? 3 í » y a 3 ¿ 4 c s . 2 ab2^/a3b*ca . 6a*b% \¡^ci+b1 c* • • • 

s_ s 

Divis ión : 

i ? 2 / ó : / o ~ — ; V 6 

Vbxz 
5 5 s 5 -

3? >.<\/ (a*b*c5) : {a*b5c* d*)—y¿ab~l c* d~ + | / 

1 1 3 . Cuando los radicales son de diferente grado se reducen al mismo, multiplicando los 
«spoa^ntes de cada cantidad y de cada radical por los esponentes de los demás rad ica les , ó 



se ponen á las cantidades los respectivos esponentes f racc ionar ios , que se reducen a un co-
mún denominador , y luego se hace la multiplicación ó división de cantidades. 

Mul t ip l icación : 
3 a 3 3«* ^ ^ ® 3 x JL 3 • g 

i? y/T. V b ^ V ? ^ " . V & ' - ^ V ^ . V ^ — ' V ^ W / Va.\/bzzta* .b* —a6'b6'-y/T^T* ; 
3 4 3 .4 4 .3 i a —______ 

y/a*be*. —\/asb*c~— \/a2-j*bl'*c'i°* . y / n 3 ' 3 b * c l ' s = z — \ / ( a * b 6 c * ) . . . 

. . zn—x/a^b^c^zz—aVa'b^c1*-, 
m n mu mn. •'_____. " _____ mi», 

División : 

5- ^ , J ^ y/ a* b2 c4 ct* 6 /a*b¿c4a'1 6 «/—7? 
i ? i W a ' 2 be-• J : f y j a b e m z z J - . 6 o 4 / ^ i — • 3 V a f c - ' c i t m - » - , 4 7 g g r f ' 

»? £ 1 7 i : 7 1 - £ v ^ / / í l . 
" ¿> K / d K 2 " b c y tn ' V z'u be V in 'zm~~kc V í'V"' 

114. Acerca de la elevación á potencias y estraccion de raices de cantidades radicales 
bastaran los e jemplos , sirviendo de esplicacion los signos. 
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Elevación : 

i ? ( V ^ ' J ^ ^ i y ^ f l ^ z f l 1 / ) , « y r ^ i v ' ^ , 

2? (v¿"3~2)lzz(a3b2f~(a'b^^zy/YW-ab VZ 

Estraccion : 

12 

115 . Observemos"que z = V a de con-
siguiente se pueden mudar los signos al esponente del radical 
y al de cada caracter de Ja cantidad in-compTecsa sometida 
al mismo, sin que se altere el valor ni el sentido de la es-
presion. Aqui debemos advert ir á los principiantes que cuiden 
de no confundir los radicales y cantidades de esponen-tes ne-
gativos con las espresiones imajinarias. 

116. Estas espíesiones [ 1 0 9 ] , sometiendose á las reglas 
del lenguaje algebraico, y sirviendo de medios artificiales ctt 
la lógica del cálculo, son muy útiles para obtener resultados 
de gran importancia. Con ellas se hacen las mismas opera-
ciones que con las raices reales, considerándose también Ti 10] 
en cada cantidad nega t iva , sometida á un radical de grado 
par, la unidad de su especie, y desvaneciendose frecuentemente 
en todo ó en par te , por las operaciones fundamentales , los 
términos afectos de espresiones imajinarias. Vamos á sumarlas 
y restarlas.. 



6 4 
A d i c i ó n : 3 V ~ • ü 4 ' - s \ / - t l 3 ¿ s f 8 V -

6 4 6 

3 V - - 5 V -
6 4 6 

• 5 V — 

6 4 _ 
S u s t r a c c i ó n : 3 V -

6 4 . 6 \ 

- 3 V - - a 4 + 6 V — a 3 b 3 - + - 8 V — - 5 V — 

6 

6 V — -a*—d\/—asb* 4 - 5 V -

1 1 7 . P a r a p r o c e d e r á l a m u l t i p l i c a c i ó n y d i v i s i ó n r e c o r -

d a r é m o s q u e t o d a e s p r e s i o n i r n a j i n a r i a se p u e d e [ 1 0 9 ] d e s -

c o m p o n e r en dos f a c t o r e s , u n o r e a l y o t r o i r n a j i n a r i o . 

M u l t i p l i c a c i ó n : 

, 0 y / " J . t \ í l y V ~ ~ V a \ / b . ( \ ~ i j 7 . . . 

.. —\/ab(— r \fab(—1)1 ~'Vab - — 1 'V7^"; 

s? . ) i 1 . . . 

. . =ah*(—1 = 1 ) * — V(—- J;)3' . . . 
4 + 4 

E n el p r i m e r e j e m p l o v e m o s q u e el p r o d u c t o — e s ' 

una c a n t i d a d rea l y el m i s m o q u e si m u l t i p l i c á r a m o s + V « 

p o r — \ / b , p o r q u e se saca el f a c t o r — 1 de l r a d i c a l 

e l e v a d o a l c u a d r a d o , e s to es , ( V ~ i ) 2
= ~ i ; p e r o , c u a n d o el 

P r o d u c t o r e s u l t a t a m b i é n i r n a j i n a r i o , no a p a r e c e c o n t r a d i c i o n á 

l ey d e los s i gnos e s t e r i o r e s , c o m o lo mani f ies ta el s e g u n d o 
... 4 4 

ejemplo V ^ S " « V 

*4 



4 ¿ 4 ( — i ) 4 b* fc4 

4 4 1/ i ' 
yjb y/b r à 

i î 8 . C o m o y a s a b e m o s m u l t i p l i c a r y p a r t i r r a d i c a l e s e n c a n t i d a d e s i n c o m p l e c s a s no p u e d a 

o c u r r i r d i f i c u l t a d p a r a e j e c u t a r l a s m i s m a s o p e r a c i o n e s con r a d i c a l e s en c a n t i d a d e s c o m p l e c s a s ^ 

p u e s q u e sus t é r m i n o s e s t á n e n l a z a d o s d e l m i s m o m o d o q u e los d e o t r o s c u a l e s q u i e r a p o l i n d m i o s . 

E j e r c i t é m o n o s e n es tos e j e m p l o s : 

Multipl icación: i ? ( x - f - V V — a * ) ( > — V * 2 — a 0 = ( a c a — - a 2 ) * — ( j c ^ v V — « ¿ ) \ / x 2 ^ T a . . . 

. . ^ ^ x y / T ^ a ^ x y / x 2 ^ 2 — ( y / x 2 —a2)1—.x2 —(ac2—aJ)=:n2 ; 

. . b)\f3{a+b). 

- . » / 7- , 2 r—;— sy/a-\~b î \/a-\-b < Divis ion : i ? : 6c V « 3 — - £ - = = : — , , , ° . — 
6oVaiA-bi : \/a-^b àc\/-~ab-\-b2) 

a? ( 6 « 4 - a 3 a . V — ) : . . . 
* a a* 7 \ « / 



6a6 — i^a+yj—i — r 30 — t o a 2 -\-2iab\/—i-\-6b2 3 a 3 — 4¿A/— r — ib 
• • : ; -

( 2 a 3 — 5 0 V — t—36)« a 

•I \Í . . 1 = 3 a — 4 V — 1 
a 

I T 9 . C u a n d o s u c e d e , c o m o en el ú l t i m o e j e m p l o , q u e h a y r a d i c a l e s i m a j i n a r i o s en a l g u n o s 

t é r m i n o s , t o d a la e s p r e s i o n es p o r su e n l a c e i m a j i n a r i a , p u e s q u e a ~ \ - V — b no p u e d e i g u a l a r s e 

c o n u n a c a n t i d a d r e a l , c o m o p o r e j e m p l o c , . p o r q u e e n t o n c e s r e s u l t a r í a V — o i g u a l á c — a c o n t r a 

l a n a t u r a l e z a d e las c a n t i d a d e s , lo q u e s e r i a a b s u r d o . 

1 2 0 . P o d e m o s d a r á t oda e s p r e s i o n i m a j i n a r i a de s e g u n d o g r a d o la f o r m a A-\-B\'— 1, y 

si la m u l t i p l i c a m o s p o r A-~B\/—1 t e n d r e m o s [ 4 8 3 ? ] (A-^B\/—i)(A—BV—1) . . • 

. . —A2—(ZV—i)'zzzA2-~B2.—1— de d o n d e se d e d u c e q u e , p a r a d e s c o m p o n e r en 

f a c t o r e s t o d a c a n t i d a d , q u e sea la s u m a d e dos t é r m i n o s , se p o n e la r a i z c u a d r a d a de u n o d e 

los t é r m i n o s en a m b o s f a c t o r e s p o r p r i m e r t e r m i n o , y p o r s e g u n d o la r a i z del o t r o m u l t i p l i c a d a 

p o r V — 1 con* d i f e r e n t e s i g n o en c a d a f a c t o r : a s í a-\~b — ( V J " - f - V & V — i ) ( V # — V ^ V — t ) . 

» 2 1 . R e s p e c t o á la e l e v a c i ó n de e s p r e s i o n e s i m a j i n a r i a s c o n s i d e r a r é m o s q u e 

( V = 7 ) o
= ( v = r ) . ; 

V — i 

( V = l ) « = V - i | 



( V — í j 3 — ( v — 1 } * • V — í — — I \ ' ~ = — ' \ Í ~ 1 ; 

í y ~ í ) 4 == ( V — * >? - v — í . ( V ~ i ) 2 - - — ( — 1 ) = = - * - ! ; 

( v = 7 ) 5 — ( \ / ~ i ) 4 . v — 7 — i . y ~ i 7 ; 

( \ / ^ j 6 = = ( s / ~ i ) + . ( V = 7 > : = : i . — i — — i ; 
( v 7 — i . ( V — . 

V e m o s q u e las c u a t r o ú l t i m a s p o t e n c i a s de V — i son i g u a l e s á las c u a t r o p r i m e r a s , y 

c o n t i n u a n d o de l m i s m o m o d o se e s t a b l e c e r í a un p e r i o d o q u e se r e p r o d u c e i n d e f i n i d a m e n t e . E n 

g e n e r a l , e s p r e s a n d o por n el c e r o y s u c e s i v a m e n t e lo s n ú m e r o s e n t e r o s , o b t e n d r e m o s los r e s u l -

t a d o s de t o d a s las p o t e n c i a s de V — * en estas c u a t r o c l a s e s : 

( y — ) ( V ~ f ) 4 ) * ) n - + 1 

( V — 7 ) — ( V — , V ~ 7 z z + i V — i ~ V — i ; 
( V r z i ) 4 « + 2 — ( y — ) 4« . ( v ~ 1 7 - + 1 . — i i ; 

( V - — 7 } 4 ^ 3 z z ( V T ) 4 n . ( V — Y ) 3 -F- I . — V ^ T . E n su conse-

cuencia ( v Q j ^ V A V - i T - y j t i * / / V 7 * . v ~ / / — V O / — y ^ . y = T . 

12 2. T o c a n t e á la e s t r a c c i o n o b s e r v a r e m o s q u e de las e s p r e s i o n e s h a l l a d a s en el a r t í c u l o 

u n t e c e d e n t e se s a c a n , po r a n p r o c e d i m i e n t o i n v e r s o , las c o n s e c u e n c i a s s i g u i e n t e s : 



4 " + I 4 W-f- t x 

V ^ C V - T Í ) 4 ^ \ . . . y v = í = V ' c V - ' ) 4 " + 1 = ( V — ) ' = ( V = 7 ) . = V X T 

4«+? 4n-T-2 — 4«+« 

Las operaciones del cálculo son como las de cantidades radicales, de manera que 

V"/« mn 
v — V — i , y luego se hacen las simplificaciones posibles. 

123. Hagamos el ensayo de reducir un quebrado, en que entran radicales, á su mas sencilla 
cspresion, buscando la mayor medida común de su numerador y denominador por las reglas 
explicadas en la L E C C I Ó N V I L 

3 3 
3— \Jbz ^/t2 

i 2 a V b ¿ 36 5,7-1— | 5 f 

Sea el quebrado - // J r J V L J L , 

V a 

Saco el factor independiente 3&a ; 



30a — 2 -4- 3-Oi 15 Cociente. 
o\ o» 

Multiplicando por a... 60a—130a 60a 

— 6 o a - { - i 8 o a - — í 3 5 a 

A L I 5 1 Jt 
4 ab3 — 12a °b2-1rga'~ b 2 en que suprimiré b 3 

1 
i a — 3 a a Cociente. 4 a — 12a a -4- 9a" 

500 2 _ 7 5 a - —4a -4- 6a 2 — 3 a 3 div.com. 
• 1 

Suprimiendo 253 ,2. 2 —-
_ 3 

3a -6a a 90 .— 2 

-4-6a ya — 2 

Resulta que el común divisor es 3 b 3 ¡ ^ 2 — — • 3 ^ — - 3 — e n <3ue s e deb® 

suprimir el denominador, porque, al ejecutar la división de los dos polinomios por el divisor 
3 

común, se convertiría a * en multiplicador de entrambos; por lo que la mayor medida común 
I 3 

será 3 6 a ( a a * — 3 ) . 

3 

12 aV/r 

Así 

36 
Va 

A jr A JL 3 
( i a * f c 3 — 36a 0 b 3 + 27G~~ab'*) i 3 ¿ 3 ( a / í T — 3 ) 

V F , v r (9oab" J—.195a 3) 
90 aVb —195-7=^-^ -9° 

V a a 3 . 

« • • 



« í 
_ I X 1 / 5 3 \ » v- 3 , - v _ wrZZríL 

— a —2 í io 
1 5 « — 1 0 0 a 0 

L E C C I O N X I I I . 

Potencias da Cantidades polinomlas. 

124. Aunque sabemos elevar cualquier polinòmio á una 
potencia multiplicándolo sucesivamente por si mismo , nos 
proponemos hallar al intento métodos generales mas senc i -
llos por medio del binomio (a-\-b)m, de que hemos p o d i -
do formar alguna idea al descomponer en dos partes 

[ I I 186 
y 1 8 7 ] los números 3 4 a — ( 3 0 - f - 4 ) 2 y 1 2 3 — ( 1 0 + 2 ) 3 para 
su elevación á estas potencias. 

125 . Si hacemos m ~ 2 será (a~\-b)2~a2-}r2ab~^-b2 , y 
s¡ m—3 resultará (a+~b)3—a3 -^-^a2b-^-^ab2~\'b3 , de modo 
que para elevar al cuadrado ó al cubo otro b inomio , por 
ejemplo p-\-q 9 bastará la sustitución de las letras , como 

(p-\-q)2zz(a-{-b)2—a2-{~2ab~t-b2—p2-{-2pq-^q1 ; 

(p~hq)3zz(a-\-b)3zia3%a2b^- yib2-+ b3 zzp3•+-$p7q . . . 

126 . Cuando la cantidad propuesta comprende mas de 
dos términos igualamos el primero ó el último con el pr i -
mero del binomio , y los otros con el segundo del b i n ò -
mio. La elevación de c - h d - t - s — / al cuadrado se hace a s i : 

(a+b)2=az~h2ab-bb2 , 

, . - ¡ - ( d ^ - e — / ) * — C 2 4 - 2 J ( d+e—f) • • • 

. . - H * a H r a d ( e — / ) + ( e — / ) > = c 2 
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. . -+-2c(d-ir*e — / ) yd2 - h 2 ¿ ( c í — . / ) . . . 
. , 4 - e 2 — zef-irf2 ; cuyo resul tado, guar-

dando analogía con la fórmula , presenta el cuadrado da 
cada término seguido del duplo de su producto por los tér-
minos subsiguientes. Con esta regla hallarémos desde luego 

i ? (;« 4 - q 4 - r — 2 zzm2 4~ 2m(n-\-p—q .. . 

. . 4 - r — ' - 4 - 2 n ( p — q - * r r — . .. 

. . -¡- 2p(—q r—5-4-^c.) q* — 2 q ( r — $ 4 - &c,) . . . 

2? (c2 4- d 2 4 - 4 7 » 3 ) * ™ ( c 2 ) * _ f - 2 c 2 ( d a 4 - 4 > « 3 ) - H ¿ a ) 2 - • • 

. . 4 ~ 8 ( ¿ a m 3 4 - 1 6 m 6 . 
127. Para elevar un polinomio , como c-+-d—e, al cubo 

k> haremos por sustitución de esta manera : 

d — j 
., 4 - ( G J — e ) 3 ~ c 3 -+-3c2(d—e)+-$c(d2— 2de . . . 
. . 4 - e 2 ) j r d z — - ¿ d 2 ej-^de2— e3¿; y esta espre-

sion , conservado su analogía con la fórmula , presenta el 
cubo de cada término seguido del triplo producto de su 
cuadrado por los términos subsiguientes , y de su triplo 
producto por el cuadrado de ios mismos términos. Asi obten-
drémos inmediatamente : 

3 V (m 4 n-V-p-—q)3zzm3 -\-3tn2 p—^rn(n 4 - p — q ) ' 1 , . * 
. . 4 - » 3 4 " 3 « 2 ( p — q ) ~ * ~ 3 n ( p — 34~3/>2 . —q. . . 
• • q3zzm3-\-'jm\n ^p —q)-\-$m{nl-\-2np... 
. . —2 nq-^-p2—2pq^q¿) 4- n3 4 - 3«2 (p—q ) . * . 
. .-±-3n(p2—2pq+q2) + pi~3p\]-l- ¿pq2-fl3; 

2? ( c 2 4 - ^ a 4 - 4 « 3 ) 3 — ( c 2 ) 3 4 - 3 ( c 2 ) a ( d a 4 - 4 m 3 ) . . . 
. . +3¿\d2 +4m3)2+(d2)3+-3Íd*)2 . 4 W 3 . . . 
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, . 3 c 4 ( d 4 - \ - Q d z m i - i - i 6 m 6 ) ^ - d 6 - \ r i 2 d 4 m i . . . 

. . H - 4 8 d 2 m 6 -+- 6 4 m 9 . 
128. Sobre la multiplicación, de diferentes binómios entre 

si, como (x-\-a)(x-\-b)(x-+-c)(x--bd)—x*-\-(a~Jt-b-\~c-\-d)xi..*-
. . -f- ( ab-\-ac-\-ad-{-bs-^-bd-bcd ) x 7 -4- ( abc -4- abd -4- acd . . . 
. . -\-bcd)x-ir abcd, hemos hecho varias observaciones [ 4 8 4?] , 
que repetiremos por partes suponiendo que sea m el núme-
ro de factores binómios. 

E n este concepto, siendo el primer término del producto 
la primera parte de cada binomio, elevada á una potencia 
igual al número de binómios, lo representarémos por 

Como el segundo término del producto es la primera; 
parte de cada binomio , elevada á una potencia una uni-
dad menor que- en el primer término, y multiplicada por ias 

suma de tas segundas partes de los binómios ; si espresamos; 
esta suma por P , esto e s , Pz2,a-\-b-\-c-*-&-\- e-ir&c., repre-
sentarémos el segundo término del producto por Pxvr~x. 

Respecto á que en los términos siguientes la potencia: 
á que está elevada la primera parte de los binomios va 
siendo sucesivamente una unidad menor , y está multiplica--
da por la suma de las segundas partes de ellos tomadas de' 
dos en dos , de tres en tres y así gradualmente; si espre-
samos por Q la suma de estas segundas partes de dos en- dos v 

ó bien Q—ah-+-ao -ad - i -bc - - f rbd -+cd -* -&i \ 9 será Qxm"2 el 
tercer término del producto , y si representamos por R la 
suma de las mismas segundas partes de tres- en t res , ó bien 
Rznabc-^r abd-^acd-\- bcd~\-&c., será el cuarto» Rtf>m~~2\ y 
continuando por el mismo órdefi obtendremos los demás t é r -
minos Sxm~4, Txm- s ,. ye. 

Mediante í que el ult imo término^ del producta e s £» 
1 6 
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primera parte de los binómios con un esponenfe igual á cero, 
multiplicada por todas las segundas partes de e l los ; si hacemos 
Y~abcd&c., tendremos por último término Yxm~'nz:Y x°—Y. 

Dedúcese-de todo que la espresion general será 
( x - h a ) (x - f -b ) (x -he) (x+d) ~xm - h P x m - 1 - h Qx'n~2 . . . 

. . y , 
129. Esta espresion nos se rv i rá , teniendo presente la 

L e c c i ó n XXV" de la A r í m é t í c a sobre p e r m u t a c i o n e s y c o m -

binaciones, para demostrar con toda generalidad la coniposi-
cion de los productos de binómios. Con efecto, si mult ipl i -
camos xm-+-Pxm~1 Rxm~3-h&c - h Y por x -W, 
tendremos x m + t + ( P + l ) x m + ( Q + P l ) x m - 1 - + - ( R ~ b Q l ) x m - 2 . . . 
. . - 4 - i - l x - h F / ; luego, si P es la suma de m can-
tidades a , b , c , d , &C., será P-bl la de f« + i cantida-
des a , 6 , c , d , &c. , l : si Q es la suma de los pro-
ductos de las m cantidades a , b , c , ¿ , tomadas de 
dos en dos , Q_-\-Pl espresará la de los productos de m-hi 
cantidades a , c , d , , / tomadas también de dos 
en dos ; si R es la suma de los productos de m cantidades 

6, c, d, tomadas de tres en tres, 2?~hQ/ será la de 
los productos de m-f-i cantidades 6, c, J , , / tomadas/ 
asimismo de tres en tres : este modo de discurrir se estiende 
á todos los términos, y el último Yl será el producto de las 
7W-h 1 segundas partes de todos los binómios. Por tanto siendo 
verdadera, como hemos reconocido, la ley de composicion para 
el producto de cuatro factores binómios, lo será también para 
el de cinco binómios, y sucesivamente para seis, siete, y en 
general para un número cualquiera de ellos. 

130. Ahora , suponiendo iguales las segundas partes de 
los m binómios, serán estos factores (x-ha)(x-+-fl)(x-h a) 
ó bien y representando por A, ü , C, D , el nú-



Mero de productos de las segundas partes de binomio tomadas de tantas en tantas cuantos términos precedan , sacaremos 
P— a -f- a 4 - a - f - a 4- &c. ~ Aa; 
Q — a2 -ira% -\-a2 + a2 — Ba2; 

S ~D a' ; 
T - E a s ; 

; de modo que la espresion general $erá 

1 3 1 . Por la doctrina recordada de las combinaciones [ í í 2 5 8 ] sabemos que el número m de cosas tomadas simplemente 
de una en una es m , . . . A~m; 
, , , m(m—1) m{m— 1) 7« —r 
de dos en dos es —i , B~ — —A .. * 2 ' 

73 

t 

de tres en tres es — ~ , Czr — -zrjj" : ; 2 . 3 . a. 3 3 ' 

, „ m(tn—r)(f n—z)(m—3) _ m(;?i—1 — — m — 3 
de cuatro en cuatro es —* L1 ±L , . . . — — C —: 2 . 3 . 4 2 . 3 . 4 ^ 1 

5 así sucesivamente disminuyendo una unidad" al numerador y ausientandola al denominador para fo r j a r el quebrado, que multiplica al co-fi 
tiente ó Ierra mayuscula anter ior ; pero en el último término y , que figurarémos por Lanxm habra' de ser L~\ para t t* ge 
£ympla la propiedad de formarse el último término por el producto de todas las segundas partes del biaómio en su elevación á la potencia 1 n 

Resulta, pues, que 
+ Qxm~~ 2 4 - R x m - i - h Sxm-~4 -+ 4 - F . . . 

.,zzxm + Aaxm-l+ Ba2«m~* 4 - Ca3xm~~3 -4- 4 - ^ j . • • • 

1 2 3 e 4 
132. Esta generación de coeficientes facilita mucho la elevación del binómio á una potencia cualquiera, pues que en el primer término 

su coeficiente es la unidad , y en los demás se saca el coeficiente multiplican Jo el del término anterior por el esponente, que lleva la pr i -
mera parte del binómio en el mismo t é rmino , y dividiendo este producto por el número de términos que preceden. E n cuanto á esponentes 
ta; primera parte del binómio está clavada en el primer término á la potencia dada, y en los demas se disminuye sucesivamente su espo-
neate' en una unidad hasta finalizar en x ™ c i r i ; y la segunda parte del binómio tiene en el primer término cero por esponente, esto es 
y despues va aumentando este esponente una unidad en cada término hasta que llega al grado de potencia. Respecto á signos son todos 
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positivos cuando la segunda parte del binomio es positiva ; pero , si es negativa , alternan en los términos los signos de mas y menos, 
según lo requieren las reglas de la multiplicación. 

Conocidas estas leyes no hallarémos tropiezo en la ele vacion del binòmio á una potencia numérica , como 
(c+dy~c7 ,ic5d*+ 21 .fc*d*+35.*s>d+ + 35 .^d5-*- 21 . }cd6+7 . j d7... 

. . z c ^ ^ - h Jic5áj+ 35^^34. 35C3d*+ 2ic2í/5+ 7cd64~ ' d \ Aquí observaremos q u e , 
siendo el binomio simétrico en si m i s m o , pues lo mismo es escribir c-td que d~)rc, también lo es la potencia en su desarrollo, corres-
pondiéndose los términos inversamente homólogos, como el primero con el ú l t imo, el segundo con el penúl t imo, el tercero con el an te-
penúltimo, y así sucesivamente desde los estremos hasta coincidir en el centro, donde habrá un término sin otro análogo cuando la potencia 
sea par ; resultando finalmente que en los términos inversamente homólogos los coeficientes son los mismos y las partes del binòmio cambian 
de representación por la alternativa de sus esponentes, 

. > . » f \ u 
133. La fórmula enteramente esplicita es 

(x±a)m=zx>* ± max™"1 + ¿.ÜLzV*«-«* B . a» + C . >-4 + Lamm.9 2 0 A 

o m I m I m 1 r 171 m —1 a m~i _l m m—i ra— 2' , , , tn m—i ra— 2 m—î . ,.zza°xm-1- — * + / • « 2 ± azx™3 - 4 - — L 1 Z—¿a*xm~4 + a w x ° : 
I 2 1 2 3 I 2 3 * 4 ~~ 

y se conoce con el nombre de binomio de Newton, porque la inventó este Príncipe de la Ciencia. 
Todavía podemos presentar la fórmula mas sencilla de esta manera : 

, , \m m ? , a , f a \ * m —1 m —2 í a V t **—1 w — 4 m—r>fa\4 / a\m 1 (x-\-a)m-xmJ 1 4 - r a h ra . - — J + ra — - b r a . . — [ — > ; 

I i« 2 \ x / 2 3 V x / 2 3 4 \ x / ' U / J ' 
donde, una vez hallados los c o e f i c i e n t e s , no hay mis que elevar á potencias el cociente de la segunda parte del binomio partida por la 
primera , y multiplicar por la primera parte elevada i la potencia dada la espresion contenida entre corchetes. 

Hagamos esta aplicación : 

, . z z 6 4 z 1 8 — 9 6 0 6 3 zx 5 + 6000b6 zl * — 20000b9 z9 - 4 - 375oobl 2 ¿ 6 — 3 7 5 0 0 6 1 5 Z 3 1 5 6 2 5 & 1 8 . 

134. Un término cualquiera del desarrollo ó el término general de la fórmula, suponiendo que n esprese los términos precedentes, será 

m — ( n — 1 ) n m n „ m / m — 1 ni—2 ra—3 m—n-4-r an \ 
-anxm~n // xm [ra. • • —~ X ñ • n " \ 2 3 4 ** n xn i 

ra— r ra—2 ra—3 ra. 



L E C C I O N X I V . r 5 

•n De las Raices de Cantidades f olino mia s. 

135. La fórmula del binòmio s i r v a , por su e s t ruc tu ra , para la estraccion de raices de los polinómios. A s i . empezando or la o 
tencia mas sencilla, que es la segunda, y considerando la cantidad complecsa como un cuadrado cuya raiz se busca, repet ir-nos ' I r r*>6l 
q u e , según se advierte en (p -irq)2=p2 -J- 2pq 4 - q2 , el desarrollo de la segunda potencia presenta el cuadrado de la primera parte' del "bi-
nòmio , el duplo producto de su primera parte por su segunda y el cuadrado da su segunda, ftn este concepto ordenaremos los té rmino 
según costumbre, y estraerémos del p r imero , comprensivo de la principal letra de ordenación en su mayor grado, la raiz ue cuad 
rémos y restaremos del mismo te'rmino. Esta raiz hallada se considerara' , comparativamente con el binòmio, como la primara parte d* la 
que se busca : por tanto la duplicarémos para formar el primer te'rmino de un divisor , que ha de ser el duplo de la raiz halla 'a 1 
la parte consecutiva , de modo que este divisor estara' representado en la fórmula por 2p + q , y multiplicándolo p 0 r el debido co-ient 
el producto se restará de los correspondientes términos del dividendo ó cantidad dada. Continuadnos de la misma manera, guardando a n a ' 
logia con las operaciones practicadas para semejante estraccion de cantidades numérica? [ I I 194] ? y si nada queda en una de las divisio 
nes parciales , la raiz será ecsacta ; pero , si resultase un residuo en que la principal letra dg ordenación tuviere menor esponente cu-
en el término correspondiente del divisor , será inecsacta la raiz , y prosiguiendo su estraccion saldrá una sèrie indefinida de términos" 

V a m o s á los e j e m p l o s : 
j ? 9 ¿z4.—12 4 - 34 — 2 0 ab325b* I 3 Q j - " 2 ^ " 4 " ! ! 2 R a i * -

— ( 3 a 2 ) 2 — — 9 a* 6 Q*—2ab Primer divisor. 

Primer residuo o + 5b2 Seg. divisor, 

— (6a2 — 2ab) . —2abzz . . . . 4 - 1 2 asb —. 4a 1 b 1 

Segundo r e s i d u o . . . o - f - $oa2b2 — 20 ab3 -4-25 b* 
— (6az-4ab-t-5b2) . 5b2zz ~~3oa2b2-^200^ —15b* 

o 

2? 1 6 a 4 — 4 o a 3 b - 3 r 2 5 a 2 b 1 + 6 4 a i b c — S o a b 2 c - ^ 6 4 b 2 c 2 | Rais» 

~-i6a*-\-4oa3b—2Sa2b2 — 64a2 be-+-8oab2c— 64¿*ca 8a2^ ^ 

0 0 o 8a2 ^ loab+ übc 

\Z(t6a*—4ca3b-h25a2b2+64a2bc—8oab2c-t-Hblc2):=4a1~* ¿ab+8bc. 
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9 a 4 — 1 2 < 3 3 \ / — i — 2 _ 4 a \ / 2 — a | 3 a * — 2 a V — 1 - 4 - V ^ R a i z . 

9 a 4 4 -^2 a 3 V ^ r " + 4 a 2 — 6 Ú V ~ 2 " 4 . 4 a V 2 ~ 4 - 2 6 a 1 — 2 a V — T 

9 * 6 a 2 — ~ 

i—4a2 -4- 6aJ 4a\'T—2) —3a2— •I2a3 V-

o 

40*— 4-9&4-Í 2—18a-" 1 

-1- i 
— 4 a 2 j 2 a b ~ — 9 b — 1 2 4 - 1 8 a " ~ i b Q — g a ~ ~ 

3 è 2 4 - 3 f l ~ I Rai^. 

4 a — 3 b * 

4a—-4-30—* 

y ( 4 a 2 —. í f t j fc 4 - 9 6 4 - l a — 1 8 a " " 1 Í T - + - 2 ) z = i a - ~ 3 ¿ 3 4 - 3 3 - - * . 

5-
2 a 8a3 i 6a 5 

— Rafe? 

4a? 

11 
4 a * 

Hh 
b6 b8 

8T4 ~~ 64a 6 

2 a -

2^ 

2a 
í,® 

+ 8a? 

2 a 8 a 3 ' i ó a J 

1 3 6 . E s n e c e s a r i o no c o n f u n d i r \Z(a3-\~b2) c o n V a 2 4 - V ¿ 2 ~ , p u e s e s t a ú l t i m a e s p r e s i o n s i g n i f i c a V a * 4 - y j b 7 — a l~b—\/(a -h b)* =z\/(as -t2ab-{-b* 

y s i e n d o 1 / ( a 2 4 - 2 a ¿ 4 - ¿ 3 ) > V ( a 2 4 ~ £ , ) , Esul ta q u e a 4 - 6 > V ^ T 4 ^ T " ó q u e V J r 4 - V ¿ T ^ > V ( a a -4 -¿> 2 ) . C o m p r u é b a s e s e n s i b l e m e n t e e s t a v e r d a d 

c o n c u a l q u , i e r j » j e m p l o de c a n t i d a d e s numéricas , c o m o Z - ^ S - ^ T * ^ ^ I P — S / Í Z * + * . 3 • 2 6 ^ 4 — 8 y / ( 3
2 4 ~ 5 2 ) - V 3 4 7 d o n d e verno« 

q u e \ / 9 4 - v 2 5 > 1 / 9 4 - 2 5 . 

1 3 7 . C o n el fin de e s t r a e r la r a i a cubica de c a n t i d a d e s c o m p l e c s a s y o l v a m o s a' la f ó r m u l a del b i n ò m i o , e s p r e s a n d o l o en e s t e c a s o p o r 

(P+q)?=p' + 3Ptq+3pqít-\-f. 
Y d e s p u e s de h e c h a la o r d e n a c i ó n A v e n i e n t e e s t r a e r e m o s la r a i z c ú b i c a del p r i m e r t é r m i n o d e la c a n t i d a d , y r e s t a r é m o s su c u b o 

d e l m i s m o t é r m i n o , c o n s i d e r a n d o es ta p3 r t « de la r a i z c o m o la p r i m e r a con r e f e r e n c i a ai b i n ò m i o . B u s c a r é m o s un d i v i s o r , q u e e s t a r á r e -

p r e s e n t a d o p o r 3 4 - 3 / ^ 4 - 9 * , t o m a n d o el t r ip lo de l c u a d r a d o de la p r i m e r a p i r t e ó r a i z h a l l a d a , el t r i p l o p r o d u c t o d e e s t a r a i z p o r la 

q u e se b u s c a ó s e g u n d a p a r t e y e l c u a d r o fe s e g u n d a p a r t e ; e l c o c i e n t e o p o r t u n o s e r á la p a r t e s e g u n d a de la r a i z , y m u l t i p l i -
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candolo por el divisor dará el p roduc to , que se ha de restar de los correspondientes términos de! dividendo. Considerando s iempre los tér-
minos hallados de la raiz como su primera p a r t e , y el que se investiga como su segunda, y buscando el divisor inmediato en la forma 
esplicada , á semejanza de la estraccion de cantidades numéricas [ [ I 2 0 0 ] , para obtener un cociente, que será el término siguiente de la 
r a í z , llegarémos á completar la , resultando ecsacta cuando nada quede en una de las divisiones parciales, é inecsacta si hubiere un residuo 
en que la principal letra de ordenación tuviere un esponente menor que en el correspondiente término del d ivisor , en cuyo «aso sacaré.nos 
una série indefinida. 

Ejemplos : 
1? c3 +3C2 d—$c*e-\-%cd2—6cde-\~3ce2 4-¿3—3d2e-\~3de2—e3 | c-H?—g 

— c 3 3°* -h3cd~\-d2 Primer divisor. 
Pr im. residuo 3c*d—3c 2 e -^3cd 2 —6cde-+-3ce 2 -+- d3 — 3 ^ 4 - 3 ^ 2 — e3 + 3 d 2 — 3 c e — 3de-\-e2 Seg. divisor» 

— 3 c * d —3c£¿a — d 3 

Seg. residuo — 3 c 2 e —6cde-\-3cex —3d3e-h3de9—es 

4 - 3 c 3 e 4 - 6 cde—¿ce* —3de2 4 - g 3 

o 
3 

V ( e 3 4 - 3 c 2 d—3c2 e-h3cd2 — 6cde-h3ce2 -4- d3 — 3 d 8 e--H 3 d e 3 — e 3 ) =z c-d*-e. 

2? a 6 — 6a5b+t3a4b2 — zca3b3-*ri ¿a*b4—6abs-t-b6 | a\—icih+-b2 Raiz. 
—a6+6a5b~i2a4b2 4 - 8a3b3 + — 4 a 2 b 3 

3¿J46 2 — 1 2a3b3^r1¿a9b4—6ab5 4 - ¿ 6 5a2b*^6ab*+b* 

—3a4b2-\->i2a3b3 — i5a*b4-lr6abs~b* 

( o ~ ~ 

6asb + isa<b2—2oa3£3Hr i5a2b4—.6ab5 +-b6) =a>—lab + b*. 

1 3 8 . E n g e n e r a l c o n v i e n e , p a r a e s t r a e r c u a l q u i e r a r a i z , p r e s e n t a r la fórmula [ r 3 7 ] e s t a Bpm^3q. 

..+Cpm~3 q 2 D p m ~ 4 q 3 - t - ^ c . c u y o s e g u n d o m i e m b r o se figura solo coa dos t é r m i n o s , de los c u a l e s e l p r i m e r o r e p r e s e n t a 

la p r i m e r a p a r t e de la r a i z e l e v a d a á la p o t e n c i a , y el s e g u n d o una c a n t i d a d complecsa m u l t i p l í c a j a P» r u n m o n o m i o , i n d i c a n d o la c a n -

t i d a d c o m p l e c s a el d i v i s o r o p o r t u n o , y el f a c t o r m o n ó m i o la s e g u n d a p a r t e de la r a i z . Bajo es te c o n c e p t o , r e f i r i e n d o s i e m p r e a l p r i m e r 

t é r m i n o la p a r t e h a l l a d a de la r a i z , a i f a c t o r c o m p l e c s o el d i v i s o r q u e se b u s c a , y a1 m o n o m i o la s e g u n d a p a r t e de la r a i z ó e l t é r -

m i n o de el la q u e se i n v e s t i g a ; será f á c i l h a c e r la e s t r a c c i o n r a d i c a l de c u a l q u i e r c a n t i d a d a lgebra ica ? y a ú n d e las n u m é r i c a s \ p e r ® 

r e s p e c t o á es tas nos p a r e c e p r e f e r i b l e la r e g l a g e n e r a l e s p l i c a d a ¡ J I 2 0 4 ] al in ten to» 



m , • ' , I l i . . r , . ^ ; , • „ • .K i • i * 
# V __ mrt m¡A,_ 

1 3 9 . Y a s a b e m o s [ 1 0 5 ] q u e , s i e n d o un e s p o n e n t e r a d i c a l rzz.mii, r e s u l t a \ \ CZZ\JQZC\/ \JC , y q u e p o r t a n t o p o d e m o s e s t r a e r d e u n a s 

e n o t r a s l a s r a i c e s , c u y o s e s p o n e n t e s son d e s c o m p o n i b l e s e n f a c t o r e s . U s a r e ' m o s , p u e s , d e e s t e m é t o d o p a r a m a y o r f a c i l i d a d e n l a e s t r a c c i o n 

r e s p e c t o á p o l i n o m i o s , c o m o en e s t e e j e m p l o 

£ „ . • 6 v. ¿. L . - • • . .. a - J J 

sl(Ó4x* s—.j6oa3x' 5-h6oooa6xf 2~2ooooa9x9 + 3 7 5 0 0 3 * 3 7 5 0 0 a * 5ac3 4- 1 5 6 2 5 a 1 8 ) . . . 

. • z z \ / £ \ / ( 6 4 * 1 8 — 9 6 0 a 3 x l s 4 _ 6 o o o a 6 x r 2 — 2 0 0 0 0 a 9 * 9 + 3 7 5 0 0 a 1 *x6 — 37500a1 sx3 -4-i 5 6 2 5 a 1 8 ) j > . , . 

3 1 

. . z z y ( 8 x 9 — 6ox6 a3-H 5 Q X 3 a * — I 2 5 a 9 ) r z 2 5 c 3 — 5 a 3 ; en c u y o c a ' l c u l o c o n v e n d r á ' a' l o s p r i n c i p i a n t e s e j e r c i t a r s e . 

1 4 0 . A n t e s de p r o c e d e r á n i n g u n a o p e r a c i ó n el d i e s t r o c a l c u l a d o r e c s a m i n a a t e n t a m e n t e [ 8 9 ] l a s e s p r e s i o n e s a l g e . b r á i c a s , y c o n s i g u e m u -

c h a s v e c e s d e s c u b r i r p o r la s i m p l e i n s p e c c i ó n el r e s u l t a d o q u e b u s c a ó a l g u n a s p r o p i e d a d e s c o n d u c e n t e s á s u i n t e n t o . T a l s u c e d e en la e s -

t r a c c i o n d e r a i c e s c u a n d o son e c s a c t a s , pues q u e la p a t e n c i a d e s e n v u e l t a h a d e c o n t e n e r t é r m i n o s e n q u e , se {13He. s o l o c a d a p a r t e d e la 

r a i z e l e v a d a a' la p o t e n c i a . D e s c u b i e r t a s asi e s t a s p a r t e s se e l e v a su su a i á l a p o t e n c i a , y e s t a s u m a s e r á la r a i z q u e se b u s c a , si su e l e -

v a c i ó n r e p r o d u c e la c a n t i d a d d a d a . P o r e j i m p í o , en c 6 4 ^ r 2 c 4 ?»3 4 - 3 4 - - 2 4 e i m i + 48chni+d6— 1 2d4m3-hq.8d2m6 — 64.n19 , d e q u e 

m e p r o p o n g o e s t r a e r la r a i z c ú b i c a , obse rvo q u e sus t r e s t é r m i n o s c6 , d6 y — 6 4 « ? s o n c u b o s p e r f e c t o s , y c o n s i d e r a n d o q u e l a s u m a 

c 5 - M 2 — 4™3 d e la r a i z c ú b i c a d e c a d a u n o p u e d e s e r la r a i z q u e b u s c o , e l e v o e s t e t r i n ó m i o a l c u b o ; y c o m o m e r e s u l t a la c a n t i d a d 

p r i m i t i v a , v e o q u e h e a c e r t a d o e n m i i n v e s t i g a c i ó n . 

LECCION XV. 

De las Proporciones y Progresiones. 
1 4 T . A n a l i z a r é m o s c o n c a r a c t é r e s g e n e r a l e s l a d o c t r i n a c o n t r a í d a á l o s n ú m e r o s e n l a s L e c c i o n e s X I X y X X d e l a A r i t m é t i c a , u s a n d o 

l o s m i s m o s n o m b r e s y s i g n o s q u e e n el las . 

1 4 2 . E n la e q u i d i f e r e n c i a A' B : E ' P, s i e n d o D l a r a z ó n ó d i f e r e n c i a , e s Bzz<4-*~D y F—E + D, d e q u - r e s u l t a A-(A+D): E ' ( E + D ) 

y A+D^-EzzA+E+D // B+EzzA+F \ l u e g 
o la s u m a d e los m e d i o s e s i g u a l á la d e los e s t r e m o s . 

Y en la proporcion a:b::e:f, siendo q Ja raáon ó cociente, es bzzac y f z z x , d e q u e resulta a: asaetee y aeezzaee [j bezzaf\ luego 
e l p r o d u c t o d e l o s m e d i o s e s i g u a l a l de los e s t r e m o s . R e c i p r o c a m e n t e B-\- Ezz A-4- F , 

—A-¡-B z z — E - t F H A-B :: E' F ; 
• - -•< • be zz a f , 

b f - ' - : , - i . . . — zz — // a tb ;: e : / . Luego en cuatro cantidades , de las cuales dos dan 
U 3 / 



í 
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la misma suma <5 el mismo producto que las otras d o s , 
las primeras son los medios 6 ios estremos, y las segun-
das los estremos ó los medios de una equidiferencia ó de 
una proporcion. 

De B +EzzA-±-F sacamos BzzA^F—E y E—A-¡-F—~B; 
cif af Y de be—af deducimos h~ — y : coa 
e J b ' 

que, dados tres términos de la equidiferencia ó de ía pro-
porcion , sacamos el o t r o , sea antecedente ó consecuente, 
y pertenezca á la primera razón ó á la segunda. 

143. Pues que en la equidiferencia continua , siendo 
B-E, resulta A' B : B • F /¡-^A • B • F , tenemos 1B-A-+-F 

A 4- F • 1 • y — — ; luego el término medio es la semisuma de 

los estremos. 
Y como en la proporcion cont inua, siendo b—e, re-

sulta a :b : : b :f / / -H- a :b : f , tenemos b2 zzaf y bzz^af^ 
luego el medio proporcional es la raiz cuadrada del pro-
ducto de ios estremos. 

144. Tenemos [ 1 4 2 ] 
A-hF-B-rE , . . . —A-VE——B-+-F // A- E-.B-F; 

y af = be , . . . ~ = // a: e::b:f-, 
e J 

luego en la equidiferencia A ' B : E ' F y en la proporcion 
a : b :: e : / pueden mudar de lugar los medios. E n gene-
ral se pueden hacer todas las transposiciones de términos, 
que concuerden con las ecuaciones A-i~F—B~+-E y af—be. 

145. Si en la equidiferencia añadimos á los dos términos 
de una razón cualquiera cantidad M en sentido positivo 6 
l i ga t ivo , no se alterará el valor de la razón, y tendremos 
(A±M)-(B±M):E'FÍA'B, porque, en vez de la ecuación 



— A - t - B — ^ - E - t - F f , podemos poner ^ ^ 
Y si en la proporcion añadimos á los dos miembros de la ecuación — — ^ una cantidad 

cualquiera tn en sentido positivo ó negat ivo, resultará 

, f . ,,b + ma f+me 
• ±_m—~ + m H r-^- — ~ , 

b_ 
a e " a 

Éi.Htl — JL H ib + ma) : (/+ me) :: a : e ;; b : / ; luego el p r i -
j -rme e * 

mer consecuente, mas ó menos cierto número de veces su antecedente, es al segundo conse-
cuente , mas <5 menos el mismo número de veces su antecedente , como el primer término es 
al tercero ó como el segundo es al cuarto, 6 bien como son entre si los antecedentes ó como 
lo son los consecuentes, 

146 . Comparando entre si l a s sumas, y lo mismo las diferencias, sacarémos 

b^-ma a f-\-me e ^ b~\~ma b—ma 
u ^ ( f-irme f—me b-~-ma a \ J * 

b~\~ma f-^me 
/—me e 

U (b-4-tna) ; (b~-ma) :; (f-i-me) ; ( /—me) , 
b—ma f~~me 

Hagamos m—i , , . . ( 6 4 - a) : ( b — a ) :: (/-+-<?) ; ( / — e ) ; luego la 
suma de los dos primeros términos es á sn diferencia, como la suma de los dos últimos es 



Si 
1 4 7 . M u d e m o s de l u g a r los med ios de la p r o p o r c i o n y s e r á 

• «'•»« b::f / / 4 - = 1 , 
a ~~ b 

e . f . „ e + ma f+mb 
« b a b 

= (I ( e ± m a ) i ( f ± m b ) n a i b : : e : f . P o r t a n t o el s e g u n d o a n t e -

c e d e n t e , mas <5 menos c i e r t o n ú m e r o d e v e c e s el p r i m e r o , es, a l s e g u n d o c o n s e c u e n t e , mas ó m e n o s i g u a l n ú m e r o de v e c e s el p r i m e r o , c o m o 

cada a n t e d e n t e á su c o n s e c u e n t e . 

H a c i e n d o mzzt r e s u l t a e+a a 1 b : : e : . . . . . l a s u m a ó l a d i f e r e n c i a de los a n t e c e d e n t e s es á la s u m a ó á l a d i f e r e n c i a de los 

c o n s e c u e n t e s , c o m o un a n t e c e d e n t e á su c o n s e c u e n t e » 

14,8. D e e + a.: f ¿ b :: a 1 b : ve : / s a c a r é m o s 

e -+- a : f-jr b :: e—a : f— 
e-\r a : a>: :/-f b bluego la s u m a d e los a n t e c e d e n t e s es á su d i f e r e n c i a , como la s u m a de los c o n s e c u e n t e s es t a m b i é n 

á su d i f e r e n c i a . 

149.. E n . g e n e r a l , s i e n d o —• &C. ZZ t e n d r e m o s 6 - H / + h - f - pac-4- ( * • + M - g - M 
b / p 

b f 4— // -4— # b 
¡ l _ l — - i l — C — — ; q u i e r e decir q u e en u n a se'rie de r a z o n e s i g u a l e s 

a ib :: e. :f :i,g I; p. l a s u m a d e un n ú m e r o c u a l q u i e r a de a n t e c e d e n t e s es á l a s u m a de igua l n ú m e r o d e c o n s e c u e n t e s , c o m o u n 

a n t e c e d e n t e a' su c o n s e c u e n t e . 

1 5 0 . S u p o n g a m o s e s t a s dos p r o p o r c i o n e s a : b a e : f / / — — — ; 

g : h : : l : p j¡ j r = ± f. -

i = l Y - ' ' • 

' * ( , . . . R ^ Í L // ag:bh::el:fa 

\ S 1 

P o r t a n t o , m u l t i p l i c a n d o d o s p r o p o r c i o n e s ^ o r d e n a d a m e n t e , e s t o e s , c a d a t é rmino de la u n a p o r e I r e s p e c t i v o d e la o t r a , l o s p r o d u c e -

tos , q u e r e s u l t a n , e s tán en p r o p o r c i o n , y las n u e v a s r a z o n e s son las compuestas de las r a z o n e s , p r i m i t i v a s . 

A s i m i s m o , d i v i d i e n d o dos p r o p o r c i o n e s o r d e n a d a m e n t e , los c o c i e n t e s , q u e resul tan, e s t á n en p r o p o r c i o n , y I a s n u e v a s r a z o n e s son l a s 

los c o c i e n t e s de las r a z o n e s p r i m i t i v a s . 
m * l fibBYth noss i ¿i 10 q Oismhq le- obíi&UIqultf« floksigoi^ * * ' ' ' ' ' H f ' r l * : 
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ft j ijtH rm ' *' ' f i • 

De ———saca remos -}frzz am : bm :: em:fn , . . . Jos cuadrados, los cubos, y en general las .mismas potencias .de cuatro can-

tidades proporcionales están en proporcion. v v ' _ <i 
Y de — ~ resulta que las raices del mismo grado de cuatro cantidades proporcionales están en proporcion. 

, y i ; . , . -
152 . N o tanto hemos e3puesto Ja doctrina antecedente para discutir la teoría de las equidiferencias y proporciones, cuanto para demos-

trar como se fundan en las ecuaciones, .cuyo uso se debe preferir por ser ,su notacion mas sencilla y dlara ; pero en las progresiones con-
viene conservar su modo de escribirlas. 

153. Si continuamos una equidiferencia continua resultará una progresión por diferencia, que escribimos ~ A* B • E • F* G • H• &c., y 
siendo D la diferencia, tendremos BzzA+D, EzzA+zD, FzzA+3D, y 

~ A - [ A + D ] • [ i + 2 D ] * [ / Í + 3 D ] • \ A J r 4 D J • . . . . . i ) D ] , representando » el 
número de términos. 

Aquí vemos que se puede hallar un término cualquiera L de esta progresión añadiendo al primer término el producto de la diferen-
cia ó razón por el número de términos que preceden , y entonces LzzA^-(n— i ) D . 

154. Para averiguar la suma S de una progresión de esta clase la ligarémos en su <5rden y despues en el inverso, de modo que 

S=[A+(n--,)D]+lA+(n—2)D]+[A+(n'~-3)Z>] ......4- A J L 1 1 K J L V ' J 

n — - i ) D J — n - i ) D j 5 pero » es el 
húmero de términos, ^ el primero y i ) D el úl t imo, al cual llamarémos h \ luego resultará 

2 Szzn{A+L)* 
{A+ L) 

Szzn 
% • < 

J 5 5 . Con las dos ecuaciones JuZzA-\-(n—j)£) y .5— podemos hallar dos cantidades cualesquiera de las cinco A , D , « , X , «S, 

.conociendo las otras tres. 
156. Continuada una proporcion continua resulta una progresión por cociente, que escribiremos 

•fr a i b : e : / : g : h : : / , 
b s f l 

y espresando c el cociente, será — — 4- — ^ zz -7 zz <7, a ,b e j k 
y se presenta la progresión en -H- a : : ac4 1 : a c n ~ x , siendo » el número de términos. 

Bien se ye que puede hallarse un término cualquiera ¡ de esta progresión multiplicando el primero por la razón elevada á una potencia* 



«3 
c u y o e s p o n e n t e sea el n ú m e r o d e t é r m i n o s p r e c e d e n t e s , de m o d o q u e Izzac11" 1 • 

1 5 7 . A fin de c o n o c e r la s u m a s d e u n a p r o g r e s i ó n p o r c o c i e n t e e n l a z a r é m o s sus t é r m i n o s y h a r e m o s el c á l c u l o s i g u i e n t e : 

e— n í n > T ~ 3 , co f S — a zz.(a±ac-\-ac2 -+-ac3 + &c ~hacn~~2)c ; s zza-^-ac-k-ao~h ac3 + & c........ 4- ac* , . . . { _ 

—acn lzz a-\-ac-\-ac2 ac3 -\-acn~~2 ; 

s — a zz(a-\-ac-t-ac2 -\-ae3-\-&c -Jracn~1)c, 

a-^-ac-ì-ac2 -\-ac3 +actl~2=zs—acn~~x, . . . s — a zz(s—acn~1 )czzsc—acn , 

se — szz acn—a , 
acn—a c.acn~~l—a 
c — i ~~ ~ ' c ~ i ' 

a c n ~ ~ l — ' l , 5 — - - - - - - ; l u e g o , p a r a h a l l a r la suma d e la p r o g r e s i ó n i n d i c a d a , 

se b u s c a r á el e s c e s o , q u e e l p r o d u c t o de la r a z ó n p o r el ú l t i m o t é r m i n o l l eva al p r i m e r t é r m i n o , y e s t e e sceso se d i v i d i r á p o r la r a z ó n 

d i s m i n u i d a de l a u n i d a d . 

ct (1 
1 5 8 . L a s dos e c u a c i o n e s lzzacn~~1 y s z z — c o m p r e n d e n las r e l a c i o n e s , q u e las c i n c o c a n t i d a d e s a , c , / , s t i e n e n e n t r e si en l as 

j. f. « c — 1 , . T „ | 
p r o g r e s i o n e s p o r c o c i e n t e s , y s i r v e n p a r a c o n o c e r dos c u a l e s q u i e r a d e es tas c a n t i d a d e s , s i e n d o d a d a s las o t r a s t r e s . 

1 5 0 . Y a h e m o s v i s t o F r 7 1 q u e szz'-- ~ z z , y si la r a z ó n es un q u e b r a d o , e s t o e s , c z z — la p r o g r e s i ó n s e r á d e c r e c i e n t e , 
c — 1 c—1 m 

y tendremos / r \ r i \ a J „ al —'—1 } aml 1 — —^} 
a(c —r) \inn / \ mn > am m n— 1 am 

s z z — — — - . — ~~ -7 r ~ „ _ , ; p e r o , m i e n t r a s m a y o r sea — —i m — i (ni—í)mn 1 r J 
c — i Í m—1 m—1 m 

m 

el n ú m e r o n mas p e q u e ñ o s e r á el t é r m i n o ~ - - = — , y m a s se a c e r c a r á el v a l o r de s a la c a n t i d a d , h a s t a n o p o d e r d i f e r e n c i a r s e (m — Ljmr 1 m — 1 

Cl íTV 
de e l la s i n o en m e n o s d e u n a c a n t i d a d a s i g n a b l e . E n t o n c e s s z z — - — , q u e s u p o n g o / , es u n l í m i t e , c o m o se v e e n e s t a a p l i c a c i ó n 

m — Í 

r am __ 1 • 2 
— 1 s í : i Í 1 ! T T s S í f t » e n q u e a z z r , c z z — z z í - , . . . w z z 2 , y p o r t a n t o / z z 7 — r U T — 2 ? de m a n e r a q u e , m i e n t r a s m a s t é r m i n o s t o m e m o s 

* m ni — * * 1 

en la p r o g r e s i ó n , mas Se» a c e r c a r á s a s u m a á la i g u a l d a d con 2 , p u e s q u e 

I r ZZ l ZZ 2 — I í 



H 

I 4 - | - f "i = i = 2 — i ? 

i 4 - í 4 - * 4 - | ~ V5 - 2 — | ; 

Asi la e sp res ion / p u e d e c o n s i d e r a r s e como la s u m a de la p r o g r e s i ó n d e c r e c i e n t e p o r c o c i e n t e c o n t i n u a d a a l i n f i n i t o , si b ien la idea 
mas p e r c e p t i b l e es la de l í m i t e . 

1 6 o . D e la f ó r m u l a sacamos todos los t é r m i n o s , q u e c o m p o n e n la p r o g r e s i ó n c u y a s u m a r e p r e s e n t a , p o r q u e , e j e c u t a n d o 

la d i v i s i ó n [ 6 i 2 ? ] , r e su l t a 

cn— 1 s — a + 4 - c 4 - c 3 4 - c 4 - + C * - 1 ) = 0 4 - 0 f f 4 - 0 c * + 0 c 3 4 - a e 4 4-£¿<? 4 - a c n ~ * . 

E l v a l o r de / c u m p l e el m i s m o o b j e t o , p o r q u e 
I a m ( 

m — 1 ' 

— 1 m w 2 m 3 *»4 V m m2 m* ^ m* ^ nz 
1 

m 
— c / z z í j ( i 4 - c 4 - c 2 4 - c 3 4 - c 4 4 - B e . ) — 0 + ac 4 - a c 2 4 - a c 3 4-¿zc 4 

i 1 1 
I 6 Í . P a r a que el desa r ro l lo I 4 - — 4 - ^ 4 - _ . 4 - B e . de l q u e b r a d o — ^ — c o n t r i b u y a á d e s c u b r i r el l í m i t e ó s u m a , d e b e f o r m a r u n a 

sé r i e converjente, es to es , d i s m i n u i r sus términos a l e j ándose del p r i m e r o ; p u e s las ser ies diverj entes, en q u e c a d a t é r m i n o c r e c e , se a p a r t a n 

c a d a v e z mas del v a l o r , que v e r d a d e r a m e n t e t iene su e sp res ion o r i j i n a r i a . S in e m b a r g o s i r v e el m i s m o d e s a r r o l l o en las sér ies d i v e r j e n t e s 

p a r a d a r á c o n o c e r c u a l e s q u i e r a p r o p i e d a d e s , q u e n o S 2 a n r e j a t ¡ v a 3 ¿ j a s u m a c i o n . 

L E C C I O N X V I . 

De las Ecuaciones de segundo grado. 
1 6 2 . C u a n d o el m a y o r e s p o n e n t e de la i ncógn i t a es 2 Ja e c u a c i ó n es de s e g u n d o g r a d o . 

Si la e c u a c i ó n no t i e n e mas q u e un t o n i n o d e s c o n o c i d o se l l ama pura ó incompleta, y p u e d e r e p r e s e n t a r s e p o r ax2~bc, d e q u e r e su l t a 

x — U x— ' V - — » P e r o t * e n e t odos sus t é r m i n o s , se d i c e mista ó completa, y r e p r e n t a n d o l a p o r ax2-Jrbx~c ó p o r 

b c 1b 
c - o , d e d u c i m o s x a 4 - x — - j - 0 ? q u e , s u p o n i e n d o — — p, — — z = 0 , se c o n v i e r t e en la f ó r m u l a g e n e r a l * 2 4 - j p x 4 - q = o . 

* * a ci 



163. P a r a p r e p a r a r una ecuac ión de s e g u n d o g r a d o de m o d o q u e p u e d a c o m p a r a r s e f á c i l -

m e n t e con la f ó r m u l a , p a s a r é m o s al p r i m e r m i e m b r o todos los térmir íos del s e g u n d o , o r d e n a -

trémos con r e s p e c t o á la i n c ó g n i t a , y d i v i d i r e m o s toda ia e c u a c i ó n po r el coe f i c i en t e del c u a d r a d o 

d e la mi sma i n c ó g n i t a : si á es te c u a d r a d o p r e c e d e s i g n o n e g a t i v o , m u d a r e m o s los s ignos á t o d o s 

Jos t é r m i n o s p a r a q u e lo t enga p o s i t i v o . E n 4 X — | - x 2 ~ 4 — 2 X , 

R e ú n o todos los t é r m i n o s en el p r i m e r m i e m b r o 6 x — - | x 2 — 4 ~ o , 

O r d e n o con r e s p e c t o á la i n c ó g n i t a — f ^ -H 6 x — 4 ~ o , 

D i v i d o p o r el coe f i c i en te de l c u a d r a d o — x 2 - i - í o x - — 2 - c z z o , 

M u d o los s ignos X 2 — Í O X — o 5 

Y c o m p a r a n d o c o n la f o r m u l a , t é r m i n o p o r t é r m i n o , r e s u l t a 

x2 -+-/>»-+• q = 0 ^ (P-— 
^ x 2 — i o x -4- 2j-° z z o j " " \ q ~ 

1 6 4 . S u p o n g a m o s q u e la c a n t i d a d a sea r a i z S[&4j de x 2 -+-px-r- es d e c i r , q u e s i e n d o 

x z z t f , s a t i s f a g a á es ta e c u a c i ó n g e n e r a l , de m o d o q u e a2 + q ™ o . E n es te caso s a c a r é m o s 

q——«2—ptf, y p r a c t i c a r é m o s el c á l c u l o s i g u i e n t e ; 

x 2 -\-px~—q, 
q~—a2—pa , . . . x2-\-px ~a2-\-pa , 

x 2 — a z - + - p x — p ¿ t ~ o l¡ ( x - 4 - a ) ( x — a ) - b p ( x — a ) z = o / / ( x — z z o ; 

puya ecuación solo puede ser satisfecha cuando x—uzzzo, ó cuando x-4-¿z-4-pzzo. Es te resultado 
. cc 

d e m u e s t r a que t o d a e c u a c i ó n de s e g u n d o g r a d o t i e n e dus r a i c e s , q u e son x z z ; / , x — : — A — p . 



1 6 5 . C o m o s u m a n d o u n a r a í a con o t r a t e n e m o s a — a — y m u l t i p l i c a n d o e n t r e s í 

e s t a s r a i c e s su p r o d u c t o es a{—a—p)~-—a*—pa—q, d e d u c i m o s q u e la s u m a d e las r a i c e s d e 

u n a e c u a c i ó n de s e g u n d o g r a d o es i g u a l al c o e f i c i e n t e d e l s e g u n d o t é r m i n o t o m a d o en s e n t i d o 

c o n t r a r i o , y su p r o d u c t o e q u i v a l e a l t e r c e r t é r m i n o . 

i ó 6 . Y a q u e el t r i n ó . n i o x1 ~\r2ax-%-az—b e s p r e s a el c u a d r a d o f i 3 o J de c o m p r e n d i e n d o 

el c u a d r a d o d e la p r i m e r a p a r t e d e es te b i n o m i o , el d u p l o de la p r i m e r a p a r t e m u l t i p l i c a d a p o r 

í a s e g u n d a y el c u a d r a d o d e la s e g u n d a ; s e r á f á c i l r e s o l v e r u n a e c u a c i ó n d e s e g u u d o g r a d o , 

s i su p r i m e r m i e m b r o se h a c e u n c u a d r a d o p e r f e c t o , c o m p o n i é n d o l o d e los t é r m i n o s , q u e p r e -

s e n t a el t r i n o m i o x1-\-2cix~\-a1 ~b. 

A es t e fin, c o m p a r á n d o l e 1a f o r m u l a ¿c2 - t ~ p x ~ • — q , v e m o s q u e en e l p r i m e r m i e m b r o 

el p r i m e r t é r m i n o es el c u a d r a d o de la i n c ó g n i t a , t a n t o c-n u n a e c u a c i ó n c o m o en o t r a : e l 

s e g u n d o t é r m i n o es e n a m b a s la p r i m e r a p o t e n c i a d e ía i n c ó g n i t a c o n c o e f i c i e n t e s , q u e p u e d e n 

i g u a l a r s e , e s t o e s , 2Ci~p , . . . azz\p ; y e l t e r c e r t é r m i n o f a l t a e n la f ó r m u l a , d e b i e n d o s e r 

s e / n e j a n t e a l t e r c e r o de l t r i n o m i o p a r a c o m p l e t a r e l c u a d r a d o , d e m o d o q u e se rá a2—{\p) 2 z z 4 p % 

c u y a c a n t i d a d a u m e n t a r e m o s en a m b o s m i e m b r o s p a r a c o n s e r v a r la i g u a l d a d . 

E n t o n c e s r e s u l t a x2 -¡-px-h-^p2 —ip¿—q. Q u i e r e d e c i r q u e el p r i m e r m i e m b r o d e la f ó r m u l a 

x2 -hpx~-—q, y d e o t r a c u a l q u i e r a e c u a c i ó n p r e p a r a d a j[¡ 6 3 J d e s e g u n d o g r a d o , se c o n v i e r t a 

en c u a d r a d o p e r f e c t o a g r e g á n d o l e , c o m o t a m b i é n a l o t r o m i e m b r o , e l c u a d r a d o d e la m i t a d d e l 

c o e f i c i e n t e ó c a n t i d a d c o n o s i d a , q u e m u l t i p l i c a la p r i m e r a p o t e n c i a d e la i n c ó g n i t a . 

1 6 7 . E n e s t e e s t a d o s a c a r é m o s la r a i z c u a d r a d a p a r a o b t e n e r el v a l o r d e Ja i n c ó g n i t a : 



x+ip — ±\/(ip2—q) , 
x = z — • q ) H — \p—V(5p* — q). Por t an to , en 

t o d a e c u a c i ó n o r d e n a d a d e s e g u n d o g r a d o , la i n c ó g n i t a es i g u a l á la m i t a d de l c o e f i c i e n t e de^ 

s e g u n d o t é r m i n o t o m a d o e n s e n t i d o c o n t r a r i o , a u m e n t á n d o l e ó d i s m i n u y é n d o l e l a r a i z c u a d r a d a 

de l c u a d r a d o d e la m i s m a m i t a d j u n t o c o n e l t e r c e r t é r m i n o t o m a d o en s e n t i d o c o n t r a r i o : 

¿sea x 2 — 3 x 4 - 2 — 0 , . . . < i , , T 2 , / / 0 N , 

1 6 8 . A p r i m e r a v i s t a p o d r í a p e n s a r s e q u e , p a r a el c a s o en q u e la e c u a c i ó n p r o p u e s t a t u -

v i e s e su s e g u n d o t é r m i n o n e g a t i v o , c o n v e n d r í a r e p r e s e n t a r l a f ó r m u l a p o r x 2 — p x ~ — q , q u e 

se c o m p l e t a r í a h a c i e n d o x2—px-h~kp2 — I^p 2—q ; p e r o n o es n e c e s a r i a e s t a p r e c a u c i ó n , p u e s 

p o d e m o s s u p o n e r q u e u n a c a n t i d a d es v i r t u a l m e n t e ó en s í m i s m a d e s e n t i d o i n v e r s o a l q u e 

a p a r e c e , y b a j o e s t e c o n c e p t o h e m o s h e c h o e n el e j e m p l o a n t e c e d e n t e p~—3. 

N o o s t a n t e , si q u i s i é r a m o s d i v e r s i f i c a r la f ó r m u l a d e m o d o q u e sus t é r m i n o s f u e s e n e n 

t o d o s c a s o s de l m i s m o s e n t i d o q u e los d e u n a e c u a c i ó n p r e p a r a d a , t e n d r í a m o s 

C x — — z P — \ / ( l X — — § j 

f & — —— í j 



\X=ip—^(>p'+ g), 
i d p . C o n r e f e r e n c i a á e s t a s f ó r m u l a s h a r e m o s v a r i a s o b s e r v a c i o n e s p a r a m a n i f e s t a r l a s 

p r o p i e d a d e s d e l as e c u a c i o n e s d e s e g u n d o g r a d o , 

£ 2 

i ? Sea p p o s i t i v o ó n e g a t i v o , ^ p o s i t i v o , — y d la d i f e r e n c i a ; t e n d r e m o s 

t>;zi+ip-±-\/(Íp'í—q)zz+Íp+V—d// x — 4 - í p - r \ ' X i p 2 — q ) i z : + i p — \ / — d , ' > ' c u a n d o el 

t e r c e r t é r m i n o es p o s i t i v o , y m a y o r q u e el c u a d r a d o de la m i t a d d e l c o e f i c i e n t e de l s e -

g u n d o , q u e p u e d e ser p o s i t i v o ó n e g a t i v o , Jas d o s r a i c e s son i m a j i n a r i a s . 

Ejemplos: * » + 3 * + B = o , . . . S X = - H V í * - 8 ) = 

\x= va— s)= - i - í v - ^ , 
2 ? S e a p p o s i t i v o ó n e g a t i v o , y q p o s i t i v o é i g u a l á - — ; t e n d r e m o s 

4 
P = + l p + \ / ( j p 2 — / / c u a n -

d o e l t e r c e r t e r m i n o es p o s i t i v o é i g u a l a l c u a d r a d o d e la m i t a d de l c o e f i c i e n t e de l s e g u n d o , 



q u e puede ser positivo 6 negztivo, I as d o s r a i c e s son conmensu rab l e s , i g u a l e s e n t r e s i y á la 

m i s m a m i t a d t o m a d a en s e n t i d o c o n t r a r i o . 

Ejemplos : + = o , . . . S * = { 9 ~ 9 ' ~ V 1 3 5 

l x = — 3 — V ( 9 — 9 ) = - 3 - V o - — 3 . 

x * - 6 X + 9 = O , . . . ? X = 3 + V ( 9 - 9 ) = 3 + V ° = 3 5 
l x — 3 — V ( 9 — 9 ) = 3 — V o — 3 . 

3 ? S e a p o s i t i v o , q p o s i t i v o , q< t— y d la d i f e r e n c i a ; t e n d r e m o s 

— i p + \ / J / / x = z — § p — \ / ( i p 2 ~ q ) ~ - - £ p - - \ / d , . . . c u a n d o e l t e r c e r 

t é r m i n o es p o s i t i v o y m e n o r q u e el c u a d r a d o d e Ja m i t a d d e l c o e f i c i e n t e de l s e g u n d o , q u e s e a 

p o s i t i v o , l a s d o s r a i c e s son r e a l e s y n e g a t i v a s , e s t o e s , d e s e n t i d o c o n t r a r i o a l s e g u n d o t é r m i n o . 

E j e m p l o : x8 4 - 7 x 4 - 1 o = 0 , . . ¿ V 4 4_ 
U - - | — \ / ( y . - 1 o ) - 4 - V * = - W -

° P2 
4 ? S e a p n e g a t i v o , p o s i t i v o , — y d l a d i f e r e n c i a ; t e n d r e m o s 

4 
X — ¿ P + V O F R * — 9 ) = Í / > 4 - V Í T / / X — 5 / ) — V J , . . . c u a n d o e l 

t e r c e r t é r m i n o es p o s i t i v o y m e n o r q u e e l c u a d r a d o de la m i t a d d e l c o e f i c i e n t e de l s e g u n d o , 

q u e sea n e g a t i v o , l as d o s r a i c e s s o n r e a l e s y p o s i t i v a s , e s t o e s , d e s e n t i d o c o n t r a r i o a l 

g e g u n d o t é r m i n o . 



, . f x z z - ^ W C V — I O ) — T = I + T = 5 ; E j e m p l o : x a — 7 x 4 - IOZZO , . . , < * V 4 J 2 \ L 2 * 
U = V( V — > 0 ) = \ - V i .= i - i = 2. 

Sea p posit ivo ó negativo, q negativo y 5 la suma de en cuyo caso será 

V 7 b > é/>? y dominará el signo del radical en el resultado : tendremos 
-X— + {p-+-x / ( ip* -hq) — 4 - V ^ / / + V ( i í > a 4 - g ) = 4 Í p — V r , . . . cuando el tercer 
término es negativo, sea el segundo positivo ó negativo, las dos raices son reales y de sentido opuesto. 

E j e m p l o s : * ' 4 - 6 X - I 6 z z o , . . . / 30 = S - * - V ( 9 + « * ) Z Z - 3 4 - 5 = « 5 
Lx = — 3 — \ / ( 9 4 - I 6 ) — — 3 — 5 = z — 8 . 

3 í l — 6 x — 1 6 r r o , . . . / M 3 + V ( 9 + I « ) = 3 + 5 = 8 ; 
I x z z 3 — V ( 9 4 - 1 ó) ~ 3 — 5 — — 2 . 

6? Sea positivo ó nega t ivo , y q—o; tendremos 

. . c u a n d o la ecuación no tiene tercer té rmino, sea el segundo positivo ó negat ivo , una rais 
es igual á ce ro , y la otra el coeficiente del segundo término tomado en sentido contrario. 

E j e m p l o s : x 2 4- , . . . ( * = - 3 + V ( 9 - o ) = - 3 + 3 = o 
x — — 2 — V Y Q — o ) zz — o — o z= — 6 . 

— 6 x z z o , . . . < * 
V X ZZ 

'3 V ( 9 — o ) zz — 3 — 3 zz — 6 . 

3 4 - V / ( 9 — o ) z z 3 4 - 3 = 6 ; 

3 — V ( 9 — — 3 — 3 — 
7 * Sea p zz o y q negativo $ tendremos 
— - v - t ^ — o - V V X o J r ^ - V q " // V U f . + q ^ - o -v/Co-V-q^ — Vc7 



• . cuando h ecuación no tiene segundo término, y el último es negativo, las des raices son 
reales é igual la. una á la otra tomada en sentido contrarío. 

E j e m p l o : x 3 — o ~ o v . J _ 
¿se - o—\/ (oh_Ü) — — V t f ~ — 2 V 2 . 

8? Sea y g positivo ; tendremos 

. . cuando la ecuación no tiene segundo término, y el último es posit ivo, las dos raices son 
¿majinarias é igual la una á la otra tomada en sentido inverso. 

1 2 , Q o - h \ / ( o — 8 ) ~ 2 V — 2 ; E j e m p l o : 2c2 H-o — o , . . y ' 
o — \ / ( o — 8 ) z z — \ / — 8 = — 2 V 2. 

Asi se conoce, por la simple inspección , la naturaleza de las raices de una ecuación 
de segundo grado sin necesidad de resolverla. 

170. Adquirida la práctica suficiente en el manejo de estas ecuaciones, podemos pasar á 
Jos problemas de segundo grado, que están en la Coleccion cuarta. 

L E C C I O N XVII . 

De las Ecuaciones indeterminadas de segundo grado. 
171. Las dificultades, que ofrece este asunto por su variedad y complicación, nos hace l i -

mitarnos por ahora á ja resolución de la ecuación general indeterminada de segundo grado 



con dos ínc6gnitas a í ' - h f e / x - f - ^ 2 , en la cual a, c, e, / representan c a n -
tidades conocidas, y las incógnitas son / , JC, cuyos valores procurare'mos hallar en números 
racionales, sean enteros ó quebrados. 

172 . Empezaremos por sacar la raiz cuadrada de una de las incógnitas en una espresion 
que incluirá á la otra incógnita ; y cada uno de los coeficientes complecsos, como también 
}a suma de las cantidades conocidas, se hará igual á un monomio, transformando asi la e s -
presion de la raiz para facilitar las operaciones ulteriores, de esta manera : 

at* -\-btx-\-cx*-+-dt-\-eJC - 4 - / ~ O, 
at24- (bx-\-d)t — — ex2 — e x —/, 

(bx-\-d)t cx2-\-ex-t-f 
t2 -h 

a a 
•a (bxArd)t (bx+d\2 / bx -+- d \2 ex2 ex-+-/ 

a \ aa / 2c / a 
_ (¿2—4.ae)x2-\-(zbd—4ae)x-\~d2—4a/ 

Supongob3—d.ae—R i ,, „ , . , „ r o —6/ (bx-bd)t fbx-hd 2 _ -h 
•d.aé—h -{ 7— -l- ( ) — I tf \ ía / 4^ 

4¿¡¡a 

dd—4 a/— 
4¿a 



173* AhorB supondremos gx* + « x - f kzzz yy para sacar su raíz cuadrada, en el concepto de ser 
se, v números racionales ; y siempre que se pueda esíraer, será también t un número racional. 

174. En el caso de ser k~o tendremos 

yy — gx2 -\rhx-r k zz gx%-¥hx ; 
j 

9C Z 
Supongo gx 4 -4-FTX zzK'Z' , . . . gx h — — — z z x z 2 , 

( z 8 — g j x ' z z f c , 
h 

x — ; 
x —g 

vjy ~ gx2-\rhx zz x ' z ' , 
> ' z s z , 

• fc _ ftz 
z2—g z2—g 

El número arbitrario z siempre se podrá escojer tal que x é y sean números positivos. 
Hagamos alguna aplicación, proponiéndonos la ecuación t2—^txA-ix2—41 — 2X-+-4ZZO, 

que, comparada con la fórmula término por término, nos dará desde luego el valor numérico 
de las cantidades conocidas y despues el de los monomios, que comprenden sus espresiones 
complecsas. Luego asigaarémos arbitrariamente, aunque dei modo indicado, un valor á z para 

obtener los de x é y , que sustituidos en la fórmula t ~ -
nos ofrecen el último resultado. 



aî2-\- lîx-\- ex2 -}- dî-\-sx^-f 
i2—3/x-f-2xî—4t—2x4-4 

0 .' i O-'.'..'" A U t. <?Li flSf ( 

g 
h 

X 



a— I ; 1 >o 
b — — 3 ; " 

o 1 c z z 2 ; 

o j \ —4 ; 
e~—2 ; 

/ = 4 ; 

h2 —4¿7c=z ( — 3 ) ' — 4 . 1 . 2 z z i ; 
2bd—40e zz 2 . — 3 . — 4 — 4 . 1 . — 2 zz 3 2 ; 

d 2 —4-Cif zz ( — 4 ) a — 4 . 1 . 4 = o ? 
* * • ~ «L. ~. . « 

ft 

- 3 2 - 4 5 
3 —* 

^ s 
scz , 

4 . 3 = 12 ; 

9 
2CI 

— 3 . 4 — 4 + r2 __ 12 4 - 4 - ) - 1 3 _ 
2 / / 14. 



Para mayor esclarecimiento haremos una comprobacion con los valores ^==12, «=14, tzz2. 
( 1 2 ) 2 — y* — g x z ^ h x — 1 . 4 3 - Í - 3 2 . 4 — 1 4 4 ; 

— - 4 - 3 —4/—23c -+* 4 — 2 2 — 3 . 2 . 4 + 2 . 4 2 — 4 . 2 — 2 . 4 4 - 4 — 4 0 — 4 0 — o. 
Aunque por la elección, que hemos hecho del valor de zzz3, h a n resultado x números 

enteros, también queda resuelta la ecuación dando á z otros valores, que presenten aquellas 
incógnitas en números quebrados. 

175. Siendo g un cuadrado cabal, que igualaremos con f«w, y cualesquiera cantidades, 
haremos y~ m s + z , y calcularemos así : 

y m x ' Ix 1 , , . . mtx1-t-hx-{-k — m2jc24-2wjcz4-z2, 
y — (mx4-z ) ~ m2x2-+-2mxz-bz J 

Qi—2mz)x — z 2 —k , 

z*~k 
h—2 rnz 

y zz mx-f-z , 

z a —& z 2 — k hz—mz'— mk 
, . . . y — m.-~— b z ~ . 

¡1—2 mz h — 2mz h—2 mz 

Vemos que se, y son números racionales ; pero haremos una aplicación con la ecuación 
2 i 1 —5ÍX-+-2X 2 —3f- j -x- j - izzo , en que, comparando con la fórmula, resulta azz2, ¿zz—>5, czz2, ^ 
d=z—3, ezzi, / — i 5 



4¿¡c = 2 5 — 4 . 2 . 2 = 9 ; ^ 
h ~ibd—4ae~ 2 . — 5 . — 3 — 4 . 2 , 1 z 3 0 — 8 — 22 ; 

k z z d 2 — 4 a f — 9 — 4 . 2 . 1 = 1 ; 

2 

5 

, 
h-Z 22 \ » 2 W Z 

& = 1 f _ 3 1 — r _ 9 _ _ > , . • . x — — -r — 2 ; 
m — \ t g = 3 1 22 — 2 . 3 . 3 

Supongo z z 3 J 
— mx+z, 

" ~ -

4 . . . ,7 = 3 . 2 - 4 - 3 = 9 ; 

m~ 3 
x— 2 

z = 3 

b~ 
X— 2 
d~ - 3 

y- 9 
azz 2 

i es 2/* 

— - • f — _ bx + d±y 
2a 

, . . . > - - ^ ^ = . 3 + 9 - ' 3 4 - 9 u 
2 * 2 4 " * 

2 

176. Cuando fe es un cuadrado perfecto, que designaremos por nn, siendo g , /* lo que 

se quiera, haremos y z z x z + n para la operacion siguiente : 



y2 zz gx*+hx-hk zz gx 2 •+• hx -4-«2 , l - . r r „ _ a , , 
* 6 ) 6

 2 \ , . . . 2 2 K a 4 - 2 « z x = g x a 4 - ¿ x , 
y zz (xz -H/ ) zz x 2 z 2 4 - 2 x z / i - H f J 

2 a x 4 - mz zz gx-\-h, 
( z a — g)x zz h — 2nzi 

Jl 2WZ ÍC zz ; 
z — £ f \ 

y zz xz-+ « , 
h—2»2 ' h—inz , ¿ z — n z 2 — 

x — — , . . . y zz —— . z 4 - n zz . 
Z —g z2—g Z a — g 

Haremos una aplicación con la misma ecuación que en el caso antecedente, respecto á ser kzzi un cuadrado : 

h—2 nz 
hzz 2 9 

nzz\fk ZZ I f 2 2 2 . 1 . 4 14 _ 
9 

Supongo zzz 4 

* » • CC — — — — 2 « 
4 ~ 9 7 

jy zz XZ + » , 
¿xr zz= 2 j 
2 = .4 } * • • • jV ^ 2 . 4-4-f — 9 ; 
ti: 

• -- ^ tzz— b x + d ± y 
2 a 

Xzz 2 
é=-¡> , . . . , = , / / l l . 

\ 2 . 2 2 
y - 9 

97 

Como 2 es arbitrario lo hemos supuesto igual á 4 , pues igualándolo con el mismo valor 3 que en el caso antecedente, hubiera resultado 

' - - t l ^ l zz ÜT _ J l denota eI infinit0. 

177. Siempre que h2—4gk sea un cuadrado cabal se supondrá gx2+hx+ k zz o , de cuya ecuación se buscarán los factores, y practicando 

las sustituciones, que vamos á manifestar , descubriremos el valor dfc las incógnitas : 
gx* -h/ix-f- k — o , 

\ h _ k 
Xa H x — , 

'zz — 1 
- K t - Í ) / - ¿ - v í S - Í ) ' 

22 
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Dedúcese que + i « + * = L + 1 _ i / ^ T U l x 5 « + i A l Z I 
S g ¿ 'g v 4g' g£ l 'g 4g2 g 

Haremos h'—^kg — p' s g x . + j , x + k _ S ± _ J ^ E l S L i X 2 * + A + - ^ E E á S j 
h _ j I ¿ S a 5 ¿ ag ag 

Supongamos V ( g x + gg) (x4- r ) ~ , . • • ^ = ' ( x - ¿ r ) z z ( g x , 
jys zz (gx+ggf) (x-4- r )zz(gx .4-gg) 2 z* , 

x-*-rzz ~ gz'x+gqz2, 
x—gz2x zz gqz*—r, 

gqz'—r% 

y zz gzx-hgqz , 

1 — gz* ' I — g z i — 

Tratemos de resolver la ecuación ^—¿tx-f-^x2—3?4-6x-4-2~o, en que «zz i , £ z z — 5 , c z z 5 , c / zz—3, ezzó, / z z 2 5 

// zz zbd—^ae zz 2 . — 5 . —-3—4 . 1 , 6 = 6 - ) í ' 2 — h 2 — 4 g k t 

62—.4 . 3 . 1 — 1 6 , 

/> zz VTó"— 4 ; 
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8 : 

z: 
g'-

x: 

jf — -
gqzi—r 

I J 
¿V —— 1 9 I — £2» 

I f 
, « . é # —. 

5 í 1 
X 1 
Q > 

5 ] 1 J = 

3 ( 
1 / 

• , . . . y zz ( 5 . 3 4 - 1 ) ! zz8 ; 

Comprobacion ( 1 3 ) 2 — 5 • • 3 • 3* — 3 • r 3 + 6 • 3 + 2 = 234—234 zz o. 
1 7 8 . Si la cantidad gx2±hx-\-k puede considerarse como la suma de un cuadrado y de un producto de factores racionales, esto e s , 

hk— (mx-4-/)24~(px-hq)(rx-+-s) , 

será y zz \ / ( gx 2 4 - /;x 4 - fe ) zz V(wx-+-/)'-+- (px-+-q){rx-{-s) , 

Supongo V ( w x 4 - / ) 2 4 - ( p x - i - 5 ) ( r x - t - 0 zz mx+l+(px-bq)z , . . . y zz ^(nix+j)24-(px4-g)(r*4-5) zz mx+l + (px+- q)z , 
zz ( w x 4 - 7 ) 2 - h ( p x + 5 ) ( r x - h 5 ) = ( m x - l r l ) 2 + l)(px+q)z (f>* + V) *z** 

rx-hs zz 2 ( m x + / ) z 4 ( p x - f ^ ) s 2 , 
( r—2ttzz—pz3)x zz 2Iz-*-qza —s , 

2/2:-+- ¿722 —5 
x ZZ — T T~ ? 

r — 2 mz—pz 

y zz mx4- ¿ + (/>x4-$)z. 

Con estas fórmulas resolveremos la ecuación 5 f x 4 - 4 * e — + V • e n cual «zz i , b——5, cz=4, dzz—5, e z z V 3 , i 
¿ r z b 2 — 4 ü c ~ ( — 5 ) 2 - 4 . 1 . 4 zz 9 jy2 z z ¿ x 2 4 - ¿ x 4 - f e , 
h --ibd—4fleq=a.—5.-5—4. 1 . V = ? i • * • J 3 == 9X 2 24x4-1 6 ; 
* = f > - 4 « / = Í - 5 V — 4 • 1 • T 

Aqui debemos observar que, según requiere este caso , 4 - 24* 4- 16 zz (ax — 1)2 4 (¿x 4 -3 ) 5 ) , P™ lo q u e , comparando esta 
22 
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ecuación con gx2~jrhx Arkzz{mx - i - / ) 2 + q) (rac + *)* resulta i , r = r , y por tanto 

_ zlz + qz2~-s _ 2 . — 1 2 4 . 3 2 a — 5 _ 3 2 a — 2 2 — 5 
X 

r—zmz—pz* 1 — 2 . 2 2 — 5 . 5 a 1 — 4 2 — 5 2 a ' 

Supongamos « = , 1 _ 4 t l _ g > | , - ^ g - * » — 3 f 1 a 2 • 1 — n i — 1 

1 — 4 . 1 — 5 . 1 s — 8 a 

y z z . = ~ 5 

f bx d + y b—dzz—5 \ — » 

p V l 2 . 1 4 
a z z 1 J 

Comprobacion 1 2 ~ 5 . 1 , \ + 4 . 5 . 1 + *T
3 , f 4 - -J = o . 

1 7 9 . D e aquí podemos pasar á los problemas indeterminados de segundo grado, que se hallan en la Coleccion qu in ta . 

L E C C I O N X V I I I . 

De los Logaritmos y Cálculo esponencial. 
1 8 0 . E n la LECCIÓN X X V I de la A R I t m ¿ t i c a hemos dado una idea de los logari tmos, aplicándolos á la mul t ip l icac ión, d iv i s ión , e l e -

vación á potencias y estraccion de r2ices. Ahora ampliarémos esta doctr ina, aunque sea á costa de alguna repet ición, y pasarémos al ca'lculo 
esponencial, que es el de las cantidades cuyos esponentes son incógnitos. 

1 8 1 . Haremos oportunamente uso del complemento aritmético [ I I 2 7 8 ] , que en estos casos se llama complemento logarítmico. Los loga-
ritmos comunes de las tablas se señalara'a p 0 r £ y su complemento por 

182 . Si se nos pide hallar el cuarto término de la proporcion 1 1 5 2 6 : 2 7 8 2 9 : : 3 4 5 7 8 : x , lo buscarémos asi : 

= = £ 2 7 8 2 9 + £ 3 4 5 7 8 — £ 1 1 5 2 6 = 4 , 4 4 4 4 9 7 6 4 - 4 , 5 3 8 7 9 9 9 — 4 , 0 6 1 6 7 8 6 = 4 , 9 2 1 6 1 8 9 = £ 8 3 4 8 7 , 

* = 8 3 4 8 7 . 
E l mismo resultado hubiéramos obtenido por medio del complemento logarítmico, de esta manera : 

£ x - £ 2 7 8 2 9 4 - £ 3 4 5 7 8 4 - £ > £ ! 1526 = 4 ' 4 4 4 4 9 7 < 5 4 - 4 í 5 3 8 7 9 9 9 - t - 5 í 9 3 8 3 2 I 4 z z ? 4 , 9 * i 6 i 8 9 =r £ 8 3 4 8 7 ' 
1 8 3 . Para hallar el logaritmo de un número misto ó fraccionario [ I I 2 7 2 J , como 57 4 - - ' - y , hsrémos 

£ ( 57 + Í T ) ^ £ = £ 3 * 5 i - £ 6 7 = 3 , 5 8 5 5 7 3 5 — 1 , 8 2 6 0 7 4 8 = 1 , 7 5 9 4 9 8 7 . 
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184. Puede reducirse un quebrdo i decimales " I I 2 7 1 ] 

buscando su logaritmo, que será defectivo : luego se agrega 
á este logaritmo un número entero mayor que su caracterís-
tica, y se descartan sobre la derecha de la cantidad resultante 
tantas cifras como unidades tuviese el número agregado. 

Sea el quebrado -f- | ; 

— £ 3 7 — £ 8 5 = 1 , 5 6 8 2 0 1 7 1 ,9294189 . . . 
. . zz •—0,36 í 2 1 7 2 , 

£ 1 0 0 0 0 0 + = 5 — 6 1 2 1 7 2 = 4 A 3 8 7 8 2 8 = £ 4 3 5 2 9 9 
£ f í = £ 4 3 o 2 9 "~"£ I o o o 00 ZZ £ Tt> 5o "o 2ó o" . . . 

• • - £ ° ' > 4 3 5 2 9 1 
i l — ° i 4 3 5 2 9 ' 

185. Pues que á cada unidad aumentada en la caracte-
rística corresponde la multiplicación por 10 á la cantidad 
[ I I 2 7 1 J , ó que á cada unidad disminuida en la caracterís-
tica corresponde la division por 10 de la cantidad, sacamos 
el logaritmo de un número compuesto de enteros y decimales, 
como 3 8 5 , 7 2 ; de esta manera 

£ 3 8 5 7 2 zz 4 , 5 8 6 2 7 2 2 , . . . £ 3 8 5 , 7 2 zz 2 ,5862722 . 
186. En cuanto á los logaritmos de quebrados decimales 

es fácil hallar los defectivos, porque 
£ O Í 4 7 — £ A 7 í t - £ 4 7 - £ I 0 0 = 1 , 6 7 2 0 9 7 9 - 2 = — 1 , 3 2 7 9 0 2 1 ; 
però, si queremos buscarlos por medio de complementos, t e n -
dremos £ 0 , 4 7 = £ 4 7 ~ h ^ £ i 0 0 - 1 , 6 7 2 0 9 7 9 - 4 - 8 — 9 4 6 7 20979 , 
en que ponemos la coma arriba y trastornada para denotar que 
este logaritmo no corresponde al número entero 4 7 0 0 0 0 0 0 0 0 
á que correspondería en la forma 9 , 6 7 2 0 9 7 9 . Resulta, pues, 
que el logaritmo de un quebrado decimal tiene por caracte-
rística 9 ó un número con tantas unidades menos de 9 cuantos 
ceros haya entre la coma y las cifras significativas, y por 
mantisa la misma que si el número fuese entero, como en 
estos ejemplos ; 2 4 
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i ? £ o , 0 * 9 * 2 4 = = £ S 9 6 2 4 + £ > £ i c c c c CO.. . 

• • = 4 .77542 n 4 - 4 = 8 4 7 7 5 4 2 r 1 i 
2V £ 0 , 0 0 4 8 3 - £ TCVOVO = £ 4 8 3 0 0 0 0 0 • • • 

. . zz 2 ,6839471 4 - 5 = 7 ^ 8 3 9 4 7 í-
187. Respecto á la elevación [ I I 262J de un quebrado 

decimal por complemento, tendremos 

£ ( ° Í 5 3 2 ) 3 = - £ V Ó V Ó = 3 ( £ 5 3 2 4 - ^ £ I O O O ) . . . 

. . = 3 (2 ,72591 1 6 4 - 7 ) zz 3 . 9^7259116 . . » 
. . zz 2 9 l i 7 7 7 3 4 8 zz £ 0 , 1 5 0 5 6 8 en que t a -

chamos las dos decenas , que resultan de la multiplicación 
por 3 , porque una potencia cualquiera de un quebrado de-
cimal tendrá en su logaritmo 9 de característica ó menos. 

188. Como la estraccion es inversa de la elevación sa-
carémos la raiz de un quebrado decimal anteponiendo á la 
característica del logaritmo, correspondiente á este quebrado, 
tantas decenas como unidades tuviese el esponente de la raiz 
menos una, y dividiendo despues por el mismo esponente ( J I 
2 6 3 J , para obtener el logaritmo de la r a i z ; pero esta regla 
puede tener alguna escepcion si en el logaritmo del quebra-
do la característica fuese 7 ó menor que 7. 

Deshagamos el ejemplo antecedente : 

£(0,130368)*= Ú l l á E ^ l - . 9 : 1 L 7 7 - ; 4 8 + 3 O . . . . 

. . = ¿ 2 l L l Z T 3 £ 8 = 9*7259116 = ¿ 0 , 5 3 2 . o 
189. Sin tomar en consideración las progresiones pode-

mos demostrar directamente las propiedades de los logaritmos. 
A este fin supondremos que b sea la base del sistema, n un 
número y x su logaritmo, esto es, ¿ r z z « , £n~x y £b~i ; 
de que resulta £bx zz £ » = se zz ¡s. 1 zz x£b , y también 
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Sea n' otro número, x' su logaritmo, y tendremos igual* 

mente b*'=zn\ £bx'~£n'z=:x'~x'£b. 

Ahora haremos este cálculo 

n'=bx" = bf-n i ^ ^ 

£b = , , . . . £»»'=(£«+£»')_«= £«+£«'..•• 
. . el logaritmo de un producto es igual á la suma de los lo-
garitmos de los factores. 

190. Si dividimos un número por otro, será 

f i = f c * M » _ b*« 

£b=t , . . . £ £ = ( £ « - £ n ' ) i = £ n - - £ n \ . . . el loga-
ritmo de un cociente es igual á la diferencia, que hay entre 
el logaritmo del dividendo y el del divisor. 

191. Elevando resultará 
n 

nm=(btn)m=bm^\ 
£nm--£bmtLn~m£n£b—m£n.... el logaritmo 

de una potencia es igual al producto del espolíente de 
ella por el logaritmo de la cantidad. 

192 . Y estrayendo tendremos 

n zz b , 
m — 

\}n~— V / " = (btn)m zz b m, 

£ V r = = £ » £ b = : & el logaritmo 
hí m ° 

de una raiz es igual al cociente, que resulta dividiendo el 
logaritmo de la cantidad por el esponente r a d i c a l . 



193- Ya pojemos despejar la incógnita en las ecuaciones esponencíales de los ejemplos siguientes 
i? ax = c ; 

£a* = £c // *£a=£e, 

x 
»? ..... Segundo orden ac — d ; 

£a°"=£d//c*£a=£d, 

£^x£")=££<¡//£'x+££"=££d//x£c+££a=££á, 

( V * — £ £ * — 

Bien se echa de ver que £ £ indica logaritmo de logaritmo, como 0 0 = ^ 2 = 0 , 3 o 10300 . 

¿x— cK. 

__ n Aunque este resultado no da á conocer el valor de las incógnitas 
u ¿a 

ac, « indica que la relación de ellas es constante, 
x 

4? . . .Terc .órd. 



=£ä//b°*£«=£i, 
• W ' 

£(bcX£")=££d/;£bcX+£fa=££d... 

cx£b=££d—££a, 

£{c*£b)=&££i-££*)//£c*+££b=£{££ '*-££«), 
*£=£(££d-££°)-££b, 

5? .... 2 * — 1 = 0 ; 

Supongo 2 * = : « , . . . 2 2 1 — 2 * — i z z u 1 — a — i = r o , 

«=S±V(i+1): 
v. — 

^ f t £ £ ¿ - £ £ « ) - £ £ £ ' X ^ 

. + y 5 
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Hagamos una aplicación á este ejemplo, suponiendo m = i o o t 

a~4, « = 1 0 0 0 0 0 0 , y será 
£n— £m £icooooo—Ploo_ 6 — 2 

* * - • £ ^ £ Í T ~ 4 ' ' £ \ O O ^ q c o T Í í 00'" - 4 - 6 T Í • • * 

. . = 4 . 4 = 2 ; 
La comprobacion es % 

a -+- \ / x 4 2 

<MA J O O 4 IOO"7 = r o o 3 = 1000000 = 

c-2) 11V ... « = - — ; 
c\/d~f 

2 x 1 

e{d*ef)* 

194. Como los logar/tinos son relativos al valor de su 
base pueden formarse bajo diferentes sistemas para los mismos 
números, mudando los esponentes de la base según corres-
ponda á ella. Si designamos por £ los logaritmos cuando la 
base es £>, y por £ cuando tienen otra base 2?, será oc, como 
logaritmo de un número n en el primer s is tema, diferente 
de X , como logaritmo del mismo número n en el segundo, 
de modo que * = £ « , X~jP/?, y £ri>//<£?} ; pero será 
£b~£Bzzt, porque en todo sistema usual el logaritmo de 
su base es la unidad. Por tanto 
« = bxzz Bx//L^nzz 

£**»= £btnU£n£B = £„£* = £„.,=£„, 

í» i » 

b*=Bx//b*"=BiL", 

£b *•=£/»*« // £„ f 4 - £n£B = £„ . , =£* 

r 
£ n = £ T -
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Resulta, pues, que hallare'mos el logaritmo de un número n 
en el segundo sistema dividiendo su logaritmo, tomado en 
el primero, por el logaritmo, también tomado en el primer 
sistema, de la base del segundo. Y reciprocamente se halla 
el logaritmo de un número n en el primer sistema dividiendo 
su logaritmo, tomado en el segundo, por el logaritmo, también 
tomado en el segundo' sistema, de la base del primero. 

L E C C I O N XIX. , • 

De los Limites* . 

^ ^ 
195. Sobre la fórmula xzz haremos algunas obser-

¿i—c 
vacjones, que tenemos ofrecidas [ 8 4 I . Consideremos que puede 
ser y ¿ O í , en cuyo caso, suponiendo d—bzzm y a—c~zn, 
resulta x~~—También puede ser d<.b y a r e , esto 

a—cn r J 

es, d — b ~ — m y a — d e donde sacamos x — . . . 
a-—e 

-1 R „ f f l YYl 
según las reglas de los signos en la dimisión. 

— n n 
Asimismo puede ser d <b y a~>c9 es decii% d—b — — m y 

d—b — m m , , . , ^ , a—czzn<¡ y entonces zr ; o bien a > o y 
a—c +11 n , , , d—h P < e , esto es, d~-b — m y a—c——ra, lo que da ¡czz . . . 

4 (- '-a-—c 

». — — ~ z z < — i ü . Estos son los casos en que las cantidades 
— n 'h 

del numerador del quebrado son desiguales, y lo son también 
^as del denominador. 

s" d b 
196. Cuando d~b y a—czzn tenemos xzz~ •—zz—=0 : 

te í u i; ;
L:iO 19 iic-satid LÍI £« S3 OÍHE3 TOH && •(• n 

P^ro, si d>b y azzc, nos hallamos con x zz espre-

¿6 
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sio>i hasta ahora desconocida para nosotros ;• y si dzzb y 

, d ~ b o . 
resulta xzz — —, cuya espresion tampoco conocemos. 

a—o o 
m 

197. No puede ser - - una cantidad finita, porque si 
m /• - r 1 r'i' 1 — z z / , sera m ~ / . o i z o , lo que es contra el supuesto de tener 0 ; . . . . I .: 

m un va'or. Pero sabemos qua mientras menor es el denomi-

nador , siendo uno mismo el numerador, mayor es el que-

brado; luego, si consideramos que en &'zz-—-zz .m... • , bajo a — c a~~c 
V . « t i l 

el supuesto de ser vaya sucesivamente c aumentando, ó 

bien a disminuyendo, ira jfzz aumentando de valor; y ha-« a — c 

cien lose la aprocsimacion entre a y c de modo que no lleguen 
á igualarse, pero sí á diferenciarse en una cantidad tan pe-

quena, que no se le considere valor asignable, entonces xzr.-^i 
o 

será símbolo del infinito, que representaremos por 00 , siendo 

¿7 zz zz un límite á que no se llega jamas, 
o 

198. La espresion £ representa una cantidad indeter-
minada, porque puede proceder de un quebrado, cuyo nume-
rador y denominador tengan algún factor comvm, por ejemplo 

a(a2—c2) a(a-+-c)(a—c) . , 
X — —~ ~ z z — - — . y siendo a z z c , resulta 

c(a—c) c(a—(?) 
a(a-\rc)(a—c) a(a-\-a) . o o . . ... 

ffzz——-— zz — zz — ; pero, si simplificamos 
c(a—c) a , o o 

antes el quebrado, tendremos X — ' a ~ c . l — . . . 
c(a—e) c 

a ( a 1 f i z z s — v . cbíisuO.. 
4. zz — - — zz 2a, Por tanto se ha de buscar el orijen de 

siempre que se encuentre esta espresion, para sabir lo que 
quiere de:ir . 
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199. Lss cantidades, que por su naturaleza reciben su-
cesivamente incrementos ó decrementos, se llaman variables 
en contraposición á las q u e , por conservar siempre un mis-
ino valor, se nombran constantes. Así una cantidad decimal 
periódica es variable, porque á cada periodo, que se le agre-
ga, aumenta su valor; pero el penó lo es una cantidad cons-
tante, porque conserva siempre el mismo valor. 

200. La cantidad constante, ú que se va acercando con-
tinuamente una variable sin llegar nunca á igualarse con ella, 
es el límite [ 1 5 9 J de la variable, bien que esta pueda acer-
carse tanto á la constante que la diferencia entre ellas sea 
m¿nor que una cantidad apreciable. La fracción decimal pe-
rió Jica 0 ,6666 &c. tiene por límite el quebrado al cual , 
por mas periodos decimales que se añadan, nunca podra' igua-
larse; mas pueden añadirse tantos periodos que su diferencia 
resulte menor que cualquiera cantidad dada, por pequeña que 
sea. Si dividimos a por a—x, suponiendo , sacaremos 

X ^ 2 ^ 3 ^ 4 
el cociente i - f - — h — - ^ 4 - ^ c , , que, por mas que 

a a a* a 4 

se continué la división, nunca llega á igualarse con • a —, 
a—x 

que es su ¡imite. 
201. No basta que una cantidad vay3 disminuyendo con-

tinuamente para deducir de esto que pueda llegar á ser me-
nor que cualquiera cantidad dada , pues si consideramos el 
quebrado y concebimos que á sus dos términos se va aña-
diendo sucesivamente una unidad, tendremos &c., 

que cada espresion, siendo menor que la anter ior , resulta 
siempre ma^or que la unidad, por ser en todas el numerador 
mayor que el denominador. En el caso de quitarse cada vez 
13 mitad ó mas de la mitad de la espresion anterior es evi-
dente que obtendríamos lia resultado icenor que cual^uisra can-
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t.idad dada« pues llegaríamos á una cantidad inconcebible por 
su pequenez, 

202 . A toda cantidad variable le podemos considerar 
dos l ími tes : uno verdadero, que se espresa p o r o , y otro 
i d e a l , que se representa [ 1 9 7 ] por * ~ 00 . Con efecto 
siendo V la variable , que á cada variación se vaya con-
virtiendo en su mitad ó menos de su mitad , llegará á ser 
menor que cualquiera cantidad aiignable , y lo mismo su-
cederá á la diferencia entre V y o ; pero siendo V can-
tidad , por pequeña que sea , no llegará á desvanecerse 
basta el punto de igualarse con o ; de consiguiente tiene 
el o las dos circunstancia^ esenciales , que lo constituyen 
el límite de las cantidades que continuamente decrecen. Y 

; c 
si concebimos que en — vaya v disminuyendo , la espresion 

v 
e . . . . 
— irá aumentando ; pero , como puede v disminuir cuanto 

c • 
se qu ie ra , resulta que — se aumentará indefinidamente, y 

c c 
la espresion — se acercará continuamente á ~ — , que será 

una especie de límite de las cantidades que crecen. Com-
I pruebase esta verdad poniendo , en vez de o , su igual 

c e c , 
1 — 1 , pues — z r izc-f-c-f-c-f c-\-

o I I 

203 . Puesto que — = s i quitamos el di visor , será 

• c 
czzo 0 00 , y dividiendo por 00 resultará — e r o , que es 

otro medio de representar el cero como límite de las can-
tidades que decrecen. 

Respecto á que - — z z c - f - c - f c - K 4 — se 
1—1 1 — 1 



evidencia que i la espresion — = J L — oo no le causa 
^ i — i o 

aumento el que se le añad3 una cantidad finita un núme-
ro n de veces. Asi se demuestra también con mas gane-

v, , I 1 I Í + no t o t rahdad por oo + « j z i — - 4 - nc~-^= —— . 
t — o — o o 

904. Hornos visto [ 1 9 8 ] que § puede representar una 
cantidad cualquiera , y asi resulta de c:zzo • X! , pues 
czzzo . so i z o * o —o í y " e n v e z ^e 0 sustituimos su igual 

I I , . -— tendrémos czzzo » oczz—* co zz—-, donde se advierte que 00 JO co 
también — es símbolo de una cantidad cualquiera. Son , 

pues , y ^ espresiones genéricas de cant idad , que no 

puede determinarse por depender de circunstancias genera-

les , que convienen á cualquiera cantidad. 

205. Supongamos que dos cantidades variables f , o , que 
crecen , son iguales en cualquier punto de aprocsimacion 
á sus l ími tes , designando estos por L , / , y por X , z 
lo que falta á las variables para llegar a ellos. E n este 
caso, por ser v— — X y Fzzzv—l—z, tendremos 
L—Xzzzl—z en todos los puntos de aprocsimacion á los 
límites. Si L~>1 resultará L—Izzzd, en que d es la dife-
rencia, y transponiendo en la ecuación L—Xzzl—-z de modo 
que X — 2 — L — I z z z d , será X~d-\~z ; pero entonces X*> 
y como X y z han de ser cada una menor que cualquier 
cantidad , por pequeña que sea , es necesario , para que 

verifique esta condicion , que d sea cero, con lo que 
sacamos X z i i - t - z z o - f z z z , y como L—Xzzzl—z , será 
también Lzzl; luego en el caso propuesto los límites son 
iguales. 

Si las variables ignales se acercan á los límites dis-
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imnuyendo, y lo que srbra es tendremos vzzVzzL-\-X 
y VZLV=ZI-\~Z , y será L + X z r / - t - r , 

sion", debiendo ser z menor que cualq uier cantidad dada _ 
requiere que sea d~o , de que resulta z z r X : por tanto , 
en la ecuación L-+ X ~ / + z hallamos L~J, lo mismo que 
antes. 

De las Ecuaciones de dos términos. 

206. Toda ecuación, en que solo hay una potrncia de la 
incógnita, combinada con cantidades conocidas, se puede re-
ducir á dos términos, de los cuales uno es ia reunión de todos 
los que contienen la incógnita, y el otro comprende el con-
junto de las canrid-ides dadas. Ya hemos indicado estas c i r -
cunstancias [ 1 6 2 J , tratando de las ecuaciones de segundo g r a -
do, y es fácil concebir lo mismo respecto á las de otro grado 
cualquiera. 

£07 . Si tenemos, por ejemplo, la ecuación 

pasarémos á un mismo mienbro todos los términos afectos de 
la incógnita, y sacarémos 

a?xs—acxs ~ a*b*+b*c3 // (a* — ac)x5 — osb7-+ 64c3. 
Ahora, representando el coeficiente a 2 — a a por y la c a n -
tidad a5b* b4c3 por q, se convertirá la ecuación anterior 

L E C C I O N XX. 

a2xs—a5b2 zzb4ci+acx 

en px5 ~ 

despejando será 
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E n general foda ecuación de dos términos, 
trai da i la forma ... pxm =z q, 

. » 

da desde iuego 

y estrayendo su rais x — 

2 0 8 . Observemos que si el esponente m es un mimerò 

impar, no tendrá el radical sino un solo signo, que será el 

de la cantidad que cubre £ 1 0 4 ] . Cuando el esponente m sea 

par, el radical tendrá el signo de ambigüedad Hh : si la can-

tidad JL es negativa la espresion será imaginaria, y la cues-

tión absurda, como sucede en las de segundo grado. 
5 

La ecuación — 1 0 2 4 da xzz\/—1024=—4, perqué 

el esponente es impar. 
4 

L a X4ZZÓ2j da x~±X/6 25—5//—porque el espo-
nente es par. 

4 

Y la — 1 6 , presentando tfz=+V — 1 6 , solo ofrece 
Una espresion imajinaría, porque, siendo el esponente par , la 
cantidad sometida al radicai es negativa. 

209 ; Ya conocemos un hecho analítico digno de a ten-
ción, cual es que [ 6 i ] la diferencia de dos potencias de un 
mismo grado, dividida por la diferencia de sus raices, da en 
serie un cociente ecsacto , esto e s , 
S'M r m » 

a * - ' , 
oc—a 

comprobándose en que 



+ + -4 -a , r t ~ r ) (x—a) . . . 
, . = * • » - * - 1 + a m * m - 2 - M + a m ~ 2 - h / * - 1 X 1 _ 

—.ax»*- <—a
2xm~*—a3xm-S—a4 xm ~4 — 1 x—an J ~ * 

Bien se echa de ver que en la primera línea del producto viene , á continuación del término 
a*x " 3 , el otro tf4x'?'~~4, que se destruye con su correspondiente debajo ; y que en la segunda 
línea se halla, antes del término —am~'Ix, otro — q u e resulta destruido por su 
correspondiente de arriba. Estos términos no están escritos porque se entienden compren-
didos en el espacio señalado por los puntos, 

a i o . De aqui deducimos consecuencias muy importantes respecto á la ecuación de dos tér-

minos xm~S-. Efect ivamente , designando por a el número, que se obtiene con la inmediata 
P 

estraccion de la raiz, tendremos / / y transponiendo sera' xm—a^zzo. 
Esta cantidad xm—am se divide por x—a , y resulta , como hemos visto , 

x™—am - (X*-1 -\~axm~z 4- a V " ~ 3 4- am~l) ( x — a ) , 
cuyo resultado, que se desvanece cuando xzz *, seria también nulo si tuviésemos 

* m ~ s i h a x m - * + a * x m ~ - * + a m ~ 2 x + a m ~ ' ~ o , 
y si ecsistiess, por t án to , un valor de x, que satisfaciera á esta ecuación, satisfaría también 
i la propuesta. . : -

2 i i . Estos valores tienen con la unidad relaciones muy simples, que se descubren haciendo 
xzzaz ; pues la ecuación xm—a'" — o se convierte en amzm—amzzo , ó bien zm— i z : o , y 
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luego se sacan los valores de x multiplicando por a los de z. 

La ecuación zm—izo da desde luego zmzzi, de que 
m — 

sale z r v i - i . Dividiendo zm—izo por z — i sacamos 
zm~l-\-zm~~3 + z 2 + z + i , cuyo cociente, igualado 
C >n cero, forma la ecuación de que dependen los demás v a -
lores de z, los cuales tendrán, como la unidad, la propiedad 
de satisfacer á la ecuación zm — j r z o , ó bien a' z ' " z : i , es 
decir que su potencia del grado tn será la unidad. 

212. De aqni sale una consecuencia, que parece estraña 
á primera vista, y es que la unidad puede tener varias raices 
diferentes de ella misma, las cuales, aunque resultan imaj i -
narias, son de mucho uso en el cálculo. 

Resolvamos la ecuación zm"1-\- zm H - i z : o con 
la aplicación de varios ejemplos : 
l ? Sea m—2 , . . . zm—i—z2 — i = o , 

z r z + V T zz i / / — r . 

a? 3 , . . . zm—izz3—i — o , 
2 ! - ~ z 2 - f - z - 4 - r z r o , 
2— X 

> ± V _ 3 . 
z— , 

2 

Resulta « ' = i , 
2 2 

3 ? m~ 4 , . . . z " * — i z z z 4 — i z : ( z 2 — I ) ( Z 2 _ } _ I ) : Z O ; 
z 2 — i z o , . . . z z r + V i ~ i / / — i ; 

z2 4 - i z o , . . . z - + V — i ; 

Resulta s ' = i ; z " z r— i ; / - V ^ í ; z ' " z : — ' 
Cualquiera de e«tas espresiones imajinarias, elevada á la 

potencia de que dimana, reproduce la unidad, como pojemos 
comprobarlo con el segundo ejemplo, de esta manera : 

27 
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i ±V'-~3V — — T 4 - 3 \ / — 3 4- 9 4-3V—3 __ ___ 

— ——— r . 
v 2 y a 0 
213. Si se nos presentase la ecuación x 3 - h a 3 z r o har ía -

mos xzz—¡32, suponiendo z negativa, de modo que x 3 - f ß 3 . . . 
. . z z — a 3 z 3 ~ K 7 3 z z o ; y como conocemos ya los valores de z 
sacados de z 3 — i z o , en que puede convertirse —z 3 - t - i : zzo 
mudando los signos, tendremos 

x' ——az' zza , —iz—a ; 

je "=-az" =a. . i r l E I , 
2 2 

2 2 
214. Recordemos [ 1 2 0 ] que cualquiera cantidad , com-

puesta de la suma de dos términos, se puede descomponer 
en dos factores, poniendo la rais cuadrada de uno de los tér-
minos en ambos factores por primer término, y por segundo 
la raiz del otro multiplicada por V — 1 con diferente signo 
en cada factor , esto es , 

a m + b n z r ( v ^ - V F V ^ ) . 

Por este medio pudiéramos haber resuelto desde luego 
el tercer ejemplo , porque z 4 — 1 zz ( z 2 — i ) ( z 2 - b i ) . . • 

. . z (z-i) (2+1) (z~V^7) (z+V^i) z o, 
Teniendo la ecuación x 4 ~ t - a 4 z z o sacaremos 

x 2 — a ' V — 1 zz o , 

xzz±\/31 zz ± a V ' - T ; 

> 

\ 



Resulta 

Suponiendo 
a~i será 

se7+a7V—i r o , 

xz=± j / O v - T T - t ^ 4 ! / 7 — I V — T = : ± c i \ / 

x ' = a \ / ( / ~ 7 ; ,7 f / V ^ T ; V—7; 

cuyas espresiones satisfacen a la ecuación 3 c 4 - h i z r o . 

2«5. Es t a multitud de raices de la unidad consiste en una ley general de las ecuaciones, 
3a cual requiere que una incógnita ten^a tantos valores como unidades haya en el esponente 
del grado de la ecuación que ja determina ; pero si la cuestión no admite este número de 
soluciones reales, resulta completada por símbolos puramente algebraicos, que, siendo sometidos 
a' las operaciones indicadas en la ecuación, la verifican. 

2 1 6 . Sigúese de aqui que las raices de los números tienen dos especies de espresiones 6 
de valores : la primera, á qne podemos llamar determinación aritmética, es el número que se 
halla por ios procedimientos ya esplicados £ ' 3 8 j . y es única para cada caso par t i cu la r ; y 
la segunda comprende los valores negativos y las espresiones imajinarias, que podemos desig-
nar con el nombre de determinaciones algebraicas, porque ecsisten soio á causa de la combi-
d s los signos algebraicos. 

V © 

\ 
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L E C C I O N XXL 

De las Ecuaciones comparables á las 
de segundo grado. 

217. Cuando en una ecuación se halla la incógnita solo 
en dos te'rminos , y el esponente, que tiene en el uno , 
es duplo del que tiene en el o t r o ; esta ecuación se pue-
de comparar con las de segundo grado para resolverla por 
el mismo método [ 1 6 7 ] . 

Su fórmula general es xim-hpxmzzq^ en que p y q son 
cantidades conocidas. 

218. Si consideramos xm como la incógnita , ó supone-
mos sc m z« , resultará x 2 , "zzu 2 , y por tanto 

x2m~tpxm-u2-\-pu~q , 
u-—lp±\/(q+-ipa); 

Y en vez de u restituyendo xm, será 
u ~xm——i/' + VCg-M/» 2 ) ; cuya ecua-

ción es de dos términos, porque la cantidad — i p + 
indica operaciones conocidas, que se han de ejecutar con 
cantidades dadas. 

219. Si representamos por a y a ' los dos valores de 
esta cantidad sacarémos 

zza, x w i z 
m . m m , m 

Y cuando el esponente m es par , resulta que , en 
lugar de estos dos valores, hay cuatro por la duplicidad del 
signo , como son 

m m _ m m__ 
x—Va $ x z - \ J a ; x~\Ja' ; x z : — \ V ; 

siendo estos cuatro valores rea les , siempre que las canti-
dades a, a' son positivas. 
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220. Todos los valores de la incógnita se hallarán com™ 
prendidos en una sola fórmula, indicando inmediatamente Is 
raiz de los dos miembros de la ecuación, de este modo: 

m \ 

xzzX/(-ip±\/q + ip*). 
Ocupémonos con algunos ejemplos : 

i ? Si queremos descomponer el número 6 en dos fac-
tores , tales que la suma de sus cubos sea 35 , tomare'mos 

á a por uno de sus factores, y el otro será — - , cuyos 
216 x 

cubos son x 3 y ~T"* Como la suma de estas dos cantida-
des ha de ser 3 5 formaremos la ecuación 

, 2 r 6 K3 --—35 , 
X3 

de que resulta x 6 216—35X3 ó bien x 6 — 3 5 x 3 ~ — 2 1 6 . 
Ahora , mirando á x 3 como la incógnita , sacaremos 

por la regla de las ecuaciones de segundo grado 

=¥± /(^f^) • • • 

3 
y p o r c o n s i g u i e n t e x — v 2 7 — 3 ; 

3 
x—V 8 — 2 . 

E l primero de estos valores da para el segundo factor 

-ÍL—A — 2 , al paso que el segundo valor nos conduce á 

^ - z z — — 3 ; de modo que primero son 3 y 2 los factores 
x 2 
que se buscan, y despues son 2 y 3 , sin diferenciarse ambas 
soluciones mas que por una mutación de órden en los fac-
tores del número dado 6, 

x 



1 2 2 

2? Tratemos de buscar "nn número, tal que, si del cua-
druplo de su cubo se resta cinco voces el cociente , que 
resulta de d iv i i i r 40 por el mismo cubo, el residuo sea el 
cubo del mismo número menos la unidad. 

Bien se echa de ver q u e , llamando z al número que 
se b u s c a , será el cuádruplo de su cubo 4 2 3 , y el quín-
tuplo del cociente de la división de 4 0 por el cubo del 

número será 5 , - 1 2 . , con lo que, restando esta cantidad de la 

otra resultará 4 2 3 — p a r a primer miembro de una ecua-

ción, cuyo segundo miembro, debiendo ser el cubo del mismo 

número menos la unidad, se espresará por z 5 — t . E n su 

consecuencia estampare'mos la ecuación, y haremos el cálculo 

siguiente 

* 4o , 
4 2 — 5 • —— — 2 — 1 1 

z 5 

4 2 < 5 — 2 0 0 =z(z3 — l ) z 3 - Z 6 — Z 

3 2 6 - h Z3 ~ 2 0 0 , 

a * , 2CO 

- - T ± 1 / — 6 — ~ 8 / / 5 

3 

2 2 T • Las ecuaciones, que acabamos de considerar, están 
comprendidas en la ley general, que hemos enunciado [ 2 1 5 ] 
sobre el numero de raices de una ecuac ión; pues que es 

™ m 
necesario multiplicar los valores [ 2 1 9 ] de V a , \ a 1 por la« 

raices de la unidad respectivas al grado ra. 



Asi, tocante al primer ejemplo, sacamos para la ecua-

ción # 6 — 3 5 a ; 3 ~ — 216 , las seis raices 

s u 1 - 3 - 3 ; _ 
— 1 - K \ / — 3 — 3 -+ -3V—3 

x z z _ • 3 — — - — i ; 
a 2 

— 1 — V ~ -x— 3 2 2 

XZZt • 2 = 7 2 ; 

— 1 -h V Z T 
¿ . 2ZZ—14-v x —3 ; 

2 

1 — V tf — 1 1 . 2 ~ I — V — 3 . 
2 

Lo mismo se hallarían las seis raices del segundo ejemplo, 

L E C C I O N x x i r . 

Teoría general de las Ecuaciones. 

£22. Las ecuaciones de primero y segundo grado son ett 
realidad las únicas, que se puedan resolver completamente; 
pero hallamos en las de un grado cualquiera propiedades ge-
nerales, que conducen á su resolución cuando son numéricas, 
y ofrecen muchas consecuencias útiles para los objetos mas 
elevados del Algebra. Estas propiedades se descubren por 
medio de una forma particular con que toda ecuación puede 
presentarse. 

223. Si suponemos una ecuación, que sea tan general como 
pueda serlo para un grado cualquiera, habrá de contener todas 
las potencias de la incógnita, desde la de este grado hasta, 
la primera inclusivamente, multiplicada cada una por canti-
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dades conocidas, y ademas un término enteramente conocido. 

824. Cuando hay varios términos afectos de la misma 
potencia de la incógnita se reúnen en uno solo, como hemos 
presentado f 162J las ecuaciones de segundo grado. Pasanse 
todos los términos de la ecuación á un solo miembro, con 
lo que el otro queda necesariamente igual á cero. Y, si el 
primer término es negativo, se hace positivo mudando todos 
los signos de la ecuación. 

Asi tendremos para representar, por ejemplo, una ecua-
ción de quinto grado 

nx54-px44- qx* -+- rx* 4- sx 4 - t zz o ; 
en que los coeficientes w, r , s, t pueden designar nú-
meros negativos lo mismo que positivos. 

Ahora dividiremos todo por el coeficiente n para no 
dejar otro al primer término sino la unidad, y suponiendo 

—-zzQ, L - R , - i z z S , i - z z T , resultará 
« n n n n 

n n n n n 
. . = z x 5 4 - P x 4 4 - Qx3 4- Rx* 4 - Sx 4 - T~ o. 

225. De aqui en adelante supondremos haberse preparado 
las ecuaciones como acabamos de hacerlo, y representaremos 
la ecuación general de un grado cualquiera por 

x w 4 - P x n ~ l 4 - Q x » - ' -hTx -f- U~o ; 
llenándose el espacio, que ocupan los puntos, cuando se da 
un valor particular al esponente ». 

226. Toda espresion real ó imajinaria, que es igual á 
la incógnita, reduce, como raiz de la ecuación, el primer 
miembro á cero, y por tanto satisface á la cuest ión. 

Sea una de estas raices a , en cuyo caso 



X - a x n + P x n - < a n + P a , ! - ' + Q a " " * -4- Ta + U z i 
Uzz— an —r-Pa.n~1 —Qan~2 —Ta; 

Sustituyendo en la fórmula el valor de U tendremos 

x n ^ r P v , n - 1 - b 2 V — P a " - 1 — Q a n ~ 2 — T a ~ o . . . 

r . / / x P ( x n ~ 1 — a n 1 ) - f - Q ( x w - 2 — a * " s ) +T(x—a) = o ; 

cuya ecuación, siendo divisible por x—tf, demuestra serlo la propuesta, que es igual á 
227. Para sacar el cociente no hay mas que poner en lugar de las cantidades 

x ti n an, P(xn-l—aT2~l), Q(xn-*—an-2), V e , T(x—a) 

el cociente, que da cada una dividiéndola por se—0, como 

~ x n ~ l + a x n - 2 - h a 1 1 " 1 ; 

ve P(x» ' ) __ p^«-, + pax
n 3 +Pan-* . 

x—a 

OiKn~~ 2—~an'~t) 
íT- - zz . 

x —a 

T(x—a) _ 
F ; x—d 

De consiguiente 



XH+. Pxn~l-±Qxn-~2 -\~Tx+U 

x- es 

Xn~14- ax» - a 4- o » s . . . . 4 - 1 

Pxn - 4 + Paxn~ 3 . . . . 4 - P a " ~ « 

x—a S 

f 4 - r . 

228 . Es t e cociente sé podrá representar por s " - 1 4 - B e . , siendo 
+ Q ' z r a 2 4 - P ^ 4 - Q 4 - B e . , y tendremos 

que queda 
satisfecha de dos modos siempre que X—a —o ó que x 7 ! ~ ~ * P ' x " ~ 2 x 1 2 ~ ~ s ~ o . 

229 . A h o r a , si esta ecuación x " ~ I 4 - P'xn~i ~\-Q'xn~3 4 - &c.rzo tuviere una raiz su 
primer miembro será divisible por x-—b, con lo que xn~* 4 - P ' x r t " ~ * 4 - & c . z i ( x — b ) ( x 1 l ~ 2 . . • 
. . 4 - P " X " - 3 4 y por tanto Pxn~l 4 - 1 +P'xn~* 4 - . . . . 
. . —(x—¿?)(x—b)(xn~~* ¿-P"xn~ 34~£¿?c.); luego la ecuación propuesta se puede verificar en 
los tres casos de x—¿zzr.o , ó de x — ¿ n o , ó de xB ~ 2 4 - Pux1l~"i 4*-

2 3 0 . Asimismo, cuando la última ecuación tiene una raiz c , su primer miembro se 
descompondrá en do» f a c t o r e s , x — e , x , , ~ 3 4 - P' x"~~44-Bc'.:z:o ; de manera que 

Continuando con el mismo raciocinio sacaríamos sucesivamente factores de lo» grados 



n—4, n — n — 6 , &c. ; y si cada uno de ellos , igualándolo á c e r o , tuviese una r a í z , 
se daría á ia ecuación propuesta esta forma : 

—a)(x—b)(x—c)(x—d) . . . . . . (x—/); descomponiéndola 
en tantos factores de primer grado como unidades tuviera el esponente n de su g r a d o , y 
pudiendo verificaría de n modos, con hacer X—azz o ¡/X—bzz o//x—c~o//x—d—o/j&c.... 

. . / / a r - / = o . 
2 3 1 . E s de advertir que estas ecuaciones componentes no deben mirarse como verdaderas 

sino al ternativamente, y que caeríamos en contradicion manifiesta si supusiéramos que podían 
verificarse simultáneamente ; pues que de x — a~o sacarnos a , y de X—bzzo deducimos 

b, cuyas consecuencias no pueden concordar á un mismo t i e m p o , siendo a y b cant i-
dades desiguales. 

2 3 2 . Habiéndose descompuesto el primer miembro de la ecuación Xn-\-Px'l~1 -+-&C.—O 

en ti factores del primer grado , x — a , X — X — x — d , &c., X—/, 110 puede tener 
otros del mismo. Con efecto, si suponemos el primer miembro divisible por x — t e n d r e m o s 

x"-\-Px"~t ~ (x—a)(xn~~l -\-px7:"~~*, y por consiguiente 
(x-a)(x~-b)(x--c)(x—d) { x — l ) — ( x — y si xzza, 

se desvanece el primer miembro de esta ecuación, como también el segundo, que se convierte 
desde luego en -f pan~ * ; p e r o , como a y a. se suponen desiguales, el 
primer factor a—a no es nu lo ; luego el otro a72~1 +pau"~ &c. es el que debe serlo, y 
por tanto la cantidad a resulta necesariamente raia de la ecuación x"~~l 
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de que se sigue que su primer miembro es divisible per x—¿7, y que 

-^px11""1 -4- Be . =z (x—a)(xfl~~2-\-p'zn~~3-t- B e . ) , dedueiendose 

«)(*—b){x—<?)(*—d) (x—l)~(x—*Xxn-t-*-px"-~2-)rttc.) . . . 

< * - * ) ( * - . ) ( * - J ) ( * - I ) = (*-*)<X-aXx°rr^P'*H-> + . . . 
X ——U 

. . — ( * — a ) ( s 6 n - 9 + p ' x n - s •+-Be.). 

233 . Del mismo modo probarémos que el segundo factor 1-\-p'x" 3-+-Bc. del st* 

gundo miembro debe ser divisible por X—b , lo que reducirá la ecuación anterior á 

[x—c)(x—d) 
x—b 

Y continuando de este modo quitaremos sucesivamente del primer miembro y del se-
gundo ti—— 1 factores , no quedando en el primero mas que X—/ y en el otro solamente 
A-—-a, esto es X—l—x—a, ó bien J r ra . 

Ded 
ucese , p u e s , que una ecuación de un grado cualquiera no puede admitir mas di-

visores binómios de primer grado que unidades tuviere en el esponente de su grado, y que 
no puede , por consiguiente , tener mayor número de raices. 

£34 . Considerada una ecuación como producto de un número de factores x — a , x — 
x — c , x — d , B e . , igual al esponente de su g rado , tomará la forma indicada Í . 1 2 8 J , con 
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la modificación de ser los términos alternativamente positi-

vos y negativos. 
Limitándonos , por ejemplo , á cuatro factores , ten" 

dremos 
x 4 — t f x 3 -\-obx1—abcx+abcdzzo* 

—bx^-^acx1— abdx 
—-ex3 +-adx2—acdx 
—dx*-\-bcx2—bedx 

+bdx* 
-\-cdx2 

Como los segundos términos de los binómios X — a , 
X — x — c , Be . son las raices de la ecuación, tomadas 
con signo contrario ; las propiedades demostradas en gene-
ral [ 1 2 9 ] , se verificarán en el presente caso de esta ma-
nera : 

E l coeficiente del segundo término, tomado con signo 
contrario , será la suma de las raices : 

E l coeficiente del tercer término será la suma de los 
productos de las raices multiplicadas de dos en dos : 

E l coeficiente del cuarto término , tomado con signo 
contrario, será la suma de los productos de las raices mul-
tiplicadas de tres en t r e s , y asi de los demás , cuidando 
de mudar el signo de los coeficientes de los términos, que 
están en sitio p a r : 

Y el último término , sometido como los otros á esta 
ley , será el producto de todas las raices. 

235. igualando, por e jemplo, con cero el producto de 
los tres factores x — 5 , X-+-4, x + * 3 , formaremos la ecua-
ción x 5 + - 2 x 2 — 2 3 X — 6 o n o , cuyas raices son - f - 5 , — 4 , — 3 5 

su suma se compondrá de 5 — 4 — 3 = — 2 5 
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la de sus productos de 
dos en dos 5 . — — 3 — 4 . — 3 = 7 — 2 0 — 1 5 4 - 1 2 = — 2 3 ; 

y el producto de las tres 5 . — 4 . —311:60. 
Esto es lo mismo que deduciríamos de los coeficientes 

2 , — 2 3 , — 6 0 , mudando el signo á los del segundo y 
cuarto término. 

Si igualamos á cero el producto de los factores x—2, 
X—3, la ecuación resultante xs—195:4-30=10 no 

tiene término afecto de x2 , potencia inmediatamente infe-
rior á la del primero, y le falta este segundo término, por-
que la suma de las raices , que tomada con signo contra-
rio forma el coeficiente de este término, es aquí 

ó bien porque la suma de las raices positivas es igual ú la 
de las negativas. 

236. Al considerar una ecuación como formada por el 
producto de varios factores simples ó de primer grado, hemos 
probado £ 2 3 3 ] que no puede tener sino un número de ellos, 
señalado por el esponente n de su grado; pero, si combinamos 
estos factores de dos en dos, formarémos cantidades del se-
gundo grado, que serán también factores de la ecuación pro-

' r r r o"! n ( n — O puesta, y cuyo numero se espresara [11 2 5 0 ] por — 

Así , el primer miembro de la ecuación 

X4—ax3 -\-abx2—abcx-t-abcdzzo , 
—bxz 4 - a c x 2 — abdx 
— ex3 4-adx2 — acdx 
—dx3 +bcx2—bedx 

4 - b d x 2 

-t~cdxz 
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que es el producto de 

(x—a) X (x-rrb) x 0 X(x~d) 

se puede descomponer en factores de segundo grado, de las-
seis maneras siguientes 

(X—a) (x—b) X (x—c) (x—d) ; 

(X—a) (X—c) X (X—b) (x—d) ; 

(x—a) (x—d) X (x—b) (x—c) ; 

(X—b) (x—c) X ( t f — « ) (X—d) ; 

( t f — O — d ) X ( f f—0) (ar—c) ; 

( x — c ) ( x — d ) X (x — a) ( x — b ) ; 

y resulta que una ecuación de cuarto grado puede tener seis 
factores de segundo. 

237. Combinando los factores simples de tres en tres, se 
formarán los divisores de tercer grado de la propuesta ; de 
modo que, para una ecuación del grado rc, será [ I I 2 ¿ 8 j s u 

n(n — 1)(« — 2) - i i i numero i-v L : y asi de los demás. 
2.3 ' J 

L E C C I O N XXIII . 

De las Ecuaciones de tercer grado. 

238. Como las ecuaciones de tercer grado pueden ser 6 no 
completas, se presentan bajo una de estas cuatro formas : 

x3 p — o; x3px+qzz o; x3+pxi-+-q — o ; 
x' px

2-v- qX-h r = o. 

\ 



«3 9- Respecto á la primera o , pasarémos la cantidad conocida p al segundo ^ 

miembro y estraeremos la raiz cúbica, con lo que tendremos uno de sus valores; pero, como « 

todo radical de tercer grado ha de tener [ 2 3 3 ] tres valores, y se sacan los otros dos mul-

tiplicando la primera raiz [« 12] por — ^ y Por ' ^ ^ •> resulta 

xli—\J—j>. ' 3 ; x"'=z\/-p 
2 2 

240. Tocante á la segunda forma tf3 -f-px-Hjzzo, supondremos j f 3 + z , y sacaremos 

¿c3-h/>x+-g zz m3 ~ o //«3-f-z3-t-g-h(3z«-4-/>)(tt-fz) zz o ; 

cuya ecuación queda satisfecha siempre que u 3-f-z3-f-^zzo, y que ^zu+p—o. 

De estas dos ecuaciones la última nos da z zz — y sustituyendo este valor en la otra, 

haremos el cálculo siguiente: 

« s 4 - z 3 - h o z = t t s -~t-í7 z z o , 
27M3 

tt6-t-2M3 i ^ - Z Z O , y 
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z 3 ~ - q - u 3 , ^ . 3 • 

/> j . " X ZZH-J-Z, 

2 = V ( - á ? + V V - t - T V 3 H 
# , 

Observemos qaa z * — — f n o se diferencia de u3 ~—\q±yiql-\--¿fPJ s i n o e n s l 'gno del radical , por lo que una 
Opresión lo deberá tener negativo cuando ia otra lo tenga positivo-,. y al contrario». 

24.1. A fin de hallar los otros dos valores de la raiz , qiia se sacarán [ 2 1 2 ] con las multiplicaciones de u y de z por 1 J'~ ^ , se 
. .. 2 

Ejecutará , para no equivocar el signo del r a d i c a l , la operación siguiente 5. . 

— o , 

p — —3ÜZ ; 

u3 -\-z3 q~o 
_ 3 v i 1 

} 3 j- X3 -\-px-\-qzz X3 —3UZX—«3 3 — o 
q¿— — 

X ~ U -+- Z , 
# U 2 — o 

# 3 — w 3 2 3 
£ = * — UZ-Y z* — o y 

X — Ur—Z 

2 | / V ) 2 2 2. 

- 9 

30 
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Y las tres raices serán x' = V(—I^W^^TVPO+VÍ—VJg^^O ; 
- 1 4 - V ^ 3 t r , 

X' 
2 

r 

v ( - i * 4 - V J F T T ^ O - + • — - 3. V X - ^ - V ^ ' + T V P ' ) ; 

V ( - Í 3 + V i F T P r f O , + k - i i - ^ I r ^ F X 

242. Antes de pasar adelante advertiremos que á cualquier ecuación , -como 

se puede quitar su segundo t é rmino , suponiendo la incógnita igual á otra justa con el coeficiente del mismo término , tomado en sentí 
P 

con t ra r io , y dividido por el esponente de Ja ecuac ión , esto e s , X—.z 

Asi tendremos 

xnJrPxn-í 4- Qxn-' +&c.=z(z— ?-Y+P(z- % ) V < 2 f z - - - B e . = z w - P z " - " P 2 z r t ~ 2 4 - B e . r r \ n' \ n / \ n / 2» 2» 
+ P z n ^ x — P 2 z " - 2 . + B c . 4 - Q ' a " - 1 - ^ . 

n 

4 - Q z ? ' ~ 2 — B e . 

r z + ~ , y resul 
11 

P \n P ó»""1 „ / P 

P Si el segundo término de la p^puesta fuese negativo haríamos x : z z 4 - — , y resultaría 
n 

.Xn~~~Pxtí 1 4 ~ 2 B e . ~ í z . - j - - j ^ p A ^ — j + Q _ y < ? . = % w 4 - P V - ' - í í f , : 
\ « ' \ n ' \ n / 2ti 2n 

— P z » - 1 — Ü Z l L p 2 ^ - 2 — B e . 4 - Q a"""2 -+- B e . 
n 

4 - Q 2 4 - B e . 

« 4 3 . E n este concepto, para resolver la ecuación x 3 4-¿>xa4- <7rz o de la tercera forma, supondremos tfzzz—y calcularémos asís 
3 

cuya ecuación se resuelve [ 2 4 0 y 2 4 T J como la fórmula # 3 4-/>x-f-<7 o , pues carece de segundo término. 
244. Lo mismo se practica con 1* ecuación xz 4 - / > x a r ^x 4 - r = o de la cuarta forma, haciendo también xzzz^-í-, de que resulta 

3 



qz^—ipq 

4- r 

que se resuelve igualmente por la fórmula # s 4- px 4 - <7 — o. 
245. En las tres r a ices , que dejamos espresadas [241] por los valores de x ' , x" , , observaremos q u e , si es posit iva, no h ibrá 

mas raiz que sea reai , sino se ' , cualquiera que sea el signo de y las otras dos x" , x'" serán imijinarias ; porque, no comprendiendo 
en cada una de estas el radical de tercer grado una misma cantidad, no po.:ran destruirse los productos, que resulten de la multiplicación 
de estos radicales por 4 - V ^ J y — , y serán [119] imajinarias las espresiones. 

246. P r o , si tuviésemos x3—px-\-qzzo , en que p es negativa, el radical de segundo grado ^somet ido al de tercero, estaría espresa-

do por V * ^ 2 — ¿ j f 3 , que todavia sería real cuando > />3 , y por tanto resultaría real el valor de é imajinirios los de ar", a?'" 

como anteriormenie. 
247. En el caso de ser se presentan á la vista las tres raíces bajo una forma imajínaria ; pe ro , desenvolviéndolas como 

corresponde en la potencia fraccionaria •§, se halla finalmente que las tres raices solo contienen cantidades reales. Con motivo de venir es-
presados los valores por un nú¡n?ro indefinido de términos, y no poderse , por t a n t o , hallar las tres raices sino por aprocsimacion , ss 
ha dado á este caso la denominación de irreductible. 

248. Con efecto, suponiendo — i q — a, —-T17p*-\-\ql — —b2, <5 bien \/(~q* ~t7?z) — — ¿ V ^ T , tendremos 

,2 2 2 2 

2 2 2 2 

Aqui necesitarnos hacer uso [ 1 3 t j del binomio de N-uton, aunque no hemos demostrado todavia que su fórmula sirve también para las 
potencias fraccionarias y h s negativas. Haciendo, pues, [ ' 3 3 ^ en ella m — j- sacarémos 

V \ 3 a 9 a ' 3 4 a 3 ¿ 5 a 4 3 " fl5 3" a» 3 ' . « ' 3 ' ° a ' ) 

(a — b V — í ) . J L \ / ~ + í . i* + -i Í ^ . í ! 4 ^ = 7 + ^ . t l + :374 _935 
\ 3 tf v « fl3 3S a* y ^ c 3 9 n 7 3 1 0 a15 / ' 

31 
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siendo la *uma de ambas ecuaciones ' .. , 

\ a2 £ 4 3 a4 6 5 6 1 a6 5 9 0 4 9 a* J 

.r b* b«' b6 bS \ * ( 14-0,111 i n . — — 0 , 0 4 1 1 5 2 . 4-0,023473 —o,o 1^5834.-,-4-Be. , 

cuyo valor es real por haberse destruido entre si las imajinarias. r" f - • 

249 . Ahora buscarémos las otras dos raices, guiandonos por las indicaciones anteriores [ 2 4 8 ] : 

Ya hemos sacado el valor de la espresion contenida entre los primeros corchetes, y vemos que el de la espresion comprendida entre 
los segundos es la diferencia de dos séries hal ladas, que no tienen mas diversidad que Ja de signos contrarios en los términos pares, y por 
consiguiente su diferencia es el duplo de estos mismos términos de la primera sér ie ; de modo que 

* " : = — § { ( < M - b v / Z T T ^ C a - i , V ^ ) * } . 2 a ? ¡ ' i + J . - Ü . l § L . h l _ 4 - B c . V 
\ 243 a* 6 5 6 1 a 6 5 9 0 4 9 ¿í8 ' 

_ V J l _ 3 3 " 3® O ' / V 9 .0» 3 4 3 A 4 6 5 6 1 a ^ 5 9 0 4 9 FLB I 
, 4 V I ~ - I V — I / & 5 I I J 52 A5 3 7 4 £ 7 , . . \ i t b* b•> b6 

I 2 7 ' Z R + A < - } = 1 ( T + O , . , , . , , _ _ 0 , o 4 I , 3 2 — - + 0 , 0 1 3 4 7 » - ^ • 
I 

0,0,5834 - ( t - 5 ; + o,o9o334tl -0 ,057003 5 1 + £ í e . ) . q u e t M l b i e „ es un v . o , reaI. , 

250. Para hallar Ja tercera raíz L240J 

consideraremos que no se diferencia de la secunda «¡nr» «n ai . . S i aegunaa sino en el diverso sentido del T¿RM;NN A T ' i • 
mudando el signo de este t é r m i n o , resultará e ¡ v a l o r de o r m i n o de ia ul t ima espres ion , y por t a n t o , 

0,041152 - ^ r " 1 " 0 » 0 3 3 4 7 2 ^ r r 5 8 3 4 ~ 7 - + - • • • 

, 1 8 5 1 8 5 — 4-0,090534-^l—o,057003-^4-Be. j 5 que es asimismo real. 
* * \ ' 3 > ^ ^ ^ 
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Las espresiones, en que hemos hallado el valor de las r a i ce s , no pueden ser útiles sino cuando sean converjentes, lo que 

T Jjl ¡ji 
requiere que < i ó bien pues de lo contrario sus potencias , —_ , irían creciendo. 

252 . Para mayor ilustración propongámonos el ejemplo de buscar un número tal que el esceso de su cubo sobre el triplo de su cua-

drado de' el duplo del esceso del ' mismo número sobre 3 . 
E s evidente q u e , siendo t el n ú m e r o , será la cuestión / 3 — 3 Í 2 — 2 . ( / — 3 ) , y calcularemos a s í : 

* 3 — 3 * 2 — 2 H - 6 = O , 
[ 2 4 2 ] Supongo t zz x - f | zz x - h i , . .» t3 — 3Í 7 — ó zz x 3 h - 3 * 2 4 - 3 x 4 - 1 zz x 3 - 5 x + 2 zz o ; 

— 3 X 2 — ó x — 3 

-—2X—2 
•4 6 

[ 2 4 0 ] Fórmula x 3 q — o v r p zz — 5 , . . . ^ P 3 zz -*-7- . ( ~ 5 ) 3 = — V y 5 
x 3 — 5X ~r 2 zz o j I 5 zz 2 , . • . 3:9a zz ^ . 2 2 zz 1. 

Como < T y P 3 n o s h a l I a m 0 9 [ 2 4 7 ] e n irreductible, y por tanto [ 2 4 8 ] haremos « z z — — — \ . s zz —1 , 
n a 

. . ZZ i zz— -I-I : de consiguiente — zz | | : ( — i ) 2 zz - |f m zz , y siendo — > 1 no sirven las fórmulas halladas [ 2 4 8 ] , porque s e -2 7 7 O q 2 l. - q 

rían [ i 6 r ! di-verjentes. 

2 5 3 . Recurriremos, p u e s , á otro mé todo , como es el da buscar los divisores del último término d? la ecuación x3 —*• $x -V 2 zz o , que 

son 1 , 2 , — 1 , — 2 ; y sustituyéndolos en ella, veremos que solo £ZZ2 la satisface, y que es divisible por x — 2 ; de modo que 

í ' - S x + i - ^ ^ - c , 
X — 2 _ 

arzz — i + \ / ( i + i ) zz —-i ±\<2 zz 0 , 4 1 4 2 / / —2,414-2 ; 

Jc 'zzí , . . . f / J zzx ' í 4-rzz2-+~izz3 ; ¿c"zzo ,4 i42 , . . . f"zzx" 4 - 1 — 0 , 4 1 42 + ^ 7 , 4 1 4 2 ; x':'~— 2,4 r 42 , . . . í ' ' 'zzx'"-h-í zz — 2 , 4 « 4 2 - h i z z — 1 , 4 * 4 2 » 

2 5 4 . A veces se puede conseguir muy fácilmente el objeto, inspeccionando, corno hemos dicho [ 1 4 0 ] , la planta de la cuestión, según r e -

sulta en este ejemplo observando los factores : 

í 3 — 3 í ° z z 21 — 6 / / ( Í - 3 ) zz «C*—33 * 

t' — 5 = 0 , . . . t' zz 3 7 

( í 2 — a ) ( f — 3 ) zz o ? . . • «A"* — 2 z z o * . . . t" z z V z zz 1,4142 y 
t'" 2 ——2 zz o , . . . í" ' zz —»Va zz — 1 , 4 * 4 

( V e á s e la Coleccion sesta de problemas».) 
S i 
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L E C C I O N X X I V . 

De las Ecuaciones de cuarto grado. 

i ? 
5* j c 4 4- p X 2 + q x - ± - r z z o ; 

255. Estas ecuaciones se presentan bajo una de las ocho formas siguientes: 

í x * — p \ 2? X 4 - h p x 2 - h q — o ; 3? 3 + , q —O ; 

1 pA-'- t-^ar-t-rrro ; 6? a:4
 -+• p x * - h q x 2 - h r z z o ; 7? a;4 4 - 4 - g x 4 - » " = 0 ; 

A; 4 4 - p x 4 - G = O ; 

8 ? x 4 4 - p x 3 4 - q x 2 -+-rx 4 - S N O . 

La última ecuación, que es la completa, se reduce á las demás considerando como cero los coeficientes de los términos, que fa l -
tan á las incompletas. _ 

256. Ya cabemos [ ' ¿ r a ] sacar la raiz de y también r 2 2 o ] la de x 4 - \ ~ p x 2 + - q z i o . En cuanto á las demás las considerarémos [ 2 4 2 ] 
despojadas de su segundo té rmino , con lo que adquirirán la forma x * - \ - p x 1 -+-qx~t r =z o . 

257 . Supondremos que esta ecuación procede de la multiplicación de dos factores completos de segundo g rado , esto es , 
x ' ^ - p x 2 4 - qx 4 - r — { X 2 - \ - A x + B ) ( x 2 4 - A ' x + L ' ) ~ o ; 

y procurarémos determinar Jas cantidades indicadas por Jas btras mayúscuhs , igualando los coeficientes de la propuesta con los coeficientes 
homólogos del producto de los factores , de esta manera: 

p-B+AA'^-B1- B—A'+B' 

q — A'B -+-AB1 — AB'—AB , 

. . B' zz A2 -\-p—B ; 

. B'= JL+B¡ 
A ' 

B'=± + B 
A 
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B B ~ \ 

# + 3/)^ -+- p* A2 — q* =4rA* r 
A ^ i p A ^ + i p t — ^ A ^ — c i 2 = o , 

Supongo =r z ,. .. . A6-{-2pá*~ir(p2— ±r)/V — — z2 +zpz2-±-(p7>— 4r)z—-g2 =z o. 

Es ta ecuación z 3 2 / > z 2 - + - ( / > 1 — 4 — q 2 — o se llama la reducida, y como 2>" están espresadas en valores de A, se conseguirá., 
c®n el conocimiento de esta dirima can t idad , determinar los coeficientes de los factores de segundo grado. 

258. Coasiderarémps como conocidas las cantidades A^ B, A\ B y haremos el cálculo siguiente : 

t x - W x - H . f i o 5 

*== —iA±^{%<4%—B) - — i V ( A 2 — 4 B ) , 

x ^ H - ^ ' x - f - S ' ^ o , 
x.zz — i A ' t i V i A ' * — ^ ' ) ^ 

, . . ... — 2 — 

Si hacemos, para abrev ia r , i \ / z z z m , ¿ Z—2P-+- ' 2 — 2 / ) — - p - . y — / / ; sacaremos x z r q T m + A . , 

lúe dan los ocho valores 

3 T 

> 
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h , xzz — w—h , # z z m 4 - ¿ , xzzm—h, xzzm-hh', xzim—h' , xzz—m—h'< 

259. Con estos ocho valoras se pueden formar tantos sistemas de raices # ' , , como combinaciones se pueden hacer con 

ocho cantidades tomadas de cuatro en cuatro, que [ I I 258J son —Z-Í^'JL. zz j o; pero es necesario reconocer cual de estos sistemas es admisible. 

Desde luego vernos que , no teniendo x * -+- p x 2 - + q x + r z z o segundo término , y siendo el coeficiente de este término [129 y 234] 
igual á la suma de las r a ices , deberá resultar # ' 4 - x';' X^zzo , cuya propiedad solo se verifica en los cuatro sistemas siguientes i 

~ — í x' zz—«24-/1'; ,sc' ——m -4 h ; ac' z z—m— h^ 
x" zz—ftj — h ; .2?" ——m—// ' ; x " z z m — h \ ac" zz m-+-h ; 

flH-ft'.? x'11 zz m~\-h ; *"w = —w+A'-; zz—w* 

ac'̂ zz m — 6 ' ; 3c'"zz m—% ; x " z z »»—//'.; ¿'"zz: m +.A7, 

Reducidos ya á estos .cuatro sistemas tendremos presente que en 1a propuesta [Va 9 y 2 3 4 ] el coeficiente del tercer término ha de seT 

la suma de los productos de las raices multiplicadas de dos en dos, el del cuarto término debe ser la suma de los productos de las raices 

multiplicadas de tres en tres con signo contrario , y el del quinto y último término constará del producto de todas las ra ices; cuyas con-

diciones solo se satisfacen por el primer sistema, en que [ 2 5 8 ] , siendo ¿*zzi:f—<T5— 2/>4- — L ) , / / / 2 z z g Y — 2 p resulta 
^ Vz y V %'z / 

\ £ \ / z 2 \ /Z ' 

„ . +(—m-h)(m+h'){m-V) zz h*)zz\J¿[ — — i / > — - L , 4 - £ S ~ K P - O ) = V i " . — - i = = — g ; 
\ 2 \ / z 2 \ / z / V z 

V 2 V z / V 2 V 2 

. zz — — V; y como [ 5 5 7 ] es zzzÁ7 y A* -3ripA7¿^p'í -—\zzBB'—r\ 
\ z / V d* ' 

sacamos 

\ Z \ ¿í/ r 

S o n , p u e s , las raices x'zz—w+ft; x"zz—m—h ; xv'zzm -\-h'; x^zzm — h'. 
a5o. Como estos valores dependen [257] de la reducida 2,3 2/>z2 4 - (/>l—4*")z — 92 — 0 9 T 1 3 tien^ tres Taices z ' , z ' " , resultaría^ 

doce valores de tf para una ecuación de cuarto g r a d o , que solo puede tener ¿,233j cuatro; y por tanto será suficiente sustituir un solo 
valor de z , de modo que 
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5 . ti - j * . 1 ' ? ' •' 

jc,v— m—h'z: ~V"z- \ ^ / í z — — y j ^ ) ' esPresara'n cuatro Ta'lcei 

de xt-hpx1-*- qx-\-r — o . 
2 6 r . Resta, ahora ecsaminar la naturaleza de estas raice*,, según los, signos, y la magnitud de los coeficientes p , q , r . 

Veamos de que especie pueden ser Jos valores de z , que suministre- la reducida y , como una ecuación de tercer grado ha de tener 
[ 2 4 5 ] una raiz. real y dos imajinarias , ó bien [ 2 4 7 ] sus tres raices reales, siempre se podrá tornar para z un valor r e a l ; pero se necesita 

saber si este valor será positivo 6 negativo para conocer si V a " será real, ó imajinaria. 

Observemos, que el último término de la reducida es , que permanecerá negativo, sea cual fuere el sentido de q. Ademas , siendo 
el producto de todas las raices [ 2 3 4 ] tomadas con. signo contrar io , no. ha podido formarse sino por tres factures nega t ivos , ó por dos 
positivos y uno nega t ivo ; de consiguiente las tres raices son. posi t ivas , <5 dos son negativas y una positiva. 

262. E n el caso de ser z una cantidad positiva tendrá un valor real, y la otra parte o f r e c e r í * e s t o s ' resultados.-

i ? Si p y q fuesen positivas será — s — 2 P f ^ j imajinaria. 

2? Si p fuese n e g a t i v a , esto e s , ptz—p' se tendrá ^ / l — x HK 2 p* - L j cantidad real cuando 2/>'>z-t~—'L,. y espresiom imajinaria 

cuando 2 p ' < z 
V t \ 2 ' ' 

3? Si fuese p positiva y q negativa* esto es, qzz—q', resultará | / ( ^ — z — i s p - b - ^ ) cantidad real cuando > z-±ip,. y espresion 
• 2 ct' -
imajinaria^ cuando - ~ < z - 4 - 2 p « . 

\/ z 

4? Si p y q fuesen negativas, esto es,, p ^ r — p " y — t e n d r i a m o s — 2 + 2 / / -+- "7?-) cantidad rea l cuando 2 < ^ < r 

y espresion imajinaria cuando z> 2p' Al mismo tiempo* ' ^ Z se convertiría en - i í . ^ cantidad real 

cuando 2¿>/> 2 , y espresion imajinaria. cuando 2p' 
V * * V2* 

•5-4: 



263. E n el c2so de ser z negativa las cuatro raices ^ ^ serán todas imaginarias. 

264. Y en el caso de que tengamos — z — 2 p ~ ~ o y también — . 3 ^ 4 - . ¿ i — 9 , Jas raices de la propuesta sera'n iguales de dos en dos.-

26,5, De estas observaciones sacamos las consecuencias siguientes : 

Una ecuación d? cu-jrto grado puede tener todas sus raices reales 6 imajinarias, ó bien dos reales y dos imajinarias. 
2? Tiene dos raices reales y dos imajinarias cuando la reducida no tiene sino mía raiz real. 
3'? Tiene sus raices todas reales ó tojas imijiaarias, si la reducida, teniendo- sus t res : raices reales y cayendo ea el caso irreductible, m 

tiene sino raices positivas, ó bien si esta misma reducida no tiene sino una rais positiva. 
266. Hagamos aplicación á los ejemplos : 

1? — X 2 4 - 23Í — 1 — o ; 
C/> i r — 

[ í j ó j Fórmula o " 
— X24-2X-

• r — o l 

1 ~ o í 
q — 2 ; 
r ~ — 1 ; 

q — 2 > , , . . z s 4- 2/>;,4-(¿>* — — = 2 3 ~ 2 2 * 4 - 5 Z — 4 = o ; 
r = — 1 i ' b . 

Supongo z—«4-f , . . . z 3 —2za4-#—4 ~ » 3 4 - j j A i i — | 4 o 5 

[240 ] Fórmula x 3 4 - / > ' x 4 - g ' — o 
u 3 + Y « - { } = 0> ( — — f y 

:iiH} , . . . «=^ - i • -1 yr^TW^p-j+\y¡ - i.-H- • 
. . z = f V ( í 7 4 - V I 6 2 O ; ^ - | V ( « 7 — V l ó a o j — 0 , 3 3 3 ^ . =zj 5 

z m u 4- f , 

« — 1 3 • . • z ~ j + J = Í ; 

| ' i " V t - - I ^ t ^ ^ : » ^ ^ ) = — 



<y~ „ y mm ̂  - <-, r , ,-t 

, • • • » " = i = § • v r + i ' - i + ; v = 3 t 

? = - ! I , . . > = i v r - i = i v r - i • V t ~ ' + » - • = 

Ç ZZ 2 J . 

a? A'4 — l a x * — 8 x 4 - 2 — 0 ; 

[ 3 5 6 ] Fórmula 4 - /»je4 4 - qx 4- r z : o ^ 1 2 ? 
2 o / 1 • • • \ q~— 8 ; X4 I 2 X — Ü X 4 - 2 — O j ) 1 <»r — , 2 5 

P = 12 ? 
9 zz— 8 > , . . . x 3 - ^ 2 / ) 2 2 4 - ( i > * — 4 r ) z — z r z s — 2 4 2 , 4 - I 3 6 z ~ ^ 4 = o Î 
r zz 2 i 

3 

Supongo z — « 4 - 8 , . . . A ' — 2 4 Z 2 4 - 1362 — 64 — ( « * _ ¿6)«:Z:O / " , ' _ 
(.« zz ± V 5 6 zz V5Ó f¡ — V 5 6 

2 zz « 4 - 8 , 
» n o , • • • 2 zz 0-4-8 zz 8 ; 

p = - 1 2 L • • = — 3 v « 4 - i f / ( - 2 - 2 / ) 4 - = - í V 8 4 - â V / ( ~ 8 ^ 3 ' ^ - ^ I f / ^ - ^ ^ V C ^ V â ) ; 

? = - 1 2 l , . . . = - i . 

q zz— v 

9 z i — 8 J. 

En esta ejemplo no hemos usado de la fórmula « zz V ( t - i ? ' 4 - VJ^7* 4 - t V P ' 3 ) + V ( — I « ' — V Í 9 ' 1 "+• T7P ' 3 ) , porque de la ecuación 
(M*—56)« zz o hemos sacado « zz o , lo que ha sido suficiente para determinar el valor x 'zz «4 -8 zz o4 -3 zz 8. Con los otros dos valores d* 
« z z V í ó / / — V ¿ ó " hubiéramos sacado z"=.«4-8^8-^56"» 2-'"z:tt4-8 ~ 8 — P e r o ÜO ha sido necesario emplearlos. 

/ ** * . 3 Í 
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L E C C I O N X X V . 

De ¡as Ecuaciones comparables d las de tercero y cuarto grado. 

367. Esta LECCIÓN puede considerarse como una continuación de la XXI , pues ambas •llevan el objeto de Tesolver ecuaciones superiores 
por ei mismo método que otras de inferior grado. 

A las ecuaciones de tercer grado se pueden comparar las que tienen estas formas xln-*-pxn-h^zio, x3"+pxt;i-+-q—o, x3n+px*">+-qxn-\-rzz o ; 
porque, haciendo x n ~ í , sacamos [ 2 3 8 J las fórmulas 

*3n+p^qzzí3-hpt+pzo ; x3n+pxtn+qzz t3 +pt2 +q zz o ; x3"+pxtn +.qxn+r zzt3 pt* +qt+r = 0 ; 
n « _ n _ 

7 también XzzVT', X—\Zt', Xzz)/t"'- Como cada una de estas tres ecuaciones suministra o valores para 5;, será 3« el -numero total de raices 
según corresponde. 

268. Tomemos por ejemplo la ecuación w1 ¿ h 1 6 1 i u f —7 o , y suponiendo « 8 — f , haremos este cálculo 

« , 4 - 5 H i 6 + i I « 8 — 7 = Z Í 3 ~ 5 Í 3 + I I / — 7 — o ; 

Supongo j z z x - i - j ^ 4 - i i í — \ y — t * -+ zzo 3 
— ¿v 1 5 o v L i l «5X y x 9 

+ I I X + V 

— 7 

[ —A. _ L 3 — _L_ f JL V — — • 2 — 5 1 4 

[ 2 4 0 ] Fórmula x3-»- px -+• q zz o 7 ; ~ 3 ' 2 7 ^ ~~ 2 7 V 3 ' ~~ "27" 27* ~~ 27 ¿ ' 
a c 3 - t - — o ^ " ' ) __ 5 6 # ^ j _ g _ / i ^ 5 6 y a _ _ 2 8 2 _ 7 8 4 

Respecto que en la ecuación X3 .« x í 6 _ Q e j coeficiente pzz\- es positi vo , tendremos [ 2 4 5 ] una raiz real y dos imajinarias} 

y como la raiz s ' se saca sustituyendo, en ja f ¿ n n i J j a resolución [ 2 4 1 ] los valores — — — — , — o 2 = = v — í>3 — • t 
a ' 2 7 ' 4 ' 2 7 1 ' j 2 7 r ~~ 2 7 2 j 

las raices obíieaen multiplicando l o s TadiCales de tercer grado p o r — del modo que se ha ensenado [ 2 4 1 ] , deduciremos 

- i 9 - )= V ' ( - " I 7 + V ^ g ^ ) - 1 / ( - £ - v ^ ^ l ^ H " = 
2 > T" i 



> 

ns 
z - f í » . • t ' ~ x ' = — f - f > T = » = » •> —I = 0 ; 

, . . . í" r j f " + f -z i - H \ / - - 3 + f = a - l - V — 3 — , . . . w 8 —3 — V ^ J - o ; 

, . . . i ' " - * " ' - * - ! - - V - T z z a » , . . . « 8 - 2 4 - V " = ^ - o ; 

Teniendo presente cuanto hemos dicho [ a i s á 2 1 5 ] sobre la multitud de raices de la unidad, y el modo de estraer las de una ecuación [2 t o ] como xm—am~o^ y de otra [ 2 1 4 ] como am±bn-.zo, sacarémos 

— i z z o , . ..MU: / / / / V - I / / - V - I H v V — i " / / — v V — 1 / / - v - v - r / / - V Z ^ z r r 

- 2 - \ C " 3 = o , . . . « = \ / ( a - i - V — 3 ) . I / / V ( 2 - h V — 3 ) — I / / V ( 2 + V - 3 ) . V - I / / V ( 2 W - 3 ) . - V - i / / V ( 2 + v / - 3 ) - V V - , / / V ( 2 4 - V — 3 ) * — 
g g g <8 \ 8 ——— g g 

869. Cualquiera de estos valores satisface a' la ecuación « M — 5 « i 6 + H « 8 — 7 — o , y para mayor convencimiento haremos con el último, que parece el mas complicado, la comprobacion siguiente 

m 1 6 z i ( 2 — V H J ) 3 - 4 — 4 V H 3 __ 3 = i — ; 

« a 4 z r (1 — 4 V ^ 3 ) ( í - . V ^ ) — 2 — V ^ — 4 . 3 — — 1 0 — ; 

1 0 — p V ^ J ) 8 _____ 
„ 1 6 - , _ 4 V c t j > í • »» « * • — —7ZZ — I 0 ^ - 9 V — 3 — 5 ( 1 — 4 V — 3 J - M I ( 2 ^ V — 3 ) —7 — 2 2 — 2 2-f - (2o —20) V - 3 = 0 . 

u s zz 2 — V— 3 } 
Si trasladamos al primer miembro el segundo de cada una de las 24 ecuaciones resultantes [ 2 6 8 ] , y las multiplicamos unas por otras el producto será la propuesta* 

2 7 o . Propongámonos otro ejemplo con la ecuación / 4 8 4 - 3 f 3 * 4 - 3 * 1 6 126 zz o , siendo t l 6 — u : 

* 4 8 4 - 3 * ® 4 4 - 3 * 1 6 4 - I 2 6 z z N Á - 4 - 3 « 2 - + A 3 « - + - 1 2 6 z z o ; 

Supongo « = = i . . . 11*4-3«* - h 3« 4- 126 — a 3 — 3 3 c — 1 zz x s 4 - i 2 ¿ z= ó ^ < é ¿ se zz V — 1 25 = — 

4-33C2— 6 x 4 - 3 
4 - 3 * — 3 

4 -126 

# 4 - 5 
* - 4 ± V ( V —95) = 4 + i v ~ 7 5 // s . 

^ — , . . . zzx ' — i z z — 5 — I z z — 6 z z / / ' 6 , . . . r ' z z V 1 1 ^ ; 

1 6 
. . . - . = V - y a . . . . . - 1 / 3 + V - 7 g 

a » r a ' 

3 á 
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, . . . — Z ¿ —I—1—'75
=V'i», . . . t>>'- \ 6 / * — \l—7S 

2 V 

E n este ejemplo no hemos empleado las fórmulas de resolución de tercer grado [ 2 4 1 ] , porque, habiéndose convertido la ecuación propuesta en ia de dos términos jc3 4 - r 2,5 z:o, se ha dividido esta por la de 
primera raiz x- f .5—o, y ha resultado el cociente cc2-— - \ - 4 - 2 5 — o , que hemos resuelto como ecuación de segundo grado. 

16 I V " r " l 6 / ~ ^/ZT^T 
Si multiplicamos cada uno de los radicales í ' = : V — 6 , ~ , - — — por las 16 raices de la unidad, tendremos los 48 valores que satisfacen á la propuesta. 

271. E n punto á las ecuaciones comparables con las de cuarto grado , las consideraremos bajo estas formas 

X*n+px3,!+q~ O, = o , * 4 ; ; 4- />x 3 W 4-9X 2 W 4- r zz o , x*n+px*n+qxn+ r zz o , x*n+px*"+qx2TI+rxn+s zzo ; 
las cuales, haciendo se convierten [ 2 5 5 ] en 

X^^px^'-^q — t ^ p t ^ q — o; x4n^-px1:+q — tA-hpt-\-q~o ; £4n +-px2"-\-qx" 4 - r z z í 4 4-/>?2 4-<?f 4 - r z z o ; 

X*1l-±px3n+-qxtn + r~ í 4 4 - / > í 3 4 - ^ 2 4 - r z : o ; x*n-+-px*w4- qxn+rzzt* +pt3 4 - 9 / 4 - r = 0 ; -£$ía"4-W 4-5 — 0 ; 
»_ n « « . 

y se saca a ; — V i ' , X—\/t"« XzzK't'", x—'S/t'". Cada uno de estos radicales nos da n valores, con lo que obtendremos el número 4 » , que corresponde de raices. 
372. Entremos en los ejemplos, siendo el primero « 4 ° — 6 z t 3 ° 4 - 7 " s ° + 61*10—ÍJ—o bajo la suposición de « 1 0 z z f , y hagamos este calculo 

u * ° — 6 u i 0 + 7u20+6ut>°—ü~t* — 6 í 3 4 - 7 ? 2 - h 6 ? ~ 8 - o ; 
Supongo — 6?3 4 -7X 2 4 - 6 ; — y x 2 + -i-fzzo , 

*<'zz—4-

__ . 4 /(-L3-V 2 5 - 1 3 " t 1 2 _ n i 
~ T V w / — i — 4 " 1 1 * * 

* zz ± V y / y ± V Í = ± 4 / / + Í 5 

4 - 1 = i 4 - 3 zz 4 z z « 1 0 , . . . u zz V 4 ; 

= + 3 z z - 4 4 - i z z - i z z « 1 0 , . . . « z z V ~ ; i 

y'//.— i. . . íc'íl 1 3 I I 3 . „10 * — í • * • * • K T -J- — -J- -7- -J-ZZ 2 U , 
1 o 

. . « zz v a ; 

ff"zz—r . . . . | z z — { 4 { zz 1 z z « 1 - , . . . « zz V 1 
1 o 

Multiplicando estos cuatro radicales por las 10 raices de la un idad , sacarémos los 40 valores, que satisfacen á la propuesta. 
Como en este ejemplo ha resultado la ecuación x 4 — V * en q u e , hallándose la incógnita solo en dos términos, el esponente que tiene en uno es duplo del que tiene en o t ro , hemos 

suelto [ 2 1 7 ] esta ecuicion por el método de las de segundo grado. 
273. Sirva de segundo ejemplo i a ecuación u6 2 1 U > J 2 — 6 - M 4 z : o , suponiendo y calcularémos de este modo : 

Supongo t - z x + l- , • . . * 4 — 7*3 4 -211 2 — 2 p í 4 - i 4 = x 4 4 - ¥ x - 2 4 - V * — í | i = o 5 



: 

[ 2 5 6 ] Fórmula je4-*- px2 4 - qx r z o i 
• « 

+ 2pz7+(p*—4r) + y a 2 + V57 2 

3/> = 2 . y = y ; 

• ( T ) + — Ü L t l i Z 
6 4 

14.7 

! ¿ 7 . 
16~ ' 

6 4 

• • 2
 3 y 2t <r2 i »47 z O.J&.S: — -4 - - r Té z 64 - S 2 i 

S I .2 ? S 

T6 
14 7 

3 — 8 — 0 , . . . s ~ \ 8 — 2 ; 

J - 4 
+ ló 

e x 6 4 
14 7 l O i j 

— - ¡> u 

6 4 

. je' - — I V z - h t - ¿ v t -

ç 7 S 4 ? 
9 . 7 — i « . Z 4 4 ' 

= - I V í + s V ( — i — s . V V + 2 • T 

I V a - + = _ 4 V Ï - I V ( - 4 

i v r + i \ \ ~ x - 2 t - = i V 3 F + W ( - * 

a • T 

a r 
Ï 

- i ; 

- t — i V T r 
2 r , a 6 \ TT -+- 4 ) 3. . * 

X • i 
i t 

V ) 

V ) 

-1- -4-
4 ' a 

1 V — 1 2 — i - h V — 3 ; 

' 4 ^ 4 

2 

- I 

• V - 3 , . . . « " ' = * " ' + J -

i.OJ — . •, 
r 6 — 

u16 , . . . u — \ 2 i 

1 A 
tt * 1 . . . u 

r * 
Z V . z í i 

1 6 

37 

à 
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Con la multiplicación de estos .cuatro radicales por las 16 raices de la unidad se obtienen ios 64 valores, que satisfacen a' la propuesta. 

L E C C I O N XXVI. 

Be las Ecuaciones numéricas. 

274 . Ecsaminemos el caso de una ecuación , cuyos coeficientes sean números enteros , y el de su primer termino la unidad. 

Representarémos la ecuación por x*2 4 - Pxn~~"x 4 - Q_x,t~^2 4 - T x ~hU — c , 

a an a11 ~~1 an—1 a 
Si sustituimos un quebrado irreductible en lugar de X , será . . . . . . . . —-J - P—fj—j"^ Q • • ••••4" — o , 

Mul t ip l icando todos los te'rminos por el denominador del primero resultara' a n -4- Pa1l~~lb + Q a f / ~ ~ * i > 2 . . . . .-{-Tab""1-t-Ub" ~ o , 

Y se le puede dar esta forma . a" +b (Pan~l 4 - Qan~2b ) = o . 

E n esta ecuación su primer miembro tiene dos partes enteras , de las cuales I3 una es divisible por b , y la otra no puede serio, 
pues a y b son entre si p r i m e r o s , de consiguiente no pueden destruirse rec ip rocamente ; l u e g o , en el caso p ropues to , las raices reales no 
pueden espresarse por fracciones , sino que han de ser números enteros ó inconmensurables. 

275 . Aqui jse echa de ver Ja ventaja , que resulta de quitar los quebrados de una ecuación , ó hacer sus coeficientes enteros , siendo 
el del primer término Aa unidad. Es to se consigne suponiendo la incógnita igual á otra dividida por el producto de todos los denominadores 
de la ecuación, haciendo las sustituciones oportunas y multiplicando todos los términos por el denominador del p r i m e r o , como en este e j emplo : 

i ax bx c 1 

Hago , . . 
mnp 

w — 

. X3^ 

m 
ax2 

til 

n 

bx 
4 

» 

P 

P m 3 n i p 3 

Multiplicando por el denominador del primer término será z3 -\-anpz2 -+-bm2np2z-\-cm3n3pizzo. 
Cuando los denominadores m, n, p tienen divisores comunes basta suponer z part ido por el número mas pequeño , que pueda d i v i -

dirse por cada denominador. 

Si todos los denominadores fueran iguales á m, haríamos x ~ ~ con lo que resultaría z 
ni 

ax2 bx c z3 az2 bz c 
- i 1 — ) 1 — o , 
m m m m3 m3 m2 rn 

2 3 4- az2 -i-bmz-frcm'lzzQ. 
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276. Ahora consideraremos q u e , si a es la raíz de ía ecuación xn-+-Pxn~1 + j^Tx A-U zz o , 

tendremos a ' ^ P f l 7 7 - " 1 4 - Q ^ f » 4 - Ta 4 i7 = o , 
U-~un—Pu"-1 ~ Q ; í « ~ l —T,7 Í 

y será a necesariamente un divisor del número entero £ / ; de modo que bastara', cuando es te número tenga pocos divisores, sustiruirlos sucesi-
vamente en lugar de X para reconocer si h propuesta tiene una rais en números enteros, 

Sirva de ejemplo % 3 — 6 x 8 4 - 2 7 * — 3 8 — 0 , cuyo último término no tiene mas divisores que 1, 2, 19, 38. Si los ensayamos positiva < 
negativamente hallarémos que únicamente el número entero -+-2 satisface á la ecuación, EST0 e s , JC — 2 ; de manera que 

X3 — 6.\"a-4-27X — 38 , a 

X—2 
A; — 4 x 4 - 1 9 =R O , 

_ x = i ± V 2 i — 2 + V — l 5 5 
y las tres raices serán x'~ 2 ; # ' / n : 2 4 - V / — » , 5 ; x'" — 2 — V — f 5. 

277. En los casos de ser muy penoso este procedimiento por Ia multitud de divisores del último término, podemos recurrir á un método 
que se funda en las condiciones de ia ecuación U~—a"—Pa"~l-~.Qa7¿~~2 — Ta, 

Sea por ejemplo x4 Qx2 4 - Rx 4 - S zz o , y designando a la raiz , 

resultará a* 4- P " 3 4 - Ra 4- S z= o , 

S zz — R a — Q a 1 -—Pa*—a4 , 

— z r — R — Qa —Pa2a3-¡ debiendo ser - - un número e n t e r o ; 
a a 

-
 J f

 ' ' ' S 
Tendremos t-R z z — Q a ~ P a 2 — 

a 
S S r haciendo, para abreviar, _ 4 - ü = Rserá R'— ~ R zz—Qa—Pa2—a3, 
a a x-

~ z ; — Q — P ^ — a 2 , debiendo ser un número entero ; 
a a 

R' Tendremos f -Q z= — P a — a * 
a ' 

R' R' 
' suponiendo — + - Q z : Q ' será Q ' z r ~ - 4 - Q z z — P a — a \ 

a w , „ _ 0 . . . . . . . . . . . . • 
Q' . , Q' 
— z z — P — a , debiendo ser • - un número e n t e r o ; a 7 a 7 
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O' 

Tendremos +P — 
a 

O' O' 
y haciendo + será . P'z= — 4 - P ~ — < 1 , 

a a 

t 
a 

P' 
h i z o , 

a 

¿era , pues , a la raiz de la propuesta si satisface á las ecuaciones 

t + R - R ' , ~ - 4 - Q z r Q \ - - 4- P-P' , — 4 - 1 = = o- - b * :aitt i ' 

De aqui se sigue que , para a s e r r a r s e de si uno" de los divisores a del último término 5 puede ser la raia de la ecuación p ro-

puesta , es necesario 

i ? Dividir el último término por el divisor a, y añadir al cociente el coeficiente del término afecto de x. 
2°. Dividir esta suma por el divisor a , y añadir al cociente el coeficiente del término afecto de ar . 
3? Dividir esta suma por el divisor a , y añadir al cociente el coeficiente del término afecto de Xz. 
4? Dividir esta suma por el divisor y añadir al cociente la unidad-, que es coeficiente del término afecto de bi el resultado 

es cero será a la raiz. * 
Estas reglas son aplicables 4 las ecuaciones de un grado cualquiera ; pero no debe hallarse el resultado c e r o , sino cuando se haya 

llegado al primer término de la propuesta. _! * ' ' ^ 

278. Hagamos aplicación á un ejemplo numérico en la ecuación A*4—9a;3 4-23JC1 — a o a ^ ' á — 0 ? e n ° .u e P—~~ 9-> Q — — — 

Divisores del último término [ I I 2 7 6 ] positivos y negativos a-zz 4 - * 5 / / ^ 5 / / - V 3•//-+- 1 / / ~ > — 5¡í ~ 3 - » 

Cocientes del último término dividido sucesivamente por todos sus divisores. . , - ^ - i z — z z 4 - i / / 4 - 3 / / S/J ¡ • ó ' ' 
* a A 

Adición del coeficiente de ff con los cocientes anteriores R —-4-R-— — 2 0 = : — 1 — 1 7 / / — 1 5 / / — »3/ / 2 1 * 
a a 

Cocientes de los números anteriores por su divisor correspondiente 

'V-

Adición del coeficiente de x 2 con los cocientes anteriores Q 'z r ? - 4 - Q z z — 4 - 23 = 4 - 1 8 4 - 1 8 / / 4 - 5 8 1 

arriba, omitiendo los que no son enteros . . . . . — _ z : — 5 íi — 5ÍI + 35 5 

— t j 
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Cocientes de los mineros anteriores por su correspondiente d i v i s o r . . . . . . . . 

Adición del coeficiente de xz con los cocientes anteriores . . . . P' zz — 4 - P — 

a 

Q ' . o - Q L - , 

Cocientes de los números anteriores, por su correspondiente d i v i s o r . . . . . . . . . . . 

P' 
Adición de la unidad con k>s cocientes anteriores. + 1 

4- 6//-4-1 3/7—58 ; 

— 3 / 7 + 9ÍJ ; 

— 1//-+- 9 / / + 6 7 ; 

0 / / + 1 0 # + 6 8 . 

Como el único resultado igual á cero es el que está debajo del divisor 4 -3* s e signe que la propuesta nô  tiene otra raiz comensurable 

sino x zz 3,1 y que es divisible por x — 3 . 

n r „ X4—OX 3_j_2 ^X2 — 20X4*-r/5 ,3 , ^ 
Con efecto J L — O X 1 - ^ ^ * — 5 — Q. 

Pueden omitirse en el cuadro los divisores + 1 y — F , que ?e ensayan mas facilmente sustituyéndolos desde luego en la propuesta. 

2 7 9 . Propongámonos otro e j e m p l o con la ecuación x 3 — 7 x 2-4-3 6 i z o , en que P Q — o , Rzz^6. 
Después de visto que los números + 1 y —1 no satisfacen á la ecuación» formaremos un cuadro semejante al a n t e r i o r ; y como fal ta 

en ella ei termino afecto de x , se omite la tercera l ínea , q u e solo seria r e p e t i c i ó n de ]a segunda. 
fl= + 30/7 + * « / / + W / + 9 / / + 6 / / + 4 / / + 2 f / - * / / — 3 / / — 4 / / — 6 / / — 9 / / — i 2 / / — 1 8 / / — 3 6 ; 

J L z z * ~ z z + 1 / / 4 . 2 / / + . 3 y / + 4 / / + 6 / / + 9 / y + i 2 , / / + i 8 / / ^ i 8 / / - i 2 / / - ~ 9 ^ - 6 / / - - 4 / / - - 3 / / - ' ; r 

P ' z z ^ - ^ P 
a. 

q : 

F ' 

a 

Q-zz 
a' 

a-

-4- 1 

+ 4//+ 9 / / + 9// + 4// + 1 ; 

- 5 / / ' + 2 / / + 3 / / - 3// 

— 1 / / + 1 / J - 1 / / + '// + 1 ; 

0// 2 // -f-2 ; 

y con efecto 6 ) ( * ' - 3 ) ( t f + 2 ) ' 
280 . Hay otro método, que,, á pesar de ser algo* engorroso por haberse de buscar }0s divisores de varias can t idades , y de estar sujeto 

á tanteos,, conviene saberlo por su sencillez y c la r idad , y porque conduce á descubrir los factores de segundo grado. 

Supongamos que uno de los divisares del ultimo término sea a , ei cual forme con X el factor a de una. ecuación r . ; ' --a. ¡H 

en ella sustituimos sucesivamente xzzi , xzzo , « z : — 1 , serán las cantidades, en que t raasforme el primer miembro * • 
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visibles por 1 + 0 , a , — i -4- a , que esfan en progresión, cuya diferencia es la unidad. !De consiguiente ninguno .de Jos divisores del úl-
t imo término puede ser el número a que buscamos, sino es medio proporcional , con la diferencia i , entre otros divisores de los números, 
que resultaren por los supuestos de x~ r y de xzz—i. Si esta circunstancia tuviere lugar en varios divisores del último t é r m i n o , a' que 
se reduce la propuesta por la suposición de x ~ o , haremos x ~ a., y entre los divisores de su resultado veremos los que sean mayores en 
una unidad que los respectivos á la suposición de x~i ; y luego se hará la misma comprobacion relat ivamente al supuesto de X——a ó 
bien de x ~ 3 si fuere menester. Bien se deja entender que cada uno de los divisores de] último término se iia de ensayar en el sentido 
positivo y en el negativo. 

2 8 1 . Apliquemos este método á los siguientes e jemplos : 

X3 - b 3 tf * — 4- i o ~ o 
-Suposiciones. Resultados. 

* Divisores. Progresiones." 
x— 1 ó 1 , 2 , 3 , 6 3 6 
# — 0 ,10 1 , 2 , 2 5 
j f — — 1 20 1 , 2 , 4 , 1 0 , 20 1 4 

xa vuiiuv-uijiuj ;ijui -ociia muii i ciisujai" ia UIUJIUU pur uir<j lacior que x - f 2 y x~t-5 •> pero no ¡saDemos -si amoos toaran caDai 1 a 
división. Por tanto corresponde suponer se — 2 , que produce 1 4 , cuyos divisores son 1 , 2, 7 y 14 ; y como ninguno de ellos es 4 no 
se puede continuar Ja primera p r o g r e s i ó n , al paso que 7 continúa la segunda. E s , p u e s , X-\-$ el .factor .buscado., como lo ¡manifiesta 

esta operación,; " ' * X" + 33; — 8 3 : 4 - 1 0 
~x2 — 2X 2 HO , 

.—_ 

Xzzi + V - I , 
.X 

2? X' -X• 
'Sup. 

X— 1 
X— O 
XZZ— I 

16a;2 4 - 5 5 * ? — 7 5 = í > * 
Result. 

36 
7 5 

144 

Divisores. 

r, 2, 3 , 4 , 6, 9 , 12 , l 8 8 3 5 

3^ 5Í i 5 i 7 5 
1 4i 

Progresiones. 
— 2 

— 3 
— 4 

— 4 
— 5 
— ó . v 6 i 9 , 12 , 16, 1 8 , 24, 3 6 , 48 , 7 2 , 1 4 4 _ f. f | 

Ahora hago s e r r a , de que resulta 2 1 , entre cuyos divisores 1, 3 , 7 , 2 1 , no se halla 5 , con que se habria de continuar la primera 
p r o g r e s i ó n ; pero se hallan — 1, 4 - 7 , — 3 , Con que se continúan las otras. Para comprobarlas supongo x i z — 2 , que da 2 2 5 , cuya cantidad 
no es divisible por —7 como se requiere para la cuarta progres ión; pero .lo es por — 5 y 4 - 3 , con que se continua la segunda y tercera? 
luego solo pueden ser los factores buscados j c - 3 , «4 -5 . 

Asi es que 6 * J j ± 5 5 * - 7 5 „ 4 - g x « — 1 0 * 4 - 3 5 _ ^ , , _ ft 

x= 3 ± V -
11 
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a § 2 . Cuando la propuesta no pueda resolverse sino en factores de segundo g r a 'd° nos valdremos de un método semejante al que aca-
bamos de esplicar. 

Representemos por xx^-bx 4 - c el divisor de la propuesta : hagamos sucesivamente x—i , x~i , x~o , X~—x , x~—2, y las can-
tidades resultantes serán divisibles sucesivamente por 4 4 - 2 ¿ 4 - c , t^b-i-c, e, 1 — 4 — 2 ¿ 4 ~ c , en que se transforma el divisor 

E n t r e los. divisores del resultado procedente de x~2 habrá un minero, que representará y si de cada uno de estos 

divisores se resta 4 , alguno de los. residuos representará 2fr 4~c : habrá también entre lQs divisores del resultado de x~ 1 un número, que 
represente 1 -4-6 4 - c , y restando de ellos la unidad, se hallará en los residuos h - h ? • e°tre los divisores del último término de la propuesta, 
á que la reduce el supuesto de tfzzo, habrá uno que representará c: entre los divisores, qUe correspondieren al supuesto X~—1, se hallará 
— b + c despues de quitar á cada uno la un idad; y en la se'rie de los divisores dima^dos del supuesto tf zz—2 se hallará 4 — 2¿?4-c, de 
que restando 4 , algún residuo es presará — 2 Cada di visor, cuando se torna como minuendo, debe considerarse positiva y negativamente. 

E s de observar que 26 4-? , b-^-c , e , — — f o r m a n una progresión por equidiferencia, y por tanto no se deben elejir en-
tre los residuos sino los. que sean así proporcionales. Como el que correspondiere al supuesto Xzzo representará c , y el que proviniere 
de JCZZI será 6 4 - c , sacarémos. el valor de b restando del que espresa b-4-C ^presentado por C, y quedará determinado el factor 
xx-l-bx c zz o . Si ocurriesen dadas se hará <$ bien X z — 3 para desechar 1JS progresiones que 110 puedan continuarse* Bien se habrá 

entendido que la cantidad sustraible de los divisores es el cuadrado, del valor de X. 

283 . Hagamos aplicación del método á los e jemplos: 
1? x 4 - 1 2 x 4 - 5 — ° ' 

Sup R é l 1 Duisores Cuad. Restas. Progresiones. 

X z 2 1 •> 3 Í 0 •> ' 5 % — 19 , — 9 * — 7 1 — 5 1 —3 * — 1 , 1 , -f- 1 1 ~ 3 4 - 1 — 5 4 - I I 

tfz: 1 9 1 3 * 9 1 — 1 0 , 4 "5 — 2 9 0 , 4 - a , 4 - 8 — 4 0 2 4 - 8 
0 5 r •> 5 0 — 5 * — 1 % 4 - 1 , 4 - 5 — 5 — I 4 - i 4 - 5 

X— ~ 1 * .5 r n 3 •> $ t — 1 6 , - 6 , — 4 , — 2 , 0 , - 4 - 2 > 4 - 4 * -h T4 — 6 — 2 4 - 4 4 - 2 

Xz: — 2 33 1 í 3 1 r í 9 33 4 ~ 3 7 % — 1 5 , — 7* — 5 , —3 * — 1 * 4-7 1 4 H 29 7 — 3 4 - 7 — 1 
Desde luego se conoce q u e , siendo 5 el último término de la p r o p u e s t a , pueden servir las cuatro progresiones. H a g o , pues „ 

x — 3 , sale 2 3 , sus divisores 1 y 2 3 , el cuadrado 9 , y las, restas — 3 2 , — 1 0 , — 8 , 4 - 1 4 ; pudiéndose solo proseguir con — 8 y 4 - 1 4 

las. dos últimas progresiones. 
rn . _ _ . 

-2 — i z z ^ - 3 - , con lo que $2-bbx 4 - e zz x2—3x4-1 zz o ; 

8 — 5 zz 3, con lo que bx 4 - c zz x* 4 - 3 * 4 - 5 zz o ; 

E f e c t i v a m e n t e (xx—3x4-1) ( X X 4 - 3 K 4 - 5 ) ZZ 3 X 9 5 Z ; o«,. 
4 a 

Tenemos, c 
í ) + ¿ , 

y también c : 
b 4- c." 

ií 
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2? — e x 4 + x 3 — ¿x 2 — 8x— 2 n " o ; 

Sup. Res. Divisores. Cuad. Restas. Progresiones. 
X ~ 2 3 ° r , 2, 3 , 5 , 6, 10, 1 5 , 3 0 4 ™34> — 14, — 1 0 , — 9 ' — 

—6, — 5, —3, —.2, — r , + 1 , + 2 , + 6 , + 1 1 , 4 2 6 — ó + 2 -+<5 
XZ= I »5 i i 3i 1 - 1 6 , - 6, — 4i — 2, 0 , + 2, + 4 , 14 — 4 0 4 - 4 
xzz 0 2 i* 2 0 — 2, — 1, 4 - 2, 4 - i — 2 — 2 4-2 
X— I 3 3 

/ 1 — 4, — 2, 0 , a 0 - 4 0 
XZ=—2 78 f , 2, 3 , 6 , 13, 2 6 , 3 9 , 7 8 4 - 8 2 , — 4 3 i — 3 ° Í — 17, — 10, — 6 , — 5, —3, — 2 , — T, + 2 , 4 - 9 , + 22-> + 25i + 7 4 + 2 - 6 —2 

Supongo x ~ 3 , su resultado es 3 7 , los divisores r y 3 7 , el cuadrado las restas — 4 6 , — 
continuar la primera progresión, siendo — 8 término de ella, de modo tjue 

— 2, y por tanto tf2-+6x+crzz X2 

10, —.8, + 2 8 , con que solo se puede 

c 
b+c . b — — 4 + 2 •2X 

Así 
•2JC" )X—2 

X —• 2X-
xz 33c + r . 

•2 zz o 

L E C C I O N xxvir. 
Re50ilición de las Ecuaciones por aprocsimacion, 

284. Si bien todo calculador lleva la mira de sacar cabales los valores de la incógnita, tropieza a' veces con ecuaciones que dejan burlados 
sus in:- ntos^ y necesita recurrir á métodos de aprocsimacion que se fundan en el principio siguiente: 

Luanda dos c'antidades, sustituidas en una ecuación á su incógnita, dan dos resultados de sentido contrario, podemos concluir que una de 
las raices de esta ecuación se halla comprendida entri ambas cantidades, y es por consiguiente real. 

S e a , por e jemplo, la ecuación x 3 — 13 x 2 — 1 = 0 . 

2 , . . . X3 — l 3X7-ir7X~-l = 8 — 1 3 . 4 4 - 7 . 2 — i z= 2 2 ~ 5 3 — — 3 1 ; 

2 0 , . . . — -h?x — 1 zz 8000 — 1 3 . 4 0 0 4 - 7 . 2 0 — r — 8 * 4 0 — 5 2 o r zz: 4 - 2 9 3 9 ; de que se deduce 
que esta ecuación tiene una raiz real comprendida entre 2 y 20, esto es, x > 2 y x < 2 o . 

285. Reunamos de un lado los términos positivos de la p ropues ta , y de otro los negativos, presentandola así x 3 4 - f x — • ( i 3 x z 4 - 1). 
Esta cantidad ha resultado negativa, haciendo x r : 2 , porque en esta hipótesis x1 + 7X < i 3 x s - + - i j¡ 8 + 7 . 3 < 1 3 . 4 + 1 / / 2 2 ^ 5 3 ; y se 

ha hallado positiva, suponiendo x zz 20, porque entonces tf3 4-7X 13 sea + 1 fl 8 0 0 0 4 - 7* 20 13 «400 +- r ¡j 8140 2>¿¿oi. 

Las cantidades tf3-+-7x y 1 3 X 2 1 aumentan cada una por su parte cuando damos á x valores cada vez mas grandes , los cuales se 
pueden tomar tan próesimos como se quiera unos de otros ; de modo que podremos hacer que crezcan las cantidades propuestas por grados 
tan pequeños como se juzgue conveniente ; pero Una yez que la primera de estas cantidades, siendo desde luego menor que la segunda, ha 

C V Supongamos J 
l * 

» 
o 
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resultado despues mayor , es evidente que tiene un incremento mas ra'pido que la otra, por cuyo medio compensa el esceso, que esta úl-
tima tenia sobre e l l a , y la traspasa ; de consiguiente hay un momento en que ambas cantidades son iguales. 

E l valor de x , sea el que f u e r e , c u j a ecsistencia acabamos de p robar , y que da 
A;3-1-7ÍC = I 3 X Z - H I , 

ofreciendo x3 HH —(13*:2 4 - 1 ) = o , 
Ó bien X3 — ¡ 3 X 2 - \ - ¿X — 1 z r o ; es necesariamente la raia de la ecuación propuesta. 

286. Lo que decimos de la ecuación particular x3 — i 3 X z 4 - ?x — 1 z z o se puede aplicar á una ecuación cualquiera, cuyos términos p o -
sitivos designaremos por P y los negativos por N. Sea a el valor de x •> que ba dado un resultado negativo , y b el que lo ha dado 
positivo : estas dos circunstancias no han podido verificarse sino porque , en virtud de la primera sus t i tuc ión , sacamos P < N , y por 
la segunda P > i V ; y habiendo P escedido á A/", deducimos como antes que ecsisfe Un valor de x comprendido entre a y b , el cual 
da PzzN. 

287 . Según el raciocinio espuesto parece que los valores aplicables í x debían ser ambos positivos 6 ambos negativos, pues que. siendo 
de diferente sentido , el valor negativo hace mudar de signo á los términos de la propuesta , que contienen potencias impares de la in-
cógnita, y por consiguiente las espresiones P y M no se componen del mismo modo en una sustitución que en otra. Sin embargo desapa-
rece esta dificultad haciendo # z z o , por cuyo medio la propuesta se reduce á su último té rmino , que ha de ser necesariamente de sencido 
contrario, al resultado de la primera o segunda sustitución. 

Si tenemos, por e j emplo , la ecuación 

haremos < 
( X — 2 , « 

y suponiendo- o , . 
de modo que son de distinto sentido los resultado* de x zz o y de x 

Si hacemos x ~ — z tendremos 

—3x2— 0 ; 

X 4 — 2X 3 l5X—3 — 1 4 - 2 — 3 4 - 1 5 — 3 z : 4 - ? 2 ; 

X 4 — 2 X 3 
» 5 » — 3 = 1 6 — 1 6 — 1 2 — 3 0 — 3 z z — 4 5 ; 

X 4—2X 3 ~3x2 — iSX—3—' ~ ~ 3 9 

•2X3— 1 , 5 ^ - 3 1 5 2 — 3 ~ o , * . • ^ - + - 2 2 * 4 - 1 , 5 . * ; 
. 3 

W+Z'y 

Cuando 2 = 0 , . . . , f + + * 5 * - o * | ^ , , P < N „ 

y cuando . ( f = = + + * + p > N i 
: 3 z z 4 - 3 = 3 + 3 = 6 

d® que se deduce que Ta ecuación de 2 tiene una raiz real comprendida entre o y -fc-i, resultando de aquí que la ecuación en * la tíenfc 
entre o y — 1 , j por tanto entre 2 y —1». 

4 1 
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288. Observemos que, sea cual fuere el grado de una ecuación y sus coeficientes, podemos siempre tomar un numero , que sustituido á la 

incógnita, haga el primer término superior á la suma de todos los otros. 
E n lugar de la ecuación Xm -h Pxm~l + -^-TxhUizo tomarémos, como la meno* favorable, xm—>Sxm~~1—Sx'n~~2 —Sx,— S— on 

representando — S ei mayor de los coeficientes P , Q, . . . . . . . . T, Í7, y tendremos 
x m — S x m - 1 — S x m ~ 2 —S* — S - x m — S ( x m - 1 ^ - x m - 2 + 

•m—i Sxm S 
1 6 1 ] x ^ + ^ - ^ + j c + i i : * — , . , , — 5 = x ' * — S í * z r - , J x — I se 1 * — X X i 

r - SMm S • 
Poniendo M en lugar de X , . . . x ' ^ S x ^ 1 — S x » - * —Sx—Szz Mm— - h ; 

° Ai— t M — í 
S\ltn SMm S S SMm 

cuya cantidad se hará positiva suponiendo Mm =-A , pues que entonces Mm --h zz — , y si Mm zz — — se divide 
m — l M—i 1V1—i M — i ¿vi—i 

por Mm resultará i zz , 
1V1—t 

+ luego, sustituyendo en lugar de x el mayor coeficiente de la ecuación aumentado de la unidad, se hará el primer 
término superior á la suma de todos los otros. 

Sigúese de aqui que las raices positivas de la ecuación propuesta están necesariamente comprendidas entre o y S - f - i . 
289. También se puede hallar del mismo modo un límite á las raices negativas, para lo cual es necesario sustituir — z en lugar de x en 

la propuesta, y hacer el primer término positivo [224J si resultase negativo. Es evidente que, por esta transformación, los valores positivos 
de z corresponden á los negativos de x, y reciprocamente. Si R es el mayor coeficiente negativo despues de esta mutación, se¡¿ R-+-1 un 
límite de los valores positivos de ¿, y por consiguiente — R — 1 será el de los valores negativos de X. 

290. En fin, si quisiéramos obtener para la menor de las raices un límite mas aprocsimado á cero, sustituiríamos en lugar de x en 
la propuesta, y prepararíamos la transformada en z como ya [ 2 2 4 ] sabemos. Y, siendo los valores de z inversos de Jos de correspondería 
el mayor de los primeros al menor de los segundos, y reciprocamente ; luego, designando «S'-t-i el límite superior de los valores de z, tendremos 

z<zS'+j // ¿<S'-hi, 

291. Sí tomamos un número M tal que el sentido de la cantidad Mm~¡~PMm-1 QM'*"2 -\-TM±U dependa de su primer término 
sucederá que , cuando el esponente m sea impar, el término Mm tendrá el mismo sentido que el número M . E n este concepto, si el 

último término U es positivo, y hacemos x z z — habrá un resultado de sentido contrario al que da la suposición de #zzo , de que se infiere 
que la propuesta tiene una raiz entre o y — M * esto es, negativa ; pero, si el último término U es negativo, haremos x z + M , lo que da un 
resultado de sentido contrario al de la suposición de sezzo, en cuyo caso la raiz se halla entre o y 4 iVi, es decir, positiva. De esias obser-
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raciones se deduce que toda ecuación de grado impar tiene necesariamente una raiz real de sentido contrario al de su último término. 

292. Cuando la ecuación propuesta es de grado p a r , el primer término Mm resulta positivo , sea cual fuere el sentido de M, y no p o -
demos asegurarnos, por los medios precedentes, de la ecsistencia de una raiz real, siempre que el último te'rmino lleve el signo 4 - , pues, sea que 
bagamos xzzo ó bien x~z + M , sacaremos constantemente un resultado posi t ivo; pero, cuando el último te'rmino es negativo, hallamos, por las 
suposiciones de j c : z - í - M , jczzo , jczz—/V/, tres resultados afectos respectivamente de los signos 4 - , — , -4 - , y por consiguiente la propuesta 
tiene á lo menos dos raices reales en este caso, la una positiva comprendida entre M y o , y la otra negativa contenida entre o y — M ; 
luego toda ecuación de grado par, cuyo último te'rmino es negativo, tiene á lo menos dos raices reales, Ja una positiva y la otra negativa. 

293 . Pasemos á la resolución de las ecuaciones por aprocsimacion, sirviendo de ejemplo x*—4X3—33*4-27 zz o , cuyo m3yor coeficiente 
negativo es — 4 , de que se infiere que su mayor raiz positiva será [ 2 8 9 ^ menor que 5. Si sustituimos — z en lugar de x resulta a 4 — 4 3 c 3 — 3 x 4 - 2 7 . . . 
. . ~ z 4 4 - 4 2 3 4 - 3 2 4 - 2 7 — o , que, teniendo todos sus te'rminos positivos, manifiesta que z debe ser negativo, de que se deduce que x es necesariamente 
positivo, y que la propuesta no puede tener raices negativas. Hallanse, pues, las raices reales comprendidas entre o y -+-,5. 

294. E l primer método, que desde luego se presenta para descubrir límites mas aprocsimados, consiste en hacer sucesivamente # z z i , x~2, 
# — 3 , X — 4 ; y si dos de estos números, sustituidos en la propuesta, d3n resultados de sentiJo contrario serán nuevos límites d é l a s raices. Pero, 
haciendo x zz 1 , . . . x4—4X3—3^ + 2 7 ^ 1 — 4 » 1 — 3 . 1 4- 27 ~ 4 - 2 1 ; 

X z= 2 , . . . 4 a ; 3 — 3 ^ 4 - 2 7 — 1 6 — 4 . 8 — 3 . 2-+-2,7 ~ 4 - 5 ; 

tf — 3 , . . . X4—4X3—3X-h2? zz 8 1 — 4 . 2 7 — 3 . 3 4 - 2 7 ~ - 9 ; 
X = 4 , . . • X4—4X3 — 2 7 ZZ256—4* 6 4 — 3 . 4 + 2 7 zz 4 - 1 5 ; 

vemos que la propuesta tiene dos raices reales, 'a una entre 2 y 3 , y la otra entre 3 y 4. Para acercarnos mss á la primera tomaremos el 

medio entre los dos números que la comprendan, esío e s , X zz ? zz 2,5 ; y el resultado de su sustitución, que es 
2 

A 4 — 4xz— 3 ^ - 4 - 2 7 zz ( 2 , 5 ) 4 — 4 ( 2 , 5 ) 3 — 3 . 2 , 5 + - 2 7 zz 3 9 , 0 6 2 5 — 6 2 , 5 — 7 , 5 4 - 2 7 z z — 3 , 9 3 7 5 ; ^ 
nos hará ver, pues que es negativo, que la raiz buscada está entre 2 y 2,5. Tomando el medio entre estos dos números Xzz — zz 2 ,25 ; 
ó mas bien 2,3 ; tendremos la r a iz , que buscamos, con menos de un décimo de diferencia de su valor. 

295 . Con mucha rapidéz podemos acercarnos mas suponiendo x z z 2 , 3 4 - z ; pues es evidente que la incógnita z será una pequeña fracción, 
de la cual podremos omitir el cuadrado y las potencias superiores ; con lo que 

tf4 — 4 t f 3 — 3 * 4 - 2 7 zz (2 ,3 4 - s ) 4 — 4 ( i , 3 - 4 - ¿ ) 3 — 3 ( 2 , 3 - H O 4 - 2 7 Z Z ( 2 , 3 ) 4 - H 4 ( 2 , 3 ) 3 z zz — 0 , 5 8 3 9 — 17,8122 z= o , 

— 4 ( 2 , 3 ) 3 — 3 . 4 ( 2 , 3 ) 3 z 
— 3 • 2,3 — 32 
-4- 27 

_ 0**839 _ __ 
17,812 ' 

2,3 + 2 , 
z z : — 0 , 0 3 , . . . xzz 2 , 3 — 0 , 0 3 zz 2 ,27. 
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Para obtener nuevo valor de x mas ecsacío que el anter ior , supondremos s8=2,27-}-*% y sustituyéndolo en la propuesta, sin incluir 

otra potencia de que ía primera, 'hallaremos — 0 , 0 4 5 9 5 3 5 9 — d e que resulta — 0 , 0 0 2 5 ; y de con-
1 ¿{,046400 

siguiente 5 0 = 2 , 2 7 — 0 , 0 0 2 5 = 2 , 2 6 7 5 . Continuando este -procedimiento podremos acercarnos cuanto se quiera al verdadero valor de x. 
La segunda raíz real, que está comprendida entre 3 y 4 , será, calculandola del mismo modo, # = 3 , 6 7 9 7 sino pasamos de la cuarta decimal. 

296. Hay casos en que no ss halla valor alguno r ea l , sea positivo ó negat ivo , que sustituido en Jugar de la incógnita ofrezca dos 
resultados de sentido contrario. Así sucede 

1? Cuando son imajinarias todas las raices de la ecuación. 
.2? Cuando estas raices son iguales de dos en dos , de cuatro en cuatro 
3? Cuando son en parte imajinarias, y en parte iguales de dos en dos &c. 

Con efecto,, una ecuación de cuatro factores x — a , x—a., x—x—b^ esto e s , (x— —&)*=o«, no mudaTá nunca de s igno , 
aunque se ponga en lugar de x un valor cualquiera, sea positivo ó negat ivo, porque ,el cuadrado de x — a , como también el de x— 
serán giempre positivos,, ora sean x—a y x—b positivos., ora negativos. 

Si son imajinarias todas las raices no habrá ningunos números reales, que sustituidos á x produzcan dos resultados de distinto sentido; 
porque si los hubiera, se hallaría el valor de la incógnita entre estos dos números, y seria por consiguiente real, lo que es contra el supuesto. 

297. No nos empeñarémos en la investigación de las raices fraccionarias ni de las imajinarias de las ecuaciones, jo rque tíos conduciría 
demasiado lejos, y es objeto propio para un Complemento de Álgebra. 

L E C C I O N X X V I I Í . 

De las Raices iguales de las Ecuaciones. 
298. Cuando conocemos una de las raices, que tiene una ecuación, podemos tomar por incógnita la diferencia entre esta raíz y otra cua l -

quiera de ellas, con lo que obtendremos una ecuación, que será de menor grado que la propuesta, y que tendrá varias propiedades notables. 
Sea la ecuación general xm-±-Pxm~l + T # - h i 7 = o , y sean tf, fe, c, d, sus raices. 

Sustituyendo a 4 - 1 en lugar de y desarrollando las potencias, tendremos 

j^+PaW-.'^QxW-» + Tx+Uzz ,üm tnam-'t+ 
2 

Pam~1<m—1)Pam'214- Q(w—a)pam-31*+ ^ 

4 - R a m - > { m - 3 ) R a " » - U 4 - 3 ) C ^ — 4 ) R a m - + 
4 - Cíe. ' 2 

+ T a 4-TV 
4- U 
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299 . E n este desarrolla ü primera columna a m 4 - P a m - f - T f c + t f , que es semejante al primer miembro de la ecuación 

propuesta, se desvanece por si misma, pues que a es una de las raices de esta ecuación. Podemos , p u e s , suprimir la primera columna, y 
dividir despues por t todos los te'rminos restantes. Resulta entonces 

am + Pam-x ^ + Ram-3 Q ç 

» « * - « + " l i l i l í am~*t + 

LÍJ 
( m — 1 ) Pam~~ * 4 -

2 

4 - ( m — 2 ) 
2 

+ ( m - 3 ) 4 + ( m ~ 3 ) ( m ~ 4 ) « a — ' f i t f r . 
2 

•4-
T 

Y porque a + í r x , serán las m-—1 raices de la ecuación antecedente tzzx—azzb—0, tzzx—a — c a, tzzx—azzd—a , 

Para abreviar haremos por columnas, 
m « ^ - 1 + (m-iy'Pa™-* + ? zzA^i 

% . . . ' + - w ( w y 0 4 - í m - ' - r - f ^ ' z o ; 
i ^ 2 2 . 3 

' * -4- ( m - , ) » + ( g - O 2 ) / y » - 3 ^ 
. !' ; a 

•4-

+ r 

y también a m P 1 » + Ta + U zz o zz V. 

300* Si la propuesta tuviere dos raices iguales, por ejemplo será tzzb—azzo, y la ecuación A ? C t* +tfn~*zzo• q u e -
2 2 . 3 

dará satisfecha haciendo t zz o ; pero esta suposición desvanece todos los té rminos , escepto el primero A que es enteramente conocido; el cual 
debe consiguientemente ser nulo por si mismo. Sat i s face , pues, e l valor de a á un mismo t iempo las ecuaciones 

Vzz P«'n-' -bQa"1-« 4 - í ' a C / - o ; 

y A zz m am-1 + ( a — i ) Pam~ * + ( m - 2 .)Q«Mr~3 -f- Tzz o.. 
301* E n caso de que la propuesta tenga tres raices igua les , esto e s , a zz b zz c, resultarán á un mismo t iempo nulas dos raices de la 

R C 
^uacion A-t-—t-\ — tr lzz o , á saber tzzb~azzoy tzzc—azz o ; y entonces la misma ecuación será divisible por t—b+azzt—ozzt. 

2 2 . 3 r ' 
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t6o 
y por t—c-hazzt—ozzt; pero esto no puede suceder sin que los coeficientes A y B sean nulos; luego el valor de a ha de satisfacer al 
mismo tiempo á las tres ecuaciones Vzzo, Az10, Bzzo. 

B C 
302 . Contiuando este raciocinio nos demostraría que, cuando la propuesta tuviese cuatro raices iguales, la ecuación Aa M 12 4 - t m " t z z o 

2 
tendrá tres raices iguales á c e r o , y será divisible tres veces consecutivas por f , lo que requiere que los coeficientes A, JB, C sean á 
un mismo tiempo nulos , y que el valor de a sat isfaga, por consiguiente á la v e z , i las cuatro ecuaciones Fzzo, Azzc, Bzzo, Czz o. 

303 . Por este medio podemos, no solo reconocer si una raiz dada se halla varias veces entre las que corresponden á la ecuación promiesta, 
sino también deducir un procedimiento, en cuya virtud podarnos asegurarnos de si esta ecuación tiene raices repet idas, que no conozcamos. 

A este fin observarémos que en el caso de ser Azzmam~1 —i)Pam~1 -¡r{m—2)Qum'~3 4 ~ T z z o, podemos mirar a como raiz de 
la ecuación *Kxm _ I4-(m — i)Pxm~2 4 - ( í « ^ 2 ) Q x w " " 3 4 - T r i o , designando entonces x una incógnita cualquiera ; y una vez que a es también 
la raíz de FzzamP u"-14-Qa'*~2 4 - T a + U z z X 1 m - h P x m ~ 1 .....+Tx-\-Uzzo , se sigue que x—a es factor común á las dos ecua-
ciones xm+Pxf"-t y + 

Asimismo mudando a en x en las cantidades B, C, el binomio X—a será también factor de las nuevas ecuaciones B~o, Czzo, 
siempre que la raíz a anule las cantidades primitivas B , C , 

304. Esto que decimos de la raiz a convendría igualmente á otra cualquiera raiz , que se hallase repetida varias veces. Por tanto, si 
buscamos, según el método del mayor divisor común, los factores comunes á las ecuaciones Fzzo, Azzo, Bzz o , Czzo , , daran estos 
factores las raices de la propuesta en el órden siguiente: 

Los factores comunes solamente á las dos primeras ecuaciones son factores dobles de la propuesta, es decir, que si resulta por común 
divisor entre Fzzo y Azzo una espresion de esta forma (x—«) (*—C), la incógnita x tendrá dos valores iguales á a , y otros dos iguales á 
ó bien la propuesta tendrá estos cuatro factores ( x — • , ( x — « ) , (x — £) , (x—•£). 

Los factores, que son á un mismo tiempo comunes á las tres primeras ecuaciones Vzzo, Azzo, indican factores triplos de la 
propuesta; de modo q u e , si los primeros tienen la forma ( x — a ) 1 ( * — £ ) 2 , los segundos la tendrán (x—a) 3 (x<—5)3. Así es fácil proseguir 
estas consideraciones cuanto se quiera. 

3 0 5 . Con la mutación de a en X tendremos 
V-am 4- Pam~l 4 - T a + U = x m + Pxm~' 4 - Q * m — 4 - ^ 4 - f c o ; 

2 ) Q a m - * . . . w . . + T = m x m - í + (m — i ) P x m - t + ( m - - 2 ) Q ¿ ' n ~ m * i 4-T.n.o. 
En estas dos ecuaciones observaremos que la segunda sa deduce inmediatamente de la primera multiplicando cada término de esta por 

el esponente de la potencia que contenga de X , y disminuyendo despues este esponente en una unidad, con la circunstancia de que el 
úítímo término £ / , equivalente á Ux° •> debe desaparecer en esta operacion , donde resulta multiplicado por ce ro ; de modo que 

Vzzxm+ Pxm~l+Qi#m~t Azzmxm-' +(rn-i)Pxm-*.+-(m~2)Qxm-~* + 4 - 0 . U . . . 
. . zwxm-'-t(m—¡)Pxm-2+(m~2)Q.x'n-i Tzz o. 
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La ecuación Bzzo se saca de Azzo¡ como hemos sacado Azzo de VzzQ'i C ^ o sale de J B ~ o , como Bzzo sale de Azzo ; y 

asi consecutivamente, 
306 . Para ilustrar el asunto tomemos por ejemplo la ecuación 

x s 4 - 6 7 X 3 — 1 7 i x * 4 - a i f a — 1 0 8 = o , 
en que m—5 , Pzz — 1 3 , QZ167 , R~—171, T z r 2 1 6 , ^ — - 1 0 8 , y tendremos 

F— xm 4 - P j c m - 1 - f -Bc.zz X 5 — i 3 * 4 - t - 6 7 ^ 3 — , 7 , j c 1
+ 2 1 — 108 ~ o ; 

Azz.mxPr*4 ( m — « i ) P x m " z 4 . i3X3H-3'67Xz-~171* + 1 . a i 6 * 0 — 0 * 108—53c4— 52* 3 -4- 2 o i t f í — 3 4 2 x + 3 i 6 = : o ; 
E l común divisor es X3 — 8x2-+-2ix—18, pues que 

x 5 - - 13X4 -f- 675c3 — 1 7 i x 2 . 4 - 2 1 6 x — 1 0 8 — (x*—5tf -h6) (x 3 — 8x2
 s i x — 1 8 ) o ; 

5 X 4 — 5 2 x 3 - f - 2 o i x z — 3 4 2 x 4 - 2 1 6 — ( 5 x — 12 ) ( * 3 — 4 - j i x — 1 8 ) — o ; 
Siendo este divisor de tercer grado debe contener varios fastores; por lo que es necesario investigar si los tiene comunes con la ecuación 

£ ~m(m— i)um~~2-\-(m— i ) ( m — 2 ) P a m ~ 3 4.&C.ZZ4. ¿xs — 3 . 5 2 x 2 4 ~ 2 . 2 ° I Í C ~ " 3 4 2 ~ 2 o x 3 —156X 2 + 4 0 2 X — 3 4 2 zzo ; 
Con efecto x 3 — 8x*-4- 2 t x — i 8 n : ( x 2 — 6 ) ( x — 3 ) • 

aox 3 — 1 5(5X2+402X—342 — (20X2—-96x4 1 x 4)(x— 3) ; 
y por ser aqui x — 3 el divisor común, tiene la propuesta tres raices iguales á 3? ° admite ( # — 3 ) 3 e n e j número de sus factores. 

Ahora , dividiendo el primer divisor común por # —3 tantas veces consecutivas como sea posible, sacaremos 
X 3 — 8 # 3 - 4 - 2 — I 

1 x-3 

— __ Ji c 
{ X - 3 ) ( x ^ - 3 ) ' * — 3 

Como este divisor X —s no es común sino á la ecuación propuesta o y á la deducida AzzO , entra solo dos veces en la pro-

puesta.» Esta es . . . 
(x — -3 ) 3 ( x—2) 1 — (x3 —9^* -4-27 x "2?)(x2 ——4* 4-4)-—*s —— 13X4 7X3*•—*171 x2-}-216x—~ 1 oBzzo. 

307 . Concluyamos con otro ejemplo , siendo l a ecuación 

en que mz=4, P =2—2(<*+-*>) , Qzzat+4ab±b* , T — — 2 ( a í b ^ r a b 1 ) , Uzza*b* , y haremos este cálculo: 

X™ 4- P x m ~ ( a * + 4ab+bi)xt —-^ab^x+a^b* zz o ; 

/7— (FL2-+-4^+¿*)XA—2(DS6 X2— (<*+b)x+ab}.{x*—(aA-b)x + ab}z10; 

A=Z4X3—ót^ijA-^í^ +^+é2)* —Á^b-l-ab1) — {4X2—a(<M-0)* }• {x2 — + a b } = . o 
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i6z 
de consiguiente el mayor divisor común es (a+b)x.+ab s y los factores de la propuesta son tf—a, x—b; 
de modo que z= ( x 2 — ( x 2 — 

L E C C I O N X X I X . 

De las Raices de Cantidades en parte racionales y en parte incomensurables. 

308 . Desde la LECCIÓN X X I hemos podido observar que i veces se presentan resultados [ 2 1 9 ] bajo la forma \ / (—1/> i p 2 \ LO» 

cuales nada manifiestan, á no ser que se reduzcan i otra espresion mas sencilla, en que procuraremos que solo haya radical de segundo grado. 
309 . Cuando mzzi tenemos que buscar la raiz cuadrada de cantidades, que en parte so.i racionales y en parte incomensurables, las cuales 

se representarán por 
P + V y su raiz por V/>-t-V^ ; de modo que V ( P - t - V Q ) ¡Z: y/p 4- V j . 

3 r o . En este concepto ejecutaremos la operacion s iguiente : 
Elevar al c u a d r a d o . P +- \ / Q - =p + q + 2\/pq ; 
Igualar las partes comensurables de cada miembro, y lo mismo las incomensurables . . . . . . . . . . . / 

: » X\/Q-2\/pq; 

Cuadrar estos resultados / + 5 
l Q --4/>?; 

Restar la última ecuación de la penúltima . . . pi—Q 4.pq—p* — 2pq-\-q*9 

Sacar la raiz cuadrada . y \ P z — Q j z z s / i p 1 — 2pq-\-ql)~p—q ; 

Combinar esta última ecuación con la otra P~p+q, sumando, esto es, ÍP+"l~p \ , . . . p — — Q) ; 
\ p — 

Hacer la misma combinación restando, es decir, ^ ^ Z ^ J p i — Q | 1 • • • q — — a V ( P 2 — Q ) 5 

Sacar la raiz cuadrada de las dos últimas espresiones para obtener 

la de la cantidad propuesta V(P -b\Aj) = Vp 4 - \ f q z z V(f P4-f Vp*—Q)-+-V(|P—i VP'—<>). 
Aqui vemos q u e , para ser racionaos Jas cantidades ^ según lo suponemos, es necesario que P 2 — Q sea un cuadrado perfecto. 

311. Vamos á los e jemplos; 

^ V Q - 7 + V?« { J = 4 3 7 : 



1*3 

2? V ( 3 + a V 7 5 ) ; 

P 4 - V Q zz 8 + a V 1 5 - 8 4 - V ó o , . . . \ Q - 6 o ; 

V ( 8 2 V 7 5 ) = V ( P + V Q ) = V ( I ^ i V ^ Q ) 4 - V ( i P - - i V p t Í Q ) zz V ( l + W í 2 " 6 ° ) + z z V 5 4 . V 3 [ ¡ 

3? V m 2 — m / i 4 - 4 ; t t I 4 - 2 V m 3 « — a w 2 « * - ? ^ ™ " 1 ' 
77777^2 ~ - (P— m2 — mn -+-4«2 ; 

P 4 - V 0 z z m 2 — f » » - h i » 2 + 2 V m 3 » - a m V 4 - ¿ m » 3 zz m 2 — « j » 4 - 4 : » 2 4 - V V » 3 « — Ü W i n + w « 3 , . . . < ¡ , 0 2 , , 

V m 2 — m n ^ " i n 2 - \ - 2 \ / m ^ n — 2 m V ^ ^ i / i z = V ( P 4 - V Q ) zz v ' d P - f V P 2 - Q ) . . . 

. . zz V £ w a — ^ m / j - j - j " * - * - « V ( m a — w n - f . ^ » 8 ) 2 — 4 m 3 « 4 - b m a « 

. . z z V / 7 i a — 2 m n i » T 4 - V / / i » // —Vm» _amn + --AW 

—mn • 

**,2; 

3 1 2 . Si la cantidad propuesta tuviese negativo su radical Ja representaríamos p<>r P — ^ Q Í y su raiz por V p — V ^ ; de modo 

q u e V ( P — V ( 5 ) z i V p — V ^ " z z V ( i P 4 - i V P ¿ ~ < 2 ) - \ / ( é P - i V 7 ^ Q ) . 

Asi los ejemplos anteriores resultarían 

,O V ( 7 _ V Í J ) zz 2 - - V 7 / / —~2 4 - v j ; 

2? V ( 8 - a V 7 ¿ ) zz V 5 — V 3 " / / - V J ; 

3? Vw 2 — rhn -+- - 4 n*— 2 V m 3 « — a » 2 - « 1 4 - zz V r a ? — 2 — \ / m ñ [ ¡ \!mn—\l—2mn 

E Q ambos casos hemos puesto dobles las raices, como todas las de segundo grado, porque tenernos en el primer caso Vj>-\-\f~q // V'jp"— V ^ 

y en el segundo \ / / > — V # — V ^ H - V g . 

3 1 3 . Del mismo modo sacaríamos la raiz de una espresion en parte racional y e n P a r t e i f naj inar ia , como — 1 4 - 2 \ / ^ 2 , porque 

P 4 - V Q zz — r 4~ 2 V ^ T z z — 1 - W ^ S , • • • { Q ~ ~ 8 

Y 2 V —A") Z Z V ( Í > 4 - V Q ) Z Z V ( I P - ^ Í V I ^ ^ Q ) 4 - V ( 2 I V ' P ^ Q ) ZZ V ( — V ( — I — | V i - H * ) z z 1 4 - V ^ T U — I — . 

Respecto á las espresiones literales imajinarias, cual es 4m«4-2(1774-»)( ;»—-n) \ '— 1 •> f i a m o s 

L ^ — — 4 r c 2 ) 2 ; 

= V C P 4 - V Q ) zz V C T P ^ T V P ^ g ) ^ ZZ V ^ + J V i ^ ^ T ^ J ^ p . . . 

. . m+a+Jfli-fljV^ f j -m-.n+-(n—m)\j^7. 

45 



ttf'4 
314» A v e c e s hallamos con espresiones imajinarias monómias, que tienen raíces bindmias. Las figuraremos por , y suponiendo 

V 4 \ / — i~p+q\/—i, practicarémos lo siguiente: 

Elevar al cuadrado h\J~^7—(p±qV~i)2~ p2—q2-\ zpq V ^ T ; 

Como el primer miembro es todo imajinario , será p2—q2~o , P—q'i 

Resultarán iguales los radicales de ambos miembros h V — i zz 2 pq V - ^ 7 z : 2 / > 1 V — T , . . . p~ ^/—zzq ; 

Con la sustitución de estos valores sacamos V A \ / ^ ~ T ~ p + q yJ 'HJ— \ ' X / — ' ^ — 1 * 

Sirva de ejemplo a V ^ T , en que h=2, y tendremos V a V - I 7 = \ / ¿ V ^ T z z j / ~ -f- H - V ^ T / < ' - ! - - V = 7 . 

315. Ahora nos ocuparémos en la investigación de la raiz cúb ica , que pueda estraerse de una cantidad como P - 4 - V Q . No representa-
remos esta raiz por V * 4 - V a , porque su cubo sería * V * - t - 3 * V a + 3 « V * - * - B V « c z ( * 4 - 3 « ) V t f +• ( 3 ^ « ) V " , que contiene dos radicales cua-
drados esencialmente distintos. Preferiremos h forma * -+-V«, y para gen eralizarla en lo posible la escribiremos ( j f + V « / ^ * » cuyo cubo es 
( x j 4 - 3 x : 2 V h - 4 - 3 x « c o n solo un radical. 

Asimismo representaremos la raiz cúbica de P — \ / Q por (x—'\/u)\/z. 
316. Bajo este supuesto haremos el cálculo siguiente: 

( A ; — V ( " — V W J 

5 •V —M T —— ——— 
V * 1 z 

Como z es indeterminada podemos darle el valor que nos parezca, de modo que ( P 2 ~ Q)z sea un cubo perfecto 5 y haciendo luego 

para abreviar x l t l l l ^ f z z e , tendremos x ' - u z z ^ 1 ~ Q ) z z : c , de que se deduce « z : * 2 - e . 
» z a 1 

Mediante á que P ^ - V Q — s a c a r ¿ m o s ^ igualando la parte racional, 

P z r ^ 3 z - h 3*wz, 

4«3z—3CX2—Pzz:o ; cuya ecuación tendrá' necesariamente 
ana raiz comensurable si je, u fueren racionales. 



Ejecutemos con los ejemplos, fiando su esplicacion i los signos. 

I? V ( i ° - + - ó V 3 * ) 5 ' ' ' 
f P zz 10 ; 

P + V Q z z 10 + 6 V J ~ 1 0 + V i 0 8 1 • ' • \ q ^ i 0 8 : 
3 1 

Zrrp*-(±)z „ \ / ( i o o — ' 7 o s ¿ -• ——.——i •• - — «y ' 
Z 

Supongo z zz i 9 • • * e— " r 

= > , . . . 4x32-3cx2-Pzz4*s-* —3, —2a:.i — io±= + zz o , 
« r v. £ . _ 

C ZZ 2 
2 
P z 1 c A 43c3 6x —10 . 

= 4* 

« z s J — c , 

, . . . » = ; e z z — a j _ 

y ( i o 4-6 v ^ ) - V ( p + v / Q ) = (* + • « ) 
X zz 
M zz 3 
2 ZZ 

3 ^ 1 • • • V ( I O 4 - 6 V / 3 ) = ( I + V / J ) V I ZZ 1 4 - V 3 . 

V ( 8 - 4 / 5 ) i 

P — 1/Q zz 8 — 4 8 — V t í o , • ' ' { j ^ j ! 

z ~~ ~ Z z 

Supongo 2 = 4 , . . • c — — " 7 - — - z z — 1 ; 
4 

c — — 1 7 
z zz 4 > 1 . . • 4* 3*—3CXZ-PZZ 45c3.4 — 3 . — i x . 4 — 8 z z , 6 x 3 4 - i 2 x — 8 zz o , 

P z z 8 Í i í J + 3 x - i = 4 -4 X 3 4 - 3 X ~ 2 ZZ J Z Z O , 



i 66 
a zz x —c 

V ' ( 8 - 4 \ T S ) ZZ V " ( P - V Q )ZZ 

ü , . . . V^(8—4V5) — ( | — V | ) 
z ~ 4 J •• V7^ 

P4-VQ V^T-2 4-V—TzT , . . . 
l (¿zz—i3i; 

z z z 

c — A / Í 25 • Í _ Supongo z = 1 , • • . czz = ¿; 

c zz 
z p 

= 
= ! > , . . . 4 * P = 4 * 3 . r — 3 . 5 X . 1 — 2 = 4 x 3 — i ^ x — 2 = 0 , 

~ ** 4 - i z z o » . . . x z z a ; 
JC — ¿ 

« ~ X 2 —c , 
u zz ¿2— 5 = — c ; JC= 21 l Í • * • 

— 5 J 

x - a ? < / ( « + i i v = T ) - \ / ( p 4 - v < p = í * - f v « ) 
« = — 1 v , . . . v / ( ¿ •+•11 v ^ r ) - ( 2 + v ^ r ) v / r = 2 4 - v ^ r . 
2 = o 

En el último ejemplo vemos que pof el mismo método se saca la raiz cúbica de las espresiones en parte conmensurables y en parte imajinarías. 
318. Bastan estos ejemplos p3ra indicar el modo con que podremos estraer u;u raia cualquiera d¿ una espresion irracional dada. Toda la 

dificultad consiste en prever la forma, <Il>e deba adoptarse pira presentar esta raiz. Una vez hallada la tal forma, compararemos su potencia con 
la espresion irracional propuesta, y obtendremos tantas ecuaciones cuantas sean las cantidades indeterminadas, lo que nos conducirá á una ecua-
ción final que tenga divisores comensurables. ^ 

En general, para estraer la raiz n de P-fVQ} je darémos la forma (tf4-Vü) Vz 3 de modo que (x-b V ¡ / ) / í z = P 4 - \ / Q , y ejecutaremos lo siguiente: 



- - V Í - Í . - . V 5 ) V ^ V C P + V ^ V C P ^ V Q ) / / = 

^ . V j p i T Q 

. . . P * — Q 
Bien ss echa de ver que debemos atribuir a' z un valor capaz de hacer la cantidad -p— u n a potencia ecsacta, corno <?", del grado ti , 

a * 1 / P 2 O para que sea x2—w zz z Y , como 

V y - ( « + V 5 ) - , = ( , • + „ « - » ' X — , , 
\ a 2 . 3 2 . 3 . 4 y ' 

de que sacamos V « f e - . ) 0 - 2 ) Q - 3 ) . 
V a 2 . 3 . 4 

tendremos + z ~ p ^ 0 donde se ha de SBSt¡tu¡r e! yaIor \ 2 2 . 3 . 4 ' 

de « z z x 4 — c para obtener una ecuación, de que se hallarán los divisores comensurables si x puede ser racional. 

L E C C I O N XXX. 

De la Eliminación entre 'Ecuaciones de grados superiores al primero. 

3 R 9. La doctrina espuesta en la LECCIÓN IX es suficiente para eliminar entra dos ecuaciones U n a j n c ó g a j t a q u e n o P3SE ^el primer grado, 
sea cual fuere el de las demás incógnitas ; y aún , siendo solamente de primer grado la incógnita en una de las ecuaciones propuestas, tiene 
también su aplicación la regla [ 3 ó j , que ya hemos practicado. 2 

En las ecuaciones como ax2+-bxz^cz2 — m\ x2 + xz zz« 2 , tomaremos de la segunda el valor z ^ , y sustituyéndolo, como también 
su cuadrado, en la primera, sacaremos una ecuación que contendrá solo x, 

320. Si las dos ecuaciones propuestas fuesen de segundo grado respecto á entrambas incógnitas, necesitaríamos, para la aplicación del método 
antecedente, resolver una de las ecuaciones, bien fuese relativamente á x ó con relación a z . 

Sean , por e jemplo, las ecuaciones ax2 4- bxz 4- czz~m2i x 2 - * - ^ — 

De la segunda ecuación sacarémos % zz + V « 2 x2 ; 

La primera ecuación es a x 2 +bxz-\-cz2 , 
S u s t i t u y a m o s el v a l o r h a l l a d o d e z y su c u a d r a d o . . . m 2 z z a xl ±bx e(n?— 

P o n g a m o s el r a d i c a l so lo en un m i e m b r o , 

y los demás términos en el otro +bx = a + e ( f I
l — x 2 ) — ^ •> 

Cuadremos para que desaparezca el radical. . . . b * x 2 ( n + c \ n l — X * y + a 0 « f 2 ( n 2 — t f 2 ) _ 2 * « 5 x 2 — - 2 e m a ( « a — x 2 ) . 
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C u u d i í c ^ p s « . , este pro^édlmíenfo en dejar solo en un miembro el radica! * cuyo desaparecimiento procuramos , y elevar después los 
áúi giíifiibfaa di h ecuación á la potencia señalada por el grado del radical. 

3 2 1 . Pero las dificultades 0 que á veces ocurren,, han obligado a' buscar otro método para hacer la eliminación, sin necesidad de obtener 
tina es presión de la incógnita * que internamos desprender; dé modo-que la resolución de las ecuaciones Tiene á ser la ultima operacion, que 
ee requiere para la soiucion de los problemas. 

A fin de facilitar el cálculo pondremos las ecuaciones de dos incógnitas bajo la forma de ecuaciones de una so l a , dejando visible úni-
camente la que se quiera eliminar. 

Si tenemos , por ejemplo, . < • , . , . . . . » . j p 2 - V - a x z + . b x — e ^ + d z + e , 
Trasladaremos todos los términos á un miembro, orde'ñando respecto i xz -\-(az -\-b)x~ czJ—dz <?—o , 

Y haciendo,, para ab rev ia r , az + b-P^ _ C 2
 2 , tendremos x2-t-Px + Q-o. 

3 2 2 . La ecuación general del grado m c o n iac<Sgnitas debe comprender todas las potencias de x y de z, que no pasen de este 
grado , como también los productos en q u e la suma de los espouentes de X y de z no se eleve i mas de m. Asi , podemos representar 
jjp ecuación indicada , en esta forma : 

x'n -h(a-\-bz)xH~~l -+-(c -\-dz-\rez2)x,n~m 1 -¡-(f 3 -j- (p+qz+. rz* +uzí"-1)x+p' + q z+r'z* o; 
y haciendo a^-bz~P, c +dz+ez7 — Q , f-hgz + hz*+-kz*-R , p + qz + rz\......+uzm~1 p'+q'z + r'z* -+v'zm~ü; 

se convertirá la fórmula en 
xm+Px>»~* TX+-U-Q. 

323. Es del caso advertir que la eliaiiaacion de x entre dos ecuaciones ds segundo g r a d o , como x2 -t-Px-h Q = 0 , x2 P'x+Q'zzo, 
#e puede efectuar rebajando una ecuación de otra , de esta manera : 

£Íp<xIQ>= 0 } < * - / > > + < * - 0 - 0 = 0 f 

[ W f f i i t ¡ I 1 1 8 1 r ' ' 
Pr^jP" 

Sustituyendo este valor en una de las ecuaciones 

propuestas . . r 2 4 . px + a = (Q~Q.V PjQ-Q') Q 
- (P—P1)2 P—P' v * 

Haciendo desaparecer los denominadores . , P ( P - ~ P ' ) ( Q — Q')-4 Q( P — P')2zzo , 
¡Desenvolviendo los dos últimos términos y reduciendo . . ( Q _ _ Q P ' ) ( P Q / — Q P ' ) z z o . 

Ya no queda mas que sustituir en l u g a r d e p , p « , q< l o g v a l o r e f particulares del caso que se ecsamine. 
324- Antes de tratar sobre las ecuaciones, e n q u e s e ha de eliminar la incógnita elevada á mas del segundo grado, vamos a' es-

plicar e l modo con que se reconoce ^ e el valor de cualquiera de las incógnitas satisface ai mismo tiempo á entrambas ecuaciones. Y, para 
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fijar mejor las i d e a s , nos valdremos de un ejemplo particular , sin que deje por eso el razonamiento de ser general. 

Sean las ecuaciones x 3 + 3 x 2 z + 3 X Z 2 — 9 8 = 0 , X 2 ^ r 4 X Z — 1 Z 2 — i o z z o , que supondremos or i j i n adas de una cuestión en que deba ser 2 = 3 . 

Para comprobar esta aserción daremos desde luego á z el valor 3 en las ecuaciones propuestas, de que resulta X 3 g x ' ¿ +¿7x-98—o, 

X24-i 2X—28=0 ; cuyas ecuaciones admitirán el mismo valor de X si el señalado á Z es verdadero. Designando por « el valor de x , cada 

una de estas ecuaciones será [ 2 2 6 ] divisible por x — * , y por tanto tendrán un divisor común en qUe se hallará x — C o n efecto hallamos 

que este común divisor es x—2 , y de consiguiente a = 2 ; por lo que el valor 2 = 3 conviene á la cuestión y corresponde á x—2. 

Compruébase que x— 2 es el común d i v i s o r , porque 1 iX-±-49)(x — 2)~X3 V * 2 o 5 
— !2)ZZX2+12X —28-0. 

3 3 5 . E l medio, que acabamos de indicar para hallar el valor de x cuando el de 2 es conocido, se puede aplicar inmediatamente á la eliminación. 

Una vez que las ecuaciones 4 - 3 * 2 Z 4 - 3 x 2 a — 98=10 , + 4x2— 2Z2 — 1 0 = 0 a d q u i e r e n , estando z determinado según la naturaleza 

de la cues t ión , un divisor común que no tenían an t e s , habremos de buscar la condicion de que dependa la ecsistencia de este divisor. A 

este fin debemos operar con las ecuaciones propuestas como lo haríamos para buscar el mayor divisor común ; y cuando hayamos llegado á 

un residuo independiente de x, espresarémos, igualándolo i cero, la condicion, que deben tener los valores de z para que las dos ecuaciones 

aaüas ouedan á un mismo tiempo admitir el mismo valor de X. La ecuación asi formada sera la ecuación final de la cuestión propuesta» 

Ejecutemos la operacion con las mismas ecuaciones : 

4~3x a z - t - 3x2 a —-9 8 I a?—^Cocien te . 

2X2*4-10* x2 Ar 4X2—22a —.10 

— x 2 Z 4 - 5 X 2 " -4-I05C 

-F- X 8 Z - T ~ 4 X 2 A •22 102 

P r i m . r e s i d u o - + - ( 9 2 * 4 - i o ) t f — 2 z 3 — i o s — 9 8 

( 9 2 a - h i o ) ^ r 2 " * ^ 3 6 x 2 3 4 - 4 0 X Z — i 8 z 4 — n o s 9 — l Q O j 'x-4-§8z3 98 Cociente. 
- ( 9 2 3 4 - I C ) * ' 4 - 2 X 2 3 - + - « 0 X 2 4 - 9 8 X I O Z - 9 8 

4- 3 8 x z 3 50x2 -4-9 8 X—18Z 4 — MOS 5 — 1 0 0 

( 9 2 a - f i o ) X{ 3 8 2 a 4 - 5 0 2 4 - 9 8 ) — I Ó 2 2 6 — 1 1 7 0 2 ^ 

- ( 9 2 a 4 - i o ) X ( 3 8 Z 3 4 - 5 0 2 4 - 9 8 ) 4 - 7 6 z 6 4 - 4 . 3 9 2 0 2 

— 20002/ — 1 0 0 0 

3 o o z 2 4 - 5 8 8 0 2 4 - 9 6 0 4 

Seg. residuo — 862" 2 0 Z 3 — 1 5 0 0 Z ? 4 " 5 8 8 0 Z 

Dividiendo este residuo por 2 , mudando sus s ignos , é igualando á c e r o , resulta 
8 6 0 4 

no ii,»i 4 3 i 6 4 - 3 4 5 a 4 — t 9 6 o z 3 4 - 7 5 o z 2 — 2 9 4 0 Z — 4 3 0 2 = 0 . - i-. - s *t\J— y I ' -
Es ta ecuación admite, ademas del valor 2 = 3 indicado antes, todos ios demás valores, que sean adaptables á la cuestión propuesta. 

3 2 6 . Luego que hemos descubierta un valor de z en la ecuación final, es necesario, para ob te n e r el de x , sustituir aquel valor en el 

último divisor ó penúltimo residuo, el cual se convierte asi en común divisor de las dos ecuaciones propuestas ; de modo que 

z = 3 , . . . ( 9 2 * 4 - 1 o ) * - ^ 3 _ , 0 2 - 9 ^ ( 9 . 3 a 4 - , o ) x - 2 . 3 3 - I O - 3 - 9 8 = z 9 i x - , 8 2 z = o , 
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327 . Pudiera suceder que el valer de 2 hiciese nulo por si mismo el penúltimo residuo. Entonces el residuo anterior, 6 aquel que contuviese x 

en el segundo grado, seria el divisor común í entrambas ecuaciones. Sustituyendo en este divisor el valor de z, y haciéndolo despues igual á 
cero, tendríamos una ecuación de segundo grado solamente en x, y sus dos valores corresponderían al valor conocido de z. Si este valor hiciese 
aún nulo el residuo de segundo grado, seria necesario recurrir al residuo antecedente, en que estaría x elevado al tercer g rado ; porque seria 
en esta caso el divisor común á las dos ecuaciones propuestas, y el valor de z correspondería á los tres valores de ¡c. E n general, se hace 
preciso subir hasta un residuo, que no se desvanezca con la sustitución del valor de z. 

328 . También puede suceder que no haya residuo, ó que contenga solo cantidades conocidas. 
E n el primer caso las dos ecuaciones tienen un divisor común sin ninguna determinación de z ; de consiguiente, llamando D á este divisor, 

será la forma de ellas P . D z z o , S . D z z o . A estas dos ecuaciones se satisface al mismo tiempo haciendo D z z o , y esta ecuación determinará 
una de las incógnitas por la otra cuando el factor D contenga á entrambas; pero, sino comprende mas que una, resultará esta determinada, y 
la otra quedará enteramente indeterminada. Haciendo despues P z z o , ¡obtendremos dos ecuaciones, que podran dar soluciones determinadas 
de la cuestión propoesta. 

Sea , por ejemplo, (ax + bz—<?) (mx-f-iz — d) zz o , ( a ' x - 4 - b ' z — c ' ) ( m x - + - « z — d ) zz o ; y suponiendo desde luego nulo el segundo factor, que 
es común á entrambas ecuaciones, tendremos solamente la ecuación ) H + «2—d z z o entre las incógnitas x , z , bajo cuyo punto de vista la 
cuestión será indeterminada ; pero, suprimiendo este factor, recaeremos sobre las ecuaciones 

ax -4- bz —c z z o , . . -r a x-+- bz z z e ; 
a'x-\-b'z—c' z z o i , . . a'x^b'z = e! ; — 

y en este sentido la cuestión será determinada, pues que habrá tantas ecuaciones como incógnitas. 
339 . En el segundo caso, que es cuando el residuo no contiene sino cantidades conocidas, son contradictorias las dos ecuaciones propuestas; 

porque el divisor común, que establece su ecsistencia simultánea, no puede tener lugar sino por una condicion, que es imposible cumplir, pues que 
recae sobre cantidades dadas, y ofrece un resultado absurdo. Este caso se refiere al que hemos visto [ 1 9 7 ] respecto á las ecuaciones de primer grado. 

330 . Todo cuanto acabamos de decir se aplica evidentemente á dos ecuaciones cualesquiera, como 
- t - Q x ' " - 1 Tx +U z z o ; 

P V - x Q ' x « - a R'x»-3 4 - T'x 4 - U> zz o ; 
en que la segunda incógnita va envuelta en lo s coeficientes P , Q , ££<?., P ' , Q ' , Be. Aqui operaríamos del mismo modo que para buscar el mayor 
divisor común de los primeros miembros: igualaríamos con cero el residuo independiente de X, que seria la ecuación final en z ; y nos valdríamos 
de los residuos anteriores para obtener el divisor cornun, que deba dar x . 

3 3 1 . Si tuviéramos en tres ecuaciones l a s incógnitas x, w, z , qne quisiéramos determinar, podríamos combinar, por ejemplo, la ecuación 
primera con la segunda y con la tercera para eliminar x, y quitar despues u de los dos resoltados obtenidos ; pero debemos observar que, por 
esta eliminación sucesiva, las tres ecuaciones propuestas no concurren del mismo modo á formar la ecuación final, pues la ecuación primera se 
halla empleada dos veces, al paso que Ia segunda y la tercera no la están inas que una, y sucede, por tanto, llegar á un ^resultado, que está 
complicado con un factor estraño. 



i 7 i 
Hay otros métodos, que no ofrecen este incoveniente, y 

por los cuales se prueba que el grado de la ecuación final, 
resultante de la eliminación entre un número cualquiera de 
ecuaciones completas, que comprenden el misino numero de 
incógnitas y de cualesquiera grados, es igual al producto de 
los esponentes que señalan el grado de estas ecuaciones; pero 
no podemos esplicar ahora estos métodos, porque nos faltan 
lss nociones preliminares que serian necesarias. 

""-'.i "Z: 
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SECCION SEGUNDA. 

i 
RETÓRICA DEL ÁLGEBRA 

ó 

RESOLUCION DE PROBLEMAS. 

L E C C I O N XXXI. 

Del Método en los Discursos. 

3 3 2 . E l arte de espresar los pensamientos con e le -
gancia se llama Retórisa. Generalmente se entiende de los 
discursos escritos con toda la perfección de las reglas gra-
maticales, aunque se pronuncien despues. 

3 3 3 . E l enlace de las proposiciones, que comprenden 
nuestros pensamientos, forma el razonamiento ó discurso. 

334 . E n los discursos emplea la Retórica diferentes modos 
de esplicarse según la naturaleza de los asuntos, y estos modos 
«e llaman estilos. 

335 . Para que el estilo tenga corrección y belleza se 
requiere elejir siempre los términos, que espresen ecsacta-
mente las ideas: desembarazar el discurso de toda superflui-
dad : hacer que la relación de unas palabras con otras no 
sea nunca equívoca ; y construir unas frases respecto a' otras 
de modo que señalen sensiblemente el enlace y la gradua-
ción de los pensamientos. 

336 . Aunque se presentan á un mismo tiempo varias 
ideas á nuestro entendimiento cuando raciocinamos, no de ja -
mos de advertir que se ordenan según la subordinación, que 
liga á unas coa otras. Mientras mas estrecho es este enlace 
mas perceptible se hace, y entonces concebimos con mas cla-
ridad y estension. Siendo tan necesario para concebir biea 
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nuestras propias ideas, se echa de ver cuan importante será 
conservarlo en el discurso. Debe, pues, el lenguaje espresar 
sensiblemente este orden de subordinación, y de consiguiente 
establecerse por principio el enlace mas estrecho de las idess. 

3 3 7 . A este fin nos valemos del Método,, que, observando 
e l órden de la naturaleza, procede de modo que el conoci-
miento de unas cosas depende de otras que preceden, y se 
divide en analítico y sintético. 

338 . Ya hemos dicho [ I I 94 ] que el análisis es la 
descomposición metódica, y la síntesis la composicion metó-
dica; y aunque hemos manifestado [ I I 9 5 ] que el e n t e n -
dimiento procede siempre por un método analítico - sintético 
ó bien sintético - analítico, lo llamamos sintésis cuando ter-
mina en composicion, y análisis siempre que acaba en des-
composición. 

3 3 9 . Para usar del método analítico procuramos descubrir 
la verdad de una proposicion retrocediendo por medio de cada 
grado inmediato á sus primeros principios. También se llama 
Método de Invención. 

34 o» E n la Invención debemos disponer nuestros pensa-
mientos según el proceder natural del entendimiento, presen-
tándolos en el orden con que se suceden unos á otros en la 
^vest igacion y descubrimiento de la verdad. Es te método 
r equiere un entendimiento de mucha estension y capacidad 
Para elejir con acierto entre la multitud de particularidades 
que se presentan frecuentemente á nuestra consideración, como 
también un fuerte hábito de sostener la atención para que 
n o se escape de nuestras observaciones ninguna cosa notable, 
y una elección juiciosa de ideas intermedias, distinguiendo cui-
dadosamente todas las qircunstancias que puedan ilustrar el 
asueto. 
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3 4 r * Cuando empleamos el método sintético empezamos 

por ios primeros y mas simples principios, de los cuales pro-
cedemos a' demostrar los que siguen, hasta que establecemos 
por grados la verdad, que es el objeto de nuestra investi-
gación. Llámase también Método de Ciencia. 

342 . Los conocimientos científicos se adquieren por el ra-
ciocinio de las ideas en nuestro entendimiento, según las co-
necsiones y relaciones que tienen unas con otras ; y cuando 
estas relaciones están establecidas ciara y patentemente á nues-
tra consideración, no podemos dejar de percibirías y recono-
cerlas, y de aqui resulta que todas las verdades de esta clase 
producen en el entendimiento una certeza absoluta. N o sucede 
asi con los conocimientos naturales, que entran por los sen-
tidos, pues los debemos á la observación y la esperiencia ; ni 
con los conocimientos históricos, que, versándose sobre hechos 
y transacciones pasadas , se fundan en el testimonio de los 
hombres. 

E l modo de raciocinar en los conocimientos científicos 
es por demostración, en los naturales por inducion, y en los 
históricos por crítica y conjeturas probables, 

3 4 3 . Muchas reglas pudiéramos dar sobre el uso de los 
métodos analítico y sintético en los discursos; pero saldria--
mos de nuestro propósito. Ademas de esto las MATEIMÁTICAS, 
ciencia de las cantidades discreta y continua [ I I 3 ] 9 son el 
modelo mas propio para aprenderlos bien , como veremos 
r e s p e c t o a l análisis en la RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS , q u e 

se esplica en esta SECCIÓN. 
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L E C C I O N XXXII . 

T)¿t Cuadro ó Mapa de los Problemaf. 

344» Una proposi t ion , que espresa varias cosas cono-
cidas para averiguar según sus relaciones otras cosas desT 

conocidas , se llama Problema ó Cuestión, 
345. E l cuadro ó mapa de un problema comprende su 

traducion y su resolución, manifestando la estructura de es-
tas operaciones. 

346 . Algunas veces se requiere preparar las condicione« 
del problema , y entonces la traducion consta de prepara-
tion y plantificación. 

347 . La preparación consiste en una disposición, que , 
si fuere necesar ia , se habrá de hacer con ecuaciones, que 
llamaremos preparatorias. 

348. La plantificación es la espresion del problema en 
términos algebráicos. Cuando no se necesita preparación , 
la planta es lo mismo que Ja traducion , y en ambos ca-
sos las ecuaciones , con que se hace la plantificación, se 
l l amarán constituyentes ó fundamentales. 

349. Las reglas mas generales para traducir un problem 
ma del lenguaje común al idioma algebraico consisten, co-
mo hemos dicho e i í convertirlo con el mismo len-> 
guaje común, si es necesario, á la espresion mas sencilla 
7 clara , y en li jar los caracteres algebraicos ( sean r e -
presentativos de cantidades conocidas ó desconocidas ) por 
medio de los signos , del mismo modo que están enlazados 
I o s nombres de las cosas ó circunstancias en las frases; con 

que se formará cada ecuación constituyente según el 
sentido de las condiciones del problema. 

350. Para presentar bien el cuadro ó mapa dividiremos 
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el p"pel en tres columnas r í a del medio se llamara' central-, 
la de su izquierda se nombrará lateral y la de su derecha 
se denominará final. Ademas dejaremos sobre la izquierda 
ana columnilla mas esterior, que tendrá el nombre.de mar-
jinal. 

3 5 r . Respecto á la traducios pondremos en la colum-
nilla marjinal los caracteres , que denoten los datos y las 
incógnitas , para tenerlos siempre presentes , y estampare-
mos sobre la columna central las ecuaciones constituyentes, 
precediendoles las preparatorias si fuesen del caso. 

352 . En punto á la resolución consideraremos que las 
ecuaciones, de que se han de deducir otras, son las priw 
cipales: las que se deduzcan sin terminar período se llamarán 
derivadas : las que concluyan período se dirán resultantes; 
y las últimas de estas, que den conocidos los valores de 
las incógnitas, se nombrarán finales. Las ecuaciones resul-
tantes, cuando hayan de sustituirse en las principales ó en 
las derivadas, se llamarán incidentes. 

353 . Para Jas resoluciones, que se hagan por el método 
de sustitución [ 8 6 ] traeremos á la eolumna central una ecua-
ción constituyente, que desde entonces se convierte en ecua-
ción principal : haremos las derivaciones , que requiera i a 
lógica del cálculo, colocando sucesivamente estas ecuaciones 
derivadas debajo de la principal hasta llegar á la última 
del período, la cual se sacará , como resultante , con el 
signo de consecuencia d con el d isyunt ivo, á la columna 

/ final. 
354. E n cuanto á ortografía [ 3 0 ] señalarémos cada de-

rivación con una coma , cada período intermedio con punto 
y coma, y el último período con un punto solo. 

305 . Continuaremos operando con las ecuaciones consti-
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Oyentes como principales: las resultantes, cuando hayan de 
pasar á incidentes [ 3 5 2 ] , se colocara'n en la columna latera!, 
de donde se llevarán con el signo de consecuencia á la cen-
tral para su sustitución. Despues se convertirán también las 
^naciones resultantes en principales para sacar de ellas de-
ovaciones y nuevas resultantes , sucediendose los períodos 
ta*ta llegar á las ecuaciones finales, coa que quedará re-
suelto el problema. 

356» Si hacemos las resoluciones por el método de igua-
larían [ 8 7 ] ó por el de reducían [ 8 8 ] traeremos de dos 
en dos las ecuaciones constituyentes i la columna lateral, 
y abranzandolas con un corchete, como signo de compara-
ron , sacaremos de ellas con el de consecuencia una ecua-
C1°n principal á la columna central ; seguirán en esta co-
lumna las derivaciones para sacar las ecuaciones resultantes, 
las cuales se compararán despues entre si, como se ha dicho 

las constituyentes, hasta deducir los valores de las in-
cógnitas. 

357. El. principal objeto de esta lección ha sido ha-
z n o s cargo de las varias clases de ecuaciones preparato-
rias, constituyentes, principales, incidentes, derivadas, resul-
tc,ntes y finales, y del órdern de columnas central, lateral, final 
y murjinal ; pues el modo con que se plantean los problemas 
y se desenvuelve su resolucien, lo esplicamos circunstancia-
emente en las observaciones puestas al pie de ellos. 

3o8. Cuando formemos ios cuadros reconoceremos como 
Presentan á la vista con la mayor distinción y claridad las 
cantidades representadas por los caractéres, el eniace de ellas 
^arcado por los signos, las condiciones fijadas por las ecua-
C l 0 nes constituyentes, las consecuencias espresadas por las 
Privaciones, las proposiciones intermedias ordenadas en ecaa-
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ciones principales, incidentes y resultantes, las operaciones 
esplicadas con los miembros indicativos, las divisiones seña-
ladas por la ortografía, los períodos reproducidos por el ra-
ciocinio, y la verdad descubierta por una série de ideas 
desenvueltas según su naturaleza. Tal es la verdadera es-
tructura de un discurso hecho con toda precisión analítica. 
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PROBLEMAS. 

C O L E C C I O N P R I M E R A . 

Primer Grado con una Incógnita* 

ADVERTENCIA. 

Para estudiar estos problemas conviene tener presente 

la LECCIÓN I X . 
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PROBLEMA I. Dividir un número propuesto en dos par-
tes, cuya intervalo o diferencia sea dada, 

prop 1 ¿i«ervalo. J datos; *+d+x:=:n Probl» 
«parr .men.V , ^ x - h f c / ; , 

Vmcógn,; 2 xzz»—tf, may. 

x + o := hozz • 
2 2 

Am;™ e f w z z i o o ; 100—40 , 1 0 0 + 4 0 ^piicac. Sea < , 1 - — 7 0 : x + d z z 
\ d - 4 0 ; 2

 0 2 

Comprob. 7 0 4 - 3 0 — 1 0 0 ; 70 — 3 0 = 4 0 . 

OBSERVACIONES. 
Aunque este problema es ei mismo que resolvimos en La 

IECCION I Ü art. 27 y 28, conviene presentarlo en mapa y HA-
cer algunas reflecsiones. 

Parece que esta cuestión requería dos incógnitas, porque 
se buscan dos cosas desconocidas, cuales son las dos partes, 
cuya diferencia es dada ; pero, como la mayor consiste en la 
menor aumentada de la diferencia, resulta que, suponiendo x 
la parre menor, el entendimiento percibe inmediatamente que 
la mayor es x + d. 

3^ En la columnilla marjinal colocamos los datos y las 
incógnitas. 

4^ Para plantear el problema decimos 

ra « n. 
E = o 
• c G § *-» c ex. 

ra o a 
Z a. 5 co tr ^ ™ o. a a M ^ ra o 

x-\-d x — con lo que queda he*-> 
c í ia la traducios al idioma algebraico* 
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5? En la columna central estampamos la ecuación 2x-hdzzn, 

que es sinónima de la constituyente, pues solo sirve para la 
simplificación de sumar las dos incógnitas y se termina con 
una coma : la derivación zxzzn—d, que es la traslación de 
la cantidad conocida d al segundo miembro, terminando tam-

t • i » «—d bien con una coma ; y Ja resultante x— , que es una 

división de aquella derivada por 2 para despejar la incógnita, 
con lo que concluye el período., que se señala con punto y coma. 

6? En realidad ya esta' r^ue l to el problema, pues tenemos 
la incógnita ó parte menor espresada en cantidades conocidas, y 
para hallar la mayor no hay mas que añadir la diferencia á Ja 
menor ; pero, á fin de tener la mayor con su espresion part icu-

1 1 . j n—d . n ~\-d . lar, ponemos la ecuación x f a i : •+• d — , en que el 
2 2 

miembro del medio es ausiiiar ó indicativo para manifestar que 
sumamos con el valor descubierto de la parte menor la diferen-

, , n-\-d 
cía y resulta Ja mayor z i , a que ponemos un punto por 
t e r m i n a r el c á l c u l o . 

Podemos decir que en la cuestión presente la parte ma-
yor es la mitad del número sumada con la mitad de la diferen-
cia de las partes, y la menor Ja mitad del esceso, que el nú-
mero lleva á la diferencia de las partes. 

S'l Para la aplicación sustituimos en los segundos miembros 

de las dos fórmulas — l o s valores, que 
2 2 

damos á los datos », d. 

9? En la coinprobacion vemos que las dos partes compo-
nen el número propuesto, y que el esceso de la mayor sobre la 
menor es igual al intervalo ó diferencia dada, de consiguiente 
el problema está bien resuelto. 
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PROBLEMA II. Diofanto, insigne matemático, pssó la sesta 

parte de su vida en la niñ^z, y la duodecima en la adolescencia: 
se casó,y habiendo vivido sin hijos la séptima parte de su vida 
y cinco años mas, tuvo un h i jo , que vivió la mitad de la edad 
del padre, y que murió cuatro auos antes que Diofanto. ¿ De 
qué edad murió este ? 

de Diof. incógn. ; 

xzz - r H i—-+-.5-Í 1 4 Probi. 
6 1 2 7 2 

o / x x x x \ 0 84x1: 7 h h—-t-5-* 1- 4 84 . . . 
\ó 12 7 2 J 

. . - ^ 4 2 x 4 - 9 * 8 4 — 7 ¿ x - h 9 . 8 4 , 

9X~ 9*84, 

C°niprob. - j - i i - 4 - ^ •+- 9 = 1 1 4 4 7 4 - 1 2 4 - 42 4 9-H-
Ó 12 7 2 

OBSERVACIONES. 
El modo de plantear la cuestión es este 

15 
.2 co 
O 

O 
O 

o 
c *U .X¡ « 

c2 2 - ô O _ rj cu •7' X v .2 u ^ .> 
W -T3 O cu > C TJ TJ 
•tj a o o > -o 

o „ w CX. O 'O a « g rt 
•8 I i « 3 W u a w T3 cr» 
>-3 £ ' 52 >•> S ^ U 

x — — -i — - + - 5 -+-.4' 
0 Í 2 7 2 

» 
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2? Como en los denominadores 12 es múltiplo de 6 y"2» 

solo resultan entre si primeros el 12 y el 7 , por lo que 
formo la primera derivación multiplicando por su producto 
la ecuación constituyente para desvanecer los denominadores. 

3? La segunda derivación se forma restando de ambos 
miembros 7 5 * . 

4? Y la ecuación resultante ó final se saca partiendo por 
el coeficiente 9 de la incógnita, que queda despejada. 

5? La comprobacion manifiesta que se plantea el problema 
del mismo modo que se comprueba , sin mas diferencia que 
usar de una incógnita en vez de la cantidad que se ha de hallar. 

PROBLEMA I I I . Preguntando a' uno que edad tenia su 

hijo, respondió : si del doble de su edad se resta el triplo de 1* 

que tenia seis años ha, quedará su edad actual. ¿Cuanta era esta? 

xedad act. incógn . ; 2x—3(x — 6)z=x ProbL 

— x 4-1 
2XIZ 18 / ) 2 • 

Comprob. 2 . 9 — 3 ( 9 — 6 ) = 1 8 — 9 = 9 . 

OBSERVACIONESV 

La planta es esta t 

« T3 el «3 T3 O <L» >C 
Oj C3 

3 «> <0 en _ T3 <u XJ o 
^ " 0 0 5 e « -T̂  —J « <LI -Q 
"o c .2"* fl a rrj ctf 3 TJ 
_ - - O- o .y 
WO —< 03 -v. «s 

o^Au^t 
2x — 3 ( x — ó ) — 
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a® La primera operscion no es mas que la simplificación 
la ecuación constituyente. 

3 - Como en la primera derivación, que es el pase de la 
lQcognita al primer miembro, y el de la cantidad conocida al 
î egundo, resultan ambos negativos, cambio los signos en s e n -
ado positivo, precediendo á esta variación el signo disyuntivo, 
PSrqu2 no se alteran los valores. 

4* Ultimamente divido por el coeficiente de la incógnita 

Para despejarla, y obtener la ecuación resultante ó final. 

problema IV. Se pide un número tal que si i su 

S^ntuplo se añade siete veces la duodécima parte del mismo 
Kí*nero , y de todo se quitan 17 unidades , resulte igual nú-
11151,0 con mas 203 unidades. 

x ráai. incógn. ; — X —17 —x f 203 Probl. 
1.2 

7 
X—20 7-+-1 7 = 2 20, 

i 2 
5 5 ^ = 2 20 . 1 ? , % 

x ~ 4 ' 1 ' ' ^ ' — — 4 8 . 
i 1 • 5 

Comprob. • 4 8 — 1 7 = 2 5 1 1 1 : 4 8 4 - 2 0 3 . 

OBSERVACIONES. 
». N o 

se necesita cotejar el lenguaje común con el idioms 
a ^ ' b r á i c o , porque la traducían de este problema es muy fa-
Cl1 y perceptible. 

2 < Kn la primera derivación manifiesta el miembro indi-

1
C a t , V o que hemos pasado x al primero y — 1 7 al segundo con Criación correspondiente de sus siguos. 
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3? En la segunda derivación hace ver el segundo miembro 
que hemos multiplicado toda la ecuación por 12. 

4? Como se conoce desde luego en esta derivación 
55X—220 «12 que el ,53 y el 220 son divisibles por U 
y por 5 , divido en la resultante ambos miembros por ¿5 
bajo la forma de sus dos factores i r . 5 , con lo que despejo 
la incógni ta , y por la sencilla multiplicación de 4 . 1 2 
saco su vaior 48 . 

PROBLEMA V. Encontró un gavilan a' una bandada de 
palomas, y la saludó diciendo : bien venida sea la bandada de 
Jas cien palomas. Entonces una le respondió : aunque no vamos 
cien palomas, sin embargo, con estas, otras tantas como estas^ 
la mitad de estas, Ja cuarta parta de estas y tu, gavilan, com-
ponemos ciento cabal. ¿Cuantas eran las palomas? 

núm. de palom. incogn. ; scH-x-í-¿ac-f-^x-+- r —100 Probl. 

• Y ^ - i o o — 1 = 99, 

9 9 • T T — 

Comprob. 36 - + - 3 6 4 V -f- \ 6 -+-1 z i i 00 . 

OBSERVACIONES. 
Aunque esta cuestión es de la misma clase y mas fácil 

de resolver que la anterior, hacemos su esposicion con ciertos 
adornos para manifestar que se debe, antes de todo, traducirla 
en el mismo lenguaje común con espresiones mas sencillas. 

2? Consideremos que aqui solo se buscan relaciones de can-
tidades, y que debemos, por tanto, mirarlas en abstracto, pres-
cindiendo de que la especie sea de palomas, gavilanes ú otras 
cosas. 

3? En este concepto traduciremos la cuestión en nuestrí 
misma lengua, diciendo: Se busca un número, que sumad9 
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consigo mismo, co/z su mitad, co» sm cuarta,parte y con uni-
dad, componga ciento, y su traducion al idioma algebráico^era' 
facilísima. 

4? Luego será la primera derivación una reunión de todas 
las cantidades de la incógnita, y la traslación de la unidad al 
segundo miembro, de modo que tendremos J - 4 - x = 9 9 . 

5? Esta ecuación la multiplicamos por x
4

r para obtener la 
final, que es X ~ ¿ 6 , con que queda resuelto el problema. 

PROBLEMA VI. Preguntado Artemidoro qué edad tenia 
Alejandro M a g n o , respondió que dos años mas que Efestion, 
cuyo padre escedia en cuatro años á la edad de entrambos, 
y que el padre de Alejandro , contando ya 96 años , tenia 
tanta edad como los tres juntos. 

* edad de Alej. incógn.; x — 2 edad de Efest . 
2 - f 4 la del pad.de Efest . 

X 4 - # — 2 4-:x*4-3C— 2 4 - 4 la del pad. de Alej, 

X -+-X—2-+-JC4-JÍ— 2 - 4 - 4 = 9 6 Probl. 
4 ^ = 9 6 , 

X — 2 = 2 4 — 2 = 22 ; 
2 ^ 4 - 2 = 2 4 . 2 4 - 2 = 5 0 . 

t 
Comprob. 244 - 22 4 -5°—9^« 

OBSERVACIONES. 
Aunque en este problema parece que debía haber tres 

incógnitas , pnes se buscan tres cosqs desconocidas ; como las 
tíos últimas dependen tan claramente de la primera , hemos 
hecho la preparación para usar solo de una. 

As í , de la edad x de Alejandro hemos deducido la 
yi 

Prepa-
ración. 
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da loa oíros, y planteamos la cuestión de esta manera 

U-, <X3 
W ^ TJ n ea en § ' a Oh <u t-, 

CT3 
t5 _ c/5 

la u W ci. "a 
*T3 C _ «> qj Q 4> O <u T3 O -73 icr1 

w 2; * rj a 
^ .2, J2 

X •+- tf — 2 -4- X-Y-X—24-4 = 9 6 . 

3? Sumamos el primer miembro de la ecuación y nos resul-
ta 4 x ^ 9 6 , que dividido por 4 nos da la ecuación final x~24» 

4? Luego es fácil hallar las demás edades , sustituyendo 
en x su valor. 

PROBLEMA VIL Preguntó Hércules á A u g é o , rey de 
los E l é o s , cuantas vacas tenía. E s t e respondió: en el llano 
de Alféo la mitad , en el monte de Saturno la octava parte, 
en los valles lejanos la duodécima , en El ide la vigésima , 
en Arcadia la trigésima , y quedan 50 en mi hacienda» 
¿ Cuantas eran las vacas ? 

x núm. de vac. incógn . ; 

X X X X x n , , x — — 1=50 ProbI, 
2 o 12 20 30 

1 2 C # — 6 o # — ¡ 5 X — ' i o x — 6 x — 4 x ~ 3 Q » i 20, 

2 5 
Comprob. 

OBSERVACIONES. 

Aunque es bastante fácil la traducion de este pro 
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blema al idioma algebraico ; como no viene propuesto con 
la última sencil lez, pondremos aqui su p lan ta : 

c 
o <D «rí • 

tu n c> ' J '—< K¡ T3 o g « tq J3 g 
o 252 5 > c « .2 
3 ^ « —• G 

•c <=> a 2 r- rt 
tu tu a» Tj s -— 

•u g '~a
 w G 

T3 oj <u <u *J5 C o o *-• *-» — ra vs a c a « - >> 
ra ¿L o a» O« <3 C es o S ^ w w -a 
ra «Jj . rH <u tu c tu > » S w « 3 

cr (u cr t3 cr CTj (U C3 C . «3 <« 3 
^ -s ' e ^ ¿2 '£ iS "S ^ cr J2 

^ 2 tí 1 2 2 o 3 0 

Para operar con facilidad busco un número que sea 
múltiplo de los denominadores, cual es 1 2 0 , por el que muí* 
Aplico la ecuación , como lo manifiesta su segando miembro. 

3? Ale propongo reducir el primer miembro, y como esta 
operación no altera el valor de la ecuación , no debo sacar una 
derivada , por lo que me valgo del signo disyuntivo para es* 
cribir á continuación la ecuación igual á ella 2 5 x 1 = 5 0 • 120. 

4C* Es de advertir que las disyunciones , marcadas con sil 
s lgno , no forman nueva columna, y a s i , en este caso, toda 
la línea pertenece á la columna central. 

5'- Ahora divido todo por 25 , coeficiente de la incógnita, 
tomo lo manifiesta el segundo miembro, con lo que resulta 
^ 2 4 0 vacas de Augéo. 

PROBLEMA FIII. Unas gentes caritativas acostumbra-
ban d a r á cada'pobre, que llegaba á su puerta, la mitad del 
pan que tenían , y medio pan mas : llegaron tres pobres , 

s e quedaron en la casa sin pan. ¿Cuantos panes h ^ i i a 
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entes de llegar el primer pobre? 
X panes, que habiá antes.de llegar el primer pobre : incógn. ; 

í • X t 3C í el prim. pobre. . , .„. . x —— — 5 — ; 
Quedaron 1 

en la casa, / Q\ s e g . ..... J í 
cuando se 
fue' el tere. ... 

Comprob. 7 — ? 3 — ( t + t ) = i 5 «— ( i + I ) = o . 

OBSERVACIONES 
E n las ecuaciones preparatorias restamos cada vez la 

mitad del pan que hay, y también medio pan, con lo que á la 
tercera nada queda, y con esta espresion se plantea el problema. 

2? Pudiera haberse obtenido la resolución por un procedi-
miento sintético sin mas medios que el raciocinio. Con efecto 
se conoce por la reflecsion que no podia quedar la casa sin pan, 
cuando se socorrió al tercer pobre, si no en el caso de haber 
antes solo un pan, para que la mitad mas medio fuese "igual i 
uno : cuando se socorrió al segundo habria el doble de lo qus 
dió al tercero y el doble de medio, para que quedase un pan, 
esto es, 3 panes; y cuando se socorrió al primero sucedería lo 
mismo, es decir, habria 3 X 2 -+-1=17 panas, como sale á la in-
cógnita ; de modo que si hubieran llegado 4 pobres serian i ¿ 
los panes1, si 5 serian 31 y asi sucesivamente.-



191 

PROBLEMA I X . Forma en batalla un General su ejér-
c i to , que es de 3 6 0 0 0 hombres , en tres divisiones, de modo 
que la del centro tenga 3 0 0 0 hombres mas que la de la 
derecha, y esta 1500 mas que la de la izquierda. Se pre-
gunta ¿cuantos habrá de tener cada división? 

* div. del centro ) 1 
3°oo de la der. ) incógn. ; 

" 4 5 0 o de la izq. ) 

X •+• x—-3000 + x—4500=36000 Probl. 

3 ^ = 3 6 0 0 0 4 - 3 0 0 0 - 4 - 4 5 0 0 = 4 3 5 0 0 , 

, . .... , J. _ , ^ = 4 4 ^ = 1 4 5 0 0 ; 

X — 3 0 0 0 = 1 4 5 0 0 — 3 0 0 0 = 1 1 5 0 0 ; 

x — 4 5 0 0 = 1 4 5 0 0 — 4 5 0 0 = 1 0 0 0 0 . 
n . , 
vomprob. 1 4 5 0 0 1 5 0 0 4 - 1 0 0 0 0 = 3 6 0 0 0 . 

OBSERVACIONES. 
Pudiéramos haber tomado por incógnita cualquiera de 

las otras dos divisiones del e jérc i to; pero hemos tomado la 
centro por seguir mas de cerca la iocucion del problema. 

Si hubiéramos considerado que la división de la derecha 
e r a la incógnita x , hubiera resultado ser X4-30CO la del cen-
t r o y x— 1500 la de la i z q u i e r d a , con lo que hubiéramos 
sacado k = . U O O C - - » 5 O 0 : : i c o m o a n t e s > 

3* Y si hubiéramos figurado con JC la división-de la iz-
quierda, hubiera sido 304-1500 la de la derecha y JC4-4500 

a d e l centro, resultando al fin x = 3 6 0 0 0 0 ° = i 0000 co-
J n° sabíamos. 

4- Después de planteado el problema son tan claras sus 
Ovaciones que no es necesario esplicarlas. 
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PROBLEMA X. Dos hurtaron 60 doblones: al partirlos ri-
ñeron y arrebató cada uno lo que pudo: puestos en paz, dió el 
primero al segundo la cuarta parte de lo que habia a r rebatado, / 
el segundo al primero la tercera parte de lo que habia arrebatado, 
y asi quedaron con partes iguales. ¿Cuanto arrebató cada uno? 

x cant. que arrebató el prim. 1 . . / i ncoen * 
6 o — x la que arrebató el seg. J 5 * ' 

x 6 0 — x r, 
X 1 — 30 ProbL 

4 3 
r¡x 6 0 — x 

= 30 , 
4 3 

53c 1 2 . 3 0 — 4 . 6 0 ZZ I 2 0 * 
t 3 O 

* = — 2 4 ; 

60—X z= 60 — 24 zz 36 . 

Comprob. fl4-V + V 6 = 3 0 = 3 6 — ¥ + 

OBSERVACIONES. 
La planta de este problema, según su locucion, debía 

V 

e» 

ser asi 
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como procuramos la mayor sencillez, consideraremos que, de -
biendo quedar cada ladrón con igual parte, percibirá la mitad 
de los 6o- doblones robados ; por lo que, conservando el primer 
miembro de Ja ecuación, viene á ser 30 el segundo, como mani-
fiesta la ecuación constituyente. 

Las operaciones de la resolución se entienden bastante 
por los miembros indicativos, y se ve que el primer ladrón 
arrebató 24 doblones, y el segundo 36. 

3J.1 Hacemos la comprobación en la misma forma con que 
hemos estampado la planta en la primera observación. 

PROBLEMA XI. Dadas las edades de un padre y un hijo, 
determinar el número de los años, que deberán vivir para 

la edad del padre sea n número de veces múltipla de 
l a del hijo. 

del pad.^ p+xzi(1i + x)n Probl. 

del hijo. \ datos; * » + « * = / > + * , 
nU«n.devec. \ : {n—t)X- p—hn, 
m Q s l l u e deberán vivir : incógn.: p—hn 

n—1 

Aplic. Sea<;A—15; x = ñ ñ ' ~ 
, ."= 3 ; 

Comprob. 5 5 - f - ^ t f c —(í 5 - f 5)3 . 

3 — 1 

PROBLEMA XII. Buscar un número, que, dividido por 
°cros dos conocidos, los cocientes tengan una diferencia dada. 

Probi. ¿ / d i v i s o r e s £ 
c/j¡f > datos j . a b 
^ r e ncia j (&—a) x ~ abd , 

nUíI]. incógn.: . abd 
0 ' x—, 

b—a 
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abd Comprob. algebráica - : a 

«r a—4 ; 
Aplic. Sea J 6 = 7 ; 

ld~6; 

abd , bd—ad . : b~-
b — « ¿r-« 

4 - 7 * 6 se— — 
7 - 4 nt 

Comprob. numérica — -5JL—14 — 8 z z 6 . 

PROBLEMA XIII. Un comisionado de comercio salid de 
Barcelona con géneros, que valían una cierta suma. Llegó i 
Zaragoza, donde gastó la mitad de la suma y ganó'en la venta 
de sus géneros 20 doblones. Pasó á Burgos, donde gastó la 
cuarta parte de lo que llevaba y ganó 15 doblones. De allí 
pasó á Oviedo, donde gastó el tercio de lo que tenia y ganó 16 
doblones. Llegó á la Coruña, y gastó la sesta parte de lo que 
tenia y ganó 1 8 doblones. Se embarcó para Cádiz, y pagado el 
flete, que fué de 5 doblones, halló que habia doblado la suma 
con que salió de Barcelona. ¿Cuanta era esta? 

X suma con que salió de Barcelona: incógn.; 
X X 

h 2 0 ZZ — 4 - 2 0 
2 2 

E n Zaragoza X 

Burgos — 4 - 2 0 — ( — 4 - 2 0 ) ^ 4 - 1 5 zz ^ 4 - 3 0 
2 \ 2 / < o 

O v i e d o . . . , 4 ^ - 3 ° — 3 o ) i + l 6 — ~ - 4 - 3 6 l Prep3f' 
a \ o / 4 

C o r u ñ a . . . - 4 - 3 6 - ( — 4 - 3 6 U + 1 8 = — 4 - 4 8 
d \4 ' 24 

Cádiz 48 
53c 

.24 24 43 

2XZZL-— 4- 43 Probl. 
24 

48X z z ¿x4- 43 • 2 4 ? 
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43* = 43 * 2 4 9 
¿í zz 24. 

/ 24 — V -+-20 ~ 32 ; 
V32 — V + ' 5 = 3 9 5 

Comprob. ¿ 3 9 — 3
T

9 - M 6 — 42 ; 
Í 4 2 — Y + i 8 = 53 ; 
1 53 — 5 = 4« zz 2 4 X 2 . 

OBSERVACIONES. 
La única dificultad, que pudiera ofrecer este problema, 

es su preparación. Para hacerla vamos ejecutando sucesivamente 
las reduciones necesarias: la primera es rebajar la mitad del di-
nero, que el comisionado sacó de Barcelona, y aumentar 20 do-
blones que ganó en Zaragoza, de que resulta haber salido de 

x e s t a ciudad y entrado en Burgos con — + 20 doblones. 

2? Las demás operaciones preparatorias consisten igual -
mente en rebajar del dinero, con que el comisionado entra en 
cada ciudad, la parte que la cuestión indica haber gastado en 
ella? y aumentar el número de doblones ganados allí. 

3'- Estas operaciones, aunque puestas en ecuación, no corres-
ponden á las ecuaciones de investigación con que se ha de re-
solver el problema, pues solo tratamos en ellas de hallar los 
tedios de plantearlo. 

4^ Luego que tenemos el resultado -f. 43 con que el 
2 4 

comisionado se halló en Cádiz, Jo igualamos con 2x doble de lo 
9ue sacó de Barcelona, y asi cumplimos la condicion del pro-
blema, el cual queda planteado. 

Las operaciones resolutivas se esplican claramente por 
' a s formas del segundo miembro de las ecuaciones derivadas 
y final. 
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PROBLEMA XIV. g Cual es e! número cuyo tercio es 
escedido de 20 lo que 30 escede al mismo número ? 
N üúm. incdgn. : N , , N ,, ü ' 20 - 2 0 — N Probl. 

3 6 

60— N -(30-^)3-90-3^9 
z N — 90 — 60 —30 , 

Comprob. 20 — ~ = 1 5 — 3 0 — 15. 

PROBLEMA. XV. En todo relox el minutero está sobre 
la manilla á las doce. ¿Cuando volverán á encontrarse? 

X camino de la manilla desde la una al punto del encuentro: incógn.; 
1 x ~ 12X Probl. 

I Í x — 1 , 
X — r r horas = 5 4 - t V min. 

OBSERVACIONES. 
Cuando la manilla esté en la una el minutero vol-

verá á estar en las doce. Y siendo la parte x de hora el 
camino de la manilla desde la una al punto del encuentro, 
será 1 x el camino, que hace el minutero desde las doce, 
en que se halla, hasta el mismo punto de encuentro ; pero, 
como el minutero anda doce veces mas que la manilla en 
tiempo igual, y esta camina el espacio x-> andará el minute-
ro I2AT. Con estas dos espresiones diferentes del mismo camino 
del minutero formo la ecuación constituyente 1 X z z \ 2 X con 
que resulta planteado el problema. 

Sacamos, p u e s , que siendo el camino de la manilla 

——, el minutero, que anda ademas el espacio de 
1 J 
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doce i una , la encuentra á la una y cinco minutos y cinco 
°nce avos de otro. 

Este problema se puede generalizar fácilmente, pues, 
81guiendo el raciocinio j a hecho , si a es la hora d a d a , 
andará el minutero el espacio , que haya desde las doce 
hasta la tal hora , y ademas el que desde ella haya de 
andar la manilla hasta el punto del encuentro , caminando 
con una velocidad doce veces mayor que la de la manilla, 
de modo que la ecuación general será a 4 - x~ 1 2 x , de que 

resulta x=z— . 
11 

Con esta formula podemos saber cuando, á cualquier 
hora , se hallará el minutero sobre la manilla, como, por 
ejempio , á las ocho; p o r q u e , haciendo a ~ S , tendremos 

a h B7* h 8 . 6 o ' 1 480 ' , 
- 8 * - + - - — - 8 4- Z18 4 - - — 4 - 4 3 • • • 

7 ' . „ ^ e s i a j l o r a pedida. 

PROBLEMA XVI. Un hombre, que camina diez veces 
nías á prisa que una tor tuga, la cual le lleva una legua 
de delantera ¿ á que distancia la alcanzará ? 

2 leg. que anda el homb. para llegar á la tort. incógn.; 

1 0 ( 2 — 1 ) — 2 Problv 

921=1 o , 
_—_L o, . 

9 • 

Comprob. ( J f - — 1 ) 1 0 = j - . iozz-1 

z = Y = i - f f 

OBSERVACIONES. 
Como la tortuga tiene una legua de ventaja habrá 
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andado en «1 mismo tiempo una legua menos que el hom-
bre cuando este la a l c a n c e , esto e s , z — i ; y como el 
hombre camina diez veces mas a' p r i s a , su camino z sera' 
diez veces mayor que el de la tortuga en cada unidad de 
t i e m p o , de que resulta 2 = 1 0 ( 2 — 1 ) para ecuación consti-
tuyente, 

2? Aunque este problema es lo mismo que el anterior 
del re lox, pues el hombre está en el caso del minutero 1 
la tortuga en lugar de la manilla, y la razón de velocidad 
de 10 á 1 en vez de h de 12 á 1 ; parece diferente 
por haber hecho distinta investigación, respecto á que antes 
buscamos el valor del menor movimiento , que era el de 
la mani l l a , y resultó- x z z T V hora s , siendo asi que ahora 
hemos buscado el valor del mayor movimiento, que es el 
del h o m b r e , y ha resultado Zzzi-t--^- leguas. 

PROBLEMA XVII. Con un numero dado de cartas n se 
forma un numero ra de montones, teniendo cada uno el número 
de puntos, contados de modo que la base ó carta inferior de ca-
da monton valga el punto que significa, y las demás valga cada 
una por 1 : sobra el número de cartas y se pide la suma de 
puntos de las cartas inferiores. 

x suma de punt. de las cart . inf. incógn. ; 

mp•—ra = n—s Probl. 

X~ mp-+~m—n+s zz m(/>4-!) — («-"*)' 
r n = 40 ; 
\ YYl —~ O * 

Aplic. Sea ) . ó ] ^ = 3 ( 1 5 4 - 1 ) — ( 4 0 — - i 1 ) = 19. 
i r — 1 5 1 
( s — 11 5 

OBSERVACIONES. 

Como los puntos de todos los montones son los puntos f 
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de cada uno multiplicados por el número m de montones, estaran 
apresados con el producto mp. Si de este producto rebajamos 
l°s puntos x significados en las bases, y le aumentamos el n ú -
mero m de montones para compensar la supresión de una carta 
que lleva consigo cada una de las inferiores en la cuenta ; resul-
tará el esceso que el total de cartas lleva á su sobrante ; por lo 
fjue se plantea el problema de esta forma ; 

a o ~ «•> 

E £ g 
i/J t» g 
e £ 2 « J 0 c n-í <*> O M • 
O n s 12 « -V-. O t-t GJ 
Pi « JÜ "O « « *X3 « o -o c -a o 
^ 12 « 2 -o s « -
e S s S g c ^ ^ g 
5 G rj P -t ° 115 K-

O (L) o -—O _ a» —i i_¡¡ T3 « a* w OJ «-> <u 
mp — tf -4- «i :=: « — s. 

La comprobacion se hace ejecutando la suerte con la 
baraja. 

oaMMHBBBIMi 

PROBLEMA XVIII. Uno quiere repartir el dinero que 
tiene , entre varios pobres : si da á cada uno a le falta c 
Para hacer la distribución : si da á cada uno b le sobra d 
después de hecha la distribución. ¿ Cuantos eran los pobres 
y que dinero tenia? 

X ' nu«i- de pob. incógn. ; 

ax~~ c—bx- t -d Probl. 

(a-b)xzzc + d , 
c~\~d 

x— ; 
a—b 
c-bd ae Jbad—ac+bc ad-bhc 

a x — c z z - — — — . — • l 
a—o a — b a—o 
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Aplic. )bz=ao; i c + 2 5 2 5 . 2 5 4 - 2 0 . 1 0 
c ' < 7 X ~ = 7 ; Í7C—jen- = 105 feupongo ) c = f o ; 2 5 — 2 0 2 5 — 2 0 

C d = 2 5 ; 
Comprob. 2 5 . 7 —10=11 6 5 = 2 0 . 7 4 - 2 5 . 

OBSERVACION. 
La planta de esta cuestión es bastante inteligible. Bien 

se echa de ver que el dinero, que el limosnero tenia, era 
igual al producto de la limosna a por el número de po-
bres , menos la cantidad c , que le faltaba para completar 
esta distribución : también se conoce desde luego que el 
mismo dinero era asimismo igual con el producto de la li-
mosna b por el número de pobres, mas la cantidad d que 
sobraba. Con estos dos valores iguales formamos la ecuación 

constituyente. Resulta que x~~~- es el número de pobres,, 

ad-+-bc , , 
v ax—czi , - e s dinero que se busca» J a—h 

PROBLEMA XIX. Dividir un número dado en partes 
proporcionales á varios números dados. 

a número dado ^datos* 
«,/>, Sic.núm. proporcionales j ' 

X parte del núm. dado, la cual ha de ser proporcional á M : incógn.; 

nx px nx px 
« : * : : » : — ::/> ¡ — : : w c . , . . . * 4 £ — P r o b I 

tu m ta m iUUi' 

OBSERVACIONES. 
1? Este problema es la regla de compañía generalizada, 
a® Por tanto, siendo una cantidad á otra como sus par-
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íes semejantes son entre si, y componiendo los ntuneros pro-
porcionales dados una cantidad total conocida , podemos dec i r : 
fe suma de ellos es al pr imero, como la cantidad dada á 
s u primera parte , esto es m 4- »-+-/> -f- &c.: m :: a : x . . . 

• • — — - , con lo que se despeja desde luego 
m -4- n -\-p ~\~&c. ^ r 

incógnita. 
— ± iMBBmnx. -.ííA^i'ULíUliZ.SStsx-iJi^*^" • —1 11 

PROBLEMA XX. Dados los tiempos, que tarda cada uno 

dos caños en llenar un estanque, determinar cuanto tardarán 
e n llenarlo corriendo ambos á la par. 

¡ Uempo que tarda en llenar el estanque el caño c ) d a f o g . 
el que tarda el caño c' J * 
t le 'BP° en que lo llenarán los dos caños juntos : incógn. ; 

as — be' -t(c-^c') Probl. 
, ac 

ac zz: t ( c 4 - c ' ) , 
«'^ü® / cic\ ,, _ a A-b 

T ' • * • a c = ' { c + T - ) f f a - t y ' * ' 7 ) z : : t m — ' 

ab 
t ~ 

b 

^ • s u p o n g o ! " 2 ' » = í . v « + y ) = v « y . 
)¿ _ . • • — 1 ~ hora y media. 

~~ 4 ' 

OBSERVACIONES. 
1 • Aunque introducimos en el cálculo las cantidades c y c ' , 

(l l le no se presentan conocidas, esto nada importa, porque desa-
I)arecen después en las operaciones, y conviene valerse de ellas 

5 h 
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al principio para traducir con la mayor ecsactitud posible el 
problema. 

2? Bien se echa de ver que estas cantidades c, c' son el 
caudal de agua, que los caños dan en la unidad de tiempo. 

3? En este problema hemos generalizado la cuestión 4? re-
suelta en la aritme'rica por la regla de falsa posicion. 

4? También pudiéramos haber dicho que, en virtud de pro-

porcion, el primer caño hubiera en el tiempo t llenado — del 
a 

t 

estanque, y t i segundo caño hubiera llenado del estanque; y 

como ambos, corriendo juntos, debian llenarlo todo en el indi-

cado tiempo F, resultaría — 4 - ^ - I Z I , representando esta uni-

dad la capacidad del estanque. Planteado asi el problema saca-

riamos el mismo resultado de t ~ —--. 

5? Respecto a comprobacion considerare'mos que en uní 
hora llenaría el primer caño c~ -\ del estanque, y el segundo 
llenaria c ' — d e l e s tanque ; de modo que *(<?-+•<?')..» 

. . = i ( i - H * ) = i ( ^ ) = i ' T = = i capacidad total del 
estanque. 

PROBLEMA XXL Un pescador promete á su hijo darle 
un cierto número de cuartos en premio por cada vez, que saque 
peces en la red,.con tal que el hijo le pague otro cierto nu-
mero de cuartos por cada vez que no los saque. Al cabo de un 
determinado número de redadas ajustan cuentas, y queda de-
biendo el uno al otro un número de cuartos conocido cambien» 
Se pregunta ¿ cuantas veces sacó la red vacia y cuantas con 
pescado? 
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« rt 11 >r \ y cr r " 

total de reda Jas " S 
hartos de premio 1 ' Í V ' 

p a r t o s de pérdida i. ... • / d a t ° ? * 
0 ganado ó perdido al fin por el hijo J 

' Vec2s que sacó la red vacia \ 
" . J / iijoogn.: i . ': veces que sacó pescado J 

(a—v)b—rcv — d Probl. 
(b •+• c)v — ab-—d, 

ab—d 
v — 

b-\-c 
ab—d ac~\~d 
b-\-c ~~ b -t-c 

a — z z a 

ía—i 2; iM; 

AnlrV o « 12•< — 23 __ 1 2 . 3 4 - 2 8 
P'ic. bupon/7o 5 ' n z — — — a—v— : 

0 } * = 3 ; 5-H3 5 4 - 3 
2 8 ; 

Comprobé 5 . 8 — 3 . 4 = 1 2 8 . 

OBSERVACIONES. 
1 • Si procediéramos en el concepto de que el hijo hubiese 

de perder plantearíamos la cuestión de esta manera: 
, M i i - ab-\rd cv—(a—vjbzzcl* de que sacaríamos v— * 
v b + c 

^ Si hubiesen de quedar en paz, plantearíamos 

cv—(a—v)bzz o , . . . v 
" b~~ <i 

3^ Resulta, pues, que la fórmula general de v es 

y la de a—v es a—ü — t o m a n d o en el primer caso el 
b-f-e r , 

Slgno superior, en el segundo el inferior, y haciendo en el t e r -
cero dzz0. 

SS 
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PROBLEMA XXII. Buscar un número, cuyas pârfe* 

de una cierta denominación , multiplicadas entre si , den el 
mismo producto que las partes del mismo número de una 
der minacion mayor en una unidad qué la primera. 

m denominación de las par tes : dato; 
X núm. incógn, ; 

( j L ) m - ( J L : f + ' P;obI. 
V mj \m 4- i / 

xmx Xm 

(ffl4i) f f l + 1 ~~™m ' 

X — ~m 

A r e — (2-\-x)1 + l 33 
Apltc. Supongo mzz 2 ; Xzz-~ j 

• ^ 4 

OBSERVACIONES. 

Como cada parte denominada del número es — , y el 
m J 

número de estas partes es m , compondrá í— J el primef 

miembro de la ecuación constituyente; y como cada parte 

A» de una denominación mayor en una unidad ha de ser ' J m 4~ i 
y el número de estas partes debe ser IB + I , resultará 
/ je \m+t 

( m l j para segundo miembro de la misma ecuación. 

La primera operacion es cambiar los miembros de la 
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ecuación constituyente, y disponerlos de un modo mas ade-
cuado para la resolución. . . 

8L T • • t 9 * 3- Las derivaciones son fáciles de comprender a su mera 
inspección. ; = 

PROBLEMA XXIII. Dos jugadores se ponen á jugar 
c°n una misma cantidad de dinero : él primero pierde a , 
el segundo pierde y la cant idad, que queda al primero^ 
es tn número de veces múltipla de la que queda al segundo. 
¿Con qué dinero se pusieron á jugar? 
^ din. con que principio cada uno : incógn.; 

D — a ~ m ( D — b ) Probl. 
( i — m ) D = a—mb , 

mh—a " — '' Dzz 
m-

Ç a — i o o ; 
AP¡ic. Sea < b = 8 o o ; 

Lm~ 4 ; 
Comprob. 1000 — 2 0 0 = 8 0 0 = 4 ( 1 0 0 0 — 8 0 0 ) . 

4 . 8 0 0 - 2 0 0 , j o o o . l f l n f l < 

4 — ' 3 

PROBLEMA XXIV. Se pide dividir el número a en 
varias partes, tales que la primera esceda á la segunda en b, 

segunda á la tercera en c, la tercera á la cuarta en d, &c . 
n núm. de partes : dato ; 
$ prim. parte } 
X'—b seg. f 
x~-b — c tere. / incógn. ; 

¿ — c — d cuart. % 
Be . ; 
a z z n x — ( n — i ) b - ~ ( n — 2 ) s — ( n — — { « — ( « — r ) } q Probl, 

« x = a 3)d ( « — 0 } 2 o 
a 

X~— -4-(n—i)b+(n—2)c-\r(n—$)d -t- tq 

) 



2 C-0 - n Ci < « . , , 
otom ni' «oí ; 

= 2 ; 

.! -1 i.. • 

A p l i c . ) ¿ ~ ^ y U. 6 2 0 4 - 5 . 2 4 - 4 . 5 4- 3 . 4 4 - 2 „ 3 4 - 1 . 4 
Sea i ! "ó — ~6 5/— 3? 7 - • • p M — — B — — ' " — 4; 

Rr no1] * T / 

Coinprob. 112-+- 1 1 2 — 2 4 * 1 1 0 — 5 4 - 1 0 3 — 4 4 - s o r — 3 4 - ^ 8 — 4 .« 
. , ^ 1 1 2 4 - j i o - , 4 - 105 4 - 101 4 - 98 -4- 9 4 

.OLÍIÜ-92 Ifi £ b O B S E R V A C I O N E S . 
S . ; r, • 7 

Si hubiéramos supuesto que x era la parte menor, h u -
biera resultado la ecuación constituyente 

a — nx I ) 6 4 - ( « — t)c ... 4 - { » — ( » — i ) } q , 

y obtendríamos # — — — — — — — — Ü . 
« 

2? Los coeficientes, en ambos casos, empiezan en la planta 
por el número de partes, y van disminuyendo una unidad en 
cada término hasta que el último tiene por coeficiente la unidad. 
L o mismo sucede en el valor de la incógnita, empezando por 
un coeficiente visible una unidad menor que el número de p a r -
tes por ser el del primer esceso. 

PROBLEMA XXV. Se pide un número tal que, sumado 
primero con a y despues con fr, tengan estas sumas la razón 
de m: n. 

X núni. incógn. 
# 4 - 0 : X-\-b :: m :n Probl. 

mx-\-bm ~ an-i-nx, 
(m—n)x — an — bm , 

an—bm 
X =z . 

m—n 
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ApHcS « = 1 ^ = ^ = 1 1 = 1 1 = 6. 
7—4 3 

( n — 4 ; 
Comprob. 6 4 -8 : 6 4 - 2 : : 7 : 4. 

PROBLEMA XXVI. Queriendo un oficial disponer su 
tropa en batallón cuadrado, le sobra a número de soldados. 
•Añada un soldado por fila é hi lera , y 1c» falta b número 
de soldados para formar este segundo cuadro. ¿Cuantos sol-
dados tenia ? 

^adodelpr im. cuad.} . , , „ , , T n t í 
* - f - o ú m . de sold. j i n c o ^ n ' ' x2+azz(x+i)2-b Probl. 

a A- h— r 
X — 2 

2 

Â^r r- Ç a — 1 2 ; . 2 , /T2-4-0 — 1 \ 2 
A puc. Sea ' ^ . ^ ^ J H-r 2=rr r 2. 

Comprob. 112-—io*=r j2 ; 112 — i i 2 z ; — 9 . 

OBSERVACIONES. 
Para evitar radicales y simplificar la resolución to-

a m o s por incógnita x el lado del primer cuadrado , de 
«iodo que el número de soldados ha de ser x2-±-a. 

2. Co mo el lado del segundo cuadrado debe ser AT4-r, 
s e r a ' también ( x + i ) 2 — b el número de soldados. 
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3® Con estas dos espresiones iguales formamos la ecua-
ción constituyente - x2 ) 2 — y aunque aparece de 
segundo g r a d o , bien pronto se elimina el cuadrado de la 
incógnita ¡c, y se ve que el problema es de primer grado. 

4a E l resultado — m a n i f i e s t a que 

el problema es imposible siempre que los números a , b 
sean ambos pares ó ambos i m p a r e s , pues en tal caso sa-
caríamos un quebrado. 

PROBLEMA XXVII. Un padre reparte su hacienda de 

modo que al primero de sus hijos toque a, y la parte p del 

resto : al segundo 2a y la parte p del resto: al tercero 3a y la 

parte p del resto, &c. Todos salen con partes iguales. ¿ Cuanta 

era la hacienda? ¿Cuanto tocó á cada uno? ¿Cuantos eran los hijos? 

* h a c ' = * * + * — . Cuota del «?j 
P P \ prep. 

. („ X—a\ ^ 2dp ~\~px—'lap—, . n, 
^ — — ^ — ~ p — / ! ^ — 

ap+- Y—a lap* -^-px—%ap—X+ÍJ^ ^ 
_ __ _ r o 

ap2-\~px—ap zz 2ap2 +-px—3ap—x-\-an 

Valor de la hacienda x zz ap2 — 2 a p - \ - a ~ a(p—1)* ; 

Cuota de cada uno a - h * a zz fl-t- z a p + a — a ___ — 
p p \r / 7 

Número de hijos ~ — — zz p — 1. 
a(p—i) 

a(p—i)azziooo(5—I)2ZZI 6000 Valor de'la HAC-Í 
A p l i c . f a z z i o o o ; = 1 0 0 0 ( 5 — 1) zz 4 0 0 0 Cuot. de cad, unoí 

oea I p z z 5? 
p — i zz 5 — 1 zz 4 Núrn. de hijos» 



i . e r hijo.. . . 1000 4 -

2? 2000 4 -

, 0 
, - ) . . . . . . . . . . . . . . 3 0 0 0 4 -

A° 4000 4 -
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i 6 o o o — r o o o __ " . — zz 4000 ; 
5 

1 6 0 0 0 — 4 0 0 0 — 2 0 0 0 4000 | 
c°mprob. ) 5 

1 6 0 0 0 — 2 . 4 0 0 0 — 3 0 0 0 _ . 

5 
1 6 0 0 c — 4 . 4 0 0 0 4000, 

OBSERVACIONES. 
Tomando a para la parte del primer hijo queda el valor 

de la hacienda menos esta parte, es decir, x—0, y como de este 
x—a • / 

resto tiene el mismo hijo la parte p , esto es, , viene a ser 

o,, se — a ap-\-x-—a s u cuota a 4- - _ zz r 

/> P 
E l segundo hijo tiene la parte 2 a ; pero, restando del 

v^lor ¿Je ] a hacienda esta parte, y lo perteneciente al primero 
y r /7 y -•• - Cl que es quedará x—30—: ; y como de este resto 

p P 
• ' i / 50 —1^ Tiene el segundo hijo la parte />, esto es — 

px — %ap— x~\-a , px—%ap—x+a • . z z í —-~> — , su cuota sera 2 a 4 - . . . 
p p3 

. . — t a p ^ - p x — 3 a p — X + a m \ . . ^ 
3- Siendo iguales las cuotas de todos los hijos, formo con 

â del primero y la del segundo la ecuación constituyente 
^Pj^X—a __ 2 ap 4 -{-px—3 ap — # 4 - a 

P ' />• 
4- E s claro que el número de hijos es el cociente de la 

división, que se hace del valor de la hacienda por la cuota de 

uno, ó b ¡ e n 
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Por haber tres cosas desconocidas, aunque depehdientes 
entre si, podamos considerar cualquiera de ellas como la incóg-
nita, según lo hemos hecho ya con el valor de la hacienda. 

6? Si suponemos que x es la cuota de cada hijo, esta i n -
cógnita comprendera', respecto al primero, ademas de la can t i -
dad a, la parte p del resto, la cual será x—que, multiplicada 
por p , reproduce el resto px—ap¡ á que solo falta a para s i g -
nificar el valor de la hacienda en px—ap-^a. 

E l segundo hijo tiene 2a, y la parte p del res to ; pero 

la hacienda vale px—ap -Ha, y se ha tomado de ella x para el 

primer hijo y 2a para el segundo , de consiguiente queda 

px—ap-\-a—x—2a — px—ap—a—de cuyo resto la p a r -

te p es — — R e s u l t a , pues, que la cuota del según-

, , .. , px—ap—a—x ap—a-\-px—x 
do hijo es — £ . 

J P P 
Debiendo ser iguales las cuotas de los hijos, planteo ef 

problema con las del primero y del segundo en esta ecuación 

Xzz a P —— , que resuelvo a s i : 
P 

px—ap—a-k-px—x, 
o zz ap—a—x , 
X — ap—a — a(p—1) cuota de cada 

el valor de la hac* px—ap-h a — a(p—1 )p—ap-ba . . » 
.. — a(p* —p—p -f-1) =: a(p— 1) 

9? Si tomamos X por el número de h i jos , considera-
rémos que el último no puede tener parte p de resto, pues 
en tal caso quedaría algo de la hacienda despues de hecha 
la distribución , lo que seria contra el supuesto. Por tanto 
la cuota del último será el producto de la parte a po£ 
el número de h i j o s e s t o es ax* 
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10« Siendo también ax la cuota del p r imero , en que 

8e incluye su parte p de resto , será esta ax—a , y el 
mismo resto consistirá en el múltiplo (ax—a)pnapx—ap. 

i ' i? Corno solo se ha tomado del valor de la hacienda 
cantidad a para el primer hijo , será el total valor 

de aquella apx—ap^-a. 
E l segundo hijo tiene 2 0 , y ademas la parte p 

Hpi „ „ , , . apx-~ap-\- a—ax—2a u e i resto, la cual consiste en — -— . • • 
P apx — ap — a — ax , , 

. . f • Juego su cuota sera 
P 

2¿i-f- ~~ ÜP — a — aX aPX aP — ü — aX 

13^ Igualando las dos cuotas , tendremos la planta y 
resoiucion siguiente : 

apx -\~ap — a — ax 
x - p ' 

apx — api: ap — a — ax , 

ax ~ ap — a — a (p— 1 ) cuota de cada hijo ? 

a (p — 1 ) _ 
a 

p — i n ú m e r o d e h i j o s ; : 

aP* — ap+.a —ap(p — i ) — ap + a— a{p—i)2 valor de la h a -
cienda. 

PROBLEMA XXVIII. Un comerciante emplea todos 
1 - * 

años a número de duros en el gasto de su casa; pe ro , 
e n virtud de su comercio, aumenta cada año su capital en 
l a parte p de ,1o que le queda , deducido aquel gasto* 

< A. 



Al cabo de n numero ds años ha multiplicado por m su c3pita!. ¿ Cuanto era al principio ? 
X caudal al principio : incógn. ; 

Supongo i -4- ; 1 

o is C3 

^"prim 

seg. 

•9:—a qa 

C .n 
O 

< 

qx—qa--a-\-(qx—qa—a)~~ (qx—qa—a)(l j— q2x—q2a—qa 

i tere. . q1x—q2 a—qa—a-+-(q7x— q*a—qa—a)^j — (q7x—qa—qa—¿z)(i ^ . . . 

&c. 
:q3x—qza—q2a—qa 

}-Prepar. 

. . qnx—qna—qn-la-q1l~*a— qn~ 3 a....—aq~ q n x — a q W * + q n ~ * + 1 ) 
Qn~ I .11— 1 , nn— 2 , nn— 3 , — 7 
q — i 

71 
qvx—aq(qr7~l-\-q1¿-2 3 i ) z z q , 2 x ~ a q .3- i , 

q 1 

qnx =wx Probl. 
q—i 

I 

J 

a q ( f - i ) 
q— 1 

_ oqU" — O 



a~ni ooo; 

1 P=3i 4/43 \ 
a r v 1 0 0 0 . 4 — — 1 

1 — r - u x — 4 . V3 } /4000 <?7\ f x 10\ _ < ^— YT— — T ' x — — 773 7 — ( - W - » — = 14800. 
S e a J P (4.—1)/1! 2 \ \ 3 2 7 ; \ 3 

v m—2 ; 
Comprob. ( 1 4 8 0 0 — i o o o ) * - = t 8 4 0 0 ; (18400 — 1 0 0 0 ) ^ = 2 3 2 0 0 ; ( 2 3 2 0 0 ^ — i c o o ) - £ = 2 9 6 o o = i 4 8 o o » 2 . 

OBSERVACIONES. 

1® Supongo x-f - -^-—q para mayor facilidad en ei cálculo. 

2? La preparación manifiesta bastante que en el primer aíio, rebajando del caudal X el gasto a, 
X —— Cl í \ 

y aumentando la parte p de ganancia sobre el resto, resulta x — 0 4 . — — = ( x — a ) ( i - f - — - j . . . 

. . = ( x — a ) q z z q x — qa: en el segundo, haciendo la misma rebaja, y el aumento de la parte p sobre 

el nuevo res to , tendremos qx—qa—a~\————— — q2x—q* a—qa ; y siguiendo de esta manera 

vemos por inducion que al cabo de n años era el caudal qnx—qla—qn~ 1 a — qn~2a.„.— aq . . . 

3? Respecto á la cantidad, que está dentro del paréntes is , sabemos que [ 6 1 . 2? ] si una po- ^ 
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tencia disminuida de uná unidad se divide por su raíz dís* 
miuuida también de una unidad, el cociente es igual á la 
unidad sumada con las potencias sucesivas da la raiz, desde 
la primera hasta la que es inferior en una unidad á la 
potencia , que la misma raiz tiene en 'el dividendo; luego 

n—x \ 11 ac](c/n—í) qn 3 Vi) zzqnx — 
Á q—i 

Con los dos valores iguales del caudal resultante al 
fin del último año planteamos la cuestión as i : 

ii aq(qn— i) q x 111 -~mx. 
q-i 

5? De esta ecuación se deduce q n x — - ^ 
í — 1 

esto es , que la diferencia entre q1lX cantidad, que hubiera 
adquirido el capitalista sino hubiera deducido nada de su 
caudal , y nix cantidad que al fin le . resulta , es 

«q{q —i * « - 4 - ^ - 3 . . . . + ! ) , es decir , af que 
5 1 

hubiera producido la a del primer año, mas <7^ f ; — 1que hu-
biera producido la a del segundo año, mas aq1*"1 respecto 
á la a del te rcero , y asi agregando lo que hubiera pro-
ducido la a de cada año siguiente hasta la del último 
que sería aq. 

6? E n virtud de este raciocinio pudiéramos, sin calcu-
lar las cantidades que quedan al fin de cada año , haber 
planteado desde luego el problema con la ecuación qT2X . • * 

. — mx -i-aq(q" l^rqn"2-Vq7! 3.... + i —-—" 

i 
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PROBLEMA XXIX. Un capitalista aumenta todos los 

años su caudal en la parte />, y estrae al fin de cada aüo la 

cantidad a: al cabo de n años ha multiplicado su caudal por m. 

¿Cuanto era al principio? 

X caudal : incógn.: 
i ' " importe del capital en n años..... + x ~ ^ x 

primc 

<>+0 i 

seg' 
Segregaciones al 

fin de ios años "i tere®. 

i Y 72— 2 
11— 2 

t> 
»— 3 

i 
> Prepar. 

&c. 

TI ...< 
1 \ 

n — n 

z 
q—i ^ 

9—1 
ii 

qux—mx—a. r. q—i 

Probi. 

\ 

(2 — ) ( « * - » ) " 
cus le f.ijíbi q 

—3? / A ) 3 -
— i-h JL — i - ^ f c y ; •Xzziooo. Y3/__ 

/ c—i ooo; 

A p l i c V " 3 ' 
Sea < 9 

" = 3 5 ( f - ) ( f - ) 

I 100. 

9 
^ 3 IT". » 

°mProb. j-j® n l o o — i o o o . — 26311-+--3-—(41 1 1 "+*í) • . . 
— 1 

T — 1 
. , — 22200 — i 1100X2, 



2 1 3 
OBSERVACIONES. 

I? Sabemos por la regla de interés que, siendo compuesto, 

se convierte el caudal, al cabo de n años, en f i ) x~quh 
\ p ) 3 

c u j a suma tendría el capitalista sino hubiera desmembrado nada» 
2? Como empiezan las segregaciones despues del primer 

año, se hacen durante n — i años : la primera es aqn~~ 
segunda aqn~*, y asi sucesivamente hasta que concluido el 
tiempo, la última segregación es aqn~n~aq°zza. 

3? La suma a{qn~l +-qn~3 4 - i ) — ^ S Z l l 
q — i 

de las segregaciones se ha de rebajar de q7'x importe del capital 

en n años para obtener el liquido q"x— —. 

4? Como este líquido se halla también representado por 
I? TI ^ \ 

planteamos el problema con la ecuación mx~qTix—_JL__— 

Si comparamos las ecsistencias aqn 4 - aq" 1 . , . 
. . 4--aq t t~2 4 - aq perdidas según el problema anterior y lüí 
ecsistencias aqn~1 -4- aqn~2 ^-aqn~ 3 . . , . . . .4 - a perdidas con-
forme si presente, hallaremos que su diferencia aq" a es 
el esceso, que el primer término del minuendo lleva al último 
del sustraendo. Asi debe suceder, porque, siendo la ecsis-
tencia perdida cada año en la primera hipótesis igual á 
perdida el año anterior en la segunda, no debe haber entre 
ambas pérdidas otr3 diferencia que la que ecsiste entre Ia 

cantidad perdida el primer año en la primera hipótesis, y 
la perdida el último año en la segunda, siendo iguales la* 
pérdidas intermedias en ambas hipótesis. 

6'} Vemos que en la primera hipótesis es mayor la pérdida; 
pero, como la cantidad, que necesita el capitalista para sostener 



su casa el primer affo, se ha de deducir de alguna parte, la pérdida de los intereses, que esta 
cantidad le producida, desvanece la ventaja sparente de la segunda hipótesis. 

PROBLEMA XXX. Un comerciante quiere asegurar un cargamento, y recibir en caso de 
pérdida la totalidad de él de los aseguradores, lo que podrá ser si la ley mercantil permite ase-
gurar no solo el capital sino también el premio del seguro. En una parte le piden a por 100 
por el seguro: en otra le piden b por i c o en caso de que su capital se salve,.y d por 100 mas en 
caso de que se pierda. Se pregunta qué relación debe ecsistir entre a, b y d para que en el 
caso de salvamento pague lo mismo a un asegurador que á otro, 
c capital, que supongo zz i ó o ; 

c—a : a : : c : — — pago a l a por c , . . . — — cantidad que se ha de 
c—a f c—a , asegurar al a por c 

c(b-hd) c ^ 
•(b+d) : b~hd:: c: — - . pago al b + d por c,... - cantidad que se ha de 

c ^ ) c— { -i ) asegurar al b por c 
Probl. cic 

e—a e—{b-t d) 
a b 

c—a c —b—d ' 
ac—ab —ad z z be —ab , 

ad z z ac—be , 
^ _ as—be be 

a a 

Prepar, 
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í a ~ 1 0 ? * — — ° 0 , 1 0 0 — + 
Aplic. y b~ 8 ; c — a i o o — i o 

S e a í d ~ i o o - i l l 2 i i = 2 o ; - i o o » t o o 
C IO c — b—d i o o — li——2 o 3 **• 

Comprob. ( n i + t ) TV* = " + Í ; = ( i 3 8 + -1 )T I ¿ . 

OBSERVACIONES. 
i ? E s bien sabido que el seguro es un tanto por ciento, 

que el capitalista paga al asegurador, ya perezca su capi ta j , ya 
se salve, con la condicion de que en el primer caso el asegura-
dor le ha de satisfacer su capital . 

2? Debiendo descontarse el premio de cada c r r o o a s e -

gurados, resulta que si por c—a pago ¿7, por c pagare' — — , y c — a 

de a c2 

la cantidad, que habré de asegurar, será : — — 
c—a c c—a 

3? Con respecto a l 'premio parcial b y sobrepremio d haré 

asimismo esta proporcion c—(b + d) :b-$-d::c:~lí^JüíI^; pero, 

como solo he de pagar b por l o o respecto á suponerse el caso 
be 

de salvamento, será la cantidad del pago y la que 
c—(b + d) J ^ 

be b c2 

se ha de asegurar _ : — — & c-(b-i-d) c • c—(b + d) 

Las dos cantidades de pago son iguales, y con ellas ss 

plantea el problema en esta forma — — — . 
r c—a c—(b-\-c) 

Según se propone la cuestión son conocidas las cant i -
dades tf, c, y se debe considerar d como una incógnita, cuyo 
valor se descubre por sus relaciones con las demás cantidades 
en la ecuación consti tuyente. 
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6® En general, dadas fres de las cuatro cantidades 6, c, 
se puede hallar la otra, que se considera como incógnita. 

7? -Si el cargamento, se pierde, entonces 

c2 c% , a c2 — ac 
X — — — ~ c , y también; 

c—a c—a c c—a 
c 9 c2 b-+-d ___ c 2 — be — de b % 

p^b+T) ~~ " c ~ c — ¿ — d ~ qUlere 

decir que, en caso de pérdida, percibe el capitalista el valor c, 
sea del primer asegurador ó del segundo. 

8? E n la plantificación del problema hemos espresado que 

el pago al segundo asegurador era porque s u p o -

níamos que el cargamento se había salvado; pero en la obser-

vación antecedente , como suponemos que se pierde, es. el pago 

c 2
 r b+-d _ c(b-bd) 

c—(b-i-d) /N ~ c-(b-bd)' 
_ jjto ^ ^ 

9? Como de la ecuación ad~ac-~bc: se saca — ~ a — y ~ . 
c. c 

es una cantidad positiva,, se ve que el premio-absoluto a debe 
ser mayor que el parcial b,. 

. be 
í o ? De la ecuación dzzc — — se deduce que por cada; 

a 
unidad, que disminuya el premio parcial bv aumenta el sobre-» 

premio d la cantidad — . a 
i i ? Variando los premios parciales y sobrepremios,, sin 

alterar el premio absoluto, 

I , ,, b b' a—b a—b' 
remos/ }....d:d':u : i :: : :: a—b:ai-

.(d'=c-hA a a " 

lo que significa que los sobrepremios están en la. misma razón 

^ue. los. esc esos, del premio, absoluto sobre cada premio parcial» 

. i 
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PROBLEMAS PROPUESTOS. 

i ? Dividir el número 236 de modo que la parte del 
medio esceda á la menor en 40 , y sea escedida por la mayor 
en 60. 

Respuesta : Parte mayor 1 3 2 , parte del medio 7 2 , y 
parte menor 32. 

2? Hallar un número tal que la suma de su | , su {• 
y sus sea 808 . 

Resp . E l número es 840 , 

3? Un maestro, queriendo atraer á su taller varios me-
nestrales, se propone ofrecerles una gratificación. A este fin 
cuenta su d inero , y resulta que para dar a' cada uno 12 
pesos Je faltan ó ; pero, si les da á razón 'de 10, le sobran 4 . 
íSe pregunta ¿ cuantos eran los menestrales, y cuanto dinero 
tenia el maestro ? 

Resp. Los menesterales eran 5, y el maestro tenia 
5 4 pesos, 

4? Un galgo, que está á 100 varas de una liebre, y anda 
3 varas mientras ella anda 2 ¿ cuando la alcanzará ? 

Resp. A las 300 varas que ande el perro ó á las 200 
que ande la liebre, 

5? Un padre ofreció á su hijo darle 12 cuartos cada día 
que supiera la lección; pero que le tomaría de su fondo 6 
cuartos el día que no la supiese- Al cabo de 30 dias debe 
el padre 270 cuartos. Se pregunta ¿ cuantos dias supo el hijo 
la lección? 

Resp. La supo 25 dias. 

6? Se piden dos números que sumen ¿ 7 0 , y que la suma 
de la mitad, octava y duodécima parte del primero sea igual 
d la s.uma d d tercio, sesta y novena parte del segundo. 
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Resp. Los números son 264 y 306 . 

7? Un carro está cargado con 50 bombas de dos diversos 
calibres: las del primero pesan cada una 72 l ibras , y las 
del segundo 50 . E l peso de todas es de 2098 libras. ¿Cuantas 
bombas hay de cada calibre ? 

Resp. 9 del primer calibre y 41 del segundo. 

8? Ha habido una acción entre dos divisiones de igual 
fuerza. Por nuestra parte se perdieron 200 hombres, y el 
enemigo perdió 800 , habiendo quedado nosotros con cuadru-
pla fuerza. Se desea saber cual era la de cada parte antes 
de la acción ? 

Resp. La fuerza de cada división era de 1000 hombres. 

9? Una pila, en que caben 70 cuartillos de agua, se ha 
llenado en minutos, corriendo sucesivamente dos caños , 
de los cuales el uno daba 5 cuartillos en un minuto y el otro 4 . 
Se pregunta ¿ cuanto tiempo ha corrido cada caño ? 

Resp. E l primero 10 minutos, y el segundo 5. 

10? Un hombre da al primer pobre que encuentra ' da 
los cuartos que lleva, y 4 mas: al segundo -- de los cuartos 
que le quedan, y 8 mas: al tercero ~ de lo que le queda, 
y 12 cuartos mas ; y va dando por sestas partes y el au-
mento de los 4 cuartos cada vez hasta que se halla sin 
dinero. Entonces resulta cada pobre con la misma limosna. 
¿ Cuantos eran los cuartos repartidos, cuantos los pobres y 
cuanto tocó í cada uno ? 

Resp. Los cuartos repartidos eran 120, el número de 
pobres 5 , y la parte de cada uno 24. 

11? U-n muchacho compra manzanas, y le dan 10 por 
un cuarto : compra también peras , y le dan 25 por 2 cuartos» 
En t re peras y manzanas ha comprado 100 , que le han eos-
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tado 9 y £ cuartos. ¿ Cuantas manzanas, y cuantas peras lia 
•comprado ? 

Resp. 25 manzanas y 25 peras. 

12? Un vinatero quiere mezclar vino de á 10 rs. arroba 
con otro de á 6 rs. para componer 10S arrobas que pueda 
vender á 7 rs. ¿Qué porcion de cada vino ha de entrar 
en la mezcla ? 

Resp. 27 arrobas de á 10 rs . , y 81 de á 6. 

13? Dos negociantes A y B han heclio compañía, po -
niendo entre los dos 500 doblones, con ios cuales han g a -
nado 160, y de esta ganancia han tocado á A 32 doblones 
mas que á B. ¿Cuanto es la puesta, y cuanto la ganancia 
de cada uno ? 

Resp. La puesta de A son 3 0 0 doblones y su ganan-
cia 9 6 , y la puesta de B son 200 doblones y su ganan-
cia ó 4. 

14V Un capital puesto i ganancias, á interés simple, ha 
ascendido en 8 meses á 297 rs. 20 | mrs. y en 15 meses 
á 306 reales. ¿ Cuanto era el capital, y de cuanto por 100 
,<el interés anual ? 

Resp. E l capital era de 288 rs. y el interés anual de 
5 por 100. 

15? Dos mayorazgos A y B tienen una misma renta anual: 
A ahorra cada año ^ de la suya; pero B gasta anualmente 
60 doblones mas que A, quedando empeñado en 100 doblones 
a l cabo de tres años. ¿Cuanto cobra cada uno, y cuanto gasta? 

Resp. La renta de cada uno es 133 doblones 1 peso y 
5 r s . : A gasta 106 doblones 2 pesos y 10 rs., y B gasta 
1 6 6 doblones 2 pesos y 10 rs. 



PROBLEMAS. 

C O L E C C I O N S E G U N D A . 

Primer Grado con varias Incognitas. 

ADVERTENCIA. 

Para estudiar estos problemas conviene tener presente 
l a L e c c i ó n I X , 
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PROBLEMA L Hallar dos irá meros, siendo conocida« 
su suma y su diferencia. ' 

S s ^ a V AM- « r s l n 

^ d i f e r . ) d a t o s ? A 7 - » z : j i P r o b I -

^nilm. may .V , = A7 , , AT s + d 
f2 nrt

 J J iocosn . ; A7 , > , . r . a W z i í - t - a , . . . i v z : n num. men.J ° ' A ' — n ~ d j 2 
w-j-A7zr.s "> » 5—d U . . . 2ft ~s~d , . . . n — • 

— n+N—d J 2 

OBSERVACIONES. 
i ? Este problema es el mismo que el primero de la 

coleccion antecedente , llamando números i lo que en ei otro 
se llamaba partes, y suma á lo que en aquel se decia número. 

2? Podíamos haberlo resuelto con una incógnita , bien 
fuese tomando n por número menor y n-hd por el mayor, 
<5 bien N el número mayor y N—d el menor , con lo 
que el cálculo hubiera sido como el del otro problema sin 
mas diferencia que de nombres. 

Pero hemos preferido resolverlo con dos incógnitas 
para manifestar como diferentes caminos conducen á un 
mismo fin : para ensayarnos en el método de reducion ó 
de sumar y restar las ecuaciones constituyentes , converti-
das en incidentes , á fin de obtener una principal ; y para 
presentar la estructura del cálculo en las ecuaciones aná-
logas , que se corresponden en el cuadro de la resolución. 

4? Después de traducida la cuestión en álgebra hemos 
trasladado su planta á la columna lateral , y abrazado sus 
dos ecuaciones con un corchete en señal de comparación , 
y de operacion recíproca para eliminar ó desvanecer una 
incógni ta , y hemos deducido con el signo de consecuencia 
que, sumando las dos ecuaciones incidentes, resulta la prin-
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cipal de 22Vrzs + d , cuyo segundo miembro, haciendo las 
veces de indicativo y de significativo , manifiesta que he-
mos hecho la operacion de sumar, y nos presenta el valor 
de la incógnita N multiplicada por el coeficiente 2. 

s -' ^ d 
Deducimos la resultante N~ , que llevamos con 

2. 
el signo de consecuencia á la columna final , terminando 
el primer período con punto y coma.. 

6? Volvemos á poner la planta de Ja cuestión en la 
columna lateral , abrazando sus dos ecuaciones con un cor-
chete en señal de comparación y de operacion recíproca í 
vemos que para eliminar ó desvanecer, según conviene, la. 
incógnita N y quedarnos con solo la necesitamos restar 
la segunda ecuación incidente de la pr imera , por lo que 
llevamos con el signo de consecuencia á la columna central, 
la ecuación principal 2 n z z s — d , cuyo segundo miembro, 
denota la sustracción hecha. 

2a. Y sacamos á la. columna final con el signo de con-

secuencia la resultante nzz S : , valor de la segunda incóg-

nita ,, poniéndole un punto porque, acaba el cálculo. 

ti? E s digna de observarse la estructura de esta re-
solución por la analogía , que resulta entre Jas ecuaciones 
de investigación de la primera incógnita y las de inves-
tigación de la. segunda. 

PROBLEMA II. Tengo una porcion de fichas en cada 
mano : si paso una parte a de ellas de la derecha á la 
izquierda , rae resultan tantas en una mano como en otra ; 
pero si , en ves. de hacerlo asi, paso la misma parte a de Ja 
izquierda á la derecha, me halla en esta con n. veces, tantas 



fichas como en la otra. Pregunto ¿cuantas fichas tenia yo al principio en cada mano? 
D núm. de fich. en la der. ) . 

T . . . . > incogn. : i num. de íich. en la izq. J 
])—a— I-Va 
D-JRA~(I—A) n j Probi. 

i ? 4 - a —nl—naS V » —« 

Í 4 - a z z i ? — a J. 

Aplic. Sea ! D = J = l ì ± * k = I i . r \ n — 2 ; 2 — i 2— Í 

Comprob. 2 1 — 3 zz 18 zz: 1 5 4 - 3 ; 2 14-3 zz 24 zz ( 1 5 — 3 ) 2 zz 1 2X2« 

« — 1 

OBSERVACIONES. 
Este problema se plantea así : 

0\ 

T3 
C3 

-o c 
ra s 

C3 "O 

-a -ta 
G _C 

3 cr1 
.— ra ra 

<u T3 O TD C 

cr» N 

•a aj "O 

3 » su cr* 

Primera condicion D — a zz / o 5 Seg. cond. í i - f s z : « (¿ — 5 y queda hecha 
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la traducion del lenguaje común al idioma algebraico. 

2? Ahora me propongo eliminar la incógnita J , restando 
ordenadamente los miembros de las dos ecuaciones, y estampo 
la primera en la columna lateral. 

3? Como no puedo eliminar por sustracción la I sin que 
tenga el mismo coeficiente en ambas ecuaciones, multiplico 
D — a ~ I - h a por «, y deduzco con el signo de consecuencia 
fjD—na~nI-\-na¿ que queda en la misma columna lateral por 
por no ser mas que una predisposición. 

4? Pongo debajo la segunda ecuación constituyente 
D - h a zz ni—«a, y abrazo entrambas con un corchete. 

5? Hago entre estas dos ecuaciones la sustracción, llevando 
con el signo de consecuencia el residuo a' la columna central. 

6? Saco la ecuación resultante D z z — - á la c o -
lumna final. 

7? Hago operaciones semejantes para eliminar la incóg-

nita y me resulta Izz - í ^ t i l i . . 

PROBLEMA III. Hallar cuatro números , de los cuales 
la suma de los tres primeros componga 50 : el primero 
junto con el se'stuplo del cuarto equivalga al tercero : la 
mitad del primero con el triplo del segundo sea igual al 
de'cupio del c u a r t o ; y el tercio del primero sea la jnitad 
del segundo. 

u núm.pr im.J u-k-x -4- y zz ¿o \ 

w segundo f u+6z = y i 
y tercero á u ( 
^ c u a r t o * — 4 - 3 X zz102 /P robh 2 

« 
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a? Para resolver este problema por el método de sus-
titución tomo de la planta la ecuación, que me parece mas 

CC fi adecuada, cual es la cuarta — z r — , y la llevo á la co-
2 3 

lumna central. 

3? Saco el valor de una de estas dos incógnitas en la 
otra, como lo hago llevando á la columna final la ecuación 
resultante u. 

4? Ahora traslado á la columna central otra ecuación 
• ti • 

constituyente como ioz~ f - 3 * , indico en la columna 

lateral el valor hallado de $ para su sustitución , y eje-
cutando la derivación correspondiente , deduzco de ella la 
ecuación resultante « — 4 2 . 

5? Luego llevo á la columna central la ecuación resul-
tante x — 3 " hallada en el primer pe r iodo , y con la sus-
titución del valor de u en z deduzco je — f-z . 

Practicando operaciones semejantes con la segunda ecua-
ción constituyente y — 6z u y con la primera 50 + 

de modo que se sustituyan los valores en z á las incógni-
tas del segundo miembro de estas ecuaciones , sacamos las 
resultantes j y — i o z , 2 — 3, 

7? Ya tenemos conocido el valor de la incógnita z , y 
descubierto los valores de las otras en el la; de consiguien-
te , sustituyéndoles 2 — 3, deducimos « — 1 2 , ¡x — 8, JVZZ30, 
con lo que queda resuelto el problema como lo manifiesta 
la comprobacioiij, 

8? Es de advertir q u e , cuando sacamos de las ecua-
ciones principales ó de sus derivadas las resul tantes, He-
lamos estas á la columna final con el signo de consecuen-
cia si sufren alteración de valor ¿ pero, sino hay mas que 
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redueion del segundo miembro , las llevamos como sinóni-
mas con el signo disyuntivo , precediendoie tres puntos y 
siguiéndole otros tres para manifestar que pasamos á otra 
columna. Asi en la resolución antecedente hemos usado en 
el primero y quinto período el signo de consecuencia, y 
en el segundo, tercero, cuar to , sesto, se'ptimo y octavo 
el signo disyuntivo con los puntos correspondientes. 

PROBLEMA IV. Se encargó á un arriero la conducion 
de varios vasos de tres diferentes tamaños, á condicion de 
que págase por cada vaso que rompiese, una cantidad igual 
al precio de su conducion. Hizo tres viajes : en el primero 
transportó 5 vasos pequeños , 6 medianos y 9 grandes ; 
rompió los pequeños, y recibió por precio d¿ la conducion 
68 reales: en el segundo viaje llevó 12 pequeños, 4 me-
dianos y 10 grandes; rompió los medianos, y recibió 63 
reales : en el tercer viaje llevó 16 vasos pequeños, 10 me-
dianos y 3 grandes; rompió los grandes, y recibió 54 reales, 
j Cual era el precio de conducion de cada vaso pequeño, 
de cada vaso mediano y de cada vaso grande? 

C A 
T ae cada vaso grande 
'de cada vaso mediano V precios de conduc. incógnitas ; 

dedada vaso pequeño j 
6 M ~ h 5 P — 6 8 J 

12P + 10G— 4 M - 6 8 > Probl. 
1 6 P - + - 1 0 M — 3 G — 

6 M + 9G~5P ~6H , . . . M - 6 * ~ 9g-±5P; 
» 6 

1 2 P -+- icGr —4.M ~ 63 , . . . M z - ^ ^ i ; 
2 

i6P + ¡cM~SG = ¡ 4 . M 4 ~ i6P-±3G 
1 0 » 
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cada vaso mediano en la resu liante M - 9& 
6 

3? Hago lo mismo con la segunda ecuación cons t i tu-

y e n t e , dividiéndola toda por 2 , porque admite esta sim-

plificación , y saco M~ 3 4 ^ 
2 

4? Asimismo' deduzco de la tercera ecuación consti tu-

yente la resultante . 

Ya que tengo tres valores de M en G , P y can-
tidades conocidas, comparo el rnas senci l lo, que es el se-
gundo , con cada uno de los otros dos. 

6? Para ello traigo á la columna lateral las ecuaciones 
6 P + 5 G — 3 4 68 — 0G-4-5P 

M z z — — y M z z y ~ , y abrazándolas 
2 6 

con el signo de comparación , deduzco con el de conse-
cuencia á la columna central , por igualdad de va lo res , 
6 P 4 < £ — 04 6 8 — 9 G + 5 P . , .. . , , n / r - — ^ z z -2 quedando eliminada la M. 2 6 

7 a Haciendo las derivaciones correspondientes saco la r e -

n » 7 0 — 1 3 P 
sultante b-zz . 

24 
8^ Traigo á la columna lateral el segundo y tercer valor 

de M , y practicando las mismas operaciones que antes , saco 
112 •••— 2 ? p 

la ecuación resultante Gzz—-—- . 
1 1 

9? Ya tenemos dos valores de G en P y cantidades conocidas, 
170 — 1 o P 112 2 o P 

cuales son Gzz 2 — y G z i — - — - — . Estos valores los 
24 i i 

traigo a' la columna lateral, los comparo y deduzco I3 ecuación 
J JO ~ I 1 P 112 • 2 ^ P ri 

principal • ^^ zz — , eliminando la incógnita G» 

» 



jo? Hago hs derivaciones convenientes, y deduzco la resultante P z z 2. 
J I ? Estampo e n la columna central la espresion mas sencilla de G en P , q u e e s 

1 1 
l l U . , y sustituyéndole el valor de P zz 2, saco la ecuación resultante Gzz6. 

ftP _4_ ¡.Q . 
12? Haciendo las sustituciones de P y G en el valor M z z —— -—, que llevo á 

la columna central , obtengo en 1a final M z z 4. 
13? Resulta de todo que el precio de conducion de los vasos grandes era 6 reales , el 

de los medianos 4 y el de los pequeños 2 , como se verifica en la comprobacion. 

PROBLEM4 V. La pólvora se compone de sal i t re , azufre y carbón. El triplo del peso 
del salitre debe ser igual á 13 veces el del carbón mas 5 veces el del azufre, y el quín-
taplo del peso del salitre debe ser igual á 37 veces el peso del azufre menos 7 veces el 
del carbón. Se pregunta ¿ qué cantidades deben mezclarse de salitre, azufre y carbón para 
componer 100 libras de pólvora? 

S salitre p A + C—100 ? 
^ a z u f r e V-cant. incógn.; 3 S z z i 3 C - + - 5 ^ VProbl. 
C c a f b o n ^ 5S~37A—7C\ 

S+A+C^íqo , £ z z i o o — A — C ; 
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5 r = i o o — A — C , 
. s-ioo—y—y , . . / / . . . 5-100—25-75. 

Comprob. 7 5 - h i 2 + - 5 - H 1 2 1 0 0 ; 3 , 7 5 = 2 2 5 - 1 3 . V - t - 5 » V 5 5 « 7 5 = 3 7 5 = ( 3 7 ~ 7 ) ¥ • 

OBSERVACIONES. 
Tra igo á la columna central la primer ecuación constituyente, y de ella saco el valor 

de S en A y. C. 
2? Cambiando los miembros de la segunda ecuación constituyente la transcribo en la 

columna cen t ra l , y sustituyo el valor hallado de S. 
3? Practicando las derivaciones consiguientes saco el valor de A en C. 
4? Es tampo en la columna central la tercer ecuación constituyente, cambiando sus miem-

bros , y le sustituyo el valor de S en A y C, 
Con las derivaciones oportunas saco el valor de C en A , que no llevo á la co-

lumna final, porque voy Á sustituirle el valor hallado de A en C. 
E n virtud de esta sustitución deduzco con las operaciones convenientes C — — 1 2-+- i* 

7? Al valor sacado de A en C , que traigo á la columna central , le sustituyo el des-
cubierto de C z V , y obtengo Azz^- — 1 2-+-

Trayendo á la columna central la primer ecuación resul tante , y sustituyéndole los » 
palores descubiertos de A y C , resulta el valor de £ — 75. n 



PROBLEMA VI. Hay tres cargas de granos. La primera tiene 30 fsnegas de centeno, 20 de w 

cebada y 10 de t r igo, y vale 230 pesetas: la segunda tiene 27 fanegas de cenreno, 24 de c e b a d a ^ 
y 18 de trigo, y vale 270 pesetas; y la tercera tiene 7 fanegas de centeno, 11 de cebada y 12 de 
t r igo, y vale 121 pesetas. ¿Cual era el precio del centeno, la cebada y el trigo? 

c del cent. } . . o o c - h 2cc'-4- i o r — 2 ^o 7 
, , , , f precio de J { 

c de Ja ceb.) ^ ^ # 27C-1-240'-+-18¡r:= 270 >ProbI . 
r del trigo 1 " " ' , 1 & 7 7 c - h r i c -4- i 2 r — 1 2 1 3 

30C-4- 2 o c ' - h i o r ~ 2 í ; o , . . . 1 8c- i - 1 2c'-+- 6 r z r2 3o.T
6

0-—IQ 8 ) , o 
1 0 o / . ¿ r

 d } , . . . 9c~f-4c /zzr38 — 9 0 1 = 4 « ; £ 7 0 4 - 2 4 0 ' - } - i b r — 2 7 0 , . . . 9c dc ' - f- 6T — 2 7 0 . — 9 0 / y 

2 7 c + 2 4 c ^ i 8 r z z 2 7 o , . . . i 8 c - f - i 6 c ' - í - i 2 T = = 2 7 o . t Í = i 8 o l I C 4 - 5 C ' - , 8 0 - 1 2 1 - 5 9 ; 
7C-+-I ic ' -+- l 2T~1 21 J ' 

9 c + 4 C '— 4 8 , • • • 45C -+-20c'z=: 48 . 5 = 2 4 0 ! 0 = 2 4 0 - 2 3 6 . . . / / . . . c = z 4 ; 
I IC-H 5c — 59 , . . . 44c -+-20c'zz 5 9 . 4 = 2 3 6 J 

¿ c ' - V - u c r z 59 , . . . 4 5 & ' - + - 9 9 c = 5 9 . 9 =15311 // c ' - * -
4 c ' - f - 9 c = 4 8 , . . . 4 4 c ' 4 - 9 9 0 : = : 4 8 . 1 1 — 5 2 8 / ' ' ' • C ~ ° 3 1 5 * 8 , J " % 

3 0 C + 2 0C / +I02 'Z=2 30 , 
3c 2 c ' 4 - 5TZI23, 

2'ZZ 23—3C 2C', 



Comprob. 30.4+20,3+ 10.5=1230 ; 27 ,4 -+ -24 ,3 4 - 18 .5—270 ; 7-4-+-1 '*3 - W 2 . 5 = 1 1 2 1 . 

OBSERVACIONES. 
1? Tratando de resolver este problema por el método de reducion, traigo la primera y la 

segunda ecuación constituyente á la columna lateral para eliminar la incógnita T. 
2? A este fin, deduciendo con el signo de consecuencia, multiplico la primera por VW y I a 

segunda por •§, con lo que resulta en arabas el mismo coeficiente á T. 
3? Resto de la primer ecuación la segunda, y deduzco en la columna central 9 0 - 4 - 4 0 ^ 4 8 , 

quedando eliminada Ja t . 
4? Tengamos presente que la ecuación 30c -H 20c ' -f- j o r zz 230 y su consiguiente 

18c -H 1 2c' -+- 6T ZZ 138 , como también la otra 27C 2 4 0 ' 4 - 18T1 zz 270 y su consiguiente 
9c 4 - 8 c ' - f . 6 r zz 90 , ocupan la columna iateral, porque estas deduciones solo sirven, como ya 
lo hemos indicado, para preparar cada dos ecuaciones á la eliminación de una incógnita d á n -
dole en ambas el mismo coeficiente. 

Luego transcribo en la columna lateral otra vez la segunda ecuación constituyente, y la 
preparo, multiplicando por a que tenga r el mismo coeficiente que en la tercera ecuación cons-
tituyente, que pongo debajo. 

6* Restando de Ja primera de estas la segunda saco en la columna central 1 ic-4-¿c 'z: 59 , y 
queda eliminada la incógnita r. 

7? Preparando y comparando las dos ecuaciones halladas en c y c ' , y haciendo las restas 



¿convenientes, como indica el cálculo , obtengo c z r 4 y c'~3. 
Últimamente estampo en la columna central la ecuación constituyente, que me parece mas 

sencilla, como es en este caso la primera, y sustituyéndole los valores de c y c' saco 

PROBLEMA VIL U no deja en su testamento 1 2 0 0 0 0 duros, 12000 Á cada sobrino y 
9 0 0 0 á cada sobrina, y hecho el reparto no queda nada del caudal. Si hubiera dejado 9000 á 
cada sobrino y 12000 á cada sobrina, hubieran sobrado 9 0 0 0 dnros de la herencia. ¿Cuantos 
eran los sobrinos y cuantas las sobrinas? 

V sobrinos ) . , 1 2 0 0 0 ^ 4 - Q O O O i z m 2 0 0 0 0 7 „ , • > m c o g n . ; y \ ProbI, 
f j sobrinas J 3 7 9 0 0 0 ^ 4 - 1 2 o o o í í ~ i - 9 0 0 0 z z i 200c0¿ 

n i 4 - 9 = 1 20 , . . . 9 ^ 4 - i 2 H — 1 2 0 — 9 = 1 1 1 . 1 ' 
$V + 12 H - i i i 1 2 ^ 4 - 1 6 ^ = 1 1 1 . - * 3 : 1 4 8 7 7 ^ = 1 4 8 — i 2 0 = 2 8 , . . . H Z Z 9 y = 4 . 

I 2V4~ y H — l 2 O S 
Comprob. 1 2000.7-{-9000.4 = 1 29000 — 9000 .7 4 - i 2 0 0 0 . 4 4 - 9 0 0 0 , 

OBSERVACIONES. 
Cuando llevo la primer ecuación constituyente á la columna lateral la divido de memoria 

por 1000 , porque esta división es muy fácil. 
2^ Multiplico esta ecuación por para tener el mismo coeficiente de H q u e e n la segunda 

ecuación constituyente despues de partida por i oo p 9 



Dispuesta asi la segunda ecuación constituyente, traslado la cantidad conocida del primer 
miembro al segundo. 

4? Comparando las dos ecuaciones preparadas resto de la primera la segunda, con lo que 
consigo eliminar la incógnita ÍJ, y sacar v~7. 

Practico operaciones semejantes con la segunda y la primera ecuación constituyente para 
dar en ambas el mismo coeficiente á y haciendo la resta correspondiente, elimino esta in-> 
cógnita, y obtengo H~4. 

.. • ••»• •• mi — 

PROBLEMA FIIL Se han comprado tres caballos : el valor del primero, sumado con la 

mitad del de los otros dos, compone 25 duros: el segundo, con el tercio de los otros dos, vale 

26 duros ; y el tercero, con la mitad de los otros dos, importa 29 duros. ¿Cuanto vale cada uno? 

p del prim."} 
s del seg. > valor: incógn. ; p +

 S + T — 2 5 \ 
T del tere. J 2 

Probl. 

3 í p-i- 'i 

2P-+- T— 5 0 ? _ _ 



2IJ + S + T = ¿O , . . . A P - \ - 2 S 1 0 0 ? , „ 

3 P = 42 , . . . 2S+ÓP— 8 4 ? <6 o 
, . . . 7P— 8 4 — 2 8 = 5 6 , . . . p = v = 8 ; 2 S-

o 3 P _ , . « . 7 5 = 4 2 + 8 4 = 1 2 6 , . . . s — L l A — i S -
2 S P = 20 , . . . 65 3 P = 8 4 ^ / t *f 5 7 5 

2 P 4 - 5 - + r = 5 o , 
7 ' = 5 0 2P —5, 

rj «v 
I » • • • F Z Z 5 0 — 2 . 8 — 1 8 . . . / / . . . r = 16. 

í>= 
s 

Comprob. 8 + V - Í - V = 2 5 ; 18 + « - t - l
y

6 - 26 ; 16 + %-b1-! = 29. 
i 

PROBLEMA IX. Antonio , Benito y Carlos se ponen á jugar : en la primera partida 
doblaron Benito y Carlos su puesta , perdiendo Antonio esta ganancia : en la segunda do-
blaron Antonio y Carlos lo que tenían, perdiendo Benito lo que ganaron ; y en la tercera 
doblaron Antonio y Ben i to , perdiendo Carlos lo que ganaron. Salieron todos con 16 duros, 
2 Con cuantos empezaron á jugar? 
se Antonio p 
y Benito Vdinero con que empezaron á j u g a r : incógnitas; 
2 Carlos j 



Primera Partida. &gunda. Tercera. 
Antonio x— y—2; 2 y — z z ; 43c—¿¡.y—42=16 
Benito 2y; ~~ x+3y— z; — zx^.6y—2z=i ó)> Probl. 
Carlos 2z; 4 Z ? — 16 
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—K-H 3V— V - 87 
4 Í 2 x 4 - 4 ^ = 0 - 4 = 4 ; 

—-x— y 1 6 T , fi , . 0 . „ / '—A 7-0 k r -> ' • . 6 x - ~ ü v = i 6 4 - 2 8 = r 4 4 : x—y—z =r 4 , . . . 7 x — y y — 7 2 — 4 • 7 - - 2 o j . ^ 

6x— 8y ZZ44 , . . . 3* — 4y— V // 

; • • . V = « + 6 = a 8 , . . . , = V = i4? 

, . x—jy—2—4 , 
2 ~ x — y — 4 , 

í f : = 2 6 } 1 2 = 2 6 — 1 4 — 4 . . . / / . . . 2=18. 

Comprob. 4 (26—-14—8)m6 5 6 . 1 4 — 2 . 2 6 — 2 . 8 = 1 6 ; 7.8— 26 — i4~l 6. 

. OBSERVACIONES. 
J? En la primera partida Antonio tuvo que pagar ^ ¿ ^¿nito y z á Car los , por lo que le quedó x—y~z. 
2a. En la segunda Benito tuvo que satisfacer x—y—z a Antonio y 22 á Carlos, por lo que le quedó 2 y — x + y ^ r Z 2 2 = — x + 33; z. 
3? Y en la tercera Carlos tuvo que pagar á Antonio 2 x — y á Benito —x + 3jy—z, de modo que le quedó 42 —2X-H2jv + 2z-+-x—3^-4-2 • • • 

» • rz—x—jy-h 72. 
4? Las duplicaciones del dinero de los que ganan son folies de entender. 

Ya debemos estar bastante instruidos para c o m p r e n d e r la resolución sin mas esplicacion que la de los símbolos algebraicos. 

PROBLEMA X. Un brigadier tiene tres batallones: uno de españoles, otro de franceses y otro de italianos. Quiere asaltar una plaza, y 
°frece repartir á la tropa, si se apodera de ella, 2703 doblones, dando tres doblones á cada soldado del batallón que entre primero, y repartiendo 

resto con igualdad entre los demás. Hecha la cuenta se ve que, j o s eSpaíloles entran primero, toca á doblon v medio á cada uno de los 
¿ 8 



2 4 4 . 
demás soldados: si entran primero los franceses, toca a cada uno de los otros á d o b l a n ; y si entran primero los italianos, toca á cada uní 
de los otros á tres cuartos de doblon. s Cuantos soldados tiene cada batallón? 

E españoles "> 
F franceses K ineógn. ; 
i italianos j . 

e españoles ? 3E + >jF + % I = 2 7 Ó 3 

£ + 3 ^ - 4 - i = 2703 y Probl. 
f 1 = 2 7 0 3 

1 = 2 7 0 3 

* + Í * + Í ' = ^ = 9 0 i , . . . 2 E 4 - 1 = 9 0 1 . a = 1 8 0 2 ) ' ' • 2 7 0 3 - 1 8 0 2 = 9015 

£ 4 - 3 * 4 - 7 = 2 7 0 3 , . . • 4 » + i " + 4 ' = > 7 0 3 . 4 = 1 0 8 , i a = i o 8 i . 
/ —^_£J.~9OI , . . . E-\- F - H 4 Í = 901.4= 3604) 

I í í < 4 - 3 E = 7 2 o 8 , . . . 22F4- 6 £ = 7 2 0 8 , 2 = 14416] . „ 

2 P — £ = 9 O I , • . . 2 £ F — I I E = 9 0 I . I I = 9 9 l l J * J 

I IF-+- 3 2 - 7 2 0 8 
2 F — 7 = 9OI , 

__ r \ 9 • . • 1 7 * = 7 2 0 8 4 - 2 7 0 3 = 9 9 1 r , p=-5- 9- i- í=5835 
6 F — 9 0 1 . 3 = 2 7 0 3 / ° 1 ? 

£ • + ' 3 * ' + * : = 2703 , 

j P - 5 8 3 / 1 ' ' ' l ~ 2 7 0 3 — 2 6 ¿ — . . . / / . . . 7 = 6 8 9 . 

Comprob. 3 . 2 6 5 + 1 . 5 3 3 4 - 4 . 6 8 9 = 3 7 0 3 ; 3 * 5 8 3 + 2 6 5 - 4 - 6 8 9 = 2 7 0 3 ; 3 . 689 4 - f . 2 6 5 + f . 5 8 3 = 2 7 0 3 . 

3CEHE3Ü2CE2BZJ3! 

PROBLEMA XI. En t re 49 personas, en cuyo número hay hombres, mujeres y n iños , han gastado 40 rea les : cada hombre gastó 4 i"5*' 
cada mujer 3 , y entre cada cinco niños gastaron r real. £ 1 número de niños es el cuadruplo de la suma de hombres y mujeres aumentada £íl 

una unidad. ¿Cuantos hombres, mujeres y niños habia ? 
- i 

t i Hombres O 774- ivr-f. # = 4 9 7 
jk Mujeres V incógn. 5 4H+3M 4 - ^ = 4 0 > Probl. 
N Niups J / , „ „ . ' * ( 

i , . . . 5 ^ — » 1 0 6 4 - ^ — 2 0 0 , . . . w = = 40 v 
4 / 7 4 - 4 ^ 4 - 4 = ^ . . 4Í74-4-M— 4 5 



4H-1-3M+ —•-rz 40 9 
ó 

JV 
4 í í - í - 3 m z z 4 0 —9 

í) 
40 

n—40 , . . . 4H-4-3M i r 4 0 — - - zz 3 2 ; 
«5 

4H-4-4.M-+-4 — N , 
4h -h4m zz N — 4 , 

a r z z 4 0 , . . . 4 h - í - 4 m z z 4 0 — 4 — 3 6 ; 

4 7 Í - 4 - 4 M - 3 6 1 
/ , . . . m— 36 — ^3 . . . / / . , . M ~ 4 ¿ 

, h z z 3 2 2 7 . . , / / . . . h z ¿ . 4¿í + 4 M Z T 36 , . . . 3H4-3MZZ36.I ;— 2|r j 
Comprob. 5 + 4 + 4 ° —49 5 4 • 5 + 3 • 4 + ? • 4 ^ = 4 ^ ; 4 (0 + 4 - w ) = 4 ° . 

y» 
^ OBSERVACIONESF 

R.esolvernos esta cuestión por el método «mío de reducion y sustituciones. 
2® Como , despues de comparadas y preparadas ia primera y tercera ecuación constitu-

yente , logramos eliminar las dos incógnitas a y m, sacamos desde luego at —40. 
3? En las primeras derivadas de la segunda y tercera ecuación constituyente sustituimos j» 

|sce valor de N , con lo que conseguimos eliminar en ellas esta incógnita. 0 1 



4*? Comparando las dos ecuaciones derivadas, que termi-
nan el segundo y el tercer periodo, deducimos MZ14 y ÍZZZ¿» 

• • .—... ...i .1 •• 

3PROBLEMA XII. Tres amigos han puesto á la lotería. 
Los billetes del primero y del segundo costaron juntos 21 pe -

setas : los del primero y tercero 24, y los del segundo y ter-
cero 27. ¿Cuanto costó cada billete? 

del p r i m . n „ , , P 4 - 5 z r 2 i 7 , . r ( Costo de los l 
c 'e seS" f b i l í . : incógn. ; * f * = * 4 > ProbL 
d e l t s r c ' 3 a 7 

' ? „ 18 
= 24 > , . . . 

~ 2 7 J 

P-f-SZZ2 
p + r — 2 4 ) > , . . . 2P zz 21 + 2 4 — 2 7 z : 18 , . . . p z z - ^ - z z 9* 

+- y 

íS +- PZZ 2 I / 
1 2 4 » 

S-irTZZ.21 > , . . . 2 5 ZZ 2 1 + 2 7 — 2 4 ZZ 2 4 , . . . S IZ = ' | 2 
p + r z z 2 4 J 

T + PZZ 2 4 7 
( 30 __ r¿. 2M-SZ127 > , . . . 2 r z z 2 4 4 - 2 7 — 2 i zz 30 , . . . r z - — • — " 
C 2 

í» + 5 zz 2 i 3 

Comprob. 9 + 12 zz 2 1 ; 9 + 1 , 5 zz 24 ; 1 2 4 - 1 5 zz 27. 

OBSERVACIONES. 
Según manifiesta el mapa se resuelve fácilmente es ta 

cuestión sumando dos ecuaciones constituyentes y restan^ 
Ja otr3. 

/ u 
aa. A este fin traemos las ecuaciones constituyentes a 

columna lateral, poniendo primero las que se han de suroaf 

y después la que se ha de restar. 
3'} Los miembros indicativos de las ecuaciones principé"8 

Jo dicen todo. 



PROBLEMA XIIL En una villa hay 600 habitantes repartidos en custro barrios, En 
el primer barrio hay doble número que en el cuarto :- en el segundo y tercero reunidos hay 
tantos habitantes como en el primero y cuarto; y el número de habitantes del tercer barrio 
es lo3 | del segundo. ¿Cuantos habitantes hay en cada bar r io? 

, , . \ . P -H 5-4- TJL.C-600 J p del primero J # 
fi del segundo ' TT . . . , P—ZC [ 

, . / H a b i t , : íncógn. ; , / r robl , r del tercero k 0 ' S4-2"—P-Í-CÍ 
c del cuarto j T — ? s 

t ! f • • 3C-ÓOO —3O, 
^ 4 - 3 ^ 6 0 0 , . . . s 4 - r z z 6 o o - 3 c / ^ ^ , , , ? 0 = ^ = 1 0 0 5 

TZZZ-S 7— V Y J •> • • • ^ — -5-t "i 
s ^ t í z ^ c , . , . 5— 3 c 

1 a r —5.3CZZÍ 5 c , 
c = i o o , . . » 5 . 1 0 0 = 1 5 0 0 , . . . r z r J - L £ - 2 = n 2 5 ; 

f = 1 2 5 , t , , -1 «5 . . < / / < • * SZZ25.7=175; 

p ZZ 2 C , 

C—IOO , . , » P ~ 2 . Í O O . . . f¡ . . . P = 2 0 0 . 

CaiTip? ¿ 0 0 4 * 1 ^ 5 + 1 2 5 4 1 0 0 - 6 0 0 $ 2po = 2 , i c o ; r 75 - f J 2 5 = 3 0 0 = 1004-200; 1 2 5 = 1 ^ 7 5 . 
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'OBSERVACIONES. 

Cuan Jo llevo las ecuaciones constituyentes á la c<3-
lamna lateral, contadero, en lugar de cada p , su valor ac, 
cuya operacion s ; hace de memoria con facilidad. 
. 2? Prefiero ordinariamente el sistema misto, porque sim-
plifica mucho el cálculo y le da elegancia, en teniendo tino 
.para elegir las espresiones. 

PROBLEMA XIV. T res sujetos quieren comprar , caáf 
uno para s i , una casa que vale a pesos; pero -ninguno de 
ellos tiene bastante dinero. Al primero le falta tanto como 
la mitad del caudal del segundo : á este tanto como la 
tercera parte del caudal del p r i m e r o ; y al tercero .tanto 
xomo la cuarta parte del caudal del primero. Se desea sa» 
iier el dinero que tenia cada uno. 

y — 
K4- — = 

2 

cc catid. del prim.p x 

$ del segundo Vincógn . ; y 4 — a\ProbL 
z del .tercero 3 ^ 

z + — = a} 

f . 
X „ 

3 
x 

. . . a — — = 2 a — 2 x , 

y=i2a — i x j — 6a—6X9 

y-

¿x =(6—3)^=3« , . . . cc=* 

y ~2a—2x , 

:|a , , y =2a—a.-J-a . . . f / ± . . 



560 

4 * X • 
2 = a , 

4 
z — a — . . . [/ 

4 . 5 t * 
= | . X 1 ,5000 = 9 0 0 0 ; 

P b c , • Sea azzi5000 , . . . < jy — X » 5 0 0 0 — 1 s c o o ; 
¿ z X 1 5 ^ 0 0 = 1 2 7 - 5 0 , 5 

JC 

„ O. 
fcO 

f 9 0 0 0 4 - - ° . = 1 5 0 0 0 ; 

C o m p r o b . « ^ 1 2 0 0 0 4 - 0 o
<

o ° ™ 1 5 0 0 0 ; 

7 5 ° + • — 1 5 0 0 0 . 

PROBLEMA XV. De tres oficiales A, B, C dos A, B 
^abajando juntos hacen en 8 diss una obra : A Y C juntos la 
hacen en 9 días; y B.T C juntos en 10 dias. ¿En cuantos dias 
la hará cada uno trabajando solo? 

* *°da la obra ; 

* tr*b. diar. d e A ? + # ~ a 7 
> i n c ó g n . ; (x- í -x)* = « > PíobL 

¿ c j ( y •+•z)10 = a J 



— a ^ 

~~ tí ' a a a 

Y » a i 
' 10/ 

se—z zr - - __ , 
O 1Q 4Q,T 

a 
Z-fXZI 

o f 9 4Q 3Ó° 720 
•z-f x.zz — 

4 -Q J 

se - —— ¿ 7 . — zr a : a zz z± 1 4 + *2Í días de trab. de i? 
7 2 0 x. 7 2 0 4 9 4 9 

v r . . . — zza : —azz — ir ^ dias de trab. dzB'i 
7 2 0 jy 7 2 0 41 41 

Tí Cl Í f TIO 
z r - : ! — a , . . — =z .^ : -2_azz - í— — 2 3 + ^ dias de trab. de C* 

7 2 0 z 7 2 0 3c 31 

| V t X « = « = ( T V * « + «) 8 ; 

Comprob. ? Vr° X 7 V* « = « = (7
4TV « + y - / O * ) 9 ; 

f VT X 7V0.« zz a zz ( Y y * « + -f. i o- <0 ' 

OBSERVACIONES. 
1? Para resolver este problema no buscamos- desde luego 

los dias en que cada oficial hará solo la obra, sino que inves-
tigamos primero el trabajo diaria de cada uno ó la obra que 
hace en un dia, y bajo este concepto formamos la planta según 
las condiciones. Luego dividimos la obra total por la parte 
de ella que hace diariamente cada oficial, y resulta el número 
de dias que habria de trabajar para hacer solo toda la obra. 

2? La comprobación se hace multiplicándo la obra diaria de 
cada uno por sus dias de trabajo, y ha de resultar la obra total 
como, sucede también valuando las ecuaciones constituyentes., 
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PROBLEMA XVI. Tres oficiales Aa B, C trabajando 

juntos hacen una obra g en a dias : A, B, D la nacen juntos 
en b dias : A, C, D juntos en c d i a s ; y B, C, D juntos en <¿ 
dias. ¿En cuantos dias la harán los cuatro oficiales trabajando 
juntos? 

8 trab. diar. de A ) .(« 4-*-h>>)a = S 
x de 5 {„ , ( « 4 - x 4 - z ) ¿ zz £ f 
J - d e T >incdgn. ; ) > ProbL 
2 de £> (x-ty-tz)d ~g 

a 

®+X-4-2 zz M-
1 V , , . r 3 « + 3 4 - 3 Z = • - f 4 - - + f , 

zz I I , r N 
C | « 4 - 2 Z Z + 

* , £ 1 • \ a b c d ' , 
zz —- i \ 

«4-x4"jy4-z ^ " \ a b c a / 
3 fibcd 

bcd 4 - 4 - abd 4 - abe 

Comprob.algeb. j f JL -f--f 4- — +- 4 ) • =5-
Vi? 6 c d / T , s g e s \ 6 

( í + í - ^ - t ) 
OBSERVACION. 

Buscamos la suma del trabajo diario de los cuatro o f i -

ciales, que es K4-x4- jy + 2 zz } + - f - J L A y d i -

vidiendo la obra £ por aquella suma resulta que 
« 4 - X 4-jy 4 - 2 

• c ci bed+acd-Jr abd+übc 

los dias en que los cuatro operarios juntos harían la obra. 

son 



PROBLEMA X V I I . H a l l á n d o s e a c a n t o n a d o s dos e j é r c i t o s , y t r a t á n d o s e de p o n e r l o s en 

^ m o v i m i e n t o c o n e l fin d e e n t r a r en c a m p a ñ a en u n a m i s m a p r o v i n c i a , d i s t a n d o e n t r e si 

e s t o s e j é r c i t o s 6 8 l e g u a s , el p r i m e r o s a l e t r e s d í a s a n t e s q u e el s e g u n d o y a n d a 6 l e g u a s a i 

d i a , y e s t e 4 . Sa p r e g u n t a ¿ á q u é d i s t a n c i a de la p r i m e r a c i u d a d s e e n c o n t r a r á n ? 

& + 1 8 l e g . q u e a n d u v o el p n m . } . 
1 4 1 ; incó<*n. ; 

% l e g . q u e a n d u v o e l s e g . j 0 ' 

1 8 + 2 = 6 8 [ J oc + 2 = 5 0 J 

x P r o b í . 

se + 2 = 5 0 , . . . 6 x - h 6 z = 5 0 . 6 = 3 0 0 > r 3C — 3 0 S 
- , ) > , . . . | p x = 3 0 0 + 0 = 3 0 0 , . . . { 

4 3 c — - 6 2 — 0 . 4 . 6 = 0 ( 1 x 4 - 1 0 = 4 8 ; 

2 = 5 0 — X , 

X — 3 0 , . . . 2 = 5 0 — 3 0 ...//,,. 2 = 3 0 . 

G o m p r o b . 4 8 + 2 0 = 6 8 / / 3 0 + 2 0 = 5 0 ; 3-6° = ¿ = * £ . 

OBSERVACIONES'« 
En e s t a c u e s t i ó n la p r i m e r a i n c ó g n i t a es p r o p i a m e n t e X 4 - 1 8 , en que hay una parte 

d e s c o n o c i d a y o t r a c o n o c i d a , s e g ú n v i e n e h e c h a la p r e g u n t a . 

. 2® P o r e s t o t r a d u c i m o s p r i m e r o x + 1 8 + 2 = 6 8 ; p e r o , á fia d e s i m p l i f i c a r l a p l a ñ í a , 

1. 
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ponemos despues con el signo disyuntivo jc-f-z-r.50. 

X z • 
3 ? L a s e g u n d a e c u a c i ó n c o n s t i t u y e n t e c o n s i s t e 

en q u e las l e g u a s a n d a d a s , p a r t i d a s p o r las q u e se a n d a n 

d i a r i a m e n t e , d e b e n d a r un c o c i e n t e en n ú m e r o a b s t r a c t o , 

q u e a q u i se a p l i c a á los d ia s d e m a r c h a ; y c o m o , d e s -

p u e s de h a b e r a n d a d o el p r i m e r e j é r c i t o 1 8 l e g u a s , c a -

m i n a r o n a m b o s el m i s m o t i e m p o , r e s u l t a d i c h a e c u a c i ó n . 

P a r e c e r á m i n u c i o s o h a b e r p u e s t o en el m i e m b r o i n d i c a t i -

v o de la p r i m e r a e c u a c i ó n p r i n c i p a l 3 0 0 4 - 0 ; p e r o se ha h e c h o 

a s í p a r a d a r á c o n o c e r q u e h e m o s e j e c u t a d o una a d i c i ó n . 

5 ? E s t a c u e s t i ó n p o d i a t e n e r o t r a p r e g u n t a mas , c u a l 

es el n ú m e r o de d i a s , q u e a n d u v i e r o n los e j é r c i t o s , y 

q u e se v e po r la r e s o l u c i ó n h a b e r s i d o 8 el p r i m e r o y 5 

el s e g u n d o , t e n i e n d o a q u e l 3 d ia s de a n t i c i p a c i ó n y 5 

de m a r c h a al m i s m o t i e m p o q u e el o t r o . 
sssainiBL'S'ssaffima 

PROBLEMA XVIII. D o s correos están í una dis-

t a n c i a d u n o d e o t r o : sus v e l o c i d a d e s e s t á n d e s i g n a d a s 

p o r v' y v" : el p r i m e r o p a r t e h h o r a s a n t e s q u e el s e -

g u n d o , y se s u p o n e q u e s i g u e n el m i s m o c a m i n o . Se p r e -

g u n t a 1? ¿ c u a l e s son las c o n d i c i o n e s n e c e s a r i a s p a r a q u e 

se e n c u e n t r e n ? 2? ¿ c u a n t o t i e m p o p a s a r á a n t e s q u e e s t o 

se h a y a v e r i f i c a d o ? y 3 ? el e s p a c i o c o r r i d o p o r c a d a u n o d e 

e l los en la é p o c a d e la r e u n i ó n . 
r i ? C u a n d o m a r c h a n en el m i s m o s e n t i d o , si el p r i m e r o v a 

d e l a n t e y su v e l o c i d a d es m e n o r q u e la del s e g u n d o . 
2 ? S i , m a r c h a n d o en el m i s m o s e n t i d o , el p r i m e r o es tá d e t r á s , 

y su ve loc idad , s in se r m a y o r q u e la del s ? g u n d o , es s i n 
nnrrnr-r . i e m b a r g o b a s t a n t e g r a n d e p a r a q u e p u e d a c o r r e r la d i s t a n -

c ia d en el t i e m p o h. 
3 ? Si los dos v a n al e n c u e n t r o el u n o de l o t r o , c u a l e s q u i e r a 

q u e seau sus v e l o c i d a d e s . 

60 

Condiciones 
ara 

Encontrarse. 



i tiempo antes qua los dos correos se reunanO 
E' espacio corrido por el primer correo Vincógn . ; 
E" espacio corrido por el segundo J 

h)v" Probl . 

(t>° — v')t=d+hv" , t~ 

E'—tv', 
d+hv» d+hv" , (d+hv")v* 

* — 7 <j • ^ • E — — « V . • . / ' . . , £ — - • 
v" V V V " Vn V ' 

E"—(t—h)v\ 

' , . . . .,.//... <* \ v>l—vl J " v"—v> 

4 4 ; ^ = ( a o ^ " 8 - 3 ) a = 8 8 ; . « = Í 2 £ ± ! ¿ 0 3 = I O 8 . 

3 — a 3 — 2 3 — 2 

Comprob. 88 20=108=3(44—8)3. 

OBSERVACIONES. 
En el movimiento uniforme el entendimiento percibe desde luego que se corren espacios 

t— d-hhv' t— 

í d ~ 20 ; 

Br-
 

tí 
tí 

11
 

\\
 

if
 

2 ; 
3 ; 

8 5 



iguales en tiempos iguales, de modo que los espacios están en 
razón de los tiempos. (Vease la Lección XÍÍI de la Ideología 
general, particularmente los artículos 155 á 157). 

Si llamamos a la unidad de tiempo será el espacio e, que 
se corra en su duración, la unidad de espacio» 

Como no podemos conocer la velocidad ó fuerza de movi-
miento v sino por su efecto representativo, que es la unidad 
de espacio usamos de v en lugar de e. 

La proporcion de tiempos y espacios nos da A i a : : E : e . . . 

. . zz E. ~ zz E : — ; pero en la espresion fraccionaria-— el 
A a a 

dividendo y el divisor son de la misma especie y a z i , de 

consiguiente el cociente de — —A representa un numero a b s -

E' 
tracto, y tenemos üz i ezz -™- , de modo que la velocidad es 

igual á cualquier espacio dividido por un número abstracto de 
tantas unidades cuantas tenga el tiempo en que es corrido el 
espacio. Por este motivo se dice, para abreviar la locucion, 
que la velocidad es igual al espacio dividido por el tiempo. 
Asimismo se dice, respecto á EzzvA, que el espacio es igual 
á la velocidad multiplicada por ' e l tiempo. 

Damos esta espücacion para que no se estrañe que, siendo 
u, iS, A cantidades heterogéneas ó compuesta cada una de 

E 
diferente especie de unidades, usemos las expresiones vzz - j - , 

E~vA ú otras semejantes. 
Como en el problema presente el primer correo camina 

en el tiempo í el espacio tv\ si lleva la delantera será tv' +d 
el espacio, que ha de andar el segundo correo; pero este ca-
mina durante t—h? porque el otro parte h horas an tes ; luego, 



s i e n d o v" su velocidad, andará el espacio ( t ~ h ) v P o r tanto, 
igualando estas dos espresiones, tendremos tv'+d— ( í—h)v" 
para plantear la cuestión. 

3? Si supusiéramos que el primer correo, en vez de estar 
delante, estaba detrás la misma cantidad, tendríamos que mudar 
ú d su signo, y las ecuaciones resultantes serian 

__ hv"—d (hv"—d)u> (hv*~—d)v" 
' * ~ v"—v» ' y vu— v' 

4? Cuando el primer correo está detras, y puede andaí 
en h horas la distancia c/, resulta 

' v"—v' v"~v' yii — v' /' 

(hv'—d)v" (d~d)v" f . . 
y h — — 7 = —• — ; esto es, el primer correo 

anda la distancia rf, y el segundo nada tiene que andar. 
E n este caso 

^ hv" —íí __ *y! ¿fo"—>dv4 _ á ? 

—f' i>"—v' v' v' ' 
como corresponde. 

6a. Cuando los dos correos van á su encuentro, como el 
primero camina en dirección contraria, su velocidad v' es nega-
í iva en todas las ecuaciones, y la distancia d lo es también 
respecto á este correo solamente ; de inodo_cjue 

t ~ hv"~hcl
 E / - — {hv"-~d)v' (d—hv')v" 

7* Si la velocidad v' del primer correo fuesa mayor que 

la v" del segundo, teniendo aquel la delantera y partiendo 
antes, el segundo, lejos de alcanzar al otro, se hallaría cada 
vez á mayor distancia. E n este caso la resolución manifiesta 

/ 
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la imposibilidad del problema, dando valores negativos por los 
denominadores á las espresiones 

d+kvu p¡ (d + hv'yy En__ (d-hhv')v" 

Siendo iguales las velocidades, y suponiendo siempre 
d positiva, los dos correos no podrían encontrarse. Asi lo anun-
cia el cálculo dando, en virrud de.o" — « ' , resultados de un valor 

d+hv" d+hv" (d+hv")v infinito en tzz—- zz , h z z - — T . — . . . 
v -—v' o v — v 

(d+hv») v' -n (d+hv')v" 
„ , — -— zz yo , íí, ' zz ; zz 00 . 

o o 
9? Ya sabemos í 1 9 7 J que tales espresiones de valor in-

finito son un límite á que podemos considerar que nos acer-
camos, si suponemos que v' vaya aumentando ó v" dismi-
nuyendo, 6 bien ambas cosas á la par , de modo que cada 
vez sea menor la diferencia , sin que james se desvanezcan 
pues no han de llegar á igualarse las velocidades por su 
aceleración ó retardación. 

i o ? Si suponemos que ambos correos parten del mismo 
punto al mismo tiarnpo, y caminan en el mismo sentido con 
la misma velocidad; entonces dzzo, hzzo , V^ZZLV', de con-
. . d+Iiv" o-f-o.z»" o , . . . 

siguiente t——r. r — — — i o Qu e quiere decir v>- .y Q o 

que los dos correos caminan siempre jun tos , su punto de 
reunión se verifica en todos los parajes, y el problema queda 
entonces resuelto con cualquier valor de / , que es [ 1 9 8 ] 
una cantidad indeterminada. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS. 

i ? D o s e s c r i b i e n t e s h a n t r a s l a d a d o e n t r e a m b o s 2 8 0 p l i e -

g o s , t r a b a j a n d o el u n o A d u r a n t e 5 d i a s ; y el o t r o B p o r 

e s p a c i o de 8 . L o s m i s m o s h a n c o p i a d o 2 8 8 p l i e g o s t r a b a -

j a n d o el p r i m e r o 7 d i a s y el s e g u n d o 6 . ¿ C u a n t o s p l i e g o s 

e s c r i b í a c a d a u n o d i a r i a m e n t e ? 

R e s p u e s t a : cada d ia A c o p i a b a 2 4 p l i e g o s , y B c o p i a b a 2 0 . 

2 ? Si al v a l o r de u n a a l a j a , q u e q u i e r o v e n d e r , se a ñ a -

d e n 1 5 0 pesos r e s u l t a un v a l o r t r i p l o d e o t r a a l a j a , q u e 

q u i e r o c o m p r a r ; y si a l v a l o r d e e s t a se a ñ a d e n los 1 5 0 

p e s o s , i g u a l a á la o t r a . ¿ C u a n t o v a l e c a d a u n a ? 

R e s p . L a a l a j a , q u e q u i e r o v e n d e r , v a l e 3 0 0 p e s o s , 

y la q u e q u i e r o c o m p r a r 1 5 0 . 

3 ? U n a r t e s a n o h a t r a b a j a d o en u n a casa p a r t i c u l a r d u -

r a n t e 12 d i a s , a y u d á n d o l e en los 7 p r i m e r o s su m u j e r y su 

h i j o , y h a n g a n a d o 2 9 6 r e a l e s . D e s p u e s h a t r a b a j a d o en la 

m i s m a casa d u r a n t e 8 d i a s , d e los c u a l e s 5 h a t e n i d o c o n -

s i g o á su m u j e r y su h i j o , y h a n p e r c i b i d o 2 0 0 r e a l e s . ¿ C u a n t o 

g a n a b a él c a d a d i a , y c u a n t o su m u j e r y su h i j o j u n t o s ? 

R e s p . C a d a d i a g a n a b a e l a r t e s a n o 2 0 r e a l e s , y la m u j e r 

é h i j o j u n t o s 8 . 

4 ? E l m i s m o a r t e s a n o h a t r a b a j a d o en o t r a casa d u r a n t e 

1 2 d i a s , t e n i e n d o c o n s i g o en los 7 p r i m e r o s á su m u j e r y su 

h i j o , q u e le o c a s i o n a b a n el g a s t o d e su m a n u t e n c i ó n , y h a 

p e r c i b i d o 1 8 4 r ea l e s . H a v u e l t o á t r a b a j a r en la m i s m a casa 

d u r a n t e 8 d i a s , m a n t e n i e n d o en 5 de e l los á su m u j e r y su h i j o , 

y h a t o m a d o 1 2 0 r e a l e s . ¿ C u a n t o g a n a b a c a d a d i a , y c u a l 

e r a el g a s t o q u e h a c í a n su m u j e r é h i j o ? 

R e s p . D i a r i a m e n t e g a n a b a 2 0 r e a l e s , y la m u j e r é h i j o 

l e c a u s a b a n 8 de g a s t o . 
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5? Dos menastrales A y B , trabajando juntos en una 

misma obra , han ganado 8o reales en 6 d ias ; otros dos 
A y C juntos han ganado i o 3 reales en 9 d ias ; y los dos 
B y C juntos han ganado 160 reales en 15 dias. ¿Qué jornal 
ha sacado cada uno de ellos? 

Resp. E l jornal de A eran 7 y j reales: el de B eran 6 ; 

y el de C eran 4 y f . 

6 ? Tres compañeros A, 2>, C se reparten una suma de 
dinero : la parte de A tiene e reales mas que los de la 
suma de las partes de B y C: la parte de B tiene e r ea -
les mas que los de las partes de A y C jun tas ; y la 
parte de C tiene e reales mas que los de las partes 
de A y B juntas. ¿Cuanto monta la parte de cada uno? 

Resp. La parte de A eran ¿e : la da B eran 4? ; y la 
de C eran 3?. 

7? Se entregó la cantidad de 160 reales en pesetas y 
pesos duros, y el número de los pesos escedía en uno á 
la mitad del número de las pesetas. ¿ Cuantas fueron las 
pesetas y cuantos los pesos duros ? 

Resp. 10 pesetas y 6 pesos duros. 
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PROBLEMAS. 

C O L E C C I O N T E R C E R A . 

Indeterminados de Trimer Grado. 

ADVERTENCIA. 
Para estudiar estos problemas conviene tener presente 

l a LECCIÓN X . 
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PROBLEMA I. Dividir el número 117 en dos parte* 

tales que la una sea divisible por 7 y la otra por 19, 
?* primen > 1 . 

s 2gunda j Partes ! Inc°S"-; 

7 x 4 - 1 9 ^ = 1 1 7 Probl. 
, r 7 1 qy ¿ — ¿y 

. _ = i 6 ~ a ; > + — 

1 r ? — rov 
* = — , 

7 
117 — IÜ('7¿4-I ) „ 

y z z v E 4 - 1 , . . . X——i , y . . . / / . . . x - 1 4 — i 
7 

EZZO // I // tf». //— I // — 
7 x = 7 ( r 4 — I 9 E ) = 9 8 / / — 3 5 J j — / / 2 3 1 / / &?<?. 

19JV = r 9 (7,£ 4 - í 9// * 5* // &C.//—114 // 

Comprob. 9 8 4 - 1 9 = 1 ¡ 7 ; 14 ; i f = i . 

OBSERVACIONES. 
Según viene propuesto el problema cada parte debe 

ser un múltiplo de su divisor, y asi espresamos la una por 
7x y la otra por 19v. 

• 2? Hecha la plantificación despejo la incógnita , que tiene 
menor coeficiente , y saco los enteros del segundo miembro. 

3? Como me resulta el quebrado - , que debe ser na 

entero, lo será también su quinta p a r t e , por lo que hago 
J—y ~ — E, introduciendo una variable intermedia á la cual 

doy el mismo signo de la incógnita. 
4? Averiguado el valor de y en enteros lo sustituyo ea 
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el de x, con Io -que obtengo esta incógnita en espresion 
de JE sin quebrados, 

5? Ya resuelta la cuestión voy dando á la variable E 
valores sucesivos desde Ez10 ; pero bien pronto veo que la 
única solucion en números enteros y positivos es esta en 
q u e ?x~<)8 ; 19.7 = 19 . 

6? Pudiéramos haber planteado el problema non una sola 
incógni ta , suponiendo la primera parte y 117—?x la 
segunda , de esta manera t 

117 — yx 
= E , 19 

J 17 I 9 E __ , t S — g E ¿ y í 6 — 2 £ 4 " — ; x: 
7 7 

E 1 / 
—=— E , . . . E~2 £ 4-1 ; 

7 
I T 7 I Q E 

xzz— — , 
7 

/ T Í7-—Í q(7E'4-l) , , , 
- 7 5 4 - 1 , . . SC~ — . . . H . . . X ~ 14 — 1 9 £ ' 

7 
Pero nada se consigue con esta simplificación de una sola 

incógnita., porque hay entonces que introducir dos variables. 

PROBLEMA I I . Div id i r el número 100 en dos partes 

tales que partiendo la una por 5 deje el residuo 2, y partiendo 

la otra por 7 deje el residuo 4. 

5 x 4 - 2 una parte 
7 2 4 - 4 otra 

5 x 4 - 2 4 - 7 2 4 - 4 = 1 0 0 Probí . 

5 > ; = i o o — 2 — 4 — 7 2 = 9 4 — 7 2 , 

94 — 72 Q „ . 4 - 2 2 . 

J incógn. ; 
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1HZ ——E , . . . 2 = 5 E + 2 ; 
5 

• • . . . 

5 

£ = o / / i •// 2 ; 
5 x 4 - 2 = 8 2 — 3 5 2 2 = 8 2 H 47 H 12 ; 

+ 53 / / 88 . • 

OBSERVACIONES. 
' • c. 

— . ¿1 — 22 
i ? Con la división del quebrado í por 2 se evita la 

iatroducion de segunda variable intermedia. 
2? Cuando en las valuaciones llegamos á 22 = 3 sale 

x = 1 6 — 7 E ~ i 6 — 7 . 3 " — 5 ; de consiguiente no hay en números 
enteros y positivos mas soluciones que las tres figuradas al fin. 

La comprobacion se hace á un golpe de vista. 

PROBLEMA III. Teniendo guardados 100 cartuchos entre 
dos soldados, dice el uno al otro : si cuento mis cartuchos de 8 
en 8 me sobran 7, y el otro le responde: si yo cuento los mios 
de IO en 10 me sobran también 7. ¿Cuantos tenia cada uno? 

8 x 4 7 cart. del i ? 1 . , 
1 0 2 + . 7 cart. del 2 ? ) i n c ó § n ' ' 

8 x + 7 4 i o z - j - 7 = i 0 0 Probl. 

8 x z z i o o — 1 4 — 1 0 2 = 8 6 — i o z , 
86 —102 
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—2 

X = i o — 2 4 - , 
4 

= 4 E 4-3 , . . . 3CZZIO—-4E—3—E . . . / / . . . 
¿ = o / / . « 5 

8 x 4 - 7 = 6 3 — 4 0 E zz 63 / / 23 ; 

1 o z 4 - 7 = 4 0 E 4 - 37 — 37 / / 77 . 

OBSERVACION. 
Esta cuestión no tiene mas soluciones que las dos es-

tampadas al pie, porque haciendo jEzz2 resulta X Z Z 7 — 5 E . . . 
. . — 7 — 5 . 2 r r — 3 . 

t i . g j m se iot j + okwtbüp b h noisivíh rJ ncO ? i 
PROBLEMA IV. Dada una fracción como f® , cuyo 

denominador sea el producto de dos números primos entre 
si , descomponerla en dos fracciones, cuyos denominadores 
sean estos factores. 

numeradores: incógn. ; 

J L + Z Probl. 
77 11 7 

7 x 4 - 1 1 ^ = 5 8 , 

7 
X-

- o- -, •> r ; 

7 

y=.—n— ~3E 4 - — ; % 

« 4 - 1 . E — 2E'—I 

7 * 4 - 1 

2 E1—I , » • • = 



a6j 

— x i y R ^ 
7 

58 — 11 ( 7 £ ' — 3 ) __9 r —77;;1
 f J 

7 7 
E'ZZ O / / 1 / / 2 / / . — R / / — 3 / / — 3 ¡J - WCR. 

i 3 - i i £ ' = t 3 .// 2 / /—9 / / — 2 4 / / 3 5 / / 4 6 / / 
— 3 3 / / 4 / / " . / / . &C.//-10H-17//- 24// 

ri u s . 4 __*4- t -44 __ 58 Comprob. — 4 - ~ z z —-o 
flf'J I I 7 77 77 

OBSERVACIONES. 

1® Corno en la derivación del segundo período resulta 
un quebrado con la variable intermedia £ , necesiramos in-
troducir otra variable ü ' para continuar las operaciones. 

2? Dando desde cero valores positivos y negativos á h 
variable E' saco los valores de x y de y que se ven al pie 
de la resolución ; pero , si limitamos la cuestión a enteros 
positivos , no hay mas solucion que x~2 , y~14, esto es ,, 
t V 4- / ^ = 4 7 í como dice la comprobación. 

PROBLEMA V. Hallar un número tal que sea divisi-
ble por 7 ; pero que, si se le parte por 13, deje el residuo 4 . 
N núm. incógn. ; 

N zz ?x — 132-4-4 ProbL 

x z z l Ü ± i = 2 + ^ ± i ; 
7 7 

1 £ ± L - E , 
7 

7 E — 2 „ E — 2 zzz- ZT2 E-\ ; 
3 3 
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a * Z 

3 

3 

^ = 1 1 3 2 : 4 - 4 , 

OBSERVACIONES. 

i ? No hemos sacado el vaJor de x, porque no es necesario 
para obtener el número pedido ; pero, si quisiéramos hallarlo 
por via de comprobacion, tendríamos v — x — " 9 

7 . ; : 
z=7E'+4, . . . x = , 3 ^ 4 - 8 ; 

N-7xzz7(i3E'+S)=:9iE,+56-
2* Este problema tiene una infinidad de soluciones, siendo 

la pr imera, por la suposición de E ' ~ o , el pTimer término 
N — $ 6 de una progresión por equidiferencia, cuya razón es 
91 ; de modo qua cada término de esta progresión resuelve 
el problema. 

Como los problemas indeterminados de primer grado se 
resuelven [9Ó3 practicando la misma operacion, que se haria 
para buscar el mayor divisor común entre los coeficientes de 
las incógnitas, suponemos [ 9 7 ] los coeficientes enteros respec-
tivamente iguales i A, B, C, , al paso que hacemos los 
quebrados residuos iguales á E , E\ E", &c. Bdjo este concepto 
x — A z - \ - E , z—BE-hE\ , y en la última ecuación po-
nemos, en lugar de nueva variable, la cantidad conocida con 
el mismo signo que en la planta si estas ecuaciones son en 
número impar, y con signo contrario si son en número par, 
á causa de la alternativa de ios signos. 
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Ejecutando la operacion indicada tendremos 1 3 ] / / = i 

6 7 

1 6 | C = 6 

í E = CE»4- 4 = 6 E ' 4 ~ 4 ; * 1 

de que resulta? 2 = BE 4 - E ' = 1 {6El+4)+E/~ 7E'+4; 
f x z : Az 4 - E = : i ( 7 £ , - + - 4 ) 4 - ó E ' 4 - 4 - i 3 E / - | - 8 ; 

como en la resolución anterior. 

PROBLEMA VI. Hal lar un número tal que dividido por 

6 deje el residuo 2, y dividido por 13 deje el residuo 3 . 

N núm. incógn. ; 

A7 = 6x 4- 2 = 1 3 2 4 - 3 Probl . 
/ 

6x = 132-4-3 —2 = 1324-1 , 
I Q Z - f l 2 4 - I 

x = — _ = 22 4 — ; 
6 ó 

, . . . 2 = 6 E — 1 5 

iV = 1 3 2 4 - 3 , 
2 = 6E—1 , . . . Í V Z Z I 3 ( 6 £ — I ) 4 - 3 . . . / / . . . N Z Z 7 8 E — 1 0 . 

* ' • • a » 

OBSERVACIONES. 

Resolvamos también esta cuestión por el método del 

mayor divisor común : x~Az + E ; zzzBE—1 5 

* < • • Cz—BE—i ~6E—1; 

xzz Az-\-E~z(6E—i)-{-Ezzi ¿E—2 ; 

2V= 6 x 4 - 2 z z 6 ( i 3 E — 2 ) 4 - 2 = 7 8 E — i o , 

2? E n la progresión de equidiferencia, que forman las solu-
ciones de este problema, el primer término es N—78E—10... 
. . = 7 8 X 1 — 10 = 6 3 , y la razón es 7 8 . 

A-i 5 = 6 1 
6 1 | 
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PROBLEMA VIL Quebraron í una mujer cierto mine-

ro de huevos , que traia al mercado , y queriendo saber 
cuantos eran p3ra pagárselos , solo se acordó de que habia 
mas de 200 y menos de 3 0 0 , y de que, habiéndolos con-
tado en su casa de 3 en 3 , salían cabales : contándolos 7 
¿ 7 le sobraba 1 ; y contándolos 10 á 10 le sobraban 6, 
¿ Cuantos eran ? 

N número de huevos } 
X contados 3 á 3 f . , 
% contados 7 á 7 >núm. de vecesí ó 

u contados 10 2 1 0 J ) 

n— + 6 ProbL 

7 7 

3M-H5 
:E 

7E < , E 2 
UZZ- -Z=2£—I ; 

o 
•2 , 1 „ 
——E , £ = 3 £-4-2 

U--+ , 
3 

3 1 V. 
33c—: 10« 4 - 6 , 

j( — f I 2-h 
3 3 



7© £• , * = : - 1- I 2 
3 

¡71 

, . . . ...//,». i c z = 7 0 E ' / 4 r i 2 ; 
3 

N— 3 * , 

E - o / / 1 / / 2 / / 3 / / 4 ^ | 2 4 6 > 2 O O ; 

^ - 3 6 / / 2 4 6 H 4 5 6 H 6 6 6 / / 8 7 6 / / Y E . I L 2 4 6 < 3 0 0 . 

C o m p r o b . 246=13 .821=7 .35 -+ - 1 = 1 o * 2 4 + 6 . 

OBSERVACIONES. 

Principiando por la ecuación 72;-?- ii=iom46, saco 
el valor de « en la segunda indeterminada ausiliar JE'. 

Sigo por la ecuación 3:0=3 I C M + 6 , en que sust i tuyo 
el valor de uzz? E' -h 3, de modo que las es presiones 35^ 
7% 4- 1 , IOÍ¿4-6 quedan combinadas entre si. 

Sacado el valor de x en la tercera variable ín te r -
media E" , tenemos en su triplo el número que se busca, 
esto e s , N~zX—3(ioE"~>r 1 2)^12 IOÍ , " -4-36. 

4? Aunque esta cuestión se presenta y resuelve como 
indeterminada , la condicion de que los huevos eran mas 
de 200 y menos de 3 0 0 , determina la cantidad de 246. 

5? También puede resolverse este problema del modo 

siguiente : 
^X—fz 4 1 , 

3 3 v * 

E , % : t 3 E — r ; 
3 

iow-v-6 « 
— = 3 « 4 - 2 - 1 - - ; 

3 3 
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PROBLEMA VIII. Buscar un mímero, que dividido por 

a dé r de resto, dividido por 3 dé 2, y dividido por 5 dé 3 . 

JV n ú m . : incógn. ; 
N~ 2X-+-1=3 2 + 2 = 5 « + 3 Probl. 

2X = 3 Z - h l , 
„ 3 Z - K 1 . z - t - r —z-\ ; 

2 2 

z-+- r :E , . . . z=2JE—1; 
2 

5 « = 3 z — r , 

2 fí—1 , . . . 5 « = 3 ( 2 £ — 1 ) — 1 = 6 2 5 -

Z— £,-4 • 
'4 i 

5 5 
J 5 — 4 

5 
Z ~ 2 E — I , 

5 E ' + 4 , . . z = 2 ( 5 E ' 4 - 4 ) — I • • . . . zzzioE'-t? 

N—3Z+- 2 , 

i o E ' 4 7 ? • • • N — 3 ( 1 o £ ' 4 7 ) 4 - 2 . . . / / . . . A 7 = 3 O E ' + 2 

J S ' = o / / r / / 2 / / 3 / / 4 / / ^ 
J V = 3 o E ' 4 - 2 3 = 23 / / 5 3 / / 83 / / 113 / / 143 U y * . 

OBSERVACIONES. 

Cuando principio, calculando con la ecuación consti-
tuyente 2x-+-t = 3z-+-2, la transcribo en la columna central, 
simplificándola con restar de memoria una unidad de cada 
miembro ; porque conviene ejercitarse en las operaciones, que 
se hacen i golpe de vista. 

Para trabajar con la ecuación constituyente 5 « - 4 - 3 . . . 
. . = 3 2 - 4 - 2 , también la simplifico de memoria, trayendola á 
la columna central en ¿ u z z ^ z — 1 . 



Luego sustituyo en la primer resultante 2 = 2 E — i el valor hallado de ií,', con lo que 
saco z—ioE'-r7, cuyo triplo, añadiéndole 2, me da el número que busco. 

u 
•NI 

PROBLEMA I X . Se ha comprado una librería compuesta de 1000 volúmenes en 2190 
duros. Los de á folio se han vendido a 6 duros, los de en 4? á 3 duros, y los en 8? á 30 reales. 
¿Cuantos volúmenes habia de cada tamaño? 
x de á folio ) 

( I • 3 C 4 - y 4 * 2 = 1 0 0 0 1 n 

y en cuarto > voi. íncó^n. y \ Frobl. 
z en octavo ) 6x + sy+lz~21 90 J 

4 x 4 - 2 y 4 - 2 = 2 1 9 0 . £ = 1 4 6 0 ) r , c 5 ^ > , . . . 3X-+-V—1400 — 1 0 0 0 = 4 6 0 , . . . 3 = 4 6 0 — 3 x 2 
^ - + - 2 = 1 0 0 0 J 

2 = 1 0 0 0 — y — x , 
jV=46o—3X , . . . 2 = 1 0 0 0 — 4 6 0 4 - 3 X — x . . . ¡ ¡ . . . 2 = 5 4 0 -+-2x. 

x = i / / 2 / / 3 / / 4 H ^ 1 5 3 ; 
y—460 —3x=457 / / 4 5 4 ^ 45¡ / / 44^ // // 15 
2 = 5 4 0 + 2X=542 U 544 U Ó46 // 548 ^ ^ ^ 4 6 . 

Comprob. 3 -4 -45I -H54 6 = 1000; 6 . 3 4 - 3 .451-4- ! . 5 4 6 = 2190. 

OBSERVACIONES. 
Llevo la segunda ecuación constituyente á la columna lateral , multiplicándola de memoria 

por como manifiesta el miembro indicativo. 



ô* Pediendo debajo Is primera ecuación constituyente, eli-
mino por sustracción la 2. 

3? Traigo s la columna centrai el valor de z, haciendo de 
memoria la transposición de términos de la primera ecuación 
constituyente. 

4? Con la sustitución del valor de y saco el de z. 
5? E n este problema no se necesita el ausilio de variables 

intermedias, porque, presentándose x, jy, z en forma de enteros, 
no hay mas que dar valores á oc. 

6? E s preciso que « < 1 5 4 , porque x = z i 5 4 daria 
y — 4 6 0 — 3 x = 460—3X154 = — 2 ; 

de consiguiente el límite es x = i 5 3 » 
í a g a 5 ¿ ¡ a i s m M i a i 

PROBLEMA X . Un posadero ha cobrado 20 duros de 
varias personas ; 4 duros de cada amo, 2 de cada criado y 
2§ por cada caballo. ¿Cuantos amos, criados y caballos habia? 

* a m o s 7 4 * - t - a y - H b 5 z = í o Probl. 
y criados Viacógn.5 

ibal los j * caballos^ 8x4-4.7 4 - 5 2 = 4 0 , 

8 x 4 . 4 ^ = 4 0 - — 5 5 , 

Supongo 2 = 4 , . . . Sx -\-4y~40—5 . 4 = 2 0 , 

2 x 4 - v = V ° — o í ' • 

x = r [} 2 ; 

3 > = 5 - 2 x = 3 / / 1 ; 

2 - 4 9 4» 

OBSERVACIONES. 
1? Como no tenemos mas que una ecuación con tres in-

cógnitas , se da á dos de estas los diferentes valores arbi-
trarios que pueden admitir. 

2? Duplico la ecuación constituyente para desvanecer el 
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quebrado, y como en la derivada 8 x 4 - 4 7 4 - 5 2 = 4 0 todos los 
términos, escepto ,52, son divisibles por 4 , veo que es pre-
ciso que z sea 4 ó un múltiplo suyo para que haya igualdad. 

3? Supongo , p u e s , 2 = 4 , y Ia ecuación resultante 
y~5—2x solo tiene dos soluciones, porque ha de ser # < 3 . 

4? Tampoco puede ser z > 4 , porque , como múltiplo 
de este v a l o r , seria el siguiente 2 = 8 , de que resultaría 

. - j ~ 4 < y — 4 0 — 5 2 = 4 0 — 5 , 8 = 0 , lo cual sería absurdo. 
5^ Hubo , por tanto , un amo , tres criados y cuatro 

caballos ; ó bien dos amos , un criado y cuatro caballos. 

PROBLEMA XI. ¿De cuantas maneras se pueden pagar 
19 duros con columnarias, escudos y ducados? 

x column. 1 
y esc. > i n c ú g n . ; 
2 duc. j 

5.x-biojy -W 1 2 = 3 8 0 Probl. 

5 x = 3 80 — 1 o y—11 z , 
380 — í o y — 112 r * j 

ac—¿ ¿ = 7 6 — 2y— y 2. 

<0 5-> 5-> 5i •• 2— : i o , 10, 10, i c , . 

y— 1 u 2 a 3 uve... I / /2 // 3 /¡Ve.. . . .Y/26; 

x = 63//6Í/J59//ÜC... . . / / 1 xrz 152//50 / ;48/ /&C. .. . .// 2; 

2 = I Si *5-> I5i •• 2 = 20, 20, 20, 20, . 
! // 2 // 3 f/&C... . . / / 21 1 / / 2 / / 3 / /«<?.. . . . / / i 5 ; 

X'JZ . . / / 1 X = . . . . / / 2; 

2 = 25, 25, 25, 25, .. 2 = 3° Í 3 ° i 3 ° , 3 ° ; 
jy = 1 / / 2 / / 3 . / / I 0 1 / / 3 / / 3 / / 4 ; 0 «o," 

x = X = 8 / / 6 / / 4 / / 2 . 
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OBSERVACIONES. 

i® E n la ecuación final vemos que z ha de ser un múl-
tiplo de 5 para que x sea un entero. 

2? Cada valor de z da una coleccion de soluciones , 
atribuyendo á y el valor de los números naturales desde la 
unidad hasta donde permite la ecuación final, y los valores 
de x son determinados por la valuación arbitraria de las 
otras dos incógnitas. 

3? No puede ser z~>¿o , porque en este caso z—%5 
daría » = 7 6 — 2y — x

s S z = 7 6 ~ 2 . 1 — 1 1 . 7 = —• 3 . 

4? En la primera coleccion de soluciones no puede ser y > % 3 , 
porque y - 3 3 da # = 7 6 — a y — ' L

s
x z = 7 6 — 2 . 33 —-5

X* 5—— 
Por la misma causa en la segunda coleccion solo hay 

26 soluciones, en la tercera 2 r , en la cuarta i 5 , en la quinta 
i c y en la sesta 4 ; componiendo en todo 108 soluciones, 

6? E n cada coleccion , despues de sacado el primer valor 
de x , forman los demás una progresión descendente de equi-
diferencia, cuya r jzon es 2, hasta acabar en 1 en las co-
lecciones de número i m p a r , y en 2 en las de rúinero par. 

PROBLEMA X I I . Pagar 2000 pesetas con paños de 

dos especies, uno de á 9 pesetas la vara y otro de á 13, 

de inf. calidad ) , 
w a u W a r . de paño : íncogn. : 

«e superior J r 0 

9 x 4 - 1 3 2 = 2 0 0 0 Probl. 

9 x 1 = 2 0 0 0 — 1 3 2 , 
2 0 0 0 — ¡ N , 2 — 4 Z 

X— 0 —2 22 — z H — : 
9 9 

6 3 



37s 

I 

9 
2zr=9Í?4- i * 

2 

JE 4-1 E ' , . . . E - 2 E ' ~ r ; 
2 

_ 9 E 4 - * 

E - z E ' - i , . . . z - ^ l E l ^ l t l . . . / / . . . zzzcjE'—4; 

aczi 

2 

COCO — T32 

9 

E ' r z 1 / / 2 / / 3 / / ^ / / i ? ; 

5CZZ2 28 — 13 15 U 202 f¡ I 89 ¡j f¡ 7 ; 
Z~~9E'-~ 4 = 5 / / 14 / / 23 / / Ç&r. ( ) 149. 

~... ..•wiwaitmgiaacirm «i'i»< • 

PROBLEMA XIII. Un negociante ha pagado pesetas 
de 5 reales con ducados de á t i , y ha dado 15 reales mas, 
2 Cuantas son las pesetas y los ducados ? 

P pesetas ? . , 
0 d u c a d o s j 1 

$P~iiü—i5 Probl. 

5 J 5 l D~5E. 

E- 1 (1 2 / / 3 FJ HE. 
Pzz11 E — 3 = 8 / / 1 9 / / 3 0 / / ¡üfe. 

5 E = 5 / / i o (j 1 5 / / €¿0. 
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.OBSERVACION. 

Como en la derivación el numerador y denominador 
del coeficiente son uúmeros primeros , es claro que O 
ha de ser igual ai denominador ó un múltiplo suyo , esto 
e s , Dzz¿E. 

PROBLEMA XIV. Componer 50 reales con monedas 
de 4 y de 5 reales. 

* mon. de 4 ] . , 
2 mon. de ¿ ] l n c ó s n ' ' 4 x 4 - 5 2 - 5 0 Probl. 

5 0 — 5 2 2 — 2 
xzz— — - = 1 2 — 2 4 ; 

4 4 
2 — 2 

4 
•E , . . . 2=484-2; 

50 — 52 x , 
4 

2 z r 4 E 4 - 2 , . . . .[/... x = i o - 5 k 
' 4 

E = O / / , ; 

x = i o — $ E z z i o / / 5 ; 
Z, = 4jE 4- 2 = 2 l¡ 6. 

PROBLEMA XV. Varias personas van á merendará esco-
te, pagando cada hombre 25 reales y cada mujer 1 6 : al ajus-
tar la cuenta se halla que el gasto de todas las mujeres juntas 
escede al de todos los hombres en un real. ¿Cuantos eran los 
kombres y cuantas las mujeres? 

h núm. de homb.") • , 
, . > ineogn. : 

m num. de muj. J 0 

16/»—2 ¿A 4 - i Probl. 



s 8 o 

I 6 I 6 
9Ä + I _ 

l 6 
E 

9 9 ' 
7E — r 

• zz e 

i 
• r 

2 E '4- I 

/__ 7 E " — i E IZ 3E •+• 
E " — R 

2 E ' " + I , 

7 ^ + 3 * 

E " — I 
. E " H 2 E ' » 4 - I ; 

. E' Z Z 3 ( 2 E R " + I ) - H E , Í ' . . . / / . . . E ' Z = 7 E ' / / H - 3 ; 

__ 9 E - 4 - 1 
E — 1) 

. . E=9(lll±3l±J . . . / / . . . . ezz9E / / / 4-4¿ 

hzz i 6e— i 

9 E"'-4-4 , 

7 , 

9 

m 

m 

—
 2 r 

~~ TÖ 

__ 2 5 ( 1 6 E ' " 4 - 7 ) 



E"'Z= o // I // 2 [] He. 
hzz I 6 E ' " 4 - 7 — 7 ¡ ¡ 23 ¡ ¡ 39 U He. 

m zz 2 5 I I — I Í H 36 h 6Í ¡¡ He. 

OBSERVACION. 
Resolvamos asimismo esta cuestión por el método del mayor divisor" común: 

FUIZAFT-FE, h~ B E - Í - E ' , E Z Z C E / 4 - E , I , E'ZZGE;IJ-F E"' , E / / ZZHE" / -+-I ; 
j > 1 
! i 

H E " ' - F 1 = 2 E ' " H - I ; 

¿ = 1 B z r i j c m G—3 H~2 
16 9 I 7 2 I 

1 
r 

j E ' ^ í " - 4 - E / ; ~ 3 ( 2 e ' " «+• l ) -hE / / ' =Z7E '"-f 3 ; 
E ~ CE* - + - E " — I ( 7 E " - H 3 ) + 2 B / W 4 - 1 = 9E " ' 4 - 4 ; 

A —BE -+-E ' ~ í ( 9 E / < 7 - + - 4 ) 4 - 7 E " ' 4 - 3 = 1 6E"-'-4_7; 

M — K H H - E = 1 ( 1 6 E ' / - F - 7 ) 4 - 9 E Í " 4 - 4 = 2 5 E ' " ' 4 - 1 1 < 

11 
PROBLEMA XVI. Un chalan compra caballos y bueyes : por cada caballo da 31 doblo-

nes, y 20 doblones por cada buey : al ajustar su cuenta halla que los bueyes le han costado 7 
doblones mas que los caballos. ¿Cuantos bueyes compró y cuantos caballos? 

c núm. de caballos? . , r» . 1 
b núm. de bueyes f ™ 6 ^ i 2 0 ¿ = + 7 Probl. 

b = 3 ! ± t l - c + l l £ ± L . 
~~~ n r-\ n r\ ' 20 20 



2 8¿ 
i ìc-1 7 _ 

20 
- E , 

^ 2 O E - 7 _ e 9E—7 
il l i * 

11 ' 
E'-*" 7 X?' , s E M - 7 . 

2 E ' - Í - 7 — 
9 9 

E 

9 B » = + 
2 ^ J a ' 

, E " — 2 E " ' + I ; 

e , _ 9 E » - 7 — ' 

" - 2 E ' ° + i , . . . . . / / . . . E ' = 9 E » + I $ 

E=L1*L±L, 

E ' = 9 E ' ' ' + I , . . . . . . / / . . . E - , , E „ + „ 

2 0 E — 7 

20 
, = . . ' • 3 ' ( 8 ° } + 7 . . . / / , , . ¿ = 3 , E w 

E " = o / / i / ; 2 / / Be . 

aoE'" 4-3 = 3 / / 23 / / 43 / / 

b=siE"+5=S// tf//67 Û Vc. 



OBSERVACIONES. 
Ia. Hagamos la otra resolución ! 

¿ = A C - H E , c = B E - I - E ' „ E = C E ' 4 - E " , E ' ^ G E ^ E " ' , E " - H E ' * 4 - 7 ? 

E " = H E ' " 4 - 7 = a E ' V 7 ; 
E ' = G E " 4 - E , " = 4 ( 2 E / " 7 ) - t - E ^ E ' " - ^ ; 

A = I I B = I ! C = I G = 4 : H = 2 | 

2 0 j 11 | 9 2 J 1 1 0 
Ác = BE - t - S ' = i ( i i E l " - f - 3 5 ) 4 - 9 E * ' 4 - 2 8 = 2 o E " ' t - 6 3 ; 

{b= Ac - t - E = z i ( 2 o E ' ; - i - 6 3 ) + i 1 E ' » - + - 3 5 = 3 1 E ' » 4 - 9 8 . 

2? Aunque resulta c = 2 o E " ' 4 - 6 3 , & —31 £ ' " - 1 - 9 8 , tendremos, en haciendo E '» — — 3 , 
r c = ¿ o E ' " -h 63 = 2 0 . — 3 - 4 - 6 3 = 3 ; 

q u e < r T-*n, n "" n como en la resolución anterior. 4 \ 5 = 3 i E ' / ; - f - 9 8 = 3 1 . — 3 - 4 - 9 8 = 5 ; 
3? E l motivo de la d i ferencia , que se advierte , proviene de que en la derivación del 

cuarto período hicimos la división de—— quedando el residuo — — ; eu vez de que, si 

q E ' ' y g/f n 
hubiéramos hecho solo la división del coeficiente de la l e t r a , esto e s , — —. 

2 2 
hubieran resultado en los valores de las incógnitas las mismas cantidades conocidas , que tienen 
en la observación 1 ? ; pero la operacion está m: jo : como se ha practicado en el mapa. 



PROBLEMA XVII. Ha l l a r un número tal que si se lé divide per 13 deje el residuo 7 , y 
si se le divide por 31 deje el residuo 15. 
f número : incógn. ; Nzzi3p -h7~3 IQ 4- 15 Probl . 

l3P~3 15—7—3»9+85 

P—AQ+E , qzz.BE 4 - E' , EZZCE' + E" , E'ZZGE"+B"\ E''ZZHE"'-\- 8 ; 

' E'ZZ2E'" 4 - 8 ; 

Azz 2 B — 2 \czz I ¡ o r r I Hzzi 7 n. ... n 

q i ^ I 3 1 l O f ' \ J 0 ' 
— — : i q ZZ2.(5E'"+-I6)+3EI»+.8ZZÍ3E'»+4O; 

( p Z Z 2 { I ¡ 3 1 6 = 3 1 E'"+96. 

NZZl3p+ 7 ZZI3(3ÍE'FF 96) - H 7 = 4 0 3 EX" 4- I 255 . . . 

• • = 3 * q-+- í 5 = 3 1 ( 1 3 • + • 4 ° ) ' 5—403E"1~^~ 1 -55' 

e '"ZZ—3 U — 2 / / — 1 n O / / . 

4 ° 3 E ' ' 4 - 1 2 5 5 — 4r> / / 4 4 9 / t 8 5 2 ¡ / 1255 / / 

OBSERVACION.' 

Cuando el coeficiente de la última variable resulta menor que la cantidad constante se divide 
esta por aquel coeficiente , sino se quiere dar á la variable valores negativos , y se pone el 
residuo por cantidad constante, con lo que se pueden empezar las sustituciones de la variable pot 



235 
cero y continuarlas por los números naturales. Asi, en el pre-

sente caso, 
N — 4 0 3 1 2 5 5 r z 4 0 3 . 3 £ ' , ; 4 - 4 6 = 4 0 3 2 4 6 » 

PROBLEMA XVIII. Buscar un número, que sea d i -

visible por 7 , por 11 y por 13. 

número : incógn. ; N~7tzzi ixzz 132 Probl. 

15 2 2Z jf — — — 2 -1 5 
-Í^eoi f*? v sb fiinsoo fccl le p ^ f í JTnrr í tí 9iqn 

GÍ Z ' 
—~E , ZZZIIÍS; 
11 

7 í - r 3 2 , 
z i z i i e , . . . 7?zz 13*1 i m i 4 3 ' E , 

I4QE , Q E 
tzz—— z z Z O E ; 

7 7 

— , . . EzZ7E('j 
7 

2ZZ I I E , , . - ¡ -_ • > . . ( , .. j • ' 
E—7E', ' • • z—it.jÉ1 . . . / / ' . , . 2=77e'; 

Tvrrr.32, 
z—77E ' , . . . 2VZZ13 . 77jE/. . . U . . , jvzz 1001 E 

OBSERVACIONES. 
Bien se pudiera haber resuelto este problema solo 

por el raciocinio, considerando que el producto de los coe-
ficientes. de Jas indeterminadas t , x , 2 ,. sie-ndo- estas nú-
meros enteros , habia de satisfacer á las condiciones , y 
que , por ser estos coeficientes números primos , ninguna 
cantidad menor que su producto podía dar la sGiucion. 

ü s t » oir«uns.taticia de números primos en Jos nuine-
64 



¿S6 
radores y denominadores de los quebrados residuos nos lia 
proporcionado en la igualación con las variables ausiliares 
mucha simplificación en el ca'lcolo. 

3? Bien se conoce que cualquier múltiplo del coeficiente 
de la ultima variable satisface también á la cuestión. 

/ j loq « 11 ioq ' ir 

PROBLEMA XIX. Una frutera, contando sus ciruelas de a 
en 2, de 3 en 3, de 4 en 4 , de 5 en 5 y de 6 en 6, halla 
que siempre le sobra una; pe ro , si las cuenta de 7 en 7, resul-
tan cabales. ¿Cuantas ciruelas tenia? 

y núm. de c i r . : incógn. ; 

N~2r-+-1 =35-4-1 = 4 H - 1 i = 6 x + 1 —yz Probl. 
Ó X - J Z — l , . . 

nz — i z—1 
0 6 ' 

z— 1 , 
—7——E , « » • Z~6E 4-1 
• o • • ? 

» 
Su—yz— 1, 

ZH;6E-+-I , . . . 5 ,«—7(6^4-1) — I = 4 2 E 4 - 6 , . . . . . . 
4 2 E 4 - 6 O . . 2 E 4 - I 

U — 1 P — OE-H I - H ; 
5 5 

5 , , . 5 4 I <E I . , E' 1 E Z - . = 2E-} , — ; 
2 2 

2 

2 

K ' = 2 E " 4 - I , . . . E = 5 ( 2 F / / " f " l ) ~ I - • > 11 - - • 



2 = 6 E 4 - T , 

= ¿ E " 4 - 2 , . . . 2 = 6 ( 5 E " 4 - 2 ) 4 - I . . . / / . . . 2 = 3 0 f i " - H i 3 5 

p—yz—r, 
= 3 0 E r / + i 3 . . 4 í — 7 ( 3 0 E " - i - i 3 ) — i = 2 i o e " + 9O, 

2 I 0E"4-00 „ , F,"+ Í * = —¿——<2E 4-2 2-1- ;• 
4 2 

__ E ' , • • • E —. 2 E I ^ 
2 

• / ^ , • . «j 

2 = 3 0 E " 4 - i 3 , 

" = 2 E , / ' — I , . . , . 2 = 3 O ( 2 E " < — l ) - f - I 3 . . . / / • . • Z = 6 0 B W - I * 

^ = 7 2 , 
« n ó o E ' " — 1 7 , . . . N = 7 ( 6 O E ' " — 1 7 ) . . . / / . . . N=42OE / í 7 —1 

OBSERVACIONES. 
i . a No ha sido necesario operar con las dos ecuaciones 

27-4-1=72, 3 5 4 - 1 = 7 2 , porque, siendo 2 r 4 - i = 4 r 4 - i , 3 ^ 4 - 1 . . . 
. . = 6 x 4 - 1 , resulta r = 2 í , s = 2 x . 

2A. Bien se hecha de ver que las sustituciones en E'" em-
piezan desde la unidad, y que cualquier múltiplo de su coe-
ficiente 420, rebajándole i r p , resuelve también el problema 5 

de modo que el menor número posible de ciruelas es 
K = 4 2 C E ' " I 19 = 4 2 0 » I I 1 9 = 3 O I . 

PROBLEMA XX. Un labrador compra 100 cabezas de 

ganado en que gasta 100 pesos, á saber : bueyes á 10 pe-

sos , vacas á 5 , becerros á 2 y carneros á §> ¿Cuantos 

lia comprado de cada clase ? 

P bueyes \ 
q vacas f . t P + r + í = I O O , l p r o b i 
r b e c e r r o s C 1 0 ^ " * ' J0p+5q+. + I O O / 
s carneros J 



• r 

w 
co 

if 
CM CO 

fcj CA 

IS. M 
M V. 

I H 

co 

+ 
co 

VO 

CO 
CO 

CSM 
M 
+ 

HI + 
CI 
ft* 

C3H CO + 
Cd ON 

JL 
J, 

î t- -10 

t I ~ k ä c 

.O -Cu, o o 

o O o O 

fa 
co 

-I-
Cri ON 

co 

i 

•ft. Cn 

4 fcl co 
OV 

co » 

ts. « i p * v . «S 
CM 
co M 

^ I f 
I m « » co CM I ^ 

«r • «•> 

N. S> 

tx co 

H Is, 

— » » 

r ess 
** I 

îtfïi 

« u 
CO 

o ° O O 
« « 

!J II 

co 

i 
«V, C\ 

o o o o 

II ¡I 
t>) «o 
+ 1 i» v 

Vf , 
+ + CM CM O 

+ -f 
o 

« 
• 

• r 

CO 
1 
KJ ON M «- M 

+ + 1 
M K fv. 
CO 1 i co « 

II ¡1 1 1 II II ^ V» 

co 
^ ^ ^ 

CM CM 
co «m 

O - i + 
ts. <s 

, . ci K. 
f i II II II fe; ** cm CM 

JL CO « 
i i + 
CO Kl tq 
Il ON VO IL M _ 

* I rfc 
h. « 
« ts. 
Il II "a 

* £ 
^ ^ 
^ OS 
^ ^ > 
IO i X* , « 

^ - co 

^ Vi ^ 

- co 

co » M N « «O 
«SI (s. 
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P - 4 / / 4 / / 4 ; 
g = o // 1 / / 2 ; 

r = 8-34 = 8 // 5 // a ; -
s zz88 + 2 q ~ 8 8 / / 90 H 92. 

•• •mío'! . .:> :•:!• :<• 1 . . ; .. t .. : 

OBSERVACIONES. 

1? Como sen dos las ecuaciones constituyentes y cuatro las 
* * 

incógnitas, tenemos que sustituir valores á dos variables en 
cada una de las ecuaciones resultantes rzz.27—192 — 3 ^ , 
5 = 7 2 4 - 1 6 E4- 2q. 

2? Desde luego vemos que ha de ser 1 9 2 4 3 9 < 2 7 para 
que r sea un número positivo ; lo cual solo permite igua-
lar á E con el cero ó la unidad. 

3? E n este concepto sacamos para las indeterminadas 
p , r , s dos sistemas de valores , haciendo desaparecer E. 

4? En el primer sistema es siempre p—ir; y r — 2 7 — 3 3 
requiere %q < 2 7 , por lo que q empieza en cero y sigue corre-
lativamente hasta 9, dando diez soluciones, y es 5 = 7 2 4 - 2 ( 7 . 

5? En el segundo siempre es pzz4; y r~8 — 3q ecsije que 
sea 3<] < 8 , de modo que q empieza en cero y acaba en 2, 
lo que da tres soluciones , y es 5 = 884-2*7. 

6? De esras trece soluciones se deben desechar las tres 
en que una indeterminada es igual á cero, porque se supon? 
que el labrador compró de las cuatro clases de ganado, d<? 
consiguiente son diez las verdaderas soluciones. 

PROBLEMAS PROPUESTOS. 
f 1? Buscar un número, que dividido por 5 dé 4 de residuo, 
y dividido por 7 dé 2 de resto. 

Respues ta : N—35E4-9. 
2? Buscar un numero, que dividido por 28 dé 17 de 



r e s to , y dividido por rg dé 6 de resto. 
R e s p . : IO Í . 

3 ° g De cuantas maneras se pueden componer 264 duros 
con monedas de 6 y de 3 duros? 

Resp. : De 43 maneras: las monedas de 6 duros forman 
la progresión de todos los números correlativos desde 1 hasta 
4 3 , y las de 3 duros forman progresión descendente de equi-
diferencia, cuyo primer término es 8 6 , el último 2, y la razón 
también 2. 

4? Se pide componer 7 4 1 reales con 41 piezas de tre^ es-
pecies, á saber, de 24 , de 19 y de 10 rs. 

Resp. : De 3 maneras : 
Las piezas de 24 rs. han de ser 5 ( j 14 [ ¡ 23 ; 

las de 19 han de ser 29 / / 15 / / 1 ; 
y las de 10 han de ser 7 f j 12 / / 17. 

Un monedero tiene tres suertes de plata : la primera de 
7 onzas de fino por marco, la segunda de 5 y f onzas, y la 
tercera de 4 y § onzas. Tiene que hacer una aligación de 30 
marcos de á 6 onzas de fino en marco. ¿Cuantos marcos han de 
entrar de cada suerte? 

Resp . : De primera suerte 10 / / 12 / / 14. j / 16 / / 18 ; 

De segunda 20 ¡ / 15 / / itO / / 5 ¡ / o ; 
De tercera o / / 3 / / 6 / / 9 // \ 2. 

6? Buscar tres números enteros tales que, si se multiplica 
el primero por 3 , el segundo por 5 y el tercero por 7, la suma 
de los productos sea 5 6 0 ; y , si se multiplica el primero por 9, 
el segundo por 25 y el tercero por 4 9 , la suma de Jos p r o - , 
tíuctos sea 2920 . 

Resp . : E l primer núm. 15 / / 50 ; 
E l segundo 82 H 40 ; 
E l tercero i $ / J 3 0 . 



PROBLEMAS. 

C O L E C C I O N C U A R T A , 

Segundo Grado, 

ADVERTENCIA. 

Para estudiar estos problemas conviene tener presente 
l a LECCIÓN X V I . 
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PROBLEMA I . B u s c a r un n ú m e r o t a l q u e , r e s t a n d o 2 

de su c u a d r a d o , q u e d e r . 

» n ú m . : i n c d g n . ; — 2 = 1 P r o b í . 

C o m p r o b . — 2 = 3 — 2 = 1. 

PROBLEMA I I . B u s c a r un n ú m e r o , q u e , e l e v a d o a' u n a 

p o t e n c i a y m u l t i p l i c a d o p o r un n ú m e r o d a d o , sea i g u a l á 

o t r a p o t e n c i a del m i s m o n ú m e r o , s u p e r i o r en d o s g r a d o s á 

la p r i m e r a , m u l t i p l i c a d a p o r o t r o n ú m e r o d a d o . 

m p r i m . m u l t i p l i c a d o r , ) 
« s e g u n d o x * d a t o s ; n i N ? — r i N ? * 2 P r o b í . 
p p o t e n c i a i m 

np zz N ¡ 
x n ú m . : i n c ó g n . ; n ' 

2 m NF m zz , 
n xr n 

C o m p r o b . a l g e b . — » ^ P +
 = f ; ( ~ n ) = r 

Z + T Z_L.r 

nh 
+ r .A-hi . , 

* 

PROBLEMA I I I . H a l l a r un n ú m e r o t a l q u e , si á s u d u p l o 

se a ñ a d e s i e t e v e c e s el c o c i e n t e , q u e r e s u l t e de d i v i d i r 3 0 

p o r aque l n ú m e r o , y d e t o d o se r e s t a 1 5 , r e s u l t e n u e v e v e c e s 

la m i t a d de l m i s m o n ú m e r o mas 5 . 

* n ú m . i n c ó g n . ; 

2 x 4 - 7 . — 1 5 = 9 . — + 5 Probí» 
x 2 

65 

1 



2j>4 

— 4 - 5 = 2 x 4 - 7 . ^ - — 1 5 , 
2 X 

9X2 4 - IOX 2 x 4 - 7 . — — i 5 ^ 2 x = 4 x 2 - f - i 4 , 3 0 — 

¿ x ' + ^ x - 1 4 . 3 0 , 

Xa-4- 8 x = l i ^ = 8 4 ¿ / x 2 4 - 8 x - . 8 4 - o ; 
5 

+ 1 / / > = 8 ; 
4 - 8 « — 8 4 = 0 / ' * ' ' i q z z — 8 4 ; 

Comprob. f 2 X 6 ^ X V - 1 5 = = 9 X 4 + 5 5 
l a x — 1 4 + 7 X — I - - ; — « 5 = — 5 8 = 9 ^ — V + 5 -

OBSERVACIONES. 
La planta no ofrece ninguna dificultad, porque se busca 

un número, cu jas condiciones son ciaras^ y se van estampando 
fácilmente conforme se hace la traducion. 

2? La primera operacion es cambiar ios miembros, porque, 
considerando la ecuación constituyente, advierto que el coefi-
ciente mayor de la incógnita mas elevada está en el segundo. 

3? Después multiplico todo por 2X, producto de los divi-
sores, para que estos desparezcan. 

4? Luego paso todas las incógnitas del segundo miembro 
al primero, reduciendo sus coeficientes, y dejo en el segundo 
miembro solo las cantidades conocidas. 

5* Finalmente divido toda la ecuación por ej coeficiente 
del cuadrado de la incógnita para desembarazarlo, y obtengo 
la ecuación x a 4 - 8 x — 8 4 = 0 . 



295 
6? Esta ecuación la comparo en la columna lateral con 

la fórmula de segundo grado« y deduzco por los términos homó-
logos 6 colocados del mismo modo en ambas ecuaciones, que 
p~8, 8 4 . 

7? En la columna central estampo la incógnita despejada 
según la fórmula, y haciendo las sustituciones del valor de p y 
de saco xzz6 ó bien x~—14», cuyos dos resultados satisfa-
cen en la comprobacion. 

8? Ahora hemos comparado con la fórmula la ecuación 
preparada para manifestar las aplicaciones ; pero en adelante 
completaremos el cuadrado del primer miembro, añadiendo al 
segundo la misma cantidad para conservar la igualdad, y es-
traeremos la raiz cuadrada, como pudiéramos haberlo ejecutado 
en esta forma : 

* 2 4 - 8 t f — 8 4 , 

# 2 4 - 8 t f 4 - i 6 1= 8 4 - Í - ( ! ) 2 : = 100 , 
X-\~ 4 — 4- V i O O =Z Hr 1 0 , 

X — — 4 + 1 0 r : 6 / / — 1 4 ; y aun cabe 
rcas simplificación de operaciones, como manifestare'mos á su 
tiempo. 1 • *" 

PROBLEMA IF. Hallar un número de tres cifras tales 
que la primera á la izquierda mas la tercera equivalgan á 5 
veces la segunda : que el producto de la primera por la 
tercera esceda al de 9 por la segunda en una cantidad igual 
á la pr imera ; y q u e , escribiendo estas tres cifras en un 
orden inverso, se tenga un número con 198 unidades me* 
nos que el pedido. 

* P r h n < ? p+t-Ks 4 ¡>eg. >cif. : incógn.; r a j 
¿tere, i pt-9s=p v Probl. 

1 0 0 / 4 - Í os = Í OOP4-1 OÍ 4 - 1 9 8 ) 
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p — 6 1 w=roc />4~ r o s - h í , 
s — % > , . . . Nizioo . 6 i o • a 4 4 . . . FL . . . N~624. 

C o m p r o b . 6 4 - 4 3 : 1 0 = 5 » 2 ; 6 . 4 — 9 , 2 = 6 ; 4 2 6 = 6 2 4 — 1 9 8 . 

OBSERVACIONES. 

Las dos primeras condiciones son fáciles de traducir; 
y respecto á la tercera consideraremos que la primera cifra 
á la izquierda ocupa el lugar de centenas y la segunda el 
de decenas , con lo que se escribirá' sin tropiezo en alge-
bra la tercera condieion. 

a? E n la primer derivación queda eliminada la segunda 
incógnita. 

La ecuación resultante del primer periodo da el va-
lor de la tercer incógnita en la primera. 

4? Comparando la primer ecuación constituyente con la 
segunda derivada se elimina la tercer incógnita en el s e -
gundo período, y se saca el valor de la segunda incógnita 
en la primera. 

5? Estos valores de la segunda y tercer incógnita se 
sustituyen en la segunda ecuación constituyente, con l o q u e 
se obtiene una ecuación principal , en que no hay mas 
incógnita que la primera. 

6? Como esta incógnita está elevada al cuadrado y se 
presenta en forma fraccionaria, multiplico todo por el de-
nominador , y luego reúno en el primer miembro les tér-
minos afectos de la incógnita, dejando la cantidad conocida 
en el segundo , como manifiestan las dos derivaeiones. 

7? Ahora divido la ecuación por el coeficiente del cua -
drado de la incógnita, completo en ambos miembros el cua-
drado del binomio con el de la mitad del coeficiente, .que 
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afecta al segundo término del primer miembro , y estraigo 
la raiz, eon lo que saco la resultante p~6 ó bien /> —0,6 

por la duplicidad del radical. 
8 ! Mediante á que los números ó cifras pedidas han 

de ser e n t e r o s , admito solo p— 6 , desechando p~0,6. 

9? Luego hago en los valores hallados de la segunda 
y tercer incógnita las sustituciones correspondientes, y re-
sultan 2 , t — 4. 

io ' ! Finalmente sustituyo en la espresion del número 
N ~ i o o p - + - ios-f-? los valores de las incógnitas, y sale #—624 . 

PROBLEMA V. Hallar un número tal que , si de su 
cuadruplo se quita el séptuplo de su raiz cuadrada, resulten 15. 

n núm. : incógn. ; 
4/1 — 7V/7 zz 15 Probl. 

0 — y — c . 

ip±\Z(ip*—q)-> 
1 T=fcfc V V) ) = | ± V = 3 / / 

OBSERVACIONES. 
1? Luego que planteo el problema formo la derivada, pa-
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gando el segundo miembro al primero y dividiendo todo por el 

coeficiente de la incógnita mas elevada. 
2? Asi preparada la ecuación, la comparo en la columna 

lateral con la fórmula de segundo grado, y deduzco á la co-
lumna central la igualdad de los términos homólogos. 

3* Pongo en ls columna central la fórmula del valor de la 
incógnita, y haciendo las sustituciones de los caracteres, saco 
el valor de la raiz cuadrada de la incógnita. 

4? Cuadro ambos miembros de la ecuación, y obtengo el 
valor de n~g ó bien n —"J* 

5? He podido comparar la ecuación propuesta con la 
fórmula de segundo grado [ 2 1 7 ] , porque la incógnita está 
solo en dos términos con el esponente mayor doble del 
menor. 

Pudiéramos haber obtenido la misma resolución, dejan-
do el radical solo en un miembro, y cuadrando entrambos, 
de este modo : 

4 / 7 — 1 5 = 7 V « , 
i6?í2 — 120»H-2 25=4-9/1 , 

lOn1— 1 6(jn ~—225 , 
, 160 _ 225 Z n—— ~~, 

i ó 10 

r n -h —J- LZ T- H -2- = — , l(> \ 32 / iO 32 2 3 2 a 

„ - ^ 1 + = L Í 2 + I I ? = 9 / / 
3a - K \ 3 a ' 1 3 2 - 3 2 y ' 

.. .,.,. .. 

PROBLEMA VI. Dividir un número « en dos partes, 
cuyo producto sea el mayor posible ó un mácsimo. 

n n»ím . : dato ; 

/ 



3°° 
una parte? p{n—p)~z Probl. 

—p la o t r a ^ i n c ó g n . ; 2 

producto i P -«/> = -*» 

«—pzzn — in—%,11. 

OBSERVACIONES. 
i ? Varío los signos de la ecuación constituyente , y 

teniendo de memoria la resolución de la fórmula de segundo 
grado , saco el valor de la incógnita. 

2? Considero que z ha de ser una cantidad menor & 
igual á -4/12, pues si fuese mayor resultaría á la incógnita 
una espresion irnajinaría , y asi manifiesto en Ja columna 
lateral s < / 4 « 2 ó bien zzzi.n2' ; pe ro , como el producto z 
ha de ser un mácsimo, es preciso, para cumplir esta con-
dición , tomar el mayor valor posible , 

que es z 4ti1 , 
desechando Jos demás. 

3? Sustituyendo esta valor en la ecuación principal saco 
¿> = •§77, y luego deduzco n~p—:|n ; de consiguiente las dos 
partes son las dos mitades del número , y el producto será 
el cuadrado de una de estas mitades. 

4? En este problema no cabe comprobaeion, porque su 
demostración es de puro raciocinio abstracto, como lo usa-
mos en la segunda observación. 

PROBLEMA VIL Dividir un número en dos partes 
tales que un múltiplo determinado de la pr imera, multipli-
cado por otro múltiplo determinado de la segunda, dé un 
producto determinado. 



a número * j 

á a . o s ; 

3 ° i 

fnx.nÇa—x)rrp Probi. 
« factor de la a? L ' mn(x*~ax)zz-p, 
p producto j ft 

* Pr imera Pa/te }inc<5gn.; 
a — * segunda J & , p 

K2—flx-h^fl r ^ a 1 — ? 

a _ P x —tfx zz — , 
mn 

mn 

i mn 

*=l°±\/(i<>' 

a-X=a-iaT \ / ( i * ~ £ ) = §* + V t ^ " £ ) " 

Aplic. Sea \ x z z i a + \ / ( i a 2 - p ) ; * = i « — / > ) • 

Comprob. z ( ¿ a — 

OBSERVACIONES. 
i ? Luego que he desembarazado la incógnita de su coeficiente m » , completo el cuadrado del b inòmio, y estrayendo la r a i s , saco 

2? Cuando « I = » = I , como en la aplicación, resulta * = | o ± \¡{\a7-p), Io que demuestra q«e e n este caso ha de ser \a*>p. 

PROBLEMA Vili. Dada la suma de capitales y ganancias de dos asociados, el capital del primero y la ganancia del segundo, 

determinar la ganancia del uno y el capital del otro, 

s suma de cap. y g a n . / 

c cap. del pnm. > datos ; G + c + g + C ~ s 

g gan. del seg. ^ G : g : : c : 

G gan. del i ? \ . , n . G ^ 

Cff , Probi. 

C cap. del 2* 

4f - , • . . w - i - c - t - g — — 
Cr tr 
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G-

2 

5 — c 

G = î . - c - g + ' ' ' 

2 

G - f - f f + ^ - f C z i s , 

C — * — c — g — G , 

Apiic. Sea / C I Z 3 0 0 ; 

20 ; h | / ( a ) — 3 ° ° • 20 — Í Ï 5 4 - 8 5 — 200« 

Comprob. 3004-30-+-200-+-20 rz 550 ; 30 : 20 : : 300 : 2 0 0 : 

OBSERVACIONES. 
1? La primer ecuación constituyente es la suma de capitales y ganancias. 
2? La segunda se forma por la proport ion, que han de tener entre si capitales y ganancias. 

3? La primera ecuación principal está tomada de la primera constituyente , cambiando de miembro los caractères C , í . 

4* Es te problema se puede resolver por la fórmula de aplicación del antecedente * = — p , y= \ a + V i « 8 ' — p , suponiendo a r r G , 

j y m C ; de modo que a i rx - t - . yzzG-hCzz í — c , p~xy — CG~cg. E n este caso f 0 - - - V ^ T 1 " ^ - _ c - g y 

PROBLEMA IX. Buscar dos números, dada su diferencia y su producto. 

d difer. ) , N(N—D) ZNP Probl. 
j > datos ; 

P Prod'J dN+\d*=:ld2+p, 
N núm. may. 1 ^ , ¿ _ ± 

zv — d men. J 0 _ 7 , . / T U N =Z ZD±VÍ;D2+P ; 

N—d— — 



Comprob. algeb. ( é d i V j d 2 + / > ) ( — i d ± ^ { d * - t r ^ z z — ^ d 1 d 2 + p = p . 

OBSERVACIONES. 
i ? E n la primer derivación completo el cuadrado: en la segunda estraigo la ra íz ; y 

en Ja tercera traslado el segundo término del primer miembro al segundo, 
af Si en la aplicación hubiéramos tomado el segundo valor tendríamos 

N-d~—iíf—V(^Vp)-—i—i—•V-=—ia 5 Io qU3 equivale 
4 cambiar los números, mudando también su sentido. 

Ov JMM.III ««•••••• 
N 

PROBLEMA X. Buscar dos números , dada su suma y la de sus cubosi 
a suma de los núm. 1 . 
b suma de sus cubos j ' ' ÍC34-( ÍZ—x)3—b ProbI, 

X un número'!. , _ 3 a x * — 3 a 2 x - \ - a 3 — b z z o , 
« - x e l o t r 0 J I n c o S n , 5 ' a i _ b OJ 

— -+- —O , ° 



V 

''a* b — a3 ''a* 
H 

4 
a2 b—a* -4 

<x> o 

Aplic. Sea { £ I I J j ± V ^ j i ± i = 4 / / 3 5 = i + i = 3/U-
2 ' 4 

Comprob. 4 4 - 3 = 7 ; 4 3 + 3 3 =T9i . 

PROBLEMA XI. Buscar dos números, dada su suma y la razón de sus cuadrados. 
a suma de los núm. ) , > datos; m raz. de sus cuad. / 
* uno de los núm. ) . , 

1 . ? incogn.; a—x el otro. J 0 ' 

Probl. 
( a — 

tf —x 

+ VffT, 

3<+xVÍ«zz + flVm , 

+ f l V m x — 
í + V m 

Aplic. Sea S a ~~ ' x = r , 1 4 - V 1 6 
1 5 • 4 = — ~ 13 a—se 15— 1 a zz 3. 



Comprob. 12 + 3 = 1 5 ; zz ~ — zz r 

OBSERVACIONES. 

En la aplicación hemos tomado los signos superiores de los radicales, porque son los que 
resuelven la cuestión según viene propuesta. 

Si en vez de ser dada la suma de dos números lo fuese su diferencia, tendríamos la 
resolución del problema en la misma fórmula, llamando a la diferencia, y tomando los signos 
inferiores de los radicales. 

je * _ cx'\Jfu . — 16 rf. Con efecto, de la planta - z z t n sale xzz— ; y siendo 0 = 3 , es a c z z — - — — = 4 . 
1 - V m 1—V1& 

x 9 4 a 

%—a zz 1 ; y resulta zz -t— zz 16 zz m. 
( j e — i 2 

PROBLEMA XII, Entre varias personas deben pagarse los gastos de un proceso, que 
ascienden á 800 duros ; pero tres son insolventes, y cada una de las otras tiene que pagar 
60 duros mas. ¿Cuantas personas son? 
SÍ núm. de personas? . , ^ x j y z z 8 o o | 
y pago de cada unaS I N C 0 & N - ? ( X — 3 ) ^ + 6 O ) Z Z 8 Q Q . / P r ° b I # 

xy—3jy~t-6ox—i8ozz8oo, 
60XZZ980—xy + $y, 0 1 



8oo , _ 800 800 __ „ 2 4 0 0 
y—- , * . . 60x11 :980—x. f -3* ~ i S o ~ { — - — | 

X X 
2 / o 24ÜO\ X 

x —( 1 80 4 — i — ¡ — = 3 x 4 - 4 0 , 
\ X / 60 

3*—4o=o * ^ - 5 5 
8 0 0 

x 

88 0 0 , » * . — « * f j « « • ^ = 1 0 0 . 

Comprob. 8 . 1 0 0 = 8 0 0 ; (8— 3 ) ( i o o 4 - 6 0 ) — 5 * i 6 o = 8óó¿ 

OBSERVACIONES. 

i ? Mediante á que el número de personas multiplicado por la cantidad de pago de cada 
una da el total de gastos , formo la primer ecuación constituyente con x j y = 8 o o . 

2? Deben pagar tres personas menos , y cada una de las que pagan ha de satisfacer ^ 
ademas da la cuota común y , el complemento de 60 duros i por tanto la segunda ecuación 
constituyente es (x—3)( jy4- 60) = 8 0 0 . 

E l segundo valor de x = — q u e da y J— — ~ ~ ~ — — no es aplicable á la cuestión 

según viene propues ta ; pero los valores 5 y 160 sirven para el caso en que concurriesen 
tres personas mas á pagar , y tocase á cada una 60 duros menos«, 



4? En tal caso haríamos este cálculo : 
( * - t - 3 ) ( y — ' 6 o ) = 8 o o / / ^ 4 - 3 ^ — 6 o x — 1 8 0 = 8 0 0 , V ( f + 4 0 ) = ^ 

x 2 z z — 3 x 4 . 4 0 , . • •< y - S o o
= l 6 c 

y 5 
8 00 

5? Pudiéramos haber resuelto con una sola incógnita la cuestión propuesta 5 pues 
800 , , x. 

era lo que tocaba pagar á cada persona , pagando t o d a s , y 10 que pagó cada c o n t n -
x 3 

buyente por la insolvencia de las t r e s ; pero este pago era de 60 duros mayor que el o t r o ; 

luego - ^ 0 ° - 4 - 6 o z z , de donde sale xl—IX—40=0 corno en la resolución, 
x — 3 

6? L a razón de haber planteado el problema como se manifiesta en el cuadro ha sido 
porque esta planta era mas análoga á su enunciac ión , y conviene á los principiantes s e -
guir la mas estrecha analogía en la traducion del lenguaje común al algebraico. 

PROBLEMA X I I L Se compró un caballo, que se ha vendido despaes en 24 doblones, 

perdiendo en la venta tanto por 1 0 0 como habia costado. ¿ E n cuanto se compró? 

P precio de la compra : incógn. ; p — P X ^ ProbI» 
100 

P2 — 1 0 0 P 4 - 2 4 0 0 zz o , 

Pzz 50 4^(2500—2400) zz 60 / / 40. <£ 

Comprob. 60—24 = 36 = 60 X - ™ ; 40 — 24 zz 16 zz 40 X — • 
íoo 100 



OBSERVACIONES. ^ 
i ? C o m o el esceso de l p r e c i o de c o m p r a a i de v e n t a f u é la p é r d i d a , y es ta era p o r c a d a 1 0 0 o» 

P2 
i g u a l al cos t e , f o r m a m o s la p l a n t a con la e c u a c i ó n P - — 2 4 = 

i c o 
2® L o s dos va lo res de P~6o y P~40 r e sue lven el p r o b l e m a , como se ve en la c o m p r o b a c i o n ; 

m a s no p o r eso e n t r a en la c l a se de i n d e t e r m i n a d o , p u e s no h a y mas i n c ó g n i t a s q u e e c u a c i o n e s , 

a u n q u e la P p o r su e l e v a c i ó n al c u a d r a d o t i e n e dos va lo re s . 

3 ? P u d i é r a m o s h a b e r p l a n t e a d o el p r o b l e m a d i c i e n d o ; si 1 0 0 se r e d u c e n á 1 0 0 — P , P se 

100 P P2 
r e d u c i r á á ; p e r o , c o m o todo lo q u e se p e r c i b i ó en la v e n t a fue ron 2 4 d o b l o n e s , 100 • 

IOO P — P® , , n 1 
t e n d r e m o s — — 2 4 , de q u e sale P * — 1 0 0 P 4 - 2 4 0 0 = 0 , c o m o en el m a p a . 

100 

PROBLEMA XIV. U n r e g i m i e n t o de c a b a l l e r í a ha c o m p r a d o c i e r t o n ú m e r o de caba l los 

en 7 5 0 d o b l o n e s ; y un r e g i m i e n t o de d r a g o n e s ha c o m p r a d o con i c 6 6 y § dob lones 1 5 caba l l o s 

m a s , c o s t a n d o l e cada u n o 3 y ] dob lones menos q u e a l o t ro . ¿ C u a n t o s caba l los c o m p r ó cada 

r e g i m i e n t o ? 

C c aba l lo s del r e g i m . de cab.*? . , C P — 7 5 ° ? P™M 
P s u p r e c i o j - m c o g n . ; ( C + , 5 ) ( P - ' T ° ) = . c 6 6 + § / F r 0 b l -

CP+13P— >T°C—ifa3io66+f=ü2A, 



i o C = ~ 3 2 0 0 — 1 3 0 4 - 3 - 4 5 * * = — 3 3 5 0 ^ 3 C P 4 - 4 5 P » 

C ' 

c- —55 
p~ Z i £ 

c 
p- 7 5 0 

25 

C a 4 - 1 i o C = - 3 3 7 5 , 

/ ( ^ + 3 3 7 5 ) . . . / / . . . Czz25/J-iZK 

C= 25 , . . . . . / / . . . P - 3 0 . 
a 5 

Comprob. 2 5 X 3 0 = 7 5 0 ; ( » 5 + - i 5 ) ( 3 ° — y ° ) = i o 6 6 4 - f . 

OBSERVACIONES. 

Como los caballos del p r i m e r r e g i m i e n t o , m u l t i p l i c a d o s por su p r e c i o , h a n de i m p o r t a r 

7 5 0 d o b l o n e s , es la p r i m e r a ecuac ión c o n s t i t u y e n t e C x P = 7 ¿ o ; y como ios del o t r o r e g i m i e n t o 

son 1 5 mas y su p r e c i o 3 y | d o b l o n e s m e n o s , i m p o r t a n d o 1 0 6 Ó y f , es la s e g u n d a e c u a c i ó n 

c o n s t i t u y e n t e ( C - 4 - 1 5 ) (P—l-°)zz 1066-4- -§ . 

2? R e s u l t a , p u e s , q u e el r e g i m i e n t o de c a b a l l e r í a c o m p r ó 2 3 caba l los á 3 0 d o b l o n e s , y e l 

de d r a g o n e s 4 0 á 2 6 y d o b l o n e s . ^ ^ 

3^ P u d i e r a r e s o l v e r s e el p r o b ' e na con una sola i n c ó g n i t a C , c o n s i d e r a n d o q u e — e s el ^ 
p r e c i o de u n c aba l lo de l r e g i m i e n t o de c a b a l l e r í a y l ^ L ^ L l es el p r e c i o de un caba l lo de los ^ 



dragones ; pero, como el primer precio escede al segundo en 3 y doblones, tenernos la ecuación 

^ — 3 — i - ^ - p 3 para plantear el problema, y deducir C2-+-110C — 3375, lo mismo 
— - — 1 — 1 0 6 6 4 - f 

C 0 

que antes. 
7 <0 1 

4? También pudiera haberse resuelto el problema con solo la otra incógnita, pues c—-jj- es 

el número de caballos del primer regimiento y C-*-i5 = — e s el número de caballos del 
segundo ; pero, como estos esceden en 15 á los otros, tendremos la ecuación constituyente 
750 1066 -+-f 3200 j j j 1 1 n2 220 „ 1500 •AJ* h 15 = —- , de donde se deduce P 2 — P 2 — o , y 

P P — Y 3 " — » o 9 9 • 

P = I I ^ ± 1 / ( Ü ^ V V ^ = — ± — = 3 0 / / — P o r e I valor de P se saca fácilmente 
( ¿ $ V v 9 / • 9 9 9 • • 

el de C de la ecuación C — 25 , como sabíamos. P 30 

PROBLEMA XV. Tres compañías de obreros trabajando juntas podrían hacer un bastión 
jen 15 horas. La primera compañía sola emplearía los del tiempo que emplearía la segunda 
en hacer la misma obra. La segunda compañía emplearía en el mismo trabajo 15 horas me-
nos que la última. ¿Cuanto tiempo emplearía cada compañía en hacer sola el bastión? 



p± 

P trabajo de Ja prim. comp. 

T trab! t \l Z t _ TX = S ( X - , 5 ) ^ P { , - t 5 ) i ={P+S+ T ) l S = t P,„bl!. 
X tieir.po de la tere, sola i incógn. ; 

? _ 5* J 
— — 6 o x j 

_ 43c \,...P+S+T- ' —2 -—, 6ox * 
a'-— 1.5 435 —OOXk 

= ] ( P + S + r ) . . 5 = . , 

I 9 5 # — 9CC — 

A 2 5 5 Q O O _ 
# = — 225 , 

4 4 

*5 

Ov 
OO fomprob, ( ¿ ^ ^ j ^ i » + -

OBSERVACIONES, 
Aunque las tres iniciales de Jas comparas se presentan como incógnitas, es solo paraca 

sacar desde fuego su valor en la verdadera incógnita x 9 pues el trabajo de cada compañía 



•multiplicado por su tiempo ha de producir la unidad de obra, esto e s , el bastión. Por ^ 
r r r » 

tanto , £ = — , T - ~ . 
•j{x—1,5) x —15 x 

2? Traídos estos valores á la columna lateral y reducidos los quebrados á un común 
denominador, los sumo, y saco á la columna central el trabajo de las tres compañías. 

3? Multiplico esta ecuación principal por las 15 horas, y tengo la unidad de bastión. 
4? Conocida la incógnita X ~60, resulta que el bastión se haría por la primer compañía 

en (x—15)£=(60 — 1 5 ) 1 = 3 6 horas, por la segunda en x — 1 5 = 6 0 — 1 5 = 4 5 horas, y por 
la tercera en x~6o horas. 

4? El segundo valor tf=r
4-s no sirve, porque da tiempos negativos á la primera y se-

gunda compañía. — 1 1 muí aiiiii»Bii»«i m — 

PROBLEMA XVI. Se piden dos números tales que el doble de su suma sea igual ai 
triplo de su producto, y á la diferencia de $us cuadrados. 
ac un núin.1 . , . , , „ , , 
y e l o t r o jmcógn.; 2(x + y )=3xjy=x 2 —.r Probl. 

x — y — 2 , yzzx~~ 25 

a x + = 3 xy , 
2x=3xjv — 2>y=(3x— 2)y , 



y-x—2 , . . . — — 2 ) ( x — 2 ) z r 3 x 2 — 8 x 4 - 4 , 

f ) • • • / / 3 

* ¿ Í X Z 4. ^ 

j y — x — 2 , 

5 + V r t 5 + ^ I „ — i - f V T í 
= , . . . = — - — 2 . . . / / • • • = 

3 3 3 

Como 2 Í Í ± ^ 1 L ^ - M i ^ H - , / * + v T 3 _ ( 5 ± X / J J ) L / - ' ± A / r 3 ]" 
\ 3 3 3 ~~ J \ 3 3 3 / \ 3 7 

» ' . V» 

PROBLEMA XVII. Se han descontado dos letras, una de 4140 duros con 7 meses da 
anticipación, y otra de 6»20 duros con 4 meses de anticipación : se ha pagado por ambas 
IQOOO duros. ¿Cuanto por ciento ha sido el descuento mensual? 
árdese.: incógn.; 

4T4000 \ 100 7x : 100 :: 4140 : — J , ' ioo-i-7x f 414000 612000 n 1 > , . . . - -f- 10000 Probí. 
6 1 2 0 0 c ( *00-h7X 100-+-4X 

i c c - ^ 4 * : 100 :: 6120 : % 
j o c - r 4X ) 



I 

10260-4-594* = Í | ( í c c - f - 7x) (rco- f -45c) — i c c o o - f 1 i c c x - f sSx®, 
— — 1 0 0 0 0 4 - 10260 zz 2 6 0 , 

, . 253 560 T qo 
i 4 2¿$ 14 

28 111 t X l 7 8 ) + 14 " * 7 7 

C o m p r o b . í , 0 0 + ' : I C O : : 4 I 4 ° : --VOCT^=4OOO; 100 + 4 : 1 c o :: 61 20 : ± L ± ^ = 6ooo . 
I 4 0 0 0 4 - 6 0 0 0 zz 1 0 0 0 0 ; 4 0 0 0 - t - 4 0 0 0 . z z 4 1 4 0 ; 6 0 0 0 4 - 6000 . -rl-g- zz 6 í 20. 

OBSERVACIONES. 
. . • J ¿ i 

1? Si el banquero recibiera los 4 Í 4 0 duros deberia entregar, si cabo de 7 meses, 1 0 0 4 - 7 » 
duros por cada 100 recibidos; pero, como anticipa, hace la operacion contraria, y debe por cada 
100-+7X, que contenga la primera letra, entregar 100 efect ivos: lo mismo sucede con ia otra 
letra de 6 1 2 0 duros, por la cual se deben entregar, respecto á la anticipación de 4 meses, 100 

duros por cada 1 0 0 4 - 4 » que contiene. Hacemos, pues , las" proporciones 
4 1 4 0 0 0 , 6 r 2 0 0 0 v— 

1 0 0 4 - 7 * : i c o : : 4 1 4 0 : ——; , i c c - h 4 í c : i c o : : 6120 : ; 
1 0 0 Í - 7 X - joo- t~4x 

y sumando el cuarto término de 1a primera con el cuarto de la segunda , igualamos esta 
suma con el líquido 10000 entregado, y resulta planteado el problema. (Véase la LÉCCIOM 
X X I DE LA ARITMÉTICA a r t . 2 4 Ó c u e s t . 7 ? ) . 

2? Cuando llevo la ecuación constituyente á la columna central la divido de memoria 
por 1000 para simplificarla. 



3* Para la comprobacion tengo que buscar primero el l iquido sobre que se ha de tirar 

el tanto por 100 mensua l , y hallo q u e , respecto á la primera l e t r a , es de 4 0 0 0 duros, 

y respecto á la segunda , de 6 0 0 0 . 
4? E n el comercio no se acostumbra hacer los descuentos con tanta ecsactitud, sino que 

se carga el tanto por ciento sobre toda la cantidad de la letra ó pagaré. 

PROBLEMA XVIII. Buscar dos números , dada su diferencia y la de sus cubos. 

a de los nú.TÍ. d ( * Ü — ( * - < « ) 3 = b Probl. 
b de sus cubos) , , _ . , . 

b~x3—(x3—3ax -4-3« *—a3)zz3ax2—'3a*x-\-aJ
t 

X núm. nía y. ) . J ) incogn. ; 4 b—a3 

X—a men. J 0 , 
3« 

t=l*±\/i 
2a 

i t z f i - « - j a + i / % 2 + 
~ 3a " 1 3a 

3 X 2 

x~a zz 7 — 2 zz 5. 

Comprob. 7 — 5 — 2 ; 7 3 — 5 3 = 3 4 3 — 1 2 5 zz 218 . 



PROBLEMA X I X . Bascar dos números, dada la diferencia de sus cuartas potencias , y 
3a suma ó diferencia de su» cuadrados, 

so x * — v* —a 1 
ProbJ. 

a dif. de las cuart. por. \ , n „ , 
L - a - c a í a r d a t o s ; i ,er Caso x 4 — V 4 ~ a 1 b suma o dií. de Jos cuad. j ' / 
sr num.*> -
$ otro 

x2 -+-y1 ir b 

j>inc<5gn.; 

• 4 - J 4 = « i , . . . • • • " = ± 1 / ( í i + 5 > 
x'+y'—bf b), 

•••• y = ± í / ( i b - £ ) . 1 2—® 
* — y - i r 

a? Caso x 4 — 
, 2 , } P r o b I . 

x —y szbS ^ 4- y 4 —* r\ q n 

- j ^ f c h • • • L . . . f , . . . « = + v ^ á + i » ) ; 
x2—y*=b\ 

—jjrzi: b \ 

o\ 



Aplic. 
I .er Caso: S « / " = S j í + > + 3 ! > = ± " 

i & = 13; - V \ a »3/ ~ ^ \ 2 2 .13 / 

^ = 6 5 ; 

Comprob ? i . e r C a s o ¡ 3 4 — 2 4 - 8 1 — 1 6 = 6 5 ; 3 2 - h 3 a = 9 - 1 - 4 = 13. 
¿ 2 ? Caso: 3 4 — 2 4 c z 8 i — 1 6 = 6 5 ; 3

2 - = 9 — 4 = 5 . 

Cuantas horas nece-

PRORLEMA XX. Baco encontró á Sileno dormido junto á un tonel de vino, y se aprsvechd 
de la ocasion bebiendo por un espacio de tiempo igual á las tres quintas partes del tiempo qua 
Sileno hubiera empleado en beberse todo el tonel. Sileno despierta y se bebe el vino que queda. 
51 Baco y Sileno hubieran bebido juntos, el tonel se hubiera vaciado seis horas antes, y Baco no 
hubiera bebido sino Jos dos tercios de lo que dejó á Sileno. Se pregunta 
sitaría cada uno por si solo para beberse todo el tonel? 

c número de cuartillos, que contenia el tonel: dato ; 
x núm. de horas en que Baco solo se podia beber el tonel") . 
52 oúm. de horas en que Sileno podia hacer lo mismo J , n c o S n l t a i í 

PREPARACION. 

E l tonel de e cuartillos se lo bebe * ^ o r a > I - , . . . En 1 hora beberá ¿bueno en 52 horas J 

cuartillos \ 

cuart i l los; 
•si 



Baco bebió durante los J del tiempo en que Sileno sen 
hubiera bebido todo el tonel . s-

Sileno se hubiera bebido todo el tonel en 52 horas . j 

Cbebia en cada hora — cuartillos . . .7 
Baco * S 

¿bebió durante 32 horas 

E l tonel contenia c cuartillos . . . . . . . . . . . . . . 7 
Q CZ • € ^ 

Baco se bebió - — cuartillos • . \ 
x * 

c • 
\ b e b i a en 1 hora — cuartillos 
) 52 

Sileno \ F C • 
¿ t i e n e que beberse — ( x — 3 2 ) cuartillos . . 

x 

Sa ha vaciado el tonel b e ~ 5 B a C 0 d u r a n t e 3Z horas ? 
' biendo sucesivamente £ sileno —(x—32) horas £ 

c -1 1 . . • , . \ B a c o - - c u a r t i l l . 
bi los dos hubiesen bebido juntos J x ' 

hubieran consumido en 1 hora V , . f e 
/bueno— cuartul . 

52 



o» 
. . . Baco bebió durante J . 5 2 = 3 2 horas ; So 

. r , Baco, durante 32 horas , bebió 3 2 • — . . . 
r>cz X 

, . zz -—cuar t i l los ; 
x 

q ̂ 2» C 
». Baco dejó á Sileno c— — zz—(x — 32) 

x x 
cuartillos; 

-i • c • . .S i leno bebió — ( x — 3 2 ) cuartillos en 

- ^ - ( x — 3 2 ) : — z i ~ ( x — 3 2 ) horas ; 

, Se ha vaciado el ton. en 32-+:—(¿9—32:)... 
a X 

. . — 8 2 — l ^ — — — ( 8 x — 1 5 2 ) horas5 

. L o s dos hubieran bebido j'untos en 1 hor» 

— i z_ — L cuartil los; 
x ¿z 5xz 



• • c( X) 
Bebiendo juntos hubieran consumido — - c u a r -

¿xz 
tillos en i hora ) t 

Suponese que hubiesen bebido juntos los c cuartillos 
del tonel 

Suponiendo que bebiesen junto« hubieran estado j 

bebiendo - ° X Z horas . f 
52-v-x 

c 
Baco bebia cada hora — cuartillos 

x \ 
Bebiendo sucesivamente se ha vaciado el tonel en\ 

•y 
— ( 8 x — 1 5 2 ) horas . »f 
* . I 

Bebiendo juntos se hubiera vaciado el tonel en > v 

—'e*xz _ horas » . . \ 

^ Bebiendo jun t . se hubiera vaciado el ton. 6 hor. antes ! 

Baco, bebiendo juntos, hubiera consumido 
5Z-Í-X 

cuartillos 
Baco, bebiendo juntos, no hubiera consumido mas > 1 

que los | del vino, que dejó á Siieno . . . . . . 
JSaco dejó á Sileno — (x—-32) cuartillos . . . . 

35 



.Los dos, bebiendo juntos, hubieran gas-, 
t ado , para consumir todo el tonel , 

5XZ ¿ Z + * 

gxz Baco, bebiendo juntos, hubiera en 
5 z-hX 

horas consumido — - -
... 52-»-* x ¿z-i-x 

cuartillos ; 

Z ÍÍJFG . , 
— ( 8 x — 1 $ z ) — 6 zz — , condicion de 

tiempo 5 

zz — ( x — 3 2 ) . f , condicion de con-
52-+-X x o? 

sumo del vino, 



5Z-+-X 3X 

gz 2X—6z 
52-+-X 3x ' 

30224-I 1XZ—2X2, 

z = - I l X ± a/(JLx>+^-x>)=-11X±i?*...//,. 

60 V ^30 3OC0 J 60 60 " 

— — — ( S j f — 1 5 z ) — 6 = , 

52 H- x X x 
5X 2 Z—(8XZ~ i 5Z 2 —6X)(5Z+X)—2 5XZ 2 - -75Z 3 + 8X7Z—6X7--3C%'Z<) 

6 x 2 = — 7 5 z 3 4 - 2 5x224-3x22i—30^%, , * * * 6x2——75. £ 3 3 . — »5 1 5 i ô i o 
_ 8x 2 ox 18« 2 
fc V- h 4 = — X—4, 

45 4 5 45 3 

— t f ^ ó - h 4 = 1 0 ^ > % 
3 a 



2 

x~i 5 , . . . ,i5=:a , * « » 5Z=5»2-íOí 
Í O 

OBSERVACIONES, 
I® Para traducir este problema en a'lgebra se requiere mucha preparación. A este fin dispongo 

dos columnas, y estampo en la de la izquierda las premisas ó circunstancias, que reúno y comparo 
entre si, para llevar, por consecuencias, los resultados á la columna de la derecha, 

2* La deducion de las ecuaciones, que espresan la condicion del tiempo y la del consumo, y 
que por tanto constituyen la planta, no necesitan mas esplicacion que el mismo raciocinio con 
que la preparación está formada, 

Las operaciones del cálculo se entienden bastante en las ecuaciones por los miembros 
indicativos, 

4? Hemos desechado el segundo valor de I ? * — TT* í / — p o r q u e , siendo 
pegativo, no hace al caso de la cuestión. 

5® Este problema na-admite comprobacion numérica; pues, según su naturaleza, solo podria 
£omprobarse con la práctica. 

También puede resolverse por la comparación de las ecuaciones constituyentes, en esta 

fanna ¡ 



52-+-X / 0 152 ' 

5 X 2 : = f ( * - 3 * ) 4 * 
• 6 z r | x — 2 2 , 

^ 2 - t - x " j 2 4 x 2 — 4 5 2 2 — 1 8 x n r 2 x 2 — 6 x 2 , 

4 5 2 2 — 3 0 X 2 1 = — 2 X 5 — 

• 

• 

s „ ___ 2X2 1 8x 
z *——5x2—— — , 

45 45 

a * — = £ ! — i í - 2 — ^ 
2 9 9 45 45 ~ Í 5 »5 

x 2 6 * pero, debiendo ser 2 una cantidad racional, es necesario que — sea un cuadrado perfecto. 
»5 15 

n c ¡ C 3 ( } X 2 2 / - o 7 . supongo ~ m , . . . x — o x z z i , 
15 ' 5 

x = i 3 - f \ / ( i 5 m 2 - í - 9 ) , donde observo que m 2 ha de 
ser un cuadrado perfecto, y lo ha de ser también 157» 2 -4 -9 para que x sea una cantidad ra-
cional. Advierto asimismo que, tratando esta ecuación como indeterminada, y suponiendo pr i -
mero m— 1 y despues m~=2, nada se cons igue ; p e r o , sust i tuyendo 3 en lugar de m, ten-
dremos \ / ( . i 5 ? « 2 - b 9 ) — V ( ' 5 • 9 -1-9)— 1 s ? P o r tanto » = 3 4 - 1 2 ~ i 5 , como hallamos en la 
resolución anterior» 



3*3 
8? Volvamos á la ecuación del valor de z para sustituirle 

el de x, lo que haremos as i : z ~ — ——j • * • 

3 V \i5 / 

Este valor es dudoso por la ambigüedad del signo, 
y aunque la resolución anterior manifiesta que el verda-
dero es z ~ 2 , nos desentendemos de este conocimiento, y 
vamos á inquirir el resultado admisible , por el método de 
susti tución, de esta manera : 

3X x 

¿z= a ( - — )(52-f-x) , 
V 3 * ' 

\ 3 ' o ' v o / 3 
1 5 2 = 4 2 — 2 z 2 - h 3 ° i 

j / 7 ( ' f + ^ r h - ^ ± a T = * 5 e s t o e» , 

2 — 2 , desechando el otro valor z z r — V P o r ser negativo. 

-«^«.^^»vma^gBi^^ — 

PROBLEMAS PROPUESTOS. 

1? Se pide un número , cuyo cuadrado sumado con su 
séptuplo dé 44. 

Respuesta : E l número es 4 ó bien — x i . 

2? Un agente de comercio recibe para el giro de cada 
negociante tantas veces 15 doblones cuantos ¡>on aquellos 
individuo?. Su ganancia , que es tantas veces 2 doblones 
por IOO como negociantes h a y , multiplicada por TV 
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producto el número justo de negociantes. ¿ Cuantos s o n ? 

Resp . Son 5 negociantes. 

3? Un ganadero empleó, en corderos 2 4 0 0 rea les , siendo-
el precio tal que con el mismo d inero podia haber com-
prado 20. mas si se los hubieran dado 4 reales mas baratos., 
¿Cuantos corderos compró y cuanto le costó cada uno? 

Resp . Compró 100 corderos á 24 reales. 

4? Dos andarines salen al mismo tiempo de un pueblo 
para otro, distante 99 leguas: el primero anda cada dia 2 
leguas mas. que el otro , y llega 2 dias antes. ¿ Cuantas 
leguas anda diariamente cada uno , y cuantos dias tarda 
en llegar ? 

Resp. E l primero anda diariamente 11 leguas y tarda 9, 
dias, y el segundo anda, diariamente 9 leguas y tarda 11 dias.. 

5? U n menestral, que ha t rabajada vario» días , ha per-
cibido 3 8 4 reales ; y o t r o , que ha trabajado 6 dias menos 
ganando distinto j o r n a l , , ha recibido 216 reales. Si este 
hubiera trabajado todos los dias , y el primero hubiera faltado 
6 , hubiera ganado, cada uno la misma cantidad.. Se pregunta 
¿cuantos son los dias de trabajo y el jornal de cada menestral? 

Resp . E l primero trabajó 24 dias á 16 reales ,, y e i 
segundo 18 dias á 12 reales., 

6? Hal lar un número cuya raiz: cuadrada tenga con su 
raiz cúbica la razón de 5 á 2. 

Resp . E l número es 2 4 4 , 1 4 0 6 2 5 . . 

7 ? De dos personas , que han. formado: compañía , la 
una ba puesto 3 0 doblones,, que han. estado 17 meses en 
e l comercio , y la segunda ha puesto- su caudal 7 meses 
despues,. por lo que ha permanecido- en giro solo 12. meses.. 



E l caudal del segundo soc io , que no conocemos, asciende 
con su ganancia á 26 doblones , y la ganancia total ha 
sido 18 y f doblones. Se pregunta ¿cuanto habia puesto 
el segundo, y cual era la ganancia de cada uno? 

Resp. E l segundo habia puesto 20 doblones, su ganancia 
eran 6 doblones y la del primero eran 12 y 

8? Hallar tres números en proporcion continua tales que 
el segundo sea igual al primero aumentado de 3 , y el ter-
cero sea el cua'druplo del primero aumentado de 5 . 

Resp. Los tres números son los que forman esta propor-

. . 1 + V i o 9 19 + V-Í09 34 + 4 V 1 0 9 

9? Se pide descomponer el número 6 en dos factores 
tales que la suma de sus cubos componga 35 . 

Hesp. Los factores racionales son 2 y 3. 



I 

X i act í j 
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PROBLEMAS. 

C O L E C C I O N Q U I N T A , 

Indeterminados de Segundo Grado-

ADVERTENCIA. 

Para: estudiar estos problemas conviene tener presente 
la LECCIÓN. XVII.. 

7 o 
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PROBLEMA I. Hal lar dos cuadrados , que se diferencien 

en a cantidad entera y positiva. 

X suma de las raices de los cuad. 1 . , ^ 
z diferencia de estas raices £ b 

—<*// x z — a , 

4 

z 

z izi/'/2¡/3(¡4//$ f¡6//10/Ji 2 f j t $// [jüo \ Aphc.bea « z z o o ; , 
X ~ ^ - 6 o / / 3 o f / 2 o / / i 5 / / i ^ / i o / / 6 / / 3 / / 4 / / 3 y / 2 / / S ( 

< z 

Comprob. 

OBSERVACIONES-. 
i ? Para resolver fácilmente este problema tomamos p o r 

incógnitas la suma x J la diferencia- z de las raices de los 

cuadrados pedidos; y como sabemos que con estos datos ( P ro -

bl. L Col. seg. ) el número mayor es la mitad de la suma 

y de la diferencia , y el menor la mitad del esceso que 

ileva la suma á la diferencia ; resulta que la raíz mayor es-

9 y la menor --—— . Y con la diferencia de sus cuadrados 
2 2 

/ x z\2 (x * formamos la ecuación constituyente ^ ) — í j zza» 

Desenvolvemos estos cuadrados , y la ecuación xz~a 
manifiesta que una de las indeterminadas es iguaí al co-

ciente de la cantidad conocida dividiéndola por la o t ra 

indeterminada», 
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3® Como a no tiene valor numérico le suponemos 6o 

para hacer alguna aplicación. 
4? Bajo este supuesto buscamos Jos divisores ecsactos de 

6o , que son valores de una de las indeterminadas , para 
hallar con las divisiones la otra. 

5? Aunque se presentan doce soluciones, no hay en rea-
lidad mas que seis ; porque , desde la mitad de ellas, las 
incógnitas cambian de espresíon una con otra. 

6 í Para la comprobacior: hemos tomado la sesta solu-
c ión , en que IO es la suma de las raices y 6 su dife-
rencia, con lo que ha resultado 8 la raiz mayor y 2 la me-
n o r , cuyos cuadrados 64 y 4 tienen la diferencia dada 60 . 

7? Pudiéramos haber planteado el problema según viene 
propuesto., suponiendo N2 el cuadrado mayor y n2 el menor, de 
modo que Nz— n ¿~ a, con lo que obtendríamos Nzz\/a -\- nl ; 
pero seria muy engorroso sustituir una multitud de valores á la 
indeterminada n para hallar con este tanteo los de la otra N. 

PROBLEMA II. Buscar dos números tales que, añadiendo 
á su suma el producto de uno por otro, resulten 79. 

X un núm. } . . , n , , / incogn.: x - { - z - h - x z — y g Probl. 
z otro J 

xz+z—yg—tf, 

7 9 — x—79 __ 80 . zzz—- zz ~z=—r-i -; X-+- 1 x + i x + i 
Los divisores de 80 son # 4 - 1 H 2 / / 4 / / 5 f / 8 f j 1.0//16()'20J/40Í/80 

X - 0 / / 1 // 3 / / 4 / / 7 / / 9 / / * S/í *9//39//7 9 

+ ~ - 7 9 / / 3 9 / J i 9 //i5//9// 7 // 4 / / 3 / / ' / / * 
x 1 

OBSERVACIONES. 
En este problema procuramos desde luego separar las 
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i n c ó g n i t a s p a r a q u e , d a n d o v a l o r á la u n a , r e s u l t e l a o t r a , 

como sucede en la ecuación final Zzz— i-h——. 
X-i- r 

2? A este fin buscarnos los divisores ecsactos de 8 o , y 
los igualamos sucesivamente con je -4— i . Rebajando de cada 
uno de ellos la unidad sacamos los diferentes valores de x. 

3? Es tos valores sustituidos en la ecuación final nos dan 
los correspondientes de z. 

4,;í La primera mitad de las soluciones es lo mismo que la 
segunda, considerando una variable en lugar de otra. 

PROBLEMA I I I . Hal lar dos números racionales, cuya suma 
sea á la de sus cuadrados como 3 á 5 . 

tfun n ú m o . ;_.L * s: 3 : 5Probi 

3 #2 3 . r — 5 # 5y ? 

3 5 o ' 2 — s y 7 -+- sy-, 

S u p o n g o y — x z ^ . . 3 » * — 5 * ^ — 3 * 2 5 * « » 
3 * — 5 = — 3 X Z 2 < * - ¿ Z , 

3X-+-3XZ,2— 5-t-5z=2 5(1+*), 
¿g( 'H-g) . 

~ 3 ( l 4 - 2 1 ) ' 
y=Zif, 

' " 3C1-«-**) 

__ O. __ t¿ _ , 

y o t r o 

Sup. x: 
3 ( i - + - z i ) 3 (1 -4- 2 2 ) " 15 v- r o 

_5zf r -4- 2) __ 5*P2( 1 f t?*2 __ 2 

" 3 ( 1 - h z 2 ) " ~ 3 ( l + 2 2 ) ~ 15 

- 5 ( t 4 ~ z ) — 5( f-*" 3 ) _ 2 0 

* 3 ( ' H r * 1 ) ~ 3.O + 3 1 ) ~ 3 o ~ ~ 3 
X: 

3 ^ 1 - t - z 2 ) 3 0 - + - 3 ' ) 3 o 

& c . 
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,2 .. 0 + 2 í i a - + - 2 3 1 : 3 : 5 ; 

Comprob. j £ = + í ' : : 24 :4o :: 3 

OBSERVACIONES. 
i ? Introducimos la variable z de modo que sea y — xz 

para que la derivación 3 3 ; 2 — 5 x ~ — 3 x 2 z 7 -4- ¿xz se pueda 
dividir por x , y las dos incógnitas, que constituyen el p ro -
blema, no pasen del primer grado. 

2? Este problema tiene una infinidad de soluciones con 
los diferentes valores, que se quieran dar á la variable inter-
media Z en números racionales. 

PROBLEMA IV. Partir un cuadrado aa en otros dos 
cuadrados. 

X raiz de un cuad. 1 . 
. j > incogn.: y raíz de otro J & ' 

*x-f yy zz aa Probí» 

xx—aa—yy, 
Sup.jyzrscz—a , . . . xx—aa—x 1 z2<2axz—aa¡ 

xx—2axz-hx7z2—x(x—2a2-f-X2í)zzo,... f x~~°'> V 1 ' ' (X—2ÜZ-+-X2 -

x— 2tfz-Kv2 x z ro , 
/ 2 . \ — (2Z-+- I )XZZ2A2 , XZZ—T ; 

a r - t - i 
y—xz—a, 

saz _ 2az ,] • i) x: 
zas ,1 

^ . . . y— — .2J—fl . . . H . . . — -

2¿J2 2 . ,5» 3 35 — ~ - ~ 3 5 
Aplic. aa—25 ? • • • tf—57 } - 2 2 4 - i 3 2 -*- 1 

¿ 3 ) ' " * L - « ( « ' • - O - á ! ' 3 2 - o - 4 • 
3 2 - H 
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Compr&b. 32-V-J42 ~ 2.5« ' 

t - • • • 

OBSERVACIONES. 
Con la suposición y~Xz—a hemos logrado rebajar un 

grado á las ecuaciones derivadas en el primer período. 

2h. Bien se resuelve el problema con la resultante 
en cuyo caso viene á ser yy -aa, que dá y -+ a \ pero, como 
suponemos que ecsiste un cuadrado efectivo x x , desechamos 
la espresion x~ o . 

3? Dando nuevos valores a z se resuelve el problema con 
otras cant idades ; pero no podemos suponer z z i , porque en-

a(z2*—f) 5(r2—í)_ o , , tonces v = — í — — — — n o , y volvemos ai mis-J z 2 - M 1 2-+-í 2 

mo caso de la observación anterior, pues que resulta xx—aa 
ó bien x — + 

PROBLEMA V. Busquemos dos números tales que la 
diferencia de sus cuadrados sea igual á un cuadrado cono-
cido aa. 

x un núm. ) . , 
>inco£n.; 

y otro J 0 1 

yy—xxzzaa Probl. 

1 ' xxzzyy—aa, 
Sup. yzzxz—a , . . . xx~x'¿zz— 2axz+ aa~aa, 

i 2 x 2 • •2axz—xx~x(xz2 — 2az—:<)—o , . . . < ' 
\xz2 — 2az—xzzo; 

xz2 — 2 az — xzzo 

(z2 — i)xzz2az , je— 

yzzxz— a , 
—1 
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Aplic. a a z z 2 5 , . . . 

2 az __ 2.5.4 _r„. 
— . — 12 i 

3 j '4 > 

2 2 
, 2 

y = , 3 4 

2 a 

Comprob. 13 2 — i 2 2 z r 2 5 . 

OBSERVACIONES. 

i ? Desechamos, como en el problema antecedente , la 
ecuación resultante x~o , porque xx debe ser un verda-
dero cuadrado. 

2a. Si hubiéramos supuesto jy-rxz-i- t f hubiéramos sacado 
2 az a ( i H - z l ) c , . , 

X^X. r , — ; pero estas formulas no ofrecen i — Z I — Z*' r 

ninguna ventaja sobre las que p r e s e n t a m o s p u e s se nece-
sita siempre hacer en ellas á z menor que la unidad para 
sacar valores positivos. 

a "c 1 . * a z 
r>. Jin las nuestras x——z 1 —-5 - , e s n e c e s a -

z — 1 z — 1 
rio sustituir en lugar de z números enteros 6 fraccionarios 
mayores que la unidad para que resulten valores positivos. 

4? Si el cuadrado conocido fuese aazz 16 , y supusié-
ramos z — 3 , tendriamos 

zaz 2 , 4 . 3 8»? V — T — n m 

z 3 — 1 - 3 a — 1 - 8 

_a(z2 -4-1)__ 4(3 2 - h i ) _ 4 . r o _ y— — — ¿ — 5 , Z I 3 2 I O 
esto es, yy—xsc — 5 * — 3 a ~ i 6 ~aa. 

/ 
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problema vi. Hallar dos números tales que, suman-

do el cuadrado: de uno de ellos con el producto del cua-
drado del otro por un número dado b , resulte un cuadra-
do conocido' aa.. 

a? un núm».' 
y otro Y incdgn.;; 

sex-\- lyy—aa P robL 
byy~aa— 

Sup^rrzy — a byy=zaa—y2z*-l-2ayz—aar ^ 

Z3y — zaz-\-by — o , 
ax 

(b+z*)y=zaz , y z z - j - ^ ' , 

X—zy—a. 
l az• zaz ,, a(b — z*) 

r - X~z —a . . . - / / . . . X~-- t o-y b-\-z2 b + z1- ' b-+zz 

c _ - ~ — 2 - — — 2 

a f \ b-\~z « 
Apuci . « = 7 / J S - K ^ j 

b ~ 5 \> 1 • • «A ^ 
„ s ( i _ 2 . 7 . I -

í + 3 ? s 

Comprob. 2 8 - ^ - 5 . 3 * — 49., 

OBSERVACION 
2az' 

¿ T I 1 — Aunque la derivada del tercer período es tfízz; 

. , ~ - > Z , hemos sacado la resultante x - ^ — ^ — por-
o + z H z - ^ 

que Íbamos á hacer una aplicación en que ; pero 
mediante á que la suposición de valor a' la primer indetermina-
da puede ser x~ + zy + a , que da siempre el mismo resultad©* 

71 
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— *ayz -\~aa, teñamos en general ar=+2j>qpa . • . 
, ictz — _ a(b—z®) , , . 

, . - T 2 — , tomando el signo superior 

cuando £ < z , a y el inferior cuando h> z % para que en las 
•aplicaciones resulte siempre á x un valor positivo. 

PROBLEMA VIL Hal lar dos números tales que , si del 
cuadrado del uno ee resta el producto del cuadrado del otro 
por el cuadrado de un número dado Z/, la resta sea igual 
á un número dado a. 

X un núm.? . , 
y otro S 

—b7y*~a Pro'oL 

— b*y*zza—xx, 

Supongo x—Z—•. . — b 2 y * — a — 2 2 - + - 2 bzy—b2y*, 
2bzyzzzz—a , y — zz~~a

t 
; 2bz ' 

x—z—by, 
z z ~ ~ a u zz~a „ __ zz+a . x — z — b . — - — • • * / / . . . x r : — — . 

2ÜZ 22 

x ~ — — — o : 
22 2 . 1 4 

2 2 — a 14 a — 28 
y íbz 2 . 2 . 1 4 

Comprob. 8 l ~ 4 . 3 * — 2 8 . 

problema viii. Par t i r la suma de dos cuadrados 

aa + bb en otros dos cuadrados. 

raiz de un cuad. "I • , 
• 4 >incogn.: 

^ rais de otro J & ' 
x x - i - y y — a a - ^ b b Probl. 
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p roblema ix. Un tabernero compra vino de dos suer-

t e s : la arroba del uno le cuesta a , la arroba del otro le 
cuesta b : pqga por toda la partida un cuadrado incógnito tal 
que, si se le añade un número dado d , la suma es un cuadrado, 
cuya raiz es el número de todas las arrobas. ¿Cuantas arrobas 
compró al precio a y cuantas al precio b ? 

scx cuad. } 
t tot. arr. ( . . xxzzbu-n-a(t—n , , 

, , ) incogn. ; / ^ v y > Probl. 
u arr. ahí b ' V x x - f d~t J 

t—u arr. á a j 

xx~tt—d ; 
xx—tt—d *) j , , , , —d—bu-trat—au, 

( a — b ) u — a t — « + a , . ... uzz — ; 
a—b 

^ a t — tt-bd at—tt-hd // , tt—bt—d. 
U— y— « . . . i—ü~t— —...// ...t—u~ r—a 

a~~b a—b ' a—b 

.vt—tt+d at—tt + d 
r , . . • ; >• O , 

M—b a—b 
at—tt-\-d'> o , 
tt—at—de o , 

tt—ate d , 

± , aa , . aa 
1t-at-\-—< J-h — , 

4 4 

O. V A 

tt—bt—d tt — bt — d. 
0— U ~ 7 t > C , 

tt—bt—d >o, 
bt> d¡ 
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- bh^ , , M 

tt—bt 4- —> <) 
4 4 

2 

b A A b b 

4 2 ^ 4 ^ 

\ 2 ' r 4 2 ^ r 4 a / 

í < ( 4 4 - V 6 4 — 4 + 8 = 12) ; 

V * 8 9 = 5 j i l Z . - 11 
\ 2 2 

* < 1 2 Ì 
t> I I J 2 2 

\ « SÍ „ , y , J , 8 b—6 f __ at—tt+d _ 2 79 » 
d = 6 o , , . . ^ " 8 Z - 5 ' 

t 
2 

», • » 2 12 12 

I 2 

Comprob.<¡ 

60 — • 
2 2 

59 __ 289 . 
i 2 4 

7 029 . 
~ I L , 



3.4° 
observaciones: 

I ? La-plant if icación de este problema no ofrece dificultad, 
pues debiendo ser el cuadrado incógnito igual á Ja suma de los 
valores de cada especie de vino, resulta que la primer ecuación 
constituyente es xx~=zbu-\r-a(t—«), y habiendo de componer la 
suma de este cuadrado y del dato d otro cuadrado, cuya raiz sea 
el total de arrobas, tendremos para la segunda ecuación cons-
t i tuyente V x j r - f d~t. 

2n. Las operaciones, que ejecutamos en el primero, segun-
do y tercer período, se comprenden fácilmente por su simple-
inspección. 

3? Despues traemos la ecuación resultante uzz a t — á 
a — b 

la columna lateral, y deducimos á la central que — — — t l > o , 
a—b 

pues que u ha de tener un valor positivo. E n seguida hacemos» 
las derivaciones correspondientes, mudando en la segunda el 
signo :> en < porque ponemos en sentido contrario todos los 
términos de la cantidad, comparada , y concluye el período con 

2 ' 4 
o r • , tt— bt—d 47 Lo mismo se practica con t — uzz ^ — , y sacamos 

b a / , bb 

5? Ahora, haciendo-aplicación con valores numéricos de ios 

datos a , 6, d , obtenemos t <4.-h\Zj6 y f> L i ^ consi^ 

2 

guíente á la comparación que hacemos de / con cada uno de 

1 °s miembros iguales comprendidos dentro de paréntesis. 

6? Como 76 no es cuadrado perfecto tomamos en. su lugar 

e l menor mas inmediato, que es 645 y como tampoco es c u a d r a -
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do cabal 265 tomamos en su "lugar el mayor mas inmediato, 
que es 2 8 9 , siguiendo en esto la indicación de los signos de 
diferencia ó esceso. E n virtud de estas suposiciones sacamos 
t<i 2 y / > n . 

7? Este resultado de ? < 12 y í > . ? i lo llevamos á la co-

lumna lateral, y deducimos á la central que t puede ser la se-

misuma de estos valores, esto es, t~ 1 11 ~ 

2 2 
8? Con este valor y con los datos continuamos la aplicación, 

y sacamos que de las t~ii-f-5 arrobas de vino, las u~6-f-T
7

T 

se compraron á 5 , y las t — 4 - V - t t 2 8 ; siendo el cuadrado 
1 

xxzz: su importe, que sumado con el dato d~6o da la 

cant idad, de que estraidi I3 raiz cuadrada, resulta la totalidad 

de arrobas, es decir 
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PROBLEMAS. 

C O L E C C I O N S E S T A . 

Tercer Grado. 

ADVERTENCIA. 

Para estudiar estos problemas conviene tener presente 

la LECCIÓN X X I I I . 
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PROBLEMA I. Hal lar des números, siendo conocido su producto a y la suma b de sus cubos» 

N n ú m . m a y . l Í Q C Ó 

n msu. j Nn—.a 

Ais + n* I j } P r o b L 

, . . . N3zzh ~ ^ 

b 

3 

N*: 2 ~ r 4 

jV ^ V / b 
a 

Aplic. Sea { ^ Z * ® ! v i V i 33 » - 4 . 1 0 0 = * // 3 5 n z z ^ z z * / / 

Comprobé 5 . 2 — 10; 5 3 4 - 2 3 —133. 

OBSERVACIONES. 

1* Paso el segundo término del primer miembro de la segunda ecuación constituyente al otro miembro para formar la primer ecuación 
principal , y sustituyo el valor de la segunda incógnita tomado de la primer ecuación constituyente. 

2* Luego hago la resolución como de una ecuación comparable á las de segundo g r a d o , según la doctrina de la LECCIÓN X X L 

PROBLEMA IT. Dada la diferencia 4 de dos números y la suma 2240 de sus cubos , hallar los números». 

t mitad de la suma de los núm. : i ncógn . ; 

2 ) 3 — 2 2 4 0 Probl. 

í 3 h - 1 21—1 r 20—0 ; 

js+pt 4- q = o l ^ j p ~ 1 2 ; 

t^-i-lit—II 20—0 J ( qzz—11 20 ; 



q/f.6 
_ - D , . ' ' O . . •« - Li • 

p+V§z=$6o W 3 1 3 6 6 4 , . • 
\ Q ~ 3 I 3 6 6 4 ; * . " ' fi • c • c ' ... • . 4. , .1 

x "t £— — — , 
Z, 

* 3 L. 3 

p— 5 6 0 ! . , _ _ v ( 5 o 2 — 3 ' .36 6 4 ) ^ „ ^ 7 ~~64g 
Q = 3 1 3 6 6 4 ' * 2 

_ _ \ / — 6 4 . f n _ 
Supongo z — i , • • ~ • - - / / . . .<?——.4; 

c = — 4 7 

z i r 3 .—4« ix — 5 6 0 — ^ x 3 4 - 3 . 4 * — 5 6 0 1 = 0 , 

P - 5 r > ° J x 3 ^ - ^ — 1 4 0 2 3 0 , 

• 5 ; 

t í Z I - C , 

s \ , • . «-5*4-4 • • - //...UZZ29 ; 
C-—4S 

JCZZ 3 J 
. . . / / . . . V ( 5 ^ O ± V 3 Í 3 6 6 4 ) I Z 5 ± V 2 9 ; 

1 i 

3 >. o 1 3 6 6 4 ) - f - \ / ( o ^ 0 — ^ 3 1 3 6 6 4 ) t 
V . ( 5 6 o 4 - v 3 1 3 6 6 4 / — 5 + - V 2 9 { . ,r , 

s > , • • • í = 5 - H V 2 9 - f 5 — V 2 9 . . . //...t—io-, 
V ( 5 6 o — V 3 1 3 6 6 4 " ) - 5 — V 2 9 ^ 

__ , f í + 2 ~ i o 4 - a . » . ^ . . . / 4 - 2 z = i 2 ; 
, - 1 0 ' ' ' 0 - 2 - 1 0 - 2 . . . / / . . . í - 2 - 8 . 

Comprob. 12 — 8 — 4 ; 12 3 -h 8 3 — 1 7 2 8 4 - 5 1 2 — 2 2 4 0 . 

observaciones. 
1* Como sabemos que el numero mayor es la mitad de la suma mas la mitad de la diferencia , y que el menor es la mitad de la suma 

.menos la mitad de la diferencia, plantamos el problema con la eeuacion ( f - h 2 ) 3 - h ( í — 3 ) 2 2 4 0 . 



0 4 <? O tí 
a* La primera deiivacion es el desarrollo y reducion de 

los cubos , la traslación del segundo miembro al p r imero , 
y la división por 2. 

3? Comparo con la fórmula de tercer grado la ecuación 
que he de reso lver , y saco p—12 , q~ — 1 1 2 0 . 

4? Presento la fórmula de resolución de tercer grado, 
y le sustituyo los valores de p , q. 

5? Luego concluyo la resolución del problema, teniendo 
presente la doctrina enseñada en la LECCIÓN XXIX art. 315 
á 317 para estraer la rais cubica de cantidades en parte 
racionales y en parte inccmensurables. 

6Z. Despejada la incógnita en f m o es el número ma-
yor 12 y el menor 8 , los cuales satisfacen en la com-
probación, 

problema t i l Partir el número 24 en dos partes, 
de modo que la diferencia de sus cubos sea 3584 . 

X mitad de la diferencia de las partes : incógn.; 

( i 2 - h x ) s — ( i 2 — x ) s z = 3 5 8 4 Probl. 

3c3-t-432x —1792 :r: o , 
s;3 -4-4J2X—179a • 2 , „ . . . o Z-*A i r ^ - 4 - 4 x 4 - 4 4 8 — 0 , . . . sen 4 ; 

x—4 

{1 24-ÍC—1 2-4-4 ...//... 1 2 -4-K—1 6 ; 
12 — s e n 1 2 — 4 . . . U . . . 12 — x— 8. 

Comprob. 1 6 - 4 - 8 = 2 4 ; 1 6 3 — 8 3 ~ 3 5 8 4 . 

observaciones. 
1® Tomando por incógnita la mita 

d de la diferencia de 
las partes , es la parte mayor la mitad del número sumada 
con la incógnita, y la parte menor es el esceso que la 



mitad del número lleva £ la incógnita. Bajo este concepto hemos planteado el problema. ^ 
2? E n la primera derivación desenvolvemos y reducimos los cubos , trasladamos el se- "o? 

gundo miembro al primero y tomamos la m i t a d , con lo que resulta x 3 - } -432x—1792 — 0. 
3? E n esta ecuación, que da se3 + 4 3 2x—i 7 9 2 , se advierte desde luego que » > 2 : 

tampoco puede ser xz=3 , porque 3 no es divisor ecsacto de 1 7 9 2 ; pero , ensayando el 4 , 
satisface á la condicion, de consiguiente x—4 ; la parte mayor es 16 y la menor 8. 

4? Pudiéramos haber resuelto este problema del mismo modo que el anterior; pero hemos 
tenido presente la venta ja , que resulta de ecsaminar atentamente las esprasiones algebraicas 
^ 1 4 0 ] , para descubrir por su simplo inspección propiedades conducentes á nuestro intento. 

problema iv. Pídese un número tal que, restando de su cubo el producto del mismo 
número por 36 , resulten 91. 

X núm. incógn. ; — 3 ( > # 3 9 1 Probl. 

X 3 -+- px q == o ? J p ~ — 3 6 ; 

Xz— 36* — 91— oS ' ' " ' l q — — í j i ; 

*¡ZZl'} " " V( V + V ( V - V * . 9 1 2 — 3 6 5 ) . • • 



• • = V Í 9 t + V ^ t ^ V v ( T - V •• 

. . = V ( V + | V 7 Í 6 5 J + V ( V — 5 V Í 3 6 5 ; ) . . . 

3 3 
. . Z Z V 6 4 - + - V 2 7 . . . 

" = 4 + 3 = 7 . 

Comprob. 7 3 — 3 6 , 7 zz 3 4 3 — 2 5 2 = 91 . 

observaciones. 

i® E n este problema se puede hacer la estraccion de todos los radicales que contiene 

la -ecuación final, y para facilitar su intelijeneia hemos puesto en ella varios miembros in-

dicativos. 

2 ! Si queremos hallar los otros dos números, que satisfacen á la cuestión [ 2 4 1 ] , ten-

dremos, en el concepto de que q +• Viq2 -h / 7 p3 ) = 4 , y V ^ — ^ W - i r skP3)—3? las, espresiones s iguientes : 

• 
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PROBLEMAS. 

C O L E C C I O N S É P T I M A . 

Varias Cines. 

>, 



• 



P R O G R E S I O N D E E Q U I D I F E R E N C I A . 

problema i. De dos lugares, distantes entre si 6 3 0 l eguas , salen dos amigos á en-
cont ra rse : el uno camina 1 legua el primer dia , 3 el s e g u n d o , 5 el t e r c e r o , &c . ; y 
el otro anda 2 leguas el primer d i a , 3 el segundo, 4 el t e r ce ro , &c. Se pregunta ¿qué 
dia se encontrarían , y cuantas leguas andaria cada uno? 

n días de camino ¡ 
>S' leg. que anduvo el 1? Vincógn.; 
1S" leg. que anduvo el 2 ? j 

2 . 3 . 4 . & c . ) = - a - 3 . 6 . 9 . & c . ; 

c n(a-i-l) 

1 p üif :.LS3¡0U q* 
TA-

+ .2 
2 a—d 2 s 

p -h j j , 

/iD—-iA\ 
i V , 

\ 2 D y ' D 

— 2 - 3 ) 
2 630.2 -»—2— 

4 u> 



1 f . « . 400 ' ; 
¿7'— i ? 

2 V > ' ' ' 
« Z = 2 o \ 

— 2 . 3 « 4 * & c . ; 

¿j __ , 
= 2 9 2 

( c / , I . 2 0 2 -+-(2, 2 — 1 ) 2 0 < „,, 
D'l-Z I > , • • • W — 1 — • • • = 2 3 0 ; 

I 2 
« HZ20 \ 

OBSERVACIONES. 
Desde luego se advierte que este problema es relativo á la progresión de equidife-

rencia. Consiste primeramente en que , siendo conocidos el primer término, la razón y la 
suma de todos los términos, se busca el número de ellos; y despues, conociendo el primer 
lérmino , la razón y el número de términos , buscamos la suma de ellos. 

2? Como los dos amigos caminaban á un t iempo, cada uno según su progresión, su-
mamos ambas progresiones para que resulte o t ra , cuya suma de términos ha de componer 
630 leguas, esto e s , Szz.630. 

Tomamos la fórmula [ 1 5 4 ] de la suma y le sustituimos la otra [ 1 5 3 ] 
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del último término L—A-\-Dn—D, lo que produce una ecua-
ción de segundo grado , de que resulta nzz 20 dias de camino. 

4? Ahora vamos á ver cuantas leguas anduvo uno de 
los caminantes. A este fin sustituimos en la ecuación der i -

vada S zz ^ — el primer termino de la res-

pectiva progresión , su razón y número de términos , con 

lo que sacamos o ' — 4 0 0 leguas, que anduvo el primer ca-

minante en ios 20 dias. 

Practicando lo mismo respecto al otro resulta qu« 

en los mismos 20 dias anduvo ¡S"—2^0 leguas. 

P R O G R E S I O N D E E Q U I D I F E R E N C I A . 

problema ii. ¿ Cuantos golpes da el relox de 12 
horas en medio dia ? 

S tot. de h o r . : i ncógn . ; S zz (A+L) — , 
A ~ 2 

Azz 1 ? I 1 2 
Lzz I 2 > , • • • S zz ( i - t - i 2 ) — 1 = 7 8 . 

( 2 
nzzi 2 ^ 

observacion. 
Es te problema pertenece también á la progresión de equi-

diferencia, y sus datos son el primer término, el último y el 
número de todos. La incógnita es la suma, que se halla por la 
fórmula [ 1 5 4 ] que ya conocemos. 

P R O G R E S I O N D E E Q U I D I F E R E N C I A . 

PROBLEMA I I I . Una porcion de bolas está dispuesta 

en 18 filas, que crecen de 2 en 2, y la primera fila tiene 3 . 

¿ Cuantas bolas hay? 

S tot. de bolas; incógn, 5 
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S=z(A+Ly±, 
2 - l , - >i •¡ •; ¿ :¡Ovj 

. S=z(A+A+Dn-D)~z=(zA + Dn-D)-•> 
2 a 

jS—(2.3 -V-2. •— 2 ) ^ — 3 6 0 . 
r' ¿i! 

OBSERVACION. 
Aunque en este problema la incógnita es la misma que 

en el anterior son diferentes los datos, y se resuelve como la 
segunda circunstancia pedida en el primer problema de esta 
coleccion. 

P R O G R E S I O N D E E Q U I D I F E R E N C I A . 

PROBLEMA IV. Un viagero, que quiere llegar á su 
destino en 4 dias, acelera cada dia su marcha en 3 leguas, 
y el último anduvo 29 y leguas. ¿Cuantas anduvo el primer 
dia ? 

A camino del prim. dia : incógn.; 

LzzA-*-(n—i)D , 
Dzz 3 7 AzzL-*(n—i)D , 

nzz 4 ^ 2 9 - h i — (4— i ) 3 = T 2 0 + i . 

L - 2 9 - H 5 
OBSERVACION. 

Aqui terminaré/nos las cuestiones relativas á la progresión, 
de equidiferencia; pues otras cualesquiera, que puedan ofrecerse 
de esta naturaleza, son bien fa'ciles de resolver. 

P R O G R E S I O N POR C O C I E N T E . 

PROBLEMA V. Un,p,ródigo ha disipado su caudal en 
S meses, gastando en cada uno el cuadruplo del mes anterior, 
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y habiendo gastado en el primer mes 100 duros. ¿Cuanto era 
a l principio su caudal? 

s caud.: incógn. ; 

C í 
pRInMIVwiU u.. 10 13 136 ij 

1 0 Q ( 4 S — I ) T O ? , 4 T , . . srz roo » zz 341o a . 4 — 1 3 

observaciones. 
i ? Bien se echa de ver que este problema se refiere á 

una progresión por cociente, cuyo primer término, el espo-
nente y el número de términos son conocidos, y se busca la 
suma de la progresión. 

• • , n V 

2? Para hallar esta suma tomo f ' 5 9 ] la fórmula szz— 1 

c — i 
y naciendo las sustituciones correspondientes, resulta que el 
caudal del pródigo habia sido 34100 pesos fuertes. 

P R O G R E S I O N P O R C O C I E N T E . 

PROBLEM/l VI. De un barril, que contiene roo botellas 
de vino, se sacan diariamente 10 botellas, remplazandolas con 
agua. Se desea saber, al cabo de 4 dias, cuanto vino quedaría 
en el barril? 

I vino restante: incógn. ; 
¡L 
IOO IOZZ9OZZ9.IO 

10 : r :: 90 : 9 , . . . 90 — 9 zz 81 zz 9" ( . 

10 10 JO 10 10 

l—acn~1, 
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OBSERVACIONES. 
i ? D e los tres datos, que ofrece este problema, los dos 

son implícitos. E l primero se obtiene restando del vino total 
lo que se saca la primera vez , esto es, 100 — 1 0 — 9 0 , que 
viene á ser el primer término de una progresión por cociente. 
E i segundo dato se deduce de la operacion de estraer diaria-
mente 10 botellas de l i co r ; pues, como la primera vez se sacó 
una botella de vino puro por cada 10 que contenia el barril , 
tenemos dos términos de una proporcion, siendo sucesivamente 
el tercero lo que queda de vino puro, y resulta en el cuarto 
la cantidad de vino puro que cada vez se saca ; con lo que 
los residuos sucesivos forman la progresión, cuyo esponente es 
c ~ t

9
0 , según se manifiesta en el primer periodo. E l tercer dato 

está espresado por «—4 que es el número de términos; y la 
incógnita es ei último término como residuo despues de todas 
las éstracciones. 

2* E n este concepto tomo [ 1 5 6 ] la fórmula lzzac,1~~l, y 
sustituyendo los datos, resulta /—65 ,61 botellas de vino puro 
que quedaron en el barril. 

3? Bien pudiéramos haber resuelto inmediatamente el pro-
blema continuando la progresión ; pues, constando de 4 tér -

o 4 

minos , habia de ser el último igual á 6 5 , 6 1 ; pero 

hemos preferido ejecutar la resolución general por dar un ejem-
plo ae ella para otros casos. 

4? Hay una comprobacion, que consiste en sumar todas 
las cantidades de vino puro estraidas con el último residuo, 
lo que ha de componer la totalidad del vino, de esta manera 

o 2 o 3 

1 o 4 - 9 4 - — 4 - 4 - 6 5 , 6 1 = 1 9 4 - 8 , 1 4 - 7 , 2 9 4 - 65 ,61 = 1 0 0 . 
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P R O G R E S I O N P O R C O C I E N T E . 

PROBLEMA Vil. De otro barril, que contenia 100 bo-

tellas de vino, se sacaron también 10 botellas cada dia rem-

plaaandolas con agua , y se desea saber en cuantos dias que-

darían solo 65 ,61 botellas de vino puro en el barril . 

« núm. de dias: i n c ó g n . ; 

1 0 0 — 1 0 3 90 r : 9 . 1 0 ) 
1 0 : 1:: 9 0 : 9 , . . . 90 — 9 = 81 ~ 9 2 ) , . . . < ? = - ! I ; 

. * 9* 2 9* i o « 9 2 — a2 9 3
 7

 l o ' 1 o : 1:: 9 2 : ¿—,... 9 a
 — y — z z ^ — _ — 9 , 

1 0 1 0 1 0 J O 1 0 ; 

l ~ a c n - \ 

£ l = £ a c " ~ < = z £ a + n £ c ~ £ c \ 

T-0 — T g ? i « * * 71 p-T — p T 
1 = 6 5 , 6 , ^ £ ' = - ¿ 9 

_ 2 1 , 8 T 6 9 7 0 0 _ 

' ' ~~ 1 — 0 , 9 5 4 2 4 2 5 ~ 

OBSERVACIONES. 
Este problema se diferencia del ant«rior en que se sabe 

el vino que quedó en el barril , y se pide el número de veces 
que se sacó licor. 

2? E i primer período es lo mismo que en el otro problema. 

3? Despues hacemos la resolución por logaritmos. 

4? E l resultado n~4 dias ó veces sirve de comprobacion 

al otro problema. 

a — 90 
c — O t) o o — rs-ar 

I ? 

PPROGRESION P O R C O C I E N T E . 

PROBLEMA VIII. Se ha vendido un caballo con la 
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cordicion de que por el primer clavo de sus herraduras se 
daria- i maravedí , por el segundo 2 , por el tercero 4 , 
por el cuarto 8 , y asi de los demás duplicando siempre. 
Se pregunta ¿con cuantos clavos, empezando desde el p r i -
mero , pasaria el valor del caballo de 6 c o o duros? 

« núm. de clavos que se busca : ineógn. ; 

c —2 ) 

a(c«—i) 
~ c - i ' 

, j ) 
s—— - 2 " — i ; 

s-2»—I ) „ o 
: , . . . i u — 1 3 : 4 0 0 0 0 0 0 , 

5 - 4 0 8 0 0 0 0 J 
2WZZ 4 0 8 0 0 0 0 -4- 1 —4080001 , 

n í l 2 — £ 4 0 8 0 0 0 1 , 

__ £4080001 _ 6 , 6 1 0 6 6 0 2 , 2890302 
n — z : 21-4 

¿ 2 0 , 3 0 1 0 3 0 0 3 0 1 0 3 0 0 

OBSERVACIONES. 
.1? Es t e problema ofrece dos datos y una condicion de 

que se deduce otro. Con efecto conocemos el primer término 
y el esponente de una progresión, y sabemos que el importe 
del caballo ha de ser mas de 6000 duros ó de 4 0 8 0 0 0 0 mrs . , 
esto es, £ > 4 0 8 0 0 0 0 . 

2? Operando en el primer período con los dos primeros 
datos sacamos szZ2n—1. Luego suponemos que el valor del 
caballo fuese igual á 6 0 0 0 duros, es decir s — 4 0 8 0 0 0 0 mrs . , 
é igualando ambos valores de s sacamos que el número de 
clavos es nZZ21 -4- -J-lr^y?.-!-? de consiguiente con 22 clavos 
valia el caballo mas de 6 0 0 0 duros. 

3? Para hacer una comprobación buscaremos cuanto v a l -
dría el caballo con 21 clavos y cuanto con 22, procediendo 
de esta forma : 



C — I 2 I 
£ ( s - i - l ) = 2 I ¿ 2 = 2 lX0?30 10300 = 6,3 2 I 6300 — ̂ 2 0 9 7 I ¿2, 

s = 2 0 9 7 1 5 2 — 1 —2097151 mrs. , . • s -<6ooo duros; 

ciUn — 1) 1 (23 3 — 1) 
17=2 2 , . . . 5 = - ^ - — - = 2 a 3 — I , 

C I 2 I 

£ ( * + . ¿ ) = a a £ a = a a X o , 3 0 1 0 3 0 0 = 6 , 6 a 2 6 6 o o = £ 4 i 9 4 3 < > 4 , 

5 = 4 1 9 4 3 0 4 — 1 = 4 1 9 4 3 0 3 rnrs. , . . . s>6oooduros. 

I N T E R E S . 

PROBLEMA I X , Manifestar los fundamentos y la práctica de la regla de interés. 

CASO 1? I N T E R É S S I M P L E : 
P capital puesto á interés ; 
r interés de una unidad de moneda cada año ; 
t tiempo en que el capital 6«ta' puesto á interés; 
s suma de capital é intereses devengados; 

i : r ::p:pr interés anual del capi tal ; 
i :pr::t:prt interés del capital en f ; c^ 

s—p-+-prt capital é intereses. 



33 3 
C A S O 2 ? I N T E R É S C O M P U E S T O : 

p capital puesto á interés ; 
r interés de una unidad de moneda al r."i' año , . . . i-+-r una uni-

dad y su interés al cabo de un año ; 
t tiempo en que el capital está á intere's compuesto; 
s sama del capital é intereses compuestos ; 

i - b r una unidad y su interés al c«bo del p r i -
mer a ñ o ; 

i : i - t - r : : i + r ^ r + r ) 1 al cabo de 2 años al cabo 
de t años ; 

I : { Í -+ -r)*::p:s — p { r ) t capital é intereses compuestos al fia 
del último ano. 

OBSERVACIONES. 
I * E s claro que, en el CASO I ? , si I gana r el capital p 

ganará pr en el primer año, como se manifiesta en la primera 
proporcion, y si en un año adquiere el capital la ganancia pr, 
en t años tendrá la ganancia prt, que es la segunda proporcion. 
Por tanto la suma, que se compone del capital y su ganancia, 
es s~p-\~prt. 

2? E n el CASO 2? la unidad de moneda se ha convertido 
al cabo del primer año en i + r , que es capital para el año 
s iguiente ; por lo que decimos: si en un año i unidad de m o -
neda se convierte en i - t - r , al cabo de dos años se habrá c o n -
vertido en (i-+-**)% y asi sucesivamente ( i - t - r ) 3 al fin del ter-
cer año, ( i - + - r ) 4 al cabo de 4 años & c . ; de consiguiente, en 
cumpliendo t años, cada unidad se habrá convertido en ( i - t - r )* 
dando á la base 1 -\-r un esponente igual al número de años 
transcurridos para su elevación á la potencia que indica este 
número. Y, como hasta ahora no hemos buscado mas que el in-
cremento de una unidad del capital primitivo, debemos multi-
plicar este resultado por el mismo capital para obtener la t o t a -
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lidad, según lo manifiesta la proporcíon \ :(i-±r)f::p:s-p(i 

3? Aunque hemos supuesto que en ambos c3sos eran cono-
cidos el capital, el interés y el tiempo para hallar la suma, se 
puede, conociendo tres de estas cuatro cosas, determinar ia otra. 
Asi, respecto al interés simple, 

k i - t - r f ' • 
] g p 

de s~p-+-prt sacamos ^r = 

t = s - p , 
pr 

Y, tocante al interés compuesto, 
s r- ( H - r ) í ' 

1 __ £s—£p . 
de s~p(i -hrY deducimos / *—-?>. 5 

' £ 0 & // t + r = \ y -

4* Respecto al interés simple, que consiste en la imposi-
ción de utí capital á un tanto por i c o , que ha de producir cada 
año la misma utilidad, haremos aplicaciones a' sus fórmulas, 
suponiendo conocidas tres de las cuatro circunstancias para ha-
llar la otra en los ejemplos siguientes : 
i? 

3 1 5 6 0 0 ? 
3 0 , 0 8 > v . szzp-hprtzz 15600-4-15600 X 0 , 0 8 x 5 • • • 

—5 V . . 3 1 5 6 0 0 4 - 6 2 4 0 3 2 1 8 4 0 , 
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í 21^4°/ __ S—p __ 81 840 — T $()00 __ 6240 __ „ 
p-15600 f , r - — ~ ^ ^ - 0 , 0 8 . 

*=5' i 

5—p 2 1 8 4 0 — 1 5 6 0 0 6240 
* ~ ~ pr ~~ 15600X0^08 ~~ i248 ~~^' 

5? Para el intere's compuesto, en que se aumenta cada año 
la utilidad por acumularse al capital anualmente los intereses, 
haremos aplicaciones á sus fórmulas en los ejemplos siguientes : 

1.° Un tutor tiene el caudal de su pupilo, que consiste en 
2 0 0 0 0 pesos, y lo da al 5 por 1 0 0 : al cabo del primer año 
recoje el capital é intereses, y lo coloca todo del mismo modo 
en otra pa r t e : repite esta operacion hasta el sesto año. ¿Cuanto 
percibió al fin? 

szz p(i +-r)f zz 2 0 0 0 0 ( 1 4 - 0 , 0 5 ) 6 zz 2 0 0 0 0 X r i 3 4 0 1 = 26802 pesos* 
2.° Supongamos q u e , habiéndose hecho la impcsicion al 

mismo intere's y por el mismo tiempo, haya el tutor percibido 
al fin 26802 pesos, y se quiera saber cual era al principio el 
caudal del pupilo. 

s 2 6 8 0 2 2 6 8 0 2 
p —ZZ -T-ZZ- -zz 20000 pesos. 

( 1 4 - r / ( 1 4 - 0 , 0 5 ) 6 1 , 3 4 0 1 
3? Un deudor destina 10000 duros para pagar 1 2 0 0 0 , 

poniendo aquel capital á 5 por 100 de interés compuesto. ¿ E n 
cuantos años habra' pagado su deuda? 

£ s—£p £ 12000 — £10000 0 . 0 7 0 1 8 1 7 
n — z z — — H — — zz 3 años y 9 me-

£(i+r) . £ ( « + 0 » ° 5) 0 , 0 2 1 1 8 9 3 
ses poco menos. 

4? ¿ A cuanto por 100 de interés .compuesto se han impuesto 

6 0 0 0 duros para convertirlos, al cabo de 3 años, en 7986? 
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I N T E R É S S I M P L E Y P R O G R E S I O N D E E Q U I D I F E R E N C I A . 

PROBLEMA X. Dada una cantidad que se'ha de pagar cada aílo, el número de años que 

deja de pagarse y el interés simple que devenga anualmente por razón del atraso; hallar cuanto se 

ha de pagar al cabo «le este tiempo por la renta y ios intereses. 

a cantidad dada; / i.eraño.,.o\ 
t tiempo sin pagarse; 12?. ar^ 
r interés de 1 cada año ; Intereses ¿3? ..zar } 1 • • • zar.. ...-4- (?—i)«r=(*— — ; 
s suma total; i &c. 1 

\/...(*— i)arj 

, , r* \ t ,, r ( t — I ) -4- 2 s~at+ í í — i j a r , — . . f // . . . $—— - - . 0 / ; 
2 2 

i ) -4- 2 ^ 2$ 
—v —- . at~s , r — 

2 s = { r ( f — i ) - \ - 2 } a t ~ a r t 2 4-(2a—ar)*, 

( r ( t - i ) + 2}t 9 

t2 , a — r as - 2 — r ^ / a s / a - r í 4 . t— , . . . t — — / - — . 4-
r wr r ur 2r y ur \ %r , 

2sznart2 — art 2at, £ 

r (*— 1 ) « ; = « — a a * , r = l í i i z f l l 
{t—j ja* 
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OBSERVACIONES. 

i ? Corno la cantidad propuesta es de un psgo periódico, 
que no se hace hasta cumplido el a ñ o , no devenga inte-
rés en el primer a ñ o ; pero desde el segundo queda im-
puesta hasta eí fin del t iempo, y lo mismo sucede a' cada 
renta ó contribución sucesiva, la cual resulta impuesta du-
ante un año menos que Ja anterior. Asi ai cabo del se-
gundo año el interés sera' ar, al cabo del tercero será 2«r, 
y al cabo de los t años será (t—1 )ar. Estos intereses for-
man una progresión de equidiferencia , cuya suma sacamos 
en el primer período del mapa con la espresion 

o-\-ar-\-2cir 4 - ( / — i ) a r ~ (04-(7—i)ar]~ — {t~i)nr.~» 
2 3 

2a. Luego agregamos el número de contribuciones anua-

les , que es a i , y tenemos la suma szzat-\-(t—1 —, 2 

3? Ultimamente buscamos por esta ecuación el valor de 
cada cosa , que llevamos á la columna final. 

4? Bastará una aplicación en el ejemplo siguiente: 
Un negociante tiene que pagar á otro 100 doblones 

cada a ñ o ; pero, siendole incómodo este pago , consigue de 
su acreedor que no le pida nada por espacio de 8 años, 
ofreciendo que le pagará todos los atrasos con el interés sim-
ple á razón de 5 por 100. ¿Cuanto deberá? 

r t \ 1 Qt r ir, \ v 1 0 0 » 8 # = { r ( f — 1 ) 4 - 2 ) — - { 0 , 0 5 ( 8 — 1 ) 4 - 2 } = 2 , 3 5 X 4 0 0 3 9 4 0 . 

I N T E R É S C O M P U E S T O Y P R O G R E S I O N 

P O R C O C I E N T E . 

PROBLEMA XI. Dada una cantidad que se ha de pa-
gar cada año, el tiempo que deja de pagarse y el interés ; 



hallar cuanto se deberá al cabo de un tiempo dado por los atrasos é interesas compuestos. 
p cant. dada ; 
i tiempo sin paga r se ; 
r intere's de i al a ñ o ; 
s suma to t a l ; 

p deuda al cabo del año; 

i-*-r::p:p(j-\-r) renta del i . e r año y su interés . ./>-+-/>( deuda al cabo'del a? año; 

i + r::p-hp(i+-r) :p(i + r)-hp(i + r)2 renta 
del iV y 2°. año y sus intereses , p -»-r )-+-/>( i -4-r)2 deuda al c3bo del año; 

p-+-p(i-hr)-+-p(i 4 - r ) 2 . . . . - l - £ ( i - * - r ) ' ~ 1 deuda al 

cabo de t años, 

1 r — 1 r 



OBSERVACIONES. 
i ? Según vemos en el mapa p es la renta del primer ano : -\rr)—ip~\-pr ss la o^ 

renta del primer año y la del segundo y el interés de la renta del primer a ñ o ; y 0 3 

-4-r) .+p(i -4-r)2 — Sp-{-3pr-t pr2 son las rentas del pr imero, segundo y tercer año y 
los intereses de las rentas del primero y segundo año. De aqui se deduce 

s z z p j ± . p ( i j r r ) - > r p ( \ - \ - r y + p ( i 1 por deuda total. 
Ia. La deuda de cada año se considera como nuevo capi ta l , que se impone í princi-

pios del año siguiente. 
3? Hagamos una aplicación suponiendo que la renta es de 2400 pesos fuertes, él tiempo 

3 años y el interés 4 por 100. Entonces 
( i - t - r Y — 1 (1-4-0 .04) 3 —í c. s — p.- 3 2 4 0 0 . — 6 0 0 0 0 X 0 , 1 2 4 8 6 4 3 7 4 9 1 p's. 10 rs. y 27 mrs. 

r 0 ,04 
— I 11 w • I 

A N U A L I D A D E S . 

PROBLEMA XII. De estas cinco cosas el cnpital prestado, el tanto por 100, el número 
de años , la anualidad y lo que se debe del capital al cabo del mismo número de años, dadas 
cuatro determinar la quinta ; en intelijencia de que se trata no solo de pagar los intereses, 
sino también de amortizar el capital. 
p capital prestado ; 
r tanto por 1 ; 
x anualidad ; 
t núm. de años; 
% canu debida del capital al cabo de los t años ; 



p ( i - t - r ) cap. con sus int. al cabo del i . e r a ñ o , . . . p ( i - t - r ) — x deuda para el 2? año ; 
/>(i + r ) J - x ( i + j - ) 2 ? , . . . p{\+r)* —x(i + r ) - x 3?; 

— s c ( i - + - r ) a — H - r ) 3? , . . . p(i-\-r)3 — x ( i - i - r ) í — x ( i 4 - r ) — X . . . . . 4 ? ; 

« = / > ( i - t - r ) ' — ; x { i - h ( i 4 - r ) - h ( i - b r ) 2 + 
Y 

f 1 4_ f V | 
S u p . z n o , . . . z~o~p(i-\-r)t—x, , 

T 

(x - p r ) ( i + r y — x , 

X—P r \ - £ ( H - r ) 

OBSERVACIONES. 

\ \ Cada año convierto el capital del anterior en lo que debe importar con sus intereses 

y le rebajo la anualidad, con lo que al cabo de ? años saco 03 

z z ^ i + r y - x ^ i + r y - ' i í i + r r 5 4 - ( , 4 - r ) 4 - i } . 
<3\ 

vo 



2? E l segündo miembro de esta ecuación tiene en su segundo término un factor , que es 
Una progresión por cociente, la cual , escrita al reves y sumada, da 

i + ( i + r ) + ( i + r ) 2 4 - ( i de modo que zz=p(i J^rY ^ ^ L t J ^ Z l l . 
r r 

3? Suponemos que al cabo del tiempo t nada se defea, y en este caso 
í £ | 

zzzo//p(t-t-r)— — — = o , de donde sacamos las ecoaciones derivadas y resultantes. 
r 

4? Tanto en este problema como en el anterior no podemos despejar la incógnita r , porque 
seria necesario resolver en general una ecuación de grado superior á que no alcanzan los c o -
nocimientos adquiridos hasta ahora. 

5? Haremos una aplicación con este ejemplo i 
Se desea saber cual es la cantidad, que se debería satisfacer anualmente para estinguir 

en 12 años una deuda de i o o pesos con sus intereses, siendo el interés anual 5 por 100. 

— P r ( ' - * - r Y __ i o o X o ^ 5 ( ' + ^ Q 3 ) " __ 5 ( 2 0 ) 
( i - i -0 ,05) 1 2 —-i 

V20/ 

= i a ( £ a i — £ a o ) = 1 2 X 0 , 0 2 1 1 8 9 3 = 0 , 2 5 4 2 7 1 6 = £ 1 , 7 9 5 8 6 , 

= 1 . 7 9 5 8 6 5 \ a o / 



í — = i , 7 9 5 B 6 , . . . x = — = — - L ^ L — 1 1 , 2 8 2 6 pesos. 
.. - M,...^,, 11 

D O B L E F A L S A P O S I C I O N . 

PROBLEMA XIII. Manifestar los fundamentos y la práctica de la regla de doble falsa 
posicion con el siguiente ejemplo : 

De dos jugadores el mas diestro pone 12 reales contra 8 en cada juego: al cabo de 
10 juegos ha ganado 20 reales. ¿ Cuantos juegos ganó y cuantos perdió? 
Supongo ganados 4 juegos, . . . 8 . 4 — 1 2 (10—4)—20 , 4—120=—40—20 — 6 0 , . . . — 60 error; 
Supongo ganados 6 juegos, . . . 8• 6 —12 (10—6) — 2 0 . 6 — 1 2 0 — o = 2 0 — 2 0 , . . . — - 2 0 error; 
Número verdadero x , . . . Sx — 1 2 ( 1 0 — x ) — 2 0 x —120— 20 ; 

?o JC —1 20— 20 
20.6 — I20ZZ o 

l , . . . 2 o ( x — 6 ) z z 2 0 — 0 = 2 0 ; 

x — 1 2 0 Z Z 2 0 " ) , N ^ 
s , . . . 2o (x—4;=2 o 4-40—0 o ; 

.4 — 1 2 0 = — 4 0 j 



2o(sc—6)=r 2 0 | x — 6 _ 20 

2 o ( x — 4 ) 3 6 0 ) ' * ' ' X — 4 ~ 60 ' 

6 o x — 6 0 . 6 z z 2 0 x — 2 0 . 4 , 

(60— 2o)x~60.6 — 20 . 4 , 

6 0 . 6 — 20 . 4 
x — — - = : 0 0 — 2 0 

a prim. suposic. J 
b segunda f cb—da 
c prim. error ( ' * * * c—d * 
d segundo J 

OBSERVACIONES. 
Ya sabemos que la falsa posicion consiste en suposiciones para hallar la verdad, pues 

hemos estudiado la falsa posicion simple en la LECCIÓN X X I V de la ARITMÉTICA , donde 
hemos esplicado suficientemente su naturaleza y fundamentos. Respecto á la doble falsa posi-
cion no podiamos desenvolverla bien sin el ausilio del algebra, por lo que la hemos reservado 
para este lugar. 

2? Llamase doble porque, cuando no se acierta con la primera suposición, se hace otra. 
3® Asi lo practicamos en el mapa con la suposición del 4 que da el error —60, y con la 

del 6 que da —20 de error. Despues planteamos la cuestión en te'rminos algebraicos. 
4? De la ecuación constituyente restamos las dos anteriores, y dividimos un residuo por 
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otro, con lo qne continuando el cálculo sin hacer reducio-
nes, y poniendo letras en lugar de las cantidades numéricas, 

sacamos x n — — E s t o quiere decir que el número ver-

dadero es igual i la diferencia de los productos de cada 

supuesto por el error del o t r o , partida por la diferencia 

de los errores. 
Si los errores son de sentido contrario las diferen-

cias se convierten en sumas , porque si d ~ ' — d ' sacamos 
_ be—ad bc-\-ad' . . , be—ad 

y si czz—c' resulta xzz — . . . 
c~\-d' 

—be'—ad be'jL.ad , . . ,, , . . — — — — — : de modo que la formula gene-
— c'—d c'-hd 

, be 4-ad 
ral es x z 

c-f d 
6* Cuando ninguno de los dos números supuestos es el 

que se busca, puede abreviarse la operacion averiguando la 
corrección necesaria para que resulte el número verdadero. 
A este fin , siendo b <; x y la corrección z , tendremos 

x. . belLad , . (b—a)d . M b-bzzzx———-— , de que sale z z z - — S l x 

c-j-a c_|_o 
' r bo + ad\ , , , . (a—b)d „ sera b—zzzx~——, de donde resulta z~ —. Esto 

c-f-o c+d 
significa que la corrección equivale á la diferencia de los 
supuestos multiplicada por el error procedente del número 
á que se ha^e la corrección, y dividida por la diferencia 
de los errores cuando son de un mismo sentido, y por su 
suma cuando son de sentido contrario. Asi, para la corrección 
del segundo supuesto del problema, sacamos z — — — z z r , 

6o — 2 o 
y con efecto x ™ 6 - h i — 7 , que es el número verdadero. 

7? Toda esta doctrina debe contraerse á la Aritmética 



«otro un apéndice i la LECCIÓN X X I V de e l l a , pues cualquiera -que sena á lgebra sacará 
fácilmente de la ecuación 2 o x — l e o r n a o el resultado , lo que manifiesta la gran supe-
rioridad de calcular con caracteres generales. 

8? Como el jugador mas hábil ganó 7 juegos á 8 rea les , y perdió los 3 restantes á 12, 
salió ganando los 20 reales que enuncia el problema. 

ALIGACION. 
PROBLEMA XIV. Manifestar los fundamentos y la práctica de la regla de aligación con 

los siguientes ejemplos : 

1? Conociendo las cantidades A , Z?, C , de gcneros y sus precios respectivos a , b , e , 
¿cual deberá ser el precio x de la mezcla? 

(A + B - 4 - C < ? - 4 - , 
A a +-Bb-4~ Ce-4-

2? Pidense las cantidades X , Z de dos especies, cuyos precios g , / son conocidos, para 
que la mezcla se pueda vender á un precio dado e. 

Xg+Zf=(X-hZ)c, 
X{g—)=Z(e-f)% 

X _ e - f f¡ 



Supongo X+Z = M , . . . (g-e+e—fzz g - f ) : (X+Z z M ) J 8 • 
fg—e: Z =z MX^— 

OBSERVACIONES. 
I? Aunque conocemos bastante la regla de aligación por la LECCIÓN XXÍÍÍ de la ARITMÉTICA, 

hemos creído conveniente generalizarla por ALGEBRA. 
a? E n el primer ejemplo vemos que, conociendo las cantidades de los géneros y sus precios, 

el precio de la mezcla es igual á la suma de los productos de cada género por su precio, dividida 
por la suma de las cantidades de los géneros. . 

X e f 
E n el segundo ejemplo la ecuación zz manifiesta que las cantidades pedidas de 

Q 
ambas especies están en razón inversa de la diferencia de los precios con el precio medio. 

4? Para determinar el problema se necesita fijar la cantidad de la mezcla, que suponemos M 
ó bien X + 2 z M ; y, como en toda proporción [ ' 4 7 j la suma de los antecedentes es á la de los 
consecuentes como cada antecedente á su consecuente, resulta X z z ~ - y (e—-/) , Z z z ~ ~ . ( g — c ) • 

Estas ecuaciones manifiestan que cada incógnita ó cantidad de cada especie es igual á 
la diferencia entre el precio medio y el de la otra especie, multiplicada por la cantidad de 
mésela y dividida por la diferencia de los precios de cada cosa. 



2?6 

6? N o ste necesitan aplicaciones ; pero el que quiera 
hacerlas podrá contraer á las fórmulas las cuestiones resuel-
t a s en los a r t . 2 5 1 y 2 5 2 d e l a ARITMÉTICA. 

FIN DE LA IDEOLOGÍA DEL ALGEBRA. 
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