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La noticia, que pudieramos dar de este tratado,
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PABLS DE LOS SIGNOS.

Signos.} Objeto. { Pronunciacion.
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Adicion .. cveorseosees Mas,
Igoaldad s oo vouveeeesslguald
Sustraccion. « « + o6 ¢+ ¢ » o « M2nos.
Maltiplicacion. « + « + v « « » » Multiplicado por
Multiplicacions + « o« « « « « «» Maltiplicado por
Division . + v 6444 4.+ Dividido por
Consecuznzia « v « + « » + « « « De consiguiznte.
Esce80 s oo v usuneesass Mayor que
Diferencia . « « o 75 ¢ o« « o« Menor que
Radical 6 estraccion de raiz. . Raiz de
Proporcion continua ¢ progre-

sion por equidiferencia. , . Por equidiferencia.
Proporcion contiaua ¢ progre-

sion por cociente. « + « 4+ « Por cocicnte,
Disyancion. s v o ¢ s 00 as s O bien.
Comparacion y consecuencia. Comparando resulta.
Infinitamente grande. . ... . Infinito,
Infinitamente pequeiio. . « . » Infinitamente pequeilo.
Logatitmo « « + « ¢ « o0 o « + « Logaritmo.

© £ Complemento logaritmico. .. Complemento logaritmico.

£

Otro logaritmo . . . - « « . . . Logaritmo.

€ £ Oirocomplemento logaritmico. Complemento logaritmico.



W=

R e 0g ohndighioll . .

- -

ST P e e WA

SN ey ) L e mugﬂs

= .
£ .“&ti; & Sk . S ale A P . ﬂ‘QL:iLA b
4 > ety IR b s A ..bim*i =
\. - '. ﬁ ‘7 ‘
‘l"m R

.y mJ""'nw?
. ﬂd:n;!gulul#.. g4 W o 0w LR xiqimm .
NP S qut..i,,iiqt
wqcull.hsﬂ,...., !
@ﬂ‘“’x‘m&q.....‘..... »El:,vi'm;"' AR
£ 5 eupmvtm....‘.........ee..nﬂ
1 5y mpmﬁlﬂ........,....i:..s_‘:(l

bl

-;Oln..

* ¢ 2b =ixdl , aien 9 voigssriee b lauibefl
L e £ .,ﬂgig\?{'zl; ’_t-:‘iv_:..,;_m.j.-. el
H..-.-,'f'.'- abuasiilleps 'lL."f « 2 SEITRSTEIDELPY 10 6643
4 - 3 3 -51301q b Sunizeas ua.msﬂmq S
BGe:: MMQ = ..q...qu #0ia 2
PR e L apa iR SRR, S N
> ¥t ghatvEnmes LATasuinoy \ aoigvigmn 3 _‘,,{_‘_"
o = anigilal , << e qbasxg stosweiinfinl oo
m__ mm stgdmpiiniel o . o o OBsupsq shemarinhal - o
P omiveged . ....,.......amjmgo\l &
: ¢ ;buwm wl»m—:«mmmﬁ - oouimenegy ornpmalqmet }_‘}
R ) .oauwgt.d i oewen s a s o amlizegel 0010
?\ : o MWmn.wﬂquD 'WH“W m:lqmamﬂ 3'}

:
it ~ >
;
:
LR "
: 3
e Y.
AR 3 =
;
3
A S
T r} 3 - ‘.
8] :
b aly 7 A




b

.+ “TERCERA PARTE:
IDEOLOGIA DEL ALGEBRA.

SECCION PRIMERA.
GRAMATICA DEL ALGEBRA
0 |
REGLAS DEL CALCULO.

LECCION PRIMERA.

D¢l Lenguaje  comun.

2 ¢ El arte de esph.arse con propiedad en una lengua
se llama Gramilica.
2. La gramdtica de las lenguas habladas consta de Pa-

dabras 4 Sintacsis 4 Ortografia y Prosodia,

9. Sabemos que- las palabras son unos sonidos 6 signos
articulados, con que representamos: nuestras ideas, las com-
‘binamos y las comupicamos 4 otros. sdmey

La gramdtica de nuestra lengua dlstmgue las palabras

-en articulos , mombres o pronombres , wverbos ., participios o

adverbios , preposiciones y canjunciones & interjecciones.
.~ 4. El articulo denota el género: mascalino , femenino -6
neutro del nombre , y su nimero singular 6 ploral.

El nombre sirve para nomhrar las: cosas 'y calificarlas,
Se divide principalmente.en sustantivo 'y adjetivo, El sas-
tantivo significa cualquiera sustancia 6icosa que pueda ecsis-

tir por si misma, y el adjetivo: espresa las coalidades

de las cosas.
2



El pronombrs se pone en lugar del nombre para evi-
tar repeticiones. Los hay personales , demostrativos , pose-
sivos y relatives. < :

El verbo dice la ecsistencia o accion y pasion de las
cosas con personas, nimeros, modos y tiempos. Se divide en
sustantivo, activo, neutro y reciproco,segun. su significacion.

El participio es un adjetivo, gue participa del ver-
bo en su formacion y significacion. Dividese en activo y
pasivo. El activo denota accion, y el pasivo pasion.

El adverbio se junta al verbo para modificar y de-
terminat su significacions Los hay de lugar, tiempo y modo,
que se¢ subdividen en 'varias clases.

La preposicion se pone antes de otras diccionss para
sefialar el objeto 4 que se refiere la accion del verbo,

La conjuncinn junta entre si las demas dicciones :con
los modos copulativo, disynntivo, adversative, condicional
y causal

La interjeccion espresa los afectos del dnimo con voe
ces cortas.

5. Las modificaciones, que reciben el articulo, nombre
y pronombre por sus relaciones de ecsistencia, pertenencia,
atribucion , objeto, invocacion y materia 6 instrumento, se
llaman declinaciones. Estas sz hacen, tanto en singular como
en plaral , por medio de las preposiciones. Comunmente
se nombran . casos' de nominativo , genitivo , dativo , acu-
sativo 4 Vocativo y ablativo. ;

El verbo se declina por la inflacsion de sus termi-
naciones , segun los modos , tiempos y personas en singu-
lar y plural 5 lo que se llama conjugacion.

El participio- sigue las reglas del nombre , declinan-
dose como adjetivo.
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El adverbio, preposicion, tonjuncion € interjeccion
son indcclinables 6 invariables.

6. Aunque los Gramdticos hacen todas estas distincionesy
y otras muchas, el arte de hablar solo necesita cuatro
especies de palabras para esplicar todos nuestros pensamien-
tos, 4 saber : sustantives , adjetives, preposiciones y ua
solo verbo como ser 6 estar, En rigor se pueden reducir 4
dos clases: palabras para espresar las] ideas, y otras palabras
para sigpificar sus relaciones.

7+ El enlace de palabras se llama Frasey, y la espre-
sion de un juicio se dice Proposicion.

8. La conveniente coordinacion de las dicciones para
formar frases, y de las frases para hacer el razonamiento,
se llama Sintacsis 6 Consiruccion, Consiste en Concordancia
¥ Réjimen. La concordancia eatre las dicciones es de gé-
nero, mimero y caso§y y el réjimen es la infuencia, que
unas palabras tiensn sobre otras. :

9. El oficio y uso de las letras, y los acentos, puntos
Y comas constituyen la Orfograffa. Sus reglas son la pro-
Nunciacion , BSO constante y orijen.

En las claosulas 6 periodos s2 pone coma para divi-
'dir las oracicnes 6 miembros mas pequefios, punto y coma
antes de un miembro principal que medifica al que le pre.
cede , dos puntos eatre los miembros principales en que
no estd concluido el sentide que esplicamos , y un punto.
al fin de los periodos en que’ | termina el seatido que se
esplica,

Las interrogaciones , admiraciones , acentos y parénts-
sis son bien conocidos.

10. El sonido propio y verdadera pronunciacion de las
letras , silabas y palabras forman la Presodia.
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1. Segun este lijero hosquejo toda Gramdtica viene 4

ser un sistema de sigaos , que representa el sistema de
nnestras ideas , cuando las combimamos 6 queremos comu-
nicarlas 4 otros. Tal sucede 4 las Rrcras pEL . CAncuLog
quz vamos & discutir en las lecciones siguientes.

LECCION IIL
De los Simbalos algebraicos.

. 12, Las notas; que espresan valor, se llaman caractéres,
y se distinguen en generales y particulares, Los nimeros
son caractéres particulares, porque espresan un valor deter-
minado, prescindiendo de la especie de unidades que repre-
sentan j pero no son caractéres los. signos, que hemos usado
en la aritmética, ni otros cualesquiera que solo sirvan para
denotar las modificaciones y relaciones de las caatidades. Tanto
los caractéres como los signos se comprenden bajo el nombre
gomun de sfmbolos. :

13. Asi como la Aritmética calcula con cardcteres partis
culares, cuales son los nGmsros, hay otra ciencia, que calcula
siempre en abstracto,- sirviendose de las letras del alfabeto
como caractéres generales, y esta ciencia se llama a’(s’gebra.
Ordinariamente se destinan las primeras letras del abecedario
‘para representar los datos 6 cantidades conocidas de un pro-
blema, y las tltimas para denotar sas imcognitas 6 cantidades
desconocidas 3 pero nosotros usarémos & veces de las iniciales
mayusculas de las incognitas 6 cosas que buscamos. Tambien
se hace uso del alfabeto griego y de otros en el cdlculo
algebraico.

14 En las cantidades literales 6 espresadas por letras hay
que atender & su sentido, su caracter, su coleccion y su gradoy

15. El seniido se espresa con los signos de -0 —, que
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preceden 4 'la’cantidad, ¢ indican si es positiva & negativa.
16. El caracter se denota con una letra de cualquier al-
fabeto, la cual representa una sola de las cantidades del
mismo valor 6 una unidad en abstracte. )
17. - La coleccion se espresa con los coeficientes, que ma-
nifiestan las veces, que se ha tomado ana cantidad suman-
dola 6 restandola consigo misma, esto es, reduciendo el ni-
mero de veces que estd tomada. Sabemos [II 2067 que el
nilimero antepuesto d& unma cantidad para multiplicarla es su
coeficiente, esto es, su co-factor 6 factor juntamsnte con otros
¥ que toda cantidad sin coeficiente espreso tiene por tal la
unidad, porque ecsiste una vez, de modo que s=1Xa=ia,
b=1b. e
18. El grado se indica con los espomentes, que sefialan
las veces, qus estd tomada una letra como factor consigo
misma para sacar el producto correspondiente. Ya hemos visto
[1I 1847 que cualquiera cantidad, ecsistiendo en si wisma 4
estd en su primera potencia, lo que se puede espresar con
la unidad encima como esponente de su grado : asi a=a", c___c:‘:
19. Resulta, pues, de los dos articulos antecedentes que
toda cantidad s2 debe considerar con la unidad por cocficiente
¥ por esponeme, ‘aunque 0o los tenga sefialados, de manera
que a=ia'y, b=1b'y, c=tc'.
20. 'Cuando caractéres iguales estan elevados al mismo grado
6 tienen’ el mismo esponente, se dice que espresan cantidades
Semejantes, aunque esten en distinto sentido y sean mayores

.0 menores sus colecciones , esto es, aunqus los unos sean

Positivos y los otros -negativos, y los coeficientes sean dis-
tintos: asi a y —a, by 3b —t Y 4y 33 y —3z¢?, —zpr
Y 2pr son cantidades semejantes 3 pero no lo son @ y @2 ni 2b3
Y. =4b7; porque tienen distintos esponentes, . - .

e Gi

.
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ar. Los mismos-signos, que hemos usado en la Arrrmgrica-
para indicar las relaciones de las cantidades entre si, sirven
tambicn en el Arcepra para el mismo fio. Ademas se usan
otros signos, que esplicarémos en su lugar, :

‘a2, Cada cantidad de las que se hallen ligadas con los
signos de mas y menos, s llama término, aunque esté mal-
tiplicada 6 dividida por otra, Un término solo es un mondmio,
dos términos ligados forman un bindmio, tres un trindmio y
asi respectivamente, y cuando son muchos se dice un poli-
némio. 3a*b% es un mondmio, c%—~b% un bindmio, pad 4 8ot
‘734553 —2mr un polindmio,

23. Siguiendo la comparacion, que nos hemos propuesto,
del cdlculo con el raciocinio, vemos que los caractéres, forman-
do términos, son como los nombres, que establecen [6] las gra-
miticas de las lsnguas para espresar las ideas de las cosas, y
quz los signos son como aquellas palabras, que solo sirven para
modificar y enlazar las ideas y conceptos en el discurso, Recor-
demos qus ya hemos comparado [ Il 517 un término 4 una
palabra, un binémio 6 un trinémio 4 una frase 3 un polindinio
a una composicion de frases. :

24, Como el dlgebra considera las cantidades en general
¢ con independencia de toda magnitud numérica y de tode
sistama de numeracion, nada. cencluye por sl misma, y hay
qu2 atribuir , para las aplicaciones del cdlculo, un valor nu-
mérico 4 cada caracter literal , cuyo valor, pudiendo ser
diferente en cada aplicacion , no puede variar dentro de
ella misma,

LECCION I1I,
Dz las Ecuaciones.

25 La base del dlgebra son las qouaciames 5 las cuales
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forman’ la balanza“del entendimicnto para pesar Ja igualdad

de diferentes cantidades en el cdlculo, como se gradua la
concordancia de conceptos bajo diversas formas en el discurso.

26, Razcordando cuanto  hemos dicho sobre este parti-
cular en la Lecciox 1v de la AritmErica, y estendiendo
algo mas las ideas, haremos las observaciones siguientes:

12 Una ecuacion es la igualacion de dos 6 mas cane
tidades, sean numéricas 6 literales, como 3-+7=6--4, a=c,
3b=5f, ax-+a—3c=b+d. 2

2% Toda scuacion se compone esencialmente de dos miem-
bros , como una balanza ‘tiene siempre dos brazos, siendo
el primer miembro la cantidad 6 cantidades , que estan d
la izquierda del signo de igualdad, y el segundo la can-
tidlad 6 cantidades , que estan 4 su derecha; pero usamos
de miembros intermedios [ I 507 como ausiliares 6 indi-
cativos de las operaciones, que resultan ejecutadas en los
micmbros esenciales, que lamamos. significativos.

3* Ya hemos dicho [22] qus cada una de las canti-
dades separadas de las otras por los signos - 6 — es un
término , y hemos esplicado lo que eatendemos  por mo-
némio , binémio , trindmio y polindmin.

«4? Cuando un término estd precedido’ del signo -~ se
dice que es positivo, y si lo estd del signo — se llama
negativo. Siempre qae el primer término de un miembro
€ positivo , se omite ponerle delante el signo -~ 3 pero
81 es negative , se necesita anteponzrle el signo —.

Por cantidades negativas entendemos [ II 46 ] las que:
82 foman en sentido contrario 4 las positivas, de modo
que , considerando estas como cantidades directas , hemos
de mirar las otras como inversas.

m8 N .
5 Siendo la ecuacion una balanza podemos aumentar
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6 disminuir 4 sus” dos “micmbros una ‘niisma’ cantidad sin
qu2 falte la igualdad 5 .asi como podemos en una balanza
puesta en caja afiadir 6 quitar 4 entrambos platos pesos iguas
les sin que falte el equilibrio. En la ecuacion s —b4-c—=4d
podemos , por ejemplo, aumentar la cantidad b y dismis
nuir la cantidad ¢ en cada mizmbro sin que falte la iguals
dad, esto es , x—b c4 b—c=d4b—, y destruyendose
lzs cantidades iguales de. signo contrario en el primer mieme
bro . rqsulta x=d4b—cj; luego, comparando la primera
ecuacion x—b 4-c¢=d con la que ha rssultado x—=d- b—c,
vemos que se puede pasar cualquier término de un miembro
al otro, poniendole signo contrario al que tenia, sin que
falte la igualdad. '

6% Tambien s2 conserva la igealdad, aunque se multi-
pliquen 6 partan los dos miembros de una ecuacion por
una misma cantidad , mediante 4 que en la mualtiplicacion
seran los factores de un producto iguales 4 los del otro,
‘j en la division seran los términos de la una iguales a los
'de la otra:

Ed la ecuacion gs—i2a,

tendremos x— 1-.;3:30; porque subsistird la
‘igualdad, quitando el coeficiente ‘6 multiplicador 4 del pri-
"mer miemdro ‘para hacerlo divisor del segundo, pues esto
'es dividir ambos miembros por una misma caatidad.
N Y de la ecvacion 1z=3b,

sacarémos z=35X3b=13b; rescltando ecua-
“cion , porque quitamos el divisor 5 de un miembro para
‘que sea maltiplicador del otro, lo cual es multiplicar am-
“bos miembros por una misma eantidad,

a8 Trasladando términos de un mismbro 4 otro con di-
“ferente signo , y multiplicando y dividiendo ambos miem-
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bros por el divisor y smultiplicador de unma incdgnita, se
consigue dejarla sola .y sin coeficiente visible en' un miem-
bro 3 y cuando las cantidades , que estan en el otro, som
conocidas 5 se dice .que se ha despejade la incégnita 4 por-
que se la . ha desembarazado de otras cantidades y descn-
bierto su valor, lo que tambien se llama resolver la ecuacion.

27. Para fundar las ecuaciones nos hacemos perfectamea-
te cargo del raciocinio, con que viene propuesto un pro-
blema s y lo convertimos , sino lo estd 4 en la esposicion
mas sencilla y clara: espresamos cada cantidad por un tér-
mino 6 por varios términos, que sustancialmente se redu=
cen 4 uno scloj y enlazamos estos términos con los signos
del mismo modo que lo estan las condiciones con las frases
en la enunciacion del problema. Este procedimiento no es
mas que la traducion del idioma comun al idioma del dl-
gebra. Tambien puede mirarsc como regla bastante general
la de indicar con los signos -algebrdicos sobre las' cantida-
des - conocidas 4 espresadas por ndmeros 6 por letras, y so<
bre las cantidades desconocidas representadas siempre por
letras , los mismos raciocinios y las mismas operaciones .,
que se ejecutarian para comprobar los valores de las incdg-
nitas si fuesen "conocidos. :

Si quicro descomponer un niimero e dos partes , de
modo. gue la mayor leve & la menor 5 de escesoy conces
biré y traduciré la cuestion asf :

 Una parte, que sera la menor.eveevesse®

Otra parte, que serd la mayor, y consistird

er la menor y s masi..eee . evs %43
Compondran el nimero,.. ... 2545.

Este niimero supongo que sea g3 pero ya estd ‘espre-

sado por 35453 cugids

3




Taggo. e gtgiglum ¢ b la.aoq . o
trasladando 2XI=g—5T"4,
bl s 4
dividiendo x:—;:z ‘parte  menor,

- Como la parte mayor escede & la menor én 5 6 es w45y
. tendremos. %-+5—2-+5=7 parte mayor.
. ILa comprobacion 7-4-29 y 7 —2-"5 manifiesta que
las partes componen el ndmero propuesto, 'y que la mayor
lleva 4 la. menor el esceso dado. o
.28, _Podemos hacer - que los problemas 6 cuestiones sean’
generales o espresando los datos 6 cantidades conocidus por
Jetras. Asi podemos generalizar el problema anterior, diciendo s
4 Descomponer un niimero a en dos partes, de mado qae
la mayor Heve 4 la menor. un esceso bs
‘Tendremos & +x-+b=a,

diuh : ax—a—b,

! : A}

x ———nk, @ .
: . |
~ Esta espresion ar-'"“—z'b se llama formala, porque -cons
serva una forma coastante , ea cuyos caractéres se puedm

sustitmr dos - valores: numéricos de esta’ manera ¢

- ) B
" x—n 2 ,
aan s o 2 g B
LTS ORI aubTare® ix 22in

. .81 el ndmero propuesto. fuera, por- ejemp]o, 104y el

esceso. de la parte -mayor 4 la menor fuera 4, tendrmmos»

A=—bh
x......‘ iy
; ]O__ &=y g
g o e x:-—_"—SQ pnrte mener.

ek

a=1o(.
b §
s x+4_3+4 D parn. mayor,

20 Para hacer las sustitiiciones acostumbramos indicar los

valores 'sobre la . izquicrda, -como se ve ea: Jas ‘operaciones
" anteriores, abrazandolos , cuando son varios, conun ‘cors

.

L8
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ehate , iy -los ‘conducimos con el signo - de consecuencia de=
bajo de la férmula. : : .

20. Las ecuaciones puestas en co]t:imrm1 que se deducen de
otras anteriores con’ la2s :modificaciones convenientes, las lla

marémos derwacmnes. ﬂc._--—-;-—é s denvac.on de 2\“"9-—17,

y a+4:3+4"’7 lo es de %3 08
Acostusibraios semalzr cada - derivagion con uma coma:
las. que terminan: periodo.de cdleulo , con wa-punto y ‘éomas
y la final con un punta solo. . b Iadeils mb
. ,L;ECClON Iv.
Dz laAdicion y Sustraccion
de cantidades algcbraicas.
4t. -Como los coeficientes. no-hacen mas que colectar f17}
Camadades iguales 4 es-claro .que se sumardn estas y las se-
ijunt{’:S [20] sumando 6 reducicade los coeficientes de ellas
scgun sus sigoos 3 )
a+a+.u—-(t+t—|-r)z—3a 31 a+7a~—(t+7}a 8a
eb+Rb=(24-3)b="3b 5 . abba—(i1"1)ab==2ab 5
a:b-phetecabzabeA-abetaboe=(1 4 14-1 )abe==3abe.
La diferente colocacion de las letras unas- respecto de
otras , comd en.cab, ba, y en achi, abc,-cab, no altera
la espresion de su _valor, al modo que em-la Arrrmgrica
[1I 65] no varia un producte por mudae de logar sus factores.
32. Cuando las cantidades no son semzjantes se indica
50 suma  juntandolas coa sus respectivos signos:
“Para sumar @ con b ponomos 44D
NOR e o b s . .8 con—b es g--b3 _ J .
Toag. .. @ con ga se escribe g-f-aa. : :
33. El modo de facilitar Ja agicion s poner ias. cantida:-
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des semejantes en Ccolumna,’y Jar desemejantes -sin -ninguna
debsjo , como en estos ejemplos s
f 19 36 b Fc A-3d
ab “+6dee
40 =20 S-2f:
Suma..za-+3b+3c+r1deq-pf.

. Para mayor claridad disponemos los términos por el dr-
den alfabético de sus letras :
2? 44 4gb—sc
23 —3c44d
; 7h-¢ ¢ —_—
Suma,...6a-4-16b—4c4-4d—e.

Agqui hemos sumado las cantidades positivas 4 tambien
las negativas , y hecho la resta eatre unas y otras [II 47]
para tener la reducion.
3% Sumar 1thet-4ad—8ac+ 304
: con Bac-7be—2ady-4mn
con 2cd—j3abd-5ac}- an
y con gan—-2bc—2a4d 4 zed g
Dispongo asi estos sumandos :
—8ac+4ad +11bcd- ed
“+8ac—zad -+ 7bc o} 4mn
—3ab4-za¢ < gt -+ 2¢d
: —2ad+4 g9an— sho= zcd
Suma—38b+-3ac + 10an+=16be—-12cd -+-4mn.

24, Como la sustraccion es la operacion inversa de la adi-
cion resolta que para practicarla se deben mudar los signos
al sustraendo y sumarlo con el minaendo :
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Do g0 vestar 2 serd go=20=(5=2)a=3a residuo;
4b4-7o=4d—(ar4-4) serd gb+ye~4d
—ac— d
Residuo 4b4- 50— 35d.

D: o restar b serd a—b 3
De ¢ restar cc serd c—ge.

35. Si de a hemos de restar b—c nos haremos cargo
de que, quitaado b de @, tebajamos una cantidad , que
escede al sustraendo en la cantidad ¢ j luego esta cantidad ¢
se debe aumentar , despues de quitar b, para tener la ver~
dadera resta , haciendo como dijimos en el articulo anteriors
G—{b=—c)—a—b--c3 lo que es consiguiente 4 la natura-
leza de las cantidades negativas, por estar en sentido con-
tratio 4 las positivas.

56. Bicn se habrd comprendido que, abrazando el sustraendo
de varios términos con un paréntesis , le anteponemos el
signo — para indicar la mutacion de signos de todes sus
términos 4 y asi propondremos los ejemplos de los pohu(ﬁmws
siguientes :

12 17a+zm-—-gb-4c+23d-—-(a m-—zyb.{.x tc——4d),

§176— gb— 4c+;3d+zm
—51a=27b=—1104 4d

Resta—34a +18b—15c=+27d"F 20,

Vemos que en la reducion d: -cantidades semcfantes
Positivas y negativas se resta la mener de la mayor, y al
Tesiduo se pone’ el signo ‘de 'la mayor. :

B Ll 5:10-—-8::6_1—95.:—4::_:::—(Sqn;ezab-;-:xa_c¥7.c(?);



g
o objuer nomoo (o emBubeds gae—t4amaobe o (u 7Y
“rzab—tvac—8am. | ved .

_Resta=z4ab—6ac—1 2am—t+gbcy-yed 3 disponien=

B opehl OHSI20 Y
do los térmicos por el .drden alfabético de sus letras.

i BctoN 'Y, * 4

D:zla Dulti p!zcarwn de :mt:d’ades algebrdicas.

.87 Pﬂra esplicar Is. m-‘llnpluacwn al; *ebl‘éna empezarémos
Ror,las cantidades mondmias. Se ejecptacjescribiendo. las le-
tras, del . muitiplicande juatamente . con: las, del muliiplicador,
sip. perjaicio  de: orlevarlas  alfabeticamente, .
coo@Xa=aa ;. ebxeabey - acdygd=acdad=aqacdd ;
.-, Sk, hay coeficientes se, multiplican’ entre si.g!
gaYa=3a¥ ta=3xt1aa==3aa3 4bcxadess4Xx nbcdc—'ﬁbccd,
38, - Hemos visto' §il 184] ‘que y cuando un némero 6
cantidad . se multiplica, una 6 mas .veces por si mismoy
forma ‘su, respaetiva potencia 5 la cual se indica . par el es.
ponente’s. que tiepe  tautas - unidades como; veses es. factor
el nimero, y se le coloca encima sobre la derecha, con
lo que en las canndadcs algebrdicas' sa. distingue bien, del
coeficiente. Asf aa—u' 4 .:JI_H—-‘: ,bobb_b'*'“"" -'b'JL
de modo qué’-en las mulnpluacxones “anteriores acd X ad..e
w=aa:dd=a" cd*; Z;bc)(zdczq,}(zbc““d —8bc* ds
y 7b*e 3 A% sat bt et =y 5a® bATt (34 S5m0t S o7 45,
Esto quiere ~decir que, habiendo las mismas letras en el
muitiplicando 'y en el. ‘multiplicador s se suman sus- espo-
nentes para; formar el que ha-de indicar en el proc:ucto
el ndmero de estas letras iguales , que son. tantas cu.’ntaq
hay en ambos fautores.

+ 39, Omititnos "poner entre 1os - coefisientes’ y las” cantis



rs.
dades liccrales'y 'y entrs vestady el-pigas e fa° nmltiplicas
cion'y porque lo’mismo sé* entiende * 3o que 3Ky 'y ab que
a+b 3 aunque no puede hacerse esta supresion eatre las can-
tidades wuméricas § porque-, dep’e‘ndiendo su valor deila colo-+
dacion de los*mimeros "dijitos, ‘resulta ‘que 3K 5, por ejeim=1
plo, 'serian v5'§ ¥ 35 500’ 3O4=8. O ,

4o. Cuando se multiplican cantidades positivas por ‘can=
tidades - positivas ‘el “producto’ es’ positivo § porquey siendo el
efecto derla accion ‘positiva la afirmacion’, resulta’que lo positi=-
vo, siendo afirmado’y es positivo j asi &Xb—“i"ﬂx-{-b_'ﬂb‘
esto €5y H-XK =F-. |
+8i multiplicamos una cantidad negativa por uns' posi-
tiva tendremos  un/ producto negativo'y porque se afirma la
negacion 4 6 se toma el multiplicando negativo ;i en sa - ser
6 estado , tantas veces cuantas requiere el multiplicador afirma-
tivoy esto esy —=aXgb=-ab, 6 bien —Yqa—==

" “Multiplicando una  cantidad "positiva ' por ‘otra ‘negativa.
“rpsulta’ un iproducte “negativoly porque " el efecto 'dela ac-
cion 'negacival est ‘contrariar 67 madar “en [sentido - inverso 3’
laggo Hax—b=w—ab ) estoies 5 A Xemmmmy 0]

Y si multiplicamos dos cantidadss-négativas una por otra-
darda un  producto positiva, ‘porgue, prodieiendd la accion” ne-
gativa: del "mulriplicador wn “efceto Javerso  en el multiplicando,’

"lotha de repetir “en:el ' produeto "bajo un-sentido conttario ali
“que: tenia 'como | faetor., ‘portanto «—a X hb:-hab*ab s
"'dnem, T e DI T , gty )
1o Bl resaltados ‘de todozes quc la multlp’zc'icmn de los mis="
mos signos da-un producto-positivo, 'y la-de ‘signos diferentés
d2 un producto négativo. Hs. conforme 4 /la nataraleza de Tas
ideas que fa influencia reciproca de dos cantidades de un Mistio’
 #eatidosproduzea un iresultado ‘positivo ,-yilade dés cantidades’
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da sentido opuesto produzea un-resultado negativo,

- 4t. Como comparamos siempre el cdleulo con el raciocinio
considerarémos que, -espresandose el signo positivo 4 por la
afirmacion s/, y el signo negativo — por la negacion no, se
balla que, segun reglas gramaticales, s/ sf quiere decir o, el
s no sigaifica 0, el mo si_espresa mo, y el no no es sf porque
dos- negaciones afirman.

42. Para maltiplicar entre si dos. cantidades, de las cuales
la. usa sea un- polindmie 6 cantidad complecsa, y la otra un
mondémio 6 cantidad incomplecsa, se hardn tantas maltiplica~
ciones de dos mondémios cuaatos términcs tenga el polinémio »

(a-b)e=aX e-bezaetrhe 3 (ded-3fh—ag!)2abe.
wi=aabe® d-+-6abefb—38abegl s “ﬂ??(%«ﬂ-m,——p):.— e
o= 20amp~4-10Mm’ pet-Zp5 fs & ;

.43+ - Ea la multipli¢cacion de ua polinémio por otre se/ muln~
plica todo el multiplicando por cada’ término del multiplicadory
¥ se reunen G reducen los productos parciales para tener el totals

(a-b)(ctd)=(aqb)c t+(atb)d==acqboseadtbd, y
ordenando, (arteb)(o-+d)=ac-+ad-4-hotcbds . (mpyrs <.
w2 ) (g4 1) =(mp=7rstt* )g=p(mpt7 it i mp g miptoi
wgt2t7rsq-gret41d

-44. Con la multiplicacion- de a—b por ¢—d confirmare+
mos la regla, que hemos dado de los signos f40), porque multi-
plicando @ por ¢ resalta un producto acy ak cual, por ser a
mayor que a—b en la cantidad b, se le debe disminuir ke, esto
es o (@—b)e—mac—bc; y por esceder ¢ al multiplicador e—d
en la cantidad d, se debe rebajar del producto hallado el
de (a—b)d, esto es, (a—b)(c—d)=ac—~be—(a—b)d. .
w—a¢—bec—ad—bx —d3 pero, como esta rebaja no ha de
ser de & multiplicado por &, sino de una cantidad menor
que ad. en la cantidad & maliiplicada por d, gs. pecesario dis=
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minuir esta rebaja aumentandole bd, con lo que se cbtiene
(a—b)(c—djz=ac—bc—ad<-bd producto - total.

Si damos d estos caractéres cualesquiera valores npu-
méricos 4 como o=8, b—2, c=7, d=4, setd a—b=04
¢~——d=34 y tendrémos 'por comprebacion 6X 3=(8~—2)...
wi(7—4)=56—14~=32+ 8=64—46=18, como corresponde.

45. Cuando las muliiplicaciones son largas conviene cos
locar el multiplicador debajo del multiplicando, y poner en
columna los productos semejantes para facilitar la reducion s

Multiplicando.5a*— 2a*b-+ 4a’b*
Multiplicador.. a®— 4a4%b—+ 2b°

1.% prod. parc. 5a7— 24°b~4 4a°bh*

2.0 prod. parés  —20a%b4 84556 —16ath*

3.5 prod. parc. “~1oa*b—4a3b4484%65
Producto total 307 —22a%b+1245b*— 6a*b3—ga’b*+8a2bhs

44— 3aby 7b*
24°— 6ab+ 3b*

8a*— 6a’b4-14a*b*
—24a b4 18a°b*—42ab%
+128°0"— gab4-21b*

334_-3oaab+44a=b’—5:ab3+z:b* prod. total.

No solo conviene ordenar las letras alfabéticamente ,
sino tambien por el grado de sus esponentes de mayor 4
menor; pero en las ecuaciones se hace la ordenacion por
las incégnitas 4 como verémos mas adelante.

46. Las cspresiones complecsas, en que todos los tér-
minos son de un mismo grado , esto es, tienen igual nd-
4
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mero dz letras 6 es igual la suma de los esponentes en
cada término, sa llaman esprésiones homogeneas,

47. Sacede frecuentemente dejar indicadas las multiplicacios
pes en vez de ejecutarlas, porque la estructura de las can-
tidades 6 la manifestacion de sus factores es coavenients
al cdlculo , donde: muchas veces las compe':cacmnes visibles
shorran operaciones penosas.

o484 Saquemos de varias maltiplicaciones algunas conse-
cubncias vtiles 2 .. :
12 (a-+h)* = a+b)(a+5)‘—'a A abyab+b"—=a* 3 2aby-b? e
el cuadrado de un bindmio censiste en el cuadrado de so
primera parte, el duplo pfoducto de la primera por la se-
guada y ¢l cuadrado de fa seguada, como sabiamos {11 1867,
2? (a-4-b)® =(a*4=24ad4-b" J(a-h)=ad 4~ 3a"beb-30b b,
«. ¢l cobo de ua bindmio consta del cubo de la primera par-
te o el triplo producto del cuadrade de la primera por la
segunda , el triplo producto de la primera por el cuadrado
de la sezunda y el cubo de. la segunda , como hemos vis-
to [I1 187]. ; S, 3
3% (a+b)(a—b)=a*4-ab—ab—b*=a®—<b%, ., la suma de
dos cantidades, maltiplicada por su diferencia , produce la
diferencia d= sus cuadrados.

el +zz)r:|c+o)( Ly +(a+b+c+t?)x3+(ab...
. 1) +ad +be ..iad-i-sd -i—(abc Kabd=racdsb0d ) st-2ked,,
o Si se muliiplican™ eatre “si varios bindmios, cuya pri—
sner parte sea  igoal en todos y la scpunda - diferente , el
primer témmino dsl prodacto “serd “la- primera parte elevada
4 una potencia igual al nimero de factorss bindmioss's des-
de el segundo téemino disminuirdn sucesivamente los ‘espo-
neates de la primera parte cn una unidad, hasta que ea
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el dltimo x"7=x9=—1: * los términos seran tantos como.fac~
tores bindmios haya y uno mas , contando por un solo tér-:
mino -todos aquallos en que ® esté elevado 4 una misma:
potencia : cada término contendrd tantos factores literales
como factores binémios haya en la indicacion de! producto s
el coeficiente del segundo término serd ignal 4 la suma de.
Jas s2gundas partes: de los bindmioss los: coeficicntes de los
demas términos 'seran las segundas partes tomadas de tan-
tis en tantas veces cuantos términos precedan 3 y el dlti-
mo término ha de ser el producto de las segundas partes.
QObservando las multiplicaciones 'sucesivas, se encuentra la
razon de estos resultados. T T )

~ . LECCION VL
De Ia Division de cantidades algebriicas.

49+ Las réglas , que hemos aprendido  para“ hacer la
multiplicacion, nos serviran, con un procedimiento inverso ,
para hallar las reglas de la division.
59+, Mediante .4 que el multiplicando y el multiplica-
‘d.u:.'-, cuando .tienen los mismos signos , dan un praducto
positivo , y temicndolos diferentes, dan un producto negati-
vo [40] ; resultard que, cuando el dividendo y el divisor lle-
Vea los mismos signos, daran ‘un ééciea;e positivo, y Ilevan-
dolos _diferentes 5 daran, ,u'n:.‘,co_ciem'e n'egativb. :

51. Como el cosficieate de un producto dimana de Ia
maltiplicacion numérica de muliiplicando y multiplicador ,
el coeficientz -:de un, cociente procederd de la division de
cocficiente del dividendo por coeficients. del divisor,

—_—

%

En ki Leccign siguiente [54] demostrarémos que cualguicra
cautidad -con-un cero por esponenie es-igual & la wnidad, por
lo que 4o=t. ‘
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~g2. Respecto 4-que -el-produéto de las letras 6 carac~
téres sz obtienc juntando las diferentes, y sumando los es=
ponentes de las que son: iguales en ambos factores; se ha«
lardn los caractéres de un cociente y sus grados omitiendo
las letras , que sean comunes en un misma grado d divie
dendo y divisor , restando de los esponentes de las letras
del dividendo los esponentes de las mismas letras del divi~
sor, y dejando con sus esponentes las letras, que se ha-
Jlén sclo en uno de los términos de la division.

53+ Aunque estas “reglas estan contraidas 4 la division
de los' mondémios, sirven tambien para la de los polindmiot'
con algunas mas circunstancias.
Ejemplos de cantidades mondmias :

gaasbictd 1 ga’be =12 aS—3 b3 T 4= 1d=8a%b%c* dy
18ab3 e® f4 : 3b’e"f3:-‘:'-ab-"—‘f4—3:6abﬁ

0 - Me—m m
54. Observemos que a=a  =_z=1,de que resulta que

cualquiera cantidad con un esponente igual 4 cero equivale §
la unidad. Por esta razon tambien se demuestra que los fac-
tores literales, cuando son iguales en dividendo y divisor,
dan al cociente la unidad y deben desaparecer , como en
el segundo ejemplo -anterior , donde 18ab®e’f4 : 3b*e*f3...
oo =ab3 =" e?=*f+=3=6abe °f=6ab - 1 - f=6abf.

53. Cuando la division no se puede hacer ecsactamente
se simplifica en’ forma de 'quebradn, soprimiendo los fac-
tores iguales de dividendo y divisor 6 de numerador y dee
nominador , como en estos ejemplos :

48a%hsc*d  16%3a°b%b*c*d  gb*
16a°bictd — M6abicictd T ¢t b
3‘60?b?cd= e 4 oaa*b*b4ed? i ga’b+d2
64ab®ce 4X16ab*ce — 16
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56. Para la division de una cantidad complecsa por una incomplecsq se hacen 6 se indican lanm divisiones de monémios como términos tiene el

dividendo :

(849 0¥ s g0 gudo—Bbd) 1 90° e=2DatE? g0 qa’e SELee 30, 4hd
( ¢3—3 fate ) 2 267 e= Yoo 2“JG«I--M,C 2as‘=,_-9 ety <Ll = 5

57. Ea la division de un polingmio por otro se ordenan entrambos por una misma [etra: dividese el primer término del dividendo
por el primero del divisor : escribese el resaltado en el cocients con el correspondiente signo : se muitiplica el divisor por la parte ,
que se acaba de hallar del cociente : este producto parcial se resta del dividendo ; y copsiderando el residuo como un nuevo dividendo,
se coitinua del mismo modo la operacion hasta que mo haya residuo , 6 que el esponepe de ia letra de ordenacion sea menor en el
dividendo parcial que en el divisor, en cuyo caso la division no es ecsacta.

Divideado. « v 4. 5:17—-zza by12a5b2—6a*h®—4a>b*+8a2%s ,58"—'2“31’ ~+44*b? Divisor,

Suprimo a? por factor comun .., 5a5—233b 1233356 —G64*h?—4ab* 48 bs |53 ‘—2ab 44 b* Divisor. : -

Prim. prod. parc. .. .. .—5a° 4 204 b— 453 b2 ad—4a’b 42463 Cociente.
Residuos « v v as —208* b Budb3— Ga’bd—4ab*+0 bs
Seg. prod. parc.....s +20a% b—833p -1 642b3
Residuoe e v e s 1062 b3 —4ab%3-9 ps
Terc. prod. parc.. ... —104%b% +4ab*—8 bs
' o

53. A veces la multiplicacion del divisor complecso por un término del cociente da yn producto parcial con términos, quz no son
semzjaates & ningano del dividendo. Entonces estos nusvos términos entran en el xesidup pasa partirlos o como los demas, por el divisor,
en esta forma:

Dividendo.’s ... 4a°—25a%b% J20abs—4b°® | 20> —sgap2 4253 Divisor.

" e .
—43°4-108%b% —4a°b® 2“3'{’505"-—2“ Cociente.

10a%h ‘—4a’b3—253154+2°ﬂb’;—4b‘

—10a%h? +236*b*—10abs
—ga%h? -+ 10ub 5..;.456
- fe4a3b® -—lOﬂbs_F.i,bb
e

Q
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Dividendo..vs. a®— B3 ,j-—b Divisor.

: —aﬂ’-i:a’b a* 4-ab+4-b* Cocignte.
a*b— b3
—a*lb+ab*
ab*—b?
—ah? b3

7 @ ¢ & , if
s9. Cuando la letra, por la cual se hace la ordenacion , se halla eclevada 4 la misma potencia en varios términos del dividendo 6
. . . a mism E : %
del divisor 4 se P‘?ﬂf"’ ef“” términos eu.un 1 a columna 6 se enc:errax? dentro de un pa’rémes.s dejando‘ fuera aquella letra 3 pero puede
ser mas claro escribif los unos en seguida de 1os otros, ordenandolos tambien con respecto 4 otra letra ;. bien que, siguiendo la ordenacicn
general [45), que el espiritu de método lleva consigo , no ocurrird dificultad en la prdctica.

{ —a%— g4b® -~g* h+4 B¢

Ejemplo. '.”' --2g% cl =—a c4 +254c: : (ﬂ’——b’-——c’),
: 4+ b*et
Operacion —a®— a*h* f-2a%c” 4. a'b*—0%c4 46 ppacay paos | g2 —pt —c2
+a°__ ath*— g4p? ;a._zazbz_l,_“acz__54__5:‘.::_“..__(2[’,_c,)at_(bﬂ+c:)&a‘
1.°T residuo —2a4h% = gt A= a*ht 8 et HhO apesr+prge
244" —nalh* ; S TN
A
2% residuoe e .. sp gt bt —a’ce AbS Lohtotd-bict —aa’bic?
M A5 A
Ordenando este residuo,... g* o= a‘b*"'ﬁﬂ’b‘c‘_—-a‘w A-b¢ A-abhtot b2t
— g8 o a*b*epatct
—.__,,.___——-—'-—'\-"—--‘_ o
Sner residUOOllno-.-.... —_— a’b"—.a“b-"c‘ +66+‘B4_c‘!+5’c4
+ aﬂb;’ n--bs._ b‘c’
—— e
4? reSidUO--onnt-nu-'nocnoou. '—""ﬂ‘blcl +b4_c1+5904
ol g — hter—bct
. E
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Otro ¢jemipla 4 en quey dejando dentro.del pnr‘utes:s Ias cantidades , que multiplican la Jetra de ordenacion en sus diferentes potencias,

s¢ saca bajo la misma forma el cociente :
(46 —glcd-c?)at—( btg2b3c4Dbe ’)2’ +(zb5+254c)a—bﬁ I (2b—c)a ----—(b’—}-bc):;--l—b3
-—(46’—45 >t=c ‘a“—-—(zb“— B3 )a2 J +(265+5’c~5c3ja3 .(Gﬁ—c)ﬁzfi'{b’—!—be)a-—-b"‘.
_ — (354 - B3 o4-b2c?)a’ = (2B 4-2b*c)a—b® 4(2b® 4-b* c—beiyg Ya?
Ordenando..... (m“»a—-b o—bet)ai—(30" + Blca-be’)at A(2b5S 42k c)a—}p
-—(2534-5 YeibeP)ai~t=(, B 2B et b2 c)at—( b5+ bie)a

—(2b*— B3¢ Yala-( b4 bic)a—p®
(354 — Bic Yo' —( b5 b?c)aqe} x
e ——
: - Q
6o. Si se nos ofreciese partir @ por f--gz ‘tendriamos :
Divideﬂdf.}-.-.. a lf+gz DlVISOf.
agz & agz  eg'z agi‘zs Coci
—(——b + = &c. Cociente.
j f J—& fs j‘ 'l-
R T
O T4 ==
J
ag®z® - agte®
i e 72 m— f3
aglzs ag‘z*
Q g T T f; o el e f4
o

: rid 8" 'opzx . -ag*z® . gg3yd h Joid
esto es a: (f+gz)=— -l-&\.. Estas espresiones, que se pueden progeguir hasta donde se quiera , se llaman séries

| Fo g np e
“indefinidas.

61. Saguemos de'la division algunas consecuencias uriless

1t (5™ —a") : (x—a)=x WA R g A g g3 g 30— =3 siendo el dltimo término a"—*, porque disminuyendo el esponente
de %, en cada término, de unidad en unidad, y aumentando del mismo modo el de @, tendrémos 4" cuando , por ser x°=r, desapa-
rezea x del cociente, mediante: 4 que el polindmio resultinte es homogeneo [46]- Vemos, pues, que la diferencia de dos porencias de un

2 M — nz-—x
mismo grado, dividida por la diferencia de 'sus raices, da un cociente ecsacto en la série ¥ ~spax”T P Ha%HTT 343" 000 4
2




°4 ' R e
2% Si sustitnimos eo la férmula anterior =1, serd

%" —1

—_ e 170
=" aT T t e xS, o Iyes. cuando @A po-
x Ll |

tencia , disminuida en una unidad, se divide por su raiz
disminuida tambien en una unidad , el cociente es ecsacto
¢ igual 4 la unidad sumada con las potencias sucesivas de
la misma raiz , desde la primera hasta la que es inferior
en una unidad 4 la potencia, que la tal raiz tiene en el
dividendo. Asi se comprueba con la aplicacion numérica, su-
poniendo , POT ejemplo 4 =33

22 B T by tgt g,

2 i s

LECCION VIL
Del Mayor Divisor comun.

62. Como no se puede asignar el grandor relativo de
las espresiones literales [24], micntras no se dan valores
noméricos d los caractéres que comprenden ; la denomi-
nacion de mayor divisor comun , aplicada d una cantidad
algebrdica , no debe tomarse enteramente en el mismo sen-
tido que en la aritmdrica. Debe entenderse en ﬁlgebra pot
mayor divisor comun de dos espresiones aquel que entre
los divisores comunés conticne mas factores en todos sus
térmings ¢ es del grado mas elevado. Sin embargo su de-
termingeion se funda , como en aritmérica, schre el prin-
‘cipio de gque todo divisor comun & dos cantidades debe
dividir el residao de su division.
~ 63. Para dar una demostracion mas general que la con-
traida solo 4 los nimeros [II 123], llsmarémos :

D ¢! mayor divisor comun ,
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P el factor, que multiplicado por el comun
divisor , produce la primera cantidad,
S el factor, que multiplicado por el divisor
comun , produce la segunda cantidad ,
C el entero del cociente , que da la division
de la primera cantidad por la segunda,
R el residuo de esta division ,
serd PD la primera cantidad ,
SD la segunda j
PD R
y tendremos E)-_C—l—-s,ﬁ--a

PD=SDxC+R,
P:SC—|——§-; pero , siendo entero el primer
miembro P de esta ecuacion, y siendolo el primer término

SC del segundo miembro, lo serd tambien-% s €St0 es,

el residuo R serd ecsactamente divisible por el divisor co-
mun D.

64. Antes de proceder 4 las operaciones advertiremos :

1° Que no se debe buscar el divisor comun de dos es-
presiones algebrdicas sino en el caso de tener caractéres co-
munes , y entonces se hace la ordenacion con respecto 4 la
letra que parece mas conveniente , tomando. por dividendo
la espresion en que esta letra tiene mas alto el esponente :

29 Que no puede continuarse la division de enteros cuan-
do se llega a un residuo, cuyo primer término no contie-
ne la letra de ordepacion sino en una potencia inferior d
la que tiene la - misma letra en el primer término del di-
visor , como se vé en este ejemplo:

5
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a34-a'b42b3 a'4+b*
—nq?l —cb? 4 A4b
a*b—ab®*+2b3
S b . 3

—ab* -+ b, couyo residuo ya no puede
T
dar enteros, pues el siguiente término del cociente seria — — .
a

65. En este concepto ecsaminarémos si las dos canrida-
des complecsas , que se propongan, son ecsactamente di-
visibles una por otra,y si no lo fuesen, dividiremos con-
secutivamente, como en la Arrrmirtica [II 123], el dltimo
divisor por el ultimo residuo hasta llegar 4 una division
ecsacta si es posible, en cuyo caso el dltimo divisor serd
el mayor comun,

Siempre que en todos los términos de una de las dos
cantidades haya factores que no esten en todos los térmi-
nos de la otra, 6 si sucede esto mismo entre los divis
dendos y divisores parciales ; entonces se deben suprimir
tales fictores o porque, no siendo comunes 4 entrambos poli-
némios , no pueden hacer parte de la mayor medida comun.

Ejer;lplo : a*—j3ab+4-2b" 1 Cociente,

—at4 ab+gb= 4% — ab—ah?|—a—1 Cociente.
Residuo. oo o —2ab-4-4b* —a*42ab —a4-2b may.div. cof
Suprimiendo 2b es — a 4-2b ab—2b* en que suprimiré b
a —2b
—a +2b

(o]



or

Sicndo la m.uda qus sz busca --fz+ b 4 6 mudando Tes "signos , a—2b, tendremos
(a7 —a0b4-2b7) : (a-.nb)

=1 U-i-zb’ 3% e gh =252 )= —_— T
? (8, t & )= (a*— ab—20%) 1 (a~gb)
66. Asi como suprimimos los factores , que no son comunss 4 entrambas cantidades, debemos multiplicar una de_ellas- por « factores

no tenga la otra , cuando es necesario para hacer la division 3 lo que no altera la ma yor medida cojan pot N0 recaer sobre ambas cantidades.

a +b
que

36— ga’b4 ab®~~ p3

Ejemplo ¢
Multiplico por 4 y es 12a%—r12ab+~ 4ab* — 4b3 l 30 3 COC:"‘!tg‘
—raad4-150*h— 3ab* I 44 b._.‘,‘;b -l—bi Divisor en que suprimiré b,
1384 ab® — 4b% 4;; = 5ab +5;Lf—-1 Cociente.
a—Db Mayor divisor comun.

Suprimo b y multiplico por 4...124* -+ 44b —165* —48% + 4ab
=l 83% et Sah e 36 — ab-+b*gy que suprimiré b.‘
19ab —1gb* — a-b '
La - — b +,a--_b)£

Suprimo 19 b y €8s vaiea
o ;
(303 —3a%b4 gi*= =b) t (a—b) 3a*+b*

A ZRHB %, e
Resulta que (3a% —3a*b4ab®—b3) ¢ (40 b—gab*+-5%)=> (44*b—3ab4h?) & (4—b) qub—b=~"

" Otro: 6a%513a%b—qa3c* —10a*he .
Suprimo 4%..... 6234 15a*b—4qac* —1obc? - l a Cociente.
—YE +g4act F-186%c—1 zc‘,f" - 9635—2?a’bc-&a§¢'+' 86c3 en que supnmzre’ 3&; .
150%h LBl ) dnrhhor ) s 3a% — ga*c — —~ ¢* 4~ 6c% '| @ — 1 Cociente.
(5b 4+ 6¢)3a% —(5b ~+ 6¢)2c? —3a’ -l-nﬂ e? 3a*—a2¢* Mayor divisor comun.
Suprimiendo (58-40¢) €s..vis gat—zc — ga%c 4 6 c® en que suprimiré 3c.
| ‘ GRSy (TP
+ 30° -t g
By AR

o
(645 Ay zq¢h —4a'e *—1o0a*be?): (34 —20?) ga L33 6

L
(9a3u—374’ba-—6abc2+1Bbc‘) 1(30%—2c") 31b —gbe

De consiguicate (6a° -{-rgafb—‘;a’c’—xoa’éc’)- t (903b—27a2bc—6abe +18bc3)=
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67. Cuando haya algun factor comun £ lo dos po!iuémios, bien ssa numérico 4 algebrdizo , sin. taner depandencia de la lstra que

ordena , partirémos por ¢l ambos polindmiosy ¥ lo reservarémos como factor del divisor comun 4 pues quz estd en ambas cantidades.
Ejemplo : sean las cantidades 4563b43028°—gab3 +6b* y 548°b—2453, en que el comun factor 3b es inlepeadienie de la lstra de
ordznacion , y por lo mismo suprimicndolo en ‘ambos polinémics 4 lo reservo para factor del mayor divisor comun 3
156% 4= 51_5_: qab*4m2h®

l\iu!zip!Ecan-lo PCT 3 CS8evcsce 45(;-’ ..{..3(;’5-._ 9(552 ,+.6,b3 5641 Cociente.
—4543 +20ab? 18a°—8b% en que partiré por 2.
302041 s zp2 4 6b3 ga’—4b* l 3a—1 Caciente.
Maultiplicando por -33- e8vas .'mggab 41062 —ga® —6ab 33428540 (384-28) 35 Mayor divisor comun.
g - T - 4B —6ab-—4b* en qus partiré por 2h.
m —38 —2b
Partiendo por 15b es ¢*ves 33 4 ab 3@ 4-2b
o) : .

(45635430 5% —qgab® +-6b4)¢ (3a-42b)ah apytE . _
(542 b—24b?) : (3aA20)30 R Re s (gl

Tendremos (45a%5-+36°b%—gab’ 4 654): (54,0’:_5 ;—2453)—

68. Si no se conoce 4 primera vista el factor independicnte se buscan los divisores comunes de los dltimos términes , en qua results no tener ambas
cantidades Iz letra de. erdenac;ou .G [eaeg]a en ia ufeno: patencxa, ¥ se eh;e eatre aquellos divisores el mayor que divida todos los términos de los dos
polindémios.

Ejemplo: dadas las cantidadas a2 (b® 4= 2be ¢ }—-3'b(zbz+3bc+c )4-ab*(b4=c) y o (b®—c*)—ab(2b®4be—c") 4-b3 (b4-¢) 5 serd su factor
independicnte b 4-¢ , que maltiplica los ticimos téfMinos : :
Gl as (b +c)-—-a 2p(2b4-c) 4-ab 3
Suprimo 4 y mulupirco por b=c. . 2 (b — )_..a’B(ab —he—t? )b (b—0). | (b4-2)Cociente.
—a'(b*— z)-\'“b(zbz-i-bc =2y =b3 (hgc) a'*(b—-c)-ab(zb-—c)+b3 {a(b==c)—1 Cociente,

S0b%_—5h 3¢ g (h—c)¥ab( b—c) @—byee. (=5 )(b-c) Wayer divisor comun.
Suprimiendo 2b%c €., i) —ab?* 3= - b3en que suprimiré b7
' : . —a + b
' ' -0 o= B
o

Ysau.are’mos{a3(b=+zbc+c’)——n’,r,rzbz+3Jc+~_)+abg( o)} {ar(b? _,z)_nd(252+6c~c1)+u \0—3-*“
{as(b .{.zb‘,‘}-cz) a*b(z bz+3gn+c Y+ gb3 (5+c}j (g_b\(b-I—{') a (hd-g)— ‘
T PO ) b ) F O T o) =D+ e ==t
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69. Respecto 4 las cantidades , como a*(b?—c’)...
oo 4 a3(B3 —be?) bt —bret y a’(b—c)ga(b®—be) ...
« o 453 <b?:, debemos, segun la regla, buscar los divisores
comunes de h*c?—b’ct y b3 —b%*c, que son b, b* y b—o,
de los cuales este idltimo divide en ambos polinémios todas
las cantidades comprendidas dentro de un paréatesis , y es,
por tanto , el factor independiente 5 pero desde luego se
advierte que 4 si lo bhay, es b—c, porque nuliiplica las
potencias de la letra de ordenacion en el primer término de
los dos polinémios propuestos, Estos se reducen por la di-
vision de’aquel factor 4 a*(b4-c) +a°(b* 4-be)4-b3c2 -+ b3
y a*-ab+4-b*, y quitando 4 la primera cantidad su factor
bi-c, que no es comun 4 la otra, quada en at+a3bybic?
la cual no tiene divisor que lo sea tambien de a® 4 ab-+ 023 de
pois e S ALEEE BT} 6|
{44(6 —¢*) 4-a’ (b3 —be*)tbic’—b*c*} i (b—¢)
o’ “-ab—-b*
(b4 c)4a3b(b+ e)4-b2c? (b4 ¢)

LECCION { VIIIL.
D: los Quebrados literales.

7o. Como un quebrado es una division indicada [II 1077,
y esta se practica en los mondmios restando de los espo-
nentes del dividendo los esponzates de iguales caractéres
del divisor; podremos trasladar en un quebrado incomplecso
las letras de un término al otro , mudando los signos 4

sus esponentes. Con efecto, si consideramos el quebrado
cﬂl

Pl siendo n=mi4-u , tendremos
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g gt o #hp

— e o <

cﬂ cm-l—u cmcu cu i ¢ I

X A= L e G
m —u 3

c m—n__ m—(m+u)__ —u_C g i

e R i —_—C —

% 1

el denominador se puede pasar al numerador , y este al
denominador con signo contrario en el esponente. Tambien
se descubre esto mismo por el raciocinio 5 pues, si ¢ in-
dica que ¢ es u veces factor, indicard ¢—" que ¢ es —u
veces factor 6 bien u veces lo contrario de factor , que

u I

es divisor, y por tanto ¢ oot

7t. Ea la leccion antecedente hemos aprendido el método
de hallar entre dos cantidades su mayor divisor comun, el
cual sirve para reducir un quebrado 4 su mas sencilla es-
presion , como se deduce de los ejemplos :
4% — ab—ab* _(a®— ab—2b"): (a—2b)__ a..}-b ; [6
a%—3ab+ 2b* " (a%—3ab+-2b%): (a—2b) sk
qatb—3zab b3 (4a’b—5ab’+b3) (a——b)
3a° —3a*baab*—b* (3a°—3a‘b-+ab*—b?):(a—b)
__4ab—b* _ (4a—b)b
s 3u‘+b"—3a +b“’[66]'
9a3b—27a%bc—06abc* A 18bc?
6a° 4 15a%b —4a3c*—10a%be?
_(9a3b—~2pa*bc—6abs*+18be3) (34 —2c?)
—(éas—Hsa*b—-zp’ﬂcz-—-loa"bc’) i (gat—ac?)
3ab—9bc 3b
=243 g 5a7bar < 2at 55’[66]
5402b—124b3
458 h0A-a38 0" —ogabd 4-6p4 * "
(5407b—24b%) ___:(3a-+sb)3h
o (45;;3b+3u’b3—gab31—6b4) (3a+ ab)3b """
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6a—4b a—1b
e e )
a*(b?—c’)—ab(2b®4-be—c?) + b3 (b4¢)
a3 sbecko )= b(Eb gbo+ o) tab! (3)
{a?(b*—c*)—ab(2h* 4 be—c®)x b3 (B4-c)}  (a—b)(ba-c)
"b.,+cz)—-*u u(zb’+3bc+c’)+-ub3(u+c)} (a—b)(b—+c)""
a(b—c)—b"*
=20 ((b T..;——-abz ; [68]
a?(b—cY+a(b?— be)+Db3 —b2¢c
a*(B—c?)Fa’(b* —bo*)+bhscr D¢t """
{,,; (b—c)+4a(b?—be Y- b3 —b? c} : (b—¢)
.{a‘*(b‘ ¢*)Fad(bd—be* )bt —bici}: (=
a*4-aby-b? a*A-ab-b*
a‘(b+~)+a3b(b+) Fb7c? (h4wc) —(a*+a b+bc?)(b4c) [69}

72. El cdlculo de Jos quebrades literales 6 algebrdicos
se hace como el de los numéricos , aplicandoles 'las re-
glas convenientes de los ‘enteros. En general la doctrini s
espﬁesn en las Leccronss VIII, IX y X de la Arit-
METICA y €s contraible & los quebrados literales, Repetirg-
‘mos, no ostante , las reglas de las operaciones fundamen-
tales con sus ejemplos para mayor claridad. ‘

73. Aunque hemos esplicado ya [II 125y 126] el modo
de reducir los ‘quebrados 4 un comun demominador y  de
"Slmphﬁcar esta operacion , lo coatraeremos 4 los caracté-
res algebrdicos, ‘que faciliran mucho esta simplificacion. Can-
siste en formar el denominador comun, reuniendo en un so-
lo producto todos los factores difersntes, que contengan los
denominadores de los quebrados propuestos , y multiplicar

de cada quebrado por los fagtpres de

no se hallen en’ el denominador del
wismo quebrado 5 como en estos ejemplos

6

despues el numerador
aquel producto , que



d: d.b.c.g  bedg
Bf ~bfb.c.g biefg |
e __ e eli® .f - Al ef
cg eg.b’.f T bi:fg
w4, En la adicion se suman los numeradores cvando tie-

nen un mismo denominador, y en caso contrario se redu-
cen antes los quebrados & una denominacion comun.
Ejemplos :

gitdlin & piounip divtie:;

d - Oned d
20 a.{--l—’-—:—a—'f—ki: ac+5.
c [+ c i
cd—ab _ a(b—d)+-cd-—ab _ ab—ad~cd—ab
N s b—ad R, oonaleesl
_cd——rad
e T
2 a 'i-i a.d f_*_c..'&.fl e-b.d _adf xbcfA-bde
Sk Fribedofinsdab i ifabad g7 baf ¥
o bAe a—12c_ (b+c)(a—Db)4-(a—zc)(a+b)
3 =Bl s el o5 (a4-b)(a—b) gl
ab—!- ac—b?*—be+a® —nact-ab—zobe
- e ,.,_,_..b’ Ll FE

a +2ab—ac—b* —3bc

a*—b*
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75. Ea la sustraccion se mudan los signos al sustrazn-
do, y se hace su suma ¢ reducion con el minuendo.

Ejemplos :

o a ms i__b___a—b
1z Le drestard-.- 3 g
b
¢

2? De g restar i, PRt « o L
¢ c ¢ ¢
ed—ab ed—ab _ . ab—cd
T G e e
__a(b—d)+ab—ecd _ ab—ad +-ab—cd
A b—d 4 b—d
_ 2ab—ad—cd

b—d

3% D: a restar

LI J

° De? .8 o _axd cXb ad—be,
L L e i e

bt-c a—ac b+c g—20
5 i e N )
57 De s restar o ﬂ+b e
__(b+4-2)(a—b)—(a—2c)(a+tD)
0 P (a+b)(a—b)
__ aby-ae—b*—be—a’42ac—aby-2be
- at—b? 3
_ —a +3ac—b"+bc ;
s a? Zp? _
6? i far - —e-— ae e —a—'— - == ?,— '—e—.:ig e
pe T g ' lhbe g bc+ g beg
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76. En la multiplicacion se multiplican los numeradorss
entre si , y lo mismo los denominadorss, para obtener respectl-
vamente el numerador y denominador del producto, suprimiendo
los factores comunes 4 los dos términos del quebrado.
Ejemplos :

A St
2? -%)(c:—‘;c—.
3? 5c><-—z—:_‘igi.
e
5 a+b se ST —b . ’+ab-——-ab-—-b‘___ a%—}h?

c+d c+d c¥tedded-d* T ctpsed4-d°

pero » cuando el cdlcolo no requiere la espresion circuns=
tanciada del producto , vale mas preseatar la multiplicacion
a4+b a—b _ (a4b)(a—b)

c+d Teypd T (c4d)*

. 77. Ea la division se maltiplica en cruz, 6 se tras-
torna el quebrado divisor para hacer la’ maultiplicacion. *
Ejemplos :

Lo S

b s e b

indicada [47], como

Lt iy o
- b . s ¢. be
i s e il
3 e R el
o ab b __abXd _a "
4“ ol d Cd)(b ¢
- ‘_b LY
o B e —(a+b) (a_b)m——-
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78.  Caando los esponentss son negativos se hace Ia multi-

plicacion y la division lo mismo que s. fueran positivos tze]
Ejemplos :

19 g—mXgM—g—m—n—_T

3
a?ﬁ'i-?l
0 — . —m__ 4
o Xa"=a"""=—.
a.
e 17 nr
0 =1, —pr_ e
2% @ T s
G @
9 ﬂ--—?'.' " am___a—ﬂ-—-m e _.l’
4. =T

79. En la reducion de un entero 4. la especie de un
quebrado que le acompafie, la operacion es la de sumar en-
teros y quebrados, como. en los ejamplos 2%y 3?2 [74] de
la adicion y en los siguientes:

bd _ axe Bd  acybd
a,.i.._.i_—' X¢ ‘i'—"":—_‘:“'_;

SRy i
¥ en la operacion inversa de sacar los enteros 4 un que-
brado se divids , cuanto es posible , el numerador por el
denominadur, ¥ el residuo se agrega 4 los eateros con el
mismo denominador , en esta forma &

¢ a
g{fb_ﬂL:_*_-_ifi_nHH,f__,

80. Aunque las reduciones: de enteros 4 quebrados no se

(30b +actcd) 1 a =

3 IS 4 i m
Becesitan para la maltiplicacion, pues que (a-}- H—))\ (b { —-;—)...
n...ab.k.%f- +~£§- 1—-%—; son. muy ttiles para la division ,
en que conviene practicarlas,. porque
30 A ﬁ)_ ad~-c bn-l-m-___(adJrc-)nv ..

(“ 3 ) O""“.n = d T ma

e z




: &* b* \ _ala—bB)—a® b(a4-b)~—b?
e, o [ Goaee - . e
o (“ a--b)'( a—+b )_' a—b : a+b

__-—ab  ab a-}+b

T gish R S hege

LECCION IX.

De la Resolucion de Ecuaciones del primer grado.

8(. Vamos 4 hacer y deshacer frases, pues que, en la re-
solucion de ecvaciones , hemos de compener y descomponer sus
miembros. El fin es despejar la incégnita [26 7%], 6 bien de-
_jdrla sola y sin coeficiente visible en un miembro , teniendo en
el otro nmicamente cantidades conocidasy en el concepto de que
entendemos aqui por coeficientes no solo los numéricos sino tam-
bien los literales , que espresan cantidades conocidas, con que
gstén multiplicadas las incégniras.

82. Kl grado de las ecnaciones se cifra en el mayor espo-_
nente de sus incdgonitas. Empezarémos por las de primer grado.
con solo una incdgnita , repasando antes la Leccrox I, y po-
niendo co prdctica las reglas, que hemos aprendido, de las ope-
raciones fundamentales de enteros y quebradoes. En adelante usa-
rémos el signo disyuntivo //, que se lee ¢ bien, para denotar la
igualdad de dos ecuaciones una con otra,.d dos ecuaciones sing-
nimas 4 las cvales , teniendo el mismo valor, solo se diferencian
€n su espresions

Ejempos :
129 rox A 7x—2xza5t7// 175—2%=32,
Reduciendos s s e vvemesiunvnasennnsaisanns s 1555328
Dividiendo por el coefi-

Cientedelaincdgnita....-.-.............,........26213——-
15
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287 sesenns -------n--...............-.........ax:ﬁc,

: be
Dividiendo por el coeficiente de la.ic8gnita. oo 'sa s o v uv csorabsases ¥= ook

3? T I T T T e S S T T S T T S S 'Y ax-—cx-l—bx_m,-—-bc//(“““b‘—(?)x"'(a—b)c’
(G——b)o
at-b—c
&0 Uy 0o s S SGERRES FEL VUL G0N Vi eabs —gbed Siabdu A= TR0k,
Dividiendo por el factor comun 3b 4. . ceveiniiiininenanss 2ax—3cd=4dx% -t 5ac,

Dividiendo por el coefiziente de la inc6gnita. cvvvse tovsvacsssreest= ™

Reuno las cantidades, afectas de la incdgaita, en-el primer
miembro, y las conocidas en el segundos v v v vvssnesese, 20x—ydu=34c +3cd=(50-4+3d)c,

A . : . a+-3d)e
Partiendo por el cosficiznte de la incognita. o v sverebesenvronvens _x___(_S_,_ﬁ_ﬂ)_.
20—4ad
5? icnu--..-.......-;-..,.........-0.2+4._ +[2—i{c,

Multiplico toda la ecuac. porel prod. . 3.5.7 de los denom. 2. 5. 754430 5.7 = §e30 7% 4= 12,3.5:7 —5:5s 5 /f70% 4-420=84xF-1260—755=9x 1 260,
7ox— gx=1260—420//61x= 840,

TrasladaﬂflO..-..-.--..........-..-...-..--.........--.-......----..-...--o---.--"

¥ .
Dlﬂdleudo pf)l' elCOEﬁCiﬂ]l’e d\} 12 iﬂcdgﬂita--t-c---.----ot-l.--u.-o---too.-—-snsllno-..l""'""..'""""""".'x—"' 6 . 3 6;
6? ---.--.l.a..........--cnl--cnacno--loi:f-—-{: —_+f£,’,
‘ s h
Multiplico por los denominadores. « v s vsvvsssvssessss aehs—beeh =bdhsx3-befg ,
Tr.’lslado.-.... D T R T M T VN R PO G T Y S S S T S TS aahx——bdhx:bceh +b3fg// (ae—bd)hx:be(cb+fg)‘,.

e ) : . be . ch-+
Bividotpor el ddetinionte W I Tnclgmpi Y S LS U UL TR VRN """"*x:f—'sf_%

- (a+b)(x—c) ac
?- oo.-.lo.u--tr----‘-cOn-‘o----o--—:]——-_—b———fw— b:zx—3a+b9

Tndico la mult. por los denomin. . (@ +b)(x—c)(30+b) 4-4b(a —b)(3a-+-b)=25(a—b)(3a+b)—ac(a—b)
Ejecuto las 1

multipl. 3a*x+4abs-+bh*x—3a% c—gabe—b*c+12a%b—8ab? —4h 3 =6a*5s—4abx—2b* x—g*c ¥ abcy,
Traslado al primer miembro los

términos afectos de % , y los

demds al segundos s o o o v 0 s 3a~2x—6a % 4o 43b% - 4abs b5 4 2b w=—1202h—a2c+ ja’ct-Bab® +abet-gqabetb e+ 45,
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RCdUCiEﬂdO Y R R R T e ("‘332—*-8-154-'362)&:—12925‘“zazc 4—306!4-50534-13!3"}‘453,
—12a’h 424’ +8ab* 4 sabc+b’cA-4b°

Dividieodo por el coeficiente de Ja incognita, o« v steenaveraeseas %= : B -
—3 +8ab—-r3

2 2 P 2 P
’ . - ; t1202h—sa’c—8ab*—szabc—b%c—4bh%
Mudando en el segundo miembro los signos 4 numeradoty denominador. . . x= ) 4

3a°—Bab—3b* . Aqui mudamos los signos d

todos los términos del nmumerador y denominador para que empiezen por una cantidad positiva; pero esta variacion no altera el wvalor ni el

sentido del quebrado , pues viene d ser Jo mismo que si se multiplicdra por

— 1

83. Representemos una ecuacion de primer grido, ya despejada de quebrados, por la espresion formular ax4-b=cx+d,y demos suce-
sivamente 4 la incégnita los valores m, n, cof lo que tendrémos am+-b=cm—+d , ant-b=en-+d, y vestando estas ecuaciones entré si,
$erd v o v 4 a(m—n)=c(m~—n) , _
a(m—n)—c(m—n)=o [/ (a—c)(m—n)=o, de cofSiguiente a—c 6 bien m—n ha de ser igual 4 cero; pero a—c no puede serlo, porque en-
tonces #=c, y la ecuacion propuesta se convertitia en ax-+b—ax+d//b=d, de modo ques go habria inc6gnita 5 laego m—n—o y m=n.
Este resultado demuestra que co una ecuacion d¢ primer grado la iacégnita no puede temer mas que ua valor.

84. El valor, que snstituido 4 unna incognitd, satisface 4 la ecuacion, se llama sa raiz, y en las de primer grado la raiz se puede

reducir al cociente de dos diferencias 3 porque o Skndo la férmula general de tales ecuaciones, despsjadas de quebrados , ax+b—cx—+d, re-
d—bh -

sulta F=—— sobre que harémos 4 su tiempo algunas observaciones.

85. Cuando en la traducion de un problema M0s hallamos con tantas ecuaciones como incdgnitas, el problema es determinado: si resultan
menos ecuaciones que incdgnitas es indeterminad® iy si presenta mas ecnaciones que incognitas es mas que determinado, bien que en este caso
la cusstion es absurda 6 es indtil alguna de sU8 condiciones,

86. Ahora iavestigarémos en las ecuaciones dftermipadas de primer grado el valor de varias incdgnitas, sirviendonos de diferentes métodos,
El primero serd sacar de la ecuacion mas sencilla €l valor de una incégnita en las cantidades copocidas y en las demds incGgaitas: sustituir este
valor en las otras ecuacionzs, con lo qus tendréM0s una ecuacion menos y una iacégnita megos en las ecuacionss resultantes: determinar en
una de estas otra incOgaita, y sustituir su valof en las demds ecuaciones; y continuar asi hasta que solo haya una ecuacion con una incég-

nita, que se despejurd, y se sustituird sy valor €0 los de Jas anteriores, Cuando una inc6gaita desaparece se dice que se ha eliminado. Este
método se llama de sustitucion,
Ejemplos: ,
o a0 2 7
37 Sean 1as; @cueciones. v, v o0 S0l Ss g s oe s s e VNI SRR L SR 1

Presento una de las €cOaCIONES PrOPUESLAs. 4 o v o s 2 * oo s s ois v v o vesrcnonnss % 42=a,

TIHS].JLID una de las lnCOgll]tas al otro mieﬂ]bro, y Concluyo [30] el primer periudg. o ra e BTH— 5



Presento la otra ecuacion pro=

PUSSIA: s s s oo s aaas sonsnntass ar Bemz=h,
Traslado la otra incégaita al

B BRIIREN0: < 4 o v v g sd & a Ve &0 a-vn REDDo-By
Ponge en otra columna sobre

la izquierda [29] el valor de

la segunda incégaita, y lo

llevo d la sustitucion, « « « « « 2TA=—%ye0e ¥=b4-0—x,
Traslado la incdgnita del se-

gondo miembro al primero ..« « o440, . 3x=a-+b,
Despejo la incdgn., y concluyo

a+b,

el segundo periodos «e v v necase s K= H

Presento la ecuacion del valor

de la otra incégnita hallado

en ¢l primer periodo. 4 4 s's ves et 000 TTA—N,
Indico el val. de la prim. inc6g.

hallado en el'seg. perioda, y !
a+-b a+b a—

see e —_——— e

2 2

Jo SUSLITUYO. 14 6 0e0 0w see X
N\

a?  Sean las ecnac $-4-44z=a, ¥4-t4—2z=>h, x—u—2z=c;
Presento una de las ec.

propt-x:'stas cw s o otew Sl 2Tay
Saco el valor de la ter-

cera incdgoita 4 ter-

minando el periodo. . ...+ z=@—%—u;

Presento la seg. ecua-
€100 propuesta. . « « « x4~ t—2=b,
Saco el valor de la se-

Buinda ini6Znitas « s s vae oo U=h—X .42,

.



Presento ¢l valor de la tercera in-

c6gnita o y lo SUSLItUYO. o o o s s o s RIZB=—X——1 4
Reuno en el primer miembro la se-

guﬂdaincdgﬂita-. 98 8 o p 9o 08 B FEEEP S0 e B
Despejo la seguada incégnita, con-

cluyendo el segundo perfodo.s ;5 e es s s s 00 vp o

Presento la tercera ec. propuesta. « so o s vess sy
Saco el valor de la segunda inc6gni s s s s s v ev s
Presento y sustituyo el valor de la

TeTCera iNcOgnita, o s s v s oo s s s ZTOB—X—U 4
Resulra eliminada la seg.incogn.,y

se presenta el doplo de la primera. « s s s p0ousess
Despejo la primera incdgnita , y

concluyo el tercer perfodo. ¢ « s s aee s pe g sapos,

Presento el valor de la seg. inc6gn. « c e s s 0005 s
Sustituyo el valor de la primera in-

cognita , y concluyo coa el de la
a4

segunda el cuarto periodos +u o s 0« XIT . e



Ja
[3)

o oo oo timb—xds— 55— 4 =a - b—25~—u,

[ I B ] au—._".(l +b—2N,

a—b
* s e 0 U= ———— ;
¥—lU——2—0C,

t0 e U o——gelN—2Z,

o o s U m—CeteN——g i ot UTS AN O O Uy

§ese BNTO-0,

a—=-c

ses e XT3

o9 0w y.‘:-———-—x,

p v s

a4b a4o  b—e
5 & 2';



Pressnto el val. dela tercera in26gne vve v o v aionnins Z5A—X—1,
Sustituyo lus valoresde la primera y

Y a-¢
seg. incdgn., y saco el de la tercera. . . x=

2 as}-c b—e a—b
b-—--c LR z:a— :

u—

2

3% Sean las ecuaciones.....e.s .o axtbz=c, mygnz=p;

as~+bz—c,
c—ax
*Teas o¢
ms - n3"p ,
w202
m
LT
_e—=ax o BT —— | hp—cn-tanx
BjieiBlon s | Skl m 2 bm 3
bmx—bp—cny anx ,
(bm—an)s—=bhp—cn,
bp—cn en—bp
W A e~ A
bm—un 5= an—bm ?

54



C—ax B
&

cn—bp farells ::::-:fr% ap—cm
. an—bm o0 = b = i o Este ejzmplo, en que

hemos puesto cosficientes , no lleva esplicaciones marjinales para que los principiaates se
acostumbren 4 leer el Algebra, que debe hablar sola, desenvolverse y ensefiarse por si misma.

87. Tambien podemos detsrminar en todas las ecoaciones una misma incégnita: iguslar
sus valores de dos en dos, con lo que se eliminard esta incdgnita, y habrd una ecuacion
menos 3 y repetir la misma operacion con las ecuaciones, que resulten, hasta llegar 4 una
sola ecuacion con solo una incgnita, la cual se despeja, y se sustituye su valor suocesi-
vamente en las ecuaciones anteriores. Este método se llama de fgualacion.

Ejemplo: Sean las ecuacionss. «...veee v ¥tu-t2z=a, $tu—z=b, K—u—z=c;

Presento las ecuac., y saco por consscuencia el Cxd-u g 2=a , . . .  X=a—u—3z;
valor de una misma incégnita, que aqui es lal x4 u—z=b , . v o x=h—udgzg
S—==li=-2_C . 0 . KTC4-1 423

primera , conciuyendo el perfodo . sa v

Presento dos val. de la inc4gn. determinada, hago su eli- x:a—-—u—Z} yoos Gomtimz==b— -2

22—a—b,

minacion igualando estos val., y con las derivaciones ¥ =b—u+4-z
convenientes llego 4 despejar la 3% incégnita, y termi- |

naela? perfmio....-.......--.........-

2




Presento el prim. y terc. val. de Ia plmn. “ETOmUE 0y Gl e 2,
iocdgn. limi e el ]
iocdgn., le‘l cnal se e r?nua, y coacluyoy x=z¢+u4-2 S olse-Shu}

con las derivac, convenizntes el terc. pe- L i s

riodo en otro val. de la tere. incdgaita. . 2=

Comparo los dos val. hallados de la terc. i3 a—b

incdgnita, y con las derivaciones corres- } 2 s ¢« o 2 @—b=a—c—au,
pondientes saco el de la segunda, termi~ § ,—2 "2 2au=b—c,
, 2 b
nando el cuarto periodo. «.vvueusase =L
e
! P ST S
Pressnto una ec, del valor de la primera r L
Borees : ! e _ b—c a=—b aq.c
incdgnita 4 que se despeja sustituyendo<d pudibt £ « 204 ks o o
L3 ===
elvalordelasdemas.............Lz: 2

88. Asi mismo se pueden sumar 6 restar las ecuaciones dz dos en dos, cuando la incégnita ,
que se intenta eliminar, tiene en ambas un mismo coeficiente : si este fuese distinto , se multipli-
card cada ecuacion por el coeficientz y que la misma iacdguita tenga en la otra , y se hara la adi-
cion 6 sustraccion, con lo que resultard una ecuacion y una incdégnita menos. Repitiendo esta ope-
racion se eliminardn sucesivamente Jas incdgaitas hasta llegar 4 waa ecuacion con solo una incég-=*



nita. Este método , que algunos llaman adivivo 9 sustractivo por practicarse sumando y restando.
lo llamarémos nosotros , por el mismo motivo , de reducion. A veces presenta una simplificacion
admirable, como manifissta el siguiente cjemplo, en que sacamos el resulrado de cada periodo

d nueva columna para mayor claridad.

Sean las ecuaciencs. s « « .« »

Sumando la prim. y tere. ec. : primer perisdo.

Restando de la seg. ec. la tere. ¢ seg. periodo.

Restando de la prim. ec. la seg. ¢ tere. periodo.

89. El diestro calculador considera las

$t-t4-z2=a, K+u—z=h, x—H—2z—C}

Wi 2= a-te
Sy 1,... Ve T IS 2
o—ti—2z—C J 2
x3-tt—z—Fk ™ B
gaove s SOB—fy . H= :
K= lY——Z = ST
X t4-272a ) a—b
ae e R el s S
$—+u—z—h | 2

ecuaciones , y ejecuta en ellas las operaciones,

que conoce le pueden conducir con mas sencilléz y prontitud al despejo de las incdgnitas.

A este fin se vale en un mismoe chleculo de todos los métodos segun eonviene , de que

reseita un mérodo misto muy espedito y elegante.

Advertimos que ea el siguiente ejemplo los coeficientes, espresados por las mismas letras,

son diferentes, pues sus acentos los caracterizan de distintas  cantidades.



Sean Tas ecuaciones. . us She oo e o nan Fhutez=d, a'b'yyotz=dry,  d's 4 bVu+r=adry
ar +-bu+3z=d, . .0 .ae's4ebe’y yoe'z=de!

e oo (Ge'—ca' be' —cbYu=dst—cd’
Ayt 0 N, PR X, OMEs e cb‘u-—i—cc’z:cd'} : Ko ~—~0a ) kel vt 08 N3

ax b bs ez =d o . . .ads+0"udece z_-a'c"} :
o oo (ac"—0a" )5 1 (be"~—cbu—d"—cd"
A batd'z=d*, . . .ocd's +eb'ug-cc'z—=cd" S ( )%+ Ju=de s

de” ~cd"—(ac"—ca"
(ac" —cd" ) - (be"—cb" Ju=de"—cd" o« e e or00")s

b-ﬂ—wb” 3 9 o & @ dc”"""'cdj:_(ﬂc"-cﬂr‘).’c__—dg'-—-. c._d:t(_‘?,cl—-ca’)x
; do'—cd!—(ac! —ca)x be" —cb be'—cb' 3
(ac'—ca’ Yo+ (be'—cb )u=dc'—~cd’y s 4 4= ; ‘J x ¢
v, ! cl—g

‘ . _ (bc"—cb’)(dc"-—cd")—-(bc'—-cb')(ac"—-——m"')x:f\’bg”—-cb“}(d::’-—-cd')«-—(bcﬂ—cir")(ac‘—-ca’)x,
E {(bc"""'b”)(“C'—-Ga’)-—(bc‘-—cb’)(ac“—ca”)}x*(bﬂ-——°b"')(dc’—cd')——(b.:’——-cb’)(dc“——-cd”),
db'e" —dets e cdb'—bd'dbe'd —eb'd"

x -
T ahet —ac b ca b —ba’ -be'u —¢ bla 3

dob—ed! -—(be"—cb“)a

(ac"—c&!")x-{-—(bc”—cb”)u:d.." Ed", L x—.

act—ca" dr-‘”—cd"""(bc” —cb")a__de {—pdt—(be' —cb )u
de —ed!—(be'—cb’ b —ga" ~SE T ao'—cd
(GG —ca! x+(bc BEN K )u___ e “"‘Cd JEeb e ¢ Cdac (ia cb )H ac’

(ac’ ‘—Gﬂ')(dc”—cd”)—(ac'——ca')(bc”-—-cb”)u:(gcﬂ——ca"‘)(dc’-—-cd’)——(ac”_..ca")(bc‘_cb')u,
(ot (b’ —cb)—(as'—ca (b —et) Jusm(ae'—ea) (0" —od") —(ac'—ca') (o' —ed)
‘ grl'c” —ac'd" +ca'd"—da'e" 4-dela"—cd'a"
h— bl U Y, UH-{-—Cﬂ'b"——-bu'{,"-\"bci {r__cblﬁ_u;
ax +bu+cz=d ,

! I | Por—
orcome 0BG35 4ba'ud-ca'z—da’ : ;
! f,
aa's -+ wb'u,{_rw'z—'ad'}’ e oo (ab'=—ba")u(ac'—ca’)z=gd'- da';

ax 4bu4-cz=d ., o o . .8d"%+bad"utca"z—=da" -
; 7 " - ; - 2 8y e oo (ab"—ba")u4-(act—ca ' )z==gd"— da’ ;
8 %4+b'ud-cz=d"y . . ed"s+ab’u4ad’z=ad

a's+blutc'z=d’,

(ab" —ba")u 4 (ac" —cav)z—ad"— "y . . . W o i
: abli—hg" ad" ——da"-—(a' _caﬂ)z ad'—da’ — (ac'—ca)z
(ab'—ba' Ya+(ac'— ca')z—=ad'— da’ u__ad’—-da’-(ac’—-—ca‘}z o by ab"—ba" - ab' —ba' 2
. s— il g o0 0 — I/ I
A ab'—ba

fab'—ba') (ad"—da")—(ab'—ba') (ac"—ca") z={ab"—ba") (ad' —da') — (ab"—ba") (ac'—ca'| z,
{(ab”—lm“} [ac'—-ca’)-—-[ab'-—ba'j iﬂc“‘-cﬂ”)}z:(ab”"—btl”) lad! —-da"] i (;zb’«—fm' {ﬂd”—-dﬂ"),
ab‘d”—ad b' + da'b" — ba' i" +-bd'a"—db's"
B=gb' T —ac ' ca' b —ba'dt e be w— cb'd"
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En este ejemplo hemos sacado el primero 'y segundo
periodo por el método de reducion: el tercero y cuarto por
igualacion : el quinto y sesto por reducion ; y el séptimo
por igualacion,
go. Cuando varias ectaciones del mismo grado tienen
igual ndmero de ‘términos, y ‘estos se hallan en cada una
respectivamente -afectos de las mismas incdgaitas , como.
as+-bu 4c2=d, a's+b'u+c'z=d', decimos que son ecuacio=
nes simétricas 3 y los coeficientes, que ocupando lugares cor-
Tespondientes, multiplican la misma incégnita en cada ecua-
cion, como a, a' 6 biea b, b’ los llamarémos cocficientes homd=
logos. Merece fijar nuestra atencion en el desarrollo de cada
método la simetria de las ecuaciones, la reproducion de los
periodos y la correspondencia de los coeficientes homélogos
para comprender bicn la estructura sistemdtica del cdlculo.
De aqui se pueds pasar, si se qoicre, & los problemas
de primer grado, (Veanse las coleccicnes primera y segunda.)

LECCION X.
De lasEcuaciones indeterminadas de primer grado.

gr. Hemos dicho [85] que un problema es indeterminado
cuando su tradacion presenta menos ecusciones que incégnitas.
Supongamos que se hayanm eliminado tantas incdgnitas menos
una como ecuaciones tenga. una cuestion: entonces nos hallamos
con una ecuacion de esta forma ax +bz=c, en la cual no hay
otro medio para determinar las incdgnitas que dar valores d
una de ellas, Como cada valor, que s¢ supenga por ejemplo
4 z, produce uno diferente para x, damos 4 estas incdgnitas
el nombre de variables, seiialandolas con las dlrimas letras del
alfabeto, aunque 4 veces las indicarémos por la E diferen-
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ciada con acenfos, y las cantidades constantes 6 que solo pues

den tener un valor, se espresan con las primeras letras.,

92. Si hubieramos de resolver la ecvacion indeterminada mas
sencilla, cual es ®4-z—=r10, que, comparada con la férmula
at4-bz=c, da a=i, b1, e=10, tendriamos X=—10=—2
Aplicande 4 la segunda ineGzaita un valor cualquiera resuls
tard un pimero indefinido de solucioness pero, si hay la con=-
dicion de que ambas wvariables sean niimeros enteros y posie
tivos, sacarémos solo estos nueve resultados:

s 2 345l 6 )78 ) o3
s=to—z=9 /| 8//7 /6 /54 //3 /> // 13
presentandose en segouida cero y valores negativos. Sin em-
bargo no hay mas que cinco soluciones difereates, puss basta
tomar una incdgaita por otra para que los cuatro tltimos re«

sultados sean idénticos d los ¢unatro primeros.

93. Coando la ecuacion ind:terminada’ tempa coeficientss
mayorss quz la unidad, ecsamrinarémos st puede simplificarse
partieddola toda por mn divisor comun ¢ 2x-4-6z2=8 se reda=
cird 4 x4-32—5=¢4, d& que resulta x—=4—3z, qus se resuelve
«como 1a anteriorj pero no tiene mas que una solucion en
nlimeros enteros y positivos, cual es x—1, z==1.

94. Pero, si la: ecuacion propuesta oo puade simplificarse,
‘6 si despues de simplificada taviers cada variable un coefi-
ciente mayor que la wnidad, hay que procadef de! modo si-
‘gniente. Se despeja la inc6gnita, que tiens menor cosficiente,
y se sacan de su espresion todos los enteros que se poeden :
el quebrado .que resulta se iguala con una incégnita 6 variable
Uintermedia, que indicarémos por la E difersnciada sucesiva-
‘mente con aeentos, poniendole para mayor sencilléz el mismo
signo, que la incdgnita tenga en el quebrado: de esta nueva
“ecuacion se despsja la incdgaita del quebrado, y si en su es-

i0 -



presion, despues de sacar los enteros posibles, resultass otro quebrado, se igualard este con
vna nueva variable; y asi continuarémes hasta liegar 4 una incé3pita, cuya espresion no tenga
ningun quebrado. Este valor se va sustituyendo en las eccaciones anteriores hasta que se ll=ga
4 la propuesta, la cual se resuelve con todos los valores, que puedza darse 4 la dltima variable.

Ejemplo : sea la ecuacion. « .« oeo o ovvevesse 2545222373

FProfento LA B0 =v s« iasiie s s o T e ih BT ielsha s sihel 6 QNN GEITAGY
Traslado la seg. inedgn. al otro miembro ...eveevassses 28=37—352,
Divido por el coef. de la prim. inc6gn., sacando
todos los enteros posibles, y concluye el
. ; Py e L o
Prim. periodo s e seevievesevansersrasassnsssarsons &

=18 =gzt ——
Igualo el quebrado residuo con una variable

ausiliar 6 intermedia E, poniendole el mis- N

B0 sigdactesn INCOBME Ca.e o o o5 s 0w Touriinls oia uin’s - =—E,
Despejo la incdgnita sin gue resulte quebrado,

Y concluye &l seg. periodo «.. ivscseinssinsoniie e as z=aE41 3

. . ' 1—z
Presento la ec. resultante del prim. perfodo cevvvevensennss sm18—a24 s
Sustituyo el valor de la seg. incogn., y ter-

mil‘l& el Cﬂlculo %0 2P R B S BE S PEY SRR 8 z:2E+I gtee x:l8"2(2E+l)~E:[6H5E.



E':—o "{x::r6—5E::l6-—” 0 =16 41 3¥=2.16—=32 §
Doy 4 la variable ausiliar E va- I Lzl R 8 IS 2= 5T 5.

lores sucesivos, y saco los de x, z, i {sc:tﬁ—5E::6-—5.I::n g OB XTT2, T 123 4
— A 5."

MR R 1wt 5 el sEE S 3515,

que haya mas que cuatro solu- B {x::6—5E::|6——5.2: 6 yere B5=20 6=13 §
:2,-0- .

2
ciones , debiendo ser los valores 2238 - E =03 % 1.-="5 5. 323" 5=25.

y los de sus miltiplos 2%, 52, sin

enteros y positivos. Bsg {x::ﬁ-——5E:rﬁ——5.3: T ot G el 1
e e, UAEE - LA By L. sge R, 7o oms

95. Las tres ecuaciones %4-2=10, %+3z=—4, 2x+32=37, que acabamos de resolver,
estan comprendidas en la férmula ax + bz=¢, siendo limitado el nimero de seluciones; pero,
cuando b es negativa, tenemos @x—Dbz==2ge..ax=bz-4c, que admite una infiaidad de soluciones,:
y pueden ocurrir tres casos:

12 La ecuacion con todos sus términos, y las incognitas con la uaidad por coeficicnts,
esto es, x—z=c, que significa s Hallar dos caatidadss, cuya diferencia es conocida™, y se
resuelve por x—=z+-c, dando 4 z cualesquiera valores entcros y positivos, lo que ofrece una
infinidad de soluciones.

2% La ecuacion sin mas términos que los afectos de incdgnita, siendo por consizuiente
=0, y los cocficientes de las incognitas nlimeros eateros mayores que la unidad , esto es,
ax—Dbz=—0,...a2=bz, lo que se cspresa por 2 Hallar dos productos iguales, quz sean enteros

27y positivos, formado cada uno por dos factores tambien enteros’y positivos, siendo conocide ¥
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s uo factor en cada producta”, - cuya cuestion se resuelve por

bz i -
la formula x=—=--, dando d z valores enteros y positivos, que
a

sean ecsactamente divisibles por el cocficienté a de la otra
incégnita, y por tanto hzy una infinidad de soluciones.

39 La dcuacion con todos sus términos, y las dos incég-
nitas con coeficientes mayores que la unidad, esto es, ax—bz=c,
lo que dice esta cuestion: wIHallar dos productos enteros y posi-

“99 tivos, de modo que formandose cada uno por dos facrores tam-
9 bien eateros y positivos, y siendo conocido un factor en cada
» producto, resulte la diferencia de ambos productos igeal 4

bz4-c

&t
donde se pueden sustituir en lugar de =z valorss enteros y

positivos, tales que multiplicados por sa coeficiente b, y afia-
diendo ‘la diferencia ¢ de los productos, sea esta suma ecsac-
tamente divisible por el coeficiente a de la otra incégnita, lo
que ofrece una infinidad de soluciones.

» una cantidad dada.” Tendremos para la resolucion x=

96. Si en la ecuacion ax—bz=c hacemos a==7, b=13, c=4s
tendremos este cdliculo :

7¥—132="4,

I8¥=132--4y
x:ﬁzﬂ :z+___65 .. 3
7 7
6:+4::E,
7
6z2—=7E—4,
o fleg E—g
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_.143;--4.___}!5,1
E—6E' 4 43
E—4

E:6E’+4 geee Z_GE"-{-;]_ AV -—-7E’_{ 43

6(7E 4+4)4+4
2=7E 44 4.0 _x;7E’+4+ —£—7—-—-?—4-——::3 E'4-8.

Reflecsionemos ahora que las divisiones sucesivas de los
cocficientes son como vamecs & figurarlas :
En el prim. periodos coef, de la 22 variable ... 7 e B
En el seg. perfodo: coef. de la 33 variable .., I =453
En el tere! petfodo: docf. de la 42 variable ... £ =6,
Aqui vemos que desde el principio el Gltimo divisor s2
Parte por el dltimo residuo. hasta donde se puede 5 de consi-
uiente la operacion es la de buscar el mayor divisor comua.
En' este concepto llamemos 4 al primer cociente entero, B al
Segundo y asi sucesivamente, esto es, A=1, B=1, C=6, con
b que la primera vatriable despejada

> 6
NI e ke ks ty Rk +-—z~;—~i: 2 + E= 4z+E;

. 4 1 o 3
la segonda ... z=E+ —E—i: E+E' —BE+E';

Y la tercera... E-6E' + EV=CE + E'"=CE/'4-4:
Tambica vemos que el término coanstante 4 /se presedta
e la ecuacion resultante de cada periodo variando su signo,
de modo que en las que formao nimero impar lo tiene posi-
livo y en las que lo forman par lo tiene negativo. A
97 Daducimos de estas observaciones qug se debe hacer
i
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la misma operacion que para hallar el mayor divisor comun
entre los coefizientes d: las incdgnitas 6 variables de la ecua-
cion propu:sta: represeatar por uaa letra 4, B, &%, cada
cociente entero, qus ha de scr coffiviente de una variable, 4
cuyo producto se ha de agregar nueva variable intermedia
para completar la espresion de ‘la variable antetior;y enla
dltima ecuacion afiadir al seguado miembro, en vez de varia-
ble, la cantidad couastante cen signo positivo si esta ecuacion
hace admero impar en las resultantes, y con negativo si lo
hace par. Las sustitucionss retrégradas’ concluyen ¢l ¢dlealo.

Repiramos el ejemplo gx—i133=243

Hago la operacion dal may.
div. com. entre losicoefo 7y r3,

y represzato cada coc. eatero
por una letra destinada al in-
BERLOL W e vaarhllaia ot Gluinag 13

A=}
7

6 1

=1 [E=4
el

Figuro las ecuaciones resultantes
sz
z=BE<E';
E=OF' 4aqe
Sustituyo el vulor de los coefizientes y de las vanables
C=5 w9 o o « E=CE+4=6E'44;

g_;E,+ 3 2=BE+E'=1(6E'+4)+E'=7E'443
o=

2=7 B'H4 > g s=dz+E=1(7 E'4+4)4-6E'44=13E'+ 8
BL5E " 4-1

“ Este resultado es el mismo que sacamos antes.
98. Haremos una prevencion muy importante, y es qu2
Ia ecuacion ax—bz=¢ solo se puede resolver cuzndo los coe*’

flsicntes @, b son entre si primerosj en iateligencia de ques
P i
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si un divisor comun lo "faese tambien de la cantidad cons~
tafite ¢, simplificariamos: 1a ecuacich [93] partiendola por el
mismo divisor, y veandriamos 2l caso indicado. Demostremosle
can la ecuacion gx—132=2, en qus amtos coeficientss son
divisibles por 3, y para-ello hagamos este cdlculo:

0% = 153+ 2 4 ‘

[ A gE"—4-—5!: e/ 4.

Pero, como ok’ es un ntmero entero., y se le agrega
el quebrado '3, resulta un ndmero misto, quas o puoede con-
vertirse en entero, de consiguiente, siendo K igual d esta
cantidad, tampoco puade ser emtero, y la ecuacion no se re-
suclve como se desza.

‘99. Toda Ia doctrina de esta leccion s2 ilustrard con los
problemas  indet:rminados de primer grado, d los cuales se
podrd pasar desds luego si se quiere. ( Vedse la coleccion .
tercera.)

LECCION XI.

D¢ las Potencias y Raices de Cantidades mondmias.

100. S:bemos [IT 184] que elevar una cantidad 4 una po=
tencia cualquicra es formar un producto, en que sea tantas
Veces factor como unidades tenga el esponente de la potencia.
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Siqueremos elevar, por: ejemploy -’ al|cubo tendremos 'y
s iese=clvictant Iyettdableimoe (a8 el sisupeniendo g5,
resultdrd (a%)% =¢'+3 =a2°3 =a® como se comprueba por
(%)% =a%.a%.a* =p* T2 +2=at3 =a% En general (b")/=b"7
esto es, multiplicar ‘el  .esponente 'de la cantidad -por el de
la. potencia.

Los coeficientes numéricos y otros factores literales no
pueden ofrecer dificulrad.

Ejemplos :
19 (2ab*)* =2%at+2h22=4a%b*
8% (—5adbcim®)3 Tem5igtedbPedcBel ;oS =—12509h%cOm? 7
3%(gatbretds Y =W as Tk ed1d s
4° ([(a™)" o) = [(@m)f Y = (a7"P)1 = a"¥"E 35

101.  Si el signo de la cantidad, que haya de elevarse,

es positivo, tambicn lo scrd el de la potencia, pues esta se
forma por una série’ de malriplicasiones, cuyos factores van
todos precedidos del signo 43 pero, si la cantidad es neéga-
tiva, tendrd lu potencia el signo positivo cuando el esponznte
dz sa grado . sea par, porque resultard de la combinacicn de
signos igaales ' de dos ‘en ‘doss y tendrd el negative cuando e]
esponente de su grado sea impar, porque, despuzs de com-
binar de’dos en dos cantidades de ‘un mismo signo, que dan
un producto positivo, hay que hacer la. Ultima multiplicacion
con un factor ne2gativo. i

Asi lo demuestra el caleulo, suponiendo todo nimero par
represzntado por 21, y todo ndmero impar por an+-1, porque

(£a)"=[(+a)*}"=(+a IP=4a""3
(ia)uz'?"l:(_;ta)znx(ia):+azrlxia:ia'2ﬂ+1‘
1oz, En los qusbrados {IL 189] se elevan el numerador

y el d:nominador para obtener el quebrado, que espresa la

potencia,
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Ejemplos ¢

10 30’53 5 (ga:ba)s 511 .553.5 .243“:0515
¥ (cd’ ) (cd')s o e BT sdzo 3
20 (_ as*bEN P (aaheN)¥ _8‘1‘5116;9

i 3d? i ms. T (3@ *m3)2 . 27dm's
N R P T VR P

3 (E_thi-sajmt- _(5d52jm')tp 6/ d5Pe il

103. La estraccion de raices [II 195} es una oparacion
inversa de la elevacion d potencias; y como el denominador
de ui' quebrado estd siempre en sentido contrario 4 su nu-
merador, resulta que, cuando una cantidad tiene un quebrado

J
. P .
por esponente, como sucede por ejemplo d ¢y la elevacion

d la potencia fraccionaria ;5 es lo mismo que la estraccion

7

de la raiz m indicada por el denominador : si tensmos o™
Quiere decir:que ¢ se ha de elevar 4 la potencia n, y se
ha de estraer la raiz m. En gzneral el num:rador de un es=
pu(';ante denota la elevacion, y su ~denominador la estraccion.

Asx se comprueba por los ndmeros, pue~ si n__8 y m=2 ten=
B8
dn‘mqs =T =c*,y si c=3 résultard 3‘5""(3 ) (655:)3'...

..::81:3 5 E:ta es ana consecuencia preclaa de la natura-
leza de las cantidades, despues de convenidos en que la raya
intermedia distinga en un quebrado el numerador del deno-
minador § pero, como causarian d veces confusion los espo-
nentes fraccionarios, se uwsa el signo radical /™, que ya co-
nocemos {II rgo], para quitar los denominadores y presentar
mas sencilla la espresion, poniendo en sa abertara el grado,
U Grden de la raiz que sedalarfa el denominador. Por tanto
L2



56
;‘,‘1 m_ "-" m—ﬂ . . o 'E: M
e=n/c 4 e"=A/c" , y tambien pudicramos decir ¢"=n/c7,,
Al
==
..=\/¢ , trastornanlo el quebrado esponente de la potencia
para qu: sea esponente de la raiz, lo que ofrece siempre
espresiones sinénimas.
Es manifiessta la simplificacion en estos ejemplos:
A S e S
L N - # .
I(.; agn brn cm.:.\‘. aﬂbr C_*" ;
n, p. 35 ’Hf’” m
0 cm+:?.v‘+’” s 1 A MEpEL
0 = '5‘ 0 3.]4F2
3 ’adfg’""'\/?, ‘as‘f‘t -—-gadf
104. Como unz potencia de grado par puede orijinarse
de uua raiz positiva 6 negativa [1ot], debemos poner 4
una raiz de grado par el signo de ambigiizdad . que pusz-
de distinguirse con el disyuntivo escribiendo +// — , sino
sabemos de antemano su seatidos pero, si el grado de la
potencia fuese impar { to1], tendrd la raiz el mismo signo que
ella. Respecto 4 los coeficientss se sacard su raiz {1l 204]
como ya hemos ensefiado.
Ejemplos ¢

e
X \/;a<bﬁ_+sa WL

20 {’/ca SN 0 W L Ty f—ctaTs
mors 4
39 Va’"cf‘d*b""a"b"c"d
105. Asi como la elevacion 4 una potencia, cuyo espo-
nente es descomponible en factores, se pusde hacer elevando
la cantidad 4 la potencia indicada por el primer factor, esta
potencia 4 la que indica el segundo, esta 4 la indicada por
el tercero , y de este modo hasta el dltimo L1co], pues
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([(am‘)"]?f!:r(amﬂ)p]?:(awr;')q:aum;_;; tambien podemos es=
ke
traer susesivamente las raices, cuyos esponentes se descom-
pooen en factores , siguiendo la indicacion de estos 4 como

i e LT R Y

2,1, — i
en '\/53’4‘“:1//53'44':1/”9: IR 3

106, Si entre los factores sometidos al radical hay al-

gunos , que contengan ecsacta, una ¢ mas veces, la raiz
indicada por cste signo, se les estrae, y se pone por coe~
ficiente del radical.
Rl
Ejemplos :

0 "—‘___ ———— —

% \/(2_.'\/.;)(3___2\/_3 :

3

dr o R o =

20 4/43220/216 X224/ 63 X 22260/2 5

3% VNg =gV N ;

4° \s/c"’d':c’gdg::c'+“‘§d‘+'§':cd)(c%d%:cd\5/

a3
d

¢ .
107. Respecto 4 quebrados {1 197 y 205] se estrae la
raiz del numerador y denominador, en cuya operacion la

Tiz de un cocicnte es lo mismo que el cociente de las
Taices.

Ejemplos :

— s 4
a* T R 2
o g w2 SO
1% _,-—'_’“ T s el
b Vps b 49
6 18
4 --—Izsaﬁclﬂ-- sa?c 3 5(:*0‘
2, b? b% b3 3
——
" U
0 VmﬂMCt“‘a”cn
3° big T T
b7d”

108. Las cantidada; afectas dsl signo 4/.7, 6 que tienen
Un quebrado por esponente, toman el nombre de cantidudes
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; — 1
radicales 3 tales sony/u, b3, Cuzndo estos caractdres se es-
presan en ndmeres, que ticnen ecsacta la raiz, desapirece
el radical 6 el esponente fraccionario, como en y/a=y/9=3,
L8 At ok S A

- T P, T R Tl L %
b =8=ns - P a2 = :oi _H\/a ey

si los ndneros no tienen raiz ecsacta en entzroes ni en que-

=i pero,

3
brados , como \a—=V\/6, ?\,—’—b :\,/:;-ﬁQ se llaman [II 197] mi-
meros sordos, irracionales 6 incomensurables , porque no tie=
nen medida comun con la unidad, esto es ., oo son ecsac-
tamente coleccionzs ni partes de ella. _

109. Sucede con frecuencia que el cdlculo pide estraer
de una cantidad negativa una raiz de grado par; pero
no es posible ejecutar esta operacion , pues, segun la ley
de los signos [to1],.n0 hay 'cantidad alguna ,sea positiva
6 negativa, que elevada 4 una potencia par produzca otra

negativa. Por esta razon Illamamos espresiones Inajinarias,
& 271

4 las que tienen esta forma /—a*, '\,-—--b N/ — iy \/—-c

29
Pero, si tomamos 4/ —c” por tlpr) de ellas, siendo #.un nd-
21 I L

mero entero, tendrémos N/ —c™ _\/——n,- —=(—1)ntn,

m an a2n 21
oo =08 \/— =\ X V—1, cuyas transformaciones mani-

fisstan que cualquicra espresion imaginaria s2 pusde descom=

ponsr en dos factores, el uno real, que serd
mismo grado con la cantidad positiva debajo de si, y el otro
imajinario, que consistird en un radical del mismo grado com=
prensivo de la unidad con signo negativo. Ea el caso de sef -

271_7_____

un radical del

o

n un nimero impar resultard que, como 4/—1= slri &
2

PRI
toda raiz xmpar de ~—1 es —1I, serd V "i= A —Taes
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24 !”____ H’ ﬁﬂ__ Lo S S
w=V/—1,de consiguiente N/ —a7=/u" N/ —1=Va" NV —1,
8§ : an ). . shE =
y llamando B 4 la cantidad real tendremos/ _a"=1/a" .V = 1+w

w=BV —1.

LECCION XIL
Del Calculo Radical.

110. Los radicales del mismo grado, que comprsnden una
misma cantidad, forman términos semejantes, aunque sean dis-
tintos sus cocfizizntes numéricos 6 literales, pues una can-
tidad cualquicra sometida 4 uvn radical constituye la unidad
de su sspecie. Reducense 4 semejantes en los casos posibles
L106] las cantidades radicales que no lo son, segun se re—
Quiere para las operaciones fundamentales del cdleulo.

111, La adicion y sustraccion de cantidades radicales dese-
mejantes se indica con los signos positive y negativo, y de
cantidades radicales semejantes se hace entre sus coeficientes
[ 206 y 2¢c7], como aqui se figura :

Sty R ilw s
Adicion:  3a*b3A\/a*b3+523b°nfa*— go¥n/be+V a3b3

T s o e
2a*n/a’h3 —8a%b \/a®—12c?y/be

S5 —

i L. sl e SR oy
o (3a°b3+2)a’n/a?b3 —3zab*afat—16cP\ be+Vadh .

A - L 2 Dl S 4
Sustraccion: 30%b3\/a'b3 + 53°b°Va — ge'/bc4-Vaib?

) S —
-_(:mr2 {/.;zﬁ S~ 8a3brVa'—iac/be )

o S - - o,
(382b3—2)a’\/a?b3 413a3h*\a*+ 8c’-\/bc+:/asb3',

e

112, Ea Iz multiplicacion y division de cantidades ra=
dicales de un mismo gradoj como la raiz de un producte
€8 lo mismo que el producto de las raices de sus factores,

13



y la de un cociente equivale al cociente de las raices de dividendo y divisor, se multipli-

o
can 6 parten las cantidades, y al producto ¢ cociente se deja el mismo signo radical, sacando -

al coeficientz los factores, que compongan raiz ecsacta.
Multiplicacion :

o \fux\/u_\/.zb 5
.. ﬂ n
29 ‘\/5>c % Xx/zax_‘\/ox‘z*x:mx__‘\/loax z% 3

| RN A T
3? 30\/;131;“(.’ -—nab’\/4a53c3:-—3a ” gabza\/ﬁb*c' . 4ab3ci=—6ab*n/qa*d7c% L.

5 s
o =—68074/4a*b®bSc5s=—6a%b*c\/44th?.
Division :

e 1 o
NG
At o l\‘f:;: 3 :1_3;- e ;
2% “ax: N/ bxz= = = =
Vi bxz bz ?
3°

g
o
1/a’b"c5 Vazbs ’d‘—\/(a3b‘ 5) (a’bsc d'.) '\/ab—‘ =4 — g:ﬂ'
L
113. Coando los radicales son de diferente grado se reducen al mismo, muliiplicando los
esponentes de cada cantidad y de cada radical por los esponentes de los demas radicales, 6




se ponen 4 las cantidades los respectivos esponentes fraccionarios, que se reducen 4 un co-

mun denominador , y luego se hace la maltiplicacion 6 division de cantidades.
Multiplicacion :

ol o Py L S TR e S g A Wy s - T
19 \/a.‘\/b:'\/ Pt et \/b‘”:\/us ,Vb“_—;\/uia‘//\/:.vb:a“- .b‘?‘._a°b° ;\/ 1353
112

3 4 3.4 4+3,
‘\/a"b’-‘a- —\/d°b2€:— Jz.4b;.4cg“ .\/Js 5b:..3 L.J—_v(‘, D"\us)kcigb‘)"") s

<

2.

b A 17—
oo =—A /@ b %t t——aN/adb' %t

m 7 mn, = mss. - -
3? V“i‘cl'b»( < Varbr:\/vzl‘)ﬁbfﬂatn) L“' mb:‘d):vafiu-rn ;hb.[n+4 ncm.

Division :

: ’\/a*b Tk S o e .
1? 15'\/0 be2d: Wubcm__s,— va = :3 »‘/W_svm_:s aced?
m3

m N e R ST S
g% 2 i g X X o gl d ™ e 12 Gy R
SVENV w= 5V =i
O TR A £ W g Ars BT BT s g 3" — s [YM sth—in
3° Asadb'e iA/adetd =\/a3' b’"c“”:%"-:‘”d”:‘/ : 5

dﬂ
114. Acerca de la elevacion d4 potencias y estraccion de raices de caatidades radicales
bastaran los ejemplos, sirviendo de esplicacion los $1gnos.
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Elevacion ¢

e LIS p—
10 (Vah)*=(a*b)*=ab5=a"b. 4363 =a’bn/a'b;

e 2 % e .
29 (\/935‘)1::((33!1‘)4:(535’) "=Va’b*=abV a.

Estraccion :

7 A T 7
1/,\/(_"0!;4(:8 ::‘/‘\/a"b"ca :’Vu“b‘c";

‘e o “zbsc"

_L .
3¢ 1/ V=@ =S,

" o ———
115. Observemos” que V Wr—gT—=g—n =V a" ™, de con-

—-_—m -0

siguiente se pueden mudar los signos al esponente del radical -

y al de cada caracter de la cantidad ipcomplecsa sometida
al mismo, sin qus se altere el valor ni el sentido de la es=
presion. Aqui debemos advertir 4 los principiantes que cuiden
de no confundir los radicales y cantidades de esponecntes ne=
gativos con las espresiones imajinarias.

116, Estas espfesionss [109], sometiendose 4 las reglas
del lenguaje algebrdi¢o, y sirviendo de medios artificiales en
la logica del cdiculo, son muy driles para obtener resultados
de gran importancia. Con ellas se bacen las mismas opera-
ciones que con las rah.cs reales, considerandose tambien [r10]
en cada cantidad negatwn, sometida 4 un radical de grado
par, la unidad de su especie, y desvaneciendose frecuentemente
en todo 6 en parte, por las operacionss fundamentales, los
términos afectos de espresiones imajinarias, Vamos 4 sumarlas
¥ restarlas.
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-

. 6% ; l4‘
Adicion: 3V —at—2y/—a%bt 4 8V =343

i, 1Y s il o : . 6
—3N—at 6V —a3h?+ 84:/-—u3d5--5f\/——a5b3

6 4 5= »
4V —=a3b* 16V —c3d5—35V —ash3.
- ]

e e - -

o U, g N
Sustraceion: g/ —at—2y/ —a3b? + 8V —c3d°

comtlos g 5 6
-—(——3\/-—-a"+6\/—a3b’+3\/-—03t‘5“5‘\/*—“553)

el T G S e -

[———— [ Sl - ——
6\/-—-04——-8\/-—&"5’ —1—5"\/*—(2553.

B et e e o e
——— ————

117. Para proceder 4 la mulriplicacion y division recor-
darémos que toda espresion imajinaria se puede [109] des-
componer en dos factores, uno real y otro imajinario.

Multiplicacion :

19 V= N =b=VaV i ANEV—=i=VaVh: (V=1 )% ..
oo =V ab(—=1)T=Aab(—1)* =Vab + —1=—N/ab 3
ke T e iy o ol I I

82 AN g b =(=a)? «(—b)*=a®(—1)? .bé(-—-—x)‘* v

ol Lt O | 2, é: 3. Solil ¥ B N
ne =t b (—1)? = at b (=) =Vath V()T
s Po Z A5 "ul" Ty 54 'S :
e =VatbV —1=y =a%b.

- Ba el primer ejemplo vemos que el producto — /a5 es
una cantidad ‘real y el mismo que si multiplicaramos +Va
Por —V/b, porque se saca el factor —1 del radical vV —¢.
elevaq? al cuadrado, esto esy (V—1)*=—13 pero, chando el

Producto reswita tambien imafinario, no aparece contradicion 4
la ley de los. signos esteriores, como lo manifiesta el segunda '

R N Rt R
Sjzinplo N/ SZen —b=v T57h..o <

14



V’u \/—l \’f_ e \/r'z— VE- a
A o= «f—_ s _____-_—___._.)(x: -— = 1P
20 v._a V_b_.(—ﬂ) ( b)i a (-—-I)T! ___a“(—])':'a—'-‘!l__-a“ 1)1{'. .
TN L F
: b (—n)* b* b
.._.\/4 \/——1 Vimgt 3 a®
\/5‘ Vb

118. Como ya sabemos multiplicar y partir radicales en cantidades incomplecsas no pueda
ocurrir dificultad para ejecutar las mismas operaciones con radicales en cantidades complecsas,
pues que sus términos estdn enlazados del mismo modo que los de otros caalesquiera polindmios.
Ejercitemonos en estos ejemplos :

Mulciplicacion: 1?¢ (x+‘\/x —a )(x—-’\/xTa‘) w—{-—‘\/;’——“a_!)xw(x..;-v x’—af)\/zz':—ji. e
oo w7 /2t — a2Vl — i — (AT a7 ) 2= — (52 —a?)=a? 3
2% (Va'—b?) (v/38—36)=V (a+b) (a—b). 3(a—b)=N (a—b)2. 3(a—+b) +«+
.« =(a—b)\3(a+b). :

sAa¥b:Jarbh _ 3

6cVas+b° 1 Natb Oy (a? -‘ﬂb““b’)

Division: 12 geVa-+b:6e’\/a®4b’ =

e - g b
22 (60‘—23a"\/—1—l3ab—20+ 22bV—1 g ﬁb_ ) : (ﬁﬂ‘—av—l—:i-) &y w
a a? a




__6a —zgaﬂ/-;—rga%-—-ma -+-zzab\/—r+6b’ 303w gaV <1 mab
¥ (203 —3zaV —i—3b)s g

e AT et
v e =34 =4 e

*n e

t19. Cuando sucede, como en el tltimo ejemplo, que hay radicales imajinarios en algunos

términos, toda la espresion es por su enlace imajinaria, pues qu2 @4V —b no puede igualarse

con una cantidad real, como por ejzmplo ¢,.porqus eatonces resultaria \/—b igual 4 ¢—a contra
la naturaleza de las cantidades, lo que seria absardo.

120. Podemos dar 4 toda espresion imajinaria de segundo grado la forma A—f—B\/: ¥
si la multiplicamos por 4—BV—i tendremos [ 43 3%] (d+-By—1)(d—BV—1) .
o =4 (BV=1)*=4*~B*, —1=4"+-B?, de donde se deduce que, para descomponer en
factores toda cantidad, que sea la suma de dos términos, se pone la raiz coadrada de uno de
los términos en ambos factores por primer termino, y por ssguado la raiz del otro multiplin-r.a
por \/—7 con’ diferente signo en cada faetor:asi a+b —(\/a +\/b \/-—1)(\/4 —bV —1/.
& b= (VP NN 1 (Ve =DV —=1 ).

#21. Respecto 4 la elevacion de espresiones imajinarias considerarémos que

(V=1)° Yumgy VT4

-.-"“:...-F 15
('V:) I=V—= 3

R |




A2

l'(%}x)’:\';j"\’:;:--l i,
V=13 =(V=1 )V 1== W i=—V "1
\/—:)4“(\/—":; o N = sty Sernibee v—-:—-——(‘v-—-[)’—-—(—-]}——{-; 3
,(V——-:I)S.:(‘\/——,I) -'\/—l;l oM=1=V—13 :
(\/-__:-l,_d/‘é:(\/:[)‘ 4 (\f:;)_?: L ‘ add
\/:])7:(‘\/:}4 (\/-:—'1)3::.-—%"——-_1:—‘\/“—_:;

jor 1 :
e Vemos "‘que las cuatro ultimas potencms de ‘V-—-—x son wuales 4 las coatro primeras, y
“continvando del mismo' modo se establm.ena un permdo que se reproduce indefinidamente. En

rgeneral, espresando por n'el cero y sucesivamente los niimeros enteros, obtendremos los resul~
tados de todas' las poténcias de V-—1 en estas cuatro clases?

* o L VED((VEL ) = )= e

' (V=1) 40+ (V=1 J47 &/ it V1=V =13

(‘\ u"’“"—('\/f—:)‘“ (V——l,’:—i—x.—l__ ¥ ‘
(\/——ﬁ“"”:(’\w—;-) (\/“:)3:4—! —A/[—1=—VT En su conse=

cuencia (v __3)»::\/;”53/‘:-‘ )m;'—_-‘\/um// Va™ NV —i // —'\/8'"// —A/a A/ 1.

123. Tocante 4 la estraccion observarémos que de las espresiones halladas en el articulo
antecedente se sacan, por un procedimientp inverso, las cons€cuencias siguientes :
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47741 41 -Fy ant1

’V'—'l:(\/—x)mﬂ 1 /‘\/—'1_1/(\/ )47;+1_(.V__‘)4?”'1_('\’/__1}1_\/:‘;

4N+2 W 3 e an+z

g 0y 2 — ——
PP Vi ) 1/ i 1/(\/—— 0 —( V=)t =(VED) V=T

an+3 41:+!/-.-——-——-— |3

fre _'I:(v:—;)4n+31- ‘/‘V—-I_V (\/—t)4n+3—(\/ J‘”+3—(V——-1\!-V—-;,
Las operaciones del cdlculo son como las de cantidades radicales, de manera que

o ([ p—
1/\/-—12\/-—1, y luego se hacen les simplificacionss posibles. "
123. Hagamos el ensayo de reducir un qucbrado, en que entran radicales, d su mas sencilla
espresion, buscando la mayor medida comun de su numerador y denominador por as reglas

esplicadas en la Leccion VIL

L s
- g A/ 13
2aV -—36—_—+ 7-:*- =% 3 wa,
/ b — 36 b’ b
Sea el quebrado t_ ; /) g2g 324 + £ %
Vi oab —19354 -b —l— oa— b
goa’\/n —-1)5____1..90,_2_ 9 9 9

el

9

: . p s
Saco el factor independiente 3b%3 3
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[«

1 .
308 — 63072 4308’ ‘ 15 Cociente.

v 1 k-1 4G A
Multiplicando poran. 60a—i30a "2 + Goa™? ’ qab®—12a °'b3+9a_’b§ en que suprimiré b*_

x G S :
—-60“’*"1803_2_135{;—3 4a i IS 2 + 90—; za_sa o Comenre.
% = -

508" *—75a=% —4a8 —+ 6a * 2—34 *div.com.
o R g g ;
‘sup"mlendo 25“ D renssessntensy 2 —_— 3a 2 __.,6“ 3 + 94 2

.
+6a * — ga—?
o

3

3 1 TR O
Resulta que el comuan divisor es 3b3(z—3a_%):3b§(z—%):31)5'&29 ~ 3) en que se debe
az a7

suprimir el denominador, porque, al ejecutar la division de los dos polinémios por el divisor

3
comun, se convertiria 47 en multiplicador de entrambos; por lo que la mayor medida comun

serd 31:?(2:2%—- 3):

3
S Vb“ Vb
V 2 ! 2 JAihy -l 3
“ MBS B e 36 e - +27_;' (mabg-—- 368 °b° 4274 ‘b%):3bg(2a_"—3)
si i i s T T —!; 3 « o e
‘\si (90ab® —1958 2b34goa™?b"): 3b°(au*—3)

b A
b ~— e 0 —
goaV 195%_‘!' 9 =




LECCION XIIL
De las Potencias de Cantidades polintmias.

124. Aunque sabemos elevar coalquier polinémio 4 una
potencia multiplicandolo sucesivamente por si mismo , nos
proponemos ~hallar al intento métodos generales mas senci-
llos por medio del bindmio (a+b)™, de que hemos podi-
do formar alguna idea al descomponer en dos partes [II 186
y 187} los nlimeros 342=(3044)% y 123 =(10+2)3 para
su elevacion d estas potencias.

125. Si hacemos m=z serd (a+bh)'—a?42ab4-b>, ¥
si m—3 resultard (a+b)*=a’4-3a°b+3ab>+b3, de modo
que para elevar al cuadrado 6 al cubo otro bindmio, por
ejemplo p+-g ., bastard la sustitucion de las letras , como

(p+q)=(a+b)*=a’+2ab+-b’=p>+2pg4¥g* 5

(p+q)*=(a+b)>=ad+30°b+ 3ab> 4+ b3=p3-+3p’q . ..

oo 3p9° 43
~126. Cuando la cantidad propuesta comprende mas de
dos términos igualamos el primero 6 el dltimo con el pri-
mero del binémio, y los otros con el segundo del bind=
mio, La elevacion de c¢+d+4-e—f al cuadrado se hace asi:
(a+4b)*=a" 4-2ub-+b?,
=g 53 ¥
d+e_f:b},... (c+dte—F)i=c' 4 2c(dde—f) oo
oo H(dre—f)i=c 42c(d4e—f) o o
..+d’+2d(e-—-—f)+(e—f)":¢z. ‘e
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ootoc(dae =F) wd? 2d(e—=f). ..
e +e?—szef4~f? 5 cuyo resultado , guar-
dando analogfa con la férmula , presenta el cnadrado de
cada término seguido” del duplo de su producto por los tér-
minos subsignientes, Con esta regla hallarémos desde luego
17 (ntngpp—qyr—s4+8e) =mam(n4-p—q...,
oot —s =G0 )0 dan(p—gtr—s+8e)tpi..,
cot2p(= g pr—s4+-8c) P —2g(r—s48e.) o oo
oo riop or(—s-8e) 5 = e s
2% (e +d%igm3)t=(c?)® 4ac’(d4qgm3)H(d®)* .0
vo 2dt gmi o (gm3) et d 8P midi ..
eo 40d*m3 g 16mb,
127. Para elevar un polindmio, como c—4-d—e, al cube-
Jo: harémos por sustitucion de esta manera :
(a4b)3=a3 + 3ab 4-3ab*+b3.
C:Z} yus s (ed—e)3=c3 430 (d—e)43c(d—ec)’ . v s
o oo F(d—e)3=cd 430 (d—e)+3e(d?—ade . vs
cote?)pdd—3d’ed-gde?—c3; y esta espre=
sion , conservido su apalogia con la férmula, pressnta el
cubo de cada término seguido del triplo producto de su
cuadrado por los términos subsiguientss , y de su triplo
producto. por el coadrado de los mismes térininos. Asi obten-
drémos inmediatamente ¢ _
19 (m 4 np—g)P=m33m2(nt p—q)t gm(n=+Fp—gq)% .
co it 307 (p—q)30(p—q) Fpi4-3p" s —g. s
. e +3pqz—-q3::m~"+3m’(n Tp—q) +3m(nz+ NPeas
s —=2g+p*—apgt ") 4+ nd 430" (p—q) .
300" —2pg 4 g*) - p*—3p"g ¥ 3p9P— 1%
2? (e 4d*qm3 )3 = (c*) 4 3(c?)* (d*4amd) . .
vo +3¢°(d° - qm3) i (d* )3+ 3(d?)  egmd . .

.
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oo 4347 (4m3)?H(4m3)3=c® - 3c (d* F-4m*) o o o

e+ 30t (34 +8d*m3+16m®) - d®412dim® ...
os +48d*m® 4 64m°.

Sobre la multiplicacion de diferentes binémios entre
si, como. (x+4a)(x4-b)(s4-c)(¥+d)=x*4 (o+b+tc+d)x®. v
s o + (ab+ac+ad—+-bet-bd+4-cd ) x* 4 ( abe + abd—+acd ...
w . ~+bed)x+abed, hemos hecho varias observaciones [48 4%}y
que repetirémos por partes suponiendo que sea m el nime-
ro de factores binémios.

128,

En este concepto, siendo el primer término del producto
Ia primera parte de cada bindmio, elevada 4 una potencia
igual al nimero de bindmios , lo representarémos por x™.

Como el segundo término del producto es la primerz
parte de cada binémio, elevada & una potencia unz uni=-
dad menor que en el primer término, y multiplicada por la
suma de las segundas partes de los bindmios s si espresamos
esta suma por P, esto es, P—=a 4-b+c+d+ e+ o, repre-
sentarémos el segundo término del producto por Px™—F,

Respecto 4 que en los términos siguientes la potencia
& que estd elevada la primera parte de los binémios va
siendo sucesivamente una unidad menor , y estd multiplica-
da por la suma de las segundas partes de ellos tomadas de
dos en dos, de tres em tres y asi gradualmente j si espre~
samos por Q la suma de estas segundas partes de dos en dos .,
6 bien Q—ab+actad4-bobd - cd4-83c., serd Qs 2 el
tercer término del producto, y si representamos por R la
suma de las mismas ssgundas partes de tres em tres, 6 biew
R:abc*-i-—abd—{a-acd*-i-bcd—l-rﬁﬁ’c., serd el cuarto Rx™™3, y
continuando por el mismo. 6rdefl obtendremos lo& demas tér-
‘minos. S¢’™ *, Ts”—5, e,

Medlante é que eL diltimo término del producto es s

16



72
primera parte de los bindmios con un esponente igual 4 cero,

aultiplicada por todas las segundas partes de ellos ¢ si hacemos
¥Y=abede. , tendremos por iltimo término Y ™"=Y x° =Y.
Deducese .de todo que la espresion gencral serd
(54-a) (5 +4+0) (2 4-c) (x4-d) e, =& +Px" 14 Qx"72 . /v
oo A= BE" T3 00 S5 4 4 690, inpre + Y :
129. [sta espresion nos servird, teniendo presente la
Leccion XXV de la Arivgrica sobre permutaciones y com=
binacionzs, para demostrar con toda generalidad la composi-
cion de los productos de bindmios. Con efecto, si multipli=
camos & —+Px™ 7% 4 Qx4 Ru ™3 - 83cu wuues+Y por x+Ty
tendremos %7 4= (P+1) x4 (Q+ Pl)sm = - (R4-Q )5 %1 00
oo 48300 snnne -t Y +Vi 3 luego, si P es la suma de m can-
tidades @, b, cqyd, 8c., serd P41 la de m4-1t cantida-
des ay by 0oy dy &c.y Iz si Q es la suma de los pro-
" ductos de las m cantidades @, b, ¢, d, €. tomadas de
dos en dos, Q4-Pl espresard la de los productos de m--1
cantidades @, b, ¢, d, &¢., | tomadas tambien de dos
en dos; si R es la suma de los productos de m cantidades
a, b, ¢y d, 8¢, tomadas de tres en tres, R4-QI serd la de
los productos de m—-r cantidades a, b, ¢, d, Ee., I tomadas,
asimismo de tres e tres: este modo de discurrir s2 estiende
4 todos los términos, y el tltimo ¥I serd el producto de las
m-4-1 segundas partes de todos los binémios. Por tanto sizndo
verdadera, como hemos reconocido, la ley de composicion para
el producto de cuatro factores bindmios, lo serd tambien para
el de cinco binémios, y sucesivamente para seis, siete, y en
general para un atmero cualquiera de ellos.
130. Ahora, suponiendo iguales las segundas partes de
los m binémios, serdn estos factores (x—+a)(x—a)(x+a) e
6 bizn (s4-a)", y representando por 4, B, Cy D, Ge. el ni-



mero de productos de las segundas partes de bindmio tomadas de tantas en tantas coantos términos precedan o szcarémos =
P= g 40 ¥ o a o, =033
Q=4 4 a* +a* +a* 8. = Ba%;
R—a*4a% 4 a® a3 + &3¢, = Ca?;
S=Daty
L= Ealy
&e. 5 de modo que la espresion genera] serd

(54-0)"=x" 4 Pxm—1-Qxm~2 4+ RxM=3 1 85"~ - Be. = s+ dax" " +Ba "2y 0pa M= 4+ Datsm=4_4 g2,

" 131, Por la doctrina recordads de las combinaciones (I 258] sabemos que el nimero m de cosas tomadas simplemente

de una en una es m , . . . A=m3

m(m—1 m—1I N —
de dos en dos es j—’—-) s ; . - B:’L—):A———L;

de tres en tres es w Pl YO .C:m(m——!).(m—z)::Bm_z;
‘ 2.3 - : 3.3 3

m(m—1)(m—z)(m—3) m(m—1)(m—2)(m—z) m—3
L e R D:——-‘__'H'__""‘-'—-—:C_“—;
23.3+4 . 2:3:4 4
¥ asi sucesivamente disminuyendo una unidad al pumerador y aumzntandola al denominador para formar el quebrado, que multiplica al coeff
letra mayuscula anterior; pero en el Gltimo término ¥, que figurarémos por La7s" = lamge = [LJ™, habrd de ser L— para que se

fientz 6 e
Sympla, 1. propiedad de formarse el Gitimo término por el producto de todas las segundas partes del bjpmio en su elevacion & Ia potencia nt.

de cuatro 2n cuatro es

'7--¢O-+Yo--

.

Resulta, pues, que bt \
(x+ J)m____.:xm__l_ Pyt me—z EH Rx™M—3 e Sxm-q o] &9,
- :xm + Aa:‘”’— l+ B{l 2“’”‘ % + Ca“cm—'s + Dsl‘f?ﬂi’-_“ + 8\’.‘. -y * . . . . . +La"‘ .8
S Mm—yq
a"ﬁm 4-!- D_-s_'.-'iasx‘n—‘ + UC- ssesnes +am.

m —_— — = —
..::gc’”—i—--ax”‘“ +Aﬁ_—'- alym—2 Bua3x"' 3+C’£_—3-
¢ 2 4

132. Esta generacion de coeficientes facilita mucho la elevacion del bindmio 4 und potencia: cugjguiera , pues que en el primar término
W cocficiente es la unidad , y en los demas se saca el coeficients multiplicando el del térmiao anterinr por el esponente, que lleva la pri-
Wera parte del bindmio en el mismo término , y dividiendo este producto por el ndmere de térmipg que preceden. En coanto 4 esponentes

lai_,pr_imera parte - del binémio. estd elevada en el primer término 4 la: potencia dada, J €0 los demgs se disminaye sncesivamente su  espo-
Dente en una unidad hasta finalizar en x” ~"=x°=1 ; y la segunda parte del bingmio tiene en el primag término CEro por esponente, esto es @°=t

o -k ]
¥ despues va aumentando este esponecnte una unidad en cada término hasta qae llegd al grado ds Jg potencia. Respecto 4 signos son todos
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positivos cuando la segunda parte del bitdmio ‘es positivas péro, si es negativa, alternan en los términos los signos de mas 'y menos 4

segun lo requieren las reglas de la multiplicacion.
Conocidas estas leyes no hallarémos tropiezo en la elevacion del binémio 4 una ‘poteacia numérica , Ccomo

(c4d)?=c” 4 Tebd7 . $e5d 431, SetdS 435, £03d% 435, 3c*d 421, i R R
oo =cT A 70%d4 210°3* 4~ 3sctddt  gseddtai Vare®dS 4 gedfge d?. Aqui observarémos que,
siendo el binomio simétrico en si mismo, pues lo mismo es escribir c+d que dtc, tambien lo es Ja potencia ea su desarrollo, corres—
pandisndose los términos inversamente hﬂmdlogos, como el primerd ‘con el dltimo, el segundo con el pentilcimo , el tercero con el znte-
pentltimo, y asi sucesivamente desde los estremos hasta coincidir en el centro, doade habri un término sia otro andlogo cuando la potencia
sea parj resultando finalmente que en 103 términos inversamente homélogos los co:ficientes son los mismos y las partes del biadmio cambian

de representacion por la alternativa de Sus esponentes,

°

133. La formula enteramente esph’ci‘a es

s "m—1 - th—2z - - ‘ —_
(x+a)m: xm i "iaxm 3 + A."_"_'-‘_"azxm ’:{: B L] as xm s + C ] i 3 a4 xm--4 I +La”! Y
— 2 3 4 ey .
m _. m m—I = m Mm—1 m—2- b " — —2 m—
BT LT il R bt T T e ol e . et e . ) VT3040 e + 0750
t ] 2 I 2 3 I 2 3 4 o 2
y se conocz con el nombre de bindmio de Newton, porque la inventé este Principe de la Cicacias

Todavia podemos presentar la férmula mas sencilla de esta manera:
a m—~isg\? m—t m—2 / a\? —1 m—2 — 4 ™
(x+a)'nzxm 1+ ma—m ..._-.___f__). S o T ___f_) +m.’f.__.— . W _a_) oAl aek B .
% 2 \'x e R 2 3 g \%17 % o
donde , una vez hallados los coeficientes s no hay mas que elevar 4 potencias el cocieate de la szgunda partz del binémio partida por la
primera , y multiplicar por la primera Pparte elevada 4 la potencia dada la espresion contenida entre corchates.

Hagamos esta aplicacion :
a m—1/a\"* m—2 /a\3 m—3 [ a\* m— \ s m—sz ‘
B aki o ._.+A___(_ B (,_ + (RS pP—4(a a(i 6
L Lt () * ) D= ) e E R (2N

2 % 3 3 X
"_(223)6{'+6‘_223+ 4 _z_z—;) +"5'%(_EE_3) Ana0u 2z-") +15°%(—§?~’7) 6 5 _;E?) }”.

oo = 642'% — g60b 3 z*$ +  6ooob® z'* — 20000b72? 4 37500!7":6—37500!:'523 + 15635b%%.

134. Un término cualquiera del desaollo ¢ el término g:neral de la férmula, suponiendo que n esprese los términos precedentes, serd

Mm—t Mm—2 m—3 m—(n—1 M—1 Mm—2 M— Mm—n—-r o™
My —r # —— _———.....X-._._.(__.—)—anxm--” // ”m e . . 3..‘.. ’ ok
3 4 n 2 3 4 n ¥




LECCION  XIV. 75

De las Raices de Cantidades polindmias.

135 La férmula del bindmio sirve, por su estructurs , para la estraccion de raices de log polinémios. Asi, emps
tencia mas sencilla, que es la ssgunda, y considerando la cantidad complecsa como un s cuja ra,‘z. % bu;a mpuzan.do por la po-
que , segun se advierte en (P'!"f}}z:?z"'}'zf’q"r‘qz* el desarrollo de la segunda potencia preseaty el cuadmz‘1; de }a" ’e_P@“ré‘mS e 186.]
némio , el duplo producto de su primera parte por su segunda y el coadrado de su segunda. Kn este concepto ord Prlu':era parte del.t?‘,:-
segun costumbre , y estracrémos del primero , comprensivo de la principal letra de ordenacion en su mayor grado Er;:run.os los términos
rémos y restaremos del mismo término. Esta raiz hallada se considerard , comparativamente con el binémio, como 1; 3 "3’12, que cuadra-
por tanto la duplicarémos para formar el primer término de un divisor y que hy de ser el duplo de Plalm-.r.a parte de Ia
ds modo qua este divisor estard representalo en la formula por 3p-+-q, y multiplicandolo por el ;a;)z. hal!ad:a mas
el producto se restard de los correspondientes términos del dividendo 6 cantidad dada. Continuapémos de la misma manera e ldod cociente
logia con las oparaciones practicadas para semejantz estraccion de caatidades numéricas [1I 194], y si nada queda en un; gtml- an:? fm-a-
; pera ., si resultase un residuo en que la pl'iﬂcii’a1 letra dg ordenacion tuviere menor :svoi:entw}iloc.
f e qu

nes parciales , la raiz serd ecsacta 3
en el término correspondiente del divisor , serd inecsacta la raiz, y. prosiguiendo su estraccion saldrd uoa série indefinida de térmi
a de terminos.

que se busca:
la parte consecutiva ,

Vamos 4 los ejemplos :

30 9:14.---12a3b..‘..34_:;’1;'---20rtb’-"l"ﬁ.‘i"’4 | 3a*—2ab 4 5b° Raiz.
—(30%)*=—0 a* 6 a*—=zab Primer divisor,

6 o> =4ab 4 5b* Seg. divisor,

1

Primer residu0. c e . ssesevsssasss O —!za35+34a*b=.—goab3+255‘
—(6a*—2ab) , —28b=.... Jrzadh— ga'?
Segundo 1esiduo v e v et nataaas O +3Oazb’—zoab3+255‘

— (6a* —4ab+5b") AT o degii < Mﬂ‘
o

/(ga*—12a’b+34a'b>—z204b3 +133b4)=ga’—2ab sb%,

2? l60"-40&35+25a1b1+64azbc—-80.ﬁ‘b¢c+645%3 I_E___:MRaiz.
._|6a‘+4oa3b—-—z5a2b’—64azbc.{_soabac._é;;b’c’ 8ar— sab
o ° ) 8a’—qoqb+ 8be

'\/(réa‘—4ca3b+25a!b2+64a’bc-—8c>ab2¢+64b’c2):4a’-. gab+-Bbes



8°  gat—10V—r1—4a’+ 60V T 4o\/3ma | 3a’—2aV 74V Ruia
—gat a3V 140260V T3 pgaVz 43 bat—2aV [ 2%
o Sk . o P e Y e
V(9a*—1203V —1—4a" + 65V — 2 —ga\ 2 —2) =38 =20V "1+ —3,

4°  4a"—laab’+-9b+-12—1847h° +94a—* | 2a—3b°+30— Raiz

X 7
""'40’-‘t'_l_z_ab'l--gb—m-l-ll?a—’bg——ga—’ 40_36%
' X
e P o Aa—G6b> 4-3a—F
b ia k3
A(46? —H2ab” +9b - 12—1857" b+ ga“"):m—gb%-i—;ga_ £,
2 bh? bt b
o £ b7 a BARE — 82¢. Rai
5 ke 3 24 da3 +:6as Se: Raiew
_g'-—bz—_ b 2
4at 20 -
i : 24
; : b+ . bS b Rs
’f;? 8a*  64a° s @  8a?
i Q
241\ — b? 2 h i b® g ¥
\/(a )-_ a + 2a 8“’ + ]6(35 @F

136. Es necesario no confundir A/(a*+D") con Va*+VE?, pues esta \ltima espresion significa Va? 457 —5 +b=z/(aFb)P=a/(a® 4-20b+b");
y siendo v/(a%430b+b2)>0/(a7+b*) o Mstlta que atb>Va* 157 6 que VaT +Vh > V(a?+b7), Compruebase sensiblemente esta verdad
con cualquier ejemplo de cantidades numéricas, como _3+5,—_'-\/.’-3_’-1i'\/3_":\/(3’-:l-2.3-5+5‘):'\/6—4:8 y 1/(31,*.5;):,\/5;: e il
gue N9+V25>17 9135, ) | Sy |
137. Con el fin de estraer la raiz Cbica de cantidades complecsas yolvamos 4 la férmula del binémio, espresandolo en este caso por
(p+9)2=p*+ 307 q+3p9" +q°.
Y despuss de hecha la ordenacion €%vepjente estracremos la raiz ctbica del primer término de la cantidad , y restarémos su cubo
del mismo término , considerando esta Par'® de la raiz como la primera con referencia al bindmio. Buscarémos un divisor, que estard re-
presentado por 3p*4-3pg-+q*, tomando el triplo del cuadrado de la primera parts 6 raiz hallada, el ‘triplo producto de esta raiz por la

Que se busca 6 segunda parte y el cwadfdo de esta segunda parte; el cociente oportuno serd la parte segunda de la raiz, y multipli-




eandolo por el divisor dard el producto, que se ha de restar de los corrzspondicates términos del dividendo. Considerando siempre los :é?r-
minos hallados de la raiz como su primera parte, y el que se investiga como su s:gunda, y buscando el divisor inmediato en la forma
esplicada , 4 semejanza de la estraccion dz cantidades numéricas [II 200], para obtensr un cociente, que serd el término siguiente de Ia
raiz, llegarémos 4 completarla, resultando ecsacta cuando nada quede en una de las divisiones parciales, ¢ inecsacta si hubiere un rasiduo
en que la principal letra de ordenacion tuviere un espoaente menor que en el correspoadiente término del divisor, en cuyo easo sacarémnos

una série indefinida. -
Ejemplos :

£ e 4-3c?d—3cte+3cd* —6edey-3ce® +-d3—3d%e+3de* —e? | c+d—e Raiz.
—c3 3¢* 4+3cd4-d* Primer divisor.
Prim, residuo s ssv. .. 302 d—3ce+30d* —6cde+-3ce 4+ d> —3d%e4-gde* —e®  3e*+6ed43d* —gzce—3de+e® Seg. divisor.
—3c?d —3cd? —d?
Seg. residuo + . . . 9 o —3c%e —6ede43ce® —3d%e43de®—e?
isc’e +6cde—3ce? +3d%e—3de* 4-e*
o

3
AV(ed qgetd—gcte4-ged? —bede+gce? + d3—gdie+3de* —e’) =c+d—e

2? 6 —6a5b+130*h*—s0a3b3 +150*b*—6ab5 ¢ I s2—oab4-b* Raiz,
—a®4-6a5b—12a*b?* 4+ 8a3b? jat— 6a3b+ 4a*ps

3a%b* —12a3b3*+150%h*—6abS 4 }6  36°—1 2a%b-+150"b* <6ab34-b*

—3a*b*+12a3%b3—s507b*+ 64b5 —b®
=
3
V(a5 —6a5h 4 15a4b7 —20a%b *+=1307h*—64b5 4 b%) =a®—2ab - b*,

139, En general conviene, para estrazr cualquiera raiz, preseatar la férmula [r37] bajo esta ecuagjon (P+9')m:Pm+(Apm"+ By .
oo 4 CpT—3 g%+ Dpn—29® 4 e, "“_*_qm_.l)q‘ cuyo segunde miembro se figura solo con dos térmipgs , de los cuales el primero represents
la primera parte de la raiz elevada d la potencia, y el segundo una cantidad complecsa multiplizada por un monémio, indicande la cage
tidad complecsa el divisor oportuno, y el factor monémio la segunda parte de la raiz. Bajo estq concepto, refiriendo siempre al primer
término la parte hallada de la raiz, al factor complecso el divisor que se busca, ¥ al monémip |3 segunda parte de la raiz 6 el tér-
mino de ella que se investiga ; serd facil hacer la estraccion radical de cualquicr cantidad algebrdica » ¥ aln de las numcricas 3 pero

respecto 4 estas nos parece preferible la regla general esplicada [ 204} al intentoe



r?'s

33 4 : [ ‘ : 3 . . r __ o A " o £ ;
139. Ya sabemos [10_5] qua , siendo un esponante radical r—mn, resulta IVe=A/ = A/es ¥ que por tante podemos estrzer de unas

en otras las raices, cuyos esponentes son descomponibles en factores. Usarémos, pues , de este método parz mayor facilidad en la eslracuon
respecto d pelinémios , como en- este ejemp]o P

n
(<

\/(64_x‘ ¢ 9604355 4-6000a% %% *—20000a°x +3757(-)o-:31’x5—-37509a' Sx34156250%"%) .

3
:\/{V(é.{.x‘ # —960a%5"5 +-60004°% " *—20000a°%9 4375008 * 56 —375008" Sx3 41 56254° 3)} .

. :{;{(;8»9-?_ép‘xfa}f—{-_l50x3a‘-,-—l95&"):3:43—-503; en cuyo cdlculo convendrd 4 los principiantes ejercitarse.

140. "Alll'tﬂ-‘ de _proceder .4 ninguana uopa{raciqn- el diastro ‘calculador-ecsamina atzaram:nte [689] las espresiones. algabrdicas, 'y consigue mu-
chas veces descubrir por la simple inspeecion el resultado qus busea 6 algunas propiedades’ condueentes # su intento. Tal sucede en la es=
traccion de raices cuando son ecsactas, Puss qus la potencia. desenvuelta ha «ds contepar términos en que, se, halle. solo cada parte de la
raiz elevada 4 la potencia, Deseubiertas asi estas partes: s: eleva so suma d lx potencia, y esta suma-serd la raiz qus se busca, si su ele-
vacion reproduce la cantidad dada. Por ef:mplo, en c®43c%d* —ractm 13 4= 30td b2 g0t md 48t m® - dS —12d%m3 4= 4842 m® —64m® , d= que
me propongo estraer la raiz cibica, observo que sus tres términos ¢f, d° Yy, —64m?. son cubos Perﬁ,c[os‘ y considerando que la suma

c?+d*—gm? de la raiz cibica de cada uno puﬂde ser la raiz que bus».o, elevo este trindmio al cubo; y como me resulta la cantidad
primitiva , veo que he acertado en mi luvestlgacwn.

LECCION XV,
Dz las Proporciones y . Progresiones.
141. Analizarémos con caractéres gen®fales la doctrina contraida 4 los ndimeros én las Liccroxes XIX y XX de Ja Arrtmsrica, usando
los mismos nombres y signos qu: en nll:ls.

142. En la equidiferencia 4+ B: E ' F, siendo D la razon 6 diferencia, es B=4 +D y I‘—'E+D de qus resulta A4'(4+D): E-(E4-D)
y A+D+E:A+E+D//B+E—'A+Fs luego la ‘suma de los medios es igual 4 la de los estremos.

Y en la proporcion a:b::e:f, si€ldo ¢ la razon cociente, es b=ac y f=ec, de que resulta wiac iietec y ace=aec [f be=af; luego
el producto de los medios es igual al d¢ Jos estremos. :
jomin! Lu » : : Recxprocamente B+ E=A44F,

: : : ~A44+B=—E+F [J A B::E'F;
Buse 2 TET Y A ST N f - be = af ,

7= {// asbise:f. Luego en cuatro cantidades , de las cuales dos dan

i
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Ia misma suma 6 el mismo ‘producto que las otras dos,
las primeras son los medios 6 los estremos, y las segun-
das los estremos 6 los medios de una equidiferencia 6 de

una proporcion.

De B4-E=A4+4Fsacamos B=A+F—~Ey E—=44F—B;

b
que, dados tres términos de la equidiferencia 6 de Ia pro-
porcion 4 sacamos el otro , sea antecedente 6 consecuente,

Y de be—af deducimos b:% y e:—fr‘—f 3 con

¥ pertenezea £ la primera razon 6 4 la segunda.
143. Puss que en la equidiferencia contioua , siendo
B=FE, resulta 4*B:B*F j/-~A+ B+ F, tenemos 2 B=4+F

:itf:, luego el término medio es la semisuma de
2

los estremos.
Y como en la proporcion continua, siendo h=e, re-

sulta a:b::b:f j/ =-a:b:f, tenemos b®=af y b=Vaf;
luego el medio proporcional es la raiz coadrada del pro-
ducto de los estremos.

144. Tenemos [142]

A4F=B+E,... —A+E=—B+F [JA-E:B-F;
e~ be,...—::—::-; [ ate:sb:f;
luego en la equidiferencia 4+ B:E-F y en la proporcion
@:b::e:f paeden muodar de lugar los medios. Ea gene-
ral sz pueden hacer todas las transposiciones de términos,
que concuerden con las ecuaciones A+F=B+E y af=be.
145. Si en la equidiferencia afiadimos d los dos términos
de una razon cualquicra cantidad M en sentido positivo 6
negativo, no se alterard el valor de la razon, y tendremos

(dM)-(BLM):E- F: A B, porque, en vez de la ecuacion



—~A-+ B=—E 4 F, podemos poner —(4+ M)+ (B+M)=—E4-F. i -

A i o ’ . i : o
Y si en la proporcion afiadimos 4 los dos miembros de la ecuacion — —-— una cantidad
- . b E - a ¢

gualqu;erg m en sentido positivo 6 negativo, resultard

i_'_m___f_‘_m//b-rma fimei

e
;f_zz ‘f//(b"“"m) (ftme):za:essbif s luego el pri-

mer consecpente, mas 6 menos cierto mimero de veces su antecedente, es al segundo conse-

cuente, mas 6 menos el mismo nimero de veces su antecedente , como el primer término es
al tercero 6 como el segundo es al coarto, 6 bien como sop entre si los antecedentes 6 como
lo son los consecuentes,

146, Comparando entre si las sumas, y lo mismo las diferencias, sacarémos

b+ma;_i:_

f+me e byma__b—ma 2.
$os o T g

b—ma a : Jme  f—me

J—me ¢

:tz: §+::e//(b+ma) (b—ma) ¢ (f+me)‘(f-—me).
Hagamos m—=1 4, , ., . (b4a) 3 (b—a) :: (f4e) ; (f—e)s Iuegola

suma de los dos pnmeros términos es 4 su diferencia, como la suma de los dos dltimos es
Smceden T 1 3
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147. Mudemos de lugar los medios de Ia propoman atbiie:f, y serd
Giesth: o § // —

| e
__.im
a

[l

etma __ ftmb
+m e S —
o // a B ‘ :
e+ ma a e
T etma): (f+mb)s:asbhzze: f. 3
Fhmb ot b f fl (ekma): (f1mb) J. Por tanto el segundo ante
eedente, mas 6. menos cierto nimero de veces el primero, es al segunda coasecuente, mas 6 menos igual nimero de veces el primero, como

cada antedente 4 su consecuente.
Haciendo rm=1t wesulta veta:fthunasbes fyu.. la suma 6 la diferencia de los antecedentss es 4 la suma 6 4 la diferencia de los

consecuentss, como un antecedente d su consecucnte.
148, De. et a:fdb:iiazbinesf sacarémos

eta:f+ b:ie—a: f—b,
etrase—ai:fibaf—bs luego la suma. de los antecedentes es 4 su diferencia, comp la suma de los consecuentes es tambisn

4 su diferencia.

b
149.  En general, siendo = .,ét % i;- Es’c._._c:,t-:ndremcw b+f4+h+p=actectgetle=(atetgl)e,

b fah hp _ b . .
o 3 quiere decir que en una série i :
a+e+g+l s ecil q de razones iguales
asbize:fiag:haslip 8o, lasuma de un ndmero. cualquiera de antecedentes es 4 la sama de jgual nimero de consecuentes, como un
antecedente & su consecuente, : §
150. Supongamos estas dos proporciones asbise: f Jla ::.i- %
o e
1,
I iL. P‘ o’
gih el f oe—="% ‘
&g
b f 5 i - ‘ :
i bh _ bh :: el s
| X 3 < Mol // ag : st e 'fF
/ L SR A
| Y
] Por tanto, maltiplicando dos proporciones tordenadamente , esto es ," cada término de la una por el respactivo de la otra, [os produce
tos, que resultan, estan en proporcion , y las nuevas razones -son. las_compuestas de las razones pnmmvus.

| Asimismo, dividiendo dos proporciones ordenadamume, los couent»es s que reculran, esidn en proporcion , y las nuevas razones son las

4z los cocxente; de ls razOnes prnmtwaa.'

P
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bolf b
r51. De —= sacare’mosa __——-// L B gy g ™ en s Ios cuadrados, Ios cubos, y en ceneral las mismas potencias de cuatro can-

tidades proporcjonales estan en proporcion
Vi _
v ’N"/—

152. No tanto hemos espuesto la doctrma antecedente para discutir la teorfa de las equidiferzacias y proporciones, cuanto para demos-
trar como se fundan en las ccuaciones, €uyo mso se debe preferir por ser su motacion unas sencilla y clata § pero en las progresiones .con-
viene conservar su modo de escribirlas. |

153. Si continuamos una equidiferencid continua resultard una progresion por diferencia, que éscribimos - 4+B«E-F+G+H- &, J
siendo D la diferencia, tendremos B=4+D, E=A42D, F=A43D, &ec. y

—A4:[4+D] + [4+2D] + [4+3D]  [d44D] * &ec.ouss. .+ {44 (8—1)D], Tepresentando u el

Y de — resulta que las raices del mismo grado de cuatro cantidades propercionales estdn en proporcion.

nimero de términos.
‘Aqui vemos que se puede hallar un término cualquicra L de esta progresion afiadiendo al primer término el producto de la diferen- |
cia 6 razon por el nimero de términos que preceden , y entonces L— A+(n—1)D. :
154. Para averiguar la suma S de UM progresion de esta clase la ligarémos en su 6rden y despues en el inverso, de modo que |
S— A 4 [4+D] + [4+2D] +%e.wnt[d4(n—1)D 2 o Ty By £2m
S—[A—i-(n—:)D]+[dl—:i—(n-—=§D]+[AE—(n*‘3)D] ¥ S 1} a8=pad(e— D) a8 s —0) D+ L+ (1) D] &
we=n[24 4 (n==1)D)=n[ A4=A~+(n—1)D]; pero n e el |
nimero de términos , 4 el primero y A4-(n—1)D el iltimo, al cual llamarémos L ; luego resultard

: 2S=mn(4+ L),

(A+ L)

e

S=4n

n(A+L)
2

153. Con las dos ecuaciones L=A+(1—~1)D ¥ 9= podemos hallar dos cantidades cnalesquiera de las cinco 4, D, n, L, S,

conociendo las otras tres.
156. Continuada una proporcion contldUa resulta wna progresion por cociente, que escribiremos

B s b tif 2 g b 3 BBGsiuenit]y
y espresando ¢ el cociente, Serd _b_—_g. - i:_g :Uc-:—é =e,

y se presenta la progresion €0 =i g : g :ac? :ac? 1 ac* i 850, wummmesesienns 2 3" 2, siendo # el nfimero de términos.
Bien se ve que puede hallarse vo tmino cualquiera J de esta progresion multiplicando el primero por la razon elevada 4 una potenciay




cuyo esponente sea el nimero de términos precedentes, de modo que J—ac *.
157. A fin de conocer la suma s de unma progresion por cociente enlazarémos sus términos y haremos el célculo siguiente :
- 2 fi==2
s —a =(a+actac® 4acd 4 Eewviees 4 4ac i
s:a+w+ac’+ac3+€§‘c........_:,_ac""",...{ ia (aAE- 0T Hepa - oy snarns W )5
y S"GC” I: a+ac+acz+acs+6_‘fﬁ'- e o’ 1 Tt H
§ — ] :(ﬂ—*—ac“‘-ac! +a33+80n weeneen +ﬂc"—=)c LY

a+ac+ac’—1—-ac 3 +E_‘J’G. sevsane +acﬂ—2=3-—ﬂ!acﬂ-—_ I-}'n . 57“—- a :(S—-HG”-‘)G:SC-—ac” 9

ac’—a __ c.ac""'—g
. R 5 fop— :
- — BRI oy ter Lo,
e R I R T hallar Ia suma de la progresion indicada,

se buscard el esceso, que el producto de la razon por el tltimo término lleva al primer término, y este esceso se dividird por la rzzon
disminuida de la unidad.

fois

" - C a . C & - 5
1538, Las dos ecuaciones /=ac”~* y s= —— comprenden las relaciones, que las cinco cantidades @, ¢, #, I, s tienen eatrs si en las
! : c—I i ot B : : :

progresiones por cocientes, y sirven para conocer dos cualesquiera de estas cantidades, siendo dadas las otras tres.

aclaa . afoli—y)

. . 1 \ 3 :
159. Ya hemos visto [157] que s= , ¥ si la razon es un quebrado, esto es, e=— la progresion serd decreciente,

—1 =1
ndremos r § i 2
 Fe n a(-—-—t) am(l—-———n) TR
's___a{"c-_,r) v Iie) © ' Ty am & N 0 a S e ot . et
—_— ey b - — i N px 7 F}
[, i . =1 =i ‘m—1 m-—i (m—1)m"—* PRy
m
s - ’ . a H g ’l de s é I ' d am ; o
el nimero » mas pequedo serd el término == y mas sz acercard el valor d a cantida ey hasta no podsr diferenciarse
m~=1i)m 5
: : i : am ! A i
ds ella sino cn menos de una cantidad asignable. Eatonces $I= -, qUe supongo !y es yp limite, como se ve en esta aplicacion
: e
] T T I 1 am __ T3 s ; .
2o g e ke gy tlay eniquetest, e='-=iq. . um==2, ¥ por.tanto l:,;‘;_"'a-—: —2j5 de manera que, mientras mas t€rminos tomemas
ars e

en la “progresion, mas ‘$&l adercatd "salsuma ' la igualdad com’ 2, pues que
1 =215

3

Dl

g = &

2 =

18



114 g S ek i
P gk % § =z —%
ekt -d oy & =3t — o
cociente continuada al infinito. si bien la idea

Asi la espresion ] puede considersrse como la suma de la progresion decreciente por

mas perceptible es la de limite,
a(e™ —r)

E==1I

cuya 'suma representa, porque, ejecutando

16o. De la férmula s= sacamos todos los términos, que componen la  progresion

la division [61 2%], resulta
ﬂ——
- a(r14c -I--f?3 M 03 Aot 48900 sesinee - 07F) =g - ac 802 a0 Hact 4 850 varieee + ac" 2.

s = a-
Co==1I

El valor de / cumple el mismo objsto, porque

l=a "
m 4 b § I 1 1 T T i {
——:I+—+— ——+“""+E§°0. b ( — — S — o)
M 1 m mz+m3 m? 4 ead I+m+m1+m“ m++8c : :
T:i— =y a - ] s I=a(t4-c 4+ 0 4¢3 4 ¢* 4 8e)=a+ac+ac? +acd+ ac* + e,

1 I ' e
161. Para que el desarrollo fk e i b 5::3 ~+ &¢. del quebrado contribuya 4 descubrir el limite 6 suma, debe formar una

série converjente, esto es, disminuir sus té€rMinos alejandose del primero ; pues las séries diverjentes, en que cada término crece , se apartan
cada vez mas del valor, que verdaderamente ticne su espresion orijinaria. Sin embargo sirve el mismo desarrollo en las séries diverjentes

para dar 4 conocer cualesquiera propiedadeS, que no sean relativas 4 la sumacion,

LECCION XVIL A
De las Ecuaciones de segundo grado.

162. Cuando el mayor esponente de 13 incégnita es 2 la ecuacion es de segundo grado,
Si la ecuacion no ticne mas que un t€rming desconocido se llama pura 6 incompleta, y puede representarse por ax®=be, de que resulta

x:—+—‘/ > i/ “2'—‘1/!’ . Pero 81 Htene todos sus términos, se dice mista 6 completa, y reprentandola por ax®-+bx=c. 6 por

. b AN A b c p
ax*+-bx—-c=0 , deducimos x“+-a—x—-‘a‘—‘°a que, suponiendo T =py — =g, sz convierte en la férmula general %?4-px-g=o.



163. Para preparar una ecuacion de segundo grado de modo que pueda compararse facil-
mente con la férmula, pasarémos al primer miembro todes los térmidos del segundo, ordena-
1émos con respecto 4 la incégaits, y dividiremos toda'la ecuvacion por el coeficicate del cuadrado
de la misma incégnita: si d este cuadrado precede signo negativo, madarémos los signos 4 todos

- B . s 2
los términos para que-lo tenga positivos En g4x— $x" ==g—lax,

Reuno todos los términos en el primer miembro 6% —3%*— 4 =0,
Ordeno con respecto 4 la incdgnita . .. ... . —3x* 4 6x — 4 =0,
Divido por el coeficientz del cuadrado . .. .. — x* “~fox— %°=o,

Mudo los sigaos /e, . o viiaesi Vol It Sron P50

Y comparando con la férmula, término por término, resulta
%* o -G = (p==—10;
= &* —-'-lim-‘i—’q""_o} b’y {1;: B :

164. Supongamos que la cantidad 4 sea raiz [84] de x® 4 px+g=—o0, es decir, que siendo
x—a, satisfaga d esta ecuacion general, de modo que 4° . pa~t g=o. En este caso sacarémos
q——a*—pa, y practicarémos el cdleulo siguiente

X pu=—q,
g=—2a"—pa S %24 pi=a*4pa,
5 —a'ppx—pa=o [/ (x4-a)(x—a)-+pl{x—a)=o [/ (x-—a)(x+a+p)—o
cuya ecuacion solo puede ser satisfocha cusndo x—u=o, 6 cuando x+4-a+p=o. Este resultado
demuestra que toda ecuaciop de seguado grado ticue des raices, que 0N XTdy XTe=G—p. &



165. Como sumando una raiz con otra tenemos a—a—p—=—p, y multiplicands entre sf
estas raices su producto es a(—a—p)=—-2*—pa=q, deducimos que la suma de las raices de
una ecuacion de segundo grado es igual al cocficieate del segundo término tomado_en sentido
‘contrario, y su producto equivale al tzrcer término.

166. Ya que el trindmio x*+-25x4-0*=b espresa el cuadrado [135] de x4-a, comprendicndo
el cuadrado de la primera parte de este bindmio, el duplo de la primera parte multiplicada por
la segunda y el caadrado d2 la segunda 3 serd fdcil resolver una ecuacion de seguudo grado,
si su primer miembro se hace un coadrado perfecto, componiendolo de-los términos, que pre—
senta el trindmio x23-2ax-+a’=—bh.

A este fin, comparandole la férmula »* +px—=-—g, vemos que en el primer miembro
el primer término es el cuadrado de Ia’ incégnita, tanto en una ecwacion como en otra : el
seguado término es en ambas la priméra potentia de Ia’ incégoita con “cocficientes, que pueden
igualarse, esto es, 3a=p,...a=3ip3 ¥ el tercer término " falta’ en l4 férmula,“debiendo ser
semejante al tercero del trindmio ‘paralcompletar el ‘cuadrade, de modo que serd a®=(3p)°=ip?,
cuya cantidad aumentarémos en ambos miémbros para conservar’ la-igualdad.

Entonces resulta % 4 pw+3»* =4p*—g." Quicre décir que el primer miembro de la férmula
%* +px—=-—q, y de ofrd’ cualquiera ctuacion preparada [163] dé'segundo grado, se convierta
en cuadrado perfecto agregandole, como tambien al otro' miembro, €l' caadrado de-la mitad deb
coeficiente 6 cantidad conosida, que ‘multiplica la ‘primera potencia’ de la incdgnita,

167. En ‘este estado sacarémos la raiz “cuadrada” para’ obtenér el“valor de la  incdgnitaz

<o
(=1



P pxadp’= Ipt—gy
A e3p = +V(EPT—9)
¥ = —ip+V(@p*—q) [/ —ip—V(ip*—gq). Por tanto, en
toda ecuacion ordenada de segundo grade, la incégnita es igual 4 la mitad del coeficiente del
segundo término tomado en sentido coatrario, aumentandole 6 disminuyendole la raiz cuadrada
del cuadrado de la misma mitad junto con el tercer término tomado en sentido contrario :
s o sroic i 1< Y AR o) =1
¥ = —pafap gt VIR )= s =1
~168. A primera vista podria pensarse que, para el caso en que la ecuzcion propuesta tu-
viese su segundo término aegativo, convendriz representar la férmula por x*—px——g, qus
sé completaria haciendo x*—px+-4p*=fp*—q; pero no es necesaria esta precaucion, pu:s
podemos suponer que una caatidad es virtualmente 6 en si misma de sentido inverso al que
aparece , y bajo este concepto hemos hecho en el ejemplo antecedente p—=-—3.
U 'No ostante, si quisicramos diversificar la férmula de modo que sus términos fuesen en
todos: casos del mismo sentido que los de una ecuacion preparada, tendriamos

s = —sp+VEP —a);
% =—ap—v/(p*—9)-

x =—1p+ V(5P +1q) 3
* = —3p—V(ip*+9)-

% -px g0 500 {

X4 A PX=—g=0 o sin s {

28



t o pidam0 aa.  FE=IPFENVGP —) 3
e A s i Va=p—v (ip*—1)

=ip+VEP*+9) s
= ip—V(ip® +q)

169. Con referencia d estas formulas haremos varias observaciones para manifestar las

x
S S EL RN { |
x

propiedadss de las ecuaciones de segundo grado.
’1
12 Sea p positivo 6 negativo, ¢ positivo , q>~P— y d la diferencia; tendremos
: +
s=Fip+VEP —)=TF2p+V —d | a=Fip—=N(ap*—q)=F ip—V—d >+ cusndo ol
/gercer término es positivo , y mayor que el cuadrado de la mitad del cocficiente del se-
gundo, que puede ser positivo 6 negativo, las dos raices son imajinarias.
EF =i HV(3—8) = =34+ 2V —233

5= =i —8) = —3—3V gy,

Ejemplos: &% 4-35-+8=0,.. {

s= V(G = 43V
%= =V (§8) = i d—aV ==ag,

2
2? B8ea p positivo 6 megativo, y g positiva € igual & B;;—; tendremos

x'—3x48=0,.. {

=Fi+VEP —)=Fip+Vo=TFip ) x=Fip—V(ip* —g)=FLp—Vo=FLp,... cuan-
do el rercer término es positivo ¢ igual al cuadrado de I3 mitad del coeficiente del segundo,

28



que puede ser positivo ¢ nagativo, las dos raices son comensurables, iguales entre si y 4 la

misma mitad tomada en sentido contrario.

£ =—3+V(9—9) =—3+Vo=—3;

&= —=3—=W(9—9) = ~—3—=Vo = —3.

x—6x+9:o,...{ S Vo) 3+\{_5_-: 33
3—V(9—9)=  3—Vo= 3.

Ejewplos: x*+4+6%¥+9=o0,... {

3% Sea p positivo, g positivo, q‘<%— y @ la diferenciaj tendramos

—ip+V(Ep—g)=—3p+Vd [ s=—p—V(Ip ' g)=—2p—Vd,...cuando el tercer
término es positivo y menor que el cuadrado de la mirad del coeficientz del segundo, que sca
positivo, las dos raices son reales y negativas, esto es, de sentido contrario al segundo térmiro.

- —Z $ P s
Ejemplo : x*47x4+10=0,..% {ac___ T+V(Y—10)=— 4'\/ —it+3 23
o x_—?__\/(%,o_xo)__—-.f__'\/%—- e Joriei o g
! 2
4% S:za p negativo, g positivo, g<£_ y d la diferencia 3 tendremos
Sqieeh

s =ipHV(dpt—q) =ip+Va [} s=ip—N({Ep*—g)=3p—Vd , . .. cuando el
tercer término es positivo y menor que el cvadrado de la mitad del cocficiente del segundo,
que sea negativo, las dos raices son reales y positivas, esto es, de sentido contrario al

segundo término,



of

p— 419 —_— _B:-: & 3 = .
Ejemplo : '—75+10=0 , ... {x_.'r+\/(4 10)—:4—*'\/_4_ ster=353
& TE=V(—10) = fr NGz f—3 = 2
5% Sea p positivo 6 negativo, ¢ wmegativo y s la suma de 4p?+gq, en cuyo caso serd
(s > ip, y dominard el signo d:l radical en el resultado : tendremos
A=Fip4+V{EP +g)=Fép+Vs [ s=Fip—V({Ep*+9)=Fp—V5,... cuando el tercer
término es negativo, sea el s2agundo positivo 6 negativo, las dos raices son reales y de sentido opussto.
Ejemplos : x*4+6x—16=0,... {x TR0 B 8 =154
=—3— 6) = —3—35 =—25.
¥ =—3—V(9+16) = —3—5
%' —6x—16=0,... 25 3rhM(9 1600 845 =0 A3
®=  3—\N(94-16)=  3g—3=r2;
62 Sea p positivo 6 negativo, y g—o ; tendremos
=+ 1p+V@EP —)=Fip +Vip =Fip+ip [ s=Flp—V(Ep —Q)=Fp—Vip =Fip— s
.. coando la ecuacion no tiene tercer términe, sea el segundo positive 6 negativo,. una raiz
es igual 4 cero, y la otra el coeficiente del segundo término tomadoe en sentido comtrario.
—34+V(9r0)=—3+3= 03
—3—V(9~—0)=—3—3 = —S6.
aEMlgrrol = 243 = "6y
3—V(9—o0)= 3—3= o.

Ejemplos : x* 4 6x=0,... {x
%

(il

x
52—0X"04400 {
X
ST i 9k
%% Sea p—o y g negativog tendremos

]

== Epan G Ay —s-rVieadd=Na fl s =X ip—VUipray—o—AloA-d=—g, ...




+.cuando Iz ecuacion no tienz segundo término, y el iltimo es negativo, las dos raices son
reales ¢ igual la una 4 la otra tomada en sentido contrario. e
Ejemplo : x’—S:o,...{x:°+v(o+8)_ ‘\f}}':v‘_- 2\@
% = o—V(o4+48) = —Vi=—2V2.
82 S:a p—o y g positive ; tendremos
s=Fip+y/(ip* —g)=0+V(o—q)=V—q // s=F Ip—V(ip —q)»—o—V(o—-q)'——\"—tiw-
..cuando la ecuacion no tiene segundo término, y el tltimo es pomwo, las dos raices son
imajinarias ¢ igual la una 4 la otra tomada en sentido iaverso.
x=o4a/(0—8)= V=B= ay—z;
k = 0V/(0+-8) SanfElig 3.
Asi se conoce, por la simpls inspeccion, la nataraleza de las raices de una ecuacion
de segundo grado sin necesidad de resolverla.

Ejemplo : x*+8=0c,. ..{

170. Adquirida la prdctica sufiziente en el manzjo de estas ecwacionss, podemos pasar 4
Jos problemas de segundo grado, que estan en la Coleccion cuarta.

¥

LECCION XVIL
De las Ecuaciones indeterminadas de segundo grado.

171. Las dificultades, que cfrece este asunto por su variedad y complicacion, nos hace li-
- 2 . . - . o
mitarnos por ahora d Ja resolucion de la ecuacion general indeterminada de seguado grado =



con dos incHgnitas at*+bix 4 ex? +-dt+ex}-f=o, en la‘cual a, by e, d, e, f representan can-
tidades conocidas, y las incdgnitas son 7, x, cuyos valores procurarémos hallar en nimeros o

172. Empezarémos por sacar la raiz cuadrada de una de las incégnitas en una espresion
que incluird 4 la otra incéguita; y cada uno de los coeficientes complecsos, como tambizn
Ja suma de las eantidades conocidas, se hard igual 4 un mondmio, transformando asi la es=
presion de la raiz para facilitar las operaciones ulteriores, de esta manera s

racionales, sean enteros 6 quebrados.

art bixex?*-dit-ex+f=o,
at?+ (bx+-d )1 ='—cx’ —ex—=fy
\. 2 o
;z_i_(bx-}-d #l) —ox +ex+f,

2 ;
(bx+d)t+/bx+d\ (bx+d)z_cx= +es+f .
\ 2a ok 186 IS
_ (b?*—gac)x? +(2bd—-—4ae)x+d’—4af y
B B0 - IO 4aa 100 SUh o

Supongo b* —4ac—g
obd—gqae=h pas s34
g dd—gaf=k

(bx=d)t | ybx+d * g"’-i—!m-i—k

Wi 1 +( 24 4aa

bx+d+'\/(gx°+1-x +k)
“a

1= —




iz

173. Ahora supondremos gx*® + hx-}-%=yy para sacar su raiz cuadrada, en el concepto de ser
%, » nimeros racionales; y. siempre que se pueda estracr, serd tambien 7 uf nimero racional.

174. En el caso de ser k=o tendremos
¥y = gx*+hutk=gx*+hx 3

- o

Supongo gx? J-hx —x*z* , . . . gx-l-b:‘f-;—:xz’,
¥ ‘ : : (z*—g)s="h,
_;:_é

yy= gx*4hx =x'z",

P=KZ,
o h hz
—z g 9 . . . yuﬁz’-.——g [

El ndmero arbitrario z siempre se podrd esco_yer tal que % ¢ y sean numeros poqmvos.
Hagamos alguna aplicacion, proponiendgnos la ecuacion t’-—-3tx+2=c —4t—2x-|-4_._o,
que, comparada con la férmula término por término, nos dard “desde lueoo el valor numérico
de las cantidades conocidas y despues ¢l de los monémios, que comprenden sus espresiones

complecsas. Luego asigaarémos arbitrariamente, aunque del modo indicado, un valor 4 z para
- bx4dEA{gx*+hx)__  bx4-dtwy

obtzner los de x &'y, que sustituides en la formula 7= — = =
nos ofrecen el ultimo resultado, 48 &

€6



ar? L bixtex? ydtrexd-F=
g txt 2K e gt =2 X 4 T

g:
Bz
k&
e
h= 32
8= i L) - . - o=
Supongoz—= 3
»=
= 4} . . . . »=
Y ¥
o
b—=—3
. 4
v - . is
d=—3 .

= 12



9

5

=9 i :
. - - L2 - x

-0 =43
23

El

b’-—4ac:_(—3)‘—-4.'l‘.2 o
2bd—g4ae = z.—g.—4;4.1,—2:;32 5
d*—gaf = (—4)*—4+1.4 =03
ey

_zz__gﬁ

-
by

=43
T4 =I2}

;_ bxt+dty

240

—3.4—4+rta__1244713
LB 2.1 It )

s=a .k




Para mayor esclarecimiento haremos una comprobacmn con los valores y—r12, x=4, 1=a.
| (12)° =y* = g**+hx =1.4°+32.4 = 144;
1?—gtxFo2x—4t—a2X+4 = 2'—3,2.4 +2.4"—4.2—2.4+4 = 40—40 = 0.
Aunque por la eleccion, que hemos hecho del valor de z=3, han resultado 2, x nimeros
enteros, tambien queda resuelta la ecuacion dando d z otros valores, que presenten aquellas
incdgnitas en nidmeros quebrados.
175. Siendo g un cuadrado cabal, que igualarémos con mm, y h, k cualesquiera cantidades,

haremos y—=mx—+z, y caleularémos asi :
t—ox? b =m?s*+ b k
yz — g:m:.-i—t;k = 23:‘+2mf¢z_-:z'} e i i
e = (h——a3mz)x = 2* —k,
2*—Fk

e L
h—amz

y=mxtz,
. r zt—Fk 2 8l hz—mz®—mk
e MR o). o el SRR TN e
h—amz ' J h—amz h—amz °

Vemos que x, ¥ son nfimeros racionales 5 psro haremos una aplicacion con la ecuacion

21 —5te—+2% " —3t4x-4 1220, en que, comparando con la férmula, resulta a=2, b==-—35, c=2, <

d=—3y e=1, f=13

1520



g= b*~4ac = 25—4.2.2 2= H3
* h=2bd—gae=12 .—5.—3—4.2.1 =30—8=12123

k= d*—4af = 9—4 2,1 o o
= Z‘-—ﬂk
h= a2 =Gz
- 3t—1 %
P s e = ==
m:‘\/g: 2 . 22=—=2+3+3 ;) i
Supongo z= 3
m= 3 5 == Xy
x= 2 ‘ e » @ y:s- 2+3:9;
e
s ’:_bx—f-d-{-y !
“n2a
= 2 T
d:-—' 9 o s t:__5.22—:3i9:'3+9 :l_//'l‘;."-
= 9 ’ 5
ss= ' 5

La comprobacion es 22*—351% 4 ax* —3t+x+1=2+1"—35.1.2+ 3.2 —3: 14+241=0.
176. Cuando k es vn cuadrado perfecto, que designarémos por sm, siendo g, b lo que
se quiera, haremos y—=xz4.n para la operacion siguiente : :



o7

, e 2 A 5 X
¥ =g% +het-k=gx* + hx +n* Y - i &
9 = (xz+mn)’ = 5222 2 x20 A0’ g b e ~’”=’+2ﬂz#—-gx’+bx i
| : 2°% -} anz :gx_‘_h’

(2 —g)x = h—anz,

x_h-—-—mz
@ =5
y=xz-tn,
— h—anz . fsans pe L
S D) . ¥ X = z 1= —"—,—'—g“.
i i % —g z -g & —g
Haremos una aplicacion con la misma ecuacion que en el caso antecedente, respecto 4 ser k=t un cuadrado :
o SN h-—zn., :
h= 21 e
n'—‘\/k— 1 o :
9 3 x::____z_,__“:__:t: i
uponnoz 4
2 l L Y= 3z4m,
4‘ » . y = 2 4+l — 9 ;
1)
. { _,'_k' N - 3 r_ bx-t‘éi_y
% g i 20 i s
e 1 2
— =5 Q- +

d=— 3 k] L . 5 Iy — g //

y= 9 2.2

o e .

Como 2 es arbitrario lo hemos supuesto igual d 4» pues igualandolo con el mismo valor 3 que en el caso antecedents, hubiera resultado

o hanzl__22~2.1.3 _ 1
G Ny - s
;. S C3r—y

177. Siempre que L’ —4gk sea mn “cuadrado cabal s2 supondrd £ *4hx4k=o0, de cuya ecuacion se buscardn los factores, y practicaado

16
—, que denota el infinito.

las sustituciones, que vamos & manifestar, descubriremos el valor dé las incognitas :
gx .+hx‘+k.—-'°.a

LR AN k i
gg {4g‘ g // b

22



h ke 3 At = 3 Rk
Deducese que %% 4 — x4+ — =< 8 1o — o= o k. ¥ bt e
% 8 8 { g 48* g§x§ . 2g+1 T

48 g
Haremos h*—gkg = p? = gutthxk = gx+—k~ o N gy e SN e VB — 4kg
B_VW—skg) b _p_ . 2 2 TR
2 K T2 ? sees VP = gx Hhx+k = (gr4gg)(x+r), o
B N(h—gkg) _ b P _ TR e e
;E+—*——2g——'- _._"2—g+ 'zfé-—r y _V(gx +hx+k) —-\/(gx“f'qux—i-?‘) L]
Supongamos V(gx+gq)(x-+7) = (8%+gq)% g e e+ ¥ :\/(gx+gq)(x+r):(gx+gq)z p
¥* = (gx4gq)(str)=(gxa4gg)tz% .
$4+r= (gu+4gq)s* = gzlx4-89z°,
K—gz®x = gqz' —r,
o BE et
il =
y=gastgqz
_ ggzt—r I — gx(gqr* —r) — 8qz—grz
S SRERWE e e

Tratemos de resolver la ecuacion ?'—gtx—4-3%*—31-+65+-2—=0, en que a=1, b=—5, c=j5, d=—3, e=6, f=23

h=2bd—gae =2 s—5.—3—4.1.6=6 PH= br—ygk,
g:b:-—4ac= (—5):-—4.[.5 :5};‘--?1:62‘—4n5¢‘:—_16,
= d—gof = (—3)'—4.1.2 =1 P=VI6=14;
h
gq:‘z—'—'%s
=6 6 4
b g e o 0952 iy
biaps
r"'EE’—‘-zg,
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p= B
B o5 8
== CM.I"-"I
;__ ; ,...x::—:fs == (=3): (=3) =33
Supongn 2= 3
A y = (854802,
g:f ‘3 s (g3 0=
2= -% -
b=—35 B o s L9 7
SRS i} - T8
e =3 =S 3—=3 T O LSy
d=—3 p gee. 1= =233 2 B3N = g 4.
y= 8 ;
8= ¥

Comprobacion (13)*—5.13.3+5.3"—3.13+6.3-+2=234—234 =0 :

178. Si la cantidad g«®+he-+k puede considerarse como la suma de un cuadrado y de un producto de factores racionales, esto es,
gx% - hx4F = (me+1) +(px4-g)(re+s) o
; serd 9 = A(ge* + hs+k) =A\/(ms+1)" 4 (pr+4-q)(r54-5) »
Supongo V(mx—4-1)* 4 (px4q)(rs-+s) = mx 414 (px+q)z 9000 ¥ =N (% 1) (ps+9)(ra4s) = mx+1 -+ (px+ )z ,
= (mx-x-l)’—f—(px—f-q)a\rx-%—s) = (mx-1) =+ 2(mx + I)(px+g)z+(ps+q)°z .
rx+s = a(mx-+ Dz (p%+4q)z°,
(r—2mz—pz®)x = 2z-4-gz* —s,
glzt- gz —s

= r—amx—pz’ s

= me+1+ (pxtgq)z.

Con estas formulas resolveremos la ecuacion #%—=jzfx44qx?—jzt4-%3x-42=0. en la cual a=1yb===5, c=4, d=r=5, *-’——z bel=33
g= birgae =0 A E)N 4L 4= gt = gxta by R,
b=-2hd—qae = e rrGe 34 ke 2 =24 2 8 0a Syt T.gxt 4245103
b= d*~gaf = (—5) =4ty =16

Aqui debemos observar que, segun roquiere este casOs 9x” -4 24% 410 == (2x—1)’+ (5% +3)(x4-5) por lo que, comparando esta
3
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ecuacion con gx’-=hx 4 k=(mx 4=1)?+ (px 4 g) (rs ¥-s), resulta m=3, J=—1, p=3g, g=3, =1, s$=3, y por tanto
s 2]z g2'—5 3 .—1z4-32°—5 _ 32%—0z—35
T r—omz—pz® T 1—8.22—53°  1—42—5% |
g - 3e1*—21—=5 -~
Supongamos 2=1 , ... ¥= et

I.
3

y=midl 3 (pr49)2=2.5 —14(5. 3 +3)1 =43

s bx 4-d+y
b—d=—3 R 24 ?
=P T AR B AT A T
x - 9 s s 0 ;:_- 5‘“ 5i-l" :15+":l //"Ts'
2+ 1 4

y=5t

a= 1
Comprobacion 1*—5et.244.3—501+ 53,243 =o.

179. De aqui podemos pasar 4 los problemas indeterminados de segundo grado, que se hallan en la Coleccion quinta.

LECCION XVIIL
De los Logaritmos y Calculy esponencial.

180. En la Lzccrox XXVI de la Arrrmgrica hemos dado una idea de los logaritmos, aplicandolos 4 la multiplicacion, division, ele=
vacion d potencias y estraccion de raices. Ahora ampliarémos esta doctrina, aunque sea 4 costa de alguna repeticion, y pasarémos al cdlculo

esponencial, que es el de las cantidades cuyos esponentes son incégnitos.
181, Haremos oportunamente uso del complemento aritmético [II 278], que en estos casos se llama complemento logaritmico. Los loga=

ritmos comunes de las tablas se seffalardn por £ y su complemento por £,
182, BSi se nos pide hallar el coart0 término de la proporeion 11326 : 27829 :: 34578 : x, lo buscarémos asi :

Lo=F 278??;3;‘578 = £37829 + £34578 — L1526 = 4,4444976 + 4,5387999 — 4,0616786 = 4,9216189 = £83487,
% = 83487.
El mismo resultado hubieramos obtenido por medio del complemento logaritmico, de esta manera s
£ = Loy8a9 + L3451+ 0 £ 11526 = 44444976 + 4,5387999+ 59383214 = 3429516189 = £83487.
183. Para hallar e] logaritmo de UP nimero misto 6 fraccionario [II 272], como 57 + 27, harémos
L(5748)= L2250 = £3851—£67 = 3,5855735—1,8260748 = 1,7594987.
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184. Pdede redacirse’ un quebrdo 4 decimales [II27:]

buscando su logaritmo, que serd defectivo: luego se agrega
d este logaritmo un nimero entero mayor que su caracteris=-
tica, y se descartan sobre la derecha de la cantidad resultante
tantas cifras como unidades tuviese el nimero agregado.

Sea el quebrado $Z 3

11 =f37—F85=1,5682017—1,9294189 ...
A e s = —0,3612172, ;
Lrooo00+ £312=5—0,3612172=4,6387828=L43529 ,
Fiz=FL133509—Ff100000=£ +4$355% « oo
oo = f0,43529
3% = 0,43529:

185. Pues que d cada onidad aumentada en la caracte-
ristica corresponde la multiplicacion por ‘1o 4 la cantidad
[IL271), 6 que 4 cada unidad disminuida en la caracteris-
tica corresponde la division por 10 de la cantidad, sacamos
el logaritmo de un nimero compuesto de enteros y decimales,
como 385,723 de esta manera

o £38572 = 4.58627224 <. £385.72 = 2,5862722.

186, Eo cuanto d los logaritmos de quebrados decimales
es fdcil hallar los defectivos, porque
Lontr=f%=L47—F100=1,6720979—2=—1,32750213;
pero, si queremos buscarlos por medio de complementos, ten=-

dremos Losa7=L47+ £100=1,6730979+8=9*6720979,

en que ponemos la coma arriba y trastornada para denotar que
este logaritmo no corresponde al nimero entero 4700000000
4 que corresponderfa en la forma ¢,6720979. Resulta, pues,
que el logaritmo de un quebrado decimal tiene por caracte-
ristica 9 6 un ntmero con tantas unidades menos de g cuantos
ceros haya entre la coma y -las cifras significativas, y pot
mantisa la misma que si el ndmero fuese eatero, como em
estos ejemplos 3 24
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1900059624 = L 528285 = L596243PLr60c0c0...
oo =47754211 44 =8"7754211 5
3¢ Lo,00483 = £ +id%s = L4834+ Lro0000 ..
e = 2,0839478 4 5=76859471i.
187, Respecto d la clevacion [II 2627 de un quebrado
decimal por complemento, tendremos
L(04532)F = 350 = 3(L532 +F£1000) . . .
oo = 3(2,725910 6 =7) 5807259116 .+ o
oo = 201777348 = fo,150568 oo en que-tas
«chamos las dos dscenas, qus resultan de la maultiplicacion
por 3, porque una potencia cualquiera de un quebrado de-
cimal tendrd en sa logaritmo ¢ de caracteristica 6 mznos.
188. Como la estraccion es iaversa de la eléevacion sa-
carémos la raiz de un quesbrado decimal anteponiendo 4 la
caracteristica del logaritmo, correspondiente d este quebrado,
tantas decenas como unidades tuviese el esponente de la raiz
menos unay, y dividisndo despues por el mismo esponente | [T
263], para obtener el logaritmo de la raiz 3 pero esta regla
puede tensr alguna escepeion sio en el logaritmo del quebra=
do Ia caracteristica fuese 7 6 menor que 7.
Deshagamos el ejemplo antecedente :
;[_’(o,156568)%: £o,150568 — 941777348+20
3 3
3
:-211222—31@ = o'7259116 = FLo,533.
189. Sin tomar en consideracion las progresiones pode-

mos demostrar directamente las propicdades. de los logaritmos.
A este fin supondremos que b sca la base del sistema, n un
nimsro y & su logaritmo, esto es, b¥=u, fa=xy fh=uj
de que resulta £b% = Ln=x=sx.1=xfh, y tambien

£bp_+y.: (P'*’g)d{‘b‘i i orsudy 2 sup &U &i10 B
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Sea n' otro nlimero, %’ su logaritmo, y tendremos igual-
mente b*'=n’, L0%'=Fn'=x'=x'Fb.
Ahora haremos este cdlculo
P A T ’ d
i e } Yo olennl= pEnyEn :bﬁﬂ-*afﬂ’

n’:b‘”':bi"l Ses”
Lmn'= £b£"+£”’ =(Fr+Ln")Lb,
Lo=t 5.+ Lon'=(Lr+Lr')1= Lo+ Lo',...
.. el logaritmo ds un producto es igual 4 la suma de los lo-
garitmos de los factores.
19o. Si dividimos un nmero por otro, serd
p— b&‘ln} = ptn g En—gn’

'ﬂl § o '—T—.-
n'= pE""

pEn ;

a{n —_ £b£n~£v =(La—Ln")Lb,
Po=1 , o« « i =(Lo—Lr')1=Fn—Lr's. .. el loga-
ritmo d= un cociente es igual 4 la diferencia, que hay entre
el logaritmo del dividendo y el del divisor.
191, Elevando resultard
n =1,
0= (bERyn=pm ",

- L= = L fb=mPn, ... el. logaritme
de una potencia es igwal al producto del esponente: de
ella por ¢l logaritmo de la cantidad.

193, Y estrayendo tendremos

:baﬁu,
- e o
4\%: \”)b‘f‘"” e (b*”)% :bﬁ

&n

£’\/ £b7 = ke B ,{b—i{,—”-,. .. ¢l logaritme

1h
de una raiz es igual al cociente, que resulta dividizndo el
logaritmo de la cantidad por el esponente radical.



193. Ya podemos despejar la incégnita en las ecuaciones esponenciales de los ejemplos siguientes : 2
BR.amd s
£a* = Fe [} sfa=Fe,

e .
4% v Segundo érden " =d;
_facmzid// *La=Fd,
L L)=LLI L5+ LLa=L L)) s Lo+ L La=L L4,
_i’{di LdLa,

Bien se echa de ver que £ indica logaritmo de logaritmo, como Fffroo=F2=0,3010300.

or

M'._.u

— G

£a =N xfa::ufc,
—%—; - Aunque este resultado no da d conocer el valor de las incégnitas
%, u indica que la relacmn de ellas es constante,
o*
47 «wTerc. 6rd. ab’ =

37 we

l
<™
Y



fabcf:fd//bcxcfa:fd .

£ L= L L) £ L La=p ...
o4 //c“ggb +££a:££d 5
o= Ld—Ffa,
£(c”£ﬂ)“£\£id—i£ 0) /| £5 4 LLb=L£(L { 3—LLa),
sfe=L(f £ad—£ £a)—LLbs
A, %3 d—'_;féia) —LL

5? e gzr—ﬂx—'l:——o ;

% x
Supongo 2¥=u,... 22— 2% —1 =4’ —y—1=0,

. s=% ¥ (3 %1)= I_:\JS =4%y
v+ 5
z”:-—-»—-z 2
£Ref —:+—-5_«// s La=F(r +\/-) £
X s
W AT e =
£ 8
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) sl
T A .
. “gFf —oFf= g fxu—vFsum [] —PF = . F

u«.u&ﬁ_

xu?

(3 —
5 By

i
xw?

$r—2ud = gyt " 38
o e 8
o e ik
‘o f—qF=ufx—uw¥x
‘ufs+qf=ufs+of ([ FrqF=uF+oF [ (ug)F=( ) F

¢ ug=mp e o4
¢ ¥

X

. HR
¥
BT
S o —_— Y ! —
CEF—rF=iF e [[3F et F
CE— =
T
P 2%
fo=1— o S Sl Y f] O=1g ey T & ****8=,. % oZuodng
Xz

fO= g T T " 59



¢ Epwmuil 4 4\( m:%nm. Hx.wmv
CufeA—uFo = w ¥+ w o/ m%mm\(lcu = ENA,\.\« +1)

S\(IB
h s_——_ —
Ur= :Q.l\a.wé N 6F = sp—v wy
XN
CU= ¢ \—pUb™ 5Ot
e S

§IWE a.ﬂrT m..n pF Ao fivg 2
i mcgll%n \¢+ww&+®g ES

“o = qfr-+x(pYd-qFu)—, (pF+oFu)
‘pFud—pf. s = of su—g Fo—qFxu

“ ﬁ%@«lﬂﬂ%g = u%ﬂ:l&%mllaqnﬁ\\mlvﬂw e I8

. S

a%

vud

ﬁ Il I-- -
.N|.....m~ .I.....M| ....a.m c_m

¥
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Hagamos una aplicacion 4 este ejemplo, suponiendo m=100,

»

a4, B=1000000, y serd
Ln—Ffm _ F1000000—F100 =2

\x“'“'fnu.-in 4'£.coéoco.rg{_xoo i
o 2
La comprobacion es

a+yVx 7 4+2
PR} e T Y ?__ A s
m e ] &= 100 loo = 1000000 =
2“./(52—{,‘ ).

1100 0= —2~ 3

eVaddef

T 3l e S NS PSS MR, 00 SO0
T = Bl
e(def)’

=L f(b+e) + L b—e)— Lo} Lt Lem \ LF:

194. Como los logaritmos son relativos al valor de su
base pueden formarse bajo diferentes sistemias para los mismos
ntimeros, mudando los esponentes de la buse segun corres=
poada d ella. Si designamos por £ los logaritmos cuando la
basz es b, y por £ cuando tiensn otra base B, serd x, como |
logaritmo de un ndmero # en el primer sistema, dif:rente
de X, como logaritmo del mismo ndmero # en el segundo,
de modo que x=fn, X=Fn, y fn> fJ<£n; pero serd
Fo=F£B=1, porque en todo sistema usnal el looarumo de

su base es la unidad. Por tanto
n:b‘:B’(/’Lﬁ”—-b‘f—”

£B£”__ £bﬁ"//£ﬂ£3 £n£b = £ﬂ R - £m

b* =B /bR =pE", L
£b ﬂﬂ—£13 "W EnFb=FrfB=Fn.a=Fm
PaE 18
£ °
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Resulta; puesy que hallarémos el 'logarntmo de un ndmero #
en el segundo sistema diyidiendo su logaritino, tomado en
el prlmero, p‘or e] Ionammo, tamb:bn tomado -en el pl]lnE‘l’
sistema, de. la' base el ssegundo. Y reciprocamente se halla
el ]ogarf:mo de un nimero 2 en el primer sistema dividizndo
su logaritmo, tomado en el segundo, por el logaritmo, tambien
tomado en “el’ segiinds’ '§istémay [de 1a- ‘base  del primero.

L TECCIPN B e c0a. is..
v dase 8o is sk Ll;f[ljl;ﬁ_&..

*iinggiSobre la férmula x = ‘ 2 inieedon algtinas obser-

-
vacjones, que tenemos ofrecidas [847. Consideremos que puede
ser d>b 'y a>>¢q en'cuyo caso, supodicndo d—b=m'y a—i=n,

Tesulta p= u '%’-. Tambien’ pueds ser'd< b Yoo, et

a—c
d—b
a—c

re e

e, d—b=—m y a—c=--n, de donde sacamos x=
p— "} |

o Lt gusil sz on ¢ ' J . - e
Ty __---n— s‘egun las reglas de los s:g:ms en la division,

‘Aslmlsmo puede ser d<b y abc, es decu‘ d— b—Q-rn y
Ry 4 s m
e =n entonces KTt s s $100 DR d S0
» Y -2 +:z n y /Er y

d
A<gey esto esy di=bzn y a-—-c—ﬂ—n, lo que da x_—r~ <&
Ui
—+m
l.--..—?----'—-r- Eistos Son -los asos: en que las cantidades

del numerador -del quebrada son d 51guales, y la son tambien
Yas del. denb‘f’hlnaciﬂr_.—

b
. 196, Cuqndo d b ¥ a—e=n, tanemos x—-d*_-_.fl
& &b'a L'l'l SuTES ] e et 3 =
Pero, si d>b y a= hall d_-b e

J

26
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gion hasta ahora descouocidaipam'-nosotro‘s; Y si-d=hy a=4,

¢ d-<=b o 9
resulta ¥ =-——=—-, ..l]y‘l espresmn tampoco cono;emos.

=g 19
m : - h 3
197. No puade ser =~ una cantidad '&u:ta, porq:ue si

m
F _f, serd mrf S o., lo quc cs contra ei sunues'o de tcm.r

m un. valor. Pero sab mos,1qua  mientras - menories gl denoml-
nador siendo uno inismo el numerador, mayor es el que-
; i i - d—b_ m !
brado; luego, si considerainos que -ea WD e Sh sy bajo
. Sl -

el supuesto de ser a>¢, V‘aya suéesivatmente ¢ auvmentando, 6

bien @ disminayendo, m.x} aumentando de valor;.y ha=

a—¢
cienlose la apmcsimacion eatrz,a y ¢.d2-modo que no ll:guen
4 igualarse, pero si d diferenciarse, en una cantidad tan pe-

queiia, que mo se le considere valor asignable, entonces KTy,
)

sard simbolo del infinito, que representarémos por oo, siendo

£ o e e S llmlt“ d que no se i]eaa jamas.
!

199, La espreglon 2 representa una cant:dad mduter—

minada, porque puede proceder de un quebra fo, cuyo Qume=
rador y denominador tengan algun factor coiun, por ‘ejemplo
a(at—c?) __ a(a4-c)(a—-c)

s} =2 ; § y siendo. a==cy resulta
gty o) ey s
+c)(a—e¢). _a(a4-a).0__. 0 o, WP s

x:ﬂ(“ c)(a—¢). . a(d-+a) == 3" pero, si simplificamos
c(a-——c) 4.0 o

a(at-c)(a—c) _a(o+c)
c(a-—-c-) Fonsh 190

antes el quebrado, tendremos x=

»
i

. a' a a ) '3
o= ( ;‘L >_..2a. Por tanto se ha de buscar e[ orueu de -

slempre que se encuentre esta espresion, para’ sabet lo que
quiere decir,




g
+19y. ' Las-eanfidades; que por sw naturaleza reciben su-
cesivamente incrementos 6 decrementos, se llaman wvariables
ea contraposicion @ las que, por conservar sismpre un mis-
mo  valor, se nombran: comstantess ‘Asf{ una cantitad ‘decimal’
periédica es variable, porqua d cada periédo, que se le agre-
ga, aumenta su valorj pero el peridlo es una cantidad cons-
tante, porque conserva siempre el ‘mismo valor.

1200, - La cantidad constante, 4 'que ‘se va acercando con-
tinuamente una variable sin llegar nunca 4 igualarse con ells,
es el dimite [159] de la ‘variable, bien que ‘esta pueda acer-
carse tanto 4 la constante qoe la ‘diferencia entre cllas sea
mezpor que una cantidad apreciablz; L fraccion decimal pe-
igdica 0,6666 Se. tieme por’ lmite el quebrado 3, al cual,
por inas periédos decimales que se afiidan, nuoca podrd iguas
larse; mas puedén aﬁudirse .t;-lmtos periddos que su diferencia
rasulte menor gue cualquicra cantidad dada, per pequefia que
sea. Si dlv;dlmos a por a—-x, supouundo az%, sacarémos

el cociznte I+ + + +——- -+&e¢. , quey por mas que

s2 continue la divismn, nunca llega 4 igualarse con y

Que es sa limite, i
"201. No basta que una cantidad vaya disminuyendo con-
tinuaments para deducir de esto que pueda llegir 4 ser me
nor que cualquiera cantidad dada, pues si copsideramos el
Quzbrado §, y concebimos que 4 sus dos rérminos s2 va aifa.
dl’ndo sucesivamente una unidad, tendremos £, $, 7, &, &y
€n que cada espresion, sizndo mepor que la aateriory resulta
siempre mayor que la unidad, por ser en todus el numecrador
Mmayor que el denominador. En ¢l caso de quitarse cada vez
la mitad 6 mas de la ‘mitad de la espresion anterior es evi-

dente que obtendriamos ua resultado wenor que cuzlquiera can-
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tidad daday pues llegariamos 4 una cantidad inconcébible por
s paquenez.

202, A toda cantidad variable le podemos considerar
dos liinites: uno verdadero, - que se espresa por:0, y. otro:
ideal , que se representa [197} por EL=so.  Con efecto
siendo ¥ la variable , que 4 cada variacion se vaya con-
virtiendo en su mitad 6 mzpos de su mitad, legard d ser
menor que cualquiera .cantidad: asignable , y lo mismo su-
cederd d la diferencia. entre, ¥ y o 5 pero siendo # can=
tidad , por pequeda que sea , no - llegaid -4 desvanecerse
hasta el punto de igualarse con, 0 ; de consiguicnte tiene:
el o las dos circanstancias esenciales , que . lo. constituyen

el limite de las cantidades que:continuamznte decrecen. Y -

si concebimos que en— vaya v disminuyendo , la espresion
v

3 AR .
5 ird aumentando 3 pero, como puede v disminuir cuanto

. ¢ . . N . X
se quiera, resulta que —- se aumentard indefinidamente, y
v .

aun € s > ol 3
la espresion - % acercard continvamente 4 < =%, que serd

una especie de limite de las cantidades que crecen. Com-
pruzbase esta verdad poniendo, en vez de o, su igual

I—1 4 pues L= —c4-c4-c4c-Edc.

o] R |
c
o

203. Puesto que — =0, si quitamos el divisor, ser4

s e rou i ,
¢—0. 04 ¥y dividiendo por oo resultard =0, que es
otro medio de representar el cero como limite de las cap-
tidades que decrecen.

(14
R Y

Respecto 4 que. i—r—g—l:c-l-c-i—c-q-c ves e =) se
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¢
— __.—os no le causa
1—1 o

evidencia que 4 la espresion

gumento el que se le afiada una cantidad finita un nime-
10 n de veces. Asi se demuestra tambien con mas gene-
| G o (1 s

1
rali +ge=—+ fie——= SRS
alidad por oo + B = .

204, Hemos visto [c98] que & puede representar una
cantidad cualquiera y y asi resulta de c¢=o. e, pues
€=0.,% —0+ 5 =23 y si en vez de o sustituimos su igual

I I ) .
— tendrémos ¢=0 » ¢ = —* o0 —=—, donde se advierte que
o0 “ %

tambien -:f— es simbolo de una cantidad cuoalquiera, Son,
y o] o ' it :
paes, - - Y ~—— espresionss genéricas de cantidad , que no

pazdz determinarse por depender de circunstancias genera-
les, que convienen 4 cualquiera cantidad.

2c5. Supongamos que dos cantidades variables 7, o, que
erecen , son iguales en cualquier punto de aprocsimacion
4 sos limires, designando estos por L, I,y por X, z
lo que falta & las variables para llegar 4 ellos, En este
caso, por ser v=V=L—X y V=ou=l—2z, tendremos
L—X—=l—2z en todos los puntos de aprocsimacion 4 los
limites, Si L>>1 resultard L—I=d, en que d es la difa-
Tencia, y transponiendo en la ecuacion L—X=l—z de modo
Que. X—2=L—I=d, serd X=d-2z3 pero entonces X>d,
Y como X y z han de ser cada una menor que cualquier
Caatidad , por pequefia que sea, es necesario, para que
s8¢ verifique esta condicion, que d sea cero, con lo que
Sacamos X=d+z=o+2=2, y como L—-X—=l—z, serd
tambicn L=I; luego en el caso propuesto los limites son
iguales,

Si las variables ignales se acercan 4 los limites dis=
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miouy2ado , y lo que scbra es X, 2, tendremos v=FV=L+X
y Voo=iqz, y serd "L tX=1+2z,

Le—]=z—X=d,
z=d+ X , cuya espre-:
sion’, debiendo ser- z menmor que cualquier czntidad dada,
requiere que sea d=o, de que resulta z=X: por tanto,
en la ecuacion L+ X=J]—+ z hallamos L=I, lo mismo que

antes,

LECCION XX,
De las Ecuaciones de dos terminos.

206. Toda ecuacion, en quz solo hay una potencia ds la
jocdégnita, combinada con cantidades conocidas, s¢ puede re-
ducir 4 dos términos, de los cuales uno es la reunion de todos
los que contienen la incégnita, y el otro comprende el con=
junto de las cantidades dadas. Ya hemos indicado estas cir=
cunstancias [162], tratando de las ecuaciones de s2gundo gra= .
do, y es facil concebir lo mismo respecto d las de otro grade
‘cvalquiera.

207. Si tenemos, por ejemplo, la ecoacion

x5 —aSh® — b*ci4acx’,
pasarémos 4 un mismo mienbro todos los términos afectos de !
la incégnita, y sacarémos
a’xS—acxs —asb®+bicd f) (a—ac)sS =a’bh’+ b4c3.
Ahora, representando el cocficiente a® —ac por p, y la can=
tidad asb® 4 b4c® por g, se convertira la ecuacion anterior
(] SRR 2 = 1

despejando serd waen xg— s

y estrayendo resulta &= “/9
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En “general toda eccnacion de dos términos,
traida 4 la forma 5 patt ol
"
da desde [uego vuueens & =49,

2

. ! "/
y estrayendo su raiz %= "/;-.

208. Observemos que si el esponente m es un ndmero

dmpar, no tendrd el radical sino un solo signo, qus serd el
de la cantidad que cubre frog}. Cuando el espencnte m sea
par, eI radical tendrd el signo de au\blauedad +: si la cans

:Irda,d 4 es negative la espresion serd imaginaria, y la cues-
tion absurda, como sacede en las de segundo grado.

IS SN
La ecuacion x5=—1024 da x=V\/—i1024=—4, perque
el ssponcate es impar

La x4=6235 da x:_—t\4/6_5§:5 // —3, porque el espo-
nente es par. ;.

Y la x*=-—16, presentando x=+V=—16, solo ofrece
Una espresion ‘imajinaria, porque, sizndo el esponents par, la
cantidad sometida al radical es negativa,

209: Ya conocemos un hecho analitico digno de aten-
¢ion, cual es que [61] la diferencia de dos potencias de un
mismo grado, dividida por la diferencia de sus raices, da en
séri¢’ un cociente ersacto, esto es,

s

="

- =M L T A At T T Gt a T Y
—

comprobandose en que



("% g T - g T i b 6™ T G Y () i
T G o B 7 Yednd SV TS, o M ORI SR T o L O
—ax T e T g3 T3 G T sy —-a"""x—a"’} A

Bien se echa de ver que en la primera lin:a del producto viens, 4 continuacion del término
a3x"™3, el otro a*s™T*, que se destruye con su correspondiente debajo; y que em la segunda
linea se halla, antes del término —a™ " *x, otro ~—a" " *x*, que resulta destruido por su
correspondiente de arriba, Kstos términos no estan escritos £ pofgue Ko entienden comprzn-
didos en el espacio sefialado por los puntos,

a10. D= aqui deducimos consecuencias muy importantes respecto 4 la ecuacion de dos tér-
minos x”="1. Efectivamente, designando por a el nGmero, que se obtiene con la inmediata

P

estraccion de la raiz, tendremos ? /4 x"’—-g::‘ @™, y transponiendo serd x™—a"'zz0.
Esta cantidad &™—a” se divide por x—a., y resultas como hemos visto,
g = (T ™ 2" T e 0T 4 T ) (0 —a)
cuyo resultado, que se desvanece cuando x—a, scria tambien nulo si- tuviesemos
"l Bl LR Pl CISICET  gP  aeal -

y si ecsistizsse, por tanto, un valor de x, que sausfauera d esta ecuacion, satisfaria tambien
d la propussta, . = ¢ : ; ¢

211. Estos valores tienen econ la unidad relaciones muy slmples, que sg descubren haciendo
¥=—az ; pu¢s la ecuacion x™— a”"=o se gonvierte en a”z"=—a"—0, 6 bien z"—1=0, ¥

-
—
(=



17
luego se sacan los valores de x multiplicando por 4 los de z.

La ecuacion 2”—j1=o0 da desde luego 2™=1, de que
sale z=A/1=1. Dividiendo 2"—1=0 por z—1 sacamos
M=t T 2T L2724 1, cuyo cociente, igualado
¢ cero, forma la ecuacion de que dependen los demas va=
lores de z, los cuales tendran, como la unidad, la propizdad
de satisfacer 4 la ecuacion z2™—1==0, 6 bien 4 z"=1, es
decir que su potencia del grado m serd la unidad.

212, De aquni sale una consecuencia, que parece estrafia
4 primera vista, y es que la unidad puede tener varias raices
diferentes de ella misma, las cuales, aunque resultan imaji=
narigs, son de mucho uso en el cdlculo.

Resolvamos la ecuacion z™7*42m~2 .. +1=0 con
la aplicacion de varios ejemplos :

19 Sea m=2 4002 —1=2"—1=0,

z:_—t\/:— =t [/ —1.

8 m=3,.¢2"—1=23 —1=0,

23—

z l:zz’-+-z+1:o,
A+ Veg
A e e S

2
~— ek SENTSEY, o
Resulta z'=r, z":~'+v 3. g PR3
2 2

37 Mgz =12t 1= (23—1) (27 31)=03
2 —1=0 yues 2=+V1 =1/ —13
% PO giss z:i\/_:;
Resulta z'=13 2M'==—1; z"'=V—1; z"=—V 1.
Cualquiera de estas esprasiones imajinarias, elevada 4 la
Potencia de que dimana, reproduce la unidad, como polemos

Comprobarle con el segundo ejemplo, de esta nanera:
27



1:8
v st e
— == : —'-: l'-
2 8 8
213. Si se nos presentase la ecuacion x3+a3=o haria=-

mos %—-—az, suponiendo z negativa, de modo que x3-+a...
vo=—a3z3+a3 =03 y como conocemos ya los valorss de z
sacados de z®~—1="0, en que puede convertirse —z3-+1=0
mudando los signos, tendremos

y!' =—az' =a.—1=—a;

_—|+\/_:§_a r—\'—3
—_— - ‘

[ N —
X ’_—ﬁz" —0
2 2

—t-—\/-—-g_:a. 14-‘\/——3.
2 3

214. Recordemos [120] que cualquiera cantidad, com=

puesta de la suma de dos términos, se puede descomponer

en dos factores, poniendo la raiz cuadrada de uno de los tér-

minos en ambos factores por primer término, y por segundo

la raiz del otro maltiplicada por V—t con diferente signo

xMN—=e—gz"—=g , —

en cada factor, esto es,

&b = (Va4 VRV =) (VP =BV ).

Por este medio pudierames haber resuelto desde luego
el tercer ejemplo, porque z4—1 == (z'—1)(2*+1) + + «
oo = (2—1) (241) (z—’\/--: ) (z+’\/:;) =o

Teniendo la ecuacion x*+a* —o sacarémos 7

ot e
x‘..}'-a":-_(x’—az\/-—l)(x’—i—a’\/—r,\:o;
x*—a'V=1=o0,

Vot a*N/—; ::_-!;a'\/\/:_;';
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x’+8°V_§ —o,

f i“/—'—az\/—-—:_l = ia 1/._1\/_‘—'!: ta‘/_v_‘_—;:
Results, sifeeg ‘/V;[j‘ x"_—_-—a'l/\/‘;; .x"’:-’l /V}——V;MI—E x"":-—u‘/—-:\-/_-—;-:

Suponieado e o el
a—1 serd x'— 1/”\/—-;; all— “/\/—'l; o e —\V—1; x"’.:-—-"/—‘\/-l;

cuyas espresiones satisficen a la ecuvacion x*4-1=o.

215, - Esta multitud de raices de la unidad coasiste en una ley general de las ecuacioncs,
fa cual requiere que una incégnita tenga tantos valores como unidades haya en el esponente
del grado de la ecuacion que la determina; pero si la cuestion no admite este ndmero de

soluciones reales, resuita completada por simbolos puramente algebrdicos, que, siendo sometidos
d las operaciones indicadas en la ecuacion, la wverifican. -

216, Siguese de aqui que las raices de los nidmeros tienen dos especies de espresiones 6
de valores: la primera, 4 que podemos llamar dererminacion aritmética, es el niimero que se
halla por los procedimientos ya esplicades {138, y es tdnica para cada caso particulary y
la segunda comprende los valores negativos y las espresiones imajinarias, que podemos desig-
nar con el nombre de determinacioncs algebrdicas, porgue ecsistzn solo 4 causa de la combi-

de los signos algsbrdicos,

s

611
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LECCION XXL

De las Ecuociones comparables a las
de segundo grado.

217. Cuando en una ecuacion se halla la incégnita solo
en dos términos , vy el esponente, que ticne en el uno,
es duplo del que tiene en el otroj esta ecuacion se pue-
de comparar con las de segundo grado para resclverla por
el mismo método [167].

Su formula general es x?™+4-px™=g, en que p y g son

cantidades conocidas.

218. Si consideramos x™ como la incégnita , 6 supone-

mos %" —u , resultard x*”=u® , y por tanto

x3¥Mp-px”—u - pu=yq,
' b=—ipFV(g+3p") 5

Y en vez de u restituyendo x7, serd
u =™ ——31p+\/(g+3p*); cuya ecua-
cion es de dos términos, porque la cantidad —3p +4/(g+3%p?)
indica operaciones conocidas, que se han de ejecutar con

cantidades dadas.
219, Si representamos por @ y @' los dos valores de

esta cantidad sacarémos
"= —3p+V(g+3p?) =8, M= ——lp-\/(q+a'p’)—
m

x:'\"/(-%p+\/q+ﬁp’):\/a—; —V(—- p—Vg+iap N=vi's

Y cuando el esponente m es par, resulta que, en
lngar de estos dos valores, hay cuatro por la duplicidad del
signo , como son

Sot " _ m "

s=Va; x=—\a3 s=Va; s=—\a'3
siendo estos cuatro valores reales, siempre que las canti-
dades a4, @' son positivas.
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200, Todos los valores de la incdgnita se hallardn com-
prendidos en una sola férmula, indicando inmediatamente Is
raiz de los dos miembros de la ecuacion, de este modo:
M= —=ip+Vg+dpT,

m

s=\/(—ip+Va+ip* )
Ocupemonos con algunos ejemplos :
1? 8i queremos descomponer el nidmero 6 en dos fac-

tores , tales que la suma de sus cubos sea 33, tomarémes
4 j
% por uno de sus factores, y el otro serd —, cuyos
X
316 .
cubos son x3 y Fia Como Ia suma de estas dos cantida=-
des ha de ser 35 formarémos la ecuacion
R L
% i he )
de que resulta x® +216=35%% 6 bien x*—35%5*=—216.

Ahora , mirando 4 x3 como la incdgnita , sacarémos
por la regla de las ecuaciones de segundo grado

xsz3—5+“/3$ 2:6 ?5+,‘/‘“5‘—'215 4) 28
2

_35 5523_@::_.9 g
e VA 7//

y por consiguiente x:‘\/zy:3;

ot
s=V 8 2.
El primero de estos valores da para el segundo factor

— —
—

x
6
%
que se buscan, y despues son 2 y 3, sin diferenciarse ambas
soluciones mas que por una mutacion de drden en los fac-

tores del ndmero dado 6.

§ —6-:z , al paso que el segundo valor nos conduce &

—6-:3:, de modo que primero son 3 y 2 los factores

—_—
—
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2? Tratemos de buscar ‘nn ndmero, tal que, si del cud-
druoplo de su cubo se resta cinco voces el cociente, que
resulta de dividir 40 por el mismo cubo, el residuo sea el
cubo dz]1 mismo nlmero menos la unidad,

‘Bien se echa de ver que, llamanlo z al ndmero que
sc busca, serd el cuddruplo de su cobo 4z%, y el quin-
tuplo del cociente de la division de 40 por el cubo del

, 40 :
nimero serd 5.-;—3—, con lo que, restando esta cantidad de la
t ltard 4z 4° para pri iembro d ua«
otra resultard 4=z -—5.? para primer miembro de una ecua

cion, cuyo segundo miembro, debiendo ser el cubo de¢l mismo
pimero menos la unidad, se espresard por z%® —1. En su
consecuencia estamparémos la ecuacion, y haremos el cdlculo
siguiente

PLEEE T8
42 5-]5 — Is
42%— 200 =(2¥=—1)z3 =2 —2%,

32°+ 23 =200,

B [
i 4
200 I 25
izt —é—~ + 57 —-—-—"6_‘4“22‘-8 /R —g'°
.}
e 3 z
z2=\V8=2 [/ 2= .__..2_"’_:_-_%.
: 3 3

221, Las ecuaciones, que acabamos de considsrar, estan
comprendidas en la ley general, que hemos enunciado [215]
sobre el nbmero de raices de uma ecuacion; pues que es-

. e m Ll
necesario multiplicar, los valores [a19] de Va, \ @’ por las:
raices de la unidad respectivas al grado m.
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Asi, tocante al primer ejemplo, sacamos para la ecua-
¢ion x%—~3303=—216, las seis raices
£=13=33
e T SIS R DV e M
= g
g g e
= o : 5

=_l+:/'“3 2= —I14V—3 3
Pl it | a=—1 —V—3.
2

Lo mismo se hallarian las seis raices del segundo ejemplo,

LECCION XXII.
Teoria gencral de las Ecuaciones.

222. Las ecuaciones de primero y segundo grado son en
realidad las inicas, que se puedan resolver completameate;
pero hallamos en las de un grado cwalquiera propicdades ge-

nerales, que conducen d su resolucion cuando son numéricas,-
Y ofrecen muchas consecuencias itiles para los objetos mas

elevados del Algebra. Estas propiedades se- descubren por
medio de una forma particular con que toda ecuacion puede

Presentarsa.
223. Si suponsmos una ecuacion, que sea tan genzral como

Pueda serlo para un grado cualquiera, habrd de contener todas:
las potencias de la incognita, desde la de este grado hasta

la primera inglusivamente, multiplicada cada una por canti-

Iy
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dades conocidas, y ademas un término enteramente conocido.
224. Cuando hay varios términos afectos de la misma
potencia de la incdgnita se reanen en uno solo, como hemos
presentado [162] las ecuaciones de segundo grado. Pasanse
todos los términos de la ecuacion 4 un solo miembro, con
lo que el otro queda necesariamente igual 4 cero. Y, si el
primer término es negativo, se hace positivo mudando todos
los signos de la ecuacion.
Asi tepdremos para representar, por ejemplo, una ecua-
cion de quinto grado
6x5 4 pxtge gx3 4 rx* 4 sx At =03
en que los coeficientes ny p, g, 7y 5, ¢ pueden designar ni-
meros negativos lo mismo que positivos,
Ahora dividiremos todo por el coeficiente # para no
dejar otro al primer término sino la unidad, y suponiendo
._E.-_—_P, —q':Qa 3y -;j—:S-, %:T, resultard

>
T 7 1
xs-l-—R x4+ix3+-—t-x3+—s—x+L S
n n n n n
o —=%54 Px* 4 Qx3 4 Rx?* 4+ Sx + I'=o,

225,  De aqui en adelante supondremos haberse preparado
las ecuaciones como acabamos de hacerlo, y representarémos
la ecuacion genzral de un grado cualquizra por

PPt QL T4+ U=03
llenandose el espacio, que ocupan los puntes, cuando se da
un valor particular al esponente n.

226. Toda espresion real 6 imajinaria, que es iguval 4
la incégnita, reduce, como raiz de la ecuacion, el primer
miembro 4 cero, y por tanto satisface 4 la cusstion.

Sea unz de estas raices 4, em cuyo caso
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LT Bguin x”+Px”"-‘ +Qx""’ PRPPYTT +Tx+ U:aﬂ—*‘Pa"‘_I —+ Qaﬂ-—-!_“""" -+ Ta+ U:o »
Uz=— @ = Pa’ ="' —Qa""? ... —Tay

Sustituyendo en la férmula el valor de U tendremos
2P PR Q5™ tiene + TR —-a”-—Pa”—.‘———Qa”_’..-...... T30 s
o f] ¥ =" P37 —a" T ) 4+ QT —a" T )i+ T(x—a) =0 3
cuya ecuacion, siendo divisible por x—a, demuestra serlo la propuesta, que es igual 4 ella.
1 227. Para sacar el cociente no hay mas que poner en lugar de las cantidades

x”-—-a”, P(x""‘—-aﬂ_'), Q(x""’—a"_‘"), 8ei sy T(sc—-a)

el cocientz, que da cada una dividizadola por x—a, como

%" —g" Pl o IR S B
! = gk MR T N vseieine B s
. x—a
P = Waay il
(x a ) —_ Px”_’—',-Pax""" ovssass - Pa®2 3
[P —
wll—12___ . fi—2
Qs g = g G T N B
X —a
T(x-——a} " T
X

De consiguiente

Szt



I”—'— Pxﬂ._:"'“Qrﬂ—lunlnn +Tx+U ‘ ;

L I V-C\

xr=—a
x”"-{-ax”"’+a’x"—-"....+a"'“‘
Px"~ % 4 Pax"—3...4+Pa”%—1
ot P27 =g 1) 4 Qa0 ) T Qa1 +Q(‘£,_,__3

X —

B, SUS SSENRE . I O
B
228. Este cociente se¢ podrd representar por x” !4~ P’x”""+Q %"~ 3 4. 8., siendo
P=ag+ P+, Q=a’+Pa+ Q-+ e, y tendremos :
KP4 Px" T - Qa2 8o, = (8—a)(x" " 4 P'a "’*+Q’au""‘3+53’c.), que queda
satisfecha de dos modos siempre que ¥—a="0 ¢ que X" 4P'x" 7?4 Q'x" 34 Y. = o.
22, Ahora, si esta ecuacion %"~ %4 P'a"7T? Q" 3 4 8eio tuviere una raiz b, su
primer mismbro sera divisible por x—b, con lo gus &"7F 4 Px" T 4 8o =(xmb) (3" T LW
oo tPl5%—3 4 £3¢.), y por tanto x4 PxP~F e (x—a)(x" 7! -;}—P'x"‘fzﬁ-ﬁjc.) Keng s
oo =(x—a)(x—b)(x""? L Px" "3 +8%.); luego la ecuacion propuesta se puede verificar en
los tres casos de x—a—o0 , 6 de x—b=0 , 6 de x?—%4 PHI=3 3.0,
230. Asimismo, cvando la tdltima ecuacion tiéne una rauiz ¢, su primer miembro se
descompoadrd en dos factores , x-—¢ ', X734 Plgn=4+485c,—o0 3 de manera que
WP e (x—a) (x—b) (x4 P'x" T 34 80 )= (5—a)(x—b)(x—c)(&" T 3P xt4 4 8&e.),
Continuando con el mismo raciocinio sacariames sucesivamente factores de los grados



fi—gy 1—5, #1—6 , &c. 3 y si cada uvno de ellos, igualandolo d cero, tuviese una raiz,
se daria d& la ecuacion propuesta esta forma :

5" PN 890, = (5 —=0)(ai—b) (s —c)(26—0) « « v+ . (£—1) 3 descomponiendola
en tantos factores de primer grado como unidades tuviera el esponente » de su grado, y
pudiendo verificarla de # modos 4 con hacer X—a=0 j/ Ni==b=0 ff N=—c=o0 [/ ~~d=o0 j/&e. ...
oo fla—l=o.

a3r. Ks de advertir que estas ecuaciones componentes no deben mirarse como verdaderas
sino alternativamente, y que caeriamos en contradicion manifiesta si supusieramos que podian
verificarse simultaneamente § poes que de x¥——a==0 sacamos x¥=a, y de ¥—b=o deducimos
X¥=bh, cuyas consecuencias no pueden concordar 4 ua mismo tiempo, siendo 4 y b canti-
dades desiguales.

232. Habiendose descompuesto el primer miembro de la ecuacion %”-+Pyx"™'+&ec.—o
en n factores del primer grado, x—a, ¥—b, ¥—c, ¥—d, &c., &£—I, no puede tener
otros del mismo. Con efecto, si suponemos el primer miembro divisible por x—a, tendremos

2" 4Pyt 4 e = (v—a)(&" T 4 pa”~? 1. &e.), y por consiguiente

(x—a)(x~—b)(x—c)(&—d)uis(g—1)=(t—a)(£"~* 4px" 7?4 8c.) 5 y si x=a,

se desvanece el primer miembro de esta ecuzcion, como tambien el segundo, que se convierte

desde luego en (#—a)(a”~" + pa”™ *+4&c.); pero, como 4 y « se suponen desiguales, el
primer factor a—az no es nuloj luego el otro a”"~* 4= pa”— 24 &c. es el que debe serlo, y <
por tanto la cantidad 4 resulta necesariamente raiz de la ecuacion X"~ *-px"*-8ozo, ™V



'Ge qhe s¢ sigue que sau primer miembro es divisible per x—a, y que d
T 4 pa" T - Yoo = (v —a) (8" 4 p/x" T3 8e.), deduciendose S

(x—a)(x—Db)(¥—c)(£—d)wnn(x—I) = (:v-—a)(x”_' +px" T2 4-0e) . .0
o =(r—a)(x—a)(x" T fplanT 3482,
(bt a)(x—dYdisi(py = {Er ) 20} (w75 op 6" T * i Si)

pr—
oo = (v—a)(g® T 4p " 4-8e.),

333. Del mismo modo probarémos qus el segundo factor x” 4p'x" 3485, del ses
gundo miembro debe ser divisible por x¥—b, lo que reducird la ecuacion anterior 4

(£—=0) (T —d)eernns(f—1)= ("‘")(x"_z&j*f’b””"3“"@“-)—@__&)(“—3_,.? ¥4 ).

Y continuando de este modo quitarémos sucesivamente del primer miembro y del sew

gundo n—1 factores , no quedando en el primero mas que ¥—I y en el otro solamente
v—z, €st0 €8 X—Il=t—a, 6 bien I=a.

Deducese , pues, que una ecuacion de un grado cualquiera no puede admitir mas di-
visores binémios de primer grado que unidades tuviere en el esponente de su grado, y que
no puede , por consiguiente , tener mayor nlmero de raices.

234. Considerada una ecvacion como producto de un nimero de factores x—a, x—b,
¥—cy ¥—d, ¢, , igual al esponeate de sa grado, tomard la forma indicada {128], con
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la modificacion de ser los términos alternativamente positi=
VOs y negativos.
Limitandonos , por ejemplo, 4 cuatro factores , tem=
dremos
¢ —ax® 4-oabx?—abcx+-abed—o.
—bx? 4+ acx?—abdx
—cx3 +adx ' —acdx
—0dx3+box*—bedx
4+ bdx?
~+cdx?

Como los szgundos términos de los binémios x—a ,
%¥—b, x—c, &c. son las raices de la ecuacion, tomadas
con signo contrario 3 las propiedades demostradas en gene-
ral [129], se verificardn en el presente caso de esta ma-
nera :

El cocficiente del segundo término, tomado con signo
contrario , serd la suma de las raices :

El coeficiente del tercer término serd la suma de los
productos de las raices multiplicadas de dos en dos :

El coeficiente del cuarto término, tomsdo con signo
contrario, serd la suma de los productos de las raices mul-
tiplicadas de tres enm tres, y asi de los demas, cuidando
de mudar el signo de los coeficientes de los términos, gue
estan en sitio par:

Y el dltimo término , sometido como los otros 4 esta
ley , serd el producto de todas las raices.

235. [Igualando, por ejemplo, con cero el producto de
los tres factores *—5, x+4, x+3, formarémos la ecua-
tion x3+-2x*—23%—60=0, cuyas raices son -5, —4y —33

su suma se compondrd de 5—4—3=—2;
29
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la de sus prodoctos de

dosen dos 3. —4+5. —3—4 =3 ==—20~—154122—23 3

y el producto de las tres 5. —4. —3=6o0.
Esto es lo mismo que deduciriamos de los coeficientes
2, —23, —60, mudando el signo. d los del segundo y
cuarto térinino.
Si 1gualamos 4 cero el producto de los factores x—z2,
x—3, ¥45, la ecvacion resoltante %3 —19x+30=0 no

tizne tdrmino af:cto de x?

» potencia inmediatamente infe-
rior 4 la del primero, y le falta este segundo término, por-
que la suma de las raices , que tomada con signo contra-
rio forma el coeficiente de este término, es aqui
243—85—=03

6 bien porque la suma de las raices positivas es igoal 4 la
de las negativas.

236. Al considerar una ecvacion como formada por el
producto de varios factores simples 6 de primer grado, hemos

probado [233] que no puede, tener sino un nimero de ellosy

sefialado por el esponente n de su grado; pero, si combinamos
estos factores de dos en dos, formarémos cantidades del se-
gundo grado, que scran tambien factores de la ecuacion pro-

n(n l)

puesta, y cuyo nimero se espresard [II 2581 por ———=

Asi, el primer miembro de la ecuacion

&% —g%3 4-gbx*—abex +-abed—o ,
—bx3 tacx?—abdsx
w—cx3 4-adx’—acdx
~—dx%? +bcx? —beds
+ bdx?
“+cdg?
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que es el producto de

(w—a) X (i"--b) X (x—C) X (x—d)

se puede descomponer en factores de’ segundo grado, de las
seis maneras siguientes

(%—a) (v—b) X (£—¢) (x—d) 3 -
(x—a) (¥—c) X (x—b) (x—d) ;
(£—a) (x—d) X (¥—b) (x—c) 3
(x—b) (x—¢) X (x—a) (x—d) 3
(x—b) (x—d) X (x¥—a) (x—¢) 3
(x—c) (x°—d) X (x—a) (5—b) 3

y tesulta que una ecuacion de cuarto grado puede tener seis
factorcs de segundo,

237. Combinando los factores simples de tres en tres, se
formardn los divisores de tercer grado de la propuesta; de
modo que, para wna ecuacion del grado n, serd [II258] su
R e LG

2.3

3 y asi de los demas.

LECCION XXIIL
De las Ecuaciones de tercer grado.

238. Como las ecuaciones de tercer grado pueden ser 6 no
completas, se presentan bajo una de estas cuatro formas:
%3 4+p=03 x*4pi4g=o03 % 4px’+g=03}

%% 4 px?— gu4-r=o. -



239. Respecto 4 la primera x®4-p=—o, pasarémos la cantidad conocida p al segundo
miembro y estracremos la raiz cibica, con lo que tendremos uno de sus valores; pero, como 4§
todo radical de tercer grado ha de tener [233] tres valores, y sz sacan los otros dos mul-

tiplicando la primera raiz [e12] por '_—;'—l-\/—s y por —1—=V—3

, resulta
2 v

:':‘.:/—P; x":_-_-\/s _.P', 2 ""; Vi == 3 ac‘":\::/:;. - --\/—3.
2
240. Tocante 4 la segunda forma %* 4-px-+g=0, supondremos x=u+z, y sacarémos

23 4pr+q = ud+3utz43uz’ 423 pusg-pz+-qg —o ffud 2% g+ (3zu4-p)(u42) =03
cuya ecuacion queda satisfecha siempra que #3+4234+g=o, y que 3zu+p—o.

De estas dos ecvaciones la dltima nos da z:—é-%, y sustituyendo este valor en la otray

haremos el cdlculo siguiente:

. 8 p? Y
udpzi+g—ut— 2?u’+qr a8

3
u‘+qu’—L:o,
27

8= —2gt Vi 5% 0 e = V(—1qt VIS T 5 07) 5
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u3-bz34q9=0,
z’:—-q—-.u3 -
W= P E VI 507 s+« B =i VIR P == 3T VA o ,---mv‘(-iqiviq’-fﬁp‘);
x:“’-‘—z,

3 LA F et
o« =V(—3q+Vig+37p°) : T S
; voon 8 =V(—EVIT 1230 )V (—14—VIT +270°)

3 - P LT T,
2 =V(—39F Vi +#70°) : ,
Observemos que z3:-—§‘q§:‘i’fgq’+ 7‘-fp3‘no se diferencia de 03— — q+‘\/£q _Q-‘.?P" Siho en el sféno del ;'adical, por lo que una

®presion lo deberd tener negativo cuando la otra lo tenga positivoi, yu al contrario.. -

0by}

—14+V—g

241, A fin de hallar los otros dos valores de la raiz, que se sacardn [212] con las mulughcauones de uyde z por s 82
. 4
Secutard , para (00 “equivocar el signo« del radical,la operacion siguieate|:. > ‘ 3
Juz4-p =0,
p=—3uz';
w423 4qg=o,
g=—u’—=2%3
= —j3uz
Z: _,fs- _z_s-} 3o 83 4pidg = n’ —juzN—u’ =z} —og;
D= a2,
Y—l—t=0"5
&Y —guze—ud—23 " b =
=¥ XAl iz = Oty
i AT (u42)xy ux-t z oy

W o ‘/(u Aaer uz_,_uz__z.«) S o ML iﬂ:sﬂ_'Mu gEae i 0
9 ; 4 " 2 - < ek ®
" z B — — — i — L\

oo:-—-—*—_i"‘—-iv— cared [:t"\/ 3u+ "“"I RZ,
2 2 2 2 2

u——\(—-—-—q—l—\/ T —14 =5 3 —— 1 ———
. TR SRR S 2\/("-50-*-'\/‘%4 + 7 P’)+“—-—————+V /(3 q—\/z}q + Ps)
ez Wde VIR Y '
30
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3 N —— 3 .
Y las tres raices serin ' =+/(—Ig+VIg+ 7700 )+ V(—Ig—VIg+ 5p7) 5
R e b8 -
1= = g 4 VT )‘*'—'-;—3\/(—‘9-—\/4 Fopp)s
(1] —I'_\f:—"—

b L) 3 ﬁf/(_“‘I'}‘V?{q +=7P’)-+

e O i

3V(-aq Vig+ b M

242. Antes de pasar adelante advertiremos que # cualquier ecuacion, como
B Pyt Qa2 - B tm 0
se puede quitar su segundo térming4 suponiendo la incégaita igual 4 otra juata con el coeficiente del mismo término 4 tomado en senti

i 2
contrario 4 y dividido por el espaneﬂfﬁ de la ecuacion, esto sy X —=z———""s

n
Asi tendremos
o Jim—p

P\ : P p \n—2 s
x”—i'wa—‘ "‘i‘Qx"Ha-ﬁ—EgC‘-:( ""g) +P(Z—;) -i—Q(z— -;) ! +E§c_:z!‘1__szz—r+ N1

B Pom L B megBlll 2 L P2 22 88

an

'+‘Pz:"—‘l L ﬂ':l P22"-2+&3c. S Q ‘Z.’:-I—Bc,‘.
+ Q «"-”"’1—'&?{:.

Si el segundo término de la propuesta fuese negativo hariamos x—z-- B » y resultaria
#
— n n—1 N —2 ke _—..
xrj_Pxn 1+Qx71-—3_._{:36.:(ﬁ+£) "‘P(Z—}-—})—) +Q "z_f_f__) B s, eV PZﬂ_I+L!P=Zﬂﬂ1+E§J.“Z’I——n 1 Pzz"""z-_&,’c,:—_
3 \ 5 k = A L 2 21
_Pzn-—:_?l—___'p:mu—z_wc. je Q =2 4 &30,

- g Q2" 24 &,

243. En este concepto, para resolver la ecuacion x? +px* 4+ g=o de la tercera forma, supondremos DG'_—_‘Z——?-, y calcularémos asi:
3

) 3 \ 2
x’+Px’+q:(z—r'§_) +P(z_-§") +g=2—pipta—gpp i =t —dp a4 g = 03
T =fie s
4 >
cuya ecuacion se resmelve [240 ¥ 247] como la férmula %34 px 4+ g=o, puse: Garesé e wepuado tErmnds

244. Lo mismo se practica con M ecuacion &3+ px* 1 gx-+r =0 de la cuarta forma, haciendo tambien x=z—L., de que resulta
3
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&0 4-ps +qx+f—-(z -3—) e, +qkz—?)+r 28 —pr o 3pta—atypt =t —(Ip" —g)akSppt = dpgdr =03

+pzt—piztgp?

“+ gz \—1ipg

=

que s» resu2lve igualments por la férmula x¥ 4 pxf-g=o.

245 Ko las tres raices , que dejamos espresadas [241] por los valores de &', x", x , observarémos que, si p es positiva, no hibrd
mas raiz , que sea real, sino x', cualquiera que s:a el signo de ¢, y las otras dos x", x" serdn imajinarias; porque, no comprendicado
en cada una de estas el radical de tercer grado una misma cantidad, no po.ran destruirse los productos, que resulten de la malciplicacion

de estos radicales por 4+V—3 y —V—3, y seran [rig] imajinarias las espresionzs,

246. P-ro, si tuviesemos x® —px+4g=o, en que p es negativa, el radical de segundo grado , sometido al de torcero, estaria esprﬂsa-

do por \/ 41 2~ Jfp*s que todavia seria real cuando ig 2 3 a7 p¥ 4 Yy Ppor tanto resultaria real el valor de x', € imajinirios los de x", %"

como anteriormente.
" - L3N | I 3 : * - . . . . |
247. En el caso de ser jq® < % p* se preseatan d la vista las tres raices bajo una forma imajinaria§ pero, desenvolviendolas como

corresponde en la potencia fraccionaria 4, se halla finalm:nte que las tres raices solo coatienen cantidades reales. Con motivo de venir es-

presados los valores por un ndmero indefinido de términos, y no polerse , por tanto, hallar las tres raices siuo por aprocsimacion , se

ha dado d este caso la denominacion de irreductible,

248. Con efecto, suponiendo —1ig=a, T'yP"*'lq = —b", 6 bien ‘\’(:q"—-?‘,p‘):\/-—-b’:b‘\/-’-—_——f, tendremos
3 —_— v
¢! = V(= q+V,,q —-,7—P’)+\/(—nq—\/ '7P )" (a—}-bv-—-1>3+(a ’\/--—U\“};
et V=3 3 ) —1—V—3.% 1 ) —14 Vg P =1
s = TEEY T8 (=g +V T — i p )+ LBV (=g —Vig -—-np'):——u-—-—’“ =3l PN L TN i
: 2
[ —1—VZg ey — +\/ T2 Ry 5 AF iy
F= TNy (g VT )+ 3V(—tg—Vig—5p%) = =2V qpvm e 2V v
2

Aqui necesitamos hacer uso [131] del bmdmlo de N:uton, aunqus no h:mos de:nostrado todavia que su férmula sirve tambien para las
potencias fraccionarias y las nagativas. Haciendo, pues, [133] en ella m =% sacarémos
g blares. 1o bt igs b’\/—— 154 b° _3r4 S e i gy

g ! 1
YT S I b t : .
(at+b B gl et \r+-}.“\—-1+?.—;—-34.z—; -I—;'a‘ +3 33 R e e E;+E_-;’c.):,
. 4]
3
s f 2 Aty B LR e - 10 Be RINE A 20 L S b*
¢ Ay V of T g gl ity e b B R g7 My Y v Ej"2');
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siendo [a suma de ambas ecuaciones ‘ Seseatel :
¢ B = (et 4 ([ =) T sa%(x-—l—-;-.-b—.--— a2 E;+-154 A 1 ﬂ-‘:—ﬁy’c.) e
\ a* 243 4 6561 a° 59049 al
A e za% (l 4O 1IIIIL, é:-—'o,oz!.r 152, -E-’—4+\o,023472 -Ef —0,015834-E—E~ +E§c.)
u® &5 at a® P ]

cuyo valor es real por haberse destruido entre si las imajinarias.

249. Ahora buscarémes las otras dos Mices, guiandonos por’las indicaciones anteriores [248]:

x"_—_ii’l/_____a(a-i-b\/:)%—l—_l _':/ﬁs-(a—.-b‘\/_-—_l-)é :---:}{(a-l— b‘\/———x);-—i- (a—b‘\/:) ;‘} -+ z V-TE{(.a “+bh\/ — :)}-—'(a--b‘\/::i}§

Ya hemos sacado el valor de la espresion contenida eatre los primeros corchetes, y wvemos que el de la _esizresion comprendida entre
los segundos es la diferencia de dos séries halladas, que no tienen mas diversidad que Ja de signos contratios en los términos pares, y pos
consiguiente su diferencia es el duplo de estos mismos términos de la primera série de modo que

Sk #,_= I -, W L e e 8

x":—%{(a—l—b \/.-..;)?-f.(a—_b\/—x)'r}‘t-%v-—g{(a+b‘\/—-l)’—(a—-b ‘\/—-:)3}:—% «38° 141 i e 1854 &3 _9_3_5,_.67 +E:‘?c.)-
' \ @* ‘243°a* " 6501 ,8° 39049 4
E.3 ke e b3 . 35 L b‘y o k 8

" +za3.5‘/—3\-}--—2—\7‘—-l—-s--;-;‘\/—'1+3—:'-b—.\/—-:—i?i--— —x+Es"c.)— —at (1+;}.£’-'—— Ronoibs +_'_§_f"_.lii_- 93510k +E§c.)-

a T 34 3% a3 39 a’ bR as® ""—243 a* 6561 a° 59049 at
Do oy Ny & bt 22 bS b? 1 b? b+ 2
..+a-"\3 3' (7—7'?"4-?43'_;5_"_63:5?5%"' —?-—-l*-&’c.): — (r—i—o,nnuaa —-0,041152?; +o,023472F v !

3 b L g s = |
e —0,015834 2—3-4"' &fc.) -—6:-_ (7 —0,185:85 pri +o,0905345; —0,057003 - +Eb’c.) 5 que tambien es un valor real.
250. Para hallar la tercera raiz [248] 2
Mg 4 — it ; et X A A% e
St % 3(a+b\/——1)3’+ 1 2 3(0_-5V—1)T:—é{(a+b\/—1)3+(a._b\/__;)3}._§V,S{(a_*_b\/_l)s___(a_bv_l)r},
2 by v

considerarémos que no se diferencia de¢ 1 segunda sino en el diverso sentido del segundo término de la dltima espresion, y por tanto,
mudando el signo de este término , resultarf el valor de ; ,

#=—3 V=D oV Y v $eav= v A

——a3 14051 b b+ 2 bt
. ] &l k] Illll—‘;z'-—-0104[153"?‘—-+°,023472-‘;‘T-—01015834—‘F+€5¢-) " e e

X
ad 2 b b3 Bs 7
i +\E (-E'-----0,18;;“85-“_3 +o,090534a—s -—o,o57003~2—1+ E:i‘c.); que es asimismo real.-
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251, Las espresiones, en que hemos hallado el valor de las raices, no pueden ser driles sino cuando sean [1617 converjentes, lo que
j b ; ? WEL Y 5. .
requiere que— <1 6 bien a>>b, puss de lo contrario sus potencias —, — o &c. irian ecreciendo,
a a*’ g
252. Para mayor ilustracion propongamonos el ejemplo de buscar un ndmero tal que el esceso de su cubo sobre el 'triplo de su cna-
drado dé el duplo del esceso del "mismo nimero sobre 3.

Es evidente que, siendo ? el nimero, serd la cuestion #3—3#" =o(t—3), y calcelarémos asi:
13—3t2——-2r+6:0, 3
[242] Supongo t=x4+3 = st 5000 13 —3 =2t 6 =834 3% 4 3x41 =¥ —sx 42 =0

—axt—bx—3
—
-+ 6
{240] Fdrmula x3+px+q:c>} e p==F e aupr = N (8 = =53
x3—5x+2z>=0 U medl AR ot M g

Como 24* < -p* nos hallamos [2477] en el caso irreductible, y por tanto [248] baremos a=—3g=—3.2=—1, =Rt A e D o
2
co=i—115 =323 de consiguicate %:%%:(-—1)’:%%:-1 =23%7 . ¥ siendo g-:->: no sirven las férmulas halladas [248], porque se-
tan [161] diverjentes.

253. Recorriremos, pues, 4 otro método, como es el d: buascar los divisores del dltima término d= la ecuacion &¥— 3x42=0, que

son 1, 2, —1, —2 3 y sustituyendolos en ella, versmos que solo x=2 la satisface, y que es divisible por &¥—2 3 de modo que
%3 —sxt2
e

= X *4ox—1=0,
x=—1+V(1+1) = —14V2 = 0,4142 [/ —2.4142 5

| SIS Dt T Dot ERME et 3 37 1 =l 10,4140 1=T 41485 a'=E—2,4142, .1, 1 = A 1= = 2,4 1434 T=— T, 41 4%
254. A veces se puede conseguir muy faciimente el objeto, inspeccionando, como. hemos dichw [140], la planta de la cuestion, segno re-
sulta en este ejemplu observando los factores :
13 —31%=at—6 )/ 1*(t—3) = 2(1—3) s

’—3:0-5..;:':3;'

t
(17—2)(t—3) =0 1. v « o+t mpg =0 gesst' =Vaz 141425
M= SR £ e —Vi= —1,4742.
{ Vedse la Colecccion sesta de problemass) '
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: "LECCION XXIV.

De las Ecuaciones de cuarto grado.

-

235 Es:__ap‘;'ecug:ciq_g,e‘gEsgj_jpgesggta_n_, bajo una de .las_ ocho formas siguientes:
12 x¥=p3 38wt bt g =03 3% xt4-px¥g=o3 4 K'4-px4+g=os3
57 x4 pxi4grir—o; 63 x* hpxit-gx*+or—o0; 7% w*+pxi4gx 4 r=0; 82 %t pxd 4 gx’Arxtszo.
La dltima ecuacion, que es la cﬂmpleta, s¢ reduce d las .demas considerando como cero los co:ficientes de los términos, que fal=
tan 4 las incompletas. ; ! _
256. Ya sabemos [am] sacar ]a raiz de a,‘_p, y tambien F220] la de x4+px +g=0. En cuanto d las demas las considerarémos [242]
despojadas de su segundo término , con lo que adquirirdn la 3? forma x*4 px®-+qw-+r=o.
357. Supondremos que esta ecuacion progede de la multiplicacion de dos factores completos de segundo grado, esto es,
;i1 o axtaepx +g:c+r—(r2+Ax+B)(x’+A’v+L)::o 3
y procurarémos determinar Ias cantldades indicadas por las letras mayusculss igualando los cocficientes de la propuesta con los coeficientes
homologos del producto de los factores s de esta manera:
x4 +px +qx+r- (x*+Ax+B) (x*4+A's+B') = x“‘+Ax3 + Bx +A’B>.+BB‘._0-
-_l»-B x2
. Aaadt o F el o0l U I =i
p=B+A4'+B'=B—A+B', ... B =44+ p—B;

q=A'B+AB' —AB'—4B , . . . B’:;?-+B;

B =18
A‘+ } PRl L e i+B:A’+p——B,

4
B = A4*+p—B
P nB:A’-{—p—%—,

=1 (A’ +p——f?) 3

.B':—g-‘-{-B,.
B::;E(A’-]—p-—g—) IR B‘:%4-%(14’-}-?—2?-):%(/1’4-?4-%)_;




Supongo A==z ., - .

B:%(tff’-*'P'-—q’- :
d) . ! £ 4 BB':%(A’-PP—;;) 1(A’+p+—) 4(444-1-9?44’4,?: ._‘L),
=] g '
B'=1 (A “+p+ .4)
L4 ot 2 q-, :
— 1 44 PR - ¥
BB"“( it | :12) ,...i—_(A‘—!—npA’-&-p"'-—%):r, :
BOES
A apdt 4 pr A — q® = 4rd”, g
A+ 2pdt+(p* —yr)d*—g* =o,
o o ACHapdt4 (pP—yr)d—q* =23+ ap2t - (pT—4r)z—q" =o.
o se llama la reducida, y como B, B' estan espresadas.en: valores de 4, se cons:guird,,

Esta ecuacion z34-2p2* 4 (p*—4r)z—g* =
ten el conpcimiento de esta dltima cantidad , determinar los cocficientes de los factores de segundo grado

258, Considerarémos como. conocidas las. cantidades 4y, By 4', B!, y haremos el cdlculo gigniente
YA+ B =03
b putbgetr= (2L AskB)(x* +Ax+B)=0 4.0. {x : >
P £ ok A ) ¥ %'+ A's+B'=o;

8¥% 4 Ay B
: * 4+ V(4 —4B) »

s = —i44+V(E4*—B) = — :
B':%‘(A-"—*—p'—--g-) g 0. w0 = —3A+4F "//(A’-——:«:A"-— npq.ﬂ)::.—-;;4i-,§"./(l—-A.“—e'p_'%—%);gf_.

- T R SR o =T IVz+} 1/&-—2*2?'* )

%'+ A'%4+B'= o,
x= —

— 1A'+ (41— 4B,
St 44 3 1/&_& 2A'—2p—-~«->_: 1 " b

: i 2 : :
8i hacemos, para abreyiar, iVz=m, %"/(ﬂz_zp—l--\—/i?_:):h, é"/
o .z‘ v .

que dag. los. echo valores

1l

,‘;/(_A?—zpw- -ﬁ‘—}) -

II

B':é(ﬁ;wg;%)

QT):IH’ 5. sacarémos x—=TTmth,

A

I3

X=+m+4h,
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| g=—my-h, X=—m—h, x=mI*h, x—m—h, s=m+b, x=m—k, x—m—m*h', x—=—m—~
259, Con estos ocho valorcs se putden formar tantos sistemss de raices x, 8", %", %' como combinaciones se pueden hacer con
8-7-6.5 . 5 .o 43
o ;—:70; pero es necesario reconocer cual de estos sistemas es admisible.
Desde luego vemos que, no tenicndo :x,"+px +qr4- r==o segundo término, y siendo el coeficients de este término [129 ¥ 234]

igual 4 la suma de las raices , deberd resultar &'+ %"+ %"+ 2%=0, cuya propiedad solo s2 verifica en los cuatro sistemas siguientes s
'

ocha cantidades tomadas de caatro en cuatro, que [II 258] son

x =—mahs & =—ma- b & =—ma by ¥ ——m—h3
%! S—m—h 3 & =—m—1; sfe=  lm—h ¥ i
A= maby = m45s " = —~m-+h's %M o — i
&Y= m—b'; Y= m—h; %= m—l'; 8= m+H.

Reducidos ya 4 estos cuatro sistemas teadremos presente que en la propuesta [r2g9 y 2347] el coeficiente del tercer término ha de ser
la suma de los productos de las- raices multiplicadas de dos en dos, el del cuarto término d:be ser la suma de los productos de las raices
multiplicadas de tres en tres con signo contrario , y ¢l del quinto y dltimo término constard del producto de todas las raices; cuyas con-

S5 8 . . ; - b R S | ”1 7 2 T 2? b
diciones solo se -satisfacen por el primer sistema, en qus [258], siendo m* =%z, :;;;[u"z—sz—l-:\-f:), Fi=% (—z—-—-ap-—-——a); resulta
&4 ‘\ z
x50 5 Vgt " o 5" 2 A8 = (4 h) (=) 4= (= B) (D) - (—m ) (b ) A (== D) (m A B ) (D) (=) w0
o (Y ()= — (R ) = — Sz —ds—dp+ L — e ip— I ) =p;
| 4 V2 2Vz

i

A A 2T ey g 5" == (i ) (= —B) (B ) A (=t h) (—m—B) () A (e B) (B Y (e B 4
C] — ! _-.hf = h”:—"hz e Iz ’—J‘ _— ! __q.._ XL . pa— _uf]:\\ e "\/—. i _q_:::: ] Y
oo A (—=m—h)(ma-h")(m—h") = am( ) '\/z( 4% —=p e 432+ P 2.\/z} z i g3

#8 (me B) —m—B)mat Y(m— Y (o 1) (0 )= (42 L (a4 p e L)

%(z +2pzi4pt— —q—i)e y como[357] es z=4% y %\',4:,_;_2?‘4?_‘_?2__%‘_):33":” sacamo’
4
/

Y ”x”’x“’——i 2 A apzpt— ;) é(AM-{-sz’_}.P s ) BB'—»,
d
Son, pues, las raices &'—=—mh; x‘_—-m—k, M =m ks Y =m-=b'
‘260, Como estos valores depended .[257]. de la reducida 2% 4 2p%° 4= (p*—4r)z—q® =0, que tienz tres raices z', 2%, =, resultarian
doce valores de & para una ecuacion de cuarto grado, que solo pusde tener {2335] cuatro y por taato serd suficiente sustituir ua sold
yalor de z, de modo que
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5 =—m4-hm— '\/_+I"/—%—=P-+-'—_; Pt s Ranati { : .

&= m+h'z ;VE+{‘\/(—1—21>——35—);

fdi s g - :
V= m—lm IVEE a‘/(_z-—zp-— \/—%) 3 espresardn las cuatro raices
de %4+ px*+ gr4+r=o. '

26r. Resta ahora ecsaminar la naturaleza de estas raices, scgun los: signos. y la magnitud de los coeficientes p, q, 7,

Veamos de que especie pueden ser Jos valores de z, quz suministre la reduciday y, como, una ecuacion de tercer grado ha de tener

Euo] una raiz real y dos imajinarias, 6 bien [247] sus tres raices reales, siempre se podri tomar para 'z un valor Teal 3

pero se necesita
saber si este valor serd positivo 6 negativo para conocer si Vz

serd. real G imajinaria,
Observemos. que el dltimo término de la reducida es ~—g7, que permanecerd negativo, sea cual fuere el sentido de g. Ademas, siendo

el producto de todas las raices [234] tomadas con signo contrario ,. nov-ha podido formarse sino por tres factores pegativos., 6 por dos
positivos. y uno negative 3 de consiguiente las tres raices son positivas, 6 dos som negativas y uaa positiva,

3 . 7\
262. En el caso de ser z una cantidad positiva tendrdi\/Z un valor réal, y la otra parte "/(“Z—“P- \/_Z-) ofrecerd. estos: resultados:
- . . { B ‘ .
17 Si p y g fuesen positivas serd 1/-3-2?._',1
vz

)- imajinaria,

22 Bi p fuese negativa , esto es, pr=—p’ise tendré "/(-_z-l—zp ——:}%) canndad real cuando 2p’ >z+:i., y espresiom imajinaria
euando. 2p <z+i—q; : : ‘ : g

3?‘ Si. fuese p positiva y g negativa, este. es, =y’ resultaréf,“/(-—z.'—--zp.h%) cantidad real cuando —6%}:4-.2?,. y espresion:
imajinaria. cuando s/ﬂz—’ Z4- 2. ‘ '

47 Si p.y g fuesen negativas, esto es, p=—p’ y g=—q" tendriamos V—z_{-np"f—n‘ff})‘ canndad real’ L::ando ‘z<.p"+%r
¥ espresion umgmarlfa cuando z>>2p +{——z’- Al mismo: nempc:. ‘/( z—np—hv) b Pt b o ‘/&—zﬁ—zp—%}z cantld‘d real.
cuando 2p'> z4- \;_ » ¥ espresion: imajinaria cuando ap <z+%"

34
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263. En el caso de ser z negativs las cuatro. raices %', £7, &, x* ‘serdn todass imaginarias.
364. Y en el caso de que tengamos --z—-—zpf-{/%z‘“o y tambien '-ZHQIH_‘\, q—'o, las raices dz la propuesta serdn iguzles de dos en doss
263 De estas observacionss sacamos las congegqencias siguizates =
12 Una ecuscion ds cuurto grado puade tener todas sus-raiges redles 6 imajinarias, ¢ bisn dos reales y dos imajinarias.
2% Tiene dos raices reales y dos imdjinarias cuando la reducida no tiene sion ona raiz real.
3% Tiens sus raices todas reales 6 fodas imajinarias, si la reducida, tenimndo sus. tres-raiees reales y cayendo ea el caso irredactibles ne
tiene sino raices positivas, 6 bisn si esfd misma reducida no tiene sino una raiz positiva.
266. Hagamos aplicacion d los ejemplos ;
1?9 st—x? -}-zx—x -o .
[256; Fénnulax. +px +gEr=o Pf""“f
54— 5’ +2s-—l:o}’“. Sl
r—=—13}
p=—1 ' : ‘
g 2} g wie o 23 apri(pt—gr)i—qt =zl —az?d-gri-4—06;
r=—1 HsR eniieob D .
Supongoz=u+% 5 . . . 2? —22'SE—y el A3y 34 —o;
[240] Férmula %34 p's+ q':::O} .-{P':le;
o

u3+.l..l.“__.;-_ ey ql:_g_%;

R 3
H:{/(-%Q'-}-V%q”*.f P'ﬂ"’r—v(‘—?lq.'— \/:‘3{__9*}':_*__ e P,;)’

e T 1 | = : 3
Z= SR C R R VA oo PRV R Ve

< e - -
3 : of LI30% maeet ;%v(r7+.‘\/1629,}-1:4§V(17—»‘\/1630) ..‘:0,33359’&.:5- 5
z= 4%, :
- s . . . ok e A
&g ' ‘ \/ Tk : 3 Vi
—— ered T3 +IV—— —ap4-_ 1 :_-—._.!. +.‘.1/_,_ \ e :____; }ﬁ
I;': ;; i “_x z ( 3 P ‘Vz) 3T ( 1+z+‘\/}.)l in/3

Bl
|
e
“3
=

- e N | ;
==ty k'=—iVai} \/—-—21’* : —i'\f_—n"/(—x-i-z-ki_:\*:-—
=< 3 YV



e e

= 4
E"i} = 1Vz-} ‘/(—z—:ph‘s%):%;xﬁ—-é"/ (—t+n——-\7f_;)=%—%\/::§3

230 ¥'—r12x*'—8x42=o0

[956] Férmula x* + px’+qx+f-:o} ip::‘—-t;-;
2 5 ge bt g—=— 3
Xt—12% =Ux 4-2—0 B g3
P =-—14
R 8§ 2o e oo Bgeapa’ - (PpP—ygr)z—g = 28 —242 4 1362—64 =03
g

Supo = u48 . o s 3334z’ 6z — 64 = ud—56u = (4'=56)s =040 e d 00 ..
upongo z = u+48 |, 3°—24z"+ 1302 4 4 5"‘(,5) ’ {u:i\/56:\/56//-—

z—=u+18,
=20 . . . . o8 =83
Phassig 3 , 2 2 8
P:—”}""'”, :.:--i\/z—i—%@/ (-—z-—np-;—\-—/—%)_:—i\/ﬁ—l—g —842. u—%/-g):—\/"-l—\/(z;—\/a)
g=— 8 ¢ : , g
e T 3 . f‘.i\_ 8 . 2.8
p=—ri2 .,...x"::—-g\/z---{;‘l/(—-z——zp-t—v;/._.--%\/ -3 —8+z.|n—-§j—.):-\/n—-\/(4—-—\/—)
g =— 8

— ) 8

—— 8

1
4

;z_.j%,...xw_ In/z 4] f—z—anp——i\_: g\f§+§“/(—8+s.m+-3—':£): Vi 4+ V(4+V3) s
Vi

= +8 g
i RPN - A N, V(TSR EL R )

g=—8

’ L
En este ejemplo no hemos usado de la férmula o =V(—ig'+\ tiq"+1-7p"")+'\/(—vq —A/}q"? +-;?p'5)., porque de la ecuacion
(4*—356)u=o0 hemos sacado s =0, lo que ha sido suficiente para determinar el valor z'=u+8=048=8. Con los otros dos valores de

u:VEZ{// —\/5 fiubicramos sacado z":u+8;8+\/331 Z"'—u+8-—8-—\/5u, pero oo ha sido necesario emplear]os. :
' - - - ‘ 35
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LECCION XXV.

Dz las Ecuaciones comparables d las de tercero y cuarto grado.

267. Esta Leccron puede considerarse como una contmuacmn de la XX[ pues ambas -llevan el objeto de resolver ecuaciones superiores
por el mismo método que otras de inferior grado.
A las ecuaciones de tercer grado se puden comparar las que tienen estas formas x*”4+px®+4 g—o, %3 +pxti4-g=o0, xIB4+ps* 4 gx"+r=0}
porque, haciendo x”=1, sacamos [238] las formulas
&34y g = 13+4-pt4-4=0 3 KIP4px g = 4 pr 4 =03 X3 4pxt gy Ar =13 4 prlAgr4r =03
n ] I 4
y tambien ¥=V/7, £=V/i", #=)/i". Como cada ana de estas tres ecuacionss suministra @ valores para w, s:rd 3n el ndmero total de raices
segun corresponde,
268, Tomemos por ejemplo la ecuacion u*¢—su™* 4 114*—7 =0, y suponiendo 4*—=1¢, haremos este cdilculo
W= 1wt —y =13 —5t* 11t —7 =0

‘Sapongo 3.:!"‘,!'3‘1'-013 —5t a1t —7 —:3+5x‘+’5x+“5 =%+ 3% +35=03

—5n— YPx— i3S
1154 3°
. —
L B2~y ,"8)3_!'3::__‘5121
1243] Formuola %34 px +g=o P"s Ly 97P SO TR D T g " b
153_1_,8‘,;.1_2?:0 b - - . 6 v . T 56 a2 a2 7;‘;4
x =Ty M4 '—"(*""—) =—r= 50
7 4 2 27 27 37
Respecto 4 que en la ecuicion .$3+§-x+_.}§:o el coeficiente p—=% es positivo, tendremos [345] una raiz real y dos imajinariasy
, . ' i 8
y como la saiz %' se saca sustituyendo en Iy frmula de resolucion [241] los valores -—'—q—- :g _'44 — 7 4’ . Y ___Pa Z'; y
$af —
las raices x", %" se obticnen multiplicando log radicales de tercer grado por——L-*—v————;- del modo qae se ha encenado [za1]s deduciremos
3 784+ 518
7H4+qi2 7d4+ 7 R
x' "\/(—,—g -l-\/é-'f] +'¢'7P )-i-\/(—nq—v%q g 3)—1/( 1/ a7’ )+ ( / > ) _“E——_é_ 3
3 e l+’\/-—3 T ——1—'\/—3__ 2 —14\/—3 L W _—_ L o iy 28
- :\/(-—}q-l—\/‘%q‘-;-?’fp’) 3 +'\/(—-;q-—~\/¢q +=7p?) 2 ek ¢ Rt 3 : 2 Mol + V=33
PREY i e —
V=3 —14A/ 3 B St 8% 3:_cloprtdNiregl ol Vot

gz T P FET iRl L ) ey : 1. L0 ¥ —3 o TRt el D o
W=V (=5 AV I p3) —["a'—*f"v("‘g“‘/z—q!"‘"?fp’)' 2 3 2 3 2 3
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¥ =eesis ’ e Y og'yi=—F4y=r =t ’ . . . uf—1—03;
=34+V=3 , . .. =g+t V—3ti=FV—3=s® , . . . w—a—V T30
x”’::%-——‘\/:::; 5o o cennenolifme®a-§ = %'—"\/“_—;+-§-: g3 =u® . 4 e e #¥ema +V—=3=03%
Teniendo presente cuanto hemos dicho [2r2 4 215] sobre la multitud de raices de la unidad, y el modo de estraer las de una ecuacion [210] como x™—g"=0, y de otra [214] como a™4b"=o, sacarémos

ut—1=0,...4= 1 / = b Nt —V—i ho VY= Wi NVt e

8 e B el 3 e s s i 8 e e S = e 1 —_— Ee LA

s V3 =00 =V (3 4V 3) 1/ V(2HVT3) e —1 V(3 +V=3) V0V (24V3) o=V =1 V(34 =3) NV (3 4V 3) = VV IV(a+V=3) VT JV(aHV—3). =V 35
Mg V=0 y e U= V(3N T3 ) o 1 A/ (3= Vm3) st V(2 =N3) N m ) V(2=N=3) s =Vt V(3 =V=3) M =1 [N/ (3=N=3) . AN —=1 ) V(3NN i/ g ) NV s,

i \ . = = % ‘ = ‘ e : : _
269, Cualquiera de estos valores satisface 4 la ecuacion ¥**—psu"® ru®—7=o, y para mayor convencimiento haremos con el dltimo, que parece el was complicado, la comprobacion siguiente

ﬂ-:\s/(ﬂ""'v‘:g)-— ‘ JS=N=1 4 « v @ :(15//2-—\/:?. ——l/_\/——-—f)s:(“ya-\/:_j)s("— —:-\7:-;:)8:(2—-’\/:_3) g(—V:—_;)4:(2--‘\/:-E) (—1)*=3—V3;

a”’:(z-—»\/:-j)’ =4—4V—3 3= 1—4N—3;
ut 4:(1—-—4\/_—-_3-)(2-—\/_—_‘:,{): 2—8V _—3—V_3—4.3= —10—9V—33

u't=—10—9V—3 : S e S o
gt =gV Ut emgu S —g = jo gV (1 gV )+ 11(2-V —3)—7 = 29—22 +(20—20) V" 3=06:
W' = 2 —V_3
Si trasladamos al primer miembro el segundo de cada Wna de Jas 24 ecuaciones resultantes [268], y las multiplicamos unas por otras el producto szrd la propuesta.
270. Propongamonos otro ejemplo con la ecuacion 14043122 +3t"% 4 126 =06, siéndo #*'0=u:
148 43132 4 gt! 126 =l gut 304126 =0}
Supongo s#=x~3 =%"ly.. . w34 30" T gup 126 =x’—3x’+3x— 1 =x+125=0 , . . . x’:\s/—-u,s: —54
| +35"— 6x+ 3
P je~—_3
4126
&3 4-108
-—x—_*_-;—:x —5X425—=04
F=EV(Y —28) = §+ V=75 /) $—4/ 75

T 6 —
B="8 . o con s eyl ges t st g o o t'= A/—6
54‘\/-—-"7 I I e 16
*M:-—"‘-.n.__;;i PR L “f":xﬂ _;:M—.::ﬁi_%_ﬂ:rma‘mdfg:“ /‘ 3+‘V—?‘.-;’
2 ’
2

! - '

-e
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i ) —V=73 —V=7;5 >
x”,:s 75 gt um:xm_l-_——_é__‘___@_—q:ﬁ__}./_._"_":;’“ 4 L 3—&—28
2 ] 2 2 2 7

En este ejemplo no hemos empleado Ias férmulag de resolucion de tercer grado [241], porque, habiendose convertido la ecuacion propussta en ia de dos términos x*=+135=0, se ha dividido esta por la de |

primera raiz s3-5=0, y ha restltado el cociente x’—3zx425=0, que hemos resuclto como ecuacion de segundo grado.

L6

¥ y 16 i Is/fn__’\/"'— 3
87 RMABtEaics cads SW0 6 Tor- fadiedles 2D, M _3-+'\/2 75, t'”::‘/ _"___,__2_12 por las 16 raices de la unidad , tendremos los 48 valores que satisfacen 4 la propuesta.

271. Eo punto 4 las ecvaciones comparables con Jas de cuarto grado, las considerarémos bajo estas formas
24 %aupxdHeg=o, - t'uapfrg=oy - XV ppx*lpge®  r=o0,
las coales, haciendo %"=z, se convierten [253] en
x4 px3f g =14+ pt34g=o03;
R N e A e o/ B T

n

Vi px® g™t r=o0, &Yy pe3Tige®ir=o,

£ px" g =t pr 4 g=o03
x4n+szn+qxﬂ+r::4 +pt3d-qt4=r=o;

47 4 px’” A gx” d-r =14 4 p1? +qtAr—oj

n Y - SR Wl .
y se saca x=V7, x=yi. ¥=\7i7, x—+/1". Cada uoo de estos radicales nos da n valotes, con lo que ohtendremos el ndmero 4n 4 que corresponde de raices.
372. Enuremos en los ejemplos, siendo el primero u*°—64°°4-7u4%°1 64*°—8=0 bajo la suposicion de #*°=t, y hagamos este calculo
ft“’-——633°+?t;"°+6u' o__B—ts -_6:3+712+6t—-8:‘:0;

Supongo r=xtdaee st —613 Api? 4 61 —8=xt—1Fx’ 15—o0,

2 n
4 iR ‘/'_3\ B 74
o ) = %
4 4 ! 4 4
=XV ) EVIEE ) 41
Io0
x' =% - 3 . > t’:x'+.§:§+%:4:u‘° = A PN U /.T;
o
I 0
: ¥a - W=
3 x":‘-—% e o a0 0w L] i _-x, +%‘—""§‘+'§'-—_——l:ﬂl° 9 . . FLES o —“l; 4
-1 lO__
gl— 1 k : . 3 1"=xy 3= L 3 3= 5 —yto e e BamAlEs
I0
oL P S > 2 £ SRR =t 3=t L ., s=Viz=t

Multiplicando estos cuatro Tadicales por las 1o raices de la unidad , sacarémos los 40 valores, qus satisfacen 4 la propuesta.
Como en este ejemplo ha resultado la ecuacion gst—Fx’ +4i=o0, en que , hallandose la inc6gnita solo en dos términos, el esponente que tiene
suelto [217] esta ecuacion por el método de las de segundo grade. : | .
273. Sirva de segundo ejemplo la ecuacion #®*%—gu*® 2183 —2gu*éyyg—q, suponiendo 88—z, y calcularémos de este, modo :
; 684 —78" g uie _pgut S+ 14=1— 713 42112 gty 1g=o0 g
Supongo t=xq4-l , . . . 24 -:-.7‘3 Ferit —29f FM4=E TR Py IiT o0

en uno ¢s duplo del que

B4 4 pxdT 4 g P rsttsstt 4 prd Lt et 4 s=0 3

2 4epx 3 g " s =0y

tiens en

otro, hemos &




| T4y

k3 F A
i 2t Py
== o
[256] Formula =% pe? 4 ge + + =o B ol T P"'—4”“'(“~'~) 4og AT _garrar vy
- ' 1 1 147 } e e q— %3‘ plahantts. 8 256 64 16
et Pr—gig=a 147 :
N T ‘11:(-'-3) :ﬁ?
8 3>
gp= 4t |
—4r =0 s o« o miagaprt(prte—gr)z—gi=z23 4+ A+ T 2=/ =05
I qz_ 1_569
= %3

upOl]gO bl — —_— 7 3
. —— . g I o~ 47 o 169 z !_14? 43— 3__8-—- _—
- § T . « e 2_3 ’__4‘ 1 +_ I 67 ~ 53‘ 24_'5 re 3_3‘4 W | i o | 980 S-——_‘p\/a_....z.

| 2 La7 1029
| + sl —rhr i
| 147 1029
I -+ 5s S
""'15%1
- _?,
“+
=2 s . . . =1 S
[ ::;;‘ A2 R 2 & gos 20\ 1A T4 3 ,;+2_,s_:r:'\/.t)_.._.t.+,; g PTG 4
l P: T 5 & & a K" o= =— z _l" ) z""up‘+' :;72- — 4+ 3\/(—2-—2 T e a2 I —_— # "
-— I 1 c
- . S
b e B
A= g =2, 2q ar 25 Y e I F £ i
| p':,“_;g § N BTl \/z—-%‘/(--z-—zp-[-—-;):—é T—=iV(—%~2+ 7 + 7 )=—1—=iVi =33
e i
9= 3
z—= 4L / o e
& = ; 2q 2r 26y — oKX X
s o B0y = el e =
P:g; g e KD EVZ,-}-% "/ (-_z_gp__.._—\/;) — é»\/{_{_%a\/(-—-‘%‘- e 4 ) 4+g l2..,é+'\f—-.3,
- k3
. g—%
=4 ;
4 — \ 2 it 26y —  piiin e g e
p=% v XY= 3V .__g"/(-—z——-zp-—?/-g-—): IVI—IV(—% = 3 T *# )= 4"5\/_‘2-%— =3
z
qg="3 i
B e g o B 3 =5t _ Ak e
-—-_J“E ) . . . et +-4——.. % ¥ — 2 — U 'j"'u"‘-'\"g,‘ J
i . | iy A
opaed g ettty = =l = Tt | N SR

e gl +Hiri 16
xu;__—_.i._*_v_s i zm_—:xw_g_ =1 +-\/'.—3+§:2+-\/__3:u15 o f!:‘\/t"i-*- V:E);
37
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g VAl SR t’"—x’“'+7—-l---\/ 3+i= z—-V-—g:u"5 it u.__.\/(z-ﬂ\/-—.;)

Con la multiplicacion de estos cuatro radicales por las 16 raices de la umidad se obticnen los G4 valores, que satisfacen 4 la propuesta. |
LECCION XXVIL
D las Ecuaciones numéricas.

274. Ecsaminemos el caso de una ecuacion, tuyos coeficientes sean niimeros enteros, y el de su primer término la unidad.

Represzotarémos [a eculition PoT « weeevessne sssnsscnssossscne £ P T 4+ Qa" 2, oo Tx 4U =0y
e a o gt a3 & "

Si sustituimos un quebrade irreductible 5 o lugar de %, serd v ouo..n. e s e P57 =Tt i GETE e et T—b—-i-D oy

Multiplicando todes los términos por el desmominador del primero resultard &® 4 Pa"—'b4 Qa" %%, ....4Tab""*+Ub” =o,

X se e poede dar ontd FORmRI BN St L e e e S e v o0 0t s s ss il b (P Q0D e oop=-Tal" = =B Ym0,

Ea esta ecuacion su primer mismbro tienz dos partes enteras, de las cuales la una es divisibls por b, y la otra no puade sc—riﬂ-a'
pues @ y b son entre si primeros, de consiguients no pueden destruirse reciprocamente ; luego, en el caso p:opuesto, las raices reales no
poeden espresarse por fracciones , sino que han de ser nimeros enteros 6 incomensurables.

275. Agqui sz echa de wver la wentaja, que .resulta de quitar los quebrados d= una ecuacien , 6 ‘hacer sus coeficientes enteros , siendo
el del primer término A2 unidad. Esto se 'consigue suponiendo la incégnita igaal 4 otra dividida por el producto de todos los denominadores
«de a ecuacion, haciendo las sustitucionss oportanas y multiplicando todos los términos por el denominador del primero, como en este ejemplo s

2
ax bx ¢
e e +— 4+ —=o0,
m 7 P ,
ax? bx ¢ 23 az' bz e .
Hago P : e T T —t— 0, .
mnp m a 4 men-p m n p i p P

Multiplicando por el denominador del primer término serd z3+anpz’+bm"np‘z-}-cm"n’pz* Oe
Cuardo los denominadores m, u, p tienen divisores comunes basta suponer z partido por el nimero mas peguefio y que pueda divi=
dirse por cada depominador.

. . . . E4 ,
Si todos los denominadores fueran iguales 4 m, hariamos ¥ =— con lo que resultaria
m

ax? bx C 23 az? bz
xS b — +__ e e —— - — 0
m m n m3 m3 m? .

23 o az? 4 bmz4-cm*=0.
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276. Ahora considerarémos quz, si @ es la niz de la ecuscion x"+Pxr—t4 Qs . 4 Tx 1L U =0,

i)
tendremos a”—Pa" ' + Qa2 . 4+ Ta+ U=o0, ;
{ U:._an-—Pu’lu-"—Q.i”_,cylul'—Tﬂ;

y serd a necesariamente un divisor del niméro entero U3 de modo que bastard, cuando egte niimero tenga pocos divisores, sustituirlos sucesi=

vamante en lagar de & para reconocer si la propuesta tiene una raiz en ndmeros enteros,

Sirva de ejemplo 4% —65* 4 27%—38 = o, cuyo dltimo término no tiene mas diviseres que 1, 2, 19, 38. Si los ensayamos positiva y
negativamente hallarémos que Gnicamente el ndimero entero +2 satisface  la ecuacion, esto es, x=—1z ; de manera que
%3—6x% 4 27x—128 \

Xe=m2

=&'=—grtrg-0,

x=etV2I =192+ Va3

y las tres raices serdn x'=2; x"=24V—is5; gl =2—V—73.

277. «En los casos de ser muy penoso este procedimiento por Ja multitud de divisores del (Gltimo término, podemos recurrir & un método,
que se funda en las condiciones de la ecuacion U= —a"—Pa""'—Qs"2,,...—Ta,
Sea por ejemplo. ... 54+ Pu® 4 Qu’ +Rx+ S =0, y designando g la raiz,
resultard vovss 0* +Pad+- Q'+ Ra+ S=o ,
S =w—Ra—Qa*~Pad_;*,

S r S
— =—R—Q4 —Pa?* 43, debiendo ser —— un ntimero entero ;

¢

S
Tendl‘emos...--.....-..-.-.-.-..-.o—-—+R:--Qa-—Paz-"ﬂaq
i
% oo . S . B ’ ! S 2 3
r haciendo, para abreviar, — +R =R’y serd v ooy 4 o R'=—t R = ~Qa—Pas*—~a?,
a es
i ~ o1 ivih et i R'
¢ - - .T:_-_-..._Q.._pa —a?%, debiendo ser = yn ndmero entero 3
( a
RI

Tendremes voly T dese Tu i S i ea VAL T —4Q = —Pa—at,
. o
2o o o W
L supo.’!lmdo -E‘ +Q:Q BB el oI PN Ry 0 v v R e Q :"}‘;+Q:_Pﬂ—a!°
. R = e . : &b A ' f

Qf . Q ’
= = — P —g, debiendo ser "5 U0 nlmero entero

— —
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/
Teﬂﬂl'emos....----..-.._......‘o‘---.- Q——+P.’::-—ﬂ,

I Y d Q, P-—Pl’ 3 £ Pf__Q’ P._...
y laciendo ‘;+ e SCIE o o s v 0o 0 5 0 0 s a o v 20 -—.—;4- prc g 7" I
P P,-.
g o e

Pl
1 = O
a
Serd , pucs, a la raiz de la propuesta si satisface 4 las ecuaciones
S

De aqui se sigue que, para assgurarse de si uno de los divisores @ del
puesta , es necesario

es cero serd a la raiz.

Fistas reglas son aplicables 4 las ecuaciones de un grado cualquiera 5 pero mo debe hallarse el r

llegado al primer término de la propucsta.

278. Hagamos aplicacion d un ej2mplo numérico en la ecuacion ¢

! ]
~+R=R", P +0=1"," —+P=
a a a

!
P', ——gq1=o0.
a

dlimo término S puede ser la raiz de la ecuacion pro-

1?7 Dividir el dltimo término por el divisor a, y afadir al cociente el coeficiente del término afecto de X.
29 Dividir esta suma por el divisor a4 ¥y aftadir al cociente el coeficiente del término afecto de x°.

3? Dividir esta suma por el divisor a, y afiadic al cociente el coeficiente del término afecto de x3.

4%  Dividir

esta suma por el divisor @, y adadit al cocjente la unidad, que es coeficiente del término afecto de x*. Si el resultado

esultado ccro, sino cuando se haya

—9x3 4-23% .—zox+rs-o., en que P=-—g, Q=33, R=—s2c, S=135:

Divisores del iltimo término [II 2767 positivos ¥ N2gativos sevvso vaaesvos a2 18l 8l 3+ = = 31— g5

- Ly . e g . " w S
Cocientes del 1iltimo término dividido sugesivamente por todos sus divisores. . . —

Adicion del coeficiznte de % con los cocientes anteriores «. ... . R'=

Cocizntes de los niimeros anteriores por su divisor correspondiente

- :1;;5-24- 1/ a5l A sl —15)— sl/— 3/— 13

> 4R=E o =—1gf—17/—15/ = S35l —26H—143//—213

arriba, omitiendo IOSquenosonenteros......---..................E:.: . -—5//—- 5//+35%
a
Adicion del coeficiente de x* con los cocientes anteriores « . .. .. Q'= B_‘-..FQ ,._+ 33 = +18 [/ +18//+583




i ~
Cociciites de los adimaros anteriores por su correspondiente divisor. ... ... ... —2-":-‘ i + 6//4+18//—5834
e e : : y ; Qf Q' !
Adicion del cozficiente de &x* con los cocientes aateriores « v . P/ = +P.,.-—-"‘9 i | — 3/+ 9/)—673
g B6. ! o
Cocientes de los nidneros anteriores por su corraspondiente divisors e o v s e ses e = — 1)/ 4 9//+67 3
/ i g
‘Adicion de la‘ubidad con “los cocTentes anteriores. o oo es s s oo v seeoss —I:—--i" =4 o// +1o//-+68.

Como el tnico resultado ignal 4 cero es el que estd debajo del divisor -3+ S€ Signe que la propuesta no tiene otra raiz comensurable -
sino x=3, y que es divisible por x—3.
xt—ox’ 23x" —20x415

x—3 :
Pueden omitirse en el cuadro los divisorss +1 y —r1, que = ensayan mas facilmente sustituyendolos desde luego en Ia propuesta.
279. Propongamenos etro ejemplo con la ecuicion x3—7%°436 =0, en qu¢ P=~7, Q=0, R=36.

Des;;ugs de visto gue los ndmeros =41 y =1 no satisficen 4 la ecuacion, formarémos un cuadro semejante al anterior; y como falta

an ella el término afecto de x, s2 owmite la rtercera linea, qus solo seria repeticion de Ia segunda.

8= 436/ +18//412f/49/[+6/+ aff + 3/j* 2 = sff— 3// =4l —6//—off~=12//—18//—36

Con efecto

= 53 —6x% - sn—s5—a.

-+

@2,’:;_35__ 1 2l 5l A S0 ra /B =B —ta o) = 3/)— sl/— 3
B +1f s+ o+ af Hr;
r=L . re® oinil ' Gl v e s
—= —1f =)+ =+
; o o/l ofj+ oW o+l +is

Son, pues, las tres raices &'=6, x’=3, ¥"=—23 y con efecto (x-—ﬁ)(x'—B)(x4-2):50"“-—-7.%"—4-36 oy
280. Hay otro métedo, que, 4 pesar de.ser algo: engorroso por haberse de buscar los divisores de varias cantidades, y de estar sujeto
4 tanteos, conviene saberlo por su sencillez y claridad, y porque conduce 4 descubrit Jos factores de segundo grado.
Supongamos que uno de los dstor’s del dltimo término sea a, el cual forme con x el factor x4~ a de wna ecuvacion cualquiera. Si
en ella sustituimos succsivamente ¥=1, 5=0, &=—1, seran las cantidades, en que s transforme el primer miembro, sucesivamente
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visibles por 1 4a, a, =14 a, que estan en progresion, cuya diferancia es Ta.wnidad. De .consiguiente ninguno de los divisores del dl-
timo término puede ser el nimero a4 qus buscamos, sino es medio proporcional, con la diferencia 1, entre otros divisores de los niimeros,
que esultaren por los supuestos de x=r y de a=—r. Si esta circunstancia -taviere lugd# en warios divisores del dltimo término , 4 que
se reduce la propuesta por la suposicion de x=o, haremos x—=2, y entre los divisores de su resultado veremos los que sean maycres en
una unidad que los respectivos & la suposicion de x=1 3 y luego 52 hard la misma comprobacion relativamente al supuesto de ¥=—2 6

bien de x=3 si fuere menester. Bien se deja entender que cada uno des los divisores del dltimo término se ha de ensayar en el sentido
) q ¥
positivo y en el negativo.

281, Apliguemos este método 4 los siguientes gemplos 2

12 &% 4357 =—8x 4 10—0%

Buposiciones. [Resultados. Divisores. Progresiones.
X= 1 6 to 3, 3y 00 3 6
we=o 10 Fe' 2, 5, 10 2 5
=1 80 %4 1, €344 g, 10,20 1 4

Ya conocemos que seria indtil ensayar la division por otro factor que x+2 y %433 pero no eabemos i ambos haran cabal la
division. Por tanto corresponde suponer x==2, qué producs 14, cuyos divisores son 1, 2, 7 Y 145 y como ninguno de ellos es 4 no

se¢ puede continuar la primera progresion , al paso que 7 continfia la seginda. Es, pues, x45 el factor buscado, como o manifiesta

esta operacion 2 %3+ ax*—8x 410
4 PLACLIE: _————-—_I_———-:x’-—nx-{-n:o )

N5 Sd 18
3 x:l i/\/"““ln
2% gt —16x 4558 —75=03%
Sap. Result. | - Divisores. Progresiones.
R | Al i r, A, 3y 4 Gy 09y 23 18, 36 4 | —2 |6 | —4

e T 78 |1y 35 55 15, 35, 75 o e, BN P

F==—11] 144 |15 3, 35 45 O, 8, 9, 13, 16, 18, 24, 36, 48, 72, 244]| 2| —4 | | —6
Ahora hago x:=2, de que resulta 21, entre cuyos divisores 1, 3, 7, 21, no se halla 5, con que se habria de continuar la primera
progresion 5 pero se hallan —1, 7, —3, con qu® se continuan las otras, Para comprobatlas supongo x=-—2, que da 225, cvya cantidad
no es divisible por —7 como se requiere para la cuirta progresionj pero lo es por —3 y -3, con que se coatinua la segunda y tercera’
luego solo Ppueden ser los factores buscados %—3y %45, '

by — — ’ —— o 4 1_._ {
Asi es que *‘_.*E:__Iﬁ)i[.;;%x 75 — °°’+“x 1oRThAS L s¥ ',
E 3 Ts 3i\/—ll

2

x=
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282, Cuando Ia propuesta no pueda resolvers® sino~ en factorés de “segundo grado’ngy valdremos de un mérodo semezjante al que aca-
bamos de esplicar. :
Representemos 'por xx 3= by 4-¢ el divisor de la propuesta: ‘hagamos sucesivamente %

tidades i resultantes seran divisibles sucesivamente por ‘ge4-2bH ¢y 14-b4rc, cy T

2, £=1, ¥=0, ¥=—r, ¥=—2, y las can-
s 4—2bfc, en que se fransforma el divisor
g’ 4bxc. Entre los divisores d:l resultado procedente de =2 habrd un’ nimefos QUetepreseatard 4 42b4-c, y si de cada uno de estos
divisores se resta 4, alguno de los residaos represaatard 2b4-c: habri tambien entre
represente 1 4 b+, y restando -de - ellos la unidad, se hallard ea los residuos h-=-c: ent

divisores del resultado de ¥=1 uo mimero, que
los divisores del dltimo término de ia propuesta,
4 que la reduce el supussto de X¥=o, habrd upo-que representard ¢: entrs los d;wwr“&' ue correspondisren al supuesto ¥=-——1, se hallara
—bagc despues de quitar 4 cada uno la unidad; y en la sériz declos divisores dimangdos del supussto ¥ =-—2 se hallard g—=2b <4c, de
que restaudo 4, algaa resilun Eap[‘r‘:aafa —2b 4, Cada divisor, caando s2 toma comd m u°nlo, debe considerarse positiva y mnegativamente,

Es de observar que 2b 4z, by-c, ¢, —bo-l-‘,, —sb4c forman una progreswn porf equldlferencla, y por tanto no se deben elejir en-
tre los residuos sino los que sean asi p‘opor..wual*a.‘ Como ‘el qaz  corrzspondizre al agpu*sto % =0 representard ¢, y el que proviniere
de x—1t serd bc, sacarémos el wvalor de b restando del que esprisa h4-¢ el l‘ep&sentado por ¢, y quedard determinado el factor
xx-4b%+c=o. 8i ocgrriesen dudas se hard ¥=3 6 bien ¥ =—3 para desechar las Progresion:s que no puzdan centinuarse. Bien se habrd
entendido que la cantidad sustraible de los divisores es el cuaadrade del valor de %

283. Hagamos aplicacion del mérodar 4 los ejemplos ¢ -

: _ i ‘ e ut 33«; — ik fr =03 ; 295
' ‘;Su;;.' Reo. {77 Divisorese | Coad} X Rsstas. i Xy : y P‘rt‘igresiones.
= 2| 15 |143s 30015 4 | =10, 9o —7s—5, =80 "Iagls+1t|—3l 4 1|—5]+11
B O O 3s 9 1 [—10,— 4,—2, o0,+23 8 —4] o]=2]+'8
X TopSTENEE . & ‘ Q== 5 == "1 o Hly +5 ! |—s|—t|+1|+ 5
B=—1115 [Ty 3 aetal % —!Gs— 6_-, 4, —2, _9;4’,35.—!-'4, +T4l—6—2 44|+ 2
g=—191 33 {123, 114 33] 4 [—37+ =15, =7, =3, —3s —I4krs +ag| —7| —gfpp|==ii]

esde Puevo se canoce que, siendn 5 el dltimo ‘término de la propuesta, 00 pusgen servir las cuatro progresiones. Hago, pues ,
x =13, sale 23, sus divisores 1 y 234 el cuadrado g9, y las restas —-32, —i10y —8y U143 pudiendose solo proseguir con —8 y +|4

las dos dltimas progresiones.
4 Tenemos ¢=— 1
b4 ===z

' tambien ¢ =
%, iinss egl pomeng } b= 8—5= 3, con lo qu &' hbs+e=Tal i gxys=0

o Efectivamente (xx—3x+41) (354 38 4-5) = £*—3% =128+ 5= 0,

}', tev b=emp—1==-3, con lo que ¥’ hhsdc= X —3xq 1 =03 i

4.9
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29 x5 —oktfnd—sxl—B8x—2 =03
Sup. [Res. Divisores, Cuad. Restas. [ Progresiones.

= 3] 30 (153535 55 05 103 £5,30] 4 |—34y =19y — 14y —105 — 9y =7, =05 — 5y =3y =25 =Ty F 1y f2, 4 6y 11, 426 —6|4-2|+ 6

x= 1 l5 [,395515 I '—lﬁg.—"- 6, g 4.9‘_' 2., O’ +2, +4,+ ln‘. .......4 o +4
e = o MR N O |— 25— I, = 2, 1 —2|—2l4-2
¥—=—1| 3 |1s3 . IR el TTkagh s T Oy -+ 2 ol—4j .0

x=—2| 78 |1, 2, 3,6, 13,26,30,78| -4 |—82, —43, —30, —17, —10, =7, —0, = 5523y =2y =1y F-2,4-9, +22, + 325, + 74 2 —06]—2
Supongo x=—3, su resultado es 37, los divisores 1 y 374 el cuadrado g, las restas  —g46, —ro0, —8, +28, con que solo se puede
continuar la primera progresion, siendo —8 término de ella, de modo ique ' '

c= —2 } - OB iy i e 4
o etz A AL S b— —4+2 = —s2, y por tanto ¥'+bs4c—=%*—25—2=03

2
%5 —pxttxd—szx’—B8x—2

. =xigx1e
%% —2x—2 ;

Asi

LECCION XXVIL
Resolucion de las Ecuaciones por aprocsimacion.

284, Si bien todo calculador lleva la mira de sacar cabales los valores de la incdgnita, tropieza 4 veces con ecuaciones que dejan burfados
sus int ntos, ¥y necssita. recurricr 4 mérodos de aprocsimacion que se fundan en el principio siguiente:
Cuando dos cantidades, sustituidas en una ectacion d su incdgnita, dan dos resulrados de sentido contrario, podemos cencluir que una de
las raices de esta ecuacion se halla comprendida entre ambas cantidades, y es por consiguiente real
Sea, por ejemplo, la ecuacion %3 —i13x°+ 7%—1 =o0. .
X ias , ...x‘——ljx'+7x-—1:: 8 —i13. 4 47.2—1= 22 — 33 —_ 3[7 :
¥=20,.0 68 —13x8" +70—1 = 8000—13.400+7.20—1 =8140—5201 = 429393 de que se deduce

Supongamos {

)

que esta ecuacion tieme una raiz rea) comprendidd entre 2 y 20, esto es, ¥>2 y % < 20,
285. Reunamos de un lado los términos positives de la propuesta, y de otro los negativos, presentandola asf %3+ px—(13x"+ 1),
Esta cantidad ha resultado negativa, haciendo x=3z, porque en esta hipétesis 3 +7x<<13%5 41 f/ 84 7.2 <r3.4+41 [ 22<534% y %€
ha hallado positiva, suponiendo %= 20, porque entonces x3+47%>>13%%+1 // 8000+ 7i20>13.400 41 // 814025201,
Las cantidades 4°+-7% y 13x*4-r aumentan cada una por su parte coando damos 4 x valores cada vez mas graades, los cuales se
pueden tomar tan précsimos como se quicra unos de otros 3 d¢ modo que podremos hacer qus crezcan las cantidades propuestas por grados

tdn pequedios como se juzgue convenicnte 3 pero Wna yez que la primera de estas cantidades, siendo desde luego menor que la segunda, ha
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resultado despues mayor, es evidente que tiene un incremento mas rdpido que la otra, por cuyo medio compeasa el esceso, que esta dl~
tima tenia sobre ella, y la traspasa; de consiguiente hay un momento en que ambas cantidades son iguales.

El valor de x, sea el que fuere, cuya ccsistencia acabamos de probar, ¥y que da
X347 = 138 44
ofreciendo %3 + 7x —(13x* +-1)=o0,
6 bien %% —rgx® 4 7% —1 =O0j es necesariamentz la raiz de la ecuacion propuesta.

286. Lo que decimos de la ecuacion particular x3—13%° 4+ 75 —1 —o se puede aplicar 4 una ecuacion cualquiera, cuyos términos po-
sitivos designarémos por P y los negativos por N. Sea a el valor de x, que ha dado un resultado negativo, y b el que lo ha dado
positivo : estas dos circunstancias no han podido verificarse sino porque , en virtud de la primera sustitucion, sacamos P<N, y por
la segunda P> N3 y habiendo P escedido 4 N, dedacimos como antes que ecsiste un valor de % comprendido entre a4 y b, el cual
da P=N.

287. Segun el raciocinio espuesto parece que los valores aplicables 4 x debian ser ambos positivos 6 ambos negativos, puss qus, siznds
de diferente sentido 4 el valor negativo hace mudac de signo d los términos de la propuesta 4 que contienen potencias impares de la in-
c6gnita, y por consiguiente las espresiones P y N no sz compon:n del mismo modo en una sustitucion qus en otra. Sin embargo desapa-
rece esta dificultad haciendo x=0, por cuyo medio la propuesta se reduce 4 su Ultimo término, que ha de ser necesariamente de sentido
contraria al resultado de la primera 6 s:gunda sustitucion.

Si tenemos, por ejemple, la ecuacion
x4—25%—35t—1580—3= 03
(rx__—r,- v Xt —axd—gxt—y5x—3= I+ 23— 3I5—3=t123
= Zyce.gt—agt—3ut—igy—3= 16—16—12—30—3=—45;
y suponiendo a.':: Osre s Ft—203—38 —156—3=—35
de modo que son de distinto sentido los resultados de x=0 y de ®*=—I.

Si hacemos x——z tendremos

harémos

P= 244223 y 1323
N=3a® +33
P— ;4 3 2=0%
Coande z2=0 y... RS, +'5“—O} e + ¥ . PN
t N=32’+3=3
P— -4 3 e e
yeuando Z2=F ,... N“ Al = I+3+If"x8} ek ok =
=32’ +3=3 43=6
de que se deduce que [a ecuacion de z tieme una rziz real comprendida entre o y =i, reSUIfa-ﬂdO de aqui que h ecuacion en x la tiens
entze 0 y ~ I, y por tanto entre <2 y —Is

t—2x3 —3x ' —150—3 = 3 * 4225 —32" 4 152—3=0, - -

-

4L
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288. Observemos que, sea cual fuere el grado de una ecuacion’ y svs coeficientes, podemos siempre tomar un nimero, que sustituido £ la
incdgnita, haga el primer término superior 4 la suma de todos los otros.

En lugar de la ecuacion x™ 4 Pxm—1 %™ e+ T% +U=0 tomarémos, como la’menos favorable, &™—Sy" ™ —8Sx” =2, .~ 85— S=o,
3 = = 9
representando —8 el mayor de los coeficientes Py Q, e Ty U, y tendremos

KB S = Gyt Sy S M S (T T N 1),

3 ' NG KMy Sxm S
(1] A 8 - £ 1 __’f____t_, o —Sx"""-—Sx”'“’......-—Sx—-S — "5, — x™
% —

__x—

K== %—1 X—i4

2

m
Poniendo M en lugar de &, ... x"—=Sx"—F—8x" " 2, ..... —8S5—8 = M"— i + — S 3

F ¥ il W v s

) £ A sSMm SM™% S S o Siam™ e
coya cantidad se hard pozrwa suponiendo M"’:M;—T, pues quz entonces M’"-—-M_I Ry 7 ety s B AL Mm:m:T se divide

por M™ resultard e e

M=S5+1; luego, sustituyendo en lugar de x el mayor cocficiente de la ecuacion ‘aumentado de 'la unidad, se hard el primer
‘término superior 4 la suma de todos las otros.
Siguese de aqui que las raices positivas de la ecuacion propuesta estan necssariamente comprendidas entre o y S+1.

289. Tambien se puede hallar del mismo modo un limite 4 las raices nsgativas, para lo cual es necesario svstitoic —z en lugar de & ea
la propuesta, y hacer el primer término positivo [524] si resultase ne;_.,auvo. Es evidente qus, por esta transformacion, los valores positivos
de z corresponden 4 los negativos de x, y reciprocam:ate. Si R es el mayor coeficiente negativo despues de esta mutacion, sc:d R<4-1 un
limite de los valores positivos de z, y por consiguiente —R—1 serd el de los valores negatives de x.

290. En fia, si quisieramos obtener para la menor de las raices un limite mas aprocsimade 4 cero, sustituiriamos L en lugar de x en
la propuesta, y preparariamos la transformada en 2 como ya [224]) sabemos. Y, siende los valores de¢ z inversos de los de x, corresponderia
el mayor de los primeros al menor de los segundos, y reciprocamente 3 luego, designando §'4-1 el limite superior de los valores de z, teadremos

ey [ F< S+,
r<(841)x%,
1
e ¥

291. Si tomamos un ndmero M tal que el sentido de la cantidad M™4PM™—* +QM"“".......+TM+U dependa de su prinier término

M™, sucederd que, cuando el esponente -m $ed lmpar,-el término M™ tendrd el mismo sentido que el ndmero M. En este concepto, si el

dltimo término U es positivo, y hacemos x=—M, habrd un resultado de sentido contrario al que da la suposicion de x=o, de que se infiere
que la propuesta fiene una raiz entre o y —0Ms esto es, negativa

<X,

pero, si el dltimo término U es negativo, haremos x=—+M, lo que da un
Tesultado de sentido contrario al de la suposicion de x0, en cuyo caso )a raiz se halla entre o y - M, es decir, positiva. D esias -obser=
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vaciones se deduce que toda ecuacion de grado impar tiene necesariamente una raiz real de seatido contrario al d= su tGltimo término.

292.  Cuando la ecuacion propuesta es de grado par, el primer término M™ resulta positivo, sea cual fuere el sentido de M, y no po-
demos asegurarnos, por los medios precedentes, de la ecsistencia de una raiz real, siempre que el tltimo término lleve el signo 4-, pues, sea que
hagamos x=o 6 bien x¥=+ M, sacarémos constantemente un resultado positivo ; pero, cuando el dltimo término es negativo, hallamos, pur las
suposiciones de x=-+M, x=o, x=—DM, tres resaltados afectos respectivamente de los sigaos 4, —, 4=, y por consiguients la propuesta
tiens a4 lo menos dos raices reales en este caso, la una positiva comprendida entre M y o, y la otra negativa contenida entre o y —IM 3
luego toda ecvacion de grado par, cuyo dltimo térmiao es negativo, tiene 4 lo menos dos raices reales, la una positiva y la otra negativa.

293. Pasemos d la resolucion de las ecuaciones por aprocsimacion, sirviendo de ejemplo x*—4x3—3%54 27 =0, cuyo mayor coeficients
negativo es —4, de que se infiere que su mayor raiz positiva serd [289] menor que 5. Si sustituimos —z en lugar de x resulta & ¢—qx°—3x+27...
oo =24 44234324327 =0, que, teniendo todos sus términos positivos, manifiesta que z debe ser negativo, de que se deduce que ¥ es necesariamente
positivc, y que la propussta no puede tener raices negativas. Hallanse, pues, las raices reales comprendidas ertre o y -+3.

294. El primer método, que desde luego se presenta para descubrir limites mas aproesimados, consiste en hacer sucesivamente x=1, ¥=2
E=3s T4 3 y si dos de estos nlmeros, sustituidos en la propuesta, dan resultados de sentido centrario seran nuevos limites de las raices. Pero,
haciendo Xm0 gees XP—4pd—384+27 = T—4.1—3e1427 = 4213

Xm0 oo Btamyy3—38 427 = 16—4 .8 —3.2427 =+

X =3 4sse &ty —3i+27 = 81—4.37—3+3+27 = —

B=gger 0t —48°—304+27 =356 —4.64—3.4+27 = +15
vemos que la propuesta tiene dos raices reales, la una entre 2 y 3, y la otra eatre 3 y 4. Para acercarnos mas 4 Ia primera tomarémos el
243

.
9

O O
e N 1]

medio entre los dos nimeros quz la comprenden, esto es, ¥ =

=12,5; y el resultado de sa sustitucion, que es

A% —qx3—3x+27 = (35)*—4(2,5)* —3. 2,5 +27 = 30,0025 —62,5—7:5+ 27 = —3,9375 3 :
nos hard ver, pues que es negativo, que la raiz bascada estd eatre 2 y 2,5. Tomando el medio entre estos dos ntmneros x:~-~2—s-’-§: 2,253
6 mas bien 2,33 tendremos la raiz, que buscamos, con menos de un décimo de diferencia de su valor,
295. Con mucha rapidéz podemos acercarnos mas suponiendo x=2,3--z; pues es evidente que la incégnita z serd una pequedia fraccion,
de la cual podremos omitir el cuadrado y las potencias superiores 5 con lo que

XH—gu3—3¥ 427 = (2,3 +2)*—4(2,3 +2)*—3(2.3 +2)+27=  (2:3)*+ 4 (2,3)°2= —o0,5839—17,8122 =0,

—4(2,3)° —3-4(2:3)"z
—Reags 3%
-+ 27
2= — 23839 = —0,033
RS T s 33
X=3.31%,

z:"‘o,os a4 X —_ 2-_‘3""-0, 03 —— 2,270
32
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Para obténar nuevo valor de x mas ecsacto que el anterior, supondremos w=2,27-4-2z", y sustitayendolo en Ta propuesta, sia incluir
otra potencia de %' gus la primera, ‘hallarémos —0,04595359~—18,046468z"=0, de que resulta z'=— 3‘04’2___——-923"0 =—o0,0025% y de con-
3. gt = ‘ ; 18,0464
siguiente %x=32,27 —0,0025=2,2675. Continuando este procedimiento ppodremos acercarnos <cuanto sz quiera al verdadero valor de .
La segunda raiz real, que estd comprendida entre 3 y 4, serd, calculandola del mismo modo, £=3,6797 sino pasamos de la cuarta decimzl,
396. Hay casos en que no se halla valor alguno real, sea positivo 6 negativo, qus sustituido en Jugar de la incdgnita ofrezca dos
resultados de sentido contrario. Asi sucede

1? Cuoando son imajinarias todas las raices de Ta ecuacion.
2? Cuando estas raices son iguales de dos en dos , de cuatro en cuatro &c.
3% Cuando son en parte imajinarias, y en parte iguales de dos en dos &e.

Con efecto , una ecuacion de cuatro factores x—g, ®*—a., %x—b , %—b , esto €s 4 (x—a)’.(x—b)*=0, no mudard nunca ds signo-
caunque &2 ponga en lugar de x un valor cualquiera, sea positivo 6 negative, porque el cuadrado de x—a, como tambien el de x—b,
serdn siempre positivos, ora sean g—a y x—Db positivos, ora negativos.

Si son imajinarias todas las raices no habrd ningunos ntimeres reales, que -sustituidos d x produzcan dos resultados de distinto sentidos
porque si los hubiera, se hallaria el valor de la incégnita entre estos dos nimeros, y seria por consiguiente real, lo que es contra el supuesto.

297. No nos empefiarémos en la investigacion ds las raices fraccionarias ni de las dmajinarias de las ecuaciones, porque nos conduciria
demasiado lejos, y es objeto propio para un Complemento de Algebra,

LECCION XXVIIL
De las Raices iguales de las FEcuaciones.

298. Cuando conocemos una de las raices, que tiene una ecuacion, podemos tomar por incégnita Ia diferencia entre esta raiz y ‘otra cual-
quiera de ellas, con lo que obtendremos una ecuacion, que serd de menor grado que la propuesta, y que tendrd varias propiedades notables.
Sea la- ecuacion general %™t Px—t +Q%™ *uvn+Tx+U=0, y sean a, b, c, d, Be. sus raices.
Sustituyendo 447 en lugar de &, y desarrollando las potencias, tendremos ‘

m(m—r)

x +me-'1 +me CITITET L] + Tx +U e ,a”' + m am_"t + ram—,ttuunun +Im -

4 Pt (m—r) P24 BN pm e,
- Qa"""+‘(m——z)Qa”'"t-&—gﬂ-——%m)(za’””"t’-t—@c.
+Ra™=3 4 (m=3)Ra" 41 4 (_________m——g,);m—4)Ram_ 514 8.
+ 8.

=+ Ta T:
+ U 3
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299, En este desarrolle la. primera, columna a"+4Pu™ ™" £.Qa" 72 s+ Ta+ U, "que es semejante al primer miembro de la ecuacion

propuesta, se desvanece por si misma, pues que 4 es una de las raices de esta ecuacion. Podemos, pues, soprimir la primera columna, y
dividic despuss por t todos los términos restantes. Resulta entonces

am+ Pam_"_!_Qq”"—‘.{-Rgm“a.mu-i-TQ-i»U."_—_0- ;

ma"=r 4 m(m—r)

Qi ‘t sespsnsnnnn == =1t — Oa

+ (m—1)Pa"~* 4 g’:_')ﬂ":f_) Pa™ =34 83c.

] !(n‘__')“m—‘3+(,n___l)(m__z)P“Tﬂ-"S_‘_Ej’C‘:B L T mam-"'{‘ —ﬂz—(—'";!..)_am—’rnn-nn-l—zm—‘ _-:A...l..iz}..t-{—

2
~+ (m—2) Qa"™ 2 4 (_____-_m—-z):m—3) Qa™— 414 E3e.

S (-3 yRa"™ 4o (’“"3————):_'":.4_) Ra™—s1.1 e,
+ e '
-+ T
Y porque a+#=x, serdn las m—x raices de la ecuacion antecedente t— x—a=b—a, IR PO AR AR AR L ,. b
Para abreviar haremos por columpas : E : "
ma™— 2 ST (=1 )Y P Y P =4

v t’nuuln "1' l"'—‘ poroced < | ;‘

2

yi e ) Pt ()M 0) s e
2

-+ e
\ + T
y tambien 8"4-Pa” "'y Qa"—2 . i +Ta+U=0=7.

300. Si la propuesta tuviere dos raices iguales, por ejemplo a=b, seré t—=b—a=o0, y la ecuacion 4 4 E_t_l_ c £ e 4" T =0 que~
2 243 :
dard satisfecha haciendo £=—o03 pero, esta suposicion desvanece todos los términos, escepto el primero 4 que es enteramente conocidoj el cual

debe consiguientemente ser nulo por si mismo. Satisface, pues, el valor de o 4 un mismo tiempo las ecuaciones
V= &% 4 Pd"t 4 Q" tnwwann+Ta4U=0;
¥y A=ma" = 4 (m—1)Pa" % 4 (m—2)Qa" it T'=o,
gor. En caso de qus lz propuesta tenga tres raices iguales, esto es, a—h = ¢, resultardn 4 un mismo tiempo nulas dos raices de la

8l

. B ‘ — 'd — - . P
Iecuﬂcwﬂ 4+ ;——t—f-—*f"---m--i'!m '=o, 4 saber t==b - 4=0, t—c—a=o03 y entonces la misma ecuacion serd divisible por t—b4-a=t—o=t,

3+3

43
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y por t—c¢-+a=t—o0=t; pero esto no puede suceder sin que los coeficientes 4 y B sean nu]os- luego el valor de 4 ha de eanefacer a]

mismo tiempo d las tres ecuaciones F—=o, A=o, B=o.
o2. Contivando este raciocinio demostraria que, cuando | ta tuviese cuatro raices iguales, | ion 4 s €1 -
302. ] ¢ nos raria que, a propues ua ralces 1guaies, la ecoacion +—£t+-2—.;t srvpn=p T L= gy

tendrd tres raices iguales 4 cero , y serd divisible tres veces consecutivas por 7, lo que requiere que los cozficientes 4, B, C sean 4
un mismo tiempo nulos, y que el valor-de o satisfaga, por consiguiente d la vez, 4 las cuatro ecuvaciones V=0, Ad=c, B=o, C—o.
303. Por este medio podemos, no solo reconocer si una raiz dada.se halla varias veces entre Ias‘que corresponden 4 la ecuacion propuesta,
sino tambizn deducir un procedimiento, en cuya virtud podamos asegurarnos de si esta ecuacion tiene raices repetidas, que no conozcamos.
A este fin observarémos que en el caso da2 ser A=ma" ™' (m—1)Pa" " g (m—2) Q" 3.+ T =0, podemos mirar a como raiz de
la ecuacion mx™ ™ '4(m—i)Px™"* 4-(m—2)Qx"3....4-T=o0, designando entonces ¥ una incégeita coalquiera s y una vez que 4 es tambien
Ma raiz d: V=a™ +~Pu?~* Q" *eeie 4+ Tag-U=5"+ P~ LQa" 2 4 T+ U=0,-se sigue_que &—a es factor comun 4 las dos ecua-
ciones x4 Px" ™' 4-8e.=o0, y ms" "' (m—1)Px™" 248, zo. ;

Asimismo mudando @ en x en las cantidades B, C, &v., el bindmio & —a serd tambien factor de las nuevas ecuaciones B=o, C—o, &¢.,
siempre que la raiz @ anule las cantidades primitivas B, C, &e.

304. Esto que decimos de la raiz & convendria igualmente 4 otra cualquiera raiz, que se hailase repetida varias veces, Por tanto, si
buscamos, segun el método del mayor divisor comun , los factores comunes 4 las ecuacionss V=o, 4=o, B=o, C=o, &, daran estos
factores las raices de la propuesta en el 4rden siguiente:

Los factores comunes solamente d las dos primeras ecuaciones son factores dobles de la propuesta, es decir, que si resulta por comun
divisor entre Y=o y A=o una espresion de esta forma (x=z)(x—¢), la incégnita x tendrd dos valores iguales a «, y otros dos iguales 4 ¢,
6 bien la propuesta tendrd estos chatro factores (x—a), (x—a), (x—€), (x—¢).

Los factores, que son 4 un mis®O tiempo comuass 4 las tees primeras ecuaciones F—o, 4—=o, B=o, indican factores triplos de la
propuesta ; de modo que , si los primetos tienen la forma (x—ea)’(x—¢)?, los segundos la teadran (¥—a)? (x—5)3. Asi es ficil proseguir
estas considerzciones cuanio se quierd.

305. Con la mutacion de @ en ¥ tendremos

V=g 4 Pam=% +Qa"72% i isninessssiss = Fa4=U=x"™ 4 Pg"=—2 4 Qxm—* RN iiRatias LT TS
e +(m—l)Pam"+(m—~z)Qa’”" Yevirs - T=ma—=* o (m —1 ) Px™=* 4= (m—2)Qx™ 31+ T=0.

En estas dos ecuaciones observarémos que la segunda s: deduce inmediataments de la primera mulriplicando cada término de esta por
el esponente de la potencia que contenga de & , y disminuyendo despu:s este esponentz en una unidad, con la circanstancia de que el
Gltimo término U, equivalente 4 Ux® 4+ debe desaparecer en esta operacion , donde resulta multiplicado por ceros de modo que

V=x"+ Py Qs 2 perrn+Tg - Ug®=0 .00 A=ms" =" 4= (m—=1)Pa"=2 4 (m—2)Q%™  3ussisret-1 T~  +0,U ., .
oo mmxP T (g )P T 4 (m—2)Q0" T i 4+ T= o0,



i
La ecuacion B=o-se saca de A=o, como hemos sacado’ d==0 de V=03 C.‘:@ ‘sale 'de B0 como B=o sale de 4=o ; y
asi consecutivamente, ' avlad &4 A : ‘
306. Para ilustrar el asunto tomemos por ejemplo la ecuacion
x5 —13%* 6753 —ry14? .4-5[6:‘.‘—'03:0
en que m=5, P=—13, Q=67, R=—171, =216, U---—-IOB y tendremos
V=™ o Py~ U8 = g5 = 1g3xt4 Gpxd— a71xtyp 2168 — lio8=p ;i
A=mxBTE 4 (= )Py e —snt—4o 1383430075 =2, 1715 +1:310%°—0s108=sx4 — 2053 1 s0122— -0
El comun di'v(isor ez .17‘.3-—.8352..1-2“:9:—18., puis que f : : ; g L
“5""13”4“"57"3“1715"2-!#2'5*—!03:(x"—sx-i-ﬁ)(":“‘a#’-l-z:x—rS):o.',
sxt—goxiqoorxnt—340x4216 = ( 5% — 13 ) (¥ —8x? L5, 18)—0;
Siendo este divisor de tercer grado debe contener varios factorss; por lo que es nepesa‘;’i'o inﬁ-estig‘ai“si'fos’ti'ene e nhraiil Sl e EaeR
B;m(m—l)um“2+.(313“|)(n1—n2)Pam—3_!‘,Es’c.:4_5x3.__3_5”z+2,golx—gﬂ;—__zoxs__;,sﬁx:+4'o“_‘_342=O;
Con efecto x%— Bx?+ 2ix— 18=( x*— 5%+ "6)(x—3);
2053 —156% 4402x—342 = (20%>—gb#+ 114)(x—3) 3
y por ser aqui x—3 el divisor comun, tiene la propuesta tres raices iguales 4 3» O admite (x—3)% en el ntimero de sus factores.
Abora ,, dividiendo el primer divisor comun por x-—g tantas .vaces. consecutivas. COMO. sea posible , sacarémos.

*—8x® +210p-—18
-x___.._ --—x_._l_,.—-x gy - 6=04

i x—3
-~—8x +Mp—18 T xesx' 6 __x___g___o'. ;
N T N R I T -

Como este divisor x—2 no es comun sino 4 |a eclacjon propussta F=o ¥ i la derluuda J— . entra solo dos veces en la pro-

pussta. HEsta es
(5—3)3(6=2)"=(5*—9x" a7y —27)(x" —4x +4) =0 > — 139 +67%° —171874 2165 —108=0,
' 307+  Concluyamos con otro eijPJQa,SIEHdO la ecyacion ' : TR
B 2@ )t (414 gab bt (boab)F s,

en que m=g, P=—2(a+b)s Q=a’+4904b>, T—=_3(a*bab*)s U=ab*, y haremos este chlculos

e ia” Ps" oz g4—2(A4- by (at qab4-b )5t "’(“'b-i-ab')x—i-a’b’zo;

A=mgm ™t e (m— 1) Pa" T A Be =y .._6(4.1..5)5 ~+2({a* +4ab_§..b’)x ~—2(a’b 4-ab*) e

V= g+—a(a+b)x34 (a’ +4“b+b:)x —s(ar 5+—ab')x+a’b’—‘f %t — (ﬂ+b)x+ab} {x?—(a+b)x yab}=03}
_4x3—6(a+b).7. +,,(a +4“b+@")x ——Q(Q‘b-l—ab ) __{_4x —a(a4b)x% - 3 {x‘-——(n+b)x+ab}_b',

44
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de consiguiente el mayor divisor comun ‘es x*—(a4-b)%+4-ab = (¥—a){x—b), y los factores de la propussta son x—a, &—a, £—b, £—b;
d: modo que (¥—a)'(x—b)? = (x*—24%5+a?) (%' —2bx+b') =x*t—2(a4-b)x3+(a" + 4ab+b*)x*—2(a*btab* )5 +a’b* = o,

LECCION XXIX.
De las Raices dz Cantidades en parte racionales y en parte incomensurables.

308. Desde la Leccron XXI hemos podido observar qus 4 veces se presentin resultados [219] bajo 1 forma ‘:/’(—ipi'\/q 397, los
cuales nada manifizstan, 4 no ser que se redazcan 4 ofra espresion mas sencilla, en que procurarémos qas solo haya radical de segundo grado.

309. Cuando m=: tenemos que buscar la raiz cuadrada d= cantidadss, que en parte son raciomales y en parte incomensurables, las cuales
sz represeatardn por P+VQ, y su raiz por Vp+Vg; de modo que V(P+VQ)=Vp +V7.

310. En este concepto ejecutarévﬁoi la operacion siguiente :

.Eleln'al' al cuadrldo....-..,-..--------............ ----- P8 e 08 8 e s sy P*‘;@:(\/F—FV;}Z:P%-Q*‘Z\/?;
8 ‘md
Coadrar "cates' resultados . o ol PR IR U b RN L o 6 95 ¢ 605 il e id B3 o % e-ire Bix {P :p’+2pq—f—q !
Q=409
Restar la ditima ecuacion de la pentdltima, . .. .... 00000 van.. ieeevserennees PP—Qopiiapg+gi—gpg=pt—2pg+q°,
Bacar 10  raii ORI i R e R R e e s saees M(P=Q)=V(p*—2pq4+9*)=p—19 5

Combinar esta dltima ecuacion con la otra P:P+q1 samando, esto es, ;i—-';qfffj_;‘_—--: deae Pp= ép+-§_V(P:ﬂ_Q) ;

Hacer la misma combinacion restando, 8 decir, v . vvsvesensase {}ﬁ:gq;\l/)l’q 2eee g=3P—i4/(P'—Q);
Sacar la raiz cuadrada de las dos Ultims espresiones para obtener
la de la cantidad propuesta «sess... .. R s i v v v \/(P+\/Q):V§+\/§'z\/(5P+§VPT:Q)+\/(§P"-%\/]E"“Q)-
Aqui vemos que, para ser racionales Jas cantidades P» g scgun lo suponemos, es necesario que P*—Q sea un cuadrado perfecto.
g11. Vamos d los ejemplos ;

19 | V(74-V38) ;
P4\VQ=7+V38 ,... gz4§ :
V(7 +V38) =V(P+VQ) =V(EPHIVP =Q) 1V (GP— VP —Q) =V/(5+ 3V —48)+ V(53— V77— 48) = 24+V3 ) —1—V3.



a? : ' W84 aVT5) 5
gl P = 8%
P4+ANQ = 8+3V}'§:8+v00,..-{q-—60, ]
V(B+2VTE) = «/<P+ VQ) = VAP VP =Q)+V(P—VP=Q) = V(3 + V=00 + V(3 — VBT =Go) = V545 [ —Vs — V3.

—— ] 3 .

3% AN/ —mn 4= fnt 42 Vi n—amin A amn’
= m? — mn +in’;
Q=g4m3n—8m’n*+mn® ;

S M gy i
13'.,{..'\/(2:mz—trm-1—;';:1124--2‘\/m3?:—--21:»:’3‘12-{-;i_-a'zmz3 :m'—¢z:n+-’~-n‘+'\/4m’ﬂ'-"’8m DO .y o o s {

\/it* —mn +-‘in +2‘\/m’n—2m’n -+~4nm3 :\/(P+\/Q) \/(wf” 0)uq

== am —-,mn+ o "“'av("‘ —mn4gn’ ) —4m Sp48mPnt—mn®. ..

ot +‘\/‘m —m+l‘ﬂ’)z —4mi 4 Smini—mnd ...
o =Vt —-2un+in’+\/”‘”//"-Vm‘--2mn+ n*—Vmn,
" 312. Si la cantidad propuesta tuviese negativo su radical la repres:ntariamos por P—"VQ, Y su raiz por '\/‘_..'\,/,;1_J de moda
gue V(P—VQ) =Vp—Vy=V{EP+IVPT=Q)—/(AP—iVP'—Q).
Asi los ejemplos anteriores resultarian
12 V(7 —VaB) = a—V3 [/ —a+V3;
20 V(8—2\135)=V5—V3 [/ V3—V5 3

il el — ""—__"—"——-——._._
3% A/m'—mn4-in*—2VmiPa—am*n® 1 imn® =Vm —smay in'—\mn / \/mﬂ“'""/m,_"zm"-%
Ea ambos casos hemos pusto dobles las raices, como todas las de segundo grado, porqué fenemos en EI primer caso Vi +V g/ —\p—y/ e
y en el segando \/P V' / "‘VP‘*‘V‘I

313. Del mismo modo sacariamos la raiz de una espresion en parte racional y €@ P2 imajinaria, como —1t42V—2 , porque
—_— — ——p—— :—-[ 5
P-I—\/Q:—-r-{—ﬂr.’\/‘-z:-—l..p-'\l-w&g‘-“’ PO = i .
2
V(= 142V =2) =V (P VO =VEPHIV I —Q+ V(i P~V PTQ) =y — 4+ VI H8) 4+ V(= S — 1ViF8) =1V /f —1 ~V
R~ specto d las espresionss literales imajinarias, cual es 4mp+4-3 a(ma-n)(m—n)V—1t ,hariamos

o T St
P+VQ_4mﬂ+2(m+")(m—n)\’-—-‘-4mn+\/-—4(m —n?)" o Q__i-;;(m piye; 2

'\/imfz+-,-\/|6m‘:z’+4\m —n*)*

A/ 4mn +z(m+n)(m-——n)\/_v—“—;f: \”(P+\/-Q)‘— \’( P-#-%\/P’—»Q)+ V{'P-lr'\/P' Q)

————— -._.__
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314. A veces nos hallamos con espresiones imajinarias mondmias, que tienen raices bindmias. Las figurarémos por hA/—i, y saponiende
\/h\/:—x_:: 4+gV—1, practicarémos lo siguiente :
P4 p
Bolowar Bl cundradn s N s e T e s ek e v 0 e s s bV::(p+qV:-_i)':p’—q‘4- 2pqV—13

d ! SRR N , g afg ok Vg
Como el primer miembro es todo imajinario , serd .....p ST g n, o PR

Resultardn iguales los radicales de ambos miembros. ...,.hV—;— APV I=2p V=T 44 o p= ‘/—:—:q;

it 35 % 5 Foow g
Coa la sustitucion de estos valores sacamos . .......Vjhv/ — ‘-:P-F&'\/—-—I:'V?"' 1/’_ «V—1.

Sirva dz ej2mplo 2V =1, en que h=2, y tendremos V 3V —1 ="} \/:-_::.1/—,’- i Vi.V::‘/i.f_ 1/3_\/::,_‘_\/:/;_;_ il
2 2 2 2

315. Ahora mos ocuparémos en la lavestigacion de la raiz cibica y que pueda estraerse de una cantidad como PV Q. No representa-
rémos esta raiz por \/x+\/u, porque $a cabo s:ria x‘\/x—-{-gxVE+3u\fE+u\/E::(x+3u)‘\/; + (3x+—u)‘\/;, que contiene dos radicales cua-
¥ i . o : 3
drados esencialmente distintos. Preferiremos la forma & +Vu, y para gen eralizarla en lo posible la escribiremos (%" 4Nz cuyo cubo es
(%3435 Vug-3%u 44V u)z con solo un radical,
Asimismo representarémos la raiz cibica de P—y/Q por (x_.\/E)\!'/;_'
316. Bajo este supuesto haremos el cdlculo siguiente :

—_ 3....._‘ 3, "'—‘] '\ I N = -z

(x +'x/'£i)'\?‘/i‘_\; (P""Vg)' 9o (x-i-vll}/’av;. (x—_v“)\/z:\,/(P_l_VQ;.\:/(P_\IQ) //(xl_u),\;:z:\s/(p!—Q)’
(5 —Va/Z=A/(P—VT _A(P=Q) _A(PT=Q)z
Ry Y
Como z es indeterminada podemos darle el valor que nos parczca, de modo que (P*—Q)z sea un cubo perfecto 3 y haciendo luego

$ —_— e
para abreviar __(f_“.::g.).f:c, tendremos x‘_u:V_(P:_Q.)ﬁ.
' z 3
Mediante d que P—I—‘\/Q:(x'l"v“)!ﬂ::(x3+3x’\/;+3xu+u\/;)z sacarémos , igualando Ia parte' racional ,
P=x3z4 3xuz,
=%t y o o o P=g’24-352(%—c)=4532—30cx2,

4%°z—3cxz—P=0 3 cuya ecuacion tendrd necesariamente

it S

=c, de que se deduce w—=x®—c.

wna raiz comensurable si x, w fueren racionales,




317, Ejecutemos con los ejemplos, fiando su esplicacion 4 los signos.
X '\a/(lo+6\ﬂ'j'.)-i - SR

et 3 P— A
P"i"\rQ—: 10""6\/: _—_IO+’\/108 TR TR 103§

2 =108 3

Jenp g
__'\3,"(1)'—-(2)z __\3/(100_:—103)2 14 V—8z

g g
X

% = z 4

—_—

3'—-“—-—.-_
d e R
dupongo zT 1 " . . . 0 ———— =1

I ?

c=—2 't )
2= 15,000 4%iz—30x2—P=4x% 1 —3, =221 10 4% 10—o0,

P19 45:3—1“- 6x —y10 1
U=x*—0c,
:f ’} Rkt S e $=t4333 3
= - e
V(10 +6V3) = V(P+VQ) = (x+v7) Vz,
N= f 2 . A i
| gresig -,.-.V(IO+6‘/3):(I+\/J)\/[Il..i_‘\/s.
R |
3 e
a? v(8—4v3) 3
VQ=28 5 e P= 8
P VQ=8—4\B -8 _VHa 4 s 58 4 i
3 ! 3 g Y
c:‘\,/(P!_...Q}zq_ -\i’(&z---—&o)z: A/—10z 3
z — s z
3 p———
S‘.ipﬂﬂgo 224. 5 . " . O e }-‘/——-—-4"-9_._?_ it

¢t =—1
g g% §oo e gxIz—30xz—~P= 4534 ~3.—I%.4 —8= |6x’+19*—3:o,

- 3 KXoy =0 —
45743 =2

=0,
4%} + 3%=—3

— 2 - £
T S aitrrrzo, =]y
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0=x%—c¢,
gy

c:—x} v s ot o+ B=ZF 41T

v (B—4/3) = AAP—VQ )= (s—Va)A /4,

=% kD2t
s= 55,00 M(B—gV3E) =3 —VI) V=" V"’ V= ,@-
R i 3
3° 24+ 1iV=1);
PV ad 14V —x a4V —iaL .5 ol P=z;
Q=—11313
c_‘\f/(P'—Q)Z __‘\sf(z’-i-ml)z___*\f/nsz
= - — o,
o SR e S SR LU c:———-———-——\/'gf'( et

t= 3
z2= '}?H' 4%72—3cxz—P = 453.1 —3.5%.0 —23T4%3 —r15%x—2=0,
e AR

53— 3 —~12 ;
A N 4P B H1=0 4.0 ¥ =23

x—3
u—xt—e¢,
’:f ; At T e Ly B =2 —5—=—13
3 — . 5
%= a A+ V)= AP+ VO =(x+Vu A/z,
6T g ,...\3/(3+ll\/:—_1-):(2+‘\/::.\3/1_:z+\/:7-
=i

En el dltimo ejemplo yemos que POt el mismo método sz saca la raiz cdbica dz las espresiones en parte comensarables y en parte imajinarias.
318. Bastan estos ejzmplos para indicar el modo con qus podramos estraer una raiz cualquiera de uma espresion irracional dada. Toda la
dificultad consistz ea prever la forma, qu¢ deba adoptarse para presentar esta raiz. Uni vez hallada la tal forma, compararémos su potencia con
la espresion irracional propuesta, y obtendremos tantas ecuaciones cuantas sean las cantidades indeterminadas 4 lo que nos coaducird & una ecua=
cion final que tenga divisores comensurables,

En general, para estraer la raiz » d¢ PivQ, e darémos la forma (x+4V3) \/.., de modo que (x4 Vi)" z:P-}-'\/Q, y ¢jecutazémos lo siguiente ¢

B
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: f} - b LR /A
‘ (x+\/.:)’\ =V(P+VQ) i (x+‘\/_)\/z-(=—‘\/u) Vz._V(P'*'\/_) V(P'—'VG)V (x? —-u)‘\/zz""\/(P’—Q)s

| (¥=Va)/z= /(P—VQ) Py
‘ 8=y = —_— < s
Pellify sy s
I Bien se echa de ver que debemos atribuir 4 z un valor capaz de hacer la cantidad ——— “ﬂapotencxa ecsacta, como ¢”, del grado u
f‘para que sea x'—u = i —(—2_:: ¢. Y, como ;

s o e i (11— 4% le
P-&-—VQ_(JC-}-\/H)"Z _-( n‘+"ﬂxﬂ-l u+__?_(_£‘;__l_)__xﬁ_..g +M 9) ﬂ 3“\/_+ (" .}(" 3‘(” ?) ”_4152-{-83;,) z,

243 2 *3+4
de que $2CAMOS v 4 vo v s ( i) “'"u-||- n(n=1)(n—2)(n—3) xn—,m’-—l—ﬁﬁc.)z, £ :_,‘ _
8,304 |
Vitdremod 9% 08, 2o Bodii . (x”+ ”("_I) el B ”(”‘-'3(";2("—3) ”“”""E’gc')z“‘P"“o » donde se ha de sustituir el valor

de w—x*—c para obtener una ecuacion, de que se hallardn Jos divisores camensurable’ six Pued‘elser racional.

LECCION XXX. .
D¢ la Eliminacion entre Ecuaciones de gma’af superiores qf primero.

319. La doctrina espuesta en la Lmccion IX es suficiente para eliminar entrs dos ecuaciones upg incégnita que no pase del primer grado,
‘sea cual fuere el de las demas inedgnitas j y atin, siendo solimente de primer grado la incdgaita en una de las ecuaciones propuestas, tiene

tambien su saplicacion Ila regla [86] que ya hemos p‘acmado. :

2
. L 2 i : ' i
Ea las ecuaciones como as’4bxz_cz?=m?, %° 4 xz=n% tomarémos de Ja segunda el valor z—

) sustitoyendolo, como tambien

su cuadrado, en la primera, sacarémos una ecuacion que codtend?d $olo x,
320. Si las dos ecuaciones propusstas fuesen de segundo gfado respacto 4 entrambas incégnitas, D2cesitariamos, para la aplicacion del método
antecedente, resolver una de las ecuaciones, bien fuess relativam:nte 4 x 6 con relacion 2 2.
Sean, por ejemplo , las €uaciones ax? + bxz 4 =M’y xz'*‘z’:n’;
De la seganda ecuacion sacarémos.......voueser.z=F Vpi_33;
La primera €cuacion €5 sse.seassssvacesnes s mi=ax? 4bxz4cz’
Sastituyamos el valor hallado de z y su cuadrado .+« m*=gx? +bx \/W*‘c("z"'*z)g
Pongamos el radical sclo en un miembro,
5 % e BEE o 2 2
y los demas términos en el ofro... .. FhxVi'i—y? =542 4o (n*—x") —m",
Cuadremos para que desaparezea el radical . . . :I;’.‘x:’(ﬂ:'"-:::‘):pz‘;,;"4—,:=(rz’-----:cz)1 4t + 20087 (n° — 5) —20m 52 —aem? (a2 —57),
47
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Cuasiete y pucs, ecte proeedimiento en defar solo en un. miembro el radieal ; cuyo desaparceimicnto procuramos, y elevar despues Jos
doz mismbros de ln ecuacion .4 la potencia sefialada por el grado del radical,

321, Pero las dificultades, que & weces ocurrep, han obligado d buscar otro método para hacer la eliminacion, sin necesidad de ohtemer
tina espresion de la incdgnitd; que 'intentamos despreaders ‘@& mols- ‘que la rédolucion’ de' las ecuaciomes wviene d ser la dltima operacion, que
se requiere para la solucion de los problemas.

A fia de facilitar el ca’lcqlo pondremos las ecuaciomes de dos incdgnitas bajo la forma de ecuaciones de uma sola, dejando visible uni-
camente la que se quiera eliminar, 7
Si l‘El‘l:’.’lI‘lGS, pol‘ eje[ﬁp‘!f.&;.;ﬁ,l_wot- I R I I I I O T I T R S I S x='+—ﬂxz+—bx:(}zz+dz+e,
Trasladarémos todos los términos 4 un miembroy,  ordenando respecto 4 % ... ... 2 4 (223 b)w—~0cz?—dz—e—o,
Y haciendo, para abreviary 62 4+b=P, —cz®—dz—e=Q, t:adremos s s v veveniensa., £ 4Pr+0=0.

322, La ecuacion general del' grado m  con ‘dos incégnitas debe comprender todas las potencias de % y de z, que no pasen de este
grado , como tambien los p{rlodl‘.tct.o.s £ Que la suma de los esponentes de % y de z no se eleve 4 mas de m. Asi, podemos representar
Ja ecuacion indicada, en esta forma: ¢ e el .

el it Proas : 2\ M= e /

&+ (atbz)g™ " 4 (e +dz ez ) ’+(f+gz+hz’+kz3)x"' T ¢ +qz4—rz=.......+uz'”"’)x_}.p‘+q'z+r‘z’.......+1:'z”‘::o;
y haciendo a4-bz2=P, c+dztez’=Q, f+gz+bz'+};z3:39‘&§;,, T T S Ly R L, i L DR PL =y /
se convertird la formula en
xﬂt —-{—P:‘-m-—z +Qx’ﬂ_:+Rxm—3-uun+ Tx-‘— U: Qe

323- Es del caso advertir que la eliminacion de & entre dos ecuaciones de segundo grado, como %?-Px+Q =0, %4 Pa+Q'=0,
se puede efectuar rebajando uma ecuacion de otra, de esta manera:

¥4 Px4+Q —o ;
4 P’x—-tl_—Q‘:-__g} s0es (P—P')g4-Q~Q'=0—o0=0,
3 : e Q___Q; :
o =
Bustituyendo este valor en una de las ecuaciopeg

PrOPUSSIAS o o v s v v v o snonse®tnn, o, Jt:"-!—P.vt:«i-_Q::(Q"Qr’z p(Q—Q')-}—Q:Oq

T e e

4 _ (P—PY) P—p!
Hacisndo .desaparecer los denominf.!dm‘es Perassees (Qu=QYE=PP=P)(Q=0)4Q(P—P) =0,
Desenvolviendo los dos dltimos térm'"f’s Y reduciendo , v v u .. (Q—=QY)* P (P~P)(PQ'=QP')==0,
Ya no queda mas que sustituir ea .lugal' de P, @, P', Q' los valorss particulares dzl caso que se eesamine.
324 Antes de tratar sobre las eeUdcCiones, op que se ha de eliminar la inedgnita 5, elevada 4 mas del segundo grado, vamos 4 es-
plicar el' modo ton qué se recodoce 49U el yalor de cualquiera de las incégnitas satisface .al mismo tiempo & entrambas ecuaciones. Y, pard
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fijar mejor las ideas, nos valdremos de un ejemplo particular , sin que deje por eso el razo?amiento de ser general.
Sean las ecuaciones &3 y.3x%243%2*—98=0 , %"+ 4¥%—22°—10=0, que supondremos orijinadas de una cuestion en que deba ser 2=3.
Para comprobar esta asercion daremos desde luego d 2 el valor 3 en las ecuaciones propuestas, de que resulta &34 9x* 4272 — 98=o0,
l y?A-125—28=0 ; cuyas ecuaciones admitirdn el mismo valor de x si el seiialado 4 2 es verdadero, Designando por = el valor de x, cada
- una de estas ecuaciones: serd [nzé] divisible por %—a4 Y PoOr tanto tendran un divisor comufx en que se hallard x—= Con efecto hallamos
que este comun divisor es ¥—2, y de consiguiente =23 por lo que el valor z=3 conviene § [a cuestion y corresponde 4 x=2.
’ Comprucbase que x—2 es ¢l comuan divisor 5 porque (%24 1154-49)(x—2)=5"+ 9%* 27— g8=0;
| ; ' : : (x+l4)(x——z):xz‘+"” —28=o,
| 335. El medio; que acabamos de indicar para hallar el valor de & cuando el de z es conocido.,' se puede aplicar inmediatamente 4 la eliminacion.
| Una vez 'que las ecuaciones %3 4352243822 —98=0 4 x?4 gxz~—22*—10=0 3?‘1‘““99 » estando z determinado segun la naturaleza
de la cuestion 5 un divisor comun que no tenian antes, habremos de buscar la condicion de que dependa la ecsistencia de ests divisor. A
este fin debemos operar con las ecuaciones propuestas como lo hariamos para busear el mayor divisor comun j; y cuando hayamos llegado 4
| an residuo’ independiénte de x, espresarémos, igealandolo 4 tero, la condicion, que deben tener og yalores de z para que las dos ecoaciones
dadas pucdan & un mismo. tiempe admitir el mismo valor de %, La ecuacion asi formada serd la ecpgeion final de la cuestion propuesta.

Ejecatemos la operacion con las mismas ecuaciones :

&3 435 24 3xz° —g8 | ¥—= Cociente.
—x3—gx?z 4 axz’ 4108 x4 d%z—02%—10
— %'z45xz° 4108 .—)8 (92 410)x "+ 36523 +40xz —18zt—1102% —15, |§+ 3823 4 5024 9,8 'Cslciente.
2 i 2 Ll S_Ioz' —(gz? 2 1 L - e |
: Flx¥z 4 yxz z (92 410)x* 4+ 2xz® 4 10x2+4 ¢8x _ (B Exe) a5t — e o
Prim. residuo +(9z* 410)x—2z*—103—98 438527, soxz4gBs—18z0—1102"—15,

(92 4+10) £ ( 38232 -+50z +98)—16229—-“?OZT‘_ —20002% -=1000
—(92"+10) 2 (382 450z +98) + 762+ 48023 4 395023 4 50027 +5880% + g6i0g
Seg. residuo — 862°— 696;4*’392033 —'5002’+58802+36°4l
Dividiendo este residuo por: 2, mudando sus signos, ¢ igaalando 4 cero, resulta
& o lesit colasis 1 43%° +345%*— 19602 4 7 502" —2940%—4302=0.
Esta ecuacion admite, ademas del valor z=3 indicado antes, todos los demas valores, que sean adaptables 4 la cuestion propuesta.
~ 326, Luego que hemos descabierta un valor de 'z en I3 ecoacion final, es mecesario, Para obtener el de x, sustitvir aquel valor en el
dliimo divisor 6 pentltimo residuo, el cual sz convierre asi en comun divisor de las dos ecuaciones propuestas 3 de modo que )
R B o b (92 *+ 10) %223 — ;0798 ::(9.3’+10)::—-2-33""0‘3—93:9|x—-|82 =0

“_1‘82_5._2-.

—.‘?T_

48
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327. Pudiera suceder que el valor de = hiciese nulo por si mismo el peniliimo residso. Entances el residuo anterior, 6 aquel que contuviese &
en ¢l segundo grado, seria el divisor comun i entrambas ecuaciones. Sustituyendo en este divisor el valor de z, y haciendolo despues igual 4
caro, tendriamos una ecuacion de segundo grado solamente en x, y sus dos valores corresponderian al valor cono:ido de z. Si este valor hiciese
atin nulo el residuo de segundo grado, setia nscesario recurric al residuo antecedente, en que estaria & elevado al tercer grado; porque seria
en ests caso el divisor comun 4 las dos ecuaciones propuestas, y el valor de z corresponderia 4 los tres valores de x. Eun general, se hace
precisa subir hasta un rasiduo, que no $¢ desvanszca con la sustitucion del valor de =

328. Tambien puede suceder que mo haya residuo, 6 que contenga solo eantidades conocidas.

En el primer caso las dos ecuacions tienen un' divisor comun sin ninguna determinacion de z3 de consiguiente, llamando D 4 este divisor,
gserd la forma de ellass P.D=o0, S.D=0. A estas dos ecuaciones se satisface al mismo tiempo haciendo: D=0, y esta ecvacion determinard
una de las incégnitas por la otra cuando el factor D contenga 4 entrambas; pero, sino comprende mas que una, resultard esta determinada, y
la otra guedard enterameate indeterminad2: Haciendo despues P=o, § =0, obtendremos dos ecuaciones, que podran dar soluciones determinadas
de la cuestion propmesta,

Sea, por ejemplo, (a¥+bz—e) (ms4n2~d)=o, (a'sx4-b'z—c')(msnz—d)=o04 y suponicndo desde luego nulo el segundo factor, que
es comun @ entrambas ecuaciones, tendreMos solaments la ecuacion mx+mnz—d=o entre las incégnitas %y z, bajo cuyo punto de vista la
cuestion serd indeterminada j pero, supriliendo este factor, recacremos sobre las ecuaciones

| Ak 4 bz—¢ ==0 4..5 Bx4+bz=¢;
als4b'z—c' =0 4. Gubz=¢3
'y en este sentido la cuestion serd determinada, pues que habrd tantas ecuaciones como incégnitas.

339. En el segundo caso, que es cUdNdo e] residuo no contiene sino caatidades conocidas, son contradictorias las dos ecwaciongs propuestasg
porque ¢l divisor comun, que establece sU ecsistencia simultdnea, no puede tener lugar sino por una condicion, que es imposible cumplir, pues que
recae sobre cantidades dadas, y ofrece un résultado absardo. Este caso se refiere al que hemos visto [197] respecto d las ecuaciones de primer grado.

330. Todo cuanto acabamos de decir se aplica evidentemente 4 dos ecuaciones cualesquiera, como

" 4 P =t 4 Qx" % - Rx™ " % sunn +Tx +U =0 ;

; ; + P QP 2 R 3 v - T+ Ul =0 5

en que la segunda incgnita va envuelta €0 los coeficientes P, Q, &e., P’y Q'y &c. Aqui operariamos dél mismo modo 'que para buscar el mayor
divisor comun de los primeros miembros: lgualmamos con cero el residuo independiente de'x, que seria la e..uacwn ﬁnal en z, y nos valdriamos
de los residuos anteriores para obtener el divisor comun, que deba dar . o :

- 331. Si tuvieramos ep tres ecuaciod® las jncégnitas x, 4, 2, que quisieramos determinar, podriamos combinar, por ejemplo, la ecuacion
primera con la segunda y con la tercerd para eliminar %, y quitar despues u de los dos resultados obtenidos; pero debemos observar que, por

esta eliminacion sucesiva, las tres ecuacionss Propuestas no concurren del mismo modo d formar la ecuacion final, pues la ecuacion primera se
halla empleada dos veces, al paso que la segunda ¥ la tercera no lo estan mas que una, y sucede, por tanto, llegar 4 un resultado, que estd
complicado con un factor estraio.
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Hay otros métodos, que ‘no ofrecen este incovenicote, y
por los cuales se prueba que el grado de la ecuacion final,
resultante de 'la eliminacion entre un niimero cvalquiera de
ecuaciones completas, que comprenden el mismo ntimero de
1ne6gnuas y de cualesquiera grados, es igual al producto de
los espnnentes que seffalan el grado de estas ecvaciones; pero
no podemos esplicar ahora estos métedos, porqus nos faltan
las nociones preliminares que serian necesarias,

0

+9



173

SECCION SEGUNDA.

RETORICA DEL ALGEBRA
| 6
RESOLUCION DE PROBLEMAS.

LECCION XXXI.
Del Método en los Discursos.

332. El arte de espresar los pensamientos con ele=
gancia se llama Retdrica. Generalmente se entiende de los
discursos escritos con toda la perfeccion de las reglas gra-
maticales, aunque se pronuncien despues.

333. El enlace de las proposicicnes, que comprenden
nuestros pensamientos, forma el razonamiento 6 discurso.

334. En los discursos emplea la Retdrica diferentes modos
de esplicarse segun la naturaleza de los asuntos, y estos modos

se Haman estilos.
335. Para que el estilo tenga correccion y belleza se

requicre elejir siempre los términos, que espressn ecsacta-
mente las ideas: desembarazar el discurso de toda superflui-
dad: hacer que la relacion de unas palabras con otras no
sea nunca equivocaj y construir unas frases respecto 4 otras
de modo que sedialen sensiblemente el enlace y la graduz-
cion de los pensamientos.

336. Aunque se presentan 4 un mismo tiempo varias
ideas d nuestro entendimiento cuando raciocinamos, no deja-
mos de advertir que se ordenan segun la subordinacion, que
liga 4 unas com otras, Mientras mas estrecho es este enlace
mas perceptible se hace, y entonces concebimos con mas cla-
ridad y estension, Sjendo tan necesario para concebir bien
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‘Ruestras propias ideas, se echa de ver cuan importante serd
conservarlo en el discurso, Debe, pues, el lengusje espresar
sensiblemente este érden de subordinacion, y de censiguicnte
establecerse por principio el enlace mas estrecho de las ideas,

337. A este fin nos valemos del Métedo, que, observando
el 6rden de la naturaleza, procede d= modo que el conoci-
Miento de unas cosas depende de otras que preceden, y se
divide en anmalfiico y sintético.

338. Ya hemos dicho [II 94 ] que el andlisis es la
descomposicion metédica, y la sintdsis la composicion metd-
dica; y aunque hemos manifestada [II 93] que el enten-
dimiento procede siempre por un método analitico - siatética
6 bien sintétice - analitico, lo llamamos sintésis cuando ter-
Mina en composicion, y andlisis siempre que acaba en des-
Composicion, :

339. Para usar del método analitico procuramos descubrir
la verdad de una proposicion retrocediendo por medio de cada
grado inmediato &4 sus primeros principios. Tambien ss llama
Método de Invencion.

340. En la Invencion debemos disponer nuestros pensa-
Mientos segun el proceder natural del entendimizato, presens
tandolos en el grden con que se suceden unos & otros en la
Investigacion y descubrimiento de la verdad. Este método
Tequiere un entendimiznto de mucha estension y capacidad
Para elejir con acierto entre la multitud de particularidades
Que s= presentan frecuentemente 4 nuestra consideracion, como
Yambien un fuerte hdbito de sostener la atencion para que
N0 se escape de nuestras obs\srvaciunea ninguna cosa notable,
J una eleccion juiciosa de ideas intermediss, distinguiendo cui-

dadosamente todas las circunstancias que puedan ilustsar el
asunto,
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341. Cuando empleamos ¢l método sintético empezamos

por los primeros y mas simples principios, de los cuales pro-
cedemos d4 demostrar los que siguen, hasta que establecemos
por grados la verdad, qus es el objeto de nuestra investi-
gacion. Lidmase tambien Método de Ciencia.

342, Los conocimicntos cientificos se adquieren por el ra-
ciocinio de las ideas en nuestro entendimiento, segun las co=
necsiones y relaciones que tienen unas con otras; y cuandd
estas relaciones estan establecidas clara y patentemente 4 nues-
tra consideracion, no podemes dejar de pereibirlas y recono-
cerlas, y de aqui resulta que todas las verdades de esta clase
producen en el entendimiento una certeza absoluta. No sucede
asi con los conocimicatos naturales, que entran por los sen-
tidos, pues los debemos 4 la observacion y la esperienciaj i
con los conocimizntos histdricos, que, versandose sobre hechos
y transacciones pasadas, se fundan en el testimonio de los
hombres.

El modo de raciocinar en los conocimientos cientificos
es por demostrgcion, en los naturales por inducion, y en los
histéricos por critica y conjeturas probables,

343. Muchas reglas pudicramos dar sobre el uso de los
métodos analitico y sintético en los discursos; pero saldria
mos de nuestro propdsito. Ademas de esto las MaremATIcAs,
ciencia de las cantidades discreta y continva [II 3], son el
modelo mas propio para aprenderlos bien, come veremos
respecto al andlisis en la REsorucron pE PropLEmas, que
se esplica en esta SEccrow,
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e ! LECCION XXXII.

D:! Cuadro ¢ Mapa de los Problemas.

“'344. Una~ proposicion, que. espresa varias cosas cono-
cidas para averiguar scgun sus relaciones otras cosas dess
Snocidas , se Hama ‘Problema 6 Cuestion,

345. El cuadro 6 mipa de un problema comprende su
traducion 'y su resolucion, manifestando la estructura de es=
tas operacioges,

346. - Algunas veces se’ requiere preparar las condiciones
ﬂ?l problema , y entonces la traducion consta de prepara-
tion y plantificacion.

347, “La preparacion consiste en’ una‘ disposicion, que,
8i fuire necesaria ; se habrd del hacsr cow ecuaciones, gue
lamaiémos prepuraforias.

348. La planriﬁcacion es la espresion del problema en
términos algebrdicos. Cuando no se necesita preparacion ,
la planta es lo mismo que‘la’ traducion , -y -en ambos ca-
808 Jas ecaaciones , con que se hace la plantificacion, se
llamarda constituyentes 6 fundameniales.

349. Las reglas mas generales para tradacir ua proale.
Mma del lengnaje comun al idioma algebrdico: consisten, co-
Mo hemos dicho [27], ea convertirlo con el mismo lens
Elﬁje comun, si es necesario, d la espresion mas sencilla
¥ clara, y en ligar los .caractéres algebrdicos (sean re=
Presentativos de cantidades conocidas 6 desconocidas ) por
medio de los signos, del mismo modo que estan enlazados
los nombres de las cosas & circunstancias en las frasess con
lo‘que o formard cada ecuacion - constituyente segun el
Senudo de las condiciones del problema.

359, Para presentar bicn el guadro 6 mapa dmdmmos
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el papel en tres colamnas: la del medio se llamard central,
la de su izquierda se nombrard lateral y la de su derechs
se denominard final. Ademas dejarémos sobre la izquicerda
una columnilla mas esterior, que tendrd el nombre.de mare
jinal.

351. Respecto 4 la traducion pondremos en la colums
nilla marjinal los caractéres , que denoten los datos y. las
incdgnitas , para tenerlos siempre presentes , y estamparé-
mos sobre la columna ceatral las ecuaciones constituyentes,
precediendoles las preparatorias si fuesen del caso.

352. En punto 4 la resolucion considerarémos qua las
ecuaciones, de que sz han de deducir otras, son las prin-
cipales: las que se deduacan sin terminar periodo se llamardn
derivadas : las que concloyan periodo se dirdn resultantess
y las dltimas de estas, que den cenocidos los valores de
las incognitas, se nombrardn finales. Las ecuaciones resul=
tantes, cuando hayan de sustituirse en las principales ¢ en
las derivadas, se llamardn incidentes.

353. Para las resoluciones, que se hagan por el método
de sustitucion [ 86 ] traeremos 4 la eolumna central una ecva-
cion constituyente, que desde entonces se convierte en ecua-
cion principal : haremos las derivaciones , que requiera la
légica del cdlealo, colocando sucesivamente estas ecuaciones
derivadas debajo de la principal hasta llegar 4 la itima
del perfodo, la cual se sacard, como resultante , con el
signo de consecuencia ¢ con el disyoentivo, 4 la columna
final. .

354. En cuante 4 ortografia [30] sefialarémos cada de-
rivacion con una coms , cada periodo intermedio con punto
y coma, y el dltimo periodo con un punto solo,

355 Continuarémos operando con las ecuaciones coastis
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fuyentes como principales: las resultantes, cuando hayan de
Pasar 4 incidentes [352], se colocardn en la columna lateral,
de donde se llevardn con el signo de consecuencia 4 la cen-
tral para su sustitacion. Despues se convertirdn tambien las
Scuaciones resultantes en principales para sacar de ellas de-
Tivaciones y nuevas resultantes , sucediendose los periodos
hasta llegar 4 las ecuacioaes finales, con que qusdard re-
Suelto el problema,

356. Si hacemos las resoluciones por el método de igua-
lagion [87] 6 por el de reducion [ 68 ] trazremos de dos
0 dos las ecuaciones constituyentes 4 la columna lateral,
Y abranzandolas con ua corchete, como signo de compara-
tion, sacarémos de ellas con el de consecucncia una ecua-
Clon principal 4 la columna central; seguiran ea esta co-
umna Jas derivaciones para sacar las ecuaciones resultantes,
las cuales se comparardn despues entre si, como se ha dicho
de as constituyentes, hasta deducir los valores de las in-
®gnites,

357. EIl principal objeto de esta leccion ha sido ha-
€ernos cargo de las varias clases de ecuaciones preparato-
tias, constituyentes, principales, incidentes, derivadas, resule
lantes y fiuales, y del érden. de columnas central, lateral, final
Y marjinal ; pues el modo con que se plantean los problemas
Y se desznvuelve su resolucien, lo esplicamos circoustancia-
Gamente ep las observaciones puestas al pie de ellos.

338, Cuando formemos los cuadros reconoceremos como
Presentan 4 la vista con la mayor distincion y claridad las
“antidades representadas por los caractéres, el enlace de ellas
Marcado por los signos, las condiciones fijadus por las ecua-
clones constituysntes, las consecuencias espresadas por las
d*l‘lvacaones, las Propublulones intermedias erdenadas en ecua-
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ciones ' principales, incidentes y resultantes,las: .operacidng’l‘
es‘plibadas con los' miembros) indicativos, s divisiones sefia=
ladas por la ‘ortograffa, los  periados reproducidos por el ras
ciocinio, y la verdad descubierta por una série de ideas
desenvueltas segun su mnatoraleza, Tal es la verdadera” es~
tructura de un discurso hecho con toda precision aaa‘lfﬁeﬁ-‘;

G e s




PROBLEMAS.

COLECCION PRIMERA.

Primer Grado con una Incégnita.

ADVERTENCIA.

Para estudiar estos problemas conviene temer presente
la Leccion IX,

50
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-PROBLEMA I. Dividir un ndmero propuesto en dos par-
| tesy cuyo intervalo 6 diferencia sea dada.

f ”"ﬁm. prop

[ interyalo } datos3 x4 d-+x=n Probl,

tpart. men, Y, i
!H‘dmay. }mcdgu.; 23(’“_“!‘:;—-(3
s =4
’ x+d=2" - +d—-”—ti
) g R ¥
lL Aplicac. Sea ZE;‘;? x:.l..gp.;:i?:‘go; x4 d:l?f;i?.:yo,
| s
{ Comprob. 704-30=100; 70—30=40.
OBSERVACIONES.

|
' t?  Aonque este problema es el mismo quo resolvimos en la
| T eccron I art, 27 y 28, conviene presentarlo en mapa y ha-
l ¢er algunas reflzcsiones,
2% Parece que esta cuestion requeria dos incdgnitas, porque
s¢ buscan dos cosas desconocidas, cuales son las dos partes,
[ cuya diferencia es dada; pero, como la mayor consiste en la
! Menor aumentada de la diferencia, resulta que, supeniendo ®
; la parte menor, el entendimiento percibe inmediatamente que
la mayor es % d. .
3% En la columnilla marjinal colocamos los datos y las
* nedgnitas,
4% Para plantear el problema da2cimos

o 3
=]
e g o g
= g u o
o ..18'
T = 8 8
& BN
L) B o= e
] @ O —
'..,-\_h.-.uu

%-+d - x = n, con lo que queda hew
¢ha la traducion &l idioma algebrdice,
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5% En la columna central estampamos la ecuacion 25+d=n,

que es sindénima de -la constituyente, pues solo sirve para la
simplificacion de sumar las dos incégnitas %, y se terminma con
una coma : la derivacion 2x=n—d, que es la traslacion de
la cantidad conocida d al segundo miembro, terminando tam-

; n—d
bien con una coma; y la resultante x—=——, que es una
2

division de aquzlla derivada por 2 para despejar la incdgnita,
con lo que concluye el periodo, que se seffala con punto y coma.

6% Ena realidad ya estd r-guclto el problema, pues tenemos
la incGgnita 6 parte menor espresada en cantidades conocidas, ¥
para hallar la mayor no hay mas que afadir la diferencia 4 la
menor 3 pero, 4 fin de tener la mayor con su espresion particu=

. n—d n+d
lar, ponemos la ecvacion x + d =—+d = -, en que el
: 2 3

micmbro del medio es ausiliar 6 indicativo para manifestar que
sumamos con el valor descubierto de la parte menor la diferea-

: B -
cia y resulta la mayor = == 4 que ponemos un punto por

terminar el cdlculo.
7% Podemos decir que en la cuestion presente la parte ma-
yor es la mitad del nimero sumada con la mitad de la diferen-

cia de las partes, y la menor la mitad del esceso, que el nid-
mero lleva 4 la diferencia de las partes.
8% Pura la aplicazion sustituimos en los segundos miembros

i n+d
los valores, que

de las dos férmulas x =~ s B4+d=
damos d los datos n, d.

9 Ea la comprobacion vemos que las dos partes compo-
nen el nimero propuesto, y que el esceso de la mayor sobre la
menor ¢s igual al intervalo 6 diferencia dada, de consiguiente

€l problema estd bien resuelto.
ey
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" PROBLEM A 1I. Diofanto, insigne matemdtico, pssé la sesta
parte de su vida en la nificz, y la duodecima en la adolescencia:
'8¢ casé, y habizndo vivido sin hijos la séptima parte de su vida
¥ cinco afios mas, tuvo vn hijo, qus vivié la mitad de la edad
del padre, y qus murié cuatro afios antes que Diofanto. 3 De
qué edad murié este ?
Yedid de Diof. incégn. 3

x:i+i+j+5+£+4 Probl.
@osngiq g 2
et e B Ml Ly )8 e
4x._(6 +12+ 7 +5+2 + 4 ) %4
oo U4 gy A-125 442549+ 84=75%+9.84,
9%= 9.84,
P L. 54 =83.
4 9
8 8 8
C“"’Prob. -(,:‘.+%+#}i+74+9=r4+ 7412 4424 9=84.
OBSERVACIONES.

1? El modo de plantear la cuestion es esta:

o
o
E»
.d -
=1
- o
o Mo
(=]
8 o bpom | —_—
a o = 3
< .= 2
N T S © o s
554 2 T
uw o O o e =~
e = I — g (=] = -g
o 8—- 5 " g‘ o o
5 E v a o g w
o 0 = =4 -—— (73 =
o o o Wt =) o
(-] . — o —
=8 e 3 -~ o >~ o Pow
X X % x
X = A e Ria— o e
6 id~ % 2
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23 Como en los denominadores 12 es miltiplo de 6 y 2y
solo resultan entre si primeros el 12 y el 7, por lo que
formo la primera derivacion multiplicando por su producto 84
la ecunacion constituyente para desvanecer los denominadoress

3? La segunda derivacion se forma restando de ambes
miembros 735x.

42 Y la ecuacion resultante 6 final se saca partiendo pot
el coeficiente g d2 la incdgnita, que queda despejada,

57 La comprobacion manifizsta que se plantea el problema
del mismo modo que s2 comprueba, sin mas diferencia que
usar de una incégnita en vez de la cantidad que se ha de hallar

TR L e SR

PROBLEMA III. Preguntando 4 uno que edad tenia su
hijo, respondid: si del doble de su edad se resta el triplo de I3

que tenia seis afios ha, quedard su edad actoal. 3Cuanta era estaf
xedad actiincdgn.; 2x—3(x—6)=x Probl

—x%+18=x,
—32x=—18 // 2x=18, -
:;f,;—---..l,::‘i.__gh
Comprob, 2.+.9—3(9—6)=18—g=9.
OBSERVACIONES.
312 La planta es esta ¢

-~ m’

- -

= 3

L \g >

o —_—

S o w8

T o = 7]

2B 8, ac.

'8 -g R ™ . -

m 9 a o [ |

I R -

WeEas S o

~ N

2%—3 (x—06)= %
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a? La primera operacion no es mas que la simplificacion
_ de la ecaacion constituyente. ;

3% Como en la primera derivacion, que es el pase de la
iﬂfﬁgnita al primer miembro, y 2l de la cantidad conocida al
3gundo, resultan ambos megativos, cambio los signos en sen-
tido positivo, precediendo 4 esta variacion el signo disyuntivo,
Pérqua no se alteran los valores.

4 Ultimamen:e divido por el coeficisnte de la incéguita
Para despejarla, y obtener la ecuacion resultante 6 final.

e e e

PROBLEMA 1V. 8e pide un ntmero tal que si & su
Quintaplo ss afiade siete vecss la duodecima pacte del mismo
m’i‘“em,y de todo se quitan 17 unidades , resulte igual od-
Mero con mas 203 unidades.

4

< _x—17=x L 203 Probl.
mx )7 {203 brob

¥ atm, incogn. 5% 4-

4x+;7— X 2034172204
2

FRE==080 ¢T3 %

_4-11e5.12

1153 Al

X

Comprob, 5.484—% 48 —17=251=48+203.

OBSERVACIONES.

17 No se ﬁecesita cotejar el lenguaje comun con el idioms
“lg'ehra’ico » porque la traducion de este problema es muy fa-
i pereeptible, :

?? En la primera derivacion manifiesta el miembro indi-
“8tivo que bemos pasado & al primeroy —17 al segundo con
¥ Variacion correspondiente de sus siguos.
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3% Ea la segunda derivacion hace ver el segundo miembro

que hemos multiplicado toda la ecuacion por 13,

4%

555=220«12 que el 55 y el 220 son divisibles por 1&
y por 5, divido en la resultante ambos miembros por 55
bajo la forma de sus dos factores 11,5, con lo que despejo’
la incégnita, y por la sencilla multiplicacion de 4 .18/

saco su valor 48.
e T R TR T T

Como se conoce dasde luego en esta derivacion

14

b ly
PROBLEMA V. Encontré un gavilan 4 una bandada de
palomas, y la saludd diciendo: bien venida sea la bandada de

lus cien palomas. Eatonces una le respondié : aunque no vamos )

cien palomas, sia embargn, con estas, otras tantas como estasy!

la mitad de estas, Ja cuarta parte de estas y tu, gavilan, com=|

ponemos ciento cabal, 3;Cuantas eran las palomas?

x ntim. de palom.incégn. 3  x+x+;%-43x+r=100 Probl,

1ix=100—1=99,
X¥Z29G . v =30,

Comprob. 36 4364 3° + 35+ 1==100.

OBSERVACIONES. y

17 Aunque esta cuestion es de la misma clase y mas facil

de resolver que la anterior, hacemos su esposicion con ciertos

adcraos para manifestar que se debe, antes de todo, traducirld
en ¢l mismo lenguaje comun con espresiones mas sencillas,

2% Consideremos que aqui solo s2 bascan relaciones de can-
tidades, y que debemos, por tanto, mirarlas en abstracto, pres=?
cindicado de que la especie sea de palomas, gavilanes 4 otras’
cosas.

32 En este concapto traduciremos la cuestion en nuestrd’
misma lengua, dicicndo: Se busca um ndmero, que sumade’

i
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consigo. mismo,-con Sk mitad, con su cuarta,parie y con la wii-
dad, compouga ciento, y su traducion al idioma algebrdicoyserd
facilisima.

4% Luego serd la primera derivacion una reunion de todas
las cantidades de la incégnita, y la traslacion de la unidad al
seguado miembro, de modo que tendremos *x=99.

57 Esta ecuacion la multiplicanos por % para obtener la
final, que es x=36 , con que queda resuelto el problema.

AERTVADS I

PROBLEMA VI. Preguntado Artemidoro gué edad tenia
.—AIEj,andro Magno , respondié que dos afios mas que Kfestion,

_Cuyo padre escedia en cuatro afios a la edad de entrambos,
¥ que el padre de Alejandro , contando ya 96 afios, tenia
tanta edad como los tres juntos.
% edad de Alej. incdgn.; x=2 edad de Efest.

& 45 ~2-+4 la del pad. de Efest.
G & 4 g2 X4 —2 44 la del padide Alej,

Prépa-

raciona

X4 X—24%4+%—2-+4=96 Probl.
45=96 ,
[t ¥
X¥—2IT24—2"22 35
2X43=24 2 42350

Comprob. 24+ 22 + 56=96.

i OBSERVACIONES.

;“'."l‘?- Auiique en este problema parece que debia haber tres
’“C5gnitas,_pugs se. buscan tres cosgs desconocidas 3 como las
dos Gltimas dependen fan claramente de la’ prirﬁém , hemos
hecho 14 preparacion para usar sclo de una.

-2t (Asiy de la edad: x de Alejandro Lhemo_,s d:educifdf la
i
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de los otros, y planteamos Ta cusstion de ests mancrs =

- ] '—... ]
) —t
= - i
2
. 5 Ao
& S b v |
-y
- il el r
- g g e )
LT v Z
o 5 @ '_g o 3
Sy -4 =
I a. &
b= a v o0
@ o ] L= @ iy i
p ot i (7] ki - o -
5 n
[ gy > = s =
" R eI,

% 4+ %—2 4+ xtx—a44 = yb.

3? Sumamos el primer miembro de la ecuacion y nos resul-
“ta 4x=96, que dividido por 4 nos da la ecvacion final x=24.

47 Luego es fdcil hallar las demas edades, sustituyendo
en x su valor. :

S L A

PROBLEMA VII. Pregunté Hércules 4 Augéo, rey de
los Eldos, cuantas vacas tenia. Kste respondis: en el llano
de Alféo la mitad 5 en el monte de Saturno la octava partes
en los valles lejanos la duodecima, en Eiide la vigdsima 4
en Arcadia la trigesima, y quedan 30 en mi haciendds
; Cuantas eran las vacas?

% nim. de vac. incégn. ;

1208 =608 ~—1 58 —I0X —0%—45=50+120//255=50.120,

50..]' 20:240
25

Comprob, 24o—142__24e_wes_iie_ssoi

X =

OBSERVACIONES.
1% Aunque es bastante ficil la traducion de ‘este pro-
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blema al idioma algebrdico 3 como no vicne propussto con
la tGltima sencillzz, pondremos aqui su planta:

-
- W
w
@ e - o
-« & — e B 3o
A - R 2
L= = =
o = =1 w s o 9
=Te} < - a 3
= o3 — o -7 £
- o i = a x o
@ (7 7] 3] - —_
g
L =~ w W 2
o b7} © @ N = @
& = = £ 2 >
w o oy
e (=] o o o o
3] = g = @ v g =
©w O . @ L BT
> ] T 8 »w L - |
-~ o s ) lo} U"E ot
-8 B B o e e G
(SRR e R R S e
X X X X X o
&% — — ey — e —— = —— T 50,
2 8 S e o)

z? Para operar con facilidad busco un nimero que sca
miltiplo de los denominadores , cual es 120, por el que mul-
tiplico la ecuacion  como lo manifiesta su segando miembro,

3% e propongo reducir ¢l primer miembroy y como esta
operacion no altera el valor de la ecuacion , no debo sacar una
derivada, por lo que me valgo del signo disyantivo para ess
eribir 4 continuacion la ecuacion igual 4 ella 23x= 304 120.

4% Es de advertir que las disyunciones , marcadas con su
S'igno ,» no forman nueva columna, y asi, en este caso, toda
la linea pertenece 4 la columna central.

5
tomo lo manifizsta el segundo miembro, coa lo que resulta

¥240 vacas de Augéo.
e e e B A Y L R R T G T TP e e e e e

“Ahora divido todo por 23, coefiziente de la incégnita,

. P;ROBLEM/I VIII. Unas gentes caritativas acostumbra=
ban dar 4 cada ‘pobre, que llegaba d su pusrta, la mitad del
Pa0 que tenian, y medio pan mas: llegaron tres pobres,
J.8¢ quedaron en la casa sin pan.. zCuaates panss habria
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2

“antes de llegar'el’ primer pobre? = ‘ ]
& panes, que habia antesdé Hegdr el primer pabre: incégn. 5 2
: : % x
e} Prlm' PDbfe spinagianiipe X TS e % — —-—-—%
3 2
Quedaron
: | % % g o
en 1? casa, /el S8G¢ sasee .____é_ (___%) T ____2} Prepaf-
cuando se 2 2 4
fué % s % 1 g
el terc, voss ——3— (_-—:}) 2= = g—g
. 4

Comprob: 7—(3+5)=33 3—(3+3)=r13; 1—(3+2)=0.

.
{

O - OBSERVACIONES., i1

13 En las ecudciones preparatorias restamos cada vez la
mitad del pan que hay, y tambien medio pan, con lo que 4 la
tercera nada queda, y con. csta espresion se plaatea el problema,

27 . Pudiera haberse obtenido la resolucion. por un procedi-
micato sintético sin mas medios que el raciocinio.. Con efecto
se conoce por la refla¢sion que no podia quedar la casa: sin pai,
cuando se socorrié al tercer pobre, si no en-el caso de habet
antes solo un.pan, para que la mitad mas medio fuese iguzl 4
uno.: cuando se socorrid al segundo habria el doble de lo qus s2
dié al tercero y el doble de medio.para que quedase un pany
esto es, 3 panes; y cuando se socorrié al primero sucederia lo
misimo, es decir, habria 3X2 +1=7 panes, como sale d la in-
céonua 3 de modo que si hubleran e gado 4 pobres serian I.)
los panes, si 5 serian 3t y asl suceslvamante. : 3

“ T T A B ST .
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" PROBLEMA IX.  Forma en batalla un General su ejér-
°1f° ) que es de ‘36000 hombres , en tres divisiones, de"modo
qus Ja 'del centro ‘tenga 3000 hombres mas que la de ' la
derecha , y esta 1500 mas que la de la izquierda. Se pre-
‘gunta scuantos habrd de tener cada division?
S0iv. Qel céntio
:"3000 de la der. )incdgn. 3
4500 de la izq.
x+x—3ooa+x—4500:36c:oo Probl
3x-36000+3000+43c0"—4

— 00—
. x_“g —14500;}

ehsl 00 h—0f L2

x—gpoo:r+5oo—3ooo:: 15003
X—4500=14300—4500210000.

C|°‘“Prob.‘ ' 14500 4115004 10000=36000.

0BSERVACIONES.

" Pudieramos haber tomado por incégnita cualquicra de
las otras dos divisiones del ejército; pero hemos tomado fa
del centro -por seguir mas de cerca la. docucion del problema.

28 8i hubieramos considerado que I:;division de la derecha
era [a incdgnita %, hubiera resultado sef x 4+ 3occ la del cen-
to y x—t500 la de la izquierda, con lo que hubieramos
$3cado x_'ML;—Lﬂ"IISOO como antes.

vl b si huabieramos ﬁ:urado con-x la.division-de la iz-
q“'“l'da, hubxera sido x4+1300 la de'la derecha ¥ & +4500

l i
A del centro, rcsultando al ﬁn x‘M3M_10000 G-

e, 1a sabiamos,

a
P % D“PUES de- plauteado el prob].ema son tan claras sus
e

”Vaﬂoues que‘*no ‘es necesario esplicarlas.

500,
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PROBLEMA X. Dos hurtaron 6o doblones: al partirlos ri-
fieron y arrebaté cada uno lo que pudo: puestos en paz, dié el
primero al segundo la cuarta parte de lo que habia arrebatado, ¥
el segundo al primero la tercera parte de lo que habia arrebatado,
y asi quedaron con partes iguales. ;Cuanto arrcbaté cada une?
x cant. que arrebatd el prim. ] . :
6o—x lg que arrebatd e?seg. } e o : ‘J_.

5 +E-C13_—x:: 30 Probl.

3% fo—x
1e 0k =30
4 3
5% = 12.30—~4.60=120,
—_‘ z__o — -
*= - = 24 ?
60—x = 6o—24 = 36.
Comprob. 24—+ % =30=36—3°+ %% i,
OBSERVACIONES.
1? La planta de este problema, segun su locucion, debid
SEr asi : . b :
"o
Ce = )
o =
C. 3
2 E
a o
- = =]
o : v o
— = ol -
Ui — ]
2 O g“ g & o O
2o iregohe & L s :
g B ol sl a E a8
e tiss 2 AL Y
se g Ls8 W w 5 8. B8
BEESR R Ty 8 il
O 15 M f bl onied o £00085 8
22 5 — an o = o] £ o s
}-: Ctm ™M ¢} - — o o =
oo o 2‘/\""\ 4
¥  6o—x o—x% ®
x—.—-—-—.{.._.___:ﬁo_-.x—- +—; peros
+ 3 4
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eomqv_ptoi:ura':ﬂoé Ta- mayer senzillez,” considerarémos que, de-
biendo quedar cada ladton con igual parte, percibird la mitad
de los 6o doblones robados 3 por lo que, conservando el primer
migmbro de la'vgcudc'ion., viene 4 sér 30, el segundo, como mani=
flesta |a ecuacion congtituyznte. ‘

at Las“ope-raéioh-es_ de la resolucion se entienden bastante
por los miembros indicativos, y se ve que el primer ladron
:'arre'baté'zq. doblones, y el segando 36.
' "3 Hacemos la comprobacion en la ‘misma forma con que

‘hgmos estampado la planta en la ‘primera observacion.

" PROBLEMA XI. Dada¥ las edades de ‘un padre y un hijo,
‘determinar el ntimero -de ' los' afios, que deberdn vivir para
"que’ la edad “del padre sea # ntmero de veces miltipla de
la" del hijo, '
{fdhd del pad. p+x=(h+x)n Probl.
‘:ﬁdel hijo. %dato's; hn genx= p~4%,
m. de vee, (n=1)x= p—iun,

¥ ag y
4o que deberdn viyir: incogn. 3 o p—hn
— H—‘ .
p=3555 i B
Aplic. Sea%hzzs; el o At P )
=24

Cbmprob. 55 +53=60=(15+5)3-

BRI L R U O T

PROBLEMA XII. Buscar un nimero, que, dividido por
0 . . . .
t0s dos conocidos, los cocientes tengan una diferencia dada.

b divisores LR
dd'f . 'dHEOS; ; ';"'“"F.._d Probl.
terenciy
She (b—a) x = abd ,
M. Incdgn, 3 ; S gl

——

—bh=—3

i
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1R Ny o abd Wiz abd iy el bd—ad.. , . ..
~ Comprob ggebrélca L b A
A 11c. Sea b _., :—‘-{;7—°—: B,
Comprob. _numérlca. '5" —35=14 —8= 5 s
S 1 :

PROBLEMA XIIL . Un comisionado de comercio salié de
Barcelona -con géneros, que.valian una cierta, suma. Llego 4
Zaragoza, donde gastd la imitad de la suma y-gané en la ventd
de sus géneros 20~ doblones: Pasé 4 Burgos, donde gasté la

_cuarta parte de o que llevaba y gané 15 doblones. De alli
pas6 i Oviedo, dende gastd el tercia de lo que tenia, y. gang 46

. doblones. Llegd 4 la Corufia, y gasté la sesta parte dg lo. que
tenia y gané 18 doblones. Se embarc para Cadiz, y pagado el
flete, que fué de 5 deblones, hallé que habia doblado la sumd

con que salié de Barcelona. 3;Cuanta era esta? |
: . e in: sl
& suma con.que saliG de Barcelona: incégn. 3 R

polii}

En Zaragoza.....ua................... X = —z— + 2:0 ::.__ '—:— + 2-0 ] g

Burgos.....ij—go - (-:—4— 20):‘{ +15= 385 430

3%, o
Oviedo.. .__+3o ("8— 3 +16 = 2-_{- 36 } Prepar

' |

d 5x

Coraiia. b 6—(—- ) +18_:~e+ 8
: +3 + ' 2% ¢
ea‘d‘i‘z-‘..---n“.on.loluu-lll--nll‘l '—f‘—+ 48 5 —"—-+ 43 f"‘
' (-0 B4

i ¥
= 2" 4 42 Probl.
ax % _43' ro

486 = 5%+ 43+ 24
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43% = 43+ 24,
& =24

24—3%* +20=32
, 32— +15="39
Comprob. ( 39—3° +16 = 42
43— +18=53;
53—5 = 48 = 24Xa.
OBSERVACIONES.

12 La tnica dificultad, que pudiera ofrecer este problema,
es su preparacion. Para hacerla vamos ejecutando sucesivameate
las reduciones necesarias: la primera es rebsjar la mitad del di-

E L TR L

nero, que el comisionado sacé de Barcelona, y aumentar 20 do-
blones que gané en Zaragoza, de que resulta haber salido de

5. x
€sta ciudad y entrado en Burgos con — -+ 20 doblones.
2

22 Las demas operaciones preparatorias consisten iguala
Mente en rebajar del dinero, con que el comisionado eatra en
cada ciudad, la parte que la euestion indica haber gastado en
ella, y aumentar el ndmero de doblones ganados alli.

3% Estas operaciones, aunque puestas en ecuacion, no corres-
Ponden 4 las ecuaciones de investigacion con que se ha de re-
solver el problema, pues solo tratamos en ellas de hallar los
Medics de plantearlo.

4% Luego que tenemos el resultado 5_:4-43 con que el
2

comisionado se hallé en Cadiz, lo igualamos con 2x doble de lo
Que sac6 de Barcelona, y asi cumplimos la condicion del pro=
blema, e cual queda plantzado,

5% Las operaciones resolutivas se esplican claramente por
las formas gel segundo miembro de las ecuaciones derivadas

Y final,

T e A e e e R T e e e e

ja
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PROBLEMA XIV. ;Cual es el nfimero cuyo tercio es
escedido de 20 lo que 30 escede al mismo ndmero?

N ndm. iucégll.; 20__1\1_30.._1\; Probl
i 3 fatt_ :

60— N:(go—N)3:§o—3N,
2N=go—60 =30,

NS v
Comprob. 20—"5 =15 =30 —15. !
T IR N LR Sl

PROBLEMA. XV. En todo rzlox el minutero estd sobre
la manilla 4. las doce. 3 Cuando volverin d encontrarse 2
& camino de la manilla desde la una al punto del encuentro: incdgn.§
1 4+ x5 =125 Probl.
MY =1y
=+ boras =3+ +*+ min.

OBSERVACIONES.

12 Cuando la magilla esté en la una el minutero vol.
verd 4 estar en las doce. Y siendo la parte x de hora el
camino de la manilla desde la una al punto del encuentro,
serd 14x el camino, que hace el minutero desde las doce,
en que se halla, hasta el mismo punto de encuentro; pero,
como el minutero anda doce veces mas que la manilla en
tiempo igual, y esta camina el espacio x, andard el minute=~
ro 125, Con estas dos espresiones diferentes del mismo camino
del minutero formo la ecuacion constituyente I+ &=12x con

que resulta planteado el problema.

2% Sacamos, pues, que siendo el camino de la manilla

I
x=5'4+->, el minutero, que anda ademas el espacio de
13 : .
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doce 4 una, la encuentra £ la una y cinco minutos ¥y cinco

onee aves de otro.

3% Este problema se puede generalizar facilmente, pues,
Siguiendo el raciocinio ya hecho, si a es la hora dada,
ndard el minutero el espacio, que haya desde las doce
hasta 1a tal hora, y ademas el que desde ella haya de
andar la manilla hasta el punto del encuentro, caminando
con una velocidad doce veces mayer que la de la manilla,
de modo que la ecuacion general serd a-x=13x, de que
resulta p—2 ,

i

4% Con esta férmula podemos saber cuando, 4 cualquier
hora, se hallard el minutero sobre la manilla, como, por
ejemplo, 4 las ocho; porque , haciendo 4=8 , tendremos

PRRR. b e

8o
“+r::a+£:8 +—==5 g

:8/‘—}—

aghliioph sish,
= =8§"+43".
)

¢S +% » que es la hora pedida.

PROBLEMA XVI. Un hombre, que camina diez veces

Mmas 4 prisa que una tortuga, la cual le lleva uaa legna
de delantera 34 que distancia la alcanzarg 2

% leg. que anda el homb. para llegar 4 la tort. incGgn. 3
10(z—1)=z Probl.
OrI=1D
et K R

Lomprob. (L2—~1)10=1,10="2.

OBSERVACIONES.
12 Como Ia tortuga tiene una legua de ventaja habrd
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andado en el mismo tiempo una legua menos que el hom-
bre coando estz la alcance , esto es, z—13 y como el
hombre camina diez Vveces mas d prisa, su camino z serd
diez veces mayor que el de la tortaga en cada unidad dé
tiempo, de que resulta z=i1o(z—1) para ecuacion ¢onsti=
tuyente. ?

2% Aunque este problema es lo mismo que el anterior
del relox, pues el hombre estd en el caso del minuteros
la tortuga en lugar de la manilla, y la razon de velocidad
de 10 d 1 en vez de Ja de 12 4 13 parece diferente
por haber hecho distinta investigacion, respecto 4 que antes
buscamos el valor del menor movimiento, que era el de
la manilla, y resulté. x= horas, siendo asi que ahord
hemos buscado el wvalor del mayor movimiento, que es el

del hombre , y ha resultado 2=1+7 leguas.
i

PROBLEMA XVII Con un ntéimero dado de cartas n s€
forma un ndimero m de montones, teniendo eada uno el ntimero P
de puntos, contados de modo que la base 6 carta inferior de ca=
da monton valga el punto que significa, y las demas valga cada
una por t : sobra el ndmero de cartas s, y se pide la suma dé
puntos de las cartas inferiores.

% suma de punt. de las cart. inf, incdgn. 3
mp =%+ m = n—s Probl.

XIS mp-m—n45 = m(p-&-r)—.(n——?)"

Sy o
. m= 93 ol i
Aplic. Sea P:'5; X¥=3(15+1)—(40—11)=19.
s=1t3
OBSERVACIONES.

1% Como los puntos de todos los montcnes son los puntos P



199
de cada uno multiplicados por el nimero m de montones, estaran
+ espresados con’ el producto mp. Si de este producto rebajamos
los puntos x significados en las bases, y le aumentamos el nd~
mero m de montones para compensar la supresion de una carta
que lleva consigo cada una de las inferiores en la cusnta resul-

tard 2| esceso que el total de cartas lleva 4 su sobrante  por lo
4§ue se plantea el problema de esta forma :

-
-
8
-~
gy L@
. =
n @ s 2
& Vgt @
't; W o (] ey
o ™ = b o
W O
Q
,.go't:c*u o ot
B 2.8 s g0 &
s e s T el G
o S o TN IR - ot
S G Bt e 5.0 St
RESschigiRE IR 0o
= T 5 @ 9
gmmmr—'Eu_guﬂ
] Lo P T |
B S T Tl =T
mp — X = W = 17— 5

2% la comprobacion se hace ejecutando Ja smerte con la

baraja,
e o T T A A LSRG

PROBLEMA4 XVIII. Uno quiere repartir el dinero que
ticne , entre varios pobres: si da 4 cada uno a le falta ¢
Para hacer la distribucion: si da 4 cada uno b le sobra d
despues de hecha la distribucion. 3 Cuantos eran los pobres
Y que dinsro tenia?

¥ Ui, de pob incsgn. ;
ax —c—hx +d Probl.
(a_b)x:c +d,

el
¥=——s
- i
ax-—e_—_‘f'_"‘_'_‘_’». GRR g + ad—ac+ be _ ad4be y

a—0b — a—b
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a=233 ; 4 ;
aAplic. b=20;3 x:'c+25:7; ac—-x:25'25+2°°w:l§5
Supongo c=1I03 25—20 25—30

(¢ femsl T

Comprob. 25.7—10=165=20.7423.

OBSERVACION.,

La planta de esta cuestion es bastante inteligible. Bien
se echa de ver que el dinero, que el limosnero tenia, era
igual 2l producto de la limosna @ por el nimero de po-
bres, menos la cantidad ¢, que le faltaba para completar
esta distribucion : tambien se conoce ‘desds luego que el
mismo dinero era asimismo igual con el producto de la li=
mosna b por el nlmero de pobres, mas la cantidad d que
sobraba. Con estos dos valores igoales formamos la ecuacion

; BT <
constitayente. Resulta que x:a+b es el nimero de pobresy

ad+2§ es el dinero que se busca.

y ax—c=

PROBLEMA XIX. Dividir un némero dado en pﬁartes
proporuonales 4 varios ndmeros dados.

@ nitmero dado
; . datos 3
11, iy P &c. nm, proporcionales

x parte del ndm. dado, la cual ha de ser proporcional & m ; incdgﬂ_ A

ﬂl:x::n:%::?:&..@b-,---x+ .-*..B..-—l—@c.__a pl‘ob].

s

m

P ma =
m-n+ p+ &
OBSERVACIONES.

12 Este problema es la regla de compafifa generalizadar
2% Por tanto, ‘siendo una cantjdad 4 otra como sus par-
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tes semcjantes son entre si, y compcniendo los''fiimeros pro-
" Porcionales dadns una cantidad total conocida , podemos decir:
K suma de ellos es al primero, como la cantidad dada 4
S0 primera parte, €8t0 5 Mmpn P4 im i a0
i indomalpsthing w4 "M que sc despeja dasde luegs
M= 4 p 4 e,
incbgnira,
i R TS S e e

PROBLEMA XX. Dados los t:empos, que tarda cada une
de dos cafios en llenar un estanque, determinar cuanto taidarda

e llenarlo corriendo ambos £ la par.

o =
Mpo que tarda en llenar el estanque el cafio c} R
que tarda el cafio ¢ i

1t = .
Iemlm en que lo flenardn los dos cafios juntos : incdga. §

ac = be' =t(c+4c') Probl,

7 ac
< :-_.._..-;
: :T(C ’)g
o : s ac I, 8\ it “axp
b ,...ac._r(c )//a._r(l—t-z-}._t. gy
ab
rha-—!—b
| &k
A 1 B s’ % 15 s 25
Pll(’.‘u Supolr]go 2 r-—---3‘- 4-' :(3-—{- )_ » iee
5—1_5_’1; o+ = 3 = hora y media.
' 4
OBSERVACIONES.

a i ' .
T Aunque introducimos en el cdlculo las cantidades ¢y ¢y
99 00 se presentan conocidas esto nada importa, porque desa-
] s porg
ar
Pdzecen despues en las operaciones, y conviene valerse de ellas
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al principio para traducir con Ia mayor ecsactitud posible el
problema. 2
2? Bien se echa de ver que estas cantidades ¢, ¢’ son el

caudal de agua, que los cafios dan en la unidad de tiempo.
3% KEn este prablema hemos generalizado la cuestion 47 re-
suelta en la aritmérica por la regla de falsa posicion. ‘
4* Tambien pudieramos haber dicho que, en virtud de ‘pro-

: 8 . : . (3
porcion, el primer cafio hubicra en el tiempo ¢ llenado — del
73
e 11
estanque, y el segundo cafio hubiera Ilenado 5 del estanques y
como ambos, corriendo juntos, debian llenarlo todo en el indi-

& R ] t ‘ i
cado tiempo 7, resultaria -H——I—F:l, representando esta unl=
dad la capacidad d:l estanque. Planteado asi el problema saca=

4 : ab
riamos el mismo resultado de t = ———.
a+4b
5% Respecto 4 comprobacion cousiderarémos que en un?

hora llenaria el primer cafio ¢=2 del estanquz, y el segundo
llenaria ¢’ = 4% del estanque ;3 de modo ‘que 2(c+c') ..

6+ :
- TN ( ‘54- ) — 3.2—=1 capacidad total del
estanqae. .

YD TR ST T

PROBLEMA XXI. Un pescador promete 4 su hijo darle
un cierto ndmero de cuartos en premio por cada vez, que saqué
peces en la red, con tal que el hijo le pague etro cierto nti-
mero de cuartos por cada vez que o los saque. Al cabo de uft
determinado nimero de redadas ajustan cuentas, y queda de-
biendo el uno al otro un ntmero de cuartos conocido tambied®
Se pregunta jcuantas veces sacé la red vacia y cuantas cof

pescado?




Fuivn P — i oo B r{ 1‘ 17 \ (
a’:ﬁmo total de'redadas™ ¥ T L 1A
var, sa&-premm o8 ssbasiigiliue noisenim '
datos 3.
| dwm"sﬁepérdrda oM g 1

Oganado ¢ perdido ¢ a] fin por el huu -

b Yeces que sacg |
26 la red vacia Sadi s aag R
ﬁ--” veces que SaLO pescado} ngﬁ- « €9118CQ -
(G—ﬂ)b-trcx-' d Probl, - -, '
' (b-i-c)'v: ab-—at '

‘ab— d
i | b+c o
sadg ”ab-—-—d acy-d
e & L'H-cf’E b+ec
a=—123 ; V-
Aplic S b= 5'-‘k : 12¢5—28 18,3428
* Supongo i - v:-;:;-::.q.:, a_v_—-.;;T_
3
d_.28

C°“’Pf°b' 3.8=3. 4::.28.

_ OBSERVACIONES.
Si procedieramos en el concepto de que el hijo hubiese
de perder planteariamos:la cuestion de esta mancra:

13

- cv—(a—v)b=4d, de que sacariamos v= a!i:-d'
c
%n:ﬁ"‘-‘_‘ Si hublesen de quedar en pazs. planteariamos
: ab
- AL T —(@=V) =0 5 o0 0= 4
$ ; cv—(a—=v)b 9 S bIJ
. 3% Resulta, pues, que la i::iSrmula general de v.es v= e
¥ la de a—v e,s‘a-v:ﬁf*-;{::—,_ tomando en ¢l primercaso el

b+tc

#1810 superior, en el ssgundo el inferiony.y. haciendo ea el ter~
ero d=o, : '

33



204,

PROBLEMA XXII Busear un ntimero,. ougas parfes,
de una cierta denomlnacmn, “multiplicadas entre si, den, el
mismo producto que las partes del mismo ninisro’ de und:
der 'minacion mayor en una unidad’ qué ‘la’ primera.

m denominacion de las partes: .datog

& nim. incégn, § , o
m : M+ 1 ™y
(i) =(=% ) Probl.
m m =41

gMg &t

(ma-1)m*E =
; ¥ R > X
(BA-1)*e ™
(m=-1)m*s
=0 e

§ ‘g m

2+1I 3
Aplic. Supongo m=1z3 xz('a""") EaLaar

2 z _—-;;“ 4
27 729 __ f27 b
Comprob. (Z ) Y {—~—:(s+|)} :
, PR
OBSERVACIONES.

. L
12 Como cada parte denominada del nimero es —, y el
(]

m .
nimero de estas partes es m, compondrd (i) el primer
m
miembro de la ecpacion ‘constituyente; y como cada parte

. . = ¥
de una denominacion mayor en una unidad ha de ser .

y el nimero de estas partes debe ser m -1, resultard
8 \ M 3 " i
(';n—;_"l' para ségundo miembro de la misma ecuaciom.

23 La primera operacion es cambiar los miembros de la



.
DYY, R

ecuacion constituyente, y disponerlos de un modo m'a§ ade=-
tdado para la resolucion.

3% Las derivaciones son fdciles de compreuder 4 su mera
mspeccmu. ‘

e —— R B R e
PROBLEMA XXIII. Dos jugadores se ponen ‘4 jugat
COn ‘una misma "cantidad de diacro:’ éb-primetd pierde @,
¢l segundo pierde b, y la cantidad, queé- queda al primero;
s m nlimero de veces miltipla, de la que queda al segundo.
¢Con qué dinero se pusicron & jugar ?
D din, con que principié cada uno: incgn. 3
D—a=m(D—b) Probl.
(1—m)D=a—mb ,

Pz mbha.
m—1
a a4=1%00 3} ol
l\phc. Sea {b =800 : ) f L 820_‘ 200 RO:O — 1000,
m= 43

Comprob. 1000—200—800-4(1000—800)

S T A R S ST L

PROBLEMA XXIV. 8e pide dividir el nimero a en
Varias partes, tales que la primera esceda 4 Ia segunda en by
la segunda & la tercera en ¢, la tercera d la cuarta en d, &c.
% nm, de partes: dato}
¥ prim. parte

¥—b seg.
X—b—c terc. incéga. 3
¥~b—c—d cuart.
e,
ax= mc._(n..;.:)b--(n-—z).:—(:z—-3)d.m.—-{n—(ﬂ*’)}’1 Probl,
BX= g +(n—:)b+(n-—2)c.+(n-—3)d ..... -+ {ﬂ-—(”—l)}qa

fa 4 (n—1)b+(n—2)c+(n—3)deet 19
/]




AR o
aTE3035n olom pu b eolrenioqeib ¢ .eindvitiones cololiNg
'b_:_ 23 ‘ logan Bl ernn ohME
Aplic. Jg:0y & 30ba820F5.3 44, 54304 4+2:3+ 14 672
Sea : : i 6 "N 0.0
K e - TR =0 E—— e
il

45501 63 nfmq 85 BSIC a
Comprab. lln—l—-!lz—’l—HI!o—5+to5—4+IOI—3+98—4.'A

WStk MR HPIOSTIATIFON i S8irhige =6

obougse le bl GBRERVACTONES. "9
12 Si hubieramos supues:o que ¥ era Ia parte menor., hu-f
biera resultado la etuacion constituyente -
a=nx +(A—=1)b+(n—2)c e +{n—(n—1)3q, ‘
a—(n—1)b —(n=2)¢ s —1g
g n
2%  Los coeficientes, en ambos casos, empiezan en Ig planta
por el ndméro de partes, y van disminuyendo una unidad em '
cada término hasta que ¢l tltimo tiene por coeficiente la unidad. |
Lo mismo sucede en el valor de la incdgnita, empezando por
un coeficiente visible-una-unidad menor que el nimero de par-=
tes por ser el del primer esceso.
e T T P S A e
PROBLEMA XXV.  8e pide un ntmerotal que, sumado

primero con a y despues con b, tengan estas sumas la razom,

y obtendriamos & =

de m:n.

& ndm, incégn. 3
x4-a:X¥+b:: m:n Probl,
m+bm = an—-nx ,
(m—n)x = an—bm ,
an—bm

¥=—
ih—n
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- (8=2=8; feus

Apﬁc.:SeE bfz B 2= 8.4_—2.7: 32—!4 — 6.
ERR S A 3 14 3
‘ =g Rl ’

““Comprob. 64 8:6+42::7:4
o1 . ) k

PROBLEMA XXVI. Queriendo un oficial disponer su
1r6pa en batallon cuadrado, le sobra & ndmero de soldados.
Aflade un soldado por fila € hilera, y la falta B ntimero
de soldados para formar este segando cuadro, 3Cuantos sol-
dados ‘tepia 2 '

ﬂlﬂdo del prim. cuad

¥ ta alm, de sold, '}incégn.; x4+a=(x+1)’—b Probl.

X' g2¥41—b=x’+a,

atLbh—1
x-—-————'z L
- a4+ b—1\?
%3= )
k 2 3

—— ‘.2
3‘l+a:(ﬂ_l_) s s
2
i . " =L A
Aplic, Sea Z'_‘”: 3 o= (Lf—'i’i—l) S da=—1112.
== 9 2

Comprob. 112=102=123 11211 =—0Q.

OBSERVACIONES.
Para evitar radicales y simplificar la resolocion to-
Mames por incégnita & el lado del primer cuadrado , de
. Modo que ¢] ngmero de soldados ha de ser x4+ a.
37 Como el lado del segundo cuadrado debe ser &+,
%t tambiey (x41)*=>b el nimero de soldados.

3%
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3* Con estas dos espresiones iguales formamos la ecua-
cion constitayente &°4-6=(x-1)?=b, y aunque aparece de "
segundo grado, bien pronto se elimina el cuadrado de la
incdgnita &, y se ve que el problema es de primer grado.

a4b—1\? ;

4% EIl resultado x’+a:(+—z) -4 manifiesta que
el problema es imposible siempre que los nidmeros a4 b
sean ambos pares 6 ambos impares, pues en tal caso sa=
cariamos un quebrado,

e R S T T I T I

PROBLEMA XXVII. Un padre reparte su bacienda de

modo que al primero de sus hijos toque a, y la parte p del |
resto: dl segundo 24 y la parte p del resto: al tercero 3a y la o |
parte p del resto, &e. Todos salen cen partes iguales. ; Cuanta |
era la hacienda? ;Cuanto toc6 4 cada uno? ;Cuantos eran los hijos?

% hac. incGgn. 3 RS e ap+s—a Caohs t 5% |
P f prep
2a+| -a) 1p= 20 HPE 3P A 4ol g0 :
\ P ™
ap+x—a - 2ap* .+-px—;3ap-—x+ a Probl.
P P
ap’ 4 px—ap = 2ap* 4+ px—3ap—K-4a,
Valor de Ja hacienda x = ap®—z2ap4-a = a(p—1)* 3
Cuota de cada uno s+ 2—"2 =g+ ap‘-mp+a—a: a(p—1)3;

?
Nimero de hijos (Z—I;! =p=—1.
a(p—1)2=t1000(5—1)*=16000 Valor de'la hac,s
Ag:;c'{z,_m? a(p—1) =1000(5—1) = 4000 Cuot. de cad. ufW’
ot v o —1 = 4 Nim. de hijos.
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g S O 6000 — 1000 :
1.°F hijo... 1000 + s i = 40003
5

16000—~4000—2000

2? ssssnssasanse 2000 + :4000 ;

Compop, 5

16000—2 . 4000—3000

3? sensssusantes 3000 -t 5 — 4000 H
4? EARLET LR Rl 4000 + l 6000_‘.4 g 4000 = 4000‘
s
OBSERVACIONES.

17 Tomando a para la parte del primer hijo queda el valor
de la hacienda menos esta parte, es decir, ¥ —a, y como de este

. . iy *—q . i
festo tiene el mismo hijo la parte p, esto es, . viene 4 ser
$U cuota g+ — ap4-x—a.

,; ?

2% El segundo hijo tiene Ia parte 2a3 pero, restando del
Valor de la hacienda esta parte, y lo perteneciznte al primero

Y—p g x—0
que es a4, quedard x—34— 3 ¥y como de este resto

ti . P X —=—0a
tene el segundo hijo la parte p, esto es (x—3a—- _}3_):?'"
. :px—gaﬁl—-x—i-a, su cuota serd ga+P"_3f;P;-x+a“.

\o= 20p 48— 30p—sit 4,

3% Siendo iguales las cuotas de todos los hijos, formo con
la del primero ¥ la del segundo la ecuacion constituyente
&t x—a - 2ap* 4 px—3ap—x4-a

¥ ¥

4a Es claro que el nimero de hijos es el cociente de la
division, que se hace del valor de la hacicnda por la cuota de
“ada uno, 6 bien i

ap—1) —P=T
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5% Por haber tres cosas desconocidas, aunque depehdientes

entre si, podemos considerar cualquiera de ellas como la- incég- 1
nita, segun lo hemos hecho ya con el valor de la hacienda. oll:
62 Si suponemos que % es la cuota de cada hijo, esta inmei"
cégnita comprenderd, respecto al primero, ademas de la canti-
“dad a, 1aaparte p del resto, la cual serd x—a, que, multiplicada
por p, reproduce el rasto px—ap, & que solo falta a para sig=
nificar el valor de la hacienda en px—ap 4-a.
7% El segundo hijo tiene 24, y la paite p del resto; pero
la hacienda vale px—ap +-a, y se ha tomado de ella x para el
primer hijo y za para el segundo, de consiguiente queda
px—apd a—x—24 = px—ap—a—y, de cuyo resto la par=

i
K—ap—a—X i
te p es e N pues, que la cuota del segun= =

il

do hijo es 24+ i 2k B LS AL L I | !
' £ P

82 Debienda ser iguales las cuotas de los hijos, planteo el -

problema con las del primero y del segundo en esta ecuacioy

"P'_”";P”—x » que resuelvo asi: Rt
PE=Gp—B - pr—K o
0 _ap-—a—x s
=ap—a=g(p—1) cuota de cada l”i'o;
y el valor de la hac? px—ap+ﬂ =a(p—1)p—apta.,.
w=alpt—p—pA1)=a(p—1)*. |

9 Si tomamos x por el nimero de hijos, considera=

x=

rémos que el dltimo no puede tener parte p de resto, pues
en tal caso quedaria algo de la hacienda despues de hﬂ-chﬂ
la distribucion , lo que seria contra el suPuesto. Por tanfa? §

la cuota del wtimo serd el producto de Ia parte @ pﬂfJ 4
\

i
h

el ntmero de hijos, esto es ax.
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10? Siendo tambien ax la cuota del primero, en que

g e incluye su parte p de resto, serd esta ax—a ., y el

\MiSMo resto consistird en el miltiplo (ax—a)p=apx—ap.

11?7 Como solo se ha tomado del valor de la hacienda

la cantidad 4 para el primer hijo, serd el total valor
de aquella apx—apy-a,

12%  El segundo hijo tiene 24, y ademas la parte p

. apx—ap 4+ a—ax—2a
del resto, Ia cual consistz en 22 P

__ apx—ap—a— ax : ? !
= + luégo su cuota serd
P 9 o
'1=a+ apx—aﬁ——a—-ax o apx-!-ap—-—a——-ax.
L e i ?
- 13 Tgualando las dos cuotas 4 tendremos Ia planta y
- Tesolucion siguiente : ' '

ax:apx —+ap —a—ax
: p

aps—apx -+ a} —M—ax,

>

ax = ap —a=a(p—1) cuota de cada hijos
_a(p*i)

R== =T Rt némero de hijos s

% —ap g —ap(p—1)—ap+a=a(p—r)* valor de Ia ha-
cienda,

PROBLEMA_ XXVIII. Un comerciante emplea todos
5 aflos g nimero de duros en el gasto de su casa; pera,
B0 virtud de oy comercio , aumenta cada afio su capital en
la Parte p de lo que le queda .,.' deducido aquel gasto,

3%




L]
w

Al eabo de 7 ndmaro de affss ha multiplicado por m su capital. ;Cuoanto era al priacipio
& caudal al principio : incégn. s

124
®
Supongo 1 +~£~:q; {

(Pﬁ.m.. ® 80 b a s se e be e e v -K—-a-}—x—a':(x—-a)(l—}-%)::qx—-qa

3
‘E Seg. s ov s nanas qx—qa-—‘-a-i-(qx-—qa-—a)%: (gx—ga—a)(1 +§;):g’x-—qza-qa
o
32 terc.. q’x—q"a—-qa—a+(q’x—q’a—qa—a)l: (¢°s—q'a—ga—a)(1 +.‘) AL
2 g o & : ; v Prepar.
S e =g3s—q’a—q’a—qa
- V&S S
Lu. oo Q5—qa—q" " a—g" " a— g 2 au—ag= g —ag (T g TP 4 T P 1)
n‘—_
U R = (R O Lt KO B e Z_‘_: 5
77 L]
s —ag(q" g R ) =g L J
L
q"x—---‘i(—q——l-:ﬂ—:mx Probl.
q_
”_
(qﬂ_m)x: a.__q(q__l..).- Y

g .
e= A




4=1000}

p=3; i ¢
Aplic. 1 1000 §(35—1)
Spea ::l-i-—F =r43=%; 5= (j“s _(4000 :?} (-_. E)_.lq.!}oo.
b (%_')(—5—2) 3 7
n=33 3
m=3z 3

Comprob. (14800—1000)$=18400; (18400 —1000)%=23200; (23200 —1000)%=29600=14800.2¢

OBSERVACIONES.
1? Sapongo l-l—%:q para mayor facilidad en el cdlculo,
2? La preparacion manifiesta bastante que en el primer afio, rebajando del caudal x el gasto a,

y aumsntando la parte p de ganancia sobre el resto, resulta

2 (x—a)s "‘";?) i

+ » =(x—a)g=qs —qa: en el szgundo, haciendo la misma rebaja, y el aumento de la parte p sobre
qx—-—qu-—a
2
vemos por iaducion que al cabo de n afos era el caudal ¢"s—g"a—¢* fa—q" T *Gun—ag .« o

oo =g " —ag(y? T A" Aq" "3t 1),
3% Respecto d la cantidad, que estd dentro del paréntesis, sabemos que [61. 27 si uma po-

- . -
el nuevo resto, teadremos gx—ga—a+4 —=q’x—q 6—qa; y siguiendo de esta manera

€13
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tencia disminuida de¢ uni umdad se divide por su raiz dise

miouida tambien de' una unidad, el cociente es igual 4 la
voidad sumada con las potencias sucesivas de la raiz, desde
la primera hasta la que es inferior en una npidad 4 la
potencia, que la misma raiz tiene en ‘el dividendo ; luego

q11_1+q'1"2+q?3—'3""+1-—-qq ’yq x“aq(qﬂ—ll'{’qﬂ—!'...

aq(q” —!)_
G

4% Con los dos valorss iguales del caudal resultante al
fin del 4ltimo aiio planteamos la cuestion asi:

{5 ag(q"—1)

g—1
L3
y a o=
D2 esta ecnacion sz deduce q”x—-—mx:—-j'(—q————-)—s
q—1

esto es, que la diferencia entre g"x cantidad, que hubiera

e T Y1) =g —

—mX.

a

5.

adquirido el capitalista sino hubiera deducido nada de s
caudal , y mx cantidad que al fia le resulta , es
ag(g”—1)

q4—3 :ag(gﬂ—t .+qn-—z +qn—.3,...+_1 ), es decir, aq” que

hubiera producido la a del primer afio, mas ag”—* que hus

biera producido la a del segundo affo, mas ag” % respect0
4 la a del tercero, y asi agregando lo que hubiera pro-
ducido la a de cada afio siguiente hasta la del dliimo
«que serfa .ag.

6% Eo virtud de este raciocinio pudieramos, sin calet
lar las cantidades que quedan al fin de cada afo, habef

planteado desde luego el problema con la ecuacion g”% ..+
aa(q"—1)

o= mx Aag(q" T e g g T R e 1) e T—T’

e B e
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PROBLEMA XXIX. Un capitalista aumenta todos los
affos sy caudal en la parte p, y estrae al fin-de cada afio la
cantidad 'z :'al cabo de m aiios ha multiplicado su caudal por m.

Cuanto era al principio?
% caudal : incégn.;

R R
Porte del capital en 7 afi0s.w., (x-i-_-_—-—) x=q"x

f primZucsses s(:-q-— %)ﬂ—::aq”" '

se. a 4 ! n—B— 2
.g-uuuu ﬂ(["" "i" ek aq

segfegacionﬂs al

A 3 7”— .

~fin de los afios S teref..nnn. a(1+_£.';) B:aq"—s v Prepar.
P

| &e.
ot g2\ 1
{ g erenane +— =a °__."G
b Sami R a(‘ P) gt
SUma segre_ga“." a(gﬂ—’ +qﬂ—2 +q'n '—'7-3"“+’):f—(;ﬂ-—-—-_[.£t,’

‘ 3 77
| . mx=q"5— (9 =) piovl.

==

Yaqg

9-——1’

™ qn__'!

X=0ae - e .
(g—1)(g"—m)

gy
g x—mx=a. .

| v 810003

Ry RN o
B e (‘i) 555
| Sg (=1 —=+3=%;  ¥=rooo. 37 . =r1100,

: 4 4
B T L

| m-":‘._g; ! 2
. : 3
- Comprgp, 43 . By
{ 'P 2 5—3-'-. I‘?IQQ—-IQOO,Q"-&%—_-_'—I_-—:26311+"%‘-_~(4!ll+%) " e

s — 32200 =11100X2,
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OBSERVACIONES.
1% Sabemos por la regla de interés que, siendo compuestes

; n j
se convierte el caudal, al cabo de n afios, en (1 +_'_) x=q'%
P

cuya suma tendria el capitalista sino hubiera desmembrado nadae
2% Como empiezan las segregaciones despues del primer |

afio, se hacen durante #—1 afios’: la primera es ag” "', Ia

segunda ag®—*, y asi sucesivamente hasta que concluido €l

tiempo, la dltima segregacion es aq” ™~ "=aq°zza,

a(g"—1)
g—1

de las segregaciones se ha de rebajar de g”x importe del capiral

32 La‘suma a(q" ‘44" 4" Pui+1) =

n-_
en n affos para obtener el liquido g”x— et =t
g1
4% Como este liquido se halla tambien representado por m#s

a(q”-—!)'

et
5% Si comparamos las ecsistencias ag” 4= ag” "t |, ., .

planteamos el problema con la ecuacion mx=g"x—

+ + 4ag"" .. 4 ag perdidas segun el problems anterior y 8
ecsistencias aq""‘-’l"ﬂq"'"’ 42" et perdidas con®
forme al .presente, hallarémos que su diferencia ag”__ 4 es
el esceso, que el primer término del minuendo lleva al ditimo
del sastraendo. Asi debe suceder, porque, siendo la ecsis=
tencia perdida cada afio en la primera hipdtesis igual 4 18
perdida el afio anterior ea la segunda, no debg haber entré
ambas pérdidas otra diferencia que la que ecsiste entre 12
cantidad perdida el primer afio en la primera hipétesis, ¥
la perdida el Gliimo afio en la segnnda, siendo iguales las
pérdidas iatermedias en ambas hipéresis,

62 Vemos que en la primera-bip6tesis es mayor la pérdidas -
pero, como la cantidad, que necesita el capitalista para sostenct



su casa el primer afio, se ha de deducir de alguna parte, la pérdida de los intereses;, que esta

cantidad le produciria, desvanece la ventaja aparente de la segunda hipétesis.

ST T 7 N T P

PROBLEMA XXX. Un comerciante quiere asegurar un cargamento, y recibir en caso de
pérdida la totalidad de €l de los aseguradores, lo que podrd ser si la ley mercantil permite ase—
gurar no solo el capital sino tambien el premio dél seguro. En una parte le piden @ por 100
por el seguro: en otra le piden b por 100 en caso de que su capital se salve,{y d por 100 mas ca
caso de que se pierda. Se pregonta qué relacion debe ecsistir entre a, by d para que en el

caso de salvamento pague lo mismo & un asegurador que 4 otro.
¢ capital, que supongo =100 ;

; 2
ac
c—a t a1t ¢ 3 pagoal a pore 4...

cantidad que se ha de

c—a c—a
asegurar al a porec
c(b=-d) c? g
e—(b+d):b+d:: f— g Pago al b+d porcyaes = D cantidad que se ha de
e+{i4g R (et @) asegurar al b por ¢
2 = - Probl,
c—a c—(b+d)
82 A b
il ©  pamb—el :
ac—=ab —ad =bc—ab ,
4d = ac—bec ,
4= —be be
= -

4] o

Prepar.,

©
3
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z — s a3 "

a= . ¢ “100. 100 .

: g 3 = ———— =I111+§}
Aplic.§ b= 83 c—a 100—10 ,
] 8.100 2 ;
Sea d=100— =222 —10; ¢ —_100.100 —1384+4
10 F—b—d ™ Yoodi-B8—To03 ¥

Comprob. (r11+ %) fsa=rt14+5=(138+)+is.

OBSERVACIONES.

17 Es bien sabido que el seguro es um tanto por ciento,
que el capitalista paga al asegyrador, ya per¢zca su capital, ‘ya
se salve, con la condicion de que en el primer caso el hsegufa- o
dor le ha de satisfacer su capital. 7

2?  Debiendo descontarse el premio de cada €= 100 ase=

G 5 = ad 5
gurados, resulta que si jpor c—a pago a, por ¢ pagaréd ——, y
. - - ] (3 A

ac - @ ¢k = o

la cantidad, que habré de asegurar, serd -
c—a& ¢ _c—a :

33 Con respecto alpremio parcial & y sobrepremio d haré

o o(b+d) :

c—(b~+d)

como solo he de pagar b por 100 respecto 4 saponerse el caso

asimismo esta proporcionc—(b+d) :b4-dzze:

3 peros .

de salvamento, serd la cantidad de.l pago c——(l::_%?)’ yla ‘.lue,:'

be #bo c?

ey o g
4% Las dos cantidades de pago son iguales, y con ellas se
ges. © 8 ke
t—a ©c=(b+tc)

5% Segun se propone la cuestion son conocidas las canti-
dades a, b, ¢, y se debe considerar d como una incégnita, cuyo
valor se descubre por sus relaciones con las demas cantidades

en la ecuacion constituyente.

se ha de asegurar

plantea el problema en esta forma
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62 * Bn general, dadas tres'de las cuatro cantidades a, b, ¢, d,
82 puede hallai la otra, que se considera como incdgnita.
73 Si el cargamento.se pierde, entonces

2 ¢ a A ;
Sado,dp B3 P IR ~— = ¢, y también
e ey C—a
c? ~ e b+d _ c*~be—de . i AR
e—(b+d) c—(b-+d) SRy

decir qus, en caso de pérdida, percibe el capitalista el valor ¢y
sea del primer asegurador 6 del szgundo.
82 En la plantificacion del problema hemos espresado qus

el pago al segundo asegurador era » POTque supo=

be
c—(b4-d)
niamos que el cargamento se habia salvado, pero en la obser-
Vacion antecedzate , como suponemos que se pierde, €s el paga
Blg2uig b+d _ e(b+d)
A = b+
c—(b+d) c (b+d)

ad
"g2 “Como de la 2cuacion ad=ac—be se saca ——a—b, y _—

es una cantidad positiva, se ve que el premio a bsoluto a dube
' St mayor que el parcial b,

ais 108 De:lla ecuacion d:c—-—_l;i se deduce que por cada
unidad, que disminuya el premio parcial b, aumenta el sobre-
premio d la cantidad -g-.

112  Variando los. premios parciales y sobrepremios,, sim
alterar el premio absoluto,

be
d=c-—— " ;
®ndramos 5 ,....d:d’::t——é: eI el nt_b'.::a----.‘;':m-..};,#;h
L PR a a P
’ a

lo que significa que los sobrepremios estan en la misma razon
que. los. escesos del premio absoluto sobre cada premio parcial,

55
|
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PROBLEMAS PROPUESTOS.

12 - Dividir el nimero 236 de modo’ que Ia parte del
“medio esceda & la menor en 40,y séa'éscedida por la mayor

220

en 65. %
Respuesta : Parte mayor 132, parte del medio“72, y
parte menor 32.

2? Hallar un nimero tal que la suma de su f, su %
y sus § sea 8ob.

Resp. El ntmero es 840,

3? Un maestro, queriendo atraer 4 su taller varios me-
nestrales, se propone ofrecerles una gratificacion, A ‘ests fin
cuoenta su dinero, y resulta que para dar d cada uno 12
pasos le faltan 6; pero, si les da d razon de 10, le sobran 4o
Se pregunta ; cuantos eran los menestrales, y cuanto ‘dinero
tenia ¢l maestro ¢ ' '

Resp. Los menesterales eran 5, y el maestro tenia
54 pesos,
4% Un galgo, que estd 4 100 varas de una licbre, y anda
3 varas mientras ella anda 2 ;cuando la alcanzard g
“Resp. A las 300 vatas que ande el perro 6 4 las 200
que ande la lizbre, '

52 Un padre ofrecié 4 su hijo darle 12 cuartos cada dia
que supiera la Jeccion; pero que le tomaria de su fondo 6
cuartos el dia que no la supiese. A] cabo de 30 dias debe
el padre 270 cuartos. Se pregunta ; cuantos dias supo el hijo
Ja leccion?

Resp. La supo 23 dias.

6° Se piden dos ndmeros que sumen 370, y que la suma
de la mitad, octava y duodecima parte del primero sea igual
4 la suma del tercio, sesta y novena parte del segundo.
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" Resp.'Los ntimeros son 264 ¥ 306,

7? Un carro estd cargado con 50 bombas de dos diversos
calibres: las del primero pesan cada una 72 libras, y las
del segundo 50. El peso de todas es de 2698 libras, ; Cuantas
bombas hay de cada calibre 2

Resp. 9 del primer calibre y 41 del segundo.

82 Ha habido una accion entre dos divisiones de igual
fuerza. -Por nuestra parte’ se  perdieron 200 hombres, y el
enemigo - perdié 800y habiendo quedado nosetros con cuadru=
pla fuerza. Se desea saber cual erala de cada parte aates
de la accion ?

Resp. La fuerza de cada division era de 1000 hombres,

9% Una pila, en que caben 70 cuartillos de ‘agua, se ha
“llenado en 713 minutos, corriendo sucassivamenle dos cafios,
-de los cuales el'uno daba 5 cnartillos en un minuto y el otro 4.
Se pregunta j cuanto tiempo ha corrido cada cafio 2
e . Resp..-El primero’ o, minutos, y el seguado 5.

10? - Un hombre da ‘al primer pobre que encuentra [ de
los: cuartos que lleva, y 4 mas: al segundo } de los cuartos
que le quedan, y 8 mas: al tercero & de lo que le queday
¥ 12 coartos masj; y va dando por sestas partes y el au-
mento de los 4 cuartos cada vez hasta que se hallasin
dinero. - Entonces resulta cada' pobre con la misma limosna,
3 Cuantos eran los cuartos repartidos, cuantos los pobres y
euanto tocé d cada uno 2 )

Resp. Los cuartos repartidos eran 120, el nimero de
pobres. 5, y la parte de cada uno. 24. qzeS
#1212 Un . muchacho compra manzanas, y le dan ro por
un cuarto : compra tambien peras, y le dan 25 por 2 cuartos
Eantre peras y manzanas ha comprado 100, que le han cos=-



-2 })
tado 9 y 3 cuartos. ; Cuantas manzanas, y cuantas peras ha
<comprado? . )
Resp. 73 -manzanas. y 235 .peras. _ Sessdibes
~a2? Un wvinatera quiere mezelar vino decd 16 rs; arroba
con otro de 4 € rs. para componer 108 ‘arrobas que-pueda
vender 4 ' 7 rs. 3Qué porcion 'de cada vimo ha de’entrar
en la mezcla 2 , ' :
Resp. 27 drrobas de d.10, 18,y ¥y 8r1.de 4 §. .. 3
137 Dos ‘negociantes 4 y B han hecho compaiifa, po=
niendo entre los dos 300 doblones, con los cuales han ga=
nado 160, y de esta ganancia han tocado 4 4 32 doblones
was que 4 .B. 3Cuanto es la pussta, y ‘cuanto la _gana.ncia
de cada uno? iq
. Resp. La puesta de A son 300 doblones y sa ganan-
cia 96, y la puesta de B son 200 doblones y su ganan-
cla 04. 1
14° ~Un capital “puesto 4 ganancias, 4 interés.simple, ha
ascéndido en 8 meses d 297 rs. 205 mrsi y en a5 meses
d 306 reales. 3 Cuanto era el gapnal., y de cuaato por 100
el interds anuaH ¥
Resp.: El capital era de 288:1s, 'y:el interés: anual de
§ por 10o0. , » a0l oh. otnsm
15 Dos mayorazgos 4 y' B tienen una misma renta-anuale
A ahorra cada afio 3 de la suya; pero B’ gasta anuvalmente
60 doblones mas que A, quedando empefiado en-160 doblones
al cabo de tres-afos, 3Caanto cobea’ cada ‘uno, y-cusato ‘gasta?
Resp. La renta de cada’ uno“es“r33 ‘doblonés x. peso’y
5 15,4 A gasta 106 doblones 2 pesos y 10 5.,y B gasta
166 doblones 2 pesos y 10 1s.



PROBLEMAS.

COLECCION SEGUNDA.

Primer Grado con varias Incignilas.

ADVERTENCIA.

Para estudiar estos problemas conviene temer presente
la Leccion IX,
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' PROBLEMA -I. ~ Hillar “dos mimeros , siendo econocidas

su suma y su diferencia. u '

:I?i?:;}éa_ms ; i %t?;i;} Probl.
f:;;:‘ 22; inéégn.; ﬁf:i; guevaNEswdyl i NS ': o
_;i%i; nood S8 =p=il g0, B s:d :
OBSERVACIONES.

12 Este problema es el mismo que el primero de la
coleccion antecedente 5 llamando ndmeros & lo que .en &i otrp
se llamaba partes, y suma d lo que en aquel sz decia mimero.

2? Podiamos habetlo resuelto con una incdgnita , bien
fuese .tomando n por ntdmero menor y s-+4d por el meyor,
6 bien N el plimero mayor y N-—d el menor, con lo
que el cdlculo hubiera sido como el del otro problema sia
mas difzrencia que de nombres.

3% Pero hemos preferido resolverlo con dos incgnitas
para manifestar como diferentes caminos conducen 4 un
Mismo fin : para ensayarnos en el método de reducion 6
de’ sumar y restar las ecuacionss constituyentes , converti-
das en incidentes , 4 fin de obtener una principal ;5 y para
presentar la estructara del cdlculo en las ecuaciones and-
logas, qus se corrssponden en el cuadro d: la resolacion.

4% Derpues de traducida la cosstion ‘en dlgebra hemos
trasladado su planta 4 la columna lateral , 'y abrazado sus
dos ccuacion=s con un corchete ea sefizl de comparacion,
¥ de operacion ‘reciproca para eliminar 6 desvanecer una
incdgnita, y hzmos deducido-con el signn de consacuencia
Que, sumando las dos ecnaciones incidentes, resulta la prin-
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cipal de aN=s4d, cuyo segundo micmbro, haciéndo’ las
veces de indicativo y de significative 5 manifiesta que- he=
mos hecho la operacion de sumar, y nos presenta el valor,
de la inéégnita N multiplicada por el coeficients 2,
s+ d

52 "Deducimos la resultante N= » que -llevamos ' 'con

el. signo de consecuencia & la.-columna final , terminando
el primer periodo con puntoly coma.

62 Volvemos 4 poner la planta de la cuestion en la
columna lateral, abrazando sus dos ecuactones con un cor=
chete en’ sefial de comparacion''y “de " eperaéion reéeiproca &
vemos que para eliminar 6 desvanscer, segun conviene, la
incGgnita N y queddrnos coa. solo la n, necesitamos restar
la segunda ecuacion incidente 'de la primeray por lo que
Hlevamos - con el signo’ de consecuencia 4 la columna central
la ecuacion ‘principal 2n=s=—=dy cuyo segundo. miembro
denota la sustraccion hecha.

7% Y sacamos 4 Ia columna final con el signo de con-

. s—d .
secuencia la resultante n= , valor de la segunda inc6g-

nita , poniendole’ un punto. porqus acaba el cdleulo.

82 Es digna de observarse la estructura de esta. re=
solucion por la analogia, que resulta entre las ecuaciones
de investigacion de la primera incégnita y las de invese

tigacion de' la segunda.
e i B T AR S N R G e e

PROBLEMA II. Tengo una porcion de fichas en cada
mano: si paso una parte @ de ellas de la derecha 4 Ia
izquierda, me resultan. tanfas en una mMano como. en otraj
pero si, en vez de hacerlo asi, paso la wisma parte 4 de la
izquierda 4 la derecha, me hallo en esta con zn veces tantas.




S

fichas como en la otra. Preguato ;cuantas fichas tenia yo al principio en cada mano £

D nim. de fich. en la der.

I nim. de fich. en la izq. A5

D—a:I—i—a,...nD-—na:nI—{-na} vers(n=1)D—(n41)a=2n2,... D= (3n+1)a;

D+a —=nl—na H—1

f1—1I

B },...(n—-—-t)f—(n-}-l)a:za 3o o I:_g”_—"_-?'_).f_.

I+a =D—a
T [
Aplic.Sea{a"_S’ D={3:2+1)3 —,,; 1= 0433

n=14 2—1 2—1
Comprobs 21—3 =18 = 154335 2143 =24 = (15—3)2 = 12X2.

OBSERVACIONES.

% Este problema se plantea asi:

1%

6f

— L
5 Sof 3. 45 &5
oy N
B ) e LT
L rng-U. e 8 |
omgu—'mE GJ_Og 4 s =
A g e ST L = bt = ) g
2 Or-Yg8eNg (O 2 s ¥ o
58 JMEss . T == : £ 9 =
£ 228383 £ 8, S@ES
.___m L = L] o3 ._au::;;‘cu
SR U gt NAE s @ B g 5 =
= s o =) g R T
oS 82 ole o Se 82 m
Primera condicion D — 4 = I + 63 Seg.cond. D + a4 = n (I — 4)3 y queda hecha
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la traducion del lsngusje comun al idioma algebraico.

2% Ahora me propongo eliminar la incégnita I, restando
ordenadamente los miembros de las dos ecuaciones, y estampo
la primera en la columna lateral,

3% Como no puedo eliminar por sustraccion la I sin que
tenga el mismo coeficiente en ambas -ecuaciones, mulriplico
D—a=1I+a por n, y deduzco con el signo de consecuencia
nD—na—=nl4-na, que quada en la misma columna lateral por
por no ser mas que una predisposicion. ;

42 Pongo dcbajo la ssgunda ecuacion constituyente
D+a=unl—na, y abrazo entrambas con un corchete.

5% Hago entre estas dos ecuaciones 1a sustraccion, llevando
con el signo de consecuencia el residuo 4 la columna central,

67 Saco la ecuacien rasultante D_—_-(—E—'?ﬂ d la co=
fn—I
lumna final.

7- Hzgo operaciones semejantes para eliminar la incdg-
(n+3)a

pita D, y me resulta J=
: i~k

PROBLEMA III. Hallar cuatro niimeros , de los cuales
la suma de los tres primeros componga 50 : el primero
junto con el séstuplo del cuvarto equivalga al tercero: la
mitad del primero con el triplo del segunde sea igual al
décuplo del cuarto; y el tercio del primero sea la mitad
del segundo.

& ndm. prim. x4+ y =350
d : : 1
o incégn; ¥ +6z=y
¥ tercero ”
Z cuarto — +3x =102 Probl.

X

F/
S
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—_—
—_—

ml . . ‘ o X=%uj

8 W=

T0Z=— 3%,

» d i
K"3U g o a s nonun.n|+w..m=|w=.
BI-% . 808 obicll oo ok 0:85 438
(= & 2
B0 IR O W W R

y="06z+u,
EHA.N Y Ny -HHQN!T&.N . . . \\ .0 .%H-DNN

0= 4z 50U X +Y,
5=tz sevs 50=42+ §34+103=%P3 4 .0 . 2= 33
»y=10z

Tl - decs S AR R L

B

=R R SR SR8
WA TS BRI Vv vy =10,

nos?.o_u._ 2484+ j0=350; 134+ 6.3=730; 'F+3.8=30=10.3; ¥'=4=%

3°

QJW

e .
PR St

OBSERVACIONES.
12 La traducion es esta:

2 -
g = -
S
> - .M .,M -
=] S o =
= o e . . =5
Q v o £ B &= t0
g ) E U e = &
5] s 1Sl ST Cy0,
o -] = —_ = L ) =20 [
. S =) B @ = © 2 3] =

e 9 o ™ — e .
EvYe 2005 88o S ~
[ £ S EaS oo oo, o ey T o =
g & s = g O P 0T 5= 3 o -
o En s 502 e e el B e R e Ry T
AL® 'S5 o [ (= S -==a o e - g
= S0 BBl el B iShneue oulf & S8yqiGnSa 2800

e : S ” r. :

e o e T BB I s M =~ (S I
u = 1 X
W4 x4+ y=3503 6+62=y; M;T.wai._o?.. Ren
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2% Para resolver este problema por el método de sus-

titucion tomo de a planta la ecuacion, que me parece mas

o ’,
adecuada, coual es la cuarta g:— » y la llevo 4 la co-
: 3
lumna central.

3% Saco el wvalor de una de estas dos incégnitas en la
otra, como lo hago llevando 4 la columna final la ecuacion

resultante x==7% u.

4% Ahora traslado & la columna central otra ecuacion

" U i
constituyente como 10z =— 4+ 3%, indico en la columna
2

lateral el valor hallado de x para su sustitucion, y eje-
cutando la derivacion correspondiente , deduzco de ella [a
ecuacion resultante u—42.

5% Lwuego llevo 4 la columna central la ecuscion resul-
tante x—#u4 hallada en el primer periodo, y con la sus-
titucion del valor d2 # en 2z deduzeco x=1%z.

62 Practicando operaciones semejantes con la segunda ecua-
cion constituyente y =6z -+ s y con la primera 50 = u + x4y,
de modo que se sustituyan Jos valores en z 4 las incégai-
tas del s2gundo miembro de estas ecuaciones , sacamos las
resultantes ¥y =102, 2=3.

7e Y2 tenemos conocido el walor de la Iménnna Z, ¥
descubierto Jlos valorss de las otras en ella; de copsiguien-
te, sustituyendoles z—3, deducimos u =12, x=8, y= 30,

con lo que queda resuelto el problema como lo manifiesta
la comprobacion,

8% Es de advertir que, cuando sacamos de las ecua-
ciones principales 6 de- sus derivadas las resultantes, lle-
vamos estas d4 la columna final con el signo de consecuen-
sia si sufren alteracion de valor; pero, sino hay mas que
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reducion del segundo miembro , las llevamos gomo sindni-
mas con el ~signo disyuativo , precediendole tres puntos y
siguiendole otros tres para manifestar que pasamos & otra
‘columna. Asi en la resolucion antecedente hemos usado en
el primero y quinto periodo el signo de consecuencia, y
en el segundo, tercero, cuarto, sssto, séptimo y octavo

el signo disyuntivo con los puntos corrzspondientes.
Bl A Sa=edtii 7 < oW @

PROBLEMA IV. Sz encargé 4 un arriero la cenducion
de varios vasos de tres difersntes tamafios, 4 condicion de
qu: pagase por cada vaso que rompiess, una cantidad igual
al precio d= su conducien, Hizo tres viajes: en el primero
transporté 5 vasos peoquefios, 6 medizaos y o grandes ;
rompié los pequeiios, y recibié por precio de la condacion
68 reales: en el segundo viaje llevé 12 pequeiios, 4 me-
dianos ' y 1o grandes; rompis los medianos, y recibié 68
reales : en el tercer viaje llev 16 vasos pequefios, 10 me-
dianos y 3 grandess rompi6 los grandes, y re:ibid 54 reales.
§Cual era el precio de conducion de cada vaso pequefio,

de cada vaso midiano y de cada vaso grande?
de cada vaso grande

de cada vaso mediano » precios de conduc. incégairas 3
decada vaso pequziio

6M+ 9G—~5P =68
12P 4+ 10G—4M =68 > Probl.
16P410M—3G= 54

— e T s

6M+ 96 —5P =68 ,. ., M=80 =90+ 5P,

- :

12P4+10G—4M=68 , ... M= 6P+ 5G—34 A

2

16P 4 16M—36=54 , .+ » M=221 16P 3G

10

L
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‘ r1 2 te T
dft—z11 T gri—oll
Y

&

& R?Iu:”w secb g(0€+91)—0l14-PE =nr3

‘D4 go1—+S = ol1—gfe+gof

or P
DE4+g91—¥E T L — nf+ g9

e

14
: Rm-nlo.h-”w it nmﬁm.nlm_vnlwc.fao- =nbz
‘dS+n6—gog=zo1—nS1+ 781
b . oaD R oW R %
dS+96—g9 ~ PE— 9 + d9

« s b

s s ah

(o} §

9€+d 91—+
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9
dS+9b—gy
z
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M— a.u.Tmnlm#_,, : : ! .
2

P=a 6.2+ 56— 8
0y . . . E.” = am.l u&. t-\\-.gllnliill”a-
G=56 2 2
Compr. 6.449e6—5e2=68; 12.2+10.6—4.4=68; 16.2410.4—3.6= 354
OBSERVACIONES.
1? La planta es esta:
- - -
- o &
a W A
g 4 2 kg [# k.
=) - o . w
g € g g g 2
= w.. - .-.m.u.. = m
o e w ™ - -
R - B8 = . B S 4 2 0 3
L] =n w 9 o ) o o o = -
Bl Hh S8 o el e R RN, N
S = 5 c = g 2] o o 5 -5
5. B 45 8E SiE. w3 SFE e el
T &y o = b= &0 o s - E = a3
= & O — = = R e = g 3 - =
] w o g G AR R [S) T s R
2 = 25 v o = e R = A Sy o i
] B 8L = e~ BT i o onh B oS 1
—— 9w o - o O w o v— o, O =gy
. WS = i A R % ol o
8 bl gy e B sypsiy Sl eoE f & 2 wm B2 B
1.2 vial.6 M + 9G— 5P —=68; 2% viaj. 12 P4 10G—4 M = 68; 3.cvviaj.i6 P +10M — 3G = 34.

3

2% Voy d resolver el problema por el método de igualacion. A este fin transcribo en la »
columna central la primera ecvacion constituyente, y saco 4 la colamna final el precio de™
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cada vaso mediano en la resultante M — 889G+ 88
6
By 0T  wyus : :
32 ago lo mismo con la sesgunda ecvacion constitu-

yente, dividiendola toda por 2, porque admite esta sim=

i 6P 4 56—,
plificacion, y saco M= it 30
2
4% Asimismo' deduzco de la tsrcera ecuacion constitu-

54—16P 43G
10
5 Ya que tengo tres valores de M en G, P y can-
tidades conocidas, comparo el mas sencillo, que es el se-
gundo, con cada uno de los otros dos.
62 Para ello traigo 4 la columoa lateral las econaciones

M:&%ﬁ ¥ M:_ﬁu__-%is—}) s ¥ abrazandolas

yente la resultante M=

con el signo de comparacion, deduzco con el de conse-
cuenciz 4 la columna central, por igualdad de valores,
6P 5G—34__ 68—9G 43P

quedando eliminada la M.

2 i 6
7% Haciendo las derivaciones correspondientes saco la re-
1 o—l’)P
sultante =112 "30
24

82 Traigo 4 la columna lateral el segundo y tercer valor
de M, y practicando las mismas operaciones que antes, sacO
1rz—23P
o S
9? Ya tenemos dos valores de G en P y cantidades conocidasy
——-——--Wo—lsp y G:un-—zgp. Estos valores los

24 I
traigo d Ia columna lateral, los compard y deduzco la ecuacion
170-—:3_6:-112—-23[3

24 11

la ecuacion resultante G=

cuales son G=

principal

, eliminando la incdgnita Ge



107 Hago las derivaciones convenientes, y deduzco la resultants P —2. -

112 Estampo en la colimna central la espresion mas sencilla de G en P, que es

112 —23P p :
G 02 . y sustituyendole el valor de P = 2, saco la ecuacion resultante G =6.
it
s e ' 6P 4 3G — 3
12? Haciendo las sustitucionss de P y G en el valor M= e, que llevo 4

la columna centrsl, obtengo en la final M= 4.
137 Resulta de todo que el precio de conducion de los vasos grandes era 6 reales, el
de los medianos: 4 y el «de los pequefios 2 4 como se verifica en la comprobacion.

TR S SRy

PROBLEMAV. La pélvora se compohe de salitrz, azufre y carbon. El triplo dzl peso
del salitre debs ser igual 4 13 veces el del carbon mas 5 veces el del azufre, y el quin-
taplo del peso del salitre debe ser igual d 37 veces el peso del azufre menos 7 veces el

N del carbon. Se pregunta ;qué cantidades deben mezclarse de salitre, azufre y carbon para
componer 100 libras de pélvora ?

S salitre S4d4 C—=100
A azufre }cant. incogn. 5 38=13C+4 54 >Probl.
CCHIbOﬂ 58:371‘1’—7(:

S+4A+C=ic0 , . . . S=100—4—-C;

3
9%
%3
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s LI | * s 7 z
\\ Om.lmh lloﬂllm.l L] *® © 1 ...m.”

$% — qp—gg =7

4 4
° L] ° ] . — ——
Szet¥ — gloi =pt¥
1] l.ll|1|.1.|- ﬂ — L] L - llulm...lllll
o §Zo1 lona.lhhl]lﬁlmmu_aio : B s i
oom«|ﬁ_«ﬂiﬂﬂo

¢ oof=pnr—pt
$ 98 —p 8 —00f =(g=—F —T001)S=pi—pif + * * ¢ g=p=—001=¢g
‘§§=pl—p 48

. . » & Ab—Clizpu
‘Cl=t=pr+b
¢oof=pg+o9r
omlwmloonlﬁuim«.l.oo_vmlwm...fom. tref Y= p—00l=g
L= 45 e




/ o S=100—A4A-C,
‘g:f- ’—_i-_-"§ ? . . . S:loo—qfs—‘z?s . . ” A] 4 i L S:loo_nszys.

Comprob. 75412424 124371003 3.75=225=13:%5+5+ 55 575=375=(37—7)%"

/ |

OBSERVACIONES.

12 Traigo 4 la columna central la primer ecuacion constituyente, y de ella saco el valor
de Sen 4 y. C.

2? Cambiando los miembros de la segunda ecuacion constituyente la transcribo en la

columna central, y sustituyo el valor hallado de S,

3? Practicande las derivaciones consiguientes saco el valor de 4 en C.
4% Estampo en la columna ceatral la tercer ecuacion constituyente, cambiando sus miem=

bros , y le sustituyo el valor de S en 4y C.

57 Con las derivaciones oportunas saco €l valor de C en 4, que no llevo 4 la co-
lumna . final, porque voy d sustituirle el valor hallade de 4 en C.

62 En virtud de esta sustitucion deduzco con las operaciones convenientes Cmiimiriein
7% Al valor sacado de 4 en C, que traigo d la columna central, le sustituyo el des-

cubierto de C=7%* , y obtengo A= J =12+12,

82 Trayendo 4 la columna central la primer ecuacion resultante, y sustitvyendole los
: “
valores descubiertos de 4 y C, resulta el valor de S=73. -



PROBLEMA VI. Hay tres cargas de granos. La primera tiene 30 fanegas de centeno, 20 de
cebada y ro de trigo, y vale 230 pesetas: la segunda tiene 27 fanegas de centeno, 24 da ccbada %
¥ 18 de trigo, y vale 270 pesetas; y la tercera tiene 7 fanegas de centeno, 11 de cebada y 12 de
trigo, y vale 121 pesetas. 3Cual era el precio del ceateno, la cebada y el trigo?

¢ del cent. ksl 0 3cc~+20¢ 4107230
¢' de la ceb. fatt.: iliess 27c+24¢'418r=270 >Probl.
7 del trigo i ‘
7C4Lic A IRT=121
joc420e'F107=230,... 18cp 120+ 67 —=230..%=138 (B o B i etk
870 4-24c'4=18r=270,.:. gc+ 8c'4- 6r=370.% = go}’"' Al a dqc
27ct24C'4187=270 ,...18c + 160" 4131 =370, % :180},". Lic450'=180—121=593
7erric/4rar=rar
0C -+ 40:: 4815 g Re R = 4B ey =846 R LAl S T A LT
YicH 5¢'=789 4 « « « 44C +20¢'== 5944 =236
S TICI=N 30 LS 000 2 50 .0 — 531 s s
3¢/ 9022 48 4 o s 440 - GRERINIS BT " © R 4 3’
30c+20c’4-107==230,
3C+4 204 r=a3,
T=23==30—2C"y .
o Y — etk L o-'/’fll. iy
c=3§ °* A 4 o TZ23—3%42e3cus/joneT=5




Comprob. 30.4+20.53+10:5=23035 27¢4+24e3+ 18.5=2703 7e4~+11.3-+12. =12l

OBSERVACIONES. i

¥?  Tratando de resolver este problema por ¢l método de reducion, traigo 'la primera y ld
segunda ecuacion constituyente d la columna lateral para eliminar la inc6gnita .

2% A este fin, deduciendo con el signo de consecuencia, multiplico la primera por %5 y la
segunda por 3§, con lo gue resulta en ambas el mismo coeficiente 4 m.

5%, Resto de la. primer ecuscion la segunda, y deduzco.en la columna central gc4-4¢'=48,
quedando eliminada la . ,

4% Teogamos presente: que la ecuacion  goc+ zoc’+ 107 =230 7y su consiguiente
18c +12c' + 67— 138, como tambizn la otra e7c 4 a4c’+18r =270 y su consiguiente
gc+8¢' 4 67 = 9o, ocupan la columna lateral, porque estas dedacionss solo sirven, como ya
lo hemos indicado, para preparar cada dos ecuaciones d la eliminacion de una incégnita dan-
dole en ‘ambas el mismo coeficiente, . ' .
5% Luego transcribo en la' columna laterzl otra vez la segunda ecuacion constituyente, y Ia
preparo, multiplicando por 3, 4 que tenga 7 el mismo coeficiente que en la tercera ecuacion cons=
tituyente, que pongo debajo.

6% Restando de la primera de estas la segunda saco en la columna central 11c435¢'= 59, ¥

queda eliminada la incégnita 7. -
7% Preparando y comparando las dos ecuaciones halladas en ¢ y c’, y haciendo las restas ™



convenientes, como indica el cilenlo, ebtengo e=4 y c'=3.
82 Uliimamente estampo en la columna central la ecuacion constituyente, qua me parece mas

sencilla, como es en estz caso la primera, y sustituyendole los valores de ¢ y ¢' saco 7=3.
BT e R

PROBLEMA VII. Uno deja en su testamento 120000 dures, 12000 4 cada sobrino y
gooo 4 cada sobrina, y hecho el reparto no queda nada del caudal. Si hubiera dejado gooo 4
cada sobrino y 12000 d cada sobrina, hubieran sobrado gooo dnros de la herencia. ;Cuantos
eran los sobrinos y cuantas las sobrinas?

sobrinos ) . . 120000 COOH—T120000
" " % incégn. 3 i Probl,
# sobripas 9000V 4 [ 2000H + QOO0 ==120C6C0
e « —120.4 = :

2+ 9H =1204ssn16F-t-1eHZ120: 4 “‘60},...7V:160—1u:49,...r:4~79:7;‘
QU+ 240 =120 gees 9V 4+ 12H=I20— Q1[I

9"+le :Ilt 5"'!2V+16H-:l["';‘ :[4‘8 gonv?H:[48H120:28,u-uH:.‘$ =4.

I2V+ yH=120

Comprob, 12000.7 4900044 = 120000 = 90007 =+ 1200Ce4 + 9000,

OBSERVACIONES.
1? Cuando llevo la primer ecuacion constituyents d la columna lateral la divido de memoria
por 1000, porque esta division es muy fécil.
2? Maltiplico esta ecuacion por 4 para tener el mismo coeficicnte de # que en la segunda

ecuacion constituyente despues de partida por 100g,

»
<
()




32 Dispuesta asi la segunda ecuacion constituyente, traslado la cant:dad conocida del primer
- miembro al segundo. :

42 Comparando las dos ecuaciones preparadas resto ds la primera la segunda, con lo que

consigo eliminar la incGgnita &, y sacar r—7z.

5% Practico operaciones semejantes con la segunda y la primera ecuacion constituyente para

dar en ambas el mismo cocficieate & », y haciendo la resta correspondiente, elimino esta in=
cognita, y obtengo H4.

A T L T A S ot Boate e

PROBLEMA VIII. Se han comprado tres caballos: el valor del primero, sumado con la
mitad del de los otros dos, compone 235 duros: el segundo, con el tercid de los otros dos, vale
26 duros; y el tercero, con la mitad de los otros des, importa 29 dures. 3 Cuanto vale cada vno?
© del prim.‘l

valor: incogn. 3

s del seg. 3 P+S+’I'_ _ g '
Tdelterc.j 2 o
s+P+r:26 Probl.
|
P--l—-_s__2
=1 9

ap b = 3o 2395198 0
Pogsdowr= o 1 P BETER_JUSS30= 303

2



2P 4+ S5 =+ T " 50 ye0s 4P4+25 27100

Sty 5430 e se s §43Pp=100-=58= 423
- . ® . +6 — 8 €

8 At :z_i_._: 2§ s o o o 7P= 84—28= 564... P= = 8

S43P=.42 LI PR,
28~ P=28 4 ... . 65-—-—:;31:: gq. s o e 75= 42+84=126 , ... sy

_ 2P4-s5+r—50,
T=50— 2P —3§,
= 8

08 1B §Huar 1047 o rmgo—2,8—18 ... /.. ir=16,"

Comprob. 84+ 47 =335 1843 +%5 —26; 161+ 3 4= 29

R T R L e,

PROBLEMA IX. Antonio, Benito. y. Carlos se..ponen 4 jugar: en la primera partida
doblaron Benito' y Carlos su puesta, perdiendo Antodio esta ganancia : en la segunda do-
blaron Antonio y Carlos 'lo que tenian, perdiendo’ Benito lo que ganaron ; y en_la tercera

doblaron Antonio y Benito, perdiendo Carlos lo que ganaron. Salieron todos con 16 duros.
3 Con cuantos empezaron 4 jugar?

x Antonio ,
v Benito %dinero con que empezaron 4 jogar: incégnitas;
ngrlos_ Vigss ' =8 3 - LIRa

2te
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Primera Partida. Segunda, Tercera.
Antonio  x—y—=23 Ii—2y—azy 4x—4y—42=16
Benito 293 — A3y — 23 —2X 4= 6y—22=16 > Probl.
Carlos 22} 4z —_— %= p472=16
— e gy — 2l
s— y— z= 22T 4 soee—2xt 4y = 8—yg = 4;

—%— 72— 16

Sm§m2 = fyes pu—7y—72=4o 7ML > - - - O3 —Hyn6aBzqy;

65— 8y =444 + « . 35—4y= %"222}
?

—2x449= 4 o SAuiiisg x:zzs-l-z;...//... =263

, Y=gy =122

—aE g9 4 g e o —35 by b 6L 3 ¢+ L+oc WT2H6=28,. . IS4

X—y—2="4,
Z=X—Y—4
3:26} 9 = = 2 z:zﬁ_l4.—.—4...//..nz:8¢
y=14
Comprob, 4(26—14—8)=163 6.14—2,26—2.8=163 7.8—26—14=16.

- < - OBSERYACIONES.
1?2 En la primera partida Antonio tuvo que pagar y 4 Benito y =z 4 Carlos, por lo que le qued6 x—y—=
22 En la segunda Benito tuvo que satisfacer x—y—z 4 Antonio y 2z 4 Carlos, por lo que le quedd 32y—%4y+2—22=—%+3y—2.
3% Y en la tercera Carlos tuvo que pagar & Aatonio 2x—3Y"22 y & Benito —x 4-3y—2, de modo que le quedd 4z—2%+2)+22+X—3)+Z .« v s
R & )82
4% Las duplicaciones del dinero de los que ganan son ficiles de entender.
57 Ya debemos estar bastante instruidos para comprender I resslacion. sin mas esplicacion que la de los sfmbolos algebrdicos.

PROBLEMA X. Un brigadier tiens tres batallones: uno de espafioles, otro de franceses y otro de italianos, Quiere asaltar una plaz‘a., y
Ofrece repartir 4 la tropa, si se apodera de ella, 2703 doblone$) dando tres doblones 4 cada soldado del batallon que entre primero, y repartiendo

f resto con igualdad entre los demas, Hecha la cuenta se V€ que, si los espafioles entran primero, toca 4 doblon y medio 4 cada uno de los
58
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demas soldados: si eatran primero Ios franceses, tocd d cada uno de los ‘otros 4 doblon'y y si entran pnmero los italianos, toca 4 cada unf
de los otros & tres cuartos de doblon. ;Cuaantos soldados tiens cada batallon?

E espafioles ) 3E+iF+TI—27°3
¥ franceses E incégn E4=3F—+4 I =2703 p Probl.
I italianos JE43Fr4+31=27¢C]

E4 g rf 12703
$ 3 }, ¢+ o2F=~—= E= 3703=—~18027 9013

ey lr4 =23 =901, , . . 2E4+ F4 I=g0r.a= 1802
E43F 4 I==23703 4 . s+ + 4E412F-4+4 1 =2703.4=10812

vos ITF43E=10812—3604—7208:
FEA4r 4 1 =223=g01 4 ¢ o W B+ P4 1S 9014T 3604} g 3 8604=7208;

11r43E=7208 , . . . 22F462=7208.222144:16

F— E= 901, ‘s & s 28F—IIETQOLII= 99:1} 9 * & . I7ETI4416499114505 5, o o« E=25°5=0638

1iF4 3E=7208

2F— E= 90l , o+ » o bF— 3E= 90l.3= 2703 LT OREEStRact pardimontt we b v RS
_ ¢ BEdgrad-1—= 2703,
s=365 1= 2703=—E—3F,
j":583 9 = a . = 2703-—'265—-‘3-583 8.8 B // e« & = 1:689.

Comprob., 3.265+3%.583+3.689=2703; 8.583+12654-689g=2703; 3:689+3.26543.583=2703.

. PROBLEMd4 XI. Entre 49 personas, en cuyo ndmero hay hombres, mujeres y nifios, han gastado 4o reales: cada hombre gasté 4 1!

cada mujer 3, y entre cada cinco nifios gastaron r real El nim:ro de nifios es el cuddruplo de la suma de hombres y mujeres aumentada
una unidad. 3;Cuantos hombres, mujeres y nifios habia?

# Hombres : Hed M- Nz49
o M.u-Jeres } incdgn, 4H=3M + 1 y—=40 > Probl.
~ Nidgs

4(H4 M-1) =N

Heps MA=NZT49 5+ oo 4HAF 4M+4NT"49:041 96
“en o 6 iy " 5 e —2—0-9'— H
GH A4 A =N g0es 4+ 4U— N=—4) T At 5 gk i




48’-}-‘35!-1'—--—_{-: 40 4
el
N

 4H43M = 40— —5-!

LY 1

- H:4O L L 41{+3M:40_i0-:32

4HA4MYT4 =N,
4H 4+4M=N—4 ,
NZI4O 4.+ ¢l qE+4M=g0—4=363
44 4 =36
4H+3M=32
: 4HA-3M =32 !
4EFIM=36 4 « + 3H+‘;M1_“36.3':2?‘}’...H:S'z_z:’ LoBr il o s o BEIS
Compreb, 54-44+40=495  4e543s4+5:40=403  4(5+4-+1)=40,

9 ® . . 1‘1236—.'32‘ . o+ // e SR M:‘4;

e ‘ OBSERVACIONES,
17 'Resolvemos esta cuestion por el método misto dz reducion y sustituciones.
2% Como, despues de comparadas y preparadas la primera y tercera ecuacion constitu=
'_yente"', logramos eliminar las dos -incdgnitas B y M, sacamios desde laego » = 4o.
3% En las primeras derivadas de la segunda y tercera ecuacion constituyentd sustituimos

gste vaior de N, can lo que conszguimos elipinar en cllas esta incGgaita.

€to
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4% Comparando las dos ecnaciones derivadas, que termi-

man ¢l segundo y el tercer periodo, deducimos m=—4 y H=5"
SENER e S a2

PROBLEMA XII. Tres amigos han puesto 4 la loterias
Los billetes del primero y dzl segundo costaron juntos 21 pe=
setas : los del primero y tercero 24, y los del segundo y ter=
cero 27. 3Cuanto costé cada billete?

del prim. P-S5=—21
. ._‘} pj::ﬂ Costo de los e,
. 31“1 >S5t € bill. 2 inc6gn. 3 2FTT=24 Probl.
T del ferce S-{-—T:Z?
PES==0n

PAT=24 Z yess2P—=21424—27 =18 s P == 0}
2
8 ErE
s+ P=21
24 —133
S+T:2? .,...‘23:21-{-2?—24:24,--13:_;-__-_1 1
PEETE 24
T4P=24
= : ; Rl 30 e [ﬁ-
T‘i"’s_._2? 1.\-.22':24-—"-9?-2':30 g.c-nT—-'—z—"’-!‘
P+s=21
Comprob. 9412 =213 9+15=243 12+415=27°
OBSERVACIONES.

1? Segun manifiesta el mapa se resuelve facilmente estd
cucstion sumando dos ecuaciones constituyentes y restaﬂ&o\
la etra.

27 A este fin traemos las ecuaciones constituyentes
columna lateral, poniendo primero las que se han -de sumaf

ils

y despues la que se ha de restar.
3% Los miembros indicativos de las ecuaciones principale'

Jo dicen todo.
. e e




 PROBLEMA XIII. Ea una villa hay 6oo habitantes repartidos en cumatro barrios, En
el primer barrio hay doble nimero que en el coasto + en el segundo y tercero ‘rzunidos hay
tantos habitantes como en el primero y coarto; y el nimero de habitantes del tercer barrio

5
es los =

P del primero
s del 'segundo
7 del tercero
¢ del cuarto

Habit, ; incégn. 3

del segundo. ; Cuantos habitantes hay en cada barrio?

P+ 54 Tr4-0c=0600
p—=2¢
S+ 1r—"P-4-C
TS

S Probl,

=3¢ -
; sS4 g, }, e+« 3660030,
§-}2’+3G._ 00 444+ 54+T=600—3¢C Gu—iGEo & : : . c:‘“?:xoe;
i s I T
77 L ? 11!'!%7':3':'_”1'9
s+1':3c;, 2y o SE=ROWT § :

137 =3.3C=15C, \
T 5§00 &
« rIZIE22 125,

SR ¢ e 3 FIPSLBPORT RSO0 nd v |y

§=% T,
PSS o v R ugsE v . o Bl B ERda. 0T 54
el P

ORIBO 4V 8 o 4 PgadBOBe . Y o B BEEg0

Cpmp, gc@+175+125*~;90:6005 200"241CC5 175-F125=300 210042005 x25:%.r75.

ite
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o ““OBSERVACIONES. = o

1% Cuoando Ilevo las ecuacionss constitoyentes & la co=
Jumna lateral, considero, en lagar de cada p, su valor 26§
cuya op:racion s2- hace de mamoria con facilidad. o
o?  Prefizro ordinariamentz el sistema misto, porque .sin.'i;
plifiza mucho el cdleulo y le da elegancia, en teniendo tin®
para- elegir las espresionas. ]

! TN TR

PROBLEMA XIV. Tres sujetos quieren comprar, cadd
uno para si, uoa casa que vale @ pesos; pero pinguno de
ellos tizue bastante dinero. Al primero le falta tanto como
la mitad del caudal del seguado: 4 este taato como Iﬁf‘
tereera parte del caudal del primeroy y al tercero tantd Al
como la cuarta parte del cawdal del primeto. Se desea aif

ber el dinero gue tenia cada uno. ,“
i d=
& cand. del prim. : l'“"'ll'
# del segundo incégn.;3 y-+ —=a)Probl, -
% del fercero 20
z4—=a '

gl e RN SR ry:'.zﬂ:‘!‘-‘-'ﬁi

% __ — g

y_‘_?,_a 9 . - - y___ﬂ 35:

S B nd e x i
= 3 S e e a—-é-:za—zx, B

g TP 36— x =6a—06x,

5% =(0—38)a=384 i+ +%=%

y;:za——::x,
&:%a = -y o -~ y:za—ﬂ.%—‘ﬂooa//--uy
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5
Zt+—=a,
% Y
2:3-—-—;1—, -
x:%a i =5 - V. z:a—-ﬁ-a.-./]-«-.%:z—ﬂ.

. v : 4.5 “a_

. x== 3 ¥ 15000 = 9000}

Aplic, : Sea G=T15000 5« e+ £ ¥y= 4+ X 15000126003}

2 =35 X 15000 1274503
| e v A PT600 ma .
Ll 3 ¢ 90004 ~—— T 150004
Comprob. / 12000+ 2222 = 50003

127504 ""4‘"“ =1 5000,

AT AT

. PROBLEMA XV. De tres ofidales 4,.B, C des 4, B
rabajan o juntos hacen en'8 dizs wad obra =4 y C juptos Ta
hacen_ eq g diasy y B, C juatos en 10 dias, 3o cuaotos dias
la hatd cada uno trabajando solo?

“ da fa obray
*tab, diar, de 4 (s+%)8 =a)
Y B incégn.3 (x4-2)9 =a o Probl

<
deg {(yt+z)ho=a
Y e 4.
+-2,._._s.‘_1 0 y_n (il < il
- - - -y -—'r_"_"'""—""'—""ﬁ
By ot gl gl
10
Sy — 4
! &j] &3 6 a o8 _ 49
> 9 - - L] 2-“—-‘6"‘%“—:*:—“‘-.'&_— (’;
AtisJ
P4y -8
“8]‘ Fgidion T o WS T LI
Bhtg 0 | e ce A0 ) 730"
5
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248 = — zz—i._.ﬂm 3"@ ;
> L 9 4Q-—-—-360 400 __720

e=3% 0, . L2282 5 =720 < 44034 3105 de trab. de 45
720 X 7 20, 49 49

y= AR A —'a::?—"'—o—l?—k 23 dias de trab. de B}
720 y 720 41 41

223 i = a3t a:zﬁf—zg—p z d:as de trab. de Cv
720 z 720 3t 34

7:;'%0 %?‘ﬁ?'b'“—a-(‘i?oa‘{' ‘5“)8
Ty X4s 0= az= (W 0+F450) 9%

4 a3
7'3.11? 4 'g?%'a = _(‘z'?b'. H =1 'iji,b' @)10..

OBSERVACIONES..

1% Para resolver este problema no. buscamos desde luego:

los dias. en que czda oficial hard solo la obra, sino que inves- &

tigamos. primero, ¢l trabajo diaria de cada uno 6 la obra que

hace en up dia, y bajo este concepto formamos. la planta segun: ©

las. condiciones, Lunego dividimos la obra total por la parte

de ella que hace diariamente cada oficial, y resulta el niimero -

de dlas que habria de trabajar para hacer solo toda la obra.
2 La comprobacion se hace multiplicando la obra diaria de
cada uno- por sus. dias de trabajo, y ha de resultar la obra totall

como: sucede tambien valuzndo:las ecuaciones: constituyentes..
e S e .

=5
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PROBLEMA XVI. Tres oficiales 4, B, C trabajando
juntos hacen una obra g en a dias: 4, B, D la hacen juntog

en b dias: A, C, D juntos en ¢ dias3 y B, C, D juntos en d
dias. 3En caantos dias la hardn los cuatro oficiales trabajando

juntos? :
% trab, diar. de 4 (uqsqp)o=g
Yy i
b S:g inc6gn.3 (u+.x+z)b_g Probl
b b (ugpytz)ec=g
3 (x+y+=z)d =g
Ui —l
TS a
“+x+z:-§. 3
5 -43u+3x+3y+32:£ +_1€'_+"'o_ +_g.—  ;
a+y+z: £ 0 c¢ d
‘3 L4 %4y 2= ‘(g._*_gff..{...%h\-,
Shydy — £ ' 5 E ot :
d 4 SR e e WPk
u+x+y-t—z“g'3(_a-+71—+ ¢ + d) 2
aabed
bcd J-acd <4 abd 4+ abe
Comprob, algeb. 1(*‘3 4+ 48 + ) g .
) (EsEfad)
e : b d)
OBSERVACION.

Buscamos la suma del trabajo diario de los cuatro ofi=

ciales, que es uyp x4y +z2=1 (%-P—‘f;— +L§- +'~—§-)s y di-
8

vidiendo la obra # por aquella suma resulta que
gporagq e e FAyrE

s g g g qabed
3 K ( + + <ty ) bed v acd <+ abd +abe =

los dias en que les cuatro operarios juntos harian la obra.

e ————_ Y i S L L N U L R T




PROBLEMA XFII. Hallandose acantonados. dos ejércitos, y tratandose de ponerlos en
movimiento con el fin de entrar en campafia en una misma provincia , distando entre si
estos ejéreitos 68 leguas, el primero sale tres dias aptes que el segundo y anda 6 leguas al
dia, y este 4. S: pregunta 3d qué distancia de la primera ciudad se encontrardn ?

%418 leg. que anduvo el prip. .,

¥ leg. que anduve el seg. J incé g, 3
| B+18+2=68 [/ 54z :50Z
£ S Probl.
R

% F 2250 4.4 6x4Hz= 50.6 =300

& i #=303
s o0 RO SR00 4050300 446 ¢
%,-— -:-—:.:o ,._..4‘;-—63:0‘..;..,6:0 %' Sl ST i i {x+18:48;

2"_'50—3#,
RO Sed o b BEOM-30 e » 5 BN o b BEFD
Comprob. 484-20=68 [ 3o4-20=s03; &’ =5=*2.

OBSERVACIONES,

_ En esta cuestion la primera incégnita es propiamente x 418, en que hay una parte
desconocida y otra conocida, scgun viens hecha la pregunta,

..2%. Por esto .zraducimos primero % =18 4268 ; pero, 4 fin de simplificar la planta,

12

I -
3 =
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ponemos despues con el signo disyuntivo x4-z"=30.

. . b 4 .
3% La segunda ecuacion constituyente — =— consiste

=
en que las lsguas andadas, partidas por las que4se andan
diariaménte , debsn dar uvn cociente en nimero abstracto,
que aqui se aplica d los dias de marchaj y como, des-
puss de haber andudo el primer ejército 18 leguas, ca-

minaron ambos el mismo tiempo, resulta dicha ecuacion,
a

4%
vo de la primera ecuacion principal oo+ 3 pero se ha hecho
as{ para dar d conocer que hemos ejecutado una adicion.

i
es el nlimero de dias, que anduvieron los ejércitos , ¥
f qus se ve por la resolucion haber sido 8 el primero y 5

el segundo, teniendo aquel 3 dias de anticipacion y 3

Parecerd minucioso haber puesto en el miembro indicati-

Esta cuestion podia tener otra pregunta mas , cual

1 de marcha 2l mismo tiempo que el otro.
| MWL T

\ PROBLEMA XVIII, Dos correos estan 4 una dis-
tancia d uno de otro : sus velocidades estan- designadas

por o' y o": el primero parte h horas antes que el se-
! gundo, -y se supone que siguen el mismo camino. Sz pre-
f gunta 19 jcuales son las condiciones necesarias para que
se encuentren & 27 ; cuanto tiempo 'pasaré antes que esto
sz haya verificado? y 37 el espacio corrido por cada uno dz
ellos en la época de la reunion.
rl? Cuando marchan en el mismo sentido, si el primaro va
delante y su velocidad es meaor que la del seguado,
Chnd; efbnes 2? 8i, marchaqdo en e'l mismo sentido, el primera estd detrds,
| & padi 2 y su velocidad , sin ser mayor que la del szguado, es sin
Sliconciarss, | embargo bastant: grande para que pueda correr la distana

cia d en el tiempo A.

3% Si los dos van al encuentro el uno del otro, cualesquicra
L que sean sus velocidades.

T

e

6o




2 tiempo antes qua los dos correos se reunanl
£' espacio corrido por el primer correo

incégn.3
£" espacio corride por el segundo S

1v'+d=(t—h)v" Probl.

d+ho"
(' —v " Yi=d+-hv" . . . 1=2F 3
V' —1
=1,
_‘_d'-%—h'v” 4 d+-hv' 3 5 7 S d (d+ho")w'
—W ’ - - . — rv ___40’ L] Ll - . i .0 —7:1)1—,

B = (t—h)v",

d-4-ho" v { d+hv" w_ (d==hv")ol
‘—.—.v“ - - L ] . El-—'(m _h)vf‘."'//"'E"‘W

b d
[l
e-':

Sd =203

et X 204+8.3 i (204-8.3)2 (2048.2)3

: =2 =445 B2 =88y pr= AT 1TI0 08,

Aphc. Sea ‘L'IH_: 33 3 3—2 44) E s 5. & pyeay: 108
(h =98

Comprob. 88 420=108=(44—8)3.

OBSERVACIONES.
1% En el movimisnto uniforme el entendimicato percibe desde luego que se corren espacios

¥Eo
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iguales en tiempos iguiles, de modo que los espacios estan en

razon de los tiempos. (Vease la Lrccron XIII de la Ideologta
general, particularmente los articulos 155 4 157).

Si llamamos & la unidad de tiempo serd el espacio e, que
s¢ corra en su duracion, la unidad de espacio.

Como no podemos conocer la velocidad ¢ fusrza de movi-
miento @ sino por su efecto representativo, que es la anidad
de espacio ¢, vsamos de v en lugar de e.

La proporcion de tiempas y espacios nos da A:a:: Eze...
..::E.—Z— =E .':_f-; pero en la espresion fraccionaria {f_ el

dividendo y el divisor son de la misma especic y a=u, de

Fis. . s,
consigulente el cocients de — = 4 representa un numero abs=
2 1

E .
tracto, y tenemos v = B de modo que la velocidad es

igual 4 cualquier espacio dividido por un nimero abstracto de
tantas unidades cuantas tenga el tiempo en que es corrido el
espacio. Por este motivo se dice, para abreviar la locucion,
que la welocidad es igual al espacio dividido por el tiempo.
Asimismo se dice, respecto 4 E—wv4, que el espacio es igual
4 la velocidad multiplicada por‘el tiempo.

Damos esta esplicacion para que no se estrafie que, sienco
v, E, A cantidades heterogéncas 6 compuesta cada una de

diferente especie de unidades, usemos las espresiones v — Bl

E=94 G otras semejantes,

22  Como en el problema presente el primer correo camina
en el tigmpo ¢ el espacio tv', si Ileva la delantera d, serd ' +d
el espacio, que ha de andar el segundo correoj pero este ca-
mina durante 2—Hh, porque ¢l otro pacte h horas antes ; luego,
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siendo v” su velocidad, andard el espacio (#—£E)o". Por tanto,
iguatando estas dos espresiones, tendremos 10’4 d = (1—h)v"
para plantear la cuestion.

3% 8i supusieramos que el primer correo, en vez de estar
delante, estaba detrds la misma cantidad, tendriamos que mudat
£ d su signo, y las ecunaciones resultantes szrian

__h'"—4d s (ho"—d)t _ (hvt=d)o"
= U R s b B

4* Cuando el primer correo estd detras, y puede andae
en # horas la distancia d, resulta
d [} Af
(ho"-—d)o’ ___(75'_0 02 d) % _ dv'—dy'
ikt (] =

= =1
V'—1 P P 9

WEd u=

(hv'—d)d" _ (d—d)v"

T o . 1rm
y £&= ey —T—~ =05 esto es, el primer correo

anda la distancia d, y el segundo nada tiene que andar.
3% En este caso
iv"—d
ho' —d _. o " —dvt

R e R TP e 2

=

como corresponde.

62 Cuando los dos corréos wan 4 su encuentro, como el
primero camina en direccion contraria, su velocidad v' es nega-
tiva en todas las ecuaciones, y la distancia d lo es tambicn
respecto d este correo solamente 5 de modo que

P Iz'f:"-l-rf 3 E,:*—(k:'”——if)'v” y Er= (d—‘-hfu')v”-
v v - Y4 Vi ol
7% " 8i la velocidad o' del primer correo fuess mayor que
Ta v” del segundo, teniendo aquel la delantera’ y partiendo
antes, el segundo, lejos de alcanzar al otro, se hallaria cada
vez 4 mayor distancia, En este caso la resolucion manifiesta
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la ‘imposibilidad del problema, dando valores négstives por los
denominadores ‘4 las espresiones

_E—_{—.fz_"{"ﬂ i (d+ho")o' E'— (d+fn£_’_‘ 2"
ppe—apyh Tresw g ud ' v
82  Siendo iguales las velocidades, y suponiendo siempre

d positiva, los dos correos oo podrian encontrarse. Asi lo anun~
cia el cdleulo dando, en!wirtod deiv’ =o', resultados de un valor
d-+bv" __ d-hu' . (d4ho" )0

= =w, EB=——I—...
2" ilagy? o Y —

a ’ ARV
:-———-—(d+——kﬂ)v = A \(Ad A T os

(o] (e} ]
9% Ya sabemos [r97] que tales espresiones de valor in-

finito son un limite a qus podemos coasiderar que nos acer-

infinito en ¢—

Ll
Ll

camos, si suponemos que o/ vaya aumentando 6 v dismi-
nuyendo, 6 bien ambas éosas d la par, de modo que cada
vez 'sea menor la diferencia, sin ‘que james .se desvonezca
puss no han de legar & igualarse las velocidades por su
aceleracion 6 retardacion.

10% ' Si saponemos que ambos correos parten del mismo
poato al mismo tigmpo, ¥y caminan en el mismo sentido con
la misma welocidad 5 ‘entonces 'd=o, k=0, v'=v’, de con-
Sk d+iiv" o400’ o
siguiente t=———T =———=— Io que quiere decir
que. los dos correos caminan sicmpre juntos, su punto de
reunion. se .verifica en todos los parajes, y el problema queda
entonces resuelto con cualquier valor de #, que es [198]
una cantidad indeterminada.
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PROBLEMAS PROPUESTOS.

17 Dos escribientes han trasladado entre ambos 280 plic-
gos, trabajando el uno 4 duraate 5 dias; y el otro B por
espacio de 8. Los mismos han copiado 288 pliegos traba-
jando el primero 7 dias y el segundo 6. ;Cuantos pliegos
escribia cada uno diariamente ¢

Respuesta: cada dia 4 copiaba 24 pliegos, y B copiaba 20.

2?9 Si al valor de una alaja, que quiero vender, se afia-
den 150 pssos resulta un valor triplo de otra alaja, que
guicro comprars -y si al valor de esta se afladen los 150
peses , igunala 4 la otra, 3Cuanto vale cada uns?

Resp. La alaja, que quicro vender, vale 300 pesos 5
y la que quiero comprar 150.

3% Un artesano ha trabajado en una casa particular du-
rante2 12 dias, ayudandole en los 7 primeros sa muojer .y su
hijo, y han ganado 246 reales. Despues ba trabajado en Ia
misma casa durante 8 dias, de los cuales 5 ha tanido con-
sigo 4 su mujer y su hijo, y han percibido 200 reales. ; Coanto
ganaba €l cada dia, y cuanto su mujer y su hijo juntos?

Resp. Cada dia ganaba el artesano 20 reales, y la mujer
¢ hijo juntos 8. I

4% El mismo artesano ha trabajado en otra casz durante
12 dias , teniendo consigo en los 7 primeros 4 su mujer y su
hijo , que le ocasionaban el gasto de su manutencien’, y ha
percibido 184 reales. Ha vuelto 4 trabajar en la misma casa
durante 8 dias, manteniendo en 5 de ellos 4 su mujer y su hijo,
y ha tomado 120 reales. g Cuanto ganaba cada dla, y cual
era el gasto que hacian su mujer ¢ hijo?

Resp. Diariamente ganaba 20 reales , ¥y la mujer € hijo
le causaban 8§ de gasto.
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5° Dos mensstrales 4 y B, trabajando juntos en una
misma obra, han ganado 8o reules en 6 dias: otros dos
Ay C juntos han ganado 108 reales en g dias; y los dos
B y C juntos han ganado 160 reales en 15 dias. Qué jornal
ha sacado cada uno de ellos?
Resp. El jornal de 4 cran 7 y § reales: el de B eran 63
y el de C eran 4 y %

62 Tres compaficros 4, B, C se reparten una suma de
dinero : la parte de A tiene e reales mas que los 3 de la
suma de las partes de B y C: la parte de B tiene ¢ rea-
les mas que los § de las partes de 4 y C jontas; y la
parte de C tienz e reales mas que los 3 de las partes
de 4 y B juntas, 3Cuanto monta la parte de cada uno?

Resp. La parte de 4 eran se: la do B eran 4¢3 yla
de C eran 3e.

72 Se entregé la cantidad de 160 reales en pesetas y
pesos duros, y el ndmero de Jlos pesos escadia en uno 4
la mitad del ndmero de las pesetas. ; Cuantas fueron las
pesetas y cuantos los pesos duros ?

Resp. 10 pesetas y 6 pesos duros.
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PROBLEMAS.

COLECCION TERCERA.

Indeterminados de Primer Grado.

ADVERTENCIA.

Parz estudiar estos problemas conviene temer presente
la Leccron X,

61
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" PROBLEMA 1. Dividir ¢l ndmero 17 en des. parrsy
tales que la uvoa sea divisible por 7 y la otra por 1g.

2% piimera artes : incdgn V¥
19y Segunda} P 58 0
I 7x419y=117 Probl. ,
177~ [—
g ?-z.:f,w“—".fﬁ."”-'"f Sich
THl g gieg st

. . & . y:yt.}:t H

O e Sl

i A -

B=rEd-1, < o« s of':”?_‘f[g;(?'f."'l): =L

- Somze o x ff  Bedjem Y=

| tx=y (14—19E)=98 f/— 35 f/ —8e. [/ 231/ U
Wy=ig(ge-i1)=19/ 152 J  Beofl—a1y [/ =,
\ Comprob. o8+s9=1ip; Zt=143 15=1.

e e x:]4'—"95"-

OBSERVACIONES.
1%, Segun viens propuesto el problema cada parte debe
ser un multiplo de su divisor, y asi esprecamos la una por
7%y la otra por 1g%.
24 Hecha la plantificacion despzjo la incégnita, que tiens
menor cocficiente, Yy saco- los enteros del ‘segundo miembrol

3% Como me resulta el (']'L;ebrado 2 , que debe ser an

entero, lo serd tambien su quinta parte, por lo que hago
N
—l——E, introduciendo una variable infermedia 4 la cual
i
) doy el mismo s1gna de ]a lncdgm!a.
4% Averiguado el valor de  en enteros lo sustituyo en
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el de: x4 con lo- que obtengo esta incdgnita en espresion
de £ :sin quebrados.

5% Ya resuelta la cuestion voy dando d la variable .. .
valores sucesivos desde z—oj pero bien pronto veo que la
Unica solucion en npimeros enteros y positivos es esta en
quz 75=g8 3 1g9y=r9.

6% Pudieramos haber planteado el problema eon una sola
incégnita, suponiendo 7x la primera parte y 117—7% la
segunda, de esta manerat

e M

pu— 9

19 :
w19 =g p 4. S 5E
b - s
s W P O X . . . E=7E'413
g ,
x:rw—xgzﬁ:,
7
117 — Bt -1
E:?E'-"—l 5 s o 7 10(7 ) o -// |o-x:r4—!9£r'

/i
Pero nada se consigue con esta simplificacion de una sola

ing6gnita, porque hay entonces que introducir dos variables,
VIR LA Tk . .

PROBLEMA II. - Dividir ¢l nimero 100 en dos partes
tales que partiendo la una por 5 deje el n,slduo 2, .y partleudo
la otra por 7 deje el residuo 4.
5%+ 2 una parte} incégn. 3
7z 4 ofra

. 5%+2472+4=100 Probl.
5x:xoo—z——4—7z:94—-7z,
94—7% "‘18 4-23

5 5

y=i 3
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z=5E+23

-
)
.

Rt T\, ) s 72:',
5

z:5E+2 9 & s s x:94_7;5E+2) .-.//...DCZ\IG-P?E.

E=o /1)) 23
sxt+a2=82—3sE=B83"iy7 /12y
7z+4:35E+!8:18 /)53 [/'88.

OBSERVACIONES

. 1% Con Ia dHlSlO[l del quebrado

por 2 se evita la

mtrodaclon d° segunda vanab]e intermedia.

22 Cuando en las valuaciones llegamos 4 E —3 sale
x=16—7 E—=16—7.3=—5; de consiguiente no hay en nimeros
enteros y positivos mas soluciones que las tres figuradas al fin.

32 La comprobacion se hace 4 un golpe de vista.
B — T SRR s S R

PROBLEMA III. Teniendo guardados 100 cartuchos entre
dos soldados, dice el uno al otro : si cuento mis cartuchos de 8
en § me sobrzn 7, y el otro le responde si yo ciento los mios
de 10 en 10 me sobran tambien 7. 3Cuantos tenia cada uno?

8x4-7 cart. del 19 . Bac-h
10z +7 cart, del 39§ 109080: 3

8%+ 741024 7=100 Probl.
§x=100—14~—102=86 —102,
86 —10z _ q———z

—10—z+4-
4

v i, . '. . z:.{.E-‘-S ;

|
=
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¥=ro—z g A=E
2=4E+3,5 + « « x=10—4E—3+E ... [/ i x=y=5E.
E=0:fl 13
8x+7=63—4oE =63 // 233
102+7=40E+37=37 /| 77+ :
OBSERVACION. ' ;0o | .n
Esta cvestion no tiene mas soluciones que las dos.es-
tampadas al pie, porque haciendo E=2 resulta x=7 —3E...
e TZ7—5e2 = —3s" MY

LA M
¥ - A

'PROBLEMA IPi Dada una fraccion como -§—§ % cuyo
denominador sea el producto de 'dos ‘nimeros priinos ‘entre
si , descomponerla en dos fracciones, cuyos denominadores

szan estos factores.”

gc}nu-mersldcu"es: incégn. 3 1 L >
p
2 _i—-{- Probl.
i PR : 3
7s+11y=358, B i
56—11y 84y )
g%y Loy 3
7 15 -l 3
r==12 )
7y__“ i ,
PE4Y E4T |
) i =35+ Py 2 ,-
Bl e=phliy i 4 EER A PO
32
7E1O

r(ae'—a)+ lc T4E s BT
2 2

.,,.// o y=7E - 33

E—oE =14 40 s

I
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i gg.—..! [y
o Ll

"

5‘3-——;1(7&: -—’l) 9"-"7'”" 1/
o
Bl o bt / 5.9".,//-—://— 2 ) —3 [ — e,
i3--':n:‘: 13 )2 ll—9//—8Be) .24/ 35/ 46/ o
S7E —3=—3 //4// tff | eff—10 fj—17 [/—24 (] — e
4:14—%44:;_8_.
7 7 i

IRpEtgls o L ¥

ofrs Comprob 53

OBSERVALIONES

12 Como en la derivacion del segundo priodo resulta
un quebrado con la varlabk intermedia £, necesitamos in-
troduacir! otra \{arlable ' para continuar las operaciones.

32 Dando desde cero valores positivos y negativos 4 Ia
variable £’ saco los valores de x y de y que se ven al pie
ée Ia resolucion 5 pero, si limitamos la cuestion 4 enteros
posmvos, no hay mas solucion qus x=2, y=4, esto es,

o5 =35s Counto dicela comprobacion.

o I P T T

.. PROBLEMA V. Hallar ua ndmero.tal que sea divisi-
ble por 73 pero que, si se le parte por 13, deje el residuo 4.
N nim. incégo. 3

N = 7% = 132+4 Probl.

x:r3z+4'___:z+6z+4;
M:E,
? E
P L SO S
E.—z BEgh Bl abfo s cals Baxalidas

s ffemXm ] 3—FIE"

TR
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z::'.E;z,
E= ey z:mﬂ;ﬁ)_“f,,,//,“z:?p._‘_“ -
N:l3z;!-¥4,
=7E'44 4« « « N=213(7E'+4)44... .. .N=g1 E' 56
OBSERVACIONES.

12 No hemos sacado el valor de x, porque 00 es necesario
para obtener el ndmero pedidoj pero, si quisieramos hallatlo
por via de comprobacion, tendriamos
132+ 4

@ | d5irev sl CERY whin,
el i o x:.'ﬁ.g_E,;fﬂﬂz 13E'48 3
N:?x:’](lsE'—{—B):glE'.—i-fjﬁ-.

22 Kste problema tiene una infinidad de soluciones, snendo

& =

la primera, por la suposicion de E'=o, el pnmer térmmo
N=356 de una progresion por cquidiferencia, cuya razon es
gt ; de modo que cada término de esta progresion resuelve
el problema.

3% Como los problemas indeterminados de primer grado se
rasuelven [g6] practicando la misma operacion, ‘gue se haria
para buscar el mayor divisor comun entre los coeficientes de
las incégnitas, suponemos [¢7 ] los coeficientes enteros respec-
tivamsntz iguales 4 4, B, C, &e., al paso que hacemos los
quebrados residuos iguales 4 E, B', E", &¢. Bajo este concepto
s—=Az4 E, z=BE+E', e, y en la dltida ecnacion po-
nemos, en lugar de nueva variable, la cantidad conocida con
el mismo signo que en la planta si estas ecvacionss son en
nimero impar, y con signo contririo si son en nimero pary
d causa de la alteroutiva+de los signoss
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Ejecutando la operacion indicada tendremos 13| 4=1

6 g Bt
i 6 G0
E=CE'+4=6E"+4; Tt

de que resultad z= BE +E'=1(6E'+4)+E'=7E'+4;
$= Az +E =1(7E'+4)+6E'+4=13E'+8;
como en la resolucion anterior.

—_——— R N AL S

PROBLEMA VI. Hallar un nimero tal que dividido por
6 dej= el residuo z, y dividido por 13 deje el residuo 3.
N nim. incégo. 5

N=6x+ 2 = 132+3 Probl.

6x = 1324+3—2=13241,

R oo P +«.+r
- 6
z—_‘o-—":E L] . L . z:6E"—l;

N=1324+3,
z=6E—1, ... N=13(6E—1)+3u.f/.. N=78E—10,

OBSERVACIONES.
Resolvamos tambien esta cuestion por el método del

mayor divisor comun : x=Az+E; z=BE—1;
3 % o N g B e =6 E 1§
13_‘4?2 B:—_G s },... = Az+E:2(6E——-l)+E::3E—2;
—_— N=6x+2 =6(13E—2)4+3=78E—10,
22 Enla progreswn de eqmdlfer&ncla, que forman las solu-
ciones de este Prob}ema, el-primer térmmo es N=78E—10...
ee=78X1—10=168, y la razon es 78.

i

62
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PI\OBLEWA VII. Quebraron & vna mujer cierto nime-
10 de huevos, que traia al mercado, y queriendo saber

cuantos eran para pagarselos, solo se acordé de

que habia

mas de 200 y menos de oo, y de que, habiendolos con-

tado en su casa de 3 en 3, salian cabales : contandolos 7
d 7 le sobraba 13 y coatandolos 10 4 1o le sobraban 6.

3 Coantos eran?

~ nimero d= huevos
ontados 2 4 ;
T 3 2.3 " incégn. 5
7 contados 7 4 7 ndim. de veces
# contades 10 d 10

N=3x=7z+1=r10ou-+6 Probl.

vz+1=104+6,
— 10845 3&-1-5
Z LN c &
311-’:-5___:12,
7
u=1E 5'—22-—1-}-3_’2 3
£—1 =~a4 =R
:E L] - a L E_,3E+2,
3
u=IE"3
. 3 . .
: Y By : ,
B=3E 42 5 ¢ s o M:M—'s—ta)——é wxis Do ff (RO a:.ryz.:_"—l-:-gg
3:&::0‘::-;—6,
U=7E' 415 4 s ¢ » 3X=10(7E +3)+6_7oa +36
' 6
Ry L o LI PT P
F- i a
3:-_'_'__'.Eu”, s L. E'=3ef

3
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“:705 12,
3

L G x-_—__%ci.ga”-l-u s s o ff » v =70 000G

N=3%,
X=70E"412 44 o » N:g(yoxh‘-l-u) da o fl « o N=210E"R36.

E=r0 [f/.t 8. s TR e 2 {246>2oo;
‘ N=36 // 246 // 456 /] 666 f 826 [/ Eo’c} y 246 <300,
’ Comprob. 246=3.82=7 .35+ 12102446,
|
OBSERVACIONES.
12 Principiando por la ecuacion 7z r=rou+6, saco
el valor de u en la segunda indeterminada ausiliar &'

of

Sigo por la ecuacion 3x ==1cu4-6, en que sustituyo
el valor de u=ye '4+3, de modo que las espresiones 34,
7% + 1, 1046 quedan combinadas entre si.

3% Sacado el valor de x en la tercera variable inter-
media &", tenemos en su triplo el nimero que se busca,
esto es, N=3%=3(70&’+12)=210E"4 36.

4% Aunque esta cuestion se presenta y resuelve  como
indeterminada , la condicion de que los huevos eran mas

de 300 y menos de 3oo, determina la cantidad de 246.

5% Tambien puede resolverse este problema del modo
mgux ate :
37241,
g L2F gy BT by
3
ZH_p 5 - . ZT3E—I3
3 ‘
35 =10u-4-6,
6
:IOH"F =3u-t24 g_
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T A e S R

g€+ gore =N/ 9+ (E+, a1z)o1=n + -+

¢ €+, a15=n

t94-nor—=N
Ctparz=nccc ff o (14pal)f=n o o 2 ¢ a4 mlzw
¢ wbttn
[ s m —
.u..T?ﬂhl._H. s e G .vlﬁn..T:__WMV.h = . R ] .—ITEQM“
5
r.ﬂlzmn“‘ﬂ
3 :- ¢
-u..T:-Hm....l_aﬂ - i " " :__H“I”.m.
i
2 2 I A= 5 =,
Sl o P!
e oy — N
i .v+~mm.
m Z I—I_ﬂ lhln —_a
t4-,at b 20
‘¥4 mo1=al
9-+,70€=9 =4 ,a€ s o1 ==gF-no1=n
g4 08 mg—a15 1+ & 9g— ars=1+(1—af)i=1+2i =~
% ab=n; » . % mHM



'PROBLEMA VIII. . Buscar. un ntimero, que dividido por
a dé 1 de resto, dividido por 3 d¢ 2, y dividido por 5 d€é 3.

N ntim. : incdgn. .
N=2x+1=3z4-2=35u-+3 Probl. 4

2% =3%1t L,
x:32+I':z+z+';
Py
o - . . z2=sE—13
2
su=32—T1 ,
z:ZE-—I L] L] L] L] 5“:3(2E-')-I:6E—41
:6E_4:E+E_—-—i;
5
E;“:E' Wt T
e 1 e o
E;SE'+4 s » v o 2=2(5E'44)—=1 i ffees z=10E'+7;
N=3z+3,

BRIoR' Ly o « 5 3 N:g(:oE’+7j+z...//...N:3oE'+23.

E=o el s B 3 & 4. ¥ B
=goE'+233=23 // 53 // 83 )/ 113 /' 143 [] &e.

OBSERVACIONES,

12 Cuando principio, czlculando con la ecuacion consti-
tuyente 2x-1=32+2, la transcribo en la columna central,
simplificandola con restar de memoria una unidad de cada
miembro j porque conviene ejercitarse en las operacioncs, que
se hacen 4 golpe de vista,

2?  Para trabajar con la ecuacion constituyente 544-3 ...
<+ = 3% 42, tambien la simplifico de memoria, trayendola 4

la columna central en 54 =3%—1.



3% Luego sustitnyo en la primer resultante 2==2E-—1 el valor hallado de E, con lo que ,,

saco z=10k"+7, cuyo triplo, afiadicndole 2, me da el nimero que busco.

e Y LT I

PROBLEMA IX. 8e ha comprado una libreria compuesta de 1000 volimenes en 2190

duros, Los de 4 folio se han vendido d 6 duros, los de en 4% d 3 duros, y los en 8?2 4 30 reales.
3Cuantos volimeanes habia de cada tamafio?
x de 4 folio

o + z=1000
» en cuarto ) vol. incégn. 5 3z IR } Probl.
z en octavo 6x+3y+3z=3190

4%+ 294+2=2190.§=1460 i —
s e 0 i ol = (o— — 6 . . . m— 6 — -
o Bl } g 3%+y=1460—1000=460 , y=460—3%;
2=1000—Yy-—X,
y=46c—3x , A k . 2T1000—4604-3%—% + s« [f + ¢« =540 + 25,

d=ile G sy g Hkd [ B8 e Hi333%

y=460—3x=457 /f 454 // 451 [/ 448 ) Ge. wusis [/ 13

2540 +25=542 [/ 544 [/ 546 // 548 J &c. wuns //846.
Comprob. 344514546 =210003 6.3+ 3451434546 =13190.

OBSERVACIONES.

Llevo la segunda ecuacion constituyente 4 la columna lateral, multiplicandola de memoria
por &, como manifiesia el miembro indicativo.

-3
-
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5% “'Poniendo debajo la primera ecvacion constituyente, eli-

mino por sustracoion la z
3% Traigo & la colamna central el valor de z, haciendo de
‘memoria la transposicion de términos de la primera ecuacion
P P
.constituyente.
42 Con la sustitucion del valor de y saco el de z.
5% . En este problema no se nécesita el ausilio de variables
intermedizs, porque, preseatandose x4 9, 2 en forma de enteros,
perquc, p s

no hay mas que dar valores d x.
6% Es preciso que % <154, porque x=r154 daria
1= 460—3% = 460—3 X154 =—23

de consiguiente el limite es x=153.
LR S

PROBLEMA X. Un posadero ha cobrado 3o duros de
varias personas ; 4 duros de cada amo, 2 de cada criado y
2% por cada eaballo. 3Cuantos amos, criadosy caballos habia?

¥ amOS % R —
: +2y4-$z—20 Probl.
Y criados Simc6gn.; 4 HE
% caballos 8x4y 4-52=40,
Bx o gy=g0—52,

Supongo Z=4 5 + + + 8% 44y =40—5 . 4=20,
2%t ¥y =5 =54 ¢ o c J=5—2%.
- =elF O/ B
y=5—28 =3 // 13
2= 4 » 4.

\ OBSERVACIONES.

12 Como no tenemos mas que una ecuacion con tres in-
cbganitas , 'se” da'd-dos de estas los -diferentes ‘valores arbi-
trarios qué ‘pueden admitir. I Neman S NE N T =

2% Duplico la ecuacion- constituyente para desvanecer ¢l
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quebrado, y como en la derivada 8% 4 4y 4 3%=40 todos los
términos, escepto 5%, son divisibles por 4, veo que es pre-
ciso que % sea 4 6 un miltiplo suyo para que haya igualdad.

3% Supongo, pues, 2=4 , y la ecuacion resultante
y=5—2x solo tiene dos soluciones, porque ha de ser x <3.

4% Tampoco 'puede ser z>>4 , porque, como multiplo:
de este valor, seria el siguiente z=8, de que resultaria
8x -+ 4y=40—32=40—5,.8=0, lo cual serfa absurdo.

57 Huabo , por tanto, un amo, tres eriados 'y cuatro
caballos 3 6 bisn" dos amos , un criado y cuatro caballos.

T A T R S R ———

PROBLEVIA XI. ;De cuantas manszras se pusden pagar

19 duros con columnarias, escudos y ducados?

% column.
Y esc. 1nc6gn. 3

z duc.
5s+10y+112=380 Probl.

5x=380—10y=—=112,
_3o—109—112

: =S A=

2= 59 55 59 59 L 5; 2104 10, IO’ IC-) sernsen [o;

y=ux [| 2 [] 3 [/8c.uif/325 y=1 (/2 [] 3 [/&0s...(/263
%=63//61//59//€ccumf] 15 #:=52//50//48//Ee.u..ff 25
Z=T5y 155 150 I5y seenes 155 22200, 204 204 204 sinnnee 203

y=1 [/ 3 [} 3 /] Bewnf/ass =1 /2 /] 3 [/800unnjf 1583
$=41 //39//37//Ecswnff 15 5=30//28 /26 ;8¢\ /). 23
2TT255 25y 259 259 sedsenn 255 ZT°30,.304 304,303 iod 09
y=u /[ 8/ 3 fi8enfiros =0 ff 3 HB 4300 )
5=19//17 /)15 //comnffi 45 %228 [/ 6 /[ 4/f 2.
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OBSERVACIONES.

12 En la ecvacion final vemos que z ha de ser un mil-
tiplo de 5 para que & sea un entero.

2? Cada valor de z da una coleccion de soluciones ,
atribuyendo 4 9 el valor de los nidmeros naturales desde la
unidad hasta donde permite la ecuacion final, y los valores
de x son determinados por la veluacion arbitraria de las
otras dos incégnitas.

3% No puede ser z>30, porque en este easo z=35
daria x=76—2y —+lez=76—2e1—11.7 =—3.

4% En la primera coleccion de soluciones no puede ser y>32,
porque y=33 da ¥ =76—2y—4tz—y6=2,33—4 . 5=—1.

5% Por la misma causa en la segunda coleccion solo hay

! 26 soluciones , en la tercera 21, en la cuarta 15, en la quinta
1C y en la sesta 43 componiende en todo 108 soluciones,

62 En cada coleccion , despuss de sacado ¢l primer valor
de x, forman los demas una progresion descend:nte de equi-
diferencia, cuya razon es 2, hasta acabar en r en las co-
lecciones de ntmero impar, y en 2 en las de pdmero par.

WA T A I R

PROBLEMA XII. Pagar go000 pesetas con paffos da
dos especies, uno de d 9 pesctas la vara y otro de 4 13,

% de inf. cali

dad . L5
: var. de pafio: Incogn, 3
% de superior } P g% 3

g% +-132=2000 Probl.

9X=2000—132,
_2000—13%
= —

9

2'—-4Z.

z222—2+4 $

63
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:—ez__E,
—=gE+41,
gis: 98+1_4E+E+r;
2 2
E:":.E‘ 5 . . . Ex=aBE'—1j
z_gE-i—r,
2
E:ZE ==y s ee T )(2 —-‘I)+‘ P //o Y Z:QE‘-—4;
2
__2000—132
e e
9
, P—— ’.___ !
2;::9E’-—4.,...:;c:mﬂD I;(QE 4)...//...5\7:228—-133* '
Bzt o sl 30:dl- Bidnsos /s
x=228 —13E'=3215 // 203 [/ 18y [ Seesuun. Jf 73
2=gE'~~ 4 = 3 [/ 14 [I- 23 f) Becwviso [] 149

PROBLEMA XIII. Un negociante ha pagado pesetas !
de 5 reales can ducados de d 11, y ha dado 15 realus mase
aCuantas son las pesetas y los ducados ? \

P pesetas T .
D ducados.flmé e
sP=11D—15 Probl

7o :rD—ls; Ll omspiac P=—j3+nE;

5 D=3sE. }
= OOy 8

P=11E—3= 8 [} 19 J/ 30. Jf e.

P=-3E =5/ o /) 55§ o
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OBSERVACION.
Como en la derivacion ¢l numerador y ' denominador
del cocficiente & son uimeros primeros, es claro que D
ha de ser igual al denominador 6 un miltiplo suyo, esto

es, D=3E,

o A Y o P S e s .

PROBLEMA X1V. Compones s0. reales con monzdas

de 4 y de 5 reales.
* mon. de 4.
% Moo, de: incégn, 3

4% +4352—30 Probl.

50—~3% gz
P et Ml s G T T W $
4
2—3z
:"""E L) - . . 2:4E+2;
4
x=307"35%
4
2=4E+2 45 ¢:05= 50—’5(:E+9) v B=10=5sE

=0 /1
s=1o—sE=10 // 5
2=4E + 222 // 6

PO T BT

.
?
.
2

PROBLEMA XV. Varias personas van 4 mersndar 4 esco-
te, pagando cada hombre 25 reales y cada mujer 16: al ajus-
tar Ja cusnta se halla que el gasto de todas las mujeres juntas
escede al de todos los hombres en un real. ;Cuantos eran los -
hombres y cuantas las mujeres?

h ndm. de homb.

2 . gincdgn. 3
m ndm. de muj. e

lﬁm:’s5h+x Probl. -



z80

25h-t1 oh 41
m= =5 3
_ 16 Sshtal?
gh+t :
ok
16 .
6E—1 E—1Y
h=1 :E+7 s
9 g
FE—1
o B Rig
J '
E:9E+I:E,+2E +r;
. 4 7
EEI“'I_ "
7 m— 9
IS A
E1:7}, I:SE"-—'-F t;
E”—i ]
5 =g o " " o« E'=apm i1
/
B! = 3E"+EI_' .
2
E":_‘QE'“-i-l g & —afagp™ It Ve g M1 .
) « B =g(e 4 1)4+r" . f o s R =R 1 33
E' 41
E:g )
v
il
Ry R gy e s E:M_;’_ﬁ.i_' corffoes B=9R" 45
16E—1
e )
9
e i6(grl 2
g el oo i (9% ;'4) '...//...k:ms’”-l-?i
m__z,;h+t
T 2
25(16E" 4 9) 41

h=16e""4» , .« M=

. 10//11 .ﬂ}::zsﬁm’*‘x['

.
.

16




" = 6_// r [ 2 [ e.
b+ = /a3 39 / e
m=25E"+ 11 =11 j/ 36 5 61 J/ .
OBSERVACION.
Resolvamos asimismo esta cuestion por el método del mayor divisot comun:
m=ah+E, h=BEt+E', E=cE'4£', B/—cE"4+E" rI=uE"Si;
E'—He 4 1 —28" 13 ‘
" G ) B'=ps" +5"=3( 2E'"_+I)—t—E""Z?E'”-Fg;'
i e S A Er=a(7E! 43) FeRY 1= gBV 14
+E' =i ( gV H4)+ 7V 4 3=16R"+ 735
45 =1(168""47)+ 9" 4+ g=258" 411,
IO T B T - - 1 3 ; P
PROBLEMA XVI. Un chalan compra eabalios y bueyes : : por cada caballo da 31 doblo-

nes, y 20 doblones por cada buey : al ajustar su cuenta halla que los bueyes le han coatado 7
doblones mas que los caballos. 3Cuantos busyes compré y cuantos caballos?

=1
16

BTTE
9%

c=116=3
|

=

~
“

[l

 §

B

f =M
I
f

ol

A

¢ nim. de caballosT . o0
b nim. de bueyes }mcégn.; 20b = 31c .47 Probl.

g0 17

| e I 1T
b:sb = o+ 2

182
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”‘74'7:}3,
20
e QOE-—? QE-——?’.
e g
.2.?-:':.7_:E],
it
[
E__“E9+7:E' L
S M
Q =E
o Akt ' 2 EV—y
L_,~——2 =4 E —-3+-__2__;
E'—1 ; . :
aT.:E f b 3 & . E'"=3E" 413
B
Er:9 - 7 .
" -
E'—EP+y, .. & Br=902E :")'"7 oo s [l g Bl pE %1
/
E:IIEQ-{—?,
: B4e1)+
E'=oB" 41, . .  E=UOEEDIT. .y poyEresy
i 20E—7
s BT S
Eﬂl =
E:'IE’”‘PZ 0 M T W ‘:20(Il ll—}-Z) 7-4'//0.00220E”,'+'3;
/e 31c4-7
' P Ol
g =aoE"$ 3, 5 ¢ o 6:31( - '_o+3)+7 vos' e «b=31E" 45

E=oja ) 3 /) &
e=20EY4-3=231/ 23 /) 43 // Yo
b=31E"4+5= 5/ 36 [/ 67 [/ ©a




OBSERVACIONES.
1% Hagamos la otra resoluciont
b::‘\c—{-E, C:BE—l—E’,. EICE'-{-E", E'IGE“-{—E’“, E"_—.HE’”-{-?;"
E'=HE"+ 7'=2E" 4+ 73
E'z22GE" +E"=4(aE" q- 7)+E"=¢gE"_4.28;

3! Ae:ol\B:::“c? U;4IHTZ10}°"'\E"—* CE' + 8" =1(9B" +28)+2 B4 7 =uB"4 355
e (c = BE +E' =1(11E"4+35) 4 9 E"428=20E"+63;
b= Ac +E =1(20E"+63)4+11EV435=31E" 4 g8
22 Aun@ue} resulta c=20E"4 63, b=31E"4-¢8, tendremos, en hzciendo E’“:-—3 p
—30E"4+63=20.—3+63=3; _ 4 i
q“{b:glE"’-{-—gB:gr e L b como en la resolucion anterior.
3% El motivo de la diferencia, que se advierte, proviene de que en la derivacion del

I
—r :
5 en vez dz que, si

/ A gk, Bl — .
cuarto periodo hicimos la division de-g—-z—z quedando el residuo

g Y Y * 9B —y y  Ef'—n
hubieramos hecho solo la division del cocficiente de la letra, esto es, -——;——:_;E e S
2

huobieran resnitado en los valores de las incégnitas las mismas cantidades conocidas, que tienen
en la observacion 1% pero la operacion estd m:jor como se ha practicado en el mapa.

e T B e L T e PTG g e~ =

o
>



PROBLEMA XVII. Hallar un ndmero tal que si se le divide por 13 deje el residuo 7, y

si se le divide por 3t deje el residuo 135.
N nlmero : incéga. 3 N=I13p+7=31q 415 Probl.
13p=319 4+ 15—~7=319-8;
p=49+E, q=BEA-E', E=ci'+5", E'—ce"4z'", p'=nz¥}8%
® mmanl 478 3 ;
SE =1(2"+8) 4 e"=3"4+8;

41-‘-3-z|n—2'f03—r EG—;I!HTQ‘IO} g ee o BEZi(3E"4-8) 4 2E" 8"‘5[-:"—1—!'!6;
: gi=3(38" *16)pget . 8=13E" 4403
e —'2(135"+4o)+aﬂ"+|6 3113'”«{-96
N=3p4- 7 =13(318" 4 96)+7 =4038" t+1255..
eo /N =319 15=31(13E" 4=40) - 15=403E" 4+ 1255.
=73 Mo Y iomk /L0 U B
N=403E" - 1255= 46 // 449 /[ 852 // 1255 [/ Ee.

31

; OBSERVACION.
Cuando el cocficiente de la dltima variable resulta ménor qus la cantidad constante se divide
esta por aquel ‘coeficiente , sino se quicre dar 4 la variable valores n:gatives, y se pone el
residuo por cantidad constants, con lo gue se pueden emptzar las sustituciones de la variable por

&

T
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cero y-continuarlas pm' los nimeros’ natura'les. Asiy en el pre-,

sente caso ,
N = 403E" + 1255 — 403+3E '+ 46 = 4038" + 46.

.———m_-—
PROBLEMA XVHI. Buscar un nﬁmero, que 'sea’ di--
visible por 7, por It y por 13.
¥ nimero: incégn. 3 N=7r=Frx=13% Probl.

- L & ki +___-
~1ge9y .. 0 b ginsua ccl 18 ;OIpq TIRT (@0
";.“‘E:‘E. . ¢ A ; 3 W 58
11
7":‘_!‘-3:29
Z=IIE 9 v o o 7P=139TIE=T43E,
b ala e =Yt gk
t=—2-—20E4 21—
¥ 7 -~ + 7 ?
¢ ' %:E' . o e E=wple
it : Z=11E,
=y5' , .. 'h’"-——u.ya‘. T, R~
: IR R
z=77E", . . JN=1§ 771:...[/,. « N=to001E".
OBSERVACIONES

12 Bien se pudiera— ‘habek* resue]‘to este’ problema solo
por el raciocinio, considerando que el producto de los coe-
: ficientes—de Jus indeterminadas 7, x. 2, sieade estas ni-
meros enteros , habia de satisfacer 4 las condiciones , y
que , por ser estos coeficientes nimeros paimos , ninguna
cantidad menor que su producto pedia. dar la sclucion.
2% Esta cireunstaucia de nimeros primos -en los: nume-
64
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radores’ y “dendmidadores” 'de-"los” quebrados “residoos ‘nos ha
proporcionado en la igualacion con las vanables ausiliares
mucha simplificacion en ‘el cdlealo.

3% Bien se conoce que cualquier milriplo del caeﬁelente
de;ila Aitima, variable, satisface, gambien 4 Ia jcuestion,

PROBLEMA XIX. Una frutera, contando sus ciruclas de 2
en 2, de 3 en 3, de 4 en 4, de 5en 5 y de 6 en 6, halla
que siempre le sobra 'una; paro, si las cuenta de 7 en 7, resul=
tan cabales. ECuantas cxruelas ngma?

¥ ndm. de cir. ¢ incégo. 3
N_zr+:._3s+x—-4t+:—5y+1:6x+t-‘7z Probl.
5-"?—73—’1 ’

_7%— z—1
’-5-6—!-:3- ? d . » Z=6E4-1j
su=7z—1,
z:6£+r, .. .5,u—-7(6,|:+t)—-:'*-4m+6 :
u.._4m+6_.83+|+ MH_I&
5
21-::: iy , |
o SRR
——— =2k —[-,__2.._;_..‘
' 4
Bl e, y r » Bl=ar'413
2
B
a3l
2

so0 v ff v 2« BZZEA35

7
AR'+41 )—1
Riz=or 414 0 -E-—é'g——'-z—l——'




2d7

z=6E-+14
E=gEi42 5 o o o 2=6(3E"F2)H1. 0l 0 2=308"4 133
RT=F STy
2=30E" 413 5+ + + 41=7(30E"413)—12108" + 90;
u 0
1:M_52ha+2"+—m—+-i
4 2
E"+l:EHJ : s f : E”Z'..ZE’”-—I;
2

z=30E"+13,

g 1y o, 2m30(3E =) 413,40/ . o . 2=60E" —173
NZ7Z,
Z=GOE 17 4 00 N =7(608"—17) o « o /) . . . Nz=420E"—119.
OBSERVACIONES.

1.2 'No ha sido necesario operar con las dos ecuaciones

2r+1=7z, 35+1="72, porque, siendo ar+1=4f4=T1, 35T (s
oo =6x+41, resulta r=ot, s=2%.
a

== g@ ~Bien 38 hecha de ver que las sustttuuanes en ' em-

‘piezan desde la. umdad, y que cualquier mulnplo de su coe-
ficiente 420, rebsjandole 11¢, resuelve tambien el problemas
de modo que el menor nimero posible de ciruelas es

N = 420E"—179 = 420 1—119 = 301I.

e e T R A R e - =
PROBLEMA XX. Un labrador compra 100 cabezas de
ganado en que gasta 100 pesos, 4 saber: bueyes 4 10 pe-

| sos, vacas 4 5, becerros 'd 2 y carneros 4 3. j;Cuantos
| ‘ha comprado de cada clase ?

P bueyes

QVans p+ g4 rts=r100

? becerros (17658043 i } Probl.
g 10p 45+ 27+ 5 =100

§ carneros
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OBSERVFACIONES.

1? Como son dos las ecuaciones constituyertes y cuatro las
incGgnitas, ‘tenemos que - sustituir valores 4 dos variables ea
cada una de las ecuaciones resultantes r—27—19E—3q9,
sEqa 16840, 4 000 -

2%  Desde lusgo vemos que ha de ser 19E4-39 <27 para
que r sea un mimero positivo; lo cual solo permite igua-
lar & £ ‘con el" cero ¢ la" unidad.’

3% En' este’ ‘conespto’ sacamos para las’ mdeterr"mad'is
Poty s ‘d0s sistemas de valores, hacrendo dﬂsaparecer E.

42 En el primer sistema es siempre p—13 y r=27-3q
Tequiere 34 <27, pot lo ‘que ¢ empieza en ‘cero y sigue corre-
Yativam¥nte hasta'g, dando diez soluciones, y es $=72-F%54.
5% Ea'el'seigundo sicmpre es p=4 § y r=8—= 3¢ ecsije que
sea 30<<8, de modo qus g empieza en ‘¢éro 'y ‘acaba enva,
lo qus da’tres soluciones, %y es §= 88y aq.

2% De ‘estas trece solucionés se”deben desechar las tres
en qaé una'indeterminada’es igual 'd' eeto, porque se supons
“que! el labrador compré’ de’ las’ cudtro’ clases de ginado; dg
consiguiente son diez las verdaderas soluciones.

PROBLEMAS PROPUESTOS.,
f 32 Bascar un ndmero, que dividido por .5 dé 4 de residuo,
y dividido por 7 dé 2 de resto,
Respuesta: N=35E 4.
22 Buscar uwn nimero, que dividido!por 28 d¢ 17 de
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resto, y dividido por rg-dé 6. de resto,

Resp.: N=s523E 41071,

3? 3 De cuantas maneras se pueden comppner 264 duros
con monedas de € y de 3 duros?

Resp.: De 43 maneras: las monedas de 6 duros forman
lIa progresion de todos los nidmeros correlativos desde 1 hasta
43,y las de 3 duros forman progresion descendente de equi-
diferencia, coyo primer término es 86, el dltimo 2, y la razon
tambien: 2. : .

4% Se pide componer 741 reales con 41 piezas de treg es-
pecies, 4 saber, de 24, de 19y de 10 rs,

Resp. : De 3 maueras :

Las piezas de 24 rs; han de ser 5// 14 // 233
. lgside, 39 han de ser 29 /15 /[ 13
y las de 10 hande ser 7 [/ 12 /17,

5% Un monedero tiene tres suertes de plata: la primera de
7 onzas de fino por marco, la segunda de 5 y 3 onazas, y Ia
tercera de-4 y 5 onzas. Tiene que hacer una élig-aci‘ou de 30
marcos de 4 6 onzas de fino.en marco. ;Cuantos marcos han de
emtrar de cada suerte? ‘

Resp.: Lie primera suerte 10 /12 /14 [/ 16/ 18

De segunda g0 /15 f/3o f/ 5 jf o3
De tercera o f/ 3 // 6.7/ 9. ff 12,

69 Buscar tres nimeros enteros tales que, si se multiplica
el primero por 3, el segundo por 5 y el tercero por 7, la suma
de los productos sea 56903 ¥, si se multiplica el primero por o,
el segundo por 23 y el tercero por 49, la suma de los pro-,
ductos sea 2p20.

Resp.s El primer nim. 15/ 503

El segondo 82 // 403
El tescero 45 //30.




PROBLEMAS.
COLECCION CUARTA,

Segundo Grado,

ADVERTENCIA.

Para estudiar estos problemas conviene tener presente
la Leccron XVI,
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PROBLEMA I. Buscar un nimero tal que, restando 2
de su cuadrado , quede 1.
¥ ndm. : incdgn. 3 N*—z=1 Probl.
b Nlz=1+2=3,
N=+V3=+1,7328%.
Comprob. (+1,7328¢.) —2=3—2=1.

PROBLEMA II. Buscar uz nimero, que, elevado 4 una
potencia y multiplicado por un nimero dado, sea igual d

»

otra potencia del mismo nlimero, superior en dos grados &
la primera, multiplicada por otro mimero dado.

.m prim. multiplicader

n segundo datos; myf =nnf*? Probl
p potencia

N nlm, ; incégn.

m
gorr=" o p
7 L]

P NP_?H
Loy
nNF n

¥=uab £
n
. £+ I 4’ P"' g
T 7 —+I —
Comprob. algeb, mn? :m(ﬂ) :flT_zﬂ, s (ﬁ') T
C n? n¥+l “

PROBLEMA III. Hallar un ndmero tal que, si 4 su duplo
se anade siete veces el cociente, que resulte de dividir 3o
por aquel ndmero, y de todo se resta 13, resulte nueve veces
la mitad del mismo nimero mas 5.
% ndm. incdgn. 3

2%+ 7. 3;0--15 =G %+5 Probl.

65
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b — 30_ -
9-'—2—+ 5_.2.1:-}-7.:‘ ID"

9%* -+ 10x% :(2x+7.3;—:5)zx:4x’+:4.3o—3ox5

8% 408 =14.30,

I4030 -
5

x3p 8x= =84 [/ 5" 4-8x—84=0;

%24 X+ q::o} p=383
%% 4-85—84=0J *’ g==—84;

i . L < ol

8 2 ‘/ 4 o
4 S } -—-—§. —1/)?;‘-_‘_._—&*—_ - [ T
q___._g.t. 5 * & £ 2 + —-4—-- 84_._ 4+[°—_6A’ !4

Comprob.{ X647 X 3 — 15 = 32 =9X5+35'3
zX—l.;.+-7><—,},2_15:__53.___9»}(_:?4_*_5.

OBSERVACIONES.

% La planta no ofrece ninguna dificultad, porque se busca

1?
un ndmero, cuyas cendiciones son claras, y se van estampando
facilmente conforme se hace la traducion.

2% La primera operacion es cambiar los miembros, porque,
considerando la ecuacion constituyente, advierto que el enefi
ciente mayor de la incdgnita mas elevada estd en el szgundo,
3% Despues multiplico todo por 2%, producto de los divi-
sores, para que estos desparezcan.

4% Luego paso todas las incdgnitas del segundo miembro
al primero, redncicndo sus coeficientes, y dejo en el segundo
miembro solo las cantidades conocidas.

57 Finalmente divido toda la ecuacion por el coeficienta
del cuadrado de la incégnita para desembarazarlo, y obtengo

Ia ecuacion x®-+8x—84=0.
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6% Esta ecuacion la comparo en la columna lateral con
'la férmula de segundo gradu, y deduzco por los términos homd-
Jogos 6 colocados del mismo modo en ambas ecuacionss, que
p=8, g=—84.

72  En la columna central estampo la inedgnita despejada
segua la férmula, y haciendo las sustituciones del valor de p y
de g, saco x=6 6 bien x=—14, cuyos dos resultados satisfa-
cen en la comprobacion.

82 Ahora h=mos comparado con la férmula la ecuacion
preparada para manifestar las aplicaciones ; pero en adelante
completarémos el cuadrado del primer miembro, afiadiendo al
segundo la misma cantidad para conservar la igualdad, y es-
tracremos la raiz cuadrada, como pudieramos haberlo ejecutado
en esta forma:

x*4-8x =284,
%*4+8%4-16 =84 4-(3)* =100,
$+4 = +Vico=+10,
¥—=—4+10=6 //—i143 y aun cabe
mas simplificacion de operaciones, como manifestarémos 4 su
tiempo.

R T

PROBLEMA IV. Hallar un ndmero de tres cifras tales
que la primera a la izquierda mas la tercera equivalgan 4 3
veces la segunda : que el producto de la primera por la
tercera esceda al de 9 por la segunda en una canridad igual
4 la primeraj y que, escribiendo estas tres cifras en un

orden inverso, se tenga un ndmero con 198 unidades me=
nos que el pedido.

rim.
fh’;g. cif. ¢ incbgn. ; g

3 terg, ¥ pi—gs=p ' Probl.
1001 410§ 4P S100p4- 105 42 —1 985
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w.“u“N . . - \\ . . B . GI.IW”N e - . & b”@
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, lmlln?m = (g5 J+id—d

6zl
l”_mmhm.l.iw
“gr—=dEf— Jd¢
“ g14+dge—, dc=ds o
2 % =
* = * Q) — — . . s e —
g1+ dgi—, ds =~ v—do S (s—d)=¢ <% MNI
¢ “s6—3d=d B =5
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B h d—1—=t—
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p=06 P~ N=roop-tros4-1,
=% 5 u--N:IOO-6+|OI2+4O-n//n-ol\T:624c
F =

Comprob. (6 4-4=10=5+24 6+ 4—09,2=6; 426=624~—198.

OBSERVACIONES.

12 Las dos primeras condiciones son fdeiles de traducirg
y respecto 4 la tercera considerarémos que la primera cifra
4 la izquierda ocupa: el lugar de centenas y la segunda el
de decenas , con lo que se egcribird sin tropiezo em glge-
bra la tercera condicion.

2? Ea la primer derivacion queda eliminada la segunda
incégnita.

3% La ecuacion resultante del primer periodo da el va-
lor de la tercer incégnita en la primera.

4 Comparando la primer ecuacion constituyente con la
segunda derivada se elimina la tercer incégnita en el se-
gundo perfodo, y se saca el valor de la segunda incégnita
en la primera.

5% Estos valores de la segunda y tercer inecégnita se
sustituyen en la segunda ecuacion coastituyente, con lo que
se obtiens una écuacion principal , en que no bay mas
incdgnita que la primera. s

62 Como esta incégnita esth elevada al cuadrado y se
presenta en forma fraccionaria, multiplico todo por el de-
nominador , y luego reunc en el primer miembro los tér-
minos afectos de la incégnita, dejando la cantidad conccida
en el segundo , como manifiestan las dos derivacionss.

72 Ahora divido la ecuacion por el cocficiente del cua-

drado de la incégoita, completo en ambos miembros el cua-
drado del biudinio con el de la. mitad del coeficicntey que
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afecta al segundo término del primer miembro, y estraigo
la raiz, eon lo que saco la resultante p=6 6 bien p—=0,6
por la duplicidad del radical.

87 Me.diante & que los nidmeres 6 cifras pedidas han
de ser enteros , admito solo p=6, desechando p=o,6.

9% Luego hago en los valores hallados de la segunda
y tercer incGgaita las sustituciones correspondientes, y re-
sultan s=2'y 1—4.

107 Finalmente sustituyo en Iz espresion 'del nimero
NZ100p+4 1os+1 los valores de las inedgaitas, y sale N=624.

PROBLEMA V. Hallar un niméro tal que, si de su

cuddruplo se quita el séptuplo de su raiz cuadrada, resulten 15

n nda. : incogn, 3

4n—2\Vn =13 Probl,

I
n—inT—'S=cy

x'4- px + g :o% o p
nees -

: p=—13
n—InT—"S=0 9:‘—:35 .
1 x=—zp V(P —9),

S # i

;:n_? ,n--ﬂ :%i (-‘ixz_a__{_ l_qs):%i_l_‘_?_sf/—_

=%

e, W=30= 9 (=) = e

s e : & Qb E0ia

Comprob. J"=9 /n" =33 4R P s IXIS 15,

p=ti /T =—=55 " aXiirXi=as.

OBSERVACIONES.
1?7 Luego que plaateo el problema formo la derivada, pa-
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sando el segundo miembro al primera y dividiendo tedo por el
coeficientz de la incégnita mas elevada.

2?

Asi preparada: la ecoacion, la comparo en la columna
lateral con la férmula de segundo grado, y dedvzco d la co-
lumna central la igualdad de los términos homdlogos.

3% Pongo en'la columnd central la férmula del valor de la
incégnita, y haciendo las sustituciones de los caracteres, saco
el valor de la raiz cuadrada de la incégnita.

4% Cuadro ambos ‘miembros de la ecuacion, y obtengo el
‘yalor de n=g 6 bien n==33.

52 He podido .comparar la ecuacién propuesta con . la
formala de ségundo grado {217}, porque la incognita .estd
solo en dos términos con el esponeate mayor doble del
menors

63 Pudieramos haber ohtenido la misma, resolucion, dejau-
do el radical solo en un miembre, y cuadrando eatrambos,
de este modo s

qn—15=N1u ,
160 —12084-225=401 ,
16t —1lgn—=—225,
169 2253
e L PIm—
16 16’

2 62
n,__!ﬁqn+(|6_9) r:_225+! r)z :l4161
6 34 32°

( A1 169 11 "
f.l"_."———-—-+‘/ 4 -—):__- __9: ._5_
e ( P P 9/

e TR

PROBLEMA VI. Dividir un nimero n en dos partes,

cuyo producto sea el mayor posible 6 un mécsimo.
" ndm, ; dato 3
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p una parte p(n=p)=z Probl.
n—p la otra inedga. 3 4 -
z producto el e

p=Eintr/(Gn*=2),
2gn? [ z=dn® y oo p=in 2V (G0 —dn*)=1n;

Ne—p=n—gzn=gzn,

OBSERVACIONES.

1?  Vario los signos de la ecuacion constituyente , y
teniendo de memoria la resolucion de la férmula de segundo
‘grado , 'saco el valor de la incégnita.

23" Considero que z ha de ser una cantidad menor 6
igual d £u?, pues si fuese mayor resultaria 4 la incdgnita
una espresion imajinaria , y asi manifiesto en la columna
lateral 2 <Z4n® 6 bien z=4n*3§ pero, como-el producto z
-ha ‘de ser un mdcsimo, es precisoy para cumplir esta con-
dicion , tomar el mayor valor posible, que es z=#n’
desechando los demas.

3% Sustituyendo este valor en la ecuacion principal saco
p=%n, y luego deduzco n—p=gn; de consiguiente las dos
partes son las dos mitades del nimero, y el producto serd
el cuadrado de una de estas mitades.

4% Ea este problema:no cabe comprobacion, porque su
demostracion es de puro raciocinio abstracto, como lo wsa=
mos en la segunda observacion.

LSl s N TR e et Sl Y

PROBLEMA VII. Dividir un n@mero en dos partes
tales que un multiplo ‘determinado de la primera, multipli=
cado -por otro miltiplo determinade de la segunda, dé un
producto determinado.
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a nimearo

a - —
m factor de la 1% partel 4. ros 5 % .n(a—x)=p Probl.
u factor de la 2? o (53— 08y = —
¢ producto - % P;
% primera parte }incdgn L B =py ST
S 3 :
#—x segunda e . s

a_x_—_a_gai*‘/(4a’—-—-) “+1/(*“ _?n_n”)

Aplic. S:a m=n=13; =x==ia++V(3a’—p)} a—x=3a—y/(}a’—p).
Comprob. 1(§a+\/f¢a’—-p).:(éa-—r\/ﬁa’-—p):ia’—ia’.yp:p.

OBSERVACIONES.
12 Luego que he desembarazado la incégnita de su coeficiente mn, completo el cuadrado gel binémio, y estrayendo la raiz 4 sace

s:;.a-i-‘/( a -—;;1-), y a—x=3aF ( a* _ﬁfﬁ_)

22 Cuando m=n=1, como en la aplicacion, resulta x=%Xa+n~/(3a’—p), lo que demusstrg que en este caso ha dz ser la?>p,

mi e A T

PROBLEMA VIII. Dads la suma de capitales y ganancias de dos asociados o €l capigal del primero y la ganancia del segunde,
determinar la ganancia del uno y el capital del otro.

s suma de cap. y gan. L
¢ cap. del prim. datos 3 GAc+g4C=s

g gan. del seg. G:gi:e: c=S8 Probl,
@gen. del 19 e 2,

C cap. del 2'.’} s 11 G+et+g—s=—C,

C: -Eé- s . . . G+C+5’—-"--"‘"—c-§-1

G
' 66



303
G*+(c+g—s)G=—cg» {

o (S (R
G— s—-c-—g +1/ks—c )-—cg :

G+c+g+C:s 'l
C=s—c—g—0G,

A 1 . 7 . | o ven 2
st c.—-.g+ (S_ng) e 5._c—g = s.—-c——g) = e S——g ST
2 — 1/ 2 —'Cg ] . - . C——l‘_c-‘g-— 3 + (._-——2—-—" _‘D lll//o e C-_ : g + (5 : g) —Cgu

]
]
-

—S—c— s—c—g ?
Y (=

N B0 = —1300— =

5:550; G___SSO 32 SO_V(M) -—_300.20:]15—85:30;
' Y
Aplic. Sea lc=30073 : —
' 20— O ; A AD — ——
2= 203 C:éL—%——Hi? _{_‘/(‘ﬁ—ﬁfiij) —300.20 = t15+85 = 200,
Comprob, 3004304300420 = 3503 30 3 30 32300 : 300!
OBSERVACIONES.

La primer ecuacion constituyente es la suma de capitales y ganancias.
La segunda se forma por la proporcion, que han de tener entre si capitalss y ganancias.
La primera ecuacion principal estd tomada de la primera constituyente , cagbiando de miembro los caractéres C, s

.

1
2
3

-]

4 KEste problema se puede resolver por la férmula de aplicacion del antecedente s=1s—-Via’—p, y=ia4\ga*—~p, suponiendo x=G,

y=C3; de modo que a=x+y=G+C=s—c~g, p=xy=CG=cg. En este caso G= =p—2a-Vias _.P-—S_c_g__ ("_C“'g) —og s

= < o % R
L et (T

PROBLEMA IX. Buscar dos nimeros, dada su diferencia y su producto,
d difer. } datas S n(n—d) = p Probl.
: prod N’—-dN-l’-—:—d':u:ud2+p,
N—Lid=+Vidi4p,
¥ = 3d+Vid 4p;
N—d= —3dtVidixp.

~ ndm. may.

incdgn. §
N=—d men. 8f+ 5



Apli&, Sea ;38:: N = ‘5-!-“/( +84) .ﬁ a9 —y 123 N—d=12~5=7,

2

Comprob, algeb, ( d+Vvigd? p)(—’d o T d’-{-p)__ A4 id p=p.

OBSERVACIONES.

1* En la primer derivacion completo el cuadrado: en la segunda estraigo la raiz; y

en la tercera traslado el segundo término del primer miembro al segundo.
2% Si en la aplicacion hubieramos tomado el segundo valor tendriamos

W= =veEp= =y +s4) $=4t=— 73

N=d==3d=V(}d'4p)=—% -1/ +84 §—42==1123 lo que equivale

4 cambjar los nimeros, modando tambien su senndo.

o
i P : PROBLEMA4 X. Buscar dos nimeros , dada su suma y la de sus cubos:

@ suma d= los nim. Siicat A
b suma de sus cubos w3 x3 +(a-—x)’:b Probl,
¥ un ndmero ' 1—ras+ad—b=o0
incégn, 3 34¥°—3 :
a—x el otro a3—h
xt—ax + =Dy

€of



. — fg® b—a3®
u_.n_aiv? s
2 3 b—a3
a—x=Zxa F = .
S
S - e i e * B N T
Aplic. Sen{b_gl, x—-?:’:"/%—+93.?7 =iti=4/3; e—s=%FFi=3/4
Comprob. 4243=73 4%+3%=91
RV oo

PROBLEMA XI. Buscar dos nimeros, dada su suma y la razon de sus cuadrados.

@ suma de los nim. 2
} datos 3 £ —=m Probl.

# raz. de sus cuad. :
(a—x)
% une de los nim. 7} . -
a—x ¢l otro. } 1ncégn. 3 T =9YVm,
x=+aVmF*Vm,
s+xVm==+aVm,
+ar\'m
1 Vm -

151 x—-____lsxr-?__'sin*

Aplic. Sea{ b6 s RV Bl ry e Gy == 15~=12 = 3.

of



Comprob., 1243 =153 E;-:lﬁ::rﬁ.

OBSERVACIONES,

12 En la aplicacion hemos tomado los signos superiores de los radicales, porque son los que
resuelven la cuestion segun viene propuesta.

22 8i en vez de ser dada la suma de dos nimeros lo fuese su diferencia, tendriamos Ia

“resolucion del problema en la misma férmula, llamando @ la diferencia, y tomando los signos

inferiores de los radicales.

3% Con efecto, de la planta (xx —=m sale x:*_,'avf; y siendo a=3, es x:_e’:;f::;,
T 1—Vm 1—Vio
2 2
¥—a=—1; y resulta s =t ‘:‘2 =16=m
S

PROBLEMA XII. Entre varias personas deben pagarse los gastos de un proceso, que
ascienden 4 8oo duros; pero tres son insolventes, y cada una de las otras tiene que pagar
6o duros mas. ;Cuoantas personas son?

% nim. de personasq . xy=800)
& i }meogn.; =
¥ pago de cada una (x—3)(y+60)=800J
xy—3y+60x—180=8o00,
6ox=980o~xy+3¥,

Probl.

Cof



y= 8;0 9 v 3« 60x=9g80=—x, . +3. fog =180 4 2400
& ._(:80+2":‘0°>6—-—3x+4o,
x?—3%—g40=0 , . A o #=3+4/(2440)=8/ —353
8o :
& g,

x:S § * 0 - V= 8;’0 . B ’ // ‘ . . H"100.
Comprob, 8.100=8003 (8—3)(100460)=3.160=8c0.

OBSERVACIONES.
17 Mediante 4 que el nimero de personas muliiplicado por la cantidad de pago de cada
una da el total de gastos, formo la primer ecuacion constituyente con xy=8co.

a? Deben pagar tres personas menos, y cada-una de las que pagan ha.de satisfacer ,

ademas de la cuota comun y, el complemento de 6o daros: por tanto la segunda ecuacion

constituyente es (x—3)(y+ 60) =8oo.
8oo 800

3% El segundo valor de x=—3, qué da y = S—Sse—=—160noes aplicable & la cuestion

==
ssgun viene propuestaj pero los valores 5 y 160 sitven para el caso en que concurriesen
tres personas mas & pagar, y tocase 4 cada una 6o duros menos

<«
O
N



4 En tal caso hariamos estz cdlculo :

(x+3)(y—60)=800 // xy+3y—60o5—180=800, x:—%.{.‘\/(%-{—,‘_c):sg
K m—3%ef 4O g e v g 800 1

=160

' : ; ; 0o
57 Pudieramos haber resuelts con una sola incégnita la cuestion propuesta 3 pues —
x

8oo :
era lo que tocaba pagar 4 cada persona, pagando todas, y Py lo que pagé cada contri=
buyente por la insolvencia de las tresj pero este pago era de 6O duros mayor que el otroj

8oo 8o0 :
luego & +60== , de donde sale x? —3x—40=—0 como en la resolucion.
x——

62 La razon de haber planteado el problema como se manifiesta en el cuadro ha sido
porque esta planta era mas analoga 4 su enunciacion, y comvicne 4 los principiantes se—

guir la mas estrecha analogia en la traducion del lenguaje comun al algebrdico.
e 5 e e

PROBLEMA XIII. Se compré un caballo, que se ha vendido despuss en 24 doblones,
perdiendo en la venta tanto por 100 como habia costado. ;En cuanto se compré?

P precio de la compra : incdgn. 3 P—eg—=P ¥ _‘_F.)__ Probl.

100
P?*—100P+2400 =0,
P= 50+4/(2506—~2400) = 60 // 40,

6o o
Comprob. 60—24— 126 =60 X——: —a4—16=40x22..
P 0—34=3 O Koot AS =14 16 = 40 X——

2ot



OBSERVACIONES. &

12 Como el esceso del precio de compra al de venra fué la pérdida, y esta era por cada 100 G

j . 9.
igual zl coste, formamos la planta con la eecnacion P—z24= .
1CO
2% Los dos valorss de P—6o y P—go resuelven el problema, como se ve en la comprobacion;

mas no por eso entra en la clase de indeterminado, puss no hay mas incdgnitas que ecuaciones,

aunque la P por su elevacion al cuadrado tiene dos valores.
a

3% Podieramos haber plantcado el problema diciendo: si 100 se reducen 4 100—P, P se
. ., o 100P—P? Ay
reducied 4 1220 7 pero, como todo lo qus se percibié en la venta fueron 24 doblones,
100
1ooP—P*
tendremos =24, de que sale P* —100P+42400=0, como en el mapa.
100

Y T

PROBLEMA X1V, Un regimiento de caballerfa ha comprado cierto nimero de caballos
en 750 doblones; y un regimiento de dragones ha comprado con 1066 y # doblones 15 caballos
mas, costandole cada uno 3 y 3 doblones menos que al otro. ;Cuantos caballos compré cada
regimiento?

, i CP= 730
Bt B % Y incdgng, | (Crg) (P 'y)mrabb 35 POEE
CP+13P =" C—2ts2 = 1066-+F=2222,



100=—3200—=150+30P+ 45P—=—3350 + 3CP+45P,

IJ:.-"-’-%Sl 9 . . . IOC——3350+3CX75_+45>\Z_2_: |xoo+ﬂ?z‘5°,
C*4110C=3373,
C=—s5+tV(212°43375) « « « fl + « - C=25//—135
_750
C: 25 [} . . . P:_, 7{‘:‘?‘0 . . . // . . . P:3°o
b9 ]

Comprob, 25X 30=73503 (25+15)(30—%")=10664%.

OBSERVACIONES.

Como los caballos del primer regimiento, multiplicados por su precio, han de importar
750 doblones, es la primera ecuacion constituyente CXP=7503 y como los del otro regimiento
son 15 mas y su precio 3 y % doblones menos, importando 1066 y 4, es la segunda ecuacion
constituysnte (C+415) (P—"*7 )= 10664+ %,

2% Resulta, pues, que el regimiento de caballerfa compré 25 caballos & 30 doblones, y el
de dragones 40 d 26 y % doblones. |

{ « { . 750
3% Pudiera resolverse el problema con una sola incégnita C, considerando que

oo el

precio de un caballo del regimiento de caballeria y _._'Of’:"*"”
15

(]

Q
es el precio de un caballo de los®



dragones 3 pero, como el primer precio escede al segundo en 3 y 4 doblones, tenemos la ecuacion

750 . hoAigs tob6(ned
W quatiuse’ To breg

para plantear el problema, y deducir C*~+ 110C = 3375, lo mismo ©

que antess
4% Tambien pudiera haberse resuelto el problema con solo la otra incégnita, pues (.".‘.:?—}5,(3 es

el nimero de caballos del primer regimiento y C415= 1aGpd es el niimero de caballos del

io
1 k-
segundo 3.pero, como estos esceden en 15 d los otros, tendremos la ecuacion constituyente

—

7 50 ypa 1066+4% 3200 e e e Reduce PP 220 p__ 1500 _
Ll T § S y— “3[’—10’ e donde se deduce |, - E =0y ¥
p=1"%+ A2 s YR ﬂ:llf;t'—ﬁ-g:.go//—%’. Por el valor de P se saca facilmenta
GV ¥ ¥ B 9 9 el g :
el de C de la ecuacion C:ff,%: Zﬂ‘%’: 254 como sabiamos,
o J

R S e e e

PROBLEMA XV. Tres compaiiias de obreros trabajando juntas podrian hacer un bastion
en 15 horas. La primera compaiiia sola emplearia los £ del tiempo que emplearia la segunda
en hacer la misma obra. La segunda compaiifa emplearia en el mismo trabajo 15 horas me-
nos que la dltima. ;Cudnto tiempo emplearia cada compafifa en hacer sola el bastion 2



P trabajo de Ja prim. comp,

S trab, de |a seg.

T trab. de la terc,

¥ tiempo de la tere, sola: 1nc60n. 2

x-S(x—-ls)-.-P(&-—l5)-§~ (P+S4-T)15=1 Probl,

-5(.1,'--1:) 41‘—60~é 1y Sl
S0 e sy oo Yo e e RS TR & T
T x—15 4% —6ox
o ' ~ 4% ~6o QP4 S4+TV: 13x~—60 -
T= 130 4.1:—60::3( 7')5._4 £
1958 —gco=4x*—60X,
253 Q00
5= 47x:———:—az§,
P38 +1/3_’>'_ et mbuiel e
== Lﬁ) 235=60// %
o “ :

b (e Vi a2 1% By
Comprob, \60+60—-15*%(60—15))'5 itz o=t
OBSERVACIONES,
1% Aunque las tres iniciales de las compaiiias se presentan como incégnitas, es solo para we
sacar desde Iueg_o su valor en lg verdadera ingdgnita ¥, pues el trabajo de cada compadia ™



multiplicado por su tiempo ha de producir la uvnidad de obra, esto es, el bastion. Por .,

T T

I
tanto P= T,
x>

Hx—15)" T x—15"

2% Traidos estos valores d la columna lateral y redncidos los quebrados 4 un comun
denominador , los sumo saco 4 la colomna central el trabajo de las tres compafiias.

9 s p

4% Multiplico esta ecuacion principal por las 13 horas, y tengo la unidad de bastion.

4% Conocida la incégnita % =60, results que el bastion se barfa por la primer fompsiia
en (x—15)¢=(fo—15)+=36 horas, por la segunda en x—i15=6o—15=45 horas, y por
la tercera en X¥=60 horas.

4* El segundo valor ¥="° no sirve, porque da tiempos negativos 4 la primera y se-
gunda compaiiia.

TR T R TS

PROBLEMA XVI. Se piden dos nimeros tales que el doble de su suma sea igual al
triplo de su producto, y 4 la diferencia de sus cuddrados,

; :1[' c:]:l:;n '}i“dg“'; 2(x+y)=3xy=x"—y" Probl.

¥ —p’=a(x+9),
£ —y =2 |, . < . Y=Ke—133
ax+3y=3xy, ' "

2x=3%y —2y=(3%—2)y »

(=]



J=x=3 9 . . o 2x=f3x—2)(x—2)=3x*—8x43,

% —--ﬂx — s
3
.. s (A A 5+Vr3
acu_s_“/\.33 s o flx s w2 3
y:x—""ﬂg
Y o Y e $6Q0,  p=r
:::‘:i—_‘-!:'*‘}‘_"“! 9 Dt b y:iﬁ—tl—ﬂ . # . // e y:_Fi_.i.
3 3 ‘ ol 3
Comp. »(223131, "'*V'*\_“‘“‘ 3/“‘“"3.‘"*"'3):(@V_'_s):.(__._“'i‘”i]’.'
3 3 J 3 ) Bued 3 3 3
v _E i A e b

PROBLEMA XVII. Se ban descontado dos letras, una de 4145 duros con 7 meses de
anticipacion, y otra de 6130 duros coa 4 meses de aatizipacion: se ha pagado por ambas
1oooo doros, ;Cuanto por cieato ba sido el descuento mensual?

& desc. : incégn,

1004+ 7%% 100 114140 414000
-~ . .e i 00 - 14000 6[2000
FOO T T s AR = "7 = 15000 Probl.

612000 V0T 7% 1004 4%

100 +44%:100:: 61208 ———
100~ 4%

414 Sigs - i
g S o

€€

I00T 75 400 T 4%



10260+3504% —=18(t1oe+7x) (1004 4x) = 100004 11CcOX4 2858,

28x* 4+-5c6x = — 10000410260 = 260,
x,_'_zggx_zﬁo“lgo e
Vil T T ' :
tid 253 " 130y 130
KT = / — ——
B
Comprab.f 10047 8100114140 : . ’3i°7°_°__4ooo; ;oo-{—- 180 16130 1212200 —(o0q,
40004 6000 == 100003 4000+4000.5%5 = 41405 6000~ 6000 ._-,—;‘;—6 = 6120,
OBSERVACIONES. ' :

17 8iel banquﬂro recibiera los 4140 duros deberia entregar, zl cabo de 7 meses, 100+ 7%
duros por cada 100 recibidos ; pero, como anticipa, hace la operacion contraria, y debe por cada
1004 7%, que contenga la primera letra, entregar 100 éfectivos: lo -niismo sucede \con la otra
letra de 6120 duros, por la cua! sz deben entregar, respecto 4 la anticipacion de 4 meses, 100
duros por cada 400 + 4% que contiéne.” Hacemos , ‘pues, las proportiones :

414000 frecoo
100-+7%: 100 134140 8 ————3, ECO4-4X:100::6120:———— 3
1004+ 7%" 100+ 4%

y sumando el cuarto término de la primera con el cilarto de la segunda, iZualamos esta
suma con el liguido 10000 entregado, y resulta plantéado el problema. (V-éasnig Leccion
XXI pe La ARITMETICA _art.”246 cuest. 7% ).

2? Cuando llevo la ecuacion constitdyente 4 la columna central la divido de memoria
por 1oco para simplificarla,

vi18



3* Para la comprobacion tengo que buscar primero el lfguido sobre que se ha de tirar
el tanto por 100 mensual, y hallo que, Tespecto & la primera letra, es de gooo duros,

y respecto d la segunda, de 60o0o.
4? Ea el comercio no se’ acostumbra hacer los descuentos con tanta ecsactitud, sino que

se carga el tanto por cicato sobre toda la‘ cantidad de da ‘letra 6 pagare.
L e e

PROBLEMA XVIIIL. Bascar dos ndmeros, dada su diferencia y la de sus cubos.

a de los ntdm. }dif.: Sutcasl x%—(x—a)3 =b Probl.

b de sus cubos
b==x3 —(x3—3ax® 4 3a*x—a’)=3ax*—3a’x+a’,

X ndm. may. {

incogn.s RN
Xx—2a men. J i : u!__..ax:b o 5
34 :
b—a3
x:éaiwa’+ ;
3a
h—q3 MY
“—“—‘;ﬂ“l“/ﬁﬂ! —a=—ta+ j.:‘-i-b il
x 349 3a
: Aplic. Sea [9= %3 x—l+"/ 818 -3¢
¢ - =1+ (o BB == f R — g [ g
b=118; 3% 2 — B e

Comprob. 7—5=23 73 —353=343—135=218.

&1¢



- PROBLEMA XIX. Buscar dos nimeros, dada la diferencia de sus cuartas potencias, Yw
la suma 6 diferencia de sus cuadrados,

a dif. de las cuart. pot.

b suma 6 dif. de los cuad. §

o
datos ;3 1,er Caso #he—yt=—a

0] ' Probl.
* s, incégn.; 2 +y* =
] otro} G
x*+y*=b Woren 4
d’—- ‘: - ...lx: +“' . = :+ (-rl\ —-"
:3+';1___a 1...36'—-—_}’2_2 b ; 8 _1/ -b+2b)s
x*4-9izb
a % " a0 2)’2-—25-—' b 9 oo -y_ +1/(% i
5 —y —F b

bt —
e el -, pProbl.
%° —y*=b

%,...zx_——-i—b,...x_-i-“/( )
2 2....
$+y E,.lnjy-_.—— ,...y__+ ( )
#2—9i=b

“__pt—
“2 " A g..-$2+ =
& —y*=h

('r-n-ln

t:«l::



=545
s Cator Sea i 0% s /(B E )= w—+1/\ z..g,)
322 Caso: Sea{:iﬁzf x:‘_"_‘l/( :.55 -I-%)—'*"% J:-‘“‘/ (2.5——2-)=ih‘

Comprob, ) 1+" Casos 3¢ —24 =81—16=655  3'+a’=o4q4=13
2? Caso: 3*+—a*=8r—16=063; 3?2 —2’=g—gq=3.

Aplic.

PROBLEMA XX. Baco encontré 4 Sileno dormido junto & un tonel de vino, y se aprevechd

de la ocasion bebiendo por un espacio de tiempo igual 4 las tres quintas partes del tiempo que
Sileno hubisra empleado en beberse todo el tonel. Sileno despierta y se bebe el vino que queda.

Si Baco y Sileno hubieran bebido juntos, el tonel se hubiera vaciado seis horas antes, y Baco no
hubiera bebido sino los dos tercios de lo que dejé 4 Sileno. Se pregunta ;Cuantas horas nece=~
sitaria cada uno por si solo para beberse todo 2l tonel?

¢ niimero de cuartillos, que contenia el tonel: dato;

x ninn de horas en que Baco solo se podia beber el tonely . s
5% atim. de horas en que Sileno podia hacer lo mismo } £ i
PREPARACION.

" .
Baco — cuartillos §

X

El tonel de ¢ cuartillos se Jo bebe

Baco en x horas }, «. En 1 hora bebard

Sileno en 5z horas ) & :
Sileno — cuartillos §
5%

PAN S



Ilitibiera Bebido tado €l tonel . s & s ».4 spnsn sugs

Baco bebig durante los ¥ del tiempo en que Bileno se
Sileno se hubizra bebido todo el tonel en 5z horas .}

{bebia en cada hora == cuartillos « v w s w v }
Baco = a

bebi6 durante 3z horas . ...esuess sy

Bacarsebabit Rie @urtillos = s v n disssisd s pess

El tonel contenia.¢ cuartillos ., s e ospapnsss ,§
%

>

=&

Sileno

bebia en 1 hora - cuartillos . . T T '5

. c .
tiene que beberse -;-(x-—g,z) coartilles . , ’,

Ss ha vaciado el tonel be- ) Baco durante 3z horas
‘Slleno

’ i 5 i e 5
biendo sucesivamante ""‘33) horas

Si los dos hubiesen bebido juntos
hubieran consumido en 1 hora

Baco — cuartill, }

baleno— cuartill.



+++ Baco bebidé durante I, 52—3z horzs;

+» » Baco, durante 3z horas , bebié 32-.;_...

2 .
. o= 3% cuartillos -

x
»» Baco dej6 4 Sileno c-——E—:—z:%(x-32)

cuartillos 3
.+ Sileno bebid £ (x—3z) cuartillos en
%
¢ & o e
c—(%—32) s —=2"(x—32) horas ;
= (x—32) i (x—32) 5

» Se ha vaciado el ton. en 3z+!:—z(u—3z)...

2
L :85—1 52

_—_—Z—(Bx-—-l 5z) horass

+ Los dos hubieran bebido juntos en ¥ ixorl
AL e(5z+x)

cuartillos §
%7 A 5%%

(9%
=+



. . . 1=
Bebiendo juntos Bubieran consumido "_(“_f_)cuar-
- : 3xz

tHIAGEL G N ROPE salil s 00 ahw o ohes & v A G

Buponese que hubiesen bebido juntos los ¢ cuartillos
del tonel . v i cv e B S e

i’
Suponigndo que bebiesen juntos hubicran estadug
L]
b

: 3%%
bebiendo —2

horas‘II!.l..QDIIll‘.l
534X :

- e -
Baco bebia cada hora — coartillesw s o o o0 a0 as
X

Bebiendo sucesivamente se ha vaciado el tonel en

—::—(Bx--l5z)h0ra_sg-....'-..--..-...
%

Bebiendo juntos se hubiera vaciado el tonel en

*Z

5 horas--.....--,o.,..---,--4
SE4+X

o Bebiendo junt. se hubisra vaciado el ton. 6 hor. antes /

3%

Baco, bebiendo juntos, hubiera consumido —
3 +N
CRRIEIINS o 0 o 5 s o b h i 6 e o T e TR
Baco, bebiendo juntos, no hubiera consumido mas 2+
que los 4§ del vino, que d2jé d Sileno« e+ sou .

LY c .
Baco dejé 4 Sileno ';("“"3:) cuartillos « ¢+ o s



+++Los dos, beblendo juntos, hubiéran gas-
tado, para consamir todo el tomely
c(52+%) __ 5%z ,

€ o
552 524+%

horas 3

.++ Baco, bebiendo juntos, hubiera en 3%z
524 %

5%%. .6  5ez
52+% %~ 534%

horas consumido
cuartillos 3

5%

-~

, condicion de

Ve -z-(Sx—-lsz)—6 =
x .

tiempo 3

s02
554-%
sumo del vino,

L)

c . -
= — (¥—32)+ %, condicion de con-

618



By

A o
—(Bx—152)—06 = 2"
N ; Mty Probl.
¥ez, ., ¢
Ba4-%

Wy Bz  ax—b6z
5z+x: 3%
15%2=(2%—6z)(324%)=4X%—302% 4 2x°,
3oz=+nxz_zx ’

2

_ﬁ___ p zw_. Il’_._‘_g LN AR

5%2 % gn g 80z=152" — 6%
52+% X ( 15%) % 9
5022 =(Bxz—152*<0%)(524+x)=255%  —7 52% 4+ Bx z—652=30x%,
6x'——75z3+z5xz‘+3x’z——3oxz,

'1

-0 SO 7 —75.-——x3+°5- B+ 3 o— 8030, — 5%
15 15 15

e-__§5+2_°_* e

—4 = — X—4

& 2
45 45 45 3 :

-;—x.:ﬁ-i-g].: 10 3 » s . 9(1':‘_*3-%3::5;"

(137
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%—"—51&
i " 2 i
'x:-'ls " RN 5"::;_5“"5=5 9 t v ] 5Z=5025100

OBSERVACIONES,

1% Para traducir este problema en dlgebra se requiere mucha preparacion. A este fin dispongo
dos columnas, y estampo en la dz la izquierda las premisas 6 circunstancias, que reuno y comparo
entre si, para llevar, por consecuencias, los resnltados 4 la colomna de la derecha,

2% La deducion de las ecuaciopes, que esprzsan la condicion del tiempo y la del consumo, y
que por tanta constituyen la planta, no negesitan mas esplicacion que el misma raciocinio con
que la preparacion estd furmada,

3% Las operaciones del cdleulo se entienden bastante en las ecuaciones por los mlﬂmbros
indicativos,

4% Hemos desechado ¢l segundo valor de z=— {53t £3¥= 5% // —1ix, porque, sicndo
negative, no hace 'al casa de la cuestion,

5% Este problema no admite comproba..lon numérica; pues, s’gun su naturaleza, solo podria
comprobarse con ‘la prdctica,

67 Tambicn pusde rusnlversc por la comparacion de las ecuaciones constituyentes, en esta _

forma ;

izt



= = (0s—159—)
———=—(8s—152)—6 2
5z5+x " ,...Sz--!sz —6=fx—2z,
Xz
' =3(x~—3z
5% +% $x=5) 5 24xz—452° —18x—=2x’—6xz,
452’-30::2:—2::’—-18::,
8 ax® 18x
z —sz_""——-——
45 45
2 2 %2 A 2 6
59.....§xz+.x_:£_—2___—.ic_ i--_x
9 45 13

=—i—+ 1/(~ h*),...z_—+1/ &

x? 6%
pero, debiendo ser z una cantidad racional, es necesario que E_i_g sea un cuadrado perfecto,

73 Suponge I_x;__ %—* m® ... x—6x=15m?,
x=3+4/(15m*49), donde observo que m? ha de
ser un cuadrado perfecto, y lo ha de ser tambien 15m24 ¢ para que & sea vna cantidad ra-
cional. Advierte asimismo qu2, tratzndo esta ecuacion como indeterminada, y suponiende pri-
mero m—1 y despues mI2, nada se consigue; pero, sustituyendo 3 en lugar de m, ten-
dremos V/(15m*4-9) =4/(15.949)=12, y por tanto ¥=3-+12=15, como hallamos en la

resolucion anterior.

gzl
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82 Volvamos 4 la ecuacion del valor de 2 para sustituirle

el de x, lo que haremos asi: z—'——+ 1/(_-—--—(.5'-) s s

15
B (L)

y? Este valor es dudoso por la ambigiiedad del signo,

y avoque la resolucion aanterior maaifiesta que el verda-

dero es z=—2, nos desentendemos de este comocimicnto, ¥
vamos d inquirir el resultado admisible, por el wciodo de
sastitucion, de esta manera :

52 __2¥—6%
5%+% 3% =3 Tom

I Z
. 5z:2(—3——}_-)(5z=+x),

z\ p—f 2y
&‘-15,...5:4_2(_—_ )(5..-1—-15)-—”'( __)(z+3):4 '4-30‘
3 a 3
I:;z:q.z—zz “+30 49
Rl SRS ek Rl
—_—d2 4 tr? \-_-. .1.1.+
Tt P (Jl 3 Sesooh = et Fiy
e

3=2 , desechando el otro valor z=—%5 por ser negativo.

PROBLEMAS PROPUESTOS.
0

1?2 Se pide un ndmero, cuyo cuadrado sumado con su
séptuplo dé 44.
Respuesta: El ndmero es 4 6 bien —iu1,

2? Un agente de comercio recibe para el giro de cada
negociante tantas veces 15 dablones coantos son agquelios
individuos, Su ganancia , que es tantas veces 2 dobloues

. per 100 como negociantes hay, multiplicada por 1% da de
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producte el ndmero justo de negociantés. 3Cuantos son?
Resp. Son 5 negociantes.

3% Un ganadero empleé en corderos 2400 reales, siendo

el precio tal que con el mismo dinero podia® haber com=

prado 20 mas si se los hubieran dado 4 reales mas baratos.

3Cuantos corderos compré y cuanto le costé cada uno?
Resp. Compré. 100 corderos d 24 reales.

4% Dos; andarines: salen. al mismo tiempo de un pueblo

para otro. distante g9 leguas: el primero anda cada dia.a
leguas mas que el otro, y llega 2 dias antes. 3 Cuantas
leguas anda diariamente cada uno, y cuantos dias rarda
en Hegar 2

Resp. El primero anda diariamente ®r leguas: y tarda ¢
dias, y el segundo anda diariamente ¢ leguas y: tarda 11 dias..

5% Un menestral, que ha trabajado varios dias, ha per-

cibido 384 reales§ y otro, que ha trabajado 6 dias menos
ganando distinto jornal ,  ha recibido 216 reales. Si este
hubiera trabajade todos los dias, y el primero hubizra faltado:
6, hubiera gznado. cada wno la misma cantidad. Se pregunta
jcuantos son los dias de trabajo y el jornal de cada menestral?

Resp. El primero trabajé z4 dias & 16 reales, y el
segundo. 18 dias d 12 reales.,

62 Hzllar un ndmero cuya raiz cuadrada tengs con su
raiz ctibica la razon de 5 d 2.
Resp. El nimeéro " es 244,r40625.

7% De dos 'personas, que han formado compafiia, la

una ha puesto 30 doblones, que han estado r7 meses en
el comercio, y la segunda ha puesto. su caudal 7 meses
despues, por lo que ha permanecide en giro solo- 12 meses.
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"El candal del segundo socio, que no conocemos, asciende

con su ganancia 4 26 doblones s y la ganancia total ha

sidlo 18 y % doblones. Se pregunta j;cuanto habia puesto
el segundo, y cual era la ganancia de cada uno?

Resp. El segunde habia puesto 20 doblones, su ganancia
eran 6 doblones. y la del primero eran 12 y %.

8% Hallar tres nineros en proporcion continua tales que
el segundo sea-igual al primero sumentado de 3, y el ter-
cero sea el cuddruplo del primero aumentado de 3.

Resp. Los tres nlimeros son los que forman esta propor-

o .. 1+Viog  19+Viog  34+4Viog
clon -—- Z : g : 6 .

92 Se pide dsscomponer el mimero 6 en dos factores

tales que la suma de sus cubos componga 35.
Resp. Los factores racionales son 2 y 3.

e R G . L T = e sy et
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" PROBLEMAS.

COLECCION QUINTA.

Indeterminados de Segundo Grado.

ADVERTENCIA..

Para estudiar estos problemas conviene tener presente
la Leccron. XV 11,

70
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PROBLEMA I. Hallar dos cuadrados , que se diferencien

en a cantidad entera y positiva.

% suma de las raices de los cuad.
% diferencia de estas raices

(" = *)z—(’r :”)2:. A Prabl.

incégn.3

gl exz4z—yl+ onz—2at

2 =8.// %=,

X=—.
z

: z=uf/a/f3/]4//5//6//10f/12/f15//20//30 [[603
Aplic.Seaa=603 &b . ;
x:_?:6o//30//20/715//l2//’10//6//!5//4//3 VYL

Cuﬁprob. ("0:6)1——( 3 0;6)!::82-—2 160

OBSERVACIONES.

1? Para resolver facilmente este problema tomamos por
inc6gnitas la suma % y la diferencia 2 de las raices de los
cuadrados pedidosj y como sabemos que con estos datos ( Pro-
bl. I. Col. seg.) el nimero mayor es la mitad de la suma
y de la diferencia’y y el menor la mitad del esceso que
lleva la suma & la diferencia § resulta que la raiz mayor es

% §—%
e & y la menor

« Y con la diferencia de sus cuadrados

; ) 1 %\ * —a\?
formamos la ecvacion constituyente (a’:+ ) ___(x ) =a.
2 2

Desenvolvemos estos cuadrados, y la ecuacion xg=a

manifiesta que una de las indeterminadas es igual al co-
cientz de la cantidad conocida dividiendola por la otra
~indeterminadas

5Y
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1%
para hacer alguna aplicacion.

4% Bajo este supussto buscamos los. divisores ecsactos .de
60, que son valores de una de las ‘indeterminadas, para

hallar con las divisiones: la otra.
a

5
lidad mas que seis3 porque, desde la mitad de cilas, las

Como @ no tiena valor numérico le suponemos 60

Aunque ‘se presentan doce soluciones; no hay en rea-

incGgnitas cambian de espresion una con otra.

67 Para la comprobacion hemos tomado la s2sta sola-
clon, en que 10 es la suma de las raices y 6 su dife-
rencia, con lo que ha resultado 8 la raiz mayor y 2 la me-
nor, cuyos cuadrados 64 .y 4 tienen la difereacia dada 6o.
e ds
propuesto, suponiendo N? el cuadrado mayor y n* el menor, de

Pudieramos haber planteado'el problema segun vicae

modo que N*—n*=a, con lo que obtendriamos N=va +n’;
pero seria muy engorroso sustituir una multitad de valores 4 la

indeterminada # para hallar con este tanteo los de la otra N,
i A ST

PROBLEMA II. Buscar dos nlimeros tales que, afiadiendo
4 su suma el producto de nno por otro, resulten 79.

x un ndm. Y . incogn.; %+2-+%2=79 Probl.
z otto S S
N2 LTy 94,
= - =—1 ;
X1 X1 +x+l 1

Los divisores de 80 son #+1==1.// 2. // 4 /) 5//8//10//16 /20 //40// 805
=o v/ 3 a7l 9 //15/19//39//79%

:—-x+5§_‘°:;:79//39’/l9//15//9//7//4 43y e

'OBSERVACIONES. i
12 En este problema procuramos desde luego separarlas -
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incgnitas para que, dando valor d la una, resglte la otra,
8o

X1
22 A este ﬁ') buscamos los divisores ecsactos de 80, ¥y

los igualamos sucesivameate con % 41. Rebejando de cada
“uno de ellos la unidad sacamos los diferentes valores de a.

3% [Estos valores sustituidos en la ecuacion final nos dan
los: correspondicntes de %.

4%  La primera mitad de las soluciones es lo mismo que la

"’segunda, consxderando una variable ‘en lugar de otra.

como suacede -en Ia ecoacion final z2=—1+

PROELEMA III. Hallar dos nimeros racionales, cuyz suma
sea d la de sus cuadradoes como 3 4 3.
xuil nﬁm.} fochang . EAEy *¥49% 11 51 5Probly’
P olrg 3N 439 =55+ 57,
-31:‘—556"‘—-3572’*‘ 5
Supongo y=x%y » + - 3% —5¥=—38°%’ 4 5%z, -
35:—-—5—'—3907,’4- %z,
3% 4-3x2 = 3452 = 5(1+42),
2 Slree) -
T a(t+z?)’
L=
5(r+z) _5z(1+z) - 8-
Be(st%") . 3(1+z‘)
e glERl o s(1he) 8y
; : 3(1+2%) 3(l+22)_ 15
SBGLEEA SN s liak . sea(s-ve). S s,
A h = 3(1+2%) " 3(1+2%) T
Gacatgts) . sie-+3); __:_2_,.
e Y. 3(fesl) T 303y " 30 7 37
F PSRt e 5%(1-':-2)_‘_’3 3(r-+3) 2043

..... — 2

y—su‘H‘) 3(1+3°) T 30

&e.
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14221 4atugy s

Comprob. £ /2 _24 (_i,_ n:_43)“ R -
(3 +2 9) 5, +2 . 84040 sogsg,
OBSERVACIONES.

12  Introducimos la wvauriable z de mode que sea y —x%
para que la derivacion 3%*—j5y=-—3%°2" 4 54% se pueda
dividir por x, y las dos incégnitas, que constituyen el pro=-

. blema, no pasen del primer grado.

2? KEste problema tienz uona infinidad de soluciones ecan

los diferentes valores, que se quieran dar & la variable inter-

media % en nilimeros racionales.
B LR

PROBLEMA 1V. Partir un cuadrado as en otros dos

cuadrados.

& raiz de un cnad. V.
i incégn. 3
» raiz de otro

xx+yy = aa Probl.

XX== A=Y,
Sop.y=xz—8, . . . x¥x=as—x'z420%2—aa,
K==03

B
%x—2axz4x22" —x(x—2824.%2%)=0,.
( )=0ses X—20% 4 x27=0)

¥—2az+4+x2¥=o0,

20%
(z2*+1)x=3az , . . . x:za-k;;
y:xz—a’
2az ' 202 : a(z?==1)
— d 1P » T L= o s+ s YT —— e
zid1 PR /./ 7 %F et
y Sopls 24z 20503 =33
- Aplicvag=25 4 +:> a:.-s} e i o
i g ,lll- 2 r 2
e a(z?—1 —1)_
ot = { )35\3' }‘—4-3
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* Comprob. 32442 = 23.

OBSERVACIONES. -
1? Con la suposicion y=xz—a hemos logrado rebajar un
grado 4 las ecuaciones derivadas en el primer periodo.
2 Bicn se resuelve el problema con la resultante ¥ =o,
en cuyo caso viens 4 ser yy=aa, que dd y=-+a3 pero, como
suponzmos que ecsiste un cuadrado efectivo xa, desechamos

la espresion x—=o.
3%
otras cantidades ; pero no podemos suponer =1, parque en-
a(z*—1)_5(1*—1)_ o

zt -1 141 2
mo caso de la observacion anterior, pues que resulta xx—aa
6 bien x=+a.

e — L s e e

Dando nuevos valores 4 z se resuzlve el problema con

toncss y =

—o, y volvemos a! mis-

PROBLEMA V., Busquemos dos niimeros tales que la
diferencia de sus cuadrados sea igual 4 un cuadrado cono-
cido aa.

& un nim.

incdgn. s
¥ otro } P
yy—xx=aa Probl.
: . Xx==yy—aa ,
Sup, y=xz—a6, ... xs—x‘z* —2axz+ag—aa,
%'2" — 205z —xx=x (%2’ —202—%)=0,...{ *=° ¢
%2} 24Z—Xx=03

%22 — 24z —%x=0,

- a
G LEST S - LT g S R u:_f_..z_,
Zi——1
y=xz—a,
C
202 24z a(z 1)
e ] = Z— A . ——
z;_‘ 92 . oJ’ zz_l ® 3 o s // (] y zz-—-[
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Qd8yaraay 8.8 4

e =t Zra
Apl At i
1¢. @d=2 (R |
P 5’ z_g‘,;.- (3_:_‘_ I)
g o J __ﬂ(zz'*‘l)_‘5 2? Y
j?—- 33-—1 —_— 31 —13.
2l

Comprob, 132—122=33.

OBSERFACIONES.

Desechamos, como en el problema antecedents , la
ecuacion resultante %x=o, porque xx debe ser un verda-
dero cuadrado.

12

2% Bi hubieramos supuesto y—=xz-a hubieramos. sacado

2az a(r-4=z?) 2
¥ ——wa Y=o peroestas férmulas no ofrecen
———— l--

ninguna ventaja sobre las que presentamos, pues se nece-
sita_siempre hacer en ellas & = menor que la unidad para
sacar valores positivos.

a

L3
2% En las nuestras x— s ML o

= » €8 NIeCesa=
2ie—1 J 2=

rio sustituir en Jugar de z nidmeros enteros & fraccionarios
mayores que la unidad para que resulten valores positivos,

4% Si el cuadrado conocido fuese aa=16, y supusie-
ramos. 2= 3 o tendriamos

gax: L asled . Bl st
z*—1 — 3*—1 8 =33
a(z® 1) _ 4(3%4=1)_4e10
St = =g —4
2'—1 3% —1

esta es, Yy—xx—3*—3*=16 =aa.

Rt ST R e e
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PROBLEMA VI. Hallar dos' niimeros tales que; suman-

do el cuadrado de uno de ellos con el producto del coa-
drado del otro por un ntmero. dado b, resulte un cuadra~
do conocido: aa..

% un ndm.q . i

B otco }mcégn.p :

sx-+byy=aa Probl.
byy—aa—zxx,

Sup,. = zy=—0'y o o » byy=as—y* 2" 2ayz—aa,
‘y’z"’—zayz‘—{-byy:y(yz‘—zaz—t—by)zo,....lz

22y —2az+by=0 ,

=g

2y—2az 3 by—0%

24z

(bt+2*)y=2az , . v e y::m;
=2y—a.,. .
T i phaty 28% . _alb—z*)
y‘“b—‘—zl o e x‘-—-z"‘b-‘-zz’_ ﬂ--.-//..-x_.u‘--b-—‘-zn o=
T
5
capay_?I—5%)
> T - -2 %
Aplici.a6=49% ¢ c.0=77 btz 5+.§; w
b:s q oo 3
e 3 i ¥ LRI it WA
=y e B 53 =3¢
Comprob. 2*' 4 5.3*=49.-
OBSERVACION..
Aunque la: derivada del tercer perfodo es x—=z, 2.

b—“:i'—ﬂo e
. a(z*=b):

2T bemos sacado’ la: resultante x:.__._a(b'—zz)

: b4z
que ibamos 4 hacer' una: aplicacion en que b>z*; pero,
mediante-4 que la suposicion de valor 4'la primer indetermina=-
da. puede ser x==+tzy+4a, que da siempre el mismo: resultades
7E

por-
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J9
xx=y’zt==2ayz 4-aa, tenemos en general w=HzyTa...

gagioss la _oa(busz?)

—

» tomando el signo superior

a5
brzs DTt T
cuando b<2® y el inferior cuando b>gz?*, para que en las
aplicaciones resulte siempre & = un valor positivo,

S Tl S O I T

PROBLEMA VII. Hallar dos nimercs tales que, si del
cuadrado del uno-se resta el producto del cuadrado del otro
por el cuadrado de un nimero dado b, la resta sca igual
4 un ndmero dado a

2un nl_.’uu.'(

yoo g 2008ME

sx—Db*y*=a Probl
: —b*y*=a—xx,
Bupongo x=g—by,... —b*y*=a—zz42bzy—bty*,

‘pbzy=—zz—a e T
s " 4 2bz ’
, %s=z—by,
22 —0 = 2z—a 2240
) - . . e —_ _bo “ e s e XT +
abz i zhz leoo8= 2z
3 .
Aplic. a=28 =l T4 e — i
= sl 2z 2.14
hin 22—a __14°—28 _
z=14 STLRER D BoReidg e s

Comprob. 8*—4.3"=28.
s A S P R L T T st e
PROBLEMA VIII, Partir la suma de dos cuadrados
aa+Dbb en otros dos cuadrados.

& raiz de un cuad. R
y raiz de otro i

&% 4-yy=aa-+bb Probl.
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§ a— Py, | p— ; .
§o=nquv—10% nam[TNM certo=(ngr—vs— Nz +32)2T"N2QT—2IVT— N, 24 Z

Lt s1=C8F 1= 64 ,g *qoidwod

- & il R . Ha..d & —p
Ta— S ra4Evs1's T g— ng4-nve v Porge o Bl iy |
3 : A1 : =1 |m3. :
59 = — : =——K | g1=o*tri=vr ond¥
Le1tg—2C _llm.nu s T 4% —v—nny ¥ ; i
; 1 ‘ : o RN Bl At G BT e
@ - } .|||l.|l~n. s . \ﬁ LI ] ﬂll.d - ¢ Cvn !mﬁ. ﬁﬁ +.¢Vﬂ —Z
g— gt nog i b 1
i ¢ g—nz=
¢ =1 T P k\ - AR S ulam..“..‘l..rla.”a i 8 . 3 h’l“w
ngo—uo—nhy ~ (ng+0)e (ng+v)e
fz—p=¥
4 f
N L — e . . ¢ (ngap)e=z(,n-+1)
(rg+v)e .
; ¢ o—ngz—0T— N2 42

. Sq—nz=C
z2— p% *dng

to=x%
pnm.TaNmal «“HH.N..Tﬂn..TwualuanL.ca . . .

¢ Gl+xx=gqtor
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PROBLEMA IX. Un tabernero compra vino de dos suer-
tes : la arroba del uno. le cuesta a, la arroba .del otro le
cuesta b: paga por toda la partida un cuadrado incégnito tal
que, si se le afiade un nimero dado d, la suma -es un cuadrado,
cuya raiz es el nimero de todas las arrobas. ;Cuantas arrobas
compré al precio 4 y cuaatas al precio b?

&% cuad.
z tot, arr wx=bu4-a(t—u) Probl
2 arr, 4 b incogn. 5 Vxx+d=t ; ey

t—uarr.d a
Kx+d=tt,
xx—1t—d 3

::S;:;:-g(t Pe 1t —d=bu=at—au, e g
= —_—r Bl
(a=b)u=at—tt+4+d 5 - . . u_a_t-—_——;
a—b
at —it+d at—tt—d Lz——d
= e R T e il v . L ase uot o o
7, /R o Wi o 3 L T lewd 74 a—b
_at—it4d at—tt+d 5
o ra_b W T e :a——b >°,

at—114-d=>0 ,
—at—d <o,
tt—at<d,

.1:--at+—‘;‘—’-< desy

- $t—=bt—d >0,
n—=bt>4d,
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b
11—bt 4 I:f> d —s

Apl.a=$8 t<(;+w-4"af:§+ %o +Z:4+V?3);
bzs el 52 26

] 1 / 5% _5+Vv205]),

d=60 - ( ‘i‘w'*'_“ 3 60+_4W_' a5 )"

1< (44+Vo4 = 48 =12)3

Sup. ;:»(5*’\/289:5-\—!7: ”) ;
2 2

z<nz}, B b T

>t 2 o
a=8 RSO
._‘_--—-——ww- 6
b=3 _ar—t1.4d __8 a7+ sl
d:60 9 8@ W= ‘ﬂ--.b % o 18_5 e 12 ’
S0
—a
1““23
G5 o o D iy 4
b iy
1 . 12 13’
u:-—"‘
2
z__ﬁ o e ,,_d_v -—60"'—ﬂ-.
d::ﬁa
' (E)_ IS gx 89 2 T

Comprob.

L“/ffs_g’.-l-ﬁo_ | "29 f’d'
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OBSERVACIONES.
La- plantificacion de este problema no ofrece dificultad,
pues debiendo ser el cuadrado incdgnito igual 4 la suma de los
valores de cada espscie de vino, resulta que la primer ecuacion
constituyente es ra=bu+ta(t—u), y habiendo de componer la
suma de este cuadrado y del dato d otro cnadrado, cuya raiz sea

el total de-arrobas, tendremos para la seguunda ecwacion cons-
tituyente Var—+d=2

2

Las operaciones, que ejecutamos en el primero, segun-
do.y tercer periodo, se comprenden facilmente por su simple

inspeccion,

; ¢\ i at——1
3% Despues tracmos la ecuacion resultante 4= t:_d i
i =
: " at—tt+d
la columna lateral, y deducimos 4 la central que . ;" Oy
03—

pues gue u ha de tener un valor pesitivo. En seguida hacemos
las derivaciones correspondientes, mudando enm la segunda el
signo > en << porque ponemos en sentido contrario todos los.
términos de la cantidad comparada, y concluye el periedo con

t<: + ‘/CH <1
—Fkt—d

4" Lo mismo se practica con PR Sl 5 y sacamos

a—b
> — +‘/d+

a

5.

Ahora, hacxend& aplicaeion con valores numéricos de los

, +A/26 ;

datos a, b, d, obtenemos t<<4+V76 y 1> 5—-—-——42 S consi-

guiente 4 la comparscion que hacemos de # con cada uno de
los miembros iguales-comprendidos dentro d¢ paréntesie.

62 Como 76 no es cuadrado perfecto. tomamos en. su. Jugar

el menor mas inmediato, que-es 643 y como tampaco es cuadra-



/

341
do cabal 265 tomamos en su lugar ¢l mayor mas inmedisto,
que es 289, siguiendo en esto la indicacion de los signos de
diferencia 6 esceso, En virtud de estas suposiciones sacamos
I<iz y I>11.

72  Este resultado de t<<12 y #>11 lo llevamos 4 la co-
lumna lateral, y deducimos d la central que 7 puede ser la se-
misuma de estos valores, esto es, t:ﬁfz._'l: %3_

82 Con est2 valor y con los datos continuamos la aplicacion,
y sacamos que de las #=11+:7 arrobas de vino, las u=64- 75
se compraron 4 5, y las t—e=44 1% 4 8; siendo el cuadrade

1

xx:(.'_Z) su importe, que sumado con el dato d=6o da la
2

cantidad, de que estraidi la raiz cuadrada, resulta la totalidad

EEY A / 2
de arrobas, es decir, Vix+d= “/( {.E) +60= 23—,
2

2
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PROBLEMAS.

COLECCION SESTA.

Tercer Grado,

ADVERTENCIA.

Para estudiar estos problemas econviene tener presenmte
la Leccron XXIIL






PROBLEMA 1. Hellar des niémeros, siendo conocido su producto 4 y la suma b de sus cubos
Joengae, may'}incdgn.;

# men. Nin—a
T } Probl
Ns-_-[,___ns
”:"“% L) . - - N3‘-_'b-"-l-\‘—31

N¢—pNt=—a®,

NSZ'—E—:‘: -Z_Z__a3 g e N:1/

=

Dlﬂ

.__4‘23);
VKP% =)

Aplic. Sea {‘5;;3: o N=V(ER I35 g ot)=5 [/ 35 n=dems [/ a=ip=

2
a
N 3 . . .

Comprob, 5.2=103 5342°=133
OBSERVACIONES.

1* Paso el segundo término del primer miembro de la segunda ecuacion constituyente al otro miembro para formar la primer ecuacion
Principa] » ¥y sustituyo el valor de la segunda incdgnita’ tomado de la primer ecuacion constituyemg,

2% Luego hago la resolucion como de una ecuacion comparable 4 las de segundo grado, segun la doctrina de la Eeccron XXI

LAkE A S

PROBLEMA II. Dada la diferencia 4 de dos nfimeros y la suma 2240 de sus cubos, hallar Jos nidmeros.

¢ mitad de la suma de los ndm. 2 incégn. 3
(t4+2)*+(t—2)?=z2340 Probl.
1P4-121—1120=03}

?3+P’+9=°},... P 123
t*12—1120=0 g=—11203%
PN (=40 VIPH 7 0 ) + A =3V 4 2777 ) s
== 12 BUSS s SRS R S gk TR : PSP
q:—-uzo} REEE = VA A +V313000+64)+&(-L%£—\/3.35go+64)...//...r:(/(560+'\f313664)-{-\3/(560.-_\/3:3664};
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P+V Q:560+\/313554, § P =" xfa%

Q=3136643
3
V(P —Q)z.
A ey
z -
3 2 5 ]
P=_1 %% A/(560%—1313664)%, \/—64%
i . * S s —~
Q=313664f " z ’ z
3 .
_\/—-64.' ™ 2t g
Supongo z=1 . : s T A . - - [ e=—43

c=—4 :
P .}, o o 42873028 — P:4.:x3—3.—4.:x—560—4x’ + 3.4%—560=0,
P=560 %34 Ju—140zz0,

33*33:-_..!40
e

e :xz+5x+2820 5 » ~ u: 5:;
U5 =—Cy
*= } 3 v u=5t4 4 - . . Feitt=19 3
=—i

V(560EV3T3664) = V(P V) =(s i’\/ﬂ):/?,

5= 5 A H T R . _suseg: 38
ﬂ:z-g}-,---‘\/(,56°iv3‘3504):(5i:\/zg)'\/l pess S //.,..‘\/(56oi\/3l3664):5i‘\/29.‘,
el 4 e s s

\:/ R ) oo : t.:\/(550+\/3:3664)+‘\/(560-—'\/3I3664)9

) +V313064/)= ! e

,.(5 0+V313064) =35+Vag R N e V5 —\55 ; : ; Heeet=10

V(560—V313607)= 5~V35 _
e g {H—zzzo—}-z . . . fleset+2=12 35
I=1D " . | AR : ? = // g

Comprob, 12—8=4; 1234+ 83=r728+512=2240.
OBSERVACIONES.

1 Como sabemos que el nfimero MAYOr es Ia mitad de la suma mas la mitad de la dife erencia, y que el menot es la mitad de Ia

suma
@enos la mitad de la dlf:rencla, Planteﬂmos el Prob]»ma con la egmacion (¢+2)3 (t—- )3—2240.
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2? La primera derivacion es el désarrollo y reducion de

los cubos, la traslacion del segundo miembro al primero,

y la division por 2. .

32 Comparo con la férmula de tercer grado la ecuacion
que he de resolver, y saco p=i12, g=—r1120.

4%  Presento la férmula de resolucion de tercer grado,.

y le sustituyo los valores de p, q.

5% Luego concluyo la resolucion del problema, teniendo
presente la doctrina enseffada en la Lkccion XXIX art. 315
4 317 para estraer la raiz cibica de cantidades em parte
racionales y en parte incomensurables.

62 Despejada la incégnita en #==10 es el nlimero ma-
yor 12 y el menor 8, los coales satisfacen en la com-
probacion,

B T T T T e e s e .

PROBLEMA I1I. Partir el nimero 24 en dos partes,

de modo que la diferencia de sus cubos sea 3584,

% mitad de la diferencia de las partes : incégn.s
(12+4%)*—(12—=s)3=3584 Probl.
%3 44328 —1792 =0,
%3 4-432%8—1702
¥—4

IRl {tz+x::2+4. coff o2 4%=1063
12—%=12—4 .0 [/ oo 12—5= 8

=%t qu-g48=0 . L= 43

Comprob. 16-4-8=24; 163—8°=3584.

OBSERVACIONLS.
Tomando por incégnita la mitad de la diferencia de
las partes, es la parte mayor la mitad del nimero sumada
con la incégnita, y la parte mepor es el esceso que la



mitad del nimero lleva £ la inc6gnita. Bajo este concepto hemos planteado el problema.
22 En la priméra derivacion desenvolvemos y reducimos los cubos , trasladamos el se- &

gundo miembro al primero y tomamos la mitad , con lo que resulta x34430x—1792=0,
3* En esta ecuacion, que da x3-4-432x=1702, se advierte desde luego que x>2:

tampoco puede ser x=—3, porque 3 no es divisor ecsacto de 1792 j pero, ensayando el 4,

satisface 4 la condicion, de consiguiente x==4 3 la parte mayor es 16 y la menor 8.
a

4% Pudieramos haber resuelto este problema del mismo modo que el anterior; pero hemos
tenido presente la ventaja, que resulta de ecsaminar atentamente las espresiones algebrdicas
{140], para descubrir por sa simpls inspzccion propiedades conducentes 4 nuestro intentos

R T R !

PROBLEMA IV. Pidese un nimero tal que, restando de su cubo el producto del mismo
atimero por 36, resulten gr.

& ndm. incégn. 3 x3—136x =91 Probl.

%3=—365—91=0

_x:_*_px-}-q:o}, s .{1;::-——-36;

=—09I 3
3 § T 3 S S S—
#=V(—1g4+-Vig 5 p0) +V(—3—VIT+ 3,77,

— 3 A 3 £ . A
ﬁz-ﬁf ve FEVOSHVEGTU =0 567) + VO VA9 —7136°) oa.

(o> ]
(==



s X 8281—6 3 Bal1—6
=2+ /J_J__Qi?_)+‘/(9_'_‘/w\...
2 4 2 o

3 e e i,
..:\/("}‘-&-é\/:369)+’\/(“-’r'—§'\/'369) B
3 3
VR V=)
g N
s =Vba4+-Vay ..
il 3 A

Comprob, 73—36.7 = 343—252 = 91.

OBSERVACIONES.

12 En este problema s2 puede hacer la estraccion de todos los radicales que contiene
la -ecuacion final, y para facilicar su intelijencia hemos puesto en ella varics miembros in-

dicativos.
2? Si queremos hallar los otros dos némsros, gue satisfacen 4 la cuestion [241], ten-

dremos, en el concepto de 'que A/(—3q+ VAgT + 2707 )=4s ¥ V(—2g—VEg+ 1%2°)=3,

las espresiones siguientes :

6%
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PROBLEMAS.

COLECCION SEPTIMA.

Farias Clases,






PROGRESION DE EQUIDIFERENCIA - e
- PROBLEMA I. De dos lugares, distantes entre si 630 leguas, sa]en dos amlgos 4 en-’

contrarse : el uno camina’ 1 legua “él ‘primer dia’, 3 el segundo - 5 el tercero , &cuj ¥
el otro anda 2 leguas el primer dia;, '3 ‘el segundo'y g el tercero,
dia se eucoutranau, y cuantas Ieguas andaria cada uno?

n dias de camino ' e MEs | oo {500 6} i1
8’ leg. que anduvo el 19 Lincdgi.; ki 4 -0Ros1q 50 (41 : :
8" leg. queanduvoel 22y © 11w 3G i ey

(F~re3.5:&c) (=234 &e)=3+649. &3 0

‘&c. Se pregunta équé

s 4D
2 N ; . "
L=A+Dn—D,..5= (44 44-Dn—D) Dn'+(zA-—D)n
- + (e < : p
L aAD ¢ S
=7 D T D
e 2A-D D--Z:f 55
- -ﬂ_- . ) o _..ﬁ : .
A: 3 3 2!‘.—1 P ) ‘O.'}
D: 3 R .":——.—l._'_- i (3 -3 + [+\/——_n //tn" -'*+43!-—_-201 3:
5 =53 . 2.3 o 2

w



—T.305.&¢3

D'n*4(24'—D')n ot
- - ’ -
2
&= 1 20204 (2 -1—2)20 .
DJ= 2 9 00 e S‘: (2 . & - //'"S':"'}oo.;
#=20
——2.,3s4v&c.3
e D'n* 4 (24"—D")n
-'A": 2 A x 2 3
e G 1.20% 4-(2+2—1)20 ¥ - 4 .//...S”:z3o;
2
f# =20
OBSERVACIONES.
12 Desde Iuego se advierte que este problema es relativo § la progresion de equidife-

rencia. Consiste primeramente en quz, siendo conocidos el primer término, la razon y la
suma de todos los términos, se busca el ndmero de ellos; y despues, conociendo el primer

término , la razon y el nimero de términos, buscamos la suma dz ellos.

22 Como los dos amigos caminaban 4 un tiempo, cada uno segan su. progresion , su-

mamos ambas progresiones para que resulte otra, cuya suma de términos ha de componsr
630 leguas, esto es, S§=630.

3? Tomamos la férmula [154] de la suma S=

—"iA:'—L! y le sustitaimos Ia otra [133}
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del dltime término L=44-Du—D, lo que produce una ecua-

cion de segundo grado, de que resulta m=20 dias de camino,

4% Ahora vamos & ver cuantas leguas anduvo uno de

los caminantes. A este fin sustituimos en la ecuacion deri=

D'n*+ (24'—D")n
2

pectiva progresion , su razon y ndmero de términos , con

lo que sacamos S'=g4o0 leguas, que anduvo el primer ca-
minante en Jos 20 dias.

vada S'=

el primer término de la res-

o

5% Practicando lo mismo respecto al otro resulta que
en los mismos 20 dias anduvo $"=230 leguas.

PROGRESION DE EQUIDIFERENCIA.

PROBLEMA II. ; Cuantos golpes da el relox de 12
horas en medio dia ?

S tot. de hor. : incégn. 3 S=(4+L)~ ,
Az g
BEEER y b S:(l—l’lﬂ)[—;—:?f}.
6=1%
OBSERVACION.

Este problema pertenece tambien 4 la progresion de equi-
diferencia, y sus datos son el primer término, el Gitimo y el
nimero de todos. La incégnita es la suma, que se halla por la
férmula [154] que ya conocemos.

PROGRESION DE EQUIDIFERENCIA.
PROBLEMA IlI. Una porcion de bolas estd dispuesta

en 18 filas, que crecen de 3 en 2, y la primera fila tiene 3.
3 Cuantas bolas hay?

8 tat, de bolas ; incdgn. 3
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_M+m_,

L=A+Dn—D,... S= (A’—{—A-i—Dn—D)——._(zA-l-Dn—D)—a
A= 3 . BOLINS:
D=laba s » .S:(2.3+a-18.n5)?::360:‘ ;
7n=18 £
_ OBSERVACION. . v0ien
Aunque en este problema la incdgaita es la misma que
en cl aoterior son diferentes los datos, ¥y “se resuélve como 'la

segunda ecircanstaneial pﬂdlda en el prundr problema de esta

coleccion. . | oge= ' B s

T T D R I L T S e e

PROGRESION DE EQUIDIEERENCIA.
PROBLEMA 1V. Ua viagero, que. quiere llegar d su
destino en 4 dias, acelera cada dia su marcha en 3 lzguas,
y el dltimo anduvo 29 y £ leguas. 3 Cuantas anduvo el primer
dia ?
A camino del prim. dia : mcdrrn : :
: L= A-I—(n—t)D., :

5 ¢

D=3 A=L—(p—1)D,
1= 4 s+ s A=29+5—(4—1)3=20415.
. ATT29+s, oy pBia
OBSER,VACION

Aqui terminarémos las cuestiones rehnvas d la progreslon
de equidiferencias pues otras cualesquisra, que pusdan ofrecerse

de esta naturaleza, son bien fdciles de resolver. -~ -~ ¢
PR R -

PROGRESION POR COCIENTE.

PROBLEMA V. Un.prédigo ha <disipado su caudal en
5 meses, gastando en cada uno el guddruplo del mes anterior,
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y habiendo gastado en el primer mes roe duros. 3 Cuanto era
alprincipio su caudal? ‘

s caud.:10c6gn. §

i
U YOP IS0 5:._‘3_(_.‘_'_’_- ') , ! i
oI ho4 g |

a—100

& 1Mo i b ma So—1) 1024— !
oo W S e ok nis e ‘iq:;_____ 100, .5"——’:34[06.
= 3

Fra , OBSERVA'CIONEB

e I Bl"l‘l se echa de ver qu'- este probh.ma se refiere 4

una progresmn por’ CO\.IE[]I@, cuyo primér término., el espo-

nente y el nimero de términos son conocidos, y se busca la

suma de Ia progr351on.

ale”—1)

23 Para hallar esta suma tomo [159] la formu]a rr= A
S0 =] .

y haciendo' las sustituciones correspondientes, resulta que el

caudal del prédigo habia sido 34100 pesos fuertes.

- PROGRESION POR' COCIENTE.'
PROBLEMA V1. De un barril, que contiene 100 botellas
de vino, se sacan dfé'riamente 1o botellas, remplazandolas con
agna. Se desea saber, al cabo de 4 d:as, cuanto vino quedana

“en el barril2

] .vino restante : incdgn. 35 :

100—10==00 =9.10

10: 1190290 ,.-.90—-—9*‘81:9’ ¢ e
v il ‘ ’ 10,9 _ ?,' -i—'
so FR Y. P 123 ——-& e
ok m’,,,g_,. m shile1b® --_.‘!__9 9 -
el =1y ‘

a=go

10

- 4—1
L ; il 1:;::(%) . =65,61.

=4
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OBSERVACIONES.
D= los tres datos, que ofrece este problema, los dos
son implicitos. El primero se obtiene restando del vino total
lo que se saca la primera vez, esto es, 100—10=go, que

12

viene 4 ser el primer término de una progresion por cociente.
El segundo dato se daduce de la operacion de estraer diaria-
mente 10 botellas de licor; pues, como la primera vez se sacé
una botella de vino puro por cada 10 que contenia el barril,
reaemos dos términos de una proporcion, siendo sucesivamente
€l tercero lo que queda de vino puro, y resulta en el cuarto
la cantidad de vino puro que cada vez se saca 3 con lo que
los residuos sacesivos forman Ja progresion, cuyo esponente es
c=+%, segun se manifiesta en el primer periodo. El tercer dato
estd espresado por #2=4 que es el nimero de términos; y la
incégnita es el Gltimo término como residuo despues de todas

las estracciones,
a

22  En este concepto tomo [156] la férmula I=ac"=*, y
sustituyendo los datos, resulta J==65,61 botellas de vino puro
que quedaron en el barril.

3°
biema continuando la progresion 5 pues, constando de 4 tcr-

Bien pudieramos haber resuelto inmediatamente el pro-

4
minos , habia de ser el dltimo igual 4 -—97:: 65,613 pero
10

hemos preferido ejecutar la resolucion general por dar un ejem-
plo de ella para otros casos.

4% Hay una comprobacion, que consiste en sumar todas
las cantidades de vino puro estraidas con el dltimo residuo,
lo que ha de componer la totalidad del vino, de esta manera

2 3 v
1o+9+?—o+17+65,61.:19+8,|+7,29+65,61:100.

O S Sy e s .



[#5]
Gy
.~

PROGRESION POR, COCIENTE.
PROBLEMA VIIL  De otro barril, que contenia 100 bo-
tellas de vino, se sacaron tambien 1o botellas cada dii rems
plazandolas con agua, y se desea saber en cuantos dias que=

darian solo 65,61 botellas de vino puro en el barril.

# nim. de dias: incdgn. §

:oo——-ro::go:g.ro

10:1::90: 9 ,...90-—-9:8: 2,.__.3_—_—9 R

W AT T
g .m.,...g lo—_T_—Tghg.G

e T

L= Ffac™* = Latnfe—fc,
ic+£l-—ia
Le :

=00 |
oty o .w+£653 1—FL90_froo—F65.61
c-—--rqé-:-r%--o— 5 e n— g "e
1= 63,61 Ve Lro—L9
— 2—1.8169700 _
T 1—0,9542425
OBSERVACIONES.

1} Este problema se diferencia del anterior en que se sabe
el vino que quedé en el barril, y se pide el nimero de veces
que se sacé licor.

2? El primer periodo es lo mismo que en el otro problema.

3%  Despues hacemos la resolucion por logaritmos.

4% El resultado n=4 dias 6 veces sirve de comprobacion
al otro problema.

PROGRESION POR COCIENTE.
PROBLEMA VIIL. Se ha vendido un caballo con Ia
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condicion de que por el primer clavo de sus hérraduras se

daria- 1 maravedi , por el segundo 3 , por el tercero 44

por el cuarto 8, y asi de los demas duplicando siempre.

Se pregunta zcon cuantos clavos, empezando  desde el p_ri'-[

mero , pasaria el valor del caballo de 6coo dures? . . .
n nim. de clavos que se busca : incégn. ;

a(e—1)
e AL
Cmm1
' . 71 - |
-—= bieg 1(2 =1
“"}-, ey 835 s_—.--i-———-—-)-:z"-:; _
c—2 f 2De—]

=8 s ),...2"-—!‘_—_4080000,
s=40b0000J
2”='4o8Bco00 + 1=4080001 ,
nfa2= f4080001,
i £4080001 _ 6,6106602 _ o . 28gogo2
101 4 ;Tfos3010300 3010300

OBSERVACIONES.

12 Este problema ofrece dos datos y una condicion de
que se deduce otro. Con efecto conocemos el primer término
y el esponente de una progresion, y sabemos que el importe
del caballo ha de ser mas de 6ooo duros ¢ de goBocoo mrs. s
esto ¢s, $>>4080000."

23 Operando en el primer periodo con los dos: primeros
datos sacamos s=2"—1. Luegc; suponemos que el valor del
caballo fuese igual 4 60co duros, es decir s=4080000 ‘mrs, ,
¢ igualando ambos valores de s sacamos que’ &l ‘mlimero de
clavos es n=214+ 3535355, de consiguiente con 22 clavos
valia el caballo mas de 6000 duros.

3% Para hacer una comprobacion buscaremos cuauto val-

" ‘dria el caballo con 21 clavos y cuanto con 22, procediendo
de esta forma :



H2AT 7 o 8= lfz(c”'"'):--.., et =w =%y,
e—1 ﬂ;—l
LG+1)=21f2=21Xo0,3010300=6,3216300=F2097152,

S=2097153—1==5097141 M5 , . o o s<6oo0o duross
s s =
=22, . . , s BETa), WS L

et —1
c—1 o 2

F(s41)=22f2=32X0,3010300=6,6226600=F4194304,

§I=4194304—1=4194303 mrs. , . § . s>6oooduros.

INTERES.
Manifestar los fundamentos y la prdctica de la regla de interés.
~ CASO 19 INTERES SIMPLE:
p capital puesto d interés

7 interés de una nnidad de moneda cada afio g
# tiempo en que el capital estd puesto d interds 3
s suma de capital € intereses devengados ;

PROBLEMA IX.

1:r :pipr interés anual del capital 3
- 1:prt:pre interés del capital en 73
s=p-prt capital € intereses.

19€
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CASO 22 INTERES COMPUESTO:
P capital pussto £ interés 3
v interés de una unidad de moneda al 1.°v afio 4.4, 147 una uni-
dad y su interds al cabo de un afio 3
! tiempo en que el capital estd 4 interés compuesto
s sema del capital € intereses compuestos

1-+r una unidad y so interés al czbo del pri=-
mer afio
ti4-ri14r:(er)" al cabo de 2 afios ,...(t1+r)? al cabo
de t afios 3
2:{i4r)fiipis= p(1+r)* capital € intereses compuestos 2l fim
del dltimo afio.

OBSERVACIONES. %

12 Es claro que, en el Caso 19, si 1 gana r el capital p
ganard pr en el primer afio, como se mznifizsta en la primera
proporeion, y si en un afio adquiere el capital la ganancia pr,
en ? aiios tendrd la ganancia prs, que es la segunda proporcion.
Por tanto la suma, qus se compone del capital y su ganancia,
es S p4pri.

2? En el Caso 29 la unidad de moneda se ha convertido
2l cabo del primer afio en 1+4-r, que es capital para el afio
siguicnte 5 por lo que decimos: si en un 2fio & unidad de mo-
neda se convierte en r<r, al cabo de dos afios s habrd con-
vertido en (147)?, y asi sucesivamente (1-+r)* al fin del ter-
cer aiio, (14-r)* al cabo de 4 afos &c.3 de consiguiznte, en
cumplizndo # afios, cada unidad se habrd convertido en (14-r)°
dando 4 la base 14r un esponente igual al nimero de afios
transcurridos para su elevacion 4 la potencia que indica este
nimero. Y, como hasta ahora no hemos bascade mas que el in-
eremento de una unidad del capital primitivo, debemos multi-
plicar este resaltado por el mismo capital para obtener la tota=
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lidad, segun lo manifiesta Ia proporcion r:(r+ r)fups=p(14-1)"
3% Aunque hemos sopuesto que en ambos casos eran cono-
cidos el capital, el interés y el tiempo para hallar la suma, se
puede, conociendo tres de estas cuatro cosas, determinar la otras

Asi, raspecto al interés simple,

=R 2 _
i W T .
de s=p-+pr? sacamos r:s_;ﬁ;
it
e :
pr’
Y, tocante al interés compuesto,
it A
P*(l-i—r)“
: ¥ T
_— ? H e LT
de s=p(1+r)? deducimos Plir) 3
N L
£l +'r):£%££. Jorr= >
4" Respecto al interés simple, que consiste en la imposi-

cion de uff capital 4 un tanto por 100, que ha de preducir cada
afio la misma utilidad, haremos aplicaciones d sus fdrmulas,
suponiendo conocidas tres de las cuatro circunstancias para ha=
llar la otra en los ejemplos siguientes :

B
p=15600
7r=0,08 >arseS=PAprt=15600415600X 0,085 .0
1=3 s =15600+6240 = 21840,
3 87
s=21840 s 21840 218400
r=0,08 S p= - £ — = 20402 = 15600,

: 140 140,085 14
=5
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5°

;:31340 §—p _2;840_15600_ 6240

p=rgbomgmasiesfi= Pt T 15600X35 _7800020’08'
Feaedl 1

4%
s—=21840
R SRR, o . 21840—15600 __ 6340 _ _
P= 5{'} * ToprT T 1 g6oo X008 T 1248 i &
P00

5% Para el interés compuesto, en que se aumenta cada afio
la utilidad por acumalarse al capital anualmente los intereses,
haremos aplicaciones 4 sus férmulas en los ejemplos siguientes :

i

Un tator tiene el caudal de su pupilo, que consiste en
20000 pesos, y lo da al 5 por 100: al cabo del primer afio
recoje el capital € intereses, y lo coloca todo del mismo modo
en otra parte: repite esta operacion hasta el sesto afio. ;Cuanto
percibié al fin?

s=p(1 +r)! = 20000(140,05)° = 20000% 1,3401 = 26802 pesoss

2.° Supongamos que, habiendose hecho la impesicion al
" mismo interés y por el mismo tiempo, haya el tuter percibido
al fin 26802 pesos, y se quiera saber cual era al principio el
caudal del pipilo.
Sreligeteaid Cablad ™ 12 B
P T (14-r)! T (14-0,05)%  1,3401
37 Un deudor destina roooo duros para pagar 12000,
poniendo aquel capital 4 5 por 100 de interés compuesto. ;En
cuantos afios habrd pagado su deuda?
t____£s-—£p_ Lreoc0—fi0000  o,0791813 _ i 5 o
—£(I+r)_ £(1+0,05) T 040211893 e g
ses poco menos.
4% ;A cuanto por 100 de interés compuesto se han impuesto
6000 duros para eonvertirlos, al cabo de 3 aflos, en 79867 .

= 20000 pesos.




. ) % ; Y §6 L R ¥ A4 (1]
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INTERES SIMPLE Y PROGRESION DE EQUIDIFERENCIA.
PROBLEMA X. Dada una cantidad que se ha de pagar cada afio, el ndmero de afios que
deja de pagarse y el interés simple que devenga anualmente por razon del atraso ; hallar cuanto se
ha de pagar al cabo de este tiempo por la reata y los intereses. o
a cantidad dada; 1.7 afi0,,.0
? tiempo sin pagarse 3 29..........ar,

\ 3
r interésde 1 cadaafio§ Intereses { 3%.....2ar)s oo s O ar+ 207000t (t-—l)ar:(t—l)ar.—z—;
§ suma total 3 - & }

foi(t—1)ar

S:Gi‘-l—-{t-—-l)ar- —Z— . L] [ // . . - s:j_(..f_.—_—.l_.)_j:—g-.

ar's
9 9
rit— 3
.JJ I)+ eBI—3 r» . y Bl e J_____;
2 {:'(t—1)+2}t
as={r(t—1)42}ar=art* 4 (2a—ar)t,
Q—r 28 . 2y i o & e |
12 4 e e ; : RO 7= 28 . ﬂ_*,(? ') :
Ry Zr ur ar &
2s=art” —art4z2at, c?n\
t(t—1)ai=z25—aat , . x . = 2(s —at)

(f=—1 )a} 1
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OBSERVACIONES,
Como la cantidad propuesta es de un psgo perfodico,
que no se hace hasta cumplido el ado, no devenga inte-
rés en el primer afio; pero desde el segundo queda im-
puesta hasta el fin del tiempo, y lo mismo sucede 4 cada

a
1%

renta 6 contribucion sucesiva, la cual resuita impuesta du-
ante un afdo menos que ]a anterior, Asi al cabo del se-
gundo aiio el interés serd ar, al cabo del tercero serd 2ar,
y al cabo de los # afos serd (1—r1)ar. Estos intereses for-
man una progresion de equidiferencia , cuya suma sacamos
en el primer -perfodo del mapa con la espresion

0 4 ar - 2arwme=t(1—1)ar={ o4 (t—1 )ar}-:-;:(t—- 1 )ar.—,;--

a

2? Luego agregamos el nimero de contribuciones anuva-

z
les, que es af, y tenemos la suma s:at+(t—l)arc—2—.

3% Ultimamente buscamos por esta ecuacion el valor de

cada cosa, que llevamos 4 la columna final
4% Bastari una aplicacion en el ejemplo siguiente s
Un negociante tiene que pagar d otro 1oo doblones
cada afio 5 pero, siendole incémodo este pago, consigue de
su acreedor que no le pida nada por espacio de 8 ados,
ofreciendo que le pagard todos los atrasos con el interés sim-
ple d razon de 5 por rco. 3;Cuanto deberd?

s={r(t—1)+ 33 2 = (0,05(8—1)+ 2312228 =1 5 55400 = g 0n

INTERES COMPUESTO Y PROGRESION

POR COCIENTE.
PROBLEMA XI. Dada una cantidad que se ha de pa-

gar cada aio, ¢l tiempo que deja de pagarse y el intercs 3



hallar cuanto se deberd al cabo de un tiempo dado por los atrasos ¢ interesss compuestos.

p cant. dada 3
7 tiempo sin pagarse 3
r interds de 1 al aflo
s suma total ;
p deuda al cabo del 1.7 afiog

X:rriip:p(1-4r) renta del 1.7 afio y suinterés ,. . . p+p(1+r) deuda al cabordel 22 afiog
1ii4raptp(i4r) i p(a+r)+p(1+r)* renta
del 1%y 20 afio y sus intereses 4 . . . pa-p(r+r)+p(1-4r)? deuda al cabo del 3.¢ "afio;
pAp(1+r)+p(i+r)tp(141)" " deuda al
cabo de t aios.

SZP{'+('+r)+(r+r)z----+(!+r)“"}:p._H._'{(’“"")_’:_!i...ﬁ/...::: Sk ;

I r—1 r
(r-’r-r}f—-l__s rs
« — e L] ° - ® P:‘_—' '7‘_-'_";
T (1-47)f—1t
rs
g _AGe)
(l+-r)’:‘_it.+; 5 4 3 % b e ) b
N
o7 1) 3
%ﬁw}—k(f-’,



OBSERVACIONES.

12 Segun vemos en el mapa p es la renta del primer afo: pA-p(r==r)=2p+pr ss Ia:&
renta del primer afio y la del segando y el interés de Ja renta del primer afio; y =@
p-p(14r)4p(1=+7)>=3p43pr+ pr’ son las rentas del primero, segundo y tercer afio y
los intereses de las rentas del primero y segundo afio. De aqui se deduce

s=p4p(t 1) 4-p(1 1)+ p(14r) " * por denda total.

2% La deuda de cada afio se comsidera como nuevo capital, que se impone 4 princi-
pios del aio siguieate.

3% Hagamos una aplicacion suponiendo que la renta es de 2400 pesos fuertes, él tiempo
g afos y el interés 4 por 10oo. Entonces
(13-0.,04)3—1

ot
s-‘-‘-p.(—'j'—?—':moo. 97 —60000Xo0,124864= 7491 ps. 16 1s. ¥ 27 mrs.
9 3
e R ’
ANUALIDADES.

PROBLEMA XII. De estas cinco cosas el czpital prestado, el tanto por 100, el nimero
de afios , la anuvalidad y lo que se debe del capital al cabo d2l mismo nimero de afios, dadas
cuatro determinar la quinta 3 en intelijencia de que se trata no solo de pagar los intereses,
sino tambien de amortizar el capiral.

P capital prestado ;

r tanto por 1 ;

x anualidad 3

1 nam. de afioss

z cant. debida del capital al cabo de los t afios s



p(1-+7) cap. con sus int. al cabo del 1.eraffo, ... p(1=+r) — % deuda para el 2? afiog
P14 r)? —%(147) siisnssnnnins 22 5 o o o PUIAT) T —2(1 1) —% cerrrserssresenes 373
pir)d—s(1tr)  —x(1+7) e 37 5 + & & p(1+7)3 —s(14 1) =5 (14 r)—5 i 473

z=p(14r)f—x {1 (1+ 1)+ (147) v (14 7) = J=p(1+1)? "{("‘")"-'},
i

Sup.z2=0 4 .. » z:o:p(:—l—r)‘—x.%i,
A _ prirn)’
{(1+r)f—r}=pr(14r)t . . . *—-m:}s
i o _x{(tr)f—1}
pri+r)'=s{(14r)—1} ; 1 : el
(x=pr)(t4-r)i=x,
(l-i-r)’: xP s t__‘{'x-—f(x—-pr);
¥—pr L)
T i g
~ LO+n)'=Ls—Ls—pr) ; ; B LT e e 2
L= 3 ?
OBSERVACIONES.

1? Cada afio convierto el capital del anterior en lo que debe importar con sus intereses
y le rebajo la anualidad, con lo que al cabo de 7 afos saco

2= p(ar)i—x{ (14 r) T (1) T v = (1) 1 )4 <



2?  El segundo miembro de esta ecuacion ticne en su segnado término un factor, que es.,
: : s i ‘ ~
una progresion por cocientz, la coal, escrita al reves y sumada, da o

(1) (1o )t o) U, e ot que smp(a-ryf— HOTZ,

a

32
z=o/fp(1+r)—x.

Suponemos que al cabo del tiempo # nada se deba, y en este caso
(4+r)f—1 . .

(e 0)iany =0y de donde sacamos las ecmaciones derivadas y resultantes.
4% Tanto en este problema como enm el anterior no podemos despejar la incdgnita 7, porque

seria necesario resolver en general una ecuacion d., grado superior 4 que no alcanzan los co-

nocimientos adquiridos hasta ahora.
a

5% Haremos una aplicacion con este ejemplo: 3
Se dssea saber cval es la cantidad, que se deberia satisfacer anualmente para estinguir

en 12 afios una deuda de 100 pesos con sus intereses, siendo el interds amuwal 5 por 1oo.

B
_ pr(i+r)* __ 100¥0.,05(140,035)"* _ 5(;;)
_(l“i"r)‘_'l-— (!-}-0505)'2-—-1 _-(E)lz i'!
20

x2 ;
£(-§%) =1a(far1—L20) = 12 X0,023 1893 =0,2542716 = L1,79586,

(%g) "=i179586 3



flgl ra’
e 5'\;5)
T U
| () =
payee L — 5Xr79586 __ 8.9793 __
(E) —=1,79586 ,.l..x__ Wi At Ty 11,2826 pesos.
: DOBLE FALSA PGSICION.
PROBLEMA XIII. Manifestar los fundamentos y la préctica de la regla de doble falsa

posicion con el siguiente ejemplo :
De dos jugadores el mas diestro pone 12 reales contra 8 en cada juego: al cabo de

10 juegos ha ganado 20 reales. ; Cuantos juegos gandé y cuantos perdid?

- )

Supongo ganados 4 juegos,...8¢4—12(10—4) =2044=—120=—40=20—060,...— 60 error}
Supongo ganados 6 juegos,... 8,6 —12(10—06)=20e4H—1230= © T20=—204..s =20 €ITOr}
Nimero verdadero x, . . .8x —r12(10—x)=20% —120= 203}

20% —I20= 20
o+ s « 20(x—06)—=30— 0 =203
20.6—120= o

20% ==120= 20 \
: }, e s+ 20(x—4)=204-40=603
2004 =—120=—40

4



20(x=—6)= 20 x—6 20
20(x—4)= 60}' L& =g T 60 °

60x—060.6=20% ~—20.4,
(6o—20)s=60.6—20.4,

_60.,6—20.4 _

L T T g
@ prim. suposic.
b segunda Réa cb—da
¢ prim. error Bl i U BT gl
d segando
OBSERVACIONES.

17 Ya sabemos que la falsa posicion consiste en suposiciones para hallar la verdad, pues
hemos estudiado la falsa posicion simple en la Lrccion XXIV de la Arrrm#rica , donde
hemos esplicado suficientemente su naturaleza y fuodamentos. Respecto 4 la doble falsa posi-
cion no podiamos desenvolverla bien sin el ausilio del dlgebra, por lo que la hemos reservado
para este logar.

2% Llamase doble porque, cuando mno se acierta con la primera suposicion, se hace otra.

3% Asi lo practicamos en el mapa con la suposicion del 4 que da el error —60, y con la
del 6 que da —z20 de error. Despues planteamos la cuestion en términos algebrdicos.

4* De la ecuacion constituyente restamos las dos anteriores, y dividimos un residuo por

elf
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otro, con lo gne continuando el cdlculo sin hacer reducio-

nes, y poniendo letras en lugar de las cantidades numéricas,
be—ad : £ .

sacamos x=———r-. Esto quiere décir que el nimero ver-
c——

dadero es igual 4 la diferencia de los productos de cada

supuesto por el ertor del otro, partida por la diferencia

de los errores.
a

%3
cias se convierten en sumas, porque si d=—d’ sacamos
preel be—ad _ be4-ad’ TR e P be—ad
R ed 3y 8 c=m-=c¢ resutax...——-—uc__d AP
—be'—ad _ be' yad
—c'—d " T ¢'d
be+ad
cf-d
62 Cuando ninguno de los dos milimeros supuestos es el

Si los errores son de sentido contrario las diferen-

; de modo que la férmula gene-

ral es x=

que se busca, puede abreviarse la operacion averiguando la
correccion necesaria para que resulte el ndmero verdadero.
A este fin, siendo b <sx y la correccion z, tendremos

beTad b—a)d .
b+z:x:-—:-‘,*+:—d—, de que sale z== .__a) 3 pero si b>x
serd b—z—=x— bciai- de donde resulta z:(al———l.—)f Esto

ctad ¢cFd

significa que la correccion equivale 4 la diferencia de los
supuestos multiplicada por el error [;rocedenre del nimero
4 que se hace la correccion , y dividida por la diferencia
de los errores cuando son de un mismo sentido, y por su
suma cuando son de sentido contrario. Asi, pata la correccion
del segundo supuesto del problema, sacamos = S—g)ao 1,
- + 6o—20
y con efecto x¥=6+1=7, que es el nimero verdadero.
7% Toda esta doctrina debe contracrse 4 la Aritmética



eomo un apéndice 4 la Lmccron XXIV de ella; pues cualquieta que 'sepa #lgebra’ sacard .,
facilmente dz la ecwacion 20x—120=20 el resultado x=7, lo que manifiesta la gran supe--.g
rioridad de calcular con caractéres generales.

8% Como el jugador mas hibil gané 7 juzgos 4 8 reales, y perdid los 3 restantes d 12,
salié ganando los 20 reales que enuncia el problems.

ALIGACION. A
PROBLEMA X1V. Maoifestar los fondamentos y la prdctica de la regla de aligacion con
los siguientes ejemplos ¢
1%~ Conociendo las cantidades 4, B, C, &¢. de géneros y sus precios respectivos a, b, ¢, &c.
scual deberd ser el precio x de la mezcla?
(44-B 4+ C+ e )x=Aa+ Bb 3-Cc 3-8,
Aa o Bb - Ce+- e,
A+ B--C4 8,
22 Pidense las cantidades X, Z de dos especies, cuyos precios g, f son conocidos, para
que la mezcla se pueda vender 4 un precio dado e.
Xg+Zf=(X+Z)ec,
X(g-—e)—d(e-—-f) ’

e : A - //e—fX g-eZ'

X_=



ey X Mx:"}'-

o
s S

&-Ef

Supongo X4+Z =M, ...(g—ete—f=g~f): (X+Z=M) ::

.

g—e: Z = MX

OBSERVACIONES.
17  Aunque conocemos bastante la regla de alizacion por la Leccron XXIIT de la Arrrmérica,
hemos creido convenients generalizarla por AvrcEzra.
2? En el primer ejemplo vemos que, conocieado las cantidades de los géneros y sus precios,
el precio de la mezcla es igual 4 la sama de los productos de cada género por su precio, dividida
por la suma de las cantidades de los géneros.

£

X
32 Ea el segundo ejemplo la ecuacion 7 e manifiesta que las cantidades pedidas de
e
ambas especies estan en razon inversa de la diferencia de los precios con el precio medio.
4% Para determinar el problema se necesita fijar la cantidad de la mzzcla, que suponemos M
6 bien X +Z=0M3; y, como en toda proporcion { 147] la suma d= los antecedentes es 4 la de los
M

consecusntes como cada antecedente d su consecuente, resulta }i--»-—--:f (e—f)y L= f(g-—e).
g_

5% Iistas ecuacionss manifiestan que cada incégnita 6 cantidad de cada especie es iguald

la diferencia entre el precio medio y el de la otra especie, multiplicada por la cautidad de
mezcla y dividida por la diferencia de los precios de cada cosa,

$4
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6% No st necesitan aplicaciones § pero el que quiera
hacerlas podrd contraer 4 las férmulas las cuestiones resuel-
tas en los art. 251 y 252 de la AriTmETica.

IF'in DE za IpEoLoGia DEL ALGEBRA
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