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AVANT-PROPOS.

Crs Mémoires ont été lus & la Societé Royale de Londres
en 1796, et insérés dans les Transactions Philosophiques de
179%, Premiére Partie. J'ai seulement rassemblé les principes
qui fournissent les différentes solutions de chaque probléme;
mais on trouvera plus de détails dans un Traité d’Astronomie
Nautique que Je me propose de publier pour accompagner mes
Tables a I'Usage de la Navigation.

L’application des sinus-verses, tant naturels quartificiels,
m’a paru utile, et )’ai donné plusieurs formules en termes de
cette ligne trigonométrique. Les sinus-verses procurent les
arcs jusqu'a la demi-circonférence, et les formules qui y sont
relatives fournissent immédiatement celles qui conviennent
pour calculer les moitiés des arcs par les sinus. Les expres-
sions des sinus-yerses peuvent, d’ailleurs, étre employées avec
avantage a calculer, par logarithmes, la somme ou la diffé-
rence de deux quantités: opération qui est trés frequente dans
toutes les parties des Mathématiques, et qui a lieu dans la
plupart des problémes d’Astronomie Nautique.

Parmi les différens procédés, pour faire les additions et les
soustractions par le moyen des logarithmes, le plus facile con-
siste 4 réduire la somme ou la différence des deux quantités
sous la forme d’un produit, dont 1'un des facteurs soit composé
de T'unité et d’un autre terme; Ia comparaison de ce binome
avec les expressions semblables des lignes trigonométriques,
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montre la maniére de trouver son logarithme par le logarithme
d'une de ses parties : apres quoi il n’y a qu’a finir 1a multipli-
cation 4 V'ordinaire. Il suffit de jeter les yeux sur les expres-
sions des sinus-verses (page 4), pour voir la facilité avec la
quelle on peut s'en servir a cet effet, et T'on verra ensuite
plusieurs exemples de ces applications.

Je remarquerai a cette occasion, que, quoique Jaye taché
d’établir les formules propres pour résoudre chaque probléme,
je ne me suis pas arrété a énoncer tous les procédés numériques
qu’on pourroit employer pour parvenir au résultat des équations
qui demandent l'addition ou soustraction dont je viens de par-
ler. La diversité de ces opérations, au de-la d’un certain point,
n'est qu'un objet de pure curiosité ; ainsi je me suis contenté
de donner dans chaque formule le procédé que j'ai estimé le
plus simple ou le plus avantageux. On pourra aisément écrire
tous les autres, en cas qu’on veuille s'amuser a ces jeux de calcul.
Il ne faut, pour cela, que mettre les équations sous les formes
convenables, et en chercher d’autres analogues, telles qu’on
les trouve dans plusieurs ouvrages (Astronomie de M. DE LA
Lanpe, Trigonométrie de M. CacnoLl, &c.); aux quelles on
peut ajouter les expressions relatives aux sinus-verses. Si, au
lieu des sinus, des cosinus, et des tangentes, on emploie les co-
sécantes, les sécantes, et Jes cotangentes, (dont les logarithmes
sont les compléments arithmétiques des premiers), on pourra
encore modifier les calculs, et augmenter le nombre des pro-
cédés numériques,

On pourroit, ainsi, multiplier par rapport & quelques circons-
tances les méthodes qui dépendent des expressions en binome,
Telles sont les formules pour déterminer la distance méridienne
au zénith (pag. 16 et 17), et la hauteur d’un astre (pag. g6) ;
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ainsi que celles pour trouver la distance vraie de la lune au
soleil ou a une étoile. Je dirai encore quelques mots a ce
sujet, pour plus d’éclaircissement.

De I'équation fondamentale qui détermine Ia relation entre
la distance vraie et les ¢lémens du probléme (pag. gg), jai
déduit des expressions du cosinus (pag. 42), du sinus-verse
(p- 41), et du susinus-verse {p. 42), par les sommes, et d’autres
expressions des mémes quantités par les différences (pag. 42,
43). Les valeurs du sinus-verse, et du susinus-verse ont fourni
des valeurs correspondantes du sinus et du cosinus de la demi-
distance { pag. 46, 47, 48). On compte ainsi dix formules dis-
tinctes, qu’il s’agit de calculer par logarithmes; et j’ai détaillé
les procédés qui m’'ont paru préférables pour cet objet. Par
exemple: La valeur du sinus de la demi-distance par les
sommes (pag. 46), a été mise sous une forme dont le binome

est semblable a I'expression cos. A = /1 —sin.*A; ce qui a
donné le procédé de M. pe Boapa. Mais on pourroit 'adapter
¢galement a l'usage de plusieurs expressions, entre autres a

1

LA — I — L, -
celles-ci tan, A = \/COS_,A — 1, ou, cot. A= —T — 13

dont on dériveroit différentes maniéres d'opérer, que je me
suis dispens¢ de détailler. On apercevra, cependant, que dans
celle qui a été adoptée, on n’y emploic que des lighes d’une
meéme espéce, c’est-a-dire, des sinus ou des cosinus; et que le
binome, dont on cherche le logarithme, est, dans ce cas, moins
considérable que dans les autres. Elle mérite, donc, la pré-
férence que je lui ai donné, d’accord avec le savant géometre
qui je me glorifie de compter parmi mes amis.

. Iy a d’autres artifices pour faire les additions et les soustrac-
tions par logarithmes. On peut employer les expressions qui
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donnent la valeur de la somme ou de la différence de deux
sinus,* ou bien de leurs quarrés,;+ sous la forme d’un produit ;
mais ces procédés sont moins commodes que Ceux que je viens
de décrire. Cependant j'en ai donné quelques applications,
pour faire mention de ces sortes de méthodes dont la classe

comprend celle de Mr. DUNTHORNE perfectionnée par le Dr.
MASKELYNE.

 Sin. A 4 sin. B=2sin.I (A4B)cos.i(A~B) ... &c.
+ Sin*A— sin*B = sin, (A + B) sin, (A—B) ... &c



RECHERCHES

SUR

L’ASTRONOMIE NAUTIQUE.

Dans les Recherches suivantes, je me suis proposé de consi~
dérer les principaux problémes de I’ Astronomie Nautique d’une
maniére générale, pour établir des formules qui embrassent
tous les cas, et dont on puisse déduire les différentes méthodes
propres a les résoudre avec plus ou moins d'avantages. Elles
sont divisées en deux Parties.

Dans la Premiére Partie j’ai compris ce qui regarde la déter-
mination de la latitude du lieu du vaisseau par deux hauteurs
du soleil; ainsi que le calcul de I'angle horaire d’un astre par
la hauteur observée, et celui de la hauteur par I'angle horaire.

Le sujet de la Seconde Partie est la réduction des distances
de la lune au soleil, ou 4 une étoile, observées a la mer, pour
déterminer la longitude. J'ai considéré séparément les solu-
tions directes, et les méthodes d’approximation. Quant aux
derniéres, j’ai tAché aussi de donner des formules propres pour
examiner et porter un jugement définitif sur tous les procédés
de cette espéce dont on voudra prouver la fausseté ou la jus-
tesse, ou bien les dégrés d’exactitude qu'ils comportent.

Dans ces Recherches, ainsi que dans un ouvrage * que j'ai
composé, avec un grand nombre de tables pour faciliter les cal-
culs de I' Astronomie Nautique, j’ai employé les sinus-verses en

* L’impression de cet onvrage est déja trés avancée,

Ae
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les envisageant sous certaines rélations réciproques qui me
paroissent susceptibles de plusieurs applications utiles. Avant
d’entrer en matiére, il est donc a-propos de les expliquer, et de
faire connoitre les expressions dont je me suis servi pour les
désigner. Les voici, (en supposant, comme nous le ferons par
la suite, le sinus total = 1)
sinus-verse A== 1-—cos. A== 2sin.*;
susinus-verse A=1 -+ cos, A=sin.v. (180’ — A)==gcos. L A
cosinus-verse A== 1 — sin. A== sin.v. (go°~ A} =
: o — ool 9 —
susin.v. (go° 4+ A)==gsin.*; (g0’ ~ A)=
9
2005.°2 (90" 4 A)
sucosinus-verse A=—1-} sin. A=sin.v. (go°+ A)=
susin.v. (go° ~A)=2sin."; (go"+ A) =
2c08."% (g0’ ~A)

PREMIERE PARTIE.

T rouver la Latitude du Vaisseau par deux Hauteurs
du Soleil, et le Tems éconlé entre les Observalions.

La latitude est I'élément le plus précieux de la Navigation.
La facilité et I'exactitude avec lesquelles on peut la déduire
de la hauteur méridienne du soleil, sont cause que les Pilotes
se fient principalement a cette donnée pour la direction de leurs
routes. Mais celd méme fait, que, quand on manque 1’ obser-
vation du midi, Vincertitude qui y résulte est plus grande; et
le dangr devient imminent dans des circonstances critiques.
Ainsi, depuis que les voyages longs et fréquens de la Na-
vigation moderne donnérent lien & des recherches exactes
pour traverser VOcéan avec sureté, on a tdché de trouver des
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régles propres pour déterminer la latitude par des observations
prises hors du méridien; et le public posséde a ce sujet un grand
nombre de méthodes, * plus ou moins ingénieuses dans la théo-
_rie, mais dont la plupart sont restées tout a fait inutiles dans

* Le célébre Pieare Nunrwez (ou Nonius) s’ occupa beaucoup des moyens de
déterminer 1a Jatitude, et apreés avoir démontré la fausseté des 1égles publiges par Prarae
Arpian ( Cosmograpbic ) et Jaces Ziecrer ( Commeniarium in secundum li-
brum Nuluralis Historig 1linii } il donna différens problémes de son invention, et
entre eux celui qu'on résout par deux hauteurs, et arc d’horizon compris par les
verticaux de Vastre ( De Arie atgue Ratione Nuvigandi, 1573; De Observ. Regul,
et Instrum. Geometr. &¢. ). Je n’ai pas pu eclaircir celui qui le premier substituaau
ticu du dernier élément, 1’arc de I'équateur compris entre les horaires, ou bien I'in-
fervalle de tems entre les observations; mais on trouve cette solution énoncée comme
une chose connue quoique peu utile, dans le traité De Globis ¢t eorum Usu, par Ro-
sprT Hrzs, {Je n'ai jamais vu la premiére édition de ce livre; celles que je connois,
outre les traductions en Anglois et en Frangois, sont une cum dnwoté, J. Isaaccr
Poxrtawni, Amst. 1617; et une autre, Qxon, 1663.) Le procédé mentionné par Huks
exige Pusage des globes. M. Facio Duirrisr ( Navigation improved, 1728,)
expliqua avec assez de détail Ja méme méthode par le calcul trigonométrique; et
cependant M, Prrot la publia ensuite ( Mem. de I Académie des Sciences de Paris,
1736,) comme quelque chose d’important et de nouveau. Mr, R. Granan imagina
pour le méme objet un appareil méchanique (" Pailosopd. Transact. 1734,); et M. pE
MavrerTu1s donna aussi une solution tirée des formules établies dans son Asfro-
nomie Nautique ¢ Probl. X II. ). Dans les ouvrages posterieurs on ne rencontre, pour
la plupart, que les idées des auteurs que nous venons de citer.  Au reste, voyez sur
la détermination de la latitude par deux hauteus et par d’autves procédés; Comm,
Aead. Imp, Sc. Petropolit. 1729, Mémoires de Dan. Bervovitii, Herman,
Evier, Fr. Carist. Maver, et W. Krarrr. Id. 1779, Mémoire de M. LexeLi;
Nautical Almanack, 1778, Appendice par M, Lyows; L' Astronomic des Murins,
par le P.Pe'zenas; L'dstronomic de M. vz 1a Lanpe; Réscsrns Hundbuch der
Practic. Astronomie; La Trigonométric rectiligne et spbérique, par M. Cacnovrr;

-Berlin. Astronom. Fabrbicher, 1787, 1789, 1790, Mémoires de M. M. Hexgrr,
GraprPraares, et Scuusert; Allgemeine Worterbuch der Murine, par Réping;
Sammiung Astronom. Abbandlungen, par Kistner; Elements of Navigation,
by Rowertson; Traite de Navigation de Bovover, par La Catirs; Opui-.
cules Mathématigues de M. D’AvLsnszrT, IV, p. 357; Cours de Mathématigues,
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la pratique. La seule qui ait été adoptée par les navigateurs
assez généralement est celle de M. DouwEs, * qui mérita pour
sa solution une récompense du Bureau des Longitudes de la
Grande Bretagne. Cette méthode, pourtant, est sujette 2
quelques inconvéniens; entre autres celui d’exiger dans les
opérations I'usage combiné des nombres naturels et artificiels,
Je me suis proposé de trouver des movens plus simples et plus
généraux pour calculer la latitude; ce qui m’'a engagé dans des
recherches, dont je me contenterai de donner ici celles qui me
paroissent remplir quelque but utile.

par M. Be'zovr, VI. Navigafion; Voyage de la Flore, par M. M. pe VERDUN,
oe Borba, et Pingre's 1.; Deéscription et Usage du Cercle de Reéflexion, par M. pE
Boroa; Dictionnaire Encyclopedigue des Matbématiques, 11,5 Traité Analyfique des
Mowvements apparens des Corps Célestes, par M. Dv Ssjour, &c.

* M.CornerivsDouwes expliqua sa méthode avec beaucoup de dérails théoriques
et pratiques dans les Acfes de I doadémie de Haarlem, I, 1754, Ce Mémoire est
trés intéressant, mais il est resté presque tout i fait inconnu au reste de 'Evrope, i
cause de Ia langue du pays oi il fut écrit. Je me propose de publier la traduction en
Frangois. Les tables de M. Dov wes pour faciliter sa méthode suivirent de trés prés
le précédent ouvrage; et c’est d’aprés un exemplaire de cette édition que Harrison
fit 1a sienne en 1759, & Londres, Le Dr. PemuerTon, i la vue de ces tables, dont il
paroit avoir ignoré ’auteur, trouva la théorie et 1'inséra dane les Trunsaciions Pbilose-
phigues, 1760, La connoissance qu'on a des principes du professeur Hollandois
est pour la plupart dérivée de ce Mémoire, Sur cette méthode, et sur quelques
changements qu’on y a propesé ou fait, ainsi que sur les tables plus étendues qu’on
a calculé pour en faciliter 'usage, voyez d'ailleurs—7The oritish Mariner’s Guide,
by Mr. Maskecvyne; Naulbical Almanack, 1771, Appendice par 1’Amiral Came-
BELL ; Nautical Almanack, 1781, Appendice par Mr. Fowarps; Requisile Tables,
1781; Le Guide du Navigaieur, par M. Levique; Sammlung Astronomischer
Abbandlungen, 1793, par M. Bone, Mémoire de Mr. Nicvweranp; Verbandeling
over bet bepaalen der Lengte op Zee, Amst. 1789, par M. M. Van Swinpew,
Nirvwerano, et Van Keview ; L' Astronomie de M. o2 va Lanoe; Tratado de
Navegacion, por Don Joser pg Menpoza Rios, 1787; Connoissance des Tems, 1791,
Mémoire de M. be Mewnoza ; Naubical Aimanacks, 1797—1800, Appendice par
Mr. BrinkLEY, &C.
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Nous supposerons, pour la Premiére Partie de ces Recherches,
Ia plus grande hauteur du soleil = , I'angle horaire correspon-
dant = 5, 'azimuth correspondant = ¢, la déclinaison corres-
pondante = d, ou la distance au pole élevé = D, et [ la latitude
du lieu ol 'on a observé cette hauteur; la petite hauteur du
soleil = &', et les autres élémens rélatifs a cette observation
= U, ¢, d', I, I'. Nous représenterons aussi I'angle horaire,
moyen entre b et &', par m, et la différence entre et 4’ par £.

Meéthode directe.
Soit HO T'horizon, HZPO le Z

méridien, Z le zénith, P le pole S

élevé, et S, s les lieux du soleil aux /@\
instants des observations, que nous g °
supposerons faites dans le méme lieu.

Voici le procédé quon prescrit ordinairement pour faire le
calcul par la Trigonométrie Sphérique.

Dans le triangle S P s on connoit I’'angle S Ps qu’on déduit
de l'intervalle, et les deux cotés SP, s P qui sont les distances
du soleil au pole élevé; dont on pourra conclure Ss, et SsP,
ou sSP. Avec Ss et les compléments des hauteurs ZS, Zs
on calculera ZsS ou ZSs. La comparaison entre SsP et
ZsS, ouentresSPet ZSs donnera ZsP ouZSP. Le pre-
mier de ces deux angles, et les cotés Zs, Ps suffisent pour
résoudre le triangle ZsP; ou bien, on pourra résoudre le
triangle Z S P a l'aide de l'autre angle ZSPet de ZS, PS; en
concluant ainsi le complément de la latitude Z P.

Téachons d’établir des formules pour abrégér et simplifier ce
calcul,

Dans le triangle S Ps que je considérérai comme isoscele,
en supposant la déclinaison constante,
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ona cos, Ss=cos,. {sin."D 4 cos.* D,
d’oii I'on déduit
1 —sin.v.Ss =cos, ¢ sin." D 4 cos.” D,

sin.v.Ss=sin.*D —cos. ¢ sin." D.

sin.v. Ss =sin.* D sin. v. £,
Formule propre pour le calcul de Ss par les sinus-verses,

En substituant g sin.*t Ss =sin.v, S5, etesin* L i=
sin.v. £, on déduit, pour le calcul par les sinus
sin. £ Ss==sin. D sin. L.

Dans le méme triangle ona

cos. D —cos, §s cos. D
cos. SsP= sin. 5 5 sin. D

par conséquent

. cos, D — cos. 85 cos. D
susin.v. §sP —1= sin, 5§ sin. D)

€05, D —cos. S5 cos. D 4 sin. Sssin. D
sin, 8§ sih

cos. D — cos, {Ss 4 D)
sin. 5§ sin. D

2sin. (£8s 4+ D) sin. L8s
sin. 9 s sin. D

et en substituant sin £ 55 =sin. D sin. £ ¢
il résultera

susin.v. SsP ==

susin.v. SsP==

susin.v. SsP=

2sin. ($8s 4 D) sin. £¢

susin.v. SsP = L
sin, & s

Formule pour calculer S s P par les sinus-verses, et les double-
sinus. '
Pour le calcul par les sinus on déduit

COs. %SsP:/Si“- (854 D) sin1¢

s5in. b5

On pourroit trouver aussi
' 2 sin. (£S5 ~ D) sin. 1¢

sin, 8

et Sin‘_}ssP:‘/?in.({—Sst)sin.%t

sin.v, SsP=

sin. 93
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Dans le triangle ZSson a
$in. @ — c05. 8 5 sin. a’
sin. 85 cos. &'

€os. SsZ=

sin, @ — cos, S5 sin. &'
sl 8§ 5 cos. &
sin, (S5 4 ') —sin. a
sin, $§ cos. o
2cos. 2 (Ssf a4 a)sin. L (85 4 o —a)
$tl, 9 § Cos, a'

1=—5§inv. SsZ =

sin.v,SsZ =

sin.v. SsZ =

Formule pour calculer SsZ par les sinus-verses.
Pour le calcul par les sinus on déduit

_Sin.%SSZ=‘/COS.;—(55+a‘+d) sin £ (Ss 4 o —a)

sin. S5 cos, &'

On pourroit trouver aussi

2sin, (Ss 4 4 —a') cos. § ({85 —a) ~ a)

susin.v. SsZ = TRYTW

et cos.LSsZ= VAT ”;ﬂf{;;::if(ss — D~

Plusieurs auteurs de Trigonométrie Sphérique supposent que
Pangle ZsP est toujours égal a la différence entre SsP, et
SsZ; mais cette régle générale n'est pas exacte. Le vertical
Z s peut tomber 2 1'autre coté de Ss relativement au pole élevé;
ce qui a lieu quand I'astre dans sa révolution diurne passe entre
le zénith et le pole élevé. On doit prendre alors la somme, et
non pas la différence des angles ci-dessus, pour avoir celui
qu'on cherche.

L’angle Z S P peut étre aussi égal au complément i 360° de
la somme desSP, et ZSs; et I'attention 3 cette circonstance
seroit nécessaire dans le cas ol I'on feroit le calcul par les
angles en S.

Aprés avoir déterminé I’angle Zs P, on a

sin. ] = cos. Z s P cos. a’ sin. D 4 sin. a’ cos. D
sin, I ==sin, ¢’ cos. D + cos. @' sin. D — sin,v. ZsP cos. a’ cos. d
B
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sin, [ ==sin. (D 4 ') — sin.v. ZsP cos. a’ cos. d
14 sin.l=1+4sin. (D 4 a') — sin.v. ZsP cos. a’ cos. d
sucos.v. [ = sucos. v. (D 4- a’) ~ sin.v. Zs P cos. a'cos. d

sin, v, Z s P cos. 4’ cos, d)

sucos.V. I = sucos.v. (D 4 ¢') [1 — oy DI T

Formule pour déterminer finalement / par les sinus-verses;

sin.v. Z s P cos. a'cos. d
sucos. v, {D -+ o)

car on voit, qu’en faisant = sin.v. N, on

aura sucos. v. [ == sucos.v. (D + &'} cos. N.
En substituant dans la formule précédente
2sin.* L (go - /) == sucos. v. /, 2sin"1Z sP=sin.v. Zs P,
et esin*1 (g0’ + D + a') = sucos.v. (D 4 o'},
il résultera, pour le calcul de / par les sinus,

sin.* 3 ZsP cos. a'cos. d

sin.£ (90" 1) =sin. § (904 D 4 &) /1 — FA et

S - ’ : sin. L ZsP+'cos.a'cos. d .
Par ou I'on voit, qu’en faisant TP F D = sin N

on aura sin. + (9o° 4 ) =sin. 1 (9o° 4 D + @’} cos. N.
On pourroit aussi déduire

in.v. ZsP cos. @' cos. d
cos.v. [ =cos.v. (D 4 a') (1 + = :os_v.s (Soi Z.;os )

sin.v. Z s P cos. a’'cos. d
cos.v. (D + &)

€os. v. I =cos.v. (D + a') susin. v. N,

pour faire = cos. N, et avoir

Aussi
? sin.* £ Z 5 P cos. a’'cos. d

cos. 1 (904 I) =cos.1{go°4-D +a‘)\/1 + =% 5P D +d)

N fai t sin, ZsP v cos. o' cos. d
ou, en faisan T GF T DT

o cos. § {90® 4+ D 4 o)
cos. 1 (90" + ) = —2=— .

Nous examinerons 3 présent I'erreur qui résulte dans la la-
titude de celles quon peut commettre dans les ¢élémens du

calcul.

== tan. N, on a

"\

K]
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Supposons premiérement une erreur ¢¢ dans Vintervalle.
Les analogies différentielles donnent, en supposant l'angle

horaire et la latitude variables,

31 (tan. d — tan. lcos. B)
ab - sin, &

$h == 37tan, d — tan. L. cos, &

et - sin. &'

On aura donc _ _
St=20b'—3h =31 (tan.l(cot.b-'—-cot.b‘) —fan.d Gin. B s'"’b))

sin. b sin, &
¥t sin. bsin. .
Par consequent dl= tan. 4 sin. £ — 2 tan. d cos. m sin. 21’
. &t
ou bien §l=

T tan, { (cot. b —cot. 4) — tan, d (cosec. b — cosec, b')
En supposant une erreur & ¢ dans la grande hauteur, on a

dacos.a . . . .
—dt=dbh= Ty cequi étant substitué dans I'équa-

tion précédente, donne :
3= — ¥ a cos, g sin. &'
T cos.d sin £ sin, € — 2 sio. d cos. £ cos, mosin, 2 €

¥ cos. asin, b’
et dl=— <05, 4 sin. I sin £ — sin, d cos. £ (sin. b — sin. b)

Pour I'erreur de la petite hauteur on auroit aussi
St 3b=lES%__ . oy Ton déduit

cos. d cos. £ sin, b'?

3 = 3 a'cos. o sin. b
T cos. d sin, [ sin, £ — 2'sin, & cos. £ cos, m sin, £ ¢
da'cos. d'sin, b
et § =

cos, d sin. I sin. § = sin, d cos. ! (sin, b — sin. &)

Méthode indirecte, en déduisant premicrement I Angle boraire
moyen.

$in. g — sin. d sin. I
cos. d cos. {

La Trigonométrie Sphérique donne cos. b =

et cos, ¢ . Sin. g’ = sin, d'sin. F
b = e Par conséquent

Be
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sin. @ cos. d’ cos. / — sin, @ cos. & cos. /
—sin. d cos. d' sin, / cos.
-+ cos. d sin: d'cos. I sin, /'

cos. d cos. o cos. f cos, & 2

cos, h—cos. b =gsin.msin. Li =

et ;
sin.a cos.d’cos. £ —sin. acos. deos. L—sin. d cos. d'sin-feos.I 4 cos.d sin. d'cos [sin./

sin.m:= .
2 cos. d cos. d’ cos. Lcos. Isin. 2 &

Voici I'expression générale de I’horaire moyen m dans tous
les cas du probléme. Quand les observations ont été faites
dans le méme lieu on a [ =1, et en supposant la déclinaison
constante dans Yintervalle d == d, ce qui réduit la formule alors

sin. @ — sin. a’
2¢os. d cos, fsin. & 7

a sin.m= Les circonstances dans la pratique

sont presque toujours différentes; mais, I'intervalle n’étant
que de quelques heures, la différence entre / et’ ne peut jamais
étre grande, et celle entre d et 4’ doit étre encore moins consi-
dérable. Nous pourrons donc transformer la formule générale,
en supposant ces différences trés petites, pour déduire des ex-
pressions propres pour le calcul.
Faisons [ =0 4 Al, etd=d' 4 Ad; et I'on aura

cos. &' ==cos.d 4 Adsin. d

sin.d'=sin.d —Adcos. d

cos. I' == cos. I 4+ Alsin. !

sin. I’ = sin. { — al cos. !
Substituons y ces expressions, en négligeant les produits des
deux dimensions de A I, A 4, et nous aurons

' {sin. @ — sin. &'} cos. d cos. ! 4 Al (sin. a cos. d sin. ! —sin. d cos. d}
sin. m ____{ + Ad (sin.asin. d cos. [ —sin. { cos, {)

z cos. d cos. £ sin. £ ¢ (cos. d cos. { 4 Al cos.d sin. ! 4 & dsin.dcos, f)

Représentons la latitude supposée du lieu ot on observa I
plus grande hauteur par 1", et faisons ! = 1"+ ¢1", en suppo-
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sant toujours que la différence 87" est petite. Sil’on calcule un
angle horaire moyen M avec cette latitude, on aura

Sin. 4 — sin. @' _ 5in. @ — sin. a'
2008, dcos. 'sin.2 ¢ 2 cos.dcos. dsin, £ 4 200 cos. d sin. [ sin. 347
Par conséquent, sinnm=sin M4 ..............

&4 (cos dsin. [rin,af mw tin, d cos, ) -4 A d (sin. dcoy, Lgin. o = sin. { cos. I} 4= 3 & cor. dsin. { {sin, ¢ —1sin &'}
% cos. dcos. fsin, § £ (cos. #cos, {4 AT cos, dsin, /4 Adain. dcos. I 3 cos. & sin. /]

et, a trés peu pres,

Al (sin. Psin, o' —sin, d) | A d {sin. d sin. &/ — sin. 7}
2 cos. d cos.*  cos. M sun, 2 ¢ T Zcosdeos. F oos. M win, Y]

sin M=

m=M 4

52 sin. P (sin. @ — sin. 4')
2 cos.* d cos.* # cog, M sin. L ¢7

Substituant sin. a"==cos. 4’ cos.d cos. [’} sin.d sin. ["’ dans le se-

sin.g —sin.a’

cond et le troisiéme membre de la droite, et sin. M= —s802__
zcos. d cos. Fsin. 44

dans le dernier, il résultera

&l {cos & tan. IY — tan. d) A d (cos. b tan. d — tan. M)
m=M+{ 2 cos, M sin. % ¢ + zcos, M sin. 22

L 4+ 4l7tan. I” tan. M.
Formule qui donne Ia valeur de ’horaire moyen pour le calcul
relatif au lieu de la plus grande hauteur.
Si I'on suppose I'=1[- Al, etd'=d + Ad, on aura, en
substituant comme nous avons fait auparavant,

{sin. a — sin. a') cos. d' cos. I' 4 A ! (sin. & cos. d"— sin. a’ cos. d*sin. )
4+ Ad (sin. ¥ cos, I' — sin. a'sin. & cos. {)

z cos. d'cos. I'sin. § & {cos. d'cos. {'+ alcos. d'sin, £ 4+ Adsin. d'cos. I')

sin. m =

En représentant par /' la latitude estimée du lieu olion a
observé la plus petite hauteur, et en faisant I'” 4 J"'=1I’, et

. sin. 4 — sin. &’ . . '.
sin. M = ——— ;,si: +7» OU, ce qui revient au méme,
~d cos. P rin, £

. $in. & — sin. a’
sin, M = - - -
% cos. d' cos. £ sin. £ ¢ 4 2§ cos. &' sin. ¢ sin. § £
onaura sin.me=sin. M'4- . . ........ ... .. ...

Alfsin. d'cor. & sin. g con. dsin. #Y4-A d (sin. ¥ cos. fomsin. asin. d'con. ¥)-f 3oy, d'sin, 7 (sin. a-=ain. a)
8608, &' cos, Main. ¢ (Alcon & ain. P A dwin. & con A= § M cos, &'4in, F)
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et, & trés peu prés,

Al (sin. d' — sin, # sin, a) + Ad (sin, M _ in. & sin, a)
z cos,  os.* i cos, M'sin. L £ z cus.* d'cas. ¥ cos. M'sin. £ f

M sin. M (sin. 2 = sin. &)
+ 2 cos. d' cos.* ® sin, Lt

Par ol1,en substituant sin. a = cos. » cos. 4’ cos. "’ 4 sin.d" sin. I'",

m= M4

. . sin. @ — sin. o .
et sin. M’ —= —— e TP il résulte

al ttan. & — cos. b tap. ") Ad (tan. I* ~ cos. b tan, d")
m=e= M 4 z cos. Msin. 1'f + z cos. M'sin. { ¢

L 4+ ¢l tan. I tan. M".
Formule de 'horaire moyen pour le calcul relatif au lieu de
la plus petite hauteur.
En considérant ces formules, on voit facilement la maniére
dont on doit procéder pour obtenir '’horaire moyen. De l'in-
tervalle, et de la différence en longitude entre les lieux des

observations, on déduira ¢. Avec cette quantité, et les données

sin. ¢ — sin, @
2 cos. d cos. Fsin. 1

du probléme, on trouvera M par 'expression

si I’'on veut faire le calcul relativement au lieu dela plus grande
$in. & = sin. a’
z cos. 4" cos. Psin. it

hauteur; ou bien on trouvera M/ par I'expression

pour faire le caleul relativement au lieu de la plus petite hauteur.
Apres quot, il faudra appliquer a M, ou M/, les équations con-
venables pour avoir m.

Les variations de la latitude, et de la déclinaison, étant connues
par la nature du probléme, on pourroit calculer par les ex-
pressions ci-dessus les équations qui en dérivent; mais I’horaire
moyen résteroit toujours aftecté de 'erreur qui dépend de 31",
ou 7", dont le dégagement n’est pas praticable jusqu'a la con-
clusion de la latitude. Il me paroit donc préférable de laisser
toutes les corrections pour le dernier résultat,
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sin, @ — sin, &'
. < i
2 cos. d cos, Fsin. 3 ¢

pour sa méthode, et le Dr. PEMBERTON 1'a mise sous la forme

Mr. DouwEs a employé la formule sin. M =

- L1 in. 2 (ad - .
sin. M = =2 0(: ‘:c‘: 3 N g“t 2. qui est propre pour le calcul
"d cos, £ sin. L

par les logarithmes, sans le secours des sinus naturels.

Aprés avoir déterminé M, ou M, on aura (en représentant le
petit horaire approché par H, et le grand horaire approché par
H), H=M —1t, et H'=M" 4 Lt

Avec un horaire, et la hauteur et la déclinaison correspon-
dantes, il seroit facile de calculer la latitude par les régles ordi-
naires de la Trigonométrie Sphérique, mais la solution du pro-
bléme exigéroit alors des distinctions des cas qui la rendroient
complexe, et que Yon doit éviter autant que possible. Nous
chercherons, donc, des formules pour arriver au résultat par un
procédé plus simple, et nous nous proposerons de déterminer
la distance méridienne du soleil au zénith d~1{; car cette
distance une fois connue, la conclusion de la latitude est trés
facile.

sin. 2 — sin. d sin. ! :
———7——, €t nous aurons

cos. b cos. d cos. I - sin. d sin. ] = sin. 2, d'oit (en substi~
tuant 1 ~ sin. v. b = cos. b), on déduit
cos. d cos. [ 4 sin. d sin. { = sin. a 4 sin.v. b cos. d cos. I,
et par conséquent,
cos. (d ~1) =sin.a 4~ sin. v, b cos. d cos. !
ou (en représentant par L la latitade qui résulte du calcul),*
cos. (d~L) =sin. a 4- sin.v. H cos. d cos, [

Reprenons la formule cos. b =

* En substituant dans cos. b cos. d cos. 2 + sin. d sin, l == sin. a, 'expression
€08. b = susin. v, bu-I, on déduiroit susin. v. & cos. & cos. l—~cos. d cos, ! + sin. d'sin. ¢
=sin. a, et par conséquent cos. (d 4 I} = susin.v. b cos. d cos. I—sin.a. Je laisse
pour une autre occasion le détail des applications qu’on pourroit faire de cette formule,
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De cette équation on tire
1 —cos. (d~L) =1 =sin, 2 — sin.v. H cos. d cos, I

sin. v. (d ~L}) = cos.v. a — sin. v. H cos. d cos. I

. in. v. H cos. d cos.
sin.v. (d~L) = cos.v. a (1 — Zm oo f),

Premiére formule, pour calculer la distance méridienne du
soleil au zénith d ~ L, par les sinus-verses. En faisant donc

sin.v. H cos. d cos. ¥

== cos. N, on aura
o5, vV. a2

sin.v. (d ~L) == cos.v. a sin.v. N.
De I'équation cos. (d ~ L) == sin. 4 4 sin.v. H cos. d cos. "
on tire aussi
14 c0s.{d ~ L)=1 + sin.a 4-sin.v. H cos.d cos. "

susin. v. (d ~ L) =sucos.v.a + sin.v. H cos.d cos.{"

sin.v. H cos. d cos. I
SUCOS. V. @

susin, v. (d ~ L)==sucos.v. 2 (1 +

Seconde formule, pour faire le calcul, par les sinus-verses. En

sin. v, H cos. d cos. ¥
SUCOS. V. @

susin.v. (d~L) = sucos. v. a susin.v. N.

Comme l'arc d~ L est toujours moindre que go°, . . .. . .
sin.v. (d~L) sera sans exception plus petit que susin.v. (d~L);
et, par conséquent, la premiére formule préférable a la seconde,

De la premiére formule, on tire

sin. § H cos, d cos. l")

sin.’% (d"‘v L) == cos*% (900 + a) (1 T TcosFL (9ot + a)

= cos. N, on aura donc,

faisant

sin.* ; H cos. d cos.

et sin. 3 (d""-JL) = COS.~;— (900+ a) \/1 T Tcos.?l (99° + 4)

Troisieme formule. Au moyen de la quelle on pourra calculer

: . . s'm.{-HVcos.dc&g._l”_ .
d ~ L par les sinus; car en faisant ———-=rv—=sin. N,

on aura sin 4 (d ~L) = cos. § (90° + a) cos. N.
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De la seconde formule on tire
2 : 9 sin.* £ H cos. d cos, l")
cos*3 (d ~ L) =sins (99" + a) (1 + SFrrrar

sin.* £ H cos. d cos. &

et cos. 3 (d'\"L) = sin. £ (900+ @) \/1 + sin® 3 (90° F a)
Quatriéme formule. A Vaide de laquelle on pourra calculer
d ~ L par les sinus et les tangentes; car, en faisant

sin. £ H v/ cos. d cos. I'
sin. (90° + 4)

On doit remarquer que sin. £ (d ~ L) est toujours moindre
que cos. £ (g0° 4 a), et que cos. L (d ~ L) est toujours plus
grand que sin. £ (9o’ <4 a); ce qui rend la troisiéme formule
plus exacte pour le calcul que la formule quatriéme. Ce-
pendant, comme, en faisant usage des logarithmes sinus et
tangentes seulement, le total des opérations est un peu plus
court par le moyen de la derniére, on pourra préférer cette
formule quand les tables qu'on emploie ne contiendront pas les
sécantes. :

Voici une autre maniére de conclure la latitude, aprés avoir
déterminé 1'angle horaire; car, au lieu de la distance méridienne
du soleil au zénith, on pourroit calculer la différence entre cette
distance, etla distance au zénith correspondante & I'observation
prés du midi, ou ce qui revient au méme, la différence entre la
hauteur méridienne, et la plus grande hauteur observée. La for-
mule cos. (d ~ ) =sin. a 4- sin.v. b cos. d cos. !, donne
cos. (d ~ I) — cos. (go° — a) = sin. v. b cos. d cos. [,
et par conséquent

25in.4{ 9o’ — a+(d~1) Jsin 2 (90" —a—(d~1))=sin.v.bcos.dcos.]
d'ott I'on déduit
sin. £ f9°°-a — (d ~ l)) = cos. L (go°+ a4 (d~ l])
- sin. v. b cos, d cos. { __ sin*pbcos.dcos.!
T zsin} [90"-4 + (d~ z)) T sind (go" —i (A~ l))
C

sin. § (9o°+ 4)
cos, N -

=tan.N,on aura cos.% (d ~ L) =
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ou

sin. £ (90"-— a — (d~ l)) = cos, L (go°+ a4t (d~ l)]
_ sin v. b cos. d cos. 1 . sin.* L b cos. d cos. ]
T oacos g (9t a—{d~l)) T cos p{go°+a—(d~1))

Aprés avoir trouvé go° -} a 4- (d ~ I}, on déduiroit facile-
ment la distance méridienne d ~ [. Avec cette formule, on
épargneroit quelques logarithmes, mais I'ensemble des opéra-
tions ne seroit pas pour cela plus facile. Je crois donc avanta-
geux de préférer I'expression qui donne directement d ~ [, et je
supposerai qu’on f.sse toujours le calcul par cette méthode.

Si Fon reprend I'équation cos. b cos. d'cos. I' == . . . . ...
sin. a’~—sin. d'sin. I',on aura, comme auparavant,cos. (d'~{') =
sin. @' sin. v. b’ cos. 4’ cos. I, ou (en représentant par L./ 1a la-
titude calculée du lieu de la plus petite hauteur), cos.(d'~L'} =
sin. a’ 4 sin. v.H'cos. d' cos. I'”. En suivant le procédé ci-dessus,
on déduira d’ici quatre formules pour calculer la distance mé-
ridienne 4’ ~ L/, relative au lieu de la plus petite hauteur;
formules qui sont analogues a celles que nous avons établies
pour d ~ L relativement au lieu de la plus grande hauteur.

Mais, le calcul précédent étant fait avec des élémens qui ne
sont pas rigoureusement vrais, il faut a présent chercher des
moyens pour porter le résultat de la méthode jusqu'au degré
d’exactitude qui est nécessaire dans la pratique de la Navigation. -

Considérons d’abord le calcul relativement au lieu de la plus
grande hauteur.

L’expression employée est

cos. (d~L) = sin.a sin.v.Hcos.d cos.l",
oit [ représente la latitude estimée, et H le petit horaire déduit
du calcul. Les erreurs de ces quantités seront toujours petites,
On pourra donc avoir recours au calcul différentiel pour déter-
miner leur influence, et 'on aura
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. d H sin. H cos. d cos. l”
—&(d~L)sin. (de)={ —3¥"sin. v. Hcos. d sin.l”
et

) d H. sin. H cos. d cos. I 4-
—3(d~L)sin. (d~L) :{ &l""cos.Heos.dsin.l"—3l"cos.d.sin.l”
Mais nous avons trouve

A I{cos. b tan, I’ —tan.d) + Ad {cos. 'l tan.d — tan. I} -

cH=M = 2 cos. Msin. . ¢ 2 cos. M sin. L¢
4+ 81" tan. I" tan. M

ou, ce qui revient au méme,
Al {cos. B tan. I — tan. d) Ad (cos. B tan, d — tan. V')

H = 3M=( 2 cos. M sin. L¢ + 2 cos. M. sin, L ¢
+ &1" tan. I tan. M.

Donc, en substituant, et en prenant [" pour L (car ces quanti-
tés ne différent que de peu de chose), il résultera

d)

Alsin H.eos deos. P itan.d —cos.H'tan 1"} , Adsin.Hceos. d cos. M (tan. I' mwcos. H' tan.
Md~L __J 2 cos. M. sin, & ¢ s (d ~ 1"} + 2 cos, M sitie 4 £ sine (d~t")
( ™~ )""' 3 cos. dsin. P {cos. M — cos. 1 )
l_ + cos. M sin, (d ~ I)
A fsin. H (tan, d - cos. H' tan. ] +A d sin. H {tan, ¥ —cos. H' tan. d)
J‘(d~L)= 2 cos. M sin, £t (tan. d ~ tan, #) 1 2 cos. Msin. 1 ¢ (tan. d ~ tan. )
+ 3 (cos. M — cos. § t)
cos. M (tan. d cot. I ~ 1)
Alsin. H {tan. dcot. F' — cos. W) | & dsin. H (cot. @ tan. ' —cos. H)
S(dML)-_"." (sin, H'ewsin. ) (tan, d cot, &'~ 1) (sin. H'—siu, H) (cot.d tan. '~ 1)
&1 {cos. M — cos. £ £}
+ cos. M (tan. d cot, F~ 1)

Voila les corrections qu’on doit appliquer a la distance mé-
ridienne du soleil au zénith 4 ~ L. Les mémes corrections ont
lieu aussi pour la latitude calculée L; car==4 L=4(d~L). Le
signe supérieur, quand le soleil passe par le quart de méridien
ot se trouve le pole élevé, le signe inférieur dans les autres cas.

A Taide des expressions ci-dessus, on pourroit former des

Ce
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tables pour avoir facilement les corrections relatives aux varia-
tions Al, Ad; ce quiseroit convenable pour rendre la méthode
générale, et trés exacte.

A I'égard de la correction relative a d 1", voici le procédé qui
me paroit le plus simple, et le plus expéditif, et par conséquent
le plus avantageux pour la pratique. On peut faire le calcul
tant pour une latitude supposée I/, que pour une autre latitude
I*, de maniére que la différence entre ', et I soit peu consi-
dérable. Ainsi I'on aura (en représentant la latitude calculée
résultante de ! par L, et la latitude calculée résultante de /'~

par L') =3 L = 3F (cos. M — cos. 3 f)

cos. M (tan. d cor. ¥ ~ 1)?

N - " {cos. M — cos. 18}
- T cos. M (tan. dcot. & ~ 1)

De 14 on tire SL:dL/ 8l sl
par conséquent (3L o< /") : 0L :: (JL/ 2 80") 8L
et (JL o2dl") ae (OL/ 5 o) (L xdl"):: (¢ xdL’) 3L
d’onril résulte ¢ = uji L:a;}f)“ ;*(533%,_)

(L~P) (L~1)
<= (L~
Expression de la correction qu’on doit appliquer a la latitude
calculée L. Le signe supérieur, quand les deux latitudes cal-
culées s’¢loignent dans le méme sens des respectives latitudes
supposées ; le signe inférieur, dans le cas contraire.

On pourroit aussi déduire la correction qu'on doit appliquer

. . , , L)~
a la latitude supposée, et I'on auroit ¢ [ = (1(, - !,,)”: ( Lf g)

et a trés peu prés

c'est-a dire ¢ L =

La maniére d’appliquer la correction ¢ L, ou celle & I', est
évidente, si l'on fait attention que la latitude vraie doit étre
comprise entre les deux latitudes supposées, ou entre les deux
latitudes calculées, dans tous les cas, excepté celui oiy les deux
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latitudes calculées s’¢loignent dans le méme sens des corres-
pondantes latitudes supposées ; et que dans cette circonstance
la latitude vraie se trouve prés de la latitude supposée (ou cal-
culée) qui différe le moins de sa correspondante latitude cal-
culée (ou supposée).

Pour le calcul relativement au lieu de la petite hauteur, on
déduiroit aussi, par un procédé semblable,

Al sin. H'{cos, Hetan. & cot. }") + Ad sin. H'{cos. He=cot. ' tan. ')
(sin.H —sin.H) (tan.d'cot. 2"~ 1) | (sin.H'—=sin.H) (cot. &' tan.~1)
3M(cos. M'—cos. 1 1)
+ cos. M'(tan. d'cot. I~ 1)

Expressions auxquelles on peut appliquer ce qui vient d’étre dit
au sujet des formules analogues que nous avons trouvé pour le
lieu de la grande hauteur. ,

Aprés avoir établi les formules nécessaires pour calculer
la latitude, nous considérerons les erreurs qui peuvent influer
dans le résultat, pour déterminer les circonstances favo-
rables 4 l'usage du probléme. Nous examinerons aussi, §’il
est indifférent de faire le calcul relativement au lieu de la
grande hauteur, ou relativement au lieu de la petite hauteur,
ou laquelle de ces deux maniéres d’opérer est la préférable.

Pour la plus grande facilité des comparaisons, nous représen-
terons par L]alatitude calculée relativement 4 Ia grande hauteur,
oula petite hauteur, et nous employerons les dénominations des
¢€lémens vrais, en prenant aussi indistinctement ¢/, ou 41/,

L’équation générale qui exprime la rélation entre une erreur

commise dans la latitude supposée, et I'erreur résultante dans

3 "(cos. m—cos. L £)

la latitude calculée, est 5=dL =~ T Ter =Ty O¢ qui prouve

que I'erreur de la latitude calculée n’est pas fort différente,
soit qu'on calcule pour le lieu de la grande hauteur, ow de la
petite hauteur.,

oL/ =d(d' L )==
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Comme m est plus grand ou plus petit que 4 £, selon qu’on a
fait les observations du meme coté du méridien, ou ['une avant
et J'autre aprés midi, on voit 1°. Que, dans le cas ou les obser-
vations sont de la méme espeéce, les erreurs de la latitude sup-
posée, et de la latitude calculée ont le méme signe, quand le so-
leil passe par le quart du méridien otr se trouve le pole élevé ;
et que ces erreurs ont des signes contraires, dans toutesles autres
circonstances. e° Que la régle inverse a lieu, quand les obser-
vations sont de différente espéce.

Supposons qu’on ait commis une petite erreur ¢ ¢ dans l'in-
tervalle. Onaura dm—1dt=7dh,etdm4-L3t=120; etenre-

sin. g—sin. 2'

T iTendre] o différentiant, sm= . .

prenant sin. m =

—Idtcot. L ttan.m. Ainsidh=—Fdftan.mcot. 3t—L3¢ et
dbt=—2Lsttan.mcot. 7t L4t
En différentiant 1’équation
cos. (d~ L) =sin.a 4 sin. v.hcos. d cos.

on aura
b sin, b cos, d cos. ]
=il = — .
=L st (d =< 1)

ce qui, en substituant la valeur de ¢ b ci-dessus, donne

+3L = $3igin. beos.dcos. I {tan. mcot. L i 4-1)

sin, (d~1)

3t sin. bsin. ' cos. d cos, |
€os. m sin, £ ¢sin. (d~1)

==dL = i

dtsin bsin, b cos.d ros. I

=iL= (sin. b'—sin b)sm. (d~1)
3¢ sin. bsin. b
=L = (sin &—sin. b} (tan. d ~ tan. /)
Ll

=il = (cosec. b—cosec, &) (tan. d ~ tan./)

Expression de I'influence de l'erreur de I'intervalle, en calculant
par la grande hauteur.
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En différentiant ’équation
cos. (d ~ L)==sin. &’ + sin. v. ¥’ cos. 4 cos.!
on aura
2 3L == ——3}'sin. ¥ cos. dcos. I ;
ce qui, en substituant la valeur de ¢’ ci-dessus, donnera les
mémes expressions qu’on vient de trouver pour ==JL.

On voit donc, que I'influence d’une erreur commise dans 1'in-
tervalle est la méme dans les deux maniéres de faire le calcul.

De la formule qui exprime I'influence de I'erreur de la lati-
tude supposée, on déduit

1°. Que, l'erreur de la latitude calculée est nulle quand une
des hauteurs observées est la hauteur méridienne. Ainsi, il con-
vient de faire une observation prés du midi.

2°. Que, les distances au méridien étant égales, dans les deux
cas, 'erreur du résultat sera plus petite si les deux observations
sont de différente espéce, que si elles étoient de la méme espéce.

8°. Qu'en supposant I'horaire moyen constant, il convient
d’augmenter l'intervalle, quand les observations sont de la
méme espece, et le diminuer quand les observations sont de
différente espéce.

4°. Qu’en supposantun horaire constant, il convient toujours
de diminuer I'autre horaire.

5° Que, les circonstances les moins favorables pour I'usage de
la méthode sont celles, ol le soleil passe par le zénith, ou prés
du zénith. _

De la formule qui exprime I'influence de I'erreur de I'inter-
valle ¢, on déduit les mémes cons(quences, 4 P'exception
d’une circonstance particuliére de la quatriéme; car duns le cas
des observations de la meme - spéce, et en supposant le petit
horaire constant, il conviendroit sous ce rapport d’augmenter
le grand horaire pour diminuer I'erreur de la latitude calculée.
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On doit cependant remarquer que, quoique, en augmentant
Vintervalle, 'on diminue I'influence d’une erreur supposée dans
cet élément, par un effet de cette méme augmentation, on
augmente aussi la probabilité de commettre une erreur plus
considérable dans la mesure du tems écoulé. Il me paroit,
donc, toutes considérations faites, qu’on peut adopter les
régles précédentes généralement.

Voyons & présent quelle est 'influence des erreurs qu'on peut
commettre dans les hauteurs du soleil.

sin. 4—5in. a'

En différentiant sin, m —=

2sin. L tcos. d cos !’ on aura
Im= ZCOS-"":::;: é:S.d Pyt etpar conSéquentsb =3 cos.mii‘::;: ;:s.d cos.i
ou dh= (sin. b’-—ii‘::zs).czs. deos et Jb'= zcos.m si:.io: c:s dcos, !’
ou b = dacos. a

(sin, &'—sin. b) cos. d cos. !
En différentiant 1’équation
cos. (d~L)}=sin.a 4-sin.v. b cos. d cos./,

dacos. a4 ¥bsin.bcos.dcos. I
sin, (d'*—'tj i

ce qui, en substituant la valeur de b trouvée ci-dessus, donne

on aura =0 L=~

dacos. asin. b . .
=il =— v 5a @ Expression de l'erreur ré-

sultante de l’erreur commise dans la grande hauteur, en faisant
le calcul relativement a cette hauteur.
En prenant 1'équation
cos. (d ~L)=sin. a’4 sin. v, b'cos. d cos.

. — __ ¢Hsin. b cos.dcos. !,
=iL= sin, (d~1)

on aura

— yacos. asin. b
(sin. &' —=sin, b) sin. (d ~1) *

et par conséquent ==¢ L. =

Expression de I'influence d’une erreur commise dans la grande
hauteur, en calculant par la petite hauteur.
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L’influence d’une erreur #a est donc la méme dans les deux
maniéres de faire le calcul.
Sil’on suppose une erreur ¢4’ dans la petite hauteur, on trou-

da'cos. a sinu b
(sing —=sindd)si. (d~1)

pour V'expression de I'erreur du résultat, soit qu'on fasse le
calcul par la grande hauteur, ou par la petite hauteur.

En supposant la méme erreur dans les deux hauteurs, on
voit que l'erreur résultante de la grande hauteur, est a I'er-
reur résultante de la petite hauteur, comme cos. @ sin. b, a
cos.a’ sin.b, ou (parceque nous avons représenté par e l'azimuth
correspondant a a, et par ¢ l'azimuth correspondant a «’, et

vera aussi, en suivant le méme procédé,==2 L =

cos. dsin. b cos. dsin. b

considérant que ~————=cos.q et ——

sin. ¢, a sin. e. Ainsi, Vinfluence d'une erreur supposée dans
les deux hauteurs sera en raison inverse des sinus des azimuths.

== €0s.a’) comme

cos. { {a 44 sin. I (2—4')

La formule sin. M = S TTeor doos ]

est une équation

de condition, qui suppose que la déclinaison du soleil et Ia la-
titude géographique sont les mémes pour les deux observations.
Nous avons donné des formules pour corriger le résultat des
erreurs qui dérivent de cette fausse supposition dans tous les
cas du probléme; et ces corrections pourront se trouver fa-
cilement a Vaide des expressions établies réduites en tables.
Au défaut de ces moyens, on pourra réduire une des hauteurs
a celle qu'on auroit observé dans le lieu ou l'on a observé
'autre, comme on le pratique ordinairement dans la méthode de
Dovwes. Mais, quoique I'identité des deux latitudes ait lieu
alors, on n’evite pas pour cela I'erreur résultante du changement
en déclinaison. 1l s’agit & présent d’examiner I'influence de
chacune de ces causes.
D
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La correction qu’on doit appliquer a la distance méridienne,

ou a la latitude calculée, en raison de la variation de la

A Lsin. b (tan. d cot. [ —cos. b')
(5. &' —sin. b)Y (tan. dcot. f~1)?

grande hauteur. Par conséquent, l'erreur qu'on commettra,
en négligeant cette correction, sera nulle, ou négligeable, quand
on aura fait une observation 2 midi, ou trés prés du midi.

La méme erreur sera aussi nulle, quand 1'observation de la
petite hauteur aura été faite dans le premier vertical, car alors
tan. d cot. [ = cos. &',

En faisant le calcul par la petite hauteur la correction qu’on

A lsin, B(cos. h—tan. d cot. {)
{stn. ¥ —sin. b)(tan. deot. [~1) °

commettra, en la négligeant, ne sera donc pas nulle dans les cir-
constances générales du probléme; car 4 aura ordinairement
une valeur considérable, et Iégalité cos. b = tan. d cot./ n'aura
pas lieu quand on fera 'observation de la grande hauteur prés
du midi.

L’erreur qui résulte de négliger la variation de la déclinai-

A dsin. b {cot. d tan, [ — cos. &)
{sin, &' —sin, b){cot. dwan, I~1)’

hauteur ; et cette erreur sera nulle, ou négligeable, quand une
des observations aura été faite & midi, ou prés du midi.

La méme erreur deviendra aussi nulle quand 1’angle paral-
lactique, ou de variation, a I'instant de 'observation de la petite
hauteur, sera droit; car alors cot. d tan. [ = cos. b,

L’erreur du résultat, en calculant par la petite hauteur, est

__ Adsin. Y (cos. b—cot. d tan, [)
T (sim b —sin, b) (cot. d tam. f~1Y'

sera plus grande que la précédente dans les circonstances ge—
nérales du probléme.
Ces réflexions rendent préférable le calcul, relativement 2

latitude est = en calculant par la

doit appliquer est =

L’erreur qu’on

son est =

en calculant par la grande

Par ou I'on voit, que cette erreur
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la grande hauteur. Elles prouvent aussi, que, quand on aura
pris une hauteur prés du midi (ce qu’il convient de faire dans
tous les cas possibles), on pourra se dispenser de réduire I'une
des deux hauteurs 4 celle qu'on auroit observé dans le lieu olt
I’'on observa I’autre.

Par la méme raison, quand on employera la méthode de cor-
riger une des hauteurs, on pourra établir comme principe gé-
néral, qu'on réduise la petite hauteur a celle qui conviendroit
au lieu ot 'on a observé "autre; car les circonstances qui pour=-
roient le modifier ne sont pas assez importantes pour passer
par I'inconvénient de compliquer avec des exceptions les régles
de la pratique. Cependant, pour examiner toutes les circons-
tances de cette solution du probléme, nous déterminerons
les erreurs qui résultent dans la hauteur réduite, des erreurs
qui peuvent affecter les élémens qu'on emploie dans la ré-
duction. .

Supposons la distance directe entre les lieux des deux ob-
servations == z, 'angle formé par I'azimuth du soleil et laire
de vent qui conduit du liev de la grande hauteur au lieu de
I'autre = r, et I'angle formé par I’azimuth et I'aire de vent dans
le lieu de la petite hauteur = #.  On aura » cos. r pour la ré-
duction de la grande hauteur, et # cos.7’ pour la réduction de
la petite hauteur.

En supposant une certaine erreur dans la mesure de I'aire
de vent, on aura pour les erreurs résultantes &4, §a' dans les
hauteurs, d a = —~drn sin.7, et da'= —Jr' nsin.v¥. Mais
(en représentant l'erreur de la latitude calculée par ¢ L/, quand
on opére relativement 4 la petite hauteur), on a trouvé ci-de-

in. b’ da'cos. a'sin. b
vant ¢, = &a cos. asin. b ' : '
. (sin. & — sin. ) sin. (d ~ [)° etsL {510 & e 5100, B) sin. (d~l)

D2
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Donc, en substituant les expressions précédentes, on déduira

dL:3L/:: drnsin.rcos. asin b dr'a siny cos. a' sin. b
et ( parceque I'on suppose ¢r = 4¢1')

dL 3L/ sin. 7 sin. ¢ : sin. ¢’ sin. e.

Les erreurs qu'on doit craindre de 'usage du Compas dans
les observations des azimuths sont comme les tangentes des
hauteurs du soleil {voyez le Mémoire de M. Boucukr, sur
les mcilleurs moyens d’observer en mer la déclinaison mag-
nétique; Prix del’ Académie des Sciences de Paris pour 1731).
Faisons donc, pour ce cas, §r = Btan. q, ¢t ¢ ¥ = B tan. a'.
Par conséquent sa=<Jrasin.r=nBtan.a sinr, et ¢a’
=4dr'nsin.r ==n B tan. 4’ sin. »'; et, en substituant ces ex-
pressions dans les formules ci-dessus, on déduira

¢L:4¢L'::nBtan.acos.asin.rsin. A’ : n Btan.a’cos.a’ sin.r sin. b
et dL.: oL/ :sin. g sin. rsin. b’ : sin. &’ sin. ' sin. .

Pour déterminer l'influence d’une erreur commise dans la
distance directe, on a da==2Jncos.r,etda’ = dn cos.r'; et
par conséquent, en substituant dans les formules ci-dessus,
dL:3L::8ncos rcos. asin b :dn cos. r cos. a sin, b
c'est-a-dire 3L :dL’:: cos. rsin. e': cos. 7 sin. e.

Il convient ici de faire une réflexion, par laquelle je termi-
nerai cet article. Les formules que nous avons trouvé pour
exprimer I'influence des erreurs sont relatives au résultat qu’on
obtient par le calcul d’une latitude supposée. Mais, quand par
la méthode ci-dessus, ou par la répétition du calcul, ou par
quelque autre procédé, on procure l'identité de la latitude sup-
posée et de la latitude calculée, le cas est différent, et les équa-
tions établies ne sauroient donner la valeur exacte de 'erreur
du résultat. Si une des données du probléme est fausse, on
sent, que par la nature de ces espéces de méthodes, il faudra
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employer aussi une latitude fausse pour compenser cet effet, et
la faire convenir avec la latitude calculée. Généralement par-
lant, on pourroit dire que quand les circonstances seront favor-
ables pour diminuer I'influence de l'erreur de la donnée, I'erreur
dans la latitude supposée nécessaire pour produire I'identité sera
aussi moins considérable; mais I'expression juste ne sera pas
celle que nous avons déduite. Pour trouver les formules qui
convienent alors, on devroit suivre un autre procédé, dont je vais
donner un exemple, en considérant ’erreur de I'intervalle.

L’erreur de la latitude calculée composée de celles qu’on peut
attribuer a l'intervalle, et a la latitude supposée, est

31" (cos. m — co0s. 1 £) + 3 ¢ sin, & sin. b’

==JL e m (tan. d cot. I~ 1) 2 cos msin, L f (tau. d ~ tan. )
Mais, pour faire convenir la latitude calculée avec la latitude

supposée, il faut que s L soit = ¢ /7, donc

e 3] — 31 tan. ! {cos. m — cos. L §) + 3¢ sin. b sin. b .
- cos, m (tait, d ~ tan, J) z cos, m sin, 4 & (tan, d ~ tan. £)

Par conséquent,

F 28l cos.msin. § ¢ (tan.d~tan.l)—z § P’ tan. Isin. § £ (cos.m —cos. § £)=3¢sin. b sin. b
c’est-a-dire

280 cos.msin. Lt (tan. / — tan, d) = 2 3 ¥ tan. Isin. 1 £ (cos. m— cos, § ¢} = sin. bsin.b

ron 1 : 73— & ¢ sin. B, sin. &'
d'ot 'on déduit 4" = tan, { sin. £ — 2 tan, d cos. m sin. L ¢
ou gl = ¢t sin, b sin. ¥
T tan. ] (sin. b cos. b — cos. b’ sin. b) — tan, d (sin. Yemsin, b)
3t

et finalement 81" =—

tan. { (cot. b — <ot. &'} — tan. d (cosec b — cosec, H')
Expressions égales a celles qu'on trouve pour la méthode directe,

Nous remarquerons, au reste, que les équations relatives &
A d, et Al, qui sont celles qu'on doit employer d’une maniere
absolue, pourront étre appliquées immédiatement au résultat
du calcul fait par chaque supposition séparément,
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Méthode indirecte, en déduisant premiirement le plus grand
Angle horaire.

Avec la latitude estimée, et les autres données relatives au
lieu de la petite hauteur, on calculera le grand angle horaire
{que nous représenterons par H'), par l'une des formules
suivantes ( Voyez ci-aprés la démonstration de ces formules),
2 cos. L (D' M4 &Ysin. L (D 4 ¥—a)

: J -
sin. v. H'= cos. {sin. D’
. Visusinov, (D' Mg &y sinv. (D P— )
[
sin.v. H'== cos, M sin, I’
T ,__‘/cos.%([)q. g dysin 3 (D' Pea)
Sin. 5 H'= cos. &% sin. D'

ou par toute autre formule de celles que fournit la Trigono-
métrie Sphérique pour le calcul de I'angle horaire. Et I'on
déduira le petit angle horaire H = H'~ &

Aprés avoir déterminé le petit horaire, on conclura la distance
méridienne du soleil au zénith, et la latitude, par le moyen des
formules que nous avons établi pour la méme opération dans
la méthode précédente, en employant les données relatives au
lieu de la grande hauteur.

On pourra aussi trouver la latitude exacte, en faisant le calcul
de cette méthode avec des latitudes supposées un peu différentes
des latitudes estimées, imitant le procédé que nous avons ex-
pliqué ci-dessus.

Apreés avoir considéré avec tant de détail ]a méthode qui
précéde, nous ne ferons qu'indiquer les formules qu’on pourra
 tirer des équations fondamentales de celle que nous avons 3
présent sous les yeux, en y ajoutant seulement quelques ré-
flexions générales.
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On aura, pour exprimer la relation entre I'erreur de la latitude

estimée et l'erreur résultante dans la latitude calculée,

3 (sin. H — sin. ¢ — tan. d cot. ¥ sin. H)
sin. H' (tan. d cot. I ~ 1)

ar (zsin,%Hcos.; (H'+ ) — tan. d cot. I sin.H)
= JL - - n
sin. H' (tan. d cot, I'~ 1}

On voit par cette expression, que l'erreur du résultat est
nulle, ou trés petite, quand on observe la grande hauteur a
midi, ou prés du midi.

De la méme formule on peut déduire les circonstances qui
sont avantageuses pour que la latitude calculée s’approche de
la latitude vraie; mais je ne m’arréterai pas, A présent, a les
énoncer particuliérement.

St l'on suppose une erreur §¢ dans l'intervalle, on trou-
vera que lerreur résultante dans la latitude calculée est

=4iL = _dtsmb Cette erreur sera donc nulle, quand on

tan. d ~ tan, §’
a observé une hauteur 4 midi. Et l'influence d’'une erreur

supposée dans lintervalle sera la méme, quels que soient
I'intervalle, et la distance 4 midi de I'observation de la petite
hauteur.

L’erreur résultante d’une erreur § ¢ supposée dans la grande

== o L =

3acos a
hauteur est ==L == — e

Et I'erreur résultante d’une erreur da’ supposée dans la pe-

tite hauteur

§d cos. a'sin..b
== dL= s, b sin. (d ~ &)

Si I'on fait le calcul de la distance méridienne avec la latitude
du lieu ot I'on a observé la petite hauteur, au lieu d’employer
la latitude correspondante & I'uutre hauteur, on commettra une

erreur == 3L =— Alsmwv. b <in lcos. d — Alsinov. b .
suse (d ~ 1) tan. d cot, f~ 1
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Et si I'on fait le calcul de la distance méridienne avec la dé-
clinaison correspondante a la petite hauteur, on commettra une

n.v.bcos. Isinnd ___ & dsin.v. b
sin, {d ~ {) = cot.dtan.l~ 1’

Quand on aura pris une hauteur prés du midi, on pourra
donc faire tout le calcul, en employant la latitude et la décli-
naison correspondantes 4 la petite hauteur; et le résultat don-
nera avec assez d’exactitude la latitude du lieu olt I'on a observé
la grande hauteur.

Je dois rappeller ici la derniére réflexion que nous avons
faite par rapport i la méthode précédente, car elle a lieu égale-
ment pour celle-ci. Pour un plus grand éclaircissement, dé-
duisons Ia relation entre I’erreur du résultat, et une erreur sup-
posée dans I'intervalle, quand on procure l'identité de la latitude
estimée, et de la latitude calculée, en employant les formules
de la présente solution.

On aura

— 3L = &I'(sin. b’ — sin.  — tan. d cot. ! sin. b} fsin. b
- - sin. &' (tan. d cot. L ~ 1) + tan. d ~ tan, /

D’ol, parceque ¢ L == ¢1”, on déduira
= 8Fsin, b (tan. d ~ tan. [)—8{"tan. ! (sin, b —sin. {—tan,d cot. I sin.») = 3¢ sin, bsin. ¥

Adst
erreur == d L =

ct ~dFtan.dsin. B 4 3 tan. Isin, § 4 30" tan.d sin. b = 3 ¢ sin. b sin. &'
Py - _ 3isin. b sir?. v .
tan. £ s5in, ¢ 4 tan. d (sin, b — sin. §')
31 = 3¢ sin. b sin. b
T tan. / (sin. b'cos. b — cos. 4'sin, b) —tan. d (sin. & — s, 5)
31 &t

7 tan. [ (cot. b — cot, H) ~ tan. d (Cosec. b — cosec. &)

Expressions égales & celles que nous avons trouvé par les
formules des deux méthodes précédentes.
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Méthodes indirecies par des Equations relatives ¢ I Intervalle.

Avec les latitudes estimées, et les données du probléme, on
poutra calculer le grand angle horaire (ou celui qui répond
& la petite hauteur), et le petit horaire (ou celui qui répond a
la grande hauteur). En comparant l'intervalle mesuré par la
montre avec Pintervalle qui résulte de ces horaires, on aura
une différence ¢¢; et de-la on déterminera I'équation qu’on

doit appliquer 2 la latitude supposée, en employant la formule
s = i

™ tan. ! {cot. b — cot. '} — tan. d (cosec. b — cosec. )?

[t = $¢sin. bsin. ¥ *

S = T e, (¥ —b) —ztan.d sin. 4 (& — &) cos. L (& + o) ou toute

qui seréduit 2

autre formule qui donne la relation entre §¢, et 37,

Voici une autre méthode qui me paroit préférable. Faites
le calcul du petit horaire avec deux latitudes supposées L, L’
qui ne différent pas beaucoup de la latitude estimée /' du lieu
ot 'on a observé la grande hauteur; et appellons les horaires 5,
K. Faites aussi le calcul du grand horaire avec deux latitudes
supposées qui s’éloignent de la latitude /', ol1 I'on a observé Ia
petite hauteur, de la méme quantité et dans le méme sens que
L, L' de /""; et appellons ces horaires 4, K’. En représentant

* Mon savant ami le Dr. MaskeLyne 2 publi¢ depuis trds long tems une autre
formule qui détermine cette relation en termes des azimuths. En représentant par P
Vangle formé par les verticaux de Vastre aux instants des observations, il trouve

yr—dteon finenin € a\otre autenr a déduit cette expression par le moyen des ana-

sin, P
logies différentielles. Je 1’ai demontrée d’une autre maniére dans mon Mémoire inseré
dans la Connofssance des Tems pour 1793,

La méme formule a été consultée pour établir les régles données, premiérement dans
le British Mariner's Guide, et copiées depuis dans les Requisite Tables, et dans d’autres
ouvrages, pour choisir les circonstances qui conviennent & PPusage de la méthode de
Dovwes.

E
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par ¢ Uintervalle qui résulte de la comparaison de b, et K, par
¢ Yintervalle qui résulte de la comparaison de 4, et K/, et par

T I'intervalle mesuré par la montre, on aura d L: g L/:; 34: 3¢

et par conséquent JL = @GL=2L}at

of == &t
(L~L){t~T)
o~

C’est 'équation qu’on doit appliquer a la latitude supposée L.
La latitude vraie sera comprise, ou non, entre les deux latitudes
supposées, selon que les deux intervalles calculés différeront de
Yintervalle observé dans des sens opposés, ou dans le méme
sens. Et dans le dernier cas, la latitude vraie sera plus prés de
la latitude supposée dont I'intervalle correspondant différera le
moins de celui que donne la montre,

Toutes les solutions par des équations relatives a Vintervalle
ont, cependant, un grand inconvénient; car elies supposent
qu'on connoisse 2 quel cot¢é du méridien appartient la plus
grande hauteur. Et, comme ce cas douteux arrive précisément
quand on a observé prés du midi, c’est-a-dire, dans les circon-
stances les plus favorables pour l'exactitude du résultat, je ne
crois pas quon puisse adopter dans la pratique ces sortes de
procédés, surtout, quand on posséde d’autres méthodes, qui
réunissent toutes les propriétés réquises. '

qui se réduit & dL=

La Latitude du Lieu, ainsi que la Hauteur, et la Dé-
clinavson d'un Astre élant données, trouver son Angle
koraire.

La Trigonométrie Sphérique donne

sin. @ —sin. d<in. }
cos, d cos, ]

cos. h=

par conséquent

. $iN. @ we SiN. d sin,
sinv.b=—1— !

cos. d cos. &
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sinv. b = cos. d cos, tc:.s.s;n;::iln. lsin.a

sin, v, b = = ifsf‘;’c)o:fi""’

sin.v. b = ST =

o Lot

Expression propre pour employer les logarithmes sinus-verses,
et ceux des doubles-sinus.
On a aussi

\/cos.v. (a.- (a’~l)] €05, V., (a-{- (dwi))
cos. d cos, [

sin.v. b ==
Pour employer les logarithmes sinus et tangentes, on déduit
VR T sin. ; {go%a—a  (d~1)) sin. % (90°— & — (d~0)
sin. > h = \/_ l Jsin- { )

cos. d cos. £

Cette formule, et I'avant-derniére, ont un avantage assez
considérable, quand on emploie des tables, comme celles de
SHERWIN et de GARDINER, ol il faut prendre des parties pro-
portionelles; car elles sont additives pour les sinus et les sé-
cantes, et par conséquent on peut les mettre au dessous des
logarithmes correspondants aux arguments les plus proches,
et faire ensuite une addition de tous ces nombres.

En employant les tables de TavLor, le calcul seroit un peu
plus court par la formule suivante.

Sin-_%_b;_ﬁ.%(go"-}a-{-(dwl})cos.§(90°+a—(d~!))

cos. d cos.
Si ’'on substitue expression de la distance polaire D, au lieu

de go° ~ 4, on aura

‘g ___\/cos.%(D-{-l-{-a)sin.%(D+l—a)
s b= €os. { sin. D

Celle-ci est la formule de M. pE Borpa, qu'on trouve dans
différens ouvrages.

E =2
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La Latitude géographique, arnse que la Déclinaison, et
' Angle horaire d'un Astre étant donnés, trouver sa
Hauteur.

Nous avons trouvé
cos. (d ~ 1) =sin.a + sin.v. b cos. d cos. !
Par conséquent
sin. & = ¢os. (d ~ ) — sin.v. b cos. d cos. !

sin.v. b cos.d ¢os. !
cos. (d ~ /)

= sin. v. N, on aura

et sin, @ = ¢os. (dml)(l—

sin. v b cos. d cos. !
cos. (d ~ £)

sin. @ = cos. (d ~ 1) cos. N.
Et l'on voit, que quand sin.v. N est plus grand que le rayon,
I'astre est sous horizon, et la hauteur calculée est négative.
Nous avons trouvé aussi
sin.v. (d ~ 1) =cos.v.a — sin.v. b ¢os. d cos./

En faisant donc

Par conséquent
sin £ (d ~ 1) = cos.’L (90’4 a) — sin.” % b cos. d cos. !

sin.® 4 b cos. d cos. {

et cos. L (9o’ a) ==sin.L (d ~{) \/1 2 ST ey

stn. 1 b v cos. d cos. {
sin. 4 (d ~ {}

sin. & (d~ 1)
cos. £ (g0’ + a) = —Z w7

De I’équation établie ci-dessus relative a susin.v. (d ~ ) on

tire également
susin. v. (d ~ I) = sucos.v. 2 -} sin. v. b cos. d cos. ]
cos.’ 3 (d ~ 1) =sin 1 (go° + a) + sin." b cos. d cos. ]

En faisant donc == tan. N, on aura

sind b cos. d cos. 4

sin. & (90" a) == cos. £ (d ~ 1) o/ 1 — g oede
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. in. L3 v cos. 2 S
En faisant donc == ‘: : ("ss d ;)OS = ¢66. N, on aura
.T i

sin. } (90°+a) == cos. L (d ~ ) cos. N.

Cette formule est plus commode pour la pratique que la pré-
cédente relative A cos. 1(9g0® 4 a). Et toutes les deux sont
propres pour faire le calcul par les tables des logarithmes sinus

et tangentes.
SECONDE PARTIE.

La Distance apparente de la Lune au Soleil, ou a une
l:ftoz'le, et les Hauteurs des deux Astres étant données,
trouver lewr Distance corrigée des Effets de la Rifrac-
tion ef de la Parallaxe”

Les mesures prises par le Bureau des Longitudes de la Grande
Bretagne, pour faire calculer et publier un Almanach Nautique,
avec les distances de la lune au soleil, et 3 plusieurs étoiles, for-
ment une ¢poque remarquable dans Vhistoire de la Navigation,
et l'utilité reconnue de cet établissement fait un grand honneur
4 la nation qui a fourni par 12 des moyens de sureté aux Navi~
gateurs de tout le Monde. Quand ces Ephemerides eurent an~
noncé les élémens nécessaires avec assez d'anticipation et d’exac-
titude, il devint important de trouver des formules propres pour
abréger la réduction des distances lunaires apparentes, afin de les
dégager des effets de la réfraction et de la parallaxe. L'Abbé de

- ® La grande utilit? de ce probléme a engagé un grand nombre de géometres et
d’astronomes 3 s’en occuper, et 'on doit des solutions 3 1’Abbé e 1 Carrrg, au Dr.
MaskeLyng,augrand Evrer, 3 M.pe Bopa,a M. Lexers, 3 M. 02 LAGRANGE,
da M. Fuss, 3 M. Krarrr, 3 &c. &c. & J’ai eu la curiosité de suivre les progrés
de ces recherches, mais Phistoire en est trop longue pour Vinsérer ici, et je dois lg
remetire & une autre occasion,
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la CarLLE avoit donné une méthode d’approximation; mais elle
sc borne aux équations qui dépendentdes premiéres dimen-
sions, ce qui nest pas assez exact pour la pratique. Le Dr.
MASKELYNE, 2 qui I’Astronomie Nautique a tant d’obliga-
tions, est le premier qui a perfectionné la solution approchée,
en la poussant jusqu'a V'exactitude, et en inventant des formules
pour abréger les opérations numériques. On a donné depuis
différentes formes aux expressions des corrections qu’on doit
appliquer 2 la distance observée; mais le désir de produire des
nouveautés s’'est souvent emparé des personnes qui manquoient
de tact et de principes, et on les a vu étaler & ce sujet des
régles fausses ou inexactes, qui quelquefois ont séduit les Pilotes.
Tous ceux qui cultivent I'étude de la Navigation, ont sans doute
rencontré des cas pareils, et se sont vu forcés quelques fois
d’examiner ces idées empiriques. Quant & moi, le regret du
tems que j’ai perdu a considérer chaque solution particuliére
qui m’a tomb¢ sous les mains, m’a fait penser ala fin 4 éta-
blir des formules générales qui pussent servir de modéle, ou
de termes de comparaison, pour déterminer si une méthode
quelconque est vraie, ou fausse, ou bien & quel point elle est
exacte. Ce projet m’a premiérement engagé dans I'analyse de
la solution par approximation; et c’est aussi sous ce point de vue
principal que j’al rédigé cet article de mes Recherches.

On a aussi cherch¢ des méthodes directes pour résoudre ce
probléme. Mr. DunTHORNE en publia une de cette espéce dans
les Requisite Tables de 1767; mais ses opérations exigent
V'usage combiné des nombres naturels et artificiels. M. pe
Borpa est le premier a qui I'on est redevable d’un procédé di-
rect pour faire ce calcul par le seul moyen des logarithmes.
On a depuis proposé quelques autres méthodes ; mais ne pou-
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vant pas les detailler ici, je me contenterai de faire ci-apreés
mention des principales.

Je dois remarquer, que je me suis borné aux expressions qu’on
peut calculer, soit par les logarithmes, soit par les nombres na-
turels, et que je ne me suis pas occupé de celles dont les opé-
rations exigeroient la combinaison de ces deux moyens de calcul.

Je donnerai d’abord la théorie générale des méthodes directes,
et je m’occuperai ensuite de 'analyse des solutions par approxi-
mation,

Soient, pour cette Seconde Partie, a la hauteur apparente, et
A la hauteur vraie de la lune, 5 Ja hauteur apparente, et H la
hauteur vraie du soleil, ou de I'étoile, d la distance apparente,
et D la distance vraie des deux astres,

Méthodes Directes. .

En représentant par Z 'angle au zénith, formé par les ver-
ticaux des deux astres, et considérant le triangle formé par la
distance, et les complements des hauteurs apparentes, on aura

cos. D =cos. Z cos. Acos. H 4- sin. Asin. H
Et considérant le triangle formé par les élémens vrais

cos.d — sin. a sin. b
cos. q cos. b

c08. Z =

Par conséquent, en substituant cette expression dans la pre-
miére équation, on déduira '

. . cos. Acos. H - .
cos, D = (cos. d~—sin. asin. b) ————— 4 sin. Asin. H.

Voila Pexpression générale de la relation entre la distance vraie
et les données du probleme. Il s’agit de chercher des formules
propres pour l'usage des logarithmes, ou des nombres naturels,
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La quantité sin. a sin. b est = — cos. (2 4-b) 4-cos. a cos. B,
ou bien ==cos.{a~»)-—cos. a cos. b. On pourra, donc, substituer
I'une ou l'autre de ces expressions ; et de-la résultent deux suites
de transformations de I’équation fondamentale, la premiére par
les sommes, la seconde par les différences. De chaque équation
de cos. D on peut aussi conclure une valeur de sin. v. D, et une
valeur correspondante de susin.v.D; car sin.v. D= 1—co0s.D,
et susin, v. D = 14 cos. D; et de cette maniére les solutions
se ramifient encore en deux autres branches. Wous suivrons
cette marche pour parvenir aux formules que nous cherchons.

En substituant la premiére expression sin. ¢ sin. b =

~ €08. (a 4+ b) 4 cos. a cos. b, on aura, par les sommes,

cos.A cos.H . .
cos.D=(cos. d+4-cos.{a+h)—cos.a cos.b}i%:-hf::—:-z +sin, Asin. H.

€0s.D= {cos. d-tcos.(a+h) s Aol cos. Acos.H+-sin. Asin.H,

;Cos.a cos. b

cos.D={cos. d+cos.(a+b))m§ ~cos.(A4-H)

cos5. & C0s. b
cos. Acos H

cos.D::sacos.%(d+a+b)cos.-;-{dm(a-}-b)} wiacoep —Cos.(A+H)
Par conséquent
1re Formule.
cos.D:zcos-%(d-]-a-;-b)cos.;(d-.. (a_l_b))cco:::i:::il i cos. (A4 H) —
2 cos.l (d+ath)} cos.%(d-u(a-fb))m.%?
En faisant, donc,
cos. (A4 H) e
cos. Acosn HT SHL V. N'
zcos. L (d+a+b)cos.-§(d~(a+b))m
on aura ‘
cos.A.cos.H
cos.D=gcos.-}(d+a+b)cos.-§~(d~(a+b)) e €0s. N,

La présente méthode exige quelques modifications, car
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cos. (A 4 H) change de signe quand A 4 H excéde go’.
Mais je ne m’arréterai pas a détailler les distinctions des
cas quon devroit faire dans cette formule, et dans quelques
unes de celles qui y dérivent, car cette seule circonstance suffit
pour les abandonner dans la pratique.

De I'expression précédente de cos. D on tire
cos.Acos.H

sin.v.D—susin.v.(A+H}—~2cos.;{d+a+h)cos.5 (d"“(“'f'b))m

Cette équation fournit les trois formules suivantes.

eme Formule.

En faisant
g cos.t(d+4a-+b)cos.t (dm(a-{-b))%_susm v. N
ou bien,

\/cos.%(d+ a-+h)cos. L (d~(a+ b)) %: cos. N’

onaura sin.v. D=/ sin.v. (N4-A4+H)sin.v. [N—(A+ H))
ou sinv. D == ¢sin, (N’-[—-;—(A—{-H)) sin. (N’-—%(A{-H))

gme Formaule.

En faisant
2 cos.1 (d4a+5) cos. : (d,\,(a +5)) Sl —sinv. N
ou blen,

\/cos i(d+a+b)cos. (dw(a-l- b)) c:;tz: I: = sin. N*
on aura sin.v. Dz\/ susin.v. (N+A<4-H) susin.v. (N~(A-|—H ))

ou sin.v.D = 2 cos. ( (A+H))cos (NIN_(A+H))
F
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gme Formule.

L’équation précédente se réduit a

. e 2c08.£ (d4-a+b)cos,t (d~(a+b cosAcos.H
sin.v. D==susin.v. (A4-H) (1 - sisinv. (AT H) o5 a con s )

2c05. 3 (d4a+b)cos. 1 [d~(a4b))cos. Acos. H
susin,v. (A 4 H} cos. 2 cos. b

on aura sin.v. D =susin.v. (A 4 H) sin.v. N.

En faisant, dong,

=cos.N

sme Formule,

De la méme expression de cos. D on déduit aussi

susin.v.Dﬁin.v.(A+H)+gcos (d-}-a-l—b)cos (dw(a_i_b))cos.Acos.H

COS, & C0s, B

. . zcos.l(d-{-a+b)cos.{L(d~(u+b))cos.Acos.H
susin.v.D==sin.v.(A-}-H) (1 t+ —— A Mo e

205 } (d-+a+b) cos.} (d~(a+5)) cos. A cos. H =cos.N

En falSaIlt, donc, gin. v. (A 4 H) cos. 2 cos. b

on aura susin.v. D =sin.v. (A4 H) susin.v. N,
Je remarquerai ici, qu’on pourroit substituer dans les formules

de ces méthodes \/susin.v. (d+4 a4 b)susin.v, (dm(a +b)),
a la place de 2 c0s. L (d 4+ a 4 b) cos. L (df-v (e 4+ b)), pour
employer les susinus-verses au lieu des cosinus.

En substituant la seconde expression cos. (¢ ~b)~-cos.a cos. b

== sin. a sin. b, dans la formule fondamentale, on aura par les
différences

COS. D=(cos. d—cos.(a~b) <4 cos.qcos. b) cos. Acos. H -+sin. Asin. H

c0s. @ cos. b

cos,D:—..(cos.d—cos. (awb))fi’i.‘f‘_‘i’f._ + cos. (A~ H)

€03, @ cos. b

COS.D:COS.(ANH) -2sin.3 {d+(a~b }sinl-%(d_ (awb)) cos. A cos, H

€05, 2 cos. b
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Par conséquent :
6me Formule,

zsin.%{a’—i— (a~b)}sin.§ (d... {a~b) } cos. A cos. H)
cos. (A~ H) cos. a cos. b

cos.D:cos.(A~H)(1—

2sin s}(d-i-(aﬂub)]sin.% (d—(dwb))cos.Acos.H
€os. (A:H) COS. g COS. b

on aura cos. D =cos. (A~H) cos. N.

Et D sera plus grand ou moindre que go’, selon que sin.v. N
sera plus grand ou plus petit que le rayon.

De I'expression précédente de cos. D on tire ce qui suit.

En faisant, donc, =sin.v.N

wme Formule.
sin.v.D=sin.v, (A"”H)—I-Qsm (d-{—(dmb)}Sln (d-(a b))cos.Acos,H

cos. acos b

25in. ] (d+ (a~b)}sm (d—(a~b))ros Acos. H)
sin.v. (A~H) cos. a cos. b

sin.v.D==sin.v.{A~H) (1 +

zsint (d4(a~D}]sin.g [d— (a~h)) cos.Acos. H _ -\
sim.v. (A~H) cos. a cos. b
on aura sin.v. D =sin. v. (A~H) susin.v. N.
De la méme expression de cos. D on déduit aussi
susin.v.D=susin.v.(A~H)-2sin.% (d+(a~b))sm (d--(a b))

Cette équation fournit les trois formules suivantes.

En faisant, dong,

cos.Acos.H
cos. g cos. b

8me Formule.

En faisant ‘
2sin. £ (d+ (a~b)) sin. £ (d—(a~b) | sz == susin.v. N
ou bien, .
\/sin,%(d-{.(amb))sin.%(d—(amb)} m—-—g%-? = cos. N

. onaura susin.v.D...—_\/ sili.v.(N+(A~H))Sin-V.(N'—(A"'H))

ou susin.v. D = ¢ sin. (N’-}- (A,-...H))sm (N"" (A"“H))
F e -
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gme Formule.
En faisant

gsin.-;-(d-l-(amb)) sin, & (d——(a~b)) Eﬁ%’t—;o-;s?n_ sin.v. N

ou bien,

cos. A cos. H'

\/sm (d-{- (a~b))sin. 2 (d— (a~b)) Tir = sin, N
on aura |
susinv. D =/susin.v. [N+ (ANH)) susin, v. (Nw(AmH)v]

ou susin.v. D=¢ cos. (N’+ %(AwH)) COS, (N'm-;— (A»-»H))

1ome Formule.

L’équation précédente se réduit a

2sin.{d-(a~b))sin-} (d—(a~.b))cos. Acos.H
susin.v. {A~H} cos. a cos. b )

SUSiﬂ.V.D:SUSin.V.(AwH)( -

2sin.{dt (a~b) )sin.}(d—(a~b)) cos. A cos.H

susin. v, (A~} cos. a cos. b =cos. N

En faisant,donc,

onaura  susin.v. D=susin.v. (A~H) sin.v. N.
Je remarquerai,qu’on pourroit aussi substituer dans les quatre

formules précédentes \/sin.v. (d-{-(amb)) sin.v.(d-—(awb))
au lieu de g sin. £ (d 4 (a~b)) sin. £ (d—(a~b)).

Les formules que nous venons d’établir sont propres pour
le calcul par les logarithmes sinus-verses, et 1’on pourroit com-
biner aussi I'usage des logarithmes doubles-sinus. Cherchons
a présent des expressions pour employer seulement les loga-
rithmes sinus et tangentes, tels qu'on les trouve dans les Tables
de GARDINER et de TAYLOR.
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11me Formule.

Dans Ia 1re formule on pourroit faire
(AxH :
cor (A3 ) cos A conH — sin, N
4cos. i (d +a+b) cm-—},—(d—u (a+b)) wien
pour avoir
cos. Acos. H

c0s. D=g¢cos. 1 (d}a+h)cos. > (d~(a+b)} o cop cos.2eN

Mais je dois rappeller ici ce que jai dit & I'occasion de la
1re méthode.

1eme Formule.

En substituant dans la eme formule ¢ sin’L D =sin.v. D,
et faisant aussi

cos. A cos. H

\/cos.%(d-;-a-[-b) cos.%(d«—(a-{-b)} == C08, N
on aura |
sin. £ D=/ sin. (N'+4- £ (A4 H)) sin.2 (N'~ £ (A+ H))

1gme Formule.

En faisant, comme dans la gme méthode,

cos. A cos. H

\ﬁos.—}(d-l-a-l-b)cos.%(dm(a-}-b)) ———— == sin. N’

on aura
sin. £ D=,/ cos. (N4 (A+H)) cos. (N'~F(A+ H))

r4me Formule,

En substituant dans la 4me formule
g sin.*4 D =sin.v. D, et g cos.’} (A4H) == susin.v. (A+H),
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on tire

HEET S o T zp __COS.-}(d-}-a-I-b_]COS.%(d‘s[a+b})cns,A COS.H)
sin.*YD==cos.”} {A+H)(1 e T (A H e e

sin.{D==cos.L (A+H) /1_co#.%(d+a+b)€05--§(d~(a+b)) s.Acos. 1

0s5.*4 (A4 H) cos. g cos, b
En faisant, donc,

1 \/cos {{dga4b)cos. § (d~(a+b)) cos. Acos. H sin. N
cos. T (A4 H) C0s. & C05. b 2
on aura sin. $ D==cos.  (A+H) cos. N.

Cette méthode est celle de M. DE BoRpa, que les Naviga-

teurs du continent employent avec succés depuis plusieurs
annees.

15me Formule.

De la sme formule on déduit

cos.%D:sin.}(A+H)\/1+°°5'%(d+“+b} cos.} (d~ (a+b) ) cos.A cos.H

sin.*4 (A4 H) cos. 2 cos. b

En faisant, done,

1 ﬁs.%(d+a+b) cos. £ [d~(u4-h)) cos. A cos. H = tan. N

sin. L (A+H) €OS. @ C0s. b
1y sin.j{A4+H}
on aura c0s.+ D= —_

16me Formule.

Par les formules de Ja 6me méthode on voit, qu’en faisant
\/sin.{ (d+(a~ b)) sin, 1 (d—(a~b)) cos. A cos. H e sin. N
cos. {(A~-H} cos. g cos. b
on aura €0s. DD == cos. (A~H) cos. 2 N.
Et la distance D sera toujours de la méme espece que I'arc
2 N.
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17me Formule.

De Ia yme formule on déduit
. . in. ~ 1 . w—{ J .A -H
sin.dD==sin.}(A~H) \/:+ s+ (a b)) sin.4{d—(a ) cos Acos B

sin.*{ (A~H) cos. a cos. b

En faisant, donc,
1 ‘/sin.; (d+(a~bJ] sin. (d-(a~b)) cos. A cos. H — tan. N
sin. £ (A~F) Cos. g cos. b

sin, L (A~H)
cos. N 7

Le Dr. MaskeLYNE nous a donné les régles pratiques de
cette méthode dans son Introduction aux Tables des Loga-~
rithmes de TavLor. '

on aura sin.t D=

18me Formule.

En faisant, comme dans la 8me méthode,

\/sin.—;—d a~bY|sint {d—(a~b M:cos.N"
(d+ (a~b))| sint [d— (a~b))

¢S, d COS. B

on aura cos.£ D=, sin. [N'+HA~H)) sin. (N'—HA~H))

1gme Formule.

En faisant, comme dans la gme méthode,

/sm 1 (d+ (awb)) sin. % (d-—(awb)) cov A co8 71 = sin. N

cos.acos. b

oh aura cos.%Dz/ COS. {N"+%(A~H)}cos.(N'-——i-(AmH)).

Cette méthode est celle de Mr. DuntHoRNE perfectionnée:
par le Dr. MaskeLyng, dont les régles de calcul se trouvent
dans les Requisite Tables de 1781,
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eome Formule,

De la 1ome formule on déduit

cos.tD=cos.L (ANH) \/ sin.L(d+(a~b))sin.} (d-{a~b)) cos.Acos.H

cos.*1 (A~H) cos. a cos. b

En faisant, donc,

I \/sin.%(d+(“~b)) sin.§ {(d—(a~B)cos. Acos M _ o)
cos. 3 (A~H) cos, @ cos. b - )

on aura cos.1 D = cos.{ (A~H) cos. N.
On remarquera que dans toutes ces formules se trouve la

cos. A cos.
CO5. d COS. b ?

quantité —— pour laquelle on pourra prendre les dif-

férences logarithmiques de DunTHORNE (Voyez les Requisite
Tables ), au lieu de prendre les quatre logarithmes séparément,

Les méthodes établies pour trouver la demi-distance vraie
méritent que nous y fassions quelques reflexions. Les 14me,
15me, 17me, et eome formules sont les plus commodes; mais
on peut demander laquelle d’entre elles est la préférable, ou
bien quels sont les avantages ou désavantages de chacune.
Fen dirai’ ici quelques mots, dautant plus volontiers, que je
profiterai de cette occasion pour rectifier quelques opinions
prématurées que j'avois eu 2 ce sujet, faute de l'avoir bien
examiné.

La préparation des arguments dans les formules par les
sommes est un peu plus courte que dans les formules par
les différences; mais cet avantage, a la verité, est trés peu
considérable, et ne vaut la peine d’y avoir égard, qu'en parité
de toutes les autres circonstances.

Il y a deux formules (14me et 2ome) ol I'on cherche le
cosinus de I'angle subsidiaire par le sinus, et deux autres
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formules (15me et 17me) ou I'on cherche ce cosinus par la
tangente; il s’agit de déterminer lequel de ces deux moyens est
le plus utile, pour I'exactitude du calcul. Dans les formules par
les sinus, on peut supposer une erreur dans cos. & (A +H), ou
os. > (A~H); mais la quantité cos. ; (A4H) cos. N, ou
€os. 5 (A~H) cos. N, étant toujours plus petite, I'erreur résul-
tante sera aussi plus petite. La méme chose a lieu relativement
a l'erreur qu'on peut commettre, en cherchant cos. N par le
moyen de sin. N. Au contraire, dans les formules par la tan-

gente, l'erreur de sin.L (A+4H), ou sin. 1 (A~H), produit tou-

. . in. 1 . X —~
jours une erreur plus considérable; car = EO(SA;' H) outn :oiAN H)

est plus grand que sin. + (A4H), ou sin. > (A~H); et quant
a Yerreur de N, leffet qui y résulte sera plus grand ou plus

sin 2 (A4H) sin I (A~ H) .
L ou ——— sera aussi plus grand

petit, selon que
ou plus petit que cos. N.  On voit, donc, que les formules ol
il n’y a que des sinus sont préférables a celles qui contiennent
la tangente de I'angle subsidiaire.

Nousvoila réduits aux formules 1 4me et 2ome, dont ’'une donne
le sinus, et I'autre le cosinus de la demi-distance. Pour bien faire,
il conviendroit d’employer la premiére quand la distance est
moindre de go°, et la seconde quand la distance excéde le quart de
cercle. Mais, en cas qu'on veuille adopter I'une d’entre elles,
pour en user généralement sans distinction, on appergoit que
la 14me formule est la plus avantageuse; car les distances que
donnent les Ephémerides, étant toujours a peu prés entre les
limites de 20° et 120", il vaut mieux chercher les sinus compris
-entre 10° et 60°, que les cosinus correspondans au méme espace,
ou les sinus d’entre go°et 80°. La méthode de M. pE Borpa
réunit donc le plus de proprietés utiles, et mérite qu'on la

G
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préfére aux autres dans la pratique, quand on se bornera &
une seule maniére de calcul, comme les Navigateurs ont cou-
tume de faire.

Nous procéderons a présent i établir des formules pour faire

le caleul par les sinus naturels.
cos. A cos. H

—_— =2 cos, M, et
c0s. a4 cos. b

Faisons la quantité commune
substituons cette expression dans les formules précédentes.
En nous rappellant que 2 cos.L (d4-a+ b)cos.; (dw(a -+ b))
est == cos. d 4 cos. (¢ 4 b), nous aurons, par les sommes, les
formules que voici.

e1me Formule.
L’expression de cos. D se réduit a
cos, (d 4 M) 4 cos. (d ~M) 4 cos. (a 4 b + M)

cos. D={+ COos,. ((a + b) NM) — COS. (A+H)

2ome Formule.

De I'équation fondamentale des eme, gme, et 4me formules
on déduit

. {susin.v.(A-i— H)—cos. (d + M)} —cos. (d ~M)
sinv. D =

—cos. (@4 b4+ M) — cos. ((a-}-b) NM).

2gme Formule.

La formule précédente se réduit a celle-ci

susin.v. (A4H) 4 sin.v. (d4-M) 4-sin.v. (d~M)

+sin.v. {a+54M) 4 sin.v. ((a+b)~M) — 4
Jai publié il y a quelque tems cette formule, avec quelques

autres notions sur la réduction des distances lunaires.

sin.v. D={
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gqme Formule.

La méme formule donne
susin. v. (A 4 H) — susin. v. (d 4+ M)
sin.v. D= ¢ — susin. v. (d ~ M) — susin.v. (a 4 & 4 M)

— susin. v. ((a + b))~ M) + 4.

es5me Formule.

La méme formule donne aussi _
— sin.v. (A4-H) 4 sin.v. (d+M) +sin.v. (d~M)

sn.v. D= { +sinv. (a4-b4M) 4 sin.v. ((a +b)~ M) -2

26me Formule.
De la yme formule, on déduit |
sin.v. (A+H) + cos.(d +M) + cos. (d~M)

susin. v. D={ + cos. (a4 b4 M) 4 cos. ((d-l-b)"“M)'

erme Formule.
La formule précédente se réduit & celle-ci
sin.v. (A+H) —sin.v. (d4+M) —sin.v. (d~M)

susin.v. D= { —sin.v. (a4-b+M)~sin.v. [(“+b)"’M)+4"

28me Formule.
La méme formule donne aussi
sin.v.(A+H)4-susin.v.(d4+M) susin.v.(d~M)
susin.v. D = -+ susin.v. (a4 b+ M) - susin.v. ((a-{-b)va )

-—-4_
Ge
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ggme Formule.
La méme formule donne encore
~ susin. v. (A 4 H) + susin.v. (d 4+ M)
susin.v, D = ¢ + susin.v. (d ~ M) 4 susin.v.{a 4 b 4+ M)
1L+ susin.v. ((a + b) ~ M) —e,

En faisant l]a méme substitution de 2 cos. M, et en nous rap=-
pellant que 2 sin. 4 (d + (a ~ b)] sin. £ (d--— (a ~ b)) est
== cos. (¢ ~ b) — cos. d, nous aurons, par les différences, les
formules qui suivent.

gome Formule.

L’expression de cos. D se convertit en
cos. D=cos. (A ~H) 4 2 cos. M cos.d — 2 cos. M cos. (a ~ b)

et par conséquent _
cos. (A ~ H) + cos. (d + M) + cos. (d ~ M)

COS.D={__CO& ((awb)_*_MJ ._cos.((awb)wM)

g1me Formule.

De la 7me formule on déduit
sin.v. (A ~H) — cos. (d + M) — cos. (d ~ M)

4+ cos. ((a ~b)+M) ~+ cos. ((d Nb) ~ M)

Cette formule donne les trois suivantes.

sin. v. D_——_.{

geme Formule,
sin.v. (A ~H) 4 sin.v.(d+ M) + sin.v.(d ~ M)

sin.v.D={__sin_v_ ((a~b) +M) - sin.v. ((a~b) ~ M)
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Mr. KrarrT nous a donné cette formule dans un beau Mé-~
moire qui fait partie des Actes de ' Académie de Petersbourg.

ggme Formule.

D J'sin.v.(ANH)+sin.v. (d ~ M) +sin.v.(d ~ M)
sy = l+susin.v.((a~b)+M)+susin.v.((a~b)~M)-—-4.

a4me Formule.
— susin. v. (A ~ H) — susin. v. (d 4 M)
sin.v. D= < — susin.v. (d ~ M) < susin.v. ((a ~b) ¥ M)
+- susin.v. ((a ~b)~ M) + 2.

gsme Formule.

De I'équation fondamentale des 8me, gme, et 10me formules

on déduit
susin.v. (A~ H) +4 cos. (d 4 M) 4 cos. (d~M)

susin. v. D={_COS. ((a ~Bb) + M)-—-cos. ((a~b) ~ M).

Cette formule donne les trois suivantes.

a6me Formule.
oD susin.v. (A ~H)—sin.v.(d + M)—sin.v.(d~M)
susin.v. L= { -+ sin.v. ((a ~b)+ M) 4 sin. v. f(a ~BY) ~ M)

ayme Formule.
susin. v. (A ~ H) + susin. v. (d 4+ M)
susin, v, D == < - susin.v. (d ~ M)+ sin.v. ((a ~b)+ M)
-+ sin.v. ((a~b)~M) — 4
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a8me Formule.
— sin.v. (A ~ H) + susin. v. (d 4+ M)
susin. v. D = < - susin.v.(d ~ M) + sin.v. ((dmb) + MJ
+ sin.v. ((a ~ b))~ M) —2.

Les méthodes, dont les formules renferment des cosinus, ont
Iinconvénient de se diviser en différens cas, selon que les arcs
correspondans sont plus ou moins grands que le quart de
cercle. Toutes les autres formules admettent des régles cons-
tantes, et les 2gme, 28me, ggme, et g7me réunissent aussi
I'avantage de n’exiger que la simple somme des six sinus-
verses ou susinus-verses, pour avoir celui de la distance vraie.

Entre les formules par les sommes, et les formules par les
différences, les premiéres sont préférables; car on peut dé-
duire la somme des hauteurs vraies de la somme des hauteurs
apparentes d’'une maniére trés si_mple; pendant que, pour avoir
la différence des hauteurs appdi&iftes, il n’y a pas de meilleur
procédé que celui de corriger séparément chaque hauteur ap-
parente, pour faire la soustraction ensuite.

Jai calculé les sinus-verses naturels pour chaque dix se-
condes de la demi-circonférence, ainsi qu'une table trés com-
plette des angles M. Par ces moyens la réduction des distances
lunaires deviendra trés commode, en employant celle qu'on
jugera convenable des formules précédentes.

Pour rendre les opérations encore plus faciles, jai calculé
une table & double argument (savoir 'angle M, et un autre
angle quelconque) qui donne i la fois la quantité

sin.v. (d ++ M) + sin.v. (d ~ M)
ou Ja quantité

sin.v. (@ + a4 b) + sin.v. {(a 4 b) ~ M)

f,“
\
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Ainsi, pour le caleul de la ggme formule,on réduira les opéra-
tions des sinus-verses 4 la simple somme de trois nombres, et
par la on diminuera aussi les opérations préliminaires avec les
élémens; car alors il suffira de prendre l'angle auxiliaire (pour
argument des nomhres sommaires ), et de déduire la somme des
hauteurs apparentes et des hauteurs vraies.

Voici deux formules par les différences, dont le calcul admet
Fapplication de ces nombres sommaires, quoique d’une maniére
moins commode que celle de la 23me méthode.

ggme Formaile.
[sin.v. (A ~H) 4 sinv. (d 4+ M) 4 sin.v.(d ~ M)
+ sin. v. (180°~ ((a ~B) + M))

+sin.v, (180"—— ((a ~ b)Y~ M))-—q,.

sin.v. D=+

.

gqome Formule.
susin. v. (A ~ H) + sin. v. (180" ~ (d + M))
susin.v.D=1{ 4 sinv.(186°—(d~M)) +sinv.{(e~b) + M)
+ sin.v. ((a ~ b} ~ M) — 4

Je ne m’arréterai pas a d’autres transformations qu’on pour-
roit faire; celles qui viennent d’étre établies étant suffisantes

pour I'objet que je me suis propos¢.
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Methodes d’ Approximation.

L’expression du cosinus de la distance vraie en termes des
données du probléme est, comme nous avons vu ci-dessus,

cos. d cos. Acos. H
COS. a C0s. b

cos. D = — tan. g tan. b cos. A cos. H4 sin. Asin. H.

Représentons par « la parallaxe moins la réfraction en hau-
teur de la lune, par v la réfraction moins la parallaxe en hauteur
du soleil, ou la simple réfraction de I'étoile, et par ¢ la correc-
tion totale de la distance apparente, telle que D = d + 4.

11 s"agit a présent de trouver la valeur de ¢ en termes des cor-
rections u, v, et de la distance et des hauteurs apparentes.

Ona A=a+u, et H=5, —v; et par conséquent

sin. A = sin. ¢ cos. « + co0s. @ sin. u
€OS. A == COS. @ CO0S. # — 5in. a sin.
sin. H = sin. b cos. v —~ cos. b sin. v
cos. H == cos. b cos. v + sin. b sin. v
d’ol 'on déduit
gin. A sin. H — {sin.'a sin. b cos. u co‘& v -+ COS. 4 sin. b.sin.u.cos.v
— 8in. acos. b cos.u sin. v—cos.acos. bsin.#sin. v
cos. A cos, He { cos. a oos: b cos. u co.s. Y — Si}l. a clos. b §in. u cos. v
+ cos.asin.bcos. #sin. v — sin. asin. bsin.usin.v
Pour obtenir toute Y'exactitude nécessaire, il suffira de porter
les approximations jusqu'aux produits du second ordre, ou de
deux dimensions des petits élémens #, v, §.  Or, un petit arc et
son sinus ne différant entre eux'que d’un produit du troisiéme
ordre, on pourra prendre % pour sin. %, et v pour sin. v; mais,
comme la différence entre le rayon et le cosinus d'un petit are
va jusqu’au second ordre, on devra substituer 1 — Lu*= cos. %,
et 1 — Lo*==cos.v. En y introduisant ces valeurs, on aura,
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en négligeant les produits de trois dimensions de #, z {ce que

nous ferons aussi par la suite),

. . sin. ¢ sin. b 4 # cos. a sin, b — v sin. a cos. b
sin. Asin. H == ¢ T . e
—~yvcos.acos.b~Lu’sinasinb — Lv'sin.asin.b.

cos. a cos. b — u sin. a cos. b } v cos. a sin. b
| —wuwsin.asin.b—Lu’cos.acos.b —~Lv*cos.acos.b.
et, en substituant ces valeurs dans I'expression de cos. D, et
faisant les réductions nécessaires, il résultera
v sin. 24 vcos.dtan. b

c0s. Acos. H =

cos. d+£ﬂl—b--—-z¢cos dtan.a —
cos. D=

uv (sin2a—cos?b — cos. dsin.asin b} ;1 I o2
+ T —Lu*cos.d —Lv*cos.d.

Reprenons 4 présent D = d + 4, et 'on aura
¢0s. D) == cos. d cos. § — sin. d sin. J, ou {parceque cos. § =11 4%,
€08, D == cos. d — d#sin. d ~ L §*cos. d, ce qui, étant substitué

dans 'équation précédente, donne
b 4y cot.dtan. a4 Sty cot. d tan. b

T cos.asin.d cos. b stit- d

8 == + ¥ v (sin.* 2 — cos.* b 4 cos. d sin. a sin. b} 1rcot.d 4 Lotcot.d
2 2

sin. & cos. d COs. &
— < 3% cot. d.
c’est-a~dire,

sin, b — cos. d sin. a) (sin. a — cos. d sin. b
sin. d oS, @ + sin. 4 cos. b )

3= (cos. d sin. a sin. b — sin.*a 4 cos? b} -
+ uv sin. d cos. a ¢os. b + % cot. 4

+ ;v cot. d — L d*cot. d.
Mais, on voit par cette méme formule que (en continuant de

négliger les produits de &8¢ dimensions de ¥, v, ), I'on a
(sm b — cos. d sin. 42) 3 (sm &t — COS, dsm.b)

3 = sin. d cos. a sin, d cos. b
= sin. & — cos, d sin, ) {sin. & = coy, & sin. b)
—2uv ( sin. d cos. @ ( sin. 4 cos. b

H
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donc, en substituant dans la formule précédente, il résultera

r (sin. b —~cos, dsin. a
-— -
sin. d Cos, &

+ (sin. @ — Cos. d sin. &
sin, d cos. b ]

(z cos. d sin. a sin. & 4 sin.*d — 5in.* g o 5in .2 b)

+ sin.d d cos. a cos. b
I 4t Sin.b.—cas.dsin.a)‘
Tau COt'd(l—( sin. d cos. 4
-+

2 Sifl. & = cos. & sin, B\*
%‘UCOt.d(l-—-( ))

sit. d cos, &

& =<

o bien,

r sin. b — cos. d sin. a} (sin. a — cos. dsin. b
- ( sin. d cos, g + sin. d cos, b )

+uw (z cos. d sin, 4 sin. b 4 sin* d — sin.* 2 — sin.* b
sin.* o cos, & cos. b J

§ =<

2 ¢os. & sin. asin. & 4 sin.* d — sin.® 4 — sin.*
-+ %ui cot. d( 1 asmsinjl‘-;[:‘osig sin.? 4 — sin b)

2 cos. d sin. & 5in. & 4 §in.>d —~ s5in.2a — sin.2 4.
sin.>d cos.* b

+ $vcot.d (

Voili la formule qui exprime généralement les corrections
qu’on doit appliquer 4 la distance apparente d, pour avoir la
distance vraie D, ayant égard a toutes les équations qui dérivent
de u, v, et des produits du second ordre de ces élémens. On
peut, a4 son aide, prouver I'exactitude d’une méthode d’approxi-
mation quelconque. 11 ne faut, pour cela, que transformer les
expressions des corrections proposées, de maniére a les mettre
toutes en termes de la distance apparente, des hauteurs appa-
rentes, et des corrections des hauteurs; et les comparer ainsi
aux précédentes. Ce procédé m’a été fort utile pour examiner
différentes méthodes, et découvrir leurs ewreurs: mais je ne
m’arréterai pas, 3 présent, A ces détails; et pour donner un
exemple de l'application de ma formule, je me bornerai 4 la
considération de la solution du Dr. MASKELYNE.

Soient un arc M, tel que tan. M == tan.} (a~b) cot. L (a+5)
(c’est le premier arc des préceptes de l'auteur), et un autre
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arc N, tel que tan. N == tan. M cot. £ d (c’est le second arc des
dits préceptes), et exprimons par R la réfraction qui convient
a la hauteur de 45°. La correction totale qu'on doit appliquer
a la distance par rapport aux réfractions des deux astres est,

o e Rtan.z: M
selon la méthode dont il s'agit, == =22~ ou (parceque, en

représentant la réfraction en hauteur de l'étoile par 7/, on a

— -__zr’tan.btan.zM . » . 2 Rtan. 2 M
R=r'tan. ) =——=—g— Réduisons I'expression ——=—-—
aux termes dont nous avons besoin.
ztan. M ztan. N

En substituant tan. e M==+——==, et sin.e N= TEa

2R tan, M (14 tan.®* N)
ON AUrA —mgr gy~ Mettons y tan. N =tan. M cot. £ 4,

. zR (1 4 tan* M cor.2 L d) . .
et 1l résultera ot Td (i) Qui en substituant

tan. M = tan. £ (a ~b) cot. L (a 4 b), se convertit en

2R(:+tan.ﬁ(a*«h)cnt.lg(a-}-l:]cot.’-gd) _ R(cos.ﬁg(aa..f:]sin.ig{a-l-h]-l-sin.q{a-ulc}col.t&(a-H)cot.ly)
sot.3d (r—tam.24(a~kjcot 24{a-bh)) cot.jd{cos.24{a~AMin,2f{a-ph)—sin. 4a~ hjconPf(ad-h))

ce qui, en substituant
€0s.*; (a~b} sin*L (a-4-b) = L (sin.’a 4 sin*h + 2sin.a sin. b)
sin.*L(a~h)cos.’t (a4b)=4%(sin."a+-sin*h~2sin.a. sin.b),
et, faisant les réductions nécessaires, donne
R ((sin.‘a o+ sin* b 4 zsin, asin. b) sin2 I d 4 (sin.%a 4 sin.® be25in. @ sin b) cot.‘{«d}
zsin. 1 d cos. L d sin. 4 sin. b
d’olt, en mettant L — 1cos.d=sin4d, et & 4 Lcos.d==c03."}d,

. R (sin.2g -4 sin.* b — 2 cos. d sin. a sin. b}
on tire sin, d sin. @ sin, b

Cette formule se résout en deux expressions, ou parties,

R {sin, b — cos. d sin. a)
sin. «f sin. a

R (sin. a — cos, d sin. b)
sin. d sin, b

Appellons 7 la réfraction en hauteur de la lune, On aura
He

y €t
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par la loi des réfractions®* R=1r'tan. b, ou R = r tan. a.
Mettant ces valeurs dans les équations précédentes, elles se

r' (sin. @ — cos. d'sin. 4)
sin. d cos, & ?

7 (sin. b — cos. d sin. a) _
sin, d ¢os, a ?

réduiront 2 et qui ex-

priment les corrections dépendantes de la réfraction de chaque
astre.

Soit Q un arc =N = 1 d (c’est le troisiéme arc des pré-
ceptes; le signe supérieur quand la hauteur du soleil ou de
I’étoile est plus grande que celle de la lune, le signe inférieur
dans le cas contraire) et représentons par P la parallaxe
horizontale de la lune. La correction de la distance relative 2
la parallaxe est, d’aprés le Dr. MASKELYNE, = Psin. ¢ tan. Q.

On a tan. Q=tan. (N=x 1d) = Mais
tan. N=tan. L (¢ ~b)cot. £ {a + h)eot. $d, ou . ... .,

tan. N % tan. 1 d
t == tan, Notan, L d°

___ (sin. 2 ~ sin. b} cot. }
tan. N = sin. @ 4+ §in. &

g Dong, en substituant et en faisant

les réductions nécessaires, on déduira

(1 + cos. d) (sin. a ~sin. B) = {1 — cos. d) (sin. a 4 sin. b)
2sin. d sin. @ ' o

tan. Q=

. . g sin. b — cos. d sin, g
c’est-a-dire, tan. Q = sin. d sin. a

Ainsi, la correction relative A la parallaxe est

P sin. a (sin. b —cos. d 5in. 4} — P (sin. b — cos. d sin. a}
ain. d sin. a - sin. d

# Le Dr. MaskeLy nE ne néglige pas davoir égard aux corrections que demande
cette supposition, parceque Ia loi des réfractions est un peu différente; ce que Pauteur
fait par un procédé trés simple, qu'il facilite par le moyen des deux Tables subsidiaires.

4 C’est & P que le Dr. MasceLynz applique une équation pour compenser la
petite erreur qui résulte de la loi des réfractions adoptée auparavant. Ainsi, ay liew
de la parallaxe horizontale, il emploic ce qu’il appelie 1 parallaze borizontals cor-
riges.
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ce qui, en représentant la parallaxe en hauteur par p,

# (sin. b — cos. d sin. a)
sia, d cos. &

et substituant P = —£__ se réduit &
Cos. a

On voit, par les équations ci-dessus, que la correction com-
posée de la parallaxe et de la réfraction de la lune est

# (3in. b — cos. d sin. 2) r{sin. b—cos. dsin.2) _  (p—r) [sin. b—cos, dsin. 2)
sin. d cos. @ - sin. d cos. & - sin. d cos. @ :

Expression identique & celle que nous avons trouvé relative-

#’ (sin. a4 — cos. d sin. &)

; convient aussi avec
sin, 4 cos. b

ment & u. L’expression

celle qui dérive de v. Il nous reste & examiner les corrections
relatives aux produits du second ordre.

En faisant tan. Q tan. a=cos. S (S est le quatriéme arc
des dits préceptes), on a pour la troisiéme carrection du Dr.

(P—— 4 )’cos.‘asin.’s

MASKELYNE® ey . Cette expression se convertit
{Pros. g —r)*sin,§ __ (p~r)sin’®§
en z tan. d - ztan.d

En prenant la valeur de tan. Q établie ci-dessus, on a

. {sin. b~ cos. d sin, @) tan. a sin, b—cos.dsin.a 1. s :
COS8. S== T = e, d'oil I'on déduit

2 cos. d sin. 4 3in. b 4 sin*d — sin* a4 —sint b
sin*d costa ’

et, en substituant cette expression dans la précédente, il résultera,

pour la correction dont il s’agit,

o . . o
L e p\® 2 cos. d $in. a sin. b+ 5in.*d —$in.* a—sift. b),
1{p—r)cot.d { T

Expression identique  celle que nous avons trouvé relativement
au,

La quatriéme correction est (en représentant la troisiéme
parm), = —11" ; qui en substituant la valeur dem,

r

cos.d cos. b (P —-——)

-
Cof, &

Sin'S == 1 = 08”8 =

* La quantité P .~ E;"—; est c¢ que Pauteur appelle parallaxe borizontals diminuce.
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etcellede P = -—f—‘-l, se réduit a

2cos. dsin.asin. b +sin*d —sin g o sin.’b]

r (P "‘"r) ( sin.g d cos. @ Cos. b

Expression identique a celle que nous avons trouvée relative-

ment 4 ¥ v.
’JE
’"—--——) qui se réduit

2 Bt
<08, b(P v

La cinquiéme correction est ==

facilement a l'expression déduite ci-dessus relativement a v*

On voit, par cet examen, que la méthode en question a toute
Vexactitude qu’on peut désirer; et c’est la raison qui m’a dé-
terminé a la choisir, entre toutes celles que je connois, pour
donner un example satisfaisant et complet de la maniére d’em-
ployer mes formules dans ces sortes d’analyses.

Je finirai cet article en donnant quelques formules, qu’on
pourra employer pour calculer les corrections qu'on doit ap-
pliquer 4 la distance apparente pour aveir la distance vraie.

Reprenons I'equation

sm b..c05 dsin.a + sif.a—cos.dsin.b +uv 2 cos.d sin.asin.b4 sin.*d—sin.2r—sin.2b
T sin.dcos.a sin. d cos, b sind cos. ¢ <os. &

sin. d cos. a sin. d cos. &

{i. —u *cot. d(l — w'ds’n‘a)’)_*_%vscot_ d(l - (sin. fl——c:os.dsin.b)i)'
On voit facilement que

2c08.d sin.asinb 4 sin3d—sin2a—sin M __ /( sinb—cos.dsin.a a )( sm a—cos.dsin, bJ )

s d c0s. 4 C05. & T sin.dcos.a sin. d cos. b

Donc, en substituant cette expression dans la formule précé-
dente, elle se réduit a

sin. h—-col.dain.c) sin. a—cos.d4in f: sin, A—con.d sin. a) Nn. a—~cos, dsinh\a
—-ﬂ( undcos.a +v{ sin, dcos. h nn. ( 1""( sin. d con. & ) ,‘"—( sin. dcos, & } )

. sin, k—cos. dsin. 4 1 sin. 4 —cot. d 4in, £\ >
+Lycot.d (1-—(—-—-—‘ -—--) )-,{-—z-uzcot.d (1-—-(—-——-—-—"-,,_“%,, ) }

sin, dcos. a

F p—



Recherches sur I Astronomie Nautique. 63

a4 —cos. dsin. b
sin. d ¢os. b

sin. b — cos.dsin.a
sin. d ¢os., a2

(et Yon voit, que L représente I'angle formé par la distance
apparente des deux astres et la distance apparente de la lune au
zénith, et S 'angle formé de la méme maniére au lieu apparent
du soleil ou de I'étoile), et la formule se convertira en
3_:{—- u cos. L + v cos. S 4 u v cosec. d sin, L sin. §
+ Lu*cot.d sin*L + Lv*cot. d sin’ 5.

Les principales corrections sont — # cos. L 4 v cos. 5, ou

— (sin. b — cos. d sin. a) 4 v (sin. @ — cos. d sin. b). Appellons les =,

sin. d COS. sin. 4 cos. b

== COS. S,

— cos. L, et il

Faisons

et nous aurons
LT=—wucos.L 4vcos S
== ~ % 4 u sin.v.L 4+ v —vsin.v.§
f=—u~4u(1=cos, L)+ v —v(1~cos.S)

sin.b.-cos.dsin.a) 1 sin.a.—cos.n‘sin.b)
sin. d cos. a + ( T sin.d cos. b

I=w—u4u (1-—

sin. d cos. a 4 cos. d sin. a — sin. b)
—'u+u{ sin. d Cos. a

(sin. d cos. b + cos. d sin. b — sin, a)
+v—~—7 -
sin, d cos. b

o=

sin. (4§ b) —sin. a')
sin. d cos. b

S=-—u+u (sin. (d+a)-sin.b) - Zf-—ﬂ(

sin. d €08, a

zeos. i (d + a4 by sind (d4 a—b)

T = —u+u sin. d cos, o
zeos. L (d+ a4 b)sini(df bh—a)
+o—v sin. d cos, b

L’application de ces formules n'exige aucune distinction de
eas; car il faudra toujours ajouter a la distance apparente les

zeoso L (d 4 a4 bYsin. L (d 4 a—b)

Sim. A Los. @ , €t retrancher

quantités v 4 u

1 in. 1 —_ _ .
la somme # f. 5 2228 (d+s‘;: Z_)cf,;" = (@+b=2) 1 es opérations sont
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d‘ailleurs assez faciles, car on n'a besoin de chercher que six
logarithmes; le cosinus de 1 (d -+ a4 5) et le sinus de d se
trouvant dans les deux expressions qu'on calcule.

Cette méthode me paroit utile, pour le calcul des deux cor-
rections principales. Quant aux autres corrections, je me bor~
nerai a indiquer quelques expressions nouvelles, qui dérivent
des précédentes, sans y entrer dans les détails de leurs pro-
priétés particuliéres.

Représentons la correction relative a «* par m. Dans le cal-
cul de la correction relative 4 u, ’on trouve le logarithme de
sinv.L. En faisant usage des tables des sinus-verses, on pourra,
donc, déduire m par 'une des expressions L u* cot. dsin.’ L, ou
L’ cot. dsin. v. L. susin. v. L.

J’observerai ici que, comme cette formule contient le quarré
de I'arc «’, en parties de la circonférence, il faudra diviser dans
le calcul par R”, ¢’est-a-dire, par la valeur du rayon ou du sinus
total, en secondes, pour avoir I'équation aussi en secondes. La
méme remarque a lieu pour toutes les expressions semblables
a la précédente.

Le logarithme de R est 5.3144251. Donc, pour le calcul
de m par la formule précédente, on pourra se servir du loga-
rithme constant négatif 5.3144251 4 ©.go10g00=75.6154551,
ou, ce qui revient au méme, du logarithme constant positif
4-3845449-

Si I'on emploie les logarithmes logistiques, ou proportionels
pour g ou 10800", ces logarithmes étant réciproques, on aura
pour logarithme constant positif

5.3144251-} 0.4010300 — 40934288 = 1.5820313.
Enemployant seulement les tablesdes sinus, on pourra prendre

cos.} (d +a4b)sin. 3 (d4 b—a)
sin. d cos. b

la moitié des quatre logarithmes
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dans le calcul dela premiére correction, ce qui donnelog. sin. L
et trouver ensuite m par I'expression 2 u*cot. dsin.” ;- Lcos.” £ L.

Pour le calcul de cette formule, on aura le logarithme cons-
tant positif 4.9866049, en employant les logarithmes ordi-
naires, et 0.9799713,en employant les logarithmes proportionels.

Les formules que nous avons établies fournissent une autre
méthode pour déterminer m.

En reprenant m = L u" cot. dsin. v. L susin, v. L, et substi-
tuant ¢ — sin. v. L. = susin. v. L, on déduit

m ==u*cot. dsin. v. L — Zu*cot. dsin.v."L

Or, u sin. v. L n’est autre chose que I'équation . . . . ... ..
" 2cos t{dpad Bysin L{d+a—10)

S cona , qu'on calcule pour la correc-

tion principale relative a #; donc, en représentant cette équation

par u, on aura
m=uucot.d — > u cot. d
ou m=f‘.(u—-%f4)cot.d.

Cette maniére de calculer m est trés commode, et je crois
qu’on doit surtout la préférer, quand on se bornera a ce dégré
d’approximation, qui sera suffisant dans la plupart des cir-
constances, en négligeant les équations relatives 4 uv et v*.

Pour le calcul de p (# — £ ) cot. 4, ou de u” cot. dsin.v. L,
on aura le logarithme constant positif 4.6855749, en emplo-
yant les logarithmes ordinaires, et 1.2810013, en employant
les logarithmes proportionels. Pour le calcul de ga*cot. d le
logarithme constant positif est 4.3845449 ou 1.5820313.

Représentons par z la correction relative a 7%, et I'on aura de
méme les expressions suivantes.

n == L v* cot. d sin. v. Ssusin. v. S
n =g v*cot. d sin.* J S cos.> 1 S.
Et, en représentant par = I’équation principale relative & v,
I
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2cos. b {(d+ a4 b)sin. 2 (d 4 hma)

c’est-a-dire, v , on déduira aussi

sin. d cos. b
n=vxcot.d —Lrcot.d
ou n=m=x{v—Lx)cot.d

Pour les logarithmes constans, qui conviennent a ces for-
mules, je m’en rapporte 4 ce que j'ai dit au sujet des corrections
relatives & ",

Quant 2 la correction relative & # v, que nous appellerons o,

wrsin, L sin. 8
- sin. d

ona w =
Ayant recours aux corrections précédentes, on voit que
u v sin. L sin. S = g tan. d v/ mn; donc, en substituant, il ré-

Z v mn
cos. d *

De 'expression qui précéde, I'on tire celle-ci

sultera =

2V ur(u—tu)(v—17%)
sin. d *

De l'expression trouvée & =

[/ —

nv sin. L. sin. § s
T quon pourra

employer, quand on calculera les autres corrections par les
4uwsin, L Lcos. L Lsin, I8 cos. 1
sin. d

pourra faire usage, quand on calculera seulement par les sinus.

Nous remarquerons, qu’en se bornant a la correction relative
a u* et négligeant les autres équations qui dépendent des pro-
duits de deux dimensions, comme I'on pratique dans quelques
méthodes connues, on pourra faire le calcul des deux correc-
tions principales par les formules précédentes, et puis trouver
la troisiéme correction de la maniére adoptée par Mr. Lyoxs,
en se servant de la Table XIII. des Requisite Tables de 1781.
(Mr. Lyons avoit donné cette Table dans I'édition de 1767)
Ce procédé seroit trés commode et assez exact pour les cas
ordinaires, ou Y'on se contente des méthodes qui ne sont pas
rigoureuses. Au reste, le calcul de cette correction par la der-

sinus-verses, on déduit o —

S, donton
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niére formule que nous avons donnée, est presque aussi com-
mode, et réunit outre cela ’avantage de ne pas demander des
tables subsidiaires.

Remarques générales sur les Méthodes précédentes.

Les méthodes directes par les logarithmes, au moins, les
meilleures de cette espéce, procurent la distance réduite, avec
exactitude, et suivant des régles constantes. Les opérations
sont, d’ailleurs, assez simples, et n’exigent pas un grand nombre
de logarithmes. Mais ces avantages se trouvent diminués dans
la pratique, En effet, on est obligé d’employer les logarithmes
avec plusieurs décimales, ce qui augmente la masse du calcul
dans une certaine proportion, et produit d’autres inconvéniens ;
car on ne peut pas se dispenser de calculer et d’appliquer des
parties proportionelles, quand on fait usage des tables ordi-
naires, et si, pour éviter cette peine, on a recours aux tables qui
donnent les logarithmes de seconde en seconde, la facilité
qu’elles offrent est moins considérable qu'on ne pourroit le
penscr, par 'embarras d’un gros volume, ot I'on ne laisse pas de
perdre du tems a feuilleter, pour trouver I'endroit qu’on cherche.

Les propriétés caractéristiquesdes méthodes d’approximation
sont différentes, Elles sont indirectes, et demandent plus ou
moins de distinctions des cas. Les opérations sont, outre cela,
longues et complexes, surtout quand on veut arriver a un ré-
sultat exact. En revanche, comme ce qu’on calcule n’est pas le
total de la distance vraie, mais seulement les corrections qu’on
doit appliquer 4 la distance apparente (quantités qui ne sont pas
trés considérables ), il suflit d’employer les logarithmes avec peu
de décimales ; et de cette maniére on peut faire le calcul avec
des tables trés courtes, et négliger les parties proportionelles.

Ie
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Les méthodes par les sinus-verses naturels me paroissent
réunir les avantages des deux sortes de procédés que nous
venons de considérer, sans étre sujettes a leurs inconvéniens.
Mais comme l'utilité de ces méthodes dépend des tables que
jat calculées, et que j’ai annoncées depuis plusieurs années,
mais qui ne sont pas encore connues, je crois superflu d’ajouter
plus de réflexions a4 ce sujet; m’en rapportant la-dessus a ce
qu’'on trouvera dans cet ouvrage, actuellement sous presse, et
qui est destiné a faciliter les opérations pratiques.

Meéthode pour avoir égard & la Figure elliptique de la Terre.

La figure elliptique de la Terre peut influer de deux ma-
niéres dans la réduction des distances lunaires, La 1%, en ce
que les éphémérides donnant la parallaxe horizontale de la
lune pour un lieu particulier du globe, si on I'emploie pour
un autre lieu, on commet une erreur qui dépend de la dif-
férence des parallaxes qui conviennent aux deux latitudes.
La 2, en ce que la verticale hors de I'équateur et des poles
n‘aboutissant pas au centre de la Terre, les hauteurs ob-
servées ne sont pas celles qu’on prendroit si le globe étoit
sphérique. On remédieroit a la premiére cause, en appliquant
a la parallaxe horizontale de la lune tirée des éphémérides,
Y'équation nécessaire pour la réduire 2 la situation actuelle du
vaisseau. Pour la seconde cause,l’on pourroit appliquer a chaque
hauteur observée la correction convénable, qui est égale 2
Fangle formé par la verticale et le rayon terrestre, multiplié par
le cosinus de I'azimuth de Yastre. Mais ce procédé seroit em-
barrassant, et peu précis; car il exige qu’on prenne les azimuths
de Ia lune et du soleil, en méme tems qu’on observe leur dis-
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tance, et les azimuths donnés par le compas doivent en général
étre trés fautifs. Nous chercherons, donc, des formules pour
arriver au méme but seulement par le calcul.

Entre les équations précédentes, il n’y a que celle qui dépend
de #, on I'influence des causes mentionnées mérite d’étre con-
sidérée; car la correction v est ordinairement trop petite pour
y avoir égard. Nous pourrons aussi négliger dans u la ré-

fraction, en nous bornant & la parallaxe, qui est I'élément le
. T . in, b — cos. d sin. @
plus considérable. Ainst 'équation — u (Sm T v ),

sin, b= cos. d sin. a sin. b —cos. d sin. a
sin. d cos. @ )’ ou — P ( sin. d )

se réduit 4 — p (

Supposons que P est la parallaxe horizontale équatoriale, et
différentions en supposant P, a, b variables. On aura, en con-
sidérant que la différentielle de P est constamment négative,

$in. b — cos. d sin., @ dhros. b~ &g cos.dcos. u
JP{ sin. d J_P( sin. d )

Ce sont les corrections qu'on doit appliquer a la distance vraie
calculée par les méthodes ordinaires, ou ¢ P exprime la dif-
férence entre la parallaxe équatoriale et celle qui convient 4 la
latitude du lieu de I'observation. Il s’agit & présent de déduire
des formules propres pour le calcul.

Représentons Yazimuth de la lune {compté depuis le quart
de méridien ol se trouve le pole élevé) par F, sa déclinaison
par B; I'azimuth du soleil ou de I’étoile (comptés de la meéme
maniére) par f, sa déclinaison par b; et I'angle de la verticale
et du rayon terrestre pour le lieu de I'obsérvation par ». Nous

aurons

sin. B — sin. / sin. a)

J‘a:——nCOS.F:‘—”( cos. { cos. a

sin, b - sin. / sin.
et Jb=—ncos'f=—n ("_cos.lcos.b )
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Substituant ces expressions, et faisant la somme des corrections
== x, on déduira

x—=d P(M) + Pn (Si“'ﬁms"t-ﬁ“'hi"'"'Ws‘ﬁ - "i"'B“’s-dCUS-ﬂ—-S;n-/cos.lsin.acus.a}

sin. d stn. d cos, fcos. & s d cos, [cos. a

sin.b—cos. dsin.a sin. b——sin. [sin. b—sin. Bcos.d y-s'n.Jcos dsin.a
x-—aP(—sT;_d_')‘*'Pn{ sin- d cos. )

sin. d sin, d sin. d cos. {

sin. b —cos.d sin. a sin.d —sin. Bcos.d
sin. d ) + Pa ( sin.d cos. J

”=3P(Ms.d5in.a) _ Pntan.l(sin.b—'cos.rlsin.a) + Px (Sin-b-—sin.Bcos.dJ

x=(dP —Pntan.l) (

Représentons I'applatissement de la Terre par e, en suppo-
sant le demi-diametre de I'équateur = 1, ct nous aurons
§P="Pesin’l, et n =2e¢sin./ cos./;* ce qui, étant sub-
stitué, donne

o (JP—-Q 3Ptan. lcot. l)(sin.b—.cos_dsin.aJ +2P€Sil].l [sin.b-—sin.Bcos.dJ\

sin. d sin. d
x=—3P (sin. b — cos. d sin. a) + o Pe sin. ! {sin. h —sin. B cos. d)-

sin. & sin, d

* Voici la démonstration,

Représentons le demi-axe terrestre par b, supposant le demi-diametre de I'équateur
=z 1, et Papplatissement & — b =¢. Et soit, pour un lieu particulier,  la latitude,
r le rayon terrestre, ¢ I’angle formé au centre de la terre par Ie rayon et le demi-
diametre de ’équateur, et » 'angle de Iy verticale ct du rayon terrestre.

On aura (Voyez la Trigonometrie de Mr. Casnovrt) tan. ¢ = b*tan. L. Faisons
aussi tan. x = b tan. L
cos.?z  acc.te 1 4btant!
cosn2e¢ T sec.rz T ibdluant
bP*=1—ze, b*=1—g4e, €t 1 —7*=12 — 2r; donc, en substituant, on tirera

1fé+tan.? ! 1464 tan. 2
I—zr=1-— P i 1463 tan 2 L

On déduira r* =

Mais on a, & trés pen prés,

zetan.* {
———
14-tan. 2 {

getan.® ! . . ' P .
=2~ —zesin®l Ainsi 1 —r = esin./, et par conséquent P—Pr == Pesin.2 L.
sec.td )

etzr=14 qui se réduit 3 27 =

.d—tan.¢ tan. {—~—§2 tan. {
L'anglenest = ! ~ ¢. é — tan —_
g P~ c. Par conséquent tan, n = e T Y Ty et
aetan. {

substituant $* =1~ 2¢, on aura tan, y —

t 4tan.% { —gae¢tan2 ! qui se réduit i

A . } i
getan o, sin { cos. &o d'od, parceque n est toujours petit, il résulte

tan. 1 — el —

n = 2¢sin fcos.
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Or, si, dans la réduction de la distance, 1’on emploie la pa-
rallaxe horizontale pour I'équateur, augmentée de la différence
d P entre cette parallaxe et celle qui convient a la latitude du
lieu de I'observation, la distance vraie, ainsi calculée, se trouvera

A

sin. b = cos. d sin. a
sin. d j

corrigée de Ja quantité §P ( ; car I’équation dé-

pendante de cet élément, sera alors —(P4- ¢P) ( sin. b—s:fsfs'."'“)

On pourra, donc, employer la parallaxe préparée de cette ma-
niére;* ce qu’on pourra faire trés facilement, car si les éphé-
mérides donnent la parallaxe pour un lieu particulier, il suffira
d’y ajouter I'équation relative & Ia latitude de ce lieu, ainsi que
I’équation relative au lieu de 1'observation.

A la distance obtenue, 'on devra appliquer la quantité

e Pesin. i (sin. b —sin. B cos. d

. ) Soit cette équation =¢, €t nous
sin. d
aurons

. in.» —sin. Beos. 4
e=o Pe sin. [ cos. B (22— J

cos. B sin. d

sin. & — sin. B ¢os. d}

e=2 Pesin./ cos. B (1--1-{— T

. ) in. B cos. d ~ sin.
:=9Pesm.lcos.B—2Pesm.lcos.B(1+sm co?;fm_:" )

. . cos. Bsin.d 4 sin. Beos.d —sind
te=2Pe sm.lcos.B-—zPesm.l( — )

A . in. (d 4+ B) —sin. &
e=2Pesin. ! cos.B — 2 Pesin. !/ (51"( ':'m.)d 0 }

. . (4B b)sind(d4+B—5
s=2Pesm.lcos.B—-zl,Pesm.lms“ + +51is:1‘( +3-9)

Cette expression a l'avantage de ne demander aucune dis-
tinction de cas, car on devra toujours ajouter 4 la distance cal-
» C’est ainsi que le savant Mr. pz Borpa le pratique, dans la méthode qu’il nous a

donnée i ce sujet (voyez son Traifé du Cercle de Reflexion), et que je n’ai pas manqué
de consulter avant de travailler 3 la rédaction de cet article,
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culée 1'équation 2 P ¢ sin. ! cos. B, et retrancher I'équation

cos. £ (d4+-B4-b)sin. L (d4B-b),
sin, d i

ainsi, depouillé des erreurs qui dépendent de I'applatissement
de la Terre.

On pourra, dans ces opérations, employer toujours pour P
la parallaxe horizontale moyenne, 57, et 'on aura 1.32855 pour
le logarithme constant de 2 Pe, et 1.62958 pour le logarithme

et le résultat restera,

4P esin.l

constant de 4 Pe, en supposant I'applatissement — TR

Pour faciliter le calcul, J'ai construit deux tables, dont I'unc
donne I'équation 2 P e sin. / cos. B, et P'autre le logarithme de
4 Pesin. L

On pourroit aussi trouver

e—=-—2Pesin.lcos.B4-2 Pesin.lcos.B(1+

sin. b—sin. B cos. d
cos.Bsin. d J

sin. # 4cos. Bsin. d—sin. B cos. d)

== 2 Pe sin.! cos. B+4-2 Pe sin.l( sin. d

¢ = -2 Pe sin. cos, B4 2 Pesin. (51“' bton (d-B) )
sin. 4
sin. 1 (b+d—B)cos. }( b~ (d—BY ).
sin. d

sc==~- 2 Pe sin. { cos.B 4 4 Pesin./

Si 'on préféroit d’employer les distances au pole élevé, au
lieu des déclinaisons des astres, on auroit (en appellant B', et
b les distances polaires correspondantes 4 B, et b)

sin. 1 (d+4 B'4¥)sin. i (d + B'—¥)
sin. d

¢ ==— ¢ Pesin./sin. B4 Pesin./

ou bien

sin. 1 (¥ +w~n'))sinj(b'-td~n'))
sin.

¢==2 Pesin.lsin.B'— 4 Pesin.l
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APPENDICE.

73

Exemples des calculs de quelques unes des Solutions
établies ci-dessus, par les Tables ordinaires.

EXEMPLE L

Calcul de la Latitude du lieu par deuxr Hauteurs du Soleil,
et UlIntervalle de Tems écoulé entre les Observations.

Observations faites dans I’hémisphére septentrional.

Hauteurs vraies ©

Demi-intervalle

it 30’ — 22° 30 12°0' N

45° 5 42"

539 6
A - . 43%57 52
Petite hauteur 53 6
Grande hauteur 45 3 42
Somme 94 39 40
Demi-somme - 47 19 50
Différence - 2z 14 8

Distance polaire
Petite hauteur

Somme (+ 90°)
Demi-somme

L. cos. déclinaison 9.06040
L. sin. demi-intervalle 9.58284

Somme - - 957324

L. sim. - - 9.91867

L. sin. demi-intervalle g.58284
C. L sin - - o0.a5851
Somme - - 19.66002
Demi.somme - 9.83001
L. cos. - - 983108
L. sin. - - 3.50113

C.Lsin,z A - o.05851
C.1.cos. petitehauteur o.00208

Somme - - 1838282

Demi-somme - 92014l

78 o o | g - - T g.71509
536 61 Demi.l cos.pet. hant. 4 99896
173 36 6 Demi-l cos. declin. 499520
86 48 3 C.sin - - o oco68
L.sin. N (somme) ¢ 70993

Les.N - - 993378

Différence - 9.93307

Latitude du liey (2 B — go°) - -

K

L.sin. A

7

Dist. polaire

Différence
2A -

L. sin.

L.Siﬂo
Diftérence

Déclinaison ®  Distance polaire ©
78%¢a

21° 38’ 56
72 o o
56 1 4

43 57 52

42 3z 22

11 16 g1

3115 31

L.sin.(B) - 59 o 3

28 o 6
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EXEMPLE IL

Calcul de la Latitude du lieu par deux Hauteurs du Soleil,
et UIntervalle de Tems écoulé entre les Observations, ayant
d'atlleurs la Latitude estimée.

En déduisant premierement I Angle horaire moyen.

ifauteurs vraies & Heures des obsery. Lat. estimée Déclinaison ©
"¢ Observation  30°13 14" « - gb32' 16"
2% QObservation 50 3 55 =~ - 10 27 48 - . - g6°29'S§ - 20°% § 40”8
Intervalle . 255 32
Demi-interville 1 27 46=21°56' 30"
Grande hauteur - 50° 3'55"
Petite hauteur ) 30 13 14 17¢ supposition. 2™¢ supposition,
Somme - - 80 17 ¢
Demi-somme - 40 8 34 L.cos. - - g 88334
Différence - - g 55 zo L.sin. - - g.zib3i
Demi-intervalle - 2y 56 30 €. Lsin. - 0.42752
Déclinaison  ~ - 20 640 C.lcos - 0.02732
, Somme - - 957449 - - 9:57449
Latitude estimée {—309) 55 59 o €.l cos. - 0.25225 4 1 0.26370
Horaire moyen - 42 8 47 L.sin. (somme) g 82074 4332 50" 9.83819
Demi-intervalle - 215630 - - - - - - 21 56 30
Petit horaire - - 2o 12 17 - - - - -~ - 2t 36 20
Demi-petit horaire - 10 6 8 C. L sin. - 075596 10 48 10 0.72716
Demi-c. L. cos, decl, 0.01366 - - 0.01366
Demi-c. 1. cos. lat, - o.12612 - - 0.1318g
Demi-(gr.haut. 4g0°) 90 157 L.sinn - « gog7308 - - 9.97 308
L. tan. A (somme) 10.86842 - - 10.84575%
L.sin. A - 4.9ob6 - - 9.99503
Demi-dist. méridienne 18 28 30 L. cos. (différence) g 97702 18 18 16 9 97745
Distance méridienne 36 57 o - ~ - - - - 36 36 32
Déclinaison - - 20 6 40  ~ - . - - - 20 640
Latitude calculée - 57 4 - - - = - - 5b43
Latitude supposée - §5 §9 - - = = - = 36359
T 5 - Somme 1°21' - - o 16
- . s . . 16" 6o’
Equation de la deuxiéme latitude supposée —i— o1z
1
Latitude du lieu - - - - 56 47

Remarque. Pour appliquer I’équation trouvée a I'une des
latitudes calculées de la maniére convenable, afin de dé¢duire
la latitude corrigée, on pourra consulter ce qui a été dit ci-
dessus dans les pages 20, et 21.
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EXEMPLE III

75

Caleul de la Latitude du liew par deux Hauteurs du Soleil, et
I Intervalle de Tems écoulé entre les Observations, ayant

d'ailleurs lqa Latitude estimée.

En déduisant premiercment le grand Angle boraire.

Hauteurs vrzies @ Heures des obsery.

17 Observation 68°z9' 50" - 1:*30"20",5 - 39738'N
2% QObservation 71 g 15 - 1227 1 =~ - <.
Intervalle - ~- - o 56 40,5 = - - -

Différence en longitude contractée par le vaisseau entre les ohservations

Intervalle preparé pour le calcul

Petite hauteur - 68°2¢ 50"
Latitude estimée (=3¢} 39 8 o

Distance polaire - 69 18 27
Somme - - 176 56 17
Demi-somme - 88 28 8
Differcnce - - 195818
Demi-grand horaire - 6 26 20

Demi-intervalle “ 7 I 34
Demi-petit horaire - o 35 14

Demi-(gr. haut.4-go®) 86 34 37
Demi-dist. méridienne ¢ 24 23
Distance méridienne - 18 48 50
Déclinaison -~ - 2041 7
Jatitude calculée - 19 30
Latitude supposée - 39 5
Différence - - o zg

il . .
Equation de la deuxiéme latitude supposée

Latitude du lieu

Remarque.

I"* supposition.

C. 1 cos. - 0.11032
C. L sin. - o.028¢96
Licos. - - 8.42687
L.sine. = - 953346
Somme - - 18.099357
L .sin.(demi-somme) g.04g78
C. L sin, - 1.98933
Demi.c.l. cos. lat.  0.05516

Demi-c. 1. sin. dist. p. 0.01448

L. sin, - - _993410
L.tan. A (somme) 12.05307
L.sin, A - 9.99g93

L. cos, (différence) g pga1z

- Somme 71' - -
46'% 60
7!

Lat. estimée

Déclinaison

- - 20941 33"N

20 41 7
14 10 7,8
o 7 o alouest

14 3 7.8
2™* supposition.

+1° 0.11660
- - 002856
+ 30/ 8.25516
+ 30 9:-54375
oo, 1194447
§722 57 B.g7223
7 134

1 38 37 1.54238
- - oc.05330
- - "o.01448
N - g.99410
- - 11.60g926
. - 9-9yg87
919 g 90423

20 41 7

39 19

40§

o 46

© 39

39 26

Sur la maniére d’appliquer 'équaton a la la-

titude calculée par I'une des suppositions, pour ddduire la
latitude corrigée, je dois aussi renvoyer icl aux pages 20, et 21.

K2
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EXEMPLE IV.

Calcul de UAngle boraire d'un Astre, par sa Hauteur et sa
Déclinaison, et la Latitude du lieu.

Hauteur 45°21'54" Déclinaison 13°41° 36" N. Lat. du lieu 23°20'N.
Latitude - - - - z3%z20 o C.l cos. - - - 0.0370551
Deéclinaison « - - 13 41 36 C.L cos, - - [0.0125045

—_— 184

Distance méridienne an zénith ¢ 38 24
Complém. de la haut, 290° - 44 38 6

Somme - - - - %4 16 30
Demi-somme -~ - - 27 815 L,sin. - - - [9.6590246
616
Différeice - - . 17 29 51 L.sin. - = - 9-4777499
3408
Somme - - - 15.1867459
Demi-angle horaire « =~ 23 5 2 L.sin. (Demi-somme) - 9.59033729
Angle horaire - - 46 10 4 = 3" 4 40" 167

Remarque. Je ne place ici cet exemple que pour en donner
un des avantages qu’on peut tirer de disposer les formules de
maniére a rendre les quantités et leurs variations, ou différences,
additives ; en réduisant par ce moyen les opérations a la simple
addition totale, et en épargnant la peine d’appliquer séparément
les parties proportionelles. Dans le calcul précédent (qui a été
fait avec des tables quidonnent leslogarithmes de minute en mi-
nute), on voit que pour chaque sinus, ou chaque complément
arithmétique de cosinus (ou sécante), j'al pris ce qui convient
aux dégrés et aux minutes, et que )’ai ¢crit dessous les parties
proportionelles pour les secondes, afin d’ajouter le tout ensemble.
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EXEMPLE V.

Calcul des Equations qu'on doit appliquer 4 la Distance appa-
rente de la Lune au Soleil, ou 4 une Etoile, pour avoir la

Dastance vraie.

Hauteur appar. @ 6° z7° 34”. Hauteur appar. € 54° 51’ §7°. Distance appar. ©@ ¢ 108° 42" 3"
Correction de Ia haut. @7’ 33". Correction de la haut, ¢ 31’ 42°. Parallaxe horizontale ¢ 55’ 19"

Distance @ ¢ - r1o8°42' 3" C.lLsin, - oo236 - - - - o.0236

Hauteur @ - - 627 34 C.1 cos. - o.0028

Hauteur¢ - - 54 11 57 C.lcos, - - =« - - - - ©.2329

Somme - . - 169 21 34

Demi-somme - B4 40 47 .co5. = - 89669 - - - - 8.966g
.sin. - - - - - - - 9 9908

L
Premiére différence 78 13 13 L
Deuxiéme différence 30 2B 5o L.sin. - - g.yo53
L. constant o©.jo10 - -
L
L

Correction haut. ® 453
Premiéere équation 453

.- e e - roBegl’ g
Correction haut. @ 4+ o0 7 13
Deuxiéme équation 010 22,9

Toh 59 58,9
- - - - 0 32 27,3
108 27 31,6

Distance apparente - - - -
Correction haut. ¢ - — 31'42"
Premiére équation - — 45+3

Distance corrigée des équations principales -

Remarque. La distance vraie, selon la méthode de M. DE
BoRrbpa, est presque la méme (voyez I'exemple dans les Tables
de Logarithmes de CALLET), mais, cependant, je déduirai les
autres corrections, pour montrer la maniére de faire ces calculs.

Correct. haut. & 433" Correct, haut. & 1goa”

Demi-prem. éq. gal L Prem. éq. 1.6557 Demi-deux. équat. 51 L. Deux. éq. 2.7044

Différenee - . 496 L. ~ - - 26333 Différence - - :,59T L. - - gy

Distance appar. - . L.cat. - g.gegs Distance appar. - - - L.cot. - « 0.5808
L.conat. . 4.6856

L. constant 4 6856
Troisitmeéquat. o0 L. (somme.) B zo43(—10)

Quatridme équat. 1,6 L. (somme] ca1iz
A~ - - 10Be2y’ 21%,6

- - 0.3010
« - =~ - 206561] C.h € 1902"L. = - « 32752
. (somme) 1.6557 Deux. éq.622,9. L. (somme) 2.7944

Tronieme équat, - - Demi.l - “gesze(— z) Instance précédente -
Quatridme équat. - - Demi-L - o.1056 Troisidme éq. o0
Dutance appar. - - C.lhens. - 04940 Quatrit e ég.—1,6
L.consiant  o.yo10 Ciqu emeéq. 41,4 | - - - o,2
Cinquidmecorrect, 1,4 L. (somme) o.15:7 Distance rédaite - - = = - 1o e7 3,4

Les équations troisicme et quatriéme seroient positives, si la
distance n’excédoit pas go°, et c’est la seule distinction de

cas qu'il faut faire dans le procédé ci-dessus.
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EXEMPLE VI,

Calcul des Equations qu’on doit appliquer a la Distance appa-
rente de la Lune au Soleil, ou ¢ une Etoile, pour avoir la
Dustance vrate.

En se servant des Requisite Tables.

Hauteur apparente ( - 49° 57 Hauteur apparente % - 64° 19’

Parallaxe horizontale ¢ - 57 8. Distance apparente { ¥ - 29 z4 46"

Distance - 29° 24 460 L. sin. - gbg1z - - - 96912

Hauteur ¢ - 497 o L.cos. - - . - - - - - g9.Bo8g

Hauateur % - - 64 19 © L.cos. - - 96169

Somme - - 143 40 46

Demi-somme - 71 §0 23 L.sec, - - o0.5061 - - - 0.5061

Premiére différence 21 53 23 L. cosec. - o0.4286

Deuxiéme différence 7 31 23 L. cosec. - - - - - . - - 0.8833

Correct.de lahaut. % o o 23 L.p. - - - z2.6021] Correct. haut. { 35 58" L. p 0.0994
L. constant - ¢.6ggo - - - - 9.6gy0

Premiere équation - o o

Correct. haut.

29

- © 35 58
Jemi-deux. équation o 4 38| L.p.deux.éq. 1.2875

L. p.(somme) z 5639)

Deux. éq. ¢'17" L.p.(som.) 1.2875

Distance appar. - - 29° 24 467

Différence - -0 31 20 L.p. - o.759z] Correct.delahaut. x4+ o o 27
L. tan. distance appar.  g.7512| Deuxiéme équation 4 o ¢ 17
L.constant - =~ - 1.z2810
L.p. (somme) - - - 3078¢ Troisitme équation + o o ¢
Correct.de lahaut. § — 35 g8° Zg9 34 19
Premiere équation - — 29 - - - - = 03627
Distance réduite - - 28 §8 12

Remarque. Quand la distance excéde go°, la troisiéme
équation devient négative.
Je ne déduirai pas les autres équations ; car le dégré d’ap-

proximation du calcul qui précéde est celui que la plupart des
Navigateurs estimeront suffisant pour la pratique.

Le méme exemple calculé par la méthode de Mr. WiT-
cHELL (voyez les Requisite Tables) donne 28° 58 11", pour’
la distance réduite,



Recherches sur U Astronomie Nautique. 20

ADDITION.

Contenant une Méthode pour réduire les Distances lu-
naires, Par Mr. H. Cavendish, Membre de la
Société Royale, &c.

Mr. CAvENDISH m’ayant fait 'honneur de me communiquer
la méthode qu’il a trouvé pour réduire les distances lunaires, je
profite de la permission de ce savant, pour la faire connoitre
au public, en plagant ici un extrait de ce qu’il m’a écrit a ce
sujet, dans les propres mots de lauteur.

Extract of a Letter from Henry Cavendish, Esq. to Mr.
Mendoza y Rios, Fanuary, 1795.

“ The methods in which the whole distance of the moon and
star is computed, particularly yours, require fewer operations
than those in which the difference of the true and apparent
places is found ; but yet, as in the former methods, it is neces-
sary either to take proportional parts, or to use very voluminous
tables; I am much inclined to prefer the latter. This induced
me to try whether a convenient method of the latter kind might
not be deduced from the fundamental proposition used in your
paper, and [ have obtained the following, which has the advan-
tage of requiring only short tables, and wanting only one pro-
portional part to be taken, and I think seems shorter than any
of the kind I have met with.

“ Let b and H be the apparent and true altitude of the star;
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! and L the apparent and true altitude of the moon, g and G
the apparent and true distance of the moon and star. Let
the sine and cosine of g = d and 4, the sine and cosine of
{—a and «, the sine and cosine of # =& and 2; and the
sine of ihe actual and mean horizontal parallax = p and «;
and let the sine of L = a — m 4 pe, and its cosine
=a (1 4 x — pe) and let the sine of H = & — #, and its
cosine = B (1 4 »).

« Then the cosine of G=8(1+4u—pe)(14+) 4 (a—m 4pe)
(b—n)—ab (14 pu—pe)(14v), which equals § 4 dp 4 dv—
Spetduv—ipertab—bm-tbpe—ant-nm—npe—ab—
abutabpe—aby—abuvtabipe=3d4Iutsv—3ps—bm—
bautbpetbapi—an—abrfnm—npe—abuvtabrpe+
Jpuy—dmey.

« To make use of this rule, it must be considered that the
quantity duv—dpev is so small that it may safely be disre-
garded; but nm—npe—abpvtabype, if the altitudes are
not more than 5°, may amount to about 12”, and therefore
ought not to be neglected. The quantity ¢ -f-ae also differs
very little from one, but is not quite equal to it. Let there-
fore a table be made under a double argument, namely, the
altitudes of the moon and star, giving the value of . . . .
nm—nnre—abuyfabvretbredbane—bm, answering
to different values of these altitudes, which call A. Let a
second table be made under a double argument, namely, the
altitude of the star and the apparent distance of the moon
and star, giving the value of 4y, which call D. Let a third
table be made with the observed altitude for argument, giving
the logarithm of am + a"u; and let this quantity, answering
to the moon’s altitude, be called M, and that answering to the
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star’s altitude, N; observing that the same table will do for the
moon and star; but a fourth table should be made for the sun,
50 as to include its parallax; and, lastly, let a fifth table be made,

with the moon’s altitude for argument, giving the logarithm of

;'— w—*;, which call C. Then will cos.G =d—dap C— @ —_ 5_51*_7

+ép4+D—A

“ It must be observed that dap C=dp. —ﬁ-a—’;ﬂ, whereas it ought
to equal 8p ¢ — $ 3 but u cannot exceed 57, and the horizontal
parallax cannot differ from the mean by more than % part of
the whole; so that the error arising from thence cannot exceed
g or 4. This small error however may be diminished by
giving the quantity C for more than one horizontal parallax.”

Addition to the foregoing Letter.

« T have procured tables of the above-mentioned kind to be
computed, which are intended to be inserted in a work now
printing by Mr. Menpoza ¥ Rios. Allowance is made in them
for the alteration of the refractive power of the atmosphere,.
which is done by two new tables, one giving the correction of
the logarithms M and N, and the other the sum of the correc-
tions of Jx and 8». Now it must be observed, that the quantities
# and v vary only from 57" to 51%; and therefore the correc-
tions of ¢ and ¢», may, without any material error, be consi-
dered as the same at all altitudes; and therefore the sum of the
corrections may be comprehended in a table, under a double
argument, namely, the refractive power of the atmosphere and

the apparent distance.
L
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“ In order to avoid as much as possible the inconvenience
arising from using negative quantities, or giving different cases,
the table D is continued to 125° of apparent distance, and the
numbers in the table A are increased by 0,0003, so as to make
them always positive; and to compensate this, the numbers in
D are increased by o,0002, and those in the correction of
du+dv by o,0001. It was found proper also to give the table
C for four different values of horizontal parallax.

« The above tables are short, and do not require proportional
parts to be taken. The only part of the work in which this is
wanted, is in finding the angle answering to the natural cosine
of the true distance. In finding the natural cosine of the ap-
parent distance this is avoided, by neglecting the odd seconds
in working the problem, and adding them to the result.”
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