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benigna acogida que han 
V. M . mis produc-



ciones cientipcasv y las gracias 
que ha tenido á bien dispen
sarme v me imponen la estrecha 
obligación de ofrecer ahora á 
• los pies del Trono una obra? que 
aunque pequeña enSvolúmen^ 
encierra sin embargo las ver
dades fundamentales de aque
llas ciencias 5 en que por la 
mayor parte estriba la feli
cidad de los Reinos, E n su 
formación he tenido presentes 
las oportunas reflexiones que 
V . M , me ha hecho al presen
tarle mis escritos; y sin des
viarme un punto de ellas ¿ he 



vencido los obstáculos 5 he faci
litado las doctrinas v he puesto 
al alcance de todos v en cuanto 
me ha sido posible v algunas de 
las mas elevadas teorías v con 
el objeto de que se difundan 
las luces por las diversas cla
ses del Estado. 

Permitamevpuesv V.M.que 
honre también con su augusto 
nombre este pequeño fruto de 
mis meditacionesv como por un 
efecto de aquel empeño y efi
cacia con que desea V .M.p ro 
mover los conocimientos útiles; 
y será una nueva gracia v que 



áñadiré á las que me tiene dis~ 
pensadas. 

Dios guarde la importante 
vida de V . M . muchos años. 
Madrid 19 de Diciembre de 
1818. 

SEÑOR: 

A L R. P. de V. M. 

Síosej ü\l{jari(MU) Vallero. 



P R Ó L O G O . 

(orno el fin que me propuse al escri
bir mi tratado elemental de Malemáli-
cas, fue el de formar Materna lieos de 
profesión 5 era indispensable que diese á 
conocer estas ciencias en el estado que 
en el dia se bailan 5 con todas las modi
ficaciones que lia recibido su lenguaje, á 
consecuencia de Jos adelantamientos quef 
en ellas se han hecho.Por lo cual hubiera 
sido un defecto de mucha consideración 
el indicar una verdad 5 por sencilla que 
fuese , sin llevarla hasta la evidencia v ó 
dejar ceñidas á casos particulares algu
nas otras á que correspondiese por su 
importancia una demostración general. 
De esta manera no se encont raria 5 entre 
aquel tratado elemental y las obras ma
gistrales 5 la dependencia y relación ne
cesaria, para que la estudiosa juventud 
llegase á la cabal inteligencia de los es
critos que han publicado los célebres y 
profundos Geómetras de Europa , ni sé 
formarían jamas dignos profesores 5 ca
paces de adelantar unas ciencias que 
tanto influyen en la prosperidad de los 
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Estados. Más como nq todos pueden as
pirar por una parte á tan alto punto de? 1 
perfección , y por otra son muchos los 
que necesitan tener algunos conocimieu» 
los de estas ciencias , he creido que rm 
podia hacer mayor servicio á unos y á 
otros,qne presentarles en un Compen
dio , como ahora lo hago , las verdades 
fundamentales de los diferentes ramos 
de que se componen. De este modo el 
comerciante, el oficinista y el artesano^ 
tendrán las noticias necesarias para con
ducirse con acierto en sus operaciones: 
el médico, jurista , canonista y teólogo, 
lo que mas les interese saber para 
completo estudio de sus respectivas fa
cultades; y todos adquirirán las precisas 
ideas para distinguir el verdadero mé
ri to, y saber apreciar las fatigas que los 
Matemáticos se toman en beneficio de 
la humanidad. 

Para cumplir con todas estas miras, 
se ha procurado conciliar en esta obm 
la brevedad con la claridad : se han en
lazado todas las materias que en ella se 
tratan, con el orden y exactitud que por 
su naturaleza piden $ y se han puesto al 
alcance de todos , en cuanto posible ha 
sido, hasta los principios elementales de 
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INTRODUCCION. 

S e llama cuerpo todo lo que es capaz de hacer 
impresión en nuestros, sentidos. Las impresiones 
que nos causan los cuerpos, se llaman sensaciones, 
¿ a s sensaciones consideradas como representando 
los objetos, se llaman ideas ; y la facultad, por 
cuyo medio podemos retener las ideas , se llama 
memoria. S i para dar á conocer el objeto que 
representa una idea , es absolutamente necesario 
presentarle al sentido á que pertenece, como la 
blancura, picante , & c . , la idea es simple; y si el 
objeto se puede hacer conocer sin esta circunstan-^, 
cia como una mesa, caballo, & C . Í , la idea se llama 
compuesta. S i la idea conviene á un solo objeto, 
como la de este libro, se llama singular ó individual', 
y es abstracta ó universal, cuando conviene á mu
chos como la idea de l ibro; de manera que para 
formar|una idea universal ó abstracta, se observa* 
rá aquello en que convienen muchos objetos, y se 
prescindirá de lo demás. 

L a operación por cuyo medio podemos pres
cindir de aqueiio en que se diferencian varios 
objetos, se Warno. abstracción; de manera que abs
tracción es una operación del a lma, por medio de 
la cual concebimos como separadas, cosas que real
mente no lo están. 

Para hacernos cargo de los muchos objetos 
que se nos presentan, se deben considerar sepa
radamente , lo que se consigue por medio de la | 
atención; la atención es una operación, del a l - -
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m a , por medio de la cual de muchos objetos que se 
nos presentan, elejtmos uno para hacernos cargo 
de é l ; y haciendo lo mismo con todos los demás, 
se vendrá en conocimiento de todos ellos. 

Como casi todos los objetos son compuestos, 
no basta la atención sola para conocerlos , sino 
que es necesario ir considerando cada una de sus 
partes, y esto se consigue por la análisis^ y es 
una operación del alma por medio de la cual se 
descompon^ un todo en sus partes , para ver qué 
relación tienen entre s í y con el mismo todo, y se 
vuelven á juntar otra vez para que compongan el 
mismo todo. Por ejemplo, si tuviésemos que ha
cernos cargo de los muebles que habia en una 
sala, por medio de la atención elejiríamos uno, 
V . g. un relox; y por medio de la análisis le des^ 
compondríamos encías diferentes piezas de que 
constaba, para ver qué relación tenian entre sí y 
con el total de la m á q u m a T ^ y después las v o l 
veríamos á juntar para formar el reiox. L o mis
mo se ejecutaria con todos ios demás muebles. 

L a exactitud de las ideas depende del mayor 
grado de análisis que se haga de los objetos ; y 
de aquí resulta otra división de las ideas, que es 
la contenida en el siguiente ejemplo. S i de mu
chos sujetos que han estado en una casa , uno 
sólo se acordase de la calle en que está dicha 
casa, habrá analizado muy poco, y la idea que 
de elFa tiene se llama obscura. Otro que sabiendo 
la cal le , sólo dudase entre dos ó tres casas, habrá 
analizado mas, y la idea que tiene de la casa se 

ama confusa. Otro que entrando en la calle, 
se fuese derecho á la casa sin preguntar á nadie. 
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habrá analizado mas , y la idea que tiene de l a 
casa se llama clara. Y otro que no sólo supiese 
la casa 9 sino que estando lejos de ella , fuese 
capaz de dar á otro tales señas, que sin pregilhtar 
á nadie se fuese derecho á e l l a , este habrá anali-

mas que todos, y la idea que tiene de la: casa 
ama distinta ó exacta. Esta es la idea que he

mos de procurar en todos nuestros conocimientos. 
S i después de haber examinado dos objetos, 

v . g. dos relojes , prestamos nuestra atención á 
ambos á un mismo tiempo, entonces se dice que 
los comparamos; de manera que comparación es 
una operación del alma^ por medio de la cual pres
tamos nuestra' atención, á un mismo tiempo á dos 
objetos. De la comparación resultará que el uno 
será mejor, mayor, & c . que e], otro ; y este%rado , 
de mejor ía , mayoría , & c . .sé llama relación, que 
no es mas que el resultatáTch la comparación. 

Cuando al comparar dos ideas hallamos que 
convienen, ó n o , é interiormente nos convence
mos de ello (como cuando me convenzo de que 
la nieve es blanca) , formamos lo que se llama 
juicio , que es una operación del a lma , por medio 
de la cual afirmamos ó negamos una cosa de otra. 

Si se espresa e l . ju ic io con palabras (como 
si yo le digo á otro la nieve es blanca), se llama 
proposición; de manera que-proposición es un ju i " 
ció espresado por palabras. 

L a proposición consta de tres partes : sujeto^ 
que es la cosa de que se habla ( v . g. en la an
terior la nieve) ; predicado , qwe es lo que se 
afirma ó niega del sujeto ( v . g . blanca); y cópula 
s i verbo (.v. g. , que los une ó separa. 
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Cuando por la comparación de dos ideas no 
podemos averiguar su relación y para esto las 
comparamos con otra ú otras, usamos del racioci
n io , que es una operación, por medio de la cual 
se comparan dos ideas con una ó mas intermedias 
para averiguar su relación. Si el raciocini 
espresa por proposiciones, se llama razonaml _ 

Las proposiciones pueden ser evidentes, cier
tas j probables. Se llaman evidentes ó axiomas^ 
aquellas cuya verdad se conoce inmediatamente que 
se pronuncian. Tales son : 

i0. Una cosa es igual á ella mijma» 
2? Un todo es igual al conjunto de sus partes, 
3? L o que hagamos con el tody quedará he

cho con el conjunto de sus partes-,y hp que hagamos 
con el conjunto de sus partes , quedará hecho con 
el todo, 

4? E l todo es mayor que cualquiera de sus par
tes , d la parte es menor que el todo, • • 

5? Cosas iguales á una tercera son iguales en
tre sí. 

E l primer axioma está al alcance de todos; 
y los demás lo estarán igualmente, si se tiene pre
sente que cuando una cosa se compone de otras, 
á la compuesta se le llama todo , y á cada una de 
las componentes se les llama partes del mismo todo. 

E l tercer axioma y el último son de la mayor 
importancia, pues en ellos se fundan casi todas las 
demostraciones. 

Proposiciones ciertas ó .teoremas, se llaman 
aquellas que para convencer de su verdad es pre
ciso compararlas con los axiomas, y hacer ver que 
están comprendidas en ellos, ó de otro .modo: teo-
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Tema es una proposición que necesita demostración^ 
y demostración es un razonamiento seguido , en 
que se hace ver que la proposición enunciada de tal 
modo concuerda con los principios mas ciertos y evi-

^^entes^ que no deja duda de su verdad. 
flNLa demostración puede ser directa ó á pr ior i , 
J r i r ec ía ó á posteriori, que también se llama 

ad absurdum. Es directa, cuando partiendo del su
jeto de la proposkion se manifiesta la verdad que 
se ha enunciado ; é indirecta , cuando se hace ver 
que no se puede verificar ninguna otra cosa mas 
que el enunciado. Este me'todo de demostrar se l l a 
ma método de exqucion. 

Proposiciones probables son las que unas veces 
pueden ser verdaderas y otras falsas. 

Según las cosas que se enuncian en la propo
sición, toma esta el nombre de definición^problema^ 
corolario i postulado, escolio y lema. 

Definición es una proposición en que se da una 
idea clara y distinta de lo que se quiere dar á exr 
tender: como-las que hemos dado de la atención, 
análisis, & c . L a definición debe ser breve, clara, 
y no contener al definido. 

Problema es una proposición en que se enuncia 
qiie por medio de ciertas cosas conocidas debernos-

averiguar alguna desconocida. Estas proposiciones 
se conocen en que principian por el infinitivo 4 
imperativo del verbo. E l problema consta de re
solución y demostración ; en la resolución se dan 
las regias p f e encontrar Jo que se busca;y en la 
demostración se hace ver que practicando dichas 
reglas, se llegará á tener lo que se pedia. 

Postulado es ui* axioma enunciado en particu-
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lar : como cuando se dice vez de un peso duro 
se pueden tomar cinco pesetas. 

Escolio es una proposición en que se espíica ó 
advierte alguna co¿a. 

Lema es una proposición que perteneciendo 
otro asunto diferente del que se trata , se et 
para que sirva de ilustración. ó principio 
jnismo que se va á tratar. 

También hay proposiciones condicionales ; la 
parte en que entra la condición se llama hipóte
sis ; y la o t ra , que es lo que se asegura , se 
llama té sis. 

Esto supuesto , se llama ciencia el conjunto 
de todas las proposiciones evidentes y ciertas per
tenecientes á un asunto , enlazadas entre sí con 
cierto orden. 

Este orden ó dependencia es lo que se llama 
método , que es el orden que se sigue en la adqui
sición ( ó esposicion) de nuestros conocimientos. L a 
circunstancia esencial del me'todo es que se pro
ceda siempre de lo conocido á lo desconocido; si se 
nos dan conocidas las partes, y por ellas hemos 
de venir en conocimiento del todo , el método se 
llama sintético ó de composición ; y si , conocido 
el- todo , hemos de conocer sus partes, el método 
se llama analt'tim ó de descomposición. 

S i observamos un cuerpo cualquiera, v . g. 
un l i b ro , le hallarémos dotado de muchas propie^ 
dades, como son: ocupar un espacio cualquiera, 
que se llama estension', no poder ocupar otro 
cuerpo el mismo espacio que él á un mismo 
tiempo,- que se llama impenetrabilidad $ serle 
indiferente el moverse ó estarse quieto, que se 
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llama í w e m a ; poder ser trasladado de una parte 
del espacio á otra, que se llama movilidad', poder 
permanecer siempre en un mismo sitio , que se 
llama quiescihilidad ? dirijirse hácia la tierra i n 
mediatamente que le falta el apoyo que le sostie
ne, que se llama gravedad ', el estar terminado de 
esta ó de la otra manera, que es lo que c^ostituye 
su.firma ó su figura, y se llama figuramlidad, 
& c . & c . ; y también la de poder ser mayor ó me-x 
ñor , que se llama cattMad ; de manera que can
tidad es iodo /o que puede aumentar ó disminuir. 
/¿/"La cantidad se divide en discreta y continua^ 

discreta es aquella cuyas partes no tienen ninguna 
trabazón ni enlace, como un montón de pesos du
ros? y continua es aquella cuyas partes están unidas 
entre s í , como las partes de plata que componen 
un duro. L a cantidad forma el objeto de las M a 
temáticas ; de manera que entendemos por Ma te 
máticas las ciencias que. tratan de averiguar las 
relaciones y propiedades de la cantidad. Como esta 
sólo es susceptible de aumento ó d iminuc ión , las 
Matemáticas sólo podrán espresar, componer y des
componer las cantidades; y cuando se ejecuta cual
quiera de estas operaciones, se dice que se calcula. 

Las Matemáticas se dividen en puras y mis-, 
tas; se llaman puras las que tratan de la cantidad 
con la mayor abstracción; jy mistas son las que con
sideran la cantidad en alguna de las propiedades 
de los cuerpos. Los ramos de las Matemáticas pu
ras son dos: uno que trata de la cantidad discreta, 
que se llama Aritmética universal, que se dividé 
en Aritmética propiamente dicha y en Á l g e b r a ; y 
otro que trata de la cantidad continua 6 de la 
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'estension, que se llama Geometría. Los tratados de 
las Matemáticas mistas son tantos, como , propie
dades tienen los cuerpos ; y aun una misma pro
piedad da oríjen á diferentes tratados. Por ejemplo: 
el movimiento considerado en los cuerpos terres
tres sól idos, da oríjen á la Dinámica^ considerado 
en los l íqu idos , orijina la Hidrodinámica ó H i 
dráulica ; considerado en los cuerpos celestes, or i 
jina la Astronomía , & c . & c . & c . 

Estas nociones estudiadas con buen método, 
son suficientes para poder comprender todos los 
conocimientos que vamos á esponer. 

Nombre i figura y valor de algunas letras griegas, 
d? que harémos uso en adelante. 

Nombre. Figura. Valor. 

Alfa a a 
Beta £ 4 
Gama 7 g 
Delta • A ^ # 
Tzeta 0 U 
Lambda X / 
P i i r ^ . n i3 
Sigtna 2 .. á k í v : 

F i í> / 
Ps i 4 p$ 
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Nociones preliminares, numeración , división y sub

división de las unidades de pesos y medidas. 

'e llama unidad cualquier cantidad que se 
elije ó toma para que sirva de término de compara
ción ó medida respecto de todas las de su especie. 
V. g. en una cantidad de dinero espresada en reales, 
sirve el real de unidad j espresada en duros, sirve 
el duro, &c. 

E l agregado ó conjunto de varias unidades forma 
lo que se llama número. O de otro modo : cuando 
comparamos una cantidad de dinero con un duro 
(d real, &c.) con el fin de averiguar ios duros (d rea
les, &c.) que hay, el resultado de esta comparación 
se llama número. Así , cuando después "3e'haberlos 
contado decimos que hay tantos duros (6 reales) , la 
palabra tantos es el numero. 

Y se llama Aritmética la ciencia que trata de ave
riguar las relaciones y propiedades de la cantidad es-
presada por números. 

2 La ^x¡tmética solo puede hacer con los núme
ros las tres operaciones de espresarlos , componerlos 
j descomponerlosJiLagarte que trata de espresar los 
míro^bs , se llama numeración. Esta puede ser ha-, 
l i ada , y puede ser escrita; la numeración hablada 
consiste en espresar con palabras las diferentes co
lecciones de unidades. 

3 j^ara ¿arla á conocer •bservare'mos que cual
quier objeto que nos presenta la naturaleza , e£ en sí 
lo que llamamos uno; esto supuesto, el agregado de 
uno y uno, se espresa con la palabra dos, y por lo 
tanto dos equivale á uno y uno; para espresar el con
junto de dos y uno , se usa de la palabra tres ; tres 
y uno se es.presa con la palabra cuatro; cuatro y uno 
con la palabra cinco; cinco y uno con la palabra seis^ 

A T. I. 
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ííeis y uno con la palabra siete; siete y uno con la pa
labra ochoi ocho y uno coa la palabra nueve^ nueve 
y uno con la palabra diez. 

4 Ahora se toma esta colección de diez unidades 
por una nueva unidad, que se llama unidad de de
cena, y se continua contando por' decenas y unida
des, diciendo: diez y uno, diez y dos, &c.5 más por 1 
una irregularidad del lenguaje , en vez de diez y tino 
se dice once ; en vez de diez y dos se dice doce ; en 
vez de diez y tres se dice trece; en vez de diez y 
cuatro se dice catorce; en vez de diez y cinco se 
dice quince; y después se continda regularmente diez 
y seis , diez y siete , diez y ocho, diez y nueve ; y 
para espresar dos dieces ó decenas se usa de la pala
bra veinte, y se continua diciendo: veintiuno , vein
t idós, veintitrés,... veintinueve; y para espresar tres 
dieces ó decenas (y en general cualquier colección de 
decenas) se modifica la palabra tres (d cuatro, cin
co, &c.) que las espresa, con la terminación enta, y 
sé dice treinta; después se continúa: treinta y uno, 
treinta y dos, treinta y tres,... treinta y nueve; cua
tro dieces ó cuarenta, cuarenta y uno, cuarenta y 
dos,... cuarenta y nueve; cincuenta, cincuenta y uno... 
cincuenta y nueve; sesenta, sesenta y uno.... sesenta 
y nueve; setenta, setenta y uno,... setenta y nueve; 
ochenta, ochenta y uno,... ochenta y nueve ; noventa, 
'noventa y uno,... noventa y nu§ve ; diez dieces ó de
cenas, que se apresan con la palabra ciento. 

5 Esta colección de diez decenas se toma por una 
nueva unidad, que se llama centena, y se continua 
contando por centenas, decenas y unidades, dicien
do: ciento, ciento y uno,,., ciento y diez,... ciento 
cincuenta y seis,... dosciehtos,... doscientos ochenta y 
cuatro,... trescientos,... cuatrocientos,... quinientos,... 
seiscientos,... setecientos,... ochocientos,... uóvecien-
tos,... novecientos noventa y nueve. Añadiendo uno 
tendremos d/ÉX cientos, que se espresa con la pala
bra m i l ; se toma por una nueva unidad, que se l la
ma millar^ y se continúa contando por millares, cen-
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tenas., decenas y unidades, hasta tener un millar de 
millares, que se llama millón-, este se vuelve á to
mar por unidad, y se continua contando por millo
nes, centenas de mil lar , decenas de mi l la r , mil la
res, centenas , decenas y unidades, hasta tener un 
millón ác millones, que se llama billón. Después se 
continúa contando hasta un millón de billones, que 
se llama trillon ¿ y así sucesivamente cuadrillon, qui
llón , sestillon , &c. &c. 5 de modo que sólo con las 
trece palabras uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, sie* 
te, ocho, nueve, diez, ciento, mil y la millón modifi
cada, se pueden espresar todos los números de que 
puede necesitar el hombre. ¿sf&JM/íXL 

6 La numeración escrita consiste en espresar to
dos estos números con pocos signos , que se llaman 
cifras, guarismos ó caracteres. La que nosotros va
mos á ésplicar consta de los diez guarismos siguientes 

i 5 2 , 3 , 4 , 5 , 6 Í 7 , 8 , 9 , o ; 
uno, dos i tres? cuatro? cinco? seis? siete? ocho? nueve ? cero? 

y cada uno espresa la palabra que tiene debajo; ad
virtiendo que el carácter o significa la idea que tene
mos de la nada, y solo sirve para ocupar en los núme
ros el lugar en donde falte alguna especie de unidades. 

7 Para espresar con estas diez cifras todos los nú
meros posibles, se considerará cada una de ellas con 
dos valores: uno absoluto, que es el que le acabamos 
de fijar; y otro , relativo al lugar que ocupa contan
do de derecha á izquierda. Así , el guarismo 4 v, g, 
siempre espresará cuatro cosas; pero si está en el pri
mer lugar de derecha á izquierda, serán cuatro uni
dades; si está en el segundo cuatro decenas, &c. 

8 En general, él primer lugar, contando de de
recha á izquierda, está destinado para las unidades^ 
el segundo para las decenas; el tercero para las cen* 
tenas-, el cuarto para los millares; et'quinto para 
las decenas de mi l la r ; el sesto para las centenas de 
millar; el séptimo para los millones; el octavo para 
las decenas de millón; el noveno para las centenas de 
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millón ; e/ décimo para los millares de millón; et 
undécimo para las decenas de millar de millón j el 
duodécimo para las centenas de millar de millón, et 
décimotercero para los billones ; el décimocuarto pa
ra las decenas de billón ; el décimoquinto para las 
centenas de billón ; el décimosesto para los millares 
de billón; el decimoséptimo para las decenas de mi
llar de billón-, el décimooctavo para las centenas de 
millar de billón j el décimonono para los trillones; 
y así sucesivamente; el vigésimoquinto para los cua-
drillones.... el írigésimoprimo para los quillones* &LC. 

9 Esto supuesto , para escribir los Humeros , se 
seguirán las reglas de una rigorosa traducción; esto 
es, se colocarán sucesivamente los guarismos que ex
presen el número de unidades de cada 6rden, los unos 
al lado de los otros, principiando por la izquierda, 
teniendo bien presente la sucesión de estos órdenes 
para no omitir ninguno, y ocupando con ceros los lu
gares de los órdenes de unidades que puedan faltar. 

10 La razón de empezar á escribir por la izquier
da , es que la unidad de especie superior es la que 
está mas á la izquierda, y cuando enunciamos un n ú 
mero, principiamos por la especie superior. 

11 A v s í , si quiero escribir el xiúmexo cincuenta y 
siete m i l , seiscientos y tres; lo primero escribiré' la 
palabra cincuenta, que equivale (4) á cinco decenasj 
por consiguiente , pondré en primer lugar un 5,. que 
para que sean decenas debe seguir (8) á su derecha 
otro guarismo, el cual ha de ser él que esprese las 
unidades; y como después de cincuenta sigue la pa
labra siete, infiero que después del 5 debo poner un 
7 y tendré 5 7 , con lo que festán escritas las palabras 
cincuenta y siete. Ahora si|ue la palabra mi l , lo que 
me indica que para que eí 5 7 esprese millares , fal
tan aun tres cifras ( 8 ) ; y como la primera que debe 
seguir es la que esprese las centenas, y en el nu
mero dice seiscientos, escribiré el guarismo 6 para 
espresarlas , y tendré 5 7 6 . Después debe seguir el 
guarismo que esprese las decenas j y como el.mime-
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ro dado no las tiene (pues no hay en el las palabras 
diez v veinte .¡ treinta noventa, que las espresan), 
pondré' o y tendré 5760. Aun faltan las unidades; y 
como en el número propuesto dice tres, escribiré' el 
guarismo 3 después del o y tendré' 57603 , que es
presa el número que se queria. 

12 Con la mistína facilidad se escribirá cualquier 
otro número, aunque sea mas complicado. V . g. si 
quiero escribir el número ocho mil quinientos sesen
ta y tres millones, doscientos cuarenta y seis mil-, lo 
primero escribiré por lo dicho antes 8563, con lo que 
tendré escritas las palabras ocho mil quinientos se
senta y tres. Gomo después sigue la palabra millo
nes , me da á conocor que faltan aun seis cifras (8), 
y la primera que debe seguir es la que esprese las 
centenas de millar j y como el número dice (ántes de 
la palabra mil) doscientos, el primer guarismo que 
debo poner es el 2 , y tendré 85Ó32. Ahora han de 
seguir las decenas de millar; y como dice cuarenta, 
tendré que poner el 4 y me resultará 856324. Des
pués siguen los millares: y como dice seis, pondré 
el guarismo 6 y tendré 8563246. Después deberán 
seguir las centenas, decenas y unidades que haya en 
el número propuesto ; y como después de las pala
bras seis mil no sigue nada, pondré tres ceros y ten
dré 8563246000, que espresa el número dado. He aquí 
varios ejemplos para que se ejerciten los prinpiantes. 

1.0 E l námero trescientos cuarenta se escribe 340. 
4 2.0 E l número siete mil cincuenta y ocho se es

cribe 7058. 
3.0 E l número noventa mil seiscientos diez se es

cribe 9061O. .̂ jr 
4.0 Doce millones, treinta y ochó mi l setecien

tos cuatro se escribe 12038704. ^ 
5.0 Quinientos tres mil millones y noventa se es

cribe 503000,000090. 
13 Para leer un número cuando está escrito, se 

observará el lugar que ocupa cada guarismo y la es
pecie de unidades que espresa , y se pronuncia la pa-
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labra correspondiente á cada uno. Esto es fácil , si 
el numero tiene pocos guarismos; pero.si es compli
cado se divide en porciones de seis guarismos, empe
zando pá? la derecha; en la primera separación se 
pone un i , bien sea por la parte de arriba ó bien por la 
de ahajo; en la segunda un 2; en la tercera un 3, fffe.; 
después se divide cada porción de seis guarismos en 
dos de tres con una coma; y se empieza leyendo por 
la izquierda, pronunciando mil donde se encuentre 
una coma, y donde se halle un 1 , un 2 ̂  un 3 , fefe. 
millón, billón, t r i l lon, & c . , y luego a i fin se pro* 
hunda unidades. Ejecutando esto con el número 

4683 21572.<D57 )̂02:i 54300807 

tendré 468,321 572,057 002,154 300,807 
3 2 1 

que se lee : cuatrocientos sesenta y ocho m i l , tres
cientos veintiún trilíones , quinientos setenta y dos 
mi l cincuenta y siete billones, dos mil ciento cin
cuenta y cuatro millones, trescientos mi l ochocientas 
y siete unidades. 

14 Ahora, si á un numero cualquiera se le pone 
un cero á la derecha , se le hace diez veces mayor; 
porque su ultimo guarismo que ántes espresaba unida
des, ahora espresa decenas; las decenas, centenas, &c. 
del primitivo, se habrán hecho también diez veces 
mayores; luego habiéndose hecho cada parle diez ve
ces mayor , lo habrá quedado el todo (intr, ax. 3.0). 
Peí mismo modo se demostraría que añadiendo dos 
ceros, se hace el número cien veces mayor, & c . * . 

15 Los números se dividen en abstractos y con
cretos; se llaman abstractos los qué no determinan 
la especie de unidades como cinco, veinte, y to
dos los que hemos considerado ántes; y concretos .sora 
los que la determinan, como cinco hombres, seis man
zanas, & c . 

Los números concretos se subdividen en //70/720/e-
neos y heterojéneos; se llaman homojéneos /05 que es-
presan unidades de una misma especie^como 5 hom
bres , 60 hombres, & c . ; y heterojéneos /05 que se 
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refieren á diferentes unidades , como 20 hombres, 
80 manzanas , &;c. 

E l ndmero se llama dijito ó simple, cuando se es
cribe con un solo guarismo j y compuesto, cuando 
se escribe con mas. 

Ademas, el número se divide en entero, quebra
do , misto, fraccionario y quebrado de quebrado. E n 
tero es el que se compone exactamente de unidades, 
como todos los considerados h^sta aquíj quebrado el 
que espresa partes de la unidaid, como tres cuartos, 
dos quintos, £ífc.; misto el quÁse compone de ente
ro y quebrado , como cuatro y medio j fraccionario es 
aquel en que, contando por pdHés de la unidad , se 
llega á tener una unidad ó mas de una unidad, como 
tres tercios , cinco tercios ; y por ult imo, quebrado 
de quebrado es el que espresa partes de partes de la 
unidad, como los tres cuartos de dos quintos , &C.4- -

16 En los pesos y medidas españolas se observa 
la ley siguiente. 

Las medidas de longitud se refieren al p ie ; este 
se divide en 16 dedos, y el dedo en m i t a d , cuar
ta, ochava, y diez y seisava parte-, también se d i 
vide en 12 pulgadas, y la pulgada en 12 líneas. 

La vara se compone de tres pies , y la legua de 
20000 pies. 
/17 La primera de las medidas agrarias es el es

tadal cuadrado, que es un cuadro de 4 varas, ó 12 
pies de largo y otro tanto de ancho. Después sigue 
la aranzada, que se compone de 20 estadales en cua
dro 5 y luego la fanega de t i e r ra , que se compone 
de 24 estadales en cuadro. La fanega de tierra se d i 
vide en 12 celemines , y el celemín en 4 cuartillos. 

18 Para los granos, la sal y demás cosas secas, 
la unidad de especie superior es el cahiz , que se 
compone de 12 fanegas , y la fanega de 12 celemi
nes ; también se divide la fanega en 2 medias fane
gas y en 4 cuartillas. 

19 Para los l íquidos, escepto el aceite , se usa 
de la cántara ó arroba , que se divide en 2 medias 
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cántaras\ la media cántara en 2 cuartillas-, la cuar
t i l la en 2 azumbres-, la azumbre en 2 medias azum
bres; la media azumbre en 2 cuartillos; el cuartillo 
en 2 medios cuartillos; el medio cuartillo en 2 eo-
pa^; de modo que la cántara tiene 32 cuartillos. E l 
Twoyo se compone de 16 cántaras. 

Esceptuamos el aceite, porque sus medidas están 
arregladas al peso, y así se usa de la arroba , media 
arroba, cuartilla ó cuarto de arroba, libra, media 
libra, cuarterón ó panilla, y de la media panilla. 

20 Para las cosas que se venden al peso, la uni
dad de especie superior es el quintal, que se com
pone de 4 arrobas; la arroba de 25 libras; la libra 
de 16 onzas; la onza de 16 adarmes; el adarme de 
3 tomines, y el tomín de 12 granos^ La libra se d i 
vide en 2 medias libras, en 4 cuarterones, y en 8 
medios cuarterones; la onza en 2 medias onzas, en 
4 cuarías y en 8 ochavas ó dracmas; la libra se d i 
vide también en 2 marcos, y el marco en 8 onzas. 

21 En la moneda la unidad de. especie superior 
es el doblón, que se compone de 4 pesos; el peso de 
15 reales , y el real de 34 maravedises. 

22 En el tiempo se observa la siguiente división: 
el siglo se compone de, 100 áreos 3 el ano de 12 me
ses , d de 365 dias y algo mas; el mes de 28 , 30, 
ó 31 dias; el dia de 24 horas; la hora de 60 minu
tos ; el minuto de 60 segundos, &c. 

De la operación de sumar 6 de la adición. 

23 Aunque es verdad que dado un numero solo 
se le podrá hacer mayor d menor, los diferentes mo-
-des^ie^ifeay de aumentar d disminuir los números, 
conducen á seis operaciones, que son: sumar, res
tar , multiplicar, dividir , elevar á potencias y es-, 
traer raices. • i • , ¡ 

Samar es reunir en un solo número el valor de 
•dos ó mas homojéneos; la operación por medio de la 
cual se ejecuta esto, se llama adiciónj los números 
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que se dan para sumar, sumandos, y lo que resulta 
de la operación, ÍÍÍOTÉZ. Los sumandos han de ser ho-
niojeneos, porque un numero de hombres, por ejem
plo, no pueíe aumentar uno de caballos &c. 

Se indica esta operación poniendo entre los SUT 
niandos este signo -{-, que se lee mas. Así , la espre-
sion 5-1-3 se lee: cinco mas- tres; y para indicar que 
después de hecha esta suma resulta 8, se pone el sig
no = , que se lee igual ; de manera que la espresion 
ÍJH-3=I=:8, se lee : cinco mas tres igual ocho. 

24 Para poder sumar es necesaaio saber perfec
tamente lo que componen juntos de dos en dos , los 
números díjitos, cuyas sumas son las contenidas en 
la siguiente 

Tabla para sumar. 

y 2 son 
y 3-
y 4 
y 5 • 
y.6 
y 7 
y 
y 

10 
11 

3 y 3 
3 y 4 
3 y 5 
3 y 6 
3 y 7 
3 y s 
3 y 9 

son 6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

5 y 5 son 10 
5 y 6 11 
5 y T 12 
5 y 8...... 13 
5 y 9 I4 

6 y 6 son 12 
6 y 7 ^ 
6 y 8...... 14 

6 y 9...y. 15 

7 y 7 son 14 
7 y 8 15 
7-y 9 16 

8 y 8 son 16 
8 y 9 ^ 
9 y 9 - - 18 

25 Sabida la tabla, se saben sumar de memoria 
todos los números díjitos j y para "sumar un número 
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compuesto con un díjito, se añadi rá el dtjito á las 
unidades del compuesto, y se pronunciará el todo', 
si de la suma del díjito con las unidades del com
puesto resulta alguna decena , se pronuncia en la su
ma la decena inmediatamente mayor á la que lleve 
el compuesto. V . g. 25 y 4 (diciendo: 5 7 4 son 9) 
son 29j 27 y 8 (diciendo 7 y 8 son 15) son 35, &c. 

26 Entendido esto, para sumar toda clase de nú
meros enteros resolveremos el siguiente 

Problema. Sumar números enteros. 
Resolución. Coloqúense todos los sumandos , los 

unos debajo de los otros, dé modo que -se correspon
dan unidades debajo de unidades decenas debajo 
de decenas, &c.'¡ tírese después una raya ^ empiécese 
á sumar por la columna de las unidades, y súmense 
todas las de los sumandos : esta suma se compondrá 
ó de unidades solas , ó de decenas solas, 6 de dece* 
ñas y unidades; si se compone sólo de unidades, se 

' • pone debajo de la raya el guarismo que las espresa, 
N de modo que se corresponda con las unidades de los 

sumandos ; si se compone sólo de decenas, se pondrá 
o bebajo de las unidades de los sumandos, y las de
cenas se guardarán para sumarlas con las de la co
lumna siguiente; si hay decenas y unidades, se co
locan las unidades debajo de las unidades, y se guar
dan las decenas para sumarlas con las de la colum
na inmediata. Después se suma la columna de las 
decenas, teniendo cuidado de sumar con el primer 
guarismo las que resultaron^ de la suma de las uni
dades : esta suma de decenas se compondrá ó de de
cenas solamente, ó sólo de centenas, ó de centenas y 
decenas ; si -sólo contiene decenas , se pone debajo de 
la columna de las decenas el guarismo que las espre
sa ; si tiene solamente centenas, se pone o debajo de 
las decenas , y se guardan las centenas que resulten 
para sumarlas con las.de los sumandos; si contiene 
.centenas y decenas, se colocan-las decenas debajo de 
las decenas, y las centenas se guardan para sumar
las con las de la columna de la izquierda. Luego, se 
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pasa á sumar las centenas, teniendo cuidado de aña
dir a l primer guarismo las que se llevaban de la su
ma de las decenas 5 y si en la suma de las centenas 
hay millares , se guardan para sumarlos con los de 
la columna inmediata; y asi se continúa hasta lle
gar á la última columna de la izquierda, de cuya 
suma si resulta alguna ó algunas unidades de espe
cie superior, se ponen á i a izquierda del guarismo 
últimamente puesto; y el número que resulta debajo j , 
de la raya es la suma pedida. 

Ejemplo. Si quiero sumar los números 3572, 696, 
57 y 709i ôs Pondré los unos debajo de los otros, de 
modo que se correspondan unidades debajo de uni
dades , decenas 'debajo de decenas , &c. j tiraré des
pués una raya en esta forma: 

Empiezo á sumar por las unidades, y 
digo.: 2 unidades y 6 son 8 , y 7 son 15, 
y 9 son 24; en 24 , que son unidades, 
hay 2 decenas y 4 unidades; coloco las 4 
unidades debajo de la columna de las uni
dades , y guardo las 2 decenas para su- 5034 
marlas. con las de la columna siguiente, en 
que digo: 7 decenas, y 2 que llevaba dé la siima de 
las unidades , son 9 decenas, y 9 son 18 , y 5 son 
23 , y o son 23 ; en 23, que son decenas , hay tres 
decenas y 2 centenas j por lo cual pongo un 3 de
bajo de las decenas, y guardo las 2 centenas para su
marlas con las de la columna inmediata, diciendo: 

"5 centenas, y 2 que llevaba, son 7 centenas, y 6 
son 13 , y 7 son 20 ; en 20 , que son centenas, hay 
2 millares justos y ninguna centena; por lo que pon
go o debajo de las centenas , y guardo los 2 millares 
para la columna inmediata, en que digo: 3 y 2 que 
llevaba son 5 , que pongo debajo de los millares 5 y 
como ya no hay mas guarismos, digo que la suma de 
los números propuestos es cinco mi l treinta y cuatro. 

Escolio. A l sumar cada columna no se necesita i r 
repitiendo si son unidades, decenas, & c . ; pues como 

• por el sistema de numeración cada diez unidades com-
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ponen una de especie superior, se suman los guaris
mos de cada columna como si so'lo espresasen unida
des, y después de colocar debajo de la columna que 
se suma, las unidades sencillas que resulten , se lle
gan para la columna inmediata tantas unidades como 
decenas resultaron en la suma de la columna anterior. 

27 Gomo el problema consta de resolución y de
mostración , y hasta ahora solo hemos dado la reso
lución , nos falta la segunda parte que es la 

Demostración. La colocación de los sumandos es 
por comodidad; el tirar la raya es por claridad, es
to es, para que no se confunda la suma con los su
mandos; todo lo demás está reducido á que en el nu
mero de debajo de la raja están todás las unidades, 
decenas, centenas, & c . , esto es , todas las partes de 
los sumandos; y como lo que se hace con las partes 
(intr. ax. 3.°) queda hecho con el todo, se infiere 
que el numero que está debajo de la raya,es la su
ma de todos los sumandos, que era lo que debia ha
cer y demostrar , que se espresa : L . Q. D . H . y D . 

Esc. Si fuesen muchos los sumandos, se podrían 
hacer varias sumas de á seis ú ocho sumandos ca
da una, y luego se sumarian estas sumas; pero es 
mejor acostumbrarse á hacer siempre la operación de 
una vez, como se ve en los siguientes ejemplos. 

i.0 Z 3-° 4.° 5.° 
4723 . 45638 49673 35286 

87412 7946 35486 ; 5732 
7029 369204 359864 93468 

379408 Vo8o3 68397 74253 
^ 7 * ^ 6 2o8739 

2.0 540316 • 56384 6.° 
7537 47210 724836 38497 

96425 204562 97537 98704 
^7584 38930 35791 2746 

2563 — : Trr- 4821 
2367501 1511889 _ -124109 ' 144763 
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De la operación de restar ó de la sustracción. 

28 La primera operación de disminuir es ia de 
r m a r , que es averiguar la diferencia entre dos nú
meros homojéneos; la operación por medio de la cudl 
se ejecuta esto, se llama sustracción; el mimero de 
que se ha de restar, minuendo; el que se r^sta , sus-
traendo; y lo que resulta de la operación , se llama 
resta , esceso ó diferencia. 

E l minuendo y snstraendo deben ser homojéneos 
por razones análogas á las dichas (23). 

Se conoce el minuendo en que lleva siempre an
tepuesta la preposición «íe j y para indicar una ope
ración de restar se escribe el minuendo, después "este 
signo —-, que se lee merlos, y luego el sustraendo que 
es el otro numero; y para indicar él resultado se po
ne el signo —. Así , la eSpresion 7—4=3 , quiere de
cir , que después de quitar 4 de y quedan y se lee: 
.siete menos cuatro igual tres. 

29 Entendido esto, pasemos á resolver el siguiente 
Problema. Restar números enteros. 

Res. Coloqúese el sustraendo debajo del minuen
do, dé modo que se correspondan unidades debajo de 
unidades, decenas debajo de decenas , ¿ífc.j tírese des
pués una raya debajo del sustraendo; véase las uni
dades que faltan d las del sustraendo para que tenga 
las mismas que el minuendo, y las que le falten se 
ponen debajo de la raya en la columna de las unida
des ; ejecútese lo mismo con las decenas, centenas^ 
millares, &>c., y el número que salga debajo de la 
raya será la resta. \ 

Ejemp. Si de 47835 quiero restar 23512, vére'que 
el número que lleva la preposición de es el 47835; 
por consiguiente este es el minuendo, y por lo mis
mo colocaré el sustraendo 23512 debajo 
de él , como aquí se ve: 47^35 

Y después de tirada la raya, diré: de 23513 
2 unidades á 5 unidades van 3, que pon- —•——. 
go debajo de la raya en la columna de las 24323 



14 ARITMÉTICA. 
uíiidades ; de i decena á 3 van 2 , que pongo de
bajo de ia raja en Ja coJumna de las decenas; de 5 
centenas i 3 van.3, que pongo debajo; tie 3 millares 
á 7 van 4, que pongo debajo; de 2 decenas de millar 
á 4 van 2, que pongo debajo de su columna corres
pondiente; y tendré que la diferencia entre los dos 
números propuestos es 24323. 

Dem. E l colocar el sustraendo debajo del minuen
do es por comodidad, y el tirar la raya por clari
dad; todas las demás reglas se reducen á que por 
ellas encontramos la diferencia entre las unidades de 
los dos números propuestos, la de las decenas, la de 
las centenas, & c . , esto es, que; hallamos la, diferen
cia de todas las partes de los números dados; y como 
todas estas diferencias las hemos ido colocando las unas 
al lado de las otras en sus lugares correspondiente^, 
resulta que su conjunto formará (intf. ax. 2.0) la di
ferencia total. L . Q. D . H . y D . 

30 A l ejecutar las restas parciales no se necesita 
repetir si son unidades, decenas, & c . , sino hacer 
siempre la resta como si fuesen unidades sencillas. 
V . g. si quiero restar 47305 de 58639, los 
colocaré como aquí se presenta: 58639 

Y después de tirada la raya d i ré : de 5 47305 
á 9 van 4, que pongo debajo; de o á 3 van ~ 
3; de 3 á 6 van 3; de 7 á 8 va 1, y de 4 11334 
á 5 va 1 ; y colocando estas diferencias en 
sus lugares respectivos, digo que Ja diferencia total 
es 11334-

31 En la operación de restar sucede con frecuen
cia que algunos guarismos del minuendo sean me
nores que los correspondientes del sustraendo. En 
este caso se toma una unidad del guarismo inmediato 
de la izquierda del minuendo, \SL cual como vale diez 
respecto del guarismo que se considera, se Je añaden 
á este, y de su suma se resta el guarismo del sus
traendo ; y cuando se pasa á restar el otro, se consi
dera el guarismo del minueñdo con una unidad me
nos ; pero es mas análogo con el modo de proceder en 
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las demás operaciones , dejar los guarismos del m i 
nuendo como lo que. sean , y añadir una unidad al 
correspondiente del sustraendo- V . g. si quiero hallar 
la diferencia entre 58276 y 23848 , los co
locare' como he dicho (29) y aquí se ve: .58276 

Y después de tirada la raja diré': de 8 23848 
á 6 no puede ser , es decir , que al 8 no le — r — — 
faltan ningunas unidades para convertirse 34428 
en 6 , ó que no puedo quitar 8 al que no 
tiene mas de 6; por lo mismo tomo una unidad del 
guarismo inmediato 7, que como vale ÍO respecto de 
las del 6, las sumo y tengo 16, de cuyasuma ya pue
do restar el 8 diciendo : de 8 á 16 van 8 que pongo 
debajo j ahora ppdria considerar el 7 como 6, por ha
berle quitado una unidad 0 y decir de 4 á 6 van 2; 
pero es mejor acostumbrarse á añadir dicha unidad al 
guarismo del-sustraendo j y así, d i r ¿ : 4 y 1 que lle
vo son-5, de 5-á 7 van 2 que coloco debajo; paso á la 
columna inmediata y digo1: de 8 á 2 no puede ser; to
mare una unidad del guarismo inmediato, y hallaré 
que de 8 á 12 van 4 , que pongo debajo, y llevo 1; 
3 y 1 que llevo son 4 , de 4 á 8 van 4 que pongo, y 
no llevo nada; de 2 á 5 van 3 que pongo debajo, y 
resulta la diferencia 34428. 

32 También suele ocurrir en esta operación el que 
el minuendo termine en ceros ^ ó que tenga ceros entre 
sus guarismos significativos; en cuyo caso se deja el 
minuendo como lo que es, y se añade una unidad al 
guarismo del sustraendo , siempre que para restar el 
anterior se haya tenido que tomar unidad auxiliar. 
V . g. si de 370480000 quiero restar 35729486, los 
colocaré como aquí se ve: 

Y después dé tirada la raya diré: g704§oooo 
de 6 á 10 van 4 , y de 10 llevo 1; 35729486 
8 y 1 son 9, á 10 va 1, y de 10 lie-
vo 1; 1 y 4 son 5, á 10 van 5, y lie- 334750514 
vo 1; 1 y 9 son 10, á i o va cero, y 
llevo 1; 1 y 2 son 3 , a 8 van 5, y no llevo nada; de 
7 á 14 van 7, y llevo 1; 1 y 5 son 6, á 10 van 4 , y 
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llevo i ; i y 3 'son 4 , á 7 vau 3, y no llevo nada; y 
como del 3 que queda á la izquierda no tengo nada 
que restar , le pongo debajo. 

33 La razón de está práctica, contrayéndonos al 
primer ejemplo , es que para poder restar el 8 tuve 
que tornar una unidad auxiliar del 7; de donde sé in 
fiere que al restar el 4110 se debe considerar al 7 mas 
que como 6; pero si dejo al 7 como lo quedes cuan
do voy á restar el 4 tengo cuidado de*^«iiwiife una 
mas, resulta que cualquier práctica es igualmente 
segura, aunque la segunda es pi-eferible. " 

Otros ejemplos de sustracción. 

i.0 s.0 3.0 4^° 5-° 
3571042 4268013 1350304 ;2570842 3204005 
683475 586435 58425B 643576, 863957 

2887567 3681578 0766046 1927266 2340048 

De la • multiplicación. 1-
34 La segunda operación de aumentar es la de 

multiplicar. Esta, es el caso.particular de la suma en 
que todos los sumandos son iguales; y así , se dice 
que multiplicar es tomar un número tantas veces como 
unidades tiene otro. La operación se llama multipli
cación; el numero que se ha de tomar, se llama mul
tiplicando ; aquel que con sus unidades espresa las 
veces que se ha de tomar el mnltiplicando, se l l a 
ma multiplicador i y lo que resolta de la operación 
se llama producto ; el multiplicando y multiplicador 
juntos, se llaman factores del producto. 

La operación de multiplicar se indica escribiendo 
el multiplicando, después un punto d este signo x , 
y luego el multiplicador; así, 4.5 d 4x5 indica que 
se ha de multiplicar el 4 por el 5 ; y para indicar 
el rebultado se usa también del signo —; de manera 
que 4.5=:20^ d 4x5—20, espresa que ei producto de 
multiplicar 4 por 5 es 20, y se lee: 4 multiplicado por 
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5 igual 20. Ocurre con mucha frecuencia el hacer ofi
cios de multiplicando d de multiplicador, sumas ó 
restas indicadas j en este caso se encierran en un pa.-
réntesis de este modo: (3-1-1 )x(7—2)̂ =203 
que quiere decir que la suma de 3 con 1 que es 4, 
se debe multiplicar por lo que queda de restar 2 de 
7 que es 5; y por eso hemos puesto el«producto 20. 

35 La definición de la multiplicación manifiesta» 
que el producto debe ser de la misma especie que 
el multiplicando; y el multiplicador debe ser un mí* 
mero abstracto, que solo dice las veces que se ha de 
tomar d sumar el multiplicando. En algunas cues
tiones conviene distinguir los factores; más en el 
producto no influye el que se truequen sus oficios, 
como vamos á manifestar en el siguiente 

36 Teorema. E l orden de los factores no altera 
el producto. 

Esplicacion. Si quiero multiplicar 5 por 4, voy 
á demostrar que el producto será el mismo , ya mul
tiplique el 5 por el 4 , d ya el 4 por el 5. \ 

Dem. Pues que la multiplicación es unav ̂ suma 
abreviada, tendré que sumando cuatro veces 1̂ 5, 
hallaré el producto que busco; pero si descompórigo 
á cada 5 en las cinco unidades de que consta, debe
ré sacar el mismo resultado de sumar estas unidades 
que de sumar los cuatro 5 á que equivalen; por lo 
mismo , indicando y ejecutando la operación como 
aquí se ve: 

Observo que e\ conjunto de 5=i-hi-hi-hi-t--i 
unidades que están á la de- 5=r-+-n-'H;H-i 
recha del signo de igualdad, 5=i-M-hi-i-i-M 
equivalen á los cuatro 5 que 5 = I - M - M ' + - H - I 
están en columna; pero estas — — — ^ 
mismas unidades, sumadas, 20=4-+4+4H-4'+'4 
equivalen á los cinco 4 que 
hay debajo de la raya; luego si cuatro 5 equivalen á 
cinco 4, será cuatro veces un 5 igual cinoc» veces un 
4; y por lo mismo cuatro veces 5 es igual á Cinco ve
ces 4 d 4x5=5x4, que era L . Q. D . D . \ 

B T. I. \ 
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37 Entendido esto, para poder ejecutar una mul

tiplicación, es indispensable saber perfectamente los 
productos que resultan de multiplicar entre sí los nú
meros díjitos, que son los contenidos en la siguiente: 

Tabla de los productos de los números díjitos. 

i por i es i 
i por 2 2 
i por 3 .. 

j 1 por 4.. 
1 por 5.. 
1 por 6.. 
i por 7.. 
1 por 8.. 
i por 9.. 

2 por 2. 
2 por 3. 
2 por 4. 
2 por 5; 
2 por 6. 
2 por 7. 
2 por 8..... 16 
2 por 9 18 

4 
6 
8 

10 
12 
14 

4 por 4 son 16 
4 por 5 20 
4 por 6 24 
4 por 7 28 
4 por 8 32 
4 por 9 36 

7 por 7 son 49 
7 Por 8 56 
7 Por 9 63 

5 por 5 son 25 
5 por 6 30 
5 por j 35 
5 por 8 40 
5 por 9 45 

8 por 8 son 64 
8 por 9 72 

3 por 3 son 9 i 

3 Por 4 12 ¡ 
3 Por 5 15 
3 por 6 18 
3 por 7 21 
3 por 8...... 24 
3 Por 9 27 

6 por 6 son 36 
6 por 7 42 
6 por 8 48 
6 por 9...... 54 

9 por 9 son 8: 

10 por 10 son 100 
10 por 100........ 1000 
10 por 1000 10000 
10 por 10000 100000 
10 por 100000... 1000000 

38 En la multiplicación pueden ocurrir tres ca
sos: multiplicar un número dijito por otro dijito; un 
compuesto por un dijito, ó un dijito por un compues
to-, y un compuesto por otro compuesto. Para el prime-
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ro basta saber la tabla de memoria; para el segundo 
resolvéremos el siguiente /T^ A 

39 Problema: M u l t i p l i c a r un n ü n ú r o ícompuesto 
•por un d'tjíto. y y y v y 

Res. Coloqúese el di j i to debajo de las unidades 
del compuesto , y t í rese una r a y a por l a parte infe-
r ior y mul t ip l iqúese el guarismo de las unidades del 
mul t ip l icando, que es el compuesto, por el m u l t i p l i 
cador que es el d i j i t o : s i en este producto hay sólo 
unidades , se colocan debajo de las de los factores', 
s i contiene sólo decenas, se pone o*en el lugar de las 
Unidades , y se guardan las decenas p a r a a ñ a d i r l a s 
a l producto de las decenas de l a columna inmediata: 
y s i contiene^ decenas y unidades , se ponen las u n i 
dades debajo de las de los factores , y se guardan 
las decenas p a r a a ñ a d i r l a s a l producto de las de
cenas. Después se mul t ip l ican las decenas del m u l t i 
plicando por el mismo m u l t i p l i c a d o r á ^ s u producto 
se a ñ a d e n las que se ¡llevaban del producto de las un i 
dades , y se colocan las decenas que resulten debajo 
de las decenas^ guardando las centenas , s i las hay , 
p a r a a ñ a d i r l a s a l producto de las centenas de l a co
lumna inmediata . Luego, se mul t ip l ican por el mis 
mo mul t ip l icador las centenas del mul t ip l i cando , á 
cuyo producto se a ñ a d e n las que se llevaban del p r o 
ducto de las decenas 1 y a s í se cont inúa hasta que no 
haya mas guarismos en el mult ipl icando. S i en el 
ú l t imo producto hay a l gimas unidades de especie su
per ior que l levar , se colocan á l a i zqu ie rda ; y el n ú 
mero que resulta debajo de l a r a y a es el producto. 

Ejernp. Si quiero multiplicar 453 por ó, o 6 por 
453, colocare' el 6 debajo de las unidades del 453, 
en esta forma: 

Tiro debajo una raya, y empiezo á 453 
multiplicar diciendo: 3 por 6 son 18, 6 
que son unidades 5 y como en 18 unida-
des hay 1 decena y 8 unidades, coloco 2718 
el 8 debajo de las unidades de los facto
res , y guardo la decena para añadirla al producto 
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de las decenas, y digo: 5 por 6 son 30, y 1 que lle
vaba son 31 , que son decenas; y como en 31 dece
nas haj 3 centenas y 1 decena, coloco el 1 debajo de 
las decenas, y guardo las 3 centenas para añadirlas 
al producto de la columna siguiente, en que digo: 
4 por 6 son 24 , y 3 que llevaba son 27, que son 
centenas; y como en 27 centenas hay 2 miliares y 7 
centenas, coloco las 7 centenas, y guardo los 2 mi
llares para añadirlos al producto de la columna si
guiente; pero como ya no hay mas guarismos en el 
multiplicando, coloco estos 2 millares á la izquier
da del 7 , y tengo que 453 multiplicado por 6 da 
2718 por producto. 

Dem. La colocación de los factores es por como
didad, y la raya se tira para claridad. Todas las de-
mas reglas esta'n reducidas á multiplicar las unida
des, las decenas, centenas , & c . , esto es, todas las 
partes del multiplicando por el multiplicador; y como 
todos los productos parciales los hemos ido reunien
do en uno solo, resulta que el número que está debajo 
de la raya es el producto de todas las partes de que se 
compone el multiplicando por el multiplicador; luego 
(intr. ax. 3.0) será el producto total. L . Q. D . H . y D . 

40 A l hallar cada producto no se necesita ir es
presando la especie de unidades; de manera que en 
la práctica bastan las palabras del siguiente ejemplo. 
Si quiero multiplicar 7263 por 8 , colocaré los nú
meros Como he dicho y aquí se ve : 
y después de tirada la raya d i r é : 3 por 7263 
8 son 24, pongo el 4 y^llevo 2; 6 por 8 8 
son 48 , y 2 que llevaba son 50 , pongo - — 
o y lleVo 5; 2 por 8 son 16, y 5 que He- 58104 
vaba son 21, pongo 1 y llevo 2-^7 por 8 
son 56, y 2 qué llevaba son 58 , pongo el 8 y llevo 
5 ; que como no hay mas guarismos en el mult ipl i
cando, coloco el 5 á la izquierda del 8, y resulta que 
el producto de 7263 por 8 es 58104. 

41 Ahora observaremos que todo número jnulti-
plicado por la unidad^ ó la unidad multiplicada por 
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cualquier número , da por producto el mismo núme
ro ; y que cero multiplicado por cualquier número ^ ó 
al contrario, da cero por producto. 

42 Si atendemos al sistema de numeración, ve
remos (14) que un número resulta multiplicado por 
10, solo con añadirle un oj se le multiplica por 100, 
con añadirle dos ceros, & c . ; y en general, para mul
tiplicar un número por la unidad seguida de ceros, 
se colocarán á la derecha de dicho número tantos ce
ros como acompañen á la unidad. 

43 De aquí se sigue que la multiplicación de un 
ndmero cualquiera por otro de un guarismo signifi
cativo y ceros, se reduce á la de por uno díjitoj pa
ra lo cual se multiplica el iiúmero compuesto por el 
guarismo significativo, y al producto se le añaden 
tantos ceros como le acompañen. 

En efecto , para multiplicar 537 por 400, indi
caré la operación de este modo: 537x4005 
pero 400 es lo mismo que 4x100, luego poniendo en 
vez de 400 este valor, la espresion anterior se con
vertirá en 537x4x100; 
pero aquí tengo indicado que el producto de 537 por 
4 , que (40) es 2148, le debo multiplicar por 100; 
y cprno para multiplicar por 100, basta sólo añadir 
dos ceros, resulta que si al 2148 le añado dos ceros, 
tendrd que 214800 es el producto de 537 por 400. 

Otros ejemplos de multiplicación. 

i.0 2.0 3.0 4.0 

5787 95687 8040753 M257839 
8 7 60 5000 

46296 669809 482445180 71289195000 

44 Comprendido esto, pasemos al tercer caso que 
esplicarémos en el siguiente 

Problema. Multiplicar un número compuesto por 
Qtro compuesto. 

Res. Tómese por multiplicad&r el que tenga mé-
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nos guarismos , y póngase debajo del mult ipl icando, 
que es el otro n ú m e r o , de modo que se correspondan 
en columna las unidades con las unidades, las de
cenas con las decenas, & c . ; t í rese , una r a y a ^ m u l 
t ipl iqúese todo él mult ipl icando por las unidades - del 
mult ipl icador (40), cuyo producto se p o n d r á debajo 
de la r a y a de modo que caigan las unidades , de
cenas , & c . debajo de las unidades, decenas, & c . de 
los factores; mul t ip l iqúese después todo e l : m u l t i p l i 
cando por las decenas del mul t ip l i cador , y coloqúese 
este producto debajo del anter ior , corr iéndole un l u 
gar hacia l a i zqu ie rda ; luego, mult ipl iqúese todo el 
multipl icando por el guarismo siguiente del m u l t i 
p l i c a d o r , y coloqúese este producto debajo del an
tecedente, cor r iéndole t ambién otro lugar hacia l a 
izquierda ; y continúese de este modo hasta que no 
haya mas guarismos en el mul t ip l icador . Después se 
t i r a r á debajo de estos productos parciales otra r a y a ; 
se s u m a r á n todos e l lo s , y l a suma s e r á el producto 
que se p ide, 

E jemp. Si quiero multiplicar 8237 por 536 , to
maré por multiplicador el 536 y le colocaré debajo 
del multiplicando, en esta forma: 

Y después de tirada la raya muí - 8237 
tiplicaré el 8237 por 6, é iré colocan- 536 
do el producto debajo de la raya co- f̂— 
mo en el caso dicho (40)5 después paso 49422 
á multiplicar todo el multiplicando -24711 
8237 portel segundo guarismo del 41185 
multiplicador que es el 3, y coloco su ~ 
producto debajo del anterior, corrién- 4415032 
dolé un lugar hácia la izquierda. Paso 
después á multiplicar todo el multiplicando por el 
tercer guarismo del multiplicador , que es el 5 , y 
coloco su producto debajo del anterior, corriéndole un 
lugar hácia la izquierda. Tî ro después una raya, por
que ya no hay mas guarismos en el multiplicador: su
mo todos estos productos parciales, y tengo en la suma 
4415032 el producto de los dos números propuestos. 
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Dem. E l tomar por multiplicador el de menos 

guarismos es porque el orden de los factores (36) no 
altera el producto, y de este modo resulta la opera
ción con mas sencillez 5 su colocación es por comodi
dad, y el tirar la raya por claridad; todas las demás 
reglas están reducidas á multiplicar todo el mul t i ' 
pilcando por las unidades del multiplicador; después 
todo el multiplicando por las decenas del multipli
cador, y hemos de colocar este producto debajo del 
guarismo de las decenas del anterior, porque de mul
tiplicar por decenas (42) debe resultar al íin un cero, 
y los guarismos signiíicativos deben empezar desde 
las decenas en adelante, y por consiguiente se deben 
colocar debajo de las decenas del primer producto par
cial, para poder ejecutar después la suma ; después he
mos multiplicado por Jas centenas, y así sucesivamen
te, hasta haber multiplicado todo el multiplicando por 
todos los guarismos o partes del multiplicador; pero 
todos estos productos los hemos sumado y reunido en 
un solo numero, que es el que sale debajo de la rayaj 
luego (intr. ax. 3.0) este numero que contiene la suma 
de los productos del multiplicando por todas las partes 
del multiplicador, contendrá el producto de todo el 
multiplicando por todo el multiplicador.L.Q.D.H.y D . 

1. Ejemplos de multiplicación. 

1.° 2.° 3.0 
78546 85368 947586 

3254 647 479^8 

314184 597.576 1 758o¿688 
392730 34Í472 ' 8528274 

157092 512208 6633102 
235638 • 3790344 

55233096 
255588684 45465/7628 

4.0 Elproducto de 695725 por 8563 635957493175. 



24 A R I T M E T I C A , 
5.0 E l producto de B5326 por 475 es 40529850. 
6.° Y el de 357964 por 4867 es 1742210788. 

, 45 La operación de multiplicar se abrevia, cuan-
do uno ó ambos factores terminan en ceros; lo que 
se consigue multiplhqndo sólo los guarismos signifi
cativos , y añadiendo di producto tantos ceros como 
hay al fin eq, ambos factores juntos. 

En efecto, si tengo que multiplicar 6300 por 56, 
será en virtud de lo espuesto (§ 43) 

6300x56=63x10.0x56= 36) 63x56x100. 
Luego si multiplico el 63 por 56, y al producto 

le añado dos ceros (42), tendré en 352800 el produc
to de estos tres factores, d el de los dos primitivos. 

Del mismo modo si fuese 633000 por 2500, ten
dría 633000x2500=633x1000x25x100= 

633x25x1000x100=1582500000. 
También se abrevia esta operación cuando los ce

ros se hallan entre los guarismos significativos del 
mult ipl icadoren cuyo caso se multiplica el multi
plicando por los guarismos significativos dél multi
plicador, hasta llegar á los ceros j en llegando c¡ estos 
no se multiplica por ellos, y se pasa á multiplicar 
por los demás guarismos significativos; pero teniendo 
cuidado de correr el primer producto hacia la izquier
da tantos lugares mas uno , cuantos ceros hay 5 es 
decir, que si bay un cero se debe correr el primer 
producto dos lugares; si dos ceros, tres lugares, &c. 
á la izquierda. V . g . si tuviese que multiplicar 847536 
por 400306, colocaría los factores de esta manera: 

Multiplicaría todo el multi
plicando por 63 lo que me da el 847536 
producto parcial 5085216; como 400306 
después del 6 bay un cero en el • — 
inuitiplicadorpaso á multipli- 5085216 
car por el primer guarismo sig- 2542608 
nificativo que encuentro, que es 3390144 
el 3 , y coloco este producto de — - — — 
modo que su primer guarismo 33927374601Ó 
caiga debajo del 2 del producto 
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antecedente, esto es , corr iéndole dos lugares l i ada 
la izquierda. Como después vuelvo á encontrar ce
ros, paso á mul t ip l icar por el guarismo significativo 
que hay después de ellos, que es el 4 ; coloco el pro
ducto tres lugares mas hácia la izquierda respecto 
del antecedente, porque a q u í hay dos ceros; sumo 
después estos productos , y saco que 847536 m u l t i 
plicado por 400306 da 339273746016 por producto. 

46 Las cuestiones que conducen á la operación 
de m u l t i p l i c a r , se presentan bajo tres aspectos dife
rentes, que se l laman usos de esta operación : 1.0 cuan
do se quiere hacer á -un mí mero cierto número de ve
ces m a y o r ; 2.0 cuando conocido el valor de una un i 
d a d , se quiere averiguar el de muchas ; y 3.0 cuan
do se quieren reducir unidades de especie superior 
á unidades de especie infer ior . 

Para el primer casó se mul t ip l i ca el n ú m e r o dad,o 
por aquel que zspresa con sus unidades las veces que 
se le quiere hacer mayor. V . g . si al 754 le quiero 
hacer as veces m a y o r , m u l t i p l i c a r é el 754 por 58, 
y t e n d r é que el producto 43732 es un n ú m e r o 58 ve
ces mayor que el 754 . 

Para el segundo, se mul t ip l i ca el valor de l a un i 
dad por el número de ellas. V . g . si quiero ave r i 
guar lo que valen 372580 varas de paño á 60 reales 
la v a r a , mult ipl icare el número de varas por el va -
lor de una de e l las , que es 60 reales, y ha l l a r é que 
valen 22354800 reales. Porque, por cada unidad que 
haya , se debe tomar una Vez su v a l o r ; luego se de
b e r á tomar tantas veces el valor de una como u n i 
dades hay. Así m i s m o , 457 arrobas de apeite á 96 
reales valen 43872 reales; y 3574 fanegas de tr igo 
á 85 reales valen 303790 reales. 

Para el tercer caso se mul t ip l i ca el número de 
unidades de especie super ior , por aquel número que 
con sus unidades espresa las unidades de especie i n 
f e r i o r de que se compone l a mayor . 

i.er ejemp. Quiero saber cuán tos pies tienen 7 
varas; como l a vara es l a unidad de especie superior, 
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y se compone de 3 pies,mult ipl icaré el número 7 de 
varas por 3 , y tendré en el producto 21 los pies que 
hay en 7 varas. 

2-c> Quiero averiguar cuántos maravedises hay en 
79 doblones; para esto multiplicaré el 79 por los ma
ravedises que tiene un doblón;, que son 2040, y sa^ 
caré 161160 maravedises; pero es mas cdmodo redu» 
cirios primero á pesos, luego á reales y después á 
maravedises. A s i , eñ el ejempio propuesto veré pr i 
mero cuántos pesos hay en los'79 doblones; después 
los pesos que' saque , veré los reales que componen; 
y luego este numero de reales veré los maravedises 
que tienen ^ cómo%e ve en (A). 

(A) 

79 dobJ 

316 pesos 
15 

75893 varas 
3 

227679 pies 
i9 12 

4367 quintJ 
4 

17468 arrobJ 
25 

J580 
316 

4740 real.5 
• 34 

455358 
227679 

2732148 pulg.s 
12 

87340 
34936 

436700 libras 
16 

1896 
1422 

5464296 
-2732148 

26202 
4367 

161160 mar.s 32785776 líneas 69^7200 onzas 

Los dos ejemplos (B), (C), manifiestan: el (B) el 
modo de reducir 75893 varas á líneas; y el (G) el 
modo de reducir 4367 quintales á onzas. 
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JDe la división. 

; 47 Pasemos á la segrtnda operación de disminuir, 
que es cuando se ha de restar el sustraendo del mi
nuendo todas las veces que se pueda; f como se po
drá quitar tantas veces como este' contenido, se dice 
que dividir es averiguar cuántas veces un número 
contiene á otro. La operación se llama dlmszo» ; el 
número que ha de contener, se llama dividendo; el 
que ha de estar contenido, se llama divisor ; y lo que 
resulta cocjewíe; el dividendo y divisor juntos, se l la
man términos de la división d del cociente. 

48 Gomo dividir es averiguar las veces que*el 
divisor está contenido en el dividendo, se infiere 
^ne multiplicando el divisor por el cociente ha de 
resultar el dividendo; luego en la división eZ nú
mero que multiplicado por el divisor no dé el d ivi 
dendo no puede ser el cociente. 

Para indicar que un numeró se ha de dividir por 
otro, se pone el dividendo, debajo una raya , y lue
go el divisor, d se pone el dividendo, después dos 
pantos, y luego el divisor; a s í , d 15:5, indica 
la división de 15 por 5', y se lee: 15 dividido por 5; 
•y-para indicar el resultado usaremos del signo c=r:; 
de manera que -I^=3, p 15 :5=3 , se lee: 15 d iv i 
dido por 5 igual 3. 

49 Tres casos pueden ocurrir en la división , á 
saber: dividir un número díjito por otro díj i to; d i 
vidir uri compuesto por un díjito ; y dividir un com
puesto por otro compuesto. * ' » 

Para dividir un número díjito por»Otro díjito, y 
aun uno compuesto^dlo de dos guarismos por uno* 
díjito que sea mayor que el guarismo de especie su
perior del compuesto, no hay mas que s^ber la tabla 
-de la multiplicación (37); pues en este caso en ave
riguando el numero por que s^-ha de'multiplicar el 1 
divisor para que de' el dividendo (ó el product» in
mediatamente menor), este será el cociente. 
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W 1'er ejemp. Quiero saber cuán tas veces el 6 con

tiene al 2 , tí cuán to es 6 d iv id ido por 2 ; y como 
haciendo varias tentativas encuentro que el 2 se ha 
de mul t ip l icar por 3 para producir 6 , digo que 3 es 
el cociente. , 

2.0 S i quisiera d i v i d i r j r por 4 , veria que des
pués de dar a l cociente ,2,, me soJbran 3 ; estas. 3 uni
dades que sobran se ponen a l lado del cociente ha
llado,, debajo se t i r a una- r a y a , y debajo se pone el 
divisor, .en esta forma 2 | , y se lee: dos y tres cuartos. 

Para jeer todas estas espresiones, se lee el n ú m e 
ro que e s t á encima de da r a y a con los nombres nu
merales absolutos , y el que es t á debajo con los nu
merales par t i t ivos , sino l lega á 10 : ó con los ab
solutos si. l lega ó pasa de 1 0 , a ñ a d i e n d o después la 
p a r t í c u l a avos. A s í , la espresion 3 - ^ se l ee ; í r e s y 
nueve diez y siete avos. 

50 2.0 ca.so. P rob . D i v i d i r un número compuesto 
por un d í j i t o . .^., 

R e s . . Coloqúese- el divisor á l a derecha del d i v i 
d e n d o é e modo que se correspondan en un mismo 
renglón^ t í rese entre los dos una r a y a de a r r i b a aba
j o , ¡y otra debajo del divisor . Hecho esto , tómese el 
guarismo de especie superior del dividendo , ^ ¿ 2 5 « 
c u á n t a s veces e s t á contenido en e'l el divisor , y se 
pone este cociente debajo dei l a r aya del divisor j s i 
e l p r imer guarismo del dividendo es menor que el d i 
visor , se torna otro guarismoi;mas del dividendo , y 
p a r a que se sepa los que se han tomado,-se pone una 
coma , y se ve c u á n t a s veces en aquel número de dos 
guarismos se contiene el d i v i s o r , conforme se ha d i 
cho (49) , poniendo por cociente lo que resulte. Des-

' pues se mul t ip l i ca este cociente por el d i v i s o r , y se -
coloca el producto debajo del guarismo ó dos g u a r í s -

j m s que se separaron en el d iv idendo; se t i r a debajo 
una r a y a , y se tiesta este producto del guarismo ó 
guarismos separados. A l lado de esta resta , ó a l 
lado de o sino quedó n inguna , se baja el guarismo 
siguiente del d iv idendo , y se ve c u á n t a s veces en l a 
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resta, juntamente con el guarismo que se hajó , está 
contenido el divisor, y el número que resulte se pone 
én el cocieñte á la derecha del guarismo hallado án~ 
tes ; se multiplica este segundo cociente por el divi
sor , &e coloca el producto debajo del segundo divi-f 
deudo parcial , se tira una raya, y se resta. A l la
do de la resta se tuja el siguiente guarismo, y asi 
se continúa hasta que no haya en" el dividendo mas 
guarismos que bajar , apuntando con una coma el 
que se baja para no equivocarse. Si al fin queda res
ta , se pone como se ha dicho (49) , y el número que 
resulta debajo de la raya.es el cociente. 

Ejem. S i quiero d i v i d i r 924 por 7, p o n d r é el d i 
visor á la derecha del d iv idendo , separándolos con 
una raya tirada de arriba abajo, y t i r a r é otra debajo 
del divisor en esta forma: 

Separo con la coma el g u a r í s - 9,2,4 
mo 9 de la izquierda del d iv iden - 7 
do, y d igo : el 7 en 9 cuán tas ve-
ees está contenido? veo que una s a 
vez, por lo que pongo i debajo de a i 
la raya del divisor ; mul t ip l ico 

7 

13a 

este pr imer cociente parcial 1 por 0 1 4 
el d ivisor 7 , diciendo : i por 7 1 4 
es 7 , que pongo debajo del d i v i 
dendo parcial 9 ; t iro una raya y 0 0 
resto 7 de 9. AI lado de la resta 
2 bajo el guarismo siguiente 2 del dividendo, le apun
to arriba y d i g o : el 7 en 22 cuán tas veces está con
tenido ? hallo que son 3 , y pongo este segundo co
ciente parcial á la derecha del p r imero , le m u l t i p l i 
co por el divisor 7 , su producto 21 le pongo debajo 
del segundo dividendo parcial 2 2 , y resto. Bajo a l 
ládo de la resta 1 el guarismo siguiente 4 , y digo: 
7 en 14 c u á n t a s veces está contenido? veo que son 2 , 
pongo este guarismo en el cociente á la derecha d e í 
3 , y le mul t ip l ico por el divisor 7 ; pongo su pro
ducto 14 debajo del tercer dividendo p a r c i a l , y le 
resto de e'lj y como no hay mas guarismos que bajar. 
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ni queda resta, resalta que el cociente de dividir 
924 por 7 es 132. . 

iDem. La colocación de los dos términos es por 
comodidad, y las rayas se tiran para claridad; ahora, 
para hacer ver la exactitud de lo demás de la regla, 
nos contraeremos al ejemplo anterior, donde observa
mos que hemos dividido primeramente 9 centenas 
por 7,''ó hemos visto 9 centenas entre 7 á como les 
toca, y hemos hallado que es á 1; pero como el 9 es
presa centenas, este cociente es 1 centena, y por lo 
mismo después del 1 debe haber en el cociente otros 
dos guarismos ; en 9 centenas, no sdlo habia lo. nece
sario para que tocase á 1 centena, sino que habia al
go mas, y por esto hemos multiplicado el cociente 
por el divisor, y le hemos restado de lo que nos ser-, 
via de dividendo; á su lado hemos bajado el guaris
mo inmediato 2 , y vemos que estas 22 son decenas, 
y hemos continuado diciendo: el 7 en 22 cuántas ve
ces está contenido? d 22 decenas entre 7 á cdmo les 
toca? hemos hallado que es á 3 , que las coloco á la 
derecHpudel 1 que habia de espresar centenas; ahora, 
para ver si después de tocarles á 3 decenas quedan 
aun algunas decenas, se multiplica este segundo co
ciente por el divisor, y se resta del segundo dividen
do parcial 22 ; la resta 1 que resulta espresa, una de
cena , que junta con las 4 unidades que se bajan, son 
14 unidades; que "entre 7 les toca á 2, que pongo á 
la derecha del 3 que espresaba decenas; y como he 
visto cuánto cabe el divisor en todas las partes del 
dividendo , y tengo reunidos en un solo número to
dos los cocientes parciales, resulta (intr. ax. 3.0) que 
este es el cociente total. L . Q. D . H . y D . 

51 • AI ejecutar esta operación se debe tener pre
sente: i.0 que no se puede poner de una vez en el 
cociente nada mas que 9; porque si se pudiera po
ner á mas, lo ménos seria á 10, y la decena no cor- • 
responderla-al cociente parcial que se hallase, sino^ 
al anterior, lo que daria á conocer que ei.anterioí \ 
era menor de lo que debia. 
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2.° . Qoe cuando se baja un guarismo y en él, jun

to con lu resta si l a hay, no cabe el divisor, se debe 
•poner o en el cociente, y se baja a l instante el otro 
guarismo, 

3.0 Que todo número cabe en si mismo una vez^ 
ó lo que es lo mismo , que si se tiene que dividir un 
número por si niismo, el cociente es 1. 

4.0 Que todo número dividido por la unidad da 
por cociente el mismo número. 

Y 5.0 que o dividido por cualquier número siem
pre da o por cociente. Todo lo cual se ve practicado 
en los siguientes ejemplos. 

i.v 

72,0,8,4,7, 
72 

00 o 8 

90105} 

2.v 
45,9,0,9,4 
45 

00 9 
9 

5 i o i o | 

0 4 7 
4 0 

0 0 9 
9 

0 4 

52 Cuando se ha adquirido ya cierta destreza, 
se ejecuta la operación con mucha brevedad, toman
do del dividendo la parte que diga el divisor. V . g. 
si quiero dividir 45685 por 7 , diré : la 7.a parte de 
4, guarismo de especie superior, no puede ser; la 7.3* 
parte de 45 es 6 (que será el primer guarismo del 
cociente), y quedan 3 ; que,juntas con el guarismo" 
siguiente 6 son 36, y diré': la 7.a parte d e ^ ó es 5, 
que pongo al lado del 6 , y queda 1, que junta con 
el 8 vale 18; la 7.a parte de r8 es 2 , y quedan 4, 
que juntas con el guarismo siguiente 5 componen 45;-
la 7.a parte de 45 es 6, que pongo al lado del 2 , y 
quedan 3 por resta j por lo que infiero que el cocien-" 
te es 65261^ 
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, 53 3.er caso. Prob. D i v i d i r un número compues. 
to por otro compuesto. 

Res. Coloqúese el divisor á la derecha del d iv i -
dendo separándolos con una r aya , y poniendo otra 
debajo del divisor según se ha dicho en el caso an
t e r i o r d e s p u é s se separan con una coma á la i z 
quierda del dividendo tantos guarismos como tiene 
el divisor, ó un guarismo mas s i en estos no cabe el 
divisor. Separados ya estos guarismos se ve cuántas 
veces el primer guarismo de la izquierda del divisor 
está contenido en el primero del dividendo (ó en ]os 
dos primeros si se tomd para el primer dividendo un 
guarismo mas de los que tenia el divisor), y el nú
mero de veces que está contenido se pone en el co» 
cíente; se multiplica este cociente por iodo el d iv i 
sor , y el producto se coloca debajo del dividendo 
parc ia l , se tira una raya y se resta de el. A l lado 
de la resta se baja el guarismo siguiente (apuntán
dole con la coma en el dividendo), y se ve cuántas 
veces el primer guarismo del divisor está contenido 
en el primero (si tiene tantos el uno como el. otro) 
ó dos primeros del dividendo (si tuviese este uno mas 
que el divisor); se pone este guarismo en el cociente 
á Va derecha del primer cociente parcial} se thulti-
plica por todo el divisor, se tira la raya y ¿pres ta , 
^ d l lado de la resta se baja el guarismo siguiente, y 
así se procede hasta que no haya mas guarismos que 
b a j a r y si al fin queda alguna resta se pone á la de
recha del cociente con una raya y el divisor debajo. 

.i.er ejem. Si quiero dividir 9"66 por 42, colocare 
el divisor 42 á la derecha del dividendo 966, sepa
rándolos con una raya en esta forma: 

Y después de haber tirado otra de- 96,6, 
bajo del divisor, separo á la izquierda 84 
del dividendo dos guarismos , y veo 
cuántas veces está contenido en el pri
mero que es 9 el primero del divisor 
que es 4; hallo que son 2 veces, y 

Apongo el guarismo 8 en el cocientej. 000. 

23 
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ahora multiplico este cociente 2 por todo el divisor 
42 , y coloco el producto 84 debajo del dividendo 
parcial 96 , tiro la raya y resto. A l lado de la |;esta 
12 bajo el guarismo siguiente 6; y como ahorá^eQ-^ 
go por segundo dividendo un numero que tiene uti 
guarismo mas que el divisor, averiguaré cuántas vet
ees en los dos primeros de este dividendo está con
tenido el primero del divisor; y así, dird: el 4 en 12"' 
cuántas veces está contenido ? veo que son 3 , pongo 
3 en el cociente á la derecha del 2 , multiplico todo 
el divisor por este 3, y coloco el producto 126 debajo 
del dividendo parcial 126, tiro una raya y resto j y co
mo no hay mas guarismos que bajar , ni queda resta, 
digo que el cociente de dividir 966 por 42 es 23. 
• n.0 ejem. Si quiero averiguar cuántas veces cabe 
cl.812 en 442635, colocaré lós números^como aquí 
se presenta^ „ ' 

Y después de tiradas las 4426,3,5, 
rayas, separaré cuatro gua- 4060 
rismos en el dividendo, por r -
.no ser suficientes los tres 03663 
primeros-para contener al 324 8 
divisor, y d i ré : "44 entre 8 — 
les toca á 5, que pongo en el 041 5 5 
cociente; multiplico el 812 , , 4 0 6 o 
por 5 , coloco el producto — 
4060 debajo del dividendo 00 9 5 
parcial 4426, tiro una raya 
y resto. A l lado de Ja resta 366 bajo'él 3 , bailo que 
el 8.está contenido 4 veces en 36, y pongo 4-en el 
cociente; multiplico el 812- por 4 , coloco el producto 
3248 debajo, del dividendo parcial 366.3 , tiro una 
raya y resto. A l lado de la resta 415 bajo,el 5 , veo. 
qHP el 8 está contenido '5 veces en 41 , pongo 5 en 
el cociente, multiplico el 812 por 5 , coloco el pro
ducto debajo del dividendo parcial, tiró- la raja y 

' resto; y como no hay mas guarismos que bajar, co^ 
loco la resta. 95 como he dicho (49), y tengo qué de 
dividir 442635 por 812 resulta 545^5 . 

C • T; I. 
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Dem. La colocación de los términos y las rayas, 

se hace por comodidad y claridad (50). Después to
mamos á la izquierda del dividendo tantos guarismos 
como se necesitan para que esté contenido el divisor, 
y hallamos, contrayéndonos al primer ejemplo, que 
se necesitan doá guarismos, y que en ellos está con
tenido el divisor 2 veces, ó que 96 entre 42 que es 
el divisor, les toca á 2 ; pero como el 96 esprésaba 
decenas, resulta que estas dos serán decenas. Hago 
•la multiplicación y resta , para saber si ademas de 
tocarles á 2 decenas queda aun algo que repartir, 
como sucede en efecto, pues quedan 12 que son de
cenas; y bajando el guarismo 6 de las unidades, he 
visto cuántas veces cabe el 42 en 126, y hallo 3, 
que como son unidades las coloco á la derecha del 2 
que esp.resaba decenas. Hago la multiplicación y res
ta para yer si quedan aun algunas unidades por re
partir, y veo que no; y como todos los cocientes que 
han salido de dividir todas las partes del dividendo 
por el d iv i so r ios tengo reunidos en un solo numero, 
resulta ( intr . /ák 3.0) que este es el cociente total. 
L . Q . D . H . , y I ) . 

54 Suele suceder que el cociente sacado por la 
regla (52) es mayor de lo que corresponde, por no 
estar contenido todo el divisor en todo el dividendo 
parcial tantas veces como el primer guarismo del 
divisor üsi^ en el primero ó dos primeros del d iv i 
dendo. Esta circunstancia (que arredra á los princi
piantes , y orijina toda la dificultad^de la división) 
desaparece al instante, si ge atiende á^Io dicho (48); 
pues si el producto que resulte de niüitiplicar el d i 
visor por el cociente puesto, fuese mayor que el di
videndo , está reducidodá horrar dicho producto y 
cociente , y poner em este una unidad' menos ̂  se pro
cede á la multiplicjjtfion, y. si el producto es todavía 
mayor que el diiÉBendo , 'se vuelve á b o r r a r y s e ^ 
quita otra unidamal cociente-, y asi se continúa has- s 
ta que encontrando un producto igual ó menor que el 
dividendo se ejecuta la resta; y siempre que la res-
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ta sea menor que el divisor, el cociente será el ver-* 
dadero. Si la resta fuese igual ó mayor que el d i v i 
sor, se i rán añadiendo unidades al cociente, hasta 
que venga á quedar una resta menor que el divisor. Ví 
De donde sé infiere, que teniendo un poco de pa
ciencia para hacer dos 6 tres operaciones que com
prueben el verdadero cociente, y ejecutando muchos 
ejemplos, llegarán á ponerse tan diestros que no ten
drán luego que hacer ningún tanteo. Por lo mismo 
se ponen aquí estos dos ejemplos, i '0 Si quiero d iv i 
vir 575726 por 493, los colocaré como se ve en (A). 

(A) 

575^2A 
493 

082 7 
9eé ¿ 
493 

33 42 

2 9 5 8 

03 8 4 6 

3 4 5 1 

493 

74P3 

(B) 

3 ? 9 6 3 ^ C M , 

34395 

03568 1 
3439 5 

0128 6 o 

687 9 

598 1 4 
9 * * 

55 0 3 2 

04 7 8 2 

6879 

55* 
n 

03 95 
Separo tres guarismos en el dividendo y digo: 5 

entre 4 á 1 que pongo en el cociente ; multiplico y 
resto. A l lado de la resta 82 bajo el guarismo siguien
te 7 dpi rlivirienrln. v di.crn: 8 entre A a 5» nne nomro 
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pues, el 986 y también el 2 , y pongo'á 1 en el co
ciente ; multiplico y resto (porque el producto 493 
es menor que el dividendo), Al lado de. la resta 334 
bajo el guarismo siguiente 2 , y digo: 33 entre 4 á 
3 , que pOngo en el cociente, y multiplico; y como 
el producto 3944 es mayor que el dividendo 3342, 
Je borro y también el 8 j pongo á 7; y como el pro
ducto 3451 es aun mayor que el dividendo, los borro 
y pongo á 6; multiplico el divisor por este cociente 
ó ; y como su producto 2958 es menor que el d iv i 
dendo, tiro la raya y resto. Al lado de la resta 384 
bajo el 6, y digo: 38 entre 4 á 9 ; y como el pro
ducto del divisor por 9 es mayor que el dividendo, 
los borro y pongo á 8; multiplico y sale también un 
producto mayor; le borro y pongo á 7; multiplico y 
resto, lo que da la resta 39^ j y reuniendo ahora todos 
los cocientes tendré el verdadero y total en i-io^ÜJ* 

2.0 Si quiero dividir 37963104 por 6879, ejecu
tare la operación como se ve en (B), y saco el co-
dente 55 i8-4M| . 

55 Entendido el modo de halla* el verdadero co
ciente, se puede ahorrar todo este^trábajo, practi
cando estas dos reglas: i.a cuando el «segundo gua
rismo del divisor sea 8 0 9 , se considerará el p r i 
mero (al tiempo de buscar cad¿f**2ocieiiíe) como con 
una unidad mas. 

2.a Véase s i en la resta que queda de dividir el 
primero ó dos primeros guarismos del dividendo por 
el primero del divisor, junta con el guarismo siguien
te del dividendo, cabe el segundo del divisor el mis -
mo número de veces que el primero en el primero ó 
dos primeros del dividendo; y si cabe se podra ase
gurar que el cociente hallado es el verdadero, sino 
cabe no lo será. 

Esc. Los principiantes deben aplicar la Sa regla 
á los ejemplos anteriores, considerando en el primero 
(siempte que vayan á sacar'el cociente) el 4 como 
si fugra 5: y en el segundo el 6 como si fuera 7, y 
verán que no escriben mas guarismos que los nece-r 
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sarios para encontrar el verdadero cociente. Ademas 
deben resolver los siguientes ejemplos. 

Si quiero dividir 185975 por 395 , los colocaré 
como aquí se ve; 

Separo cuatro guarismos, 1859,7,5, 395 
y en vez de decir 18 entre 1580 ~~7 
3^ diré : 18 entre 4 á 4, que _ 0 M 5 
pongo en el cociente 5 muí- 02797 ^ 5í>* 
tiplico todo el divisor por . 1 
este 4 , coloco el producto ) . 
debajo del dividendo , tiro f 
una raya y resto. A l lado de 276 5 
la resta 279 bajo el guaris-
1110 siguiente 7 , y digo: 27 003 2 5 
entre 4 á 6 , que pongo en • 
el cociente; multiplico y resto; y como la resta 427 
es mayor que el divisor, infiero que el cociente de
be ser mayor de lo que le he puesto; por lo cual le 
borro, y borro también la resta y producto'; pongo 
á 7 , multiplico y resto. A l lado de la resta 32 bajo 
el guarismo siguiente 5, y por ser el dividendo me
nor que el divisor pongo o en el cociente; y corno 
no hay mas guarismos que bajar, pongo la resta 325 
al lado del cociente, ĉon la raya y el divisor deba
jo, y resulta por cociente 47o | | - | . 

Si quiero dividir 2285473 por 3526, los coloca
ré como aquí se ve: 

3526 Separo cinco guaris- 22854,7,3, 
mos y digo : 22 entre 3 21156 
á 7 , y queda una, que 
junta con el 8 vale 18; 01,698 7 
y como 18 entre 5 (se- 14104 
gundo guarismo del d i - — ' 
visor) no les cabe 2 7 , 288 3 3 
infiero que no puedo po- 282 o 8 
ner 7 en el cocienPe; veo 
que 22 entre 3 dándoles 006 2 5 
á 6 sobran 4, que juntas 
con el 8 valen 48 ; y como 48 contiene al 5 más de 
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seis veces, digo que 6 es el cociente; le pongo, mul
tiplico y resto, A l lado de la resta 1698 bajo el 7; 
y continuando el mismo raciocinio evito los tanteos, 
y saco el cociente ^A^-si^^ 

,56 La operación de dividir ge puede abreviar 
siempre, haciendo la resta a l mismo tiempo que la 
multiplicación del divisor por el cociente parcial . 
V . g. si quiero dividir 57327 por 46 , los colocaré 
como he dicho (53) y aquí se ve; 

Separaré dos guarismos en 57,3,2,7, 
el dividendo, y di ré ; 4 en 5 113 
cabe una vez , y pongo 1 en 02 1 2 

46 

12 461:1 

el cociente ; multiplico ahora 0 2 8 7 
el divisor 46 por el cociente 1, o 1 1 f 
y en vez de colocar este prov 
ducto debajo del dividendo parcial 57, para restar 
después , voy ejecutando la resta al mismo tiempo 
que formo el producto en esta forma ; 6 por 1 es 6, 
de 6 á 7 va 1, que pongo debajo del 7 , y continúo; 
I por 4 es 4 , de 4 á 5 va 1, que pongo debajo del 5. 
A l Jado de la resta 11 bajo el guarismo siguiente 3, 
y digo : 4 en j 1 está contenido 2 veces, pongo 2 en 
el cociente, multiplico y resto diciendo: 2 por 6 son 
12, de 12 á 13 va 1 , y de 13 llevo 1; 2 por 4 son 
8 , y 1 que llevo son 9 , de 9 á 11 van ? , v de 11 
llevo 1; de 1 á 1 no va nada, y pongo p depajo del 
último i , / U lado de la resta 21 bajo el guarismo 
siguiente 2 , y digo ; 4 en 21 a 5 ; pero coino sdlo 
sobra 1 unidad, y en ella junto con .el guarismo 
siguiente 2 , no está contenido 5 veces el segundo 
guarismo del divisor 6 , les pondré gólo á 4; multi
plico y resto, diciendo: 4 por 6 son 24, de 24 á 32 
van 8, y de 32 llevo 3 ; 4 por 4 son 16, y 3 son 19, 
de 19 á 21 van 2, y de 21 llevo 2, á 2 no va nada. 
A l lado de la resta 2B bajo el guarismo siguiente 7, 
y digo: 4 en 28 está 7 veces, pero cómo no sobra 
nada pondré sdlo á 6 ; haré la multiplicación y res
ta , diciendo; 6 por 6 son 36 , de 36 á 37 va i , y 
de 37 llevo 3 ; 6 por 4 son 24 , y 3 que llevaba son 



ARITMETICA. 39 
27 , de 27 á 28 va i , y de 28 llevo 2 ; de 2 á 2 
no va nada, y pongo o debajo del 2; y como no hay-
mas guarismos que bajar, pongo la resta u como he 
dicho (49), y tengo el cociente 1 2 4 6 ^ . 

Esc. Si al ejecutar esta operación no se pudiese 
hacer laj¿lJ¿ma resta, es señal de que el cociente es 
mayor de lo que corresponde; y si después de hecha 
la resta, resulta esta igual d mayor que el divisor, es 
señal que se ha puesto de ménos al cociente y en es-" 
tos casos se hará la corrección necesaria. 

He aquí mas ejemplos para ejercitarse. 

047Ó 3 
077 6 1 

1.0 2.0 

3987 9854o,6,7,8,|54781 

37 7 4 7, 0482 6 8 8 
.01 8 6 4 044 440 

57 Ademas se abrevia la división cuando ambos 
términos ó sólo el divisor terminan en ceros. En el 
i.er caso se borran en los dos tantos ceros como hay 
en el que tiene ménos , y se hace la división con lo 
demás que queda. Y en el 2 ° se separan á la derecha 
del dividendo tantos guarismos, como ceros hay al 
fin del divisor; se hace la división de lo que queda á 
la izquierda ; a l lado de la resta , si queda, se baja 
todo lo separado, y se tiene la resta, total, la que se 
pondrá encima de una raya y todo_eldivisor debajo. 

58 Los usos de la división son seis : i.0 cuando 
claramente se dice que se quiere buscar las veces que/ 
un número está contenido en otro; 2.0 cuando hay que 
repartir entre varias personas cierto número de cosas; 
3.0 cuando se quiere dividir un número en partes 
iguales , o tormu^una parte de un número, como m/-
tad, tercio , &yf!$..0 cuando conqciendo el valor de 
muchas unidades , se quiere averiguar el de. .unétd¿.0 
cuando se quieren reducir unidades de especie iñfe* 
rior á unidades de especie s u p e r i o ñ ^ 6.° cuando se 
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quieren hallar todos los números que dividen exacta
mente á otro dado. 

En el primer caso se divide el mayor por el me
nor por el método espuesto (56). 

En el 2.0 se divide en abstracto el número de las 
cosas por el de las personas. V . g. Un padre al mo
rir ha dejado 8 hijos, y en hacienda, alhajas , casas, 
&c. 7465235 reales; dividiendo el numero 7465235 
por el de los hijos que es 8, el cociente 933i54f es
presará los reales que corresponden á cada uno. 

En el 3.0 se divide el número dado por el que es
presa las partes en que se ha de d iv id i r , ó la parte 
que se quiere tomar. V . g. si quiero dividir en 7 partes 
iguales el número 1673, dividiré 1673 por 7, y en el 
cociente 239 tendré el valor de una de estas partes. 

En el 4.0 caso, se divide el valor de dichas uni
dades por él número de ellas , y el cociente será el 
valor de una. V . g- sabiendo que 35 varas de paño 
han costado 1505 reales; para averiguar á como ha 
costado la vara, dividiré el valor de todas las varas,, 
que es 1505 reales , por el número de ellas 35 , y el 
cociente 43 será el valor de cada vara de paño. 

En el 5.0 caso, se divide el número de unidades 
de especie inferior por el número que espresa las ve
ces que la unidad de especie inferior cabe en la de 
especie superior. Y . g. si quiero reducir 9'¿45 mara
vedises á reales, dividiré los 9245 maravedises por 34, 
que son los maravedises que. tiene un real , y el co
ciente 2 7 i | i serán los realái que componen; peKO en 
estos casos no se pone la resta como ántes (4$ik^Íao 
que se deja conservándole el nonibre que tema éí d i 
videndo de que provino;.de modo que en vez de de
cir 271 reales y treinta y un treinta y cuatro avos 
de real , se dice 271 reales y 3.1 maravedises. 

^ Esc. Si entre las unidades que se dan y aquellas 
á que se quieren reducir hay otra^Vinteraiedias , se 
van reduciendo sueasivamente á las de especie supe
rior inmediata hasta llegar d la que se pide. Y . g. 
si quiero reducjp 7483506 maravedises á doblones, 
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dividirá primero por 34, para reducirlos á reales; los 
reales que resulten los dividiré por 15 , para redu
cirlos á pesos; y finalmente, estos pesos los dividiré 
por 4 para reducirlos á doblones; y tendré en este 
último cociente, junto con las restas anteriores, ios 
doblones , pesos , reales y maravedises , que hay en 
el numero propuesto. L a operación se ejecutará como 
aquí se ve: 

maravedises. 
74,8,3,5,o,6, 
068 

0 3 5 

34 

.22,0,1,0,3,13 
1 0 6 7 0 

4 10 1 
1 1 o 
0 0 5 3 0 2 7 

8 0 3 3 

15 

14,6,7,3,ps. 
02 6 

3668 ds. 

y diré que en 7483506 mrs. hay 3668 doblones, 1 
peso, 8 reales y 4 maravedises. 

59 Para proceder al sesto uso advertirémos, que 
cuando un numero está contenido en otro un número 
exacto de veces, se llama al que contiene múltiplo 
del contenido, y al contenido submúltiplo ó parte alí
cuota del que contiene; cuando un número no está 
contenido en otro un número exacto de veces, se di^ 
ce que es parte alicuanta del continente. V . el 20 
es múltiplo respecto del 4 y del 5; y el 4 y el 5 son 
partes alícuotas del 20; y 4 es parte alicuanta del 
21. La parte alícuota se llama también factor apor
que multiplicada por la otra produce el número de 
que lo es; v. g. 4 x 5 = 2 0 ; y como si dividimos el 
20 por el 4 d por el 5 , dará cociente exacto, se in 
fiere que parte alícuota , factor ó divisor de un nú
mero, es cualquier otro que le divide sin dejar resta. 

Pero si consideramos el 5 y el 4, que son facto
res del 20 , observaremos que el 5 no se puede di v i -
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dir exactaménte^or ningún otro numero mas que por 
él mismo y por la unidad 5 por lo que este número, y 
todos los que tienen esta misma propiedad, como 2, 
3 , 7 , 11, 13, 17, &c. se" llaman números primos 
o primeros ó factores simples. E l 4 , ademas de ser 
divisible por sí mismo y por la unidad, lo es tam
bién por 2; por cuya razón este numero, y todos los 
que son divisibles por algún otro ademas de ellos 
mismos y la unidad, como 6, 8r 9 , i d , 12, &c. , 
se llaman factores compuestos. Esto supuesto, para 
poder encontrar todos los factores simples y compues
tos de los mímeros, se debe saber que todo número 
que termina en cero ó guarismo par es divisible por 
2. Todo número (v. g. 264) cuyas cifras (2, 6 y 4) 
sumadas como unidades sencillas, den ^ ó un múlti~ 
pío de 3 (que aquí es 12) es divisible por 3. 

Como todos los múltiplos de 5 acaban en o d en 
5, se conocerá que un, númpro es divisible por 5 s¿ 
acaba en p ó en 5. Esto supuesto, para bailar los fac
tores simples y compuestas de un número cualquiera, 
se pone el número lo mas alto y hacia la izquierda 
del papel ó pizarra donde se ejecuta la operación; des
pués se tira una raya de arriba abajo, y á la dere
cha de esta raya, enfrente del número propuesto , se 
pone el número primero menor por que sea divisible-, 
esta división , como es sencilla, se va haciendo men
talmente (52), y el cociente se va poniendo debajo del 
número propuesto. Enfrente de este cociente se pone 
otra vez el mismo divisor, si es divisible por él, y sino 
aquel número primero menor por que sea divisible este 
cociente; y así se continúa hasta llegar á un cociente 
que sea número primo , y se dividirá por si mismo. 
Después se t i ra una raya á la derecha de los factores 
simples; y para formar los compuestos de dos, se mul
tiplica cada uno de los simples por los que tenga de» 
bajo de s i , y el producto se pondrá á la derecha de 
la raya enfrente del factor simple por 'que se multi
plica. Luego , se t ira otra r aya ; y para formar los 
compuestos de tres, se multiplica cada compuesto de 
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á dos por todos los simples que haya debajo del ren
glón en que está el compuesto de á dos; y asi se pro
cede hasta llegar a l último que debe resultar en el 
renglón inferior é igual con el número propuesto. 

i.er ejemplo. Si quiero hallar los factores siaiples 
y compuestos del número 210, le colocaré lo mas ar
riba y hacia la izquierda que pueda, y tirare' la ra
ya como aquí se ve: 

210 
105 
35 
7 
1 

6 
ÍOJ 15 
m 2I5 35 

3° 
42 j 70 ; 105 210 

y como el 210 termina en cero, es divisible por 2; 
pongo el 2 enfrente, y hago la división diciendo: la 
mitad de 2 es 1, que pongo debajo del 2 del 210; 
continuo : la mitad de 1 es o que pongo debajo del 
1 del 210 j y me quedá uno , que junto con el o de 
arriba da 10; la mitad de 10 es 5 , que pongo á la 
derecha del o. Como el 105 no es divisible por 2, 
veo si es divisible por 3 , diciendo : 1 y o es 1, y 
5 son 6 j y como 6 es múltiplo de 3 i n f i e r o que el 
105 se puede dividir por 35 y por lo mismo coloco 
el 3 á su derecha, y hago la división de este modo: 
la 3.a parte de 1 es o, 'que no pongo y sobra 1, que 
junto, con el o vale 10 j la 3.^ parte de 10 es 3, que 
pongo debajo del o , y queda j , que junto con el 5 
son 15; la 3.a parte de 15 es 5 , que pongo á la 
derecha del 3. E l 35 no es ya divisible por 3, pe
ro lo es por 5 ; eoloed el 5 á su derecha y digo: la 
5.;t parte de 35 es 7 , que pongo debajo dej 5 ; y 
como el 7 es número primo le dividiré por él mis-, 
mo, diciendo : la 7.a parte de 7 es 1, que pongo de
bajo del 7, y tengo todos los factores simples. 

Para hallar los factores compuestos de dos sim
ples, tiraré á la derecha de estos una raya, y mul
tiplicaré el 2 por todos los que tenga debajo de sí, 
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diciendo : 2 por 3 son 6, que coloco á la derecha 
de la raya, enfrente del 3 , que es por el que he 
multiplicado; continúo: 2 por 5 son 10, que pon
go enfrente del 5 que es por el que he multiplica
do, y continúo: 2 por 7 son 14, que pongo por la 
misma razón enfrente del 7. Paso á multiplicar el 3 
por todos los que tiene debajo, diciendo: 3 por 5 son 
15 , que pongo enfrente del 5 que es por el que he 
multiplicado; y para que no se confunda con el 10 
que tengo en el mismo renglón , los separo poniendo 
entre ellos punto y coma; continúo diciendo: 3 por 
7 son 21, que pongo enfrente del 7, al lado del 14 
separándolos con punto y coma; después paso á mul
tiplicar el 5 por todos los que tenga debajo de s í , d i 
ciendo: 5 por 7 son 35 , que pongo enfrente del 7 al 
lado del 21. Gomo el 7 no tiene ninguno debajo de sí» 
no puedo ya sacar mas factores de á dos. 

Paso á los de á t̂ es , parWo^^r^ t i ro una raya 
y multiplico el 6 5» primer factor de á dos, por el 5 
y por el 7, que sonftps simples que hay debajo del 
renglón donde se hallg*,el 6 , diciendo : 6 por 5 son 
30, que pongo eulrcnléj del 5 , que es el simple por 
que he multiplicado; y luego 6 por 7 son 42 que 
pongo enfrente del 7. Paso ahora á multiplicar el 10 
por el 7 , que es el simple que tiene debajo de sí, 
diciendo: 10 por 7 son 70 , que pongo enfrente del 
7 , al fado del 42 ; tiro otra raya y paso á los de á 
cuatro; para lo cual multiplicaré el 30 por los que 
haya en los simples debajo del renglón donde está 
el 30; y como sólo está el 7 , d i ré : 30 por 7 son 
210, que es el número dado, como debía verificar
se ; pues ya no hay mas factores. 

Si se repite algún factor simple también se re
petirán los compuestos; pero se evita el poner es
tos ejecutando la operación como se ve en el ejem
plo siguiente: 
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360 
180 
90 
45 
i5 
5 
1 

6 
9 
IOJ 15 

8 
12 
18 
205 30; 45 

24 

40 j 60; 90 
-2 ; 
1203180 360 

De Z«5 pruebas. 

60 Probar una operación es hacer otra que dé a 
conocer si la primera esté bien hecha. Gomo en la 
operación que sirve de prueba estamos tan espuestos 
á équivocarnos como en la primera, resulta que la 
mejor prueba es repetir la operación dos ó mas veces. 

Las operaciones con que se quieren comprobarlas 
de sumar y multiplicar, son mas complicadas que 
ellas; por lo que no se acostumbran bacer, y esto nos 
escusará de esplicarlas, y sólo diremos : que en la 
operación de restar el sustraendo sumado con la resta 
debe dar el minuendo, si la operación está bien he
cha. En la división se debe multiplicar el divisor, 
por el cociente , al producto se le añadi rá la resta ' 
(si la /wy), y la suma deberá ser igual al dividendo 
si la operación está bien hecha. 

Consecuencias importantes de las operaciones espli-h 
cadas. ' ? 

61 Las cantidades conocidas que entran en los 
problemas , se llaman datos; y lo que se baila por 
medio de ellas, se llama resultado. As í , en la adi
ción los datos son los sumandos, y la suma es el 
resultado, &c. Vamos, pues, á ver l is alielaciones 
que deben sufrir los resultados en variando ios datos. 

i.0 Pues que sumar es reunir en mi número el 
valor de muchos, resulta que la suma crecerá ó men
guará tanto como crezcan ó mengüen los sumandos; y 
una suma permanecerá la misma^ si á un sumando 'se. 
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le añade un número cualquiera y á otro se le quita 
el mismo número. ^ 

2.0 Como en la resta se .quita el sustraendo del 
minuendo , se infiere que cuanto mayor ó menor sea 
el minuendo, permaneciendo el mismo sustraendo, tan
to mayor 6 menor (se entiende por via de suma ó res
ta) será la resta; y cuanto mayor ó menor sea el sus
traendo , permaneciendo el mismo minuendo, tanto 
menor 6 mayor será la resta; lo que manifiesta que 
la resta puede crecer ó aumentando el minuendo 6 
disminuyendo el sustraendo; y puede menguar dismi
nuyendo el minuendo ó aumentando el sustraendo; 
ó lo que es lo mismo, á la resta le sucede lo mismo 
que al minuendo, y lo contrario que al sustraendo; 
y una resta no se al terará ó permanecerá la misma, 
añadiendo ó quitando una misma cantidad al mi
nuendo y sustraendo. 

3.0 Pues que multiplicar es tomar tantas veces 
el multiplicando como unidades tiene el multiplica
dor, resulta que cualquiera de los factores que crezca 
ó mengüe, debe causar incremento ó decremento en 
el producto. S i el multiplicando se hiciese el duplo, 
el triplo, & c . de lo que era (permaneciendo el mul
tiplicador el mismo), el producto deberá ser el duplo, 
el triplo, d^c. del que se sacó ántes. S i se hiciese la 
mitad, tercera, cuarta, & c . parte (quedando uno 
mismo el multiplicador), el producto será la mitad, 
tercerh, cuarta, & c . parte del que se tenia ántes. 

Lo mismo decimos respecto del multiplicador, 
permaneciendo el mismo el multiplicando; de donde 
se infiere que un producto permanecerá el mismo si 
un factor se parte por el mismo número que se mul
tiplique el otro. 

4.0 Hemos visto que dividir es averiguar las ve
ces que el divisor está contenido en el dividendo, ó 
quitar aquel de este todas las' veces que se pueda; 
luego si el dividendo crece^j^tfnengua, deberá crecer 
ó menguar el cocié&te; y si crece ó mengua el d iv i -

m sor, deberá menguar ó crecer el cociente. Esto es en 

7* 
0 * 
% „ .1 
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general j pero s i el dividendo se hace el duplo, el 
tr iplo, Ú'c. (quedando uno mismo el divisor), el 
cociente será el duplo, el tr iplo, & c . de lo que 
era antes ; y si el dividendo se hace la mitad, ter
cera parte , & c . el tíocietite seré la mitad , terce
ra parte, & c . de lo que era antes. S i el divisor se 
hace el duplo, el triplo, & c . (quedando uno mismo 
el dividendo), eZ cociente será la mi tad , tercera 
parte, & c . de lo que era antes j pues para cada uni
dad que les tocase antes, habrá ahora dos, tres, &c. 
entre que repartirla; y si el divisor se hiciese la mi
tad , tercera parte, & c . el cociente será el duplo, el 
triplo, & c . de lo que era antes; pues para cada dos, 
tres,-(Seo. unidades que les tocase antes, no habrá 
ahora mas de uno entre que repartirlas. De donde 
se infiere que un cociente no se altera aunque se mul
tipliquen ó partan los dos términos de la diviéion por 
un mismo número. Porque lo que aumenta ó dismi
nuye por razón del dividendo, lo disminuye d au
menta por razón del divisor. 

De los quebrados ó fracciones', de su espresion, reduc
ción á un común denominador, y simplificación. 

62 Hemos dicho (15) que quebrados son aquellos 
números que espresan partes de la unidad. Para for
marse una idea exacta del quebrado , es necesario 
atender al númerp de partes que se toman de !a uni
dad, que se llama numerador (porque las cuenta ó 
numera), y á la clase de partes que se toman, esto 
es , en cuántas partes está dividida la unidad , que 
se llama denominador (porque da nombre al quebra
do). V . g. en el quebrado tres cuartos 6 tres cuartas 
partes de una unidad, como una manzana, una na
ranja , &c . el numerador es tres, y el denominador 
cuatro. E l numerador y denominador juntos, se l l a 
man términos del quebrado. 

63 Teor. Todo quebrado es una división indicada 
del numerador por el denominador. 
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JSspl. S i tenemos que d i v i d i r 11 manzanas entre 

4 , da rá el cociente 2 , ^ 3 de resta , que se han de 
repartir entre los mismos 4 ; pues vamos á demos
trar que repartir estas 3 manzanas entre 4 , equivale 
á tomar tres cuartas partes de una manzana sola. 

JDem. Para esto, lo mas natural es d i v i d i r cada 
manzana en cuatro partes igua les , y dar á cada uno 
una de estas cuartas partes; pero como las unidades 
d manzanas son iguales, en lugar de dar á cada uno 
una cuarta parte de la p r i m e r a , otra de la segunda 
y otra de la tercera, le podrémos dar tres de la p r i 
mera , ó de cualquiera de el las , que era L . Q. D. D. 

Por esta razón se escriben y leen los quebrados 
del modo dicho (49) ; v . g . el quebrado anterior se 
e smbe ^ , y el quebrado se l ee : diez y nueve 
veinticuatro avos. Gomo el numerador denota las par
tes que se toman de la u n i d a d , y el denominador en 
c u á n t a s se considera d i v i d i d a la misma unidad , 6 
cuán ta s componen una unidad , se' infiere que cuan
do el numerador sea igual al denominador, el- que
brado e q u i v a l d r á á la unidad , y así tendremos que 

= 4 = | = - | = ^ = & c . & c . 
E n este caso se dice que la unidad se ha puesto 

en forma de quebrado; y cuando el numerador sea 
mayor que el denominador, el quebrado se l lama z'wz-
jprojo/o. V . g . | , & c . & c . 

64 Teor. S i una unidad se divide'en un número 
malquiera 3 v. g. de partes iguales, y ¡a misma uni
dad se divide en otro número 5 de partes iguales, ca
da paAe que resulte dé dividirla en 5 , será menor 
que la que resulte de dividirla en^'-, y si se dividiera 
en 6 que es duplo de 3 , cada parte~que resulte de d i -
vidirla en será la mitad de la que resultó d iv i 
diéndola en 2' 

Dem. Estando l a unidad en el primer caso d i v i 
d ida en tres partes, e q u i v a l d r á al conjunto de ellas; 
y por la misma razón la rnisrua unidad e q u i v a l d r á en 
el segundo caso al conjunto de Jas cinco partes; lue
go (intr . ax. 5.°) e l conjunto de las tres partes p r i -

W 
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meras equivaldrá al conjunto de las cinco segundas; 
luego si se rjecesitan 5 segundas para componer 3 p r i 
meras, no bastarán 3 segundas para componer 3 pr i 
meras ; luego cada segunda será menor que cada pr i 
mera. L . 1.0 Q. D , D . 

Cuando se divida en 6, tendremos, discurriendo 
del mismo modo, que las tres partes primeras equi- ' 
valdrán al conjunto de las 6 segundas; luego si se 
necesitan 6 segundas para componer 3 primeras, ca
da 2 segundas compondrán 1 primera; luego cada se
gunda será la mitad de cada primera. L . 2.0 Q. D . D , 

65 Teor. Si permaneciendo uno mismo el denomi
nador de un quebrado, aumenta ó disminuye su nu
merador, aumentará ó disminuirá del mismo modo el 
que&rado; y si aumenta por via de multiplicación ó 
disminuye por via de división, lo hará del mismo mo
do el quebrado. 

Dem. Por no alterarse el denominador, no se a l 
tera el valor de cada parte; luego cuando se tomen 
mas partes, que es cuando crece el numerador, se ten
drá un quebrado mayor; y cuando se tomen menos, 
que es cuando disminuye el numerador, se tendrá un 
quebrado menor. L . i.0 Q. D . D . 

Si el número de partes que se tomo , fue el du
p lo , el tr iplo, &c. el valor del quebrado que nos re
sulte, será el duplo, el t r iplo, & c . ; y si fue el sub
duplo, el subtriplo, &c. el valor del quebrado que 
nos resulte, lo será igualmente. L . 2.0 Q. D . D . 

Esc. Hd aquí quebrados con esta condición 
8 9 _7_- i i -íL- ' 17' T ? ' I7> 179 175 > 1̂ . 

y manifiestan que de quebrados que tienen unNqismo 
denominador, aquel es mayor que tienjáKayor núfne-
rador; y que para multiplicar ó dividir wn quebrado 

-por un número cualquiera, basta mufyijplicar ó divi
dir su numerador por dicho número. 

66 Teor. Si permaneciendo uno misino el numera
dor'de-wi quebrado, aumenta ó disminhye su deno-
minadjír, disminuirá ó aumentará el 'quebrado. Si el 
denxiQtf&ador aumenta por via de multiplicación, el 

V T . I. 
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quebrado disminuirá por via de división; y si el de
nominador disminuye por via de división, el quebra
do aumentará por via de multiplicación. 

Dem. Gomo el numerador permanece el mismo, 
se toma siempre un mismo número de partes; luego 
el valor del quebrado será mayor ó menor, según lo 
sean las partes que esprese; pero mientras mayor sea 
el número de partes en que se divida una unidad 
cualquiera, será (64) menor el valor de cada una; 
luego mientras mayor sea el denominador, será me
nor el valor de cada parte, y por consiguiente el va
lor de un número cualquiera de ellas. L . i .0 Q. D . D . 

Si el denominador se hiciese dos ó tres &x. veces 
mayor, el valor de cada parte se haria (64) dos ó tres 
&c. veces menor; luego un número cualquiera de 
ellas será también dos d tres &c. veces menor que lo 
que era ántes. Si el denominador disminuye por via 
de división , entdnces el valor de cada parte aumen
tará por via de multiplicación. L . 2.0Q. D . D . 

Esc. He aquí quebrados que satisfacen á estas 
condiciones T7^, T7^, T7g-; / g , | ; 
y manifiestan que de quebrados que tienen un mismo 
numerador, es mayor el que tiene menor denomina
dor, y a l contrario0% que para multiplicar d dividir 
un quebrado por un mímero cualquiera^. ha&Xaj d i v i 
di r 6 multiplicar su denominador por dicho número. 

Cor. ' De aquí se sigue que para multiplicar un 
quebrado por su denominador basta suprimir este, y 
el producto será igual a l numerador. 

Así . | x 8 = 5 , J ^ X I ^ Ó , ^3X13=8, &c. &c. 
67 T€ar. Un quebmdo no se altera , aunque sus 

dos términom^e multipliquen ó partan por un mismo 
número. | 

Dem. Guando se multiplican ambos términos por r 
un mismo nútñero, tenemos que con multiplicar el 
numerador, se hace al quebrado tantas veces mayor 
(65) como unidades tiene el número por que se mul t i 
plica ; pero con multiplicar el denominador por G X , 
mismo número, se le hace este mismo número d ?e-
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ees menor (66); luego no se altera su valor 6 queda 
conforme estaba. L . 1.° Q . D . D . 

S i se d iv iden por un mismo n ú m e r o , con d i v i d i r 
el numerador hacemos e l quebrado tantas veces menor 
como unidades tiene el número por que se d iv ide (65)5 
y con d i v i d i r su denominadór por el mismo n ú m e r o , 
se le hace el mismo n ú m e r o de veces mayor (66); l ue 
go queda conforme estaba. L . 2.0 .Q. D . D . 

Esc. H e a q u í quebrados iguales que satisfacen a l 
teorema -^=§-1=1= & c . 
y es digna de notarse la conformidad de estos resul
tados con los deducidos para l a d iv is ión (61 , 4.0). 

68 E n la primera parte del teorema anterior se 
fonda la reducción de los quebrados á un común de* 
nominador; y en la segunda su s implificación. 

Guando dos o mas quebrados tienen un mismo de
nominador, se dice que le tienen común', muchas ve
ces se necesita que le tengan, y para conseguirlo se 
multiplican los dos términos de cada quebrado por el 
producto de los denominadores de los demás. E n este 
caso no se altera el valor de n i n g ú n quebrado, por
que sus dos t é rminos se mul t ip l i can por un mismo i 
míraero; y sale el mismo denominador, porque resul^f / 
ta de la mul t ip l i cac ión de los denominadores de to
dos los quebrados. V . g . S i quiero reducir á un co-
raun denominador íos quebrados § y f , los. p o n d r é 

como a q u í se verT^' 
2 s 

M u l t i p l i c a r á los dos t é rminos del f por 7 , que es 
el denominador del otro quebrado, dic iendo: 2 por 7 
son 14 , que pongo por numerador del nuevo quebra
do, debajo de su correspondiente f ; t i r a r é la raya y 
d i r é : 3 por 7 son 21 , que pongo'debajo de la raya. 
Paso al segundo quebrado ^ y (irgo: 5 por 3 son 15, 
que pongo debajo del | ¿ t iro la raya y después pongo 
debajo 2 1 , producto de 3 por 7 ; con lo que tengo los 
quebrados , 1-f, que son iguales cada uno con sa 
correspoBdisute y tienen W 
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S i los quebrados fuesen ¿ , f , mnl t ip l i ca r ia los 

dos t é rminos del primero f por 10 , producto de %, 
por 5, que son los denominadores de Jos d e m á s , y ten
dr ía que el primer quebrado se convertirla en 
pasarla a l segundo | - , cuyos t é rminos los raultipli-' 
caria por 3 0 , producto de 6 y 5 , denominadores dé
los d e m á s , y se convert i r la en | § ; 
y luego los dos t é r m i n o s del tercero | - , los . m u l t i p l i 
carla por 12 , producto de 6 por 2 , denominadores 
de los d e m á s , lo que da 
cotí lo que tengo los tres quebrados f § , f § , 
que son Iguales con los pr imi t ivos y tienen un mismo; 
denominador. 

Gomo el denominador c o m ú n resulta de la m u l 
t ip l icac ión de todos los denominadores, no se nece
sita hallar mas que el del primero, y ponerle á los 
demás cuando se ha puesto el numerador que les 
corresponde. * 

Ejemplo. ^ 
3 1 3r i , 

rlnn _I2- 60 9o 4 0 

69 Es ta operación convierte los quebrados en'otros 
de igua l valor, pero mas complicadosj y a s í , sdlo se 
ejecuta como auxi l iar de otras5 pero la que se debe 
hacer en todos los resultados donde haya quebrados, 
es simplificarlos. Se dice que se simplifica un que
brado cuando se convierte en otro de igual ®alor , y 
ciíyo^ términos son menores. 

Para esto, se d iv iden sus dos t é r m i n o s por 2 to
das las veces que se pueda j luego por 3 , y por los 
d e m á s n ú m e r o s p r imos , lo cual se conoce por lo d i 
cho (59). A s í , si quiero s implif icar e l quebrado -j-ioV 
veo que sus dos t é rminos se pueden d i v i d i r por 2 j lo 
hago y tengo ¿ § , que es igual con , y que se 
puede aun simplif icar por 25 lo hago y tengo que 
aun se puede simplificar por 2 j lo hago y tengo y ^ v 
que no se puede simplificar por 2, pero sí por 3 (§ 59); 
lo hago y tengo | , que es igua l con el -^--^ que se nos 
d i d . E n efecto, e l -fio Qi ê  I " 6 provino (en e l ejem-

OMUfr j l rd iO jOiSKtJ* 
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pío de antes) del | , al reducir los quebradosT á un 
mismo denominador; y como ahora deshacemos lo que 
antes hicimos , ha de resultar lo mismo que habia.^ 

Los principiantes deben simplificar todos los puestos 
anteriormente, como se ve en el que aquí se presenta. _ 

JL9P_p_---4 95o—2475—_8J5_—2 75—55—5 ' i 
I 3 B 6 0 c»P30 —1155 385 77!—7* ' 

Sumar^ restar, multiplicar y dividir quebrados. 

70 Los quebrados también se suman, restan, mul
tiplican y parten. 

Para sumarlos se reducen á un mismo denomina
dor, (sino le tienen); después se suman los numera
dores ; á esta suma se le pone por denominador el 
denominador común; y si esté quebrado es impropio, 
se divide ¿l numerador por el denominador para sacar 
los enteros que contenga, y se simplifica si &e puede. 

Si quiero sumar | con f, los reduciré á ^n común 
denominador (68), y se convertirán en / ^ ; des
pués sumaré los numeradores 15 y 8, y á la suma. 23̂  „ 
le pondré por denominador el 20, que es el común, y /* 
la suma será | § ; que sacando*los enterostserá i^0-. 

La operación se indica^así: * • / V" V <? ' 
3 . 2 — 1 5 . ^ 8 2 3 — - » • 3 * , ( . Á 
4 ^ 5 — a o ^ a o — 2 o — I a o ' ' lÉf l 

Aplicando la regla á estos ejemplos se hallará r 
I 0 4—18 9 ^ , 7 0 . I 8 0 — 4 3 9 — , 1 2 4 . i 

2.0 2^4 .4 .5—6^7 2 ^ ^ _ S O 7 _ 2 2 7 _ 2 _ 9 . = 2 3_ 

jD^/w. Se reduqen á un común denominador, por
que no son homojéheos sino le tienen; después se su
man los numeradores, porque en ellos está el vajor 
de los quebrados; y á esta suma se le pone por de
nominador el común, para saber el nombre de aque
llas partes, La simplificación que después se hace, es 
porque en todas las operaciones se deben presentar 
los resultados con la mayor sencillez. L . Q. D. D . 

71 A l sumar quebrados pueden ocurrir tres casos: 
sumar quebrados con quebrados, que es lo que • 
hamos de ejecutar; sumar un entero con un quebradô  

.(Vi • 
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y sumar números mistos con números mistos. 

La cuestión que conduce á sumar un entero con 
un quebrado, se presenta cuando se tiene un niígBero 
misto, tal como 4 | , y se quiere saber cuántos quin
tos compone el entero junto con el quebrado. En este 
caso, se dice que se reduce el entero á la especie del 
quebrado que le acompaña; para lo cual se multiplica 
el entero por el denominador del quebrado j á esto se 
añade el numerador; y á la suma se le pone por de
nominador el denominador del quebrado. De manera 
que para aplicarlo á 7 I , multiplicaré el 7 por el 5, 
al producto 35 le añadiré el numerador 3 del que
brado, y á la suma 38 le pondré' por denominador 
el 5 del quebrado, y tendré en -^- ejecutada la ope
ración qoe se me pedia. Porque en este caso cada 
unidad v^e cinco partes; luego 7 unidades valdrán 
siete vecé^afimco 6 35 partes , y las 3 que se tenían 
serán 38 d^Sfea%partes, esto es, 38 quintas partes 
o' , que es 'W&p. . D. 

Del, mismofmodo se tiene i4 f=I - |~ ; i ^ Y T ^ r r » 
72 Bara sumar Uíímeros mistos con números mis

tos, se suman los. quebrados con los quebrados, y los 
mt&os con los- enteros, cuidando de sumar con estos 
los que resulten de la., suma .de los quebrados , y se 

¿¿ i //¿^simplifica si se puede. 
J fó j l f i'er eJ' Si quiero sumar 45^ con 27! y con ó j , 

/ los pondré los unos debajo los otros en esta forma: 
Como los quebrados tienen un mismo / 

denominador , sumaré los numeradores, ^— 
pondré á esta suma el denominador co- 45 
mun , y saco de la suma de los quebra- 27 7 
dos ^7-; pero en ^ bay un entero y 
borro el y pongo debajo el el 1 le ^ 
coloco sobre los enteros V Separándole con ¡?9-~* 
«na media luna, para que se conozca que f 
ha provenido de la suma de los quebra-
dos; sumo después los enteros y saco 79; por lo que 
la suma pedida es 79^.- : '' | 

a.0 ej. Si quiero suniar los números 47I, 9^ y 
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138I , primero reduciré los quebrados á wn común 
denominador, y ejecutaré la operación (1 
como aquí se ve: 
y saco la suma I 9 5 | § . 

73 Para restar quebrados se redu
cen á un común denominador (sino le 
tienen); después se restan los nume
radores \ y á la resta se le pone por 
denominador el denominador común, 
y se simplifica si se puede. 

T.er ej. Si quiero restar § de los reduciré á un 
común denominador (68), y se convertirán en ̂  y 
restando ei 8 numerador del quebrado 58̂  correspon
diente al sustraendo | , del 15 numerador del 
eorrespóndiente al minuendo y poniendo á la d i 
ferencia 7 el denominador común 20, tendré la res
ta ¿ ~ , que no se puede simplificar. 

La operación se indica así: 4—f=M—gPo—^W. 
9 o I 3 _ Í _ I I 7 „ 7 5 — 42 _ I 4 

Dem. Se reducen a un común denominador, por
que en la resta los datos deben ser homojéneosj des
pués se han de restar los numeradores, porque en 
ellos está el valor de los quebrados; y finalmente se 
ha de poner á la resta el denominador común, por
que es el que da nombre al quebrado. L . Q. D . D . 

74 Aí restar quebrados pueden ocurrir tres ca
sos r reliar un quebrado de otro, que es lo que se 
acaba de hacer; restar un quebrado de un entero; 
y restar un número misto de otro numero misto. 

Para restar un quebrado de un entero, se le quita 
a l entero una unidad 5 al lado de este entero , des
pués de rebajada la unidad, se pone un quebrado 
cuyo numerador es igual á la diferencia que hay 
entre el denominador y el numerador del quebrado 
dado, y el denominador es el mismo que el del que
brado que se da ; con lo que está hecha la resta. 

Aplicando esta regla á los ejemplos siguientes, se 
encontrarán los resultados que ellos manifiestan. 

«•0 8 - Í - 7 l 3 ^0 i 4 - f = í 3 Í 5 3 . 0 2 9 - M = ^ 
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^ porque haciendo en todos una descomposición seme-

jante á esta 8—1=7-+'|---<|==7-+-|==7|, nos resulta 
L . Q. D . D . 

^ 75 Para restar un numero misto de otro , se res
ta el quebrado del quebrado, y el entero del entero. 
Si después de reducidos á un mismo denominador, 
sino le tienen, el guebrado del.sustraendo es mayor 
que el del minuendo, ^SatáT^oder restar se toma una 
unidad del minuendo, la, cual se reduce á la especie 
del quebrado que le acompaña (lo que se consigue 
sumando el numerador del quebrado con el denomi
nador, y á esto poniendo por denominador el comun)j 
de este quebrado que será impropio , se resta el del 
sustraendo, y luego al ejecutar la resta con los en
teros , se debe advertir que al minuendo se le ha 
quitado una unidad. 

i.er ejemp. Si quiero restar i 8 f de 33I, los co-
• locaré como aquí se ve: 

-reduciré á un común denominador los 331 f f 
quebrados j y como sale el del sus- ^s, 45 
traendo menor que el del minuendo, 7 ^ 
paso á restar el quebrado del quebrado n 
y .el entero del entero, y saco i S ^ f . 

Jfrn. 2.0 ej. Si quisiera restar 24.^ de 45YY, ôs colo-
^ "* caria como aquí se ve: 

reduciendo, los quebrados á un A ^ T f ' ^ ^ k ' 1 ^ : 
común denominador, s a l e^^ r . .7 77 77 
ñor el del minuendo; t o m o 4 « ' ' ' ' ' s s ' ' ' ss 
unidad del entero, que en este ^ 9̂ 
caso vale -11, y sumada con los 8^ 
|-|- me da f j^so (C^^fces íTla resta considerando 
al 5 del 45 como A^ m/mgo por ultimp^aolJ^ 

76 Para maltiplicar un quebrado por otro se mul
tiplica numerador por numerador, y denominador p̂ or 
denomir^m^KSg^^implifica. Y . g. si quiero muiti-
plicar §jHBH||*é: 2 por 4 son 8 ; 5 por 7 son 35; 
p o n i e n í ^ H p b m e r a d o r el producto de los numera
dores, denominador el de los denominadoresj 
tendré $ ¡ 1 * ^ el producto pedido, 4* 

-y 
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Bem. Porque si tuviera que multiplicar el f por 4, 

ésjaba reducida la operación (65) á multiplicar su 
numerador por 4; y en este caso el producto seria §; 
pero de multiplicar el | por un numero siete ve
ces menor que 4 , esto es por ^ , ha de resultar un 
producto (61, 3.0) siete veces menor que 
y como esto se consigue (66) multiplicando su deno
minador por 7 , resulta, ejecutándolo, que es el 
producto verdadero. L . Q. D . D . 

Del mismo modo | x | = | | = T ^ ; 
77 A l multiplicar quebrados pueden ocurrir tres 

casos : multiplicar un quebrado por otro, que es lo 
que acabamos de esplicarj multiplicar un entero por 
un quebrado ó un quebrado por un entero; y mult i 
plicar un número misto por otro misto. 

Para multiplicar un entero por un quebrado ó un 
quebrado por u.n entero, se multiplica el entero por-
el numerador del quebrado, y al producto se le pone 
por denominador el denominador del quebrado^ y se 
simplifica s i se puede. 

i.er ej. Si quiero multiplicar 4 por f , mul t ip l i 
care el 4 por 5 , adrpro'ducto 20 le pondré por deno
minador el denominador 7 del quebrado, y tendré 
que el producto será f7°| que sacando los enteros s© 
convierte en 2^. 

L a operación se indica, as í : 4 x ^ = ^ = 2 ^ . 
D(|l mismo modo 7 X ¿ = | | : = | = i ¿ . 

I)e»4j^lK^j^i|g£la está fundada en lo dicho (65 esc), 
y t a m B ^ R e d£PÉ|^f i |vC9so anterior, poniendo ai 
entero la u n i d M j g B p H M | Q a d o r . 

78 Para riflfffipIicaqH Ridmero misto por otro 
misto, se reduce el entemfm la especie del quebrado 
que le acompaña en cada factor, y después se m u í ' 
tiplica numerador por numerador, y denominador por 
denominador. V . g. Si quiero multiplicar 3 | por 2 ^ 
reduciré en ambos factores el entero á la especie del 
quebrado que le acompaña, y tendré que mult ipl i
car -=5- por y ejecutando la operación (76) tendré 

f 
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Del mismo rn^ib 2 8fx2 4 |=a^ 

Tó 
79 Para dividir un quebrado por otro, se multi

plica el numerador del dividendo por el denominador 
del divisor, y este será el numerador del cociente: y 
el denominador del dividendo por el numerador del 
divisor, y este producto será el denominador del co
cientê  y se simplifica. Y. g. Si quiero dividir ^ por 
Sii, multiplicaré el numerador 3 del dividendo por 
el denominador 7 del divisor, y el producto 21 será 
el numerador del cociente; después multiplicaré el 
denominador 4 del dividendo por, el numerador 2 del 
divisor, y el producto 8 será el denominador del co
ciente, el cual será o 2|-. 

Del mismo modo f i . f=f . 
Dern. Porque si sólo tuviese que dividir el ̂  por 

a, estaba reducida la operación (66) ¿anuit ipl icar su 
denominador por 2; de manera qtre ¿ seria el cocien
te j luego de dividir el ̂  por un numero siete veces 
menor que 2 , esto es por | r , ha de resultar (61, 4.°) 
un cociente siete veces mayor que ¿ ; y como esto se 
consigue (65) multiplicando ^1 fÉ|merador 3 por 7, 
resulta , ejecutándolo, que el verdadero cociente se
rá ^ , ó lo que es lo mismo, J;:|r=^8i=2f, 
que era L . Q. D . D . 

80 A l dividir quebrados pueden ocurrir cuatro 
casos: dividir un quebrado por otro , que es #0 que 
se acaba de hacer; dividir un entero piffáu quebra
do ; dividir un quebrado por urjUjj&wiOy y dividir un 
número misto por otro JjÉÉfê  ^ ^ « k L 

Para dividir un enM^R^r un quebrado, se mul
tiplica el entero por el Mmminador délíftüebmgdo, á 
este producto se le pone por denominador el numera
dor del quebrado, y se simplifica si se puede. 

Y. g. si quiero dividir 7 por multiplicaré el 
entero 7 por el denlhfíinador 5 , f pendré 35; á este 
producto le pondrepór denominador el numerador 2 
del quebrado, y tendré ^ - , (5Meando los enteros í j - J . 

Del mismo modo 9 : ^ = ^ = i 6 | = = i o | . 
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81 Para dividir un quebrado por ñi 
multiplica el denominador del quebrado p¡ 
r o , y queda hecha la división. 

Y . g. si quiero dividir -| por 6 , multiplicaré el 
denominador 5 por el entero 6, y tenáre' por cocien
te - ^ , d j o después de simplificado. 

B e l mismo modo 4 = ^ = ^ 5 { f ^ Y T S ^ i r 
Dem. Poniendo, en este caso y el anterior, al en

tero la unidad por denominador, la demostración se 
reduce á la dada (79) , ó se puede deducir de lo d i 
cho (61, 4.0 y 66 esc). 

82 Para dividir un numero misto por otro misto 
se reduce cada entero á la especie del quebrado que. 
le acompaña ^ y después se divide como un quebrado 
por otro. 

V . g. quiero dividir s f por 2^; primero reduciré 
cada entero á .ta especie de su quebrado,'y tendré que 
dividir ^ p^r ^-Vque (79) dará 

Del mismo modo 9f : 4 T 6 T = ¥ : f ^ í § = Í í f = 2 T 2 7 4 ^ 
Esc. Ademas puede ocurrir el dividir un que

brado d un ente^ por un número misto, y al con
trario ; pero recmiiendo el entero á la especie del 
quebrado^ se tienen los emos anterior es ̂  que se prac
tican como se ve en estos ejemplos. 

„ O „ . - 3 n.2.3 3 6 . T I 3 . 

3.» 5 f í r = ¥ : | = W = W = - ^ i 

De la valuación de los quebrados. 

83 Valuar un quebrado es hallar su valor en uni* 
dades de especie inferior á la que se refiere. V . g. 
en I de vara no hay ninguna vaéa j j>ero como la vara 
tiene 3 pies, 1 pie será la tercera parte de la vara, 
y por lo mismo (inír. ax. 5.0) de vara — 1 pie, y 
está valuado el quebrado. 
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Para valuar un quebrado, se multiplica el nu

merador por el número que espresa las veces que la 
unidad en que se quiere valuar el quebrado, está con
tenida en aquella d que se refiere el quebrado, y esto 
se parte por el denominador; si de la división resul* 
ta un número misto, y hay todavía unidades de es~ 
pecie inferior ¿se hace con el quebrado lo mismo ; y 
así se continúa hasta que no haya mas unidades de 
especie inferior; en cuyo caso si queda todavía que
brado , se desprecia si el numerador no llega á ser 
la mitad del denominador : y se añade en vez del 
quebrado una unidad a las unidades anteriores, si el 
numerador llega ó pasa de la mitad del denominador. 
c A s í , si quiero saber cuánto valen |- de doblen, 
multiplicaré el numerador 3 por 4 , que son los pe
sos que tiene el doblón, y dividiré el producto rjtl 
por 7 , lo que da 1 peso y ^ de peso. |?ara averiguar 
los reales que hay en ^ de peso, multiplicaré el nu
merador 5 por 15, que son los reales que contiene 
un peso, y dividiré el producto 75 por 7 , y tendré 
10 reales y ^ de real; para averiguar los maravedi
ses que hay en ^ de real, mult ipi^jpé el numerador 
5 por 34, que son los maravedises que tiene un real, 
y dividiré el producto 170 por 7, y tendré 24 ma
ravedises y f de maravedí; que como no hay unidad 
inferior al maravedí, y el numerador 2 no es la m i 
tad del denominador 7, le desprecio: y tengo que los 
^ de doblón valen 1 peso, 10 reales y 24 maravedises. 

Dem. La razón de esto es que | de doblón es lo 
mismo (63) que 3 doblones repartidos entre 7; y co
mo no les toca á doblón , se 'reducen á pesos , estos 
á reales,, y los reales á maravedises , para ver á co
mo les toca en estas unidades de especie inferior.*. 

De Ips quebrados ó fracciones decimales. » 

^ 84 La teoría de los quebrados acabada de espli-
<bar, embaraza mucho los cálculos , en razón de la 
ninguna ley que siguen los denominadores, que van 
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variando en cada quebrado. Para evitar este hiGon-
•«©oiente, y facilitar y uniformar todas las oflpteio-
nes, se han inventadc» las//•acc/o«e.s decimales i las. 
que al mismo tiempo que son un caso particular de 
los quebrados comun&s, llenan todos los objetos men
cionados. • • , í " 
• Son, pues, las decimales, unos quebrados que tie

nen por denominador í o i 100; 1000, £í?c. y en ge
neral la unidad seguida de ceros. Para formarnos una 
idea exacta de las decimales , concebirémos dividida 
la unidad en diez partes iguales, que se llaman d é 
cimas ^ concibiendo dividida cada décima en diez 
partes iguales , la unidad tendrá ciento, y por lo 
uáismO se llaman ceraifew/72a.s partes de la unidad^ con
cibiendo.cada centésima dividida en diez partes, es-
f&^:serán milésimas de la unidad 3 y continuando di
vidiendo en otras diez cada una que. vaya saliendo, 
resultcftián las d iezmités imás , c i enmi l é s imas , millo-
n é s i m a ^ ^ U e z m i l l o n é s i m a s , cienmillonésimas , mil -
m i l l o n é s ^ ^ ^ k d iezm ilm ilion és i mas ,' 6fc . 

Por L ^ ^ f o r n i i d a d de los denominadores, y la 
Jey que sigue cada parte de ir siendo diez veces me
nor, no se escribe el denominador de estos quebra
dos, sino que se p o n e & d ^ í u d e r e c h a de las unidades 
las d é c i m a s , á la df^mha de estas las centésimas^ 
después las milés imas, 'Miego las d iezmi lés imas , cien-
mités imas , fífc. Y para conocer el guarismo que espre
sa las unidades, se pone entre él y las décimas una 
coma; y sino hay unidades, se pone o antes de la co
ma, para que ocupe el lugar de las unidades. V. g. si 
quiero espresar cuarenta y cinco enteros y seis dé 
cimas, escribiré as í : 45,65 y la coma da á entender 
que el guarismo 5 espresa las unidades , y el 6 las 
décimas; si sólo hubiera querido escribir seis déc i -
rñas, hubiera puesto o en lugar de las unidades, y 
tendria escritas las seis décimas de este modo: o56. 

Si se quiere espresar el denominador, se puede-^ 
poner en vez de 0,6, y 4 5 ^ en vez de 45,6; 
donde se debe advertir qué la coma hace oficios de 

- JV-• y 
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denominador, y que cuando se quiera espresar este, 
se pondrá la unidad seguida de tantos ceros como 
guarismos hay después de la coma. Por ejemplo 

3.507=3TO0C^ J ^0039=To3o9oo' 
85 Un número que lleva enteros y decimales, es 

un verdadero número misto j y as í , para leerle , se 
leerá primero el, entero (13), 7 luego los guarismos 
decimales del mismo modo, pronuncianxio después 
de estas la denominación que les corresponda: la cual 
sino se conoce al golpe por haber muchos guarismos 
decimales , se averigua diciendo desde la coma á la 
derecha, en el primer lugar décimas, en el segundo 
cente'simas, y así sucesivamente, hasta el último gua
rismo, cuyo nombre se apunta si es complicado el 
número. Para que no se confundan las comas de la 
división de periodos con la de las decimales, se hace 
la coma mayor que las otras. Aaí, si quisiera leer el. 

número 7 0 ^ ° ^ 7 4 ^ ^ ^ 3 4 0 5 7 9 3 ^ - 4 ^ ^ 
averiguaria lá especie de unidades de^^Hno gua
rismo 4 , y hallaría ser diezmilhillone'siml^rDesimes 
le prepararé (13) en esta forma: 

7 ^ 5 6 ^ 0 3 , 2 7 4 5 ^ 0 9 ^ 5 3 5 4 0 ^ ^ , 3 6 4 ; 

y se lee así: siete m i í cincuenta y seis millones, cua
trocientos fres m i l , 'doscientos*sétenta^y éüatro uni
dades ó enteros: tres mi l quinientos nueve billones, 
cincueTita y tres mi l cuatrocientos cinco millones, se
tecientos tres mi l tresoikntas seséMa* y cuatro diez-
milb ilíones imas, 

86 E l valor de las decimales no se altera cuando 
víe ponen ó quitan ceros á continuación de los guaris
mos significativos. 

V . g. 0 , 7 = 0 , 7 0 = 0 , 7 0 0 = 0 , 7 0 0 0 = 0 , 7 0 0 0 0 &c . 
Porque como 0 , 7 = - ^ , multiplicando sus dos tér

minos por 10, por 100, por 1000 &c. no se alterará 
el quebrado (67), y se tendrá que 

- „ — 7 — 7 0 — 7 0 0 7 0 0 0 — 
U V — T o — T o o — T o o o — T o d o o — 

Ó O , 7 = O , 7 0 = 0 , 7 0 O = O , 7 0 0 Q = & C . 9¿ 
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Si teniendo ceros al fin se quitan, resultan los dos 

términos divididos por un mismo número , lo que 
^67) tampoco altera el quebrado. L . Q. D . D . 

87 Si los ceros se colocan entre la coma y los gua
rismos significativos, -se hace el quebrado tantas ve
ces menor ¿ como espresa la unidad seguida de tan~ 
tos ceros como se han puesto entre la coma y los gua
rismos significativos ; porque en este caso se hace 
diez, ciento, m i l , &c. veces menor el valor de ca
da parte, y no se hace diez , ciento, milj &c. veces 
mayor el número de ellas* . 

Del mismo modo, si en un número que lleva en
teros con dj^eimales, se corre la coma un lugar hácia 
la izquierda, como el guarismo que ántes espresaba 
unidades, ahora espresará décimas: el que ántes dé
cimas, ahora centésimas^ y así sucesivamente; re-, 
sultá que cada parte se ha hecho diez veces menor, 
y por lo mismo esta mutación de la coma habrá con
vertido aiS^nero propuesto en otro diez veces me
nor. Si se ^ ^ w - a corrido la coma dos lugares hácia 
la izquierd^^Jp^iéramos hecho cien veces menor á 
dicho número; y en general, core correr Id wma un 
número cualquiera de lugares hácia la izquierda , 5e 
Jiace al número tantas vecés menor, como espresa la 
unidad seguida de tantos peros como lugares se cor y y 
rió la coma. ^ ^ S ^ m ' ^ ^ y ^ ^ ^ M é ^ ^ M ^ ^ - ^ 

Por el contrario, corriendo la coma un número> ^ ¿f^ 
cualquiera de lugares hácia la derecha, quedará h e - / ' ^ ' 
cho el número tantas veces mayor, como espresa la 
unidad seguida de tantos ceros como lugares se cor
rió la coma. As í , si en eJ^número 8532,74914 
coloco la coma entre el 5 y el 3, tendré 85,3274914,. 
que será cien veces menor que el propuesto; y si la 
pusiera entre el 9 y el 1 tendría 8532749,14, 
que es mil veces mayor qpe el propuesto. 

88 Puesto que las decimales siguen la misma ley 
que los enteros, y se escriben y leen lo mismo que 
ellos, es un punto de la mayor importancia el susti
tuir ios quebrados decimales á los comunes., lo qupl 
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se consigue con virtiendo en decimales los quebrados 
que hayan de entrar en los cálculos. Para esto se to
ma el númerador del quebrado por dividendo y el de
nominador por divisor, y se divide el uno por el otro; 
mas si el quebrado es propio ¿ no cabrá el divisor en 
el dividendo; y as i , se pone o en el cociente, y des
pués se añade un cero a l dividendo y se divide por 
el divisor \ el cociente se pone á la derecha de la co
ma ; se multiplica por el divisor y se resta. A la res
ta se añade otro cero y se divide por el divisor; lo 
que resulta se pone en el cociente á la derecha del 
guarismo anterior, se multiplica y resta. A la resta 
se añade otro cero , y se continúa añadiendo un cero 
por cada guarismo decimal'que se quiera sacar : ob
servando que s i después de añadi r un cero no cabe el 
divisor en el dividendo, se pone cero a l cociente y se 
añade otro cero al dividendo. 

i . e r ej. Quiero sacar corí tres decimales el valor 
de -f^; ejecutaré la operación como aq^de ve: 

Tomo el 5 por dividendo y el 17^8 
por divisor; veo que 17 no cabe e n J P ^ 
5, y por lo mismo pongo o en el co- — 
cíente, y después la coma; añado un 1 ' 0,294 
o al 5, y veo que 50 entre 17 les to- 0070 
ca á 2, que pongo en el cociente des- 02 
pues d é l a coma; multiplico^ÉSste co- 1 
cíente por el divisor, le resto del dividendo 50 y saco 
la resta 16. A esta añado un cero, y veo que 160 en
tre 17 les cabe á 9, que pongo en el cociente; mul
tiplico por el divisor, y resto del dividendo 160. A l 
lado de la resta 7 pongo otro cero , veo que 70 entre 
17 les toca á 4 que pongo en el cociente; multiplico 
por el divisor y resto. Del mismo modo continuaría 
si quisiera sacar mas de los tres guarismos decimales 
que me propuse; con lo cual tengo reducido el que
brado & quebrado decimal, aproximado hasta m i 
lésimas, i 

2.0 ej. Si quiero reducir á quebrado decimal 
lo ejecutaré como se ve en la pájina siguiente: 
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Tomare el 8 por dividendo, el 943 por divisor, y 

pongo en el cociente cero 
y comaj añado un cero al 8, 8000 I 943 
y como 80 no contiene al 04560 ~~~TQ7Q~' •V. . 00 0.000402 divisor 943 , pongo o en 07000 
el cociente; añado otro al 02360 
dividendo, y pongo tam
bién o al cociente; añado otro o al dividendo, y 
veo que 943 en 8000 d 9 en 80 cabe 8 veces, pon
go 8 en el cociente después de los dos ceros ; multi
plico por el divisor y resto; á la resta le añado un 
cero, y así continuaré la división hasta sacar los gua
rismos que necesite, que supongo aquí que son seis, 
y tengo el quebrado 0,008482 , que es el mismo que 
el 94-3 1 con diferencia de menos de una millonésima 
parte de la unidad. 

Bem. Gomo de tomar el numerador por dividendo 
y el denominador por divisor, no puede salir ningún 
entero, se pone cero y coma en el cociente; añadiendo * 
un cero ai'íffvidendo se convierte en décimas; y por 
lo mismo sé vê  si Ies toca á alguna, y sino, se pone 
también cero en el cociente en el lugar de las déci
mas ; lo mismo decimos de todo lo demás de la regla 
y resulta L . Q. D . D . 

89 A l convertir los quebrados en decimales resul
ta cociente exacto, cuando el denominador no tiene 
mas factores simples que el 2 y el 5 , como 8 ; 16; 
&c. &c. 25; 125 &c. V . g. si convierto en decima
les los quebrados | - ; ^ ; j ^ , lo haré como se ve 
en (A) , (B), (G). 

(A) (B) (G) 
50 1 8 70 I 25 140 1,12,5 

20 1 0,625 200 1 0,28 150 ' o3i ia 
40 - 000 0250 

o •, ,000 ' v • • 

y saco cociente exacto; por lo que d i r é , que 
1=0,635; ¿ = 0 , 2 8 , y T y 5 - c , i i 2 . 

E T . I . 
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Sino sale cociente exacto, sucederá que como la 

resta ha de ser siempre menor que el divisor , así que 
se hayan sacado tantas restas diferentes como unida
des tiene el divisor menos u n a , la siguiente deberá 
ser una de las anteriores ó el mismo numerador ; de 
donde se sigue que a ñ a d i e n d o un o , d a r á el mismo 
cociente y resta que dio antes: á esta le sucederá lo 
mismo; y a s í , se pond rán aquellos guarismos las ve
ces que se quiera. Estas fracciones se l laman p e r i ó d i 
cas. A s í , si convierto en decimal el quebrado ten
d r é (A) que al sesto guarismo hallo la resta 5, que es el 

(A) (B) 
40 

0,7x4285 70 
40 

7 

11 

0,3636 
50 

10 

' « , 3° 
- 20 

v ^ s 60 

mismo numerador; por lo que se repe t i r án los mismos 
guarismos, y | t e n d r é |cz:o,7i 4285714285714285 & c . 

S i convierto en decimal el quebrado y^-, encuen
tro (B) que al segundo guarismo se repite el numera
dor ; por lo que Y f = o , 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 Ó & c . 

Si convierto el f t e n d r é que f—0,66666 & c . 
Si l a resta que se repite no es el mismo numerador 

del quebrado, entonces la fracción es en par le p e r i ó 
dica y en par te no , como se ve rá en estos quebrados 

y III que dan 4* ^ = 0 , 5 8 3 3 3 & c . 
i a J 923 1 ^ y | | | = r o , 6 4 1 0 8 1 0 8 1 0 8 1 0 8 & c . 

Sumar ¿ restar^ mul t ip l iear y d i v i d i r decimales. 

90 Para sumar las decimales se ponen los suman
dos los unos debajo de los otros, de modo que se corres
pondan las déc imas debajo de las déc imas , las centé
simas debajo de las centés imas & c . esto e s , que l a 
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coma en todos los sumandos forme columna; después 
se tira una raya y se suman exactamente como sí fue-
sSn enteros, teniendo cuidado de poner la coma en la 
suma^ de modo que forme columna con las de los su-
mandos. — 

i . e r ej. S i quiero sumar 0,027 con 35,46 , con 
783^o639 i con 0,3 , con 9,53 y con 32 ,0757 , los 
pondré los unos debajo de los otros como a q u í se ve: 

Y después de t irada la r a y a , em
piezo por la derecha diciendo - 9 7 7 0,027 
son 16 , pongo 6 debajo de la r aya , y 35,46 
paso á la columna siguiente donde d i - 783,0639 
go: 7 y 1 qne llevo son 8 , y 3 son 0,3 
11 , y 5 son 16 , pongo 6 y llevo 1 9,53 
para a ñ a d i r l a á la suma de la co lum- 32,0757 
na siguiente; y continuo la operación 
como si fuesen enteros (26), teniendo 860,4566 
cuidado de poner la copia entre el o y 
el 4 debajo de las de los sumandos, y digo que la 
suma es 860,4566. 

2.0e/. 85,37-^9,0345+0,6382-4-42,085=137,1277. 
Dem. Gomo haciendo la colocación dicha y su

mando en columna, sumamos todas las unidades de 
una misma especie, y todas las sumas parciales las 
reunimos en una sola a l mismo tiempo que las vamos 
sacando, resulta (intr .ax. 3.°) L . Q . D . D . 

91 Para restarlas se pone el sustraendo debajo del 
minuendo, de modo que se correspondan las unidades 
de cada especie, esto es,, que la coma del sustraendo 
corresponda debajo de la del minuendo; se tira una 
raya-i y se rest^ como en los números enteros, ponien-r 
do la coma en ly resta, formando columna con las 
de arriba. 

A q u í puede ocurrir que no tengan un mismo n d -
1 mero de guarismos decimales el minuendo y sustraen-

do : si el sustraendo tiene menos, se ponen aquellos 
guarismos que tiene demás el minuendo , y luego se, 
restan los del sustraendo de los que quedan en el mi ' 
nuendo ; si e l minuendo tiene menos que el sustraen^-
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do, se resta el guarismo de la derecha del sustraen-
do de 10, y todos los demás de 9, hasta llegar al 
primer guarismo del minuendo, el cual se considera 
con una unidad menos. 

i . e r ej. Quiero restar de 625,4685 el numero 
354,8796; pondré el sustraendo 354,8796 debajo del 
minuendo corno he dicho y se ve en (A): 

(A) (B) (C) 

625,4685 8375,75426392 475Í36 -
354,8796 789,4358 287,4753825 

270,5889 7586,31846392 187,8846175 

y después de tirada la raya, resto como si fuesen en
teros (31), cuidando de poner la coma entre el o y 
el 5 , y saco la resta 270,5889. 

2.0 ej. Si quisiera restarltde 8375,75426392 el 
numero 789,4358, los colocarla como se ve en (B). 

Y como el sustraendo tiene menos guarismos de
cimales que él minuendo, pongo debajo de la raya 
los cuatro guarismos 6392 del minuendo, que no tie-
Vien correspondientes en el sustraendo, y después res
to como antes y saco 7586,31846392. 

3.ER ej. Si de 475Í36 quisiera restar 287,4753825, 
los pondría como se ve en (G). 

Y como el sustraendo tiene mas guarismos que 
el minuendo, dir ia: de 5 á 10 van 5 que pongo; de 
2 á 9 van 7; de 8 á 9 va 1.; de 3 á 9 van 6; de 5 
á 9 van 4; ahora debo considerar al 6 del .minuendo 
con una unidad menos, y digo : de 7 á 15 van 8, y 
de 15 llevo 1; y continuando la operación como an
tes saco la resta 187,8846175. 

Dem. En. los dos primeros casos es la misma (29); 
en el tercero, es porque se pueden considerar después 
de los guarismos decimales los ceros que se deseen 
sin alterar su valor (86), y queda reducida la ope
ración á la espuesta (32), que por comodidad en este 
caso se practica del modo que hemos dicho. L . Q . D. D . 
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92 Para multiplicar las decimales «o se hace caso 

de la coma , se multiplican como si fuesen números 
enteros, y luego en el producto se separan con la co
ma tantos guarismos de derecha á izquierda como 
decimales habia en ambos factores juntos ^ y sino hay 
bastantes % se completarán con ceros á la izquierda. 

i,er ej. Quiero multiplicar 5,37 por 6,3; tomaré 
por multiplicador el 6,3, y le pondré debajo del mul
tiplicando como sino hubiese coma, conforme se ve 
en (A): , 

<A) (B) (C) (D) 

5,3 7 053 5 0,2 9 0,0273 
6,3 0,4 0,3 0,0026 

1 6 1 i 0,1 4 © o, o 8 7 1638 
32 2 2 546 

33,8 3 1 0,0000 7098. 
Después de tirada la raya, multiplicaré (44) el 

5,37 por el 6,3 sin hacer caso de la coma, y separando 
en el producto 33831 tres guarismos de derecha á izi» 
quierda, que son los decimales que habia en ambos 
factores, saco 33,831 que es el producto verdadero. 

2.0 ej. Si quiero multiplicar 0,35 por 0,4, ejecu
taré la operagion como se ve en (B). 

Multiplicaré el 35 por 4 , lo que me da el pro
ducto 140; y como debo separar tres guarismos, que 
son los que hay en ambos factores juntos , pondré 
antes un cero y tendré 0,140; pero como los ceros 
después de los guarismos decimales no les aumentan 
ni les disminuyen (86), borraré el cero que hay des
pués del 4 , y diré que el producto es 0,14. 4 

3.er ej. Si quiero multiplicar 0,29 por 0,3 , eje
cutaré la operación como se ve en (G). 

Multiplicaré el 29 por 3; y como el producto 87 
no tiene mas de dos guarismos, y debo separar tres, 
supliré con ceros los guarismos que me falten, y ten
dré el producto 0,087. 
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Por i l l t imo si quisiera mul t ip l i ca r 0,0273 por 

0,0026, haria la operación como se ve en (D) , y ten-' 
d r í a el producto 0,00007098. 

D e m . Con prescindir de la coma en el m u l t i p l i 
cando , le hacemos tantas veces mayor como espresa 
la unidad seguida de tantos ceros como guarismos 
decimales tiene (87) ; y con prescindir de ella en el 
mu l t i p l i c ado r , le hacemos tantas veces mayor como 
espresa la unidad seguida de tantos ceros como gua
rismos decimales hay en é l ; luego (61, 3.0) el pro
ducto debe salir tantas veces mayor como espresa el 
producto de estos dos n ú m e r o s ; luego para obtener 
el verdadero, se d e b e r á hacer este mismo n ú m e r o de 
veces menor: lo que se consigue (87) separando con 
la coma tantos guarismos como decimales hay en am
bos factores juntos. L . Q. D . D . 

93 De lo dicho (87) se deduce que un numero 
que l l eva enteros y decimales, ó decimales solas, se 
mul t ip l i ca por 10 , corriendo la coma un lugar hác ia 
la derecha ; por 100 corr iéndola dos; por 1000 cor
r iéndola t res; y en general , pa ro mul t ip l i ca r por l a 
unidad seguida de cierto número de ceros , se corre
r á l a coma tantos lugares h á c i a l a derecha como ce
ros hay después de l a unidad. 

94 Para d i v i d i r las decimales se c o m p l e t a r á n , es
to es , se h a r á que ambos términos tengan un mismo 
número de guarismos decimales, a ñ a d i e n d o los ceros 
que se necesiten a l que tenga menos ; entonces se hor
r a l a coma , y se ejecuta l a d ivis ión como l a de los 
enteros, s in tener que hacer nada en el cociente. 
D e s p u é s , s i l a d iv is ión no sale exacta , aquella resta 
que se. habia de poner en f o r m a de quebrado, se con
vierte en quebrado d e c i m a l ; esto es , se añade á la 
resta un cero, y se pone la coma en el cociente ; se ve 
cuán t a s veces cabe el divisor en esta resta, se pone 
en el cociente después de la coma este n ú m e r o de ve
ces, ó cero sino cabe, se mul t ip l i ca por el d ivisor y 
se resta-; y así se c o n t i n ú a , añad iendo un cero á la 
resta por cada guarismo decimal que se quiera sacar. 
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\.*r ej. Quiero dividir 0,6 por 0,15; añadiré al 

dividendo un cero y se convertirá en 0,60j después 
borro la coma en el dividendo y divisor, y queda re
ducida la operación á dividir 60 por 15 j l o que eje
cutado como aquí se ve: ^ . ^ 
da 4 por cociente; y digo que 0,15 0 ^ „ 
está contenido cuatro veces en 0,6. ' 4 

2.0 ej. Si quiero dividir 43 por 12,5, como el 
dividendo no tiene ningún guarismo decimal, le ana-
do un cero; y horrando la coma en el divisor queda 
reducida la operación á dividir 430 por-125; la que 
ejecutada como aquí se presenta: 
da 3 por cociente y 55 por resta : la 
que reduciré á decimales añadién
dole un cero, poniendo la coma des
pués del 3, y continuando la d i v i 
sión; para esto, veo que el 125 está 
contenido 4 veces en 550, pongo este 4 después de la 
coma, multiplico por el divisor y resto; á la resta 
50 añado otro cero, veo que está contenido cuatro ve
ces el divisor, pongo 4 en el cociente; y así continúo 
hasta sacarlos guarismos decimales que desee, que 
aquí sdlo son dos, porque da cociente exacto. 

3.er ej. Si quisiera dividir 37,5421 por 8,3, aña
dirla al divisor tres ceros, porque le faltan tres'pa
ra tener tantos decimales como el dividendo; borro 
después la coma en ambos, y queda reducida la ope
ración á dividir 375421 por 83000; y ejecutada la 
operación como aquí se ve: 
saco el cociente 4 , y en vez de 375421- I 8 3000 
añadir un cero á la resta hor- 4342 1 j T T ^ T ^ T 
raré uno en el divisor, pondré 1921 — ^ 
coma en el cociente, y averi- 261 
guaré cuántas veces el 8300 120 
está contenido en 43421; ha-" 370 
lio que cabe 5 veces, pongo 5 38 . 
en el cociente después de la co
ma, multiplico por el divisor y resto; borro otro cero 
en el divisor, y continúo la operación, advirtiendo 

i 
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que si después de borrados los ceros del divisor, quie* 
ro sacar mas guarisuios decimales, se añaden ceros 
á la resta como allí se ve. 

JDem. Con añadir los ceros que se necesiten al ter
mino que tiene menos guarismos decimales, no altera
mos de ningún modo su valor (86); y con suprimir la 
coma en los dos términos, los multiplicamos por la uni
dad seguida de tantos ceros como guarismos decimales 
haj , loque (ór , 4.0) no altera el cociente. L . Q. D . D . 

95 Guando el divisor es la unidad seguida de ce
ros, queda hecha la división, corriendo la coma hacia 
la izquierda tantos lugares como ceros acompañan á 
la unidad, supliendo con ceros á la izquierda si el di
videndo no tiene bastantes guarismos; lo cual está fun
dado en lo dicho (B7). Así, si en el numero 8465,379, 
corro la coma dos lugares ha'cia la izquierda , resul
tará dividido por 100, y será 84,65379. 
% 96 Para valuar los quebrados decimales, se mul
tiplican por el número que espresa las veces que la 
unidad en que se quiere vqfafir el quebrado , cabe 
en aquella á que se refiere eT quebrado.. 

Si hay unidades de especie inferior todavía , se 
vuelve á multiplicar el quebrado que resulte, por el 
número de veces que la unidad' en que se quiere valuar 
ahora este quebrado, cabe en aquella á que se refiere*, 
y así se continúa hasta que no haya unidades de es
pecie inferior: y si al fin queda quebrado, se despre
cia sino llega á cinco décimas; y se añade en vez 
de él una unidad, s i llega ó pasa de cinco décimas. 

Esc. No se dice que se parta por el denomina
dor, porque la división se hace al colocar la coma 
en el producto. 

i . " ej. Si quiero averiguar cuánto valen 0,47 
de doblón , multiplicaré el 0,47 por 4 , que son los 
pesos que tiene un doblón, y saco como se ve en (A) 
1,88 pesos, esto es, un peso y un quebrado de peso; 
valuó el quebrado de peso en reales; para lo cual 
Coloco el 15 debajo de 1,88, le multiplico sin hacer
lo con el enteró 1, y saco 13,20 reales; borro el G, 
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multiplico las 2 déci- (A) 
mas de .real por 34, y 0,47 dob. 
saco 6,8 maravedises ó 4 
f maravedises, porque 
8 décimas es mayor que 
5; por lo que digo que 
0,47 de doblón valen 1 
peso 13 reales y 7 ma- 4 40 
ravedíses. 8 8 

2.0 ej. Si quisiera 
averiguar cuánto valían 13,2© rs. 
0,7432 de vara, ejecu- 3 4 
taria la operación como — 
se ve en (B), y hallaría 6,8 mrs. 
2 pies, 2 pulgadas y 9 
líneas. 
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0,7432 varas 
3 

2,2296 pies 
12 

4592 
2 296 

2,7552 pulg.. 
1 3 

1 5104 
7 552 

9,0624 líneas 

Sumar) restar ^ multiplicar y diviiñr números deno
minados. 

97 Se llaman números dengininados los que cons
tan de unidades de diferentes especies relativas todas 
4 un mismo genero: como 6 varas, 1 pie, 7 pulga
das y 4 líneas, y 5 quintales , 3 arrobas y 8 libras. 
Para entender las operaciones que vamos á hacer con 
estos números, es indispensable tener bien presente 
la división de las unidades de pesos y medidas (16). 

98 Para sumarlos se ponen todos los sumandos los 
unos debajo de los otros, de modo que, se correspondan 
las unidades de cada especie; se tira una raya, y se 
empieza á sumar por la especie inferior; si la su
ma de estas unidades contiene alguna ó algunas de la 
especie superior inmediata , se guardan para sumar
las con ellas; se suman estas j y asi se continúa has
ta haber sumado las de especie superior, y el núme
ro que resulta debajo de la raya es la suma pedida. 

Ejemp. Quiero sumar 38 doblones, 3 pesos, 13 
reales y 14 maravedises, con 4 doblones, 1 peso, 3 
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reales y 6 maravedises , con 49 doblones, 2 pesos, 8 
reales y 25 maravedises, y con 53 doblones, 12 rea
les j 19 maravedises; colocaré todos los sumandos los 
unos debajo de los otros como aquí se ve: 

Tiraré una 
ra j a , y suman- (2 (2 (1 
do los aiarave- ~~o~AZii 

„ 30 dob. 3 ps. 13 rs. i4mrs. 
d e t e n g o 64, ' * * | * 6 „ 

un red y que- 0 I2 » 
dan 30 mara
vedises; borro 
el 64, pongo 
debajo los 30 

146, , ^ éi-

que quedan, y el 1 real que llevo pára la columna 
inmediata , lé pongo encima de los reales separado 
con una media luna; sumo todos estos reales, y ten-
S0 37» 1̂16 componen 2 pesos y 7 realea; borro el 
37, pongo debajo los 7 reales que quedaron, y ios 2 
pesos los coloco sobre los pesos; sutño estos y ten
go 8 pesos , que componen 2 doblones justos; por lo 
que borro el 8 , pongo debajo o , y coloco los 2 doblo
nes en la columna de los doblones, cuya suma da 146 
doblones; y tengo por suma de los números propues
tos 146 doblones, o pesos, 7 reales y^O'maravedises. 

Dem. Gomo ben\os sumad^todas'lás-j^irtes tóe los 
sumandos , no quéítír du&rtfeqne hemos\uWilo los 
todos. L . Q. D . 

99 Para restar los números denominados, se po
ne el sustraendo debajo del minuendo,, de modo qüe se 
correspondan las unidades de una misma especie ; se 
tira una raya, y se va restando cada especie de uni
dades del sustraendo de las correspondientes en el m i 
nuendo, empezando por las de la especie inferior. S i 
alguna especie de unidades del sustraendo es mayor 
que la correspondiente en eí minuendo , se toma *en 
este una unidad de la especie inmediata superior; y 
sino hubiese en esta se tomará de la otra, ó de la 
siguiente si tampoco hubiese en esta & c . , y cuando 
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se toma una unidad de dos o tres órdenes superior, 
se descompone en las inferiores del modo que se verá 
en los siguientes ejemplos. 

i.0 D e 295 doblones, 2 pesos, 3 reales y 15 ma
ravedises, quiero restar 89 dob lones ,^ pesos, 2 rea
les y 5 maravedises ; colocare el sustraendo debajo 
del minuendo como a q u í se ve: 

Y después de t i - - P 
rada la raya empe- 295 dob. 
zaré á restar por la 89 
columna de los ma
ravedises, lo que da 
10 maravedises de 
resta; paso á restar los reales ^ e l sustraendo de los 
correspondientes del minuendo , y hallo 1 de resta; 
paso á los pesos , y como de 2 pesos no puedo restar 
3 , tomo una unidad de los doblones que1 vale 4 pe
sos , y con los 2 que hay hacen 6 , de los que res
tando los 3 quedan 3 por resta; y por ú l t i m o pasan
do á los doblones, teniendo en consideración que 
tomé 1 , resulta por resta 205 doblones, 3 pesos, 1 
real y 10 maravedises. 

2.0 S i de 47 quintales quiero restar 23 quin ta
les , 2 arrobas, 9 l ibras y 14 ornas, los colocaré co
mo aqui se ve: 

Y como no puedo 3 24 16 
restar 14 onzas de 47 qs. o ars. o l i b . o onz. 
donde no hay , pasó á 23 , , 2 „ 9 , , 14 „ 
tomar una l ib ra , que 
como tampoco hay, n i 23 „ 1 ' „ 15 „ 2 „ 
arrobas,tomo un qu in 
tal que tiene 4 arrobas; y como yo solo necesito una 
l ib ra para restar las onzas, dejo 3 arrobas en el l u 
gar de las arrobas : de la arroba que queda dejo 24 
libras en el lugar de las l ibras : y de la otra l i b r a 
que vale 16 onzas, resto las 14 onzas, y cont inúo la 
operación como a l l i se ve , considerando al 7 del 47 
quintales como 6 ; y saco por resta 23 quin ta les , 1 
a r roba , 15 libras y 2 onzas. 
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3.0 S i restara 327 varas , 2 p ies , 6 pulgadas y 

5 l í n e a s , de 578 varas , haria la operación como 
a q u í se ve: 
y. la resta seria 250 2 11 12 
varas, 5 pulgadas y 578 vs. o ps. o pulg . o lín. 
7 líne3S- 327 » 2 ^ 6 ^ 5 , r 

Dem. Gomo res- — • 
taraos todas las par- 250 5, o „ 5 „ 7 „ 
tes de-1 sustraendo de 
todas las del minuendo , y todas" las restas parciales 
las tenemos reunidas en un solo numero, este espre
sará l a resta total. L . Q. D . D . 

100 E n la mul t ip l i cac ión de los números deno
minados se pueden seguir varios métodos j pero aquí 
solo pondremos el que es mas independiente del ta
lento d e l calculador , y consiste en practicar las tres 
reglas siguientes : i . a redúzcanse el multiplicando y 
multiplicador á la menor de sus especies 1 '2.^ , mul
tipliqúense entre si estos dos números después$e re
ducidos ; 3.^ divídase el producto por el número que 
espresa las veces que la unidad de especie inferior 
del multiplicador cabe en la mayor, y - el cociente 
espresará el producto en las., unidades de especie in
ferior del multiplicando ¿ yav lo que se d e b e r á n re
duci r á las de especie superior según las reglas da-

.das (58). E n esta cuest ión es indispensaMe conocer 
cada factor, para practicar la 3.a regla ; por lo que 
diremos que el multiplicando es el de la especie que 
se busca en el producto, y por consiguiente el otro 
será el multiplicador. 

i e r ej. S i quiero averiguar cuán to valen 7 varas 
y 1 pie á 9 pesos y 6 reales la v a r a , obse rva ré que 
como lo que busco aqu í son pesos y reales , el q ro l -
t ipl icando es 9 pesos y 6 reales; por lo que los re
duc i r é primero á la menor de sus especies, y t e n d r é 
reducido el mult ipl icando á 141 reaks y el m u l t i 
plicador á 22 pies; mul t ip l ico el 141 por 2 2 , y saco 
el producto 3 T 0 2 ; el cual le d iv ido por 3 , á causa 
de que el pie está contenido 3 veces en la vara , lo 
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qne me da el cociente 1034, que espre^ los reales 
que valen las 7 varas y 1 pie j y reduciendo estos 1034 
reales á pesos (58), sacaré 68 pesos y 14 reales. 

2.0 ej. Si quisiera averiguar cuánto valen 6 quin
tales, 3 arrobas y 8 libras de azúcar , á 8 doblones, 
2 pesos y 9 reales el quintal, los reduciré á la me
nor de sus especies, y se me convertirán el multipli
cando en 519 reales, y el muitrplicador en 683 l i 
bras; multiplicaré estos dos números entre s í , y el 
producto 354477 le dividiré por 100, lo que (95) 
dará 3544,77 reales, que reducidos á doblones hacen 
59 doblones y 4,77 reales, que (96) vienen á ser 4 
reales y 26 maravedises. 

Dem. E l reducir los factores á su menor especie 
no influye nada en el resultado; pues lo mismo son 
(ej. i.0) 7 varas y 1 pie que 22 pies, y 9 pesos y 6 
reales lo mismo que 141 reales. A l practicar la 2.a 
regla, tomamos el valor de la vara tantas veces como 
pies hay; esto es , multiplicamos el valor de la vara 
por un número tres veces mayor que el que debe ser; 
y como practicando la 3.a hacemos el producto tantas 
veces menor como lo que ántes le habíamos tomado 
mayor, resulta que est'e será el verdadero. E l conver-
•tirle en las unidades de especie superior, es por sa
tisfacer á la cuestión en los mismos términos que ve
nia propuesta. L . Q. D . D . 

101 Para dividir los números denominados se 
practicarán las tres reglas siguientes: i.'d se reduce 
el divisor á la menor de sus especies ; 2.a ,se hace 

. la división empezando por las unidades de especie 
superior del dividendo; y si de esta división que
da alguna resta, se reduce á las ¡unidades de es
pecie inferior inmediata, y se añáden las unidades 
de esta especie que hay en el dividendo ; se dividen 
por el divisor, y si queda alguna resta se reduce á 
las unidades de especie inferior inmediata; y así se:, 
cpntinúa hasta que no haya unidades de especie ifm 
ferior ; 3.a después se multiplica todo este cociente 
por el número que espresa las veces que la unidad d& 
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especie inferior del divisor está contenida en la ma
yor , empezando esta multiplicación por las unidades 
de especie inferior, para si resultan unidades de es
pecie superior, añadir las a l producto de la columna 
inmediata, y el resultado es lo que se pide. 

Por ejemplo. Sé (100) que 7 varas y 1 pie han 
costado 68 pesos y 14 reales; si quiero averiguar á 
cdmo lia costado la vara, dividiré los 68-pesos y 14 
reales por 7 varas y 1 pie. Aquí se conoce el d iv i 
dendo en que es de la misma especie que lo que se 
busca. Practico ia i.a regla y se me convierte el di
visor en 22 piesj ahora hago la división como aquí 
se ve: 

Empiezo por los pe- 68 ps. 14 rs. 22 
sos, y digo: 68 entre 02 7 p ¡ 7 T r s . 
•22 les toca á 3, que son . 1 5 o P • 
pesos, y me quedan de • ^ 
resta 2 pesos , que para 30 ^ 
reducirlos á reales los 14 ^ " " 
multiplicaré por 15, y 
ai producto 30 le ana- 44 
diré los, 14 reales que o 
hay en elsdividendo ; veo que el 22 cabe dos veces 
en 44., y no deja resta; ahora el cociente 3 pesos y 2 

--reales le multiplico por 3 , que es el que espresa las 
k veces que la unidad de especie inferior del divisor 
hpá contenida en la mayor, y saco el producto 9 pe
sas y 6 reales, que es en efecto el valor de la vara. 

Jbém. E l reducir el divisor á su menor especie 
no influye nada en el resultado; pues 7 varas y 1 pie 
es lo mismo que 22 pies. A l practicar la 2.a regla, 
como dividimos por el numero de pies, hallamos el 
valor de un pie; y como lo queWjride en la cuestión 
es el valor de la vara, por esta razón 0e ha de prac-
icar la 3.a regla; esto es, en este caso se ha de mul-
ipiicar el valor del pie por 3 que son ios pies que 

tiene la vara, y en general por el nániero que espresa 
veces que la unidad inferior del divisor está con-

i.nmla en la mayor. L . Q. D. P . 
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Naciones preliminares. • 

' 102 Algebra es la ciencia que U'ata de la canti
dad en general. Los signos de que se vale para espre
sar las cantidades, son las lethis del alfabeto; v. g. 
a puede representar cualquier cantidad, sea de la es
pecie que sea, como 20, 30, &c. 40 varas, 59 hom
bres, &:c. Nunca le pueden faltar signos al Algebra 
para espresar las cantidades; pues se vale de los dos 
alfabetos rainásculo y mayúsculo, y también del grie
go. Ademas, si á una letra v. g. a se le pone un acento 
por la parte de arriba d por Ja parte de abajo, á la 
derecha d á la izquierda, en esta forma a \ a,, 
representa una cantidad diferente de la que espresa «; 
y se leen a primer a,prime ra a , a suhprimera, sub-
primera a ; también se le pueden poner dos, tres &c. 
acentos , y se leen segundas , subsegundas & c . 

Las definiciones de la Aritmética y Algebra ma
nifiestan la mayor generalidad de esta , y para que el 
principiante no tema el emprender su estudio, le de
cimos que las operaciones del Algebra son l^s mismas 
que las de la Aritmética, y que hay una grandísima 
analojía entre ellas. En efecto, después de haber da* 
do á conocer los números, v. g. 20 hombres, 20 ca
ballos, 20 peras &c. hemos prescindido de que Jos 20 
fuesen hombres , caballos & c . , y nos hemos quedado 
con el número abstracto 20; pero este nunca puede 
ser 19 ni tampoco 21 &c. Donde se ve que la mayor 
abstracción que puede hacer la Aritmética en los nú
meros, es la del valor específico; pero si ahora solo 
consideramos en el 20 una colección de hombres, ca
ballos &c. sin atender á que sea un número determ^j 
nado, sino una colección capaz de aumento d dimin^ 
cion , entonces no puede estar representada por 20.;' 
y la espresarémos por a; por consiguiente la a repre
senta una cantidad de hombres , caballos &c. según 
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nos acomode. Consiste , pues, todo el gran secreto 
del Algebra en prescindir del valor numérico de las 
cantidades \ cuya máxima bien inculcada á los prin
cipiantes les hará disipar el gran cáraulo de dificul
tades que vulgarmente se dice que hay en el Alge
bra, lo que los arredra, y hace que la miren como 
superior á sus fuerzas. 

103 Para indicar las diferentes operaciones j su
puestos que se hacen con las cantidades, emplea el 
A],a-ebra los signos que dejamos esplicados en la Ari t
mética, y algunos otros que darémos á conocer. Así, 
la espresion a+b quiere decir que lo que valga b se 
ha de añadir á lo que valga a , y nada mas; a—b 
quiere decir que lo que valga b se ha de quitar de 
lo que valga a ; axb ó a.b ó ab, indica que e} valor 
de a se ha de multiplicar por el de b (en el Algebra 
se puede suprimir el signo X d . y dejar sólo ab , y 
en la;Aritmética no, á causa del sistema de nume
ración; v. g. 3x4 o 3.4 vale 12 ; y si se quita el signo 

vale treinta y cuatro); — ó a:b, indica que el valor 

de a se ha de dividir por el de h. 
> Este signo >- es el de mayoría, y puesto al revés 

< el de menoría; as í , a>-b quiere decir que a es 
mayor que b ; y ¿ < a , que el valor de h es menor que 
el de a; ó mas general: el signo > ó <; sirve para es-
presar la desigualdad de dos cantidades. E l signo rfc 
se llama el signo de ambigüedad; así, aúzb, ó azpb, 
indica que la h se ha de añadir ó quitar al valor de 
a, o a l contrario,. 

104 En el Algebra no sdlo se atiende al valor 
absoluto de las cantidades, sino al modo con que in
fluyen en la cuestión que el calculador se propone 
resolver. Ahora, al resolver una cuestión solo se pue
den encontrar dos clases de cantidades que influyan 
en ella: cantidades que conspiren al fin que se pro
pone el calculador, que se liaaian positivas; y canti
dades que conspiren á un fin opuesto, que se llaman 
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negativas. As í , si quiero averiguar en cuánto tiempo 
se llenará un estanque , en que por un lado entra 
agua y por otro sale, tendré que atender al agua que 
entra y á la que salej y como el agua que entra cons
pira al fin que me propongo, esta será la positiva 5 y 
Ja que sale, que conspira á vaciar el estanque, se
rá la negativa. 

S i , al contrario, quiero averiguar el tiempo en 
que se vacia un estanque , en que por una parte sale 
agua y por otra entra, tendré que atender también 
en este caso al agua que sale y á la que entraj en cu
yo caso la que sale es la positiva, y la que entra la 
negativa. 

Como las cantidades positivas conspiran al fin que 
se propone el calculador, tratan de aumentar el re
sultado que busca , y por lo mismo se señalan con el 
signo H - , que es el de aumento d de adición; y como 
las cantidades negativas conspiran al fin opuesto al 
que se propone e4 calculador, tratan de disminuir el 
resultado que bus&a, y por lo mismo se señalan con 
el signo •—. De manera que de aquí en adelante el 
signo tendrá dos acepciones: una general, que es 
la de indicar la operación de sumar, y la otra parti
cular de decir que la cantidad á que afecta, es posi-
va; lo mismo sucede con el signo—, que siempre i n 
dicará la operación de restar, y en particular, que la 
cantidad á que afecta es negativa. 

Por consiguiente toda cantidad que se escriba, 
deberá llevar el signo •+ ó el signo —• para denotar 
si es positiva ó negativa; no estante el signo nfe se 
suprime al principio de escritura. V . g. a es lo mis
mo que -4-« ; el — nunca se suprime. 

105 Los signos H- y i—,.0 las cantidades,positi
vas y negativas, son los línicos recursos del Algebra 
para espresar las palabras con que se suple todo en 
Aritmética: y aun las frases irdnicas con que nos pro
ducimos , cuando decimos que fulano tiene 100 rea
les que debe ; la palabra tiene parece que da á cono
cer que posee dinero ^ y la palabra debe manifiesta* 

F T. I. 
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que lo decimos <íe chanza^ó que nos hurlamos: esta fra
se del lenguaje vulgar se espresa en Algebra dicien
do: fulano tiene —•100 reales. 
• 106 Entendido esto, cuando está repetida por su
mando una misma letra, se pone una sola vez con un 
número ántes que espresa las veces que está repe
tida, cuyo número se llama Coeficientev. g. en ves 
de a-ha se escribe 2a ; en vez de ab~i-alh+-ab ,̂ Be po-̂  
ne 3a&; y los nú 1 ;̂ros 2 y 3 , son los coeficientes. 
Tambi|p se pone coeficiente cuando la letra o canti
dad está repetida con el signo—, a s í , en vez de 
-̂ •ab—ab—qb—ab, se pone —4ab. 

Guando una letra está repetida por factor, se;po4 
ne tina vez sola con un número á su.derecha un ̂ po
quito mas alto, que tenga tantas unidades como ve
ces está repetida la letra por factor; así , en vez dé 
aa, se escribe a2; en vez de aaa se pone a3. Este nú
mero se llama esponente; y para leer v. g. as se d i 
ce a cinco, ó a elevada á cinco, # 

Guando una letra a se presenta sola, se le supone 
la unidad por coeficiente, la unidad por esponente, y 
también si se quiere la unidad por divisor; por esta 

causa a es lo mismo que 1a, que a , 7 í116 
1 

Ahora, toda cantidad ó espresion de cantidad, sea 
de la especie que sea, separada de otras por medio del 
signo •+ ó —, se llama íe'rmino; v. g. —a es un ter-

n \ ' vbd a8Z>M 
mino, 8 a ¿ a , , , son también términos. 

c d—~efk 
107 Se dice de un término que consta de tantas 

dimensiones cuantas letras tiene, sino hay denomi
nador; v. g. -ha es un término de una dimensión; ¿ac 
de dos ;~7abc de tres', donde se v^que el coefi
ciente no constituye dimensión. 

Sl^fei cantidad está en forma de quebrado, el nú
mero de las dimensiones está espresado por la diferen
cia entre las del numerador y las del denominador^ 
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ab t ' sab 

v. e. — es de una sola dimensión 5 % — - ' es un tér-
0 d ^cd 

mino de dimensión « K / a , (5 de cero dimensiones', y 
cuando báy mas en#el denominador que en el nume
rador, ^ntdnces s^dice que la dimensión es negativa^ 

•
ab 

1 término es de menos una dimensión. F i -

nalmente, Tufando las letras tienen espolíenos, se re
puta cada letra por tantas dimensiones como unida
des hay en su espolíente. ' ; 

108 Cuando una espresion algebráica consta de 
un solo término, se llama monomia d es un monomio', 
cuando consta de mas de uno se llama en general po
linomio^ distinguiéndose en particular con los nom
bres de binomio, trinomio, cuadrinomio & c . cuando 
consta de dos, tres, cuatro &c. monomios. Así , las 
espresiones a+b, 4a5~5¿2c3 son binomios, de los cua
les a y 4a5 son los primeros términos , y -t-Z»,—5¿2c3 
son los segundos; &c. > 

Cuando todos los términos de un polinomio tienen 
un mismo ndmero de dimensiones, se dice que es ho-
mojéneo 5 y cuando no , que es heterojéneo. 

109 Se llaman términos semejantes aquellos que 
tienen unas mismas letras y en cada una ios mismos 
esponentesj por ejemplo ^a2/», ^ b y ybd2, son tér
minos semejantes. , 
\ Es muy frecuente en el Algebra el encontrar tér
minos de esta especie en los resultados de las opera
ciones , en cuyo caso se deben simplificar. Esta sim
plificación se hace sumando los coeficientes, si tienen 
un mismo signo los términos semejantes, y poniendo 
esta suma por coeficiente a uno de los términos con su 
signo, cuya operación se llama reducción; ó restando 
los coeficientes, si tienen diferente signo, y poniendo 
la resta á uno de los términos semejantes^ coífel sígit 
no del término que tenia mayor coeficiente, cuya ope-̂  
ración se llama destrucción. 
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Por ejemplq, supongamos que se tiene el polinomio 

4a3—7¿c—dz-h^ac'h6a3~h^bc^~a2—8d2—¿ac-i-qb3; 
en que observo tres términos donde se halla a3, y 
por lo mismo hay tres semejantes con élj y como tie
nen un mismo signo, haré la reducción diciendo : 4 
coeficiente de 4«3, y 6 de 6a3, son 10, y 1 coeficien
te de a3 (§ 106) sun n ; luego pondré un término en 
que haya a3 con un coeficiente 1 r , y con el sig^o 
que es el que llevan dichos ténninos ; pero aquí se 
omitirá dicho signo (104). Luego, veo cjcfe hay dos 
términos donde se halla ¿c; y como tienen diferente 
signo, haré la destrucción diciendo: la diferencia en-, 
tre 7 y 3 es 4 , que será el coeficiente que deberé po
ner á be; j como el término —ybc es el que tiene 
mayor coeficiente, manifiesta que las cuatro que que
dan son para quitar, y de consiguiente pondré el sig
no — al 4¿cj como hay dos términos semejantes con 
d2 y tienen un mismo signo, haré la reducción dicien
do : 1 coeficiente de —rí2, y 8 de •—8¿¿2 son 9, que 
pondré por coeficiente al ÍZ2 con el signo —vy tendré 
—gd2; ahora paso á hacer la destrucción de los térmi
nos n-^ac y —3ac, diciendo: la diferencia entre 3 y 
3 es cero, que deberá ser el coeficiente de ac; pero 
el cero por coeficiente manifiesta que no está el tér
mino aquel ninguna vez por sumando, y por lo mis
mo no se pondrá. Cuando los términos semejantes son 
iguales por tener un mismo coeficiente, y tienen d i 
ferente signo como en este caso , se dice -+-3ac y, 
—3ac se destruyen, y se borran d tachan en el .para
je donde están ; y como ya no hay mas que el-^Z)3 
que no tiene semejante, este quedará del mismo mo
do en el resultado, el que será 1 ia3-~4bc—gd2-+-4b3. 

Para entender la razón de esto, se considerará que 
cada término,sin coeficiente,representa una cosa cual
quiera, como un duro, una manzana &cl j y así co
mo no encontramos ninguna dificultad en que tres 
manzanas y cuatro manzanas son siete manzanas: 
nueve duros menos seis duros son tres duros: y mé-
nos cinco pesetas menos cuatro pesetas son ménos nue-
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ve pesetas, 6 que el que debe cinco pesetas por un 
lado y cuatro por otro , resulta debiendo nueve &c. : 
del mismo modo una cosa ab mas tres veces la misma 
áb d 3aZ>, son cuatro veces la cosa ab ó 4ab. Todo está, 
según se ve, en comprender el lenguaje algebraico. 

De la suma de las cantidades algebraicas. 

n o Sumar en Algebra es reunir en una sola es-
presion el valor de dos ó mas. 

Para ejecutar esta operación se col&can todos los 
sumandos los unos á continuación de los otros con los 
mismos signos que llevan, y queda hecha la suma \ des
pués se simplifica si se puede (109). 

Dem. En efecto, si quiero sumar -hb con -wz, i n 
dicaré la operación coxno aquí se ve : -f-a-h(-+-¿); 
donde observo que el signo que está fuera del pa
réntesis, indica la operación de sumar, esto es, que 
aquí lo que me propongo es aumentar; el signo de 

x dentro del paréntesis, indica que la cantidad -hb que 
está dentro, es positiva, esto es, que conspira al íin 
que me propongo; y como este es aumentar, se debe
rá poner la ¿ á continuación de la a con el signo que 
denote este aumento, esto es , con -t-, y tendré que 

H-a-+-(-HZ>)=4-a-f ̂ =a-!-Z>. 
Si con la cantidad -ha quiero sumar •—Z>, indica

ré la operación como aquí se ve: -f-a-h(—-/)); 
donde observo, como ántes, que el signo -4- de fuera 
del paréntesis , indica que el fin que me propongo es 
aumentar; el signo —• de dentro, indica que la can
tidad b es negativa , d que conspira al fin contrario 
para que se entabla el cálculo; luego conspirará á dis
minuir; por lo que deberé poner la 6 á continuación 
de la a con el signo — que denota la diminución, y 
tendré que -+•«-+•(—h)~~ha—h~a-~b. 

Comparando estos resultados con lo que prescri
be la regla, y generalizándola á los polinomios, re
sulta L . Q. D.~D. 

Cor. De donde se sigue que 
a + ( ± ; ¿ ) — a ¿ : ¿ , y ¿H-(q-¿)=aq:i&. 
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n i Para sumar polinomios se indica la opera
ción , poniendo los sumandos los unos á continuación 
de los otros, cada uno dentro de un paréntesis ; des
pués se practica la regla sólo con quitar los paréntesis} 
y luego se simplifica, como se ve en este ejemplo. 

(4¿3íZ-f-5o2c—2 abd)~h(2 b2~8a 3 )+ 
2^ (7abd+4a3~2a2c^3ti2a)+(4c3~~6a4)—4h2a-h5a 

2 abd-h^b2—Ba3--i-^abd~h4a3-— 2 a 2c-H3 ¿2a V4 c3'~~ 
6a4=jb2a-i-^a2C'+-$abd^b2^-4a3-+-4c3'~6a4. 

De la operación de restar cantidades algebraicas. 
r 1 j 

112 Restar en Algebra es hallar la diferencia en' 
tre dos cantidades,ó quitar una cantidad de otra dada. 

1 Esta operación se ejecuta poniendo el susíraendo 
con signos contrarios á los que lleve, á continuación 
^gfminuendo , y después se simplifica. 

Dem. En efecto , si de la cantidad quiero 
restar la cantidad ~hb, indicaré la operación como 
aquí se ve : -t-a—(-H¿); 
duiide observo que el signo — de fuera del parénte
sis indica la operación de restar, esto es, que el fia 
que me propongo es disminuir; el signo -H de den
tro, indica que la cantidad b es positiva, ó que cons
pira al fia que me propongo; luego deberé poner la 
h después de la a con el signo — que indica la d i 
minución, y tendré que ~i-'a~~(-hb)~-ha~^b===a~-b. 

Si de la cantidad a quisiera restar la cantidad —Z», 
indicarla la operación de este modo: -t-fí—(—/>); 
y observaría que el signo —r de fuera del paréntesis, 
indica que el fin que me propongo es disminuir; el 
signo — de dentro, indica que la cantidad ¿ conspi
ra ai fin opuesto; luego conspirará á aumentar; lue
go se deberá poner la Z> á continuación de la a , con 
el signo -t- que denota dicho aumento, y tendré qué 

-ha—(:—hz=-ha-hb=a~h-h. 
Comparando estos resultados con la regla , y ge

neralizándola á los polinomios , resulta L . Q. D . D . 
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Cor. D e donde se sigue eu general que 

a — { ± b ) ~ a ^ z h ^ y a ~ ( z p b ) = a ± b . 
E s c . E l segundo resultado de la operación 

mar corresponde al lenguaje irdnico á un homb 
han hecho pobre con d á d i v a s , que quiere decir que 
le han aumentado gastos. Igualmente, el segundo re
sultado de la operación de restar corresponde « hacer 
rico á un hombre qu i t ándo le i pero será q u i t á n d o l e 
gastos. M á s el A l g e b r a , que es una lengua perfecta, 
no admite palabras de doble sent ido , n i capciosas; 
en ella todo está perfectamente determinado, todo es 
v e r d a d , todo exactitud. 

113 Para restar polinomios se escribe el minuen. 
do (si se quiere dentro de parén tes i s ) , después el si. 
no —, y luego el sustraendo dentro de un mren tmMjM 
después se p rac t ica l a regla quitando los p a r é n t e s i s , d 
cuidando de. mudar los signos del sustraendo , y se 
simplif ica , como se ve en este e j empl (^ f l | 

S i de i8a7b2~sc4d~h9a2b2cZ 
quiero restar 4.a2¿2c3~3a7¿:2—7C4^, 
ejecutaré la operación como aqu í se ve: 
j8^¿2„5c4í¿_H9a2i62c3_(-4a2¿ac3m3a7¿2™7C4^:= 

l8a7¿2^-5c4£¿_h9a2¿2e3_4a2¿2c3_H3a7-¿2_H7C4£¿== 

21 a7b2-h-2 e4¿¿-f-5a2¿2c3. 

D e l a mul t ip l i cac ión a l g e b r á i c a . 

114 M u l t i p l i c a r en A l g e b r a es tomar una cant i 
dad tantas veces como d iga o t r a , y tomarla del mo
do que d i g a se debe tomar. Esto es, e l mul t ip l icador 
con sus unidades dice las veces que se debe tomar! 
el mul t ip l i cando , y con su signo el modo con que se 
debe tomar. 

Pueden ocurr i r tres casos: mu l t ip l i ca r un mono
mio por otro; un polinomio por un monomio, ó al con-, 
t rar io ; y . un polinomio por otro pol inomio. 

Para mul t ip l icar un monomio por ot ro , hay que 
atender á cuatro cosas: á s ignos, coeficientes, letras, 
y esponentes. 



XlxGEBRA. 
ira demostrar la regla de los signos, me pro-

f4ré multiplicar -ha por ~i-h, ó para mayor senci-
í j j l^y claridad haré ¿ = i , é indicaré la operación de 
este modo: H-ax-f-i; 
ahora, el multiplicador-HI dice con sus unidades que 
se tome una vez al multiplicando5 y-con su signo -h 
dice que se debe tomar como él sea; el multiplican
do H-a es positivo , luego se deberá tonmr una vea 
positivamente; luego será 1 a=-f-a; 
y en cuanto á los signos dará -HX-K=-K 

Sea ahora el multiplicador —1 , y tendré indica
da la operación de este modo : -HXX—1; 
aquí, el multiplicador con sus unidades dice que, se 
debe tomar una vez al multiplicando; y con su sig
no que se debe tomar al contrario de como él sea; 
el multiplicando es positivo , luego le deberé tomar 
una vez negativamente, y tendré ~i<ix-—i——1 a~—aj 
y en cuanto á signos : H-X—~—. 

Si el multiplicando fuese negativo tal como <—fl, 
y el multiplicador -HI, indicarla la operación de este 
modo : —«x-f-i; 
donde el multiplicador H-I , dice con sus unidades 
que se debe tomar una vez el multiplicando; y con 
su signo , que se debe tomar como él sea ; el imil t i -
plicando es negativo, luego se deberá tomar una vez 
negativamente, y será —«X-HI——ia——a; 
y para los signos dará —X-KII—. 

Finalmente, si el multiplicador fuese —1 , ten
dría indicada la operación^de este modo: —ax—-1; 
donde el multiplicador —1 , dice con sus unidades 
que se debe tomar el multiplicando lina vez; y con 
su signo, que se debe tomar al contrario de como él 
sea ; el multiplicando es negativo , luego se deberá 
tomar positivamente, y se tendrá —ax— 1 =-H 1 a—^+a; 
y para los signos resultará —x—_=+. 

Estos cuatro casos se convierten en estos dos , á 
saber: signos semejantes, esto es, -H por -rf- d — 
por —, ó en general rfc por db d qr por qr, dan s iem
pre •+• en el producto; y signos desemejantes^ esto es, 
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•f* por —- o por •+>, o en general db por — 6 por 

, dan siempre — en el producto. 
Los coeficientes se multiplican por las reglas de 

Jtritme'tica ; porque si axbzzah, de multiplicar 2a 
por 3 ¿ , debe resultar (61, 3.0) un producto seis ve
ces mayor que ab, esto es, 2x3«^ ó 6ab. 

Las letras que son diferentes en ambos factores, 
se ponen unas á continuación de otras sin interposi
ción de signos ningunos (103). 

En punto á los esponentes, /05 de una misma le-
ira se suman; porque si se tiene que multiplicar a3 
por a2, indicando y ejecutando la operación como aquí 
se ve: a3xa2zzaaaxaa~aaaaa—a3—a3~j~2 
resultará la regla. 

As í , para multiplicar ^4b3a4c'ie por $asb3cd4^ 
d i ré : por -H da -+-, que pondré en el producto ; 4 
por 5 son 20 , que pondré después del signo ~h; h3 
pqr ¿f, sumando sus esponentes , será b8; a4 por a3 
dará a7; c2 por e, sumando sus esponentes 2 y 1, 
dará c3; y como no hay e en el multiplicador ni ó? 
en el multiplicando, se pondrán después de lo que 
ya hemos sacado, y se tendrá que 

•+46 3 a4c2ex-h$a3 bscd4—^2 ob8a7c3ed4. 
Si los esponentes son indeterminados , se índica 

la suma de los de los factores; así, si quiero multi-
4plicar -+-3«m¿;V^r por - ^ ¿ V e ^ 5 , 
' t e n d r é que el producto será —''2.\am'+'tb2^~scndr~i'se7. 

115 Para multiplicar un polinomio por un mo
nomio, 6 un monomio por un polinomio , se multi
plica cada te'rmino del polinomio por el monomio; así, 
si quiero ftmltiplicar 

5b2g^4a3d3^b2cd4 por — ^ a ^ e 3 , 
indicareAy ejecutaré la operación de este modo: 

{5b2c4-'4a3dt-+.3b2cd4)x~-2a*d6c3=: 
—iStf faSdt -h i 2a8dI,Jc3^9b2c4dloa5; 

multiplicaré el primer término 5Z)2c4 p0r ^qiasd6c3, 
lo que (114) d a r á — i s ^ c ^ ^ Y l u e g o , multiplicaré 
el ~4a3£¿5 por — 3 a ^ c 3 , lo que dará - M s A 1 ' c 3 ; 
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y por dlt imo mult ipl icarf í el -i-^b^cd* por —3ai?á^c3;t 
que dará —9Ó2c4í¿I0a55 y t e n d r é el producto que allí 
se presenta. 

116 Para mul t ip l i ca r un polinomio por o t ro , se 
multiplica todo el multiplicando por el t,6r término 
del multiplicador; después todo el multiplicando por 
el 2.0 termino del multiplicador, después por el ter
cero &*c.; se van colocando los productos unos á con
tinuación de otros con los signos con que vayan sa
liendo , y luego se simplifica si se puede. 

í.er é j \ S i quiero mul t ip l icar a-+-h por a-̂ -b, m u l 
t ip l i ca ré primero AH-Ó por a , lo que da a2-f-a¿j 
y luego â hb por —b , lo que da —#¿—A2, 
que puesto á cont inuación del anterior y destruyen
do -t-ab con •—ah, se t e n d r á 

{a-hb){a—*b)=a2-hab~ab—b2=az~b2'. 
Esc. És te resultado nos d ice : que la suma de dos 

cantidades multiplicada por su diferencia , da por 
producto la diferencia de estas cantidades con un es-
ponente duplo del que tenian en los factores. 

Rec íp rocamen te , si dada la diferencia de dos can
tidades se quiere descomponer en factores, se pon
drá la suma de dichas cantidades multiplicada por 
su diferencia, poniendo á cada una la mitad del es-
ponente que tenia. A s í , a8—¿5=(a4-^Z>3)(a4— 

m9--n5=z{mAKn^){m^~n^) . % 
. 2.0.e/. S i quiero mul t ip l icar 

4a3i62—3a2ó3-f-5¿5 por za^b—iab*, 

i nd ica ré y ejecutaré la operación de este modo: 

i m5b*~-()a*b4+i 56 V—16a4¿4-4- i 2a*fr5-~2oa¿7= 

m u l t i p l i c a r é primero todo el mult ipl icando por e l 
primer t é rmino 3a2¿ del mu l t ip l i cador , lo que da 
el producto iza^bt—^a^-hi^a2- , 
después mul t ip l i ca ré todo el mult ipl icando por el se
gundo té rmino —^ab2 de l mult ipl icador , é i r é coló-
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cando el producto á continuación del anterior, y eje
cuto la reducción como allí se ve. 

£}e la división algebraica. 

117 Dividi r en Algebra es buscar cuántas veces 
una cantidad contiene á otra, y del modo que la con
tiene-, de donde resulta que el divisor multiplicado 
por el cociente debe dar el dividendo-, y por lo mismo 
se puede decir también que dividir es hallar una can
tidad que multiplicada por el divisor dé el dividendo. 

Para dividir un xnonomio por otro hay que aten
der á cuatro cosas, que son: 1.0 signos; 2.0 coeficien
tes; 3.0 letras; y 4.0 esponentes. 

1.0 Signos semejantes dan - h en el cociente, y 
desemejantes dan —. 

Dem, Como el signo del divisor, combinado con 
el que haya de llevar el cociente, ha de producir el 
del dividendo, cuando el dividendo tenga el signo H-
el cociente tendrá el mismo signo que el divisor; pues 
sdlo signos semejantes (114) producen ~h; y cuando 
el dividendo tenga el signo —, el cociente llevará 
signo contrario al que tenga eldivisorj pues estos son 
(114) los que producen —r-; 

luego — , 

~ rfc: 
6 en general —zr-f-, — , — = ~ , —=4-, 

zh + zh zp 

que es, 
2.0 Los coeficientes se dividen por las reglas de 

la Aritme'tica; y sino se pueden dividir con exacti
tud , se simplifica s i se puede. 

Dem. Gomo el cociente multiplicado por el d iv i 
sor ha de dar el dividendo, el creíicienté del cocien
te por el del divisor ha de ^oduoir el del dividen-
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do; luego el coeficiente del cociente deberá ser, lo 
que resulte de dividir el del dividendo por el del di
visor. L . Q. D . D . 

3.0 Las letras diferentes que tengan el dividen
do y divisor, se dejan donde estén ; yAas letras que 
haya comunes, sin esponeníe ó con uncmáismo, se bor
ran en ambos términos. 

Dem. Lo primero es porque'de esta manera que^ 
da indicada la operación; y lo segundo, porque en 
el cociente no puede haber nada que sea común á los 
dos términos de la división; pues al hacer la multi
plicación resultarían duplicadas en el producto, y no 
como están en el dividendo, que es lo que debe re
sultar. L . Q. D . D . 

4.0 Si las letras comunes tienen esponentes dife
rentes , se resta el menq'r del mayor; y queda la le
tra en el término que tiene mayor esponente, con un 
esponente igual á la diferencia hallada. 

Dem. Esto equivj¿e á suprimir en ambos te'rmi-
nos lo que tienen dé"comun. L . Q. D . D . 

Entendido esto, vamos á resolver algunos ejemplos. 
1.0 Si quisiera dividir i2a5/>2c3£¿2 por—3¿a3c7e 

diria : -f- del dividendo (104) dividido por •—, da —; 
12 dividido por 3 da 4 ; fí5 dividido por a3, es a2, 
porque restando el esponente 2 de la a del divisor, 
del esponente 5 de la a del dividendo, queda 2 ; ¿2 
dividido por Z», es Z», porque 2—1=1, y b l~b ; c3 
dividido por da c4 en el divisor, porque la dife
rencia entre 3 y 7 es 4, y en el divisor es donde hay 
mayor esponente; ,la d2 quedará en el dividendo, y 
la e en el divisor^ de manera que tendré 

i2U*b2chi2 4a2bd2 

—3¿a3í?7é 
2.0 Si tuviera que ejecutar esta división indicada 

: i K ^ y T ' díria : ^ p0r ^ da + ' í116 no PonS0 

(104)5 20 dividido por 8 no se puede ejecutar, y así 
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íimplificare dividiendo ambas cantidades por 4 , lo 
que las reducirá á § ; ahora diré: a9 dividido por a4 
es as en el dividendo; b3 dividido por b2 da b2; cm 
dividido por cn no podemos hacer sino indicarlo5 pe
ro como no sabemos si m es mayor que n ó n mayor 
que m, no sabemos cuál se debe restar de cuál apo
demos restar Jl» de la m y dejar en el numerador 
del cociente c?B—w; o al contrario, y dejar cK m en 
el denominador, pues siempre el cociente por el d i 
visor da el dividendo; pero preferirémos el dejar cm * 
que es mas sencillo; y haciendo lo mismo con las de-
mas letras tendremos 

2oa9b3cmdsf ^a^cm—nds—r 
. , o' -

8a4bzcfídrf2 2 / 2cn—mdr—sf 
118 Consideremos ahora íps resultados que puede 

cm 
dar la esprecion —=.cm B(A). 

•í$v \ • • • • Q O < ^ * - o ^ , 
Aquí puede ocurrir que /wf |» , ó m—n, 6 m<.n, 

1.0 Si rn^n será necesario añadir á n una can
tidad cualquiera «, para que sea igual con m; de ma
nera que m=-n~hu; y sustituyendo este valor en la 

cm 
espresion (A) , será —=cra—^c""1"*-w=ca, 

porque y r—ra se destruyen. Este caso np nos en
seña nada de nuevo. 

2.0 Si m~n , sustituyendo en (A), será 
cm . 

aquí encuentro una espresion c0, desconocida; así, 
para ver lo que significa haré la sustitución de n por 
m antes de indicar la resta de los esponentes, y tendré 

cm__cn _ 

porque toda cantidad dividida por sí misml da(5i,3.0) 
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la unidad; luego tengo aquí dos espresiones c0 y i 

que son el resultado de una misma — ; luego serán 
, c 

(intr.ax 5.0) iguales entre s í , y se tendrá c 0 = i ; 
pero c espresa una cantidad cualquiera, luego toda 
cantidad elevada á cero es igual á la unkiad. 

3.0 Si m<j i , añadiendo á m una cantidad cual
quiera u , para que sea igual con n será- m-^-u—n, y 
poniendo en (A) en vez de n este valor , tendré 

c™ ) 
~——cm—tl=cm—^-Í-^—Q1"}—m—U-^Q—U^ 

También hallo aquí una espresion e u no conocida; 
así, para indagar lo que espresa, haré la sustitución 
ántes de indicar la resta de los esponentes, y tendré 

cm cm ? 

cm-i-« c"em ~¿ü> 

• ~ ' cm ' 1 
donde tengo dos valores de —, á saber: c c y —» 

que por lo dicho (intr. ax. 5.0) serán iguales, y ten-

dré ~ u = o - \ 

que dice que toda cantidad se puede trasladar del d i ' 
visor a l dividendo , o a l contrario^ mudando el signo 
á su esponente. • ' • • 

119 Para dividir un polinomio por un monomio, 
se divide cada término del polinomio por el monomio', 
porque dividiendo todas las partes del dividendo, y 
reuniendo todos los cocientes, debe resultar (intr.ax.3.0) 
el cociente total. 

Así, si quiero dividir la cantidad 
150^—i2fí4c3+8i64c"5 por — 6 a 3 t e n d r é 

—6a3¿c4 se4 7 
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•—i2a4ĉ  2 a 8A4c5 

luegc 

6a3 ¿c4 ¿c J r - t a H c * 

iSa^2-^! 2a4c3-+'8Mc5 2a 5a3¿ 4¿;5Í; 

120 Para dividir un polinomio por otro, lo pri-* 
mero que se hará es ordenar 1 para lo cual se verá la 
letra que e\ta mas repetida en el dividendo y divisor, 
y se volveren á escribir principiando en ambos por el 
término en cĵ CLdicha letra tenga mayor esponentej 
después el q-uetengayd esponenteinmediato menor &:c. 

Hecho esto, diviqase el j.er término del dividen' 
do por el 1.0 del divkor;, y se tendrá un término del 
cociente; multipliqúese este término por todo el d i v i 
sor , y réstese el producto^'de. todo el dividendo (lo 
cual se conseguirá mudando los signos del producto 
conforme se vaya formando) y se hará la destrucción 
que se pueda. Después se divide el 1 .er término de es
ta resta por el 1.0 del divisor, lo que dará el 2.0 tér
mino del cociente, después se ejecutará la multiplica
ción y resta ; y se continuará del mismo modo hasta 
que se halle cociente exacto, ó hasta que el mayor es-
ponente de la letra por que se ordena, sea en la resta 
menor que el mayor de la misma en el divisor; entón-
ces no hay cociente exacto, y se indica la división de 
lu resta por el divisor ^cf), 

Ejemp. Quiero dividir 
a 3 ¿ 3 c—atfe2,—2 a^c-f-a^c-f^ aHc2— a 3 ca 

por a^-hb^—iab. 
Para ordenar, veo que la a es la que se halla mas re

petida en ambos términos, y ordenando por ella tendré. 
atyc—z a4b2 c-i-a3!,3 c~i-2a2bc!l^ab2c!i a2—2 ab-hbz 

3̂ 2 -a^v 
—agbc-\-2a4íj2c~a2 b2 a a2 be—ac3 

\—a 3 e2-̂  2 a2 be2—a¿2ca 
-f-a 3 c2— 2 a2bc2-i-ab2c2 

o o o 
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Ahora empezaré la división diciendo: asbc divi

dido por a2 es a3¿c , que pondré en el cociente ; haré 
la multiplicación de a3be por todo el divisor, dicien
do: H- por -4- da •+•, y como se ha de restar es — 
que pongo debajo del 'rh que debia tener el 1 .er tér
mino del dividendo ; a2be por a2 da a5be, que pon
go después del signo —; continúo: -j- por —• da ~ , 
que como se ha de restar es a3bc por 2ab es 
2a4¿2c, que pongo después del signo 4-; -+• por ~h da 

que como se ha de restar será —; a2bc por b2 da 
a3¿3c, que pondré también; tiraré una raya para po
ner debajo de ella la resta que quede después de he
cha ia destrucción; pero advirtiendo que ~ha5bc de 
arriba con—a^e de abajo se destruyen, que ~2a4b2c 
se destruye con H-2a4¿>2c, y •+<fl353c con •—a3Z>3c, pon-
¿0 debajo de la raya lo que queda, que es 

—a3c2-H2a25e2—«^2c2. 
E l i.er término de esta resta —a3c2, le dividiré 

por a2 primero del divisor , lo que dará —ac2; mul
tiplico y resto, diciendo : —> por -f- da — , y como 
se ha de restar es -t-, que pongo debajo del signo —* 
del ~a3c2; a2 por ac2 es a3c2 que pongo ; continuo 
—aea por —zab es -f-2a2Zic2, que como se ha de res
tar pongo '~2a2be2; sigo : —ae2 por b2 es —a52e2, 
que como se ha de restar será •+ab2c2; y como estos 
términos se destruyen con sus correspondientes, pon
dré debajo de la raya o por resta, y tengo que el co
ciente será asbc—ac2. 

Dem. E l ordenar es una operación que se puede 
hacer, porque esto no altera el valor de los términos 
de la división; y se debe practicar, porque muchas 
cantidades (como la anterior) que ordenadas dan co
ciente exacto, no le darian sin esta circunstancia , y 
el resultado debe ser siempre el mas sencillo. 

Todo lo demás es enteramente amílogo al proce
dimiento aritmético (53), y se reduce á buscar los 
diferentes términos de un polinomio que multiplica
do por el divisor dé el dividendo, que es L . Q. D . D . 

É s i . La multiplicación del cociente por el primer 
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t é rmino del divisor se puede o m i t i r ; porque como 
d a r á el i .er te'rmino del dividendo , y se ha de res
tar de é l , se podrá tachar inmediatamente el i.er tér 
mino de l dividendo y mul t ip l icar desde el 2.0 d e l 
divisor en adelante, que es lo que se ve en el ejem-
pío siguiente. - _ « ^ ( í 

S i quiero d i v i d i r A1.9 

re la operación como 
aqu í se presenta. 

Donde veo que sa- 0 
le cociente exacto, porque el -hh6 que resulta, se des
t ruye con el *—b6 del dividendo. 

De los quebrados literales. 

121 Los quebrados literales 6 a lgebrá icos se ca l 
culan del mismo modo que los numér i cos ; porque to
das las demostraciones que dimos respecto de estos, 
estaban concebidas en t é rminos generales. As í , su v a 
lor no se a l t e r a r á aun cuando se mul t ip l iquen d par
tan sus dos t é rminos por una misma cant idad. P o r 
esta causa se r e d u c i r á n á un común denominador del 
mismo modo que aquellos (68); de manera que si ten-

a c m p 
go los quebrados — , — , — , — , 

b d n q 

q u e d a r á n reducidos á un común denominador, si m u l 
t ip l ico los dos t é rminos del primero por dnq, los del 
segundo por bnq, los de l tercero por bdq, y los del 
cuarto por bdn, cuya operación los t r a s fo rmará en 

adnq cbnq mbdq bdnp 

bdnq 1 bdnq ' bdnq 7 bdnq 

Igualmente , si se dan quebrados con factores 6 le
tras comunes arriba y abajo, se podrán supr imir y que-

ad a ad-hba a 
d a r á n simplificados. A s í , ~r—=— , y = — : 

f.:--- ' d2C de' * d2 + bd d ' 

pues en el numerador y denominador del primero es 
G T . I . 
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común la y en los dos téraiinos del segando es co
mún el factor d-hb, que suprimido se convertirá el 
quebrado en lo que hemos puesto. 

122 Para sumarlos se hará, lo mismo que con los 
numéricos ( jó) . 

a m an hm an-hhm 
De manera que -—4—=—-Í--—= —. 

b n bu bu bn 

123 Para restarlos se hará lo mismo que con los 

numéricos (73). Así, si de — quiero restar —, tendré' 

a m an hm an—hm 

b n bn bn bn 
124 Para reducir aquí un entero á la especie del 

quebrado que le acompaña, ya sea por via de suma ó 
de resta, se multiplica el entero por el denominador 
del quebrado, con esto se suma el numerador del que
brado cuando este lleva el signo - h , ó se resta cuan
do lleva el —, y á todo esto se le pone por deríomina-

dor el del quebrado. Sea la espresion az-i-h2-h 
mr-a2 

la que se quiera reducir j multiplicare' eí entero a2~hb2 
por el denominador ü2—a2 , que me da (I J6 esc.) 
¿4—a4; con esto sumaré el numerador a4, y a Ja su
ma le pondré por denominador el del quebrado , en 

a4 {a2-hb2Xb2-^a2)^a4 
esta forma: a ^ b 2 ^ - - - ^ - ^ - - ^ « B ^ 

125 Para multiplicarlos 5e/í«ce /o ^/cAó (^6) ; de 
manera que 
a m am ü+m a~m (a~hm)(a~m) af—m2 

_ ^ -— r y 
b n bn c2—n2' c2-^n2 {c2~*-n2){c2.*hn?j G4~~nA 
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Y para multiplicar un quebrado por un entero 6 

al contrario, se multiplicará el numerador del que* 
brado por el entero, como aquí se ve : 

a ac , n T n s m (a2+b2)m a^m-hPm 
- _ x c = — , y (a2-f-52)—= = . 
b b • n n n 
126 Para dividirlos se ejecutará lo dicho (79); 

de manera que 
a m an a-hm c—n {a+m)(a—m) a2—m2, 
b ' n bm ^ CH-« * a—m {e-+n){c—n) ĉ —n2 ' 

Si se tratase de dividir un entero por un quebra-

do, se pract icar ía lo dicho (00); asi, a :—= . 
d2, e 

Para dividir un quebrado por un entero se prac-
cará lo dicho (8I)J así, 
a a a2b ^ a2b a2b 
l ) ' m ~ b m y C2—IÍ' ~ (c2~«)£¿3 = fdZ—ndZ ' 

D e la elevación á potencias y estraccion de raices de 
los monomios. 

127 Se llama en general potencia de una cantidad, 
al producto de multiplicar dicha cantidad por sí mis
ma cierto numero de veces; si se multiplica una vez, 
íesulta la segunda potencia d cuadrada^si se multi
plica dos veces, resulta la tercera ó- cubo ; si tres, la 
cuarta', y si « , la potencia del gí^áof»-f-i. La can
tidad que se multiplica se Uammtfíz ^ y en general, 
se llama raíz de una cantidad aquella que multiplica 
da por si misma cierto número de veces produce la 
cantidad primitiva. 

128 Para indicar que una cantidad se ha de ele
var á una potencia, si consta sdlo de una letra, bas
ta ponerlo á su derecha un poco mas alto el numero 
que espresa la potencia á que se ha de elevar; y si 
la cantidad tiene mas de una letra d tiene esponjea-
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t e , se encierra dentro de un p a r é n t e s i s , y fuera de 
este se coloca un poco mas elevado el numero que es
presa l a potencia, e l cual se l lama esponente de la 
potencia. Así , para indicar que la cantidad zab se ha 
de elevar al cuadrado, se escr ib i rá (2ft5)2, que (106) 
se lee : dos ab elevado á dos ; (zab)3 se lee : dos ab 
elevado á tres; y (zab)'1 se lee : dos ab elevado á n. 

Los grados de las potencias se han deducido del 
ndmero de veces que entra por factor la raiz, que son 
tantas como unidades tiene el esponente 5 por lo que 
toda cantidad sin esponente d con i , es su primera 
potencia. Las multiplicaciones son tantas ménos una 
como unidades tiene el esponente. 

L a elevación á potencias es el caso part icular de 
la mul t ip l i cac ión , en que los factores son iguales; pe
ro aqu í solo se necesita atender: i .0 á signos, 2.0 á 
coeficientes y 3.0 a esponentes. 

i .0 S i el esponente de la potencia es número par, 
el signo de la potencia será siempre -+-; y si es im
par , el signo que lleve la potencia será el que tenga 
la raiz. Porque si la raiz l leva el signo -+•, combinado 
cualquier ndmero de veces siempre dará pero si 
l leva •—>, cuando el esponente sea pa r , como un nu
mero par de signos — e n la mul t ip l i cac ión producen 
•4-, y un niimero impar producen •—, resulta la re
gla de los signos. 

2.0 De los coeficientes se formará la potencia que 
diga el esponente , esto es , se mult ipl icarán por sí 
mismos tantas veces ménos una como unidades tenga 
elxsponente 1 porque en la operación de mul t ip l icar , 
los coeficientes se mul t ip l ican (114) los unos por los 
otros, y aqu í dichos coeficientes son iguales. 

3.0 E n punto á esponentes se mult ip l icará el de 
la cantidad por el de la potencia. Porque en la m u l 
t ipl icación se,suman ; y aqu í h a b r á que sumar cada 
esponente consigo mismo, tantas veces como unidades 
tenga el de la potencia, que equivale á mult ipl icar los . 

Cor. De lo dicho (125) y de lo que acabamos de 
manifestar, se infiere que para & m i a r potencias de que-
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brados, se formará la del numerador y denominador. 
Aplicando las reglas á estos ejemplos se tendrá 

2.0 (—4a^^)5=—45a5515«^=—1024a5/5 l5n2S; / / / 
3.0 (6a25V)7B=6ma27B6fjmcrWíj 

4 4ezdsf *} ' {4e2d5fZ)* 64e6disp * 

Los cuales manifiestan que la potencia de un pro* 
ducto.ó de un quebrado^ es lo mismo que el producto 
ó cociente^de la misma potencia de cada uno de los 
fac tores ,ó términos del quebrado. 

129 Para indicar que se ha de proceder de la po 
tencia á la raiz, se usa del signo radical \/-} entr 
sus ramas d piernas se pone el esponente radical. 
que es el número que espresa el grado de la raiz que -^V^ 
se quiere estraer; y debajo del signo se pone la can- N ^ C ^ 
tidad cuya ráiz se quiere sacar. 

Gomo estraer raices es buscar una cantidad^ que 
entrando por factor tantas veces como unidades tiene 
el esponente radical, produzca la cantidad dada, que 
se considera como potencia : estableceremos por regla. 

i»0 S i el esponente radical es par, la raiz lleva
r á el signo de ambigüedad; y si el esponente radical 
es impar, la raiz l levará el mismo signo de la can-' 
tidad. Porque cuando la potencia es de grado par, 
siempre, tiene (128 , i.0) el signo bi t» tenga la 
raiz el H- Ó el —; y cuando la potencia es degrado 
impar, lleva el mismo signo que tenia la raiz. f 

2.0 De los coeficientes se dejará indicada la^pe-
racion debajo del radical, hasta que se sepan estraer 
las raices de los números. 

3.0 E n punto á esponentes, se d iv id i rá el es] o-
nente ih la cantidad por el del radical. Porque v ta 
operación es la inversa de elevar á potencias, y ;,n 
esta operación se multiplican. 

As í , si quiero estraer la raiz cuadrada á e f ^ k % 
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observare que ocurriendo con mucha frecuencia el es
traer raices cuadradas, se omite el esponente 2 del ra-

2 
dical; de modo que s/a6h% es lo mismo que Va6b8'} 
y ejecutando la operación del modo que acabamos de 

decir, será i.0 Va6b8 — ± : J b % — ± a H ^ 

2.0 V—"Ü¿12c^^=—a2Mc3-

n L t l 
Si fuesen quebrados, se estraerá la ra iz del nume

rador y la del denominador, en esta forma: 

8 n ™ I 5 
l / " 8 — aLLr-+aA \ / á " L V c s a f í h n c n 

d ^ f ^ e « 
lo cual está fundado en que para elevar á poten
cias un quebrado , se ha de elevar el numerador y 
el denominador ; por lo que aquí se deberá seguir 
la regla contraria j de donde se deduce que la raiz 
de un producto ó de un quebrado, es lo mismo que 
el producto ó cociente de las raices de los factores, 
ó términos del quebrado. 

130. Cuando la división de los esponentes no sé 
puede hacer exactamente , aun debe permanecer ra
dical en la espresion ; pero se debe sacar de él todo 
lo que.se pueda; para lo cual del esponente fraccio
nario qué resulta de quitar el radical , se sacan los en
teros que se puedan; y aquella cantidad se descompone 
en factores poniendo por primer factor la cantidad 
con el esponente entero , y por segundo la misma can
tidad con el esponente quebrado; y luego se r~i.elve á 
restablecer el radical poniendo entre sus piernas el 
denominador del quebrado , y debajo de él la canti
dad con el numerador del quebrado por esponente.. 
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A s í , si quiero estraer ía raíz ciíbica de a5{pc , 

ejecutare la operación coxno aquí se ve; 

S/a^h1 c0zr:a 3 5 3 c 3 — a 1 ̂  2 ̂  c2 -_ 

2 2 — 2 2 2 2 2 * 
aa3b b^c ~ a b c a^b3=ab c y ath. 

Esto está fundado (129) en que Ja raiz de un pro
ducto de tantos factores como se quiera , es igual al 
producto de las raices del misino grado de los factores. 

131 Éstas cantidades que están afectas del signo 
•:;í- w-n.- iHVM , • ;:, , . . — '3 _ 

se'llaman cantidades radicales^ así, \ / a , v b , & c . 
son cantidades radicales; cuando a y b se represen
ten por números , podrá suceder que a v. g. sea un 
número cuadrado como 1, 4, 9, 16 &c. ó &c . , 
y que b sea un número cúbico , como 1 ,8 , 27, &c. 

aV ^e- E u este caso el radical desaparecerá^ 
pero ciiando no sea ninguno de estos números , como 
cuando a valga 2, 3 , 5 , &c. y 5 sea 2, 3, 4, 5, &c. 
no tiene raiz exacta; y es imposible bailar un núme
ro entero ni quebrado que esprese el valor de estos 
radicales; por lo cual V / 2 , \ / 3 í V / 5 , ' V / 6 &c. 
3/ 3/ 3. 

V 2 , v 3,v 5 & c . , se llaman números sordos, i r ra 
cionales d incomensurables. ^ 

132 'Con los radicales se bacen las mismas ope
raciones que con las demás cantidades. > 

La suma y la resta se ejecutan en un todo lo mis
mo; sólo que para que los términos sean semejantes 
han de tener un mismo espolíente radical , y unas 
mismas letras y esponentes fuera del radical y debajo. 

133 Para multiplicarlos, si el radical es de un 
mismo grado se pondrá (129) debajo del radical el 

, producto de las cantidades; y después se verá si se 
puede sacar algo de debajo del radical (130). 

4 4 4 4 
• Por ejemplo: V a ^ b x V a2bc2—\/a5b2c:l~a\/,ab2c2c. 

Cuando los radicales no tienen un mismo espo-
nente, se reducen á él multiplicando los esponentes 
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de cada cantidad y de cada radical, por el producto 
de los esponentes de los radicales de los demás. 

Esto está fundado en lo dicho (68) ; pues si se 
quitan los radicales poniendo á las letras esponentes 
fraccionarios (130), no habrá mas diferencia sino que 
aquí los esponentes de los radicales hacen oficios de 
denominadores, y los de las letras hacen oficios de 
numeradores. Así , si cjuicro reducir á un mismo 

esponente radical los \ / a % | , v"a3/>2 , V'a» , multi
plicaré primero todos los elÉpnentes radicales dicien
do : 3 por 4 son 12 5 12 por^? esponente del tercero 
son 24, y este será el esponente común del radicalj 
ahora, para saber los que deben tener las cantidades 
que se hallan debajo de cada radical, multiplicaré 
los esponentes de las letras que se hallan debajo del 
primero por 8, producto de 4 por 2 ; los de las que 
se hallan debajo del ^e^undo por 6, producto de 3 
por 2 , y los de las que se hallan debajo del tercero 
por 12 , producto de 3 por 4 j de manera que dichos 
radicales los tendré reducidos á 

24 24 ; 24 

j / V * ¿ 1 6 , y / a J W * , ^ / a ^ n * 2 ; 
y si los quisiera multiplicar sacarla por producto 

24 24 
py al6bl6xp/alíib12) 

24 24 
a46b28nl2==abp/ a22b4n12. 

134 Para dividirlos, cuando los radicales tengan 
• un mismo esponente, quedará hecha la división (129) 
con poner debajo de un radical del mismo grado el 
cociente de las cantidades yue haya debajo. 

Luego ^ ^ " _ | 

Sino tienen el mismo esponente radical, se redu-
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eirán á e l , como se ve en el ejemplo siguiente: 

3 -
V a2bc' 

135 Para elevarlos i una potencia cualquiera 
basta (133) e/etw la cantidad que está debajo á la 
misma potencia, dejando el mismo esponente del 

d i ca l , porque elevar \/d3b4 á la segunda potencia, 
es efectuar el producto 

5 5 5 5 5 
{*/a3b4)2z=:\/a3Mx\Sam=z\/a6b8=abVab3. 

Gomo estraer raices es lo contrario de elevar á 
potencias, para estraer la raiz de una cantidad radi
cal , se dividirá el esponente de la cantidad que ha
ya debajo, por el esponente de la raiz que se quiera 
sacar, y al resultado se le pondrá el mismo radical. 

3 8 _ 
Así, \S \/a6b3c3=:\/a!1bc ; pero como no siem
pre se podrá ejecutarla división exactamente, con 
el fin dé que en el resultado sdío haya un radical, 
se multiplica el esponente del radical primitivo por 
el de la raiz que se quiere sacar , sin llegar á las 
cantidades que hay debajo del signo radical. Así, 

1/ ^ f W c — j y / a ' & c . 

I)e( las espresiones imaginarias. 

136 Hemos visto (128) que al elevar una canti
dad á una potencia par, siempre resultaba el signo -+-; 
de donde se deduce que ninguna cantidad negativa 
puede ser potencia de grado par; luego si nos pidie
sen una raiz de grado par de una cantidad negatip,^} 
se nos pedia un imposible; no estante ocurre rflto 
con mucha frecuencia,, y por esta causa á estas esr 



i o 6 A L G E B R A . 
presiones se les ha dado el noipbre de imaginar ias . 

4 6 2« 
A s í , V - a 2 , s /-a3\ \ / '~-b5, V - a m 

son espresiones imaginarias. 
Antes de enseñar cdmo se ca l cu l an , demostrare

mos esta proposición. 
Toda espresion i m a g i n a r i a se puede descomponer 

en dos factores : el uno real que s e r á un r a d i c a l del 
mismo grado, que contenga debajo de s í l a cantidad 
real i y. el otro un r ad i ca l del ' mismo grado que con
tenga debajo de s i l a unidad con el signo negativo, 

:\ 2 n , 

^ E n efecto, sea la espresion \ / — a m , j se t e n d r á 
quewomo toda cantidad se puede considerar m u l t i -
pliígrdá por la u n i d a d , será 

2 n — ™ ' ^ _ i 
liíego V - - a m ~ V a m x ~ ~ \ ^ % i 2 9 ) f i2wx( - i )2« i 

m "\n ^ 
y restableciendo los radicales será s / a m x r f — i , 
que era L . Q. D . D . 

137 Con las imaginarias se hacen las mismas ope-
a. raciones que con las cantidades reales. L a suma y la 

rgsta se practican por las reglas dadas (132). 

•
138 Para mult ipl icar las se descompondrán antes 

ÍÉ̂ Mo? dos factores, y después se e j ecu ta rá l a opera
ción corrió en los rad ica les ; a s í , para muJtipi icar 

\ /—-a por 5 , d e s c o m p o n d r é á 

\ / ~ a en V/«XV/ —1 , y á -s/~-b en V / 6 x V ' — i , 
y la mul t ip l i cac ión la haré' en esta forma: 

V : ~ ~ a x V ~ ~ b = . \ / a x S / ~ - i X S / b x \ / - — i ^ 

V a x V / b x ^ ~ i ) i x ( — i y s = \ / a b x { - ' i y = = 

V a b x ~ i ~ — s / a b . 
Observando este resultado echaremos de ver que 

el producto de dos imaginar ias de segundo grado es 
una cantidad r e a l : y que el i igno que nos resulta es 
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tiente se pondrá en la raiz después de la coma ; y 
luego se continuará todo lo que se quiera, añadiendo 
dos ceros por cada guarismo que se intente sacar. 

V . g. si quiero estraer la raiz cuadrada de 459684, 
le dividiré en periodos de á dos guarismos cada uno, 
y tiraré las rayas como aquí se ve: 

Luego, veré que la raiz de 
45 es 6 , que pongo en las ra- 4 5̂ 9 6,8 4 
yas, y su cuadrado 36 debajo 3 6 
del, 45; tiro una raya y resto, 
lo que da 9. A l lado de la res-
9 bajo el siguiente periodo 96; 
separo el guarismo de la dere
cha con una coma, y loque 1 0 7 8 , 4 
queda á la izquierda que es 99, 1 3 4 8 
10 divido por 12 , duplo de la *f- ¿ V 
raiz hallada, que pongo deba- 0 0 0 0 
jo del 99, esto es, debajo de lo y 
separado con la coma; el cociente 7 de dividir 99 
por 12, le pongo en la raiz á la derecha del 6, y tam
bién al lado del 12; multiplico el 12.7 por el cocien
te 7 1 7 voy restando el producto de loque tiene en^ 
cima, diciendo : 7 por 7 son 49, de 49 á 56 van 7 y 
llevo 5; 7 por 2 Son 14, y 5 que llevaba son 19, de 
19 á 19 va cero y llevo 1; 7 por 1 es 7, y 1 que l l e 
vaba son 8, de 8 á 9 va 1 que pongo. A l lado de la 
resta 107, bajo el periodo siguiente 84 , separo el 
guarismo 4 , y lo que queda á la izquierda lo divido 
por el duplo de toda la raiz hallada que es 134; el 
cociente 8 de dividir 1078 por 134, le pongo en los 
parajes dichos; y hecha la multiplicación del 1348 
por 8, y restando al mismo tiempo, nos sale o; de con
siguiente la raiz exacta del numero propuesto es 678. 

JEsc. A l dividir lo separado á la izquierda de la 
coma por el duplo de la raiz hallada, se debe tener, 
presente: que nunca se puede poner mas de á g en la 
ra iz ; y si lo que está á la izquierda es menor que el 
duplo de la raiz , se pondrá o en ella y se bajará el 
periodo siguiente. También suele ocurrir el que se 
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ponga en la raiz mas de lo que corresponde : lo que 
se Gonoce si al ejecutar la multiplicación y resta, no 
se puede hacer esta última. 

163 Si en la formula (A) hacemos 5=r , se tendrá 
(a-h 1 )3=a2-F zax i -h i 2—a2-h 2 a + i ; 

y como el primer término a2 es el cuadrado de a, re
sulta que los cuadrados de dos números a y a-Hi que 
se diferencian en una unidad, se diferencian en el 
duplo del menor a mas la unidad, (esto es, en aa-f-i). 
Esta proposición sirve para comprobar las restas que 
resulten al estraer las raices , pues siempre pueden 
llegar á ser hasta el duplo de la raiz hallada; pero en 
llegando á ser el duplo mas uno, deberá tener la raiz 
una unidad mas de lo que se le haya puesto. 

164 Para estraer la raíz cuadrada de 1715037, 
le divddiré en periodos, y ejecutare la operación co
mo aquí se presenta. 

Donde advierto que 1,71,50,37 1309,594 
como al sacar el tércer 07 ,1 
guarismo sale o, el pro- 2 3 
ducto del 260 por cero —TT"^ n 
debe ser cero; y asi, la 2 ^ 0 
resta será el 250, al la- —u— 
do de la cual bajo el pe- 2 S 0 3->7 
riodo siguiente 37; y co- 2 6 0 9 
mo al fin me sale una 0 1 5 5 6 0 0 
resta 1556^ infiero que 2 6 1 8 5 
el numero propuesto no " —; 7—— 
tiene raiz exacta, y d i - 0 2 4 o 7 5 0'0 
ré que su raiz es .1309 2 o 1 9 o 9 
y algo mas. o 1 1 o 3 1 9 0,0 

Si quiero aproximar- 2 6 1 9 1 8 4 
la por decimales, pon- 0 0 5 5 5 1 6 4 
dre coma en la raíz, ana-
diré á la resta 1556 dos ceros por cada guarismo de
cimal que quiera sacar, y consideraré cada dos ce
ros , como si fuese un periodo , (cuya práctica está 
fundada ea que si la raiz tuviese un guarismo de
cimal , su cuadrado tendrá dos, uno por cada vez 
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que es factor), y aproximándola hasta milésimas ten
dré la raiz 1309,594. 

Si el ndmero consta de enteros y decimales, ó de 
decimales solas, se hará que el número de guarismos 
decimales sea par, añadiendo un cero si fuese impar. 
V, g. si quiero estraer la raiz cuadrada de 0,9, aña
diré un cero, y después de haber puesto el cero y co
ma en las rayas, coaio aquí se presenta; 
veré que la raiz de 90 es 9 que 
pongo en la raiz, resto su cua- 0,9 o 05948 
d'rado 81 , y añado á la resta 9-0,0 
9 dos ceros j y continúo hasta 1 8 4 
sacar los guarismos que desee, —• 
que supongo que son tres , y 1 6 4 0,0 
tendré que la raiz de 0,9 es x 8 8 3 
0,948. • — 

•165 Dejamos dicho (rsS) 1 2 9 6 
cómo se forman las potencias, 
y (129) cómo se estraen las raices de los quebrados; 
pero cuando son numéricos, suele ser mas sencillo el 
convertirlos en decimales, y luego hacer con ellos las 
operaciones,que se quieran. As í , si quiero estraer la 
yaiz de tendré por el primer método 

i / T - ^ 2,236 o 

pero es mas sencillo de este modo 

V f ^ v 7 © , ? 14285=0,845, , 
como se puede comprobar. 

De la formación de las potencias en general. 

166 Hemos dicho (127) lo que se entiende por 
potencia en general j y hemos dado las reglas para 
formar las de los monomios. Para formar las de los 
binomios , y deducir una regla general, sea á~hb el 
binomio cuyas potencias sa»quieren formar: que yén-
dole multiplicando por sí mismo, y reduciendo dará 
las potencias siguientes. 
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1. a (a-hhy—a -hh 
2. a (a-h/>)2=a2+2a b-hb2 
3. a la-i-b)3=a3-h^a2b-+' zab2, ~i-b3 
4. a {a-+b)4~a4-+-4a3b-h 6a2bz-h 4a tf-hb* 
5. a la-+'b)5=.a5'+-§a*b-+~ 1 oa3b2-hioa2b3-h¿ab^b5* 

Donde se observa (5.a por ejemplo) que Ja prime
ra parte a del binomio, se halla en todos los términos 
menos el último , que su esponente en el prixDero es 
el mismo ,5 de la potencia, y va menguando una uni
dad encada uno hasta no encontrarse en el lílíimojque 
la segunda parte ¿ d e l binomio no se halla en el pri
mer térrainoj en el segundo tiene; la unidad por espo
líente, y va aumentándola en cada termino hasta que en 
el último tiene el mismo esponente 5 de la potencia. 

Luego en punto á letras y esponentes está cono
cida la ley que siguen. Veamos los coeficientes: el 5 
del segundo término es el esponente de la potenciaj 

el coeficiente 10 del tercero es lo mismo que Í^ÍJ 
LVÚ'"... ' c \ *.ir>",V. ^ ' ' U-nftf. 
pero 5 es el coeficiente del segundo término, 4 el es-
ponente que lleva en él la primera parte , y 2 divi
sor, es lo mismo que el número de términos que hay 
antes del tercero que se busca. Esto mismo se veri
fica en los demás j luego para hallar el coeficiente de 
un término cualquiera, se multiplicará el del térmi
no anterior por el esponente que en él lleve la pri
mera parte, y el producto se partirá por el número 
de términos que anteceden al que se busca. 

Si la segunda parte b del binomio fuese negati
va, variarian de signo los términos en que se hallase 
b con esponente impar , que son los que ocupan lu
gares pares en la potenciaj por lo que seria —, el 
signo del segundo término, -+- el del tercero, — el 
del cuarto , y así alternativamente. 

Esc. Todos estos resultados puestos en regla da
rían á conocer las partes de que se compone cada po
tencia ; y contrayéndolos á números descompuestos 
en decenas y unidades, dariau igualmente á conocer 
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las partes de que se componían sus potencias, y qué 
especie de unidades espresaba cada una de dichas 
partes, para poder proceder de la potencia á la raiz, 
y deducir una regia para estraer raices de un grado 
cualquiera. Pero como desde la raií; cúbica en ade
lante son muy complicadas las operaciones, y por otra 
parte hay medios sencillos de ejecutarlo, lo reser
vamos para otro lugar. 

De las ecuaciones determinadas de segundo grado, 

167 Queda dicho (143) lo que se entiende por 
ecuación de segundo grado, y quedan resueltas (151) 
las puras. Para resolver las mistas, es necesario ma
nifestar que toda ecuación mista de segundo gmdo ka 
de constar de tres términos: uno en que se halle la 
incdgnita elevada al cuadrado, otro en que se halle 
elevada á la primera potencia , y otro donde no se 
halle incógnita; de modo que la espresion general 
de las ecuaciones de segundo grado será 

ax^-i-bx^c, ó ax2-i-bx—c=o (A). 
No puede haber mas términos, porque no puede 

hallarse ninguno con la incógnita elevada á la ter
cera potencia, ni á ninguna otra superior, si hubiese 
muchos términos donde se hallase x2 ó la ÍC, se redu
cirían todos á uno encerrando en un paréntesis todo 
lo que las multiplicase; y todos los términos donde 
no se hallase la x se podrían considerar como uno solo. 

Tampoco puede tener menos términos; porque si 
faltase el ax2 no seria de segundo grado j si faltase 
el bx no seria mista; y si faltase el término constan
te c , quedaría reducida á a^n-Z»^—o, 
que dividiendo por x se convertirá en ax~hh=o, 
que es de primer grado. 

Ahora , dividiendo por « , la ecuación (A) se con-

. , o b c 
vertirá en x2-*-—x moj 

a a 
~ . • b • . c • " ^ 
y haciendo —-==p, y — : = r g , será x2~hpx~hq~o (B), 
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qué será la formula genera! de Jas ecuácíones de se
gando grado; cuando "la ecuación está bajo esta for-
jua, se dice que está preparada. Para esto se requie
re que se ha ja reducido la ecuación á solos tres tér-
iiiinosj que se halle sin coeficiente el pniripr termino, 
que es donde la incógni ta está elevada al cuadrado, 
(io que se consigue dividiendo toda la ecuación por 
el coeficiente que tenga dicho té rmino) ; y que ade
mas dicho, primer t é rmino tenga el signo posi t ivo, lo 
que se conseguirá mudando los signos á toda Ja ecua
ción (147 cor.) en caso de no tenerle. 

16U Puesto que como acabamos de ver 
x^-t-px-yq^o ó X2-hpx=.—q, 

es la forma general de Jas ecuaciones de 2.0 g r a d ó , 
en resolviendo esta, se t e n d r á la regla para las demás . 

Para esto advertimos que esta ecuación quedarla 
resuelta , si eJ primer miembro fuese un cuadrado 
exacto, porque estrayendo Ja raiz cuadrada, tendr íamos 
Ja x eJevada solo á la primera potencia ; pero compa
rando el primer miembro con la espresion xz--h2ax~i-a2 
del cuadrado de A + a , vemos que Je falta el tercer t é r 
mino del cuadrado; luego considerando á x como p r i 
mera parte, x será su c u a d r a d o , e l duplo de pr ime
ra por segunda ; y como ^ es la p r imera , /} será el 
duplo de Ja segunda , y por Jo mismo su mitad -̂ p 
será i g u a l a dicha segunda parte;-luego si á ambos 
miembros añad imos | p 3 , que es el cuadrado de dicha 
nii^ad. Ja ecuación no se a l t e ra rá , y eJ primer miem-
hro será cuadrado perfecto; Juego se t e n d r á 

x ^ p x + í p i ^ p Z - c j ; 

que estrayendo Ja raiz cuadrada da 

x + í p ^ ^ V j p ^ , y ^ ~ l p ± : V - i p 2 - q ( C ) . 
Este resuJtado comparado con Ja ecuación ( B , 167) 

da Ja siguiente r eg ía . 
Para resoJver una ecuación de 2.0 grado que ya 

está preparada, pódgase desde luego Ja incógnita-, lue
go el signo = ; después de este signo la mitad del coe-
ficiente del segundo término con un signo contrario al 
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que lleve; después el signo de ambigüedad ± ; luego 
un radical de segundo grado; debajo de este radical, 
el cuadrado de la mitad del coeficiente del segundo 
término , siempre con el signo positivo; y después el 
tercer término dé la ecuación con el mismo signo que 
tenga en el segundeo miembro, ó con un signo opues
to al que tenga en el primero. 

Sacando los dos valores que da el signo db de la 
ecuación (C) se tiene 

A:=—I/HVI/)2-^, y xi=.'~lp~~V\p2--q: 
Estos dos valores no pueden ser iguales, á roanos 

quep no sea cero; porque entonces el primero será 
x—sZ—q, y el segundo x ~ ~ \ / ~ ~ q , 

que solo se diferencian en el signo. Pero cuando j^rro, 
la ecuación (B) es pura; luego para que los dos valo
res que da una ecuación de segundo grado sean igua
les, aunque de signo contrario, es preciso que dicha 
ecuación sea pura, d que el coeficiente del segundo 
término sea cero. 

Esc. Toda ecuación de segundo grado da dos va
lores para la incógnita, ó ha de ser imaginaria'; por 
analogía se deduce, que si fuera de tercer grado ten
dría tres valores &c. y en general toda ecuación, y por 
consiguiente todo radical, de un grado cualquiera, da 
para la incógnita tantos valores como unidades tiene 
el espolíente que da nombre á la ecuación ó al radical. 

169 Propongámonos resolver algunas cuestiones. 
1.a Dos correos A y B , salen al mismo tiempWal 

encuentro uno de otro, de dos ciudades distantes en
tre 5/320 leguas: A anda cada dia 8 leguas mas que 
B , y e/ número de dias que tardan en encontrarse es 
la mitad de las leguas que anda B al dia ¿ cuántos 
dias tardarán en encontrarse ? 

Res. y Dem. Sea x el número de dias que se p i 
den j con lo cual 2x serán las leguas que B anda al 
dia j y el total de leguas que habrá andado B hasta 
encontrar á A , será zxxx—zx2. 

Siendo 2* lo que anda B , A que anda 8 leguas 
I T. I. 
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mas, andará 2X-hd , y el total hasta encontrarse será 
el producto de lo que anda en un día , que es 2A;+8, 
por los dias que está caminando que son x , esto es 

Y como lo que anduvieron los dos es toda la dis
tancia de las dos ciudades,se tendráplanteado el pro
blema en esta ecuación 

2ar-+-8aH-2a;2:z:320, o 4x2'-h^x=^20') 
y dividiendo por 4 será x2~h2x~8o, 

que da A;=— i±V/ i+bo=:—1 ±:V'tti——i ± 9 ; 
de donde sale n-9=:8, d x=:—1—9=—10, 
por consiguiente se encontraron al cabo de ocho dias; 
B andaba 16 leguas diarias , y A andaba 243 el total 
de A hasta encontrarse, será 24x8=192, y el de B 
será 16x8=128, que entre las dos componen las 320. 
E l valor x~-—io satisface á la ecuación 4JC3H-8A~32O, 
pues la convierte en 

4x(—io)2-f-8x—10=4x100—80=320; \ 
más no al sentido en que viene propuesta la cuestión. 

2.a D iv id i r el número 14 en dos partes cuyo pro
ducto sea 54. 

Res. y Dem. Seax la mayor, con lo que la menor 
será 14—-^; y la cuestión quedará planteada en esta 
ecuación (̂14—•A;)=:54 d 14 ;̂—A;2=54 Ó 

ar—143;=—54 , que da 'x—7±\/49—54=7±\/~5. 
170 Este resultado imaginario manifiesta que la 

cuestión es imposible; y como generalmente al enun
ciar un problema, ó al proponerse uno una investiga
ción cualquiera, no se conocen todas las relaciones dé 
los datos con el resultado, la imposibilidad de este 
manifiesta que la proposición enunciada está en con
tradicción con alguna verdad demostrada; y he aquí 
la utilidad de las imaginarias. 

En efecto, en el problema propuesto, se pide que 
el producto de las dos partes del numero 14 sea 54, 
que es mayor que el cuadrado 49 de la mitad de 14; 
pero el producto máximo de un número descompuesto 
en dos partes, es el cuadrado de su mitad -, luego pe-
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dir un producto mayor, es pedir un imposible. 

Para demostrarlo , sea 2a la cantidad que se ha de 
descomponer en dos partes, con la condición de que 
su producto sea el máximo posible; si llamamos 2X la 
diferencia de dichas dos partes, estas (154) serán a~hx 
y a—x, y su producto {a-hx)(a'-'x)=az~x2, 
el cual nunca será mayor que cuando x=0Ay pues en
tonces no habrá que restar nada del cuadrado a2; pero 
si x es o , cada parte de la cantidad 2a se convierte 
en a que es su mitad; luego resulta la proposición. 

De las razones y proporciones. 

171 Se llama razón la comparación de dos canti
dades; la cantidad que se compara se llama anteceden
te; aquella con que se compara, consecuente; los dos 
juntos se llaman términos de la razón; y lo que re
sulta se. llama esponente de la razón 6 simplemente ra -
zon. Si el antecedente es igual al consecuente, se llama 
razón de igualdad 1 si el antecedente es mayor que el 
consecuente, se llama de mayor desigualdad; y si me
nor, de menor desigualdad. 

Con dos miras diferentes se pueden comparar dos 
cantidades: d para averiguar la diferencia que hay en
tre ellas, que se llama razón ar i tmética, ó para ave
riguar las veces que la una contiene á la otra, que se 
llama razón geométrica. 

La razón aritmética se señala poniendo el antece
dente, después un punto, y luego el consecuente; la 
geométrica poniendo dos puntos entre el antecedente 
y el consecuente. V . g . la razón aritmética entre 7 y 3i 
se escribe 7.3, y se lee: 7 es aritméticamente ¿i 3 ; la 
razón geométrica entre 12 y 4 se seilala 12:4, y se lee 
12 es geométricamente á 4 ; ó por ser estas razones las 
que ocurren con mas frecuencia, se leen omitiendo la 
glabra geométricamente de este modo; 12 á 4. 

Para hallar la razón aritmética se resta el conse
cuente del antecedente; v. g. la de 7 á 3 será 7—3—4. 
Para hallar la geométrica se. divide el antecedente por 
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el consecuente; v. g . la de 12 á 4 será 1 2 : 4 ^ ^ - = 3 . 
Donde observamos que aunque con distinto lenguaje, 
volvemos á las operaciones de restar y d i v i d i r ; y que 
el punto puesto entre los t é rminos de la razón a r i tmé 
tica equivale al signo — de la operación de restar. 

Cor. De esto j de lo dicho ( 6 1 , 2.0 y 4.0) se sigue 
que á una razón a r i t m é t i c a le sucede lo mismo que a l 
antecedente, y lo contrario que a l consecuente^ y por lo 
mismo s i se tienen dos razones con un mismo antece
dente, aquella s e r á mayor que tenga menor consecuen* 
te , y viceversa; y s i tienen un mismo consecuente, 
aquella s e r á mayor ó menor, que tenga mayor ó me
nor antecedente; y una razón a r i t m é t i c a no se al tera 
aunque á sus dos términos se les a ñ a d a ó quite una 
misma cantidad. A la geométr ica le sucede lo mismo; 
y no se a l t e r a r á aun cuando se multipliquen ó p a r t a n 
ms dos té rminos por una misma cant idad. 

172 Cuando de dos razones de una misma espe
cie, la una tiene por antecedente lo que la otra por con
secuente, se dice que la una es inversa de la otra; así, 
3.7 es inversa de la 7.35 y en efecto se tiene 3^—7^—4, 
que es lo contrario de 7^—3=4. 
T a m b i é n 4:12 es razón geométr ica inversa de la 12:4; 
pues 4;i2=:~L=:|- , es lo contrario de i'¿:$—L^—%=^&. 

173 Proporc ión es la igualdad de dos razones de 
una misma especie; a s í , proporción a r i tmét ica es l a 
igualdad de dos razones a r i t m é t i c a s ; y proporción 
geomét r ica l a igualdad de dos razones geométr icas . 

Para escribir una porporcion a r i tmét ica se pone 
una razón á cont inuación de o t ra , separándolas con 
dos puntos; y para escribir una geométr ica se ponen 
cuatro puntos entre las dos razones. Para leerlas se 
lee cada razón separadamente , y cuando se llega á 
los dos puntos en la a r i t m é t i c a , d á los cuatro en la 
g e o m é t r i c a , se lee co/720. E n toda proporción entran 
cuatro t é r m i n o s , de los cuales el primero y tercero 
se l laman antecedentes, y el segundo y cuarto conse
cuentes; el primero y cuarto estremos, y el segundo 
y tercero medios. j 
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174 Para escribir pioporciones aritméticas con fa

cilidad, se pondrán dos cantidades cualesquiera, sepa
radas entre sí con un punto, para que formen la p r i 
mera razón; después se pondrán dos puntos, y luego 
á las dos cantidades primitivas se les añadirá (d qui
tará) una, misma cantidad; y se pondrán estos dos nú
meros después de los dos puntos, separados entre sí 
con un punto, los cuales formarán la segunda razón, 
pues en este caso las dos razones son iguales ( i j i cor . ) . 

Para formar una proporción geométrica, se escri
birán dos cantidades cualesquiera, separadas con dos 
puntos, para que formen la primera razón; luego, se 
pondrán los cuatro puntos, y después por segunda ra
zón lo que resulte de multiplicar (ó dividir) por una 
misma, cantidad los dos términos de la primera; por
que en este caso también serán iguales las dos razo
nes (171 cor.). 

Así, si quiero escribir una proporción aritmética, 
pondré dos cantidades cualesquiera 7 y 5 , separadas 
con un.punto; luego, pondré los dos puntos, y aña
diré á las anteriores una misma cantidad, v. g. 6, y 
tendré 7.5:13.11, que leería diciendo: 7 es ar i tmé
ticamente á 5 como 13 á 11. 

Si quiero escribir una proporción geométrica, es
cribiré dos cantidades cualesquiera v. g. 8 y 5, para 
que formen la primera razón; después de puestos ios 
cuatro puntos multiplicaré ambas cantidades por otra 
cualquiera, tal como 3 , y tendré la proporción 

8:5::2 4: i5 , 
que leeré diciendo: 8 es á § como 24 á 15. 

175 Cuando los medios de una proporción son d i 
ferentes, como en las anteriores , las proporciones se 
llaman discretas; y cuando son iguales los medios, la 
proporción se llama continua. Así , para formar una 
proporción continua aritmética, se pondrá por tercer 
término el segundo, y para poner el cuarto se añaúlvá 
al tercero lo que el segundo llevaba al primero (o se 
le quitará lo que el primero llevaba al segundo), v.g. 
para escribir una proporción aritmética continua, pon-
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dré por primera razón cualquiera 5.9; después del 9 
pondré los dos puntos , luego el mismo 9, y después 
de un punto, lo que resulta de añadir 4 al 9, y ten
dré la proporción 5.9:9.13. 

La proporción aritmética continua se escribe de 
un modo abreviado , poniendo ántes este signo -f-, 
después el primer término, luego el medio, y después 
el otro estremo separándolos con un puntoj de manera 
que la anterior se escribe -í-5.9.13. 

Donde el signo puesto ántes, da á conocer que 
se ha de repetir el segundo término, y se lee: 5 es 
aritméticamente d g es á 13. 

Para formar una proporción geométrica continua, 
se escribirá un número cualquiera^ después se pondrá 
por segundo término y por tercero un múltiplo cual ' 
quiera de este número^ y luego para el cuarto se to
ma el mismo múltiplo del múltiplo anterior. V . g. 
pondré primero un numero cualquiera 5, después un 
múltiplo cualquiera de este, tai como 15, y este será 
el que represente loj medios ; para hallar el otro es
tremo, tomaré el mismo múltiplo de 15, esto es, el 
triplo, y tendré « ^ « i ^ a f r í j 6 -H-5:i5:45. 

Donde el sign'o -f-f puesto ántes, indica que se ha 
de repetir el 2.0 término, y se lee: 5 es á 15 es á 45. 

176 E n toda proporoion aritmética discreta la 
suma de los estremos es igual á la de los medios 5 y 
a l duplo del término medio en la continua. 

Esp l . Sean las proporciones 10.7:17.14,-4-8.11.145 
• digo que en la primera será 104-14-^7+1^ 

y en la segunda 8-t-i4=2x11. vj tfjú 
Dem: 1.0 Como proporción es igiialdaá de' razo

nes , la primera dará 10—7rr=:i7—14; 
y trasladando (147 cor.) las cantidades negativas al 
miembro opuesto del en que se hallan, será 

104-14=: 17-1-7, í116 era 1,0 Q-
2.0 La segunda proporción puesta con estension, 

será 8.11:11.14; que;da 8—-11 = 11—14; 
y trasladando como ántes, será 8-{-i4=:i IH-I 1 — 2 x 1 1 , 

que era L . 2.0 Q. D . D . 
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Esc. Sean en general las dos proporciones a.hc.d 

y ~-a.b.c;Y discurriendo del mismo modo que antes, 
dará la primera a—h~c~-d^ y trasladando (147 cor.) 
será a+d—c-hb (A). /* C\ ' ' 

La segunda nos dará a—h—h—c, , 
y trasladando será a-+-c=-h~hb=2h (B), 
que manifiestan la proposición con toda generalidad. 

177 Si en la ecuación (A) a-wií=¿"í-e, despejamos 
la Í/, se tendrá d=b-{-c~a; 
que quiere decir, que dados los tres primeros térmi
nos a, b, c, de una proporción, se hal lará el cuarto d 
sumando el segundo con el tercero, y restando el p r i 
mero. Así, dados los tres términos 9, 25 y 32 , para 
hallar el cuarto, que llamaré ^^harey t Q 1 ' / 

a—25+3 2 - 9 = 4 8 , 7 ¡ O I ' fái ^ 
cuya operación y proporción se practican' de este^ 
modo: 9.25:32.^=25-1-32—9=48. 

Esc. Despejando las demás letras se tendrá 
a=¿-f-c—d, h—a-hd—c , c= â-+-d—b, 

y cada una dará una regla para Milar el primero, el 
segundo, el tercero términos , (ftíando se necesiten. 

178 Si en la ecuación (B) a-i-c=2b, despejamos 
la c, dará c = 2 ¿ — a ; 
que quiere decir, que cuando se quiera hallar un tercer 
término continuo proporcional aritmético á dos canti
dades dadas, del duplo de la segunda se restaré la 
primera. Así, si quiero hallar un tercero porporcional 
á 26 y 34, espresándole por x, será ^ = 2 x 3 4 — 2 6 = 4 2 , 
que se ejecuta como aquí se ve: t / ¿* * * fs4 ' .1 Q 

- 7 - 2 6 . 3 4 . ^ = 2 X 3 4 — 2 6 = 4 2 . / ' * / • * / ? ' < ^ / 
Si en la misma ecuación despejamos la dará 

^=|(a-f-c), 
que quiere decir, que si dadas dos cantidades se quie
re frailar una media proporcional a r i tmét ica , de la 
suma de dichas cantidades se tomará la mitad. Así, 
si quiero hallar un medio proporcional entre 27 y 39 , 
llamándole x , se tendrá *=g(2 7H-39)=335 
y la proporción será -r-27.33.39. 

179 E n toda proporción geométrica discreta el 
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producto de los e s t r e íms es igua l a l de los medios; 
y a l cuadrado del té rmino medio en l a continua. 

E s p l . Sean las proporciones 
8 : 3 : : 2 4 : 9 , ^ - 6 : 1 8 : 5 4 ; 

voy á demostrar que 8 x 9 = : 3 X 2 4 , y que 6x54=:i82j 
6 en general , si a'.b'.'.c'.d , y •—a'.b'.c, 
será a d ~ b o , y ac=b2'. 

D e m . Como proporción es igualdad de razones, 

a c 
la primera d a r á — : ~ — , 

F b d ' , . . 

y trasladando los divisores (150 cor.), será a d ~ b c (A) , 
que era L . 1,0 Q. D . D . 

2.0 L a segunda proporc ión , puesta con estension, 

. a b 
será a : ¿ : : ¿ : c j que da — = - — , 

. .§*=rzo"-z ' -c . • ---«.íífrfs.o :o 1 
y quitando los divisores, será a c ~ b b ~ b 2 (B). 

180 Rec íp rocamen te , s í cuatro cantidades son ta
les que el producto, de dos de ellas sea igual a l pro~ 
dudo de las otras dos^ con dichas cantidades se po
d r á n formar ocho proporciones diferentes, poniendo 
por estreñios las dos que formen un producto, y por 
medios las dos que formen el otro producto. 

E s p l . Sean a, ¿», c, rí, tales cantidades que adzzbc; 
voy á demostrar que se pueden sacar las echo pro
porciones siguientes (A) . 

D e m . Si en la ecuación ad=bc , 
trasladamos (150 cor.) la ¿/ y la Z> a l (A) 

a c a'.b:'c:d ( i .a ) 
otro miembro , se t e n d r á —=:-—, a:c::b:d (2.£l) 

b d d:b::c:a (3.a) 
que puesta en proporción da rá d:c::b:a (4.a) 
a :b : : c :d ( i .a) . c:d::a:b (¿ .a) 

Si en l a misma ecuación trasla- c:a:'.d:b (6.!l) 
a b h:a::d:c (7.A) 

damos la a y la c , s e r á — = — , h:d::a:c (8.a) 
',.;'( c • ],VM noíáiofróiíi ¿ 1 % ' 

que da a:c\ :b ' .d (2 .a) . 
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d e 
Si trasladamos la a y la Z>, r e s u l t a r á — = — , 

b a 

que da d :b : : c :a (3.a) ^ b 
S i trasladatiius la a y la c , será — = r — , 

..... c a - j¡ 
(jue da d:c : :b:a (4.a). 

Como es lo mismo adzzbc que bc—ad, t r a s l a d á n -

do en esta la i6 y la ¿I, S(?rá que da c:d::a:b(5.a). 
d 0 

/ c d 
Trasladando la ¿ y la a , sera — = — , 

que da c :a : :d :b (6.a). b d 
Trasladando la c y la ÍZ , será — — — , 

que da b : a : :d : c (7.a). 

f b a 
Y trasladando la c y la á , sera —-=:——, 

que da hd: :a :c (8.a), que era L . Q. D . D . 
JESC. S i se quisiesen sacar mas proporciones, s a l -

dr ia alguna de las-anteriores; de donde se sigue que 
dada una ecuación se pueden sacar ocho proporcio
nes 5 ó dada una proporción se le pueden da r ocho 
formas diferentes. 

181 S i en la ecuación (A § 179) ad=be , despe

j e ' 
jamos la d , se t e n d r á ¿fcrr-—5 

¿vía x aloMiJsajsü 81 y 8 s i l n a l^íi 
que quiere decir, que dadas tres cantidades, se h a l l a ' 
r á una cuarta proporcional geomé t r i ca , mult ipl ican- ' 
do la^egunda por l a tercera, y partiendo el produo~ 
to por la p r imera . A s í , si quiero hallar un cuarto 
proporcional á los números 9, 14 y 27, l l a m á n d o l e x 

, . 14x27 
t e n d r é xzz- -—423 cuya operación se dispone co-

9 
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14x27 378 

mo aquí se ve: ci:i4::27:xzz ~ ==42. 
9 9 

JE se. Despejando los términos « , ¿ , c , se tendrá 
be ad ad 

« = - 7 - , 6 = — , c--—; 
d c b 

y cada una dará la regla para hallar el primero , el 
segundo, o el tercer término, cuando se necesiten. 
, 182 Si en la ecuación (B g 179) ac~b2^ despe-

jamos la c, dará c——3 

que quiere decir, que para hallar un tercer te'rmino 
continuo proporcional geométrko á dos cantidades 
dadas , el cuadrado de la segunda se pa r t i r á por la 
primera. Así, si quiero hallar un tercero proporcio-

2 43 576 
nal á 16 y 24, llamándole x será x z z — — i - —Q6, 

, 16 16 ^ ' 
que se practica como aquí se ve: 

, ' 242 576 , 
•H-16:2 4: x~——-———-=3 6. 

io 16 

Si en la misma ecuación despejamos la b, será 

b ~ s / ac; 
que quiere decir, que si dadas .dos cantidades se 
quiere hallar una media proporcional geométrica^ del 
producto de dichas cantidades se estraerá la raiz 
cuadrada. Así, si quiero hallar un medio proporcio
nal entre 8 y 18, llamándole x , será 

^=^8x18=^144—12; 
y la proporción será —8:12:18. 

JEsc. Es digna de notarse la analogía que hay en
tre las propiedades de las proporciones aritméticas y 
geométricas j pues las de aquella se convierten en las 
de esta, sustituyendo multiplicar á la voz sumar; di
vidir á la restar $ cuadrar k tomar el duplo , y es-
traer la raíz cuadrada á tomar la mitad* 
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J)e las trasformaciones que se puedeñ dar á una 
proporc ión ^ s in que deje de subsistir p roporc ión . 

18^ Hemos visto (180) que á la proporc ión 

se la pueden dar ocho formas diferentes, y que siem
pre hay proporción. Estaá y otras varias que vamos á 
esponer, se l laman al ternar , invertir^ componer, d i ' 
v i d i r , permutar y convertir. 

Al ternar es comparar antecedente con antecedente, 
y consecuente con consecuente, cuya operación queda 
hecha mudando de lugar los medios ó los estreñios. 
Así , la segunda y tercera (180) están alternadas res
pecto de la primera. 

Inver t i r es comparar consecuente con antecedente 
en cada, una de las razones-^ cuya operación queda 
hecha poniendo los medios en lugar de los estremos, 
y los es t remós en lugar de los medios. A s í , la (7.A) 
está inver t ida respecto de la pr imera. 

A h o r a , si se cont inúa alternando é invir t iendo l a 
primera, se l l egarán á tener las ocho que hemos d icho . 

Toda proporción se puede componer, que es com
parar l a suma de antecedente y consecuente con uno 
de los dos , en cada una de las razones , esto es , (i 
con el antecedente d con ei consecuente. 

Sea la proporción a:Z)::c:¿^ 
digo que a-hb:b::c+d:d y a+b-.ar.c+d-.c. 

* * * T 32 f: j j . . . » bs ^ • ' • ) ; . - £ i 

D e m . L a p roporc ión a:b::c:d da -—~>—; 
b d 

, . a c 
añad iendo 1 á ambos miembros s e r á — - M = f - i : 

b d 

reduciendo el entero á la especie del quebrado que le 

a-+-b c-hd 
acompaña , se t e n d r á ; 

(((\:) O:IÍ--O;-ÍÍ:^ a no&ioqdtti no ohiioirjW h 
que poniendo en proporción da a-hb : h \ : c-hd: d ( A ) , 
que era L . i . 0 Q . D . D . 
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Invirtiendo la proporción dada se tendrá b:a::d:c¡ 

. /' d ^ b • d 
que da —-=—; añadiendo 1 tendremos —hi=i—+>i: 

míh ' iouSia L! ¿ ^nn roBi"! 01217 "v^ ^ i ?í'i 
reduciendo el entero á la especie del quebrado que le 

h~Hi d-\-c 
acompaña , da —=——, d ¿ + a : a:: ÍÍÍH-C : c (B), 
-ski Vwcmttoo - ^ - - ü n ' 0 -u> 4\a smníf • l . , 
que era L . 2.0 Q. D . D , 

Toda proporción se puede d iv id i r , que es compa~ 
rar. la diferencia de antecedente y consecuente con 
uno délos dos,,en cada uña de las razones; esto es, ó 
bien con el autecedente d bien con eí consecuente. 

Sea la proporción a:¿::euÍ3 digo que a—h\b::c~~d:d, 
y que a—b:a::c—d:c. 

Bem. La proporción a:b: :c:drda —=—; 
b d 

.ciomiiq^ül 90 •oio^qa-íi ^Diíiavíjjt sisa 
quitando 1 de ambos miembros, será 1=——rj 

reduciendo el entero á lé especie del quebrado que le 
/ a~b *&as$p̂ %sas tefWM?. »\ ^a&^^ 

acompaña , dará — 7 — = — 7 - , 

d formando proporción a—b:b::c—d:d (C), 
que era L . 1.0 Q. D . D . 

Invirtiendo la dada, se tendrá ¿ : a ; : í ¿ ; c , 

que da —=— 
a o 

quitando ambos miembros de la unidad, d restando 
esta ecuación de la 1=1, resultará 

b d / a—b c—d 

a c a c ' 
6 poniendo en proporción a—b:a::c~~d:c (D), 
que era L . 2,0 Q. D . D . 

Permutar es mudar de lugar las razones^ 6 poner 
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ta segunda razón por primera^ y la primera por se
gunda. A s i , la quinta está permutada respecto de Ja 
primera (§ 180). 

Convertir es invertir una proporción compuesta ó 
dividida ; cuando se invierte una compuesta , se l l a 
ma convertir componiendo : y cuando una dividida, 
convertir dividiendo. • 

Así , inviniendo la (A) y (B) tendré/nos 
b:a+by.d:c-hd (E) y a:a-hb::c:c~hd (F), 

que respecto de la primitiva están convertidas com
poniendo 5 é invirtiendo las (C) y (D) se tendrá 

b:a*—b::d:c—d (G) y a-.a—br.c-.cr—d (H), 
que respecto de la primitiva están convertidas d iv i 
diendo. 

184 Ahor'a vamos á demostrar algunas propieda
des de laá proporciones. 

1. A S i los antecedentes de una proporción son 
iguales, también lo serán los consecuentes; y recí
procamente. 

Dem. La proporción a : b : : c : d , da adzzbc; 
si se supone azrc, se podrán suprimir, y quedará dfrrS; 
y suponiendo d,—b, quedarla a—c, que es L . Q . D . D . 

2. a S i dos proporciones tienen una razón común, 
con las otras dos razones se podrá formar proporción.^ 

Espl . Sean las dos proporciones a : h : : c : d , y 
a:b:: m • n , que tienen común la razón a ib; 
digo que se tendrá c : d : : m : n . 

Dem. Igualando las razones en cada proporción^ 
a c a m 

se tendrá —=-7, y - r——J 
b d • b n 

y como — y — son ambas iguales á — , 
d n b 

c m 
serán (intr. ax. 5.0) iguales entre sí, esto es, —==—} 

d n 
que formando proporción, tendremos c : d : : m •• n, 
que es L . Q. D . D . 
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Cor. De aquí se deduce qae si dos proporciones 

tienen unos mismos antecedentes ó unos mismos con~ 
secuentes , se podrá formar proporción con los conse
cuentes ó antecedentes 5 porque alternadas tendrían 
una razón común. 

3. a E n toda proporción geométricft la suma de 
antecedentes es d la de consecuentes, como un ante-
cedente es á su consecuente. 

Esp l . Sea la proporción a:b::c:d; 
voy á demostrar que a-i-c : b-+-d::a:b ó aw.b-i~d::c'.d. 

Dem. Alternando la dada será a:c::b:d; 
y componiéndola dará a-+-c:c::b~hd:d ó a-hc:a::b^-d:b^ 
que alternadas serán a-+c:b-hd::c:d (I), 
y a-\-c:b-hd::a:b (K), que es L . Q. I). D . 

4. a E n toda proporción geométrica la diferencia 
de antecedentes es á la de consecuentes, como un an
tecedente es á su consecuente. 

Espl . Sea la proporción a:b::c:d-7 
voy á demostrar que a—e:b—d::c:d, da—c:b—d::a:b, 

Dem. Alternando la dada será a:c::b:d'3 
y dividiéndola, se tendrá 

a—c'c::b-—d:d) 6 a~c:a::b—d:b'} 
que alternadas dan a~ctb~d::c:d (L), 
y a—c:b-~d::a:b (M), que es L . Q. D . D . 

5. a E n toda proporción geométrica la suma de 
antecedentes es á la de consecuentes^ como la diferen
cia de antecedentes es á la de consecuentes. 

Dem. Si de las proporciones (I) y (L), que tienen 
común la razón c:d sacamos la 

a-hab-hdr.a—cib—d (N), tendremos L . Q. D . D . 
6. a E n toda proporción geométrica la suma de 

antecedentes es á su diferencia^ como la suma de con
secuentes es á su diferencia. 

Dem. Porque si alternamos la proporción anterior 
tendremos a~hc:a—'C::b-+dib>-~d (O), 
que espresa L . Q. D . D . 

Cor. De todo esto resulta que dando la primitiva 
ocho formas, la (A) otras ociio , la (B) otras ocho, la 
(C) otras ochoj la (D) otras ocho, la (I) otras ocho, 
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la (K) otras ocho, Ja (L) otras ocho, la (M)otras ocho, 
y la (N) otras ochoj se sigue que alternando ó in vir
tiendo la primitiva, y las que resultan de el la , se 
pueden sacar ochenta proporciones de una dada. 

185 Es tan importante la regla dada (174), que 
por su medio no sólo se pueden formar inmediata
mente proporciones, sino que dada una razón se pue
den poner otra multitud iguales con el la , multipli
cando sus dos términos por 2 , por 3 &c. As í , dada 
la razón 2:3, obtendremos 

2:3::4í6: :6:9: :8: i2: : io: i5: : i2: i8: : i4:2i : :&c. 
que es lo que se llama serie de razones i guales ̂  y se 
suelen escribir abreviadamente de este modo: 

2:4:6:8:10:12:14: &c. : :3 :6:9: i2: i5 : i8 :2i :&c. 
Cuando se quiera sacar una proporción , se toma

rán dos términos cualesquiera ántes de los cuatro pun
tos, y otros dos cualesquiera equidistantes después. 
Sus propiedades son las siguientes. 

i .a E n toda serie de razones iguales la suma de 
todos los antecedentes es á la de todos los consecuen
tes , como un antecedente es á su consecuente. 

í>em. Sea esta la serie de razones iguales 
a:¿t:c:J::m:«::6fc\:&'c.; 

y tomando las dos primeras tendremos a:b::c:d; 
que (184, 3.a) nos dará a-hcb-hdr.cd^ 
ó poniendo en vez de la razón c:d su igual m:n por eí 
supuesto, será a-hc:b-i-d::m:n; 
que por la misma propiedad da 

a-KM-wz:b-hd-t-n\:m:n (a), que es L . Q. D . D . 
Esc. Si hubiese mas razones iguales , en vez de 

la última m:n, se sustituiría otra, y se continuaría 
del mismo modo hasta que no hubiese mas. 

2.a E n toda serie de razones iguales la diferen
cia de antecedentes es á Id de consecuentes, como un 
antecedente es á su consecuente. 

Dem. Supongamos la misma serie a:A::c:d::»2:/i::6f. 
y tomando las dos primeras se í̂í a:¿::c:¿¿; 
la cual (184, 4.a) nos dará a~c:b-~d::c:d; ó poniendo 
en vez de c:d su igual m:n. será a—c:b—d::m:n; 
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que en virtud de la misma propiedad nos da 

, a—c—m:¡j—d~n::m:n (b), que es L . Q. D . D . 
3. a MM toda serie de razones iguales la suma de 

antecedentes es á la de consecuentes, como la diferen* 
cia de antecedentes es cí la de consecuentes. 
. Dem. Como las dos proporciones (a) , (b), tienen 
común la razón m:n , con las otras dos íbnnarémos 
proporción (184, 2.a), y tendremos 

a-hc-hm-.b-hd-hnr.a—c~~m:b—d—n (c). L . Q. D . D. • 
4. a E n toda serie de razones iguales la suma de 

antecedentes es á su diferencia, como la suma de con
secuentes es á la suya. 

Dem. Porque si alternamos la proporción anteriorj 
tendremos a~hc~hmia~c—m::b-bd-hn:b—d—n (d), 
que espresa L . Q. D . D . 

5. a E n toda serie de razones iguales la relación 
que tenga un antecedente con la suma de los otros, esa 
misma tendrá el consecuente correspondiente con la 
suma de los demás. 

Dem. Sea la serie de razones iguales 
a:b::c:d::m:n::p:q::&c.:& c. 

Si consideramos que empieza desde la segunda ra
zón, tendre'mos ( i .á) c~hm-+-p-h&c.:d-+-n-\~q-)~&c.:\c:d', 
pero si en vez de c:d ponemos su igual a-.b , resultará 

c-hm--hp-+-&c.: d-hn-i-q-h&c. ::a:b; 
la cual permutada y alternada se convierte en 

a:c-hm-+-p-+-&'c.::b:d~hn-hq~h&'c. (e), 
que espresa L . Q. D . D . 

Cor. De aquí resulta que si el primer anteceden
te es igual con la suma de los demás, el primer con
secuente también será igual con la suma de los demás 
consecuentes 1 porque si en la última proporción su
ponemos a—c-hm-hp-h&c. la primera razón será de 
igualdad, j debiéndolo ser la segunda, será 

b=d~hn-\-q-h&c. 
186 Se llama razón compuesta la que resulta de 

multiplicar ordenadamente (esto es antecedente por 
antecedente, y consecuente por consecuente) dos ó mas 
razones. Así , si las dos razones 3:5 y 4 7 , las multi-
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plicamos ordenadamente, tendremos i2:35r 
que será la razón compuesta de aquellas dos 5 las tres 
razones 4-5; 6:115 9:13, dan la compuesta 

4x6x9:5x11x13 ó 216: 715^ &c. 
Si la razón compuesta resulta de dos razones igua

les, se llama duplicada 6 cuadrada; así , si se tienen 
las dos razones iguales 6:8 y 3:4, la 6x3:8x4 ó 18:32, 
será duplicada d cuadrada de la 6:8 ó 3:4. 

Si se multiplicañ tres razones iguales, v. g. 3:5} 
6:10 y 9:15, la compuesta 3x6x9:5x10x15 ó 162:750, 
se llama triplicada ó cúbica; y así sucesivamente cua
druplicada &c. 

Haciendo la multiplicación como hemos dicho, se 
sigue que formar razones compuestas es lo mismo que 
multiplicar quebrados j pues toda razón es un quebra
do cuyo numerador es el antecedente y el denomina
dor el consecuente. Así, cuando las razones son iguales, 
equivale á formar potencias de ¡os mi¿mos quebradosj 
y he aquí la razón porque se llaman cuadradas ó du
plicadas, cúbicas ó triplicadas & c . De que se sigue, 
que no es lo mismo razón dupla que duplicada; una 
razón es dupla de otra, cuando su esponente es duplo 
del de ella, duplicada cuando es su cuadrado, &c. &c. 

187 Es muy importante el simplificar las razones 
y proporciones, para poder ejecutar con espedicion los 
cálculos de sus continuas aplicaciones. Así , en cuanto 
se dé una razón se verá si se puede simplificar, d i v i 
diendo sus dos términos por 2 , por 3 &c. lo que no la 
altera (171 cor.); por loque en vez de la razón 6:12 
se podrá poner 3:6 d 1:2; 
en vez de 1 2:18 se pondría 6:9 d 2:3 &c. 

188 Si la primera razón de una proporción no se 
puede simplificar, ó se ha simplificado y a , se verá 
si se pueden dividir los dos antecedentes por un mis
mo número , lo que tampoco alterará la proporcionj 
pues si se alternase, se podria ya simplificar la pr i 
mera razón. Así, si tengo la proporción (A pág. sigte.) 
cuyo cuarto término # quiero buscar, simplificaré la 
primera razón por 4 , y tendré la 2.a que allí se ve; 

K T. I . 
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ahora dividiré por 3 los antece- (A) 
dentes, y tendré la tercera ; que I2:8::36:A; 
da para el cuarto término ^=24 , 3:2::36:a; 
que es lo misino que I:2::Í2:^=24 

8x16 288 
x = = 2 4 , 

12 12 

pero mucho mas sencillo. 
189 A l formar razones compuestas, puede ocur

rir el que no pudiéndose simplificar las simples, se 
puedan simplificar las compuestas; porque algunos fac
tores de ios antecedentes de las unas lo sean también 
de los consecuentes de las otras, y al contrario. 

En este caso, en lugar de simplificar la compuesta 
después de formada, se indica la operación resolvien
do en factores simples los términos de las componen
tes , y suprimiendo los que sean comunes. Así , si 
tengo las razones 3:5; 4:9 ; 10:21 , que dan la com
puesta 120:945, d simplificando 40:315 u 8:63; 
formaré la compuesta de este modo: 

3x2x2x2x5:5x3x3x3x7, 
que suprimiendo los factores comunes 3 y 5 queda en 
2 x 2 X 2 : 3 x 3 x 7 i l 8:63, que es la misma que ántes. 

Como al formar una razón compuesta , se puede 
poner en lugar de cualquier razón simple, otra que 
sea igual con ella, se sigue que después de formada, 
se podrá hacer igualmente esta sustitución, poniendo 
el antecedente en vez del antecedente y el consecuen
te en vez del consecuente. Así, cuando voy á formar 
la razón compuesta de las 3:5 y 6:7, en vez de esta 
pondré su igual 12:140 18:21; y en vez de la com
puesta 3x6:5x7 tendré3Xi2 :5Xi4 ó 3x18:5x21; 
luego inversamente, si tengo la razón compuesta 

3 X 1 8 : 5 x 2 1 , en vez de la componente 18:21 
podré poner cualquiera de sus iguales 12-14 o 6:7; 
y la tendré convertida en 3X12:5x14 , d 3x6:5x7. 
Esta proposición es de la mayor importancia , y los 
principianíesisuelen encontrar mil dificultades en ella, 
euando no se presenta con toda esta especificación. 
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190 S i dos o mas proporciones se multiplican or

denadamente, el resultado será una proporción com
puesta. Porque siendo las razones componentes de la 
primera razón compuesta, iguales (por la naturaleza 
de las proporciones) con las 
componentes de la segunda, las 4: 5:: 8: ro (a) 
razones compuestas serán igua- 6:11:: 18: 33 (b) 
les y formarán proporción. Así, 
si tenemos las proporciones 24:55:;i44:330 (c) 
(a), (b), multiplicadas darán 
la compuésta (c). 

Luego multiplicando ordenadamente una propor
ción por sí misma , el resultado formará proporción; 
de donde resulta que -si cuatro cantidades están en 
proporción, también lo estarán sus cuadrados, sus cu
bos, y en general las potencias de un mismo grado ̂  
j al contrario, si cuatfo cantidades están en propor
ción, también lo estarán sus raices de un mismo grado. 

a c 
E n efecto, la proporción a:b::c:d da — ; 

b d 

y elevando á la potencia n resultará —-—— 
J bn án 
y formando proporción será an:bn'.\cn\dtt, 
que es L . i.0 Q. D . D . 

L a misma proporción a:br.c:d da -—1=—j 
, b d 

y estrayendo la raiz del grado n será 
n n n _ « _ 

V a ^7 
6 b d n n 

V'b V a . 
n ^ n — n _ n -

que da V " ' : \ / h ;: V ' c : V ' d , que es L . 2.0 Q. D . D . 
191 Al. formar proporciones compuestas, conven

drá simplificar las razones al tiempo de sacarlas; 
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pero particularmente conviene tener presente, que si 
dos razones son tales que en la una es antecedente lo 
que en la otra consecuente, se omite el término co
mún, y se ponen los otros. Así , si tenemos 

Q-^-c-fl!^86 ten^r^ P'-R'-'W-hd; 
porque si se hiciera con estension seria PQ:QR::ac:bdi 
y simplificando la primera razón por Q , resultada 
por último P:R::ac:bd. 

Be la regla de tres y de compañía. 

192 Se llama regla de tres ó regla de oro, la que 
enseña á determinar los efectos por medio de las cau
sas, d las causas por medio de ios efectos, cuando se 
conoce la dependencia que tienen entre sí. 

La regla de tres puede ser simple y compuesta^ 
es simple, cuando para determinar el efecto ó causa 
que se busca, solo se atiende á una circunstancia; y 
compuesta, cuando se necesita atender á dos d mas. 

La regla de tres simple se subdivide en directa 
é inversa j directa es aquella en que se trata de ave
riguar el efecto que produce una causa vd la causa 
de que proviene un efecto, cuando se conoce el efecto 
producido por una causa de la misma especie; y la 
inversa es aquella en que se trata de averiguar la 
causa que se necesita para producir, junta con otra 
dada, el mismo efecto que han producido ya otras 
dos causas de la misma especie. Para que se vea bien 
la diferencia que hay entre las reglas de tres, nos 
valdremos de estos ejemplos. 

i.0 S i sabiendo que 12 oficiales de sastre han 
hecho en una semana 72 vestuarios, quiero!Íaveriguar 
cuántos vestuarios podrán hacer 24 sastres en el mismo 
tiempo, esto es, en una semana: esta es una regla de 
tres simple; porque el número de vestuarios que bus
co, solo depende de una circunstancia , á saber , del 
número de oficiales de sastre que los han de hacerj 
ademas es, directa, porque trato de averiguar los ves-
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tuarios, esto es , el efecto que han de producir los 
24 sastres, que son la causa, por medio del conoci
miento que tengo del que han producido en las mis
mas circunstancias 12 sastres. 

También seria simple y directa la regla de tres, 
si viniese propuesta en estos términos: si 12 sastres 
han hecho en una semana 72 vestuarios, para hacer 
en el mismo tiempo 1^$ vestuarios ^ ^ cuantos sas
tres se necesitarán? Porque aquí se trata de averi
guar la causa, esto es, los oficiales de sastre que se 
necesnan para hacer los 144 vestuarios, que son el 
efecto, por medio del efecto conocido 72 vestuarios 
que han hecho los 12 sastres. 

2.0 S i sabiendo que 12 sastres han hecho en tres 
dias 72 vestuarios, quiero averiguar cuántos sastres 
se necesitarán para hacer los mismos 72 vestuarios 
en 6 dias : esta regla de tres será inversa j porque 
aquí tengo un mismo efecto, 72 vestuarios, para cu
ya producción han concurrido dos causas, los 12 sas
tres y los tres dias que han trabajado j y ahora trato 
de determinar una de las causas, á saber, el numero 
de sastres, que junta con la otra, es decir, con los 6 
dias en que han de trabajar, ha de producir el mis
mo efecto de hacer los 72 vestuarios. 

3.0 S i sabiendo que 12 sastres han hecho en 4 
dias 72 vestuarios , quiero averiguar los vestuarios 
que harán 36 sastres en 6 dias : esta regla de tres 
será compuesta; porque el nduiero de vestuarios que 
busco, depende de dos circunstancias, á saber, de los 
36 sastres, y de los 6 dias que han de estar trabajando. 

193 Toda cuestión que conduce á una regla de 
tres, consta de dos partes: del supuesto y la pregun
ta ; en el supuesto se da la dependencia que tiene la 
causa con el efecto; y en la pregunta, la causa d efec
to que se da , para determinar el efecto ó causa que 
se busca. 

En toda regla de tres simple entran tres canti
dades conocidas : dos del supuesto, y una de la pre
gunta ; como esta ha de ser de la misma especie que 
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una de las del supuesto , á las dos cantidades cono
cidas que son de una misma especie, se les llama 
principales ; la otra y la que se busca, se llaman re-
lativaSp pero como de las relativas sólo se conoce una, 
se llama cantidad principal y su relativa á las dos 
del supuesto, siendo la principal la que es de la mis
ma especie que la dé la pregunta. V . g. cuando quie
ro averiguar los vestuarios que harán 24 sastres en 
el supuesto de que 12 hayan hecho 72 vestuarios, las 
dos cantidades principales son los 12 sastres y ta, 24; 
las relativas son los 72 vestuarios y los que hmco; y 
las que se llaman cantidad principal y su re^at^^H| 
los 12 sastres y los 72 vestuarios, siendo la princip.'il 
los 12 sastres que es la de la misma especie 
de la pregunta. 

194 Toda la dificultad de la regla de tres d | í3-
siste en plantearla; porque después todo está redu
cido á encontrar el cuarto término de una proporción 
geométrica. Por lo cual vamos á deducir regías ge
nerales para su planteo. 

Si la regla de tres es directa, y se pide el efecto 
que producirá la causa c, sujeta á las mismas condi
ciones en que la causa a ha producido el efecto Z>, 
como no conocemos este efecto le llamaremos a;; y 
siendo b el efecto que ha producido a, el efecto pro-

b 
ducido por cada unidad de a será 58, 4.0) —j 

a 

y como la c ha de producir % una unidad de c pro-

ducira — ; ahora, por ser c y a de la misma especie, 

será igual el efecto que produzca cada una de sus 
b x 

unidades; luego se tendrá 1—=—, que formando 
a c 

proporción, será ¿:a::.T:e d a:h:c:x ó a:c::b:x. 
Luego para plantear una regla de tres directa, se 

p o n d r á por p r i m e r té rmino l a cantidad p r i n c i p a l de¡ 
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supuesto; luego, cualquiera de las otras dos, á saber, 
la relativa del supuesto ó la principal de la pregun
ta ; después la otra, y el cuarto término de la pro
porción será lo que se busca j que para encontrarle 
se practicará lo dicho (181). 

Entendido estq, pasaremos á resolver algunos 
ejemplos. 

1.0 Se sabe que ^qj*.soldados han abierto en un 
tiempo cualquiera 160 ¿aras de trinchera; para abrir 

' Maras en el misrilo tiempo, cuántos soldados se 
farán ? 
tuí la cantidad principal y su relativa son 160 

varflBr 40 soldados j luego plantearemos la cuestión 
del aQmo siguiente: 

. , v.s Q v.s soldJ 40x800 
160 :80o ::4o :A— ^=200, 

160 
y saco que se necesitan poner á trabajar 200 hombres. 

2.0 Un sujeto desea saber lo que le producirán 
78437 rs. que va á imponer en un fondo al 6 por 100. 
Aquí la cantidad principal del supuesto es IOOJ por
que la cuestión quiere decir que 100 reales le dan 
de rédito al año ó realesj y así , la operación se eje
cutará como aquí se ve: 

78437X6 47o622 100:7043 7: ;O:JC= = = 
100 100 

4706,22=4706 rs. y 7 mrs. 
195 Si la regla de tres es inversa, y se supone 

que las dos causas a y b han producido un efecto K , 
y dada una causa e de la misma especie que «, se quie
re averiguar otra causa x de la misma especie que />, 
que junta con la c, produzca el mismo efecto üCj dis
curriremos de este modo. Si la causa a sola produjese 

K 
el efecto i^C, una unidad de producirla — ; 

m i t ' ú i n < • . 7 ?•>.• . M I o . , .U .:-^if'f)oi>,.vá-ír.il 
ahora, este efecto debe ser tanto menor en cuanto la 
causa a sea ayudada de la Z>, luego el efecto que pro-



si obrase sola, seria —j 
c 

y obrando la causa x que buscamos, debería ser 

I ^ a A L G E B R A . 

f i e 
duzca una unidad cuando obra la causa b, sera —-. 

ab 
Por la misma razón, el efecto de una unidad de c 

K 
c 

K 
5 

ex 
y como a j e son de una misma especie , el ^jeto 
de cada una de sus unidades será igual, y. se tendrá 

K K , 
— — — , ó K c x ~ K a h , 
ab ex 

y dividiendo por K será cx~ab, 
que da e:a::b:x ó e:b::a:x; 
que manifiesta que la regla de tres inversa se plantea 
escribiendo por primer te'rmino la eantidad prinei-
pal de la pregunta , después las dos del supuesto^ 
y el cuarto término será lo que se pide; que se ha
llará por lo dicho (181). 

Apliquemos esta regla á algunos ejemplos. 
1.0 Un comerciante ha ganado en 5 meses 450 do-

hlones, con un capital de 6000 doblones; para ganar 
los mismos 450 doblones con un capital de I8OQ do
blones, cuánto tiempo necesitará? 

Aquí la cantidad principal y su relativa son 6000 
doblones y"5 meses, y la principal de la pregunta es 
1800 doblones; por Jo que ejecutando la operación 
como aquí se re: 

o d.s , /• d.s m.s 1000 :600o ::5 'x=z 
6ooox5__6ox5 10x5- 50 ^2 

1800 x8 3 3 3 ' 
hallo que necesitará 16 meses y f , que equivalen á 
16 meses y 20 dias. 

2.0 Un General de .trinchera tiene calculado que 
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con poner 3000 hombres d trabajar, y a á l a zapa, ya 
á l a trinchera, llegará en 6 dias d hacer todas las 
obras que necesitapara llegar a l camino cubierto; tie
ne aviso de su mayor General que es indispensable 
tomar el camino cubierto dentro de 4 dias j cuántos 
hombres necesitará poner á t rabajará 

Aquí la cantidad principa] y su relativa son 6 
dias y 3000 hombres, .y la principal dé la pregunía 
es 4 diasj por lo cual plantearé la cuestión en estos 
términos: 

d d * h5 3000x6 
4 :6 ' 1:3000 " : x ~ ' - = 1500X3=4500 homb. 

m • -4 njr.hao :, . 
que son los que tendrá que poner á trabajar. 

196 Para resolver una regia de tres compuesta, 
se halla primero el resultado que corresponde á l a pre
gunta, atendiendo á una sola circunstancia-, después 
el que corresponde á este resultado hallado , ctínside-
rándole como pregunta, atendiendo á otra circunstan
cia; después el que corresponde á esPe resultado ha
llado , atendiendo á otra circunstancia; y así sucesi
vamente, como manifiestan estos ejemplos. 

i.0 Quiero averiguar los cahíces de trigo que po
drán traer ^6 carros en 6 dias, en el supuesto de ha' 
her traido 12 carros en 4 dias 72 cahíces. Primero 
averiguaré los cahíces que traerán los 36 carros en 4 
dias, lo que ejecutaré como aquí se ve: 

72x36 
i2carr.:36 carr.::72 cñh. :x cah.n: =72X3=2163 

12 ., , .. 
y encuentro que traerán 216 cahíces. Ahora, si en 4 
dias traen 36 carros 216 cahices^, en 6 dias cuántos 
traerán ? Ejecutaré la operación como aquí se ve: 

d s í d s 216x6 
4 * :6 ' ::2i6 cahices:A;= =54x6=324, 

4 
y saco que traerán 324 cahíces. 

2 .a <Se que 4 soldados en 5 dias , trabajando en 
cada dia % horas, han hecho 1 zoo fajinas: 6 soldd-
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dos en 8 dias, trabajando 6 horas a l dia, ¿ cuántas 
fajinas harán ? 

Aquí tendré que hacer las tres reglas de tres sim
ples siguientes: 

4"%65;: 1 2 o o ^ ' ' iiSoofoj' 

5^:i8oofaJV:mofaJ'S 

8h:6h:'Mofaj'S:2i6ofajJ 
y saco que harán 2160 fajinas. 

197 Se llama regla-de compañía la qne enseña á 
determinar cuánto corresponde de la ganancia ó pen
dida á cada uno de muchos companeros que han pues
to su caudal en un fondo, con arreglo á lo que puso 
cada uno. Esta, como se suele decir, es de dos modos: 
simple y compuesta ó con tiempo, se acostumhra lla
mar simple, cuando el caudal que tiene cada uno en 
el fondo, permanece un mismo tiempo; y compuesta, 
cuando no permanecen los caudales el mismo tiempo 
en el fondo. Esta, se reduce á la simple, multiplican
do el tiempo por lo que puso cada uno; pues lo mis
mo es 50 doblones en dos años que 100 en un año. 
Esta regla se funda en la siguiente cuestión. 

Par t i r un número dado a en las partes .que se quie
ra, v. g. en tres, que tengan entre sí la misma razón 
que las cantidades dadas m, n, p; esto es, que la pri
mera tenga con la segunda la razón de m;», y la pri
mera con la tercera la razón de m:p. 

Si llamo x la primera parte , será 
nx px 

miny.x:— la segunda , y mipi ix:— la tercera; 
m m 

y como todas juntas han de equivaler a a, se tendrá 
nx px 

x-\ 1 = a ; 
1 m m ^géoidfi» i>2c nli^Bií ondees 7 

que quitando los divisores será mx~hnx+px — ma, 
d descomponiendo en factores x(m-+-n-hp)—ma, •• 
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de donde se saca x—-
ma 

-.mx-
, m-h-n-hp m-hn-hp 

Si sustituimos este valor de x en lo que corres-
pondia á la segunda, y simplificaujo;?, se t e n d r á 

nx 

m 

na 
; y la tercera será 

p x p a 

m-hn-i-p ' m m-hn-t-p 
cuyos resultados manifiestan, que podemos hallar cada 
una de estas partes, por medio de la siguiente pro
porción : m-t-n-h-p (suma de las puestas) :a (ganancia 
6 p é r d i d a ) :: lo que puso cada uno: d la ganancia <> 
p é r d i d a que h corresponde. • 4 Í 

Ejemplo . S i de tres sujetos el primero ha presto 
en un fondo 500 doblones, 720 el segunde», y 30*0 
el tercero, y han ganado 456 doblones 3 para hal lar 
lo que corresponde á cada uno, será 

500, « = 7 2 0 , ^ = 3 0 0 , y m~Ht~hp=iSzo^ 

1 ' i + ^ Í o 500x456 luego sera la parte del 1. 

la del segundo. 

y la del tercero. 

1520 

720X456_ 

1520 

300x456 

:15o d 

16 d o l | . 

1520 
90 

cuyas partes componen la ganancia total 456 doblones. 
E l no habur contado con el tiempo, indica que las 

puestas pemianecieron uno mismo en el fondo 5 pero 
si el primero la hubiese puesto por 8 meses, el se 
gundo por 10 , y el tercero por 5, siendo la mis 
-ganancia , para hallar lo que corresponde á cada u 
se observará que 500 doblones puestos por 8 meses, 
es lo mismo que 500x8 por un solo mes; 720 doblo
nes puestos por 10 meses, es lo mismo que 720x10 
doblones por un solo mes ; y 300 doblones puestos 
por 5 meses, eqni valen á 300x5 por un solo mes; de 
manera , que las puestas serán 4000; 7200 y 1500, 
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cuya suma es 12700 5 y en este caso tocará 

. 456x4000 7 9 
ai primero =143-— 

1270,0 . 127 
456x7200 66 

-al segundo • =258 , Le 
. 12700 127 ' 

456x1500 109 
y al tercero — 53 , 

12700 127 
cuya suma es igual 456 como antes. 

Esc. En las corporaciones y regimientos, ocur-
reH:on bastante frecuencia el hacer gastos que han de 
satisfacer los individuos ú oficiales á proporción de sus 
sneldüSj para determinar la cuota de cada uno se dirá; 
el sueldo total de los individuos es al gasto que se ha 
hecho, como el sueldo de cada uno es á la parte que 
tiene que pagar. ., 

)e las progresiones aritméticas y geométricas. 

198 Se WsLaxa. progresión aritmética una serie ó 
continuación de términos, tales que cada uno lleva al 
que le precede d sigue un mismo esceso d diferencia; 
cuando lleva al que le precede, la progresión se llama 
creciente; y cuando lleva al que le sigue, decreciente. 

Se llama razón ó diferencia, lo que se debe aña
dir (d quitar) á un término, para que se convierta en 
el que le sigue; aquí se tratará sólo de las crecientes, 
pues sus propiedades son las mismas, mudando el sig
no á la diferencia. Para escribir una progresión arit-

ética se pone una proporción continua (175) , y se 
ntiniía corno aquí se ve: -v-2.5.8.11.14.17.20.23&C. 

Donde el signo — indica que cada término medio se 
ha de repetir.'>m oíoe , 

Si al primer término le llamamos « , y á á la ra
zón, la espresion 
-f-a. WWd .a-hzd.a-hyi. a-f-4 d. «-+-5 d... a+(n— 1) d—u (A), 
será una progresión aritmética general. 



ÁLGEBRA. 157 
De la definición de la progresión aritme'tica resul

ta, que el segundo término es igual al primero mas la 
razón; que el tercero es igual al segundo mas la ra
zón; pero como el segundo es igual al primero mas la 
razón, el tercero será igual al primero mas dos veces 
la razón 5 el cuarto se compondrá del tercero mas la 
razón, ó del primero mas tres veces la razón 5 y en 
general un término cualquiera se compondrá del p r i 
mero^ mas tantas veces la razón como términos hay an
tes de él: que es lo que espresa la fórmula (A), en que 
u es el termino que se busca, n el lugar que ocupa en 
la progresión, a el primero, y Í¿ la diferencia ó razón. 

Con dicha fórmula (A) se puede hallar un térmi
no cualquiera en conociendo el primero y la razón. Así, 
si en la progresión anterior se quiere el término sép
timo, será « = 2 , ¿¿=3, « = 7 , y se tendrá 
térm.o7.0=2-t-(7—•I)X3=2+6X3=2-M8=20. 

1 99 De la formación de la progresión se deducen 
varias consecuencias. 

r.a Cuatro términos consecutivos, tomados donde 
se quiera, forman proporción discreta. 

Así , 5.8:11.14. 
2 .a Tres términos consecutivos la forman continua. 

Así, -4-5.8.11. 
3. a Dos términos consecutivos forman proporción 

discreta con otros dos términos consecutivos, tómense 
donde se quiera; porque la razón de los dos primeros . 
(que es la de la progresión) es la misma que la de los 
dos últimos. Así, 5.8:17.20. 

4. a Dos términos cualesquiera están en proporción 
discreta con otros dos términos cualesquiera, que dis
ten entre sí tanto como los dos primeros distaban; por
que la razón en ambas equivale á tantas veces la de la 
progresión como términos hay en medio mas uno. 

Así, 5.11:17.23. 
5. a Tres términos cualesquiera, tales que los dos 

estremos disten igualmente del medio, forman propor
ción continua; porque la razón entre el primero y 1̂ 
medio es la misma que entre el medio y el estremo; 
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pues ambas equivalen á tantas veces la de la progre
sión, como términos hay entre ellos mas uno. 

Así, —5.14.23. 
6 .a L a suma del p r imer t é rmino y ú l t imo es igual 

d l a suma de dos té rminos cualesquiera, equidistantes 
de los es t reñ ios ; é igua l a l duplo del t é rmino medio^ 
si el número de té rminos es impar. Porque el primer 
término y el segundo forman proporción con el penúl
timo y el ultimo (cons. 3.a), y dan (176) que el se
gundo junto con el pendltimo serán iguales con el pri-
loero jonto con el último; el primero y el tercerofoman 
proporción con el antepenúltimo y último, y darán que 
la suma del primero con el último equivaldrá á la del 
tercero'y antepenúltimo; y así de los demás. 

200 Fundados en esta propiedad vamos á encon
trar la suma de tantos términos como se quiera de una 
progresión aritmética. Para esto sea la progresión ge
neral -i-a.b.c.d....q.r.t.u; 
llamando s la suma de los términos hasta w, que con
sideraremos ser el último, y observando que la suma 
no se altera aunque se escriba al revés, tendremos 
poniendo debajo de la suma ella misma escrita en un 
orden inverso: 

s—a-i-h-t-e+d....q-hr-ht-K/.7 Y sumando estas dos 
s~u-\'t-Jhr~Jhq.,..d'+-c~\-h+a £ ecuaciones será 

2s—{a-+-u)+'{b~ht)-+-{c-+-r)+{d+q)..%. 
(q+d)+{r+c)+lt+b)~h(u-ha). 

Y como a-hu—b-ht~c~hr—&c.(cons. ó.3), 
sustituyendo se tendrá 

2 s~(a+u)-i-{a-hu}-h(a-i-u)'+-(a--hu).... 
•4-(a-hM)+(a-!-'M)--h(fí-+-?/)-i-(a-f-M); 

donde veo que el duplo de la suma equivale á tantas 
veces la suma del primer término y último, como tér
minos hay en la progresión; luego si llamo n al nú
mero de términos tendré 2 x r a ; 
de donde despejando s stihfMzzji(a-hu)xnzz(a~h-u)xln; 
que nos dice que l a suma de todos los términos que 
se quieran de una p rogres ión aritmética , se halla 
sumando el p r imer t é rmino con el ú l t imo , y m u l t i p l i -
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eando esto por la mitad del número de los términos. 

Así , la suma de 7 términos de la progresión (198) 
será igual á (2H-2o)x£=2 2 x | = i 1X7=77, 
como en efecto se verifica. 

201 Si en la ecuación 1)£¿ despejo 4, 
u—a 

tendré d= , la cual dice que conocido el último 
n—i 

término, el primero y el numero de ellos, para hallar 
la razón se resta el primero del último, y lo que queda 
se divide por el número de términos ménos uno. 

En esto se funda la interpolación de un numero 
cualquiera de medios aritméticos entre dos mímeros 
6 cantidades dadas. Así , si quiero interpolar entre 7 
y 43 ocho medios aritméticos, restaré el 7 del 43 , y 
la resta 36 la dividiré por el numero de términos que 
ha de haber ántes del 43; y como entre 7 y 43 ha de 
haber ocho medios, habrá ántes del 43 un término 
mas, á saber, el primero 7; luego esta resta la deberé 
dividir por el número de medios que se han de inter
polar mas i , esto es, por 9, y resultará que -^-==4, y 
los términos serán -^-7.11.15.19.23.27.31.35.39.43. 

202 Se llama progresión geométrica una serie ó 
continuación de términos , que cada uno cabe en el 
que le precede ó sigue un mismo numero de veces; 
cuando cabe en el que le sigue, la progresión es ere-
cieiite; y cuando en el que le precede, decreciente. 

Aquí se llama razón al numero por que se ha de 
multiplicar un término cualquiera, para que resulte 
el que le sigue. Para escribir una progresión geomé
trica se pone una proporción continua (175), y se con
tinua como aquí se ve: -—3:6:12:24:48:96:192;384:&c. 
y escrita con estensionserá 3:6::6:i 2::i 2:24::24:48::&. 
Si espresamos pora el primer término y por q la razón, 

•^raiaqzaq2 :aq3:aq4:aq5:aq6...... ,.aqn X=M(B), 
será una progresión geométrica general-

De la definición de la progresión geométrica re
sulta, que el segundo término se compone del prime
ro multiplicado por la razón $ el tercero del segundo 
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multiplicado por la razona pero como el segundo equi
vale al primero multiplicado por la razón, el tercero 
equivale al primero multiplicado por el cuadrado de 
la razón i el cuarto se compone del primero multipli
cado por el cubo de la razon-r y en general, un te'rmi-
no cualquiera se compone del primero multiplicado por 
una potencia de la razón, espresada por el número de 
términos que hay antes de él: que es lo que espresa la 
formula (E), en que u es el te'rmino que se busca, n 
el lugar que ocupa, a el primero, y g la razón. 

La fórmula (B) sirve para calcular un término cual
quiera 5 v. g. si quiero hallar el sesto término de la 
anterior, tendré n=6, « = 3 , 5 = 2 , 
y será term.06.0—3X2*5 ^ 3 X 2 5 z i : 3 X 3 2 ± : 9 6 . 

203 Es digna también de notarse aquí la analo
gía entre el lenguaje de las progresiones aritmética y 
geométrica; pues las propiedades de aquella se con
vierten en las de esta, sustituyendo multiplicar á la 
voz sumar-, cuadrar la razón al duplo ó dos veces la 
razón-, y en general/or/war potencias de la razón á su
mar muchas veces la razón; y por lo mismo se verifica
rá que 1.0 cuatro términos consecutivos forman propor
ción geométrica discreta; 2.0 tres consecutivos la for
man continua; 3.0 dos términos consecutivos están en 
proporción con otros dos consecutivos cualesquiera; 4.0 
dos términos cualesquiera forman proporción con otros 
dos cualesquiera, que disten igualmente entre sí; 5.0 
tres términos equidistantes la forman continua & c . 

204 Para hallar la suma de una progresión geo
métrica , llamarémos a el primer término, q la razón 
(por consiguiente fí^f será el segundo), u el ultimo, y 
5 la suma de todos los términos que buscamos; y ob
servando ( 2 0 2 ) que todos los términos medios se han 
de repetir, resulta que todos los de la progresión se
rán antecedentes ménos ei últ imo, y por consiguiente 
la suma de estos será s—u; todos son consecuentes mé
nos el primero, y por consiguiente la suma de estos 
será s—a; luego por lo dicho (185, r.a.) tendremos 

s—uis—ay.auujy.i-.q; 



ÁLGEBRA. l6l 
que multiplicando estreñios y medios, nos dará 

(s~u)xq={s—a)x i , o sq—uq—s—a, 
de donde sale sq~s=uq—~a, ó 

\ \ uq—a, s 
s[q—i)=:uq~a^ y 5=—í-— (m). 

q ~ i v 
Lo que dice qué para hallar la suma de una pro

gresión geométrica, se multiplicará el último térmi
no por la razón, de esto se restará el primero, y la 
resta se dividirá por la razón menos uno. Así, si quie
ro hallar 8 temiiaos de la progresión (202), será ' 
« - 3 , q—z, ^=1384, y resultará 

384x2—3 768—3 
sum. de 8 términos ——• => =765 , 

como en efecto se verifica. 
Esc. Si en vez áe n sustituimos en la formula (m) 

su valor aqn *, nos resultará 
aqn Ixq—a aqn~a a—acf s— ~ — (p)^ 

q - l q ~ l l ~ q 
la cual servirá para hallar la suma de n te'rminos de 
una progresión, cuando sólo se conozca el primer te'r-
raino ÍX y la razón q. 

205 Si en la fórmula u—aq""-1 despejo la <̂  

sacare qz -V 
la cual podrá servir para interpolar medios geome'tri-
cos entre dos números dados; para lo cual, se d iv id i 
rá el último término por el primero^ y del cociente se 
estraerá una raiz del grado que esprese el número de 
términos que ha de haber en todos ménos uno; ó del 
grado que esprese el número de medios que se han de 
interpolar mas uno. 

Esc. i.0 Si la progresión fuese decreciente , la 
razón q seria un quebrado propio, y el término sus
traed vo aqn de la fórmula (p) será tanto menor, cuan-

L T. I. 
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to mayor sea el número n de términos que se vayan 
tomando; y tantos se podrán tomar, que dicho término 
llegue á ser menor que cualquier cantidad dada por 
pequeña que esta sea; de donde se sigue que la dife
rencia entre el numerador de la fórmula (p) y él pri
mer término a de-la progresión, podrá llegar á ser me-

a 
ñor que cualquier cantidad asignable; luego (r) es 

una cantidad á la cual se puede acercar todo lo que 
se quiera la suma de los términos de la progresión, y 
nunca puede dicha suma ser igual con ella. £ s , pues, 
la espresion (r) como veremos dentro de poco, el limi
te de la suma de la progresión decreciente; y aunque 
se la suele mirar como si en efecto fuese la suma ver
dadera , es añadiendo la circunstancia de que la pro
gresión esté continuada al infinito; pero como esta es 
una palabra de cuyo significado no podemos formar
nos una cabal idea, advertimos que cuando nos val
gamos de esta voz en algunas ocasiones, no queremos 
dar á entender otra cosa, sino que la cantidad á que 
la apliquemos ha llegado á ser ta l , que la diferencia 
entré-ella y su límite es menor que cualquier cantidad 
dada por pequeña que sea; por consiguiente la susti
tución del límite en vez de el la , sólo se debe mirar 
como una espresion abreviada del largo razonamiento 
que se deberia hacer para darla á conocer circunstan
ciadamente. Esto supuesto, la formula (r) traducida en 
regla bájo estos principios, nos dará que para hallar la 
suma de una progresión geométrica decreciente, conti
nuada indefinidamente, se dividiré el primer término 
por la diferencia que haya entre la unidad y la razón. 

Por esta causa la suma de la progresión 

Esc. 2.° En este resultado observamos que siendo 
2 la sumá de todos los términos, y uno el primero, 
todos los términos que siguen al primero no valdrán 
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mas de 1; siendo la suma total 2, y n - i = - | l a de los 
dos primeros t é rminos , todos los que siguen al segun
do va ld rán *- & c . ; luego en este caso un término cual
quiera es igual á la suma de todos los que le siguen. 

Esc. 3.0 S i la progres ión fuese ¿ f i ^ í r ^ & C * 

cuya suma es 5 = — j = — = ¿ , 
1'~3 3 

se t end rá que como el primero vale 1, los demás v a l 
d rán ménos de 1, esto es , -̂ 5 el primero y segundo 
valen i + | = | = | , que para |=F§, solo le falta esto 
es, me'nos de luego aqu í un término cualquiera es 
mayor que la suma de todos los que le siguen. 

E$c. 4.0 S i la progresión fuese -rr 1 : | :a9f:^55&c. 

cuya suma es 5 = = | ; 

se t e n d r á que valiendo 1 el primer te'rmino, los de-
mas v a l d r á n - | , esto es, mas que el p r imero; el p r i 
mero y segundo valen i + | = = | = ! - | , que para fé» 
le faltan que es mayor que f — j o & c - ^ c - í 
luego en este caso un término cualquiera es menor que 
la suma de todos los que le siguen. 

Cor. general. Luego en una progresión geométri
ca decreciente, un término cualquiera puede ser igual, 
mayor o menor , que la suma de todos los que le s i
guen, según sea cada t é r m i n o i g u a l , menor d mayor 
que la mi tad del anterior. 

De los logaritmos. ) 

206 Si reunimos dos progresiones, una a r i t m é t i c a 
y otra g e o m é t r i c a , de modo que se 'correspondan sus 
t é rminos como a q u í se ve: 

{-^-4.7.10.13.16/19. 22 . 25 . 28 . 31 . & c . 
—-3:6:12:24:48:96:192:384:768:i536:&c. 

los t é rminos de la a r i tmét ica se llaman logaritmos de 
los correspendientes de la geométrica , que toman el 
nombre de números. Gomo son infinitas las pro^rcsío-
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nes que se pueden elejir, se sigue que es infinita la 
diversidad de logaritmosj pero si entre las progresio
nes se elije la aritmética, que principiando por o siga 
después por la serie de los números naturales , y la 
geométrica que empiece por la unidad , entonces se 
tiene nn sistema de logaritmos. V . g. 
-7-0.1. 2 . 7 . 4 . 5 • 6 .&c.7 « . ¿ , y , 0 , , c a >iorman un sistema. •H-1:4:16:64:2 56:102 4:4096:&c.J 

Donde debemos observar que ios términos de la 
aritmética son los esponentes á que se ha de elevar 
el segundo término de la geométrica , para producir 
cualquier término; pues 64 v. g. es 43, 7 3 es el 
logaritmo d término de la aritmética correspondiente 
á 645 y como puede elejirse cualquier otro numero 
para segundo término de la geométrica, resulta que 
también 'puede haber muchos sistemas de logaritmos. 

Esto entendido , se llama hase en un sistema de 
logaritmos al segundo término de la progresión geo
métrica , cuyo logaritmo es la unidad , y de cuyas 
potencias van resultando los demás; y logaritmo de 
un número es el esponente á que se ha de elevar la 
hase para producir dicho número. 

207 Sea, pues, a la base de un sistema cualquie
ra , x un logaritmo y z su número, y se tendrá 

x-^Aog.z y ax ó a0*3' 

igu^mente, siendo x'zz:\og.z\ 

se .tendrá ax'zr.a 0^'z =z/. 
1.0 Si multiplicamos estas dos ecuaciones, tendré-

mos dxxax,=zz/ ó a ^ ' z z z z ' i 
pero x-^x' es el esponente á que se ha de elevar la 
Lase a , para que resulte el producto zzf; 
luego será su logaritmo, y se tendrá x-^x'—log.zz'; 
y como x—\og.z y ^ ' ^ l o g . z ' , 
sustituyendo r^ui ta rá hg.z-hlog.z'—hg.zz'-, 
que quiere deqir que para hallar el logaritmo de un 
producto se han de sumar los de los factores; y el n ú ' 
merQ qiie en las tablas del sistema corresponda á es-
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ia suma, será el producto. Así, si quiero multiplicar 
16 por 256, diré : log. 16:1:2, Iog.2 56=4; 
y su suma = 6 será el logaritmo del producto;-
y como 6 corresponde á 4096, infiero que este es el 
producto de 16 por 256, como en efecto se verifica. 

2.0 Dividiendo las mismas dos ecuaciones, se tendrá 
z 

ó ax-xf=.—; 

y como ahora x—x' es el esponente á que se ha de ele-
z 

var la base para producir el cociente ó ntíinero - y , 
z 

este esponente será su logaritmo, y se tendrá 
z z 

ÍC—a/^log.—, 6 hg.z—hg.z'—log.—; 
.. , v . V • ••, • - i • tZ ' Z 

que quiere decir, quedara hallar el logaritmo de un 
cociente, se restará el logaritmo del divisor del loga
ritmo del d i v i d e n d o y el número que en las tablas 
corresponda á esta diferencia, será el cociente que se 
busca. Así , si quiero dividir 1024 por 16 , diré: 

log. 1024=5, log. 16=25 
y su diferencia =3 sera el logaritmo del cociente; y 
como este 3 corresponde al numero 64, este será el co
ciente y se tendrá -Y |4zr64, como en efecto se verifica. 

3.0 Si elevamos á diferentes potencias la ecuación 
anterior ax—z, d z—ax, será 

z2=(ax)2=a2'\ z3=(ax)3=a3x, . . .zf í=(ax)n=anx; 
de donde sale (por ser nx el esponente á que se ha de 
elevar la base a para producir zn) que 

log.zn=nx=nlog.z; 
que quiere decir, que para'hallar el logaritmo de una 
potencia, se ha de multiplicar el logaritmo de la raiz 
{ó cantidad) por el esponente de la potencia^ y el nú
mero que en las tablas corresponda al producto halla
do, será la potencia que se pide. Así, si quiero formar 
la tercera, potencia de 16, d i ré : log. 16=2, 
gue multiplicado por 3 (esponente de la potencia) da 6j 
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y como 6 corresponde al número 4096 , infiero que 
i63zz4096 , como en efecto se verifica. 

4.0 Si de la ecuación z~ax estraemos raices de 
diferentes grados, tendremos 

' ' x x n n X 

de donde sale (por ser — el esponente á que se ha 

n 
de elevar la base a para producir el numero V'^ ) 

n - x log.z 
que log .V^=———-—: 

n n 
que quiere decir que para hallar el logaritmo de una 
raiz, se ha de dividir el logaritmo de la cantidad por 
el esponente de la raiz; y el número que en las tablas 
corresponda d este cociente, será la raiz que se pide. 
Así, si quiero estraer la raiz cuadrada de 4096, diré: 
^ . 4 0 9 6 = 6 , que dividido por 2 (esponente déla raiz) 
da 35 y como 3 corresponde al número 64, digo que 

64 es la raiz de 4096, ó que V/4096=64, 
como en efecto se verifica. 

208 Gomo el sistema de numeración sigue su ley 
constante de diez en diez, también se ha elejido este 
número para base del sistema logarítmico mas usualj 
de modo que para la formación de las tablas se han 
reunido las dos progresiones siguientes: 

-f-o. 1 . 2 . 3 . 4 , 5 . 6 ,&c. 
•—• 1:1 o: 100:1000:10000:100000:1 oooooo:&c. 

Si en ellas se interpolase entre cada dos términos 
un número considerable de medios, los resultados for
marían dos nuevas progresiones sumamente largas; y 
tomando en Ja geométrica los números naturales 1, 2, 
3, 4, 5 &c. hasta 10000, hasta 108000, (de todas es
tas hay tablas impresas) hasta 200000, ("de estas las 
hay calculadas, pero no impresas) &c. poniéndolos en 
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columna, y en otra á su derecha los términos corres
pondientes dala aritmética ó los logaritmos,se tendrían 
formadas las tablas como vulgarmente se presentan. 

En todas las tablas de logaritmos está esplicada 
su disposición particular, y las reglas para manejar
las; y como para entender estas dos cosas, suele apro
vechar mas media hora de viva voz del Profesor, que 
toda la esplicacion que se puede poner en un libro 
de la naturaleza de este, y por otra parte en nuestro 
Tratado elemental decimos muy circunstanciadamen
te todo lo necesario para la inteligencia y uso de las 
de D . Tadeo Lope y Aguilar, que son de las que nos 
servimos, tanto en aquella obra como en esta, para 
todas las operaciones: y por otra parte , como esta 
misma esplicacion conviene á las otras tablas que 
hay publicadas, omitiremos aquí todo esto, y sólo 
haremos algunas observaciones. 

209 Puesto que IO0=I , y IOI=IO , veremos 
que l o g . i = o , l o g . i o = i ; luego el logaritmo de todo 
numero díjito 2,3,4 &c. ha de ser mayor que o y me
nor que 1; esto es, será un quebrado decimal. Igual
mente, como i q ^ i o y io2=:ioo, se inferirá que el 
logaritmo de todo numero de dos cifras, desde 11 has
ta 99 inclusive, ha de ser mayor que 1 y menor que 
2, esto es, será un entero y un quebrado decimal. Del 
mismo modo se inferirá que el de todo número de tres 
cifras, desde 101 hasta 999 inclusive, será mayor que 
2 y menor que 3; esto es, dos enteros y un quebrado 
decimal. Y en general que el logaritmo de todo nu
mero compuesto (escepto la unidad seguida de ceros) 
consta de tantas unidades en enteros, como cifras tie
ne el número -ménos una, y de un quebrado decimal; 
si el numero es la unidad seguida de ceros, su loga
ritmo consta de tantas unidades como ceros acompa
ñan á la unidad, y el quebrado decimal es cero. 

210 E l numero que espresa los enteros en los lo
garitmos , se llama característica, y el quebrado de
cimal se llama mantisa. 

Luego dado un numero, se puede conocer inme-
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diatamente la característica de su logaritmo (209); 
y dado un logaritmo se puede saber inmediatamente 
Jas cifras que ha de tener el número en enteros, que 
son tantas mas una como unidades tenga la caracte
r í s t i c a ; por esta causa se suele omitir la característi
ca en algunas tablas. 

211 Los logaritmos de los números que crecen en 
p rogres ión décupla tienen una misma man t i sa ; por
que han de resultar de la suma del logaritmo del 
menor con el de 10, 100, 1000, &c. 
que son r , 2, 3 , &c. sin mantisa. V . g. la mantisa 
de 23 es la misma que la de 230, de 2300, de 
23000 &c. ; porque 
230=23x10 y (§ 207, 1.0) Iog.2 30=Iog.2 3-hlog.io; 

2300=23x100 y log.230o=k)g.23-H]og.ioo. 
De donde resulta que s i se a ñ a d e una unidad á 

l a ca rac t e r í s t i ca de un logaritmo , corresponde á un 
número diez veces m a y o r , ó equivale á mul t ip l i ca r 
por diez dicho número 1 s i se a ñ a d e n dos unidades, 
equivale á mul t ip l i ca r por too el mismo mímerp ; y 
a s í sucesivamente. Y s i se quita una unidad á l a 
ca r ac t e r í s t i c a de un logaritmo , equivale á haber 
d iv id ido su número por 10; s i se le quitan dosYequi~ 
vale á haber d iv id ido su número por 100, £f?c. & ' c . 

212 Se llama complemento a r i t m é t i c o de un nu
mero, lo que le falta para valer la unidad seguida 
de tantos ceros como cifras tiene dicho número. Así, 
el complemento de los números díjitos es lo que les 
falta para i c ; el de los números de dos cifras, es lo 
que les falta para 100 , &c. De donde se sigue que 
para hallar el complemento aritmético de un núme
ro cualquiera, se r é s t a r á l a c i f r a de las unidades de 
10 y todas las demás de g ^ ó al contrario, que es lo 
mejor, se r e s t a r á , empezando por l a izquierda, cada 
guarismo de g, y el ú l t imo s ignif icat ivo, o é l de las 
Unidades de 10. Así, si quiero hallar el complemen
to de 357, d i ré : de 7 á 10 van 3 j de 5 á 9 van 45 
de 3 á 9 van 6 ; y tendré que 
eoinp. arit. de 357=6435, 
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(í empezando por la izquierda d i r í a : de 3 á 9 van 6; 
de 5 á 9 van 4, y de 7 á iox (porque es el l íh i ino) 
van 3 , y tengo 643 como á n t e s j y haciendo la resta 
por el método ordinario (32) como a q u í se ve (M):x 
se halla lo mismo. 

S i quiero hallar el de 8940, d i r é , em
pezando por la izquierda : de 8 á 9 va 1; 
de 9 á 9 va o ; de 4 á 10 (porque es el 
l í l t imo significativo) van 6: de o á o , va 
o j y tengo comp.ar i tm.8940=1060. 

213 Se l lama t a m b i é n complemento logarítrnicQ 
de un número a\ complemento a r i tmé t i co de su l o 
garitmo. A s í , si quiero hallar el complemento loga
r í tmico de 85436 buscaré su logaritmo, y encon t r a r é 
que es 4,9316409; 
y hallando el complemento de este , diciendo de 4 
á 9 van 5 ; de 9 á 9 va o ; de 3 á 9 van 6 ; de 1 á 
9 van 8; de 6 á 9 van 3 ; de 4 á 9 van 5 ; de o a 9 
van 9 ; de 9 á 10 va 1 : t e n d r é que 
0 0 0 ^ . ^ . 8 5 4 3 6 = 5 , 0 6 8 3 5 9 1 . 

214 E l complemento a r i tmé t i co convierte la ope
ración de restar en sumar; para lo cual se suma con 
el minuendo el complemento a r i t m é t i c o del sustraen-
d o , y en l a suma se rebaja l a unidad (ó unidades) 
correspondiente a l complemento \ esto e s , en las de
cenas, si el complemento fue á i b ; en las 
centenas, si el complemento fue á 100, & c . 
Así, si quiero restar 438 de 787, con el 787 
sumaré (A) el complemento de 438 que es 
562, y en la suma 1349 tacharé e l m i l l a r , 
y rae q u e d a r á la resta verdadera 349. ^49 

Esto se funda en que en vez de qui tar de 787 
el 4 3 8 , le añado lo que le falta para m i l ; luego no 
solo t e n d r é que quitar el 438 , sino ademas el 562; 
y como todo compone 1000 , por eso se borra en l a 
suma, donde corresponde, la unidad del complemento. 

215 L a importancia del complemento es cuando 
hay que hacer sumas y restas con las cantidades; 
pues entonces sumando los complementos de las que. 
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se han de restar, y rebajando las unidades donde 
corresponda , eoní una sola operación se hacen todas. 
Esto es lo, que sucede en las proporciones, en que 
se quiere calcular el cuarto t é r m i n o por logaritmos; 
pues corno su logaritmo se compondrá de la suma de 
los logaritmos de los medios, ménos el logaritmo del " 
p r imero : en vez de sumar y restar, se sima con los 
logaritmos de los medios el complemento logarítmico 
del primero; y rebajando la decena en la caracte
rística , se tendrá el logaritmo del cuarto término. 
A s í , si quiero hal lar por logaritmos el cuarto t é r m i 
no de esta proporción 864:1329::4635:a; , 

con í o g - J S 2 ^ 3ÍI23525O 
sumo ^ . 4 6 3 5 — 3,6660497 

y comp . log .864= 7,0634863 

y t e n d r é ^ .^—^3,8530610=10^.7129,53. 

cuyo numero será el cuarto t é rmino que se pide. 
216 Por estensas que sean unas tablas , nunca 

pueden contener los logaritmos de todos los números ; 
pero por su medio se pueden hal lar . E n efecto, si se 
quiere hallar e l logaritmo de un n i ímero m i s t o , se 
reducirá el entero á la especie del quebrado que le 
acompaña (71), y estará reducido á hallar el loga
ritmo de un cociente (207, 2.0). As í , si se pide el lo
garitmo dé 2 5 ^ , d i r é : log.2 5 | = l o g . a | ^ = 
log .229—^.9=2,3598355—0,95424253=1,4055930 

S i en vez de reducir el entero á la especie del 
quebrado, se convirtiese este en decimal con cinco 
guarismos, seria 25 ,44444; en este caso, poniendo 
1 de ca rac te r í s t i ca , se encontrarla que la mantisa es 
4 o 5 5 8 5 4 ^ 7 5 = : 4 o 5 5 9 2 9 ' y l o g - 2 5 í 4 4 4 4 4 = : r , 4 o 5 5 9 2 ? í 
que sólo se diferencia del anterior en 1 en el s ép t i -
uio guarismo d e c i m a l , que en nada influye. 

217 E l logaritmo de todo quebrado es negativo 
<$ defectivo, como manifiesta la ecuación am==-n, en 
que si n ha de ser un quebrado, debe (118) por pre
cisión la m ser negativa, pues la base a es un n ú -
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mero entero. Pero como nosotros hemos sentado por 
regla general, que cuando se hayan de calcular que
brados se conviertan en decimales , sólo trataremos 
de estos introduciendo el complemento logarítmico, 
para evitar los logaritmos negativos. Así , si quiero 
el logaritmo de 0,37, diré': l o g . o ^ ^ I o g - i V o — 

log.37—log. 100—Iog.37-1-comp.log. 1003 
por consiguiente con log.37= 1,5682017 
sumo ...comp.log. 100=8, 
y tengo log.o,37=9,5682017. 

Si fuera log.o ,037=log.T|§o, diria: 
con , log.37== 1,5682017 
sumo comp.log. 1000=7, 
y tengo ...log.0,037—8,5682017. 

Si fuera log.o,oo37=Iog.To3o7oo <> d i f i a : 
con. * log.37=1,5682017 
sumo comp.log. ioooo=:6, 

y tengo ^.0,0037=7,5682017; 
y del mismo modo seria Iog.o,ooo37=6,56820i7,&c. 

Donde observando que en todos ellos es la man
tisa una misma, que es la de los guarismos significa
tivos 37, y la característica respectiva 9, 8, 7, 6 &c . , 
se deduce por regla general, que el logaritmo de to
do quebrado decimal tiene por característica 9, d tari' 
tas unidades menos que 9, como ceros hay entre la 
coma y los guarismos significativos, y por mantisa 
la misma que la de estos. 

218 Recíprocamente, si se pidiese el quebrado 
decimal á que correspondía un logaritmo dado , se 
pondría o y coma-, después se pondrían tantos ceros 
como unidades faltasen á la característica para 95 

, y luego las cifras significativas que correspondiesen 
á la mantisa. Así, se tiene 9,6542343=^.0,45106; 
8577257II=%-o,o59234; 7,3765770^^.0,00238. 
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Apl icac ión de los logaritmos á l a estrctccion de la 
r a i z cúbica . 

219 S i para formar e l cubo de un numero, pre
ferimos á la mul t ip l i cac ión el ejecutarlo por medio 
de los logaritmos (207, 3.0), respecto del 47 dire'mos: 

log .473zr3x log .47=3Xí ,6720979= 
5,oi62937=:log.io3823, 

que es en efecto el cubo de 47. 
Blás para estraer la raiz cubica de un numero 

cualquiera , siempre se h a r á por logaritmos; para lo 
cual , se d i v i d i r á (207, 4.0) el logaritmo del número 
por el esponente 3 ; y el número que corresponda á 
este cociente se rá l a r a i z cúbica^ exacta ó aproximada. 
A s í , si quiero estraer la raiz cúbica de 592704 d i r é : 

3 _ log.592704 5.7728379 

" • ' : 3 \ , 3....... 03 
\ i ,9242793=]og.84; 

por consiguiente la raiz cúbica del numero 592704 
es 84 exactamente. E l que lo quiera comprobar puede 
formar el cubo de 8 4 , y encont ra rá 592704. 

Igualmente se tiene 

3 . log.75425 4,8775153 
l o g V 7 5 4 2 5 = = . 

• V,V 'C ¿ M v & a ^ KÍvvfcoq o o i & í ^ 
1,62^58384=^.42,25115 

3 — * — . log.7854679545 9,8951286 
l o g V 7 8 5 4 6 7 9 5 4 5 = — 

3 3 
3,2983762=10^1987,8159. 

De las ecuaciones indeterminadas de primer grado. 

220 Dejamos dicho (142) lo que se entiende por 
problema indeterminado, y ecuación indeterminada. 
Ahora añad imos , que se l lama cantidad constante la 
que en una misma cuest ión no puede tener nías de un 
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solo valor; y cantidad variable, la que en una misma 
cuestioo puede tener todos los valores que se quiera. 
V . g. si quiero dividir el 12 en/dos partes, puedo 
decir que son 8 y 4 , d 7 j 5 , ó/g y 3, ó 10^ y i | ; 
o 15 y—3 &c.; donde veo que las partes en que voy 
dividiendo el 12 son diferentes, y por lo mismo son 
variables; y el 12, que permanece uno mismo, es 
constante. E l mlmero de soluciones de una cuestión 
indeterminada, se limita en muchas ocasiones ponien
do por condición el que los números sean enteros y 
positivos. Las cantidades constantes se señalan con 
las primeras letras del alfabeto, y las variables con 

e ax 
las ultimas; así, ax±bzz=c que da qr—-, 

b b 
es la forma general de las ecuaciones indeterminadas 
de primer grado entre dos variables x y z. Pasemos 
á resolver algunas cuestiones. 

22Í i.a Hallar dos números cuya suma sea 16. 
. Res, Sean x y z los dos números que busco, y 
tendré planteado el problema en la ecuación 

x-+-z= 16 , que da z— 16—x* 
Ahora, dando valores á x , irán resultando para 

x los que aquí se ve: 
SL X ~ O , x— 1 , x'—z 2 , xzz 3 , x— 4 , x— 5 , 

«era ^—16, ^=15, zzziq, ^=13, z ~ i 2 , z ~ i i , 
x — 6 , x—v, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 
% ~ i o , ^=9, 8, 7, 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1, 0,—1.1 

Donde se ve que la primera y penúltima no son 
soluciones, porque no dan dos números , pues resulta 
uno de ellos = 0 . La ultima tampoco es solución, por
que resulta un número negativo; y observando que la 
solución x—& á que corresponde ^=8, no da dos nú
meros diferentes, se deducirá que el infinito número 
de soluciones que se podían dar á la cuestión, queda 
reducido á sdlo siete; pues v. g. l a í c = 5 queda £ = 1 1 , 
es la misma que la ̂ =11 que da 2=5 . Por consiguien
te, la cuestionen números enteros positivos y diferen
tes, sdlo admite estas siete resoluciones: 



174 N XLGEBRA. 
I y 15; 2 y 14; 3 y 13; 5 y II ; 6 y IO; 7 y 9. 

222 2.A D i v i d i r 53 en dos partes tales que l a m a 
sea divisible por 4 , y la otra por 7. 

Res. Puesto que la una ha de ser d iv is ib le por 
4, la podremos l lamar 4A;, y l a otra será yz ; y ten
dremos 45Í;-+-7^==53. 

Ahora se despeja la x , ó en general la variable 
que tenga menor coeficiente j si en su espresion resul
ta quebrado, se igualará con otra variable del mismo 
signo que la del quebrado j se despeja esta j y si en 
su valor resulta quebrado, se hace lo mismo , hasta 
llegar á una variable que determine exactamente la 
anterior; en este caso, se va sustituyendo en los va
lores de las antecedentes , y se tendrán las del pro
blema , que sólo dependerán de la última ^ se dan 
valores á esta, y se van formando las soluciones que 
satisfarán al problema. Así , aplicando este me'todo á 
la anterior, como se ve en (A) , despejando x y sacan
do los enteros tendré7 la (ec.B); igualo el quebrado que 
me ha resultado, con otra variable M, y tengo el va
lor (G); (le pongo el signo menos, porque el numerador 
debe ser negati
v o , si ha de ser (A) ^x-hyz—fá 
entero, y de con- z 
siguiente el co- (B) x ~ =13—2+ _ 
c íen te de part ir 4 > 4 
por 4 t a m b i é n 1—^ 
lo será)j despejo (G) =—M Ó 1—3^=—4« 
en esta la ^ y 4 
tenffo el valor A-, . , „ . , 
(D); igualo e l (D) ¡5= —u-h 
quebrado con í , 3 3 
y tengo la (E) ; M+I 
despejo la M y (E) ~ t d 1^4-1=3« 
tengo el valor 3 
( F j ; ahora sus- (P) u—^t—i 
t i tuyo este valor (G) z—p.—i-t-t—^t—i 
d e s v í e n el de ( H ) x—i^—^t-hi—^t-^-i—i ^—•jt 
z (D) , y se con-
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vierte en (G); sustituyo el de z y el de u en el (B) de 
¿K, y sale el (H). Donde tengo los valores.de las varia
bles del problema, que sólo dependen de la variable 
t; doy, pues, valores á esta empezando por cero, y 
ten̂ -o que 
si ' t— o, i n r i , ?=2, 3 
sale ^rz—1, £—3, ^=7, %~ 11 
y XZ=i 15, ^z=:8, Í K — I , X — — 6 . 

E l valor ¿~o y ^ 3 no satisfacen, porque dan 
negativa una de las partes del 53 ; luego sólo tiene 
el problema dos soluciones: primera t ~ i , que da 
jj—3, y ^=8, y las dos partes 4^ y 7^ del numero 
serán 32 y 21, cuya suma =53; 
y segunda ¿—2, que da z—y y x—i ' , y las dos partes 
del número serán 4 y 49 , cuya suma =53. 

223 3.a Un mercader compra paño de á 61 reales 
la vara, y paito de á 783 a l ajustar cuentas encuentra 
que el paño de á 78 le ha costado 97 reales mas que 
el de á 61 1 cuánto compró de cada clase ? 

Res. Sea x el paño de á 61 , con lo que 61 x será 
su valor 5 por lo mismo también será 78^ el valor del 
paño de á 785 y como el de á 78 le ha costado 97 
reales mas, se tendrá planteado el problema en la 
ecuación bjx-t-gy—jSz, ó 61^=78^—97. 

De la que aplicando el mismo raciocinio de antes, 
se sacará después de haber sustituido las variables 

ZÍ, í, 5, r, g, que ^=78^+47, y zzz.óiq-i-^. 
Por consiguiente, dando valores, resulta que pu

do comprar las siguientes varas de i ' 
rS ig^zo , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , &é. 

paño de á 6 1 ^ ^=47,125,203,281,359,437, & c . 
Idem de á 78 ¿ ^=38, 99,160,221,282,343, &:c. 

Cuyos números satisfacen á la condición de valer 
siempre 97 reales mas el paño de á 78 que el de á 61. 

De las permutaciones y combinaciones. 

224 Se llaman permutaciones los diferentes mo
dos de disponer ó colocar muchas cosas las unas con 
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respecto á las otras j y se llaman combinaciones los 
diferentes mudos de tomar muchas cosas de una en 
una, de dos en dos, de tres en tres &c. ̂ in atender 
al orden con que se han de colocar. 

Sean , pues , las cosas por permutar las letras del 
alfabeto. Si tuviéramos una sola letra tal como a, es
ta no admitiría nada mas que una permutación. Si 
tomamos ahora dos letras a y se podrá poner la a 
antes ó después de. la ¿, en esta forma «Z), ba luego 
dos letras se pueden permutar de 2x1 maneras. Sí 
suponemos ahora otra tercer letra e, esta se podrá co
locar al principio, en medio y al fin de cada permu
tación de las anteriores,y teudrémos las seis siguientes 

cab, acb, abe , cba, bea , bac; 
Juego tres cosas ofrecen un número de permutaciones 
espresado por 3x2x1; 
y en general siguiendo el mismo raciocinio, determi
naríamos que un numero n de letras d cosas, ofrece un 
número de permutaciones espresado por 

1 2 3)... 2 x 1. 
Esprodijioso el número de permutaciones que ofre

cen las cosas; pues si suponemos que en una clase 
entran nueve discípulos , y se quiere averiguar los 
diferentes modos de que podrán colocarse, este nú-
jtnero estará espresado por 

9x8x7x6x5x4x3x2x1=362880; 
y suponiendo que cada cinco veces que se colocasen, 
lo hiciesen en un minuto, necesitarían 50 días, 9 ho
ras, y 36 minutos. 

225 Sí de las cosas que se dan para permutar 
fuesen dos iguales , el número de permutaciones se 
reduciría á la mitad, o se debería partir por 2=:2Xr; 
como se ve en ab y ba, pues si a=b no hay mas que 
una aa ó bb. Si de las tres letras «,¿,c, que dan seis 
permutaciones, fuese a—b; no habría mas que jas tres 
c¿6, ¿c¿, 5¿e, que es la mitad. Si hubiese tres letras 
iguales, el número de permutaciones se reduciría á la 
sesta parte, ó se debería dividir por 6=3x2x1: 
como se ve en las seis permutaciones que dan a,¿,c; 
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pues si a = h = c , se reducen á una sola aaa ó bbb ó 
eco. Continuando del mismo modo se d e d u c i r á que s i 
hubiese cuatro letras iguales, se deberia d i v i d i r el nu 
mero de permutaciones por 4x3x2x1; 
y en general que si hubiese m letras igua les , se de
beria d i v i d i r por m(m—i)(m—2)...6x5x4x3x2x1. 

226 E n las combinaciones generalmente se pone 
por condición, que no se repita n i n g u n a , cuando se 
forman las de dos en dos , de tres en t res , & c . As í , 
si se toman para combinar las diez letras a, ¿ , c, rf, 

IOXI 
e , / , g , Zt, ¿ , fe, de una en una , d a r á n 10— 

1 

combinaciones. S i se quieren combinar de dos en dos, 
la a da las 9,a6, ac^ad...ak^ 
la b daria otras 9,6a, ¿c , bd. . .bk¿ 
y cada una daria 9; de modo que el numero total será 
10x9 ; pero como ab y ba , no dan mas de una com
binación , y cada una se r epe t i r á t a m b i é n dos veces, 

] ' , 10x9 
el número de combinaciones diferentes será =45« 

2 

S i las mismas letras se quieren combinar de tres 
en tres , cada dos dar ían ocho diferentes , cuyo total 
seria 10x9x8; pero como cada seis no formarán mas 
de una combinación diferente, se deberá part ir dicho 

> 10x9x8 
numero por 2X3 , y da rá • = ± 1 2 0 . 

D e l mismo modo se sacará que de cuatro en cua-

, 10x9x8x7 
tro da rán =210;. 

2x3x4 ; 
y así sucesivamente. 

Cor. Luego*el jugador de lo ter ía que acertase los 
cinco estrados , puede ganar 

5 X 4 , 5 X 4 X 3 
— = 1 0 ambos; y ~ i o temos. 

2 2x3 
M T . I . 
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Proposiciones importantes acerca de las cantidades 
constantes y variables, y de los límites. 

227 Teor. S i una cantidad variable X al paso 
que crece se acerca á la constante B , /a constante B 
será mayor que la variable X . 

Dem. Sino es B > X , será B — X , ó B-<X. 
No puede ser B ~ X ; porque entonces, si X crece se se
para del valor de i?; y si vuelve á crecer se volverá 
á separar mas; y á cada paso que vaya creciendo, se irá 
separando del valor de B ; lo cual no cumple con la 
circunstancia del teoreina, que es aproximarse X á B 
al tiempo que crece, luego no puede ser B ~ X . 

Tampoco puede ser menor; pues si B < . X , al paso 
que X crezca, se diferenciará mas de i í ; y por lo 
mismo no cumple con la circunstancia de que X a l 
crecer se acerque á B ; luego no puede ser J5<:Xj 
luego si B no puede ser igual ni menor que X será 

i ? > X , que era L . Q. D . D . 
228 Teor. S i una cantidad variable X al paso 

que mengua i se acerca á la constante B , esta B será 
menor que X . 

Dem. En efecto, sino es B < . X , será igual ó ma
yor. Si es i ? = X , y X mengua, se diferenciará de B ; 
y si vuelve á menguar, se diferenciará mas, y al paso 
que vaya menguando, se irá diferenciando mas de B ; 
lo que no puede ser, pues la condición del teorema 
exije que se vaya aproximando. 

Tampoco puede ser B*>X, pues al paso que X 
mengüe, se irá diferenciando mas de i?, que tampoco 
cumple con lo enunciado. Luego si B no puede ser 
igual ni mayor que X , será J 5 ^ X , que es L . Q . D . D. 

229 Teor. S i dadas dos cantidades desiguales, de 
la mayor se quita la mitad, y de lo qíie quede la mi
tad, y asi sucesivamente, se llegará á un resultado que 
será menor que la otra cantidad, por pequeña que sea. 

Éspl . Sean B y K estas dos cantidades (esto es, 
B tan grande y K tan pequeña como se quiera); digo 
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que si de l a mayor B se quita la mi tad , y de lo que 
quede la m i t a d , y así sucesivamente, l legaré á tener 
un residuo menor que la otra cantidad /C , por peque
ña que esta sea. 

D e m . M u l t i p l i q ú e s e i t p o r un n ú m e r o « , t a l , que 
el producto n K sea mayor que 5 , y al mismo t i em
po sea el m ú l t i p l o mayor mas aproximado al valor de 
i? j y en este caso será B < . n K . 

Ahora ^ si estas cantidades son desiguales, t a m b i é n 

, B nK 
t e n d r á n desiguales sus mitades, y se t e n d r á — < ; : 

2 2 
pero si en vez de tomar la mitad de se quita so
lamente K (que será igual con la mitad de n K sdlo 
cuando « — 2 , y en todos los demás casos será menor 
que la mitad de n K ) , con mayor razón q u e d a r á n des
iguales 5 luego \ B < . n K ~ K = . { n ~ \ ) K . 

S i de estas cantidades desiguales quitamos la m i 
t a d , t a m b i é n queda rán desiguales^ y si de la mayor 
quitamos menos de la mitad (como será quitar K en 
el caso de que [n—i] sea mayor que 2), con mas ra 
zón queda rán desiguales , y se t e n d r á | :J5<^(«—2)i^; 
y como siguiendo quitando á la menor Ja untad , y 
á la mayor la cantidad K (que sdlo será igual con la 
mitad en el caso de que el múl t ip lo que reste de K sea 
el duplo) los resultados q u e d a r á n siempre desiguales: 
t endrémos que al haber hecho un número de d i v i 
siones y restas , espresado por » — i , los resultados 

- ^ n y n K ~ { n - i ) K = K , 

2 . . z 
q u e d a r á n aun desiguales, esto es, — < i r j 

2« 1 
luego será mayor que el residuo que nos quede de 
haber quitado á -B la mitad, y á lo que quede la m i 
tad ^cc. que es L . Q . D . 13. 

Cor. i .0 De aquí resulta que s i de dos cantidades 
desiguales de l a mayor se quita mas de l a mi t ad , 
y de lo que quede mas de l a m i t a d , y a s i sucesiva-
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mente, con mas razón podemos asegurar que lo que 
resulte, p o d r á l legar á ser menor que una cantidad 
dada , por pequeña que sea. 

Cor. 2.0 T a m b i é n resulta que podemos concebir 
á toda variable un valor menor que cualquier otra 
cantidad dada , por pequeña que sea. 

Porque se puede suponer que la ley de su varia
ción sea el irse haciendo sucesivanieute dos veces d 
mas de dos veces menor. 

Cor. 3.0 Y como un producto (6 r , 3.0) d i sminu
ye al paso que mengua uno cualquiera de sus facto
res , cuando se quiera hacerle menor que cualquier 
cantidad d a d a , basta hacer á uno de los factores 
sucesivamente dos veces ó mas de dos veces menor. 

230 Teor. S i l a variable X se puede acercar á un 
mismo tiempo (creciendo ó menguando) tanto como 
se quiera á dos constantes A , B , dichas constantes 
s e r á n iguales. 

D e m . Sino es A = B , será A = B - h K ; 
y entonces acercándose X i A tanto como se quiera, 
no se podrá acercar á J3 al mismo t iempo, pues se 
acercaria á B + K , y lo impediria la cantidad i C ; y 
corno por el supuesto se puede X acercar ú. A y B i 
un mismo tiempo tanto como se desee , se sigue que 
no puede haber ninguna diferencia entre ellas j lue
go serán iguales. L . Q . D . D . 

231 Teor. S i dos variables X , creciendo ó 
menguando, se pueden acercar tanto como se quiera 
á dos constantes A , B , /a re lación de las constantes 
s e r á l a misma que l a de las variables , y se t e n d r á 

A : B : : X : ^ . 
E s p l . Esta proposición tiene dos partes, á saber: 

cuando las variables crecen , y cuando menguan , d 
lo que es lo mismo : p r imero , cuando A > X , B ^ - Z - , 
y segundo, cuando ^ x , X , B<z.Z. 

Dem. i .0 Sino se verifica que A : B : : X : Z , 
será A : B > X : Z , ó A : B < . X : Z . 

S i A : B > X : Z , podre'mos hacer que crezca el an
tecedente X de la segunda razón lo suficiente , para 
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que esta resulte igual con la primera; y suponiendo 
que ¿tía X ' dicho antecedente, se tendrá ^ 

A : B . \ X ' \ Z (m), siendo X ' ^ X ; 
pero por pequeña que sea la diferencia X ' — X , todavía 
por el supuesto puede ser menor la diferencia A — X ' j 
luego será A — X < , X ' — X ^ 
y como estas dos diferencias, desiguales, tienen el mis
mo consecuente,el antecedente déla primera (i7icor.) 
será menor que el de la segunda, y se tendrá A < i X ' . 

Comparando estas dos cantidades con una misma 
J5, cuando se compare la menor se tendrá (171 cor.) 
menor razón , y será A-.BKÍX'-.B; 
pero (prop. m) A',B ' . :X' :Z; 
luego sustituyendo esta segunda razón en vez de la 
primera, se tendrá J Í / : Z < X / : ^ ; 
y como estas dos razones tienen un mismo antecedente, 
la menor tendrá (171 cor.) mayor consecuente, 6 lo que 
es lo mismo, será Z S - B , que es contra el supuestoj 
luego no puede ser A- .B^-XiZ. 

Tampoco puede ser menor ; porque si A ' . B < . X : Z , 
podrónos hacer que crezca el consecuente Z de la 
segunda razón , para que mengüe está y resulte igual 
con la primera; y representándole por Z \ se tendrá 

A : B : : X : Z ' (n) y Z ^ Z ; 
pero por pequeña que sea la diferencia Z ' ~ Z , puede 
ser aun menor la B—Z por el supuesto; luego será 

B - Z ^ Z ' — Z , lo que da ,f í<Z/. 
Comparando ahora la cantidad A con estas dos, 

cuando se compare con la menor j5, se tendrá mayor 
razón, esto es, ^ : S > ^ ; Z / ; 
pero (prop. n) A \ B : : X : Z ' i 
luego sustituyendo se tendrá X : Z ' > A . Z ' \ 
y como estas dos razones tienen un mismo consecuen
te, la mayor tendrá mayor antecedente, y dará X > A , 
que también es contra el supuesto; luego sino puede 
ser ^ : S > ni < Z : Z , será A .Bv .X ' .Z , 
que era L . i.0 Q. D . D . 

2.0 En el caso de A < . X y B < Z , tendríamos que 
sino fuese A ' . B : : X : Z , seria A:B> ó <^X\Z. 
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Supongamos en priiuer lugar que A ' . B ^ - X ' . Z , 

en cuyo caso se híirá A : B ' . : X : Z ' (o), siendo 
y discurriendo como ántes sacaremos Z—B<*Z—Z'j 
de donde (171 cor.) sale B ^ Z ' ; 
can»parañdo ahora la A con estas dos cantidades, dará 
A : B < A : Z \ y en virtud de la (prop. o), será ^ 
X i Z ' < . A : Z ' , que (171 cor.) da X < . A , que es contra 
el supuesto; luego no puede ser A : B > X : Z . 

Tampoco puede ser menor j porque si A:B<.X:Z¿ 
se podrá hacer A- .Br .X ' iZ (p), siendo X ' ^ X ; 
y siguiendo el raciocinio del caso anterior se deducirá 
que JC—A<.X—X\ lo que nos dará A ^ X ' ; 
y comparando con una misAia cantidad B ^ se tendrá 

A : B > X ' B , ó (prop. p) X'-.Z^X'-.É) 
de donde result.j Z < B , que también es contra el su
puesto ; luego sino puede ser A : B > ni < ,X:Z ^ 
será A : B : : X : Z , que es L . Q. D . D . 

Cor. De aquí resulta qye si la segunda razón fue
se de igualdad, la primera también lo seria; d lo que 
es lo mismo , si las variaciones de X y Z fuesen ta
les que en todos los casos se tuviese X~Z¿ se tendría 
K ~ B , ó las constantes serian iguales. 

Esc. 1.0 E l caso de A > X y B<:Z no tiene lugar; 
porque cuatro cantidades de esta especie, comparadas 
ordenadamente, jamas pueden formar proporción. 

Esc. 2.0 Los principiantes deben procurar fami
liarizarse mucho con el lenguaje de ia demostración 
anterior; pues en lo sucesivo solo pondremos las des
proporciones y consecuencias que de ellas resulten. 

232 Guando una cantidad variable se puede acer
car a otra constante tanto como se quiera, de manera 
que la diferencia entre ellas pueda llegar á ser menor 
que cualquier cantidad dada, pero sin que jamas pue
dan llegar á ser iguales, se llama á la constante tk 
mite de la variable. 

En la idea de límite están comprendidas esencial
mente dos: la primera que la cantidad se pueda acer
car al límite tanto como se quiera; y la segunda que 
jamas pueda llegar á serle igual. 
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Por esta causa A y B {§ 230) son el límite de X; 

y aquelia proposición quiere decir, que si dos cuntida' 
des son limite de una tercera, son iguales entre sí. 
Igualmente ((j 231) ^ es el líiuite de JC y JB el de Z; 
y dicha proposición quiere decir, que si dos variables 
al crecer ó menguar, se acercan respectivamente á sus 
limites, la relación de estos es la misma que la de las 
variables. 

233 Toda cantidad variable tiene dos límites: uno 
verdadero que es o; y otro que es un limite considera
do , y se representa por i . 

En efecto, si x es dicha variable, y á cada varia
ción se va cunvirtiendo en ser la mitad á menor que 
la mitad v al cabo de cierto tiempo l l c g a ^ á ser me
nor que cualquier cantidad dada, por pequeña que sea; 
y por lo misino la diferencia entré x y o podrá llegar 
á ser menor que cualquier cantidad dada. Por otra 
parte, x jamas llegará á ser cero, mientras permanez
ca cantidad ; luego el o tiene las dos circunstancias 
esenciales al l ímite, y por lo mismo es el límite de 
las cantidades que decrecen. 

Ahora, si en la espresion — ó —, la x va dis-
x x 

a 1 
minuyendo, — d — ira aumentando: y como x pue-

x x 

a í> 
de disminuir tanto como se desee, resulta que — d — , 

x x 
podrá llegar á ser mayor que toda cantidad asigna
ble j pero x al disminuir se va acercando continua-

a 1 
mente á su límite o, luego la espresion — d — 

a 1 

se irá acercando continuamente á — d — ; 

que es el límite de las cantidades que crecen. 
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E s c . Este l ími t e no es verdadero; porque no 

contiene la segunda propiedad del l í m i t e ; en efecto, 
no se puede suponer que siendo Z una variable, que 
va creciendo, le falta para l legar á ser ^ la cantidad 
. K ; porque entonces añad i endo á Z la K , deheria ser 
Z-+-K=-~, y por consiguiente ^ no podria esceder de 
Z - t - K , que es contra el supuesso de que ^ puede ser 
mayor que toda cantidad dada , por grande que sea. 

234 A la espresion í se le suele dar el nombre 
de in f in i to , y se señala con este signo 00; de mane
ra que e 00 representan una misma cosa. 

Puesto que ^ = 0 0 , si quitamos el divisor será 

1 = 0 x 0 0 ; Í f d iv id iendo por 0 0 , será —=0; 
• 00 

lo que suministra otro medio de representar el cero, 
l í m i t e de las cantidades que decrecen. 

235 L a espresion 1=0x00, d ÍZ=OXOO, da á co
nocer que una cant idad cualquiera se puede suponer 
representada por cero mult ipl icado por el infinito. 

a 
S i en vez de 00 ponemos su valor — d -•, se rá 

o 

a a x o o 

o o oí 

y si en vez de o sustituimos — , será 
00 

1 00 
a = o x o o : = : — x o o = — ; 

00 00 

donde se ve que t a m b i é n es s ímbolo de una cantidad 

cualquiera la espresion — ó — . 
o 00 

236 Todos estos símbolos sirven para indicarnos, 
cuándo las circunstancias con que tratamos de deter
minar una cantidad , son insuficientes para este ob
jeto , por convenir á cualquier cantidad en general. 
V . g . esta cues t ión , , 
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Un hombre , á quien se pregunta cuánto dinero 

tiene , responde : si al triplo de mi dinero añado 5 
duros, tengo dos veces la séptima parte ¿¿e 21, mas 
cinco octavas partes de veinticuatro veces mi dinero 
partido por cinco, ménos un duro. Cuánto dinero tenia'l 

Res. Llamando x á dicho ruímero , tendré plan
teado el problema en la siguiente ecuación; 

2 5 2 4 ^ ; 
3 ^ - 5 = — X 2 I + - - X 1; 

7 o 5 

que practicando lo dicho (150), tendrá 

| X 2 i ~ 5 - i 4 ^ 5 - i 6 -5 . 

que da xzz-

Lo que manifiesta que la cantidad x puede tener 
un valor cualquiera. Para que no se estrane este re
sultado, se ejecutarán las operaciones indicadas en el 
segundo miembro dé la ecuación, y se tendrá 

que quiere decir que el triplo de dicho número mas 
cinco, es igual con el mismo triplo mas cinco. Y como 
cualquier cantidad es igual con ella misma , resulta 
que toda ecuación en que los dos miembros estén re
presentados por una misma cantidad, no puede servir 
para determinarla ; y por lo mismo el cálculo debe 
indicar en el último resultado, que cualquier canti
dad cumple con la circunstancia exijida. 

Esc. Esta clase de ecuaciones se llaman idénti
cas ; y aunque las espresiones que se reducen á § 
pueden tener en general un valor cualquiera , hay 
casos particulares en que no tienen mas de uno solo 
y determinado, como veremos á su tiempo. 
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GEOMETRÍA. 
P A R T E P R I M E R A . 

Nociones preliminares 

237 CjTeometría es la ciencia que trata de ave
r iguar las relaciones y propiedades de la estension, 
en cuanto terminada ó figurada. De consiguiente, en
tre t u & s l ^ s propiedades de los cuerpos que hemos 
dado ^ • • ^ o c e r ( in t r . ) , la Geometr ía sólo considera 
la estei^B, j lajigurabilidad. 

P a n W d q u i r i r una idea exacta de la estension, se 
observará qne un cuerpo ^ d q u i e r a , v . g . un l ibro , 
en cualquier paraje que e S á , oQupa una parte del 
espacio; y quitado de al l í , la parte del espacio se que
da rá donde estaba, la cual es la estension del l ibro . 

Donde se ve que el objeto de la Geometr ía no es. 
la estension impenetrable del cuerpo, sino la parte 
del espacio que ocupa, en donde se pueden i r colo
cando sucesivamente otros diferentes cuerpos. 

Todo cuerpo es estenso en tres sentidos diferentes 
que se llaman dimensiones -, cada una de estas tiene 
su nombre par t icular , relativo al modo con que se 
considera el cuerpo. A s í , la dimensión que al mirar 
un cuerpo es la mas larga, se l lama íongiiud i la que 
constituye lo ancho del cuerpo, se l lama latitud ; y la 
que constituye el grueso, altura d profundidad, se lla
ma profundidad ó grueso. Así, en el l ibro (fig. i ) visto 
de plano , lo que hay desde A á B es la longitud j lo 
que hay desde B á D la latitud-, y lo que hay desde 
B á G su grueso; pero si semi ra el l ibro de canto, por 
la parte D F G B , entonces se l l amará longitud á la D B , 
lat i tud á la B G , y profundidad á la A B , que áa tes 
era la longi tud. 

238 L a estension de un cuerpo se llama t ambién 
vólámen ó cuerpo geométricos y aunque para consti-
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tuir la son indispensables las tres dimensiones , ó por 
mejor dec i r , aunque en la estension de todo cuerpo 
existen s i m u l t á n e a m e n t e las tres dimensiones , sin 
embargo por medio de la abstracción podemos prescin
dir de una , de dos , y aun de las tres. A s í , prescin
diendo del grueso B G , queda sola la estension con las 
dos dimensiones, longitud A B , y l a t i tud B D , que es 
lo que se l lama superficie. vf*^ 

Si en esta prescindimos de la la t i tud B D , q u e á ^ 
la idea de estension en sola longitud , que s o l l a m a 
\ima\ y si ahora prescindimos de esta longitud, 
dará absolutamente nada de la estensíoni 
que resulta, se le l lama á ^ í o mMemátic 
que así como para fonnariMNdea de la nat 
es necesaria prescindir ( f | W d a cant idad, , 
para formarse una idea c ^ H ^ i e l p u n t ó l e s necesario 
prescindir de toda es ten^W^ 'por manera que punto 
matemático, y cero ó carencia de toda estension', es 
una misma cosa. 

239 De todo lo dicho resulta: i .0 que la superfi
cie no tiene, nada de grueso, y que es el límite de 
los cuerpos; pues para fonuan^e su idea prescindimos 
de él ' ; pero si en ve^ dp prescindir de una V e z , su
ponemos que va disnilibiHauio poco á poco, el cuerpo 
se i rá acercando á la superficie, sin que jamáis pueda 
confundirse con elif?, hasta que engrueso áe reduzca 
á cero , esto es ' J ^ j j ^ ^ ^ ^ ^ P ^ 3 ^61"?0 ' 'I116 son 

2.0 Que la ImSB^oYieri&nada de grueso ni de 
ancho , y por lo mismo, el l ímite de la superficie. 

3.0 Qae el punto no tiene ninguna dimensio^ y 
es el l ímite de la línea •, y de toda estension, 

240 L a línea se d ivide en recta y cu0a ; l ínea 
recta es la que tiene todos .sus puntos (¡jr una misma 
dirección ; esto es , aqueí la que está dispuesta de tai 
manera, que colocándose en uno de sus estremos, que
dan ocultos ligios sus puntos intermedios, como suce
de en las alamedas puestas á cordel , y con los guias 
de un regimiento cuando están aiineadosj tales son las 
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que queremos representar por las A B , B.D, C D , & c . 

Curva es aquella cuyos puntos no están todos en una 
misma dirección, como la D F , B G , & c . 

241 L a superficie se d iv ide en plana y curva-, se 
l lama plana, aquella cuyos puntos están todos tan al
tos los unos como los otros , como la A B D C ; y curva 
aquella cuyos puntos no están todos tan altos los unos 
como los otros, como la G D F E . Ademas, las superficies 
y l íneas curvas, pueden ser cóncavas y convexas: las 
cuales ^tornan estas denominaciones, según el aspecto 

fue se miran. 
reometría tiene tres partes : la primera 

l íneas ; la segunda de las superficies; y la 
Míos volúmenes . " 

mmera parle se Supone que todas las líneas 
están trazadas sobre unjJKto matemático, que es una 
superficie plana (241) ^ C o n c e b i r n o s sin l ími tes , y 
con tai perfección cual no existe en la naturaleza. 

243 U/ia recta queda determinada, en jijando dos 
de sus punios'. Porque la esencia de la l ínea recta , es 
que todos sus puntos este'n en una misma dirección; y 
como en la idea de dirección sdlo entra la del punto ó 
paraje A (fig. 2), de dulíde se parte, y la del punto ó 
sitio B á que uno se d i r i j e , se sigue que los puntos 
intermedios deben quedar cubiertos por los estremos 
A y B ; y los que se supongan á la izquierda de A le 
deben c u b r i r , como igualmente los que se supongan 
Á la derecha de B , deben quedar cubiertos por e'l. 
Pero este conocimiento lia provenido sdlo de los dos 
puntos A y B ; luego dos pimíos determinan la posi
ción de una recta. 

244 Un punto no es suficiente 1 porque desde un 
punto O se puede i r á todas partes; y en el mismo 
punto O pulpen concurrir todas las direcciones que 
se quieran. 

Cor. r.0 Desde un punto A á otro B (fig. 3) no 
se puede tirar mas de una línea rect^pero si infi
nitas curvas. Porque si se pudiese t i rar mas de una 
recta, no bas ta r í an dos puntos para fijar su posición; 
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pero no yendo en línea recta, se podrá ir por A G B , 
ó por A D B , d por A E B & c . 

Cor. 2.0 L a dis tancia entre dos puntos se debe 
medir por una recta; porque es la única que se puede 
tirar de su especie. 

Cor. 3 .0 JDos rectas no pueden encontrarse mas que 
en un punto ; porque si se encontrasen en dos, se con-
fuadirian en una sola ; y de consiguiente no habria 
dos rectas, que es contra el supuesto. 

245 Por suponerse las rectas tiradas en un mismo 
plano, y no tener este l ími tes , infe í imos que cuando 
se necesite, se podrán concebir prolongadas d acorta
das las líneas ; y que en siendo rectas se podrán su
perponer, de manera que se confundan en un ^odo s i 
son iguales, den aquella parte que tengan de pbmun; 
y rec íprocamente , 'si a l superponer dos rectas se con* 
funden sus estremos , .se h a b r á n confundido en toda 
su l o n g i t u d , y de consiguiente s e r án iguales. 

E s c . Se dice que dos l íneas tienen una común 
medida, ó que son comensurables, cuando ambas con
tienen á una tercera de su misma especie un n ú m e r o 
exacto de veces. 

246 Entre la infinidad de curvas que puede con
cebir nuestra imaginación , la Geometr ía elemental 
sdlo considera la circunferencia de círculo , que es 
una linea curva reentrante, cuyos puntos dis tan todos 
igualmente de uno que se l l ama centro: tal es (fig. 4) 
la A E B D , cuyo centro es C . E l espacio d superficie 
que encierra la circunferencia, se l lama círculo. Las 
rectas C A , C E , & c . que desde el centro van á parar 
á la circunferencia, se llaman rad ios ; los cuales son 
todos iguales, por medir (244 cor. 2.0) la distancia de 
la circunferencia al centro, y ser dicha distancia una 
misma en todos los puntos. 

Toda l ínea D C E , que pasando por el centro ter
mina con sus estremos en la circunferencia, se l l ama 
d i áme t ro ; por consiguiente el d i á m e t r o es, igua l á dos i 
radios ó a l duplo de uno; y como todos los radios son 
iguales , t ambién lo serán, los d i á m e t r o s . 
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Msc. Para tirar rectas y describir circunferencias, 

se emplea la regla y el compás^ cuya construcción y 
uso se entiende íáciluiente con la espiicacion del 
Profesor. 

247 Se llama arco una porción cualquiera de la 
circunferencia; así, la parte B F D es un arco, y la parte 
D A B es otro arco ; toda recta B D que desde un es
tremo de un arco va á parar al otro, se llama cuerda 
del arco; y se llama sajita del mismo arco, á la parte 
F G del radio F C , interceptada entre el punto medio 
de dicho arco y la cuerda. Se llama sector de círculo, 
al espacio C B F D , comprendido por dos radios y un 
arco; y se llama segmento , al espacio comprendido 
entre una tuerda y su arco, tal es el B D F . Siempre 
que se hable de arcos ó cuerdas , se entiende de los 
menores. 

Cuando dos circunferencias A B D , ahd (fig.5), tie
nen un mismo centro G, se dice que son conce'ntricas', 
y cuando tienen diferentes centros, se llaman escén-
tricas. 

E l espacio ABD¿i¿a, comprendido entre dos cir
cunferencias concéntricas , se llama corona ó ánido. 

2 48 Teor. Dos circunferencias concéntricas no se 
pueden encontrar sin cor^ndirse en una sola. 

Dem. Porque ó sus radios son iguales d desiguales: 
si son iguales, todos los puntos de la una se confun
dirán exactamente con los de la otra, y por lo mismo 
se habrán confundido en una sola. Si los radios son 
desiguales, la que tenga menor radio estará toda den
tro de la otra, habiendo siempre entre ellas una dis
tancia igual á la diferencia de los radios. Luego dos 
circunferencias d&c. 

Cor. De donde se deduce que si dos circunferen
cias tienen un mismo radio serán iguales j y colocada 
la una sobre la otra, de manera que se confundan sus 
centros, se confundirán todas ellas. 

249 Teor. E l diámetro divide al círculo y á la 
circunferencia en dos partes iguales. 

Espl . Sea el círculo A B D E (%. 6) ; digo que si 
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se dobla por el diámetro A D , Ja parte A E D caerá exac
tamente sobre la A B D j y habiéndose confundido serán 
iguales. 

Bem. Si la parte A E D no cae sobre A B D , caerá 
ó por mas arriba ó por mas abajo. Si 'cayese por mas 
arriba, y estuviese representada por A N D , tirando la 
N C , esta seria un radio del círculo, y por consiguiente 
igual con BG , radio también del mismo círculo, lo 
que es absurdo, por ser N C todo y BG parte suya; 
luego no se puede suponer que caiga por mas arriba. 
Si cae por mas abajo, y se representa por A M D , tirando 
la M C , será un radio del círculo, y por consiguiente 
igual con BG, lo que también es imposible; lu^go no 
puede caer por mas abajo. Luego sino puede caer ni 
por mas arriba ni por mas abajo, se habrán confundi
do y serán iguales. L . Q. D . D . 

250 Cuando dos líneas A B , A C (fig. 7) se encuen
tran en un punto A , se llama ángulo á ía abertura 6 
inclinación que tienen entre sí; el punto A donde se 
encuentran, se llama vértice; y se llaman lados las dos 
lincas A B , A C , que le forman. 

Cuando un ángulo está solo, se enuncia nombran
do la letra del vértice; pero cuando en un mismo pun
to se forman varios ángulos ^sfr leen las tres letras, 
pronunciando siempre en medio la del vértice; así, 
el de la (fig. 7) se leerá BAG ó GAB. 

Es mas sencillo aun poner una letra minúscula 
dentro del vértice y pronunciarla sola ; así, el mismo 
ángulo se leerá con mas sencillez e/ ángulo n. 

Si se prolonga la CA hasta D , la A B formara con 
la parte prolongada A D el ángulo B A D Ó m , cuyos 
dos ángulos B A C , B A D d n , m,. se llaman ángulos 
contiguos ó adyacentes. 

Como, ya se prolonguen'd acorten las líneas A B , 
A C , su dirección no se altera (245), resulta que la 
inclinación que tienen entre sí no varía ; por lo que 
la cantidad de un ángulo no pende de Id longitud de 
sus lados, sino de su inclinación. 

Guando los lados del ángulo son líneas rectas, se 

;.t\C 
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llama rectilíneo 6 ángulo plano; cuando curvas, cur
vilíneo^ como DAC (iig. 3); y cuando uno de los Jados 
es una línea recta, y el otro una curva, se llama 
mijstilíneo., talles el C A B . 

251 Teor. 'Dos ángulos iguales se pueden super
poner de modo que se confundan. 

Espl . Si el ángulo ¿aeuzBAC (fig. 8), y se coloca 
el uno solare el otro, de manera que el vértice a cai
ga sobre el A , y ac sobre A C , digo que ab caerá so
bre A B , y quedarán confundidos en uno solo. 

Dem. Si esto no se verifica, la ab caerá por mas 
arriba de la A B , ó por mas abajo. Si cae por mas ar
riba y toma la dirección A N , se tendrá que bac estará 
representado por N A G , ó será igual con é l ; y como 
por el supuesto ¿aczzBAC, será (intr. ax. 5.0) 
N A C z z B A G , lo que es absurdo : pues N A G es todo 
y BAC parte suya; luego la ab no puede caer por 
mas arriba de A B . 

Si cae por mas abajo, y se representa por A M , se 
tendrá MAC—¿ÍZC; y como por el supuesto BAC—¿ac, 
será M A C = B A C ; lo cual siendo también absurdo, por 
ser M A C parte y BAC todo, manifiesta que no puede 
caer por mas abajo. Luego se confundirán. L . Q. D . D . 

Esc. Recíprocamente, si dos ángulos son tales que 
puesto el uno sobre el otro se confunden exactamente^ 
serán iguales; pues para formarnos la idea de la igual
dad d desigualdad de dos cosas , siempre recurrimos 
á la superposición. Ademas, advertimos que siempre 
que digamos de dos cosas, que son iguales han de ser 
tales que se puedan superponer, como sucede con un 
duro que se puede superponer á otro duro, y no se ve 
mas de uno; y cuando una cosa valga tanto como otra, 
pero que puesta la una sobre la otra no se ajusten 
exactamente , como sucede con un duro y dos medios 
duros d cinco pesetas, las llamaremos equivalentes. 

252 Cuando una línea DG (fig. 9) forma con otra 
A B los dos ángulos adyacentes I)CA, DGB, iguales 
entre sí , cada uno de dichos ángulos se llama recio, 
y la línea DG perpendicular i la A B ; de manera que 
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una línea es perpendicular á otra cuando forma con 
ella dos ángulos iguales, o cuando cae sin inclinarse 
mas hacia un lado que hacia otro. 

Todo ángulo B G K , menor que H^fíSkt^1 se l la
ma agudo; todo ángulo A C K , mayor que uno recto, 
se llama obtuso; y se llaman ángulos opuestos al vér
tice los que tienen sus ve'rtices opuestos, como A O D 
y COB (fig. 13), y AOG y DOB. 

Toda línea GIC(fig. 9) que forma con otra dos án
gulos desiguales, se llama oblicua respecto de ella. 

253 Teor, Todos los ángulos rectos spn igi^ales 
entre sí. 

Esp l . Sea DG perpendicular á A B , lo que supone 
(252) que los ángulos DGA, DGB, son rectos e igua- [^x^ 
les entre s í ; y sea HG perpendicular á E F , lo que 
también supone que los ángulos HGE, HGF, son rec
tos é iguales entre sí; pues voy á demostrar que estos 
últimos son iguales con los primeros. i \ |v 

Costruccion. Tómese AG=EG, GB=GÍ¡V 
y se tendrá A B = E F ; 
coloqúese la EP sobre la A B , de modo que se confun
dan sus estremos, en cuyo caso el punto G , estremo 
de EG, caerá sobre el punto G , estremo de su igual 
A C ; y digo que la línea G H caerá sobre la C D . 

Dem. Porque si esto no se verifica, el lado G H 
caerá fuera del GD; si suponemos que tenga la direc
ción G K , se tendrá A G K = K G B , 
por ser estos ángulos los que representan á los E G H , 
HGF, iguales por el supuesto; pero esto es un absurdo, 
porque siendo también por el supuesto A C D = D G B , 
110 se puede verificar que A G K que es mayor que 
A G D , sea igual con K G B que es menor que D G B , 
6 que su igual AGD ; luego no se puede suponer que 
la GH caiga fuera de la G D ; luego caerá encima , y 
se confundirá EGH con A G D , y HGF con DGB; 
luego se tendrá . E G H = A G D y F G H = B C D , 
que era L . Q. D . D . 

254 Teor. Los dos ángulos juntos que, forma una 
línea al caer sobre otra ¡ valen dos ángulos rectos. 

N T. I. 
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E s p l . S i K C cae sobre A B de un modo cualquie

ra , digo qu© la simia de los dos ángulos A G K , KGB, 
contiguos que jorma con e l l a , equivalen á dos rectos. 

JD£'/f?lroM|U^e la perpendicular CD., y tendre
mos que los dos ángulos A G D , D C B serán rectosj 
y como A C K = i C D + D G K , 
se t end rá AGK-HKGB=AQD-^DGK+KGB; 
pero DGK-HKGB componen el ángu lo recto DGB, lue
go resu l ta rá AGÍv+-KGB=AGD-f-DGB=2 rectos = ¿ « , 
que era L . Q. D . D . 

E s c , De aqu í en adelante l l amarémos ^ á la suma 
de dos ángulos rectos, y por consiguiente ^ T T "al án
gulo recto. 

Cor . i .0 S i uno de los ángulos A C K ó K C B es 
rec to , /0 s e r á igualmente el o t ro ; porque entre los 
dos han de valer dos rectos. 

Cor . 2.0 S i una linea C D (fig. 10) es perpendicu
l a r á otra A B ^ esta A B lo s e r á á l a p r imera C D , 
Porque como la GD es perpendicular á A B , se tiene 
AEG=:GEB por rectos; y como de ser el A E G recto, 
se deduce que su adyacente A E D t amb ién lo ha de 
ser, resulta que la A E es perpendicular(252) á la GD. 

De ser recto el ángu lo C E B , se deduce que su 
contiguo B E D lo ha de ser; luego cuando dos perpen
diculares se cruzan , fo rman cuá t ro ángulos rectos. . 

Cor. 3.0 Todos los ángulos A C F , F C D , D C E , 
E C B , que se fo rman ( l ig . 11) en un punto , h á c i a un 
mismo lado de una recta A B , valen Juntos dos ángu 
los rectos ó T T ; y todos los ángu los A C F , F C D , D C E y 

, E C B , B C P , P C N , N C M , M C A , que se pueden fo r 
mar a l rededor de un punto C , no valen mas n i me
nos que cuatro rectos ó 2 T í . 

255 U n ángu lo es suplemento de otro, cuando es 
es lo que le falta para dos rectos; a s í , KGB (fig. 9) 
es suplemento de A G K , y a l contrario. Y un ángulo 
es complemento de otro, cuando es lo que le falta ó so
bra para un recto; así, el ángu lo K G D es complemen
to deseada uno de los dos AGK y K G B : del primero 
por esceso, y del segundo por defecto. De donde se 
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deduce que /0.? ángulos que tienen un mismo suplemen-
io ó suplementos iguales, son iguales; y los que tengan 
un mismo complemento, sólo serán immle^uando los 
complementos sean ambos por escejQ Afecto, 

256 Teor. S i dos líneas tiradas al estremo de otra 
forman con ella dos ángulos que juntos valgan dos 
rectos, dichas dos líneas son una sola y misma línea* 

Espl . Sean AG y BG (fig.12) dos rectas tiradas por 
el estremo G de la CD,de modo que AGD-KDGB=9rj 
digo que dichas dos rectas AG y GB son una sola y 
misma línea, o que la GB es prolongación de la A G . 

Dém. Si esto no se verifica, la recta AG prolon
gada caerá d'por mas arriba ó por mas abajo de la 
BG. Si la prolongación de la AG fuese la G E , seria 
(§ 254) AGD-KDGE=7r; 
y como por el supuesto A G D + D G B - ^ , 
será (intr. ax. 5.0) A G D + D G E = A G O T D G B ; 
y quitando el ángulo común AGI) queda D G E m D G B : 
lo que es absurdo , por ser D G E parte y DGB todo: 
luego la AG prolongada no puede caer por mas arriblg 
de la GB. " 

Si dicha prolongación fuese la GF, se tendría 
AGD-KDGF=7r5 

y como por el supuesto A G D + D G B = ' 7 r , 
seria AGD-KDGF—AGD+DGB; 
de donde quitando A G D , quedará D G F = D G B , 
que tampoco puede ser; luego si la AG prolongada no 
puede caer por mas arriba ni por mas abajo de la GB, 
caerá encima, y'dichas rectas A G , GB, serán una sola 
y misma línea. L . Q. D . D . 

257 Teor. Los ángulos opuestos a l vértice son 
iguales. • . , 

Espl . SeaOjIas dos rectas A B , GD (fig. 13), que se 
corten en el punto O3 digo que el ángulo AOD—GOB, 
y que D O B = A O G . 

Dem. Si consideramos que la DG cae sobre la A B , 
será (§ 254) AOD-f-DOB=7r; 
y suponiendo que la BA cae sobre la D G , s^ptendrá 

G O B + B O D - ^ i 
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luego ( intr . ax. 5.0) A O D + D O B z = C O B + B O D j 
y quitando el ángu lo común D O B q u e d a r á A O D r r C O B j 
del m i s m ^ n ^ ^ s e demos t ra rá que D O B — A O G , 
que es fl| M I -

258 Se llama t r i á n g u l o r ec t i l í neo , ó simplemen
te t r i á n g u l o , el espacio cerrado por tres l íneas rectas, 
que se llaman lados del t r i á n g u l o . 

Los t r i á n g u l o s , con relación á sus lados, se d i v i -
den en equi lá teros , isósceles y escalenos; y con relación 
á sus ángu los , en rec tángulos y obl icuángulos . Tñixx^ 
guio equi lá te ro es el que tiene sus tres lados iguales, 
como A B C (í ig. 14); isósceles el que tiene dos lados 
igua les , como A B C (fig. 15) ; y escaleno el que tiene 
sus tres lados desiguales entre i í , como A C B (fig. 16). 
E s rectángul<aJW t r i á n g u l o cuando tiene un ángulo 
recto , como i f l p (fig. 17); y es ob l i cuángu lo cuando 
no tiene n^n^m ángu lo recto. Este se l lama obtusán-
gH^o, cuando tiene un ángu lo obtuso, como A C B 
£fig. 16); y a c u t á n g u l o , cuando sus tres ángulos soií 

á m g a á o s , como A B C (fig. 14). 
^ E n el t r i á n g u l o r ec t ángu lo e l lado A B (fig. 17) 

opuesto a l ángu lo recto, se l lama hipotenusa; y los 
otros dos lados A G , B G , catetos. ítyMg ' 

E n general se Hamacase de u n ' t r i á n g u l o al lado 
sobre que se considera insist iendo; pero cuando el 
t r i á n g u l o es i sósceles , se l lama base al lado que 119 
•es igual con ninguno de los otros. L a línea que se baP 
ja perpendicularmente á la base d á su prolongación, 
desde el ángu lo opuesto, se l lama a l tura ; a s í , las l í 
neas A C son las bases en las (fígs. 15 y 16), y las B D 
las alturas; cuando en un t r i á n g u l o r ec t ángu lo (fig. 17) 
se considera por base un cateto A G , la altura es el 
otro cateto B C . 

259 Teor. Dos t r i ángu los son iguales, cuando t ie
nen sus tres lados iguales. 

E s p l . Sean los dos t r i ángu los A B C , abe (fig. 18), 
en supone A B = a 6 . , A C — a c y B G = ¿ c ; 
digó*que sus tres ángulos también son iguales 5 esto 
es, h.-=pa, Bzz:b y C—c. 

11 
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Costr. Haciendo centro en A c ó n un radío A C — 

trácese el arco ufó; y haciendo centro en B conBG—¿c , 
tra'cesc el arco op. 

D e m . Concíbase superpuesto e l ' t r i á n g u l o cthc so-
hve el A B C , de manera que el lado ab se confunda 
con A B : en lo cual no h a b r á dificultad (245) por ser 
AB~aZ>; con lo cual el punto c estrenio de a c r r A G , 
caerá en a lgún punto (246) del arco w « ; y por ser 
¿ e ~ B G , el estremo c del lado be caerá t a m b i é n en 
algún punto del arco op; pero los dos lados a c , Z?e, 
tienen su estremo en el punto c o m ú n c , luego este 
mismo punto será común á los dos arcos » m , op; luego 
será su punto de interseccionj pero su punto de inter
sección se halla en G , punto d o n . d ^ í e encuentran los 
lados A G y B G del t r i ángu lo A B G j ^ K g o el punto c 
estremo del lado ac se h a b r á confmiijBp con G estre-
mo de A G ; y como el punto a se h l ^ a confundido 
A , resulta (245) que todo el laío ac se h a b r á confi^n-
dido con AG^ por la. misma razón el lado be se habr^ 
confundido con BG.j y habiéndose confundido sus treet^ 
lados, se h a b r á n confundido t a m b i é n sus tres á n g u l o s ^ 
(251 esc.)^ es decir, que se t e n d r á A=ÍX, B—¿6, G—C, 
que era • HÉ. 

E s c , S ^ I e D ^ d v e r t i r que los ángulos que resul 
tan iguales, son los que en cada t r i á n g u l o se pponea 
á los lados iguales. 

260 Teor. Dos t r i á n g u l o s son iguales, cuando t ie 
nen dos lados iguales é igua l el ángu lo comprendido. 

E s p l . Sean A B G , abe, dos t r i ángu los , en que se 
tenga AB—«¿ , A G = a c , y el ángu lo en A — al en g ; 
digo dichos t r i ángu los son iguales, 

D e m . Goncíbase superpuesto el t r i á n g u l o abe so
bre el A B G , de manera que el vér t ice a caiga sobre 
A , y el lado ab sobre A B , con lo que el lado aecae
rá (251) sobre A G . A h o r a , por ser ab—KQ y partir 
estas líneas desde uiunisino punto A , el punto b cae
rá sobre B ; y por I^Rlfti^razon el punto c caerá 
sobre G . Pero ó*^" c 'ho soló s o i í ^ t r e m o s de ab y de 
«Cjlsino que lo son t a m b i é n del lado^qj luego se han 



108 GEOMETRIA, 
confundido los estreñios del lado be con los del BC; 
luego (245) todo el lado be ha coincidido con el BC; 
y habiéndose confundido sus tres lados , serán igua
les dichos triángulos, L . Q. D . D . 

261 Teor. Dos triángulos son iguales, cuando 
tienen un lado igual á un lado, adyacente cí dos án* 
gúlos iguales. 

Espl . Sean los dos triángulos A B C , a¿c , en que 
se supone el ángulo A—a, el BzrZ», y el lado A B , ad
yacente á los ángulos A , B del primero, igual al ab 
del segundo3 digo que estos triángulos son iguales. 

Dem. Concíbase superpuesto el triángulo aéc so
bre el A B C , de manera que el lado a¿ caiga sobre 
A B , lo cual se puede hacer, porque afczAB; hecho 
esto, el lado ¿£ tomará (251) la dirección del lado 
BG , por ser el ángulo B = ¿ ; y por la misma razón 
el ac tomará Ta dirección del A C . Ahora, como las 
rectas be, ac, y B C , TÍC, se cortaban antes de super
ponerse, y la superposición no altera en nada la na
turaleza de los t r iángulos, resulta que también se 
cortarán después; y como dos rectas no pueden en
contrarse (244 cor.3.0) mas que en un punto, se sigue 
que habiéndose confundido las ¿cÉfl B^C , A C , 
el punto de intersección c de las primeras, se habrá 
confundido con el punto de intersección C de las se
gundas; luego se ha confundido el triángulo abe con 
el A B C , y será igual con él. L . Q. D . D . 

262 I)e lo dicho se infiere que con cualesquiera 
datos que satisfagan á lo demostrado en los teoremas 
anteriores, se podrá formar un triángulo igual á otro 
dado; y ademas se podrán resolver estos problemas. 

263 1.0 E n un punto a (fig. 19) de una linea ab, 
formar un ángulo bac igual con otro dado B A C . 

Res. y Dem. Haciendo centro en a con un radio 
cualquiera ap, trácese un arco indefinido p r q ; ha
ciendo centro en A con el mismo radio, se trazará 
itn arco P R Q , hasta que encuentre á los lados del 
ángujo C A B ; con la cuerda PQ del arco P R Q , ha
ciendo centro en p , se trazará un arco ux ; por el 



GEOMETRÍA. I 99 
punto de intersección q y por a , tírese la línea aq, y 
se tendrá el ángulo cah~CAB> Porque si concebimos 
las cuerdas pq , P Q , que son iguales por costruccion, 
los triángulos A Q P , aqp, serán iguales (259), y por 
lo mismo él ángulo en a— al en A . 

264 2.0 Dado un ángulo C A B , dividirle en dos 
partes iguales. 

Res. y Dem. Haciendo centro en A con un radio 
cualquiera A P , trácese entre sus lados un arco P R Q ; 
haciendo centro en sus estreñios P y Q , con un radio 
cualquiera, trácense dos arcos que se crucen en T, 
por A y T , tírese la línea A T , la cual dividirá el 
ángulo propuesto en las dos partes iguales QAT y 
T A P . Porque si se conciben los radios P T , Q T , los 
triángulos Q A T , T A P , serán iguales (259). 

265 Teor. E n un mismo tr iángulo, ó en trian-
gulos iguales , d lados iguales se oponen ángulos 
iguales-, ó lo que es lo m i s m o , u n triángulo isós
celes los ángulos de la base son iguales, y al con
trario, si dos ángulos de un triángulo son iguales, 
¡os lados opuestos también lo se rán , ó el triángulo 
será isósceles. 

Espl . QSStW&t triángulo AEG (fig.15), AE=:BCj 
digo que se tendrá el ángulo A C B r r al BAGj 
y si se supone A G B — B A C , será ABzzBG. 

Dem. i.0 Por el vértice B y el punto D , medio 
del lado A C , concíbase tirada la D B , y resultará que 
los triángulos A D B , B D G , serán iguales (259); lue
go los ángulos en A y en G , opuestos al lado común 
B D , serán iguales. L . i.0 Q. D . D . 

2.0 Si los lados B G , A B no son iguales, serán 
desiguales. Supongamos que BA sea el mayor ; to
mando en él una parte AE=:BG, y concibiendo la G E , 
los triángulos A E G , A B C , tendrán el lado AG común, 
el lado AEizzGB por costruccion,y el ángulo EAGzrAGB. 
por el supuestoj Juego (260) serán iguales, lo que es 
absurdo; porque el BAGes tüdo^ y el A E G es su parte; 
Juego si los lados BA y BG no pueden ser desiguales, 
serán iguales. L . 2.0Q. D . D. 
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Cor. Luego el triángulo equilátero es equiángulo 

^> y al contrario. 
Esc. La igualdad de los triángulos A B D , BDG, 

prueba al mismo tiempo que el ángulo ABDzrDBG, 
y que B D A z z B D G j de donde se deduce (252) que 
estos dos dltimos son rectos, y por consiguiente que 
una línea tirada desde el vértice de un triángulo isós~ 
celes al medio de su base , es perpendicular á esta base, 
y divide á su ángulo opuesto en dos partes iguales. 

A—-» 266 Teor. S i se prolonga uno de los lados de un 
nj t r iángulo, el ángulo esterno es mayor que cualquiera 

de los dos internos opuestos. 
Esp l . Sea el triángulo A B C (fig. 20); digo que 

si se prolonga uno de ios lados B G , el ángulo A C D 
(que se llama esterno por estar fuera del triángulo) 
es mayor que cualquiera de los dos BAG , A B G , opues
tos á los lados que forman el esterno. 

J)em. Para demostrarlo respecto del BAG, tírese 
por B y por el punto E medio de A C , la BE, y prolon
gúese de manera que la prolongación EFIZZBEJ únase 
el punto F con el G , y resultarán los triángulos ABE, 
F C E iguales (260)5 luego nos darán el ángulo BAE 
0 B A G = E G F ; pero AGD>EGP,4^gpJp)>BAG. 

Haciendo en el lado BG una costruccion análo
ga, se demostrará del mismo modo que B G K > A B G j 
y como (§ 257) B G K = A G D , resultará AGD>ABCÍ 
que es L . Q. D. D . 

Cor. i.0 Siendo BAG<A.GD, 
añadiendo A C B , será BAG+AGB<AGD+AGB; 
pero AGD+AGB—w, luego B A G + A G B ^ ; 
luego en todo triángulo la suma de dos ángulos es 
menor que dos rectos. 

Cor. 2.0 Luego en todo triángulo rectángulo ú 
übtusángulo, cada uno de los otros dos ángulos debe 
ser agudo. 
1 Cor. 3.0 Desde un punto cualquiera C (fig. 21), 

fuera de una recta A B , no se le puede tirar mas de 
una perpendicular C D , porque si se le pudieran t i 
rar dosj tales como CI ) , G E , en el triángulo G D E 
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los ángulos C D E , C E D , valdrían juntos dos rectos, 
lo que es imposible. 

Cor. 4.0 L a perpendicular es la que mide la ver
dadera distancia que hay, desde un punto á una línea, 
pues es la líaica que se puede tirar de su especie. 

Cor. 5.0 Tampoco se puede tirar mas de una per
pendicular en un punto I) de una linea A B ; porque 
si suponeiuos que baya dos, tales coxuo DG , D K , se 
tendrá que los ángulos K D A , C D A , seráa rectos, y 
por consiotiiente iguales (253): lo que no puede ser, 
porque AÍ3K es parte, y ADG es todo. 

267 Téor. E n todo triángulo al mayor lado se 
opone el mayor ángulo 5 y al contrario , al mayor 
ángulo está opuesto el mayor lado. 

JSspl.z Sea el triángulo BAG (fig. 22);: digo que 
si el lado A G > B C , será el ángulo A B C > B A G j y si 
se supone A B G > B A C , será A G > B G . 

Dem. i.0 Tómese en el lado mayor A C una par 
te CD=:BG, y tírese la B D : con lo cual el triángul 
BDG dará los ángulos « y m iguales (265); pero « > A 
por ser esterno en el triángulo A B D , luego también 
será m > A 5 y como ABG>/72. , con mas razón será 

A B G ^ A C y . q n e era L . i.0 Q. D . D . 
2.0 Sino es A'G!>BG, será AG igual ó'menor que B G . 

Si A G = B G , resultará por lo demostrado (265), 
que A B G = B A G , que es contra el supuesto; tampoco 
puede ser menor, porque entonces el ángulo ABG seria 
menor qué el BAG, que es también contra el supuesto; 
luego sino puede ser A G = ni < B G , será A G > B G , 
que es L . 2.0 Q. D . D . 

268 Teor. L a suma de dos lados de un triángulo 
es mayor que el tercero. 

Espl . Sea BGA (fig. 23) un triángulo cualquiera; 
digo que BA-f-GA>BG. 

Costr. Haciendo centro en B y con un radio igual 
al lado mayor BG, trácese el arco G E D , hasta que en
cuentre al lado BA prolongado, y tírese la Cuerda D G . 

Dem. Las líneas BG y B D son iguales por radios 
de un mismo círculo, luego (265) en el triángulo GBD 
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el ángulo D G B = : g ; pero el ángulo f< ;DCB por ser 
parte suya; luego también será r<:g. Luego en el 
triángulo DGA el ángulo g > r , y por lo mismo (267) 
el lado GA>.DA. Si á estas cantidades desiguales aña» 
diiíios una misma cantidad A B , también permanece
rán desiguales, y se tendrá GA- t -AB>DA+ABj 
y como DA- t -AB=BD=BG, 
se sigue que GA-HAB>BG , que era L . Q. D. D . 

269 Teor. S i desde un punta cualquiera dentro 
de un tr iángulo, se tiran l íneas á los vértices de dos 
de sus á n g u l o s , la suma de estas líneas será menor 
que ta de los lados del tr iángulo opuestos á los ángu
los 1 y el ángulo que formen dichas líneas^ será mayor 
que el ángulo que formen dichos lados. 

EspL Sea el triángulo ABG (fig. 24); digo que si 
desde un puato D , elejido dentro, se tiran dos líneas 
D B j DG, á dos ángulos cualesquiera B , C, se tendrá 
BD-KDG<AB-f-AC; y que B D G , d el ángulo en o>??2. 

0%- Dem. i.Q Prolongando una cualquiera de las dos 
l íneas, tal como B D , hasta que vaya á encontrar ai 
lado opuesto A G , se tendrá 268) BA-F-AE>BEJ 
y añadiendo EG, será BA-f-AE-KO¡G>BE-KEGr 
d reduciendo será BA-+-AC>B.E+EG.(m). 

Ahora ^ el triángulo D E G dará DE-+-EG>DG; 
y añadiendo B D , se tendrá BD+I)E-+EC>BDH-DCJ 
d por ser BD-KDE=ZBE, resultará BE+EG>BD-hDG. 

Y como ántes (m) teníamos BAH-AG>BE-f-EGv 
con mas razón se tendrá BA-+-AG>BDHhDG, 
que era L , i.0 Q. D . D . 

2.0 E l triángulo B A E da (266) el ángulo ra>m; 
y por i a misma razón el triángulo D E G dará el ángu
lo o>«j luego con mas razón o>»2, que es L . 2.0Q.D.D. 

270 Teor. 5/ desde un punto á otro se tira una 
recta y una curva, la'recta es mas corta que la curva. 

Esph Si desde el punto A (fig- 25) al punto B , se 
tira la recta A B y la curva A G B , digo que A G B > A B . 

Dem. Desde A y B tírense á un puiito cualquie
ra G de la curva, las rectas A G y BG, y se tendrá 
(S 268) A G + G B > A B i 
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y si desde los puntos C y A se tiran á uno cualquiera 
D , intermedio del arco A G , las A D , D C , se tendrá 
también AD-f .DG>AG; 
que añadiendo G B , da AD-HDG+GB>AG-f-CB; 
y si volviéramos á tirar rectas á los puntos interme
dios de los arcos A D , DG, &c. , el conjunto de líneas 
que resultase seria mayor que el AD-+-DG+&C. pues 
la suraa de cada dos líneas siempre seria mayor que sd 
correspondiente j pero este conjunto de líneas, al paso 
que crece, se aproxima á la curva A G B , por.tener mas 
puntos comunes con ella, y hallarse entre el conjunto 
anterior y la misma curva j luego la curva será ma
yor (227) que cada uno, de estos conjuntos; y como 
cualquiera de estos es mayor que A B , con mas razón 
será la curva A G B > A B , que es L . Q. D . D . 

: Cor. Luego la linea recta es la mas corta de todaŝ  
cuantas se pueden tirar desde un punto á otro. ^ , , 

271;, Teor. S i desde un punto á otro se t ira una 
linea recta, y diferentes curvas, que sean cóncavas 
ó convexas hacia un mismo lado, la curva que mas se 
acerque á la recta será la mas corta. 

/Esp l . Si desde el punto A al punto B(fig.26), se 
tiran diferentes curvas A G B , A D B , la AGB que mas 
se acerca á la recta A B , es la mas corta. 

Dem. Goucíbase por ¡el punto G la recta M N , tal 
que soló tenga el punto G común con la curva inte
rior A G B , estando toda ella fuera, y en virtud de lo 
demostrado (270) se tendrá MDNp»MNj 
y añadiendo A M H - N B , resultará 

M D N + A M H - N B > M N 4 - A M + N B ; 
pero el i.er miembro M D N ^ A M H - N B = curva A D B , 
y el segundo MN-4-AM-f-NB— conjunto AMJNB; 
luego A D B > A M N B . 

Goucíbase ahora por los puntos P y U , tomados 
entre G y A y entre G y B , las rectas RS y TQ con 
las mismas circunstancias que la M N , y se tendrá 
(S 270 cor.) R M - f . M S > R S , T N + N Q > T Q ; 
y sumando ordenadamente resultará 

R M - H M S~hTN+NQ > RS+TQ. 
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Añadiendo á ambos miertibros la cantidad 

AR+ST+QB, -m bb oifognwíái .(1 
será R M + M S + T N A R - + - S T + Q J B > R S +• 

TQ+ARH-ST+QB; 
pefo el pritiíer miembro — conjunto A M N B , 
y el segundo r rARSTQB; luego AMNB>ARSTQB5 
y con mas razón será A D B > A R S T Q B . 

Y como si se tirasen rectas por los puntos inter
medios de los arcos A P , PC , C ü , &c. se demostraria 
del mismo modo que el conjunto de líneas que fuese 
resultando , seria menor que el anterior ARSTQB, 
y así sucesivamente, se sigue que con mas razón Ja 
curva A D B será mayor que cualquiera de estos con
juntos j pero estos conjuntos de líneas, al paso que 
menguan se van acercando á la curva A C B , por tener 
mas puntos comunes con ella y estar cada conjunto 
entre la curva y el conjunto anterior j luego (228) la 
curva ACB es menor que cualquiera de estos conjun
tos, y con mas razón se tendrá A C B < A D B , 
que era L . Q. D . D . 

Cor. Puesto qué la curva interior es menor que 
cualquier conjunto de líneas, cada arco de curva se
r á menor que la porción de lineas correspondientes á 
dicho arco, ó lo que es lo mismo arco CoP<PS-hCS. 
* '272 Teor. S i dos lados de un triángulo son igua
les á dos de oíro, y el ánguió que forman es desigual^ 
el lado opuesto al mayor ángulo será mayor que el 
que en el otro triángulo está opuesto al ángulo menor. 

Espl . Sean dos triángulos A B C , D E F (fíg. 27), 
tales que AGzzDF, A B = D E , y el ángulo BAC>EDF} 
digo que B G > F E . 

Dem. Superpóngase el triángulo D E F sobre el 
B A C , de manera que el lado DFse confunda con AC, 
con lo que el triángulo D E F vendrá á tener la posi
ción del A E ^ , cayendo D E dentro del ángulo BAC 
por ser el ángulo F D E < B A C . 

Aquí pueden ocurrir tres casos; primero: qué el 
punto E caiga fuera del triángulo ABC como en E ' . 

2.0 Que caiga sobre el lado BG como en H j y ter-
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cero que caiga dentro del triángulo como, en K . ^ ^ . . 

i.0 Si cae en E ' s e r á (§ 268) 
E/G-t-GG>E/G, y AG-^GB>BA; 

y sumando ordenadamente se tendrá 
E/G^-GG-^AG-f-GB>E/G+BA,, 

ó lo que es lo mismo E/A+BG>E/G-4-BA; 
y suprimiendo en ambos miembros E ' A y B A , que son 
iguales por ser E ' A - D E - B A , q u e d a r á BG>E/G=:EP. 

2.0 Si E cae en H , en el lado BG, se tendrá (ax. 4.0) 
BG>HG=zPE. 

3.0 En fin , si el punto E cayese dentro, v. g. en 
K , se tendría (tj 269) AB+BC>AK-+E:Gj 
y quitando A B y A K , que son. iguales por ser 
DE-AK=zAB,quedará BG>KG-:Er ,que esL.Q.D.D, 

Cor. Recíprocamente, 5/ dos lados de un t r iángu
lo son iguales á dos de otro, y el tercer lado desigual^ 
el ángulo opuesto en el triángulo donde el lado sea 
menor ., será menor que el del otro triángulo donde el 
lado es mayor. Porque no puede ser igual ni mayor. 

273 Teor. S i desde un punió fuera de una recta, 
se tira una perpendicular y diferentes oblicuas: p r i 
mero, la p erpendicular será mas corta que las oblicuas', 
segundo, las oblicuas que disten igualmente de la per
pendicular, serán i guales; y tercero, la oblicua que mas 
se separe de la perpendicular, será la mas larga. 

Espl . Si desde el punto A fuera de la F D (fig. 28) 
se le tira una perpendicular A B , y diferentes oblicuas 
A E , A G , A D , se verificará: i.0 que la A B será la 
mas corta de todas; 2.0 que las oblicuas A E , A G , 
equidistantes de la perpendicular A B , serán iguales; 
y 3.0 que de las oblicuas A G , A D , la A D que mas se 
separa de la perpendicular , será la mas larga. 

I)em. 1.0 Por ser el triángulo A B C rectángulo en 
B , y ser el ángulo recto el mayor de un triángulo 
(266 cor. 2.0), se sigue (267) que el lado A G > A B , d 
A B < A G , que es L . i.0 Q. D . D . 

2.0 Si B G ^ B E , los triángulos A B E , A B G , serán 
iguales (260); luego darán A E — A G , que es L.2.0Q.D..D. 

3.0 Siendo el triángulo A B C rectángulo en B , ei 



206 GEOMETRÍA, 
ángulo AGD, esterno de dicho triángulo será obtuso,, 
pues ha de ser mayor (26Ó) qué el interno y recto 
A B C ; luego (266 cor. 2.0) el ángulo AGD es el ma
yor del triángulo A G D , y por lo mismo se le opondrá 
mayor ^ 0 ( 2 6 9 ) ; luego A D > A C , queeraL.3.0Q.D.D. 

Cor. 1.0 Desde un mismo punto fuera de una lí
nea, no se le pueden tirar tres rectas iguales. 

Cor. 2.0 Dos triángulos rectángulos son iguales, 
cuando tienen iguales las hipotenusas y uno de los ca
tetos, ó uno de los ángulos agaí&w ; porque primero 
lean los triángulos A B C y D E F (fig. 29), en que se su
pone AGzzDF y A B z z D E ; digo que BGzzEFj 
y por lo mismo estos triángulos son iguales (259). 

En efecto, si colocamos el triángulo D E F sobre 
el ABG, de modo que D E se confunda con A B , resul
tará que como los ángulos en B y en E son iguales por 
rectos , el lado E F caerá sobre el BG (§ 251). Ahora, 
si el punto F no cae s.obre el punto G, caerá d mas á la 
izquierda como en G , ó mas á la derecha como en H . 

Si cae en G , la línea D F estará representada por 
la A G ; y como por el supuesto D F ~ : A G , se tendrá 
A G z z A G , que es un absurdo , pues se tendrán dos 
oblicuas iguales á un mismo lado de la perpendicular 
A B . Gomo del mismo modo se demostraría que no 
puede caer bácia la derecha de C, v. g. en H , resul
ta que caerá sobre G; luego se habrán confundido los 
tres lados del triángulo D E F con los del ABGj luego 
son iguales. 

Sea en 2.0 lugar ACzzDF, y el ángulo B A G = E D F ; 
colocando el triángulo D E F sobre el B A G , de modo 
que D F se confunda con A G , la D E tomará la direc
ción de A B (§ 251); y como el punto F se ha con
fundido con G , si la F E no cayese sobre la G B , se 
podrían tirar desde G dos perpendiculares á A B , lo 
que es absurdo ; luego los triángulos serán iguales. 

Gor. 3.0 S i un punto de una perpendicular dista 
igualmente de dos puntos de la linea á que lo es^ to
dos los puntos de la primera estarán á igual distan
cia de aquellos mismos puntos de la segunda. Porque 
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si füése B (fig. 28) el panto que distase igualmente 
de E y G , desde cualquier punto A , M ó H , de la 
A H , que se tirasen líneas á E y C, serian iguales los 
triángulos A B E , A B C , los M B E y M B G también, ó 
los H B E , H B G ; luego se tendrá A E = A G , M E = M G 
y H E = H G . 

Si el punto A que se halla fuera de la F D , dista 
igualmente de E y de C, será A E = A G ; y como tie
nen un lado AB común los triángulos rectángulos 
A B E , A B C , resultará qué E B = B G j y si poj un punto 
cualquiera de A B , tal como M , se tiran las M E , M G , 
serán iguales , por hipotenusas de triángulos E B M , 
M B G , iguales j y como lo mismo se demostraria de 
cualquier otro punto, resulta la proposición. 

274 Teor. /S/ una recta tiene dos punios que dis
ten igualmente de otros dos de oíra , lé será perpen
dicular. . 

Espl . Si los dos puntos A y H , d A y B , d A y M , 
de la recta A H , distan igualmente de los puntos É y G 
de la P D , digo que la A H es perpendicular á la F D . 

Dem. i.Q Sean los dos puntos A y H , d sea 
A E = A G y H E = H G , lo que dará los triángulos A E H , 
A H G iguales (259), pues ademas tienen común el 
lado A H j la igualdad de estos triángulos dará el án
gulo E A B = B A G ; luego los triángulos E A B , A B G , 
serán iguales: pues tienen los ángulos E A B , B A G , 
iguales, común el lado A B , é iguales tañibien los la 
dos A E , AG por el supuesto5 luego los ángulos en B 
serán iguales, y por consiguiente rectos (252)5 lue
go la A H es perpendicular á la F D . 

2.0 Sean ahora los puntos A y B , y tendremos 
A E = A G y BE=:BG : y por lo mismo los triángulos 
A B E , A B G , serán iguales (259) ; luego los ángulos 
en B serán iguales , y por consiguiente rectos j luego 
la A H será perpendicular á la F D . 

3.0 Sean ios dos puntos A y M , y se tendrá 
A E = A G , M E = M G j luego los triángulos AMET A M G , 
serán iguales (259)^ lo que da el ángulo EAM==OAM; 
y teniendo los triángulos A E B , A C B , iguales los án-
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gulos en A y los lados que ios forman, á saber: A E r ^ L G 
por el süpuesto, y A B por común, serán iguales (260)-
luego los ángulos en B son iguales, y por consiguien
te rectos; luego la A H es perpendicular á la FI) , que 
es L . Q. I). D . 

Cor. S i una perpendicular CD (fig. 21) tiene un 
punto cualquiera / ) , equidistante de dos A y B de la 
linea A B á que lo es, pasa por todos los puntos que 
en dicho plano distan igualmente de A y de B . Por
que si hubiese otro punto tal como K con esta cir
cunstancia, tirando por él y por D , la D K , esta 
seria perpendicular á la A B , por lo que acabamos de 
demostrar; y como CD lo es por el supuesto, resulta
rían dos perpendiculares en un mismo punto de la 
recta A B , lo que es absurdo (266 cor. 5,0). 

27 5 Prob 1.1.0 Desde un punto A fuera de una línea 
B C (fig. 30), tirar una perpendicular á esta línea. 

Res. y Dem. Haciendo centro en el punto dado 
A , y con un radio cualquiera, trácense dos arcos que 
corten á la línea en D y E ; haciendo centro en estos 
puntos D y E , con el mismo d con otro radio cualquie
ra , trácense por la parte inferior otros dos arcos que 
Se corten ; por el punto de intersección F y el punto 
dado A , tírese la A F , que será perpendicular á la BC. 
Porque tiene dos puntos A y F á igual distancia de 
Jos D y E . 

276 Probl. 2.0 Por un punto A de upa línea B C 
(fig. 31), tirarle una perpendicular. 

Res. y Dem. Haciendo centro en el punto dado 
A , trácense dos arcos en D y E con un radio cual
quiera; haciendo centro en D y E con un radio ar
bitrario, pero mayor que A E , trácense dos arcos por 
arriba ó por abajo; por el punto de intersección F y 
el punto dado A , tírese la F A , que será perpendicu
lar á la B C . Porque tiene dos puntos A y F á igual 
distancia de los D y E . 

277 Probl. 3.0 D i v i d i r una linea A B (fig. 32) 
en dos partes iguales. 

Res. y Dem, Haciendo centro en sus estremos A 
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y B con un mismo rad io , t rácense dos arcos que se 
corten por la parte de arr iba, y otros dos que se cor
ten por la parte de abajo; y tirando la F G d i v i d i r á á 
la A B en dos partes iguales. Porque teniendo la F G 
dos puntos equidistantes de A y B , será perpendicu
lar (274) á la A B , y t e n d r á (272 cor. 3.0) todos sus 
puntos á igua l distancia de A que de B3luego A H ~ H B . 

D e las paralelas . £ 

278 Cuando,dos l íneas rectas se hal lan en un p la 
no, de modo que no se encuentran aunque se las pro
longue todo lo que se quiera, como A B , G D (fig.33), 
se l laman paralelas . 

Guando dos paralelas A B , G D son cortadas por 
una l ínea F E , esta se l lama secante; la cual forma 
con las paralelas ocho ángulos : cuatro , m , « , p , <jr, 
internos^ y cuatro, fe, Z, r , 5, estemos. 

Cuando se comparan dos ángulos internos á dife
rente lado de la secante , uno en cada paralela , se 
l laman ángulos alternos internos: tales son los m y q, 
y los ra y p ; cuando se comparan dos ángulos internos 
á un mismo lado de la secante, como los m , p ^ ó los 
ra, 9 , se l laman solamente internos; cuando se com
paran dos ángulos estemos, uno en cada paralela h á -
cia diferente lado de la secante, se l laman a/íerraos 
estemos : tales son los k y r , y los l y s ; cuando se 
comparan dos ángulos estemos á un mismo lado de la 
secante, tales como k y s ó l y r ^ s e l laman s i m 
plemente estemos; y cuando se comparan dos á n g u 
los , uno en cada para le la , á un mismo lado de la 
secante, uno dentro y otro fuera , se l laman corres-
pondientés : tales son los k y p , los m y 5, los l y 
y los n y r . 

279 Teor. Dos lineas perpendiculares á una ter~ 
cera son paralelas . 

E s p l . Si las dos líneas A B , G D , son perpendicu
lares á la G H , son paralelas , d no se pueden encon
trar en n i n g ú n punto del plano donde se hal lan. 

O T . L 
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Dem. Porque si se encontrasen, desde el punto 

en que lo hiciesen, se tendrían tiradas dos perpendi
culares á la G H , lo que no puede ser (266 cor. 5.0) 

Cor. i.0 lluego para tirar una parálela auna lí
nea dada A B , desde un punto cualquiera G, se bajará 
á esta linea desde dicho punto una perpendicular G H , 
y en dicho punto G se t i ra rá á esta perpendicular 
G H , otra linea G D que le sea perpendicular, la cual 
será paralela á la propuesta A B ; por ser ambas per
pendiculares á la G H . 

Cor. 2.0 Y como desde el punto G no se puede 
bajar mas de una perpendicular G H á la A B , y en G 
sdlo se puede levantar una perpendicular á G H ^re
sulta que por un punto dado, sólo se podrá tirar una 
paralela á una linea dada. 

280 Teor. S i una linea es perpendicular á una de 
dos paralelas, lo será también á la otra. 

Espl . Sean A B , C D dos paralelas, y G H perpen
dicular á A B ; digo que la G H también es perpendi
cular á la C D . 

Dem. Si la G H no es perpendicular á C D , le se
rá oblicua, y por G se podrá concebir una línea TU 
perpendicular á G H , la cual (279 cor. i.0) será pa
ralela á B A ; y como la GD lo es por el supuesto, se 
tendrán por el punto G tiradas dos paralelas GD, ÜT 
á la A B , lo que no puede ser (279 cor. 2.0) 

281 Teor. S i dos rectas cortadas por otra, forman 
ángulos alternos internos, ó alternos estemos, iguales, 
dichas recías serán paralelas. 

Espl . Sean A B , CD, dichas rectas, y E F la secan
te; digo que si nazp, ó m—q, 6 k—r, ó l=s , dichas 
líneas no se encuentran, d serán paralelas. 

Dem. i.0 Sea nzzp ó m—q, y se tendrá que las 
líneas A B , GD no se podrán encontrar en un punto 
K hácia la derecha de F E ; porque entonces las tres 
líneas F E , C D , A B , formarían un triángulo, en el cual 
por ser nzzp ó mzzq, el ángulo esterno n seria igual 
á uno de los internos opuestos p , io que no puede 
ser en virtud de lo demostrado (266). 
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Del mismo modo se demuestra que no se pueden 

encontrar hacia la izquierda 5 luego dichas líneas son 
paralelas. L . i.0 Q. D . D . 

2.0 Si se supone k—r ó Izzs, sus opuestos al vér
tice n y p ó m y q, serán iguales; pero estos son alter
nos internos, luego por la primera parte del teorema, 
dichas líneas son paralelas. L . 2.0 Q. D . D . 

282 Teor. S i dos lineas cortadas por otra, forman 
con ella los ángulos correspondientes iguales, serán 
paralelas. 

Bem. Porque si se supone feur/?, como 257), 
será n—p, que es el caso anterior; luego serán para
lelas. L . Q. D . D . 

283 Teor. S i dos líneas cortadas por otra forman 
ángulos internos ó estemos , que juntos valgan dos 
rectos, dichas líneas son paralelas. 

Dem. Porque si se supone m^hp—it, como in-+-n—it 
(§ 254), será (intr,ax.5.0) /«-+^=»2-+%de donde qui
tando m, quedará p—n ; luego (281) serán paralelas. 
Y si se supone /H-S—TT, como p-hs—n, será k-hs—p~{~s, 
y quitando s quedará k—p; pero estos son correspon
dientes, luego. (282) serán paralelas. L . Q. D . D . v 

284 Teor. S i una secante corta dos paralelas, se 
verifica: primero,que los ángulos alternos internos son 
iguales; segundo, que los alternos estemos también lo 
son; tercero, que también son iguales los correspondien
tes ; cuarto, que los dos internos juntos .valen dos rec
tos, ó son el uno suplemento del otro; y quinto, que lo 
mismo se verifica en los estemos. 

Espl . Sean A B , D E (fig. 34) las paralelas y F K 
la secante; digo 1.0 que los ángulos m—n y p—q; 
2.0 que r=zí y uzzs; 3.0 que r ~ n , p~s , uzzq y mzzt; 
4.0 que m+q—Tt, n-hp—n, y por lo mismo m es su
plemento de q, y n áe p ; y 5.0 que r-hs—rt, ZÍ-HÍ—tf, 
ó que r es suplemento de 5, y u de f. 

Dem. ti? Por el punto L , medio de la parte CO 
de la F K , interceptada por las paralelas, concíbase la 
G H perpendicular áuua de las dos paralelas, la cual 
lo será también á la otra (280), y por lo mismo los dos 
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triángulos G L O , C L H , serán rectángulos en G y H ; 
y como LO^zLG por costrucción, y los ángulos en L 
son iguales (257), dichos triángulos (273 cor. 2.0) se
rán iguales , y darán el ángulo en m—n; y como los 
p y q son sus suplementos, serán (255) también igua
les. L . i.0 Q. D . D . 

2.0 Gomo (§ 257) m n r y rarrí, y por lo acabado 
de domostrar es mzr«, será r—t; del mismo modo se 
demuestra que u—ŝ  que es L . 2.0 Q. D . D . 

3.0 E l ángulo razzr (§ 257) y mzzn por alternos 
internos; luego r—n , del mismo modo se demuestra 
que p = 5 , u—q y m—t, que es L . 3.0 Q. D. D . 

4.0 Siendo m-t-p—it, resulta que por ser mz^n^ se 
tendrá n-hp—ir, y por lo mismo n es suplemento de/)j 
y como lo mismo se demuestra respecto de m y re
sulta L . 4.0 Q. D . .D. 

5.0 Siendo p-hr—w, y p—S^ será r-hs—w, y por lo 
mismo r es suplemento de s; y como lo mismo se de
muestra de los M y í, resulta L . 5.0 Q. D . D . 

285 Teor. S i una línea es paralela á una de dos 
paralelas, lo es también á la otra. 

Espl. Sean las líneas A B , D E paralelas, y la X Z 
paralela á AB5 digo que también lo será á la D E . 

Dem. Por ser A B y XZparalelas,setiene(284,3.0) 
k ~ r ; y por serlo las A B , D E , se tiene n ~ r ; luego 
k - n ; luego X Z es (282) paralela á D E . L . Q. D . D. 

286 Teor. Las partes de paralelas interceptadas 
entre paralelas son iguales. 

Espl. Sean A B , GD (fig. 35) dos paralelas; digo 
que si desde la A B se tiran á la C D las F G , H E , K L , 
MN-, &c. paralelas entre sí , todas estas partes, y lo 
mismo las F H , G E , 6 H K , E L , &c. comprendidas 
por las paralelas, son iguales. 

Bem. Tírese la secante G H , y se tendrán los trián
gulos F G H , G H E , que por tener el lado G H común, 
el ángulo p ~ m , por alternos internos entre las para
lelas A B , C D , el ángulo nzzq por la misma razón en
tre las F G , H E , serán (261) iguales; luego se tendrá 
F G — H E , F H ~ G E . Del mismo modo se demuestra 
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de todas las demás , y resulta L . Q. D ; D . 

Esc. i.0 Si fuesen perpendiculares sucedería lo 
mismo, y se deducirá que las paralelas están equidis
tantes en todos sus puntos. 

Esc. 2.0 La igualdad de los triángulos F G H , 
G H E , da el ángulo G F H r z G E H ; y como n—q, y 
m—P) será sumando n-hm~q-hp, ó F G E m F H E . 

287 Teor. S i dos líneas cortadas por otra, forman 
con ella dos ángulos internos que juntos valgan menos 
que dos rectos , dichas líneas se encontrarán hácia el 
paraje donde forman dichos ángulos. 

Espl . Si las dos líneas U T , A B (fig. 33), cortadas 
por la G H , forman los dos ángulos U G H , A H G , ta
les que U G H - i - A H G < 7 r , se llegarán á encontrar há
cia la izquierda de la G H . 

Dem. Sino se encuentran, serán paralelas (278)5 
pero si en G formamos el ángulo H G G tal, que jun
to con el A H G valga dos rectos ó it, la línea DG se
rá paralela á la A B ; luego se tendrían tiradas por el 
punto G dos paralelas U T , C D , á una misma línea 
A B , lo que no puede ser (279 cor. 2.0); luego dichas 
líneas, prolongadas suficientemente, se encontrarán. 
Y esto se verificará hácia la izquierda de la G H , por
que no pudiendo la UT volver á encontrar en ningún 
punto á la G D , con menos razón podrá encontrar i 
la parte H B j luego se encontraran hácia la izquierda, 
que es hácia donde forman los ángulos cuya suma es 
menor que dos rectos. L . Q. D . D . 

288 Teor. Dos ángulos que tienen sus lados para
lelos, ó son iguales, ó son el uno suplemento del otro: 
son iguales, cuando sus vértices están vueltos hácifo 
un mismo lado, ó en situación enteramente opuesta-, y 
son el uno suplemento del otro, cuando le. tienen vuel
to hácia diferente lado. 

Espl.. Los dos ángulos n , m (fig. 36), que tienen 
sus lados paralelos y sus vértices vueltos hácia un 
mismo lado, o Iqs »2 y o que los tienen en una situa
ción enteramente opuesta, son iguales; y los D E G y 
m, que tienen los lados paralelos y sus vértices há-
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cia diferente lado , son el uno suplemento de! otro. 

Dem. Prolongúese la D E hasta que encuentre á 
la BG en H j y será n—p, por correspondientes entre 
las paralelas G F , B G , siendo la secante D H j y p ~ m 
por correspondientes entré las paralelas A B , D H , y la 
secante B C ; luego m—n; y como «—o por opuesto al 
vértice, será también m—o. 

Ahora, D E G es suplemento de luego también 
lo será de su igual que era todo L . Q. D . D . 
. 289 Teor. Los tres ángulos de un triángulo valen 

juntos dos rectos^ ó <JT. 
Dem. Si por el vértice A (fig. 37), se tira la D E 

paralela al lado BG, se tendrá wzrG, ranB, por alter
nos internos entre las paralelas B G , D E , siendo las 
secantes A G , A B ; luego sumando será m-i-nzzCH-B} 
y añadiendo el ángulo o , será m-Hi-hozziC~hB-ho; 
pero (§254 cor. 3.°) m-hn-hozzn , luego G+-B-+-02Z'ff, 
que es L . Q. D . D . 

Cor. 1.0 Luego dados dos ángulos de un triángu
lo ^ se conocerá el tercero, restando de dos rectos la 
suma de los dos dados; y dado un ángulo, se hallará la 
suma de los otros dos, restándole de dos rectos; asi, 
en un triángulo cualquiera un ángulo es suplemento 
de la suma de los otros dos, y al contrario; y en un 
triángulo rectángulo cada ángulo agudo es comple
mento del otro, pues entre los dos valen un recto. 

Gor. 2.0 S i dos triángulos tienen dos ángulos igua
les, el tercero será igual a l tercero; pues en ambos 
ha de ser lo que falta á los otros dos para dbs rectos. 

Del círculo y de las rectas consideradas en él. 

2 90. Teor. E l diámetro es lá mayor de todas las 
cuerdas. . 

Espl . Sea A B un diámetro (%• 38), y A D una 
cuerdaj digo que A D < A B d que A B > A D . 

Dem. Tirando el radio OD al otro estremo de la 
cuerda, se tendrá (§ 268) A O + O D > A D ; pero 
A O + O D - A B , luego A B > A D , que era-L. Q. D . D . 
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291 Teor. E n un mismo círculo ó en círculos igua~ 

les, arcos iguales tienen cuerdas iguales, y cuerdas 
iguales subtenden arcos iguales. 

Espl . Sea A D B F (fig. 39) un círculoj digo que si 
se suponen ios arcos AÍSD , Ax¥ iguales, las cuerdas 

. AD, A F , también lo seránj y si se suponen las cuerdas 
AD, A F iguales, los arcos AJSD, AXF serán iguales. 

Dem. 1.0 Tírese el diámetro A B ; y concibiendo 
doblada por el la figura, la parte A F B se confundi
rá (249) con A D B ; y por ser iguales los arcos AÍSD 
y k x ¥ , el punto F caerá sobre el punto D 5 pero el 
punto F es también estremo de la cuerda A F , y D 
lo es de la A D : y ademas dichas líneas tienen co
mún el punto A j luego se han confundido en sus es
treñios; luego (245) serán iguales. L . i.0 Q. D . D . 

2.0 -Si A D = A F , tirando los radios C D , C F , los 
triángulos A C D , A C F , serán iguales (259), y darán 
el ángulo C A F = a l C A D . Esto supuesto, si se dobla 
la figura por el diámetro A B , la parte A F B , caerá 
sobre A D B , y el punto F caerá sobre el punto D , 
por la igualdad de ios triángulos j pero el punto F 
y el D , estreñios de las cuerdas, son también estre-
mos de los arcos; luego habiéndose confundido ios 
estreñios de los arcos, serán iguales. L . 2.0 Q. D . D . 

Cor. Si en el primer caso tiramos los radios C D , 
C F , los triángulos A C D , A C F , serán iguales (259), 
y darán el ángulo A C D — al A C F ; 
de donde se deduce que si desde los estremos de dos 
arcos iguales de un mismo círculo ó de círculos igua
les, se tiran radios a l centro , los ángulos formados 
p w dichos radios son iguales. 

292 Teor. E n un mismo círculo, o en círculos igua
les , el mayor arco tiene mayor c u e r d a y la mayor 
cuerda subtende. á mayor arco. 

Dem. r.0 • Porque si se supone el a rcoA«H>A^D, 
tirando las cuerdas A D , A H , y los radios C D , C H , 
los dos lados A C , C H del triángulo A C H , serán 
iguales á los dos lados A C , C D del A C D ; el ángulo 
A C H , que es todo respecto del A C D , será mayor 
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que él; y por lo mismo (272) el tercer lado A H > A D , 
que es L . i . 0 Q . D . D . 

2.0 Si A H > A D , digo que será AzH->AzD. 
Porque si esto no se verifica, será A^Hrz d <;A^D. 
Si A z H — A z D , resultará A H = A D , que es contra 

el supuesto; si A z H ^ A ^ D , se tendría por la primera 
parte A H < A D , que también es contra el supuesto; 
luego no podiendo ser A H igual ni menor que A D , 
será A H > A D , que es L . 2.0 Q. D . D . 

293 Teor. ¿4 una línea que corta á la cuerda de 
un círculo, le pueden suceder tres cosas : primera, 
que pase por el centro; segunda, que sea perpendicular 
á la cuerda; ¡y tercera, que la divida en dos partes 
iguales; digo que si se verifican dos de estas cosas, 
se verificará la tercera. 

Bem. Supongamos primero que la CP (fig. 40), 
salga del centro y sea perpendicular á la cuerda F M ; 
digo que divide á la cuerda en dos partes iguales, 
esto es, que F P = P M . 

E n efecto, por salir la CP del centro, tiene un 
punto C equidistante de F y de M ; y por ser per
pendicular los tiene todos (273 cor. 3.0) ; luego el 
punto P que es punto de la CP, está equidistante de 
F que de M ; luego las líneas FP , P M , que miden 
estas distancias , serán iguales. L . 1.0 Q. D . D . 

2.0 Si la CP sale del centro y divide á la F M en 
dos partes iguales, digo que es perpendicular á la F M . 

En efecto, por salir la CP deí centro, tiene el 
punto C equidistante de F y de M ; y por dividir á 
la cuerda en dos partes iguales tiene el punto P equi
distante de F y de M ; luego la lípea CP tiene dos 
puntos C y P equidistantes de los F y M de la F M ; 
luego (274) le será perpendicular. L . 2.0 Q. D . D . 

3.0 Si la CP divide á la cuerda F M en dos partes 
iguales, y le es perpendicular, pasará por el centro. 

En efecto, por dividir la CP á la F M en dos partes 
iguales, tiene el punto P equidistante de F que de M ; 
y por serle perpendicular, pasa (274 cor.) por todos 
los puntos que en dicho plano están á igual distancia 
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de F que de M ; y como el centro es uno de estos, se 
deduce que la CP pasará por el. L . 3.0 Q. D . D . 

294 Teor. L a línea que cumple con estas circuns
tancias divide en dos partes iguales a l arco que la 
cuerda subtende. 

Dem. Porque siendo perpendicular, y teniendo un 
punto equidistante de F y de M , los tendrá todos; 
luego el punto Q donde la CP vaya á encontrar al arco 
F Q M , también estará equidistante de ¥ que de M ; 
luego las cuerdas FQ y Q M serán iguales j luego tam
bién lo serán los arcos F / Q , Q/wM, que es L . Q. D . D . 

Esc. Recíprocamente , si una línea CP sale del 
centro y divide al arco en dos partes iguales , será 
perpendicular á la cuerda F M de dicho arco. Por
que por las condiciones con que está tirada, tiene el 
punto G y el punto Q equidistantes de los estreñios 
F , M , de la cuerda F M . 

295 Teor. en un círculo se tiran dos cuerdas 
paralelas, los arcos que estas interceptan .serán iguales. 

Espl . Sean F M y fm estas dos paralelas; digo que 
los arcos F / , M m son iguales. 

Dem. Si desde el centro G tiramos una línea CP 
perpendicular á una de ellas, lo será igualmente á la 
otra (280), y dividirá (293 y 294) tanto á ellas como 
á los arcos F Q M , / Q m , 'en dos partes iguales, y se 
tendrá F / Q = M m Q , fQ=mQ; 
restando estas ecuaciones será F/Q—/QzzM»zQ~mQ, 
ó arco Ff=M.m, que era L . Q. D . D . 

296 Teor. Dados tres puntos A , B , C (fig. 41), 
que no estén en línea recta, se puede siempre hacer 
pasar por ellos una circunferencia de círculo. 

Costr. Unanse dichos puntos por medio de las 
líneas A B , B C , y divídanse estas en dos partes igua
les por medio de las perpendiculares E L , K G , las 
cuales se encontrarán en el punto O, que será el centro. 

Dem. En efecto, sino se encuentran, serán pa
ralelas; y en este caso la A B {jerpendicular á D E , será 
perpendicular (280) á F G en el punto ÍC; pero B K , 
prolongación de A B , es diferente de B F , pues que 
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los tres puntos A , C , no están en línea recta; lue
go tendríamos dos perpendiculares B F , B K , tiradas 
desde un mismo punto B , á la línea G K , lo que es 
imposible; luego las perpendiculares D E , F G , se cor
tarán en un punto tal como O. 

Ahora., por pertenecer el punto O á la perpen
dicular D £ , está á igual distancia de los dos puntos 
A y 13 ; el mismo punto O , por pertenecer á la per
pendicular F G , está á igual distancia de los dos pun
tos B, C ; luego las tres distancias OA, OB, O C , son 
iguales; luego la circunferencia descrita haciendo cen
tro en O con el radio OB, pasará por los tres puntos 
A , B, C , que es L . Q. D.^D. 

Cor. i .ü Para trazar una circunferencia por tres 
puntos dados ó por los tres vértices de un triángulo, 
se aplicará la costruccion del teorema. 

Cor. 2.ü Para hallar el centro de un círculo, 6 
de un arco de circunferencia, se t i ra rán de un modo 
cualquiera dos cuerdas A B , B C ; se dividirán en dos 
parles iguales por medio de perpendiculares , y el 
punto donde se encuentren será el centro. 

297 Guando una-línea corta á la circunferencia 
de un círculo, teniendo parte dentro y parte fuera, se 

secante: tal es la A B (%. 42), 
Y cuando una línea es tal que no tiene mas de un 

punto común con la circunferencia, teniendo fuera to
do lo demás, aunque se la prolongue , se llama tan
gente : tal es la GE. E l punto D , que es común á la cir
cunferencia y i la tangente, se llama punto de contacto. 

298 Teor. Toda línea C E perpendicular a l estre
mo D de un radio, es tangente del círculo. 

Dem. Por ser GE perpendicular á OD, esta lo se
rá áCE(§ 254cor. 2.0) y se tendrá la oblicua O N > O D ; 
luego el punto N estará fuera del círculo;1 luego la 
línea C D E no tiene común con la circunferencia sino 
el piffftlíFÍ); luego es tangente. L . Q. D . D . 

Cor. De aquí se deduce que para tirar una tan
gente por un punto dado en una circunferencia, se 
t i r a rá el radio correspondiente á dicho punto, y en 
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el estremo de este se levantará una perpendicular. 

299 Teor. Toda tangente es perpendicular al ra
dio en el punto de contacto. . 

Dem. Por suponerse la GE tangente, todos-sus 
puntos están fuera del círculo , escepto el de contac
to D; luego toda línea que desde el centro termine en 
la GE, es mayor que la OD j luego la OD es la línea 
mas corta que desde O se puede tirar á la C E ; luego 
es perpendicular. L . Q. D . D . 

De los ángulos considerados en el círculo. 

300 Teor. S i haciendo centro en el vértice de un 
ángulo, con un radio cualquiera se traza- un arco, y se 
concibe dividido en un número cualquiera de partes 
iguales, y por los puntos de división se tiran radios 
al vértice, los ángulos en que quede dividido el ángu
lo dado serán iguales. 

Espl. Sea el ángulo COA (fig. 43); digo que si 
con un radio AO, se traza un arco A B C , j se divide 
en partes iguales A B , B D , & G . -y por los puntos de 
división B;, D , &c. se tiran los radios ÓB, OD, &c . , 
los ángulos AOB, B O D , &c. serán iguales. 

Bem. Doblando la figura por el radio OB, se ten
drá (249) que el arco A B caerá sobre el arco BDG; y 
por ser iguales-Ios arcos A B , B D , el estremo A del pri
mero caerá sobre el estremo D del segundoj luego ha
biéndose confundido el punto A con el D , las líneas 
AO, OD, que parten desde un mismo punto O, tam
bién se habrán confundido (245); luego (251 esc.) 
los ángulos serán iguales. Gomo lo mismo se demos
trarla de los demás , resulta L . Q. D . D . 

301 Teor. Si desde los vértices O , o, de dos « « -
gulos A O C , aoc, se describen con un mismo radio dos 
arcos de círculo, la relación de los arcos comprendi
dos entre los lados de cada ángulo, será la misma que 
la de estos ángulos. 

-Espl . Aquí pueden ocurrir dos casos: 6 que los 
dos áreos AG,ac tengan una común medida (245 esc), 
o que no la tengan. 
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D e m . t.0 S i los dos arcos AG y ac tienen por co

m ú n medida al arco A B r z r ó , colocándola sobre cada 
« n o de ellos tantas veces como se pueda , quedarán 
d i vididos ambos en partes iguales ; y llamando m al 
n ú m e r o de partes iguales á A B que contiene el arco 
A C , y n al numero de partes iguales á « ¿ z r A B , que 
contiene el ae, se t end rá A G r r m x A B , acrrraxABj 
y formando proporción y simplificando por A B , será 

A G : a c : : » 2 x A B : » x A B : 
ahora , si por los puntos de divis ión se tiran los radios 
O B , & c ; ob^&'c, el ángulo A O C quedara d ividido(300) 
en tantos ángulos iguales con A O B , como partes igua
les á A B contenia el arco G A , esto es , en m ángulos 
iguales; y por la misma razón el á n g u l o «oc quedará 
d iv id ido en « ángulos iguales á aoó—AOB , por lo 
demostrado (§ 291 cor,); y se t endrá ; 

A O G — m x A O B , aoc~nxaob=nxAOB'} ^ 
y formando proporción, será 

A O G : aoc:: »2X A O B :«x A O B : : «2:«; 
y como esta- proporción y la anterior tienen conmn la 
razón m:n , resu l ta rá (§ 184, 2.A) AG:ae:AOG.'ÍZOC. 
Luego la relación de los arcos & c , 

2.0 S i los arcos A G , ac son incomensu rabies, digo 
que la relación de dichos arcos no puede ser major 
n i menor que la de los á n g u l o s , y de consiguiente 
será igual . 

S i se supone (fig. 44) la relación de los ángulos 
menor que la de los arcos, ó AOC:aoe<AG;£zc , 
para que la segunda razón sea igual con la primera, 
se necesi tará que su consecuente ac crezca, y se con-
•vierta v. g . en a d ; lo que dará A O G : a o c : :AG:atíf. 

E n este caso , concibiendo d iv id ido el arco A G en 
dos partes iguales ^ y luego en otras dos & c . se llega
rá á un arco menor que c£¿, e l cual colocado sobre el 
cerf, ha rá que uno de los puntos de d iv i s ión caiga en
tre c y Í¿, v. g. en con lo cual los ángulos A O G y 
ooe, g u a r d a r á n la misma relación que ios>arcos comen-
surables A G , ae, y se t e n d r á A O G : a o e : : A G : a e ; 
pero esta proporción tiene los mismos antecedentes 
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que la anterior. Juego (184, 2.a cor.) los consecuentes 
darán aociaoe'.'.ad'.ae; 
pero esto es un absurdo, pues la primera razón aoc'.aoe 
es de menor desigualdad, y la segunda ad:ae ^ es de 
mayor 5 luego la relación de los ángulos no puede 
ser menor que la de los arcos. 

Tampoco puede ser mayorj porque si se supone 
AOG:aoc>AC:ac, 

disminuyendo el consecuente de la segunda razón, lo 
suficiente para que resulte igual con la primera, y su
poniendo que se convierta en ad \ se tendrá 

AOG:aoc : :AC: iz^ 
y concibiendo dividido como ántes el arco AG en partes 
iguales, bastante pequeñas, para que colocada una so
bre el arco ac las veces que se necesite, caiga un pun
to de división entre c y d \ como en e\ se tendrá 

que (184, 2.a cor.) dará aoc'Moe''.'.ad1 '.ae\ 
que es un absurdo, porque una razón es ;de mayor 
desigualdad, y otra de menor. Luego si la razón de 
los ángulos no puede ser menor ni mayor que la de 
los arcos, deberá ser igual. L . Q. D . D . 

302 Por esta razón la medida de los ángulos es 
el arco de círculo comprendido entre sus dos lados, 
y descrito desde su vértice como centro. 

Para entender bien esta medida debe saberse que 
la circunferencia se considera dividida en 360 partes 
iguales, que se llaman grados^ cada grado en 60 par
tes iguales , que se llaman minutos ; cada minuto en 
60 partes iguales, que se llaman segundos; cada se
gundo en 60 terceros &c. Los grados se selanan con 
una o sobre el ndmero, los minutos con un acento, los 
segundos con dos &c. de manera que 570i7/44//2 2//'', 
quiere decir 57 grados, 17 minutos, 44 segundos, y 
22 terceros. De consiguiente la medida de un ángulo 
recto es un cuadrante ó 90o. 

303 Teor. E l ángulo formado por una tangente 
y una cuerda, tiene por medida la mitad del are» 
que la cuerda subtender 
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E s p l . Sea el ángulo E T A (í lg. 45), formado por 

la cuerda A T y por la tangente E M ; digo que tiene 
por medida la mitad F T del arco T E A que l a cuerda 
A T subtende. 

Costr. Tí rese el d i áme t ro H F perpendicular á la 
cuerda A T , el JBD paralelo á la misma cuerda, y xU 
resé el radio C T . 

D e m . Por ser F H perpendicular á A T , lo será 
t a m b i é n á su paralela B D (§ 280 ) ; luego el ángulo 
F C D es recto; el ángu lo E T C t a m b i é n es recto (299), 
luego (253) será F L D = E T C . 

Ahora, el ángulo o=p , por alternos internos entre 
las paralelas A T , B D , siendo C T la secante ; luego 
restando estas ecuaciones , se t e n d r á 

F C D — o = E T C — p , d « = E T A ; 
pero por tener n su vér t i ce en el centro del círculo, 
tiene por medida al arco F T ; luego el ángu lo E T A 
que es su i g u a l , t e n d r á l a misma medida F T , que 
es L . Q . D . D . 

E s e . Como entre los dos ángulos E T A , A T M , han 
de valer dos rectos, el valor del ángu lo A T M será lo 
que le falte á la mitad de A F T para la semicircunfe
rencia , d su medida será la mitad del arco A B H T ; 
luego ya se considere el arco mayor ó el menor que 
la cuerda subtende, se verifica la proposición. 

304 Teor. E l ángulo cuyo vért ice es tá en l a c i r 
cunferencia, formado por el concurso de dos cuerdas, 
tiene por medida l a mi t ad del arco que abrazan sus 
dos lados. 

E s p l . Sea el ángulo D T E (fig. 46), cuyo ve'rtice 
T está en la circunferencia, formado por las dos cuer
das T E , T D ; digo que tiene por medida la mitad del 
arco E D que sus dos lados abrazan. 

D e m . Porque si en T se t i ra la tangente A T , los 
tres ángulos A T D , D T E , E T B , v a l d r á n juntos la m i 
tad de la circunferencia T E D M ; pero el A T D tiene 
por medida la raitad^e T M D , y el B T E la mitad de 
T E ; luego el D T E t e n d r á por medida la mitad de D E , 
que era L . Q . D . D . 
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Cor. i.0 Si se unen los puntos D y E con el cen

tro G , el ángulo D C E tendrá por medida todo el arco 
D E , y D T E su mitad j luego será D C E = 2 D T E . A l 
ángulo D C E , por tener su vértice en el centro, se le 
llama ángulo central , y al D T E , por tener su vérti
ce en la circunferencia, se le llama ángulo inscrito^ 
luego el ángulo central es duplo del ángulo inscri to. 

Cor. 2.0 Todos los ángulos B A E , B C E , B D E 
(fig. 47), que tienen sus vért ices en l a circunferencia 
é insisten sohre un mismo arco B E , son iguales-, por
gue todos tienen por medida la mitad del arco B E . 

Cor. 3.0 Todo ángulo A C B (fig. 48), cuyo v é r t i 
ce e s t á en l a c i rcunferencia , y cuyos lados pasan por 
los estreñios de un d i á m e t r o A B , es recto; porque 
tiene por medida la mitad del arco A E B , que es un 
cuadrante. 

Cor. 4.0 Todo ángulo A C D , cuyo vér t ice es té en 
la circunferencia y abrace un arco mayor que la se
mic i rcunferencia , s e r á obtuso; porque la mitad de 
este arco será mayor que un cuadrante j y todo á n 
gulo A C E , cuyo vér t ice es té en l a circunferencia y 
sus lados abracen un arco menor que l a Semicircun
ferencia , es agudo; porque su mitad será menor qtie 
un cuadrante. 

305 Prob. E n el estremoB de una l ínea A B (fig,49) 
que no se puede prolongar, levantar una perpendicular. 

Res. y Dem, Haciendo centro en un puntó cual
quiera C , trácese una circunferencia que pase por B , 
y que ademas corte en otro punto cualquiera A á d i 
cha línea. Por este punto tírese el diámetro A D ; únase 
el estremo D de dicho diámetro con el B por medio 
de la B D ; y esta será la perpendicular pedida. Por
que el ángulo A B D es recto (304 cor. 3.0), y por lo 
mismo la B D perpendicular á la A B . 

306 Probl, Dado un punto A (fig. 50) fuera de 
un círculo D E B , t i ra r le una ó dos tangentes. 

Res. y Dem. Unase dicho punto A con el centro 
G del círculo, por medio de la A C ; sobre esta línea 
como diámetro, trácese una circunferencia 5. desde el 
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punto dado tírense á los puntos de intersección D, 
B , . ias líneas AI), A B , las cuales serán las tangentes 
pedidas. Porque tirando los radios G D , G B , los án
gulos A D C , A B C , que tienen su vértice en la cir
cunferencia del círculo B D A , y cuyos lados pasan por 
los estremos del diámetro A G , serán rectcsj y por lo 
mismo la A D será perpendicular á D G , y la A B á 
C B ; y como DG , GB son radios del círculo dado 
D E B , resulta que las A D , A B , perpendiculares á es
tos radios, son tangentes de dicho círculo. 

Be las figuras en general, y propiedades de los cua
driláteros. 

307 Se llama figura el espacio terminado por líneas. 
En la idea de figura entran estas dos : la del espacio 
cerrado, que se llama área 6 superficie, y la de las 
líneas que le cierran , que se llama contorno ó perí
metro. Las figuras terminadas por rectas, se llaman 
rectilíneas; las terminadas por una ó muchas curvas, 
curvilíneas; y las que por líneas rectas y curvas, mis-
tilíqeas. 

Guando dos figuras tienen sus perímetros de igual 
estension , se llaman isoperimetras 5 cuando sus su-

Vperficies son iguales, se dice que son equivalentes; y 
cuando son tales que superpuesta la una á la otra se 
confunden exactamente, se llaman iguales. 

Se dice que una figura está inscrita en un cír
culo, o que un círculo está circunscrito á un^ figura, 
cuando todos sus ángulos están en la circunferencia 
de dicho círculo, como A B D G (fig. 51). 

Cuando una figura es tal que todos sus lados son 
tangentes de un círculo, se dice que está circunscrita 
al círculo, ó que el círculo está inscrito en la figura: 
tal es la A B G D E (fig. 52). ^ 

En general se ilama hase áz una figura al lado 
sobre que ,te considera insistiendo j altura, la per
pendicular bajada á Ja base, desde el punto de la fi
gura que diste m a ^ d ^ H ^ a s é 5 y se llama diagonal 
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toda línea A D (fig. 51) , que desde uñ ángulo va á 
parar á otro no inmediato^ 

308 De esto y de lo cEicho (270 y 271) se dedu
ce, 1.0 que el perímetro de una figura inscrita en 
una curva, es menor que la misma curva; 2.0 de dos, 
figuras inscritas en una curva, la que tenga mayor-
número de lados tiene mayor perímetro; 3.0 el per í 
metro de toda figura • circunscrita á una curva , es 
mayor que la misma curva; 4.0 de dos ó mas fi
guras circunscritas á una curva, la que tenga mayor 
número de lados tiene menor perímetro; pues aquí 
llamamos perímetro á lo que allí conjuntos de líneas. 

309 Guando una"figura está terminada por cua-
tr¿) líneas , se llama cuadrilátero. Si de estas cuatro 
líneas ninguna es paralela á otra , la figura se llama 
trapezoide, como A B C D (fig. 53); cuando dos son pa
ralelas entre sí, como A D , BG (fig 54), se llama tra
pecio ; y paralelo gramo, cuando las cuatro líneas son 
paralelas de dos en dos. 

Hay cuatro especies de paralelogramos: primero, 
cuando los ángulos A y D (fig. 55) adyacentes á un 
mismo lado A D , y los lados A B , A D que forman u 
mismo ángulo, son desiguales, el paralelogramo se lla
ma romboide ; cuando los ángulos adyacentes á im / i 
mismo lado son desiguales, é iguales los lados que 
forman un mismo ángulo, como A B G D (fig. 56), se 
llama rombo; cuando ios ángulos adyacentes á un mis
mo lado son iguales, y los lados que forman un mis
mo ángulo desiguales, como en la (fig. 57), se llama 
rectángulo; y cuando los lados que forman un mismo 
ángulo son iguales, y los ángulos adyacentes á un 
mismo lado también son iguales, como se ve en A B G D 
(fig. 58), se llama cuadrado. -

Se llama base de un paralelogramo el lado sobre 
que se considera insistiendo, y la perpendicular á la 
base ó i su prolongación, desde el lado opuesto, se 
liama altura; así , B E es la altura de los paralelo-
gramos A B G D (figs. 55 y 56) , cuando se considera 
por base el lado A D . En un trapecio se llaman bases 
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los dos lados paralelos; y a l tura la perpendicular t i 
rada desde uno de ellos al otro. 

310 Teor. Los cuatro ángulos de un c u a d r i l á t e r o 
valen 2 ir ó cuatro rectos. 

D e m . Porque (figs. 53, 54 y 55), tirando la d ia 
gonal A C q u e d a r á d iv id ido en dos t r i ángulos , cuyos 
ángulos valen lo mismo que los del cuadr i l á te ro ; y 
como los ángulos de cada t r i ángu lo valen "TT , los del 
cuad r i l á t e ro va ld rán 27r d cuatro rectos. L . Q. D . D . 

31 r Teor. S i dos lados opuestos de un c u a d r i l á 
tero son iguales y paralelos, s e rá un paralelo gramo. 

E s p l . S i los dos lados A B , C D del cuadr i l á t e ro 
A B G D (fig. 59), son iguales y paralelos, los otros dos 
lados A D , B G , t a m b i é n lo s e r á n , y la figura será un 
paralelogramo. 

D e m . S i se t i ra la diagonal A G , se t e n d r á n dos 
t r i ángulos B A G y D A G , que tienen A B = G D por el 
supuesto; el lado G A común , y el ángulo m — n , por 
alternos internos entre las paralelas A B , G D y la se
cante A G ; luego son iguales (2Ó0); luego A D = B G , y 
el á n g u l o _ p = ^ ; pero estos son alternos internos entre 
las líneas AID, B G , cortadas por otra A G , luego dichas 
l íneas serán paralelas (281), y la figura un paralelo-
gramo. L . Q. D . D . 

312 Teor. S i los lados opuestos de un c u a d r i l á 
tero son iguales, el c u a d r i l á t e r o s e r á un paralelogramo, 

E s p l . S i en el cuadr i l á t e ro A B G D , se supone 
A D = B G , y B A = C D , 

digo que A D será paralela á B G , y B A á G D , 
y la figura un paralelogramo. ' \ 

D e m . Porque tirando la diagonal A G , los t r i án 
gulos A B G , A D G serán iguales (259); Juego el á n g u 
lo m ~ n , y p ~ q i la primera ecuación da que C D es 
(281) paralela á B A , y la segunda que A D lo es á 
B G ; luego la figura es un paralelogramo. L . Q . D . D . 

313 S i aplicamos aqu í lo demostrado (286), y se 
sustituye el lenguaje de paralelogramo , lados , & c . 
se t end rá : primero, que l a diagonal de un paralelogra
mo le divide en dos t r iángulos- iguales. Segundo. E n 
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todo paralelo gramo son iguales los lados y ángulos 
opuestos. Tercero. Dos ángulos A , D , contiguos á un 
mismo lado de un paralelo gramo ¡ son (2B4, 4.0) el uno 
suplemento del otro. Cuarto. S i uno de los ángulos es 
recto, lo son todos. Quinto. S i dos lados contiguos de 
un paralelogramo son iguales., lo son todos los demás. 

314 S i dos paralelogramos tienen dos lados igua
les é igual el ángulo comprendido, serán iguales; 
pues los otros dos lados lo serán por opuestos á los 
dados; y los ángulos serán el opuesto igual al dado, 
y los adyacentes también serán iguales por ser su
plementos suyos. 

Ademas puede observarse que si por la parte su- -
perior ó inferior de la A D , y por la derecha ó izquier
da de la A B , se tirasen varias líneas, y por el punto 
G se tirasen paralelas respectivamente á dichas líneas, 
resultarían una porción de paralelogramos, que todos 
tendrían una misma diagonal A G . 

De los polígonos. 

315 Una figura terminada por mas de cuatro lí
neas se llama j>o//go»o; si está terminada por cinco 
lados, se llama pentágono ; si por 6, exágono; si por 
7, eptágono; si por 8,'oc¿ogo«o; si por 9, eneágono; si 
por 10, decágono; si por 11 , endecágono; si por 12, 
dodecágono. Guando ocurre nombrar un polígono de 
mas lados, se dice polígono de 16, de 20, de 30 lados. 

Un polígono es regular cuando tiene iguales todos 
sus ángulos y todos sus lados, corno A B D E F (fig. 60); 
y es irregular cuando le falta alguna de estas cir
cunstancias, como ABGDEF (tlg. 6Í). 

Se llama ángulo saliente de un polígono, aquel 
cuyo vértice mira hácia fuera de la figura, como los 
A , B; y ángulo entrante, aquel cuyo vértice mira 
hácia dentro de la figura como el D . 

Cuando el polígono es regular hay un punto den
tro, tai que toáú's las líneas que desde él se tiran á 

. los ángulos, son iguales ; este panto se llama el cen-
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tro del polígono, y las líneas tiradas radios oblicuos', 
y se llaman radios rectos las perpendiculares tiradas 
desde el centro á los lados; y en un polígono se l l a 
ma sajita á la diferencia entre el radio oblicuo y el 
radio recto. 

316 Teor. L a suma de todos los ángulos de un 
polígono vale tantas veces dos rectos ^ como lados tie
ne el polígono menos dos. 

Dem. Porque si desde uno de los ángulos A 
(fig. 61) se tiran diagonales, quedará dividido el po
lígono en tantos triángulos como lados tiene menos 
dos; pero los ángulos de estos triángulos componen 
los del polígono; luego los ángulos de este valen íán-
to como los de los triángulos; y como los de cada 
triángulo valen dos rectos, se deduce L . Q. ¡D. D . 

Cor. i.0 Luego llamando it á dos ángulos rectos 
d á 180o y ra al número de lados, {n—2)^ será la es-
presion del valor de todos los ángulos de un polígono. 

Cor. 2.0 Como en un polígono regular todos los 
ángulos son iguales, y hay tantos como lados, para 
hallar el valor de uno se dividirá el valor de todos 
que es («—2)7r, por n que es también el número de 
ángulos, y se tendrá: 

(n—2)^ 
Angulo de polígono regular ==- . 

n 
Esc. La fórmula anterior da á qpnocer que el án

gulo de un polígono regular siempíe es menor que tf; 
porque para obtener su valor , se ha de multiplicar 

ra—2 
por el •quebrado propio . 

Sustituyendo 3, 4, 5, &c. en vez de ra, se tendrán 
los ángulos de los polígonos regulares siguientes, que 
es muy útil saber de memoria. 
Angulo de triángulo equilátero —6oQ; 
Angulo de cuadrado —90° , 
Angulo de pentágono regular r=io80; 
Angulo de exágono regular = 1 2 0 ° . 
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317 Teor. S i se dividen los ángulos de un polígo

no regular en dos partes iguales por medio de lineas, 
estas se encontrarán en un mismo punto y serán iguales. 

Espl . Si los ángulos A , B , D , &c. (íig. 60), se d i -
Yiden en dos partes iguales por medio de las líneas 
A C , BG, DG, &c. , digo que estas se encontrarán en 
un mismo punto G y serán iguales. 

Bem. Pues que (316 esc.) el ángulo F A B < i 8 o 0 , 
su mitad GAB valdrá menos de yo0-, por la misma 
razón A B G valdrá menos de 90° , luego seíá 

C A B + A B G < i 8 o 0 j 
luego las líneas A G , BG se encontrarán (287) en un 
punto tal como G. Y como los ángulos GAB, C B A , son 
iguales por ser mitades de los iguales F A B , A B D , el 
triángulo A G B será isósceles y dará A G = G B . 

Del mismo modo se demostrará que la DG encon
trará á la BGj pero falta probar que la DG encontrará 
á la BG en el mismo punto en que la A G encuentra 
á ia BG. Para esto observaremos que los triángulos 
G A B , BGD tienen iguales los lados A B , B D , é igua
les los ángulos adyacentes á estos lados, por ser m i 
tades de los ángulos A , B , D , &c. del polígono; luego 
serán iguales, y se podrán superponer; luego podre
mos concebir que el triángulo DGB se doble por la 
B G , de modo que B D caiga sobre B A , en cuyo caso 
DG se confundirá con A G , é irán por consiguiente á 
encontrar á la BG en un mismo punto G. 

Gomo lo mismo se demuestra de todas las demás, 
resulta que todas se encontrarán en G, y que 

A G = B G = D G = & c . que es L . Q. D . D . 
Cor. 1.0 Luego el punto C será el centro%del po l i ' 

gono, y las líneas A C , B C , D C , & c . los radios obli
cuos ; de manera que en todo polígono regular son 
iguales los radios oblicuos. 

Cor. 2.0 Luego los triángulos C A B . CBI) , CDE% 
& c . son isósceles é iguales entre sí; porque tienen sus 
tres lados respectivamente iguales. 

Cor. 3.0 Si desde el centro se tiran las perpendi
culares G P , GQ, &c. á los lados de dicho polígono, 
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serán los radios rectos; y como los triángulos ACQ, 
AGP, tienen el lado A G común, el ángulo C A P = G A Q 
por mitades de F A B , y el P = Q por rectos , resulta 
(273 cor. 2.0) que son iguales , y dan G P = G Q ; 
luego en un polígono regular todos los radios rectos 
son iguales. 

Cor. 4.0 E l radio recto de un polígono regular d i 
vide al lado correspondiente en dos partes iguales; 
porque (265 esc.) los triángulos F C A , A G B , &c. son 
isósceles. 

Cor. 5.0 Si desde el centro de un polígono regu
lar y con el radio oblicuo, se traza una circunferen
cia, esta pasará por todos los ángulos del polígono, 
y por consiguiente el círculo quedará circunscrito 
al polígono. 

Cor. 6.° Si desde el centro del polígono se traza 
una circunferencia con un radio igual al radio recto 
(fig. 62), esta pasará por los estremos de todos eliosj 
y siendo cada lado perpendicular al radio recto, que 
se ha convertido en radio del círculo, este quedará 
inscrito en el polígono. 

Esc. al cor. 5.0 y 6.° Debe observarse que radio 
oblicuo de un polígono inscrito en un círculo, y radio 
de un círculo circunscrito á un polígono, es una mis
ma cosa ; y que radio recto de un polígono circuns
crito á un círculo , y radio de un círculo inscrito en 
un polígono , es también una misma cosa ; ó mas ge
neral , el radio oblicuo de todos los polígonos que se 
pueden inscribir en un círculo , es el mismo que el 
del círculo en que lo están \ y el radio recto de todos 
los polígonos que se pueden circunscribir á un círcu
lo , es el mismo que el del círculo á que lo están. 

Cor. 7.0 Gomo todos los triánguJos A G B , EGD, 
&c. (fig. 60) son iguales, los ángulos A G B , EGD, &c. 
formados en el centro, serán igualesj y como en vir
tud de lo espuesto (254 cor. 3.0) todos valen 360o é 
sw, y hay tantos como-lados, resulta que 

360o 
áng. del centro de un políg.reg.z= . 
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Cor. 8.° E l lado del exágono es igual a l radio 

del círculo circunscrito j , porque los triángulos AGB, 
BGD, &c. (fig. 63) que en todos los polígonos regu
lares son isósceles, en el exágono son equiláteros, por 
ser equiángulos; pues siendo ABD=i2005 su mitad 
CBA valdrá 60o, y también GAB=6o0j 
luego el A G B ~ 6 o 0 ; luego G A = A B . 

Cor. 9.0 Luego para inscribir un exágono en un 
circulo basta colocar el radio seis veces sobre la cir
cunferencia, y tirar líneas por los puntos de división 
A , i?, i ) , & c . Si ahora se quiere inscribir un trián
gulo equilátero , se unirán de dos en dos los estre
ñios de los lados, con las líneas A D , D F , F A . 

Cor. IO.0 Y si se quisiese un arco de 30o, se d i 
vidiría (294) en dos partes iguales el arco A B cor
respondiente á una cuerda igual al radio. 

318 Para inscribir un cuadrado se tirarán dos diá
metros A B , GD (fig. 64), que se crucen á ángulos 
rectos, y se unirán sus estreñios por las cuerdas A G , 
A D , D B , B C . 

Si se levantan en A , B , C , D perpendiculares á 
los radios O A , O B , O G , O D , se tendrá circunscrito 
el cuadrado M N P Q : en el cual por ser cada lado, 
v. g. M N igual (313, 2.0) al diámetro A B , se tendrá 
que el perímetro del cuadrado circunscrito vale cua
tro diámetros. 

Ahora, por ser el lado del exágono igual al radio 
del círculo circunscrito, su perímetro valdrá seis ra
dios ó tres diámetros 1 pero la circunferencia es mayor 
(308) que el perímetro de cualquier figura inscrita, 
y menor que el de la circunscrita; luego la circun
ferencia es menor que cuatro diámetros y mayor que 
tres, ó está entre tres y cuatro diámetros. 

De las líneas proporcionales. s-

319 Teor. S i en una línea que con otra forma 
un ángulo cualquiera, se toma un número cualquiera 
de partes iguales, y por los puntos de división se 
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tiran paralelas entre sí, hasta que encuentren á la 
otra, y por estos puntos de concurso se tiran parale
las á la primera : cada una de estas líneas quedará 
dividida en partes iguales entre sí. 

Espl . Si en la AV (fig. 65) que con la A Z forma 
un ángulo cualquiera Y A Z , se toma 

AB=:BG=GD=&c.: 
por los puntos de división B, G , D , &c. se tiran las 
BF, GG, &c. paralelas entre sí: y por los puntos F , 
G , H , &c. donde estas encuentran á la A Z , se tiran 
las FS, GT, &c. paralelas á la primera A V : digo que 
las partes A F , F G , G H , &c. de la A Z , serán iguales; 
y que también lo serán las de las líneas FS , GT, &c. , 
y las de G G , D i i v & c . 

Dem. Por el supuesto se tiene A B = B G ; 
pero B G = F K por lados opuestos del paralelogramo 
BGKP, luego AB=FIC. 

E l ángulo F K G — A B F (§ 288): 
el B A F — K F G , por correspondientes entre las para
lelas A V , FS, siendo la secante A Z ; 
luego (261) los triángulos B A F , JKFG, serán iguale* 
y darán A F = F G . 

Del mismo modo se demostrará que el triángulo 
F K G = G N H = H P Q = & c . ; 

luego A F = F G = G H ~ H Q = : & c . 
Ahora, FK==BG por lados opuestos de paralelo-

gramo; y por la misma razón IÍLZZGD, LM™DE, &c.; 
pero BG=CD=DE=&;e. por el supuesto, 
luego FK^K:L==LM==:&c. 

Para demostrarlo respecto de las G G , D H , &c. , 
observaremos que G K = B F por lados opuestos de pa
ralelogramo; B F = K G por la igualdad de los trián
gulos A B F , K F G ; luego CÍL^KG. 

Ahora, DL-=CK y 1 ,N=:KG, por lados opuestos 
de paralelogramo; pero C K = I ( G por lo acabado de 
demostrar, luego D L = L N ; y como KG=ISiH por la 
igualdad de los triángulos Fí íG, G N I i , resulta tsm-
bien que DL=:LN=KH, qae era todo L. Q. D. D. 

Cor. Puesto que AB=:BG=&c. y AF=:FG=&c. 
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r e su l t a r á que la razón que1 tenga A B con A F , esa 
misma t e n d r á B C con F G , & c . ; 
luego A B i A F : : B G : F G : : G D : G H : : & c . : & c . ; 
y mult ipl icando los dos té rminos de la primera ra-
aon por una misma cantidad , se t e n d r á 

A B : A F : : 2 A B : 2 A F : : 3 A B : 3 A F : : 4 A B : 4 A F : : 
wxAB:«xAF: :mxAB:»2xAF: :&c . :&c . 

Esto quiere dec i r , que un número cualquiera n 
de partes de la primera es al mismp número de par
tes de la segunda , como otro número cualquiera m 
de partes de la primera es á este mismo número de 
partes de la segunda: ó alternada d i r á : un número 
cualquiera n de partes de la primera es á otro nú
mero cualquiera m de partes de la misma, como el 
número n de partes de lá segunda es al número' rn 
de partes de la misma; de manera que se t e n d r á esta 
serie de razones iguales 

A B : A F : : B C : F G : : C D : G H : : D E : H Q : : A G : A G : : 
B D : F H : : C E : G Q : : A D : A H : : & c . : & c . 
320 Teor. S i por un punto cualquiera del lado 

de un triángulo sé tira una paralela á la base, los 
lados de dicho triángulo quedan divididos en partes 
proporcionales. 

Espl. Sea el t r i á n g u l o A B C (fig. 66 ) ; digo que 
si desde un punto cualquiera D de uno de los lados, 
se t i ra una l ínea D E paralela á la base, esta l ínea 
d iv id i r á á los lados B A , B G en partes proporcionales, 
de modo que se t e n d r á B A : B D : : B G : B E . 

JDem. A q u í pueden ocurrir dos casos: 1.0 que B A 
sea comensurable con B D , 7 2 . ° que no lo sea. 

E n el primer caso sea la común medida de B A 
y B D la A P ; y representando por m el n ú m e r o de 
•veces que está contenida en B A , y por n las que es tá 
contenida en B D , se t e n d r á A B = w x A P , B D = « x A P ; 
y formando proporción y simplificando por A P , será 

A B : B D : : m x A P : / 2 x A P : : w : ^ 
pero si por los puntos de divis ión P se t i ran l íneas 
paralelas á la A G tales como la P Q , el lado E C que
d a r á d iv id ido (319) en m partes iguales con C Q , y la 
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línea B E en ra, y se, tendrá BC=mxCQ, B E = n x C Q ; 
de donde BC-.Bkr.mxCQ-.nxCQr.m-.n; 
luego esta proporción y la anterior (184, 2.a) darán 

A B : B D : : B C : B E . 
2.0 Si BA y B D son incomensurables , digo que 

la razón de B A : B D no puede ser mayor ni menor que 
la de BG:BE. , 

En efecto, no se puede suponer BAiBDrrBC.-BL, 
siendo B L < B E ; porque en este caso concibiendo la 
BA dividida en partes iguales, tan pequeñas que t i 
rando paralelas á AG por los puntos de división, caiga 
una de estas tai como de, entre E y L , á causa de la 
comensurabilidad de BA con B d , se tendrá 

BA:Bd::BC:Be. 
Cuya proporción y la anterior dará (§ 184, s.a cor.) 
BD:Bflí::BL:Be, resultado absurdo 5 porque la una 
razón es de major desigualdad , y la otra de menor. 

Tampoco se puede suponer que BA:BD::BG:B1/ , 
siendo B L ^ B E j porque concibiendo dividida la BA 
en partes tan pequeñas como se necesite , para que 
una de las paralelas tal como í |V, tiradas á la base 
AG por los puntos de división, caiga entre E y L ' , 
se tendrá B A r B ^ B G ^ e ^ 
y formando proporción con loá consecuentes de estas 
dos proporciones, será Biy.Bd'r.BL'-.Be', 
resultado absurdo por la misma razón que antes; 
luego no pudiendo ser la razón B A : B D > ni < B G : B E , 
será B A : B D : : B G : B E , que es L . Q. D . D . 

Cor. 1.0 Dividiendo esta proporción tendremos 
B A — B D : B D : : B G — B E : B E , ó D A : B D : : G E : B E , 

la cual compuesta y alternada, se convierte en 
D A + B D = B A : C E + B E = B G : : B D : B E : : D A : G E ; 

que nos manifiesta que los lados del triángulo son 
proporcionales con las partes superiores é inferiores 
á la paralela, y estas proporcionales entre sí. 

Cor. 2.0 De aquí se sigue también que s i tres 
paralelas J C , D E , de, se cortan por dos secantes A á , 
Ce , estas y las partes en que quedan divididas por 
la paralela B E , serán proporcionales entre s í ; de 
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manera que se tendrá Aí¡!:Ce::AD:CE::Dá:Ee, 
o Ad:AD:Dd:;Ce:CE:Ee. 

Porque concibiendo prolongadas las secantes has
ta que se encuentren en B , el triángulo B A G nos 
dará Bd:Be::Ad:Ce; y el B D E dará Brf:Be::Drf:Eej 
por lo que (184, 2.a) será Ad:Ge::I)d:Ee; 
y (184, 4.a) Ad—Dd:Ce~~Ee::Ad:Ce::Dd:Ee', 
que reduciendo y permutando resulta 

Ad:Ce::AD:CE::I)d:Ee, 
ó (§ 185) Ad:AD:Dd::Ce:CE:Ee. 

321 Teor. S i una recta divide los lados de un trián
gulo en partes proporcionales^ es paralela á la base. 

> JZspl. Sea el triángulo BAG (%. 67) j digo que 
si la D E divide los lados BA , BG , de modo que se 
tenga üA:BD::BG:BE, 
la línea D E será paralela á la base A C . 

Dem. JSi la D E no es paralela á la AG5 se le po
drá tirar por el punto D una línea que lo sea. Si esta 
fuese la De , se tendría (§ 320) BA:BD::BG:Bej 
y como esta proporción y la del supuesto tienen los 
tres primeros términos comunes, resulta BE=B(?, 
que es absurdo, porque B E es todo y Be parte suya; 
luego la paralela á la base no puede caer por mas ar
riba de la D E . Tampoco puede caer por la parte in 
ferior ; porque si se supone que la De' es paralela á 
la A G , resultará BE=Be/ , que también es absurdo; 
luego si la paralela tirada por el punto D á la base 
AG , no puede pasar ni por mas arriba ni por mas 
abajo de la D E , esta será la paralela. L . Q. D . D . 

322 Teor. L a D E , que es paralela á la base, es 
también proporcional con la misma base-} de manera 
que se tiene B A : B B : : A C : D E . 

Dem. Tirando por D la D F paralela á B C , ten
dremos (320 cor. i.0) BA:BD: :AG:CF; 
pero D E = F C por ser lados opuestos del paralelogramo 
D F C E ; luego B A : B D : : A G : D E , que era L . Q. D . D . 

323 Probl. D iv id i r una línea dada A G (ñg. 6.8) 
en las partes iguales que se quiera, v. g. en ocho. 

Res. y Dem. Tírese por uno de sus estreñios A 
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una línea cualquiera A Q ; tómense en esta ocho par
tes iguales á una magnitud arbitraria, tal como A B ; 
línase el estremo F de la octava división con el G de 
la línea propuesta ; y por todos los puntos de d iv i 
sión tírense paralelas á la F G , las cuales dividirán á 
la A G en las ocho partes iguales que se deseaba (319). 

Ese. Si se quisiera dividir la línea eu dos (d mas) 
partes que tuviesen una razón dada, como de 3 á 5, 
se dividirla la línea A G en 8 partes por el método 
anterior; y la línea D E tirada por el punto que se
ñale uno de los números dados paralela á G F , d i -
vidir4 la A G en las dos partes A E , E G , que serán 
00^0.3:5 (^329 cor.)*» 

'324 Probl. Dadas tres líneas G, iT, L (fig. 69), 
hallarles una cuarta proporcional geométrica. 

Res. y Dem. Fórmese un ángulo cualquiera V A Z 
con dos líneas indefinidas A V , A Z ; en uno de los la 
dos A V tómese una parte A B = con la i.a G , 
en el mismo lado tómese otra parte A G = con la 2.a K ; 
en el otro lado A Z tómese una parte A E = á ia 3.a L ; 
únase el estremo B de la primera con el E de la ter
cera por medio de la B E , y por el estremo G de la 
segunda tírese la CF paralela á B E , la cual irá á en
contrar al otro lado, de manera que la parte A P será 
la cuarta proporcional pedida. Porque el triángulo 
A C F (§ 320) da A B : A G : : A E : A F , 
ó sustituyendo á estas líneas sos iguales, G : K : : L : A F . 

Esc. S i sólo se diesen las dos líneas G , iC, y se 
pidiese una tercera proporcional geométrica , se em
plearla la misma costruccion sin mas diferencia que 
tomar A E = A C = K . 

325 Probl. Formar la escala universal que se co
noce con el nombre de escala de mi l partes. 

Res. y Dem. Tómese una magnitud arbitraria K 
(fig. 70), y repítase diez veces sobre la A B desde A 
hasta O; tómese toda la magnitud AOr=ioK , y re
pítase nueve veces desde O hacia la derecha ; en los 
estreñios levántense perpendiculares, en las cuales se 
tomarán también diez partes iguales con otra magni-
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tud a rb i t r a r i a , y se t i r a rán líneas por los puntos de 
div is ión í , 2 , 3 , & c . que serán paralelas é iguales 
(311) á la A B ; j en la ú l t ima G E fórmense las mis 
mas partes que en la A B . 

Desde D á G y desde O á A , póngase 10, 20, 30, 
& c . en las divisiones r .a, 2.a & c . ; uñase el punto O 
con el 10 de la de arriba; el 10 de la A O con el 20 
de la de a r r i b a , y así sucesivamente hasta unir e l 
punto 90 de la de abajo con el C de la de arr iba; 
únase t a m b i é n el punto O con el D , y en los puntos 
de d iv is ión de la derecha se pondrán , tanto ar r iba 
como abajo, 100, 200, 300. &:c.; con lo cual qi^edcj-
rá formada la escala, u(l¿M0<S¿i4>e irí'fflsU&bu¿/¿&á 

E n ella se podrán tomar hasta m i l partes, de og-
ta manera: considerando que la distancia A 9 0 vale 
diez partes, la A O va ld rá 100; y como A B — i c A O , 
se sigue que la A B que es la mayor magnitud que se 
puede tomar, va ld rá m i l partes. 

E s c . i .0 Ahora , para tomar un n ú m e r o cualquiera 
de partes menor que m i l , se procederá del modo s i 
guiente. E n primer lugar esta distancia se debe tomar 
en l a pa ra le la á A B que pase por el punto que espresa 
el guarismo de las unidades• del número propuesto*, 
y l a magnitud e s t a r á espresada por l a parte de esta 
linea que hay interceptada entre l a l ínea que espresa 
las centenas, y l a que va desde las decenas de ahajo á 
una decena mas de l a de a r r iba . Así, si se quieren to
mar 237 partes, se echará de ver que esta distancia 
£e debe tomar en la l ínea 7 F , y estará representada 
por la parte H N , interceptada entre la línea 200 que 
espresa las centenas , y la que desde e l 30 de la de 
abajo que espresa las decenas, va al 40 de la de arr iba. 

Porque N H — H m - f - m r ^ r N ; ahora, i i m es igual á 
200, y por consiguiente vale 200 partes; la N r — O ^ o , 
t ambién por lados opuestos del paralelogramo N r C ^ o , 
y por consiguiente vale 30 de estas partes '; y la rrn 
por lo que ahora probaremos vale 7 de dichas partes; 
luego ]NIÍ=:2OOH-3O-+-7=2 37 partes. 

Para probar que r m vale 7 partes , se obse rvará 
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que el triángulo ODto , por ser la rm paralela á 
D i o , da r m : D i o : : O m : O D : : 7 x O í : i o x O í ; : 7 : i o ¿ 

D10X7 
luego rm— 

10 
y como la distancia D i o la suponemos compuesta de 

10x7 
diez partes, resulta que rm—- =7. 

10 
Esc. 2.0 Es muy importante el conocimiento de 

la escala, pues es lo primero que se ha de hacer pa
ra delinear todo plano , y es la que en los mismos 
planos y mapas sirve para conocer la distancia de dos 
puntos. 

De la semejanza de las figuras. / 

326 Se llaman figuras semejantes las que tienen 
sus ángulos iguales y sus lados proporcionales; y de
semejantes ^ aquellas á que falta alguna de estas dos 
circunstancias. De modo que las dos figuras A B C D E , 
abcde (íig. 71) serán semejantes, siempre que sus án
gulos sean A:=a, B—6, C = c , &c. , y ademas se ten
ga AB:a¿::BG:¿c::CD;ci::&c.:&c. 

327 Teor. Todos los polígonos regulares de un 
mismo número de lados son semejantes. 

Dem. Porque siendo en ambos uno mismo el nu-
,(/2—2)* 

mero n de lados, la formula (§316 cor. 2.0)—: 
n 

dará un mismo valor para cada ángulo; luego los án
gulos del uno serán iguales á los del otro; y como en 
cada uno han de ser iguales los lados entre sí, resulta 
que la razón que uno de ellos tenga con otro, esa se
rá la que tengan otros dos cualesquiera. Luego serán 
semejantes. L . Q. D . D . 

328 Teor. S i por un punto cualquiera del lado de 
un triángulo se tira una paralela á uno de los otros 
lados , se orijinará un triángulo que será semejante 
u l primitivo. I 
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Espl. S i por el punto y del lado A B (fig. 72), se 

t i ra la b'c' paralela á B G , el t r i á n g u l o Ab'c' será se
mejante al A B C . 

Bem. Ambos t r i ángu los tienen común el á n g u l o 
en A j el ángu lo en al en B por correspondientesj 
el en ( / = al en G , por la misma r a z ó n ; luego son 
equ iángu los . A h o r a , el t r i ángu lo A B C nos da 

320 y 322) A B . - A ^ . - A C ^ c ^ B C ^ V . 
Luego estos dos t r iángulos tienen los ángulos igua

les , y proporcionales los lados; luego son semejantes. 
L . Q. D . D . 

329 Teor. Dos triángulos son semejantes ^ cuan-? 
do tienen sus tres lados proporcionales. 

Espl . Sean los dos t r i ángu los A B C , aZ?c, en que 

É supone AB:a¿::AG:,ac::BC:¿c; 
go que los ángulos serán a = A , ¿ = B , c = C , 

y por lo mismo los t r i ángu los serán semejantes. -
Costr. Témese en el lado A B una parte k.b'=ah, y 

en A C una parte A c ' — « c , y únase el punto i ' con el (/. 
Dem, Por el supuesto tenemos AB:a¿: :AC:fíe; 

luego sustituyendo en vez de ab y ac sus iguales 
AÍ>', Ac', será AB:A¿/: :AG:Ac/; 
luego (321) la ¿ V será paralela á la Lase , y propor
cional (322) á la misma base; luego A B r A ó ^ B C r i V ; 
y como ab==Ab\ esta proporción y la del supuesto tie
nen los tres primeros términos iguales; luego el cuarto 
será igual en ambas, y se t e n d r á ¿ V = r ¿ c ; luego los 
t r i ángu los A ¿ V , abe son iguales (259); y c o m o A / i V 
es semejante (328) al A B C , resulta que su igua l abe 
t amb ién será semejante á A B G , que era L . Q . D . D . 

330 Teor. Dos triángulos son semejantes cuando 
tienen un ángulo igual, formado por dos lados pro
porcionales. 

Espl. Sean A B C , ahe dos t r i á n g u l o s , en que se 
supone A z r a , y AB:ai6: :A.C:¿íc;digoque son semejantes. 

^0m. Hecha la costruccion anterior resulta que 
si en la proporción de l supuesto sustituimos en vez 
de « ¿ , ac , sus iguales A ¿ ' y A c / , se^tendrá 

A B : A Z / : : A G ; A e V 
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luego la h'c' divide en partes propo^ciórtales los la-

jfi \dos del triángulo A B C , y por lo mismo será paralela 
stá la base; luego (328) el triángulo hh'c' es semejante 

^ • a l A B C ; y como ahc es igual (260) con AZ/c', resulta 
que ahc será semejante á A B C , que es L . Q. D . D . 

331 Teor. Dos triángulos son semejantes cuando 
tienen sus tres ángulos respectivamente iguales. 

Espl . Sean dos triángulos A B C , a¿c , en que se 
supone A = a , B=6 y G ~ c ; digo que son semejantes. 

Costr. Tómese en AB una parte AZ/ igual con abi 
y por b' tírese la ¿ V paralela á B C . 

Bem. E l ángulo b '=B por correspondientes; y 
como B = ¿ por el supuesto, será ; luego los dos 
triángulos kb 'c ' , abe son iguales (261); pero Ab'c' 
es semejante con A B C , luego abe también lo será, 
que es L . Q. D . D . 

í | Cor. 1.0 Cuando dos ángulos de un triángulo son 
r** iguales á dos de, otro, /os triángulos son semejantes-, 

porque en este caso el tercer ángulo es igual al tercero. 
Cor. 2.0 Dos triángulos rectángulos son semejan

tes ̂  siempre que ademas del ángulo recto tengan otro 
igual o común. 

Cor. 3.0 Dos. triángulos A B C , D E F (fig. 73) son 
semejantes cuando tienen sus lados paralelos; porque 
si A B es. paralelo á D E y BC á E F , el ángulo B==E 

288)5 y ademas por ser AC paralelo á D F será igual
mente el ángulo C = F y A = D . 

Cor. 4.0 Dos triángulos D E F , A B C (fig.74), son 
semejantes cuando tienen sus lados respectivamente 
perpendiculares; porque dando á uno de eilos un 
cuarto de conversión (lo que no altera el triángulo) 
resultarían sus lados paralelos á los del olró. 

Esc. 1.0 Dos triángulos rectángulos son semejan
tes cuando tienen proporcionales un cateto y la hipo
tenusa. 

En efecto, si suponemos rectángulos en B y en b 
(fig. 72) los triángulos A B C , abe, y que AB:AC::a¿:ac, 
serán semejantes; porque tomando Ab'=ah y hc'—ac, 
la proporción se convertirá en A B . A C - A / ^ A c ^ 
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ú punto h con c por medio de la luego si liriimos er punto h' con^opor 
b'c\ esta será (321) paralela á B G ; y como el á 
B es recto por el supuesto, también lo será (284, 3.0) 
el h'\ luego (273 cor. 2.0) los triángulos Kb'e', abe se
rán iguales 5 pero A¿V es semejante (328) al ABC} 
luego también lo será el fí/;c, que era L . Q. D . D . 

Esc. 2.0 Siempre que se bajan de sacar propor
ciones de triángulos semejantes se compararán los la 
dos del uno con los homólogos del otro ; esto es, los 
que estén opuestos á ángulos iguales , ó sean parale
los d perpendiculares. 

'332 Teor. S i desde el ángulo recto de un t r ián
gulo rectángulo se baja una perpendicular á la h i 
potenusa , se verificarán seis cosas: 1 .a el triángulo 
quedará dividido en otros dos semejantes al total, y 
semejantes entre sí; 2.a la perpendicular bajada será 
media proporcional entre los dos segmentos de la h i 
potenusa; 3.a cada cateto será medio proporcional 
entre la hipotenusa y el segmento correspondiente; 
4.a el cuadrado de la hipotenusa será igual á la su
ma de los cuadrados de los catetos ; 5.a los cuadra
dos de los catetos serán entre si como los segmentos 
correspondientes; y ó,3 la perpendicular será cuarta 
proporcional á la hipotenusa y á los catetos. 

Esp l . Si desde el ángulo recto A (fíg^fs) del 
triángulo rectángulo A B C , se baja una perpendicu
lar A D á la hipotenusa BC , digo que se verificarán 
seis cosas : r.a los dos triángulos A D B , A D G serán 
semejantes al total BAQ, y semfjantes entre sí ; 2.a la 
perpendicular A D será media proporcional entre los 
dos segmentos B D y DG de la hipotenusa B G ; 3.a ca
da cateto A B d AG será medio proporcional entre la 
hipotenusa BG y el segmento B D , ó DG que á cada 
uno corresponde; 4.a el cuadrado BG2 de la hipote
nusa será igual á la suma BA2-f-CA2 de los cuadra
dos de los catetos; 5.a los cuadrados BA2, GA2 de los 
catetos serán entre sí como los segmentos correspon
dientes B D y D G ; y 6.a la DA será cuarta propor
cional á la hipotenusa BG y á los catetos GA , A B . 

Q T. I. 
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Derñ. i.a Por tener los triángulos B A C y B A D 

un ángulo común en B , y ademas el primero uno recto 
A por el supuesto , y el segundo el r también recto, 
dichos triángulos serán semejantes (331 cor. 2.0}. Por 
tener los triángulos B A G y D A G común el ángulo en 
G , y ademas cada uno uno recto, el primero en A , y 
el segundo en m , también serán semejantes. Ahora, 
de ser semejantes BAG y B A D se sigue que el ángu
lo en G=:«; luego los triángulos B A D y D A G , ade
mas del ángulo recto r y w, tienen otro ángulo igualj 
luego (331 cor. 2.0) son semejantes. L . i.0 Q. D . D . 

2. a Por ser los triángulos B A D y DAG semejan
tes, darán (§ 331 esc. 2.0) B D : A D : : D A ; D G , 
que es L . 2.0 Q. D . D . 

3. a Los triángulos semejantes B A G y B A D darán 
(331 esc. 2.0) B G : B A : : B A : B D (m). 

Los BAG, DAG, dan BG:AG:;AG:DG (n), 
que junta con la (m) manifiesta L . 3.0 Q. D . D . 

4. a Las proporciones (m) y (n) dan 
B A 2 ~ B G x B D (p), AC2.—BGxGD (q); 

y sumando, resolviendo en factores y reduciendo, 
será BA2-MG2—BGxBD-f-BGxGD ~BGx(BD-f GD)— 

BGxBG=BG2 6 BG2=AB2+AG2, 
que es L , 4.0 Q- D-

5. a Si con las dos ecuaciones (p) y (q) formamos 
proporción, y simplificamos p o r B G , será 

BA2:AG2::BGxBD:BGxGD::BD:GD, 
que es L . 5.0 Q. D . D . 

6. a Los triángulos B A C , B A D , dan 
B C : G A : : B A : A D , que es L . 6.° Q. D . D . 

Cor. vUna vez que BG2~BA2H~GAi , si estraemos 
la raiz cuadrada de ambos miembros será 

B G = v / B A a H - C A V 
luego en conociendo los dos catetos se conocerá la h i 
potenusa, estrayendo la raiz cuadrada de la suma de 
los cuadrados de los catetos. Y si en la líiisma ecua
ción se despeja un cateto, tal como GA, se tendrá 

C A 2 = B G 2 ~ A B | t que da G A = \ / B G 5 = B A 2 ; 
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la primera quiere decir, que el cuadrado de un cateto 
es igua l a l cuadrado de l a hipotenusa menos el cuadra
do del otro cateto; y la segunda, que, en conociendo 
la hipotenusa y un cateto, se conocerá el otro cateto 
estrayendo l a r a i z cuadrada de l a diferencia de los 
cuadrados de l a hipotenusa y del otro cateto. 

333 Teor. S i desde un punto cualquiera A de l a ' 
circunferencia (fig. 76) se baja una perpendicular a l 
d i á m e t r o B C , se ver i f ica rán cuatro cosas: 1 .a l a per
pendicular A D s e r á media proporcional entre los dos 
segmentos B I ) , D C del d i á m e t r o ; 2.a s i desde los es
treñios del d i á m e t r o se t i r an las cuerdas B A , C A á 
dicho punto de l a circunferencia, estas s e r á n medias 
proporcionales entre el d i á m e t r o y el segmento cor
respondiente; 3.u los cuadrados B A 2 , C A 2 de dichas 
cuerdas s e r án entre s i como los segmentos correspon~ 
dientes; y 4.3 el cuadrado B C 2 del d i á m e t r o es igua l 
á l a suma de los cuadrados B A 2 , C A 2 de las cuerdas, 
que desde sus estremos se t iren á un punto cualquie
r a A de l a circunferencia. 

D e m . Es la misma que la del caso anter ior , solo 
con sustituir las voces d i áme t ro á la hipotenusa; cuer
da á cateto ; punto de l a circunferencia á vér t ice de 
ángulo recto; pues el t r i á n g u l o B A G es r e c t á n g u l a 
en A (§ 304 cor. 3.0) 

Cor. 1 .ü U n a vez qué B A 2 = B G x B D , y B A es una 
cuerda cualquiera , se sigue que el cuadrado de una 
cuerda es siempre igual a l d i á m e t r o ó duplo del r a 
dio mult ipl icado por el segmento correspondiente á 
dicha cuerda. 

Cor. 2.0 Luego si se tienen dos cuerdas, tiradas 
cada una desde su d i á m e t r o , el cuadrado de cada una 
será igual al d i á m e t r o mult ipl icado por el segmento 
que le corresponda; y formando proporción con las dos 
ecuaciones, se t e n d r á después de simplificar la u l t i 
ma razón, que en general /05 cuadrados de las cuerdas 
son como los segmentos que causan en el d i á m e t r o que 
pasa por uno de sus estremos, las perpendiculares baja
das desde los otros estremos; y Iks cuerdas se rán entre 
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sí (r 90) como las raices cuadradas de los segmentos. 

334 Probl. Entre dos líneas dadas L (fig.76), 
• hallar una medía proporcional. 

Res. y Dem. Póngase una á continuación de otra 
de modo que B D = K , D C = L ; sobre toda la EG co
mo diámetro, descríbase'la semicircunferencia BAGj 
en el punto D donde se unieron, levántese la perpen
dicular DA hasta encontrar á la circunferencia, la 
cual será la media proporcional pedida (333 i.a). 

335 Teor. E n todo triángulo obtusdngulo, el cua
drado del mayor lado es mayor que la suma de los 
cuadrados de los otros dos lados; y en todo triángulo 
acutángulo, el cuadrado del lado mayor es menor que 
la suma de los cuadrados de los otros dos lados. 

Espl. Sea primero el triángulo obtusángulo A B C 
(%• 77)j ^g0 Sí116 ê  cuadrado de A B es mayor que 
la suma de los cuadrados de AG y C B , ó que 

AB3>AG2-+CB2j 
y si el triángulo A B C (fig. 78) es acutángulo, se ten
drá AB2<AG2-f-CB3. 

Dem. i.0 Bajando la perpendicular B D (fig. 77), 
el triángulo A D B será rectángulo , y (332, 4.a) dará 

A B 2 = A D V B D 2 (u); 
pero AD2=:(AG+GD)2=AG2+2AGxCD-f-GD2; ^ 
y por ser rectángulo el triángulo GBD será (§332 cor.) 

BD2—BG2—CD2; 
luego poniendo en vez de estos cuadrados sus valores 
en la ecuación (n), se convertirá en 

AB2r=AG2+2AGxCD+GD2^BG2-^CD2= 
AG2^BG2-H2ACxCD; 

luego el cuadrado de A B , que es igual á la suma de 
los cuadrados de los otros dos lados, mas la cantidad 
¿AGxGD , escederá á dicha suma en esta cantidadj 
Juego será mayor. L . i.0 Q. D. D . 

2.0 Bajando la perpendicular B D ffig. 78) el trián
gulo rectángulo A B D dará AB2=AD2+BD2 (p); 
pero AD2=(AG- -GD)2=AG2-2AGxCD+GD2i 
y el B D C dará B D 2 = B G 2 - C D 2 ; 
y sustituyendo estos valores en (p) resultará 
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AB2=AG2~2AGxGD+GD2+BG2--CD2= 
AG2+BG2~2AGxGD; 

luego al cuadrado de A B , que es igual á la suma de 
los cuadrados de los otros dos lados, ménos la canti
dad 2AGxGD, le faltará dicha cantidad para ser igual 
con ella; luego será menor. L . 2.0 Q. D . D . 

Esc. 1.0 Para cifrar en ecuaciones la relación de 
los lados de los triángulos, y para la espedicion de 
los cálculos, se señalan en general los ángulos por las 
letras mayúsculas A , JB, C, que se suponen en sus 
vértices, y por a , ¿ , c los lados opuestos respectiva
mente á dichos ángulos, como se ve (figs. 77 y 78); 
con lo cual las dos ecuaciones anteriores reunidas en 
una, darán c2=¿2-+a2dr2¿xGD; 
que quiere decir, que en todo triángulo oblicuángulo 
el cuadrado del lado mayor (6 de un lado), es igual 
á la suma de los cuadrados de los otros dos , mas ó 
menos el duplo del lado sobre que se tira la perpen
dicular , multiplicado por el segmento interceptado 
por la perpendicular hasta el ángulo opuesto al lado 
que se considera. 

Esc. 2.0 Si el segmento GD fuese nulo, se ten
dría c2—A2-i-a2, y el triángulo seria rectángulo, pues 
la perpendicular caerla por el mismo lado A G , d se
ria él mismo. , 

336 Teor. S i desde dos vértices cualesquiera de 
un triángulo se tiran dos lineas al punto medio de su 
respectivo lado opuesto, dichas lineas se encontrarán 
á las dos terceras partes de distancia á su vértice 
respectivo. 

Espl . Sea A B G (fig. 79) un triángulo cualquiera; 
digo que si desde dos ángulos cualesquiera A , G , se 
tiran las A L , . GO, á los puntos L , O, medios de los 
lados opuestos BG, A B , el punto de intersección G 
distará de A los dos tercios de A L ó será A G = : | A L 5 
y del mismo modo G G = | G O . 

Dem. Porque tirando la O L , será (321) paralela 
á A G , pues divide en partes iguales á los lados A B , 
B G , y se tendrá 322) AB:BO: :AG:OL; 
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y como por el supuesto B O = ; | A B , resulta O L = | A G . 

Ahora, los triángulos O G L , A G C , son semejantes 
por tener los ángulos en G iguales por opuestos ai 
vértice, el ángulo OÍJG=GAG por alternos internos^ 
luego (331 cor. i.0) son semejantes, y darán 

ÁC:OL::AG:GL::CG:GO; 
y como O L = | A G , será G L = | A G , y O G = | G G , 
ó se tendrá AG;GL: :2 ' : i ; 
que componiendo, comparando con el antecedente, se
rá AG-f -GL=AL:AG: :3 :2 , que da A G ^ f A L j 
del mismo modo se tiene C G = : | C O , 
y resulta L . Q. D . D . 

337 Tepr. S i dos líneas se encuentran dentro de 
un círculo , se cortan en partes recíprocamente pro
porcionales. 

Espl Se dice de dos líneas que están divididas en 
partes recíprocamente proporcionales, cuando las par
tes de la una , d ella y una parte suya, forman los 
medios de una proporción, y las partes de la otra, ó 
ella y una parte suya, forman los estremos; así, va
mos á probar que las dos líneas BA, DG (fig. 80) que 
se encuentran dentro del círculo A D B G , se cortan de 
manera que A E : E C : : E D : E B . 

Dem. Únanse los puntos D y A por la D A , y los 
B y G por la B G ; los triángulos D A E , B E C tienen 
los ángulos en E iguales (257), y los en D y en B 
iguales (304 cor. 2.0) por insistir sobre un mismo arco 
AG 5 luego son semejantes y darán A E ^ G x D E ^ B , 
que es L . Q. D . D . 

338 Teor. S i desde un punto fuera del circulo se 
tiran dos secantes que terminen en la parte cóncava 
de la circunferencia, las partes esternas serán recí
procamente proporcionales con las secantes enteras. 

Espl . Si desde el punto P (fíg. 81) se tiran al cír
culo A B D C dos secantes P D , PG, digo que tendremos 

PA:PB: :PD:PG. 
Bem. Si tiramos las GB y D A , los triángulos PBG, 

P A D , ademas del ángulo común P , tienen iguales 
(3o45cor.2.0)los Gy D3 luego (331 cor.i.0)serán seme-
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jantes, y nos darán PA:PB::PD:PC, que es L . Q . D . D . 

339 Teor S i desde un ángulo de un triángulo se 
tira una perpendicular al lado opuesto , el lado so
bre que cae la perpendicular es á la suma de los otros 
dos, como la diferencia de estos es á la diferencia 
de los segmentos. 

Espl . Si desde el ángulo B del triángulo ABC 
(fig. 82), se tira la perpendicular B D al lado opuesto 
AG, se verificará que AC:AB-KBG::AB—BC:AD—GD. 

Dem. Haciendo centro en B con un radio igual 
al lado menor B G , trácese la circunferencia G E G F , 
y prolongúese la A B hasta que encuentre á dicha 
circunferencia ; con lo cual las dos secantes tiradas 
desde A darán (§ 338) GACAE^AG.-AFÍ 

C AÉ==AB H- BE=ÁB4-BG, 
pero < A G = A B — B G = A B — B G , 

l AF—Al)—DF=AD—DG3 
luego sustituyendo estos valores en la proporción será 

AG:AB-HBG: : A B - B G : A D - D G , 
ó es presando por 5 , 5 , los segmentos A D , C D , se 
tendrá bic-ba-.-.c—a-.S—5, que es L . Q. D . D . 

(c-haVc—a) 
Esc. Esta proporción da S—s=—; •—• 

b 
y como 5 - w = A D - h D G = A G = ¿ , 
se tendrá (§ 154) 

b (c-^Xc^) b ^ (c+aXc-a) 
o— 1-oX y s — 2 X ; • 

2 ¿ 2 b 
340 Teor. S i desde dos ángulos homólogos de dos 

figuras semejantes A B C D E , abcde (fig. 71), se tiran 
diagonales á los demás ángulos, los triángulos homó
logos, ó. del mismo modo colocados, serán semejantes, 

Dem. Por ser las figuras semejantes, se tiene 
AB:a¿::BG:¿c::GD:c^:DE:rfe::EA:ea::&c.:&c.5 

j A = a , B=i>, G=c, D = á , E = e , &c. &c. 
Luego los triángulos A B G , abe, tienen el ángulo 

B=6 , formado por dos lados proprocionales; luego 
son semejantes (330)7 dan BG;¿c::GA:ca::GÜ:c¿¿* 

1 
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(por la serie de razones iguales del supuesto), y el 
ángulo ACB=ac6. 

Ahora, si de los ángulos totales en G y c, que son 
iguales, quitamos los iguales AGB y ac6, los resi
duos A C D , a c á , también serán iguales ; luego los 
triángulos A C D , ac¿/, se hallan en el mismo caso que 
los anteriores; luego son semejantes j y como lo mismo 
se demostrada de todos los demás, resulta L . Q. D . D . 

341 Teor. Recíprocamente, si dos figuras se com
ponen de un mismo número de triángulos semejantes, 
y del mismo modo colocados en cada figura, serán 
semejantes. 

Dem. De la semejanza de los triángulos A B C , 
a le , se deduce que el ángulo B = ó , y E G A = ¿ m j 
de la de los triángulos AGD , acd, se deduce que 
AGD=ac£/; sumando estas dos ecuaciones será 

BGA+AGD=¿ca -Kz«f , o B G D - ¿ c ^ 
y como lo xnismo demostraríamos de los demás án
gulos, resulta que las figuras A B G D E , abede, tienen 
iguales sus ángulos. 

Ahora, los triángulos semejantes A B C , abe, dan 
AB:a/í::BG:¿c::AG:ac; 

los A G D , acd, dan AC:ac::DG:í¿c::AD:aí¿; 
los A D E , ade, dan AD:£Z<i::DE:áe::ÉA:ea. 

JLa segunda de estas series de razones iguales tie
ne común con la primera la razón kC:ac, y la tercera 
tiene con la segunda común la A D i a d ; luego podre
mos enlazar las tres de este modo 
KB:ab::BCtbc:¡AC:ac::I)C:dc::AD:adr.BE:de::EA:eai 
ó prescindiendo de las razones en que entran las dia
gonales, será AB;a¿::BG:¿c::DG:^í?::DE:¿j(e::EA:eú!. 

Luego, ademas de tener los ángulos iguales, tie
nen proporcionales los lados , y. por lo mismo son se
mejantes. L . Q. D . D . 

£sc . Si representamos en general por L , L ' , L " , 
& c . , I , l \ l " , & c . los lados de dos figuras semejan
tes: por P , p, sus perímetros: por D , d, dos diagonales 
homdlogas: y por R , r , los radios rectos i l oblicuos 
de dos polígonos regulares de un mismo número de 
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lados, que entonces son seiuejantes (327), se tendrá 
Í:/::L/://::L//:///::&?C.:&C.::jD:Í/, 
que (185, i.a) da 

L ^ L ' - h L "'+-&C.: l-\-l'-hl"~+'&c.: : L : l : : D : d , 
ó reduciendo será P :p : :L : l : :D:d (m), 
y si son regulares será P :p : \L : l : :R : r (n). 

La (m) quiere decir, que los perímetros de dos 
figuras semejantes son entre si como, sus lados ó dia
gonales homologas; j la (n) dice que en los polígonos 
regulares semejantes, los perímetros son entre sí como 
los lados homólogos, ó como los radios rectos IÍ oblicuos. 

342 Si siendo A B (fig. 83) el lado de un polígo
no regular cualquiera inscrito en un círculo, se qui
siese otro de duplo número de lados, no habría tms 
que tirar el radio recto OE prolongado hasta B ' , y 
unir el punto B ' con los A , B ; pues cada lado A B ' 
subtendería un arco que seria la mitad del primero. 
Y si dado un polígono abcdef (fig. 85) inscrito , se 
quisiese uno circunscrito, se tirarían los radios obli
cuos (también pueden servir los rectos) Oa, Ob, &c . 

.y tirando en sus estreñios las tangentes F A , A B , & c . 
su conjunto formaría el polígono que se quería j pues 
todos ios triángulos aAh, hRc, &c. son iguales {'¿61) 
é isósceles (303); de donde se sacará la igualdad de los 
lados A B , BC, &c. y la de los ángulos A , B , C, &c . 

Y si teniendo un polígono M R V O (fig. 86) cir
cunscrito á un círculo, se quisiese otro de duplo nú
mero de lados , se tirarían los radios oblicuos G M , 
CR, &c. y en los puntos Q, D , &c. donde encontra
sen á la circunferencia, se tirarían las tangentes P N , 
BT &c. y se tendría el polígono P N B T &c. que se 
quería; porque tirando las A Q , A D , &c. todos los trián
gulos Q N A , A B D serian iguales entre sí é isósceles. 

343 Teor. S i en un círculo se inscribe un polígono 
cualquiera, y después otro de duplo número de lados^ 
y asi sucesivamente, la sajita correspondiente á cada 
uno i rá siendo mas de dos veces menor que la del an
terior ; y por lo mismo podrá llegar á ser menor que 
cualquier cantidad dada, por pequeña que sea. 
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E s p l . Sea A B E D (fig. 84) un cuadrado inscrito en 

el c í r cu lo ; digo que si se le inscribe un oc tógono , y 
luego un polígono de 16 lados, y así sucesivamente^ 
la sajita B& del cuadrado será nias de dos veces me
nor que el radio B C ; y ja B r del octógono mas dedos 
veces menor que la B ^ del cuadrado, y así sucesiva
mente 1 de manera que al cabo de cierto tiempo po
d r á ser menor que cualquier cantidad dada. 

D e m . Si dividimos el arco B A en dos partes igua
les en H , y tiramos la A H y la B U , esta será el lado 
del polígono de duplo número de lados; y por ser los 
cuadrados de las cuerdas tiradas desde los estremos 
de un d i á m e t r o (333 cor. 2.0) como sus segmentos 
correspondientes , tendremos B A 2 ; B H 2 : : B C : B ^ ; 
pero por ser obtnsangulo el t r i á n g u l o B H A se tiene 
(335, i.9) qae A B 2 > B H 2 + A H 2 ; 
pero A 1 I = B H , luego A H 2 = B H 3 , 
y la desigualdad anterior se conver t i rá en A B 2 > 2 B H 2 ; 
luego la proporción anterior es tal que el antecedente 
de la primera razón es mas de dos veces mayor que 
el consecuente; luego el antecedente B G de la segun
da será t ambién mas de dos veces mayor que su con
secuente B/e, d BG>2Bfe , 
d lo que es lo mismo B ^ < | B G . 

Y como lo mismo se demostrarla de B r respecto 
de B ^ , & c . resulta ('¿29 cor. 2.0) L . Q . D . D . 

344 Teor. S i á un círculo se le circunscribe un 
polígono regular cualquiera, y después otro de duplo 
número de lados, y as i sucesivamente, i .0 el lado de 
este ú l t imo s e r á mas de dos veces menor que el del 
anterior; y 2.0 l a sajita del segundo s e r á mas de dos 
veces menor que l a de l ' p r imero ; y por lo mismo d i 
chas l íneas p o d r á n l legar á ser menores que cual
quier cant idad dada , por pequeña que sea. 

E s p l . Sea M R V O (fig. 86) un cuadrado circuns
crito ai c í rculo , y T B N P & c . un octógono; digo i .0 que 
el lado del octo'gono N B es mas de dos veces menor 
que el del cuadrado M R , d que N B < | M R ; y 2.0 que 
la sajita Be del octógono (siempre llamaremos sajita 
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m un polígono regular, la diferencia entre sus radios 
recto y óbl ícuo) es mas de dos veces menor que la R D 
del cuadrado, ó que B c < | R . D ; y si se cont inúa c i r 
cunscribiendo polígonos de duplo número, de lados, 
dichas l íneas podrán llegar á ser menores que cua l 
quier cantidad dada , por pequeña que sea. 

Bem . i . 0 E l t r i á n g u l o r ec t ángu lo B D R da B R > B D ; 
y como (§ 342) B D = A B será B R > A B j 
por la adsma razón será l V I N > N A j 
sumando ordenadamente se t e n d r á 

B R - h M x N > A B + N A z r N B ; 
y añad iendo N B será B R - Í - M N + N B > N B - I - N B , 
ó reduciendo será M R > 2 N B d J N B < p i R , 
que es L . i.0 Q. D . D . 

2.0 Para demostrar la segunda parte, hallaremos 
los valores de las sajitas, y comparándolos se dedu
cirá lo que hemos dicho. E n efecto, bajando la per
pendicular D / , esta será semilado del cuadrado ins
crito, a l será la sajita del mismo cuadrado, y ademas 
la D I será paralela á a R ; por lo que (320 cor. 1.0) 
el t r i á n g u l o G a R d a r á 

^ „ _ C R x l a G R 
C a . C R : i l a : B R ^ ~ — ~ x l a (m). 

C a C a y J 
Bajando h perpendicular es , esta será semilado 

del octógono inscrito, Ds será su sajita, y ademas la 
es será paralela á B D j por lo que el t r i á n g u l o CDB 

C B x B s G B 
dará G D : G B : ; D s : B c = — — = x B s (n). 

C D C D w 

Comparando los valores (m), (n) de D R y Be , se ve rá 

que el factor — d e l primero es mayor que el C a C D 

del segundo, pues teniendo igual denominador, e l nu 
merador C R del primero es mayor (273) que el C B 
del segundo: el factor l a del primero es (343) mas de 
dos veces mayor que el D s del segundo^ luego el v a 
lor de Be es por razón del factor C B menor que .el de 
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JDR; y por razón del factor ~Ds raas de dos veces me
nor; luego con mas razón será mas de dos veces menor, 
ó se tendrá B e < | D R , que es L . 2.0 Q. D . D . 

345 Teor. SI en un círculo se inscribe y circuns
cribe un polígono regular de un mismo número de la* 
dos, y después se inscriben y circunscriben otros de 
duplo número de lados, y así sucesivamente, la dife
rencia entre el perímetro del circunscrito y el del ins
crito podrá llegar á ser menor que cualquier canti
dad dada, por pequeña que sea. 

I)em. Sea P ei perímetro del polígono circunscri
to y ü su radio recto, que es el mismo del círculo: y 
sean p y r el perímetro y radio recto del inscrito ; y 
como estos polígonos son semejantes (327), sus perí
metros serán proporcionales (341 esc.) con sus radios 
rectos, y se tendrá P-.py.R-.r; que dividiendo da 

P ( R ^ r ) 
P — p : P : : R ~ r : R ; de donde sale P — p = — — - . 

Y como en el valor de P—p entra por factor ü—r , 
que es la sajita del polígono inscrito, y esta va sien
do mas de dos veces menor al paso que se inscriben 
polígonos de duplo numero de lados, resulta en vir
tud de lo espuesto (229 cor.3.0) que la diferencia P—p 
de los perímetros podrá llegar á ser menor que cual
quier cantidad dada por pequeña que sea. L . Q. D . D. 

Cor. Luego con mas razón se podrá circunscribir 
ó inscribir un polígono al círculo, en que la diferen
cia entre el perímetro de uno ú otro y la circunferen
c ia , sea menor que cualquier cantidad dada. Porque 
como la circunferencia (308) es mayor que el perí
metro del polígono inscrito , y menor que el del cir
cunscrito, al acercarse estos perímetros el uno al otro, 
se acercarán con mas razón á la circunferencia. 

346 Teor. Las circunferencias de los círculos son 
entre sí como sus radios R , r, ó diámetros I), d. 

Dem. Sean P , p los perímetros de dos polígonos 
regulares semejantes, circunscritos á dos círculos cu
yas circunferencias sean C, c, los diámetros D , d, y i? , 



GEOMETRÍA. 253 

r los radios, que t a m b i é n 3011(317 esc.) los radios rec
tos de dichos pol ígonosjy (341 esc.) se t e n d r á P- .pr .R. r ; 
pero aumentaodo el número de lados de estos pol ígo
nos, se pueden acercar P á C, y p a c al misino t i em
po tanto como se quiera (345 cor.); y siendo G , c cons
tantes, resulta (231) que P:p: :C:c; 
y como esta proporción y la anterior tienen una razón 
común , nos da rán (§ .184, 2.'d) C :c : :R: r : ' .2 l i ' .2n :D:d , 
que es L . Q . D . D . 

Cor. i .0 Luego s í se conociese la re lac ión que íin 
d i áme t ro tenia con su c i rcunferencia , en dando otro 
d i á m e t r o ó circunferencia se podr ia venir en conoci
miento de la circunferencia ó d iámet ro respectivo; pues 
en cualquiera de estos dos casos serian conocidos tres 
términos de la proporción anterior. 

347 Pero Arquime'des hal lo que dicha relación del 
d iámet ro á la circunferencia era la de 7 á 22; Pedro 
Meció ha l ló la de 113 á 355; y la que nosotros hemos 
calculado por procedimientos geométr icos en nuestro 
Tratado elemental (tomo I , § 505) es la de 1 á 
3,14159265358979324; y por las series (tomo 11 del 
mismo Tratado haciendo uso de la formula de! § 647}' 
hemos hallado que la espresada relación es la de 

1 á 3,i4i59265a589793238462Ó433832795O20; 
luego haciendo uso de esta u l t ima, para hallar la c i r 
cunferencia correspondiente al d i áme t ro B formare
mos la siguiente proporción 
1:3,14159 &c.::i):C—3,14159 & c . X T ^ T T . 0 = eTT7\; 
llamando ir al factor 3,14159 & c . .Donde debe obser
varse que cuando la letra nt está en las espresiones de 
circunferencia,circulo,&c. espresa el valor 3 , i 4 i59&c . 
y cuando se trata de ángulos vale dos ángulos rectos. 

348 Para rectificar un arco d hallar su longi tud 
estendido en l ínea recta, se d i r á : 360o, que vale toda 
l a circunferencia^ es á su longitad 3,14/590=910, 
como e l número de grados G del arco es á su lon
g i tud respectiva L ; d 36o0:irD::G;L=r-ÍB.-. 

36oQ 
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349 Los cálculos que hay qae hacer para hallar 

la relación anterior, son sumamente complicados bajo 
cualquier aspecto, y por cualquier método que se ha
gan , como puede verse en los parajes antes citadosj 
por lo cual vamos á poner a q u í un método gráfico 
muy senci l lo , que podrá servir para casi todas las 
aplicaciones prác t icas . Es el siguiente. 

Sea A E B B (fig, 87) una circunferencia; t írese 
en el punto A una tangente indefinida F G \ tómese 
(317 cor. ID.0) el arco A m de 30o; por el punto m t í 
rese el radio Oiu hasta F ; tómese ahora sobre l a mis
ma tangente desde F á la derecha l a magnitud F G 
igua l á tres veces el radio 5 desde el punto G tírese 
a l estremo B del d i á m e t r o l a B G , y esta s e r á igual 
en longitud á la semicircunferencia A D B , ap rox i -

' mada hasta mas de d iezrn i lés imas . 
E n efecto, tirando la mn perpendicular al radio 

^ \ , A O , será semiiado de e x á g o n o , y de consiguiente 
igua l á la mitad del radio Om 5 por lo que el t r i á n -

guio A F O d a r á 0 « : O A : : m / 2 : F A = — — — j 
On 

pero suponiendo el radio A O = i , será w » = | A O = | , 

y O n — V O m i - m n ^ V T ^ ^ / A — ~ l V y , 
4 

luego sustituyendo se t e n d r á F A = — r - ~ — - - - = z — , 
ÍVz v/3 3 

multiplicando arriba y abajo por V ^ ; de donde re
sulta que el cateto A G del t r i á n g u l o rec tángu lo B A G 
será AG=3~ Iv73 , de consiguiente la hipotenusa 

B G será B G = v / A B 3 + A G 2 = v / 2 2 + ( 3 " - i V 3 ) 2 = 

^4+9—2X3X-|v/3 ^ x z — V 13—2^3 

^ - - 2 ^ 3 = ^ — 2 x 1 , 7 3 2 0 5 0 3 = 

V i 3 ^ 3 3 3 3 3 3 3 — 3 5 4 6 4 i o í 6 = \ / 9 , 8 6 9 2 3 i 7 = 3 , i 4 i 5 3 
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Pero la semicircunferencia, siendo el radio la uni

dad, está es^resada por 3,14159 &c. ; Juego la línea 
B G es igual á la semicircunferencia B D A con menos 
de una diezmiiésima de diferencia. L . Q. D . D . 

S E G U N D A P A R T E . 

De la estension en longitud y latitud, ó de las su
perficies. cJ*i* r ^ /r-c/ f f ' 
350 Hasta aquí solo hemos considerado en las fi

guras su perímetro; ahora pasamos á manifestar las 
pi-opiedades del espacio que encierran , ó de las su
perficies. 

Teor. Los paralelogramos que tienen bases y q l -
turas iguales, d^que tienen una misma base y altura, 
o que tienen una misma base y están entre unas mis~ 
mas paralelas, son equivalentes. -

Espl . Sean A B G D , A B E F (fig. 88) dos paralelo-
grauios que tienen la misma hase A B , y están cora-
prendidos entre las paralelas A B , D E (por consiguiente 
(286 es<$, i.0) tienen igual altura); digo que son igua
les en superficie, d que ABCD=^ABEF. 

DemJ En efecto , dichos paralelogramos nos dan 
AD=r.BG , A F = B E j 

ademas, dé-ser A E ~ E F y A B = C D , se saca C D = E F ; 
y añadiendo GF será CD+GF=:EFH~GF d D F = C E ; 
luego los triángulos D A F , GBE son iguales (259). 
Ahora, si quitamos estos triángulos del cuadrilátero 

A B E D , se tendrá A B E D — D A F = A B E D — G B E ; 
d A B E F = A B G D , que es L . Q. D. D . 

Cor. Luego todo paralelogramo A B E f t (fig. 89), 
equivale al rectángulo A B C D que tiene la misma 
base y altura, 

351 Teor. Todo triángulo es la mitad de un pa-
ralelograim) de ta misma base y altura. 

Bem. Sea ABG (fig. 90) el triángulo dado; si por 
A se tira la A D paralela á BG, y por G la GD para
lela á BA , se tendrá un paralelogramo B A D G , del 
cual será diagonal el lado A G ; luego (313) el triánr 
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guio ABG=ACD, y la superficie de cada uno equi
valdrá á la mitad de A B C D , que es L . Q. D. D . 

Cor. i.0 Luego un triángulo A B C es la mitad del 
rectángulo B C E F que tiene la misma base B C y la 
misma altura A O ; porque el rectángulo BGJSF es 
igual en superficie al paralelogramo ABCD. 

Cor. 2.0 Todos los triángulos que tienen bases y 
alturas iguales son equivalentes, por ser mitades de 
paralelogramos iguales en superficie. 

352 Teor. Las superficies de dos rectángulos de 
una misma altura, son entre si como sus bases. 

Espl . Sean ABGB \ abcd (fig. 91) ó R , r , dos 
rectángulos de iguales alturas AD—ad¿ digo que se
rán entre sí como sus bases A B , a¿ , 
6 que jR:r;:AB:a¿. 

Aquí puede ocurrir que las bases sean comensu-
rables, ó que no lo sean. 

Bem. 1.0 Si las bases tienen la común medida 
AO=ab , y representamos por «2, ra , las veces que 
está contenida en cada una, se tendrá A B = m x A O , 
ab-=:nxao^=nxKO i y formando proporción y simpli
ficando por AO , será klB>:ah::mxkO'.nxAO::m:n. 

Ahora, si por los puntos de división O, &c. , o, ¿ffc, 
se conciben perpendiculares OP , & c . , op , fefc., los 
rectángulos -R, r, quedarán divididos el primero en 
m recíánguíos como AOPD iguales entre sí por lo de
mostrado (350); y el segundo en n rectángulos como 
aopd iguales entre sí y con AOPD por la misma ra
zón; luego se tendrá ií=/wxAOPD , r=«xAOPD; 
y formando proporción y simplificando por AOPD, 
será :/«xAOPD:«XAOPD::/«:«; 
esta proporción y la anterior (J84,2.a) dan 

.R:r::AB:a¿, que es L . i.0 Q. D. D. 
2.0 Si las bases son incomensurables , digo que 

no puede ser I i . r > ni <AB:aí&, 
y de consiguiente será R r.'AB'.ab. 

Sea J^ : r>AB:a¿ ; en este caso menguando el con
secuente ab crecerá la segunda razón j y suponiendo 
que se convierte en a x , pata.que la segunda razón 
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resulte igual á la primera, se tendrá R:r : :AB:ax. 

Hecho esto, concíbase dividida la A B en dos par
tes iguales, y luego en otras dos, &c. hasta que resul
te una parte menor que bx , en cuyo caso colocada 
desde a hácia Z>, un panto de división caerá entre x 
y ¿, v. g. en t \ y tirando la perpendicular MÍ, los rec
tángulos l i y atud que tienen coaiensurables sus ba
ses A B , a¡f, serán como estas y darán R:atud::AB:atj 
y como esta proporción y la anterior tienen los mis
mos antecedentes, los consecuentes darán 

r—a!)cd:atud:: ax: at; « 
proporción absurda, por ser la primera razón de ma
yor desigualdad y la segunda de menor j luego na 
se puede suponer R : r>AB:ab . 

Por un razonamiento análogo se demuestra que 
no puede ser menor; luego será igual. L . 2.0 Q. D . D . 

353 Teor. Dos rectángulos cualesquiera son entre 
sí como los productos de sus bases por sus alturas. 

Esp l . Sean A B G D , A E G P ó R , r (fig. 92) estos. 
dos rectángulos; digo que A B x A D : A E x A F . 

Dem. Habiendo dispuesto los rectángulos de ma
nera que los .ángulos en A estén opuestos al vértice, 
prolongúense los lados G E , GD hasta que se encuen
tren en H , y tendremos que los dos rectángulos i í , 
R \ que tienen la mis nía altura A D , serán como sus 
bases A B , A E , y darán iv:/í/::AB:AE; 
del mismo modo los rectángulos R \ r, que tienen la 
misma altura A E , darán ÍL':A::AD:AF. 

IMultiplicando estas dos proporciones y omitiendo 
(191) el término R \ se tendrá i¿: r:: A Bx A 1>: A E x A F, 
que es L . Q. D . D . 

Esc. Luego se puede tomar por medida de un 
rectángulo el producto de su base por su aliara^ con 
tal que se entienda por este producto el de dos nú
meros que espresen las unidades lineales contenidas 
en la base , y las contenidas en su altura. 

As í , el i ji en do por unidad de medida el cuadra
do a (fig. 93) cuyo lado sea la unidad de longitud, 
esto es, 1 pie, i vara &c. y suponiendo que'esté coa-

R T. I. 
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tenida dicha unidad de longitud 5 veces en la base 
del rectángulo ^df, y 3 en la altura , se tendrá 

^ : a : : 5 X 3 : i x i : : i 5 : i 5 que da J [ ~ i 50,= ! 
el rectángulo A equivaldrá á 5 X 3 a = i 5 a = i 5 , 
porque el cuadrado de 1 es igual 1 j esto es, el rec
tángulo A vale 15 veces el cuadrado a , como mani
fiesta la figura. 

354 Teor. L a superficie de un paralelogramo 
cualquiera es igual a l producto de su base por su 
altura. 

Dem. Porque el paralelogramo A B E F (fig. 89) es 
equivalente al rectángulo A B G D , que tiene la misma 
base A B , y la misma altura A D ; pero este tiene por 
medida A B x A D ; luego A B x A D es igual á la super
ficie del paralelogramo A B E F , que es L . Q. D. D . 

Cor. De donde resulta que la superficie de un 
triángulo es igual al producto de su base por la mi
tad de su altura^ ó á la altura por la mitad de la 
base. Porque el triángulo A B C (íig. 90) es la mitad 
del paralelogramo A B G D ; y como la superficie de esr 
te es BGxAO, la del triángulo será la mitad ó 

B G x ^ A O = | B G x A O . 
Esc. Si llamamos P á un paralelogramo cualquie

ra (fig. 94), ^ á su altura, y i? á su base, se tendrá 
P = . B x A ; llamando p áotro paralelogramo, cuya ba
se sea ¿ , y a su altura, se tendrá p=bxa; y forman
do proporción, será P :p : :BxA:bxa ; que espresa que 
las superficies de dos paralelogramos cualesquiera son 
como los productos de sus bases por sus alturas, ó es
tán en razón compuesta de sus bases y alturas. 

Si A=:a* sera P:p'.:BxA:bxA::B:b; 
que quiere decir, que los paralelogramos que tienen 
una misma altura, son como sus bases. 

Si se supone B = b , será P-pr.BxA-.BxawA-.a', 
que quiere decir, que /05 paralelogramos de iguales 
bases son .corno sus alturas. 

Si P ~ p , serán también iguales sus espresiones, 
ó será B x A = b x a , de donde {§ 180) B:b::a:A', x 
es decir , que cuando los paralelogramos son iguales, 
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las bases están en razón inversa de las a l turas. 

Si mult ipl icamos estremos y medios en la propor
ción p r i m i t i v a , será P x b x a — p x B x A , 
de donde B : b : ' . P x a : p x A , 
que quiere decir , que á desigualdad de todo, las ba
ses están en razón compuesta , direct§. de los pa ra le -
logramos ^ é inversa de las a l t u ras ; y sacando de la 
misma ecuación la jazon de las al turas, se tendrá 

A ' . a v . P x h B x p i 
que quiere d e c i r , que á desigualdad de todo, las a l 
turas están en razón compuesta, d i recta de los p a r a -
lelogramos, e inversa de las bases. 

355 S i en la proporción p r im i t i va se supone 
A : a : : B \ b , en la razón compuesta A x B ' . a x b , 
se podrá sust i tuir en vez de A : a su igual B :b ó a l 
contrar io, y se tendrá 

P : p : : A x A : a X a : : B x B : b x b : : A 2 : a 2 : : B 2 : h 2 ; 
que quiere d e c i r , que cuando las al turas son propor
cionales con las bases, las superficies son como los cua
drados de e l l a s ; pero ei ser las bases proporcionales 
con las alturas es propiedad de los paraJelogramos se
mejantes ; luego dos parale lo gramos semejantes son 
entre s i como los cuadrados de sus bases , de sus a l 
turas, y en general de sus líneas homologas, como se 
demuestra también geométricamente. 

E n efecto, sean P , p (fig. 94) dos para lelogramos, 
que por lo dicho antes darán P : p : : B C x A E - b c x a e ; 
y por ser semejantes , será AB:a¿::BG:¿e 
y el ángulo B—ó ; y -corno los en E y e son rectosj 
loá tr iángulos A B E , abe, son semejantes (331 cor, 2.0), 
y darán ¿íB:ab'.:AE:ae. 
Luego susti tuyendo en la razón compuesta de ar r iba , 
en vez de la A E : a e , su igual BC:¿c d A B : a b , se tendrá 
P:p ::BGxBC:lwxIjc::BC2:bc2::AB2:ab2-.:AE2-.ae2. 

E s c . Y como las mitades son entre sí como los 
todos , se deduce que los tr iángulos son como los pro
ductos de sus bases por sus a l tu ras ; qu(t á igua ldad 
de bases, son como sus al turas & C . Sobre cuyas pro
piedades y modo de deducirlas , aconsejamos á ios 
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principiantes que se ejerciten todo lo que juzguen ne
cesario , hasta que se lleguen á apropiar o familiari
zar con este procedimiento^ pues son innumerables las 
continuas aplicaciones qué tiene. 

356 Teor. L a superficie de un trapecio A B C D 
(fig. 95) es igwal á su altura E F multiplicada por la 
semisuma de las bases paralelas A B , CD. 

Dem. Si por el punto G , medio de CB , se tira 
K L paralela al lado opuesto A D , y se prolonga DG 
hasta que encuentre á esta en K , los triángulos G B L , 
G G K serán iguales (261); pues ios ángulos en G son 
iguales, los B, C, también, y G G = G B por constiuc-
cion j luego añadiendo á ambos A L G G D . resultará el 
trapecio ABGD equivalente al paraleiogramo AüivL, 
y tendrá por medida la de este que es E F x A L . 

2 A L A L - K D K 
Pero A h - m i - ~ ~ 

2 2 

A B - B L + D C + C K AB-f-CD 

2 2 
(porque >—BL y H-CK se destruyen por la igualdad fie 
los triángulos); luego sustituyendo este valor de A L 
en la espresion E F x A L , resultará la superficie del 

A B + C D 
trapecio A B G D = E F x - , 

que era L . Q. D . D . 
Esc. Si por el punto G medio de BG, se tira G H 

paralela á la base A B , el punto H será también el me
dio de A D ; porque A H G L es un paraleiogramo, por 
ser paralelos los lados opuestos; luego 

ABH-GD 
H G ~ A L — j 

2 
y sustituyendo este nuevo valor será A B C D = E F x H G , 
esto es, la superficie de un trapecio es igual á su a l 
tura multiplicada por una paralela equidistante de 
las bases paralelas. 
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357 Teór. L a superficie de un polígono regular es 

igual a l perímetro multiplicado por la mitad de su 
radio recto. 

Espl . Sea G H P K &c. (fig. 96) un polígono regu
lar de n lados, que representaremos por .P/, sea P el 
perímetro G H P &c. y R s u radio recto OT3 digo que 
se tendrá P ' ~ P x ± R . 

Dem. Por ser regular el polígono , todos los n 
triángulos G O H , G O M , &c. son (317 cor. 2.0) igua-
lesj luego será G H P K & c = « x G O H = « x H G x A O T ; 
pero « x H G compone el perímetro P del polígono; lue
go sustituyendo será P ' — P x ^ R , que es L . Q. D . D . 

Cor. 1.0 Luego si llamamos p ' otro polígono re
gular, p al perímetro, y r á su radio recto, se tendrá 
p'^zzpx^r^ y formando proporción será 

P x R pxr 
P ' :p ' : : : t -—::PxR:pXr. 

Cor. 2.0 Si los polígonos fuesen de un mismo nú 
mero de lados serian semejantes (327), y se tendría 
(§ 341 esc.) i3 ; / ) : : ^^ : :^ : / , 
representando por Z/, Z, dos líneas homologas ; luego 
sustituyendo en la razón compuesta anterior Px i í . ' pxr 
f?n vez de una de las componentes su igual sacada de 
a q u í , se tendrá 

P ' ^ p ' ^ P x P i p x p - R x R ^ x r - P ^ x ^ r ^ v a ^ i r - y 
que quiere decir, que Zas superficies de los polígonos 
regulares semejantes ó de un mismo número de lados, 
guardan la misma razón que los cuadrados de los pe
rímetros , de los radios rectos, y en general son como 
los cuadrados de sus líneas homologas. 

Esc. i.0 Aunque los polígonos no sean regulares, 
se verifica esta proposición, con tal que sean seniejan-
tes; porque en este caso los podremos dividir (340) 
en cierto numero de triángulos A , i?, C, &?c. a, ¿, c^&c. 
semejantes, y será . 

P f = J ^ B - h C - h & c . y p'—a+h-hc^&c. 
y como ios triángulos tendrán la razón de los cuadra
dos de los lados homdiogos , se sigue que si espre-
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samos por L , l i estos lados , nos resultará 

A:a \ :B :b : :C :c : :& 'c . :& 'c . : :L2 : l2y 
j áe donde (1B5, i.a) sale 

j-i-B-+-C-+-&,c.: a+¿H-cH-&f c. : : L 2 : l2; 
ó lo que es lo misino P^jo': :I/3:/2. 

Esc. 2.0 Cuando el polígono no es regular se di
vide en triángulos por medio de diagonales, & c . ; se 
halla la superficie de cada uno, y se tendrá la de la 
figura. 

358 Teor. S i en ün circulo se circunscriben é ins
criben polígonos regulares de un mismo número de 
lados , después de un duplo número de lados , y asi 
sucesivamente, la diferencia entre el circunscrito y 
el inscrito se podrá Jiacer menor que cualquier canti
dad dada. 

Dem. Si espresamos por P ' la superficie del po
lígono circunscrito, porp' la del inscrito, y por i ? , r 
sus radios rectos, se tendrá (357 cor. 2.0) P'-.p'r.R2:^; 
que dividiendo da P'—p'-.P'- .- . i^—r2:^ 

P'iRt—r2) 
de donde sale P '—p '—— 

^ R2 
Pero el radio recto del polígono circunscrito, que 

es el mismo que el del círculo, se compone del radio 
recto del polígono inscrito'y de la sajita , á que l ia-
marémos s ; luego R2={r-*-s)2~r2•+'2rs-i~s2) 
cuyo valor sustituido en el numerador de la espresion 
anterior, y reduciendo, la convertirá en 

P - ^ 5 R2 Xí, 

y como en esta espresion entra por factor la sajita í, 
que (344) puede llegar á ser menor que cualquier 
cantidad dada , resulta (229 cor. 3.°) que también 
podrá llegar á ser menor que cualquier cantidad da
da , la diferencia entre las superficies de dichos po
lígonos. L . Q. D. D . 

Cor. Luego con mas razón se podrá hacer que la 
diferencia entre la superficie de uno de estos poli-
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gonos, y la del círculo^ sea menor que cualquier can
tidad dada. Porque el círculo es menor que el polí
gono circunscrito del que es parte , y mayor que el * 
inscrito i, respecto del cual es todo. 9^0' 

359 Teor. h a superficie de un círculo es igual al 
producto de la circunferencia por la mitad del radio. 

Espl . Sea O un círculo cualquiera,. C su circun
ferencia, y ü el radio; digo que 0—CKT¿R.. 

Dem. Si espresamos por i 3 ' l a superficie de un 
polígono regular circunscrito al círculo, por P su 
perímetro, y por R su radio recto , que es el mismo, 
del círculo, tendremos (§ 357) P ' = : P x ^ R ; pero P ' 
se puede acercar (3V58 cor.) á O tanto como se quiera, 
y P x ^ R se puede acercar al mismo tiempo á C x ^ R 
tanto como se desee, por poderlo hacer (§ 345 cor.) 
P á C y ser %R común; luego tenemos aquí dos 
cantidades variables P ' y P x ^ R , que al paso que 
menguan se pueden acercar á las dos constantes O y 
C x ^ R todo lo que se quiera , conservando siempre 
la razón de igualdad ; luego las constantes tendrán 
(231 cor.) , esta misma razón y será 0=Cx%R, que 
es L . Q. D . D . 

Cor. i.0 Dividiendo por 2, por 4, por ?z, la ecua
ción anterior, se tendrá 

O C O C O C ' 
— z = — x i R , — — — x i R , — = ~ x Z R ' 9 
2 2 " 4 4 * " n n 

que quiere decir, que el semicírculo, el cuadrante, 
y en general el sector del círculo , es igual á su arco 
correspondiente multiplicado por la mitad del radio. 

Cor. 2.0 Si en vez de C sustituimos su valor (347) 
se tendrá 0 ~ ^ \4,1 fr)xDx\R=^i41 ^ X z R x ^ R — 
3 , i4 r59XÍ^2= '7 r i í2 , cuya fórmula importa retener, 
por ser el fundamento para la resolución de todas las 
cuestiones relativas al círculo. 

Esc. Si representamos por o otro círculo, por c, 
r , su circunferencia y radio, por d su diámetro, y 
en general por l una línea homologa á L del otro, 
como cuerdas de arcos de un mismo número de gra-
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dos &¿c. se t e n d r á o=cx~/ ; y formando proporción 
será O : o : : C x ^ R ; . e x y . C x . R : c x r j 
y sustituyendo (1B9) en ía razón compuesta C^R'.cxr, 
en vez la razón C : c , su igual i í ; r , ó d J!S:¿, ¿ífc,, 
tí al contrario, se t end rá 0 : o : : C x C : o x c : : R x R : r x r : : 
J D x D ; dxd ::C2:c2::R2:r3'<D2:d2: :L2:l3-9 
que manifiesta que las superficies de los círculos es
tán en razón duplicada de sus circunferencias , ra
dios^ diámetros, y en general de las líneas homologas. 

De la reducción de las superficies. 

360 Cuando dada una superficie se encuentra otra 
que le sea i g u a l , se dice que se reduce la primera á 
l a segunda. 

Ahora , como vamos á manifestar que toda super
ficie se puede reducir á cuadrado, se suele decir que 
medir una superficie y cuadrar una superficie es una 
misma cosa. En efecto , cuando se mide una superfi
cie, no se hace otra cosa que encontrar la relación que 

. tiene aquella con el cuadrado que sirve de unidad 
de medida j y luego buscando un cuadrado que tu
viese con el propuesto esta relación , t endr íamos un 
cuadrado cuya superficie seria igual con la propuesta. 

361 Así, si nos propusiéramos hallar un cuadrado 
equivalente á un paralelogramo dado A B C D (fig. 97), 
buscar íamos una media proporcional (334) entre la 
base E C y la altura A E , que l íamándolá x será el 
lado del cuadrado que se pide. Purque la costruccion 
da - r f B C : Z : A E , de donde Z 3 = B G x Á B ; 
y como X2 es el cuadrado formado sobre X , y B C x A E 
es la superficie del paralelogramo (354) , resulta que 
son iguales en superficie. 

Cor. Luego para cuadrar un triángulo se halla
r á una media proporcional entre la base y la mitad 
de la; altura. 

362 Gomo un polígono regular es igual al p e r í 
metro por la mitad del radio recto, para cuadrarle 
se hallará una media proporcional entre el períme.-
tro y la mitad eiel radio recto. 
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363 D e l mismo modo , pa ra reducir un círculo 

á cuadrado, ó buscar un cuadrado equivalente á un 
c i r cu lo , se h a l l a r á una media proporcional entre l a 
circunferencia y l a mi tad del radio. 

B e los planos) de su posic ión , y de los ángulos só
l idos. 

H* 364 Hasta a q u í sólo hemos considerado las l íneas 
tiradas sobre un mismo piano; ahora vamos á mani 
festar las posiciones que pueden tener respecto d é l o s 
planos donde no se ha l l an , y la posición de los dife
rentes planos entre sí . 

Se dice que una. recta es perpendicular á un pla
no , ó que un plano es perpendicular i una recta, 
cuando dicha recta es perpendicular á todas las l íneas 
que en dicho plano pasan por el punto en.que esta 
perpendicular encuentra al plano, cuyo punto se l l a 
ma el pie de la perpendicular. Este pie de la perpen
dicular se llama t a m b i é n la proyección del punto del 
espacio sobre dicho plano. 

Una recta es para le la á un plano, d un plano es 
paralelo i una recta , cuando no se pueden encontrar 
aunque se prolonguen todo lo que se desee; y dos pia
nos son paralelos, cuando no se pueden encontrar á 
cualquier distancia que se prolonguen. 

365 Esto entendido, lo primero que se debe saber 
es que así como por un punto pueden pasar infinitas 
l íneas (244 ) , del mismo modo por una recta pue
den pasar infinitos planos. E n efecto, si concebimos 
que el l ib ro (fig. 1) se abre, la tapa A B D G j i r a r á a i 
rededor de la recta G D , y tantas posiciones como se 
de'n á dicha tapa, manifes tarán la s i tuación de oíros 
tantos planos que pasen por la recta C D ; y como es
tas posiciones pueden ser infinitas , se sigue que son 
infinitos ios planos que pueden pasar por una recta. 
A h o r a , si ademas de la recta C D , , d de los puntos 
C , D , se señalase otro punto A , y a no hahria mas.que 
un plano que pasase por dichos tres puntos, ó por una 
recta y un punto dado fuera , de e l la . 
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De donde se deduce 1.0 que por dos punios pue

den pasar infinitos planos. 
2.° Que tres puntos no situados en línea recta, ó 

un triángulo A B C (fig. 98), determinan la posición 
de un plano. 

3.0 Dos rectas A B , A C que se cortan, están en 
un mismo plano 1 porque concibiendo un plano que 
pase por la A B , y que va jirañdo hasta que pase por 
C , quedará detemiinada la posición del plano , que 
pasa por los tres puntos A , B , C, o por las dos rectas 
dadas. 

4.0 Dos paralelas A B , CD (fig. 99) determinan 
la posición de un plano; porque si se tiran las secan
tes E P , H G que se corten , el plano que pase por 
estas, será el piano en que se hallen dichas paralelas, 
pnes cada una tiene dos puntos H , E y F , G en el 
plano que pasa por las dos secantes. 

366 T^or. L a intersección común de dos planos 
que se cortan es una línea recta. 

Dem. Porque si en ios puntos comunes á los dos 
planos se encontrasen tres que no estuviesen en línea 
recta, los dos planos de que se trata, que pasan cada 
uno por estos tres puntos, no íbrinarian sino un solo 
y mismo plano, lo que es contra el supuesto. 

367 Teor. Sí una recta A P (fig. 100) es perpen
dicular á otras dos P B , P C , que se cruzan en su pie 
en el plano M N , será perpendicular al plano M N . 

Dem. Porque como las dos rectas P B , PC deter
minan la posición del plano M N , lo que suceda á las 
rectas debe suceder al plano; pero la recta A P es per
pendicular á las dos P B , PC , luego es perpendicular 
al plano. L . Q. D . D . 

Cor. i.0 L a perpendicular A P es mas corta que 
una oblicua cualquiera A Q ; porque es cateto, y la 
oblicua hipotenusa de un triángulo rectángulo. 

Cor. 2.0 Por un punto P dado sobre un plano, no 
se puede levantar sino una perpendicular á este plano. 

Cor. 3.0 También es imposible bajar desde un pun
to fuera de un plano dos perpendiculares á este plano. 
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Cor. 4 ° Lnego la verdadera distancia de un punto 

á un plano, se debe medir por la perpendicular tirada 
al plano desde dicho punto ; por ser la única que se 
puede tirar de su especie. ¿^M*. 

368 Teor. L « 5 oblicuas A B , A C , A T ) (fig.101) que 
distan igualmente de la perpendicular son i guales; y de 
dos oblicuas A E , A D , que distan desigualmente de 
la perpendicular, la que mas se aleja es la mas larga. 

Dem. Porque siendo rectos Jos ángulos A P B , A P G , 
A P D , si se suponen Jas distancias P.B, PC, P D igua
les entre sí , los triángulos APB, A P C , A P D tendrán 
dos lados iguales é igual el ángulo comprendido, lue
go serán iguales; Juego las hipotenusas d las oblicuas 
A B , A G , A D serán iguales entre sí. Ahora, si la dis
tancia P E es mayor que P D dsu igual PB , tend remos 
que siendo recto el ángulo A P B , el A B E será obtuso 
(266)^ luego será mayor que el A E B , y por lo mismo 
A E > A B = A D . que es L . Q. D . D . 

369 Teor. Sea A P (fig. 102) una perpendicular 
al plano MTV, y j5C una línea situada en este plano; 
si desde el pie de la perpendicular se tira la P D per* 
pendicular á BC, y se tira la D A , digo que D A se
ra perpendicular á B C , en el plano que pasa por las 
dos líneas A D , CB. 

'Dem, Porque si se toma D B = D C , y se tiran las 
P B , PC , A B , A G , será (273) Ja oblicua P B = P C ; lue
go las A B , AG también lo serán (360); luego la A D 
tiene dos de sus puntos A y D equidistantes de los 
estremos B y G de la BGj luego (274) le es perpendi
cular. L . Q. D . D . 

Esc. Se ve al mismo tiempo, que la BG es per
pendicular al plano A P D , pues es perpendicular á las 
dos rectas A D , P D , que se hallan en él. 

370 Teor. S i una línea A P (fig. 103) es perpen
dicular á un plano M N , toda línea D E paralela á 
A P será perpendicular al mismo plano. 

Dem. Porque concibiendo un plano que pase por 
las paralelas A P , D E , sa intersección con el M N será 
P D j y tirando en el plano M N la BG perpendicular 
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á P D , j nnieodo el punto A con el D , tendremos que 
B G será perpendicular (369 esc.) al plano A P D E ; lue
go el ángulo B D E será recíoj pero el E D P es t ambién 
recto, pues A P es perpendicular á P D , y D E paralela 
á A P ; luego la línea D E es perpendicular á las dos 
rectas D P , D B ; luego es perpendicular á su plano 
M N , que es L . Q. D . D . 

Cor. R e c í p r o c a m e n t e , s i las rectas A P \ D E son 
perpendiculares a l mismo plano M N , se rán paralelas . 

371 Teor. S i una l ínea A B (fig. 104) es para le la 
á una recta C D ^ t i r ada en el plano M N ^ s e r á p a r a 
lela á este plano. 

D e m . Porque concibiendo un plano por las dos 
paralelas A B , G D , si la recta A B encontrase al plano 
M N deberla hacerlo en un punto de la G D , lo que es 
imposible ; luego la A B no puede encontrar al plano 
M N , y le será paralela. L . Q. D . D . 

372 Teor. Dos planos M N ^ P Q (fig. 105)perpen
diculares á una misma recta A B , son paralelos en-

D e m . Porque si se encontrasen, tirando de un pun
to cualquiera O de la intersección dos rectas O A , O B 
una en cada plano, la recta A B seria perpendicular á 
las dos líneas O A , O B (|) 364), y en el t r i á n g u l o A O B 
habria dos ángulos rectos, lo que (266 cor. 1.0) es i m 
posible; luego los planos son paralelos. L . Q. D . D . 
C 373 Teor. L a s intersecciones E F , G H (fig. 106) 

de dos planos paralelos M N , P Q , con un tercer p l a 
no F G , son líneas paralelas . 

D e m Porque si las líneas E F , G H , situadas en un 
mismo plano , que a q u í es el EF1IG, no son paralelas, 
prolongadas se encon t ra rán ; luego los planos M N , P Q , 
en que se ha l l an , t ambién se encont ra rán , y por lo 
mismo no serian paralelos, que es contra el supuesto. 
Luego & c . -

^ 374 Teor. L a línea A B (ñg . 10$) perpendicular 
a l plano M N \ es perpendicular a l plano paralelo 
a l M N . 

D e m . Porque si tiramos á arbitr io la l ínea B G su 
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el plano PQ, y por ejla y por la AB concebimos im 
plano, este cortará al M N en una línea A D , que será 
paralela (373) á la BC; por ser A B perpendicular ai 
plano M N lo es también (364) á la línea ADj luego 
también lo será (280) á su paralela BG; luego es per
pendicular al plano PQ, que es L . Q. D. D . 

375 Teor. Las partes E G , F U [Gg. 106) de pa
ralelas comprendidas por dos planos paralelos M N , 
P Q , son iguales. 

Dem. Porque concibiendo un plano E G H F que 
pase por las paralelas E G , F H , encontrará á ios pla
nos paralelos en las líneas E F y G H ; estas intersec
ciones son también paralelas (373) , así como por el 
supuesto lo «on las E G , PHj luego ía figura E G H F es 
un paralelogramo , y por io mismo (f) 313) E G = F i í , 
que era L . Q. D . D . 

Cor. Luego dos planos paralelos tienen todos sus 
puntos equidistantes los unos de los otros j porque si 
E G y F H son perpendiculares á los dos planos M N , 
PQ, serán paralelas e' iguales entre sí. 

376 Teor. S i dos ángulos C A E , D B F (fig. 107) 
no situados en el mismo plano, tienen sus lados para
lelos y dirijidos en un inismo sentido, serán iguales-, 
y los planos donde se hallan serán paralelos. 

Dem. Tómese A G = B D , A E — B F , y tírense las 
C E , D P , A B , GD, E F . Pues que AG es igual y para
lela á B D , ia figura A B D C es un paralelogramo (3 r 1); 
luego GD es igual y paralela con A B . Por una razón 
semejante E F será igual y paralela con A B ; luego 
también GD es igual y paralela á E F ; luego la figu
ra G E F D es un paralelogramo, y el lado GE igual 
y paralelo á D F ; luego los triángulos G A E , D B F , 
tienen sus tres lados iguales entre sí; luego son igua
les (259) y darán G A E = D B F , que es L . 1.0 Q. D. D , 

En segundo logar digo'que el plano A G E es pa
ralelo al piano B D F , . porque si el plano paralelo á 
B D F , tirado por el punto A , encontrase á las líneas 
G D , E F en otros puntos que en G y E , v. g. en G y 
H , entonces las tres líneas A B , G D , F H serian ig.ua-
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les (375); pero las tres ÁB, E P , DG, lo eran ya; lue
go se tendrá G D = G D y F H = E F , lo que es absurdo, 
pues las unas son partes, y las otras todos; luego el pla
no A G E es paralelo al B D F , que era L . 2.0 Q. D . D. 

Cor. S i dos planos paralelos M N , P Q , son cor
tados por otros dos planos C A B D , E A B F ^ los án
gulos C A E , D B F , formados por las intersecciones de 
los planos paralelos, serán iguales; porque la inter
sección AG es paralela á B D , y A E lo es á B F ; luego 
el ángulo GAE==DBF. 

377 Teor. E l ángulo formado por dos planos 
M A N , M A P (fig. 108), se puede medir, y se mide 
en efecto, por el ángulo N A P que forman entre 1 sí 
dos perpendiculares A N , A P , tiradas en cada uno 
de ellos á un mismo punto A de la intersección co-r 
mun A M . 

Dem. Porque si se supone que el un plano está 
sobre el otro, como dos hojas de un l ibro, y se tiran 
las perpendiculares A N , A P , estas también estarán 
confundidas. Ahora , concibiendo que el plano P A B 
se empieza á separar del N A G , la perpendicular A P 
estará tan inclinada respecto de A N , como el plano 
A P B que contiene á la primera, lo está respecto del 
A N G en que se halla la segunda. Luego el ángulo 
rectilíneo N A P mide la inclinación de los planos 
P A B , N A G , que es L . Q. D . D . 

Esc. i.0 Esta inclinación P A M G se suele llamar 
ángulo diedro ; y cuando el ángulo que la mide es 
recto, setiice que el un plano es perpendicular al otro. 

Esc. 2.0 Cuando dos planos se atraviesan mutua
mente , los ángulos opuestos al vértice son iguales, 
y los ángulos adyacentes valen juntos dos rectos; 
luego si un plano es perpendicular á otro, este es 
perpendicular al primero. 

Igualmente, en el concurso de los planos parale
los con un tercer plano, se verifican las mismas igual
dades de ángulos , y las mismas propiedades que en 
el concurso de dos líneas paralelas con otra tercera. 

378 Teor. S i una línea A P (fig, IOO), es per-
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pendicular á un plano M N , tqdo plano A P B que 
pase por la A P , será perpendicular a l M N . 

Dem. Porque si concebimos la PC perpendicular 
á la intersección P B , la AP que también lo es (364), 
nos dará el ángulo A P G recto j y como este mide 
(37?) â inclinación de los planos A P G , M N , resulta 
que el plano A P B es perpendicular al M N , que es 
L . Q. D . D . 

Cor. De aquí se deduce que la común intersec
ción de dos planos A P B ^ A P Q , perpendiculares á un 
tercero M N ^ es perpendicular al mismo pluno M N . 
Porque podemos considerar que el plano A P Q es uno 
de los muchos que pueden pasar por la recta A P , y 
que todos son perpendiculares al M N ; luego la in 
tersección de ellos, que es la A P , también es perpen
dicular al plano M N . 

379 Se llama ángulo sólido al espacio angular 
comprendido entre muchos planos que se reúnen en 
un mismo punto j as í , el ángulo sólido S (fig. 109), 
está formado por la reunión de los ángulos planos A S B , 
BSG, GSD, DS A. 

380 Teor. S i dos ángulos sólidos se componen de 
tres ángulos planos iguales cada uno al suyo* los pla
nos en que se hallan los ángulos iguales estarán igual
mente inclinados. 

Espl . Sea el ángulo A S G = D G F (fig. IIG ) , el 
A S B = D G E , y el B S C = E G F ; digo que los dos pla
nos ASG, ASB, tendrán entre sí una inclinación igual 
á la de los planos D G F , D G E . 

Costr. Habiendo tomado SB á arbitrio, tírese BO 
perpendicular al plano ASG; desde el punto O donde 
esta perpendicular encuentra al plano, tírense las O A , 
OG, perpendiculares á SA, SG, y tírense las A B , BG. 
Tómese después G E = S B ; tírese la E P perpendicular 
al plano D G F ; desde el punto P tírense las P D , P F , 
perpendiculares á G D , G F ; y por último tírense las 
D E , E F . 

Dem. E l triángulo> SAB es (369) rectángulo en 
A , y el G D E en D; y pues que el ángulo A S B = D G E , 
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se tiene también S B A — G E D . Por otra parte SB=GES 
luego el triángulo SAB es igual ai GDEj luego 

S A = G D , y A B ~ D E ; 
del mismo modo se demostrará que S C r r G F y BGrrEF. 

Esto supuesto , el cuadrilátero SAOG es igual al 
G D P F ' ; porque poniendo el ángulo ASG sobre su 
igual D G P , á causa de S A = G D y S C = G E , el punto 
A caerá en D , y el C en F . A l mismo tiempo la AO 
perpendicülar á SA caerá'sobre la D P perpendicular á 
G D , e igualmente OG sobre P F ; luego el punto O 
caerá sobre P , y se tendrá A O = D P . Pero los trián
gulos A O B , D P E , son rectángulos en O y en P , la 
hipotenusa A B = D E , y el lado A C ^ D P , luego estos 
triángulos son iguales (273 cor. 2.0), y por lo mismo 
el ángulo O A B = P D E . Pero el ángulo O A B es la in
clinación de los dos planos SACÍ, SAB, y el P D E es 
la inclinación de los dos planos D G P , D G E j luego 
estas dos inclinaciones son iguales. L . Q, D . D . 

Cor. De donde resulta que dos ángulos sólidos 
formados como los anteriores se pueden superponer 
de modo que se confundan. 

P A R T E T E R C E R A . 

De los prismas, y medición de sus superficies y vo
lúmenes. 

381 Pasamos ya á considerar la estension con sus 
tres dimensiones de longitud, latitud y profundidad 
6 grueso. Guando la estension se halla terminada por 
planos, se llama en general sólido, ó mas bien cuer
po poliedro. 

Cuando el cuerpo consta de cuatro caras, se l la
ma en particular tetraedro, cnanáo de seis, exaedroj 
cuando de ocho , octaedro ; cuando de doce , dode
caedro ; y cuando de veinte , icosaedro, &c . 

La intersección comu^i de dos caras adyacentes 
de un poliedro, se llama lado 6 arista del poliedro. 

Guando el poliedro tiene dos caras opuestas igua-
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Ies y paralelas, y las demás caras son paralelogramos, 
se llama prisma los dos planos paralelos e' iguales, 
se llaman bases del prisma ; y los paralelograoios, 
caras del prisma, de donde resulta (375) que todas 
las aristas de un prisma son iguales. 

382 Para concebir formado un cuerpo de esta espe
cie, supongamos que A B C D E (íig. 111) sea un polígono 
cualquiera , y que en un plano paralelo al A B C &c. 
se tiren las líneas F G , G l i , H L , &c. iguales y para
lelas á los lados A B , B C , GD, &c. con esto se formará 
un polígono F G H L K igual al A B C D E j y si des
pués se unen los vértices de los ángulos homólogos 
por medio de las rectas A F , B G , GH. , &c. las caras 
A B G F , B G H G , &c. serán paraleiogramos; y el cuerpo 
A B C D E K F G H L formado de este modo será un pris
ma , cuyas bases son A B C D E , F G H L K . 

Se llama altura del prisma la perpendicular tirada 
desde una de las bases á la opuesta d á su prolonga
ción; cuando las aristas del prisma son perpendicu
lares á la base , el prisma se llama recto, como el 
ABCD11FEG (íig. 112); y cuando esto no se verifica, 
es oblicuo, como el A B C D E K F G H L (íig. m ) . 

383 E l prisma se llama triangular, cuadrangular, 
pentagonal, exagonal, £ífc. según sea la base t r ián
gulo, cuadrilátero , pentágono, exágono, &c. 

Gomo hay diferentes especies de cuadriláteros, re
sulta que el prisma cuadrangular recibe diferentes 
nombres; así, cuando la base es un paralelogramo, se 
llama paralelepípedo ; cuando es romboide , prisma 
romboidal; cnando rombo, prisma rombal; cuando la 
base es un rectángulo, prisma rectangular; y cuando 
la base es un cuadrado y la altura es el mismo lado 
del cuadrado, se le llama cubo. 

384 Teor. Dos poliedros no pueden tener los mis
mos vértices, y en el mismo número, sin coincidir el 
uno con el otro. 

Dem. Porque si suponemos construido uno de 
ellos, y se quiere construir otro que tenga ios mismos 
vértices y en el mismo íiúmero, cada piano de los que 

S T. I. 
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furmen el segundo tendrá con SÜ correspondiente en 
el primero, tantos puntos comunes como ángulos ha
ya en la cara del poliedro; y como en cada cara ha 
de haber lo menos tres ángulos, resulta que todas las, 
caras coincidirán, y por consiguiente los pbHedros que-, 
darán confundidos en uno solo. L . Q. ü . D . 

385 Teor. Dos prismas son iguales, cuando tienen 
un ángulo sólido igual comprendido por tres planos, 
iguales cada uno al myo y semejantemente colocados. 

Esp l . Sean A B G L , abcl (fig. 111) dos prismas que 
tengan el ángulo solido B = a l b; y ademas los planos 
que le forman respectivamente A13CDE=a¿Cí/íf, 

A B G F = « % / , y B C H G = £ c % 
digo que estos prismas son iguales. 

Dem. Concibiendo el ángulo solido B superpues
to al ¿ , se confundirán (380 cor.) por ser iguales ; y 
por ser iguales los planos que los forman, se confun
dirán exactamente A B C D E con a/?c¿/e, A B G F con abgf% 
y B C H G con bchg; luego el lado G F caerá sobre su 
igual g / , G H sobre g^, y toda la base superior F G I I L K 
sobre su igual fghlk; luego los dos prismas A B G L , 
abcl, tienen los mismos vértices; luego (384) se con
fundirán ; luego son iguales. L . Q. D . I). 

386 Teor. JS.n todo paralelepípedo los planos opues
tos son iguales y paralelos; y reciprocamente si un 
poliedro está terminado por seis planos paralelos de 
dos en dos , es un paralelepípedo. 

Dem. Por ser paralelepípedo, las bases A B G D , 
E F G H (fig. 113) son paralelogramos iguales y parale
los. Pero A D es igual y paralela á BG, y A.E igual y 
paralela á B F ; luego (376) el ángulo D A E = C B P , y 
el plano D A E paralelo á CBF; luego (313)6! parale-
logramo D A E H = al G B F G ; y como demostrüríaraos 
lo mismo de los paralelogramos A B F E , DGG11, re
sulta L . 1.0 Q. D . D . 

Ahora, si suponemos que los seis planos sean pa
ralelos , esto es, que A P paralelo á I)G, A H á B G , y 
AG á E G , se tendrá que las coamnes intersecciones de 
los planos A P , D G con el AG, serán dos líneas A B , DG 
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paralelas (373)' Las A D , BG , comunes secciones de 
los planos paralelos Á H , B G con el A G , serán para
lelas; luego la figura AG es un paralelogramo. 

Del mismo modo demostraríamos que todas las 
demás caras lo son 5 pero el A F da (§313) A B igual 
y paralela á E F ; el B G da BG igual y paralela á F G ; 
de donde se deduce (376) que el ángulo E F G = A B C , 
y el paralelogramo A B G D = E F G H ; luego dicho cuer
po es un paralelepípedo. I/. 2,0 Q. D. D . 

387 Teor. S i los ángulos homólogos opuestos de las 
liases de un paralelepípedo recto, se unen por medio de 
las diagonales D E , H F , el plano D E F U que pase por 
ellas , dividirá al paralelepípedo A E C D H E F G en 
dos prismas A B D H E F , D B C G H F iguales. 

Bem. La naturaleza del paralelepípedo da 
A B G D = E F G H , 

y por lo mismo A B D = D B G = E F H = F G H ; 
luego el ángulo solido en G será igual al en E , pues 
el ángulo B G G = A E H por rectos, el G G D = A E F por 
la misma razón, y el B G D = H E F por la igualdad de 
dichos triángulos. 
Por otra parte (386) las caras B G G F , D G G H son res
pectivamente iguales á las A E H D , AÉFBj luego (385) 
los dos prismas triangulares son iguales. L . Q. D. D . 

Cor. Luego el prisma triangular A B B H E F es 
la mitad del paralelepípedo A E C D H E F G , que tiene 
la misma altura, y cuya base A B C D es dupla de la 
A B O del primero. 

388 Teor. S i dos paralelepípedos tienen una ba
se común, y sus bases opuestas en un mismo plano y 
entre unas mismas paralelas, estos paralelepípedos 
serán equivalentes, d iguales en volumen, 

Espl . Sean A G , A L (fig. 114) dos paralelepípedos 
que tienen la base común A B G D , y' las opuestas 
E F G H , N K L M en un mismo plano H K y entre las 
paralelas E K , H L ; voy á demostrar que el parale
lepípedo A G = al A L . 

Dem. E l paralelepípedo A G da A B C D = E F G K J , 
el A L da A B G D — N K L M , luego E F G H = N K L M ; 
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y añad iendo á ambos oriembros Ja parte F N M G re^ 
su l t a rá E F G H - f - . F N M G ~ : N K L M - + - F N M G , 
d redocieiido se t e n d r á E N M H — F K L G j 
ademas el primero da A E H D = B F G G j 
y pur lo dicho (350) se deduce el t r i ángu lo A E N = : B F K . 
Luego Jos prismas triangulares A E J N M H D , B F K L G G 
tienen los ángulos sdJ idosE, F formados por tres pía
nos iguales ; luego (385) dichos prismas son iguales. 

Ahora , si del poliedro total A E L se quitan dichos 
prismas, los residuos serán iguales, y se t e n d r á 

• A E L — A E M = A E L — B F L , 
ó para le lepípedo A L = a I A G , que es L . Q . D . D . 

389 Teor. Dos pa ra le l ep ípedos de l a misma base 
y al tura son iguales en volumen, ó son equivalentes. 

D e m . Porque si suponemos que A B C D (íig. 115) 
sea la base común de los dos paralelepípedos A G , A L , 
resulta que por tener una misma altura, sus bases su

periores E F G H , R K L M se ha l la rán sobre un mismo 
plano. Ahora , si se conciben prolongados los planos 
A B F E , D C G H , y los A D M R , B C L X hasta que se 
encuentren , formarán por su común intersección un 
tercer paralelepípedo que t e n d r á la misma base A B C D , 
y cuya base opuesta estará representada por el para-
lelogratno 1NOPQ. Pero este tercer para le lepípedo es 
igual (388) en volumen al A G ; pues ten ienáb la mis
ma base inferior , las superiores están en un mismo 
plano y entre las paraleJas G Q y F N ; y por una razón 

\ semejante este tercer para le lepípedo será igual con el 
• . A L ; luego A G = A L , que es L . Q. I), D , 

390 Teor. Todo pa ra le l ep ípedo se puede convertir 
en uno recto y rec ién guio de igual volúmen, que ten
ga l a misma a l tura y una base equivalente. 

D e m . Porque si A G es el para le lepípedo propucs-
> ' t o , y desde los puntos A , B , C , D , se tiran las A R , 

B K , C L , D M , perpendiculares al plano de la base, 
tendremos formado el para le lepípedo recto A L , igual 
en volumen al A G . Luego si la base A B C D es un rec-

• t á n g u l o , A L será c i para le lepípedo recto y r ec tángu lo 
equivalente al propuesto A G . Pero si A B C D (fig. 116) 
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no es un rectángulo , se tirarán Jas A O , BN perpen- j í 
diculares á GD, después las perpendiculares OQ y JNP A ^ ^ y ' 
á la base A.BGD , con lo cual se tendrá el poliedro Jfi/bt 
A B N O Q P K E que será un paralelepípedo recto y rec - / / . 
tánga'lb. Y como los dos paralelepípedos A P , A L se frlíM/W' 
puede reputar que tienen la misma base A B K E y la ^¿Iñffu 
misma altura AO, resulta que son iguales en vokimenj *~Jlf 
luego el paralelepípedo oblicuo A G (fig. 115) que se 6lM\jlW*** 
habia reducido á un paralelepípedo recto equivalente j^fijfiff1} 
AL,se encuentra de nuevo convertido en un paralele-/ * 7 
pípedo rectángulo A P , que tiene la misma altara A^ Jp¿^¿^i 
A E , y cuya base A B N O es equivalente á la A B C D , 7 / 1 
que es L . Q. D . D . -ffi j^ rf. B O ^ ^ -

39Í Teor. Toda sección N O P Q R (fig. n 1) h e c h c T ^ ^ i ^ 
en un prisma por un plano paralelo á la base A B C D E , • 
es igual á esta base. w 

Bem. Porque las partes A Q , B P , GO, &c. de pa- Jfaff&Tfc 
ralelas comprendidas entre los planos paralelos A B G , 
N O P , son iguales (375); y así, todas las figuras A B P Q , 6 ) ^ fcUM 
BGOP, &c. son paralelogramos. / ylh M 

De aquí se sigue que el lado PQ es igual y para-y y ¿ 
lelo á A B , OP á B G , O N á GD, &c.j luego (376) el fj¿¿¿YO 
ánguío A BGizQPO , el B G D = P O N , & c . ; luego los ^ ^ J . 
dos polígonos A B G D E , N O P Q R tienen los lados y-fb^^y 
los ángulos iguales respectivamente j luego son iguz-4 A/fajd. 
les. L . Q. D; D. ^ 

392 Teor. L a superficie lateral de un prisma es (XfaWuÜf 
igual al ^producto de una de sus aristas por el períme~ w 
tro de una sección perpendicular á dicha arista. S40&/A<*~> 

Dem. Si el prisma fuese el abck (fig. m ) , s u , , ^ ^ , ' ^ 
superficie lateral seria igual á la de todas las caras ag, / ' » 
¿A, c/, dk , e/; pero si por un punto cualquiera áe/éf&ft&A 
una de las aristas se hace pasar un plano nopqr per- ' - v . 
pendicular á dicha arista, será perpendicular á todas W^CCcfiU 
las demás (370); luego el par.alc;logramo ag==gbxpq^^ñ'fO'ú 
elbhz-chxop,elcl—dlxno,eldk~kexnr,e\efz^ekxqrj % | 
y como todas las aristas af. bg, r/¿, d i , ek son igua^esí T A ^ T J ^ 
se tendrá que sup. lat. de prisma abcdk— á la de 
los paralelogramos ag-i-bh-hcl-hdk-hef— _̂  
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hgXpq+chxop-hdlxno-^kexnr-hekxqr-, 

sustituyendo bg á las demás aristas, y sacándola fue
ra de un paréntesis como factor común, resultará 
snp. lat. de prisma ahck=bg{pq-^op-+no-¥nr-hrq)z=z 

¿gxperím. de sec. nopqr, que es L . Q. .D. D . 
Cor. Si el prisma es recto, la sección será para

lela e igual á la base , y por lo mismo la superjicie 
lateral de un prisma recto es igual al perímetro de 
la base multiplicado por su arista ó altura^ que es lo 
mismo. 

393 Teor. Dos paralelepípedos rectos A Q , ag 
(fig. 112), de iguales bases A B C D , abcd, son entre sí 
como sus alturas A F , af, ó se tendrá AG:ag::AF:af. 

Dem. Aquí pueden ocurrir dos casos; 6 que las 
alturas sean comensurables, d que no lo sean. 

1.0 Si tienen la común medida AX=aa;, y espre
samos por /72, ra, las veces que está contenida en cada 

'una de ellas, se tendrá A í — m x A X , y af=nxax', 
y formando proporción y simplificando por AX=ax , 
será AF:af::mxAX:nxax::m:n. 

Si por ios puntos de división X , Z , &c. , x, z, £ffc., 
se tiran planos paralelos á las bases, el paralelepípe
do A G quedará dividido en m paralelepípedos iguales 
con A Ü , y el ag en n iguales con a M = A U , y todos 
iguales entre sí (389); y se tendrá 

A G = m x A U , ag=nxau=nxA'U; 
y formando proporción será AGiagr.mxAJJ-.nxaur.m-.n. 

Esta proporción y la anterior dará (§ 184, 2.a) 
A G : a g : : A F : a / , que es L . i.ü Q. D . D . 

2.0 Si las alturas son incomensurables , se de
muestra por un procedimiento semejante al que he-

v .jmos seguido (352), que la razón de AG. 'ag no puede 
ser mayor ni menor que AF' .a f ; luego será igual, 

p L . 2.0 Q. D . D . 
|U ^ 394 Aunque hemos dicho en el teorema anterior 

' que los paralelepípedos han de ser rectos, y en los 
^ . dos siguientes decimos rectángulos , es por la mayor 

''íacilidad en las costrucciones,j, pues las proposiciones 
se verifican en cualesquiera paralelepípedos. Porque 
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según hemos visto (390), todo paralelepípedo se {,ue-
de convertir en uno recto y rectángulo igual en vo
lumen ; luego lo que se demuestre de estos quedará 
demostrado de aquellos. 

395 Teor. Dos paralelepípedos rectángulos A G , 
A K (íig. 117) de una misma altura A E ^ son entre 
si como sus bases A B C D , A M N O , ó se tendrá 

A G i A K y . A B C D . A M N O . 
Dern. Habiendo colocado el uno al lado del otro 

como representa la figura, prolongúese el plano OJNKL 
hasta que encuentre al D G G H , cuya común sección 
sea P Q ; y tendremos un tercer paralelepípedo A Q , 
que se podrá comparar con cada uno de los A G , A K , 
Los A G , A Q que tienen la misma base A E H D , dan 
A G : A Q : : A B : A O i 
igualmente los paralelepípedos A Q , A K , que tienen 
la misma base A O L E , dan AQ:AK::AD:AiVÍ; 
multiplicando ordenadamente y omitiendo (191) el 
factor común A Q , será A G : A K : : A B x A D : A O x A M ; 
pero A B x A D representa (353 esc.) la base A-BCD, 
y A O x A M representa la AiVINO; 
luego A G : A K : : A B G D ; A M N O , que es L . Q. D . D . 

39Ó Teor. Dos paralelepípedos rectángulos cua
lesquiera^ son entre sí como los productos de sus bases 
por sus alturas ¿ ó como los productos de sus tres d i 
mensiones. 

De/72. Porque habiendo colocado los dos parale
lepípedos A G , A Z (íig. 117), de manera que sus su
perficies tengan el ángulo común B A E , proidugucnse. 
los planos necesarios para formar el tercer p a r a l e l e 
pípedo A K , de la misma altura que el A G , y (395) 
se tendrá AG:AK: ;ABCD:AMJNOj 
pero (393) los dos paralelepípedos A K , A Z , que tie
nen la misma base A M N O , dan A K : A Z : r A E : A X ; 
luego multiplicando ordenadamente estas dos propor
ciones y omitiendo el factor común A K , se tendrá 

A G ; A Z : : A BGDx A E: A M N Ox A X ; 
y sustituyendo en vez de las bases A B C D , A M N O , 
sus valores A B x A D y A O x A M , será 
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A G : A Z : : A B x A D x A E : A O x A M x A X , que es L . Q . D . D . 

Cor. De aquí se deduce que se puede tomar por 
medida de un paralelepípedo rectángulo el producto 
de su base por su altura , o el producto de sus tres 
dimensiones; con tal que por esta espresion se en
tienda el producto de los números de unidades linea
les que contiene cada una. 

397 Para medir los volúmenes se ha elejido por 
unidad el cubo, cuyo lado sea también la unidad, 
esto es, i vara, i pie, &c. Así, si el cubo a (fig.118) 
es el de una vara, y suponemos que está contenida la 
vara en BG siete veces, en GD dos, y en GG cuatro, 
el paralelepípedo rectángulo GF será 

Í ;O/ .CF~7X2X4 varas cúbicas = 5 6 varas cúbicas, 
ó 56 cubos iguales con el a que se tomo por unidad: 
como lo manifiesta la figura. 

398 Teor. E l volumen de un paralelepípedo, y en 
general el volumen de un prisma cualquiera, es igual 
al producto de su base por su altura. 

Dem. Porque i.0 un paralelepípedo cualquiera 
equivale (390) á uno recto y rectángulo de la misma 
altura y de una base equivalente. Pero el volumen 
de este se halla multiplicando su base por su altura, 
luego el volumen del primero es del mismo modo 
igual al producto de su base por su altura. 

2.0 Todo prisma triangular es la mitad de un 
paralelepípedo de la misma altura y de dupla base; 
y como el volúmen de este es igual á su base multi
plicada por su altura, resulta que la del prisma trian
gular es igual al producto de su base , mitad de la 
del paralelepípedo, multiplicada por su altura. 

3.0 Un prisma cualquiera se puede dividir en 
tantos prismas triangulares de la misma altura, co' 
mo triángulos se pueden formar en el polígono que 
le sirve de base. Pero el volúmen de cada prisma 
triangular es igual á su base multiplicada por su al
tura; y como Ja altura es la misma para todos, se 
sigue que la suma de todos los prismas parciales será 
igual á la suma de todos los triángulos que les sirven 
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de bases, multiplicada por la altura común. 

Luego el voluxiien de un prisma cualquiera es 
igual al producto de su base por su altura. L . Q. D. D . 

Cor. Luego los prismas que tengan bases y altu
ras iguales serán equivalentes, ó iguales en volumen. 

De la pi rámide y medición de su superficie y volumen. 

399 Se Ihitna pirámide un poliedro que tiene por 
base una figura cualquiera, y cuyas caras son tr ián
gulos que tienen un ángulo en un mismo punto, l la
mado cúspide ó vértice de la pirámide ; tal es el 
S ABC DE (fig. 119) en que el polígono A B C D E es la 
base de la pirámide , S su cúspide d vért ice, y los 
triángulos A S B , B S C , C S D , &c. las caras. Toda l í 
nea SO (figs. 119}' 120) que desde el vértice se tire 
perpendicuiarmente á la base o á su prolongación, 
se llama altura de la pirámide. 

Una pirámide es triangular, cu adran guiar, & C . 
según la base es un triángulo, cuadrilátero, &c. 

Guando el polígono de la base es regular, y ade
mas la línea que desde el cúspide va al centro del 
polígono es perpendicular á la base, la pirámide se 
llama regular, y cuando le falta alguna de estas dos 
circunstancias , se llama irregular. En la regular se 
llama apotema la perpendicular SK (fig. 119), que 
desde el cúspide S se tira en una de las caras al la
do A B de la base. 

400 Teor. E n toda pirámide regular los t r ián
gulos laterales A S B , B S C , CSD, & c . (íig. 119) son 
isósceles é iguales entre si. 

Dem. Por suponerse la pirámide regular, la SO será 
perpendicular al plano A B C D E , y los radios oblicuos 
A O , OB, &c. serán iguales; luego (368) las oblicuas 
S A , S B , SC , &c. son iguales; luego los triángulos 
S A B , SBC, &c. son isósceles; y como ademas tienen 
iguales los lados, A B , B G , &c. de la base, se infiere 
que ademas deser iso'sceles son (259)iguales.L.Q.D.D. 

Cor. Si se conciben planos por la altura SO y por 
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cada una de las aristas, quedará dividida la pirámi~ 
de en tantas pirámides triangulares iguales (384) co-
/rao lados tiene la base ; y como aunque la pirámide 
sea irregular, se puede dividir su base desde un pun
to cualquiera de ella, en tantos triángulos como lados 
tiene, concibiendo planos por cada arista y por la lí
nea que une dicho punto con el vértice, quedará d i 
vidida la pirámide en tantas triangulares como lados 
tiene. 

401 Teor. L a superficie lateral S de toda p i r á 
mide regular es igual al perímetro P de la base por 
la mitad de la apotema, que llámarémos Ap. , o se ten
drá S=Px~Ap . 

Dem. Por ser regular la pirámide, todos los trián
gulos laterales serán iguales , y por lo mismo la su
perficie lateral equivaldrá á tantas veces uno de ellos 
como caras tiene la pirámidej y como esta tiene tantas 
caras como lados la base , resulta que llamando n al 
numero de lados de la base , será S=raxtriángulosj 
pero la superficie de un triángulo tal como el ASB se 
halla multiplicando la mitad de la apotema Sk ó A p . 
por el lado AJB, que llámarémos X ; luego la super
ficie de uno de los triángulos laterales será L x ^ A p . , 
lo que dará S — n x L x ^ A p . — n L x ^ A p . ; 
y como n L ~ P , se tendrá ^ z ^ P x ^ ^ p . que es L.Q..D.D. 

Esc. Si á la espresion de la superficie lateral ana-
dimos la de la base, se tendrá la superficie total de 
la pirámide. Guando la pirányde ó cualquier otro po
liedro es irregular , se halla separadamente la super
ficie de cada cara, y su suma será la superficie del 
poliedro. 

402 Teor. S i una pirámide S A B C D (fig. 121)5« 
corta con un plano paralelo á la base A B C D , se ve r i ' 
ficarán tres cosas. Primera. Este plano cortará á todas 
las aristas S A , S B , 5C, ¿í?c. en partes proporcionales, 
que tendrán unas con otras la misma razón que las 
de otra recta S E , tirada desde el vértice de la p i r á 
mide al plano de la base-, y l a misma razón también 
que dos lados homólogos cualesquiera A B , ab , de la 
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hase y de ta sección. Segunda. L a sección dbcd será 
semejante á la base A B C D . Tercera. L a superficie 
de la base A B C D tendrá con la abcd de la sección, la 
misma razón que los cuadrados de las líneas S E , Se. 

Dem. i.a Si por la recta SE y por las aristas de 
la pirámide, se conciben los planos SEA , S E B , SEG, 
&c. estos cortarán á la sección abcd en las líneas ea, 
«¿ , &c. que serán paralelas (373) á las EA., E B , &c. 
luego (328) los triángulos A S E , BSE , ASB, BSC, &c. 
serán semejantes á sus correspondientes aSe, ¿Se, aS¿, 
¿Se, £ífc. v darán 
SE:Se::SA"!Sa::SB:S¿::SC:Sc::&c.:&c.::AB:a¿::BG:¿c. 

2.a Una vez que los triángulos A E B , B E G , G E D , 
&c. en que está dividida la base A B C D , tienen sus 
lados respectivamente proporcionales á los de los trián
gulos aeh, bec, ced, £ífc. en que está dividida la sección 
abcd, resulta que todos estos triángulos son semejan
tes unos á otros (329); luego las dos figuras A B G D , 
abcd, también lo serán (341). 

, 3.a Y por ser semejantes las figuras A B G D , abcd, 
serán entre sí como los cuadrados de sus líneas homo
logas (357 esc. 1.0) y por lo mismo 

ABCD:a¿c^::AB2:ttZr:;SE2:Se2, 
que es L . Q. D . D . 

Cor. Luego sí se cortan dos pirámides S A B C D , 
SFG11 (ñg. 122) de iguales alturas S E , S E ' , con un 
plano paralelo al de sus bases, las secciones abcd, fgh, 
tendrán una con otra la razón de las bases A B C D , 
E G H ; y si estas son iguales , también lo serán las 
secciones. Porque por lo demostrado áltimamente, se
rá ABGD:fí/jc¿/::AB2:a¿2::SE2:Sén 
por la misma razón PGH:/g/2::SE/2:Se/2; pero SE=SE/ 
por el supuesto, y como el plano es paralelo alas ba
ses, cortará partes iguales de las alturas; luego sien
do Ee, E V iguales, los residuos Se, Se' serán iguales, 
y por lo mismo Las dos proporciones de arriba tendrán, 
igual la ultima razón; y formando proporción con las 
otras dos será ABCB:abcd::FGU:fgh, 
ó ABGD:FGU::abcd:fgh; luego si A B G D — F G H , 
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resultará ahcd ~fgh , que es L . Q. D. D. 

Esc. Se dice de dos pirámides que son semejan-
tes , cuando sus Lases son semejantes, y tienen todas 
las líneas homologas proporcionales; y como todas las 
de la pirámide SABCD son proporcionales con las de 
la Sabed, y A B G D es semejante á abed, resulta que 
la pirámide quitada ó deficiente Sabed, es semejante 
á la S A B C D . 

403 La parte ABCDa¿c^ que queda , se llama 
tronco ó trozo de pirámide , ó pirámide truncada; y 
cuando la pirámide de que resulta el trozo es regular, 
su superficie lateral se halla multiplicando la parte 
de la apotema comprendida entre las dos bases opues
tas , por la semisuma de los perímetros de las bases 
paralelas, ó por el perímetro de una sección hecha á 
distancias iguales de las bases paralelas. 

Dem. Porque observando que todos los trapecios 
tendrán una misma altura (fig. 121) será 
Sup. lat. de trozo ABGDaíacó=AZ>+BcH-Cd-^hDa— 

n ' AB+aá BG-HÍ>C C D ^ c d 
(§ 356)^Kx ^ K x HrkKx 

DA+Az kV^ab+EC-hbc-hCD-^cd^DK^-da 
k K x - k K x '—z 

^ per/m .ABCD-f-perím .abed^ 

2 
y como (§ 356 esc.) 

AB+ah BG-hbc CD-hcd BA+da 
~mn, ——720, ~0Pi Y —pm, 

2 2 2 2 
resulta: 
Sap.lat. de trozo=^Kx»27Z-+feKx«o-f-^Kxop-+-^Kx/'m=z 
kKx(mn-i-no~hop-i-pm)=kKxpeYÍín. de sec. equidis
tante de las bases paralelas. L . Q. D . D. 

404 Teor. A toda pirámide se le puede inscribir 
y circunscribir un número de prismas, de manera que 
la diferencia entre la suma de los circunscritos y la 
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délos inscritos sea menor que cualquier cantidad dada. 

Dem. Sea SABG (fig. 123) la pirámide propuesta, 
si se divide la altura en un numero cualquiera de par
tes iguales, v. g. en 4, y por los puntos de división 
se conciben planos paralelos á su base, se tendrá d i 
vidida la nirámide en otra S Q R T , y en tantos trozos 
Q R T N M X , X M N H G F , F G H C B A , como partes tenia 
la altura menos, una. Concibiendo ahora un prisma 
Z V S T R Q , que tenga la misma base y altura que la 
pirámide , y en cada trozo dos prismas de la misma 
altura que él, que el uno tenga por base la mayor del 
trozo y el otro la menor, se tendrá el número de pris
mas circunscritos Z V S T R Q , O P T N M X , LKNHGFÍ, 
D E H C B A , y el de los'inscritos Q K T N m l , X M N H g f 
FGHC¿a; pero el primer prisma circunscrito-ZVSTRQ 
es igual (398 cor.) con el primer inscrito QRTN//2/; el 
segundo circunscrito con el segundo inscrito, y el ter
cero con el tercero 5 luego la diferencia entre la suma 
de los circunscritos é inscritos estará representada por 
el último circunscrito D E H C B A ; y si inscribiéramos 
y circunscribiéramos duplo número de prismas, el úl
timo circunscrito que espresaria la diferencia, seria dos 
veces menor que el D E H C B A ; y como continuando del 
mismíunodo, el último prisma circunscrito que espresa 
la diferencia, va haciéndose dos veces menor, al cabo 
de cierto tiempo llegará (229) á ser menor que cual
quier cantidad dada por pequeña que sea. L . Q. D . D . 

Cor. Siendo el volúmen de la pirámide mayor que 
la suma de los prismas inscritos, y menor que la de los 
circunscritos, con mas razón se le podrá inscribir ó 
circunscribir un número de prismas, de modo que la 
diferencia entre la suma de cualesquiera de estos y 
el volumen de la pi rámide , sea menor que cualquier 
cantidad dada por pequeña que sea. 

405 Teor. Dos pirámides de igual base y altura 
son iguales en volumen. 

Dem. Sean SABG, S ' A T / C ' las dos pirámides; si 
se concibe dividida su altura en un mismo número 
de partes iguales, y por los puntos de di visión se ha-
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cen pasar planos , las secciones que causen estos pla
nos serán iguales (402 cor.); concibiendo ahora un 
prisma circunscrito á cada una de las partes en que 
quedan divididas las pirámides, y llamando S la su
ma de los prismas circunscritos á SABG , y 5' a la 
de los circunscritos á S^ ' I ^G ' , se tendrá S—S', pues 
cada prisma de la SABG es igual ^(jO cor.) con el 
correspondiente de la S 'A'B'G' ; pero S se puede acer
car (404 cor.) á SxABG , y S' á S 'A 'B 'G' tanto como 
se quiera ; luego tenemos aquí dos cantidades 5 , ÍS', 
variables, pero siempre iguales, que se pueden acer^ 
car á las dos constantes S A B G , S 'A 'B 'G ' tanto como 
se quiera; luego (231 cor.) estas constantes son igua
les, y se tiene SABG=S/A/B/G/, que es L . Q. D . D . 
• 406 Teor. Todo prisma triangular A B C F D E 
(ííg. 124), se puede dividir en tres pirámides equi
valentes. 

Dem. Si por las diagonales A D , A P de dos caras 
contiguas del prisma, se concibe un plano, quedará 
dividido el prisma en dos pirámides una triangular, 
A D E P (fig. 125), cuya base D E F y la altura A E se
rán las mismas que las del prisma : y la otra cuadran-
gular (fig. 126) que tendrá por base á la otra cara del 
prisma, y por altura á la altura del triángulo BAG 
de la base. Si por las aristas D A , AG de esta se con
cibe un plano DAG, su común sección con el B G F D , 
será la diagonal D G , por lo que dicha pirámide que
dará dividida en otras dos triangulares A B G D , A G D F , 
que tendrán bases iguales (313, i .0) , y una misma 
altura por tener su vértice común en A ; por lo cual 
estas dos pirámides serán iguales en volumen. Ahora, 
la pirámide D B A G se puede considerar que tiene por 
base al triángulo B A G , que es una de las bases del 
prisma, y por altura la misma que la del prisma 5 y 
como las dos bases opuestas de un prisma son igua
les, resulta que las dos pirámides D B A G y A D E P 
(fig. 125) son iguales también en volumen; luego las 
tres pirámides son iguales en volumen. L . Q. D . D . 

Cor. i .0 Toda pirámide triangular es el tercio de 
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un prisma triangular de igual base y altura; porque 
equivaliendo el prisma B A G F E D (fig. 124) á tres p i 
rámides iguales con la A D E F , cada una de estas será 
el tercio del prisma; y como,podemos concebir á toda 
pirámide dividida en tantas pirámides triangulares 
como lados tiene su base, y cada una será el tercio del 
prisma de igual base y altura, resulta, que en general 
toda pirámide , de cualquier clase que sea j es igual 
á la tercera parte de un prisma de igual base y altura. 

Cor. 2.0 Luego siendo el volumen del prisma (398) 
igual á la superficie de su base multiplicada por su 
altura , el de la pirámide será igual ú la superficie 
de la base multiplicada por el tercio de la altura. 

De los poliedros regulares^ o de los cinco cuerpos re
gulares. 

407 Se llaman j^oZ/eároí regwtóres aquellos cuyas 
caras son polígonos regulares iguales, y cuyos ángu
los solidos son todos iguales entre sí. 

De estos sólo hay los cinco siguientes , á saber:, 
el tetraedro (fig. 127) que es un cuerpo terminado 
por cuatro triángulos equiláteros iguales; el octaedro 
(fig. 128) que está terminado por ocho triángulos equi
láteros iguales, el icosaedro (fig. 129) que está ter
minado por veinte triángulos iguales; el exaedro ó 
cubo (fig. 130) que está terminado por seis cuadra
dos iguales ; y el dodecaedro (fig. 131) que está ter
minado por doce pentágonos iguales. 

Para hallar su superficie, se halla la de una cara, 
y se multiplica por el número de ellas. 

Para encontrar su volumen , observaremos que 
siendo el tetraedro una pirámide, le hallaremos con
forme lo hemos dicho (406 cor. 2.0); el octaedro no 
viene á ser otra cosa que dos pirámides cuadrángu-
lares reunidas por su base , y la regla que acabamos 
de citar nos dará su volumen ; y siendo el exaedro 
un cubo nos servirá la regla dada (398). 

Ahora, para hallar el volumen del dodecaedro y 
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del icosaedro, los consideraremos como compuestos 
de tantas pirámides corno caras tienen, coya base sea 
cada cara , y la altura la mitad de la distancia que 
hay entre dos caras opuestas. 

De los tres cuerpos redondos. 

408 Se llama cuerpo redondo ó de revolución, el 
que está terminado por una superficie que no presenta 
esquinas ó ángulos sólidos. 

Se llama cilindro un cuerpo cuyas dos bases opues
tas son dos círculos iguales y paralelos , y cuya su
perficie lateral es convexaj tal es el E F C D (fig. 132)5 
la línea A B que une los dos centros, se llama su eje-, 
cuando el eje es perpendicular á las bases, el c i l in 
dro es recto; cuando no, oblicuo, tal como el E F C D 
(fig. 133) ; en cuyo caso la altura es la perpendicu
lar DO tirada desde un punto cualquiera de la base 
superior á la inferior ó á su prolongación. 

E l cilindro recto se puede conpebir orijinado de 
la revolución de un rectángulo A B G D (fig. 132) al 
rededor del lado inmóvil A B ; con este movimiento 
los lados A D , BG describen los círculos iguales D H P , 
GGQ, que son las bases del cilindroj el lado GD des
cribe su'superficie lateral, y la línea A B es el eje del 
cilindro. 

E l cilindro oblicuo se puede considerar formado 
del movimiento de un círculo FGCQ (fig. 133) para
lelamente á sí mismo en la dirección de la línea C D . 

409 Se dice que un poliedro cualquiera está ins* 
crito en un cuerpo redondo , cuando todos los vérti
ces de sus ángulos solidos se hallan en la superficie 
del cuerpoj y que está circunscrito, cuando todas sus 
caras son tangentes del mismo cuerpo , ó sólo tiene 
de común con él una recta, estando todo lo demás de 
la cara fuera. 

410 Teor. Toda sección MLiOV( f ig s . 132 y 133) 
hecha en un cilindro paralela á las bases, es un cír
culo ¿mal á las bases. 
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Bem. Por ser el plano M L K paralelo á la base 

F G G , se tiene (§,375) F M = B S = K G = & c . ; 
luego si se concibe un nuMeró cualquiera de planos 
E A B F , H A B G , &c. que pasen por el eje A B , todas 
las figuras F B S M , G B S L , &c. serán paralelogramos 
(311), que darán F B = M S , G B ^ L S , &c . j 
pero F B = G B = & c . ; luego MS=LS=:&c . ; 
luego todos los puntos de la sección distan igualmen
te de S , y por lo mismo es un círculo; y como su 
radio es igual ai de la base, resulta que el círculo 
sección será igual al de la base. L . Q. D . D . 

411 Teor. S i en el cilindro recto se inscriben y 
circunscriben dos prismas , la superficie del cilindro 
es mayor que la del inscrito^ y menor que la del cir
cunscrito ; y la diferencia entre la superficie del cir
cunscrito y la del inscrito podrá llegar á ser menor 
que cualquier cantidad dada por pequeña que sea. 

Dem. i .0 Sea p el perímetro de la base del pris
ma inscrito, cuya superficie lateral espresarémos por 
•CJ; y como su arista será el mismo lado L del c i l in 
dro , tendremos (§ 392 cor.) zs—pxL (ra). 

Ahora, si aumentase el número de lados, crecería 
(308) el perímetro p, y por consiguiente también cre
cerla la superficie CT; y como el prisma que tenga mas 
lados, tendrá mas aristas comunes con la superficie 
del cilindro, y ademas la superficie de dicho prisma 
se hallará entre la del cilindro y la del prisma que 
tenga menos, resulta que zs es una cantidad variable, 
que al paso que crece se acerca á la superficie con
vexa del cilindro, que es constante; luego (227) esta 
es mayor que aquella. L . h0 Q. D . D . 

2.0 Si espresamos por P el perímetro de la base 
del prisma circunscrito, y por II su superficie lateral, 
se tendrá Í I — P x l . (n). 

Ahora, si el numero de lados de la base aumenta, 
P disminuye (308), y por consiguiente también dis
minuirá la superficie H ; pero el prisma que tiene mas 
lados se acerca mas á la superficie del cilindro , por 
tener mas aristas comunes con ella, y estar la super-

T T. I, 
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ficie de dicho prisma entre la del cilindro y la del 
prisma que tiene me'nos lados; luego 11 es una can
tidad variable, que al paso que mengua se acerca á 
una constante, que es la superficie del cilindro; luego 
(228) esta es menor que aquella. L . 2.0 Q. D, D . 

3.0 Si restamos las (ees. m , n) , se tendrá 
I I - ~ z 3 = P x L — P x L = ( P ~ p ) L . 

Y como P—p puede llegar {345) a ser menor que 
cualquier cantidad dada, se sigue (229 cor. 3.0) que 
también podrá llegarlo á ser la diferencia II—-ra en
tre las superficies de dichos prismas. L . 3.0 Q. D , D . 

Cor. Luego con mas razón se podra circunscribir 
ó inscribir un prisma á un cilindro, de manera que la 
diferencia entre sus superficies sea menor que cual
quier cantidad dada por pequeña que sea. 

412 Teor. L a superficie convexa de un cilindro 
recto, que llamaremos G , es igual al producto de la 
circunferencia G de su base por su lado, ó G = C x I ^ 

Dem. Conservando las mismas denominaciones de 
ántes, se tendrá I l = P x L ; pero al paso que aumenta 
el número de lados, disminuye dicha superficie Í I j 
se va acercando á G, de modo que su diferencia puede 
llegar (411 cor.) á ser menor que cualquier cantidad 
dada , y como al mismo tiempo el producto P x L se 
acerca á C x L , pues P se puede acercar (345 cor.) á C 
tanto como se quiera, y el factor L es común, resulta 
que las dos cantidades variables II y P x L , siendo 
siempre iguales , se pueden acercar respectivamente 
á las dos constantes G y C x L , luego (231 cor.) estas 
son iguales , d se tiene G ~ C x L , que es L . Q. D . D . 

Cor. Si en vez de C se sustituye su valor (347), 
se tendrá G—¿, í4 i ¡ygxDxLz=.KDL=z2 inRL, que es 
la formula general de donde se deduce la superficie 
del semicilindro^ cuadrante de cilindro, &c. 

413 Teor. A un cilindro recto se puede inscribir 
y circunscribir un prisma t a l , que la diferencia en
tre el volumen del circunscrito y del inscrito sea me
nor que cualquier cantidad dada por pequeña que sea,. 

Dem. Sean ahora Í I ' y zs' los volúmenes de dos 
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prismas circunscrito é inscrito á un cilindro, que tam
bién llamarémos G; P \ p ' las superficies de sus bases, 
y ^ su altura común, que es la misma que la del c i 
lindro , y (398) tendre'mos T l ' — F ' x A , zs'—p'xA', 
que restando la una de la otra, resultará 

y como en este valor entra por factor P '—p\ que (358) 
puede llegar á ser menor que cualquier cantidad da
da por pequeña que sea, se sigue (229 cor. 3.0) que 
lo mismo sucederá á 11'—-c/, que es L . Q. D . I). 

Cor, Como el prisma inscrito es parte del c i l in 
dro, será menor que élj y como el circunscrito es to
do" respecto del mismo cilindro, será mayor que él. 
Luego con mas razón se podrá circunscribir ó insr 
cribir un prisma en el cilindro, de modo que la d i " 
ferencia entre cualquiera de sus volúmenes y el del 
ci l indro, sea menor que cualquier cantidad dada. 

414 Teor. E l volumen de un cilindro G es igual 
á la superficie G del círculo de su base multiplicada 
por su altura A , ó se tendrá G = G x A . 

Dem. Conservando las mismas denominaciones 
de antes, tendremos respecto del prisma circunscrito 
U ' — P ' x A ' , pero si crece el número de lados, I P se 
va acercando á G , d e modo que su diferencia (413 cor.) 
puede llegar á ser menor que cualquier cantidad da
da; y como al mismo tiempo la espresion de IT', esto 
es , P ' x A , se puede acercar á C x A todo lo que se 
quiera, por hacerlo (358 cor.) P ' A C y ser A común, 
resulta que las dos cantidades variables é iguales IT 
y P ' x A , se pueden acercar todo lo que se quiera á 
las dos constantes G y C x A , luego (231 cor.) estas son 
iguales, y se tiene G = C x A , que es L . Q. D . D . 

Cor. Si en vez de C(359 cor. 2.0) sustituimos su 
valor, se tendrá G=nTli2A; de esta fórmula se de
ducen todas las que tienen relación con el volumen 
del cilindro, semicilindro, sector cilindrico, & c . ; y 
si se tuviese A = 1 1 , seria G = 7 r i ¿ 3 . 

Esc. La demostración anterior sirve también pa
ra el cilindro oblicuo. 



GEOMETRÍA. 
415 Se llama cono un cuerpo (figs. 134 y 135) 

que tiene por base un c í r c u l o , y está terminado por 
una supr-rficie curva,que termina en un punto S l i a -
mado cúsp ide d vér t ice del cono, tal es S G D B E ; la 
l ínea que desde el cúsp ide va al centro de la base, 
se llama e/e del cono; cuando el eje es perpendicu
lar á la base, el cono es recto (fig. 134); y cuando 
no, oblicuo (fig. 135); en este se llama a l tura Ja per
pendicular bajada desdé el cúsp ide á la base, d á su 
prolongación ; en el recto la altura es el mismo eje. 

E l cono recto se orijina de un t r i á n g u l o r e c t á n 
gulo S A B , que j i ra al rededor de un cateto i n m ó v i l 
S A ; pues en este movimiento el cateto A B describe 
la base B D G E , y la hipotenusa S B que se l lama l a 
do del cono, traza la superficie del cono. 

41,6 Teor. Toda sección F K I I L (í igs. 134 y 135) 
hecha en un cono pa ra le l a á su base , ê  un círculo. 
- D e m . Concíbanse por el eje S A los planos S A D , 
S A B , & c . cuyas intersecciones con los planos para
lelos C D B , F K H , serán (375) l íneas paralelas; por lo 
que los t r i ángu los S A D , S A B , S A E , & c . da rán 
S A : S G : : A D : G K , S A : S G : ' : A B : G H , S A : S G : : A E : G L , & . ; 
y como estas proporciones tienen común la razan 
S A : S G , las otras serán iguales y da rán 

A D : G K : : A B : G H : : A E : G L : : & c . : & c . ; 
pero los antecedentes son iguales por radios de la 
base ; luego los consecuentes t a m b i é n lo serán , y se 
t end rá G K = G 1 I = G L = & c . que manifiesta que dis
tando todos los puntos de la sección igualmente del 
G , dicha sección será un c í rcu lo . L . Q. D . D . 

417 L a parte F C D B H comprendida entre la base 
y la sección, se l lama tronco, ó trozo de cono, 6 cono 
truncado. 

418 Teor. 5/ en un cono reato se inscriben y c i r 
cunscriben dos p i r á m i d e s regulares, l a superficie l a 
teral del cono es mayor que l a de l a inscr i ta , y menor 
que l a de l a c i r cunsc r i t a ; y i l a diferencia entre l a 
superficie de l a inscr i ta y l a de l a circunscrita po
d r á l legar á ser menor que cualquier cant idad dada. 
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Dem. 1.0 Sea p el perímetro de la base de la p i 

rámide inscrita, cuya superficie lateral espresarémos 
por vs, y sea l su apotema , y (401) tendremos 

zs—pxjíl (m). 
Ahora, si auajeutase el número de lados, crecería 

(308) el perímetrop, y también crecerla (368) la apo
tema luego también crecerá la superficie -crj y como 
la pirámide que tenga mas lados, tendrá mas aristas 
comunes con ia superficie del cono, y la superficie de 
dicha pirámide se hallará entre la del cono y la de la 
pirámide de menor número de lados , resulta que la 
cantidad variable CT, al paso que crece, se acerca á la 
superficie convexa del cono, que es constante; luego 
(227) esta es mayor que aquella. L . 2.0 Q. D . D . 

2.0 Si espresamos por P el perímetro de ia base 
de la pirámide circunscrita, por L su apotema, que 
será el mismo lado del cono , y por II su superficie 
lateral, se tendrá I l=PxI¿L (a). 

Ahora, si aumenta el número de lados de la ba
se, la L permanecerá la misma, P disminuirá (308), 
y por consiguiente también disminuirá 11 j pero ia 
pirámide que tiene mas lados, se acerca mas á la su
perficie del cono, por tener mas aristas comunes con 
ella , y estar su superficie entre la del cono y la de 
la pirámide que tiene menos Jados ; luego II es una 
variable que al paso que mengua, se acerca á una cons
tante que es la superficie del cono; luego (228) esta 
es menor que aquella. L . 2.0 Q. D . D . 

3.0 Si restamos las (ees. m , n) se tendrá 
Il—K—PxiL—pxil; 

pero p se puede acercar (345) i P y l á L todo lo qne 
se quiera; porque / es una oblicua que se va separan
do cada vez mas de la perpendicular, que es el eje 
del cono, y L no varía; luego si la diferencia de los 
factores P , JL y p , / , puede ser menor que cualquier 
cantidad dada , la de la mitad de sus productos , y 

, de consiguiente la diferencia 11—, también lo po-
1 drá llegar á ser. L . 3.0 Q. D . D . 

Cor. Luego con mas razón se podrá circunscribir 
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o inscribir una pirámide á un cono , tal'que la dife
rencia entre sus superficies sea menor que cualquier 
cantidad dada por pequeña que sea. 

419 Teor. L a superficie lateral G de un cono recto 
es igual á la circunferencia G de su base por la mi
tad de su lado L , o G = C x ^ L . 

Bem. Conservando las mismas denominaciones 
de antes, se tendrá 11=^X2^ : pero al paso que au
menta el numero de lados , disminuye dicha super
ficie 11, y se va acercando á G , de modo que su 
diferencia puede (418 cor.) llegar á ser menor que 
cualquier Cantidad dada; y como al mismo tiempo el 
producto P x ^ L se acerca á Cx¿L , pues P se acerca 
(345 cor.) á C, y el factor ~ L es común, resulta que 
las dos cantidades variables 11 y Px%L¡ siendo siem
pre iguales, se pueden acercar respectivamente á las 
dos constantes G- y C x h L j luego (231 cor.) estas son 
iguales, ó se tiene G=Cx%L , que es L . Q. D . D . 

Cor. Sustituyendo en vez de C su valor (347), 
será G=TtDxlL=iTX<2.RxlL='nRL'1 
que es la fórmula general que da todas las que tie
nen relación con la superficie del cono. 

420 Gomo C x ^ L — ^ C x L , y si por el punto F 
medio del lado del cono se da una sección paralela á 
la base, la circunferencia F K H L será la mitad de la 
C D B E , por ser su radio la mitad (322), se tendrá 
G = F K H L x I / ; que quiere decir, que la superficie 
lateral de todo cono recto es igual á su lado multi
plicado por la circunferencia de un círculo paralelo 
á la base, y tirado por el punto medio del lado. 

421 Lo dicho respecto del cono y las pirámides 
inscritas y circunscritas en él , se aplica del mismo 
modo al trozo de cono recto, y los trozos de p i r á m i 
des inscritos y circunscritos á e'l; y se deduce que la 
superficie lateral de todo trozo de cono recto es igual 
á su lado multiplicado por la semisuma de las cir
cunferencias de las bases paralelas, ó á su lado mul
tiplicado por la circunferencia de un círculo trazada 
equidistante de las bases paralelas 5 d lo que es lo 
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mismo (fig. 134) superíicie de trozo G D B E L H K F = 

C D B E + F K H L 
FGx = F C x circunferencia M N ; 

y si en vez de las circunferencias sustituimos (347) 
sus valores 27rxGA) 27rxFG, y sacamos el factor co-

CA-KFG 
mun 27r, se tendrá sup. de trozo =2'7rx x F G . 

2 
. , , ^ " f " , " „ 

422 Teor. A todo cono se puede inscribir y cir
cunscribir una pirámide , de modo que la diferencia 
entre su volúmen sea menor que cualquier cantidad 
dada por pequeña que sea. 

Dem. Sean ahora n/ y zs' los volúmenes de dos 
pirámides circunscrita e inscrita al conoj P \ p ' las 
superficies de sus bases , y ^ su altura común, que 
también es la del cono; y (406 cor. 2.°) tendremos 

í V = P ' x i j J , z s '=p 'x \A; 
que restando la una de ia otra resultará 

I V — z s ' - ^ P ' x l A - p ' x ^ A ^ P ' — p ' ^ A ; 
y como en este valor entra por factor P'~~p', que (358) 
puede llegar á ser menor que cualquier cantidad da
da, se sigue (229 cor. 3.0) que lo mismo sucederá á 
la diferencia IL'—zs', que es L . Q. D. D . 

Cor. Luego con mas razón se podrá inscribir y 
circunscribir al cono una pirámide tal que la difca
rencia entre su volúmen y el del cono sea menor que 
cualquier cantidad dada por pequeña que sea. 

423 Teor. E l volumen de todo cono recto G es 
igual d la superficie G de la base multiplicada por 
el tercio de la altura A , o G^Gx^-A. 

Dem. Gonservando las mismas denominaciones da 
ántes, se tendrá respecto ¡de la pirámide circunscrita 
T L ' — P ' x ^ A ; pero si crece el número de lados, H ' se 
va acercando a G , de modo (422 cor.) que su dife
rencia puede ser tan pequeña como se quiera-,y como 
al mismo tiempo la espresion de I I ' , ó P'xh-A se pue
de acercar todo lo que se quiera á C x 4 ^ , por ha
cerlo (358 cor.) P ' á C y ser común, resulta que 
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las dos cantidades variables é iguales n/ y P'X^JÍ, 
se pueden acercar todo lo que se quiera á las dos cons
tantes G y C x ^ A ' , luego (231 cor.) estas son iguales, 
y se tiene G = = C x | ^ , que es L . Q. D . D. 

Cor. i.0 Sustituyendo en vez de C su valor, será 
G=cnR2'X'^A 1 de esta formula general salen todas 
las que tienen relación con el volumen del cono. 

Cor. 2.0 Y como el volumen de un cilindro de 
igual base y altura que el cono seria C x A , se sigue 
que todo cono es la tercera parte de un cilindro de 
igual base y altura. 

Esc. E l volumen del trozo de cono C D B L se ha
llará restando del cono total el volumen del deficiente 
S F K H ; pero como cuando se da el trozo, no se co
noce la altura total del cono, ni la del deficiente, será 
necesario de antemano determinar esta. Para conse
guirlo, sea A la altura del trozo, x la del deficiente, 
R el radio de la base inferior, r el de la superior, y 
los triángulos semejantes SAC , SGF 
darán A C : F G : : S A \ S G , d R'.r::A-hx:x-9 

A r 
de donde sale ¿crrr , 

R~r 
„ , A r A R — A r - ^ A r A R 

y S A — A + x — A - i =r : 
J R - r R ~ r R - r * 
luego tendremos 
vol. de trozo C D B L = cono SGDB—- cono S F K I I = 

. ^ ^ A R ^ A r 
3 R - r 3 R - r 

wx%Jx~ z=:itxfA{Rz^Rr~irr2), 

424 Teor. S i un triángulo A B C (fig. 136) j i r a 
al rededor del lado mayor A C , describirá un cuerpo 
cuyo volumen será igual á la superficie que describe 
uno de los otros lados A B , multiplicada por el ter
cio de la perpendicular Cq tirada á dicho lado, ó á 
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su prolongación, desde el otro estremo C del lado que 
sirve de eje ; ó lo que es lo mismo 

voLABC~sup .ABx\C<\ . 
Dem. Si desde el punto B se concibe la perpen

dicular Bb al eje, el cuerpo descrito por el triángulo 
A B C , se compondrá de dos conos, cuya base cormm 
será el círculo descrito por el radio Bb ; luego (423) 
el volumen de este cuerpo , d voldmen A B C = 
cono CBb~i~ cono AB6=círc.0B/?xiGi6+círc.üB/jxf A ¿ = 
cír.0B¿x(4G6H-iA¿)=cir.0B¿xtGA. 

Esto supuesto (§ 359 cor. 2.0) círc.0 B ^ w B Z r 2 , 
y (§ 419 cor.) sup. cono AB=7rxB/)xAB; 
y formando proporción y simplificando la segunda 
razón por 7rxB¿, será 

cír.üB¿:sup.conu AB::7rxB/;2:7rxB/)xAB::B/):AB. 
Ahora, los triángulos rectángulos ABZ», C5A, tie

nen ademas el ángulo en A común j luego son seme
jantes y dan Cg:AG::B¿:AB; 
y como esta proporción y la anterior tienen común 
la razón B¿:AB, darán 

sup.cono A B 
círc.0 B¿:sup. cono AB::Cq:AC=GqX' —. 

^ * ^ circ.0B6 
Sustituyendo este valor de AG en el anterior del 

volumen, y simplificando por c í rc .0B¿, se tendrá 
SUD.AB 

vo l .ABG=c í r c .0BM'Gox— =*Ggxsup.AB== 

sup.ABxjfCq, que es L . Q. D . D . 
Esc. Si el triángulo que jirase fuese el A B ' G , en 

cuyo caso la perpendicular al lado A B ' cae fuera, en 
vez de Jos triángulos AB¿ , ACg', se compararían los 
AB'/) ' , AGÍ/, y se deducirla lo mismo. 

425 Si el triángulo fuese rectángulo como D U O 
(fig. 137), y jirase al rededor del punto O, permane
ciendo la UO perpendicular á M N , sé verifica también 
la proposición, esto es, que v o l . D ü O = s u p . D ü x f O ü . ' 

E.n efecto, concibiendo la D M perpendicuiar á 
M N , el vóldmen del cuerpo enjendrado por D U O 
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será igual al del cilindro engendrado por DÜOM, 
ménos el volumen del cono engendrado por D M O , 
ó v o l . D U O = v o l . D U O M — v o l . D M 0 = 

círc.0 DMxDU—círc.0DMxfOM= 
c í rc .0DMx(Dü-fOM)=cí rc .0Oüx(DU—|DU)= 

círc.0DMxfDU=7rxDM2xfDU; 
pero la superficie cilindrica engendrada porDU (§412) 
d sup.c i l índ.DU=circunf .DMxDU=2 9rxDMxDÜ, 

sup.DU 
que da D ü = 

luego sustituyendo este valor de D U en la espresion 
anterior del volumen , se tendrá 

N\ sup.DU 
vol.DUO=7rxDM2x|x-

2'ffxDM 
f D M x s u p . D U = s u p . D U x f O ü , que es L . Q. D . D . 

Esc. Obsérvese que siendo los dos triángulos 
D U O , D O M iguales , el primero enjendra un volu
men duplo del del segundo ; pues 

vol .DOM=círc .DMxJOM; 
y como entre los dos cuerpos valen el cilindro en-
jendrado por DÜOM ó c í rc .DMxOM, resulta que 
el del enjendrado por D U O será 

vol .DüO—círc.OUxfOM. 
426 Teor. S i un polígono regular de un mimero 

par de lados , se hace j i r a r al rededor de un diáme
tro del circulo circunscrito á dicho polígono^ t razará 
un cuerpo cuya superficie será igual á la circunferen
cia de uno de los radios rectos , multiplicada por el 
diámetro que sirve de eje : y su volumen será igual 
á lia superficie de dicho cuerpo, multiplicada por la 
tercera parte del radio recto de dicho polígono. 

Espl . Sea el polígono A B G D E &c. (fig. 138)5 d i 
go que si jira al rededor del diámetro A F del círculo 
circunscrito, describirá un cuerpo, cuya superficie 5 
será igual á la circunferencia de un radio recto Op 
multiplicada por dicho diámetro A P , d se tendrá 

5=circunf.0pxAFj 
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y su volumen v será igual á ia superficie del cuerpo, 
mul t ip l icada por la tercera parte del radio recio Op , 
d se t e n d r á Ü = c i r c 11 n f . x A F x - J - O p . 

Costr. Concíbanse desde los es í remos de cada l a 
do y desde su punto medio, las perpendiculares p p \ 
B ¿ , mre, C e , t ) d , & c . á la A F , y ademas los radios 
rectos 0/>, O/w, Og , & c . ; con lo cual el cuerpo des
crito por el polígono al j i r a r , se compondrá del cono 
enjendrado por A B , y de los trozos de cono enjendra-
dos por los lados B C , C D (este será c i l indró) & c . , y 
de otros tantos iguales respectivamente por la parte 
de abajo de Oq \ por lo que hallando la superficie de 
cada uno de estos cuerpos y sumando , se t e n d r á la 
superficie pedida. 

L o mismo sucede con el volumen ; pero como l a 
fórmula para hallar el del trozo del cono es m u y 
complicada , para hacer aplicación de ella , conside
raremos el volumen del cuerpo como compuesto del 
que enjendra el t r i ángu lo O B A , el O C B , el O C ^ , & c . 
y sus iguales por la parte infer ior ; y sumándo los to
dos, se t e n d r á el volumen total. 

D e m . i .0 L a superficie del cono (420) enjendra
do por A B es igual á A B x c i r c u n f . / ) / / . 

L a del trozo enjendrado por B G es igua l (421) á 
B C x c i f c u n f . « 2 r a . 

Y la del c i l indro trazado por Cq es igua l (412) á 
CgXcircunf.Oí/ . 

D e l mismo modo se proceder ía si el polígono t u 
viese mas lados. 

Ahora , los t r i ángu los AB/?, p O p ' son rec tángu lo? , 
el uno en ¿ , y el otro en p ' ; ademas tienen el ángu lo 
A B A del primero igual ai p O p ' del segundo, porque 
tienen iguales medidas, á saber, el AB/> la (304) m i 
tad del arco A b ' que es igual con l a mitad de A B , 
y la mitad de este es la medida del p Ú p ' ; 
luego (331 cor. 2.0) son semejantes, y da rán 

k ü : A l K : O p : p p ' : : { § 346)circunf.O/):ciicuni'-pp'y 
de donde sale AHxc i reunf . / j / /—A¿xc ire í 1 nf.O/>. 
Los t r i ángu los BCA-, O m n , que tienen sus tres lados 
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respectivamente perpendiculares, serán (331 cor. 4.0) 
semejantes, y da r án 

BC:Bx::Om:mn::circun{.Om:chcuntmn-9 
que da BGxc i rcun í - .m«=Ba-Xci rcunf .Om. 

Observando ahora qoe Op=-Oin~Oq=-&:c. por 
radios rectos, y qne Bx==¿t ' , C g = O c , & c . , sustitu
yendo en vez de los valores que teníamos án tes de 
las superficies, los que acabamos de sacar, y suman
do, se t e n d r á sup. enjendrada por A B C q — 

A¿Xcircunf, 0/7-+-Z)cxci rcunf.O/j-hcOxci rcu nf .O/)= 
c i r cun f .Opx(A¿+-¿cH-cO)=c i r cun f .OpxAOj 
y como esta es la mitad de la superficie del cuerpo, 
duplicando el factor A O , se t e n d r á la del to ta l , que 
será = c i r c u n f . O p x A F , que es L . i .0 Q . D . D . 

2.0 Por lo demostrado (424) se t e n d r á 
v o L A B O = : s u p . A B x f O / j ; 

el del t r i á n g u l o B G O será igua l al enjendrado por 
O G Ü , menos el enjendrado por O B Ü , d lo que es lo 
mismo v o l . B G O ^ v o l . ü C O — v o l . U B O = 

s u p. UGx'g-Om—s u p . BUX'g-0//2= 
f 0«2x(su p. U G—s u p . B U ) = J O m x su p . B G . 

D e l mismo modo se continuaria prolongando lados, si 
hubiese mas , hasta llegar al cuerpo enjendrado por 
O G g , cuyo volumen (425) es, vo l .OGg—sup-G^x^O^. 

Sumando todos estos volúmenes parciales, y ob
servando que O p ~ O m — O g = - & i c . , se t e n d r á 
volumen enjendrado por A B C q = 

sup. ABx|<)p+s u p. B G x^Op-^s u p . C q x ^ O p = 
(sup.AB-t-sup.BG-hsup.G5)x-|0/)-—sup.ABGgx|-0/). 

Este es el volumen del semicuerpo enjendrado por 
A B G D &c., por lo que duplicando el factor sup .ABGg, 
se t e n d r á el volumen enjendrado por todo el polígono, 
que será v o l . A B G D E F = 2 s u p . A B G g x - f O i ) = : 
s u p . A B G D E F / f O / ) , que es L . 2.0 Q ' D . D . 

427 S i el polígono estuviese circunscrito al cír
culo, su volumen seria igua l á l a superficie del cuerpo 
mul t ip l icada por la %ercera parte del radio de dicho 
círculo. 

428 Se llama esfera un cuerpo terminado por una 



GEOMETRÍA. 30I 
superficie curva , cuyos puntos están todos á igual 
distancia de uno que se llama centro. 

La esfera se puede concebir enjendrada por el 
movimiento de un semicírculo D A E K (fig. 139) al 
jirar al rededor del diámetro D K ; pues cada ponto da 
la soperficie de este cuerpo se habrá orijinado de uno 
del semicírculo jenerador , que dista del centro una 
magnitud igual al radio de dicho semicírculo. 

E l diámetro D K al rededor del cual ha jirado el 
semicírculo jenerador, se llama eje de la esfera: los 
estreñios D y K del eje, se llaman polos-, y radio de 
la esfera es una línea que desdé el centro va á ter
minar á su superficie. 

429 E l cuerpo D A B C que se orijina de la revo
lución del sector de círculo D C A , se llama sector es-
férico, el cual se compone de la parte D A F B M , que 
se llama casquete esférico, y del cono G A F B M : se 
llama zona una parte de la superficie de la esfera 
comprendida por dos planos paralelos, que se llaman 
bases de la zona. 

430 Teor. Toda sección dé la esfera por un pla
no es un círculo. 

Dem. Sea A F B M la sección causada por un plano 
en la esfera : desde el centro G concíbase la perpen
dicular CO al plano A M B , y diferentes rectas C M , 
C M ' , &c. á diferentes puntos de la curva A M B en 
que termina la sección, y se tendrá que las oblicuas 
C M , C M ' , CB , son iguales por radios de la esferaj 
y por lo mismo la curva A F B M tiene todos sus pun
tos equidistantes del O , luego es un círculo. 

Cor. 1.0 S i la sección pasa por el centro de la 
esfera , su radio será el de la esfera ; y por lo mis
mo todos los círculos que resulten de planos que pasen 
por el centro serán iguales. 

Estos se llaman círculos máximos, y los que no 
pasan por el centro se llaman círculos menores. 

Cor. 2.0 Dos círculos máximos se dividen siem
pre en dos partes iguales, porque su común intersec
ción es un diámetro. 
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Cor. 3.0 Todo circulo máximo divide á la esfera 

y á su superficie en dos partes iguales, que se llaman 
hemisferios; porque si después de haber separado d i 
chas dos partes, se las aplica sobre la base común, 
las dos superficies coincidirán la una con la otra, por 
consiguiente serán iguales. 

Cor. 4.0 Toda sección que no pase por el centro 
será un círculo menor. 

Cor. 5.0 Los círculos menores van siendo mas pe~ 
queños á medida que se alejan del centro. 

Cor. 6.° Por dos puntos de la superficie de la es
fera se puede hacer pasar un arco de circulo máximo; 
porque los dos puntos dados y el centro determinan 
la posición de un plano. 

Sin embargo, si los dos puntos fuesen los estre-
mos de un diámetro, entonces estos dos puntos y el 
centro estarían en línea recta, y habria tantos círcu
los máximos como se quisiesen (365). 

431 Teor. S i en el semicírculo de que se orijina 
la esfera, se inscribe un semipolígono regular, se le 
circunscribe otro, y se concibe que j i ren estos semi-
polígonos a l mismo tiempo que el semicírculo, se ten
drá un cuerpo inscrito y otro circunscrito; y la su
perficie de la esfera sera mayor que la del cuerpo 
inscrito, y menor que la del circunscrito; y la dife
rencia entre la superficie del circunscrito y del ins
crito podrá ser menor que cualquier cantidad dada. 

Espl . Sea s.c. la superficie del cuerpo descrito 
por el polígono inscrito A B G D &c. (fig. 138), por r 
su radio Op, por D el diámetro A F de la esfera ó del 
círculo jenerador; sea 6\C. la superficie del cuerpo 
descrito por ei polígono circunscrito, cuyo lado es 
G L , su radio recto ó del círculo jenerador JR , al eje 
G K le llamaremos H ; y sea S . E . la superficie de la 
esfera descrita por el semicírculo A B C D E F ; digo que 
se tendrá S.E.>s.c., S .E .<S.C. , y S.C.—s.c. podrá 
ser menor que cualquier cantidad dada. 

Dém. i.0 Por lo dicho (426, i.0) se tiene 
í.c.=circunf.rxD (m). 
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ahora, s i aumenta el numero de lados crecerá el fac-
tor c i rcunf . r , pues que crecerá el radio r ; el factor D 
pe rmanece rá el mismo; luego debe rá crecer (61, 3.0) 
t a m b i é n s.c. ó la superficie del cuerpo inscrito , á 
medida que aumenta el numero de lados del polígono 
jenerador ; y como la superficie del cuerpo orijinado 
por el polígono de mas lados , t e n d r á mas circunfe
rencias comunes con la superficie de la esfera, y ade
mas dicha superficie se ha l l a r á entre la del cuerpo 
orijinado por el polígono de me'nos lados , y la de la 
esfera, resulta que s.c. es una variable que al paso 
que crece se acerca á la superficie de la esfera , que 
es constante; luego (227) esta es mayor que aquella, 
o' S . E . > s . c . , que es L . i .0 Q . D . D . 

2.0 Igualmente se t e n d r á <S.C.=circunf.i?xif(n); 
pero aumentando el numero de lados , d i s m i n u i r á 
(344) el factor i J , que se compone del d i á m e t r o D 
del c í rculo jenerador, y de las dos sajitas del pol ígo
no c i rcunscr i to ; el factor c i rcunf . i^ es constante, por 
ser R el radio del c í rculo jenerador; luego (61, 3.0) 
d i s m i n u i r á S.C.', y como al paso que mengua se acer
ca á la superficie de la esfera, por tener mas c i r cun 
ferencias comunes con ella , y estar dicha superficie 
entre la del cuerpo enjendrado por el polígono de 
menos lados , y la de la esfera, se sigue (228) que 
S . E . < : S . C . , que es L . 2.0 Q . D . D . 

3.0 Restando la ecuación (m) de la (n), r e s u l t a r á 
iS.C.^—5 ,c .=circunf . i íx/f—circunf . rxD; 

pero c i r c u n f . r se puede acercar todo lo que se quiera 
á c i r c u n f . R , pues (343) lo puede hacer r á y l í 
se .puede acercar (344) todo lo que se quiera á D ; 
luego si la diferencia entre los factores c i r c u n f . R , 
y c i r c u n f . r , D , puede llegar á ser menor que cua l 
quier cantidad dada , la de sus productos, y de con
siguiente la diferencia S.C.-—s.c. t a m b i é n lo p o d r á 
l legar á ser. L . 3.0 Q . D . D . 

Cor. Luego con mas razón se p o d r á c i rcunscr ib i r 
ó i n sc r ib i r á l a esfera un cuerpo t a l , que l a diferen~ 
c i a entre cualquiera de sus superficies y l a de l a es-
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fera sea menor que cualquier cantidad dada. 

432 Teor. L a superficie de la esfera es igual á 
la circunferencia de un círculo máximo multiplicada 
por el diámetro. 

Dem. Conservando las mismas denominaciones 
de ántes , se tendrá respecto del cuerpo circunscrito 

S . a=c i r eunf . i ?x i^ 
pero al paso que aumenta el numero de lados del 
polígono, disminuye S.C. y se va acercando á S . E . 
de modo que su '{iferencia (431 cor.) puede llegar á 
ser menor que cualquier cantidad dada 5 y como al 
mismo tiempo el producto c i rcunf .RxH se acerca á 
ci rcunf .RxD, pues se acerca (344) á D y circunf.R 
es común , resulta que las dos cantidades variables 
S.C. y c i rcunf .RxH, siendo siempre iguales, se 'pue
den acercar respectivamente á las dos constantes S . E . 
y c i r cun f .RxD; luego (231 co,r.) estas son iguales, 
o se tiene S .E .—ci rcun f .RxD, que es L . Q. D . D . 

Cor. Si en vez de circunf.R se sustituye su va
lor (347), será 

S.E.^=t2<nRxD==7rX2RxD=='7rxDxD=<jtD2-, 
que es la formula general que da todas las que tie
nen relación con la superficie de la esfera. 

433 Gomo la superficie de un círculo máximo de 
la esfera será 9r.R2, y D2=(2R)2=4R2', se sigue que 
la superficie de la esfera es cuadrupla de la de uno 
de sus círculos máximos. 

434 Teor. A toda esfera se pueden inscribir y cir~ 
cunscrihir dos cuerpos, tales, que la diferencia entre 
sus volúmenes sea menor que cualquier cantidad dada. 

Espl . Sean ahora V . C . , v.c. los volúmenes de dos 
cuerpos circunscrito é inscrito á la esfera; S . C , s.c, 
sus superficies; R , r, los radios rectos de los polígo
nos jeneradores j y digo que la diferencia V.C.—v.c, 
puede ser menor que cualquier cantidad dada. 

Dem. Por lo dicho (426) sé tiene 
V . C . — S . C . x ^ l l , v.c.=s.c.yj?r', 

y restando será F.C.-~v.c.~S.C.xj¡R~-s.c.xj¡r; 
y como la diferencia entre los factores puede seí 
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(431 7 344) respectivamente menor que cualquier 
cantidad dada , resulta que lo mismo sucederá á los 
productos, y de consiguiente á V.C.—v.c. cuyo va
lor espresa. L . . Q . D . D . 

Cor. Lue^o con mas razón se podrá circunscribir¡ 
6 inscribir en la esfera un cuerpo t a l , que la dife~ 
renda entre su volumen y el de la esfera sea menor 
que cualquier cantidad dada por pequeña que sea. 

435 Teor. E l volumen de la esfera V . E . es igual 
á su superficie S.E. multiplicada por el tercio del 
radio R , o V.E==S.E.x^R. 

Dem. Conservando las mismas denominaciones 
de ántes , se tendrá F . C . = S . C . x ^ R i 
pero al paso que crece el numero de lados del polí
gono jenerador, va acercándose K . C . á V . E . , de mo
do que su diferencia puede ser menor que cualquier 
cantidad dada (434 cor.); y como al mismo tiempo 
la espresion de-K.C. , esto es , S.C.xjrR, se va acer
cando á S.E.xjfR todo lo que se quiera (229 cor. 3.0) 
por hacerlo S.C. á S . E . , y ser común j ¡ R , resulta 
que las dos cantidades variables K . C . y S .C.xfRt 
.siendo siempre iguales, se pueden acercar todo lo 
que se quiera á las dos constantes F . E . y S . E . x ^ R ; 
luego (231 cor.) estas son iguales , y se tiene 

F . E . ^ S . E . x f R , que es L . Q. D . D . 
-Cor. Sustituyendo en vez de S . E . su valor (432Cor.) 

será r . J B . = 7 r i ) 2 x ^ = 7 r D 2 x i . D = Í 7 r j D 3 = 
iX3, i4i59&c-x-Z)3=0í523595xD3, 

que es la fórmula de donde se sacan todas las que 
tienen relación con el voidraen de la esfera. 

Esc. 1.0 Sustituyendo 2.R en vez de -D, el vold-
men de la esfera será, r .£ .=7r(2Í^)2xJJ?=47rxf ^3, 
y el del hemisferio E K G , que llamaremos H , será 
l i — z w x ^ R 3 . Ahora, si conceoimos el cilindro E L P G 
circunscrito a la esfera , y cuya altura sea el radio 
de la misma esfera , eu volumen llamándole G será 
(§414 cor.) G—TÍR3. 

Restando de esta ecuación la anterior, el resi
duo representará la porción de cilindro circunscrito 

V T . I 
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E L T P G K Z S Q , cuyo voiúmen tendrá por espresion 

Esc. 2.0 Ahora podríamos comparar las espresio
nes de las superficies y volúmenes de todos los cuer
pos que hemos dado á conocer, y determinar la razón 
en que estaban ; pero salo lo haremos con los que se 
llaman semejantes , que son aquellos que están ter
minados por un mismo número de caras semejantes, 
y cuyos ángulos solidos homólogos son iguales en 
número y en cantidad. Sean Z7", -y, los volúmenes de 
dos cuerpos semejantes; A , B , G , las tres dimensio
nes que constituyen al pritaero, y a, ¿, c, las del se
gundo; y tendremos ^ = A B G , v—ahc, y formando 
proporción será V\v'.:kl*>C\ahci y como por ser seme
jantes, todas sus dimensiones han de ser proporcio
nales, sustituyendo (189) en vez de B , G y ¿, c, sus 
proporcionales A , «, se tendrá 7^:^::^3:a3; que ma
nifiesta que los volúmenes de dos cuerpos semejantes 
son como los cubos de sus dimensiones homologas. 

TRIGONOMETRÍA RECTILÍNEA. 

436 Se llama Trigonometría la ciencia que trata 
de la resolución de los triángulos. Cuando el triángulo 
que se ha de resolver es rectilíneo, la Trigonometría 
se llama plana, ó rectilínea; y cuando está formado 
sobre la superficie de una esfera por arcos de círculos 
máximos se llama Trigonometría esférica. 

En todo triángulo hay seis cosas que considerar, 
á saber, tres lados, y tres ángulos; tres de estos da
tos determinan un triángulo (con tal de que en los 
rectilíneos entre un lado), y por lo mismo el objeto de 
la Trigonometría es resolver este problema general: 

Dadas tres de las seis cosas de que consta un trián-? 
guio , hallar las otras tres ; estos datos bien combi
nados, ofrecen los seis casos siguientes para la reso
lución de los triángulos. 

I. Dados los tres lados, hallar los tres ángulos. 
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II. ' Dados dos lados y el ángulo comprendido, 

hallar el otro lado y los dos ángulos. 
III. Dado un lado y los ángulos adyácentes, ha

llar el otro ángulo y los dos lados. 
IV. Dados dos ángulos y un lado opuesto á uno 

de ellos, hallar los otros dos lados y el tercer ángulo. 
V . Dados dos lados, y el ángulo opuesto á uno 

de ellos, hallar el otro lado y los dos ángulos. 
VI . Dados los tres ángulos, hallar los tres lados. 
437 Los tres primeros son ios de la igualdad de 

los triángulos ; y como el cuarto es lo mismo que el 
tercero, porque dados dos ángulos se conoce el otro 
(289 cor. i.0), resulta que én los cuatro primeros ca
sos siempre se puede resolver el triángulo. 

438 En el quinto se pueden dar dos soluciones 
cuando el ángulo conocido es el opuesto al lado menor, 
porque los datos pueden corresponder á dos tr iángu
los, como manifiesta la (fíg. 140) en que los dos trián
gulos A B C , BDG tienen los mismos datos, á saber, 
común el ángulo en G, y el lado A B = B D . 

439 E l sesto caso es de todo punto indeterminado 
en ios triángulos rectilíneos; porque los datos pueden 
corresponder á cuantos triángulos se quieran j pues 
tirando las be, h'c', paralelas á BG (fig. 141), los trián
gulos A B C , k h c , kh'c', y otros muchísimos que se 
podrían formar, todos son equiángulos, y por consi
guiente tienen los mismos datos. Pero como en este 
Caso los-triángulos son semejantes (331) y tienen sus 
lados proporcionales , la Trigonometría manifiesta de. 
un modo general la relación que tienen entre sí. 

440 Para fijar esta relación, y que quede deter
minada cuando se conoce uno de los lados, se ha 
inventado un conjunto 6 sistema de líneas , que se 
llaman líneas trigonométricas; las cuales están do
tadas de dos propiedades importantes: i.a que con su 
magnitud y signo determinan la magnitud absoluta 
de un arco, y de consiguiente la del ángulo de que es 
medida; y 2.a que dichas lineas son proporcionales 
eon los lados de los tr iúnmlos. 
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441 Para darlas á conocer, considereidfesi'tíb aíco 

cualquiera A B (fig. 142), que teniendo su principio 
ú oríjen en A , vaya a terminar en cualquier punto 
B de la circunferencia; y lo que se diga de este arco 
se deberá entender del ángulo AGB de que es medi
da. Esto supuesto , se llama seno recto ó seno de un 
arco, la perpendicular tirada desde uno de sus estre
ñios al radio ó diámetro que pasa por el otro estremoj 
así, B D es el seno del arco A B . La parte A D del ra
dio d diámetro interceptada entre el principio A del 
arco y el pie D del seno , se llama senoverso del mis
ino arco A B . Si en el principio A del arco se tira la 
tangente indefinida Ae , y se prolonga el radio CB 
hasta encontrarla en E , la parte A E se llama tan
gente trigonométrica ó tangente del arco A B ; y el 
radio CB prolongado hasta encontrar á la tangente, 
esto es, la GE, se llama secante del mismo arco; de 
manera que la tangente y secante se determinan mu
tuamente la una á la otra. A s í , se dice que la tan
gente de un arco es la parte de la tangente tirada en 
uno de sus estreñios , hasta encontrar al radio que 
pasa por el otro es t remoy secante es el radio pro
longado que pasa por un estremo , hasta encontrar 
á la tangente tirada en el otro estremo. Donde-se ve 
que todo arco tiene cuatro líneas : un sewo, un seno-
verso , una tangente y una secante. 

442 Si consideramos ahora el arco B F , la B H , 
será su seno, F H su senoverso, F G su tangente, y 
CG- su secante ; y suponiendo que ^ B F sea un cua
drante , B P será complemento de A B , y las líneas 
B H , P H , P G , C G , serán las líneas del complemento 
de A B . En muchas ocasiones se hace uso de estas, 
refiriéndolas todas al arco primitivo; por lo cual á 
cada arco corresponden ocho líneas trigonométricas: 
cuatro, propiamente suyas , y cuatro de su comple
mento, á saber: seno, senoverso, tangente, y secante, 
y las del complemento que se espresan coseno, cose-
noversó, cotangente, y cosecante. Para introducir es
tas líneas en los cálculos, sdlo se escriben las letras 
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lies para que no se confundan unas con 

otras j a s í , solo se pone sen. ^ sen.ver.^ tang.¿ «ce., 
c o i . , eos.ver,, c o i . , y cosec. 

Cor. 1.0 Gomo B H = G D , por lados opuestos del 
r ec t ángu lo D G H B , se sigue que G D t a m b i é n será el 
coseno de A B , y por lo mismo en tirando el seno de 
un arco, la parte interceptada entre su pie y el centro 
es el coseno de dicho arco. 

Cor, 2.0 Luego si espresamos en t é rminos t r igo
nomét r i cos la proporción (333, 1.a), d i r á que el seno-
verso de un arco ó de un ángulo es á su seno, como el 
mismo seno es á la suma del radio y del coseno del 
mismo ángulo . 

443 Teor. E l seno de un arco es la mitad de la 
cuerda de un arco duplo. 

Dem. Porque si prolongamos el seno B D hasta 
que vuelva á encontrar á la circunferencia por abajo 
en el punto S , t endrémos que por ser GA. perpendi
cular á B S , la d i v i d i r á (293) en dos parles iguales 
en D , y t ambién (294) al arco B A S j por consiguiente 

s e n . A B ^ B D ^ B S = | c u e r d a B A S = | c u e r d a 2 A B , 
que eca< 

Cor. Gomo (290) la mayor cuerda de un c í rculo 
es el d i á m e t r o , resulta que su m i t a d , que es el seno 
de un cuadrante, ó el radio es el mayor seno que 
se puede considerar. 

444 Teor. Conocido el radio de un círculo se co
noce el valor absoluto de tres líneas trigonométricas, 
á saber: el seno de un cuadrante, que es el mismo ra
dio; la tangente de 45o, que también es igual al radioj 
y el seno de 30o que es igual á la mitad del radio. 

Dem. 1.0 E s t á fundado en lo que se acaba de de
mostrar (443 qor.). 

2.0 S i se supone el arco A B 6 el ángu lo A C B de 
45o, el A E G va ld rá t a m b i é n 45o; luego el t r i á n g u l o 
E A G es i sósce les , y da A E = A G , ó t ang .450=i^ . 

3.0 S i el arco A B fuese de 3 0 ° , su duplo B A S 
va ld r í a 6 0 o , y la cuerda B S seria lado de exágono 
regular que es (317 cor. 8.°) igual a l radio luego 
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su m i t a d B D ó s e n . 3 0 0 = | Í ^ , que es 

445 Teor. Dado el seno de un arco y el radio, se 
pueden determinar en valores suyos todas las demaó 
lineas trigonométricas. 

Dem, E l t r i á n g u l o B D C rectángulo en D , dará 

(332 cor.)BD2+DC2-BG2(a),óDG=V/BG2-BD2(b); 

y s u s t i t u y e n d o sus valores s e r á cos.=\/R2—'Sen.2 (c). 
Haciendo K — i , las ecuaciones de arriba se con

vierten en 

sen,2H-cos.2=i (d) , eos.=^1—sen.2 (e). 
Ahora, por ser A E también perpendicular á A G , 

las B D , y Afí serán paralelas, y los triángulos seme
jantes A E G , B D C darán 
DG:AG: :BD:AE: :BG:EG; ó cos.:i::sen,ttang,::i:sec. 

Donde despejando la tangente y la secante , refi^ 
riéndonos á la primera razón, se tendrá 

sen. , sen. 
tang.= = (e) (f), 

cos* ^i~^m*m* 
I X T I I 

g e c ' = — = — ^ (g)-
COS. COS. s/^Z. sen/ 

Los triángulos BDG, GFG también son semejan
tes, por ser atubos rectángulos, el uno en D y el otro 
en F , y tener ademas el ángulo DBG=:GCF por al
ternos internos entre las paralelas B D , FG , siendo 
GG la secante; InegÓ darán 
BD:GF::DG:FG::BG:GG, d sen.:i::cos:cot.::i:cosec. 

cos. \ / i—'Sen.2 
De donde sale cot .= - - —(e) — (h), 

sen. seiií 

I X I 1 
y COSec.rr: rrr , (i). 

sen. sen. / 

Las ecuaciones (e), ( f) , (g),- (h), ( i) , manifiestan 
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que todas las líneas trigonométricas dependen del se
no y del radío. M | fPHb. 

Esc. Es inuj conveniente encomendar á la me
moria las formulas 

sen. t eos. 1 • 
tan2.= , sec.=: , COt.rr: , y cosec.rrr , 

.eos. eos. sen. sen. 
por las mnchísinias trasformaciones de qne son sus
ceptibles, y que cada una da un valor particular para 
la línea que se despeja. Ademas debe observarse que 
el triángulo rectángulo C A E da AG2=EG2—AE2, 
d i=sec.2—tang.2, que también da sec.2=i-Kang.23| 

y como de la (ec. g) se saca cos.= será 
sec. 

eos. = - — - . 
sec. i+tang.3 

446 Entendido esto, para determinar las altera
ciones que corresponden á las líneas de un arco, por 
las que puedan sobrevenir al mismo arco , y mani
festar la jeneralidad de las fórmulas halladas, y su 
conformidad con sus definiciones y costrucciones geo
métricas, prescindirémos del senoverso y cosenoverso, 
y principiarémos fijando las ideas del modo siguiente. 

Sea A el principio tí oríjen de todos los arcos que 
vamos á considerar; y todos los arcos que se cuenten 
desde A hácia B , F , &c. serán positivos, y todos los 
que se cuenten desde A hácia S, Y , &c. serán negati
vos. Sea LAe una tangente indefinida, donde se han 
de contar todas las tangentes, llamando positivas las 
que se cuenten desde A para arriba, y negativas las 
contrarias; sea GFÜ una cotangente indefinida, don
de se han de contar todas las cotangentes , llamando 
positivas las que se cuenten á la izquierda del punto 
F , y negativas las que se cuenten á la derecha; sea 
A P el diámetro sobre que se han de tirar perpendi
culares todos los senos, llamando positivos los que 
estén por la parte de arriba, y negativos los que es
tén por la parte de abajo; sea este mismo diámetro 
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donde se han de contar loj^osenos , llamando posi
tivos los que estén á la tKfStttHBíy negativos los 
que este'n á la derecha del centro G ; y como las se
cantes y cosecantes varían de dirección á cada arco, 
sin que haya línea ni punto fijo en que se puedan 
contar, sdlo las llamaremos negativas cuando no cum
plan exactamente con su definición ; ó lo que es lo 
mismo, cuando no sea el radio que pasa por el otro 
estremo del arco el que encuentra á la tangente, sino 
el radio que está en dirección opuesta. 

Sentado esto , si el arco A B crece y se convierte 
en A B b , su seno bd será mayor que B D 3 porque á 
mayor arco ¿Ai corresponderá mayor cuerda que á 
BAS , esto es, ¿ í > B S j luego ¿ ¿ ¡ f > p S , 
ó sen.AB¿>sen.AB. 

E l coseno Cd será menor que el CD del primero, 
porque es parte respecto de él. La tangente Ae será 
mayor que la A E del primero; porque como Ja ha 
de determinar la secante C b , y esta pasa por fuera 
de la GE, la irá á encontrar mas arriba (o por fuera) 
del punto E . La secante Ce ha de ser mayor que la 
C E , por separarse mas de la perpendicular CA. La 
cotangente F g debe ser menor que F G , porque de
biéndola terminar el radio Ch prolongado, y estando 
este entre C G y CP deberá encontrar á la F G ántes 
del punto G . La cosecante Cg debe ser menor que la 
C G , porque se separa menos de la perpendicular GF. 
Luego cuando crece un arco sin llegar al cuadrante, 
crecen sus lineas y menguan sus colíneas. 

Esto íiiisnio lo confirman las formulas (445) que 
espresan sus valores. 

447 Si el arco AB¿ continúa creciendo, y se con
vierte en el cuadrante A B F , ento'nces de las seis lí
neas trigonométricas, dos son iguales con cero, á saber, 
el coseno y la cotangente ¡ dos con el radio , á saber, 
el seno y la cosecante; y dos infinitas, á saber, la 
tangente y la secante. 

En efecto, el coseno se reduce á cero; porque ha
biéndose confundido el estremo del arco con el radio 
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C F no hay distancia ninguna entre ei pie del seno y 
el centro. La cof3|f^nte Jo hace igualmente, porqne 
ha de ser la parte de la tangente geométrica levan
tada en el punto F , y comprendida entre dicho pun
to y el paraje en que la encuentre el radio que pasa 
por F; luego para encontrar á dicho radio no necesi
ta salir ni separarse del punto F , y por lo mismo se 
reducirá á cero dicha cotangente. 

Siendo el seno entonces la mitad de la cuerda de 
180o ó TT, que es el diámetro , se convierte en ei ra
dio. La cosecante es también igual al radio ; porque 
la cosecante es el radio prolongado hasta que encuen
tre a la cotangente , que se ha reducido al punto F ; 
luego no se debe prolongar nada dicho radio para en
contrar á la cotangente. 

Finalmente, la secante y tangente son infinitas} 
porque siendo A B F un cuadrante, la FG es perpen
dicular á A C ; y siéndolo también la A E , resulta que 
estas dos líneas son paralelas, y no se pueden encon
trar; luego serán infinitas. 

Todo esto lo dan á conocer también las formulas 
, halladas (445), como cualquiera puede comprobarlo. 

448 Sea ahora el arco A F M ; y se tendrá su seno 
M N positivo, su coseno N G negativo, su tangente 
A L negativa, y su secante GL negativa. Porque la 
tangente cae por la parte de abajo del punto A , y 
la secante en vez de ser el radío G M prolongado há-
cia Q , es ai contrario prolongado desde G hacia L . 
Para deducir sus valores negativos como deben ser, 
considerarémos los triángulos semejantes C N M , G A L , 
que dan G N : G A : : N M : A L : : G M ; G L , 
d—cos.:i::sen.;tang.::i :sec., 

j j j 1 s e n - 1 de donde sale tang.rz—< , y sec.~—• . 
COS. COS. 

La cotangente F V es negativa, y la cosecante GV es 
positiva; la cotangente es negativa, porque va desde 
F hácia la -derecha; y la cosecante es positiva, porqne 
siendo la secante del complemento , es exactamente 
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ei radio prolongado que pasa por el estremo del arco 
hasta encontrar á la cotangente»A^ 

Comparando los lados de los triángulos semejan
tes G M N , G F V , se obtienen estos mismos resultados. 

449 Supongamos que continua el arco creciendo; 
y se convierte en A F P ; y se tendrá su seno = 0 , su 
cos.=—1, su tang.=—o, su sec.=—1; su cotangente 
F V y su cosecante CP prolongada llegan á ser para
lelas , y por consiguiente son infinitas. 

450 Sea ahora el arco A F P Z , y se tendrá su seno 
Z N negativo; su coseno G N negativo; su tangente 
A E positiva; su secante C E negativa (porque en vez 
de ser el radio CZ prolongado hacia X , es el mismo 
radio prolongado hacia á la parte opuesta); su cotan
gente F G es positiva; y su cosecante C G (que son 
las líneas del complemento F P Z del arco que consi
deramos) es nega t iva la primera por ir desde F há-
cia la izquierda; y la segunda por las mismas razones 
que ya hemos dado, esto es, porque en vez de ser el 
radio GZ prolongado hácia X , lo está al contrario. 

Sus valores se deducen de los triángulos seme
jantes G N Z , C A E , y de los G N Z , GGF. 

451 Supongamos ahora que el arco llega á ser los 
tres cuadrantes, esto es, A F P Y ; y tendremos su seno 
C Y negativo é =•—1: su coseno que se reduce al punto 
C , será =—0; su tangente A E llega á ser = 0 0 ; y 
su secante GE=—00 (porque vienen á ser paralelas); 
su cotangente se reduce al punto F , y por consi
guiente es = 0 ; y su cosecante se reduce al radio GF 
negativo ó =*—1. 

452 Sea ahora el arco A F P Y S el que vamos á 
considerar, y tendremos su seno SD negativo; su co
seno GD positivo ; su tangente A L negativa ; su se
cante GL positiva; su cotangente F V negativa; y su 
cosecante GV igualmente negativa. 

Para deducir sus valores se consideran los trián
gulos semejantes GDS, G A L , y los G D S , G F V . 

453 Supongamos ahora que el arco Uega á ser 
toda la circunferencia; y se tendrá su seno =—o; su 
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coseno = 1 ; su tangente =—0; su secante = 1 j su 
cot.=—co; su cosec:=—'Oo. 

454 Si el arco continuase creciendo, se tendrían 
los xriismos valores que antes, con sdío añadir una, 
dos ó mas circunferencias á cada arco de los que aca
bamos de considerar. 

455 Consideremos ahora que el arco A B , en vez 
de ir creciendo, va menguando (con lo cual mengua
rán sus líneas y crecerán sus colíneas) hasta llegar 
á cero, y tendremos: su seno = o ; su coseno = ] j su 
tangente =05 su secante = 1 ; su. cotangente = o c ; y 
su cosec.=:oo. Donde es digno de notarse que todas 
las líneas de un arco cero son las mismas que las de 
la circunferencia entera; pero se diferencian en posi
ción, escepto el coseno y la secante, 

456 Supongamos ahora que el arco continúa men
guando todavía, ó por mejor decir, é[ue crece en un 
sentido opuesto al de antes, y se llega á convertir en 
AS , y tendremos su seno SD negativo; su coseno 
C D positivo, su tangente A L negativa; su secante C L 
positiva; su cotangente F V negativa-, y su cosecante 
C V también negativa. 

La cotangente del arco negativo AS será la tan
gente del complemento de dicho arco; pero el com
plemento de un arco negativo debe ser este mismo 
arco mas un cuadrante; luego el complemento de que 
tratamos es todo el arco SAF; y como la tangente de 
este arco es la F Y negativa ., y su secante es la C V 
también negativa, resulta que la tangente y cosecan
te del arco negativo son negativas. 

Luego cuando un arco pasa de positivo á negativo, 
sdío varían de signo el seno, tangente, cotangente y 
cosecante; y permanecen las mismas la secante y el 
coseno. 

457 Todo lo espuesto manifiesta la perfecta con
formidad de las fdrmulas de las líneas trigonométri
cas con su misma definición y costruccion geométricaj 
y se deduce que como todas las líneas vienen espre
sadas en el seno y el coseno, en sabiendo los valores 
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absolutos y signos de estos , se hará la sustitución 
conveniente, y se tendrán los valores y signos de to
das las demás líneas trigonome'tricas. 

458 Para hacer esta sustitución con facilidad, 
conviene tener bien presente que en el primer cua
drante que se considere se tienen senos y cosenos po
sitivos; y en el 2.0 senos positivos y cosenos negati
vos 5 en el 3.0 senos y cosenos negativos; y en el 4.0 
senos negativos y cosenos positivos. 

459 Gonsidereinos ahora dos arcos A F M , P M , 
que el uno tenga su oríjen en A , y el otro en P , y 
que sean el uno suplemento del otro, ó entre los dos 
-valgan la semicircunferencia , y tendremos que el 
seno M N conviene en un todo á ambos arcos. E l co
seno M T ó C N es también el mismo en magnitud 
para los dos arcos A F M , M P ; pero se diferencian en 
posición , pues respecto del A F M se cuenta desde el 
pie N del seno hácia el principio A del arco, y en 
el M P se cuenta desde el pie del seno hácia la parte 
opuesta del principio P del arco M P . La cotangente 
F V conviene en magnitud á los dos arcos A F M , M P j 
pero se diferencian en posición, por razones análogas 
á las anteriores. Los triángulos G A L , GPQ, por tener 
G A = G P , los ángulos en G iguales por opuestos al 
vértice, y los en A y P por rectos, son iguales (261), 
y dan A L = P Q , G L = G Q ; lo que manifiesta que la 
tangente y secante del arco A F M son iguales en mag
nitud á las del arco P M , ; pero ambas se diferencian 
en posición, porque la tangente A L del primero se 
cuenta en un sentido opuesto á aquel en que se ha 
contado el arco; y la PQ del segundo se cuenta en 
el mismo sentido que su arco. La secante CL del ar
co A F M , en vez de ser el radio prolongado que pasa 
por el estremo M del arco, es la prolongación de este 
radio en un sentido opuesto; la secante GQ del arco 
P M es positiva; porque cumple exactamente con su 
definición. Esto mismo sucede á la cosecante GV, y 
de consiguiente conviene en magnitud y posición á 
ambos arcos. De donde resulta, que las líneas de un 
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arco son las mismas en magnitud que las de su su
plemento ; pero se diferencian en posición, escepto el 
seno y la cosecante, que convienen en un todo á am^ 
bos arcos. 

Cor. gener. De toda la doctrina espuesta se de-, 
duce que si espresamos por ¿TT el cuadrante A B F , 
y por m el arco B F , será 
sen.AB=3en . (ABF~BP)==sen,( |7r—'m^BD^os.m, 
j eos.AB=eos.(I TT—m)-=.Bii=seii.m. 

Si se hace F M ~ m , será 
s e n. A F ;VI ==s e n. (| TT •+-w)=M N=cos. »2, 

y eos.AFiVÍ=:cos.(7v7r-fm)=~CN =—sen.ms 
Y si hacemos P M ™ m , será 

sen.AFM==sen(AFP—PM)—sen(7r~w.)=MN=sen.»2j 
y eos.AFM=eos.(V—w)=—CN=:—eos.m. 

460 Puesto que dado el radio R de un círculo, se 
conoce el seno de un cuadrante y la tangente de 45o 
que son iguales con é l , y el seno de 30o que vale la 
mitad del radio, y conocido el seno de un arco se 
pueden conocer todas sus líneas trigonométricas, va
mos á ver como por su medio se podrán calcular las 
de todos ios arcos; para lo cual se tienen las tres pro
posiciones siguientes en el supuesto de ser el radio 
i ^ = i , y de que para indicar el cuadrado de una lí-» 
nea trigonométrica de un arco A , por ejemplo de un 
seno, se escribe indiferentemente sen.2^, ó sen.̂ 2C5?. 

1 .a Dado el seno de un arco A , el seno de la mitad 

viene espresado por sen . -k—í^ / ' 2—2 ' s /1— sen .2A. 
Dem. Sea (íig. 143) el arco A H B = ^ , y B D su 

seno; con lo cual tendrémos que si tiramos Ja cuer
da A B , su mitad A E será el seno pedido; y como 

AE=x|-AB=(§ 333, cor. 1.0)|v/2AGxAD= 

i V / 2 A G ( A G ~ G D ) = - | V / 2 X i ( i - c o s . A H B ) = = 

i V ' 2—2C0S.AHB=rf \ / 2—2C0S.yí=: 

(§ 445, e)f | / ^ ~ - 2 V i - s e a . 2 ^ , que e« L . Q. D . D . 
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2a. Dados los senos y por consiguiente (445) los 

cosenos de dos arcos A , B , los senos y cosenos de la 
suma y diferencia de dichos arcos son: 

{sen.(A-i-B)~sen.Jcos.B-+-sen.Bcos.A (m), 
eos .[yí-hB)—cos.sícos.Bsen.Asen.B (n), 

{sen.{A~B)==sen.Jcos.B-~sen.Bcos.já. 
eos.(A—B)=.cos.Acos.B-í-sen.Asen.B. 

Dem. Sean (íig. 144) A B = ^ , y B D = j 5 , los ar
cos dados; colocando el uno á continuación del otro, 
será ABD=AB - f -BD=yi -K# , y poniendo el B D des
de B hasta M,:será A M = r A B — B D ^ ^ — i ? ; 
luego bajando las perpendiculares DF, M P al radio A G 

<• DPr=:sen.ABD=sen.(^-h^), 7 
, J G Fz=cos.ABD=cos. (^-4-5), ( 

8e ra \MP~sen . A M =.scn.{A—B\ 
¿ C P = c o s . k M ~ c o s . { A ~ B ) , \ 
Para determinar estas líneas en valores de las de 

los arcos dados, tiraremos la cuerda M D , y el radio 
CB que (294 esc.) le será perpendicular, y también 
tiraremos la B E perpendicular á J a A G , y tendre
mos que las líneas de los arcos da&os 

{B E = s e n . ^ , GE—cos.^ , 
D H ^ s e n . i ? , GH=cos.JS, 

Si ahora tiramos la H K paralela á B E , y las H L , 
M N , paralelas á la A G , y observamos que los trián
gulos M N H , H L D (por tener M H = H D por lo dicho 
ántes , el ángulo HMN==DHL por correspondientes 
entre las paralelas M N , É L siendo MD la secante, 
y el ángulo MHN=:HD^, por la misma razón entre 
las paralelas H K , DF, siendo también la secante MD) 
son iguales, y dan M N = H L , y N H = L D ; las líneas 
D F , G F , M P , GP que tratamos de conocer, las po-
drémos espresar del modo siguiente: 

>DF=DL H-LF=DL -+-IÍK, 
1 G F = 0 K — F K = G K — H L , 
M P = N K = H K — J N 1I=HK — D L , 
G P ^ G K H-KP=:GK H- MN=GK - f .HL . 
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Puesto que los triángulos GBE, G H K son semejaníes, 
A , S C B : C H : : B E : H K : : G E : C K , 
d a r a n \ d i : cos . i ? : : sen .^ :HK: :cos .^ :CK, 
que despejando el cuarto y sesto te'rmino, refiriéndo
nos á la primera razón , se tendrá 

HK=sen .^cos . i ? , CKrrrcos.^/cos.^. 
Los triángulos GBE , D H L , por tener sus lados 

perpendiculares, serán (331 cor. 4.0) semejantes y 
, , V G B : D H : : B E : H L : : G E : D L , 

de donde resultará, 
iiLr:sen.^sen.J5, DL=sen.JBcos.^. 

Luego sustituyendo estos valores en las ecuacio
nes (P) , y poniendo los primeros miembros por se
gundos, nos resultará 

{sen.(^-H^)=rsen.^cos.J5-4-sen.Z?cos.y/. 
eos. (^-HÍÍ)=:cOs.^cos.jS~sen.^sen.^. 

{sen.(//—/')~sen.^cos.B—sen.i>cos.^. 
cos.(^—j5)z=:cos.^cos.JB'+-sen.^isen.^. 

que es L . Q. D . D . 
3.a Dado el seno, y por consiguiente el coseno de 

un, arco A , el seno y coseno del arco duplo son: 

sen.2yí—2sen.^-icos.yí—2sen.^v/1 — s e n ( p ) , 
eos.aúneos.2^—sen.2^rz: i—2sen.2^ (q). 
Bem. No hay mas que en las fórmulas anteriores 

hacer Bzzyl* y sustituir despees en vez de eos.y/ su 
igual V/i—sen.2// , y 1—sen.2A en vez de cos.2yí. 

Cor. Si hacemos z J — A ' ^ será Azzz^A'-, 
y sustituimos en las formulas anteriores , se tendrá 

sen.yí/=:2sen.#ví/cos.|^/; 
eos. ̂ zzcos . z ¡ J ' — s e u . 2 í J ' ; 

y como cos.^iy/'—l—sen.2!^', será 
Cos^ ' - i - sen .2 !^—sen .2 !^ ' - !—gsen .2 !^ ' . 

461 Si en la fdrmula (m) se hace BzzizA, se con
vertirá en sen^/á'rrrsen.^cos.S^-f-sen.a^cos.^; 
y poniendo en vez de cus.2^, sen.2^, y cos.-df, sus 
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valores (q), (p) y (e) (445) todo espresado ent'valores 
del seno, se tendrá sen^^rzsen.^i—2sen.*^)-+. 

zsen.AV' 1—sen.^xv/1—sen.2^— 
sen.^—2sen.3^H-2sen.^(i—sen.2^)=: 

sen.^—2sen3^-í-2sen.^—2sen.3^—3sen^—4sen3yáf, 
que es ]a fórnmla que espresa el seno del arco triplo 
en valores del arco sencillo. Igualmente se puede ha
llar el coseno del mismo arco; y por procedimientos 
análogos se pueden determinar todas las líneas t r i 
gonométricas de cualquier arco múltiplo de otro dado. 

462 Ademas de la propiedad de determinar la 
magnitud del arco, se verifica también que todas las 
líneas trigonométricas son proporcionales con los ra
dios de los circuios con que están trazados los arcos. 

Dem.. En efecto, si suponemos que haciendo cen
tro en G (fig.145) vértice del ángulo D C G , se trazan 
con los rádios GA, C D , dos arcos de círculo A B , I)G, 
y bajamos desde A y D , las A P , D E perpendiculares 
á GG, resultará que serán los senos respectivos de los 
arcos A B , D G , que tendrán un mismo numero de 
grados por ser ambos medida del ángulo DGG j las 
líneas C P , G E , serán sus cosenos; y levantando en 
B y G las perpendiculares B N , G M á la G G , serán 
las tangentes, y G N , G M las secantes. Ahora los 
triángulos semejantes G D E , G A P , dan 

GD:GA: :DE:AP: :CE:GP, 
6 poniendo en vez de estas líneas sus valores, y acen
tuando las líneas correspondientes al radio G A , que 
también senalarémos con la R ' acentuada, será 

i í rü 'crsen. tsen/xcos.xos/ (a); 
los triángulos semejantes G G M , C B N , también darán 

GG:GB : :GM :BN: :GM:GN, 
6 il:.ÍL/::tang.:tang./::sec.:sec./ (b). 

Ahora, completando los cuadrantes G D R , B A Q , 
se tendrá que R S , Q O , serán las cotangentes de los 
arcos G D , B A ; y GS, GO serán las cosecantes; y los 
triángulos semejantes GSR , GOQ darán 

C R ^ Q ^ R & O Q - G S ^ O , 
d ilti?.'::cot.:cot/::cosec.rcosec/ (c). 
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Y como las tres series de razones iguales (a), (b), 

(c), tienen común la razón R : R \ enlazando las de-
mas porque son iguales, se tendrá R:R'::sen.:sen/:: 
cos.:cos./::tang:tang/::sec.:sec./::cot.:cot/::cosec.:cosec/. 

Cor. Luego si respecto de un radio cualquiera se 
calculan estas líneas para todos los arcos , y al lado 
de cada arco se pone el valor de las líneas trígono-
métricas que le corresponden, las tablas que las con
tengan servirán para hallar estas mismas lineas 
cuando correspondan á otro radio ; y ademas, por 
medio de ellas cuando se dé un arco, se podrá de~ 
terminar la magnitud de sus líneas trigonométricas; 
y dada una línea trigonométrica, se podrá hallar el 
valor del arco á que corresponde. 

463 Las labias que se formasen d ^ ^ ^ ^ d o , esto 
es, que contuviesen el valor de las líneas trigonomé
tricas en partes del radio, se llaman tablas trigono
métricas naturales ; pero como todos los cálculos se 
hacen por medio de proporciones, para hacer las ope
raciones con facilidad y prontitud , se ha tomado el 
medio de que las tablas contengan, no las líneas t r i 
gonométricas naturales , sino el logaritmo correspon
diente á dicho número de partes del radio á que 
equivalgan; y en este caso que es como las usamos, 
se llaman tablas trigonométricas artificiales. Las de 
D . Tadeo López y Aguijar, que como ya hemos d i 
cho en otra ocasión , son á las que nosotros nos refe
rimos, están calculadas de 10 en 10 segundos; cuya 
costrucciou y uso omitimos por razones análogas á 
las espuestas (20B), y pasaremos á la 

Résoluoion de los triángulos rectángulos. 

^ara la resolución de los triángulos rectan-
necesitan dos proporciones generales, 

que se II,i man analogías. 
1 .a E l radío de las tablas es a l seno de uno de 

los ángulos agudos , como la hipotenusa es a l cateto 
apuesto á dicho ángulo agudo ; ó e¿ radio de la$. ta-

X T. I. 
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Mas es a l coseno de un ángulo agudo , como la hipo
tenusa es a l cateto adyacente á dicho ángulo agudo', 
que puestas en proporciones dan 

'irisen.áng.ag.::hipot.:catet.op., 
^ítcos.áng.ag.^hip.tcatiády. 

Bem. En efecto, sea C D E un triángulo rectán
gulo cualquieraj si con una parte CA, igual al radio 
de las tablas, se traza el arco A B , y se tira la per
pendicular A P , esta será el seno que se halle en las 
tablas, y CP el coseno; y los triángulos C A P , C D E , 
serán semejantes (328) y darán 

{G A : A P : : G D : D E , ó .K:sen.áng.ag.::hip.:cat.op., 
GA:GP: :GD:GE, o' it:cos.áng.ag.::hip.:cat.ady.. 

que 
" JSW U o m o éf radio de las tablas se considera igual 

con la unidad, resulta que hallando el cuarto térmi
no en las dos proporciones de arriba, 

, JDEzzrGDxAPnhip.xsen.áng.op. á D E , 
sera \GE=:GDxGP.-hip .xcos .áng.ady. á C E , 
cuyas espresiones manifiestan que un cateto de un 
triángulo rectángulo es igual á la hipotenusa multi
plicada por el seno del ángulo opuesto, ó por el case~ 
no del ángulo adyacente, tomados en las tablas. 

465 2.a E l radio de las tablas es á la tangente 
de uno de los ángulos agudos, como el cateto adya
cente á dicho ángulo es a l cateto opuesto, 
ó ü:tang.áng.ag.::cat.ady.:cat.op. 

Dem. Porque si después de haber descrito el arco 
A B con el radio C A , igual al de las tablas, se tira 
la perpendicular B N , esta será la tangente trigono
métrica del ángulo en G ; y los triángulos semejantes 

C B N , C D E , darán C B : B N : : C E : D E , ' 
d jR:tang.áng.ag.::cat.ady.:cat.op. ( ^ ^ B É j fe* 

Cor. De donde tomando el radio p o i ^ m i ü a ü ^ e -
sulta D E = : C E x B N , d cat.r:tang.áng.op.xcat.; 
que quiere decir, que en un triángulo rectángulo cual
quiera un cateto es igual á la tangente trigonométrica 
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de su ángulo opuesto multiplicada por el otro cateto. 

Esc. Se usará la primera analogía cuando la h i 
potenusa entre en los datos, y de Ja segunda cuando no. 

466 Esto supuesto, para resolver el tria'ngulo A B C 
(fig. 146) r ec t ángu lo en G, en que se da la hipotenusa 
ABz=327 varas, y el ángu lo A — ^ z s ' 15"^; se escri
ben los datos dentro de una llave como se ve en (M) 
y las partes que se buscan dentro de otra (N) ; se 
res ta rá el ángu lo A de 90o y se h a l l a r á e l B de 
57034/44//,3^ 

(M) , (N) 
Ang .C-900 . tAng. |=:57,ó34/44, /93. 

, A B ^ s j ? varas. < BG=: 175,317 varas. 
Ang.^-:32025/i5// ,7. ¿ A C ^ ^ ó ^ i varas. 

Para hal lar los lados BG, A G , nos s e r v i r á la p r i 
mera analogía alternada que será 

i?:327::sen.32025/i5//,7:BG::cos.32025,i5",7:AC. 
Que hallando por logaritmos el cuarto y sesto tér

mino ref i r iéndonos á la primera razón , será 

<*log.sen.32025/io//r= 9,7292566 
loo. B r _ J p a r t . c o r r e s p . á s ^ ^ 189 

g ' )1(>g-327 ~ 2,5145478 
• ¿ c o m p . l o g . ü . . . , ~ o 

Suma 6 log.175,317=^2,2438233 

,C*log.cos.3202 5/io/ /zz 9,9264176 
1 . p _ J part.corresp.ás^,?^: —76 
l 0 S ' A U - y o g . 3 2 7 2,5145478 

- ¿ C ü i u p . l o g . ü . . . zz: o 

suma d log.276,03irzi-2,4409578 

cuyos valores se colocan en la l lave (N) y se tiene 
resuelto el t r i á n g u l o . 

Esc. Si se conociese Ja hipotenusa y un cateto, 
se despejarla en la analogía general el segundo y 
cuarto t é r m i n o , y quedarla resuelto el t r i á n g u l o . 

467 Si se diesen en el mismo t r i á n g u l o un cateto 
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A G y el ángulo A como se ve en (M)j para hallar el 
ángulo B se restará el A de 90o, j se tendrá el 

£ de 5o033/23//,2 como se ve en (N). 
(M) l (N) 

, A C = 8 2 9 varas. B=5o033/23//,2. 
J Ang.^=39026/36//)8. <( BG—682^004 varas. 
lÁng.C=z9o°. ¿ A B = i o 7 3 , 4 8 5 . 
Para hallar el lado BG nos servirá la segunda ana

logía , que dará ii:tang.39026/36//,8::829:GB, 
que por logaritmos será: 

•riog.tang.39026/3o/,zn 9,9152034 

I o g . G B = ^ f a r f i c o r ' á 6 " ¿ = • z 9 * 6 \ log.829 — 2,9185545 
^comp. log . i í ~ o, 

suma ó log.682^oo4~*2,833787i 

E l lado A B le hallaremos por la primera analogía 
invert ida, que dará cos.39026/36//,8:i¿::829:ABí 
que por logaritmos será: 

^ « g - 8 ^ = 2í9l85545 
íog.AB~<^ ¡og .R =10, 

¿cóm.log.cos.39026/36//,8zz: 0,1122416 

suma ó log. 1073,485—^3,0307961 
JEsc. I.0 Si se diesen los dos catetos se despeja

rla el segundo término de la proporción (A, 465), y -1 
después se hallada la hipotenusa 5 con lo cual que-
daria resuelto el triángulo. 

Esc. 2.0 En los triángulos se pueden siempre co
nocer dos datos sin necesidad de analogías , á saber, 
un ángulo en conociendo los otros dos (lo cual con
viene igualmente á los oblicuángulos); y uno cual
quiera de los lados , cuando se conocen los otros dos 
(332 cor.). Aunque es mas sencillo en estos casos el 
cálculo logarítmico , sin embargo aquel puede servir 
de comprobación, como se ve en el primer caso, en 
que se tiene ^'¿22=i'7¿^2I72~h27^;03l2' coa menos 
de dos décimas de diferencia, que en nada influyen. 
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y ía línea GD el diámetro; todo c/reaJo máximo que 
pasa por los polos, se llama meridiano de la tierra; 
y el círculo niáximo perpendicular al meridiano, se 
llama ecuador. E l horizonte de un lugar es el plano 
tangente á la superficie de la tierra , cuyo punto de 
contacto es el lugar mismo del observador; línea 
horizontal es cualquier recta que se halla en este 
plano; línea vertical es la prolongación del radio 
terrestre perpendicular al horizonte; un hilo de cu
yo estremo cuelga un cuerpo cualquiera, señala la 
dirección vertical. 

478 Esto supuesto, todos los puntos de la super
ficie de las aguas , cuando se hallan en quietud , ó 
en jeneral dos 6 mas puntos equidistantes del centro 
de ta tierra, están á un mismo nivel , ó están en e l 
nivel verdadero; tales son los A, R , D , &c.; y tam
bién lo están los P , Q y M , N , equidistantes del 
ponto de contacto A de la horizontal M N . Los pun* 
tos que como A, Q, N , &c. distan desigualmente del 
centro O, se dice que están en el nivel aparente; por 
lo cual la línea horizontal A N , se llama línea de n i 
vel aparente; y la circunferencia terrestre A D B G , ó 
cualquiera otra concéntrica con ella , se llama línea 
de nivel verdadero. Asi , los puntos A , Q, están en ej 
nivel aparente; los A , R , en el verdadero; y la parte 
QR del radio OR prolongado hasta Q , es lo que se 
llama diferencia del nivel aparente al verdadero. 
Guando se hacen nivelaciones grandes y de impor
tancia conviene tener en consideración esta diferencia. 

479 En este compendio omitimos la descripción 
de los instrumentos con que se ejecutan las operacio-
ires,tanto porque con sola la esplicacion sin tenerlos á 
la vista, es imposible formar una idea de ellos, como 
porque su presencia y cuatro palabras del profesor 
aprovechan mas que diez hojas de esplicacion. No 
estante en el tratado elemental se baila Ja esplicacion 
de cada uno y la figura que le representa ; y así, su
poniendo que se tienen , decimos que para nivelar 
una piedra , una mesa » un plano de cualquier ins-
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truaiento, se emplea el nivel de albañil ó el de aire. 

480 Para nivelar puntos que no disten demasia
do, se emplea el nivel de agua; y siJa nivelación ha 
de ser muy grande, se usan niveles de aire con pí
nulas ó anteojo. 

Cuando para averiguar la diferencia de nivel en
tre dos puntos, solo se coloca el nivel en un paraje, 
se llama nivelación simple j y cuando en dos d mas, 
nivelación compuesta. 

Si se quiere hallar la diferencia de nivel entre 
los dos puntos G y D (fig. 153), se colocará el nivel 
en B , sobre poco mas d menos á igual distancia de 
C y D , y en línea recta con ellos; se echará agua en 
el nivel, y clavando dos miras verticalmente en G y 
D , se mirará por los puntos M , N de la superficie 
del agua, haciendo que otro suba d baje la tablilla 
de la mira , hasta que la visual tirada por M y N , 
vaya á parar á la línea que separa lo blanco de lo 
negro, con lo cual los puntos E , F serán dos puntos 
de nivel verdadero. Ahora , midiendo con nna vara 
dividida en pulgadas y líneas, d mejor en pies y de
cimales de> pie , las alturas G E , D F , y restándolas, 
el residuo será la diferencia de nivel entre C y D , 
estando mas alto el punto G , cuya altura GE se ha 
encontrado menor. 

Esc. Para asegurar mejor la dirección de las v i -
guales, suelen tener las tablillas de las miras la for
ma que representa la (fig. 153 "*); esto es, que suelen 

• ser cuadradas ó circulares, con dos líneas d diáme
tros que se crucen á ángulos rectos j y entonces el 
punto de intersección de dichas líneas es el punto 
donde se debe dirijirMa visual. 

481 Si la distancia entre los puntos es muy con
siderable, se emplea la nivelación compuesta, del 
n odo siguiente. Supongo que se quiere hallar la d i 
ferencia de nivel entre los dos puntos,A y D (fig. 154); 
lo primero se clava una mira en A , y se coloca el n i 
vel en E ; y (para no tener que atender á la diferen
cia del nivel aparente al verdadero) á igual distancia 
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sobre poco mas ó menos, si se puede, v. g. en B , se 
clava otra mira o estadal ; se señalan los puntos a y 
b de nivel , se averiguan las alturas A a y V>b, y se 
apuntan en un papel. Después se pasa el nivel á otro 
punto F , dejando clavada la mira en B , y á igual 
distancia sobre poco mas d menos se coloca otra mira 
en G, se señalan los puntos de nivel e, c, y se apun
tan las alturas Be , Ge. Se pasa el nivel á G , y con 
las mismas circunstancias que antes, se averigua el 
valor de G / , Dd . Se suman los valores de A a , Be, 
C / , que representan las alturas de los primeros tér
minos,, se suman igualmente los valores de BZÍ , Ce, 
D d , que representan las de los segundos; se restan 
estas dos sumas , y el esceso espresará la diferencia 
de n ive l : estando mas alto el primer término , si la 
suma de los primeros términos es menorj y el segun
do , si la de estos lo es. 

De la medición de las lineas. 

482 Para ejecutar cualquier operación , es nece* 
sario primero medir una línea auxiliar, que se llama 
base. Los instrumentos que ordinariamente se em
plean, son : una cadena ó cuerda de loo pies (d me
nos) , jalones, piquetes y un mazo. 

As í , si se quiere medir la distancia de A á E 
(fig. 155), se colocarán los jalones B , G , D , en los 
puntos intermedios, de manera que mirando desde A 
á E queden todos cubiertos; después de estar alinea
da ya la recta, se empieza la medición con la cadena 
d cuerda, procurando que esté bien tirante; y según 
las veces que se coloque se deducirá el numero de 
pies de que consta la línea dada. 

483 Gon solo la cadena y los jalones se pueden 
resolver varios problemas. 

1.0 Formar un ángulo recio, 6 tirar una perpen^ 
dicular á una línea dada. 

lies, y Dem. Tómense 12 pies ó unidades en la 
cadena ; con los lados 3, 4 y 5* en que se descompo-
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ne el 12, fórmese un triángulo, y el ángulo compren
dido por los lados 3 7 4 será el ángulo recto pedido, 
y por consiguiente el un lado perpendicular al otro. 
Porque valiendo los lados del triángulo 3, 4 y 5 , se 
tiene 32-f-42=52; luego el triángulo que se ha cos-
truido (335 esc. 2.0) es rectángulo. 

Esc. Si se pidiese un ángulo de sesenta grados 
se formaría un triángulo equilátero. 

484 Guando se han de tirar muchas perpendicii-
lares, como sucede cuando hay que medir algún ter
reno, ó se va á trazar un campamento, se lleva el 
aparato que se llama cuerda de perpendiculares , y 
consiste en un triángulo isósceles (fig. 156) d equi
látero con el cordel C E que divide en dos partes 
iguales la base A B y señala la dirección de la per
pendicular. 

Para hacer uso de ella se aplica la base A B sobre 
la línea á que se ha de tirar la perpendicular de mo
do que el punto E caiga sobre el punto de la línea 
en que se ha de levantar; y tirando del estremo M 
la cuerda E M , se tendrá la perpendicular pedida. 

Si este aparato se hiciese de madera fuerte , se 
podria llamar escuadra doble^ y serviría con mucha 
utilidad para tirar perpendiculares en puntos de l í 
neas dadas, como para tirarlas desde puntos dadoe 
fuera de ellas. 

485 2.0 Medi r una línea inaccesible. 
Res. y Dem. Sea A B (fig. 157) la línea inaccesi

ble, á causa del rio que la atraviesa; levántese en su 
estremo B una perpendicular B L j divídase en dos 
partes iguales en H , y clávese en este punto un p i 
quete; levántese en L ía perpendicular indefinida L D ; 
busquese el punto D , desde el cual tirando una v i 
sual por H vaya á parar al punto A , y la línea L D 
será igual á la distancia A B que se pedia. 

Porque los triángulos A B H , H L D , son rectán
gulos en B y L , y tienen B H = H L por costruccion, 
y los ángulos en H iguales por opuestos al vértice; 
luego estos triángulos son iguales, y dan A B = L D . 
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486 También se pueden medir las alturas acce

sibles é inaccesibles por su pie. Así, si se quiere me
dir la torre A B (fig. 158), se plantará bien vertical-
mente un jalón E G ; á alguna distancia de este jalón, 
se plantará otro D F , de manera que se pueda ver el 
estremo A de la torre por un rayo visual F E A que 
rase con el estremo del piquete. Mírese también un 
punto de la torre tal como G por un rayo visual F G 
que pase por H , de manera que C H = I ) F . , f • 

Hecho esto, si se concibe la F G , será paralela é 
igual á la D B , y se tendrán los dos triángulos seme
jantes A G F , E H P , que dan F H : H E : : F G : A G ; 
y como los tres primeros términos de esta proporción 
son conocidos, porque se pueden medir, se sigue que 
si al cuarto A G se añade la parte G B que está debajo 
de la línea G F , que también se puede medir, se tendrá 
la altura A B de la torre ó de cualquier otro objeto. 

Esc. Si la torre fuese inaccesible por su pie , se 
medirla primero por el método anterior la distancia 
inaccesible BC d B D ̂  y se ejecutarla lo demás como 
se acaba de manifestar. 

De la medición de los ángulos. 

487 Para medir los ángulos sirven muchos ins
trumentos, á saber, la plancheta, grafómetro, brújula, 
teodolito, cuadrantes de círculo,.círculos repetidores^ 
y recipiángulos. En el papel se trazan y miden los án
gulos con un semicírculo A C B graduado (fig. 159}, que 
se coloca de modo que el centro O caiga en el vértice 
del ángulo, y sobre uno de los lados el diámetro del 
mismo círculo. De manera que si colocado sobre el 
ángulo B O D , hallamos que OD cae sobre la línea que 
«eñala 45o, dirémos que este es el valor de dicho án
gulo. Para que en uno de estos semicírculos se pu
diesen trazar medios grados, se necesitaría que fuese 
de un radio bastante grande; y si se quisiesen trazar 
hasta minutos, seria muy embarazoso el uso del ins
trumento. Para evitar esto se ha ideado un xuedio 

Y T. I, 
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sencillo, para obtener los ángulos con instrumentos 
de una regular magnitud. 

488 Para esplicarle, sea A C B (fig. 160) el bord§ 
d el limbo de un instrumento, que esté dividido eli 
partes que se distingan bien, v. g. en grados; tóme
se un número cualquiera de grados en el limbo, v. g. 
90; tdmese ahora otra pieza del mismo metal que el 
instrumento, y desuna magnitud igual á la de los 90 
que se tomaron, la cual se dividirá en 10 partes igua
les, esto es, en una mas que las que se tomaron en el 
instrumento; de consiguiente, cada espacio de esta 
pieza (que es lo que se llama núñez) vale ^ de gra
do 6 54 n^inutos; y la diferencia de una división del 
núñez á una del limbo, d á un grado, valdrá 6'. La 
pieza donde está el núñez se aplica sobre el limbo, 
y jira al rededor del centro del instrumento (d al 
contrario permanece fijo el núííez y jira el limboj; la 
primera división del núnez, tiene por lo regular una 
flor de l i s , y se llama línea de f e , esta se hace que 
coincida con la división 00 ó 180° en jeneral, d so
bre otra graduación cualquiera del limbo; y la mag
nitud de un ángulo se aprecia por lo que se separa 
la línea de fe de dicha graduación. Ahora, si la línea 
de fe coincide exactamente con una división del l im
bo, el valor del ángulo será el número de grados 
comprendido desde cero hasta dicha línea; pero si 
la línea de fe cae entre dos divisiones del l imbo, el 
ángulo pedido valdrá un cierto número-de grados, y 
una partdte^jjado que se valúa por la regla siguien
te : ve'ase^mivision del núnez que mas coincide con 
una del limbo; cuéntense los espacios del núñez des
de la línea de fe hasta la que coincide con la del l im
bo ; multipliqúese el número de espacios hallado por 
la diferencia 6' (en nuestro caso, d por lo que valga 
según otra división) que hay entre el espacio del l im
bo al del núñez; y el producto serán los minutos que 
se deberán añadi r ,a l número de grados hallado. 

Con un ejemplo se entenderá bien esta regla y 
su demostración. En efecto, si se quiere averiguar 
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el valor del ángulo AÜG, este valdrá el número de 
grados del limbo comprendido desde A hasta m (que 
aquí son 3), y ademas la parte m G ; ahora, la línea 
del ndtlez que mas concurre con la del limbo , es ia 
que pasa por B j y multiplicando los seis espacios del 
míñez que hay desde OG hasta B por 6', el produc
to 36' serán los que se deben añadir á los 30 halla
dos; por lo que , el ángulo A O G vale 3036/. Porque 
si la línea del niíñez que coincide con, la del limbo 
fuese la primera de aquel, el espacio iñG vaJdria una 
vez la diferencia de los espacios del limbo y del nu-
nez, esto es, ó'; si fuese la segunda, él dicho espacio 
valdría 12' ó 2x6 ' ; si fuese la tercera valdría 18' ó 
3x6', y así sucesivamente; luego siendo la sesta, el 
espacio mG valdrá 6x6/=36/, Ü Q. D . D . 

489 Para averiguar los ángulos que forman entre 
sí tres puntos que se hallan sobre el terreno, se em
plea jeneralmeníe la plancheta (fig. 161); sobre el 
tablero se estiende un pliego de papel , se señala el 
punto A adonde corresponde el vértice Q del ángulo 
del terreno; por las cerdas í , de la regia F G que se 
llama alidada , se dirijen visuales á los otros puntos 
G y B , y estas visuales se señalan con un lapicero 
sobre el papel, donde queda formado el ángulo ¿Ac, 
igual al que forman los tres puntos B , Q, C, del ter
reno; y midiendo este ángulo con el semicírculo, se 
tendrá el que se deseaba sobre el terreno. 

490 Por lo regular , lo que se intenta buscar es 
el ángulo que forman dichos objetos , suponiéndolos 
prayectados en un plano horizontal qiierpase por el 
vértice; entonces es esencial que se coJoqpe el table
ro en una situación horizontal por medio de los n i 
veles ; y como en este caso puede ocurrir el que los 
objetos B y G no se vean por el espacio que ocupan 
las cerdas , es preferible á la alidada un anteojo A 
(fig. 162), el cual ademas de tener la circunstancia 
de poder bajar y subir la puntería cuanto se nece
site , reúne la ventaja de distinguir los objetos con 
claridad y á mayor distancia. 
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491 Otro de los instrumentos que sirven para 

medir los ángulos es la brújula (fig. 163). 
Su construcción y uso estriban en que las agujas 

.tocadas á la piedra imán , se dirijen bácia el norte; 
y si colocada en un paraje se mira á un objeto cual
quiera, y se ve el ángulo que forma la aguja N S con 
la línea A B ; y luego se mira á otro objeto y se de
termina el mismo ángulo, la diferencia entre estos 
dos ángulos observados , será el ángulo que forman 
dichos objetos, si la aguja ha permanecido en ambos 
casos á un mismo lado de la línea A B . 

Si al enfilar el otro objeto, la aguja pasase al otro 
lado de la línea A B , el ángulo buscado estarla repre
sentado por la suma de los dos observados. 

492 De todos los instrumentos que se han inven
tado para las operaciones jeode'sicas , los mas á pro
pósito son el teodolito, y el círculo repetidor de Bordá. 

La primera operación que se practica es nivelar 
el iteodolito, y tiene la ventaja de dar á un mismo 
tiempo y con un solo anteojo (aunque algunos tienen 
dos), los ángulos horizontales y de elevación. 

493 Como la división de los instrumentos no pue
de llegar al grado de exactitud del cálculo y que se 
requiere en algunas ocasiones, se ha ideado el círculo 
repetidor, el cual tiene la propiedad de que en vez 
del ángulo que se quiere averiguar, se puede tomar 
el duplo, el triplo , el cuadruplo, &c. y dividiendo 
después por 2 , por 3 , por 4 , &c. , se tendrá el án
gulo pedido con la mitad, tercera, cuarta, &c. parte 
del error que se debe sospechar en el instrumento. 

Medir alturas y distancias accesibles é inaccesibles^ 
y modo de levantar los planos topográficos. 

494 Cuando se puede uno acercar al pie de una 
altura A B (fig. 164), y en su plano se puede medir 
una base , se elije esta de manera que sea sobre poco 
mas 6 menos igual con la altara por medir; se colo
ca el instrumento en su estremo, y con él se mide el 
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ángulo de elevación A F G ; con lo cual él rayo visual 
A F , el horizontal G F , y la parte A G de la altura, 
formarán un triángulo rectángulo, en que se conoce 
adeojas del ángulo recto en G , uno de los ángulos 
agudos, y el cateto F G que es igual con la base me
dida B D ; luego (465) hallaremos el lado A G , diciendo 

i¿:tang.AFG: :GF=BD:AG5 
y añadiendo á esto la parte B G , se tendrá toda la 
altura A B . 

495 Cuando hay algún obstáculo que impida el 
acercarse al pie como en la (fig. 165), y se puede me
dir sin embargo una base A B en el plano de su pie, 
se procede del modo siguiente : colocado el instru
mento en A , se toma el ángulo de elevación C A D ; 
y colocado en B el ángulo GBA j con lo cual tenemos 
en primer lugar un triángulo G A B , en que conoce
mos el ángulo en B y el lado A B , porque los hemos 
medido, y el ángulo CAB por ser suplemento del ilie-
dido C A D , y en virtud de lo dicho (470) hallare'mos 
el lado CA. Conocido este , queda determinado en el 
triángulo rectángulo C A D la hipotenusa y un ángu
lo, y podre'mos hallar (466) el cateto CD que es la 
altura que deseamos. 

496 Muchas veces no se sabe si la base está d 
no en el mismo plano del pie de la altura, y aun el 
que no se vea el pie de la altura por medir : en este 
caso es un poco mas complicada la operación. 

Supongamos que se quiera medir la altura inac
cesible CD (fig. 166); mediremos donde el terreno lo 
permita una base A B j en el estremo A se colocará el 
instrumento, y se tomará el ángulo horizontal B A D 
y el vertical C A D ; colocando en el otro estremo B el 
instrumento, se tomará el ángulo horizontal D B A , y 
el vertical C B D . Hecho esto , el triángulo D A B nos 
dará (470) el valor de uno cualquiera de los lados, 
tal como A D ; con lo cual en el triángulo rectángulo 
C A D se conocerá el cateto A D , y el ángulo C A D ; 
luego (465) nos dará el valor de C D , que es lo que 
se pedia. . 
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497 Cuando la distancia que se intenta medir es 

accesible , se ejecuta conforme hemos dicho se mide 
una base; cuando saló es accesible por uno de sus es
treñios , se procederá del modo siguiente. 

Supongamos que sea la BG (fig. 167) la línea que 
se quiera medir; en este caso se medirá una base GA 
desde el estremo accesible C , y en sus estreroos me-
dire'mos los ángulos B C A , G A B , y la Trigonometría 
(470) nos dará el lado BQ. Para hacer esta operación 
con Ja plancheta, se coloca este instrumento de ma
nera que su centro corresponda sobre el punto G del 
terreno ; después se tira en el papel una línea ca en 
la dirección de la base, de una magnitud tal que con
tenga tantas partes de una escala cualquiera , como 
veces está contenida la unidad de medida en la base 
G A ; después se dirijo la visual por C al punto B , y 
se tira la cb indefinida; después se pone, el instru
mento en A , y colocado el tablero de modo que la 
Lase ca se halle en la dirección AG de la base medi
da, se dirije la visual al punto B , se tira la aZ>, y el 
numero de partes que ch contenga en la misma esca
la', será el numero de unidades que contenga la BG 
de la medida con que se midió la base CA. 

498 Si la distancia GD (fig. 168) es de todo punto 
inaccesible, mediremos una base A B que sea próxi
mamente paralela é igual con la distancia por medir 
C D . En A íomarémos los ángulos G A B , D A B , y pa
sando el instrumento á B tomaremos los ángulos G B A , 
D B A , y tendremos conocido en el triángulo GAB el 
lado A B y los ángulos adyacentes; luego la Trigono
metría (470) dará el valor del lado A G . En el trián
gulo D A B se conoce igualmente el lado A B y los 
ángulos adyacentes; luego podremos hallar el valor 
del lado A D . Ahora, en el triángulo GAD tenemos 
conocidos ios lados CA, A D , por lo que acabamos de 
decir , y el ángulo G A D que»forman, por ser Ja d i 
ferencia entre los dos ángulos observados G A B , D A B ; 
luego la Trigonometría U'^o) dará la distancia GD 
que buscábamos. 
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