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RESISTINCIA 

1. de haber estudiado al 

tratar de los diversos mecanis s a forma que deben tener los dis­

tintos órganos que los compon~n ara que las transmisiones de 

velocidad y movimiento sen en las mejores condiciones, 

debemos estudiar ahora las dimensiones que deben darse á dichos 

órganos, para que sO¡Jorten, sin romperse ni deformarse, los dis­

tintos esfuerzos á que se encuentren sometidos. 

De estas consideraciones deducimos· la necesidad del estudio 

de la resistencia de los m:1.teriales que se em pleall en las cons'truc­

ciones. 

2. Materiales que se emplean.-Algullos metales, piedras y 

maderas y otros cuerpos sólidos en reducido número forman la 

totalidad de los materiales de construcCión. 

3· Manera de considerar los sólidos en esta pa.rte de la. 
Mecánica..-En Mecánica racional consideranlos á los sólidos 

como invariables de forma, pero en la naturaleza no existe ningún 

cuerpo que cumpla en absoluto estas condiciones, por lo que se 

admite: 

1.
0 Que están constituidos por partes sumamente pequeñas, 

1tunadas moléculas, y 2.° que estas moléculas se encuentran se­

paradas las \:lilas de las otras por espacios comparables á sus di­

mensiones, en virtud de fuerzas atractivas y repulsivas que se ejer­

cen entre ellas, proporcionalmente á sus m3S¡¡S y en razón inversa. 

del clt:ldrado de las dislancias. 
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En estas hipótesis sobre la constituci6n de los cuerpos y auxi­

liados por la experiencia nos fundaremos para el estudio de esta 

materia. 

4. Elastloldad.-Es la propiedad común á todos los cuerpos y 

que éSlos gozan en mayor ó menor grado, en virtud de la cual 

tienden á recobrar su forma primitiva cuando cesan de actuar las 

fuerzas á que habían sido sometidas. 

Cuando un cuerpo se -somete á fuerzas exteriores, desaparece 

la igualdad que debe existir entre las acciones atractivas y repulsivas 

de sus moléculas, rompiéndose el equilibrio que antes exisUa. Si 

las fuerzas aplicadas se mantienen entre ciertos límites, se obser­

va: que pasando breve tiempo adquieren nueva posición de equili­

brio; si en esta situación se suprimen las fuerzas, acontecerá: ó que 

las moléculas no recuperen sus posiciones primitivas, ó que vuel­

van á tomar exactamente las mismas q\:le tenían; ocurrirá 10 pri­

méro cuando e~ cuerpo haya estado bajo la acción de un esfuerzo 

cualquiera por pequeño que sea, con tal de no haber recibido antes 

la de otro, y_ se realizará lo segundo cuando después de sometido 

á un esfuerzo dado, suprimido éste experimente la acción de otro 

igual ó menor. 

Los cuerpos se clasifican en perfectamente elásticos; perfecta­

mente blandos y perfectamente duros; los primeros una vez defor­

mados vueh'en á su forma natural; los segundos conservan la de­

formación que han sufrido sin, tendencia á recobrar su forma primi­

tiva, '1 los terceros no admiten deformación alguna, siendo por lo 

tanto los sólidos geométricos que hem0s estudiado ea Mecánica 

Racional. 

Los sólidos naturales no son, ni perfectamente blandos, ni per­

.fectamente elásticos, estando todos comprendidos en estos dos ex­

tremos. 

5. Límite de elastloiclad. -Es e1lim-ite superior de los csfu.er: 
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zos que puede sufrir un sólido sil! pro·ducir en él deformación per­

manente. 

6. Método para determlnarlo""'7""Según la definición anterior, 

pa.ra determinar este límite bastará someter sucesivamente el 

'cuerpo considerado á la acción de fuerzas que vayan aumentando 

con lentitud midiendo á la fT vez las deformaciones producidas y 

observando si al cesar de actuar estas fuerzas recobra su forma 

primitiva: desde el momento que se le aplique una fuerza tal que 

al dejar de obrar sobre el cuerpo no recmbF.a este la referida forma 

dicha fuerza será la que nos determine ~l expresado límite. La 

experiencia nos dice, 1.° que cada cuerpo tiene una propiedad 

.característica con respecto á su elasticidad. 2.° que varía de un 

cuerpo á otro y aún para un mismo cuerpo de uno á otro de sus 

puntos. 3.0 que la elasticidad se puede medir. Se aprecia la pro­

piedad elástica de los cuerpos me~iante el coeficiente de elasticidad 

que es la relación sensiblemente constante entre el esfuerzo á que 

se somete una barra del mismo y el alargamiento que experimenta; 

la longitud de la barra así como su sección: son las unidades 

correspondientes. La invariabilidad de esta r.elación desaparece 

cuando el esfuerzo excede al límite ce elasticidad. 

8. Rotora.-Si se somet~ un cuerpo á un esfuerzo constan­

temente creciente, la deformación que experimenta también lo será 

y llega·rá un momento en que venciéndose .la cohesión de sus 

moléculas, perderán estas su posición de eqnilibrio, quedando el 

cuerpo fraccionado. El esfuerzo necesario para producir este 

efecto se llama esfuerzo de rotura. 

9. Objeto y método del ourso de Reslstenola de los mate­
rlales.-La resistencia de materiales tiene por objeto resolver los 

dos problemas siguientes: 1,0 Conocer los ' esfuerzos que en un 

cuerpo ó en una construccion, se desarrollan mediante la acción-de 

las fuerzas á que está sometida. 2.~ Inve.stigar l~s mínir;p~s <limen-
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siones que haya de tener un cuerpo, . á G'n' de que los esfuerzos 

interiores que se desarrollan por la :acción de fuerzas' exteriores 

no' excedan de ciertos Hmites. 

Esta ciencia es en parte racional y en parte experimental; tiene 

que recurrir á ciertas hipótesis cuyo número disminuye á medida. 

que se perfecciona. Esta necesidad de las hipótesis no le quita su 

carácter científico; pues están CQmo en Física, sometidas á un 
criterio absoluto. Los resultados que se deducen están de acuerdo 

con los de la observación. 

En nuestro estudio seguiremos el método racional teniendo en 

cuenta los datos que la experiencia nos proporciona; y el proce­

. dimiento será analítico y experimental auxiliándose mutuamente. 

10. Oargas permanentes de seguridad ó práotloas.-Reci­
ben este nombre todas aquellas cargas que puede sufrir un cuerpo 

sin que se produzca la rotura. . 

n. Oonsideraoion sobre el esfuerzo á que deben referirse. 
- La Garga á que han de someterse los materiales de construcción 

ha de ser tal , que estos puedan resistirla indefinidamente según ya 

hemos indicado. No todos los ing'enieros están conformes en el 

tipo que se ha de elejir para compararlas; unos se fijan en el límite 

de rotura, y otr0s prefieren el de elasticidad. 

Ninguno de los dos tipos está exento de inconvenientes; si nos 

referimos al limite de elasticidad, tel1dremos que dar á los mate­

riales mayores dimensiones que si tomamos como punto de partida 

· el limite de rotura, porque evidentemente la resist~cia de un ma-

terial aumenta con su espesor, y á igualdad de este lo suponemos 

· más resisteñte cuanto mayor sea el límite á que ha servido cO,mo 

, tipo , Si tomamos el esfuerzo de rotura, y las dimensiones están 

( perfectamente calculadas, en .el momento qu~ por , cualquier cir­

~ cunstancia eventual (á que constantemente hay exposición en los 

· ffi'ecanismos) nos excediesemos de di.cho esfllen:o, el sólido se 
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rompería; por ejemplo según direll\os, la temperatura modifica el 

valor de los límites indicados si e~ta modificación en algún caso 

hace descender el límite de rctuva con el esfuerzo teoricamente 

calculado, el. órgano mecánico no podría resi¡;tir. Por este motivo, 

nosotros pa·rtiremos siempre que sea posible. del límite de elastici­

dad, porque de esta manera, aunque el esfuerzo en algún caso ex­

ceda al que habí amos supue5to, el sólido no sufrirá más ql'e una 

deformación; si bien tiene esto una gran ventaja, presenta el incon­

veniente (en algunos casos muy digno de tener en cuenta) de las 

grandes dimensiones, las cuales aumentan el peso y el coste de la 

obra, y en este caso tomaremos un estuerzo menor que el de ro­

tura y mayor que el óe elasticidad. Si por la excesiva rigidez de 

cuerpo no se puede obtener el llmite de elasticidad acudiremos al 

de rotura. 

12. Influencia. de la temperatura. -Como el estado molecq­

lar de los cuerpos varía con la temperatura, también variarán 

sus Ilmites de rotura y elasticidad, y corno consecuencia las cargas 

máximas bien se refieran á uno ó á otro.' 

13. Efeoto de un esfuerzo oon relaclon al t1empo.-La espe-

· riencia enseña que el efecto de una fuerza varía con el tiempo que 

dura su acci.ón; pero transcurrido cierto periodo, su in~uencia se 

debilita hasta anularse, aunque el esfuerzo se diferencie poco del 

· que produce la rotura. 

También aparentemente depende hasta cierto punto el límite 

de elasticidad, del tiempo durante el cual obran las fuerzas que 

utilizamos para Sil determinación. 

Un esfuerzo se llama pasajero cuando no ha producido todo 

su efecto. 

J4. Formaolón de los sólidos naturales.-Los sólidos que 

· han de someterse á esfuerzos determinados, serán considerados 

como sensiblemente prismáticos les llamaremos prismas, sólidos 
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prismáticos, sólidos de resistencia. ó simplemente sólidos. Con ~ 

objeto de facilit'lr la teoría, de acuerdo con lo que la esperiencia 

nos enseña, supondremos que S011 homogeneos mecánicamente 

considerados, ó de igual resistencia en tedas sus partes, admi­

·tiendo que estos sólidos están formados de rebanadas a b 1: d, 

(fig. l.a) producidas por la intersección con ' el prisma de planos 

normales á sus ari¡;tas, y separadas por peql:1eños resortes que im-

. piden hasta cierto límite su variación de lugar. 

De esta manera, estos sólidos ideales tendrán cierta resistencia 

mayor ó menor para deformarse: cada uno de estos discos serlÍ 

considerado como un sólido invariable, así es qU€ la acción de 

cualquier fuerza por considerable que sea, solo podrá variar su 

posición respecto de los contiguos. 

Cada sección tendrá su centro de gravedad que será á su vez 

el de figura; á la línea que une estos centros, que constituye el eje 

de figura del prisma, se le dá el nombre de fibra media ó central. 

Tal es la línea f f'. 
Se consideran tambien otras fibras paralelas á la fibra· media, 

las cua'les unirán entre si un átomo de cada sección como las re­

presentadas en e e', g g'. A la parte m m' de fibra comprendida en­

tre dos rebanadas consecutivas, se le llama fibra ó resorte elemen­

ta"¡, este último nombre obedece á que siendo los átomos el arran­

que de las fibras en el sólido . artificial que 'sustituimos al natural, 

podemos suponer á los resortes que separan á las rebanadas cons­

tituidos por estas fibras elementales. 

ls.Equivalenola entre las fuerzas exteriores que aotuan 
sobre un solido y las interiores que en él se desarrollan.­
Consideremos aplicado á un sólido prismático un sistema cualquiera, 

el cual producirá siempre una cierta deformidad inapreciable. Si no 

se ha pasado el límite de elasticidad, el sólido quedará en equilibrio 

y como comecuencia cada una de sus secciones, 5i no Hegamos al 



- 7--
de rotura' en' algunas de ·estas. De aquí resulta que si determinamos: 

la resultante de las fuerzas aplicadas á cada sección. las acciones­

moleculares han de proporcionar oJra igual y contraria, que anule 

su efe~to. Si las resultantes del sistema de fuetzas á que nos 

hemos referido obran según la dirección de la ' fibra media, 

tendiendo á separar la sección a bcd de la (figura r). para que 

exista el equilibrio será condición necesaria, que todas las acciones 

moléculas sean paralelas, puesto que debiendo ejercerse las accio­

nes en la dirección de las fibras, claro está que la resultante de los 

correspondientes á una sección tendrá que pasar por el centro de 

fuerzas paralelas de la. misma, que llamaremos centro de elasticidad 

por tratarse de fuerzas elásticas, como le llamábamos centro de 

gravedad cuando considerábamos la pesantez. Para que exista este ' 

centro, es necesario proporcionalidad entre cada acción molecular 

y la masa de la molécula correspondiente, y esta relación cons ... 

tante entre una y otro siempre que el cuerpo sea homogéneo 

mecánicamente considerado, será un coeficiente que dependerá de 

la naturaleza del cuerpo. 

Consideremos 'IU sólido (figura 2) sobre et-• .cual actua un sí!'ltema. 

de fuerzas, situadas todas en un plano de simetria cuya resultante 

est~ en la dirección de la fibra inedia; para efectuar el estudio de 

las fuerzas interiores que se desarrollan por la aplicación de este 

sistema y venir en conocimiento de ellas, supongamos dividido el 

sólido en dos partes separadas por la sección A B y determinemos 

las resultantes R y R' de las fuerzas que sobre cada una de estas 

partes obran; para que el equilibrio exista será necesario qu.e-haya 

equivalencia entre estas resultantes y las reacciones que resultan de 

una de las partes sobre la otra, que llamaremos R'.yR.: Pl'escinda­

mos ahora de una de las partes, por ejemplo la de la izquierda, con 

10 que desaparecerá la reacción R, que ésta ejercía sobre la de la 

derecha, pero para que siga subsistiendo el equilibrio ' como antes, 
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será necesario que R' ¡ sea igual á R': del mismo modo obt~ndremús 
la iguáldad de R y Rt; 'se deduce por consiguiente que para enoon­

trar la result¡:¡nte de las acciones que las fuerzas interiores produz­

can en una sección, basta considerar una de las partes en que queda 

dividido él prisma por dicha sección, componiendo las fuerzas 

exteriores que sobre el p6sma actuan y la resultante será igual y 

directamente opuesta á la que se busca. 

I6. Equilibrio de nn sólido sometido á fuerzas exterlores.­
Dos cuestiones hemos dicho se propone resolver la resistencia de 

mat€rial: la La está resuelta; pues sabemos determinar en un prisma 

las fuerzas interiores que se desarrollan en cada sección; réstanos 

la 2.a, para lo cual, nos valdremos de las condiciones de equilibrio 

encontradas en Mecánica racional. Un prisma es un sistema mate­

rial, al cual no podemos aplicar solo las seis ecuaciones encontra­

das, sinó que tendremos qne estudiar separadamente el equilibrio 

de cada une> de los puntos, pero si acudimos á la hipótesis de con­

siderar cada una de las secciones como sólidos invariables, nos 

bastará estudiar el equilibrio de cada una .de ellas. En cada sección 

del prisma actuarán además de las fuerzas directamente aplicadas, 

las reacciones que experimente de los que están á su inmediación; 

los primeros son datos de la cuestiÓn; los segundos hemos apren­

dido á determinarlos en el párrafo anterior, C011 lo cual, tenemos 

todo lo necesario para establecer el equilibrio; las acciones que 

se desarrollan entre dos rebanadas, dependen de las fuerzas que 

actúen á uno y otro lado de ellas, y como éstas acciones tendrán 

un máximo que dependerá de Sil area y del coeficiente de qu/! en el 

párrafo anteríor hemos hecho mención, queda determinada la 

magnitud dé dicha área, y como conocemos su forma prismatica, 

hemos reOluelto el2.o problema. 

I7. Seoolón peligrosa. .-Las -reacciones que cada sección des­

arrolla,sobre la contígua, depende según hemos dicho, de las fuer-
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zas direRtam.ente aplicadas, y como .éstas no estaráp . igualmente 

x:e.partidas en todo el pris~a, habrá una sección en la que ésta ten .. 

ga un . O?á~imo , va'or; esta sección en que hay más facilidad de lle­

gar ,a,1 y~ite de, rotum, se llama s,ección peligrosa. 

18. Deform3:o,~ones simples y su oomposioión.-Vamo.~ á con­

~icl.e~a~ ,el concepto cinemático de los efect0s producidos por los 

esfuerzos, tomando en consideración las deformaciones. COl1sid.'!re­

moes yn , prisma S (flg. 3) en el que M N y P Q representan dos 

seccion~s, que como sabemos se hallan separadas por una distan-, 
cía in,finitamente pequeña¡ es evidente, qu~ la posición más gene-

ral que P Q puede ocupar con rec;pecto á M N (ó deformación 

más general del .prisma) será la originada por el movimiento más 

gener~l" estQ es el helizoidal; ahora bien: como P Q puede ir á la 

posi¡<ión final de infinitos modos, parece que las deformaciones po­

drán también ser infinitas, sin embargo no es así, como vamos á 

ver enseg\lida, 

Para ello, descompongamos el , movimiento elemental más ge­

neral que será una rotación y una traslación según el eje o o' que 

pas'!., por el centro de gravedad de la sección P Q, Esta rotación y 

traslación simultánea podremos descomponerla en tres rotaciones y 

otras tantas traslaciones alrededor de los ejes de un sistema coor­

.denad0 (x y {) cuyo eje o x. 1'0 supone,nos coincidiendo cen el 

.eje d<,; íigura ó fibra media del pr iS::Ja. 

Consideremos sucesivamente estos 6 movimientos analizando 

,los que producen resultado distinto y éstos serán los de formación 

simple. 

1.0 La trasl,ac¡ón se~ún el eje o x separará á P Q paralelamen­

te á sí misma sin que su centro de gravedad desaparezca de la ft­

. bra media, y la deformación que por este motivo sufre, el p:is­

, roa, se llama extensión simple y la ocasióna una fuerza que 

obra según la fibra medía. 2. 0 La rotación de P Q alrededor 

2 



-10-

de la fibra origina una torsión simple y el esfuerzo se llama esfuerzo 

d e torsión simple, siendo ocasionado por un par situado en el pIa­

no de la sección. 3 o La resultante de las fuerzas que obren según 

los ejes o { y o y, ó cualquiera otra cuya dirección esté situada 

en el plano Z O y producirá un resbalamiento de P Q sobre el 

plano indefinido que pasa por ella; la deformación correspondiente 

se llama ci,allamiento simple y es ocasionado por un esfuerzo que 

recibe el nombre de esfuer{o cortante ó de ci{allamiento simple; 

está constituído por una fuerza situada en el plano de la sección. 

4. o La rotación alrerledor de los ejes o , y o y ó resultante del 

a mbas que se verificará al rededor de un eje contenido en el plano 

de P Q. pasando por su centro de gravedad, produce una flexión 

simple, y el esfuerr.o correspondiente se llama esfuer{o de flexión 

simple ó de flexión solamente, y es debido á un par cuyo plano:es 

perpel1dicular á lél sección. 

Si la tracción longitudinal en vez de ser seglÍn el eje O X, como 

hemos supuesto, se verificase en dirección contr'aria, la deforma­

~ión sería una contracción y el esfuerzo se llama de compresión. 

Llamaremos flexión y torsión á un giro al rededor de cual­

quier eje que sea respectivamente par.alelo ó perpendicular al 

plano de la sección. 

Como no siempre estarán colocadas las fuerzas en las condi­

ciones que hemos dicho, tampoco serán idénticas las deformacio­

nes, pero vamos á ver que cualquiera que sea el esfuerzo y su co­

rrespondiente deformación, siempre será el resultado de varias de 

las anteriores. 

Si la fuerza tal como la R, tiene su punto de aplicación en el 

centro de' gravedad de una de las secciones, el efecto producido 

,sobre ella será una extensión y un cizalla miento, lo cual puede 

demostrarse descomponiéndola en dos que sean sus, proyecciones 

sobre él eje o x y el plano 1: oy. 
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Si la fuerza tal como R', no pasa por el centro de gravedad de 

la sección, podemos trasladarla paralelamente á sí misma á este 

punto, con tal que se aumente un par R' R"'; el efecto de la R" se­

rá una extensión y un cizallamiellto . Si ahora proyectamos el par 

R' R'" sobre los tres planos coordenados, obtendremos otros tres 

pares, de ellos, los correspondientes á i o x é yo x, produci­

ran flexión por hacer girar la sección al rededor de un eje paralelo 

á su plano por serlo perpendicular á los i o x e y o x, y por 

último, el par proyectado sobre el plano i o Y originará una tor­

sión por ser su efecto una rotación al recledor de un eje perpendi­

cular á su plano; resulta que la fuerza R' dá lugar á extensión, 

cizallamiento, flexión y torsión, es decir, todas las deformaciones 

elementales. 

Veamos ahora como una fuerza produce distinto efecto según 

la sección que se considere; sea por ejemplo la fuerza R, que 

actuando en la sección H K produce extensión y cizallamiento, y 

las cuatro deformaciones elementales si se toma en cuenta el efec­

to sobre la P Q. 
De lo dicho se deduce que los efectos de los esfuerzos que 

obran simultáneamente, son independientes y que pueden por esta 

razón componerse las deformaciones eleme~tales del mismo modo 

que los movimientos de igual nombre en mecánica racional. 

CAPíTULO 1. 

19. Extensión slmpll.-Ya hemos dicho que la extensión sim­

ple es la deformación que sufre un prisma, mediante la acción de 

un esfuerzo que obra según la dirección de su eje de simetría, ó lo 

que 'es lo mismo, de un sistema de fuerzas paralelas á dicho, eje, 

cuya intensidad sea proporcional á la masa de cada molécula. 
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Supongamos que un sÓlido prismático S S' (fig. 4) ' ~sté some­

tido á una fuerza N en las condiciones indicadas. Este Js6Hdo su-o 

[rirá una cierta d.eformación, pero, si la intensidad d'e N no es 'ma­

yor que el límite de rotura se restablecerá el equilibrio entÍ"'e Clicha 

fuerza y las reacciones moleculares, cuya resultante en cua'lquíer 

sección b b nos proponernos determinar. 

20. Para ' ello consideremos la porcíó~ del flólido b S/ y apli­

que"rilOs las seis condiciones de equilibrio, estudiadas en Mecánica 

Racional; puesto que las reacciones molecu'lares se ejercen en la 

dirección de las fibras, y el sólido es homogéneo mecatiicamente 

considerado, tendrán una resultante RI aplicada en el centlo de 

. grave?ad de la sección y según la fibra media. Eligiendo, por lo 

tanto, un sistema coordenado, cuyo eje de las X se confunda con 

la fibra media, vemos desde IUrgo que dichas seis ecuaciones se 

reducen á una sola, que es; la suma de proyecciones sobre el "eje 

de las X ha de ser igual á cero; las demás se satisfacen 'por sí/mis­

mo; según esto, tendremos 

N-R. == O 

de donde se deduce ql:1e N y R. son ¡'guales' y de selitido contrario. 

PartIendo de la igualdad N = R: (1) y auxiliados por la experien­

cia, veamos como se pueden resolver los tres problemas referentes 

á la extensión . 

1.8
1' Problema. Dado el esfuerzo á que se ha de someter un s6-

lido determinar su sección mínima para que resi~ta sin romperse. 

2.0 Prflblema. Dada la sección de: un sólido, determinar el má­

ximo esfuerzo que puede soportar. 

3er Problema. Dada la sección y el esfuerzo á que ha de ' estar 

sometido un sólido, investigar si t'sta en buenas condiciones de re .. 

sistencia. 

, Aunque la resistencia de materiales se propone determinar la 

forma ·y dimensiones más cOÍlvenieÍ1tes-qu~ han dé"tener los sóli-
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. dos empleadús en las construcciones, hemos prescindide d:'! fa foí'­

. liJa por suponer qut! es la prismática, y de la longitud, porque según 

pronto veremos es independiente de ella la resisleacia á la exten­

sión, con tal que prescindamos del peso del cuerpo. 

Llamemos L á la longitud del prisma, w á su sección recta, 1 al 

alargamiento total, de modo que ¿ = i será el alargamiento 

por lmidad de longitud. La esperiencia demuestra que RI espro-

porcional á w y á i, Y por lo tanto, él su producto; luego ~~ 
w. z 

será igual á una cantidad constante para cada cuerpo 'que represen­

tamos por E y que recibe el nombre de coeficiente ó modulo de 

elasticidad. Podemos, pues, establecer la igualdad 

~ = E ó bien R. = E • fU i (2). 
w • z 

Para·dar otra' fór~a á la ecuación (2) pongamos enJug.ar: de i 

su valor y ' resultará: 
1 O 

R.=Ew-r-=E·!l)T C*) 

representando por !l. ia distancia entre dos secciones contíguas y 

por ;J el alargamiento que sufre !l. en virtud del esfuerzo N. 

Hasta ahora, solo hemos relacionado el esfuerzo N que á su 

vez nos representa la reacción de la sección w, con el área de dicha 

sección, el alargamiento producido, y uh coeficiente constante E: 

Si suponemos que N sea el máximo esfuerzo á que puede estar 

sometido el prisma sin romperse, ó t"ransformarse permanentemen­

te (según se tome en cuenta el límite de elasticidad ó el de rotura) 

la fórmula será igualmente cierta, y vamos á darle otra forma más 

conveniente para las aplicaciones. 

C*) 
e O L - T por ser los alargamientos proporcionales á las lonGitudes p9~a un 

misml,"l es~ueuo. 
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Puesto que N es la resistencia de una barra del material pro­

puesto cuya sección sea w, la de otra barra de la misma materia y 

sección unidad sería, 

N 
R = - de donde N = R w. 

w 

2I. Tanto esta ecuación come la obtenida anteriormente 

"I:::".=< E w i 

nos demuestran que para un valor del esfuerzo'N las reacciones 

interiores en cualquiera sección alcanzan el mismo valor y en con­

secuencia que en este caso no existe sección peligrosa. 

22. Mediante el auxilio de las fórmulas anteriormente encon­

tradas, vamos inmediatamente á plantear la resolución de los pro· 

blemas indicados teniendo en cuenta que la cantidad R represen­

tará la mayor resistencia que pueda presentar la unidad de superfi­

cie y se halla calculada en tablas especiales, viniendo expresada en 

kgs. por m m2
• En todos estos problemas haremos abstracción del 

peso de la barra,pues como veremos su acción puede tomarse 

fácilmente en cuenta aumentándolo al esfuerzo que ha de soportar. 

L U Datos, R N incógnita w. 

N 
w=R: 

con lo cual tenemos el problema resuelto. 

Hemos de advertir por ser de lo más importante en esta teorla, 

la correspondencia entre las unidades, para lo cual diremos que 

N y R son magnitudes de la misma especie y por lo tanto su rela­

ción será un número abstracto, el cual nos expresa la medida de 

la sección w en m m2 si el valor de R está referido á esta unidad 

• superficial. 

2. o Datos! R w incógnita N. 

N=Rw. 
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En esta expresión tu es un número abstracto (medida de la sec­

ción con el m m~) y R un número de kilógramos de modo que N 

viene expresado en kilógramos como debía de suceder. 

3.0 Datos, tu N R en este problema no hay incógnitas pues 

según veremos se reduce á una comparación. 

Habrá que encontrar el valor de tu en esta ecuación y se como 

parará con el de las tablas. Si el valor deducido de la anterior 

ecuación, es ig"ual ó mayor que el de las tablas, el sólido estará en 

buenas condiciones, En caso contrario no lo estará. 

28. Interpretaolón meoánloa de E.-Hemos dicho que E es 

constante entre ciertos límites (mientras el esfuerzo varíe entre O y 

el límite de elasticidad) y vamos ahora á interpretar su valor. Para 

ello supongamos en la fórmula 

'z 
N~Etu -

" L 

con cuyas hipótesis se obtiene N = E; podemos por lo tanto decir 

que E representa el esfuerzo á que hay que: someter una varilla 

cuya sección sea la unidad superficial para que el al¡rgamiento sea 

igual á su longitud, es decir, para que se haga doble de lo que era, 

24. Sólido no homogéneo.-Se supone que aisladamente lo tS 

cada fibra. y entonces llamando d tu su sección y f su resistencia 

tendremos 

!=E.dtu.i=R.dw 

si integramos para los valores de R correspondientes á cada fibra 

tendremos 

N=-JRdtu=JE.dW.i=iJE.dW 

sacamos i fuera del signo J porque codas las fibras se alargarán 

del mismo modo al trasladarse las secciones paralelamente á sí 
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mismas. A la cantidad rEd lA) se llama resor~e longitudinal del 
~, 

prisma. Ve,mos por lo tanto, que las fórmulas en el caso de sólido 

~o hom,ogéneo, varia n de las obtenidas en que la cantioad E w 

viene re:emplazada ,por f E d w . 

. 25. .RepresentaoIón grafioa.-Ocupémono'i ahora de repre­

sentar geométricamente la ley de variación de la cantidad E , con 

lo cual estudia!,emos de una manera tangible, las propierlade~ 

elásticas de los sólido~ referentes á la extensión. Sabemos que 

N==E.i; 

en esta expresión N representa la tracción ·!'por unidad ~uperficia! 

ó lo que es lo mismo el esfuerzo de tracción dÍ que hay qu~ 

someter un sólido para que sufra ,un a:larganJiento i por unidad de 

longitud. La experiencia !lOS dice que E ~s constante mientras N no 

exceda del límite de elasticidad, y por lo tanto en estas condiciones 

el valor de N es función de i, Y su representación gráfica será una 

recta o R (fig. 5) cuyo coeficiente angular es E ; en el momento 

que pasemos el llmite de elasticidad, E vá tomando valores suce­

sivos, y como á cada valor corresponderá un coeficiente angular 

distinto y estos coeficientes angulares variarán de una manera 

continua la línea recta se transformará en quebrada de lados infi­

nitamente pequeños, es decir en curva. La ventaja de esta repre­

sentación es; que esta Cllrva, en general se ap,'oximará á alguna 

de ecuación conocida, y de este modo obtendremos una relación 

empírica, entre N é i con cuya aproximación tendremos bastqnte 

cuando hayamos de calcular esfuerzos que {;xceden al límite de ' 

elasticidad. 

26 : Oompreslón Sltllple.-Esta deformación reconoce por causa 

un esfuerzo de la mÍ:¡ma dirección y sentido contrario al de tracción, 

y su efecto es aproximar las secciones. ' Podemos apljcar torlo lo 



-J7-

que hemos dicho. sustituyendo en las fórmulas - N y - i en 

lugar de N é i y de este modo, como en los dos miembros 

aparece el signo menos equivale á haber multiplicado por - 1 con 

lo cual quedan sin ~lteración alguna. La interpretación mecinica 

de E, no solo no es practica como en el caso anterior, sino que 

carece de sentido; nos indicará el esfuerzo necesario para que un 

sólido de sección unidad, se comprima una cantidad igual á su 

longitud, lo cual es un absurdo porque tendría que reducirse á o y 

esto no lo conseguiríamos ni con una fuerza infinita; si admitimos 

que esta fuerza fuese capaz de hacer sufrir la deformación, es 

evidente que estamos fllera del límite de elasticidad y que E no 

tiene el valor constante que hemos indicado, para valores del 

esfuerzo menores que dicho límite. En la representación geométrica 

á i = 1 corresponde R = E = OC> Y por lo tanto la ordenada 

seria asíntota de la curva; la cual estaría en el tercer cuadrante 

por ser negativos los esfuerzos y deformaciones. 

27. P'roblemas.- Calcular el diámetro de un .vástago de 

hierro dulce para que resista Ul2 esfuer{o de tracción en sentido ' 

de su eje. 

L longitud del vástago. 

D diámetro del mismo 

Datos... Q peso á que está sometido 

R esfuerzo de seguridad por m m • correspondiente al 

hierro dulce. 

La incógnita de la cuestión es como el enunciado indica w (sec­

ción del vástago) con 10 cual podremos determinar su lado ó radio 

en los casos que respectivamente sea cuadrada ó circular, y cuando 

sea rectangular veremos como la experiencia nos aconseja una 

relación entre sus dos dimensiones con lo cual y el valor del área. 

tenemos los datos necesarios • . 
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Hemos dicho que en su vástago no había sección peligrosa, 

pero esta consecuencia la obtuvimos prescindiendo de su peso; si 

ahora lo tomamos en consideración no ocurrirá esto, por que si el 

vástago lo suponemos vertical, la sección inferiol· solo soporta 

el esfuerzo º y la superior soportará además todo el peso L w p 

del vástago, siendo esta por lo tanto la sección peligrosa. 

Nosotros supondremos el vástago vertical, y en esta disposición 

si nos propllsiéramos encontrar la forma de la pieza de longitud 

cjada y dimensiones absolutamente indispensables para resistir el 

esfuerzo º en dirección de su eje, obtendríamos un tronco de cono, 

entre la sección inferior y la superior que respectivamente soportan 

los esfuerzos º y Q + L w p variarian de un modo continuo los 

esfuerzos y del mismo modo las secciones, pero como se nos 

impone la condición de que tenga forma prismática ó cilíndrica, es 

decir todas las secciones iguales, nos bastará suponer que todos 

estan sometidos :ü máximo esfuerzo y de este modo, con absoluta 

seguridad el prisma estará en buenas condiciones de resistencia. 

Estableciendo la ecuación, y resolviéndola con respecto á w, 

tendremos 

Q -F w L p = w. R (1) w (R- Lp) = Q 
Q 

tl.l= R-Lp (2) 

Si la sección ha de ser circular, determinaremos el diámetrQ 

qel modo siguiente. 

w ~n ~~ ( 

w = ]{ ºLP\ 
'lt - - =' Q • 

R-Lp' 4 

D2 = 1,273· Q. 
R-L-p' 
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D = ,/ T,273 Q' . 
K-Lp 

28. Supongamos ahorª- L desconocido 'J que ' no se so:nete el 

vástago á más esfuerzo que su peso; claro está que de este modo 

obtendremos la longitud y sección que ha de tener para romper­

se por si .mismo con tal que tomemos para valor de R el esfuerzo 

de rotura correspondiente á la unidad de sección; planteando 

el problema, 

wLp=wR, Lp=R, 
R 

L= - (3) 
p 

lo que nos dice por desaparecer w, que la resistencia á la rotura es 

independiente de la sección y que la mayor longitud que puede 

darse, es ~; podiamos haber deducido que la resistencia es inde-
p 

pendiente de la sección, combinando las ecuaciones (2) (3) Y la 

hipótesis Q = o, del modo siguiente: 

L= 
R 
p 

Q w = ==-----,=___ 
R-Lp 

o 
w= -­o 

29. Det~minar el a[argamiento que sufre lUZ prisma de lon­

gitud y sección determinadas por efecto de un esfuer'{o conocido. 

Para este p~oblema acudiremos á la "'~cLlación (1), sustituyendo 

elllugar de R su valor, p"ra que aparezca la incógnita l, nos dará: 

Si la sección fuese circular, tendremos: 

1 =- L (Q+wLp) 
E.w 



D! _ T,273 Q 
- R-Lp 

- 20-

D
2 

R = D~ L p + 1 ,273Q J 1 

1 ~\ D~ E -L = D' L P + 1,273 Q 
R=E --

L 

1 _ L ( D2 L p+ 1,273Q) 
- ED 2 • 

30. Resistenoia de un ollíndro de pequeño espesor.-Su­
pongamos un cilíndro de esta condición lleno de un fluído perfecto 

el cual ejercerá presiones uniformes del interior al exterior y admi­

tamos también que las ba'ses que lo cierran están unidas de tál ma­

nera que no pueden separarse por grande que sea la presión á que 

estén sometidos. Estas presiones tienden á comprimir las paredes, 

trasmitiéndose de una á otra de las capas sucesi vas que constituyen 

el espesor; estamos, por lo tanto, en presencia de un fenómeno de 

extensión y como tal nos servirá de base la fórmula: 

N=R.tU. 

Ante todo, hagamos ver las secciones peligrosas del cilindro y 

, determinemos el espesor que debe tener para no romperse por estas 

secciones, y claro es que calculado este espesor para las secciones 

de mínima resistencia, las demás la tendrán con exceso; estas serán 

las que presenten menor superficie como sucede á las causadas por 

pl:mos que pasen por el eje ó que le sean perpendiculares á la re­

sistencia que ofrece; la primera se llama tangencial y longitudinal á 

la segunda. Ocupémonos de la primera. 

31. Resistenoia tangencial, (fig. 6.R).-Representemos por p 

la presión referida á la unidad superficial, L longitud del cilindro D 

diámetH) interior, D' el exterior,2 e:= D' - D el espesor. d tU un 

elemento superficial y R el esfuerzo de seguridad correspondiente á 

la unidad de superficie. 
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Para calcular el espesor que nos pro!Jonemos, encontret11os la 

presión á que se encuentra sometida la ~ eccióu a a' b b' que conside­

ramos, é igualándola á su correspondiente carga de seguridad R w, 

tendremos la ecuación de equilibrio en la cual figurará la incógnita. 

Siendo p la presión por unidad superficial, la que soportará un 

elemento d w, será p d w y su dirección la perpendicular o g trazada 

de este elemento al eje como indica la fig. 6. a; descompongamos esta 

fuerza en dos direcciones perpendiculares entre sí y situadas en un 

·plano normal al eje, tales como F t Y F
2 

siendo F t normal al plano 

a a' b b' de la sección, F t tendrá por valor p . d w • o:os. CI.; la F 2 no 

la tomamos en consideración, por existir siempre otra F'2 igual y 

contraria que anule su efecto. Tomando análogas á F t su suma será 

el esfuerzo total N á que se encuentra sometida la sección, por lo 

N = r. p . d w . cos. CI. = P • r. d w • coso CI. = P • D. L, 

puesto que 
r. d w . coso CI. 

es la proyección de la semi-superficie cílindrica sobre el plano de la 

se~ción que será un rectángulo de dimensiones D y L. 

Hemos dicho que N = R . w, representándonos wel área de la 

sección cuyo valor es la diferencia de dos.rectángulos de base común 

L y de alturas D' y D luego 
w = L (D' - D) 

por lo tanto la ecuación de equilibrio será 

p. D L = L (D' - D) R = L 2 e. R 
de donde 

p.D=2R.e y e== 
p.D 
2R 

quedando así determinado el valor de e pues R es conocido por las 

tablas y tanto D como p son datos de la cuestión, 

32. Espesor prácticO.-En la práctica se aumenta este valor 

de e en la . cantidad 0, ms. 003 pues hay que tener en cuenta los de-
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f~ctos en la fabricación de los tubos y presiones al1orma~s á que 
puelen encontrarse sometidos. Por este motivo se hace uso de la 
fórmula ya corregida 

e= 
p.D 
2R 

+ o .,ros . 003. 

33 . . Valor de la presión «mando se expresa en atmósferas. 
-Generalmente se dá el número de atmósferas á que se encuentra 
sometida la pared interior del cilindro, y entonces es muy sencillo 
determi oar la presión p por unidad superficial; para ello basta tener 
en euenta que eS,ta presión está contrarrestada en parte por la at­
p.1ósfera y que por lo tanto, si n (atmósferas) es la presión de la 
masa fluida, la EIue soportan las paredes será n - 1 siendo 

(n-:- 1)X 10,334kg. 
por m.1 la presión p que deseábamos conpcer. El espesor del cilin­
dro teniendo en cuenta el valor p y la corrección del párrafo ante­
fior será 

e= 10,334 (n- 1) D+ 3 2 R o,ms. 00 . 

34. ReslstenoIa longitudln.al.-Partiremos de la misma ecua­
ci ón de equilibrio N = R . Wi en ~ste caso considerelllos las presio­
n es á que se encuentra sometida una sección causada por un plano 
n ormal al eje, las cuales tendrán por valor p , 6. siendo (). el área 

DO 
'lt 

4 

de esta sección; por lo tanto el Je N tendrá por expresión 

Do' 
'lt -- p. 

4 

por to tanto, sus.tituyendo en la ecuación fundamental, quedará 

p.7t 
D' 

4-

D" - D2 

4 
= 7t 

(D ' + D)(D' -- D) R 
4, 
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de donde ., 

p • D' = R (D' + D) (D' - D) = R (D' + D) , 2 e 

y con objeto de eliminar D' hagamos las siguientes transforma­

ciones: 

D' - D = 2 e; D' - D + 2 D = 2 e + 2 D; D' + D = 2 e +2 D 

P D 2 = R (2 D + 2 e) • 2 e; p D = 4 e R + 4 e' R 
D 

de la cual podríamos determinar el valor de e que comparado co~ 

el deducido en el caso anterior nos hace conocer á la simple vista 

que es menor que su mitad, por lo tanto, con el esp~sor práctico 

que ya hemos encontrad0, estamos segut.:-s de :}ueel cilindro res:s­

te en buenas condiciones. 

35. Oálculo del número de bolones necesa.rios para fijar el 
fondo del cilindro y diámetro de los miSmOS.-Hemos admitido 

que el fondo del cilindro estaba unido á éste, de modo que no 

podía ceder á · la acción de los esfuerzos interiores; generalmente 

esra unión se hace por medio de bolones y de aquí la necesidad de 

determinar el número y diámetro de éstos para que el cilindro se 

encuentre en las condiciones supuestas. 

Para ello, llamemos (fig. 7) DI el diámetro de la circunferencia 

que pasa por los celltros de bolones; n el número de éstos y d su 

diámetro; siendo D el diámetro interior, el va-lor de la presión 

total N sobre el fondo será 
D' 

p.7t 4 ' 
y para valor de la resistencia de un balón, la expresión 

d' 
R.7'C. --, 

4 

por lo tanto, la resistencia total de los n bolones será 

d' 
R. n. 7t .--, 

4 
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quedando expresada la ecuación fundamental por 

D2 d2 

p. Tt -- = R. n. Tt. --o 

4 4-

En esta ecuacÍón aparecen las dos incógnitas d y n por lo tanto 

sería indeterminada si la experiencia no nos diese la relación 

7t~=K.d 
n 

én la cual K es un coeficiente dependiente de la forma y naturaleza 

de los bolones, con lo cual el sistema es determinado, pudiéndose 

encontrar los valores de n y d. 

( 36. Resistenoia de una. esfera.-Desde luego se comprende 

por el enunciado de este problema, qu.e nos encoqtramos en el c~­
rrespondiente al 2.° de los resueltos con referencia á la extensión; 

esto es, que s~ trata de determinar el máximo esfuerzo (en este caso 

es máxima presión) que podrá soportar una esfera hueca, de cuyos 

diámetrosinterior y exterior, son conocidos. Empezaremos como 

siempre determinando la sección peligrosa y después la presión 

ex lle esta puede soportar. 

Toda sección plana de una esfera hueca, es una corona circu­

lar; si demostramos que no pasando el plano por el centro, tiene 

mayor área y ha de soportar menor esfuerzo que si este plano es 

diametral, quedará probado que por la segunda está la esfera más 

expuesta á abrirse que por la primera. Observemos para ello (fig 8."') 

que el área de la sección según el plano P P' tiene por valor 

Tt -----

4 

Y la sección por el plano Q Q' vale 

(di coso a')2 - (d coso a)2 
7t 

4 

ICOrn0 evidentemente IX es mayor que a' la segunda es mayor que la 
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primera; si hacemos con las presiones que se ejercen según los 

rádios 'la misma descomposición que en el caso de un tubo, veremos 

que el ~sfuerzo de tracción que obliga á separar los dos po¡;ciones 

en que queda dividida la esfera por P pi tiene por expresión 

d1 

N=p.7t--
4 

Y el esfuerzo que ha de soportar las sección pdr Q Q' será 

(H K)' 
N =p7t { 4 

el cual vemos qUi" es más pequeño que el anterior. 

Convencidos ya de que la sección peligrosa es la P p' plao,tee­

mas la cuestión partiendo de la fórmula N = R tu en la cual N ya 

lo hemos determinado y w es el área 

d" - d" 
7t - ---

4 

de la secéión: sustituyendo y resol viendo la ecuación con respecto 

á p tendremos 
d2 d'2 _ d2 

p:.L --=R 7t ----
4 4 

. 37. Datos y experiencias sobre la extensión y compresión. 
-Hemos admitido que la segurídad de una construcción, depende 

únicamente de que los esfuerzos que ha de soportar cada una de 

sus piezas sean siempre menores ó como máximo iguales á la carga de 

rotura ó elasticidad correspondiente á la sustancia de que se hallan 

construídas, y para calcular las dimensiones de estas piezas, hemos 

acudido á tablas que nos dan estas cargas referidas á la unidad de 

sección; no obstante, la experiencia ha demostrado que calculadas 

las dimensiones de los sólidos con arreglo á los datos suministrados 

por las tablas y á las fórmulas encontradas, pueden romperse: 

1.0 Cuandose someten á extensiones ó compresiones del mismo 

sentido, repetidas suficien te número de veces. ~ ,0 Si obran alter: 
4; 
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nativamente en extensión y compresión. Por este motiv.o es necesa­

rio emplear un coeficiente de corrección, el cual por no poder afec­

tar á las fcrmulas por ser de rigor matemático, tendrá que influir 

en el dato R ququeda ' modificado del mojos iguiente para el hierro ' 

y acero para piezas sometidas á esfuerzos del mismo sentido, 

R A ¡ ( P ) f mín. 1 =- 1+ --1 
n A I máx. 

representandofmax. el esfuerzo máximo de extensión Imín. el mÍl'l.i. 

1110 p la carga de rotura y A la carga límite de flasticidad para es- o 

fuerzas del mismo sentido. 

Para piezas sometidas á esfuerzos alternativos de sentidos 

con trarios, 

A 
R=­

n ¡ 1 _ (1 _ ~) f1máx.} 
A fmáx.. 

f máx. represe ·_Ita el esfuerzo máximo de compresión y),' el límite de 

elasticidad para esfuerzos iguales y alternativos de sentido contrari0. 

Lqs cálculos de resistencia exigen el cono:imiento de un cierto 

número de c.onstantes que depenjen de la naturaleza del cuerpo á 

los éuales se dá el nombre de constantes específicas. Esta<; se en­

cuentran calculadas en tablas (*) y son las siguien.tes: Garga prác­

tica, límite de elasticidad, de ruptura, considerando en caaa una 

de estas cargas los tres casos de obral por tracción, compresión ó 

cizallamiento; coeficiente de eLasticidad á la tracción, compresión. 

ó cízallamiento; alargamiento correspondiente al límite de elastici· 

dad y peso específico de la sustancia. 

38. Resistencia de cuerdas a la extenslón.-Para determinar 

la resistencia de las cuetdas, haremos uso de las dos fórmulas em­

píricas' siguientes: la primera dd Genera·l Morín. es: 

-{:¡ :Wase :el prontuario Lnlml'pé. 
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F == (45 - Q, 25 e) c2 (,~ ~ 
f!...W-1:A"-A: .,p; ~. '"''' .9.M 

siendo F 'el esfuerzo en kgs. e la -se~ de la 'cuerda, la se-

gunda menos exacta es: 

F ' 35 c2
• 

Hemos de tener eu cuenta -si están embreadas ó no, pues eri el 

primer caso, como hay resbalamiento entre la;; fibras resisten me­

nos, teniendo en cambio la ventaja de no deteriorarse tan pronto 

por los agentes atmosféricos. La relación entre la resistencia de las 

embreadas á las que no lo están es 2/3 y de las mojadas á las secas 3/~. 

39. Resistenoias vivas de elastloidad y rotllra.-Se dá este 

nombre á la suma de trabajos elementales que desarrollan una série 

de fuerzas crecientes de un modo contínuo desde cero al límite de 

elasticidad. 

Sea F uno de estos esfuerzos que producirá un alargamiento x 

menor que el corre.; pondiente al límite de elasticidad: el valor de 

dicho esfueuo será 

F = tEw i = E w _-:.. . L 
Y su ~rabajo elemental será 

x 
dT == E w -d x. 

L 

Integrando esta expresión para valores (le x comprendidos entre 

o y 1 tenGlrémos el trabajo finito ó resistencia viva de elasticidad 

T=f1oEw xdx _ ~~flXdX= Ew .~= 
L -L o ' L 2 

=Ewl.~l 
L 2 

(1) ó bien 

1 
E (,)-

'2 
T = --=L:----- . l. 

De aquí se deduce que la resister:cia viva de elasticHad es el 

trabajo de una fuerza correspondiente á la mitad del alargamiento 

del límite de elasticidad recorriendo todo este alargamiento su pun-
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to de aplicación, Esto por otra parte es una consecuencia inmediata 

de la definición porque evidentemente por cada par de esfuerzos 

equidistantes de los extremos podernos sustituir su semisuma reco­

rriendo naturalmente el punto de aplicación doble camino y de este 

modo quedará para resistencia viva la suma de trabajo.s elem~ntales 

de la fuerza constante 
1 

Elll - 1 
2 

L 

mientras que su punto de aplicación recorre el espacio i en su mis­

ma dirección, 

40. Este trabajo podremos también obtenerlo gráficrmente va­

lorando el área del triángulo curvilíneo O i D (fig . 98.) cuyas abci­

sas hieran los alargamientos x y sus ordenadas los correspondien­

te~ esfuerzos que las producen. Para demostrado, recordemos que 

según se dijo en Cálculo Integral dicha área tendrá por expresión 

J I yd x =j'l F d x = J'I E~X d' x, 
o o • o . 

Puede también demostrarse observando que entre los límites o 

. y 1 hay proporcionalidad entre los esfuerzos y sus alargamientos co­

rrespondientes, reduciéndose la curva á una línea recta, cuya cua­

dratura sería el área del triángulo o Dique tiene por expresión 

A l , 'D 1 1 F 1 1 Ewl T =-ozXz = - X =- X-=---= . 
2 2 ' 2 L 

Para obtener el trabajo en función de la resistencia R por uni­

dad de superficie, bastará observar el cálculo siguiente cuyo objeto 

es sustituir en la fórmula (1) en lugar ae 1 su valor. 

T= _1_ 
2 

RL=EI 
R = Ei=E - I-

L 
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R L ) 1 
· 1=-- T=-El 2 

Del mismo modo se define y determina la resistencb viva de 

rotura sin más que sustituir en vez de esfuerzo y alargamiento, 

al límite de elasticidad las correspondientes al de rotura. 

41. . Resistencia de elasticidad y rotura por kg. de materia. 
en aoción.-Esta cantidad se obtendrá, dividiendo el trabajo total 

por el peso del cuerpo: el peso tendrá por valor llamando p al de la 

unidad de volumen w la sección y L la longitud 

P=p f~ wdx 

en la hipótesis de ser desiguales las distintas secciones w pues en 

caso contrario la sacaríamos fuera del signo j' j el trabajo tata 

digimos que tenía por expresión 

wL R 2 

T = ---==-2E 

pero esto tambiéu era bajo ei supuesto de ser constante tanto R . 
como w porque en el caso general será 

(
L wR~dx 

T= t. o 
2E 

Dividiendo ambas expresiones y llamando T' la resistencia 

viva por kg. tendremos 

T'= --=­
zEp 

f~ R 2 wdx 

f~WdX 
Si el cuerpo es homogéneo mecánicamente considerado R = C011S-

tante y 
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R2J~l~dX R' 

J~ wdx 

---:;::,;--
2Ep 

Si es prismático y no homogéneo 

W JL R~dx 
, o T'= --=_ 

2Ep J>L 

W dx 
, o 

[ L R' dx 
• o ---=-2Ep 2ELp 

Ir 

,Por último, si cumplen las dos condiciones anteriores 

T ' -
/>L 

~ o R' d X ~2 fL d x 
• o 

2ELp - 2ELp 

R' L R' 
2ELp - 2Ep . 

Esta última expresión podríamos haberla obtenido di vidiendo 
los valores T y P, 

T = R
2

wL j T R2 
'2 E T' = _P- = -2--=E-p­

P=pl,)L 

cAPtruLO 
Cizallamiento simple . 

. .p. Ya he :nos dicho que esta de.formación era producid'a por 
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un esfuerzo qne obra perpendicularmente al eje de prisma y que 

está en el plano de la sección, teniendo su punto de aplicación en ­

el c.entro de gravedad de ésta, 

Para estudiar esta daformación, seguiremos la misma marcha 

que en los anterioles, es decir, que dividiremos en trozos el prisma 

y consideraremos uno cualquiera de dIos como por ,el ejemplo el 

a bcd (fig. 10); Y aplicaremos en él, una 'vez sufrida la ~eformación' 

y encontrándose en equilibrio, el teorema del trabajo virtual. 

En el caso que nos ocupa, de las seis ecuaciones de equilibrio 

solo nos queda la de proyecciones sobre el eje de Z pues las dnco 

restantes se verifican por sí solas l de modo que si llamamos R' la 

resultante de las reacciones molt<culares y F el esfuerzo, dicha 

ecuación será 
F - R' = o ó bien F = R', 

La experiencia nos demuestra que R' es proporcional á w é i" 

siendo i' el cizállamiento por unidad y w la sección, verificándose 

por consiguiente que será á su producto, es decir, que se verificary 

R' 
----c.,,.... = Constante =- G, 

w ,z 

siendo G un coeficiente dependiente de la materia del prisma y que ­

se llama coeficiente ó módulo de elasticidad al resbalamiento trans- . 

versal ó al ci{allamiento. 

De la última igualdad deducimos 

R' = G , (¡) i' 

y como '1 e 
l=T siendo e = a a' y b. = o f, 

tendremos , G e 
R= ,wT' 

Si llamamos Rt la resistencia al cizallamiento por unidatl 50- ' 

perficial, esta resistencia tendrá por valor 

F 
R¡ = -- de donde F:=IO Ptl . W. 

W 



-32- ' 

" Esta deformaeión no suele presentarse aislada sinó como conse· 

cuencia de estar doblado el sólido; además, tampoco existe seccióa 

peligrosa puesto que aún cuando se aplica á una determinada, 

como esta puede ser cualquiera, todas se encontrarán en las mis­

mas condiciones. 

Vemos pues, que la ,fórmula que nos dá el valor del esfuerzo, 

F = R( . w es análogo á la de extensión simple, pudiéndose resol- : 

ver por lo tanto, los mismos tres problemas que cuando nos ocu-, 

pamos de éste. 

43. Interpretación mecánica de G,-Si en la fórmnla 

hacemos 
e = i' = 1; 

por lo tanto, G = F, lo que nos dice que G es el esfuerzo necesa­

rio para producir un ciz:illamiento igual á uno en un prisma de 

sección unidad. 

44. Sólido no homogéneo. -Para obtener la fórmula 

F=G.i'w 

hemos supuesto que el prisma era homogéneo, pero en caso de que 

esto no suceda, podemos suponer se verifica para cada fibra, de modo 

que llamando f el esfuerzo producido en uno de ellos y d w su sec­

ción se verificará 
f=G.i'dw 

é integrando ambos miembros entre o y w obtendremos 

,F =-= f~ G . i' . d w = i' j': . G • d w¡ 

á esta 4ltima integral se llama resorte transversal ó de cizalla­

miento del prisma, 

4 5. Resoluoión de los problemas fundamentales.-Del mis­

mo modo que en la extensión simple, medíal1te la fórmula F = Rl W, 
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se pueden resolver los problemas relativos al cizallamiento, que 

serán; dado un sólido, determinar el esfuerzo máximo; dado el es­

fuerzo, construir el sólido con las mínimas dimensiones y cono­

ciendo las dimensiones y el esfuerzo, ver si el cuerpo está en buenas 

coadiciones de resistencias. 

Hemos de. observar al resolver los indicados problemas que 

en tre los coeñcientes relativos á la extensión y los análogos del 

cizallamiento hay las siguientes relaciones que nos evitan la cons­

tr:...ucción lile nuevas tablas 
2 

G= -5- E 4-R¡ = -5- R. 

46. Problema tO.-Determinar la sección del prisma sometido 

á un esfuerzo cortante T para que la resistencia de la materia no 

exceda de RIX kg. por 111 m2
• 

Acudiremos á la ecuación F = R¡ w en la que sustituyendo por 

F y R, respectivamente T y R se obtiene 
IX 

T=R w 
IX 

de donde 

47. Pr6blema 2.o-Calcular una cadena de Galle. 

Sea la cadena representada en la figura 11; en el cálculo de sus 

dimensiones tendremos que combatir dos causas distintas de rotura 

que son: cizalla miento en los pernos a b y extensión en las láminas 

por efecto del peso máximo que se le obliga á soportar, si como ge­

neralmente puede formar parte de una grua ú otro aparato de este 

género. Consideremos primero e! cizallamiento que se producirá en 

las juntas 1, 2, 3,4 de cada lámina con la contigua porque el per­

no, en la sección correspondiente al punto 1 se encuentra sometido 

á un eduerzo cortante, que será la cuarta parte del peso suspen­

dido en el gancho por distribuirse éste uniformemen te en las cuatro 

uniones; reprisentando por d el diámetro del perno el área w de su 

sección tendrá por valor 

5 
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7t --
4 

Y sustituyendo en la fórmuLl F = Rt w en vez de cada letra su va­

lor, tendremos la ecuación que nos permitira calcular el diámetro 

del perno 

Nos queda ahora determinar el expesor y anchura de las dos 

series de chapas tal como la (A, B) que como sabemos están alter­

nativamente compuestas de n y n + r; para ello observemos que 

una cualquiera de ellas está sometida á un esfuerzo de extensión que 

será en el caso de la série (A) B) de la figura la mitad del pi!SO P; 

acudiendo á la fórmula correspondiente N = R w; N Y w son respec · 

tivamente ~ y el área de la sección causada en la ' chapa por el 
2 

plano que contiene el eje del perno (esta es la más pequeña y por lo 

tao to a' igualdad de esfuerzo la peligrosa) este área tendrá por valór 

la anchura e por el expesor 1 disminuHo en el diámetro d de 

'modo que será e (1- d) Y sustituyendo estos valores tendremos 

la ecuación 

P 
"'"2 = e (1- d) R ó P = 2 e ( 1 - d). R. 

Considerando por último la segunda série de chapas sometidas á 

un esfuerzo de extensióu igual á ~ en el caso de 1.11 figura y lla­

mando e'su ancho y 1 el expesor por ser el mismo que en la série 

anterior tendremos la nueva ecuación 

P . 
-3- = e' (1- d) R ó P = 3 e' (1 - d) R. 

Tenemos para resolver el problema, un sistema de tres ecua­

ciones. 
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d 2 ) si ponemos de mani·· d~ 4 
P=411" -. ~ R fiesto el número n de P=2nlL 4 . 5 R. 

4- ) chapas de la menor 
P = 2 e (1- d) R ~ série con 10 ,cual el de P = n e (1 - d) R (1) 

la otra sera n + 1 1 . 

P=3e'(I-d)R tendremos )P=(n+1)e'(I-d)R 

con cuatro incógnitas e, e', 1 y d que será indeterminado necesitando 

dar· un valor arbitrario á una de ellas para obtener los correspon­

dientes de las otras. 

48. Proporoiones oue se adoptan en las oonstruooiones.­
Es más conveniente en la práctica acudir á ciertas relaciones que 

aconsej a la experiencia, las euales se combinan con la ecuación (1) 

Estas relaciones son las siguientes: 

e = e' 1 = 3 d L' = 4 d L == 7, 5 d 

(2n+l)e<6d 2de=1,25d2 

de la última se deduce 

2 e'-' 1,25 él e .;:::: 0,628 d yen general e = 0,5 d 

de la quinta combinada con la anterior, se obtiene 

(2 n + 1) 0,5 d < 6 d 212+ 1 < 12, 

esta relación impone límites al número de chapas, el cual ha sido 

considerado como dato de la cuestión. Recordando la ecuación (1) 

Y teniendo' en cuenta las relaciones admitidas, tenemos resuelto el 

problema como sigue 

P=ne(L -d)R=no,5d(3d - d) R==no,5.2d2 R=nd2 R 

V
/-P 

d= nR,I=3d L=4d L / =7'5d e == 0,628 d. 

Vamos á presentar como ejemplo el hierro, cuya resistencia á 

la extensión por mm9. es de 7 kg Y se trata de calcular una cadena 

cuya serie menor C0nsta de 4 chapas. 
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n=-4 VT VlOOO -d = -R = -- m m == ,1-360 m m -:: 19 m In 
n 4.7 

1 = 3.19 m m = 57 m m e = 0,5 .19 m m = ~,5 m m 

L'=:O::4.19mm=76mm L=7,5.19mm= 142mm. 

49. Problema 3.& Determinar las dimensiones de un perno. 

En el perno A B (fig. 12) consideraremos la ca beta q el"cuerpo ci­

líndrico n yel extremo roscado p con su tuerca m. Al hacer girar 

esta última estando ya en contacto con las piezas que une, se pro· 

duce un esfuerzo según la dirección del eje '.fue tiende á arrojar la 

cabeza ó solo la parte que en la figura está con rayado más fuerte, 

hacer saltar los filetes del extremo roscado y romper el perno según 

una sección transversal. Los dos primeros efectos son de cizalla­

miento puesto que las deformaciones serían: una resbalar la parte 

q sobre el núcleo y otra resbalar la tuerca sobre el fondo de los re­

bajos del tornillo, el último es una extensión pues,to que la rotura 

sería ocasionada por un.a fuerza que obra según el eie y tiel)d~ á se. 

parar los extremos del núcleo. 
Ocupémonos ahora de los dos cizallamientos posibles llamando 

h y h' las alturas de la cabeza y rosca; r el rádio del núcleo y r' el 

de la parte roscada. En el cizallamiento de la ~as superficies 

que resbalan son las cilíndricas a a' b b' cuya área es 2 '7t r h y en 
y,..,~ 

el de la ~ también son dos cilindros de rádio r' y altura ¡{-

siendo el área 2 'Tr r' h'; el esfuerzo es idéntico en ambas deforma­

ciones y lo representaremos por F; teniendo en cuenta la ecuación 

fundamental tendremos, 

F = 2 '7t r h X ' .. ':1:. .. R , 5 

F = 2 '7t r' h' X ... 1 ... R 
5 

rara el esfu~rzo de extensió..n ~~o.drem.o~ a~1¡l,d:ie;ldo, ~ l:í!. f6rmulíl 
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c0rrespe.ndtente observ'~l1do que w = 1t r '2 (por s,er esta; la sección 

más débil), 

F=r:1tr''1.R 

Combinando estas ecuaciones. se obtiene 

R n ,1' = .: ... R2nr' h' r~ t h' t=+ T' 

R 1t r'2 == { ... R 2 1t r h \ \ 

... 1 ... R 2 1t r h - .. 4.. '"'2 1t r' h' (r h = r' h' r h = r' /t' 
5 - 5 n " 

Dos ecu.aciones con cuatro incógnitas, habFá que dar valclles á dos 

de ellas. qu.e genellalmenne son y. y h es decir las dimensiones de la 

cabez.a. 

50. Proble.ma 4°- 0alcula·r las dimensiones de una chaveta 

(fig. 13). Sllponi~ndo que no pude doblarse, la chaveta A B ten­

derá á cizallarse por las dos seccion.es. e d, e' d'; ambos cizallamien­

tos son debidos al mismo esfuerzo que es la , mitad de la tensión 

á que esté sometida la pieza H que hace solidaria con la pieza K, 

por cllya razón nos bastará deterrninaf las dimensiones de la sec· 

ción menor (peligrosa) e' d'. Llamando b. y h la base y altura de 

estll sección y aplicando la fó.rn;lU@E -·~.R, w tendremos la ecuación 

F 4 
2=bh S R . 4 F=2bh S R. 

b Y h s.erán las dimensiClnes de las dos secciones supuestas ig:mles; 

generalmente IlO 10, ~(i)n pero podemos aumeñ tal' la segunda cuanto 

queramos pues de e&te modo se a.umentará la resistencia. En la 

ecuación anteri0r !lay dos indeterminada& by h pero. la práctica dá 

una relación entre ellas, b es en general pequeño para no debilita-%' 

el¡ vá$1iagq. 

5,1. Problema 5.o~Calcular las dimensio.1'les de piezas unidas 

p.or rernaches a-sí como los de estos. Sea n el número de remaches 
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y supongamos las piezas sometidas á un esfuerzo de extensión N 
(fig. 14). Sea L la longitud total de las piezas, y d el diámetro de 
los remaches cilíndricos, y e el expesor de las piezas ó chapas. Los 
remaches están expuestos á romperse por cizalla miento y las chapas 
por extensión, habrá dos ecuaciones para r~solver este problema 
que serán para los remaches" 

d2 

N -±. R' =n'it-¡-. S . 

Y para las chapas, N = (L - n d) e X R. pue~to que la rotura 
de las chapas tendrá lugar por la línea de los centros de los remaches· 
Las incogllitas son n d y e en mayor número que ecuaciones por 
cuyo motivo se dan valores á una de estas tres cantidades que gene­
ralmente es ni L pudiera también considerarse como incognita lo 
cual aumentaría la indeterminación de la cuestión pero generalmen­
te su valor es conocido por las' condiciones de la instalación. 

CAPíTULO 3. 0 

Torsión simple. 

52. Esfuerzo que produce esta. deforma.ciOU.-La torsión se 
produce cuando una pieza prismatica, fija por uno de sus extrem?s 
está sometida á fuerzas susceptibles de reducirse á un par, en un 
plano perpendicular á la dirección del eje. Este par tiende á hacer 
iirur en, su plánolas secciones transversales; y á desviar las fibras 
rectilineas haciéndolas tomar una forma curva que más adelante 
i n dicaremo~, 

53. Oonseouencla.s que proporciona. la experiencia..-Cuan­
do un cilindro fig. l~) se someta á un par (P 11 P') cuyo momento 
no exceda de ciertos límites todas sus secciones á' parti,r de la de 
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encastre que posee una absoluta inmovilidad, girarán alrededor de 

los ejes o" o'" o"" o""" ... ob_edeciendo (las dos leyes siguientes 

demostradas por la experiencia. 

l.a Las dimensiones del sólido no varían, permaneciendo las 

secciones planas circulares y normales al eje, como si fuesen sólidos 

in\laria bIes. 

Como consecuencia de esta ley el volumen y densidad perma­

necetán constantes, y toda recta perpendicular al eje antes de la 

torsión, continuará siéndolo mientras ésta tiene lugar y después de 

terminadas. Nos podemos asegurar de esto último, sometiendo á 

torsión un cilindro de cobre. por ejemplo, en el cual se introducirán 

con anterioridad agujas delgadas colocadas en orificios normales 

al eje, después de la torsión podrán extraerse con facilidad sin que 

hayan sufrido deformación a~guna. 

2.3 Los ángulos 9', 9"" 9"'" ... llamados de torsión y descri­

tos en el mism'o tiempo, por los radios o' S'" o' S"" o'" Sil' •.. 

son proporcionales á la distancia de su sección respectiva á la de 

encostre, es decir que se verifica 

De aquí se deduce que el camino, recorrido por un pooto cual­

quiera es proporcional á su distancÍa á la sección de encastre. por­

que este camino vendrá expresado por 9' r" 9" r" 9'/1 r ••• y de la 

série de razones iguales que acabamos de obtener, resulta la si­

guiente multiplicando por r 

Además si consideramos la posición S Si' S/, S/" ... de la fibra 

S S' S" S'" .,. después de la torsión, como ..::amino recorrido por 

un punto móvil, éste, en su movimiento avanzará cantidades pro-
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pordonales á los ángulos, girando al Fedédol' 'cle o o';', siendo sU , 

trayedoHa ó posición final de .la 'fibr'a, UBa hélice trazada sobre-la 

superficie del cílindro. , 

54- Estudio análitieo· de la relaolon que exista entre el mo­
mento del par y el ángulo oorrespondiente 110 torslón,-Claro 

es que el ángulo girado por cada seccióil varía de una á otra, y por 

este motivo para referirnos á uno determinado, tomaremos el que 

corresponde á, la sección situada á la unidad de distancia de la de 
I 

encastre. Apliquemos al cílind,l'O momentos crec,ientes á partir de 

cere, hasta llegar á fracturarlo; si tomamos como abcisas (fig. 16) 

ob, 'Ot; OU, las deformaciones meaidas por ks valores del ángulo de 

torsión. ó bién por su arco rectifi€ad0, y como ordenados los mo­

mentos ab, st, mn, etc. obtendremos una línea 'o a s m que repre. 

senta la ley de variación que nos proponíamos encontrar, en la cual 

observamos '90S portiOfl\'!S o -a y a m, oort'espbndie'ndo c~da una á 

un periodo distinto. 

Primer periodo ó peri~do eJrástioo .--La parte o a es rectiH­

nea lo cual demuestra la proporcional'¡dad entre los momentos y 

deformaciones, Este periodo se Lama elástic€J 'porque c\:Jando el par 

deja de obrar, desaparecé la deformltéión; el punto a corresponde 

al límite de elasticidad; la ordenada a b es el momento límite de 

elasticidad relatíva al material que se con.sid~re, y la abcisa o b la 

deformación límite de el .sticidad. 

Segundo perio'do,~A partir de a bIas def0rmacÍones o t ..• 

crecen con más rapidez que los momentos de torsión t, ... hasta 

llegar al momento de fractura m n, y torsióri correspondiente o n. 

En este segundo periodo, si el mome~1tó de w.rsión se anula, la 

deformación no desaparece, quedando una parte visible, cuyo va­

lor o o' obtendremos trazando por el punto s una paralela 'á a bj 

la razón del trazado de esta paralela consiste, en que al dejar de 

obrar el par de torsión y quedar el cilindro aban dQnado á sus rea-
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dones moleculares, nos encontramos en un caso análogo al periodo 

el'astico y debe haber la misma relación entre la deformación y el 

esfuerzo que había en el caso anterior; por ese motivo, el trián­

gulo cuyos catetos sean el momento de torsión y la deformación 

correspondiente, debe ser semejante al a o b, y lo construiremos 

trazando la paralela que hemos indicado; es evidente que si tenía­

mos la deformación o t y en virtud de las reacciones moleculares 

desaparece la parte o' t, quedará permanente en el sólido la torsión 

correspondiente al ángulo cuya longitud sea o o'. Si en estas con­

diciones empezamos á aplicar nuevos momentos de torsión, .cre­

cientes desde cero, se presentará el fenómeno trasladándose á ot Y st 

la deformación y momento límite de elasticidad, porque según 

acabamos de decir. el sólido tiene la aptitud suficiente para hacer 

desaparecer una deformacíón igual á o' t. La fractura se producirá 

cuando apliquemos el mo.mento m n por una sección cualquiera, 

empezando por' el perímetro por ser esta parte la que ha de sopor­

tar mayores esfuerzos como luego indicaremos. 

55. Resoluoión de las dos ouestiones en que se apoya la 
resistenoia de matel'iales.--Sabemos que para entrar en los tres 

probh'mas de la resistencia de materiales, es necesario determinar: 

1.0 Las reacdones interiores que se desarrollan por el concurso de 

las fuerzas exteriores. 2.° Expresar dichas reacciones en función de 

. las dimensiones de los cuerpos, y de coeficientes practicos que se 

encuentran cálculados en tablas, los cuales varían con la sustancia : - , 
vamos por lo tanto á resolver cada una de dichas cuestiones: 

l.a Ouestión. Para determinar ias reacciones interiores, acudi­

remos á las seis ecuaciones de equilibrio que pueden aplicarse á un 

sistema material, siempre que se tomen en cO:lsideración dichas 

reacciones en unión de las fuerzas directamente aplicadas; estas 

últimos nos son conocldas y sabemos que se reducen á un par cuyo , 
momento con relación al cje. del sólido es P p; respecto de los pri-.: 

6 
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meros, solo sabemos que tienen todas dirección normal al eje, por­

que si consideramos por ejemplo la sección S' de la fibra S S' S" ..• 

en virtud del esfuerzo (P" PI) tiende á trasladarse á S.', ó lo que es 

lo mismo se deforma la fibra por cizallamiento y la resistencia que 

presenta á esta deformaeión, está situac;\a en el plano de la sección 

S' que es normal al eje. Con estos datos podemos pasar á estable_ 

cer las ecuaciones de equilibrio, y tomando el eje: del sólido por eje 

de las X facilmente se observa que por si mismas se satisfacen to­

d:iS menos la rclativa á momer1tos con respecto á dicho eje, por lo 

tunto llamando M á la suma de momentos de todas las reacciones 

interiores y aplicando la ecuación tendremos 

Pp-M=o" M=Pp,¡ 

:1. a Ouestlón. La experiencia ha dem()strado que la resistencia 

de una fibra es proporcional á su sección w, á su distancia al eje r, 

y por último al ángulo a recorrido por el punto intersección de 

cualquter fibra, con la sección que dista la unidad de longítud de la 

de encastre. Hay que advertir que el ángulo a se mide con el mó­

dulo de 57° y por consiguíente tiene la misma interpretación que 

el camino recorrido por un punto que estando en la seCClOn que 

hemos dicho, pertenezca á una fibra cuya distancia al eje sea la 

unidad, de modo que se tendrliÍ 

f G' 
d 

n = = constan te. 
w. r.!} 

f=G'.dw.r.a. 

G' es ·Ul). coeficiente que se llama modulo de elasticidad á la tor­

sión y. varía con la sustancia. 

NQ es de extrañar el resultado que acabamos de obtener porque 

si observamos que segun hemos dicho la resistencia que presenta 

una fibra á la torsión es un esfuerzo cortante el cual será propor­

cional á su sección d w y al cizalla miento i' por unidad de longitud,' 

de modo que tendremos, 



f -d----'w~, --i'c-" = ,G' = constante, 

pero i' será el desplazamiento del punto S' (fig , 15) que dista la , 

unidad de longitud de la sección de encastre, de modo, que su valor 

será S' S', ó lo que es lo mismo 6 r de modo que sustituyendo 

tendremos, 

f 
-,---"---;:'Il- = G', 
dw, r, IJ 

f = d w , r , a G', 

El m0mento de la reacción de ' esta , fibra j ser? por lo tanto 

f r = G', d w r' 6 y la suma M de momentos, ó sea el momento 

de torsión tendrá por valor: 

M = '.E f r = [ g' d w r' 6 = g' 9 [ r S d w 

á la e~preSión[ r 2 d w se dá el nombre de momento de inercia 

polar (*) de la sección con relación al punto o' ó centro de g¡'avedad 

y se representa p0r Y tendremos por lo tanto; 

M = P ' 1 P = g' 6 .! r' d w =; g ' 6 y, ( 1) 

(*) En mecánica racional hemos aprendido á determinar el mo­
mento de inercia de una figura cualquiera con respecto á un eje; 
vamos á demostrar que el momento con relación á un punto ó mo­
mento polar, es igual á la suma de los momentos con ['elación á dos 
ejes perpendiculares que pasan por dicho punto. 

Eri efecto, el momento de una fig:lra plana con relación á un 

punto de su plano tiene por valor J f r' d w; si la referimos 

á un sistema coordenado rectangular cu yo origen se confunda con 
dicho punto, podremos establecer las igualdades, 

¡-fr' d w ==.1 [cx '+ y') dx dy == [tI x1 dx dy+ 

[ [ y ' d x d y lo cual demuestra la proposición, 
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56. Resistencia por unidad superficial,-Siendo f la resis­

lencia de u~a fibra cuya sección es d w la resistencia de una super­

ficie igual á la unidad será: 

R=~ = G'9 r dw G/Sr 
dw dw = . 

57· Modulo de torsión.-

De la fórmula (1) se deduce P: =G' O 

F Jdem (2) íd. -=G' e 
r 

al segundo miembro de la igua'ldad (3) se dá el nombre de módulo 

de torsión y su valor se encuentra en tablas. 

58 . Interpretación mecanica. de G/,-Si en la fórmula F = G' 

O r hacemos e = 1 Y r = 1 resultará F = G' lo cual nos 

indica que G', es la resistencia de una fibra colocada á la unid~d de 

distancia del eje del sólido, cuando éste se encuentra ,sometido á un 

momento tal, que hace girar á la indicada fibra un ánguio igual á 

la unidad. 

La integral ,¡ d w r 2 que hemos llamado momento de iner­

cia polar se refiere solo á una sección y por lo tanto el momento M 

que hemos calculado, será la resistencia de dicha sección; como 

estas son todas iguales, (Y constante) de la misma materia, (G CGns­

tan te) y 9 también lo es para rodas, resulta (1) M = G' e y = cons­

tante, lo cual nos dice que las secciones son igualmente resistentes 

no habiendo en su consecuencia sección peligrosa. 

Debe observarse ae acue~do con lo dicho al final del párrafo 54 

que aunque las secciones son igualmente resistentes, en las fibras 

que componen una cualquiera, soportan mayor esfuerzo cuanto 

más retiradas estén del eje porque su momento f r = G' d w r 2 f) 

crece con r. 
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59 ' ,Propiedades' dol. eje de torsioll'.- Ha'S'ta'" anora hemos 

supuesto que el sólido era homogéneo y de revolucióa, de mo.do 

que el eje de simetría se confundía con el lugar geométrico de los 

cea tras de gravedad de las distintas secciones, vamos á considerar 

el caso de un sólido de revolución que no sea homogéneo ó que 

tenga una forma cualquiera. Sea S un\! de las secciones, m la de 

una fibra, (fig. 17) Y g el centro alrededor del cual gira m; la direc­

ción de la reacción igual y con traria á la torsión será m F. Refira­

mos la sección á un sistema coordenado cuyo origen coincida con 

g, y vamos á demostrar que este punto es el centro de gravedad de 

la misma . 

Sabemos que el valor de la reacción es f = G' a, r d(J}; la 

proyección sobre el eje de los X será, f sen (J. = G1 e r d w sen (J., 

pero llamando y á la ordenada de la fibra m, se tendráy = r sen (J., 

por lo tanto f sen (J. = G' e d w y; esta expresión nos representa 

la proyección de la reaccióa desa~Tollada por la fibra m sobre el eje 

de las X por lo tanto, sumando las correspondientes rá todas las 

fibras, tendremos la proyección de las resultantes de las reacciones 

desarrolladas en la sección; hemos dicho que estas resultan tes cons­

tituyen un par. por lo tanto su proyección será igual á cero de 

modo que tendremos, 

~ f sen (J. = f G' e y d w = G' e j'y d w = o. pero G' e ± o. 

luego .. /' y d w = o. 

ahora bien llamando y' la coordenada del centro de graveda .d 

tendremos: 

./' y dw 

• /' dw 

o 
w 

=0 • 

por lo tanto el centro de gravedad está en el eje de las Xj del 
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mismo modo demostraríamos gue está en el de las Y luego se con­

fundirá con el origen ó sea con el centro de rotación de la sección S. 

Demostrada esta proposición resulta inmediatamente , que el eje 

de torsión del sólido está constituido en todos los casos por la línea 

lugar geométrico de los centros de gravedad de las secciones. 

60. Ángulo de la hélice.-Vamos á determinar el ángu10 que 

forma con el eje del cilindro la tangente á la hélice en que se trans­

forma una fibra cualquiera, para lo cual bastará recordar que su 

tangente tiene por valor la relación entre el desarrollo del arco 

S' S', (fig. 15) Y el segmento 'de fibra S Si que es igual á la unidad; 

tendremos por lo tanto 

t g d = S' S', = a r 

a a' a" 
,··1· .. ·· -'-0 L i"= L ;';' = - -

a' r a' r a" 
t g d = r 'i / == 'I/'" = .. t:;,¡-... = - - . 

61. Án'gulo de t'Orsión, -Esle ángulo a lo determinaremos de 

la eeuaéióil (l,a) P p = G' a y de monde 

Pp 
a = '''c''y' 

" , J • • , , 2 
El valor de G' ha demost'tadb la experiencia que es G = '''3 '. E,-

es decir las dos terceras partes del módulo de elasticidad á la ex­

tensiOn. 

62. Problema 1.0 Conocido el momonto de torsión qne ac· 
tua sobre un sólido homogeneo, y la forma geometrica de su 
slf"ólbn¡ óá:lc'Ular sus dimensiones de modo ' Que su resistencia 
por m2 no oxceda de una cantidad dada.-Para r'esolver este 

problema acuqiremos á la ecuación (3) Y supondremes para mayor 

sencillez que es de forma éilíndrica 

P P y .. ·· .. i .... = r 
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en esta ecuación son conocidas todas las cantidades menos r cuyo 

valor entra también implicitamente en Y, de modo que debemos 

empezar por determinar el momento de inercia polar de un círculo 

de radio r. 

y = f d W r2 d tU = d (7t r 2
) = ~ 7t r dr · 

y = f 2 7t r 3 d r =- 2 7t j' r 3 d r - 2 7t¡. = ... ~ .. ;.~ .. -

.: ... .C~ .. :.r _. d4 7t 

2 32 

sustituyendo en la ecuación anterior en lugar de Y y r sus valores 

tendremos. 

7t d* 
Pp 32 r27td;' 

.... F .. .. = ............. {j ...... = "'"3 z"cr" d 3 = ... 1 .. ?., ... I.:>..1.'. ... = 5 1 ... ~.J'_ . 
7tF ' F . 

2 . 

2. o luvestigar si un sólido está en buenas condiciones dQ 
resistenoia.-Nos valdremos de la misma fórmula empleada ante­

riormente, siendo en este caso ca:ltidades conocidas, P, p. Y, r se 

calculará el valor de 

Pp. y F= · ............................ .. 
r 

el cual comparemos con el que den las tablas; si F es igual ó me~ 

Dor que el que dan las tablas, el sólido podrá resistir en ,aso ,~\n­

trario se eIl cucnlra en malas condiciones. 
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Ci\píTULQ 4. 0 

Flexión lJlana. 

63. . Esfuerzo que produce esta deformacion. - Hemos dicho 

al ocuparnos de las deformaciones elementales, que la flexión es 

debida á un par cuyo plano pasa .por el eje de simetría del prisma 

ó lo que es igual por la fibra media. 

Consideremos un prisma o n (fig. 18) solida mente sujeto por el 

extremo O y solicitado en n por la fuerza P. Vamos á estudiar el 

efecto de P sobre URa sección cualquiera D e para lo cual trasla­

daremos la fuerza P paralelamente á P" aumentando un par P' P. 

Se desarrollará en D C~una rotación debida aL par P' P cuyo mo­

mento es P X m n y prescindiremos del efecto d;} la 'fuerza P" por 

que estamos ocupandonos del estudio separado de cada· 'una de las 

deformaciones simples. 

Lo mismo ocurrirá á cua11uiera otra sección que consideremos 

!J del conj unto de las rotaciones que cada uno experimenla: resulta 

la deformación .por flexión ó encorvadura del prism.ll. Al producto 

P X m n se denomina momento de flexión y varía de una sección 

á otra por varÍar su brazo de palanca m n. 1.a materia de que está 

formado el prisma, se opondrá á esta deformación, mediante el 

auxilio de reacciones moleculares ó fuerzas elásticas. 

64. Hipotesis admitidas en el estudio de la. ilexion.-To­
memos por eje de las X el del prisma antes de ser deformado y por 

eje de las Y una recta perpendicular á la anterior y contenida en 

el plano de la fuerza P. Admitiremos: l. o Que la deformación del 

sólido es 'de simple curvatura; es decir, que la deformación se efec­

túa en el plano X Y en que según hemos dicho actuall las fuerzas 
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exteriores. Este -caso aunque no es general casi siempre se presenta 

en las construcciones y por lo tanto á él nos debemos referir. 

2.a Las compt:esiones y extensiones y demás fuerzas á que 

según veremos resulta sometida la materia por la flexión, son in- 4 

feriores al límite de elasticidad; por lo tanto operaremos en e 

periodo elástico, y podremos utilizar el principio de que las defor­

maciones de las fibras elementales del prisma, por extensión, 

compresión, etc., son proporcionales á las fuer{as que lo producen. 

3.(} La encorvaqura total del prisma, es suficiéntemente pequeÍ1a 

para que las fuerzas exteriores que en un principio eran normales 

al eje, continúen siéndolo sensiblemente, después de la flexión. ' 

65. Estudio exp erimental de la flexión¡ y vonsevuenvias que -
de él se deduoen.-x.a Las secciones planas normales al eje antes 

de la deformación continúan lo mismo después de fiexado. 

Esto se ha comprobado trazando rectas normales á las aristas 

de un prisma de madera, de modo que dibujab:J.n secciones perpen­

diculares al eje, y verificando que estas líneas, después de la flexión, 

continuaban siendo rectas, n?rmales á las aristas encorvadas y 

contenidas en un mismo plano. 

2.1\ Unas fibras del prisma se comprimen y otras se extienden 

por motivo de la flexiSn del mismo. 

De este hecho resulta que dos secciones A B, e D, (fig. 18) pri~ 
mitivamente paralelas, tomen la posición A' B', e' D' después de 

flexado el prisma; por lo tanto se alteran las dimensiones longitudi­

nales de las fibras comprendidas entre las dos secciones pero como no 

sabemos todavía cuales sufren una ú otra de estas deformaciones 

están indeterminadas las fuerzas que las producen. 

Si A' é' > A e con mayor razón B' D' > B D Y entónces t0das 

las fibras se a)~rgarán obedeciendo á esfuerzos de extensión. 

7 
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Si B' D' ',- B D desde luego A' C' < B C y todas las fibras se 

comprimirán obedeciendo á esfuerzos ae compresión. 

Por último si A' cr < A C y B' D' > B D unas fibras se com­

primirán y otras por el contrario habrán sido extendidas. Este 

ultimo caso es el que se presenta en la práctica como ha sido com­

probado por las siguientes experiencias. 

Duhamel demostró que .no todas las fibras se extienden. Para 

ello sometió á flexión vigas de pino del Norte en las que había 

practicado un corte trasversal a b (fig. 19) en su punto medio con 

lG cual alteró la conti,nuidad de las fibras y not0 que presentaban 

la misma resistencia que cuando estaban intactos, lo ~ cual no hu­

biese podido ocurrir trabajando las fibras cortadas por extensión. 

Pata just~ficar que unas fibras trabajan por compresión y otras 

por extensión ejecutó Morín la siguiente experiencia. En una barra 

de acero dulce, sometida á flexión hasta producir encorvadura 

permanente, la sección M N (fig 19) que era primitiv:amente cua­

drada, se con virtió en trapecio, ensanchándose por la parte superior 

y adelgazándose por la inferior, lo cual prueba que en la primera 

parte sufrió extensión y en la segunda com?resión. 

Las anteriores experiencias prueban que existe una capa de fi_ 

bras que no sufren extensión ni compresión, es decir una capa de 

fibras' neutras que experimenta cambio de forma tomando una 

cierta curvatura pero que no varía su longitud. 

66. Resolucion de las dos cuestiones en que se apoya la. 
reSistencia. de ma.ieriales.- Sabemos que estas cuestiones son 

Elos: 1.3 Conocidas las fuerzas exteriores que actuan sobre el sólido, 

determinar las reacciones que en. el& se desarrollan. 2.a Expresar 

d~chas reacciones moleculares 9 fuerzas elastica.s en funtión de las 

dirnensiones del sóEdo, ; ' de coeficientes conocidos para cada sus­

tancia . 
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P Cuestiono Consideremos la sección D C; (fig. 18) las reac­

ciones que en ella se desarrollan, serán las necesarias para que el 

trozo de prisma D C n permanezca en equilibrio á pesar de estar 

sometido á la acción del par P pI cuyo m0mento es P X m n. Si 

consideramos un sistema coordenado cuyos ejes sean los X ,Y mar­

cados en la figura, y un tercero Z, perpe:1dicular al plano de los 

dos, las seis ecuaciones de equilibrio ~e reducen á 

~ X = o 1; Y = o 1; Z = o 1; (Zy - Y:i:) = o 

1; (X{ - Zx) = o P p - M = o 

en estas ecuaciones X, Y, Z, representan las componentes de cada 

reacción molecular según los ejes coordenados, y prescindimos en 

los cinco primeros de las fuerzas exteriores, porque tanto sus pro­

"y eccIones sobre cualquiera de ellos, como los momentos con relación 

á los X é Y son nulos por sí mismos; resulta por lo tanto, que el 

sistema de dos fuerzas á que según sabemos pueden reducirse las 

reacciones moleculares, tiene en virtud de las tres primeras ecuacio­

r:es su suma de proyección nula s<Jbre cual'quier eje, de donde re­

sulta que ambas fuerzas son iguf\les y con"trarias, ó lo que es lo 

mismo constituyen un par; de la cuarta y quinta se deduce que el 

plano determinado por ellas, pasa por los dos ejes X é Y, ó lo que 

es lo mismo, coincide con el plano X Y, y por último, la ecuación 

sexta nos indica que su momento es igual al momento del par di­

rectamente aplicado. 

La ecuación sexta se utilizará en la forma siguiente: 

M=P o P 

la "cantidad M represenra el momento de iasjuer{as elasticas o 

2,a Ouestiono Hagamos coincidir las secciones Al B/" y AB 

(J3.g. 18) 'Y supongamos que la distancia B D es muy pequeña con 

lo cual BI D' y A' C' se c0nfundirán en dirección seL1~iblemente con 
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B D Y A e, e' D' tomará la posición marcada en la figura 20, cor­

tando á e D en un punto H comprendido entre e y D correspon­

diente á la proyección N H de la capa de fibras neutras, más ade­

lante aprenderemos á determinar la posición de es.ta capa. 

67. Observando la figura 20, se ve que las distintas fibras que 

corra la sección D e se extienden ó contraen de]una manera crecien­

te, desde la capa neutra hasta las caras laterales que constituyen las 

capas de máximo trabajo. 

Llamem,os R' la reacción que desarrolla p0r motivo de la exten­

sión, la unidad superficial de una fibra que este separada de la 

capa neutra, la unidad de distancia. Damos á R' el nombre de reac­

ción y no resistencia, porque resistencia es la ~eacción máxima y 

como esta reacción, por considerarno"s dentro del período elastico, 

es directamente proporcional al alargamiento b e, el cual á su vez 

lo es á la distancia H b á la capa neutra, por lo tanto, las fibras que 

distasen de esta capa más de una unidad, quedarían deformadas 

permanentemente ó se romperían, según que refiramos las cargas 

de seguridad al límite de elasticidad ó al de rotura. 

Generalmente la resistencia R por unidad superficial de un sóli­

do á la extensión, no es la que opone á la compresión, pero noso­

tros supondremos que ~on iguales, . teniendo presente que hemQs de 

tomar la mínima para medir las cargas permanentes, pues si supo­

nemos para fijar las ideas que la resistencia á la compresión es me­

nor que' la relativa á la extensión y tomamos como tipo la segunda, 

al calcular el sólido con las dimensiones absolutamente inqispensa­

bIes, habría algunas capas de fibras expuestas á ~ue se, 

romperían. 
Si R' es la reacción por unidad superficial de una fibra que 

diste de la capa neutra la unidad de longitud, la reacción corres­

pondiente á otra fibra situada en la capa e b cuya distancia es y 
será R' y porque llamándola N tendremos 
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N R' 
N= R' y. 

y 

Según esto, la reacción de una fibra situada á la distancia, y 

sería llamando d w su sección R ' y d w; corno esta reacción es pa­

ralela al eje del prisma antes de sufrir deformación, ella misma 

será su proyección sobre dicho eje y si sumamos esta expresión 

para todas las fibras c~mprendidas en la sección D e, tendremos 'la 

proyección de la reacción total, que según sabemos debe ser .igual 

á cero; tendremos por lo tanto. 

~ R' Y dw == R'j'y dw = o. R' =Fa. ./'Yd w == o. 

la coordenada y, del centro de gravedad tiene por valor, 

o 
w 

lo cual nos dice que dicho centro está situado en la capa neutra, 

como por otra parte todos los centros de gravedad están en el eje 

del prisma, se deduce que la cllpa neutra contiene este eje siendo 

en su consecuencia un plano que pasando por la fibra media es per­

pendicular al de las acciones exteriores ó par de flexión. 

68. Expresion del momento de las fuerzas elástioas.-
-' Siendo R' y d w la reacción ó fuerza elástica correspondiente á una 

fibra que diste y de la capa neutra su momento será R' y2 d w y la 

suma de momentos de dichas fuerzas elásticas que hemos represen­

tado por M tendrá por valor, 

\,r MI~R'y2dw= f R'y2 dw(a.) 

es de advertir que el valor de M está dado por una integral doble 

aunque para facilitar la expresión la su pongamos sencillá, porque 

d w = d Y d;: Y el verdadero valor de M será) 
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M = R' j' o H'd 1: J' o ~2 d Y 
-o H' -o D 

Si llamamos R la resistencia por unidaJ superficial de la materia 
que forma el prisma, como esta resistencia ó máxima reacción co­
rresponderá al valor máximo de y que convenimos en representar 
por esta misma letra, tendremos, 

R' R R'=~ 
Y Y 

y sustituyendo en la fórmula anterior resultará: 

M = - y2 d W = - . y (1) Rf R· 
Y Y 

Y, representa el momento de inercia con relación al eje o 1:, 
M el momento de fuerzas el as tic as así como Y é Y son variables y 
con ellas varía la reacción R' á la unidad de distancia; en esta por 
el contrario la resistencia R es invariable, por lo tanto al dar valores 
á y é Y ó sea al fijar las dimensiones, queda determin~do el mo":­
mento ,M y recíprocamente. 

69. Modulo de flexión,-De la ecuación (1) se deduce, 
M . Y 
T= y la expresión .:!.- recibe el nombre de módulo de y 
flex·ión y se encuentra ca-lculado en tablas. 

70. Otra. forma. de la. ecuación de eqnilibrio.- Sabemos que 
la resistencia R tiene por expresión, 

1 DD' DD' DH Y R=ET=ETfD=E NH =E oN =pE. 

Y sustituyendo este valor en la fórmula (1) resultará, 

y y y EY M=R-=-E -=--
Y P Y P 

de donde se deduce, 
EY 

P = ~ por lo tanto si E,¡ Y y M son 



- 55-

constantes en las distintas secciones p será constante también y 

el eje después de la deformación afectará la forma circular. 

70. Sección peligrosa.-Será. aquella para la cual M tenga un 

vaior máximo . y como M = P p claro q'ue esta condición se cum­

plirá en la sección que esté más alejada del punto de aplicación de 

la fuerza normal al eje que actua sobre el sólido; si este últim~ 
está encastrado y la fuerza actua en su extremo libre, la sección 

peligrosa es la de encastre. 

71. Momentos de elasticidad y rotura.-Aunque las expre-

. E Y M 'd" 'b . 11 1 . SlOnes ...... p ........ y son 1 enucas, se acostum ra a amar as respecu-

vamente momento de elasticidad y momento de flexión ó de rotura; 

1 ' d d" d ..,. E Y a razon e esta IsUnta enOm1l1aClOn, consIste en que .............. es la 
p 

máxima reacción que puede desa·rrollar una sección y se conoce 

independientemente de las fuerzas directamente aplicadas; mientra,s 

que M es el momento del par (P, PI) (fig. 18) que es indepenaien­

te y por lo tanto creciendo sucesivamente puede ocasionar la 

rotura. 

72. Problemas que pueden resolverse con las fórmulas ano 
teriores.-Hemos dicho que son tres los problemas que resuelve la 

resistencia de materiales; veamos como podemos conseguirlo con 

auxilio de las fórmulas que hemos establecido. 

Froblema 1.0 Se conoce el momento 'del p'ár M y se desean las 

dimensiones de la sección á quien corresponde, dando á esta la for4 

ma que se desee. 

De la fórmula (1) se deduce: 

RY 
M= ····················· 

Y 

sustituyendo en lugar de Y é Y sus valores se~ún queramos que la 

sección sea cuadrada 
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l

ato. 
y= ......... . 

y~';-
• 2 

a b3 

y= ................. . 
12 

etc (*) 

7t r4 
y= ................. . 

, 4 
circular rectángular 

b y= ......... . 
2 

y=r 

tendremos una. ecuación con una ó dos incógnitas, en este último 

caso la experiencia aconseja relaciones entre ellas. 

P·roblema. 2.° Se conocen las dimensiones y por lo tanto Y é Y 
fácil es determinar el momento M de rotura. 

Problema. 3.° Se conocen las dimensiones y el momento de ro­

tura, de modo que de la ecuación anterior despejaremos el valor 

de R; si este es igual ó menor que el que nos dan las tablas, el 

prisma estará en buenas condiciones. de resistencia, en caso contra­

rio no lo estará. 

73. Eouaolon del eje medio defermado.-Suponiendo el pris­

ma encorvado representamos la ecuación de su eje por y =f(x ). 

Teniendo en cuenta la pequeñez de la deformación y por cuyo mo-

. ·1' . '1' ~~ dy b" tlVO e eje caSI sera una lOea recta f" ... """'"",..... orIgen, ···¡ix···· tam len 

será muy pequeño su cuadrado también lo será respecto de la unidad 

y podrá por este motivo despreciarse quedando reducida la expresion 

p== 
[1 +C~.~JJ 3/~ 

d1 Y 
··· :ix·o· 

del radio de curvatura á la siguiente 

(*) Estos momentos de inercia dijimos que estaban tomados 
con relación al eje de las t pero como en al gunos casos habrá difi­
cultad en determin~rlos y á veces imposibilidad por ser la sección 
de forma irregular pueden encontrarse sus .valores en tablas. 



sustituyendo en lugar de p su valor tendremos 

EY M 
M - uJ2 'y " ''du'x2u, "'1t"Y 

"¿{ 'x";;' 

S· d d~ Y 1 d d . d d' d 1 len o .. .. ¡(x·o··· a segun a erlva a e y Integraremos os veces a 

ecuación anterior lo cual nos dará el valor de la ecuación finita 

r d' Y ¡> M .. ,¡¡u·x"·" d x = ,uE"'Y " d x 
dy ·uu ............ = f' (x) + e' 
..ix 

J .. ~.~U. d x =./> (x) d x + J e' d x y =f(x)+e' x+e 

que nos resuelve el problema . . 

74. DefinIoión y división de oargas inmediatas -Se dá este 

nombre á los esfuerzos que actuan directamente sobre un sólido; 

se llaman aislados: cuando son varios que obr'ln de cualquier modo 

y uniformemente repartidos cuando el esfuerzo es tal, que trozos 

de igual' longitud soportan la misma carga, como sucede por ejem .. 

plo, á un prisma de grandes dimensiones colocadc> hcrizontalmente 

y sometido solo á la acción de su peso. 

75. Prisma que desoansa horizontalmente sobre dos apo­
YOSi y sometido a la aooion de varias oargas aisladas estáti­
oas situadas en s u plano de siaietría y normales al eje . - Es­

tudiaremos por analítica y graficamente: 1.0 Las reacciones de los 

apoyos sobre el prisma: 2 o El esfuerzo de cizallamiento en una 

sección cualquiera: 3. o El mamen to de fiexiÓG. 

Estudio analítioo.-Reaooiones en los apoyos.-El sólido, 

prescindiendo de su peso se encuen tra sometido á la acción de las 

8 



-- 58-
tuerzas P, P 2 P 3 P" y las reacciones de los apoyos, por hipótesis se 

encu~ntra en equilibrio, luego se verificará el teorema de momentos 

relativo á un sistenu de fuerzas paralelas situadas en un plano con 

relación á un punto de este; aplicando dicho teorema para los pun­

tos de los apoyos A y B (fig . 21) tendremos llamando Po P'o á di. 

chas reacciones y 1 á la longitud del prisma. 

Para el punto A P' o 1 = P, x, + P ~ X 2 + P 3 X 3 + P I, X 4 + ... 
PoI = PI (l - ~"C.) + P 2 (l - x 2) + P " (1 - x 3) Idem. B 

+P,, (l-x,, )+ oo' 

de donde 

¡ p' = . ~.' . :.~. ± .. ~_2 X:.2.¿- P.2 x J ± ... 
, o l 

J P P, (l - x.) + P 2 (1 - x 2) + p " (l - X 3) + ... 
( o = ....... ........ . .. .. ·································; · ····l ·u . .... ....... . ..... . uu ••• • • 

Para estudiar el"efecto de las fuerzas exteriores sobre una sec. 

ción cualquiera tal como la a b, estableceremos el equilibrio de uno 

de los dos trozos ea que resulta di vidido el prisma por dichf1 sec­

ción; nosotros consideraremos siempre el trozo de la izq uierda por­

que según hemos dicho, las fuerzas de la izquierda y las de la de­

recha forman un sistema en equilibrio, de donde se deduce que los 

r~sultados obtenidos serán los mismos . Si consideramos el esfuerzo 

de cizalla miento trasladando á la sección a b las fuerzas de la iz­

quierda, y este esfuerzo resulta dirigido hácia abajo por ejemplo, . 

al tomarlos de la derecha. resultaría un nuevo esfuerzo dirigido 

hác.ia arriba; ahora bien, estanuo dichos esfuerzos aplicados á dos 

secciones distintas que se tocan en a b, el e.fecto de ambos esfuerzos 

será cizallar el prisma de modo que la parte de la izqui~rda resulte 

más baja que la de la derecha. 

Tomaremos por origen de coordenadas, U;10 de los extremos del 

eje del prisma, que servirá de eje o x, y el sistema cO t.- rdenado que­

dará constituido por los ejes o x, o y y el perpendicular á ambos 
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en su punto de encuentro. Consideremos positivas las fuerzas diri­

gidas según el eje +y, y como negativas las de dirección opuesta. 

Siendo los esfuerzos de cizalla miento paralelos al eje o y, puede 

aplicarse esta regla de signos, 

Asignaremos cualidad positiva á los momentos de las fuerzas 

positivas que obrando aisladamente, . producen en el prisma una 

encorvadura cuya concavidad está del lado del eje o y y daremos 

signo menos á los momen tos de la fuerzas negati vas que flexan el 

prisma en sentido contrario. 

En las partes del prisma cuyo momento de flexión sea positivo 

están comprimidas las fibras situadas encima de la capa neutra y 

extendidas 18S demás. 

Si consideramos trasladadas las fuerzas á la sección a b, para 

hacer el estudio del trozo A b se introducirán los correspondientes 

Pares. Las fuerzas producirán cizalla:niento en la sección a b, 10s 

pares flexión. 

2.° Esfuerzos de oizallamiento -En la sección a b, dicho es­

fuerzo tiene por valor trasladando las fuerzas de la izquierda. 

T=PO~Pi-P, (1) 

Hemos dicbo que tiende á la misma deformación el esfuerzo 

- y obtenido trasladando las de la derecha . 

3.° Momentos de Hexión .-Este momento será la suma de los 

correspondientes á todas las fuerzas situadas á la izquierda de la 

sección a b, de modo que tendremos 

M=P o x-P,(x-xJ-PZ(X - :t'2) (2 ) 

Ó en general. 

M = Po (x - x o) -- P, (x - x,) - Pz (x - x 2 ) 

n=o 
~ P n (x - X 11 ) (3) 

n=n 

Si como sucede en este caso, el origen coincide con el apoyo xQ=o 
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Resultan completamente conocidos los valores de T y M; se ob· 

T 
dM . . . I 

serva que = ···c{x··· y esto ocurnra sIempre que as cargas están 

situadas normales al eje en un plano de simetría. 

La ecuación (1) nos dice que T es constante entre dos esfuerzo~ 

consecutivos. 

76. Determinar las dimensiones de un prisma apoyado que 
soporta cargas normales.-Haremos uso de la fórmula obtenida 

al ocuparnos de la flexión plana, 

M=~ 
y 

y sustituyendo en lugar de M su valor, tendremos 

n=Q R y 
~ Pn (x-xn ) = - -

n == n Y 

como Y é Y son funciones de las dim ensiones, podemos eliminar . 

las de esta ecuación con lo cual se resuel ve el proble ma. Tendremos 

presente que no nos proponemos determinar un sólido de resisten­

cia cuya forma se'! cualquiera, sinó Ul1\sólido prismático y por este 

motivo investigaremos el valor máximo de M COL' lo cual obten­

dremos las dimensiones de la sección peligrosa; dando á todo el 

prisma esta sección evidéntemente resistiría si solo estuviese some­

tido á esfuerzos de flexión, pero como también lo está á fuerzas de 

dzallamienro, tendremos que encontrar el valor máximo de T con 

con lo cual y mediante la fórmula 

R =~ , w 

determinaremos la sección peligrosa correspondiente á esta defor­

mación y construiremos el prisma, de modo que su base sea la 

mayor de ellas. 

77' Investigar si un prisma. está en buena.s oondioiones 
ele resbiten913.-Utilizando las fórmulas, 



n=ü 
~ Pn (x -Xn )= 

n=u deduciendo los valores de R y R' 
T 

- R, 
w 

el primero se compar{lrá con la 

merJor de las resistencias por un,idad superficial á la e;x.t¡::nsión y 

compresión de la materia que constituye el prisma y el 2.° C09 

las 4/5 partes de est~ valor; si son menores el sólido, se encontrará 

en buenas condiciones. 

78. Caso en que puede despreolarse la deformaoloD por 
oizallamieoto.- Vamos á demostrar :¡ue en los prismas de secció~ 

constante y longitud algo considerable, los esfuerzos de cizalla­

miento pueden despreciarse. En efecto si representamos por T 

(lig. 22) el esfuerzo normal al eje ,que actúa sobre el prisma, ten­

dremos considerando el equilibrio de la sección A A 

T 
w 

y R 1 1 
T P = - - y = - h Y = : - b 1z3 

Y 2 12 

R ··· ··~ · ··· · bhl 
12 

T P = ······· ·· .. · .. ~ .... :··· ~z 
2 

R b h3 R b h. h R w . h . R (,) h 
6ii" ···· = ············ 6··········· = .. uu·K ········· luego T p = ..... U{ ... .. 

de esta última igualdad se deduce, 

T h T 
h 

·· If·~ · - "'6p - 6p 
w 

R 



teniendo en cuenta que 

-62-

T R == ..... . 
I W 

resulta ... ~L h 
R - "'6"p'" pero 

siendo muy grande 6 p al considerar el otro extremo del prisma 

la relación . _~J .... 
R 

es muy pequeÍla y por cL' Flsiguiente R¡ también 

pequeño con relación á R Y podremos prescindir del primero. 

79. Oaloulo grafioo.- Distinguiremos las tres cuestiones que 

hemos resuelto en el cálculo analítico. 

1.0 Reacciones en losapoyos .-Sea el prisma H S - (fig 23 .) 

sometido á la acción de las fuerzas ¡. 2, 3. 4 Y 5 normales á su 

dirección; tomemrs la recta D e también perpendicular al eje del 

prisma y sobre ella sucesivamente cada una de las fuerzas bdicadas , 

y unimos el polo o con cada UAO de los puntos así delerminados 

tendremos 01, 02, 03, los radios polares del polígono auxiliar; 

partiendo de un punto cualquiera a de la perpendicular H Á' Y tra­

zando paralelas á los radios pol<:lres tendremos el polígono funicular 

abiertó a h .. . . b que cerraremos con la recta a b, trazando á 

esta última la paralela o n' ten,dremos dividida la suma de fuerzas 

D e en dos partés D n' y n' e que representan respectivamente las 

reacciones en los. apoyos H y S. 

2 o Esfuerros de cirallamiento .-En la sección del apoyo H 

evidentemente su valor es 7 p desde esta sección á la en que actúa 

1 permanecerá constante é igual á 7; entre las secciones 1 y 2 

tendrá por valor la diferenda entre 7 y l '; en la sección 2, y en 

todas las comprendidas entre 2 y 3 valdrá 7 menos la suma 1 más 

2 y así sucesivamente. El valor de este esfuerzo será negativo 

cuando se le reste á 7 una suma mayor que ella. 

Siendo estos esfuerzos constantes entre cada dos secciones 

consecuti vas correspondientes á dos fuerzas podrán ser represen­

tados por la ordenl:lda _de una recta paralela al eje, que en nuestra 

figura es la que pasa por el ptll1to n' ; tomando hacia la . parte 
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superior, en la perpendicular de la izquierda ·.Iila ma.gnitud n' D . 

7 Y trazando la paralela hasta su encuentro con la or?enada 

correspondiente á la fuerza l. tendremos representado el esfuerzo 

co.respondiente á todas las secciones comprendiJas entre 7 y 1 

continuando del mismo modo resultará el contorno escalonado que 

está rayado en la figura, en el cual vemos que el esfuerzo empieza 

á ser negativo en la sección 3. 

Momentos de flexión,-Vamos á demostrar que tomanao el 

po'lo o á la uilidad de distancia, el momento de flexión en A es la 

ordenada m 12 inscrita en el polígono funicular. Este momento será 

la suma algébrica de los correspondientes á las fuerzas 7, 1 Y 2 Ó 

lo que es lo mismo el momento de su resultante cuya magnitud 

es m' n' en el polígono de fuerzas; conocida la magnitud de la resul­

tante nos falta su punto de aplicación para conocer el momento, el 

cual determinaremos trazando por los puntos a y f paralelas á los 

rádios po:ares primero y último del polígono de fuerzas, que como 

ya están trazados en el polígono funicular los prolongaremos hasta 

que se corten; el polígono de fuerzas teniendo en cuenta que 7 es 

de signo contrario á las demás, está construido en la siguiente 

forma; n', D, 1,2, m' siendo o n' j o m' los rádios polares pdmero 

y último, resulta aplicando la regla que F es el punto de aplicación 

buscado. El momento resultante será m' n' X F B y teniendo en 

cuenta la sem ejanza de los triángulos F m n y o m' n' así como la 

hipótesis o B" = 1 resulta 

FB o B" 
M=mn. F B X m' n' = m n X o B" mn 

- ,-, 
in IZ 

Seooión peligrosa.,-CO[ responderá al máximo de ordenada 

que es la sección en que actua la fuerza 3. La figura nos demuestra 

que I á este máximo de M corresponde el mínimo de T y recípro­

camente al 'mÍnimo de M que e3 cero en las seccione,; de apoyo 

corresponde el máximo 7 de T. 



El momento de la reacción 7 con respecto á una se¡;ción T es 

la ordenada t p comprendida p0r la línea de cierre a b i¡ la prolon­

gación del primer lado a h del polígono funicular. 

En efecto los triángulos semej an tes a t p Y Don' dan la pro­

porción 

tp D n' 
HT = oB" 

de donde t p = H T X O n' = H T. 7 = M to 7. 

El momen to, de la fuerza 1 con respecto á la mis:-na sec.:ión T 

será el segmento s p de ordenada comprendida por las prolonga­

ciones de los lados del polígono funicular concurrentes en el 

vértice h situado en la ordt:nada de l. Lo demostraremos compa­

rando los triángulos semejantes h s p y Do r de cuya comparación 

se obtiene 

ps Dr 
hIT = o BI( P s = D r X h h' = h h' X 1 - M to de l • . 

Podemos decir en general; el momento de una fuerza con rela­

ción á una sección cualquiera T, está ;-epresentado por la parte de 

ordenada trazada por T que in terceptan las prolongaciones de los 

lados del polígono funicular que se cortan en un punto de dicha 

fuerza. 

Ahora bién, el momento _de flexión en T es igual al momento de 

ia reacción 7 menos ia suma de momentos de las fuerzas 1 , 2 , Y 

3, es decir, según lo que antecede, 

M = t p -(p s + Si: + { d) = t d, 

Cuando M sea positivo el sustraendo será menor que el mi· 

nuendo; t el origen, e! punto d queda debajo de la línea fin:;¡l a b y 

, lo mismo sucede á la ordenada t 'd que representa dicho momenTO. 
Por el contrario si M es negativo, se verificará 
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y entonces. tanto el punto d Gamo la ordenada t d e§tá por encitna 

de a b. 

80 Sólido apoyado por sus extremos y sometido a. nna 
oarga unlfQrmemente repartida -Sea p la carga por unidad 

de longitud, si l es la del sólido , su ca rgC\,total será p l. Resol vere­

mos las cuestionf's principales lo mismo que en el caso anterior. 

l,a Reacciones en los apoyos.-Estando la carga uniforme­

mente repartida facilmeute se comprende que siendo pIla carga 

total, las reacciones en los apoyos tel~drán por valor _1_ p I Y su 
2 

direcciónserá contraria á la de dicha carga . 

2,a Esfuerzos de cizallamiento.-Siguiendo la marcha de 

siempre , para determinar' el esfuerzo correspcndiente á la seccióli 

e (fig. 24) trasladaremos á ella paralelamente todas las fuerzas que 

actuan á su izquierda; estas fuerzas son: la reacción Po = -;- p l Y 

la carga que actua sobre el trozo A e cuyo vaior será p x; como 

estas fuerzas son ' de signo contrario el esfuerzo de cizallamien to 

tendrá por expresión 

3.11. Momento de flexión.-En el mismo trozo A e, dicho mo­

menta será la suma correspondiente á las fuerzas Po Y p. x; el brazo 

de palanca de la primera es x, el de la segunda será _ .. :;: .. puesto que 

estará aplicada al centro de gravedad del prisma A e por lo tanto 

81. Oonseouenoias: ¡,a El máximo de T corresponde á x == o 

es decir, que dicho máximo correRponde'á las secciones de: apoyo; 

9 
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como para este valor de x se anula también el momento de flexiJn, 

se obtiene, según fórmulas anteriores 

p= 
E.Y 

M 
= 00 

la que nos dice que el eje del prisma permanece recto en los apoyos 

o lo que es igual, no se deforma. 

za El valor máximo de M corresponderá al de z que anule su 

primera derivada siempre que la segunda, como fácilmente se de­

duce sea negati va; la ecu~ción condicional que así se obtiene será 

1 
p ·z · _p·x=o 

p. / . 
····················=p.x 

2 

1 
x= .. ········ 

2 

resulta por lo tanto . que la sección peligrosa corta al eje en su 

punto medio. 

1 
Para el valor x =c ......... , T = o de donde se deduce que el maXl-

z 

mo valor de M corresponde al mínimo de T. 

3.a Los momentos de flexión siguen la misma ley que las orde­

nadas de una parábola cuyo eje de ab.:isas coincide con la fib ra me­

dia antes de encorvarse, siendo el origen el apoyo de la izquierda, 

y de este modo cétda ordenada será el momentGl de la sección co­

rrespondiente á su abcisa. En efecto representando el momento por 

y tendremos 

X= ·· 1 P .1.x_ ..... ~ .... p.x2 
2 2 

ecu·ación que satisface la condición B2 
- 4 A e = o. 

Esta parábola pasa por los apo~'os puesto que para x = o; Jo 

·¡nisOlo que para x = ./, se anula el valor de.r;. La ordenada en el 

/ 
vértice., corresponderá á x = .. siendo su valor ó momento má-

2 

:ximo de flexión 



1 1 2 1 y= ......... p.l.x- .... ··· p.X = .......... . p.l. 
1 l' 

2 2. 2.· 2. 
p . ....... .. 

2. 4 

~ .!'.{ .... - .!'..{-.. = . ~ _. p l'.} 

4. a Si sobre l como diámetro se describe una semicircUl:¡feren­

cia, los momentos de flexión serán proporcionales á los cuadrados 

de las ordenadas de esta, pues se verifica 

(*) 

5.a Dando valores á x entre cero y l se puede conocer la mar­

cha de los correspondientes á M Y T. 

82. Oondioiones de resistencia de un sólido.-De los tres 

problemas cuya resolución hemos indicado varias veces con ante­

rioridad, solo vamos á fijarnos en el tercero. Representemos por 

w. . •. sección normal al ej e . 

Y .••.• momento de ine-cia de la sección. 

R .•. menor valor de las cargas por unidad superficial, (extensiÓll 

ó compresión). 

R¡ resistencia al cizalla miento por unidad. 

De las ecuaciones 

se deduce: 

M. )" R= .... ·· .. ·· 
Y 

T 
R¡= . ~ . 

estos valores se comparan con los de las tablas y han de ser iguaJes 

ó menores para que el sólido resista. 

83. Oálo1llo grafioo (6g. 25 ).-Suponiendo di vídido el prismf1. 

(*) La ordenada y' es media proporcional entre 10& dos seg· 

mentos que determilu sobre el diámetro .... 

r -... 
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en partes igu ales á ' la unidad,' sobre cada una de éstas actuará una 

carga p aplicada á su punto medio que es el de gravedad. To.mando 

la reCla K H perpendicular á A B construiremos sobre ella el polí­

gono de fuerzas tomándo magnitudes sucesivas iguales á p. Cons­

truyendo á p artir de A el pOlíg0t10 fuhicular A a bcd e B resulta 

·a su vez const ruiído, según digimos en el problema anterior, el 

polígono de momentos . Aumentando el número de divisiones, 

(dejando de ser iguales á fa unidad) y disminuyendo por tanto las 

fuer:Gas r esultantes papciaJes, aumentará el número de las del 

polígono, el cual se con vertirá en el límite, en una curva parabólica 

como demostraremos á ; ontinuación, cuya ordenada máxima es 

1 
hc= ······ /¡l 

2 ' 

siendo A Y B puntos .:fe tangen ei~ con las rectas A l Y B l poralelas 

á los radios polares estrémos o K y oH. 

No' cabe duda que la representación geométrica (contorno 

escalonado de la figura) de los esfuerzos de cizallamiento se reduce 

á la recta R S cuando sean infinitamente pequeños los lados del 

polígono de fuerzas; esto está de acuerdo con lo dicho en la teoría 

pues de este modo el valor de T que corresponde á la sección dis­

tan te .t" del apoyo de la izqu.ierda tendrá por expresión, 

T . (~ N - z) . ~ .. Z .. = (- ~ . l - x ) .. i{¡.;.{ .. = 

(;. l - x) p = .. !'.:/ . - p x . 
ségún vimos: en el estudio anaiítico. 

Parece natural que demostrásem03 también del mismo modo la 

forma parabólÍC'a de la curva á que se reduce el polígono de fuerzas; 

pero para ello tendriamos que acudir á lo diferencial y es más seri . 

ciHo utilizar otra construcción que nos permita demostrarlo antes 

de llegar al límite. 
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Sea A 13 (fig . 26) la suma de ias cargas repartidas, es decir p l 

trazaremos el triángulo funicular A' O' B' corno si todas elJas estu­

viesen sustituídas por su resultante P = P l. Por Jo's puntos 

medios de los intervalos H N Y N Q trazemo ' las r-ectas ~ P' y S P', 

uniendo los puntos m y n de intersección con los lados A' o' y o' B' 

obtendremos un nuevo polígono funicular según .vamos á demos­

trar. Las rectas. L P' Y S P', pueden considerarse como ordenadas 

correspondientes á dos fuerzas 

P' = P ' = . ... ~ ..... P 1 
t 2 

cuya resultante sea la carga total p l = P . 

El polígono de las fuerzas para pi y P', será el A e B en el cual 

1 
Ae=eB= ······· .. pl; 

2 

si construÍmos ~l nuevo polígono funicular partiendo de A', termi­

naremos en el mismo vértice B' pues de otro modo cambiaría la 

dirección de A' B' y por lo tanto su paralela o e, es decir las 

reacciones en los a poyos determinados por el pue to e variarían, 

10 cual es imposible no habiendo cambiado la resultante de las 

cargas . De aquí se deduce que el nue vo lado In n ha de cortar á 

S P', en un punto que esté situado sobre o' B' para que al trazar la 

paralela 'al radio o B se confúnda en dirección con o' B'. Es de 

advertir que el nuevo polígono funicular se ha obtenido uniendo 

los puntos medios m y n de los lados del anterior. 

Si sustituÍmos la fuerza P ' por las dos b y:{ iguales entre sí y 

á la mitad de P' que obran en los pun tos medios d~\ los in te rvalos 

L H Y L N demostramos como en el caso anterior que .,uniendo 

el punto b y :{ y efectuando la misma operación á la derecha de 

N o' se obtiene un nuevo polígono funinlar. En efecto; en las 

as secciones comprelldidas por el intervalo ZI { no pude hab~r 
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variado el momento de flexión, por io tanto si dividimos la recta 

A e en dos partes iguales por el punto d, al trazar por b la paralela 

b { al rádio o d cortará á la nueva ordenada, en un punto { situado 

en el lado m n Jel polígono anterior. El nuevo polígono será en 

su consecuencia A. b, {, {J' b,' B' que como vemos se ha obtenido 

uniendo el .punto b' medio de n B' con {' y el b medio de A' m 

con {. 

Ha y que observar que el lado { {' se irá estrechando en las 

operaciones sucesivas p~ro siempre formará parte del p,olígono y 

en el límite se reducirá á su punto medio ti el cual forma parte de 

la curva que fácilmente demostraríamos. admite la tangen te m n 

paralela á A' B' ; del mismo modo demostraríamos que los puntos 

t y t' son tam bién pertenecien tes a la curva. Por el modo de gene­

ración indicado comprendemos de acuerdo con las cQnstrucciones 

de Geometría analitica que el límite del polígono funicular es una 

parábola. 

' 84. Sólido empotrado. -Cuando una pieza está apoyada , las 

seéciones extremas giran por efecto de la flexión. es decir la capa 

de fibra,s neutras se deforma en toda su longitud . Si la pieza se 

coloca en un muro, de tal modo que dicha deformación no pueda 

existir, ~e dke que está empotrada en él; de esta definición se de­

duce que en las piezas empotradas por uno ó sus dos extremos hay 

un trozo mayor ó menor de ~bra neut.ra en cada uno de ellos, que 

c0ntinúa invariable después de la encorvadura. En esta invariabili­

dad consiste e! empotramiento perfecto; toma el nombre de im­

perfecto, cuando el sólido puede separarse en la parte empetrada 

de su posición p rimitiva, aunque no ta[lto como cUAndo está sóla­

mente apoyado. (Fig . 27). 
. -

Entre el emp'Jtramiento y el simple apoyo hay una diferencia 

notable; un sólido apoyado sólo por uno de sus extremos no puede 
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quedar por sí sólo en equilibrio si se le . coloca 'hdr'irzoB talmente 

lo cual se verifica cuando está enipotrado. 

Se ilama secci'ón de empotramiento la que separa la pa.rte em­

potrada de la libre; también se suele llamar sección de eoc.;aslre, 

así' como al sólido e'mpotrado se le suele Hamar sólido encastrado. 

85. El empotramiento equivale á una fuerza y un par.­
En efecto, del macizo de la. parle superior Plodemos prescindir, 

introduciendo fuerzas tales corr¡o las {pue impidan todo movimien­

to á :a parte del prisma q ue debe ser empotrada. La resultante Z 

(fig. 28) es equivalente á una fuerza :( = { y á ~n par ({/ t"~) con 
• 1 

lo cual está demostrada la proposición. Al par ({,. {") se dá el nom-

bre de par de empotramiento. 

86. Solido empotrado sometido ,á aarias oárgas oonoen~ 
trada.s.-Lo mismo que en los problemas an teriores haremos dos 

estudios distintos, el anaiítico y el gráfico. 

Estudio analítico. -Para este estudio establecemos el equilibrio 

entre las fuerzas direct.amente aplicadas y las reacciones que cada 

trozo L.esarrolla sobre el con tígu o, de modo que par a conocer los 

esfu erzos á que está sometida la sección (fig. 29) m 11 considerare­

mos el trozo m n A y determinaremos las cantidades sigl:Jientes. 

l . o. Esfuer{o de ci{allamiento. - Trasladando á m 12 las fuerzas 

Pi Y P 2 tendremos T = Pi + P 2 ' 

2.a Momento de flexión.-1.os brazos de palanca,ue las fuerzas 
<;:.~..t ~.~}' 

P t Y P 2 son respectívamente~ de modo, q,uent6niendo en 

cuenta que los pares 1\ p! y P 2 P, flexan el sólid0 haoiérr:dolo' c::on­

vexo bacia la región superior y por lo tantosegúl1 los convenios 

admitidos, sus momentos son nega ti vos, el momento de flexión 

tendrá por valor, 

M = - P (l- x ) - P (x - x ). i :1 t . 

Conocidos los valores de T y M en cualquier sección, podemos 
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pasar á resolver los problemas que en wdos los éasds hemos resuelto 

teniendo -en cuenta las consecuencias siguientes. , 
l.a T es la derivada de M con r~specto á x. En efecto: 

2.° M tendrá 1,ln valor mínimo cuando x sea máximo. y verifi­

cándose esta condición para x = 1 resulta, que M es nulo en el ex' 

tremo libre. 

A primera .vista parece que M no se reduce á cero cuando x=l 

porque aunque el primer término se anula, el segundo se hace po­

sitivo, pero debemos tener en cuenta, que dIcho segundo término 

desaparece por si mismo cuando la sección está en el extremo 

libre. 

3.a Ei valor máximo de M corresponde á x = o, es decir que 

la sección peligrosa de un sólido en~astrado es la de encastre. 

4.a Los esfuerzos de cizalla miento toman un "alor máximo, 

cuando entran todas las fuerzas directamente aplicadas por tener la 

misma dirección; esto ocurrirá en todas las sec.ciones comprendidas 

entre la de encastre y la que contiene á Id primera carga. 

87. Determlnaoión de la fle-oha.-Cuando un prisma est~ so­

metido á flexión :.e encorva su fibra neutra sin cambiar de 

longitud; cuando este prisma está encastrado, dicha deformación 

empezará en la sección de encastre, de modo que la posictón 

recta primitiva o n será tangen te á la posición final curva o ~1 

(fig. 30): la ordenaia n ni = f del punto extremo que correspún­

derá á la abcisa l recibe el nombre de flecha. 

Para encontrarla, empezaremos 'por dcterminar la ecuación de 

la fibra media deformada, valiéndonos de la relacíón ya establecida 

d'y M 
··"i.;ci = 'i(Y'" 
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supondremos que solo actúa una fuerza en el extremo del prisma, 

para que de este modo el momento de flexión sea solo función de x 

y de parámetro constante en todas las secci~nes. 

M=-P,(l-x) 

. dZ y M 
.... d·'X·2·= . E Y 

1 PI j' d x + ... ~ l . Jx d x + C E 'y ' . EY 

dy 
pero come para x = o se anula .... ({x .. ha de anu larse el segundo 

miembro lo cual exige C = o 

J ... ~~ .. dX . - ,,~P.Y .. ·JxdX+ .. ¡'y ... J .. ;.'. .. dx+ C'= 

para x = o se anula y, y por lo tanto C' para que la ecuación quede 

satisfecha por x = o Ó y = o. 

Para hallar el valor de la flecha, sustituiremos ~.n lugar de x 1, 

lo que nos dará 

y = f = "fY cr -... ~ .. r-) =·¡.V'" (-~~ .. - {) . 
P 2P 1 PP 

- ...... : 1 ........................ __ .......... ...... _ ' .. _ .. .. 

EY· 6 - 3 EY' 

88. Oaloulo grafioo. -Consideremos la pieza S T (fig. 31) em­

potrada en T; formemos en a p el polígono de las fuerzas tomanda 

suce¡;ivamente á partir de a magnitudes iguales á 1 :1 3 4; tracemos 

la recta V D paralela á o ~ hasta que encuentre en D á la dirección 

10 
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de la primera fuerza ?or D la paralela ai segundo radio polar hast·a 

que encuentre en R á.la dirección 2 y así sucesivamente; sí pro­

longasemos ¡as rectas P Ii' Y V D se cerrará el p.Jígono funícular, 

y el nuevo vértice sería el punto de aplicación de la resultanse, 

cuyo valor absoluto a·p nos es conocidQ; pero como no necesitamos 

para nada dicha resultante, vamos á demostrar que prolongando 

V D Y P F basta que corten á la sección de encastre la parte rayada 

representa el poligono de momentos, es decir, que el momento de 

flexión de la sección N está determinado por B C, en efecto; dicho 

momento es igual al producto de la resultante a b de las fuerzas 

1 y 2 por la distancia H de su punto de aplicación A al plano de la 

sección, de modo que tendremos 

M=R .H=ab. H. 

Los triángulos semejantes 

1 :: ~ ¡ dán ... ~ .. ~. ~ .. ~ .. ab XH 
BC=-·· .. ············ .. ·-

Iz . 

luego tomando h igual á la unidad :queda demostrada la proposición 

BC =a b X H= M. 

La figura nos hace ver que el máximo valor del momento co­

rresponde á la sección de encastre, y el mínimo que ~s nulo en la 

sección libre. 

El polígono de los esfuerzos cortantes m n o S t ... { r se deduce 

con facilidad del de las fuerzas y ,del procedimiento indicado en 

otros ejemplos. En este polígono se observa que el máximo y mí­

nimo esfuerzo de cizallamiento corresponden respectivamente á las 

s.e~ciones de encastre y libre lo mismo que los momentos de flexión. 

Combinando ambos resultados se deduce, que cuando un sólido 

empotrado está ~ometido á fuerzas normales á su eje la sección de 

encastre es peligrosa por toclo~ cO~lceptos. 
--' 
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" 89. 'Sólido 'empotrado oon oarga uniformemente repartida. 
-Sea p la carga por unid~d superficiaf; para estudiar los esfuerzos 

correspondientes á la sección m n, consideremos las fuerzas que 

actúan en el trozo A m n (fig. 32) estas fuerzas las podemos susti­

tuir por su resultante euyo valor es p (1- x) y está aplicada al 

centro de gravedad ó punto medio d~i eje de este trozo; con estos 

datos pasemos á obtener: 

l. o El csfuer{o de ci{allamiento. Su valor será T = p (l - x) 

'2. o El momento de flexión. Siendo J .. =. ~ _ el brazo de palán-
~ 

ca de la fuerza p (1 - x) el momento de flexión valdrá teniendo en 

cuenta que encorva al prisma presentando hacia arriba su con Ye­

xidad 

l-x (l-x? M = - p (l - x) ... _._ ............ _ .... = - p .. _-_ ................. . 
2 2 

Siendo perfectamente conocidos los valores de M y T uti lizare­

mos las fórmulas que nos son conocidas á fin de obtener las dimen­

siones que ha de obtener el sólido para sufrir la carga sin defor­

marse. 

Observaciones. l,a Derh-ando el valor de M se obtiene . 

dM l-x 
.-.......... - = - P 2 .-···· .. ···_··.-· X - 1 = P (1 - Z') = T. 
dx 2 

2.a Se vé ~in necesidad de cálculo alguno, que el valor minimo 

de M corresponde á x = 1 es decir que en él extremo libre es nulo 

el momento de flexión, siendo máximo para x = o, es decir en la 

sección de encastre dicho máximo es 

pF 
M=- -----···--·--

2 

3,a Del mismo :nodo el esfuerzo de cizallamiento tiene su 

máximo para x = o ó sea en la sección de encastre siendo este 
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máximo T = p l Y su mínimo que es cero para x = 1 ó sea en 
\ 

el extremo libre. 

4.& La curva que expresa la ley de variación de los momentos 

d fl ' " b 1 (1- x)' . e eXlOn sera una para o a y = - p cuyo eje es per-
2 

pendicular al del sólido estando su vértice proyectado en el punto 

. medio de este y la que expresa la ley de variación de lds esfuerzos 

de cizallamiento una linea recta y = p (1 - x). 

90. C3.Ioulo graJioO.-Siguiendo el mÍsmo procedimiento geo­

métrico que en el sólido apoyado por sus . dos extremos demostra­

remos que el poligono funicular se reduce á la parabola A b B 

(fig. ,33) tangente en A y B á los lados extremos del polígono 

funicular ó sea á las para-lelas A e y B e á los rádios ' polares 

extremos. El polígono funicular completo será A b B e corres­

pondiendo e al punto de ap1icación de la resultante, (comprobación: 

la perpendicular trazada por e al eie pasa por su punto medio que 

es el centro de gravt:dad) pero si queremos obtener el polígono de 

momentos prolongaremos A e hasta que encuentre en d á la sección 

de encastre. 

Observando dicho polígono de momentos deducimos las mismas 

consecuencias obtenidas analí ricamente respecto á máximos y míni­

mos y como comprobación vamos á demostrar que 

En efecto del triángulo A B D se deduce 

B D = A B tg. D A B pero DA B = m o o' y 

, mor t/~pl 1 
tg. moo = --, = =-pl 

O O 1 2 

sustituyendo en B D tendremos 
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B D = A B _1_ P 1 = _1_ P [2 
2 2 

El polígono de esfuerzos cortantes se reduce al triángu10 

de f y como comprobación demostremos que sus ordenadas 

varían del mismo modo q1!le f. 
En efecto para una sección distante x d~ la de encastre tendremos, 

fe pi f= (l-x) - = (l-x)- =p(l-x) 
del 

De este modo justificamos la conformidad entre -el cálculo gráfic0 

y el analítico. 

9 1 . _ Solido empotrado por sus dos extrem/ts y oon oarga. 
uniformemente repartida.-Sea p la carga por unidad de longitud 

si 1 es la del sólido, la carga total será p l Y las reacciones en las 

secciones de empotramiento tendrán por valor 1/: pipara deter- _ 

minar los esfuerzos que obran en la sección D D consideremos el 

equilibrio del trozo A D sobre el cual actuan las fuerzas siguientes: 

reacción en la sección A A de empotramiento _1_ pi brazo de pa-
z 

lanca x, carga que soporta A D aplicada á su punro medio p x, ídem 

_1_ x; par de empotramiento que nos es desconocido. 
2 

Siguiendo el método de siempre, resolveremos las cuestiones 

siguientes: 

l.a Determinar el momento de jlexión .-Si representamos 

por X el momento del par desconocido podremos establecer 

M Il 2 X ==-plx- -px -
z z 

es necesario determinar d valor de X para 10 cual acudiremos á la 

ecuación de la fibra media deformada¡ para ello sabemos que 



_' __ 14J~-
p - E Y ¡ d x' -
1 d 2 X 

-p-= d X 2 

ó bién 

MIl [1 l.] - -=-- M =-- --plx--px-- X. (1) 
EY EY EY 2 2 

Si la ecuación anterior se íntegra dos veces obtendremos la 

ecuación finita de la fibra media deformada, en la cllal no solo 

aparecerá el parámetro desconocido X, sino que introduciremos 

otras dos por motivo de los constantes de ambas integraciones pero 

lás tres se harán desaparecer por el conocimiento de tres pares de 

v<alores simultáneos de x é X los cuales son consecuencia de una 

propiedad que según la definición de empotramiento, ha de cumplir 

fa fibra media deformada. 

Dicha curva o a q b H (fig .- 3 5) será tangente al eje oH 6 eje de 

las X en las secciones de empotramiento, 

De esta propiedad se deduce que para x == o X = o para 

x == 1 X == o y para 

dy x= o .................. .. = o 
. , d x 

porque al confundirse la tangente en el origen eon el eje de las 

X, su coeficiente angular ha de anularse. 

Paseinos ya á la integración de la ecuación (1) 

~.r ~ d x] = . E-Y'- [ .. ~ .... pI x' - .... ~ ..... pX3 - >< X + e] . 
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integra!1do de nuevo resulta . 

f /" 1 1 

- X x d x +. C d x ] = y = 'E"Y' [ 'iz' p i Xl _ 

1 I 

X = o, y = o, o == "'E"y" . C 

dy _ 1 
X =: o, "d';; =0, o - -EY-' C 

C' = o. 

C == o . 

..... 1 ..... pi' _ _ ... ~ .... pi. _ ... ~ ... Xl~ = O' ...... 1 ...... pi2 = 
12 24 2 ' 24 

= _ .. ~ .... X j X = ..... ~ ..... p[2. 
2 1 2 

Sustituyendo el vaior que acabamos de encontrar en la fórm~Ia 
(I) resulta: 

M = .. _ ... ~ ..... pi x - _ ... ~ ..... P X2 - .... _~ -... P [l (2) 
2 2 12 

92 • VariacIones de M.-Consideremos la variación que sufre 

M al pasar de :-:na sección á otra. es decir al recibir x distintos 

va·lores. Para ello observemos en primer lugar que si tomamos el 
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eje del sólido por eje de abcisas y su perpendicular en uno de los 

encastres, el" de la izquierda por ejemplo por eje de ordenadas, 

si damos á éstos los valores de M correspondientes á las mi3mas 

abcisas obtendremos como ley de variación una parabola de eje 

. 1 1 vertlca y parametro ............ p. 
2 

Habiendo imposibilidad de construir 

esta curva exactamente, nos limitaremos á marcar sus puntos prin­

cipales; empezaremos por el valor máximo de M que corresponderá 

al vértice de la parabola, 

ecuaciones condicionales 

... ~. ~ ... =o ! ."~ ... P/-px=o 

.. ~~.~ .. < o i- ·· ··~····p < o 

1 
quedan satisfechas para x = ............. /. 

2 

Luego para este valor de x, M se hace máximo yel tp.áximo será: 

M = ..... '. ..... p / "····~ · .. ·l - ... ~ ..... P .. z.~ ... - ..... ~ ..... P l~ == .... ~ .. .. P [' -
maro 2 2 2 4 12 4 

_ ... ~ ..... pI' _ ...... 1 .. ... P l' == ..... ~ ..... P /' _ .... ~ ... p l' = .... r. ..... p /t. 
8 12 8 12 24 

Podemos formar el siguiente cuadro: 

Para x == o ••• y = _ ..... ~ ..... P Z2 (dimensión o d) 
1:1 

íd. x = l .•• y = - .... ~ ...... p J2 (dimensión H r) 
12 

, íd. x=-".~ ... l • .• y == + .. -:};¡. .. p J2 (dimensión A m) 

conocemos tres puntos de la curva . 

de este modo 
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Entre o y H habrá dos secciones para las que M = o que 

corr'esponden á los puntos dé intersección a y b de la parábola de lo s 

momentos de flexión con el eje o H: Sus abcis'ls nos faltan solo 

para conocerlos y las determinaremos por la siguiente ecuación que 

á continuación se resuelve; 

... x. .... P I x - .... ~.. . P X2 _ .. ~ ... P l' = o 
2 2 12 

• 2 
LX-X -

x' - I x +~ .. 12 = o 
6 

1 I 12 

X=···Z +V '4' 

=1 (0,50 + 0 , 290 ) = 0 , 790 l 

=1 (0,50 - 0 , 290 ) = 0,210 l 

6 
.. /

2 = o 

luego tomando o a == 0,210 1 y o b = 0,790 1, ó lo que es lo mis­

mo H b = 0,210 1, tendremos los dos puntos en que la curva corta 

al eje, 

Si el prisma hubiese estado solamente apoyado, la parábola de 

momentos hubiese sido o n H ó sea la d m r trasladada paralela­

mente á si misma la can~idad 

1 • O d == ............ pI 
12 

En efecto, llamando M' el momento de flexión correspondiente 

á la sección x en un sólido simplemente apoyado, tendremos 

11 
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M' = ... ~ .. 1? 1 ro -
2 

1 P x~ 
2 

de donde se deduce de acuerdo con la ecuación (2) 

M' M 1 o = + .......... pX-
2 

2.3 Determinar el esfuerto de ci{allamiento.-Hemos indi­

cado que dicho esfuerzo T viene expresado de la manera siguiente: 

dM 1 T = .................. = ......... P 1 - P x 
dx 2 

y será máximo para z = o y mínimo cuando T = o ó bien 

1 1 
....... · pI - px=Oi ········ pl=pro 
2 2 

. 1 
de donde x = ._ ..... . 

2 

Si represen tamos T por y la ecuación 

1 
y= H···· P l-px 

2 

representa una línea recta D r, análoga á la del caso de pieza apo­

yada; para 

lx = o 1 

X = 1 Y = T = + ····2·· p 1 

93. Caloular las dimensiones de una manivela. - (Fig. 36) 

La manivela se considera como sólido empotrado por uno de sus 

ex.tremos, y sometido por el 0tro á la acción de un esfuerzo. Si re­

presentamos por n el número de vueltas que dá la manivela en un 

minuto, el trabajo desarrollado que podremos medir con un diná­

mometro Prony, será llamando F al esfuerzo y suponiendo que es 

á doble efecto 

TO ~F X 4 D X 11. 
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siendo O, n y T G conocidos, podremos despejar el valor de F que 

TG 

será F = ..................... . 
4 Dn 

Esta operación de medir el trabajo, solo la ejecutaremos en el 

caso de que no se conozca el esfuerzo, yen su l1:lgar se dén las con­

diciones de velociJad á que ha de satisfacer el mecanismo. 

Si suponemos que el esfuerzo obra normalmente á la longitud 

de la manivela, caso más desfavorable, y cClnsideramos una sección 

á la distancia x de la de empotramiento imaginaria, suponien­

do además qne la manivela es prismática, el momeI'to de flexión 

será 
RY 

F (D - x) = ..... y...... ó 
(D - x ) y R ==F · . ...... . .. . y 

si este momento lo referimos á la sección, en la cual sabemos tiene 

el valor máximo, siéndo esta sección la peligrosa tendremos 

Dy R=F ....... y .. . 

Y, es la diferencia de momentos correspondientes á las secciones 

planas del anillo m m' y del eje o siendo ambas rectángulos, el va­

lor de Y será 

y = _1_ b d3 __ 1_ b d'3 = _1_ b (d~ _ d'l) 
12 12 12 

y tendrá por valor la ordenada máxima de esta sección ósea _1_ d 
2 

de modo que sustituyendo tendremos 

_1_ d 
R = F D ___ 2 ___ _ 6 d 

F D - b ~(d=-C-3 - --'d'=3)- (1) 

b expresa la dimensión de la manivela en sentido del eje o. En 



esta fórmula conocemos el diámetro d' del arbol,de modo que con-o 
tiene dos cantidades desconocidas b y d, podemos por lo tanto dis­
poner arbitriariamente de cualquiera de elli\s y obtener el corres· 
pondiente de la otra. La práctica aconseja, que la diferencia 

d - d' = 2 h 

debe tener un valor cOIl1~rendido entre 1/2 y 3/5 del diámetro d' d;l 
donde resulra la ecuación 

d-d'=~d' 
n 

de aqui se deduce el valor de d y sustituído' en la ecuación (1) que­
dará en elia como incógnita solamente el grueso b de la manivela, 
el cual podemos determinar con facili~ad. teniendo para eÍlo en 
cuenta que en vez de R de~e ponerse la menor carga máxima por 
unidad superficial correspondiente á la extensión Ó á la com­
presión'. 

Para concluir la construcción, haremos extensiva á la articula-
ción con la biela, la misma relación práctica en los diámetros dy 7 
COI1 lo cual trazando las tangentes exteriores m n y m' n' á los cír-
culos de diámetro d y d hemos obtenido la forma de dicho órgano; 
el expesor es constante en todas sus partes y lo hemos d~terminado 
resol viendo la ecuación. (1) 

CAPÍTULO 5.° 

94. Solidos de Igual resistencIa a la fJ:exlón.-Si observamos 
la ecuación del momento de rotura en las distin tas ' secciones de un 
sólido sometido á la flexión, y como consecuencia de ella determi­
namQs las dimensiones en sentido normal al eje, resultarán esta~ 
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variables; hasta ahora ' no hemos tenidQ en cúelúa esta partiGulari ~ 

dad y hemos dado á toda el prisma las dimensio les de su sección 

peligrosa; de este modo el sólido fuera de dicha sencJóo, presentará' 

un exceso de resistencia que no está demás en la generalidad de los 

casos; pero cuando se trata de piezas metálicas cuyo aumento ihde .· 

bido en sus dimensiones, representará mu{ho peso y COdte; hay ne­

cesidad de determinar su forma de modo ~ ue todas ellas tengan las 

dimensiones absolutamcnte indispensables para resistir el esfuerzo 

y como en este caso podrá romperse indistintamente por cualquier 

~ecdón, siendo iguall:. resistencia que todas opon~n, llama al~ 
~ así co~stit'lído, sólido de igual resistencia. 

Hemos. dkho que cuan jo un sólido está sometido á la flexión~ 

las reacciones de las distintas fibras crece!1 dede la capa neutra que 

es cero, basta el exterior que será la máxima resistencia de la mate­

fia; de aquí se deduce, que podrá prescindirse de la parte interior, 

construyendo Jos sólidos huecos. En el caso de ser su forma exte­

fior cilíndrica, obtendremos tubos y cuando sea primática habrá 

que unir las dos par,tes superior é inferior por un tirante, resultaQ­

do los sólidos en doble T, de los que nO$ ocuparemos mas tarde. 

95• Sólido apoyado en los dos extremos y oon oarga uni· 
formemente repartida. -El momento de flexión tiene las expre­

siones siguientes: 

M = _1_ P / x __ 1_ P x1 .••......•••.•..••••••••••• 
2 . 2 

M= 
RY 

Y 

y =-= ~ Iz J R -~.--b h3 

2 ~ 12 R b h" 
Y¡= " "i~" b h~ \ M = ... ····~T .. ·.· · ;~········· = ...... ·6-·····-

de las que deducimos la ecuación 

..... ~ .. R b ,Iz1 = ·· .. i ··· .. p 1 x - .... i ···· P X2 
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en la cual hay dos bcógnitas de modo que el problema es indeter­

minado pero esta indeterminación favorece nuestro propósito por­

que podremos construir un sóljdo de igual resistencia, con una de 

sus dimensiones conocidas de antemano. 

1;er Caso b = constante h = variable representando h por y 

tendremos 

..... : ..... R b y2 = ..... 1 P 1 x _ .. 1 . P x 2 = .. 1 . . P (l x _ x 2) 
6 2 2 2 

de donde 

vemos por lo tanto que la ley de variación entr e y y x es la misma 

que existe entre la ordenada y abcisa de una elipse, (se cumple la 

condición B' - 4 A C < o) : puesto que para x = o y x = 1; yes 

igual á cero, pasa por los apoyos; y como por 'ser de segundo grado 

en y el eje o x lo es de la curva, su eje mayor será 1; el menor 

1 
se obtendrá haciendo x = .......... l con lo que resulta ' 

2 

1 
é 

4 

De este modo dando á cada sección la altura y y haciendo. coinci­

dir todas las bases con el eje medio, resultará la forma que repre­

senta en proyecciones la fig ura 37. Construído así el sólido no 

resulta simétrico; para conseguir este último, imaginemos que la 

paralela media de cada sec:ción se confunde con el eje, y entónces 

la altura sobre dicha línea será la mitad de la anterior. de modo 

que su ley de variación se obtendrá sustituyendo 2 y' en lugu de h 

con lo cual resultará una elipse del mismo ej e mayor l y de eje 

menor mitad, la forma del sóUdo se vé proyectada en la figura 38. 

. -
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La 'Proyección horizontal es un rectángulo porque hemos dicho que 

es constante la base b. 

2.° Caso. Supongamos ahora h = constante y b = variable; 

repitiendo el mismo razonallliento del caso anterior, llegaremos al 

cálculo y resultados siguientes: 

B'-4 AC=0 parábola x=o l {=o 
x= 1 ~ 

pasa por los apoyos; los valores de Z no son otra cosa que las .or­

denadas con respecto al eje medio del contorno de la proyección 

horizontal. (Fig. 39) 

Para obtener un sólido simétrico, haremos b == 2 t' y la nueva 

parábola pasará también por los apoyos siendo sus ordenadas la 

mitad de las de la parábola anterior (fig. 40). La proyección ver­

tical es un rectángulo por ser h = constante para todas las sec­

ciones. 

3,el' Caso. Cuando no encontremos motivo alguno para dar pre­

ferencia á que sea constante h ó b sUDondremos lo es,su producto 

b h =: w y sustituyendo este valor en la ecuación (1) despejaremos h 

cuya ley de variación sería una parábola; de este modo para cada 

w 
valor de x conocemos h y w constante de donde b = o'""jjO" , hay que 

observar que en los apoyos h = o y por lo tanto b = 00 resultando 

el sólido deformado: por este motivo aunque nos apartamos de las 

condi~iol1es teóricas de los sólidos de igual resistencia, se forman 

estos teniendo en vez de eje geométrico un núcleo de mayor ó me­

nor espesor, segúlJ. los casos. 
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en la cual hay dos bcógnitas de modo que el problema es indeter · 
minado pero esta indeterminación favorece nuestro propósito por­
que podremos construir un sóljdo de igual resistencia, con una de 
sus dimensiones conocidas de antemano. 

l.er Caso b = constante h = variable representando h por y 
tendremos 

de donde y 2 = .. z6b.l.ft .. (l:c - x') =~~ . (1 x _ x') 
\ 

vemos por 10 tanto que la ley de variación entr e y y x es la misma 
qué existe entre la ordenada yabcisa de una elipse, (se cumple la 
colidición B" - 4 A C < o) : puesto que para x = o y x = 1; yes 
igual á cero, pasa por los apoyos; y como por ·ser de segundo grado 
en y el eje o x lo es de la curva, su eje mayor será 1; el menor 

1 se obtendrá haciendo x = .......... 1 con 10 que resulta 
2 

1 3 pi' 
é 

4 
R);···· 

De este modo dando á cada sección la altura y y haciendo. coinci­
dir todas las bases con el eje medio, resultará la forma que repre­
senta en proyecciones ]a figura 37. ConstruÍdo así el sólido no 
resulta simétrico; para conseguir este último, imaginemos que la 
paralela media de cada sección se confunde con el eje, y entónces 
la altura sobre dicha línea será la mitad de la anterior. de modo 
que su ley de variación se obtendrá sustituyendo 2 y' en lugu de Iz 
con 10 cual resultará una elipse del mismo eje mayor I y de eje 
menor mitad, la forma del sólido se vé proyectada en la figura 38. 

. .. 
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ka proyección horizontal es un rectángulo porque hemos dicho que 

es constante la base b. 

2.° Caso. Supongamos ahora h = constante y b == variable; 

repitiendo el mismo razonantient<) del caso anterior, llegaremos al 

cálculo y resultados siguientes: 

pasa por los apoyos; los valores de Z no son otra cosa que las or­

denadas con respecto al eje medio del contorno de la proyección 

horizontal. (Fig. 39) 

Para obtener un sólido simétrico, haremos b == 2 {' Y la nüeva 

parábola pasará también por los apoyos siendo sus ordenadas la 

mitad de las de la parábola anterior (lig. 40). La proyección ver­

tical es un rectángulo por ser Iz = constante para todas las sec­

ciones. 

3.e l" Caw. Cuando no encontremos motivo alguno para dar pre- " 

ferencia á que sea constante h ó b sUDondremos lo es,su producto 

b h =: tU y sustituyendo este valor en la ecuación (1) despejaremos Iz 

cuya ley de variación sería una parábola; de este modo para cada 

tU 
valor de x conocemos h y tU constan te de donde b = '""/i""' hay que 

observar que en los apoyos h = o y por lo tanto b = 00 resultando 

el sólido deformado: por este motivo aunque nos apartamos de las 

condivioHes teóricas de los sólidos de igual resistencia, se forman 

estos teniendo en vez de eje geométrico un núcleo de mayor ó me­

nor espesor 1 segúll los casos. 



~. 

-88 -

. 96 . Valor de la fleoha. .- Ya sabemos que se dá este nombre á 

la máxima ordenada de la línea media deformada, para obtener la 

ecuación de esta línea nos valdremos del cálculo siguiente: 

M i RY P =-= E':V p = : .... : .. :r .. ~ .-. = . ~y. .. = " .. ~. 
RY E.Y E Y Y Ey 

M= " ·······-
Y 

R . 2R 
por lo tanto p = ·E··· · ··.y/. ~ .h ..... - ................... . 

• - Eh 

1 
Y= ··u ... h, 

2 

Mediante dos integraciones obtendremos la ecuación de la fibra 

neutra deformada y fe x); por cada integración aparece una cons­

tante, cuyos valores se determinarán teniendo en cueni:a q ue cono­

cemos dos pares de valores, uno de la ecuación fin ita y otro de la 

ecuación derivada q ~e han de satisf acedos; estas dos pares de va­
lores son 

y=o 

x= ~ 
dy ~o 
dx 

1 
ál valor x = -......... corresponde y = flecha = f 

2 

97· Prisma empotrado en un extremo y oon su peso sus­
pendido en el otro. - Consideremos los dos primeros casos del 

problema anterior, partiendo .:le la misma ecuación de 

M :...- .~ ... y. .. _ si'endo Y = ...... ~... . . b h3 é y' -= ...... ~ ... h se tendrá 
y l :t 2. 



..... 1 .... R b h3 

12 Y1= ................................ . 
, .. r. ... h 

2 

. = . 

...:.. 89'-' 

.. R b J¡~ 
6 de donde 

por otra parte M = p (1- x) 

(2) resultando ,el problema indeterminado lo mismo que el anterior; 

consideraremos los dos casos siguientes: 

I. cr Caso. b= constante'!¡ = variable de la (2) se deduce 

2 6 p (1- x ) h = ....... , ..... . 
Rb 

ecuación de una parábola puesto que B! - 4 A e = o; para 

."C = l, h = o luego su vértice cor;-esponde al extremo libre, y el 

sólido afectará la forma de la figura 41. 

Si queremos que sea simétrico, tomaremos las secciones de moJo 

que su altura quede di vidida en dos partes por su eje ?e simetría lo 

cual equivale á dar á cada sección sobre dicho eje la alturfl h', obte­

nida sustituyendo en la ecuación anterior /¡ por zh': la nueva forma 

está indicada en la fieura p. 

2.° Caso. J¡ = constante y b = variable de la ecuación (2) se 

deduce 

6p(l-x ) b = .. , ......... . 
R h' 

según vemos la ley de variación úe b con respecto á x es la de una 

recta por ser de primer grado la relación anterior . La forma 'del 

sóli?o está indicada en la figura 43; si quisiéramos darle forma 

simétrica, tomaríamos para ordenada la mitad de lós vak>res que 

resultan para h f entonces afe:taria la indicada en la figura 44 J 

98. Prisma apoyado con nn pese en el centro .y carga 
uniformemente' repartida. - Represen tamos por: 

p - ca;-ga corresponc\iente él la unidad de lonii tud, 

12 
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I 

:2 D - longitud del prisma, (Figura 45) 

2 P - esfuerzo que actL1a en su sección media, 

La carga total del prisma aplkada á su centro de gravedad ó 

punto medio del eje será 2 P + 2 D P Y por lo tanto las reaccio­

en los apoyos A y B tendrán por valor 

1 . 
........ (2 P + 2 D p) = P + D P 

2 

Si consideramos una sección cuya distancia al apoyo de la 

izquierda sea x, para hallar el momento de flexión correspondiente 

cOl1si_deraremos los dos esfuerzos siguientes: 

reacción en el apoyo A, P + D P brazo de palanca x l 
. 1 ( por lo tanto, 

carga del trozo A x p x ldem .... 2 .... · x } 

por otra parte 

M = (P + p D) x _ ..... 1 .... P x~ 
2 

RY M= ............ · .... = 
Y 

2 

de donde ,se deduce igualando 

..... ~ ... R b h' =-= (P + p D) x - .... i .... 1} x' (3). 

resultando el problema indeterminado como en los casos anteriores 

considerando invariable b ó h res .. ltan los casos siguiente: 

l.er Caso. b = constante h = variable despejando lz de la 

ecuación (3) resulta 

lz2 = .. ~.¡; .. [(P + p D) x - .. · .. i· .... p ,x' ] 

la cual representa una, elipse por ser B2 - 4 A e = o : como solo 
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entra la segunda potencia de h el eje de las x es u~ eje de simetría, 

con quien ha de confundirse su eje mayor; los extremos de este eje 

se obtendrán determinando los valores de x Cl respondientes á 

h = o resolviendo la ecuación que se obtiene de este modo 

tendremos 

I
x=o 

(P+pD)-"' i '· px=o 

de donde se deduce que el eje mayor excede al del prisma; por esta 

razón. atendiendo también á que los resultados serían simetricos 

tomando por origen de abcisas el apoyo B, emplearemos la cons­

trucción !'iguieote: se trazan las dos elipses A e m y Be 12; 'ta por­

ción A e B marcada con linea seguida en la figura, nos representa 

la proyección vertical del contorno del prisma, la proyección hori­

zontal será un rectángulo. 

Si se quiere dar forma simétrica al ,contorno de la proyección 

vertical, se trazarían completas las elipses, pero con ordenadas mi­

tad de las an teriores figura 46. 

2.° Caso. h = constante y b = variable, .en este caso se obten­

drá despejando b de la ecuación (3) el siguiente resultado: 

vemos por 10 tanto que b varía con x del mismo modo que la orde­

nada de una parábola con su abcisa porque se cumple la condición 

B
t =- 4 A e =0. 
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P ara ha llár lo.s puctos en que corta al eje de las x ó eje del sóli- ' 

do, resolveremos la siguiente ecuación que se obtiene haciendo b=o 

1 " \ X=O 
2, ". p X· = O I 1 

(P+pD ) - Z" px=O 

Por razones análogas á las indieadas en el caso anterior, traza­

remos las dos parábolas A e m y B e n (fig. 47 ) siendo A C B la 

proyección horizontal del contorno del prisma; la vertical seria un 

rectángulo como indica la figura. 

Sí se desea simetría en el trazado, daremos á :a ordenada valo­

res mitad de los anteriores. y lo repetirelllos á una y otra región 

del eje, obteniéndose para proyeoción horizontal dei contorno, 
...... ,'ta 

'ACB D (fig. 48 (. " 

99- Sólidos €luya seGoión efeota la forma de doble T.-Para 
.{ 

justificar las buenas condiciones que presentan' es,~s 'sólidos, bajo 

los puntos de vÍsta económicos y de lijereza, vam~s á demostrar 

que con un 'Í.rea w, se puede conseguir 'dándole forma conueniente, 

que la sección de un sólido re,sista un momento de flexión M por 

cOl15iderable que sea, 

Sabemos que M tiene por valor M = ··f!::.f· de donde R = M{ 
siendo Y el momento de inercia de la sección y R la resistencia de 

la materia por unidad superficial. Empezamos dando á w la forma 
I 

rectángular que indica la figura 49., y supong~mos que sustituyen-

do en lugar de Y su valor y en vez de y el suyo A a, resulta para R 

un valor mayor que la indicada resistencia, claro está que el pr.isma 

se rompería por dicba sección, pero si la di vidimos eH dos partes 

.A ce e e y B b D d Y los trasladamos á ig~lal distancia del eje Y yJ, 
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se observa que su momento de inercia crecerá pro,orcionalmente 

al ctladrado de h por otra parte, y tam~ién crece-y es sensi~lemente 

igual á lz, de modo que el valor de R decrece semiblemente en la 

relación .. ~~ .. = h ó lo que es lo mismo dando á h un valor conve­

nien te podemos hacer que R sea igual á la expresada resis tencia, 

con lo cual hemos demostrado lo que nos proponíamos. Vemos 

por lo tanto que la mejor sección que puede darse á un sólido es la 

que indica laJi;:;ura, pero como esto es imposible, se unen las dos 

porciones A' C' y B' D' llamadas braros por un cuerpo que recibe el 

110 ~nbr.e de alma ó nervio. con lo cusl resulta la forma de doble T. 

Generalmente estos sólidos como todos los que hasta ahora h~­

m úS considerado, tienen que sufrir esfuerzos normales á su eje los 

que originan flexión y cizallamÍento; como con una sección de pe­

queña área w, no es posible , es!stir un esfuerzo cortante grande, se 

calcula el nervio de modo que por si ~ólo' sea capaz de resistirlo sin 

preoc J parse en él dc la flexión, así como en los brazos prescindi­

mos del cizallamiento, sabemos que donde uno es máximo por re­

gla general es el otro mínimo, y para estos casos es donde más con­

viene el empleo de la sección en doble T. 

100. Oonstrucción de una viga. en doble T de Ie:nal resisten­
oia. para una. oarga uniformemente repartida, (fig. So).-Re-

presentem03 por 

l . ....••... distancia entre los apoyos. 

h . .•.•..... separación de los centros de gravedad de los brazos. 

a • •.•••.•• , anchura del prisma, la cual es siempre dato de la 

de la cuestión. 

e • .....•.. , espesor de los mismos. 

Aplicando la fórmula 
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y tenieudo en cuenta que 

\ y = ..... ~ ... ; .~~.. . (*) 

¡ y = ~ (**) 

resulta 
1 1 M = .......... p 1 X _ .. ····· ·· px2 

2 2 

a e h2 

R 
2 

h 

2 

(*) Segun hemos dicho, .como solo nos ocupamos ahora del mo­
mento de flexión, prescindimos del alma del sólido por cuyo motivo 

1 . , yac h' lId . a eXpreSlOl1 = ................. ,,'.' representa so o, a suma e momentos co-
2 

rrespondien tes á los dos brazos cuyo valor podemos determinar fá­
' cílmente como sigue: si dividimos el brazo superior en elementos 
díferenciales tales como n cu ya área es e , d a tendremo~ siendo y' el 
momento de dicho brazo superior, 

a 
)¡2 

d y' = c. da, .. integrando y' = 2 e d a .= e ...... .... . a j ' h2 h2 

f_ .. ~ , .. 4 4 4 
2 

y como Y es igual á 2 y' resultará 

, e a 1z2 y= .......................... = 
4 2 

(**) . l' h Id" y no es exactamente 19ua a " ..... " .. a a mItlr este error es 
2 

para facilitar las fórmulas, porque de otro modo tendríamos que in­
troducir una nueva va¡iable en ellas; se comprende fácilmente que 
el error es más pequeño tomando para valor de la máxima orde­
nada la distancia h de los centros de gravedad, que haciéndolo á la 
inversa, 



de donde R a e h = -;-plx- ···i · p x~ (1); en esta ecuación hay dos 

cuntirlades desconocldas e y h, de modo que podemos fijar arbitra­

riamente una de ell::!s, determinando el valor correspondiente de la 

otra, de aquí dos casos distintos, de los que se deducen dos formas 

para el sólido de igual resistencia y sección en doble T. 

l. 0r Caso. e = constante y h = variable. Despejemos h de la 

ecuación (1) Y obtendremos 

h =- ·R ·~···C·· '( ... ~ ... pI x _ .... ; .. . p -",,) 

ecuación de una parábola en la cuaL vemos por anularse h para 

x = o y x = l que pasa por los apoyos) la ,ordenada máxima 

correspondería á x = .. J ... lo cual se obtiene aplicando las reglas 
2 

correspondiente: dicho valor máximo sería 

H = . -R~ -c - (--~ .. p l _ ... ~ .... - ... ; .. p ... ¡ .. ) . 
1 

R a c · C·¡···pf - .. ~ . p l' ) 
· 8··· pI' 

····· R····a····;; ····· 

Dos formas distintas pueden darse á este sólido de igual resis­

tencia; la 1." se obtiene tomando á partir de la recta que une los 

apoyos, los distintos valores de h (figura 51) Y la z. a tomando dicha 

altura h de modo que dkha recta los divida en dos partes iguales: 

de este modo el contorno de la proyección vertical sería una 

parabola cuya ordenada es mitad de la del caso anterior. (fig ) 5z . 

El volumen de uno de los brazos sería el producto del área a e de 

de su sección por la longitud del arco de parábola A B H pero 

atendiendo á que presenta poca curvatura, se sustituye en lugar de 

dicha línea la separación l de los apoyos con lo cual resulta. 
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v = a l e y el de los dos será V = 2 V = 2 a e 1 

aunque e en este caso es constante) vamos á ponerlo en función de 
la altura máxima) que como sabemos corresponde al momento 
máximo de flexión ó sea á la sección media; de este modo tendremos 

H ~R~' .k~:' ( 
8 R a eH = p P; e = ' 8 'R~ 'H( 

V=acl ~ 

P [3 

"-¡ "RH' 

2,° Caso. h = constante y variable el espesor e de Jos brazos 
Aunque hes, ccnstante podemos darle el valor que queramos porque~ 
la condidón que se há de cumplir es que sea el mismo p'lra todas 
las secciones; nL sotros queremos comparar el sólido obtenido, de 
este modo con el del caso anterior, y por ese motivo debemos de 
considerar en él la misma forma en la sección media) para la cual 
es condición indispensable que en dicha sección ambos tengan la 
misma altura; evidentemente es.ta altura H será la correspondiente 
á todas las secciones del nuevo sólido. despejando e en la ecuación 
(1) se obtiene 

e =,"R'H"a-'- ( + pI x _ .. ; _. P X2 ) 

ecuación de una panibola que pasa no por los apoyos, porque en 
este caso debemos tomar por eje de las x la recta e m (fig. 53) sino 
por 10s puntos e y m) de (ste modo soponiendo el sólido simétrico, 
resultará en proyección vertical e m d uno de los brazos y n r s 
el otro. 

Si tenemos en cuenta que la altura H es muy grande con rela­
ción al máximo val0r de e, apartándonos poco de las condicIones de 
los sólidos de igual resistencia, podemos tomar las para bolas hacie 
el exterio-r) resultándo el sólido que indica la figura 54 que es más 
resisten te que e.J a nterior pero en ca 11 bio más pesado. 
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El volumen de los brazos en este sólide para un trozo de lon­

gitud d x será 

. j,l j' 
d V':=: 2 a e d x de donde V' = ~ a e d x = 2 a o e d x 

reemplaz:ando en lugar de e su valor en fUl'lción de x 

f/2P lx- f/.px· . I~ r 1 f/. p lx-'/.px' e = .............................. , ............... ' .... " ............... se obtlene V _ 2 a .............. · .................... · ...................... · 
RHa .. o Ra H 

· .. R.~(tH [j' :f/SP 1 x d x- ./': f/S P x· d x ] =[.;.~ .... ~.~.- -

IH ... j.~J: .. 2 .. ~-~~-.... -3"~~"~ = .. ~--~ (--~ .... - -j-) 
pP 

6 RH 

101. Oomparaoión entre los dos sólidos en doble T que he­
mos obtenide.-El de forma parabólica correspondiente al primer 

caso, es peor que el de forma rectílinea que hemos obtenido en el 

segundo por ser más pesado, basta para ello observar 

V= ..... ~... P [3 
4 "R.'If V 6 3 v>V' 

el error cometido al determinar V, obra en nuestro fávor porque 

dij irnos era por defecto. 

No es esta la sola ventaja que presenta el sólido rectílineo so­

bre el parabólico, además de ser más ligero, su deformación es más 

pequeña, para lo cual observaremos que el radio de curvatura de 

su fibra medja deformada es mayor; en efecto 
13 
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EY RY EY 
M= ··············· = de donde _ .............. . 

p y R Y 

. d 1 l' Eh Sien o y = ... ... . Il se tIene p= ... . . 
z zR 

de aquí se deduce que p varía proporcionalmente á h de modo que 

crecerá con esta altura; - ahora bien, en el sólido rectilineo h es 

constantemente igual á H Y en el parabólico este es su valor máxi­

mo, de mod9 que p es mayor en el primero que en el segundo, ó lo 

que es lo mismo este último es menos rigido que el primero. 

Desde luego cuando se desee mucha flexibílidad, debe adop­

tarse la forma parabólica. 

102. Esfuerza de cizallamiento.--Según hemos dicho, al ner­

vio hay que darle el espesor necesario para que resista su sección 

aisladamente todo el esfuerzo de cizallamiento; para satisfacer esta 

condición llamando e' dicho espesor, su sección será representando 

por h en este caso la distancia entre los brazos, aplic,ando la ecua­

ción correspondiente al cízallamiento tendremos, 

¡ d MIl 
T = Rt w )T= ··dux · = ·2·· pl-px Rt he' = _l_p 1- P x. 

(w = he' 1 2 

Ahora bien, para que ésta ecuación se verifique, es necesario 

que las cantidades e' y h, sea c.ualquiera de ellas la variable, están 

elegidas de manera que su producto sea constante; de modo qu·e 

bien sea el sólido parabólico ó cilíndrico, el nervio tendrá siempre 

el mismo peso •. 
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~, Sagitas y elástioas. -Sa llama elástica á la fibra media 

deformada, y sagita ó flecha la ordenada máxima de la elástica to­

mando por eje de abcisas dicha fibra media antes de encorvarse el 

sólido. 

I<?4; Determinaoion de la fleoha.-El procedimiento que se 

deduce inmediatamente de la definición, consiste en hallar la ecua­

ción de la fibra media deformada A B (fig. 55) Y en ella si no se de­

sea gran exactitud, determinar el valor de y correspondiente á 

x = 1 pero si dicha exactitud es necesaria, el problema se complica, 

pues tendremos que emplear el procedimiento siguiente: hallar la 

longitud de un arco de elástica indeterminado, considerándolo á 

partir del punto A correspondiente á x = o ó sección de encastre: 

esta longitud será función de la abcisa del extremo del arco en 

cuestión, igualando á 1 esta longitud tendremos una ecuación en x 

la cual resuelta, nos dará la abcisa del extremo B de la elástica, y 

sustituyendo este valor en la ecuación y = f (x) de dicha curva 

obtendremos la flecha. 

Siendo estos cálculos muy pesados, se emplea para su determi­

nación de sagitas y tangentes á las elásticas el procedimiento que 

vamos á indicar, el cual es debido á Poncelet. 

Sea A B' la fibra media antes de encorvarse el prisma que supo­

nemos empotrado en su extremo A y A B la elástica; el problema 

que nos proponemos resolver. es determinar e B. Para ello supon­

gamos trazada la envolvente B 8' de la elástica, tomemos de ésta un 

elemento m m' = d s y tiremos las tangentes m n m' n', si además 

imaginamos trazadas otras tangentes de tal modo que la distancia 

entre 10s puntos de contacto de cada dos consecutivas sea d s obser-: 
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vamos que la sagita B e incógnita de esta cuestión se compone de 

la suma de sagitas elementales n K n' K' por lo tanto para 

hallar su valor, será necesario determinar el de uno de estos ele­

mentos é integrarl0 entre los correspondientes límites; determine­

mos por ejemplo el elemento n' K' = d f los triángulos n n' K' y 
m m' t semejantes por ser rectángulos y tener 'los áns-ulos K' n' n y 

t m mi iguales, d:m la proporción 

K' n' m t .... ·n .... ;i .... · = "m"ir/' y sustituyendo 
df 4x .... n· .. nt ·· = d s 

de donde df 
I d x = n n """ ............ -

ds 
en el triángulo n m n' se verifica n n' = m n t g d a = m n d a y 

como según la propiedad de las tangentes á la evolvente 

n n' = m B d a, 

sustituyendo en el valor de d f se obtiene; 

(admitiendo que la deformación sea muy pequeña y por 10 tanto 

A m = A q = x): por otra parte tendremos 

d s = P tg. d a = p d C1. 
1 da 

.. · .. d·s··-_ ... _, .... = 

de mnd0 que sustituyendo 

1 
df=(l-x)dx ........... . 

P 

M = -~" .. ~- ...... ~ .... = ....... ~ ... 
p P E Y 

é integrando entre o y 1 resulta 

f = e B = f: E.·'<~·v~Y d x = : .... j ..... ..... ~..z~" 
cuya expresión resuelve el problema, 
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105. Det~rminuoiÓQ d~l angulo que form.a oon el eje' sin de­
formarse un elemento oualquiera de la elastioa -Seq m m.' y rJ. 

el ángulo en cuestión, tendremos el siguiente cáh:ulo. 

m mi = d s = P d (J.} 

d d 
d s d x == P d S d. fX coso (J. 

x = s coso (J. 

d x = P d ()'.. coso rJ. = P d sen. rJ. 
dx d sen. IX = ................ . 
P 

M p(l-x) I p(l-.:xs)dx 
E y - ""''''''kY' ''' '''''' í d s~n. (J. = · ........ ····E·Y .......... · 

é integrando resulta 

P x' 
- "ifY ""'2"" + e = sen. (J. 

sol0 nos falta determinar el valor de la consta·nte e, para lo cual 

observaremos que la tangente en el primer elemento se confunde 

con la fibra sin deformar según las condiciones de empotramíento 

y por lo tanto á x = o corresponde rJ. = o Ó sen' (J. = o, sustitu­

yendo es.te par de valores simultáneos en la fórmula anterior resul­

~a la ecuación o = e quedando p¡¡.ra valor de sen ()'.. la ex.presión 

P P X2 
sen (J. = ............. 1 x - ............. . ........ . 

EY EY 2 

si ahora queremos el ángulo correspondiente al extremo B de la 

(elástica, haremos sensiblemente) x = 1, Y resultará 

Si se desea su valor en función del de la flecha, tendremos 
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f = .. } - P [3 x "i;}V de donde P = ·~ ···~3~·l; sustituyendo 

3 EY f 2 ............. ... 1 
sen <l = [3 3 E Y f l! 3 f 

·········2· E ·V ·········- = ····· 2 E Yil '" - ' 2' 1 

Observación. Hasta ahora hemos supuesto que el sólido era de 

sección constante de modo que Y también lo era, pero si se tratase 

de un sólido de igual resistencia, y será función de x; en este caso, 

suponiendo que la base de la sección es constante y variable su al­

tura, tendremos 

y por lo tanto Y = 'i~2 " b h3 ='/2' b (V .. ~.~.. )3 

= ············· b .. ......................................... '2 1 (6 P(l-X))..!! 
12 R b 

sus tituyendo este valor en las expresiones diferenciales de f y 

sen a é integrando de nuevo tendremos el problema resuelto. 

106. Trazado geometrioede la elástioa. - -De la ecuación 

M= .. ~.pY.. ... ó p= .. I?:.J .. , resulta, considerando como hemos hecho 

anteriormente un sólido empotrado en uno de sus extremos, 

EY. " d ' 1 . P = ............. _ .......... ) SI en esta expreSlOn amos a x va ores suceSIVOS que 
P (l-x 

varían en proporción aritmética, por ejemplo, obtendremos para 

1 -- x diferencias que varían de igual modo; si representamos es­

tas diferencias por l, [1, [Uf • •• y llamamos R" R tll R1. ,j etc., los co­

rrespondientes de p tendremos el cuadro siguiente, en el cual se 

indica también la construcción (figura 56.) 
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SecclOn de encastre A •.. R = ..... ...... . 
" E Y J tómese A o igual á esta mag-

P . 1 nitud y con centro en o, trá-

cese un arco A A' de pequeña amplitud l. 06 2.0 (*) únase A' ~on o. 

, B: Y ¡ sobre la recta A' o que se 
Sección que pasa por A ... R = ·············T·· 

Placaba de trazar, tomese 

A' o' igual á esta magnitud y tracese el arco A' A" en las mismas 

condiciones que el anterior. 

SeccIón que pasa por A ••. Rz = ... ......... ".. ., , . . " E Y {rePitase la misma costruc-

P 1 CIOn y aSl suceslvamente.: 

En el límite la elástica serie envolvente de la curva A A' A" .•• 1 

1 07. Caso en que los valores de los rádlos sean muy 
grandes.-Si esto ocurre no podemos emplear la construccÍón an­

terior porque los centros estarían fuera del dibujo y por este motivo 

emplearemos la siguiente suponiendo que la indicada particularidad 

empieza en el p.unto A" 

Eviden temente el ángulo de contingencia es igual al de los rá .. 

dios de curvatura, por lo tanto, si este es a. por ejemplo para el in­

dicado punto, prolongaremos el elemento A' A" Y trazandQ la recta 

M A" que forme con A' N el ángulo a. con lo cual conocemos la di­

rección del nuevo elemento; si conociéramos su longitud) bastaría 

tomarla en A" A'" Y continuaríamos de este modo hasta concluir 

la construcción. 

Para determinar la longitud A" A"', observemos que correspon­

de á un arco de rádio R~ y valor gradual a., de modo que si llama­

mos a t dicha longitud y a la del arco de igual número de grados Y' 

rádio unidad tendremos 

(*) Este valor gradual puede encontrarse para cada elemento, 
restando los ángulos que forman las tangentes en los extremos con 
la fibra media antes dedeíormarse. 
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.... ':r..t ..... = . R2 

de donde 
a 1 27tX IX 

a _······ .. · · .. ···············R 
2 7t xlcx 1- 360 I a 

27t 

IX 

360 
íd. a= 

360 

si suponemos IX = 2° tendremos 

. 27tX2 ' ÉY 
al ==== ····· .. ··, .. 3·(5·0· .. ···· .. ·- R~ = 0t ° 349 R, = ""p"Y; '" °1 0 349. 

CA,pITULO 7;0 

ResDalamiento longitudinal de las fiDras, motivado 
por la flexión da los sólidos. 

108. En la hip6tesis de considerar un sólido prismático como un 

haz de fibras yustapuestas, veamos de que m0do trabajan estas fibras 

por efecto de la flexión, y supongamos para fijar las, ideas, que se 

tra-ta de un prisma apoyado en los extremos y cargado de un peso 

en su punto medio. (Fig. 67) 

La flexión origina compresiones en las fibras situadas en la par­

te superior de la capa neutra e e y extensiones en las . capas de 

fibras situadas debajo. La intensidad del esfuerzo que produce estas 

extensiones .y compresiones que puede medirse fácilmente recor­

dando que en una .sección transversal cualquiera del prisma se 

verifica 

de donde se deduce 

RY 
M= ._ .. _.y" ---

My R= ........ y ...... . 

El valor de R suponiendo e~ sólido prismático como estamos 

haciendo y por lo tanto Y constante dependerá rl l' 1- ,f é Y de modo ... 
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que para ~studiar 1-1 'variación de R debemos considerar separada­

mente la de cada Una de dichas cantidades. 

Dentro de una misma sección transversal B B, es decir para el 

mismo valor de M, la q:sistencia que han de oponer las fibras á la 

extensión ó compresión depende solo de y de modo que su valor 

máximo, corresponde á las capas In extremas siendo nula en la 

fibra media h. 

Dentro de una misma capa a a de fibras, R depende de .M de 

modo que en el caso que estamos considerando, este máximo tra­

bajo .:orresponderá á la sección media r. Resulta de aquí que una 

fibra de un sólido p~ismátiLO, trabaja de distinto modo en cada 

punto de su longitud. 

Combinando las dos influencias de M é Y se tendrá la verdadera 

variación de R de una á otra capa En dos secciones A A B B (figu­

ra 58) hay igual distribución de valores de R pero si se comparan 

las fibras corres'polidientes á la misma capa, se halla que en la sec­

ción -A A trabajan mas que en la B B. Los puntos en que más tra­

baja el material corresponderán á los má.ximos valores de M é Y 

siendo en la figura los r y s. Se ha represen tado po~ intensidad. 

de tintas la correspondiente á estos trabajos resultando de este 

modo más visible la variación qU'e hemos estudiado. 

Fácilmente se obteadrán para otra cualquier pieza los resultados 

indicados: en las empotradas por un extremo teniendo un peso sus­

pendido en el otro los puntos r y s corresponderán á la parte más 

elevada de la sección de encastre. 

De estas consideraciones resulta, que si consideramos la super­

ficie común á dos capas de fibras a ax b b por ejemplo, (fig. 57) en 

un punto cualquiera In, se desarrollarán dos compresiones distintas 

paralelamente al eje de la viga, correspondientes á las dos capas de 

fibras á que pertenece al mismo tiempo dicha superficie común; y 

obededendo á la diferencia de compresiones¡ la capa superior a a 

14 
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ten 'ierá á resba.lar sobre la b b separándose por desgarramiento 

longitudinal. Lo mismo diríamos con relación á las fibras que se 

ex tienden. 

109. Gausa preductora del desgarramiento en un sólldo 
sometido a. fiexi9n.-Sl:1pongamos un sólido empotrado por uno 

de sus extremos y obrando un peso en el extremo libre, (fig. 59). 

Llamemos R la resistencia á la extensión por unidad s,uperficial 'en I 

un punto a y R' la correspondiente al punto a'. En la faja infinita­

menle pequeña m n correspondiente al punto a, el esfuerzo ó máS 

bien la reacción desarrollada por la materia tendrá por valor 

My 
F = Rw = R b dy =-= .. ··· ··V·· .. · b dy 

en la faja correspondiente al punto a', dicha sección será 

F' = !t' w = R' b d Y = _ ~/,r. ... h dy 
Y 

y según ya hemos indicado el esfuerzo que hace resbalar el prisma 

infinitamente pequeño de dimensiones b, d x Y dy sobre el inme­

diato inferior tendrá por valor 

F'-F= (R' - R)bdY= ·· ~/·y"" ~"" hydy = 

dM dM bydy 
"y ' by d Y = d x'" d x .. ... y ....... = 

= T dx bydy 
y 

La resultante de los esfuerzos que tienden á desgarrar la rebanada 

ABó lo que es igual á hacer resbalar su parte media superior sobre 

la inferior, se obtendrá considerando que la dimensión en sentido 

del ej:: de las y pasa á ser la mi tad de la altura de la sección del 

pr:isma reslu tante que se obrendtá integra·ndo la expresióJ,l (' -
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entrelos límites o y l/2 h considerando la variabilidad lo cual dá 

por resultado 

= T d X Jl/2h b " .. .r.u~Z? . = T d X j"/2
h 

o '/ubh- • o 

= 12 .... !..h.~3 ... :. .. Jol/3h y dy = 12 T d X ¡¡:, 

Tdx 
h 

lZ 

8 

·3 T d x 
2 h 

lzydy 
h3 

h' 

4 
2 

.... = 

110. Resistenoia a.l desgarramiento longitudinal de las 
fibras por nnldad superDolaI.-La expresión :¡ue acabamos de 

obtener, nos indica la resistencia al resbalamiento de dos prismas 

elementales de b.ase lí2 h X b Y altura d x puestos en contacto por 

una de sus caras laterales cuya área es b d x. El esfuerzo total del 

desgarramiento longitudinal, que tiende á hacer resbalar la mitad 

superior sobre la inferior de un sólido de resistencia, y por lo tanto 

á romperlo según una sección que pasa por su eje, bien esté apo­

yado ó empotrado por uno ó sus dos extremos, se obtendrá i:1te­

~rando la expresión anterio; para valores de x comprendidos· 

entre o y l. 

En el caso que necesitemos construir un!! viga formada por dor 

p01'ciones iguales superpuestas, es preciso conocer la resistencia 

que ha de darse al ligamento que las une, p¡:¡ra lo cual determina­

remos la correspondiente á la unidad superficial. 
. • I 

Para conseguirlo, siendo N' el esfuerzo que ha de soportar la 

superficie del área tJ.?' = b d x la resistencia por unidad soperficial 

que presente la materia, ha de ser igual ó mayor que dicho esfuer­

zo, de modo que llamándole R'f tendremos 
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R" 'b d x > ! ···!..t=··.. de donde Rtf > ~ T 
blz 

f 

siendo T el esfuerzo de cizallamiej-Ho que sufre la sección de área 

w = b h claro está que :._ .. ! . es el correspondiente á la unidad y 
bh 

como en su máximo la relación · ! .... tendrá por valor R resulta b}¡ . t 

que la resistencia R" debe tener un valor igual ó mayor que vez y 

media h co r respondiente al cizallamiento. 

CAPíTULO 8. 0 

111. Flexión por compresiÓn.-Consideremos un prisma A B 

(fig. 60) de longiwd 1 y sección rectángular apoyado en B y some­

tido á la l.!cción de UGa fuerza de compresión F con respecto á la 

cual es despreciable el peso propio de la pieza y admit,amos que por 

un procedimiento cualquíera los puntos A y B están sujetos á per-, 

manecer constantemente en la vertical A B. 

Si el prisma es de materia homogénea, -su eje perfectamente 

rectilineo y la fuerza F obra perfectamente á lo, largo de este eje, no 

puede producirse flexión lateral alguna, puesto que es igual á cero 

el brazo de palanca de la fuerza F. Pero si por una causa acciden­

tal cualquiera, como puede ser la acción del viento, el prisma Si' 

fiexa y adquiere la flecha j, nace un par de flexión cuyo momento 

es F . j y como consecuencia se desarrollará un par de fuerzas 

elásticas que ha de hacerle equilibrio. 

És te estará expres ado para una sección cualquiera m por la 

ecuación 

M=FX-y=-Fy 

representando por y. la ordenada del punto del eje correspondiente 
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á la sección que se considera, y dándole signo menos ptr e.l sentid~ 

en que se produce la, encorvadura; vamos á determinar el menor 

valor de F para que la flexión se produzca, para Jo cual acudiremos 

á la e:uación de la fibra media deformada . 

El momento M de fuerzas elásticas tiene por expresión 

Llamando Y el momento de InerCIa más pequeño correspon­

diente á las distintas rectas que pueden trazarse por el centro d~ 

gravedad de la sección, puesto que evidentemente la flexión se pro­

ducirá en el plano que encuentre menor resistencia, observa,ndo que 

d dy, 
1 d2 Y d x d tg , rt. 
'p'" =[;:2 = "" "'''d'';; "ci'x 

y sustituyendo en las ecuaciones anteriores tendremos 

d tg. rt. 
M = E Y '"'dx''''' E y d tg, rt. == M d x = - F Y d x (1 ) 

é integrando 

E Y tg. a. = - f F'y d x 

haciendo u = tg a. y s ustitu yendo en (1) 

~-FY=E, Y .. ,~,~ .. ~ 
EYdU~-FYd.rlH=u \ 

y multiplicando estas expresiones 

- F Y .. ~~ .. :=E E Y .. ,~ .. ,: .... u ó - F Y d Y = E Y u d u 

integrando eutre los límites y y f teniendo en cuenta que á y co-
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d y' 
rresponde u y al valor y = f corresponde u = d x = tg. I'J. = 

tg. o = o se obtiene 

- F fY Y dy = E Y 'fu u d u 
f' O 

de donde - F (y'-f) = E Yu' F (j"-y') = E Y u2 

sustbuyendo en vez de u su valor. 

é integrando 

y 
= are. sen. "1'· 

hemos prescindido de la constante en esta integración, porque el 

valor x - o debe corresponder y = o en virtud de la condición 

que impusimos al punto A de no poder separarse nunca de la ver­

tical en que se encontrabá al ~ rincipio. 

Si 1 es la abcisa de A. para x = l Y = o por lo tanto 

f sen. V:i:;:······~ = o f =F o 
'r ··F············· 

sen.V ·EY· l~o 

ahora bien, recordando que todos los arcos cuyo seno es cero están 

comprendidos en la expresión formular 

n '!t, (número exacto de semicircu,nferencias) tendremos 

. n2 '!t' E Y 
de donde F """ ................ ............... . ,2 
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y como tratamos de determinar el valor de F más pequeóo para 

qne la flexión pueda producirse, haremos n = 1 con lo cual queda 

determinado lo que nos proponíamos demostrar 

7t' E Y F = .. u.u •••• •••• u • • • 

l' 

en esta expresión susti·tuiremos por Y el momento de inercia mÍói­

mo; si la sección fuese círcular Y seria constante para cualquier eje 

que pasa por el centro del círculo, que se confunde con el de gra­

vedad, de modo que la flexión se produciría en cualquier plano 

vertical. 

112. Oaso en que el punto medio del solido este obligado a. 
perma.neoer en la vertloal que pasa por el apoyo.-(Fg. 61) En 

este caso podemos aplica r cuanto hemos dicho relativamente á la . . 
ecuación de la fibra media deformada. de modo que ésta tendrá la 

misma forma, variando solo la relación entre sus parámetros, di­

cha relación se Qbtendrá teniendo en cuenta que para x =1/2/ se 

h~ de verificar Y .= o y por lo tanto nos resultari la siguiente 

ecuación condicional 

sen· z V'; y = o de donde ··{ ····V .. ·i;·:· = 1l 7t Ó 

4 -:;;2 n' E Y F = .. _ ....... u •• / " •••• • ••••••••••• 

El mínimo corresponde á n = 1 de modo que 

4 1t' E Y F= ....... _ ... -
1 

resultado conforme con el anterior y Jas condieiones mecánicas de . 

la cuestión, porque mientras mayor sea el número de puntos fijos 

más dificil será la flexión. 

En general será el equilibrio est¡\ble, cuando el esfuerzo de com­

presión sea menor que 
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EY n 2 

·· .. .. ji· .... · .. (m + 1)' 

designado por m el número de puntos fijos. Decimos que estas son 

las condiciones de estabilidad, porque en el momento que la fuerza 

de compresión adquiera el indicado y por cualquier causa acciden­

tal GOmience la flexión por pequeña que haya sido la flecha el mo­

mento de rotura será muy grande, así es que el de las fuerzas elás-

ticas, 
RY M= ...... · .............. .. 
Y 

no podrá hacerle equilibrio; aumentando la encorvadura y por con­

siguiente cada vez mas la flecha hasta que el sólido se rompa. 

Si por el contrario F tiene un valor menor que el que hemos 

calculado, las fuerzas elásticas podrán equ'ilibrar al momento de fle­

xión, y cuando desaparezca la causa accidental necesaria para pro­

ducirla, volverá el sólido á su forma primiti va. 

De esto resulta. que la carga de seguridad no será la que hemos 

calculado sinó una fracción ..... : ......... de ella dependiente de la sus 
, m' -

tancia que forma la barra, así como de la solidéz que se desée ob­

tener en la construcción. 

113. Experiencias de Mr. Hodgkinson y Rondelet sobre la. 
resistencia del hierro y las maderas -A las vigas de madera se 

las dá generalmente una de las formas rectangular ó cuadraia, cons­

truyéndose siempre mJcizas. Según la fórmula hallada 'para el caso 

de obligar solo U il O de los puntos de la viga á permanecer constan­

temente en la \ertical que pasa por el apoyo, y teniendo en cucnta 

cada una de las ecuaciones anteriores, calculemos el esfuerzo de ro­

tura que á cada una corresponde 

E y 7<2 

N = · .... ·· [0 .... · ... sección cuadrada ..• y = 
12 
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-id rectangular ... y = ...... ~..... b3 h 
12 

como vemos K es un coeficiE>nte que solo depende del módulo de 

~lasticidad ó sea de la naturaleza de las maderas. 

Según RORde4et un cubo tanto de roMe como de píno, se rompe 

por compresión mediante una carga de 420 kg. por centímetf0 

cuadrado y Hodgkinson, aUfolque staS experieRcias en este punto son 

muy reducidas, ,también ha podido llegar á modificar mediante 

dertos coeficientes de c0rrección fas fórmulas anteriores, obteniend9 

otras más prácticas; han deducido ambos e.xperimentadores que las 

cargas de seguridad en wndíciones medias deben ser la l/ID parte 

de ,las de rOtura. 

Las columnas de fundición se construyen macizas ó huecas 

pero generalmente de sección circular; a¡:>licando las fórmulas obt~­

nidas resultan las siguientes cargas de rotura. 

Columna maciza ... y = ..... 1 ..... 1t r" 
4 

1t2 E Y 1'3 E r" N = ··············¡···2············· = ......................... . 
4 P 

4 

r " r 4 

· ············ ~K ··· ··· ····· ·-¡z - r 

{dcm hueca ... Y = ... 1 .... 1'(r"-r'4) 
4 , 

1" E Y N =z: •......................... = 
l2 

7t 3 E (r 4- --, " , -~) ~ 3 E r 4 _ r' 4 
················4"/" ....................... = ········4 ·····················i ' ··········· 

K como en las maderas, depende solo de la clase de hierro. 

En [unción de los diámetros. 

15 
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= K' .. · .... ·· 
l2 P ¡maciza ... N ' . . ' ~~4~2~ ~" _ 7t~:~' - .. r.~4E 

7t3 E r 4 _r'4 7t3 E d4_d4 d4_d'" 
hueca ... N = . 4" .. : .... l2 . = ' 64 . i2 .......... =K' .... · .... ·Z ... · 

Mr. Hodginson ha deducido de sus experiencias. 

1 • o Los p'ri~mas de hierro éelado, cuya jongit~d sea á lo más 

igual á cinco veces el diámetro, sometídos á un esfuerzo de compre­

sión' no se doblan para romperse; lo macen por aplastamiento sim­

plemente cuando aquél llega á ser próximamente de 63 kilógramos 

por miHmetro cuadrado. 

2.° Cuando la longitud se halla cO:rllPreBdida entre 5 y 25 veces 

el diámetro, los prismas se rompen por flexión y aplastamiento. 

3.° De 25 veces el diámetro en adelante, la flexión es inevita­

ble, aún para esfuerzos mu~' moderados respectGl de los que pueden 

soportar los prismas cuando se rompen solo por aplastamiento. 

4." Las columnas de ba ses planas ofrecen mayor resistencia 

que I;uando estas son redondeadas á igualdad de las demás con­

diciones. , 

5.0 A igualdad de altur.a y cantidad de materia, las columnas 

bombeadas resisten más que las cilíndricas, siendo el aumento de 

las primeras, l.a séptima ú octava parte de la resistencia correspon­

diente á las segundas. 

6.° Bajo la misma hipótesis de entrar igual cantidad de materia, 

las columnas huecas resisten más que las llenas, y las que tienen 

por sección una cruz. 

Estos hech0s estan de acuerdo con 10 dicho en la teoría, y casi 

todos con gran facilidad podríamos justificarlos. 

De estas consecuencias han de~ucido Hodgkinson y Love, la 

manera de introducir en las fórmlllas que acabamos de obtener, 

coeficientes de c~rrección con objeto de hacerlas más aceptables". 
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Las cargas de seg.u'ri':bd también han deducido que son la sexta 

parte de los valores encontrados para las de rotura. 

C:APÍTULO 9. 0 

Manera- de aumentar. la resistencia de,los prismas 
de gran longitud.-

114, Vigas a.rmadas.-Siendo nece~a'fitfeh algunas m'iquinas 

el empleo de vigas de considerable longitud, sometidas á la acción 

de su gran peso" además de los esfuerzos ó cargas que en cdistitl1 tos 

puntos han de soporta·r, se fj.e xion·aríaIl: Ó' romperían con gra'l1 fad­

lidad si además de los dos apoyos de los eJl:tremos, no se aumentase: 

su resistencia con otros in,termedios;. estos ndleVo.s apoyos.' podrían 

ser columnas en que la viga descansase, pero este.. sistema tiene por 

grave inconveniente, dificultar las operaciones- mecánicas del taller 

y por este motivo se hace uso de 19.s viga-s armadas, que consisten 

en una viga A·e (fig, 62), apoyada en sus extremos A y e, tenien­

do uno ó varios apoyos intermedios tales como el B, facilitado po~ 

la mangueta o B¡ l1ls piezas o A y o e que sostienen la mangueta, 

se· llaman tirfZntes- ó- pares: resulta, por lo-tanto, que en un;¡ ,. viga. 

armada se llamal1' manguetas, las piezas que directamente la sus­

tentan, y tirantes-aquéllas que es ~ando fijas á los' muros de la cons­

trucción, apoyfrn á las manguetas', 

Las vigas armadas pueden serlo ' Ínferior Ó' superiormente; la­

figura 620 representa una armadura inferior, y la armadura superior 

varía de el'la, en que los tirantes están por encima de la viga; á las 

maniuetas se dá en este caso el nombre de péndo la s~ 

Vamos á ca.Jcular las dimensiones de todas las pi'ezas que cons"; 

tituyen una viga armada, y para ello, supondremos que en cada uno 

d e los vértices del sistema fonna do por la viga, péndolas ó manj 
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guetas y ti-~~~tes, hay una articulación, de mode que -mediante la 

acción de las fuerzas e:¡,teriores; pueden ocasionarse dos deforma<'" 

ciones distintas, que necesitamos evitar; estas deformaciones son: 

flexionarse los lados del polígono. v:ariar sus ángulos. 

Para que no tenga:n lugar, ~s necesario :que se cumplan 1a,s doS' 

condiciones siguientes~ 

l. a Ha de haber equilibrio entre "todas las fuerzas exteridres. 

2. a Equilibrio en cada elemento de la viga, de las fuerzas exte­

riores que le estan apli€:a"das, y de las reacciones de fos eleniedto s 

contíguos. 

1.a primera condición dá el medio de determinar las reacciones 

en los apoyos: la segunda, servirá para hallar las fuerzas de exten­

sión ó compresión á que se hallen sometidél's cada una de l.:!s piezas. 

bas fuerzas exterioTes- pueden todas estar aplica:das en los vérti­

ces de la construcción, y en este <taso serán de extensión ó compre­

sión los esfuerzos que han de sufrir cada uno de los lados, y si 

alguno de estos está sometido aaemás á la acción: de una fuerza que 

obra en (malquiera de sus puntos, tendremos que éonsiderar en él 

un esfuerzo de flexión. Como ejemp'lo de lo que acabamos de decir' 

consideremos la viga de la figura 62 en la cual son vértices articula-o 

dos A, 0, C y B; si prescindimos de su peso, y supon"emos que en 

el punto medio B-actúa una carga 2 P estaremos en el primer caso, 

porque dkha fuerza exteriOT, obra en una ¡¡,rticulaóón, y no hay 

ninguna que actúe en un punto tomado arbitrariamente en uno de 

los lados; pero si además de la expresada carg,a, admitimos otra 

uniformemente repartida, cada uno de los lados A B Y B e estaría" 

sometido á un nuevo esfuerzo en su punto medio, y entónces todos 

menos los dos indicados que pueden flexionarse, estarían solo ex­

puestos á compresiones y extensiones. 

liS. Para el cálculo de las dimensiones, solo necesitaremos co­

nocer la intensidad y naturaleza del esfuerzo que cada elemento 50-
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porta y aplicar las fórmulas que hemos encontrado'. Se pueden 

seguir dos proce'dimientos que son el analítico y el gráfico; éste úl­

tinio es el" que utiliiaremos, pero antes vamos á ver el modo de 

proceder analíticamente, calculando las dimensiones de los distintos 

elementos de una viga apoyada en sus extremos, y armada en su 

punto medio por Ulla marlgueta y do"s tirantes sometida á una carga 

concentrada m6vil y otra uniformemente repartida. Sean h (figura 

62) la longitud de la vigueta, l' la d.e los tirante~, i 11a d'e la viga, 

2 P la carga concentrada, p la carga por unidad de longitud, _T la 

tensión de lds tirantes y (j¡ el ángulo que estds rorrilan co .~ la hori­

zontal. 

Considererl10s la: parte A B de la viga, y puésta que deseamos 

que no se flei ione qúedando siempre horizontal, será necesario que 

la sum'a de momentos de todas las fuerzas que obran sobre dicbo 

trozo, con relación al punto B correspondiente á la secdón meJia 
I 

sea igual á cero. Dichas fuerzas son: la reacción P' en el apoyo A 

<zuyo brazo de palanca es 1, la carga uniformémente repartida p 1 

cllyo l:iráio de palanca es .... : .... l, y por último, la co~ponente nor 

mal de la tensión T correspondiente al tirante A o. Aplicar do los 

convenios admitidos pára los signos de los momentos t-endremos la 

siguiente ecuación condicional, que nos vá á servir para determinar 

el valor de la tensión T. 

1 
M = P' 1 - · .... · .... ··· 1 P 1 - T l sen r/; = o, 

2 

sl1Stitl1 yendo en lugar de P' y sen (J. sus valotes respectivos 

h 
sen (J. = ''''jr '' 

resultará 

M = PI + p f .. ·- ~ p r - T l .. {~ ... = 0, 
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de donde 

P+ 2 " Pl=T " ~~:"' (1) 
y despejando el valor de T 

t' 'f =t ...• (2 P + P l) ( 2 ) 
z/z 

Este sería el valor q'le hemos de dar á la tensión del tirante, si 

la carga fuese,frja, pero' €omo está en movimiento, es necesario exa­

minar como varÍ'a e1 momento de flexión correspondiente á la sec~ 

ción del cen-tI'o', "mando la expresada cargg se mueve desde B hasta 

e. A med·hta· que 2 P va acercándose á e, el término P de la ecua­

ción (1)', v'a decreciendo llegandQ á anularse cuando la carga actúe 

en dicho extremo y la ecuación se reduce á la siguiente: 

i 

2 

Iz 
pl==T l' de donde 

l' 
T= ... .. p Z 

2h 

~ste valor, no es el mismo que anteriormente hemos obtenido, y 

como á la tensión solo podemos dar un valor observemos en que ~e 

convierte el momento M de flexión haciendo P = o y dando- á· T 

el vaior de la fórmula (2) 

M = ... ; .... pP-l ~. l' 
'2:--¡f" (2 P + P' Z) -

=J l .. P P _ P l _ .... ~ .. p l'==. - P l 
2 2 

lo cual nos indica que la viga se flex,ionafÍ.a en sentido ' CO'l1tt'at'io., 

Esto 110S ha.:e ver que convendrá dar á' T un valor tal, que produz­

ca dos flexiones iguales y de sentido contrario. porque· de este modo; 

al recorrer la carga toda la viga, ambas flexiones · se l1-,;utralizarían' 

quedando horizontal. 

Para conseguir esto, determinaremos á 'r coa 1'a aond'ición de 

q-ue cuando 2 P actúe en el centro ~ 



M = ... ~ ... PI 
2 

y 
í 

M =- .. PI 
2 

cuando obre en uno de los extremos De esta ma,ne "a resulta pa ra 

momento de flexión positivo cuando 2 P actúe en B. 

1 h 
M = P 1 + ... ; .... p [2- T · l' 1 = 2 P 

de donde 

P 1 . P 1+ ó bien . 
2 

1 h 
2 P + .... 2, ... p 1 = T l' 

y para momento negativo cuando 2 P obre en e 

1 . h 1 
M = .. ..... p 1'- T ··· , 1 = - _ ..... P l de donde 

2 l 2 

y 
r 

T = . .. (P + pi) 
2h 

que es el valor Rnteriormente encontrado. 

116. Oáloulo de las dimensiones-Para la viga A e tendremos 

en cuenta el esfuerzo de flexión que según hemos dicho tiene por 

momento en la sección peligrosa 
1 

M= ········· .. ·· p 1 
2 

otra parte 
RY 

M == ...... .... resuita la ecuación 
y 

y como por 

.... ~ .... P 1 == .. ~ _y. 
2 )" 

en la cual sustituyendo en lugar de Y é Y sus re~pectivos valores 

.... 1_ .... b J¡~ Y ...... 1 ..... J¡ obtendremos una ecuación con dos indetermir 
12 2 

nadas b Y Iz pudiendo disponer arbitrariamente de U¡1a de ellas. 

Las dimensiones de los tirantes se obtendrán apli..::ando la fórmula 

N = R w correspondiente á la extensión simple, en la cual Ñ ré"­

prcsepta el esfuerzo T que hemos calculado. 

• 
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Nos queda sohmente conocer el esfuerzo de c0mpre~ióq á que 

se encuentra sometida la mangueta o B, para lo cual compondre­

' mos según su dirección las tensiones de los tirantes; la componente 

.. de uno cualquiera de ellos tiene por valor T cos. (-: ... - a) = T X 

sen. a siendo por lo tanto el esfuerzo de compresión que soporta 

dicha mangueta, 2 T sen a. Las .dimensiones se o.b~endr¡í~ por la 

órmula N = Rw de donde se deduce l.JJ _ .. ~.. Y sustituyendo en 
. . ' ~ . " 

lugar de N su va!or se obtiene 

2 T sen q, 
IJ)= ···········R ············· 

117. Oa.lculo graJico.-Para el cálculo ' ,gráfi~o supondremos 

que todas las cargas obran concentradas en punlOs c,ie ¡a viga apo­

yados mediante manguetas, es decir, que las distintas fuerzas actuan 

en vértices del p0lígono formado por las piezas, estando por lo tanto 

en el caso que todas ellas sufren esf~erzos de extensión ó compre­

sión. Para determinar estos esfuerzos, aplicarem.os .en cada v,értic~ 

la condición de eqpilibrio entre las extensiones ,ó compresiones CQ,.. 

rrespondientes á las distintas piezas que en él se reunen, tenienll.O 

en cuenta que todas ellas obran según el .~je de simetría de la pieza 

corre~pondiente, y que. graficamente la e0ndición de equilibrio de 

un sistema equivale ·á la de cierre del polígono de fuerzas. De 

este modo obte.ndremos par a cada vérti¡:e uD: polígono distinto, y 

toclos reunidos por tener cada uno un lado común con el siguiente 

formarán la figura llamada diagrama de fuerzas. Elegiremos una 

escala geométrica para representar las fuerzas conocidas por ser 

datos de la cuestión, mediante líneas rectas, y pasando inversa­

m·ente con las incógnitas, cj.e las magnitudes geométricas. á las fuer­

zas, tendremos conocidos los esfuerzos N correspondientes á cada 

pieza, con lo cual y el empleo de la fórmula N =- R w, siendo R la 
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resistencia por unidad superficial á la extens~ón ó c0mpre.siOn, de­
rerminaremos las dimensiones. Tant~ en los diágramas como en 

tas armaduras representa,remos por una linea sencilla los esfuerzos 

de extensión 'y dibujaremos de trazo doble las de compresión. 

118. Armadura de una sola. mangueta. .-Consideremos la 

viga A B C, (fig. 63) que soporta una carga 2 P conce~trada en su 

punto medio B. Las reacciones en los apoyos A y C, tendrán cada 

una por valor la mitad de la carga total ósea P. 

El diágrama. de fuerzas se obtendrá empezando por establecer 

el equilibrio en el vértice A, para lo cual como conocemos la mag­

nitud y dirección de la fuerza P que obra en él. y les direcciones 

A D Y A B de las otras dos fuerzas, trazaremos la recta a e cuya 

magnitud sea equivalente en la escala adoptada á la fuerza 2 P, si 

esta recta la dividimos en dos partes iguales, cada una de ellas re­

presentará .las reacciones de los apoyos; tomando la mitad superior 

a b como represeni:aciSn gráfica de la relceión correspondiente al 

apoyo A, y trazando por los puntos a y b paralelas respectiva­

mente á la viga y al tirar~te A D, tendremos en 1 y 2 la magnítud 

de los esfuerzos á que estas piezas están sometidas, falta solameflte 

determinar la naturaieza de esto , esfuerzos 10 cual conseguiremos 

obs~rvando que en un polígono de fuerzas tal como el a d b todas 

tienen sus direcciones de modo que siguiendo su sentido, se recor· 

va el perímetro de una manera determinada y como el sen tido de 

la fuerza P es el b a, resulta para los 1 y 2 respectivamente a d y 

d b Ó, lo que que es igual la viga se encuentra solicitada por una 

fuerza en l~ direcdón B A que la comprime y eL tirante de la iz­

quierda por otra, que actuando en el sentido A D produce una ex­

tensión. 

Pasemos ahora al vértice ó articulación B, en donde nos encon­

tramos que actuan cuatro fuerzas, dos conocidas en magnítud y di­

rec~ión y otros dos en dirección solamente: podemos compo:ler las 

16 
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"dóS' tdó'OctJas y descbtntto'oer su restl-Itante como en el caso 'u'¡He­

, i fiar,'" 1ll 'cÓmpbsición 'de' las' fuerzas I y 2 P que actuan enJB, dá por 

" res(rl'tante la 'ft1~ria 'd e dirigida' 'Según e d, porque las fuerzas 2 P 

obra' en la é1irecd6n 'a e sIendo en su consecuencia a e d el sentido 

"en " q(ie~ hay qUé recorrer~el ' perímetro del polígono correspondiente 

' ál 'vertice'-B¡ al' recorrer ' de e'ste modo el perímetro del triángulo 

a" e d se obtiene para sentido de la fuerza. 1, el a d opuesto al ante­

rior, lo cual es muy nalur:il porque e'stamos considerando como 

" ,¡¡'rillas 'rigidas las porciones comprendidas en tre cada dos artícula­

'(dones y 'para ' que el equilibrio exi'Sta separadamente en cada 

' úÍla .le ellas. se necesitan dos fuerzas iguales y contrarias, de 

~módo que si en el vértice A actúa una fuerza 1 en la dirección A B 

en el vérdce B ha de ob,rar otra fuerza de la misma magnítud, diri­

gida según B A; así es que la compresión 1 tiene distiuto sentido 

según que" se" considere al vértice A ó el vértice B, Conocida la 

magnítud y sentido e d de la resultante de las fuerzas que obran en 

el vei'tice B , consrruiremos el triángulo correspondiente trazando 

'1'os' e e'y' d e paralelas á )a viga y á la mangueta B D, de este modo 

tenut'emos 'en e e y de los esfuerzos á que respeclÍvllmente se en 

- cuelitrarr sometidas las piezas indicadas que por obrar en los sen­

, tidos B ID Y B C producen ambas compresiones, 

Por último componiendo ¡'a~ fuerzas 2 y 3 tendremos en e b la 

' di'rección y sentido de la fuerza' á que está sometido el tirante D C 

que por obrar según -e D lÍ'ende á extenderle, 

Podrfamos haber construido para el vértice e el triángulo b e e 

, análogo al a d b pero el diágrama de fuerzas es simétrico con rela­

" dón á la par'alela trazada por b al lado d a, del mismo modo que 

la armadura lo es con relación á la recta B D, 

1'19 r Arma:dura de dos/manguetas. (Fig, 64, )-En los púntos 

"S y ,C ,equidistantes de los extremos, actúan dos fuerzas iguales P, 

. 8iet~cl01 por lo tanto, iguales y ct:>ntrarias á estas fuerzas las l'eacdQ-
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nes 'de ·10s· apoyos·. To,lllol,ellílOs la fuerza ,a tb igua-l á J~ . y ttazlltldo.)l!J:s :, 

para.leJas a e y e b al trozo. de viga A B Y al tiI:1liflte ;.Á. El tendremos : 

el triángaro b a e que nQS dá la dkeec.ióFl y sentide de~los esfQ~rz.(i).s : 

soportados por cada una de-diehas, piezas ' q\le· resultan cOO1j'lr.esión . 

para la mangueta y extensión para el Hrante. La fl..lerZ:a ·2 .co:¡;¡sidera~a 
actuando en el vértice E, tiene la. dirección b"c y, descQmp).lesla~en ¡ 

las~ direcciones e d y d b nos dá un nuevo triángulo .con 10.3:esfuer-.· 

zos de comp,resión y extensión que respectivamente corresp(;mden ·á:. 

la mangueta B E Y al tirante E F , Ror último, componiendo las ,tres · 

fuerzas P, I Y 3 que obran en el vértice B tendr~mos en b .d la:--d.j- . 

rección y sentido del· esfuerzo de compresión 4 soportado. por· el 

trozo Je viga Be. 
Si las ,cargas que a :túan en los puntos B y e no son iguales, no 

puede admitirse esta armadura¡ por que al considerar la par,te de la· 

derecha obtendríamos para el esfuerzo de compresión c.orres~(?)n­

diente al trozo B e, un valor distiñto del 4 que últimamente hemo.5 

calculado, lo ·cual. se opone al equilibrio de dicho tro.zo cons.ideradp . 

como var,illa seguida. Se hace necesario en este caso el en1ple.o·· d:~. 

dos nuevos tirantes los cuales r~pres.enta. de puntos. la figura. en B:F­

yEe. 

120 Armadura de tres manguetas. (Fig. 65 ,.)-Sea la vig~a 

A B, e D E en la cual actúan tres fuerzas en los. pu.n to3 B, G :>: P., 
ig.uale.s entre sí; las reacciones en cada uno de los aRoyos tiene.Q - l~ : 

magnitud 3 P. Empezaremos descomponiendo la fuerza 3 Pr=a!J. c .J 

en otras dos e a = I Y e e = 2 que representr-n r,es.pectivamenfe 

la compresión del trozo A B de viga y del tirante A F: despué,s, 

compondremos la fuerza 1 con la a b = 2 P descomponi~ndo ense­

guida la resultante b e en las e f y f b que son las cOlJ)pre.sio.ne.s 3. 

y 4 que soportan la mangueta B F Y el, trozo B e de. vig,a. l?a.sap.qQ¡ . 

al vértice F comporndremos l'as fuerzas '2 y 3 obte.ll,i~I}¡iQ, p.GlI! r,e§ulr--" 

ta.nte la f G que á su- valí d~s.G.Qmpue...sta, ~rQP.Q.I:G..iQIHl, l~ e_xt-eI}:sj!m~&;~ 
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5 Y é de los tirantes F e y F G. Siendo evidentemente iguales las 

extensiones 6 y 10 trazando la e lz paralela á G H é igual á 6 se ob­

tiene la compresión g h de la mangueta e G; no continnamos las 

construcciones por la simetría que presenta la figura. 

121. Armadura de varias manguetas.--Sea la viga A J 
apoyada en sus extremos y reforzadas por siete manguetas en cada 

una de las cuales soporta una carga concei1trada igual á 2 P: (fig. 66 ) 

el cálculo gráfico se hará como hemos indicado en los casos anteriores 

recorriendo sucesivamente los vértices A, B Y K pero al llegar al vér­

tice b, tropezamos con el inconveniente de tener que descomponer 

la ún-ica fuerza conocida 6 en tres direcciones y si nos vamos al e 
también hemos de descomponer d: igual manera la regultante de las 

fuerzas 4, 5 Y 2 P: estas operáciones son imposibles de efectuar, 

pero se salva la imposibilidad determinando la fuerza 7 por la con­

si:leración de sér resultante de la cargá 2 P Y las componentes ver­

ticales de las extensiones sufridas por los tirantes 5 y 9 los cuales 

son iguales por apoyar estos tirantes á manguetas igualmente com­

primidas. Para obtener la fuerza 7 en el di'lgrama trazaremos la h i 

la cual vemos se compone de tres partes que sucesivamente son, la 

componente según su dirección de la fuerza 5 una magnitud igual á 

2 P Y otra igual á la primera; pasando ya el vértice L compondre­

mos 7 con 6 obteniendo por resultante la i e que se descompone en 

las 10 y 11 continuando de igual modo sin dificultad alguna con­

cluiríamos la construcción. 

122 Armaduras de oubiertas.-Estas armaduras pueden con­

siderarse como vigas compuestas de un cordón superior, formado 

por partes poligonales (figs. 68 y '69) ó curvas llamadas pares, y 

un cordón inferior, recto ó poligoL1al, que recibe el nombre de 

tirante; el núcleo, semej an te al alma<de ,las vigas, está constituído 

por combinaciones de piezas comprimidas, (montañtes, manguetas 

Ó bielas y piezas extendidas, (pendolón, péndolas, tirantes, etc.) 
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La parte esencial de una armadura, está constituída por dos ó más 

piezas proyectadas en el contorno superior rayado en las figuras, 

sobre las cuales se apoyan horizontalniente listories unidos median­

te las piezas que forman el núcleo interior. 
I . 

123 Clibierta sin ninguna mangueta (fig. 68).-Supongamos 

que en la arista superior de la cubierta actúa una carga 2 P con lo 

cual serán iguales á P las reaaciones en cada uno de los ap0yos; 

partiendo de la fuerza a b = P se construye el diagrama de fuer­

zas con mucha facilidad, de manera análoga á la indicada en las 

vigas armadas. 

Cubierta oon dos maDguetas.-~a figura 69 representa -

esta cubierta así como su cálculo gráfico que no tiene ninguna di­

ficultad. Solo en él se ha tenido en cuenta la mitad izquierda de la 

cubierta por ser simétricas las construcciones. 

125. Armadufc1, de un sólido empotrado .-Consideremos una 

pieza fija, empotrada en sus extremos B y C (fig. 70) cargada con 

un peso P normal á su eje de simetría. Para el cálculo gráfico to­

maremos a b = P y trazando la a ¡; y e b tendremos los esfuerzos 

J y 2; el primero lo descompondremos en 4 y 3 mediante el trián­

gulo e b e y el segundo en los 5 y 6; pasando al vértice siguiente, 

compondremos las fuerzas 3 y 5, para lo cual trasladaremos el es­

fuerzo 5 á e f dando por resultante ]:a f b que á su vez' descom­

pondremos en 7 y 8; continuando de igual manera, al llegar á las 

fuerzas 15 y 16, 17 Y 18 quedan conocidos los esf?erzos que sopor: 

tan todas las varillas, pero el \ polígono no se cierra,- para conse­

guirlo compondremos las fuerzas 15 con 17 y 16 con 18 . obteniendo 

de este modo, las reacciones que los apoyos han de ejercer sobre la 

pieza , para asegurar su esrabilidad. 

126. Viga de la grúa de 60 toneladas.-Col1sultando la fipu­

ra 67 se comprende enseguida la manera de efectuar este cálculo 

gráfico en el cual no se han representado por líneas de puntos como 



- 126-

en los· ejemplos anteriores las resultantes parcial.es parl no compli­

carla. 

El diagrama de fuerzas, se compone de dos partes simétricas .. que 

se refieren á los análogos de la viga. COIT\pouiendo las fuerzas . 16 y. 

18 Y esta resultante con la simétrica de 16' y 18~, obtendremos. una 

fuerza, que aumentada en la carga.2 P, nos dá el esfuerzo que so­

porte la varilla 19 .• 

CAPíTULO" 10. 

D.eJormacione:s com~u,a,stas·. 

127. Extensión. y oompresióu Oompuestas;-Consideremos 

un prisma recto rectángular ~omecido paralelamente á uno de sus 

sictemas de aristas á un esfuerzo de extensión uniformemente re­

partido , las aristas de que se tra.ta se alargarán, pero como la can­

tidad de materia 00 ha variado, es necesario que las demás se 

acorten, de donde resulta que la extensión en un sen,tido vieoe 

acompañada de compresión en sentido n.ormal, ó lo que es lo mis­

mo, todo prisma que se extienda longitudinalmente, se comprime 

transversalmente, y recíprocamente la compresión longitudinal es 

origen de dilatación transversal,. 

q8. Oaloulo delinoremento de volumen. - Supongamos que 

un prisma de dimensiones aIJ b, y L sea sometido á un esfuerzo de 

tracción didgido según su longitud; por efecto de dicho esfuerzo) se 

alaF-garán.la aFista L. p.ero las o.tras dos se acortarán, y si represen­

tamos por i el alalgamiento y :E el aG:ortamiento por unidad de 10f.1-

gitud tendremos para las distintas aristas las longitudes riguientes: 

L •.. aumenta · iL y se eonvierte enL +iL =L (1 + i) 
a.... id. -a I: ieL a - a:E = a~l -:E) 

b ..• ied. -b~ id. b-b:E=q.(D-I:) 
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por .)0 tanto llama·pdo V = a b L el volumen antes de la d~forma· 

ció n y V + .l V dicho voLumen d!!spués de eHa tendremos: 

V +A V =.L a;b (l-+' i) (r . ..."...).:)2 = V (1 + i) (1 - 1 L + :~2) 

= ,VI (1 _- 2,,~ +- L'_+ i - 2 L í + i L2) 
si teuemos en cuen.ta ~a p~q.ue:íl,ez de las cantidades L é i p0dre~os 

dé:spreciar sus productos y ,potencias cQn !o cual ~e qbtiene, 

Y+.6. V =- .V (1 +i - 2.1:) 
Si restamos V á los wiemli>ros de la ecuqción anterior · obtendre­

mos el incremento de >;olumeQ, 

6. V = V (i ~ 2 2:) 

y si dividimos este iocremento por el volumen pnmItlvO, tendre­

mos el correspondiente á ra unidad que representándolo por u será 

V (i - 2 1:) . -.;o ( u = ................... y .................. = 1 - 2 '" 1) 

12 9. Relacion entre los alargamientos correspondientes á 
la extensión y compresión simultaneas -M uchas son las expe­

riencias que se han efectuado para obtener dicha relación, pero las 

más importantes son debidas á Poisson, Wertheim y M. Lamé; los 

dos primeros, determinaron experimentalmente el incremento de 

volumen correspondiente á la unida,!' ~n función del alargamiento 

por unidad de longitud y fUIJdálldose en la fórmula (1) hallaron el 

válor de la relación pedida, que designaremos por 1n 

Poissón halló u = .... ~ .... i Y sustituyendo en (1) se obtiene 
2 

l. • '" .......... 1=1-2 .... 
2 

2: 
m = ....... - =-= 

i 4 

. ;YVecheim encontró u = ... j .... i Y sustituyendo en (1) resulta 

. ~ .... i = i - 2' ~ " ) . . .... 3= .. ') L = 2, }; ; m·= ... ~ ... = • 'f '" 



Por último. según M. Lamé, las cantidades i y 1: son funciones 

por él encontradas del esfuerzo F de tracción y dos coeficientes in­

determinados y asegura que la rélación m es variable con la natu­

raleza de los cuerpos. La cuestión no está resuelta según se vé , 

pero como admitimos, al menos para los límites de la práctica, pro­

porcionalidad entre los esfuerzos y los alargamieutos, debemos 

tambiél1 admitir que sea constante la relación gue nos ocupa, 

Habieudo Wertheim efectuado sus experiencias con mucha pre­

cisión, la relación '/~ será considerada en adelante como verdadero 

valor de In. 

13 o . Determinación del esfuerzo hipotético de contraoeión. 
-Hemos dicho que cuan lo un prisma éstá sometido á un esfuerzo 

de extensión: se contrae en dirección normal á este esfuerzo; evi­

dentemente, esta contracción puede suponerse ocasionada por la 

acción de un nuevo esfuerzo, al cual se llama hipotétiw de contrac­

ción; vamos á detel'mi 'lar su va:or referido á la unidad de longitud 

en función del correspondi;¡ute de exteasión que nos es conocido. 

Para ello, acudiremos á la fórmu la de 1" compresión simple, según 

la cual se tiene; N = - E W i, haciendo W = 1 Y teniendo 

en cuenta que el acortamiento es en este caso ¿, tendremos llaman­

do F' el esfJerzo hipotético de contracción por unidad de longitud 

y F al de extensión. 

F'= -E1: = - Em i= -E .. }. i= _ ... j .... (E i) = _ ... ; .... F 

131. Freliminares á la resistenoia de tubOS.-Antes de es­

tablecer las ecuaciones de equilibrio d: un tubo, estudiemos los es­

fuerzos que obran en la dirección de las aristas de un prisma, cuan­

do este se somete á uno determinado en ditecc.ión de cada una d~ 

ellas; refiramos el prisma á un sistema coordenado, cuyo eje de los 

X (fig. 71) coincida con su eje de figura, siendo los de las Y y Z pa-
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'r alelos á las otras dos aristas. Sean X Y Y Z, los esfuerzos que 

obren sobre el prisma, en la dirección de los ejes de igual nombre, 

evidentemente, ca,la uno de ellos, se encontrará contrarrestado por 

los esfuerzos hipotéticos de contracción. que provienen de 1"os otros 

dos, así es, CIue modicáudolos según hemos dicho en el párrafo an­

terior, y teniendo en cuenta que el esfuerzo es igual al prod.ucto del 

módulo de elasticidad, por el al,lrgamiento referido á la unidad 

resultará el siguiente cuadro, llamando ix iy e i z los alarga mien­

tas por unidad en dirección Ele los respectivos ejes_ 

Esf'Jerzo X ..... X - .... } .. y - . . ~ ... Z = E ix 

Id. 
1 1 

Y ..... y - X - ........... Z =oc E iy 
3 3 

hl. 
1 

Z •... Z- · 3 ·· X :- 3 ··· Y =Eiz 

132. Aplioaclon a un filete anular. -Fundándonos en estas 

ecuaciones, vamos á determinar las' corresJondientes al caso de un 

filete anular,entendiéndose por este nombre u~ . cilindro de espesor 

infinitamente peq:!eílo. Refiramos el filete á un sistema coordenado 

constituído por su radio, la tangente en el extremo y la perpendi­

cular á ambos; representemos por p, t Y q los esfuet'zos en dirección. 

de cada uno de los ejes. y vamos á modificar dichos esfuerzos, del 

mismo modo que lo hemos hecho para el caso de un prisma, consi­

derando las compresiones como tracciones negativas, y los acorta­

mientos como alargamientos igualmente negativos. El esfuerzo p 

en la dirección del radio, produce acortamiento en el espesor del 

filete, que es la dimensión correspondien te, y por lo tanto, este es_O 

fuerzo debe considerarse negativo; veamos ahora como es modifi­

cado por los otros dos; el esfuerzo t según la tangente, tiende á au­

mentar la longitud de la. circunferencia, y por lo tanto á disminuir 

17 
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el espesor del filete, luego también su modificación "'~":'" t debe con­

siderarse negativa; por último, el esfuerzo q según el tercer eje, 

tiende á aumentar la altura del filete, y por lo tanto" á disminuir su 

espesor, de modo que su modific'aóón ''''j''''. q tambrél'l será negati­

va. El esfuerzo que realmente actúa en la dirección del radio del 

filete tendrapor eypresión 

- ( P + ""3t.,,, + ",,~, -) 
y dividiéndolo por el módulo de elasticidad, qbtendremos el alarga­

miento negativo en la dirección del radio, que llamaremos adelga­

zamiento 

1 ( t q ) - "'E" P + ."~,.,, + ""'3""" 

Razonando de igual manera, tendremos para los otros dos: 

según el eje el alargamiento ""'k' ( q + ""f"" - ., ~) 

lO la circuderencia,. ""k" ( t + ·"'l"·· - ""1"-) 
133. Equilibrio de un DIete anular.-EI filete está representa­

do e"n la figura 73 por las circunferencias de puntos; llamemos 

P la presión por unidad slilperficial sobre la superficie interior 
de rádío R 

p' 11 11 » R' 
» p 
~ R 

P ., 11 » 
T la tenslOn 11 Jo 

T! 11 11 Jo R' 
t » • 11 P 

La ecuación de-equilibrio de un cilindr0 de pequeño espesor la 

hemos determinado y tenía por expresión 

pDL =2 ReL (1) 
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en ella, el primer miembto representa el esfuerz.o total que tiende á 

, romper el tubo por una sección que pasa por su ~je, y el segundo 

la resistencia que opone la materia á esta rotura; en el caso que 

-considera mes, p D L será la ·diferencia de los comPlonentes norma­

es al plano de la sección, de las presione!? ejercidas en las superfi­

cies de radios R y p; cada una de estas, tendrá respectivamente por 

valor teniendo en cuenta que d h es la altura comun del cilindro y 

del filete, 
P 2 R d h Y P 2 P d h, siendo su diferencia 

P 2 R d h - P 2 P d Iz == p D L (a) 
el segundo miembro de la ecuación (1) será en el caso presente, 'la 

~nsión total, ~egún la tangente que presenta la sección del tubo 

por un plano que pasa por su eje; ahora bien, dicha sección SOIl 

dos rectángulos, de modq. que la tensión sérá doble de la de cual­

quiera de ellos; doscomponiendo uno de estos en rectángulos i:lfi­

nitesimales de altura d p Y base-común d h, la tensión que le co­

rresponde se obtendrá multiplicando su área d p d Iz por la ten­

sión t referida á la unidad superficial, la cual es función de la dis­

tancia plal eje, 'del rect1ngulo infinitesimal que se considere; de 

modo que dicha tensión tendrá por valor 

d Iz.!': t d p Y por lo tanto 2 R e = 2 d h f; t d p (6) 

combinando las ecuaciones (1), (a) y (b) se obtiene 

P 2 R d h - P 2 P d h == 2 d h ¡. t d p de donde 

P R - p P = ft d P (3) 

esta es la ecuación de equilibrio dé un tubo de espesor p - R Y 

diferenciándola obtendremos la correspondien te á un file te anular 

que será 
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133 . Eouaoión ,de las deformaoiones. - Dos son las deforma· 

ciones que vamos á considerar; una según el rád io, y otr a según 

la circunferencia; para la primera, llamando ip la contracción co­

rrespondiente á la unitad de longitud y valiéndonos de la formula 

E · . d d' . P ~ lp = P e UClmos lp == ····E···· 

La correspondiente á la longitud d p será 

ip d P = .{ .. d P Y para el espesor p - R · i ·f~ p d p. 

La ecuación de la deformación relativa á la circunferencia. se 

obtendrá de una manera análoga observando que en este caso co-

rresponde á la unidad de longitud el alargamiento it = .... ~ ... ; á la 

circunferencia completa de rádio p corresponderá 

. t 
2 7t P lt = ·· .. E·· 2 7t p. 

La longitud de dicha circunferencia deformada tendrá por 

expresión . 

2 7t P + 2 7t f' .. ~. ==- 2 7t P (1 + .~-) Y el radio será p (1 + .. ~.-) 

La circunferencia de radio R se convertirá en 

27t R (1 + .. ~ . ) siendo su nuevo radio R (1 + ... ~.) 
- E E 

El espesor del tubo después de la deformación será 

f (1 + ... ~-) - R (1 + . ~-) 

y la diferencia de espesores ó deformación según el radio, tendrá 

por valor, 

(p - R) - tp (1 +~ ... ) - R (1 + .. ~) l == R~.. - P .. ~ .. 
perQ hemos dicho que esta deformación era 
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.. . pd:J 1 J'p 
K R ¡' 

deduciendo de arpbos resu.Jtados la nueva ecuación 

R .~. - p .. ~ =kJ': p d p ó bien R t - p t = j'~O P d P 

que dif'arenciada, dá la siguiente, relativa al equilibrio del filete 

anular 

-d(tp)=pdp (5) 

134 . . Eouaoiones del equilibrio de un tubo.-Las ecuaciones 

o btenidas son: 

- d (p t) = P d P ( lP á P + t d p + P d t = 0((6) 
de donde 

- d (p p) = t d P t d p + p d P + p d P = o (7) 

c;;umándolas miembro á miembro tendremos 

2 P d P + 2 t d r.+ p (d t+d p) == 2 (p+t) d P + p d (t+p) = o 

Dividiendo por(* (t +! ) se obtienes 

ªP d(t+p) 2 ............... + ........................ _ ..... _ ... = o é integrando 
p t +p 

j~ 2 .'~" r-' + j' ·-~·Yi·f2_.= ete 

Ó bien 2 log. P + log. (t + p) = Gte de donde log. p2 (t+p)=Cte 

para que esto se verifique, es necesario que 

p2 (t + p) = eta y por lo tanto p2 (t + p) = Rl (T + P) 

= R'2 \.TI + P') = ... 
de donde se deduce la I:a condición del equilibrio de un tubo. 

La suma en ue punto cualquiera de la tensión según la cir­

cllnferencia y de la presióu según el radio del círculo, varía en 

ratón inversa del cuadrado de dicho radio. 
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Restando las ecuaciones (6) y (7) se -obtiene 

p d t - p d p = P (d t - d p) == P d (t - p) = o 

y como p no puéde ser nulo, lo será el factor d (t - p) ó lo que 
es lo mismo 

t - P = T '- P = T' - P' = ... cte 

de donde se deduce la segunda condición de ·equÍlibrio. 

La diferencia entre. la tensión y la presión, es la mismtt. para 
todos los puntos . 

Los esfuerzos en sentido del eje por unidad superficial son 

constantes porque se verifica, 

q_ ..... t. .... + .... 1!. .... =Cte 
3 3 

y diferenciando. 

1 
dq- ........ · .... d(t-p)=o 

3 
ó 

1 
d q = ... j .... d (t - p) 

pero hemos dicho que 

dEt-.p)=,~ luego dq=o y q=Cte 

según nos proponíamos demostrar. 

La tracción total según el eje, tendrá por expresión 

Q=qw 

y sustituyendo en lugar de w su valor 7t (R'2 - R2) se obtiene 

Q=q7t(R'2_R2). 

13':5 03.1oulo del espesor de UD tubo-Las ecuaciones de equi­

librio que hemo,s encontrado son: 

R2 (T+ P)= R'l(T' + P') = Cte 
T- P =T'- p'=Gta 

(1) 

(2) 

T'=T-P +P' 

y sustituyendo en la (r) se deduce 

: de la (2) se deduce 
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R2 (T + P) = R'2 (T - P + 2 P') 

de donde 

R/2 == R 2 ······Tu······!.P+{ZU!)"j.uu Ó bien R' = .R V·:··;···:··!·¡?~···;·,~ 
por 10 tanto el espesor será 

R' - R = R V·:~::·::·!~+J~:·:;·~·:uu_,_ R 

= R 1 V '-:;':::::!.~+:l~.::~:; : :uu,. - 1 } 
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