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1. Neocesidad de su estu 0.——{Después de haber estudiado al
tratar de los diversos mecanis f.f a forma que deben tener los dis-
tintos érganos que los compongm\para que las transmisiones de
velocidad y movimiento se verififysen en las mejores condiciones,
debemos estudiar ahora las dimensiones que deben darse d dichos
érganos, para que soporten, sin romperse ni deformarse, los dis-
tintos esfuerzos d que se encuentren sometidos. ,

De estas consideraciones deducimos la necesidad del estudio
de la resistencia de los materiales que sc emplean gn las construc-
ciones,

2. Materiales que se emplean.—Algunos metales, piedras y
maderas y otros cuerpos solidos en reducido nitmero forman la
totalidad de los materiales de construccion.

3. Hanera de considerar los solidos en esta parte de la
Mecanica.—En Mecdnica racional consideramos, @ los sdlidos
como invariables de forma, pero en la naturaleza no existe ningun
cuerpo que cumpla en absoluto estas condiciones, por lo que se
admite:

1.> Que estdn constituidos por partes sumamente pequenas,

llamadas moléculas, y 2.°

que estas moiéculas se encnentran se=
paradas las unas de las otras por espacios comparables 4 sus di~
mensiones, en virtud de fuerzas atractivas y repulsivas que se ejer=
cen entre ellas, praporcicnalmente d sus masas y en razon inversa

del cuadrado de las distancias,
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En estas hipotesis sobre la constitucidn de los CUErpoS y auxi-
liados por la experiencia nos fundaremos para el estudio de esta
materia.

4. Elastioldad.—Es la propiedad comiin 4 todos los cuerpos y
que €stos gozan en mayor 6 menor grado, en virtud de la cua]
tienden 4 recobrar su forma primitiva cuando cesan de actuar las
fuerzas a que habian sido sometidas,

Cuando un cuerpo se somete 4 fuerzas exteriores, desaparece
laigualdad que debe existir entre las acciones atractivas y repulsivas
de sus moléculas, rompiéndose el equilibrio que antes existia. Si
las fuerzas aplicadas se mantienen entre ciertos limites, se obser-
va: que pasando breve tiempo adquieren nueva posicién de equili-
brio; si en esta situacidn se suprimen las fuerzas, acontecera: 6 que
las moléculas no recuperen sus posiciones primitivas, 6 que vuel-
van d tomar exactamente las mismas que tenian; ocurrird lo pri-
mero cuando el cuerpo haya estado bajo la accién de un esfuerzo
cualquiera por pequefio que sea, con tal de no haber recibido antes
la de otro, y se realizard lo segundo cuando después de sometido
4 un esfuerzo dado, suprimido éste experimente la accidén de otro
igual 6 menor.

Los cuerpos se clasifican en perfectamente eldsticos; perfecta-
mente blandos y perfectamente duros; los primeros una vez defor-
mados vuelven 4 su forma natural; los segundos conservan la de-
formacién que han sufrido sin tendencia 4 recobrar su forma primi-
tiva, y los terceros no admiten deformacién alguna, siendo por lo
tanto los sélidos geométricos que hemos estudiado en Mecénica
Racional.

Los sclidos naturales no son, ni perfectamente blandos, ni per-
fectamente eldsticos, estando todos comprendidos en estos dos ex=
tremos.

5. Limite de elasticidad. —Es el limite superior de los esfuer-
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zos que puede suftir un sélido sin producir en €l deformacion per-
manente.

6. Método para determinario—Segin la definicidn anterior,
para determinar este limite bastard someter sucesivamente el
cuerpo considerado 4 la accién de fuerzas que vayan aumentando
con lentitud midiendo 4 la "vez las deformaciones producidas y
observando si al cesar de actuar estas fuerzas recobra su forma
primitiva: desde el momento que se le aplique una fuerza tal que
al dejar de obrar sobre el cuerpo no recobra este la referida forma
dicha fuerza serd la que nos determine el expresado limite. La
experiencia nos dice, 1.° que cada cuerpo tiene una propiedad
caracteristica con respecto & su elasticidad. 2.° que varia de un
cuerpo 4 otro y adn para un mismo cuerpo de uno @ otro de sus
puntos. 3.2 que la elasticidad se puede medir. Se aprecia la pro-
piedad eldstica de los cuerpos mediante el coeficiente de elasticidad
que es la relacién sensiblemente coustante entre el esfuerzo 4 que
se somete una barra del mismo y el alargamiento que experimenta;
la longitud de la barra asf como su seccién, son las unidades
correspondientes, La. invariabilidad de esta relacion desaparece
cuando el esfuerzo excede al limite ce elasticidad,

8. Rotnra.—Si se somete un cuerpo 4 un esfuerzo constan-
temente creciente, la deformacién que experimenta también lo serd
y llegard un momento en que venciéndose la cohesién de sus
moléculas, perderdn estas su posicién de eqnilibrio, quedando el
cuerpo fraccionado. El esfuerzo necesario para producir este
efecto se llama esfuerzo de rotura,

9. Objeto y méiodo del ourso de Resistencia de los mate-
riales. —La resistencia de materiales tiene por objeto resolver los
dos problemas siguientes: 1.2 Conocer los ' esfuerzos que en un
cuerpo 6 en una construccion, se desarrollan mediante la accién de

las fuerzas 4 que estd sometida. 2.° Investigar las minimas dimen-
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siones que haya de tener un cuerpo, a fin de que los esfuerzos
interiores que se desarrollan por la ‘accién de fuerzas exteriores
no excedan de ciertos limites.

Esta ciencia es en parte racional y en parte experimental; tiene
que recurrir a ciertas hipdtesis cuyo nimero disminuye 4 medida
que se perfecciona. Esta necesidad de las hipdtesis no le quita su
cardcter cientifico; pues estin como en Fisica, sometidas 4 un
criterio abseluto. Los resultados que se deducen estdn de acuerdo
con los de la observacidn.

En nuestro estudio seguiremos el método racional teniendo en
cuenta los datos que la experiencia nos proporciona; y el proce-
dimiento sera analitico y experimental auxiliandose mutuamente.

Io. Cargas permanenies de seguridad ¢ praocticas.—Reci=
ben este nombre todas aquellas cargas que puede sufrir un cuerpo
sin que se produzca la rotura.

17. Oonsideracion sobre el esfnerzo a que deben referirse.
—La carga 4 que han de someterse los materiales de construccidn
ha de ser tal. que estos puedan resistirla indefinidamente segiin ya
hemos indicado. No todos los ingenieros estin conformes en el
tipo que se ha de elejir para compararlas; unos se fijan en el limite
de rotura, y ofros prefieren el de elasticidad.

Ninguno de los dos tipos estd exento de inconvenientes; si nos
referimos al limite de elasticidad, tendremos que dar 4 los mate-
riales mayores dimensiones que si tomamos como punto de partida

“el limite de rotura, porque evidentemente la resistencia de un ma-
terial aumenta con su espesor, y a igualdad de este lo suponemos
* mds resistente cnanto mayor sea el limite & que ha servido como
tipo. Si tomamos el esfuerzo de rotura, y las dimensiones estan
“perfectamente calculadas, en el momento que por cualquier cir-
“cunstancia eventual (4 que constantemente hay exposicién en los

mecanismos) nos excediesemos de dicho esfuerzo, el sdlido se
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romperfa; por ejemplo segtin diremos, la temperatura modifica el
valor de los limites indicados si esta modificacion en algin caso
hace descender el limite de rctura con el esfuerzo  teoricamente
calculado, el 6rgano mecdnico no podria resistir. Por este motivo,
nosotros partiremos siempre que sea posible del limite de elastici-
dad, porque de esta manera, aunque el esfuerzo en alglin caso ex-
ceda al que habiamos supuesto, el sélido no sufrird mas que una
deformacién; si bien tiene esto una gran ventaja, presenta el incon-
veniente (en algunos casos muy digno de tener en cuenta) de las
grandes dimensiones, las cuales aumentan el peso y el coste de la
obra, y en este caso tomaremos un estuerzo menor que ¢l de ro-
tura y mayor que el de elasiicidad. Si por la excesiva rigidez de
cuerpo no se puede obtener el limite de elasticidad acudiremos al
de rotura.

12. Influencia de la temperatura. —Como el estado molecu-
lar de los cuerpos varia con la temperatura, también variardn
sus limites de rotura y elasticidad, y como consecuencia las cargas
maximas bien se refieran 4 uno 6 4 otro.

13. Efecto de un esfuerzo con relacién al tiempo.—La espe-
riencia easefia que el efecto de una fuerza varia con el tiempo que
dura su accion; pero transcurrido cierto periodo, su influencia se
debilita hasta anularse, aunque el esfuerzo se diferencic poco del
_que produce la rotura.

También aparentemente depende hasta cierto punto el limite
de elasticidad, del tiempo durante el cual obran las fuerzas que
utilizamos para su determinacién.

Un esfuerzo se llama pasajero cuando no ha producido todo
su efecto. '

14. Formacion de los sélidos naturales.—Los sélidos que
han de someterse 4 esfuerzos determinados, serdn considerados

como sensiblemente prismdticos les llamaremos prismas, s¢lidos
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prismaticos, solidos de resistencia, 6 simplemente sélidos. Con €
objeto de facilitar la teorfa, de acuerdo con lo que la esperiencia
nos ensena, supondremos que son homogeneos mecidnicamente
considerados, 6 de igual resistencia en todas sus partes, admi-
tiendo que estos sélidos estin formados de rebanadas a b ¢ d,
(fig. 1.23) producidas por la interseccién con' el prisma de planos
normales 4 sus aristas, y separadas por pequefos resortes que im=

- piden hasta cierto limite su variacién de lugar.

De esta manera, estos sélidos ideales tendrdn cierta resistencia
mayor 6 menor para deformarse: cada uno de estos discos sers
considerado como un sélido invariable, asi es que la accién de
cualquier fuerza por considerable que sea, solo podrd variar su
posicién respecto de los contiguos.

Cada seccidn tendrd su centro de gravedad que serd 4 su vez
el de figura; d la linea que une estos centros, que constituye el eje
de figura del prisma, se le dd el nombre de fibra media 6 central,
Tal es la linea f f".

Se consideran también otras fibras paralelas 4 la fibra media,
las cuales unirdn entre si un dtomo de cada seccién como las re-
presentadasenee’, gg'. A la parte m m' de fibra comprendida en-
tre dos rebanadas consecutivas, se le lama fibra é resorte elemen-
tal, este wltimo nombre obedece 4 que siendo los dtomos el arran=
que de las fibras en el s¢lido artificial que sustituimos al natural,
podemos suponer 4 los resortes que separan 4 las rebanadas conse

© tituidos por estas fibras elementales.

15. [Equivalencia entre las fuerzas exteriores que actman
sobre un solido y las interlores que en ¢l se desarrollan.—
Consideremos aplicado 4 un sélido prismatico un sistema cualquiera,
el cual producird siempre una cierta deformidad inapreciable. Si no
se ha pasado el limite de elasticidad, el sélido quedard en equilibrio

y como consecuencia cada una de sus secciones, si no llegamos al
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de rotura en algunas de estas. De aquf re.?ulta que si determinamos
la resultante de las fuerzas aplicadas a cada seccién, las acciones
moleculares han de proporcionar otra igual y contraria, que anule
su efecto. Si las resultantes del sistema de fuerzas 4 que nos
hemos referido obran segin la direccién de la fibra media,
tendiendo 4 separar la seccién a b cd de la (figura1), para que
exista el equilibrio serd condicién necesaria, que todas las acciones
moléculas sean paralelas, puesto que debiendo ejercerse las accio-
nes en la direccidn de las fibras, claro esta que la resultante de los
correspondientes 4 una seccién tendrd que pasar por el centro de
fuerzas paralelas dc la misma, que llamaremos centro de elasticidad
por tratarse de fuerzas eldsticas, como le llamdbamos centro de
gravedad cuando considerdbamos la pesantez. Para que exista este
centro, es necesario proporcionalidad entre cada accién molecular
y la masa de la molécula correspondiente, y esta relacién cons-
‘tante entre una y otro siempre que el cuerpo sea homogéneo
mecdnicamente considerado, serd un coeficiente que dependera de
la naturaleza del cuerpo.

Consideremos un sélido (figura 2) sobre et cual actua un sistema
de fuerzas, situadas todas en un plano de simetria cuya resultante
esté en la direccién de la fibra media; para efectuar el estudio de
las fuerzas interiores que se desarrollan por la aplicacién de este
sistema y venir en conocimiento de ellas, supongamos dividido e}
sélido en dos partes separadas por la seccién A B y determinemos
las resultantes R y R’ de las fuerzas que sobre cada una de estas
partes obran; para que el equilibrio exista serd necesario que haya
equivalencia entre estas resultantes y las reacciones que resultan de
una de las partes sobre la otra, que llamaremos R’,yR,: prescinda-
mos ahora de una de las partes, por ejemplo la de la izquierda, con
lo que desaparecerd la reaccién R, que ésta ejercia sobre la de la
derecha, pero para que siga subsistiendo el equilibrio - como antes, -
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sera necesario que R', sea igual 3 R”: del mismo modo obtendremos
laigualdad de R y R,; se deduce par consiguiente que para encon-
trar la resultante de las acciones que las fuerzas interiores produz-
can en una seccién, basta considerar una de las partes en que queda
dividido el prisma por dicha seccién, componiendo las fuerzas
exteriores que sobre ¢l prisma actuan y la resultante serd igual y
directamente opuesta 4 la que se busca.

16. Equilibrie de un sélido sometido & fuerzas exteriores.—
Dos cuestiones hemos dicho se propone resolver la resistencia de
material; la I.# estd resuelta; pues sabemos determinar en un prisma
las fuerzas interiores que se desarrollan en cada seccion; réstanos
la 2.2, para lo cual, nos valdremos de las condiciones de equilibrio
encontradas en Mecdnica racional. Un prisma es un sistcma mate-
rial; al cual no podemos aplicar solo las seis ecuaciones encontra-
das, sind que tendremos gne estudiar separadamente el equilibrio
de cada uno de los puntos, pero si acudimos a la hipdtesis de con- '
siderar cada una de las secciones como sdélidos invariables, nos
bastara estudiar el equilibrio de cada una de ellas. En cada seccidn
del prisma actuardan ademds de las fuerzas directamente aplicadas,
las reacciones que experimente de los que estdn d su inmediacidn;
los primeros son datos de la cuestion; los segundos hemos apren-
dido 4 determinarlos en el parrafo anterior, con lo cual, tenemos
todo lo necesario para establecer el equilibrio; las acciones que
se desarrollan entre dos rebanadas, dependen de las fuerzas que
actien 4 uno y otro lado de ellas, y como éstas acciones tendrdn
un mdximo que dependerd de su area y del coeficiente de que en el
parrafo anterior hemos hecho mencidn, queda determinada la
magnitud de dicha drea, y como conocemos su forma prismatica,
hemos resuelto el 2.° problema.

I7.  Seoolon peligresa.—Las reacciones que cada seccién des-
arrolla,sobre la contigua, depende segin hemos diclio, de las fuer-
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zas directamente aplicadas, y como éstas no estaran igualmeate
repartidas en todo el prisma, habrd una seccion en la que ésta ten-
ga un maximo va'or; esta seccién en que hay mds facilidad de lle-
gar al limite de rotura, se llama seccion peligrosa.

18. Deformaciones simples y su composicion,— Vamos 4 con-
siderar el concepto cinemitico de los efectos producidos por los
esfuerzos, tomando en consideracion las deformaciones. Considare-
mos un prisma S(fig. 3) en el que MN y P Q representan dos
secciones. que como sabemos se hallan separadas por una distan-
cia inﬁnitamente pequeiia; es evidente, que la posicion mds gene-
ral que P Q. puede ocupar con respecto 4 M N (6 deformacion
mads general del prisma) serd la originada por el movimiento mas
general, esto es el helizoidal; ahora bien: como P Q puedeird la
posicién final de infinitos modos, parece que las deformaciones po-
drdn también ser infinitas, sin embargo no es asi, como vamos &
ver enseguida,

Para ello, descompongamos el movimiento elemental mas ge-
neral que serd una rotacién y una traslacion segin el eje 0 o' que
pasa por el centro de gravedad de la seccion P Q. Esta rotacion y
traslacion simultdnea podremos descomponerla en tres rotaciones y
otras tantas traslaciones alrededor de los ejes de un sistema coor-
denado (x ¥ ) cuyo eje 0 x lo suponenos coincidiendo cen el
eje de figura 6 fibra media del priswma.

Consideremos sucesivamente estos 6 movimientos analizando
los que producen resultado distinto y éstos serdn los de formacién
simple. '

1.0 La traslacién segtn el eje o x separard 4 P Q paralclamen-
te d si misma sin que su centro de gravedad desaparezca de la fi-
bra media, y la deformacion que por este motivo sufre el pris-
ma, se llama extension simple y la ocasidna una fuerza que

obra segin la fibra media, 2.° La rotacién de P Q alrededor
P
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dela fibra origina una torsién simple y el esfuerzo se llama esfuerzo
de torsién simple, siendo ocasionado por un par situado en el pla=
no de la seccidn, 3 © La resultante de las fuerzas que obren segin
los ejes 07 y 0 ¥, 6 cualquiera otra cuya direccidn esté situada
en el plano Z O Y producird un resbalamiento de P Q sobre el
plano indefinido que pasa por ella; la deformacion correspondiente
se llama cizallamiento simple y es ocasionado por un esfuerzo que
recibe el nombre de esfuerzo cortanie 6 de cizallamiento simple;
est4 constituido por una fuerza situada en el plano de la seccién.
4.° La rotacién alrededor de los ejesozy oy 6 resultante de]
ambas que se verificard al rededor de un eje contenido en el plano
de P Q, p:.isando por su centro de gravedad, produce una flexion
simple, y el esfuerzo correspondiente se llama esfuerzo de flexion
simple 6 de flexién solamente, y es debido 4 un par cuyo plano es
perpendicular 4 la seccion.

Si la traccion longitudinal en vez de ser segun el eje O X, como
hemos supuesto, se verificase en direccién contraria, la deforma-
cién serfa una contraccién y el esfuerzo se llama de compresi6n.

Llamaremos flexién y torsién 4 un giro al rededor de cual~
quier eje que sea respectivamente paralelo 6 perpendicular al
plano de la seccion.

Como no siempre estardn colocadas las fuerzas en las condi-
ciones que hemos dicho, tampoco serdn idénticas las deformacio-
nes, pero vamos 4 ver que cualquiera que sea el esfuerzo y su co-
rrespondiente deformacidn, siempre serd el resultado de varias de
las anteriores.

Si la fuerza tal como la R, tiene su punto de aplicacién en el
centro de gravedad de una de las secciones, el efecto producido
sobre ella serd una extensién y un cizallamiento, lo cual puede
demostrarse descomponiéndola en dos que sean sus proyecciones
sobre ¢l eje 0 x y el plano 7 0 y. :



Si la fuerza tal como R', no pasa por el centro de gravedad de
la seccién, podemos trasladarla paralelamente 4 si misma 4 este
punto, con tal que se aumente un par R'R"; el efecto de la R se-
r4 una extensién y un cizallamiento. Si ahora proyectamos el par
R' R sobre los tres planos coordenados, obtendremos otros tres
pares, de ellos, los correspondientes 4 z0x ¢ y ox, produci-
ran flexién por hacer girar la seccién al rededor de un ¢je paralelo
4 su plano por serlo perpendicular 4 los zox e yox, y por
ultimo, el par proyectado sobre el plano 7 ¢ y originard una tor-
sién por ser su efecto una rotacién al rededor de un eje perpendi-
cular 4 su plano; resulta que la fuerza R' dd lugar a extensidn,
cizallamiento, flexion y torsion, es decir, todas las deformaciones
elementales,

Veamos ahora como una fuerza produce distinto efecto segin
la seccidn que se considere; sea por ejemplo la fuerza R, que
actuando en la seccién H K produce extensién y cizallamiento, y
las cuatro deformaciones elementales si se toma en cuenta el efec-
to sobre la P Q.

De lo dicho se deduce que los efectos de los esfuerzos que
obran simultdneamente, son independientes y que pueden por esta
razén componerse las deformaciones elementales del mismo modo

que los movimientos de igual nombre en mecanica racional.

CAPITULO 1.

19. Extenslén simple.—Ya hemos dicho que la extensién sim-
ple es la deformacion que sufre un prisma, mediante la accion de
un esfuerzo que obra segtin la direccién de su eje de simetria, 6 lo
que ‘es lo mismo, de un sistema de fuerzas paralelas 4 dicho, eje,

cuya intensidad sea proporcional 4 la masa de cada molécula,
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Supongamos que un sélido prismético S S’ (fig. 4) esté some-
tido 4 una fuerza N en las condiciones indicadas, Este 'sélido su-.
frird una cierta deformacién, pero, si la intensidad de N no es ‘ma-
yor que el limite de rotura se restablecerd el equilibrio entre dicha
fuerza y las reacciones moleculares, cuya resultante en cualquier
seccién b b nos proponemos determinar.

20. Para ello consideremos la porcién del sélido 4 S' y apli-
quemos las seis condiciones de equilibrio, estudiadas en Mecinica
Racional; puesto que las reacciones moleculares se ejercen en la
direccion de las fibras, y el sélido es homogéneo mecinicamente
considerado, tendrdn una resultante R, aplicada en el centio de
gravedad de la seccion y segtn la fibra media, Eligiendo, por lo
tanto, un sistema coordenado, cuyo eje de las X se confunda con
la fibra media, vemos desde luego que dichas seis ecuaciones se
reducen 4 una sola, que es; la suma de proyecciones sobre el eje
de las X ha de serigual 4 cero; las dem4s se satisfacen por sf mis~
moj; segun esto, tendremos

N—R, =o0
de donde se deduce que N y R, son iguales y de senfido contrario,
Partiendo de la igualdad N — R (1) y auxiliados por la experien-
cia, veamos como se pueden resolver los tres problemas referentes
4 la extension.

1. Problema, Dado el esfuerzo 4 que se ha de someter un sé-
lido determinar su seccién minima para que resista sin romperse.

2.2 Problema. Dada la seccion de un solido, determinar el md-
ximo esfuerzo que puede soportar.

3¢ Problema. Dada la seccion y el esfuerzo 4 que ha de estar

~ sometido un sclido, investigar si ¢sta en buenas condiciones de re=
sistencia.
* Aurque la resistencia de materiales se propone determinar la

forma 'y dimensiones mas ‘convenientes que han detener los séli-
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" dos ‘empleados en las construcciones, hemos prescindido de la for-
ma por suponer que es la prismitica, y de la longitud, porque segtin
pronto veremos esindependiente de ella la resistencia 4 la exten-
sion, con tal que prescindamos del peso del cuerpo.

Llamemos L 4 la longitud del prisma, w d su seccién recta, I al

1 : p :
alargamiento total, de modo que 4 — ! serd el alargamiento

por unidad de longitud. La esperiencia demuestra que R, es pro-
; ; i : R,
porcional 4wy d i y porlo tanto, a su producto; luego s
z W .
serd igual 4 una cantidad constante para cada cuerpo que represen-
tamos por E y que recibe el nombre de coeficiente 6 modulo de
elasticidad. Podemos, pues, establecer la igualdad
R . ;
— = 6bien R, =E.wi (2).
w ., I

Para dar otra forma 4 la ecuacidn (2) pongamos en lugar de i

su valor y resultara:
!

)
R‘=EM'T=E.N'& (*)
representando por A la distancia entre dos secciones contfguas y
por o el alargamiento que sufre A en virtud del esfuerzo N,

Hasta ahora, solo hemos relacionado el esfuerzo N que 4 su

vez nos representa la reaccion de la seccidn w, con el drea de dicha
seccion, el alargamiento producido, y uh coeficiente constante E:
Si suponemos que N sea el mdximo esfuerzo 4 que puede estar
sometido el prisma sin romperse, 6 transformarse permanentemen-
te (segiin se tome en cuenta el limite de elasticidad 6 el de rotura)
la formula sera igualmente cierta, y vamos 4 darle otra forma mas
conveniente para las aplicaciones.

e 0

( ") —L- — T por ser los alargamientos proporcionales 4 las longitudes para un

mismo esfuerzo.
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Puesto que N es la resistencia de una barra del material pro-
puesto cuya seccidn sea w, la de otra barra de la misma materia y

seccion unidad serfa,

de donde N =R w,

RE= LD
)

2I. Tanto esta ecuacién como la obtenida anteriormente
R=F=Euowi
nos demuestran que para un valor del esfuerzo N las reacciones
interiores en cualquiera seccién alcanzan el mismo valor y en con-
secuencia que en este caso no existe seccion peligrosa.

22. Mediante el auxilio de las formulas anteriormente encon-
tradas, vamos inmediatamente 4 plantear la resolucién de los pro-
blemas indicados teniendo en cuenta que la cantidad R represen-
tard la mayor resistencia que pueda presentar la unidad de superfi-
cie y se halla ca'culada en tablas especiales, viniendo expresada en
kgs. por m m*. En todos estos problemas haremos abstraccion del
peso de la barra, pues como veremos su accién puede tomarse
facilmente en cuenta aumentdndolo al esfuerzo que ha de soportar.

LY  Datos, R N incdgnita w,

N
N=Ruw (.0-=T.

con lo cual tenemos el problema resuelto,

Hemos de advertir por ser de lo mds importante en esta teotia,
la correspondencia entre las unidades, para lo cual diremos que
N y R son magnitudes de la misma especie y por lo tanto su rela-
cién serd un nimero abstracto, el cual nos expresa la medida de
la seccion w en m m? si el valor de R estd referido 4 esta unidad

“superficial.
2.° Datos, R w incégnita N,
N =R w.
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En esta expresion » es un nimero abstracto (medida de la sec-
cién con el m m?) y R un nimero de kilégramos de modo que N
viene expresado en kilégramos como debfa de suceder.
3.2 Datos, v N R en este problema no hay incégnitas pues
segln veremos se reduce 4 una comparacion.

Habrd que encontrar el valor de w en esta ecuacién y se com-
parard con el de las tablas. Si el valor deducido de la anterior
ecuacién, es igual 6 mayor que el de las tablas, el s6lido estard en
buenas condiciones. En caso contrario no lo estard. _

28. Interpretacién mecdnica de E.—Hemos dicho que E es
constante entre ciertos limites (mientras el esfuerzo varie entre 0 y
el limite de elasticidad) y vamos ahora 4 interpretar su valor. Para

ello supongamos en la férmula

i (Oli===81

N B =T

con cuyas hipdtesis se obtiene N = E; podemos por lo tanto decir
que E representa el esfuerzo & que hay que someter una varilla
cuya seccion sea la unidad superficial para que el algrgamiento sea
jgual 4 su longitud, es decir, para que se haga doble de lo que era.

24. Soélido no homogéneo.—Se supone que aisladamente lo ¢s
cada fibra y entonces llamando d w su seccion y f su resistencia

tendremos

f=E.dvw.i=R.do

si integramos para los valores de R correspondientes 4 cada fibra

tendremos

Nn-fRdw=fE.dw.z'=-=f [‘E.dm
3

sacamos i fuera del signo f porque codas las fibras se alargardn

del mismo modo al trasladarse las secciones paralelamente d st
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mismas. A la cantidad /' E d v sellama re.sor;te longitudinal del

L

prisma. Vemos por lo tanto, que las formulas en el caso de sélido

no homogéneo, varian de las obtenidas en quela cantidad E w

viene reemplazada por f Edw.

25. Representacion grafica.—Ocupémonos ahora de repre-
sentar geométricamente la ley de variaciéon de la cantidad E , con
lo cual estudiaremos de una manera tangible, las propiedades
eldsticas de los sélido= referentes 4 la extension. Sabemos que

N=E.i;

en esta expresion N representa la traccion “por unidad superficial
6 lo que eslo mismo el esfuerzo de traccion 4 que hay que
someter un sélido para que sufra un alargamiiento i por unidad de
longitud. La experiencia nos dice que E es constante mientras N no
exceda del limite de elasticidad, y por lo tanto en estas condiciones
el valor de N es funcién de i, y su representacion grafica serd una
recta o R (fig. 5) cuyo coeficiente angular es E ; en el momento
que pasemos el limite de elasticidad, E vd tomando valores suce~
sivos, y como 4 cada valor corresponderd un coeficiente angular
distinto y estos coeficientes angulares variardn de una manera
continua la linea recta se transformara en quebrada de lados infi-
nitamente pequeiios, es decir en curva. La ventaja de esta repre-
sentacién es; que esta curva, en general se aproximard 4 alguna
de ecuacién conocida, y de este modo obtendremos una relacion
empirica, entre N é i con cuya aproximacién tendremos bastante
cuando hayamos de calcular esfuerzos que exceden al limite de
elasticidad. :

26. QCompresion slmple.-Esta deformacién reconoce por causa
un esfuerzo de la misma direccién y sentido contrario al de traccién,

y su efecto es aproximar las secciones,” Podemos aplicar todo lo
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que hemos dicho. sustituyendo en las férmulas — Ny — i en
lugarde N éi y de este modo, como en los dos miembros
aparece el signo menos equivale 4 haber multiplicado por — 1 con
lo cual quedan sin alteracién alguna, La interpretacion mecdnica
de E, no solo no es practica como en el caso anterior, sino que
carece de sentido; nos indicard el esfuerzo necesario para que un
s6lido de seccién unidad, se comprima una cantidad igual 4 su
longitad, lo cual es un absurdo porque tendria que reducirse 4 0 y
esto no lo conseguirfamos ni con una fuerza infinita; si admitimos
que esta fuerza fuese capaz de hacer sufrir la detormacidn, es
evidente que estamos fvera del limite de elasticidad y que E no
tiene el valor constante que hemos indicado, para valores del
esfuerzo menores que dicho limite. En la representacion geométrica
a i=1 cotresponde R —=E — = y porlo tanto ia ordenada
seria asintota de la curva; la cual estarfa en el tercer cuadrante

por ser negativos los esfuerzos y deformaciones.

27. Preblemas.— Calcular el didmetro de un vdstago de
hierro dulce para que resista un esfuerzo de traccion en sentido

de su eje.

L longitud del vastago. .
D didmetro del mismo
Datos...{ Q peso 4 que esta sometido
R esfuerzo de seguridad por m m * correspondiente al

hierro dulce.

La incégnita de la cuestion es como el enunciado indica o (sec~
cion del vdstago) con lo cual podremos determinar su lado 6 radio
en los casos que respectivamente sea cuadrada 6 circular, y cuando
sea rectangular veremos como la experiencia nos aconseja una
relacién entre sus dos dimensiones con lo cual y el valor del drea
tenemos los datos necesarios,
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Hemos dicho que en su véstago no habfa seccién peligrosa,
pero esta consecuencia la obtuvimos prescindiendo de su peso; si
ahora lo tomamos en consideracién no ocurrird esto, por que si el
vdstago lo suponemos vertical, la seccién inferior solo soporta
cl esfuerzo Q y la superior soportard ademds todo el peso Lwp
del vadstago, siendo esta por lo tanto la scccidén peligrosa,

Nosotros supondremos el vdstago vertical, y en esta disposicién
SL nos propusiéramos encontrar la forma de la pieza de longitud
dada y dimensiones absolutamente indispensables para tesistir el
esfuerzo Q en direccion de su eje, obtendriamos un tronco de cono,
eatre la seccion inferior y la superior que respectivamente soportan
los esfuerzos Qy O +Lwp variarian de un modo continuo los
esfuerzos y del mismo modo las secciones, pero como se nos
impone la condicién de que tenga forma prismatica 6 cilindrica, es
decir todas las secciones iguales, nos bastard suponer que todos
estan sometidos al mdximo esfuerzo y de este modo, con absoluta
seguridad el prisma estard en buenas condiciones de resistencia.

Estableciendo la ecuacién, y resolviéndola con respecto 4 w,

tendremos

Q

QFoLlp=w.R (1) ©(R—Lp)=0Q ll’:R-—Lp @)

Si la seccion ha de ser circular, determinaremos el didmetro

del modo siguiente,

208 )
= T 4 ','- D! e Q :
Q i 4 R__Lp,
i)
g e QEEs
e ma e
R—Lp’®
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28. Supongamos ahora L desconocido y que no se somete el

vastago 4 mds esfuerzo que su peso; claro estd que de este modo
obtendremos la longitud y seccién que ha de tener para romper-
se por siumismo con tal que tomemos para valor de R el esfuerzo
de rotura correspondiente 4 la unidad de seccidn; planteando

el problema,

v

UJLP={J}R, LP=R, L —=

lo que nos dice por desaparecer v, que la resistencia 4 la rotura es

independiente de la seccién y que la mayor longitud que puede
R . : ; e S
darse, es ?; podiamos haber deducido que la resistencia es inde-

pendiente de la seccién, combinando las ecuaciones (2) (3)y la

hipdtesis Q = 0, del modo siguicnte:

R
B tlip R
4 ot e 0
===t
Q s 9
b

20. Determinar el alargamiento que sufre un prisina de lon-
gitud y seccion determinadas por efecto de un esfuerzo conoeido,
Para este problema acudiremos 4 la ecuacidn (1), sustituyendo

en lugar de R su valor, para que aparezca la incognita Z, nos dara:

Q+MLP=N'R)Q S LT E e e )
R=ETZ: 5 R AR el e

Si la seccidn fuese circular, tendremos:
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D 1)"’1,3.7—1—-[,273(2(' ]
?D* E T D*Lp 41,273 Q

_ LD Lpi12730)

] =

50. Resistencia de un cilindro de pequeiic espesor.—Su-
pongamos un cilindro de esta condicién lleno de un fluido perfecto
el cual ejercerd presiones uniformes del interior al exterior y admi-
tamos también que las bases que lo cierran estdn unidas de tal ma-
nera que no pueden separarse por grande que sea la presion 4 que
estén sometidos, Estas presiones tienden 4 comprimir las paredes,
trasmitiéndose de una 4 otra de las capassucesivas que constituyen
el espesor; estamos, por lo tanto, en presencia de un fenémeno de

extension y como tal nos servird de base la férmula;
N=R.w.

Ante todo, hagamos ver las secciones peligrosas del cilindro y
« determinemos el espesor que debe tener para no romperse por estas
secciones, y claro es que calculado este espesor para las secciones
de minima resistencia, las demds la tendrdn con exceso; estas seran
las que presenten menor superficie como sucede 4 las causadas por
planos que pasen por el eje 6 que le sean perpendiculares 4 la re-
sistencia que ofrece; la primera se llama tangencial y longitudinal 4
la segunda, Ocupémonos de la primera.

31. Resistencia tangencial, (fig. 6.%).—Representemos por p
la presién referida 4 la unidad superficial, L longitud del cilindro D
didmetro interior, D’el exterior, 2 ¢j== D' — D el espesor, d v un
elemento superficial y R el esfuerzo de seguridad correspondiente 4
la unidad de superficie,
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Para calcular el espesor que mos proponemos, encontremos la
presién 4 que se encuentra sometida la secciéu a a’ b ' que conside-
ramos, ¢ igualdndola 4 su correspondiente carga de seguridad R ,
tendremos la ecuacién de equilibrio en la cual figurard la incégnita.

Siendo p la presion por unidad superficial, la que soportara un
elemento d w, serd p d » y su direccién la perpendicular o gtrazada
de este elemento al eje como indica la fig. 6.%; descompongamos esta
fuerza en dos direcciones perpendiculares entre si y situadas en un
-plano normal al eje, tales como F, y F, siendo F, normal al plano
aa'bb' de la seccion, F, tendrd por valor p.d w .r<os.2; la F, no
la tomamos en consideracién, por existir siempre otra F', igual y
contraria que anule su efecto. Tomando andlogas 4 F, su suma serd

el esfuerzo total N 4 que se encuentra sometida la seccién, por lo
N—=3Y¥p.dw.cos, o—=p.Edw,cos.—=p.D. L,

puesto que
Xdw.cos o

es la proyeccién de la semi-superficie cilindrica sobre el plano de la
seccion que serd un rectangulo de dimensiones D y L.

Hemos dicho que N = R . o, representindonos w el drea de la
seccién cuyo valor es la diferencia de dos rectingulos de base comun
L y de alturas D' y D luego

o—=L (D' —D)
por lo tanto la ecuacién de equilibrio sera
: p-DL=L(D'—D)R=Lz2e.R
de donde

r».D
2 R

quedando asi determinado el valor de e pues R es conocido por las

D= 2iRie Nyl —=

tablas y tanto D como p son datos de la cuestion.
32. Espesor practico.—En la prictica se aumenta este valor
de een la cantidad o,m: 003 pues hay que tener en cuenta los de-



fectos en la fabricacién de los tubos y presiones anormales 4 que

pueden encontrarse sometidos. Por este motivo se hace uso de la
formula ya corregida

p.D

2 R

33. Valor de la presion cuando se expresa en atmésferas.

—Generalmente se d4 el nimero de atmésferas 4 que se encuentra

- 0,M5- 003,

sometida la pared interior del cilindro, y cntonces es muy sencillo
determinar la presion p por unidad superficial; para ello basta tener
€n cuenta que esta presion estd contrarrestada en parte por la at-
mésfera y que por lo tanto, si # (atmdsferas) es la presién de la
masa fluida, la que soportan las paredes serd 7 — 1 siendo
(n— 1) X 10,334 kg.
por m? la presién p que deseabamos conocer. El espesor del cilin-
dro teniendo en cuenta el valor p y la correccién del parrafo ante-
rior sera
£ __%eﬂ_;ﬁ_(g llag il N
34. Resistenola longitudinal —Partiremos de la misma ecua-
cion de equilibrio N =R . w; en este caso consideremos las presio-

nes a que se encuentra sometida una seccién causada por un plano

normal al eje, las cuales tendrdn por valor p . A siendo A el drea

S

de esta secci6n; por lo tanto el de N tendr4 por expresién

por to tanto, sustituyendo en la ecuacién fundamental, quedara

el g W )i,

4 2y 4

R
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de donde * Vil
2:D’=R(D'4D)(D'—D)=R((D 4 D).2e¢
y con objeto de eliminar D' hagamos las siguienies transforma-
ciones:

D—D=2¢; D—D+42D=2e42D;D'4-D=2e-+2D

pD*=R(2D—+42¢).2¢; pD—4eR + LI;R-
de la cual podriamos determinar el valor de e que comparado con
el deducido en el caso anterior nos hace conocer 4 la simple vista
que es menor que su mitad, por lo tanto, con el espesor prictico
que ya hemos encontrado, estamos segurcs de jue el cilindro resis-
te en buenas condiciones.

35. Calculo del niimero de bolones necesarios para fijar el
fondo del cilindro y didmetro de los misios.—Hemos admitido
que el fondo del cilindro estaba unido 4 éste, de modo que no
podia ceder 4 la acciéon de los esfuerzos interiores; generalmente
esta union se hace por medio de bolones y de aqui la necesidad de
determinar el nimero y didmetro de éstos para que el cilindro se
encuentre en las condiciones supuestas,

Para ello, llamemos (fig. 7) D, el didmetro de la circunferencia
que pasa por los centros de bolones; 7 el nimero de éstos y d su
didmetro; siendo D el didmetro interior, el valor de la presién

total N sobre el fondo sera
p — _..2_.
LAY )

y para valor de la resistencia de un boldn, la expresion

4

por lo tanto, la resistencia total de los # bolones serd

d'_‘
Rovniim tesy
4
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quedando expresada la ecuacién fundamental por
D* >
— RSVt a &
4

En esta ecuacién aparecen las dos incégnitas d y n por lo tanto

jelnk

seria indeterminada si la experiencia no nos diese la relacion

‘D(
n

13

= =

én la cual K es un coeficiente dependiente de la forma y naturaleza
de los bolones, con lo cual el sistema es determinado, pudiéndose
encontrar los valores de n y d.

i 36. Resistencia de una esfera.— Desde luego se comprende
por el enunciado de este problema, que nos encontramos en el co-
rrespondiente al 2.° de los resueltos con referencia 4 la extension;
esto es, que se trata de doterminar el méximo esfuerzo (en este caso
es maxima presién) que podrd soportar una esfera hueca, de cuyos
diametros interior y exterior, son conocidos. Empezaremos como
siempre determinando la seccion peligrosa y después la presién
que esta puede soportar.

Toda seccién plana de una esfera hueca, es una corona circu-
lar; si demostramos que no pasando el plano por el centro, tiene
mayor 4rea y ha de soportar menor esfuerzo que si este plano es
diametral, quedard probado que por la segunda esta la esfera mas
expuesta 4 abrirse que por la primera. Observemos para ello (fig 8.”)
que el area de la seccion segtin el plano P P’ tiene por valor
' P

4

y la seccién por el plano Q Q' vale
(d' cos. o) — (d cos. )*

4

como evidentemente « es mayor que «' la segunda es mayor que la

™

—
(3
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primera; si hacemos con las presiones que se ejercen segin los
radios la misma descomposicion que en el casode un tubo, veremos
que el esfuerzo de traccién que obliga 4 separar los dos porciones

en que queda dividida la esfera por P P’ tiene por expresion

N — pow _d__.
4
y el esfuerzo que ha de soportar las seccion por Q Q' sera
Ni — Pt _(%);
4

el cual vemos que es mis pequeno que el anterior.
Convencidos ya de que la seccién peligrosa es la P P plantee-
mos la cuestién partiendo de la férmula N = R ¢ en la cuai N ya

lo hemos determinado y © es el area

de la seccion: sustituyendo y resolviendo la ecuacién con respecto

4 p tendremos
2 L~ : e 2 12 et A1 dﬁ
L e e
4 4 d
37. Datos y experiencias sobre la extension y compresion.

—Hemos admitido que la seguridad de una construccién, depende

anicamente de que los esfuerzos que ha de soportar cada una de
sus piezas sean siempre menores 6 como mdximo iguales 4 la carga de
rotura 6 elasticidad correspondiente 4 la sustancia de que se hallan
construidas, y para calcular las dimensiones de estas piezas, hemos
acudido 4 tablas que nos dan estas cargas referidas 4 la unidad de
secci6n; no obstante, la experiencia ha demostrado que calculadas
las dimensiones de los sélidos con arreglo 4 los datos suministrados
por las tablas y 4 las férmulas encontradas, pueden romperse:
1. Cuandose someten & extensiones 6 compresiones del mismo
sentido, repetidas suficiente nimero de veces. 2,° Si obran alter=
4
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nativamente en extensién y compresién, Por este motivo es necesa-
Tio emplear un coeficiente de correccidn, el cual por no poder afec-
tar d las fermulas por ser de rigor matematico, tendrd que influir
en el dato R quequeda modificado del modos iguiente para el hierro
Y acero para piczas sometidas a esfuerzos del mismo sentido,

A e J min.
R 7 | I_}_(—I— i l)fma’x.

representando fi,a.. €l esfuerzo maximo de extensidn S, ¢l mini-
mo p la carga de rotura y ) la carga limite de elasticidad para es-
fuerzos del mismo sentido.

Para piezas sometidas 4 esfuerzos alternativos de sentidos
contrarios,

il ik ‘;_.(;_ i_)-f’"_
A fmd.‘c‘

J'mix. Tepreseata el esfuerzo méxime de compresion y )" el limite de
elasticidad para esfuerzos iguales y alternativos de sentido contrario,

Los célculos de resistencia exigen el conozimiento de un cierto
numero de constantes que dependen de la naturaleza del cuerpo 4
los cuales se dd el nombre de constantes especificas. Estas se en-
cuentran calculadas en tablas (*) y son las siguientes: carga prdc-
tica, limite de elasticidad, de ruptura, considerando en cada una
de estas cargas los tres casos de obrar por traccién, compresién 6
cizallamiento; coeficiente de eiasticidad 4 la traccién, compresién
6 cizallamiento; alargamiento correspondiente al limite de elastici-
dad y peso especifico de la sustancia.

38. Resistencia de cuerdas a la extension,—Para determinar
la resistencia de las cuerdas, haremos uso de las dos formulas em-
piricas siguientes: la primera del General Morin es:

(%) .Véase ‘el pronluario Laharpe,
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siendo F el esfuerzo en kgs. ¢ la seccm—mqta de la Luerda la se-
gunda menos exacta es:

B g5 02
Hemos de tener eu cuenta si estdn embreadas 6. no, pues en el
primer caso, como hay resbalamiento entre las fibras resisten me-
nos, teniendo en cambio la ventaja de no deteriorarse tan pronto
por los agentes atmosféricos. La relacién entre la resistencia de las
embreadas 4 las que no lo estan es */, y de las mojadas 4 las secas ?/,.
39. Resistencias vivas de elasticidad y rotura.—Se di este
nombre 4 la suma de trabajos elementales que desarrollan una série
de fuerzas crecientes de un modo continuo desde cero al limite de
elasticidad. :
Sea F uno de estos esfuerzos que producird un alargamiento x
menor que el correspondiente al limite de elasticidad: el valor de
dicho esfuerzo sera

F:Etdi:’.Em—E
y su trabajo elemental serd

dT:Ew—E-a‘.t.

Integrando esta expresién para valores de x comprendidos entre

o y I tendrémos el trabajo finito 6 resistencia viva de elasticidad

1 xdx Eo ! Bt
TzfoEm e t:'.1:d.1:‘= T

Ewl! 1 e i 2
T .-;—i (1) ébien T=—— .L

De aqui se deduce que la resistercia viva de elasticilad es el
trabajo de una fuerza correspondiente 4 la mitad del alargamiento
del limite de elasticidad recorriendo todo este alargamiento su pun-
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to de aplicacion. Esto por otra parte es una consecuencia inmediata
de la definicion porque evidentemente por cada par de esfuerzos
equidistantes de los extremos podemos sustituir su semisuma recos=
rriendo; naturalmente el punto de aplicacion doble camino y de este
modo quedara para resistencia viya la suma de trabajos elementales
de la fuerza constante : ;

Ew 2
2

mientras que su punto de aplicacién recorre el espacio / en su mis-
ma direccion.

40. Este trabajo podremos también obtenerlo graficrmente va-
lorando el drea del tridngulo curvilineo O i D (fig. 9 *) cuyas abci-
sas fueran los alargamientos x y sus ordenadas los correspondien-
tes esfuerzos que las producen. Para demostrario, recordemos que
segun se dijo en Cdlculo Integral dicha area tendra por expresion

fydx——/ Fdx__.j Ei‘?id

Puede también demostrarse observando que entre los limites o
y I hay proporcionalidad entre los esfuerzos y sus alargamientos co-
rrespondientes, reduciéndose la curva 4 una linea recta, cuya cua-

dratura seria el drea del tridngulo o D i que tiene por expresién

A_.-—i-—oz)(aD— —sz~—ﬁz><£~E’L=T.

Para obtener el trabajo en funcién de la resistencia R por uni-
dad de superficie, bastard observar el célculo siguiente cuyo objeto
es sustituir en la férmula (1) en lugar de / su valor.

el o By

Rili = E




Del mismo modo se define y determina la resistencia viva de
rotura sin mds que sustituir en vez de esfuerzo y alargamiento,
al limite de elasticidad las correspondientes al de rotura,

41. Resistencia de elasiicidad y rotura por kg. de materia
en ac00ion.—Esta cantidad se obtendra, dividiendo el trabajo total
por el peso del cuerpo: el peso tendrd por valor llamando p al de la

unidad de volumen ¢ la seccién y L la longitud

L
P=pf wdx .

en la hipétesis de ser desiguales las distintas secciones  pues en

tl
caso contrario la sacariamos fuera del signo / ; €l trabajo tota
L&
digimos que tenia por expresién

wk R?
2 E

pero esto tambiéu era bajo el supuesto de ser constante tanto R

T=

como w porque en el caso general serd

L2
fodex
T= "

2 E

Dividiendo ambas expresiones y llamando T' la resistencia

viva por kg. tendremos

L
: f R*wdx
TJ’ (1]

Y E 3 L
il : f wdx
(V]

Si el cuerpo es homogéneo mecanicamente considerado R = cons-

tante y
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L
7 3 Rgfo wdx R?
L £S5 TR ==
. 2l i fLmdx Ay
a

Si es prismdtico y no homogéneo

pe (1]

Por dltimo, si cumplen las dos condiciones anteriores

L ' L
/ R*d x R? f dx
e E A RS SR o Y T

2 EL p 2ELp
R*'L R’_
ST "2BEp °

Esta dltima expresién podriamos haberla obtenido dividiendo
los valores T y P

T R’ L 2
i T’=l= R s
2 2Ep
P:Pl!)f;.

CAPITULO ».°
Cizallamiento _simple.

42. Ya hewos dicho que esta deformacién era producida por
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un esfuerzo qne obra perpendicularmente al eje de prisma y que

estd en el plano de la seccién, teniendo su punto de aplicacion en

el centro de gravedad de ésta,

Para estudiar esta deformacién, seguiremos la misma marcha
que en los anteriores, es decir, que dividiremos en trozos el prisma
y consideraremos uno cualquiera de ellos como por el ejemplo el
a bcd(fig. 10); y aplicaremos en él, una vez sufrida la deformacin
y encontrindose en equilibrio, el teorema del trabajo virtual,

En el caso que nos ocupa, de las seis ecuaciones de equilibrio
solo nos queda la de proyecciones sobre el eje de Z pues las cinco
restanies se verifican por si soias, de modo que si llamamos R’ la
resultante de las reacciones moleculares y F el esfuerzo, dicha

ecuacion serd
F—R' —=o0 6bien F=R.

La experiencia nos demuestra que R’ es proporcional & w é ¢/
stendo ' el cizallamiento por unidad y w la seccion, verificindose
por consiguiente que serd 4 su producto, es decir, que se verificarg

‘
.__.I_{__’__ = Constante = G,
w. i
siendo G un coeficiente dependiente de la materia del prisma y que
se llama coeficiente 6 mdodulo de elasticidad al resbalamiento trans-
versal 6 al cizallamiento.

De la dltima igualdad deducimos

R—=G,w{
S e . i
y como :‘:T siendo e=aa'yld=of,
¥ e
tendremos R=G.w -

Si llamamos R, la resistencia al cizallamiento por unidad sa=-
perficial, esta resistencia tendrd por valor

F
Rj=— dedonde F=R, ., o0,
W
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Esta deformaeidn no suele presentarse aislada sin6 como conse-
cuencia de estar doblado el sélido; ademds, tampoco existe seccién
peligrosa puesto que atn cuando se aplica 4 una determinada,
como esta pucde ser cualquiera, todas se encontrardn en las mis=-
mas condiciones,

Vemos pues, que la férmula que nos da el valor del esfuerzo,
F = R, . o es andlogo 4 la de extensién simple, pudiéndose resol-
ver por lo tanto, los mismos tres problemas que cuando nos ocu-.
pamos de éste.

43. Interpretacion mecanica de G.—Si en la férmnla

bJ::I)

e e &

R, e Ph— You' g i LEL R Sy — .

B =G = )& N hacemos < lﬁ e
=k

por lo tanto, G = F, lo que nos dice que G es el esfuerzo necesa-
rio para producir un cizallamiento igual 4 uno en un prisma de
seccién unidad.
44. Solide no homogéneo.—Para obtener la formula
E=—G .1

hemos supuesto que el prisma era homogéneo, pero en caso de que
esto no suceda, podemos suponer se verifica para cada fibra, demcdo
que llamando fel esfuerzo producido en uno de ellos y d v su sec-
cion se verificard

IS

¢ integrando ambos miembros entre 0 y  obtendremos

F:-:fw(}.z".du:=£’[/m.G.dm;

4 esta ultima integral se llama resorte transversal 6 de cizalla-
miento del prisma.

45. Resolucion de los probiemas fundamentales. —Del mis-
mo modo que en la extension simple, mediante la formula F = R, v,
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s¢ pueden resolver los problemas relativos al cizallamiento, que
seran; dado un sélido, determinar el esfuerzo méximo; dado el es-
fuerzo, construir el sélido con las minimas dimensiones y cono-
ciendo las dimensiones y el esfuerzo, ver si el cuerpo estd en buenas
condiciones de resistencias.

Hemos de observar al resolver los indicados problemas que
entre Jos coeficientes relativos 4 la extension y los andlogos del
cizallamiento hay las siguientes relaciones que nos evitan la cons-
truccion de nuevas tablas

G= il Bl Ris it R
5 5

46. Problema 1.°.—Determinar la seccion del prisma sometido
4 un esfuerzo cortante T para que la resistencia de la materia no
exceda de R, kg. por m m*,
Acudiremos 4 la ecuacién F = R, « en la que sustituyendo por
F y R, respectivamente T y R se obtiene

oI
T=Ram de donde w—=— 5

[+ 4
47. Problema 2.°—Calcular una cadena de Galle.

Sea la cadena representada en la figura 11; en el célculo de sus
dimensiones tendremos que combatir dos causas distintas de rotara
que son: cizallamiento en los pernos a b y extensién en las liminas
por efecto del peso mdximo que se le obliga 4 soportar, si como ge-
neralmente puede formar parte de una grua G otro aparato de este
género, Consideremos primero e! cizallamiento que se producira en
las juntas 1, 2, 3, 4 de cada limina con la contigua porque el per-
no, en la seccién correspondiente al punto 1 se encuentra sometido
a un e:fuerzo cortante, que serd la cuarta parte del peso suspen-
dido en el gancho por distribuirse éste uniformemente en las cuatro
uniones; representando por d el didmetro del perno el darea © de su
seccion tendrd por valor



dﬂ
4
y sustituyendo en la férmula F = R, w en vez de cada letra su va-

lor, tcadremos la ecuacidon que nos permitira calcular el didmetro

del perno
P dieecy ; da’ 4
= St L0 Sniah D i et
4 s s i 5

Nos queda ahora determinar el expesor y anchura de las dos
series de chapas tal como la (A, B) que como sabemos estan alter-
nativamente compuestas de z y n -~ 1; para ello observemos que
una cualquiera de ellas estd sometida 4 un esfuerzo de extensién que
serd en el caso de la série (AJ B) de la figura la mitad del peso P;

acudiendo 4 la férmula correspondiente N = R w; N' y w son respec -
: P } =
tivamente ——y el drea de la seccién causada en la chapa por el

plano que contiene el ¢je del perno (esta es la mds pequena y por lo
tanto a' igualdad de esfuerzo la peligrosa) este drea tendrd por valor
la anchura e por el expesor ! disminuido en el didmetro d de
modo que serd e (I — d) v sustituyendo estos valores tendremos
la ecuacion

P g

— =—=e(!l—d)R 6 P=2e(l—d)R.

Considerando por tltimo la segunda série de chapas sometidas 4

un esfuerzo de extensiou igual & —?- en el caso de la figura y lla-

mando e'su ancho y / el expesor por ser el mismo que en la série
anterior tendremos la nueva ecuacién

P r 1 » el ’

So=¢ (l—dR 6 P=3¢(—d)R.
Tenemos para resolver el problema, un sistema de tres ecua-

ciones.




B 1 gA)

& 4 si ponemos de mani- Ak

P—yr —. o R | fiesto el numeron def P—2ny — . = R.
4 chapas de la menor 4

=ze(l—d) Rs série con lo cual el de P=ne(l—d)R (1)

B la otra serd n 1y '
P =3¢’ (I— d)R| tendremos | P=(n+41)e(l—d)R

con cuatro incégnitas e, €', ! y d que serd indeterminado necesitando
dar un valor arbitrario 4 una de ellas para obtener los correspon-
dientes de las otras,

48. Proporciones que se adoptan en las construcciones. —
Es mds conveniente en la practica acudir 4 ciertas relaciones que
aconseja la experiencia, las euales se combinan con la ecuacion (1)

Estas relaciones son las siguientes:

e=¢ l=3d L'=4d L=7,5d

(2n+41)e<6d 2de=1,25d2
de la ultima se deduce
2e==125d e=0,628d yengeneral e=o0,5d

de la quinta combinada con la anterior, se obtiene

(2 nmi—ox)o,SdZéd 2in 1< 12
esta relacion impone limites al numero de chapas, el cual ha sido
considerado como dato de la cuestién. Recordando la ecuacién (1)
y teniendo’en cuenta las relaciones admitidas, tenemos resuelto el
problema como sigue
P=ne(l ~d)R=n0,5d(3d -—d)R=no,5.2d°R=nd?R
/7D '

H—R,Z=3d L=4d L*=7{5d BmO,GZSd.

d=

Vamos 4 presentar como ejemplo el hierro, cuya resistencia 4
la extension por mm?® esde 7 kg y se trata de calcular una cadena
cuya serie menor consta de 4 chapas.
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p 1000 se=s
== = = =/ ¥ =
n=4 d \/Rn V i mm = \360 m m =19 m m

l=3.1gmm=57mm e=o0,5.19mm = g,5 mm

L'=g4agmm=y6mm L —=75.19mm = 142 m m.

49. Problema 3.* Determinar las dimensiones de un perno.
En el perno A B (fig. 12) consideraremos la cabeza q el cuerpo ci-
lindrico n y el extremo roscado p con su Zuerca m, Al hacer girar
esta ultima estando ya en contacto con las piezas que une, se pro-
duce un esfuerzo segun la direccién del eje que tiende 4 arrojar la
cabeza 6 solo la parte que en la figura estd con rayado més fuerte,
hacer saltar los filetes del extremo roscado y romper el perno segtin
una seccion transversal. Los dos primeros efectos son de cizalla-
miento puesto que las deformaciones serian: una resbalar la parie
g sobre el niicleo y otra resbalar la tuerca sobre el fondo de los re-
bajos del tornillo, el ultimo es una extensién puesto que la rotura
seria ocasionada por una fuerza que obra segin el eje y tiende 4 se-
parar los extremos del nucleo.

Ocupémonos ahora de los dos cizallamientos posibles llamando

hy k' las alturas de la cabeza y rosca; r el radio del nicleo y 7' el
de la parte roscada. En el cizallamiento de la Se Tas superficies
que rcsbalan son las cilindricas a a' b ' cuya dreaes 2wk Y en
el de la wbm también son dos cilindros de ridio 7 y altura X’
siendo el drea 2 = 7' 4" el esfuerzo es idéntico en ambas deforma-
ciones y lo representaremos por F; teniendo en cuenta la ecuacién
fundamental tendremos,

Bi="a e h > g’ R

F=2xrkX g R

Para ¢l esfuerzo de extensién tendremos acudiendo 4 la formula
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correspondiente observando que » = =72 (por ser esta la seccion
mas débil),

F=nr2R

Combinando estas ecuaciones, se obtiene

4 'y Pl O e O
Rer?={ Ramrh )r = & )k___ —
o]

R =2 — 1. Ra2rmrh !
g Rzﬂ?‘k: ?3-_ RZﬂ?" h' g?"kzr' fl’ ?"h:r' h"

Dos ecuaciones con cuatro incognitas, habra que dar valcres 4 dos
de ellas. que generalmente son 7y & es decir las dimensiones de la
cabeza.

50. Problema 4.°~Calcular las dimensiones de una chaveta
(fig. 13). Suponiendo que no puede doblarse, la chaveta A B ten-
derd 4 cizallarse por las dos secciones ¢ d, ¢’ d'; ambos cizallamien-
tos son debidos al mismo esfuerzo que es la_mitad de la tension
4 que esté sometida la pieza H que hace solidaria con la pieza K,
por cuya razon nos bastard determinar las dimensiones de la sec-
cién menor (peligrosa) ¢’ d’. Llamando 6y & la base y altura de
esta seccidn y aplicando la formula F = R, o tendremos la ecuacién

W T S T
2 5 : 5

b y h seran las dimensiones de las dos secciones' supuestas iguales
generalmente no lo, son pero podemos aumentar la segunda cuanto
queramos pues de este modo se aumentard la resistencia., En la
ecuacién anterior hay dos indeterminadas & y 4 pero la préctica dd
una relacién entre ellas, b es en general pequeno para no debilitar
el vastago.

51. Problema 5.°—Calcular las dimensiones de piezas unidas
por remaches asi como los de estos, Sea z el nimero de remaches



R
Yy supongamos las piezas sometidas 4 un esfuerzo de extensién N
(fig. 14). Sea L la longitud total de las piezas, y d el diimetro de
los remaches cilindricos, y e el expesor de las piezas 6 chapas. Los
remaches estin expuestos 4 romperse por cizallamiento y las chapas
por extensidn, habrd dos ecuaciones para resolver este problema

que seran para los remaches,
a? ;
N=uzn iy -i R.
4 5

y para las chapas, N = (L — nd) e X R. puesto que la rotura
de las chapas tendrd lugar por la linea de los centros de los remaches-
Las incognitas son #d y e en mayor numero que ecuaciones por
cuyo motivo se dan valores 4 una de estas tres cantidades que gene-
ralmente es »; L pudiera también considerarse como incognita lo
cual aumentaria la indeterminacién de la cuestién pero generalmen-
te su valor es conocido por las condiciones de la instalacion.,

CAPITULO 3.°
Torsion simple.

52. Esfuerzo que produce esta deformacion. —La torsign se
produce cuando una pieza prismatica, fija por uno de sus extremos
esta sometida 4 fuerzas susceptibles de reducirse 4 un par, en un
plano perpendicular 4 la direccién del eje. Este par tiende 4 hacer
girar en su plano las secciones transversales, y 4 desviar las fibras
rectilineas haciéndolas tomar una forma curva que mas adelante
indicaremos,

>3. OConsecuencias que proporciona Ia experiencia.—Cuan-
do un cilindro fig. 15) se someta 4 un par (P, P’) cuyo momento
no exceda de ciertos limites todas sus secciones 4 partir de la de
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éncastre que posee una absoluta inmovilidad, girardn alrededor de
1

(i Iry

os ejes 0, 0, 0" 0" ... obedeciendo 4'las dos leyes siguientes
demostradas por la experiencia.

1.2 Las dimensiones del s6lido no varian, permaneciendo las
secciones planas circulares y normales al eje, como si fuesen sélidos
invariables.,

Como consecuencia de esta ley el volumen y densidad perma-
necerdn constantes, y toda recta perpendicular al eje antes de la
torsion, continuard siéndolo mientras ésta tiene lugar y después de
terminadas. Nos podemos asegurar de esto udltimo, sometiendo 4
torsién un cilindro de cobre, por ejemplo, en el cual se introducirin
con anterioridad agujas delgadas colocadas en orificios normales
al eje, después de la torsién podran extraerse con facilidad sin que
hayan sufrido deformacién alguna,

2.3 Los dngulos 6, 8, 87 ... llamados de torsién y descri-
tos en el mismo tiempo, por los radios o' S, o ;im0 S
son proporcionales 4 la distancia de su seccién respectiva 4 la de
encostre, es decir que se verifica

o' B B
7= Tpw = g — -sei= constante.

De aqui se deduce que el camino recorrido por un punto cual-
quiera es proporcional 4 su distancia 4 la seccién de encastre, por-
que este camino vendrd expresado por § r, 07 7 87 ..y dela
série de razones iguales que acabamos de obtener, resulta la si-
guiente multiplicando por #

0 r 6 7 0" r
5 L e =

Ademds si consideramos la posicién SS," S, § ", | . de la fibra
S §'S" 8" ... después de la torsién, como camino recorrido por
un punto mévil, éste, en su movimiento avanzard cantidades pro=-
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porcionales 4 los d4ngulos, girando al rededor de 00", siendo su -
trayectoria 6 posicién final de la fibra, una helice trazada sobre la
superficie del cilindro, '

54. Estudio anilitico de la relacion que existe entre el mo-
mento del par y el angulo correspondiente de torsién.—Claro
es que el angulo girado por cada seccién varia de una 4 otra, y por
este motivo para referirnos 4 uno determinado, tomaremos el que
corresponde 4 la seccion situada 4 la unidad de distancia de la de
encastre. Apliquemos al cilindro momentos crecientes 4 partir de
cero, hasta llegar a fracturarlo; si tomamos como abcisas (fig. 16)
ob, ot, ou, las deformaciones medidas por los valores del dngulo de
torsién, 6 bién por su arco rectificado, y como ordenados los mo-
mentos ab, st, mn, etc. obtendremos una linea o a sm que repre-
senta la ley de variacién que nos proponiamos encontrar, en la cual
observamos dos porciones 0 @ y a m, cortespondiendo cada ana 4
un periodo distinto.

Primer periodo 6 perirdo elastioo.==La parte oa es rectili-
nea lo cual demuestra la proporcionalidad entre los momentes y
deformaciones, Este periodo se liama eldstice porque cuando el par
deja de obrar, desaparece la deformacién; el punto a corresponde
al limite de elasticidad; la ordenada a b es el momento limiie de
elasticidad relativa al material que se considere, y la abcisa 0 la
deformacion limile de el .sticidad.

Segundo periodo.—A partir de a & las deformacioneso ¢ ..,
crecen con mds rapidez que los momentos de torsidn ¢ & .., hasta
llegar al momento de fractura m #, y torsion correspondiente o n.
En este segundo periodo, si ¢l momeanto de torsién se anula, la
deformacién no desaparece, quedando una parte visible, cuyo va-
lor 0 0" obtendremos trazando por el punto s una paralela 4 a b;
la razén del trazado de esta paralela consiste, en que al dejar de
obrar el par de torsién y quedar el cilindro abandonado 4 sus rea-
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ciones moleculares, nos encontramos en un caso andlogo al periodo
elastico y debe haber la misma relacién eatre la deformacion y el
esfuerzo que habia en el caso anterior; por ese motivo, el triin-
gulo cuyos catetos sean el momento de torsion y la deformacién
corrcspondieme, debe ser semejante al aob, y lo construiremos
trazando la paralela que hemos indicado; es evidente que si tenfa=
mos la deformacién o¢ y en virtad de las reacciones moleculares
desaparece la parte o' #, quedara permanente en el solido la torsién
correspondiente al dngulo cuya longitud sea 0 o'. Si en estas con-
diciones empezamos 4 aplicar nuevos momentos de torsién, cre-
cientes desde cero, se presentard el fenémeno trasladdndose 4 ot y st
la deformacién y momento limite de clasficidad, porque segun
acabamos. de decir. el sélido tiene la aptitud suficiente para hacer
desaparecer una deformacién igual 4 o' t. L.a fractura se producira
cuando apliquemos el momento 7,z por una seccién cualquiera,
empezando por-el perimetro por ser esta parte la que ha de sopor-
tar mayores esfuerzos como luego indicaremos.

55. Resolucion de las dos cuestiones en que se apoya la
resistencia de maferiaies.—-Sabemos que para entrar en los tres
problemas de la resistencia de materiales, ¢s necesario determinar:
1.0 Las reacciones interiores que se desarrollan por el concurso de
las fuerzas exteriores. 2.° Expresar dichas reacciones en funcién de
-las dimensiones de los cuerpos, y de coeficientes practicos que se
encuentran cédlculados en tablas, los cuales varian con la sustancia-
vamos por lo tanto 4 resolver cada una de dichas cuestiones:

1.2 Question. Para determinar ias reacciones interiores, acudi-
remos 4 las seis ecuaciones de equilibrio que pueden aplicarse & un
sistema material, siempre que se tomen en coasideracién dichas
reacciones en unién de las fuerzas directamente aplicadas; estas
ultimos nos son conocidas y sabemos que se reducen d un par cuyo
momento con telacién al eje, del sélido es P p; respecto de los pri=

6



— 42 —
meros, solo sabemos que tienen todas direccion normal al eje, por-
que si consideramos por ejemplo la seccién S’ de la fibra S §'S”...
en virtud del esfuerzo (P, P') tiende 4 trasladarse 4 S,’, 6 lo que es
lo mismo se deforma la fibra por cizallamiento y la resistencia que
presenta a esta deformaeidn, estd situada en el plano de la seccién
S' que es normal al eje. Con estos datos podemos pasar 4 estable_
cer las ecuaciones de equilibrio, y tomando el eje del sélido por eje
de las X facilmente se observa que por sl mismas se satisfacen to=
das menos la relativa 4 momentos con respecto & dicho eje, por lo
tanto llamando M 4 la suma de momentos de todas las reacciones

interiores y aplicando la ecuacion tendremos

Pp =M= N —"Pp~

2.* Cuestién. La experiencia ha demostrado que la resistencia
de una fibra es proporcional 4 su seccién w, 4 su distancia al eje 7,
y por ultimo al dngulo O recorrido por el punto interseccién de
cualquter fibra, con la seccion que dista la unidad de longitud de la
de encastre, Hay que advertir que el dngulo 0 se mide con el mé-
dulo de 57° y por consiguiente tiene la misma interpretacién que
el camino recorrido por un punto que estando en la seccién que
hemos dicho, pertenezca 4 una fibra cuya distancia al eje sea la

unidad, de modo que se tendra

7%

m:G — constante. f= G. dw.r.ﬁ'.

G’ es un coeficiente que se llama modulo de elasticidad d la tor-
sion y varia con la sustancia.

No es de extranar el resultado que acabamos de obtener porque
si observamos que segun hemos dicho la resistencia que presenta
una fibra 4 la torsion es un esfuerzo cortante el cual serd propor-
cional 4 su seccién d w y al cizallamiento ¢’ por unidad de longitud;
de modo que tendremos,



=
Ik

L
m — G’ = constante,

pero &' serd el desplazamiento del punto S8’ (fig. 15) que dista la
unidad de longitud de la seccién de encastre, de modo, que su valor
serd S' §', 6 lo que es lo mismo 7 de modo que sustituyendo
tendremos,

f 1 = f] i
—&-m-‘—-G. f‘—'ﬂ'-'dw.?‘,jG.
El momento de la reaccién de esta fibra f serd por lo tanto

fr=G.dor*d ylasuma M de momentos, 6 sea el momento
de torsion tendrd por valor:

M:‘.‘fr=f g’dwr‘ﬁ:g’ﬂfr‘dw

4 la expresion f r*dw sedd el nombre de momento de inercia

polar (*) de la seccidn con relacién al punto o” 6 centro de gravedad
y se representa por Y tendremos por lo tanto;

M=P. p=gF fr’dw:g’ﬁY. (1)

(*) En mecénica racional hemos aprendido 4 determinar el mo-
mento de inercia de una figura cualquiera con respecto 4 un eje;
vamos 4 demostrar que el momento con relacidn & un punto 6 mo-
mento polar, es igual 4 la suma de los momentos con ¢elacién 4 dos
ejes perpendiculares que pasan por dicho punto.

En efecto, el momento de una figura plana con relacién 4 un
punto de su plano tiene por valor r*dw; si la referimos

4 un sistema coordenado rectangular cuyo origen se confunda con
dicho punto, podremos establecer las igualdades,

./.fradw:e/‘f(x=+y’)dxdy:f{/-‘x‘dxd_y_g_

ff y*dxdy locual demuestra la proposicién.



50. ~Resistencia por unidad superficial. —Siendo f la resis-
lencia de una fibra‘cuya seccién es d o la resistencia de una super-
ficie igual 4 la unidad sera:

Glrdw
R: _d‘z;_‘o_ = ._-—d(‘_, =GF H 7 g :2)

57. Hodulo de torsion.—

: Pr gy
De la férmula (1) se deduce e 0 Py
e T

F .Pp Y

: Eoove T )

Idem ()50 ide e
=

al segundo miembro de la igualdad (3) se dd el nombre de mdédulo
de torsién y su valor se encuentra en tablas.

53. Interpretacion mecanica de G.—Si cn la férmula F — G
7 hacemos 8=—1 y » — 1 resultard F— G’ lo cual nos
indica que G'. es la resistencia de una fibra colocada 4 la unidad d®
distancia del eje del sélido, cuando éste se encuentra sometido 4 un
momento tal, que hace girar 4 la indicada fibra un dngulo igual 4
la unidad.

La integral f dwr* que hemos llamado momento de iner-
e

cia polar se refiere solo 4 una seccion y por lo tanto el momento M
que hemos calculado, sera la resistencia de dicha seccién; como
estas son todas iguales, (Y constante) de la misma materia, (G cons-
tante) y 6 también lo es para todas, resulta (1) M = G’ § Y— cons-
tante, lo cual nos dice que las secciones son igualmente resistentes
no habiendo en su consecuencia seccién peligrosa.

Debe observarse de acuerdo con lo dicho al final del parrafo 54
que aunque las secciones son igualmente resistentes, en las fibrag
que componen una cualquiera, soportan mayor esfuerzo cuanto
mids retiradas estén del eje porque su momento fr=G'dw r? ()
crece con 7.
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59. Propiedades dol eje de torsion. —Hasta: abora hemos
supuesto que el solido era homogéneo y de revolucién, de modo
que el eje de simetria se confundia con el lugar geométrico de los
centros de gravedad de las distintas secciones, vamos 4 considerar
el caso de un sélido de revolucién que no sea homogeéneo 0 que
tenga una forma cualquiera. Sea S una de las secciones, m la de
una fibra, (fig. 17) y g el centro alrededor del cual gira m; la direc™
cién de la reaccién igual y contraria 4 la torsién serd m F. Refira-
mos la seccién 4 un sistema coordenado cuyo origen coincida con
g, y vamos 4 demostrar que este punto es el centro de gravedad de
la misma.

Sabemos que el valor de la reaccién es f— G'©®rdw; la
proyeccién sobre el eje de los X serd, fseno =G’ brdw sena,
pero llamando y 4 la ordenada de la fibra m, se tendrd y» —r sen «,
por lo tanto fseno=G'0dw y; esta expresion nos representa
la proyeccién de la reaccidn desarrollada por la fibra m sobre el eje
de las X por lo tanto, sumando las correspondientes fa todas las
fibras, tendremos la proyeccion de las resultantes de las reacciones
desarrolladas en la seccién; hemos dicho que estas resultantes cons-
tituyen un par . por lo tanto su proyeccién serd ignal 4 cero de

modo que tendremos,
Efsena:fG’ﬂydm:G’Gjydm=o. pero G' 0 == o,
luego / ¥y do = o.

ahora bien llamando y'la coordenada del centro de gravedad

tendremos:

por lo tanto el centro de gravedad estd en el eje de las X; del



= e
mismo modo demostrariamos que estd en el de las Y luego se con=
fundird con el origen 6 sea con el centro de rotacién de la seccién S.

Demostrada esta proposicion resulta inmediatamente  que el eje
~de torsién del sélido estd constituido en todos los casos por la linea
lugar geométrico de los centros de gravedad de las secciones.

60. Angulo de la hélice.—Vamos 4 determinar el dngulo que
forma con ¢l eje del cilindro la tangente 4 la hélice en que se trans-
forma una fibra cualquiera, para lo cual bastard recordar que su
tangente tiene por valor la relacién entre el desarrollo del arco
§'S', (fig. 15) y el segmento de fibra S S, que es igual 4 la unidad;
tendremos por lo tanto

tgd—=S'S =0~

b r b r "

Sl W el e e

61. Angulo de torsion. —Esle dngulo 0 lo determmaremos de
la ecuacion (£.%) P p = G’ 0 Y de donde

Pp

0= -

EI valor de G' ha demostrado la experiencia que es G :: E;

es decir las dos terceras partes del médulo de elasticidad 4 la ex-
ténsion.

62. Problema 1.° Conocido el memonto de torsién qne ac-
tua sobre un sélido homogeneo, y la forma geometrica de su
secolon, caloular sus dimensiones de modo que su resistencia
por m? no oxceda de una cantidad dada.—Para resolver este
problema acudiremos 4 la ecuacién (3) y supondremes para mayor
sencillez que es de forma cilindrica

DRl

H r




en esta ecuacion son conocidas todas las cantidades menos # cuyo
valor entra también implicitamente en Y, de modo que debemos
empezar por determinar el momento de inercia polar de un circulo
de radio 7.

Y=fdwr’ dw=d (rr’) =2rnrdr

] [ 5
s [ ke
Y=f27:r3dr==2njr3drm2n---------=---i ------------- —
4 2
d &
ik L3 wdt

il 2 32

sustituyendo en la ecuacién anterior en lugar de Y y # sus valores

tendremos.
wd
Pp B lmd ma L a6Ppi iRy
B TR B R SR TR e e
L, e

2.% Tuvestigar siun sélido esta en buenas condiciones de
resistencia.—Nos valdremos de la misma férmula empleada ante-
riormente, siendo en este caso cantidades conocidas, P, p, ¥, » se
calculara el valor de

Ry oY

-

el cual comparemos con el que den las tablas; si F es igual 6 me-
nor que el que dan las tablas, el sélido podrd resistir en caso con-
trario se encuentra en malas condiciones.
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CAPITULO: 4.°
Flexion plana.

63. Esfuerzo que produce esta deformacion.—Hemos dicho
al ocuparnos de las deformaciones elementales, que la flexién es
debida 4 un par cuyo plano pasa por el eje de simetria del prisma
6 lo que es igual por la fibra media.

Consideremos un prisma o 7z (fig. 18) solidamente sujeto por el
extremo O y solicitado en # por la fuerza P, Vamos 4 estudiar el
efecto de P sobre una seccién cualquiera D C para lo cual trasla-
daremos la fuerza P paralelamente 4 P" aumentando un par P' P.
Se desarrollard en D C una rotacién debida al par P'P cuyo mo-
mento es P X m n y prescindiremos del efecto da la fuerza P" por
que estamos ocupandonos del estudio separado de cada una de las
deformaciones simples.

Lo mismo ocurrird 4 cualjuiera otra seccién que consideremos

del conjunto de las rotaciones que cada uno experimema. resulta
la deformacion por flexién 6 encorvadura del prisma. Al producto
P X mn sedenomina momento de flexion y varia de una seccién
4 otra por variar su brazo de palanca m n. La materia de que estd
formado el prisma, se opondrd 4 esta deformacion, mediante el
auxilio de reacciones moleculares 6 fuerzas elasticas.

64. Hipotesis admitidas en el estudio de la flexion.—To-
memos por eje de las X el del prisma antes de ser deformado y por
eje de las Y una recta perpendicular 4 la anterior y contenida en
el plano de la fuerza P. Admitiremos: 1.° Que la deformacién del
s6lido es de simple curvatura; es decir, que la deformacién se efec-

tua en el plano X Y en que segtn hemos dicho actuan las fuerzas




exteriores. Este caso aunque no es general casi siempre se presenta
en las construcciones y por lo tanto 4 €l nos debemos referir.

2.2 Las compresiones y extensiones y demds fuerzas & que
seglin veremos resulta sometida la materia por la flexién, son in-:
feriores al limite de elasticidad; por lo tanto operaremos en e
periodo eldstico, y podremos utilizar el principio de que las defor-
maciones de las fibras elementales del prisma, por extensiin,
compresion, etc., son proporcionales d las fuerzas que lo producen.

3.9 Laencorvadura total del prisma, es suficiéntemente pequena
para que las fuerzas exteriores que en un principio eran normales
al ¢je, contintien siendolo sensiblemente, después de la flexién.

65. Estudio experimental de la flexion, y consecuencias que
de 61 se deduoen. —1.2 Las secciones planas normales al eje antes

de la deformacién contintian lo mismo después de flexado.

Esto se ha comprobado trazando rectas normales 4 las aristas
de un prisma de madera, de modo que dibujaban secciones perpen -
diculares al eje, y verificando que estas liness, después de la flexidn,
continuaban siendo rectas, normales 4 las aristas encorvadas y

contenidas en un mismo plano.

2.* Unas fibras del prisma se comprimen y otras se extienden
por motivo de la flexidn del mismo.

De este hecho resulta que dos secciones A B, C D, (fig. 18) pri=-
mitivamente paralelas, tomen la posiciéon A' B!, C' D' después de
flexado el prisma; por lo tanto se alteran las dimensiones longitudi-
‘nales de las fibras comprendidas entre las dos secciones pero como no
sabemos todavia cuales sufren una 4 otra de estas deformaciones

estin indeterminadas las fuerzas que las producen.

SijA"C' __i A C con mayor razén B' D' > B D y entdnces todas

las fibras se alargardn obedeciendo 4 esfuerzos de extensidn,
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Si B'D' = BD desde luego A’C" < BC y todas las fibras se

/A

comprimiran obedeciendo 4 esfuerzos de compresién.

Por altimo si A'"C'<ACyB'D'>BD unas fibras se com-
primirdn y otras por el contrario habrin sido extendidas. Este
ultimo caso es el que se presenta en la practica como ha sido com-
probado por las siguientes experiencias.

Duhamel demostré que no todas las fibras se extienden. Para
cllo sometio 4 flexion vigas de pino del Norte en las que habia
practicado un corte trasversal a & (fig. 19) en su punto medio con
lo cual altero la continuidad de las fibras y noté que presentaban
la misma resistencia que cuando estaban intactos, lo cual no hu-
biese podido ocurrir trabajando las fibras cortadas por extension.

Para justificar que unas fibras trabajan por compresién y otras
por extension ejecuté Morin la siguiente experiencia, En una barra
de acero dulce, sometida 4 flexién hasta producir encorvadura
permanente, la seccion M N (fig 19) que era primitivamente cua-
drada, se convirtié en trapecio, ensanchdndose por la parte superior
y adelgazandose por la inferior, lo cual prueba que en la primera
parte sufrio extension y en lasegunda compresién.

Las anteriores experiencias prueban que existe una capa de fi-
bras que no sufren extensién ni compresién, es decir #na capa de
Jibras neutras que experimenta cambio de forma tomando una
cierta curvatura pero que no varia su longitud.

66. Resolucion de las dos cuestiones en que se apoya Ia
resistencia de maieriales.—Sabemos que estas cuestiones son
dos: 1.% Conocidas las fuerzas exteriores que actuan sobre el solido,
determinar las reacciones. que en elfy se desarrollan, 2.2 Expresar
dichas reacciones moleculares 6 fuerzas elasticas en funtién de las
dimensiones del sélido, v de cocficientes conocidos para cada sus-
tancia.
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1.* Cuestion. Consideremos la seccién D C; (fig. 18) las reac-
ciones que en ella se desarrollan, serdn las necesarias para que el
trozo de prisma D C » permanezca en equilibrio 4 pesar de estar
sometido 4 la accién del par P P' cuyo momento es P X mn. Si
consideramos un sistema coordenado cuyos ejes sean los X ,Y mar-
cados en la figura, y un tercero Z, perpeadicular al plano de los

dos, las seis ecuaciones de equilibrio se reducen 4
ZX=0 XY=0 XZ=0 X(Zy—Yz) =o
2(Xz —Zx)=—o0 Pp==M=o0

en estas ecuaciones X, Y, Z, representan las componentes de cada
reacci6n molecular segun los ejes coordenados, y pr::scindiﬁms en
los cinco primeros de las fuerzas exteriores, porque tanto sus pro-
yecciones sobre cualquiera de ellos, como los momentos con relacion
d los X ¢ Y son nulos por si mismos; resulta por lo tanto, que el
sistema de dos fuerzas 4 que segtin sabemos pueden reducirse las
reacciones moleculares, tiene en virtud de las tres primeras ecuacio-
nes su suma de proyeccién nula sobre cualquier eje, de donde re-
sulta que ambas fuerzas son iguales y contrarias, 6 lo que es lo
mismo constituyen un par; de la cuarta y quinta se deduce que el
plano determinado por ellas, pasa por los dos ejes X ¢ Y, 6 lo que
es lo mismo, coincide con el plano X Y, y por ultimo, la ecuacién
sexta nos indica que su momento es igual al momento del par di-
rectamente aplicado.

La ecuacién sexta se utilizara en la forma siguiente:
M=P.p
la cantidad M representa el momento de ias fuerzas elasticas.

2% Cuestion. Hagamos coincidir las secciones A'B’ y AB
(fig. 18) y supongamos que la distancia B D es muy pequena con
lo cual B'D’ y A'C' se confundirdn en direccion sensiblemente con



BDy AC, C'D tomard la posicién marcada en la figura 20, cor-
tando 4 C D en un punto H comprendido entre C y D correspon-
diente 4 la proyeccion N H de la capade fibras neutras, mds ade-
ante aprenderemos 4 determinar la posicién de esta capa.

67. Observando la figura 20, se vé que las distintas fibras que
coria la seccion D C se extienden 6 contraen dejuna manera crecien-
te, desde la capa neutra hasta las caras laterales que constituyen las
capas de maximo trabajo.

Llamemos R’ la reaccién que desarrolla por motivo dela exten=
si6n, la unidad superficial de una fibra que est¢ separada dela
capa neutra, la unidad de distancia. Damos 4 R' el nombre de reac-
cién y no resistencia, porque resistencia es la reaccién méxima y
como esta reaccién, por considerarnos dentro del periodo elasticos
es directamente proporcional al alargamiento b ¢, el cual & su vez
lo es 4 la distancia H & 4 la capa neutra, por lo tanto, las fibras que
distasen de esta capa més de una unidad, quedarian deformadas
permanentemente 6 se romperian, segin que refiramos las cargas
de seguridad al limite de elasticidad 6 al de rotura.

Generalmente la resistencia R por unidad superficial de un séli-
do 4 la extension, no es la que opone 4 la compresién, pero noso-
tros supondremos que son iguales,, teniendo presente que hemos de
tomar la minima para medir las cargas permanentes, pues si supo-
nemos para fijar las ideas que la resistencia 4 la compresion es me-
nor que la relativa 4 la extensién y tomamos como tipo la segunda,
al calcular el s6lido con las dimensiones absolutamente indispensa-

bles, habria algunas capas de fibras expuestas a f;%%&:«ciue se

romperian.
Si R’ es la reaccidn por unidad superficial de una fibra que

diste de la capa neutra la unidad de longitud, la reaccion corres~
pondiente 4 otra fibra situada en la capa cb cuya distancia es y

serd R’y porque llamandola N tendremos
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Segtin esto, la reaccién de una fibra situada 4 la distancia, y
seria llamando d v su seccién R' 3 d w; como esta reaccion es pa-
ralela al eje del prisma antes de sufrir deformacién, ella misma
serd su proyeccién sobre dicho eje y si sumamos esta expresion
para todas las fibras cbmprendidas en la seccién D C, tendremos la
proyeccién de la reaccién total, que seglin sabemos debe ser -igual

a cero; tendremos por lo tanto.

ER'ydw:R’/ydwzo. R' o /_ydm:o.

la coordenada y, del centro de gravedad tiene por valor,

/_j/dw 0
de e

lo cual nos dice que dicho centro estd situado en la capa neutra,

J’-l

como por otra parte todos los centros de gravedad estin en el eje
del prisma, se deduce que la capa neutra contiene este eje siendo
en su consecuencia un plano que pasando por la fibra media es per-
pendicular al de las acciones exteriores 6 par de flexion.

68. Expresion del momento de las fuerzas elasticas.—
Siendo R’ j d w la reaccién 6 fuerza eldstica correspondiente 4 una
fibra que diste y de la capa neutra sumomentoserdR'y*d v yla
suma de momentos de dichas fuerzas elasticas que hemos represen-

tado por M tendra por valor,

M:-:ER'J/:d{o::f R' y*dw(«)
es de advertir que el valor de M estd dado por una integral doble

aunque para facilitar la expresién la supongamos sencilla, porque

dw=dydz yelverdadero valor de M serd,
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M= RL/ 7idy

—o H' —oD

Si llamamos R la resistencia por unidad superficial de la materia
que forma el prisma, como esta resistencia 6 mdaxima reaccién co-
rresponderd al valor maximo de g que convenimos en representar
por esta misma letra, tendremos,

R’ R R

— i

X I 2

Yy sustituyendo en la férmula anterior resultara:

R R
M=——- 2d(l..'i:'——'.Yv I
J,fy ~ (1)

Y, representa el momento de inercia con relacién al eje oz,
M'el momento de faerzas elasticas asi como Y & J¥ son variables y
con ellas varia la reaccidon R' 4 la unidad de distancia; en esta por
el contrario la resistencia R es invariable, por lo tanto al dar valores
4 Y € y 6 sea al fijar las dimensiones, queda determinado el mo-
mento M y reciprocamente.
69. Hlodulo de flexion.—De la ecuacién (1) se deduce,
-hé— Lajpin la expresién 2 recibe el nombre de médulo de
7 e

flexién y se encuentra calculado en tablas.

70- Otra forma de la ecuacién de equilibrio.— Sabemos que
la resistencia R tiene por expresion,

1 DD’ DD’ DH HE
R R B D —ENH '—EON ?

y sustituyendo este valor en la férmula (1) resultard,

i Y By

e G R B

¥ P .V P

de donde se deduce, p — —EM—Y por lo tantosiE,, Y y M son




constantes en las distintas secciones p serd coastante también y
el eje después de la deformacidn afectard la forma circular.,

70. Seooion peligrosa.—Sera aquella parala cual M tenga un
vaior maximo, y como M = P p claro que esta condicién se cum-
plird en la seccién que esté mds alejada del punto de aplicacion de
la fuerza normal al eje que actua sobre el solido; si este ultimo
estd encastrado y la fuerza actua en su extremo libre, la seccién.

peligrosa es la de encastre,
71. Nomentos de elasticidad y rotura.—Aunque las expre-

R

: B Sl ; :
siones e y M son idénticas, se acostumbra 4 llamarlas respecti-
]

vamente momento de elasticidad y momento de flexién 6 de rotura;
la razén de esta distinta denommacxon, CONSISte en que - - es la

méxima reaccién que puede desarrollar una seccién Y se conoce
independientemente de las fuerzas directamente aplicadas; mientras
que M es el momento del par (P, P') (fig. 18) que es independien-
te y por lo tanto creciendo sucesivamente puede ocasionar la
rotura.

72. Problemas que pueden resolverse con las formulas an-
teriores. —Hemos dicho que son tres los problemas que resuelve la
resistencia de materiales; veamos como podemos conseguirlo éou
auxilio de las férmulas que hemos establecido.

Preblema 1.° Se conoce el momento del par M y se desean las
dimensiones de la seccidén 4 quien corresponde, dando 4 esta la for-
ma que se desee.

De la formula (1) se deduce:
=BT
¥
sustituyendo en lugar de Y € y sus valores segtin queramos que la
seccién sea cuadrada
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tendremos una ecuacién con una 6 dos incégnitas, en este ultimo
caso la experiencia aconseja relaciones entre ellas.

Problema 2.° Se conocen las dimensiones y por lo tanto Y ¢
facil es determinar el momento M de rotura.

Problema 3.° Se conocen las dimensiones y el momento de ro-
tura, de modo que de la ecuacién anterior despejaremos el valor
de R; si este es igual 6 menor que el que nos dan las tablas, el
prisma estard en buenas condiciones de resistencia, en caso contra-
rio no lo estard,

73. Ecnacion del eje medie defermado.—Suponiendoel pris-
ma encorvado representamos la ecuacién de su eje por y = f (¥).

Teniendo en caenta la pequefez de la deformacién y por cuyo mo-

: - il : IR RGBS d o2
tivo el eje casi serd una linea recta?;;mw& origen, --H--I---tambmu
X

serd muy pequefio su cuadrado también lo serd respecto de la unidad

y podré por este motivo despreciarse quedando reducida la expresion

del radio de curvatura 4 la siguiente

(*) Estos momentos de inercia dijimos que estaban tomados
con relacion al eje de las g pero como en algunos casos habrd difi-
cultad en determinarlos y & veces imposibilidad por ser la seccion
de forma irregular pucden encontrarse sus valores en tablas.
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L e [
e = e
dx*
g ay : ;
Siendo S la segunda derivada de y integraremos dos veces la

ecuacidn anterior lo cunal nos dard el valor de la ecuacidén finita

a’y oM a it ;

fij d x =/f (¥)d x _;-Pfc dx y=f(x)4+Cx-C

que nos resuelve el problema.

74. Definicion y division de cargas inmediatas —Se da este
nombre 4 los esfuerzos que actuan directamente sobre un sélido;
se llaman aislados. cuando son varios que obran de caualquier modo
y uniformemente repartidos cuando el esfuerzo es tal, que trozos
de igual longitud soportan la misma carga, como sucede por ejem-
plo, & un prisma de grandes dimensiones colocado hcrizontalmente
y sometido solo a la accién de su peso.

75. Prisma que descansa horizontalmente sobre dos apo-
yos y sometido & la accion de varias cargas aisladas estaii-
cas situadas en su plano de siuietria y normales al eje.— Es-

0 Las reacciones de los

tudiaremos por analitica y graficamente: 1.
apoyos sobre el prisma: 2 ® El esfuerzo de cizallamiento en una
seccion cualquiera: 3.° El momento de flexion.
Estndio analitico.—Reacciones en los apoyos.—El sélido,
prescindiendo de su peso se encuentra sometido & la accién de las
8



il Qe
fuerzas P, P, P, P, y las reacciones de los apoyos, por hipotesis se
encuentra en equilibrio, lucgo se verificard el teorema de momentos
relativo 4 un sistema de fuerzas paralelas situadas en un plano con
relacién & un punto de este: aplicando dicho teorema para los pun-
tos de los apoyos A y B (fig. 21) tendremos llamando P, P', 4 di-

chas reacciones y / a la longitud del prisma,
Parael panto A P’/ I—=P, xl. +P,x,+P,x, P, x ...
Idem. B Pl=P (l—2x)+P,(l =)+ P, (1—x)
+PUl—x)+ ...

[b' e pl X - pﬂ 'v:l_l!_PQ Xy ..
de donde
l

Para estudiar el efecto de las fuerzas exteriores sobre una sec_
cién cualquiera tal como la a b, estableceremos el equilibrio de uno
de los dos trozos en que resulta dividido el prisma por dicha sec-
cion; nosotros consideraremos siempre el trozo de la izquierda por-

“que segin hemos dicho, las fuerzas de la izquierda y las de la de-
recha forman un sistema en equilibrio, de donde se deduce que los
resultados obtenidos serdn los mismos. Si consideramos el esfuerzo
de cizallamiento trasladando a la seccién a b las fuerzas de la iz-
quierda, y este esfuerzo resulta dirigido hécia abajo por ejemplo,
al tomarlos de la derecha; resultaria un nuevo esfuerzo dirigido
hdcia arriba; ahora bien, estando dichos esfuerzos aplicados 4 dos
secciones distintas que se tocan en a b, el efecto de ambos esfuerzos
sera cizallar el prisma de modo que la parte de la izquierda resulte
mds baja que la de la derecha,

Tomaremos por origen de coordenadas, uno de los extremos del
eje del prisma, que servird de eje o x, y el sistema covrdenado que-

dard constituido por los ejes o x, 0y y el perpendicular & ambos
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en su punto de encuentro. Consideremos positivas las fuerzas diri-
gidas segun el eje +j7, y como negativas las de direccion opuesta,
Siendo los esfuerzos de cizallamiento paralelos“al eje oy, puede
aplicarse esta regla de signos,

Asignaremos cualidad positiva 4 los momentos de las fuerzas
positivas que obrando aisladamente, producen en el prisma una
encorvadura cuya concavidad estd del lado del eje o0 37 y daremos
signo menos 4 los momentos de la fuerzas negativas que flexan el
prisma en sentido contrario.

En las partes del prisma cuyo momento de flexién sea positivo
estdn comprimidas las fibras situadas encima de la capa neutra y
extendidas las demds.

Si consideramos trasladadas las fuerzas 4 la seccidon a b, para
hacer el estudio del trozo A & se introducirdn los correspondientes
Pares. Las fuerzas producirdn cizallamiento en la seccién a b, los
pares flexion. -

2.° Esfuerzos de cizallamiento —En la seccidén a b, dicho es-
fuerzo tiene por valor trasladando las fuerzas de la izquierda.
T=P,—P,—P, (1)
Hemos dicho que tiende 4 la misma deformacion el esfuerzo
— y obtenido trasladando las de la derecha.
3.° Momentos de flexién. —Este momento sera la suma de los
correspondientes 4 todas las fuerzas situadas 4 la izquierda de la
seccion a b, de modo que tendremos
M=P x—P (x—x)—P, (x—2a,) (2)
0 en general.
M=P,(x—x,)~P (x—x)—P, (x— )

M=)
W

= I Py (r—xa)(3)

n.==n

Si como sucede en este caso, el origen coincide con‘el-apoyo x,=o0



— (O —
Resultan completamente conocidos los valores de T y M; se ob-

dM s :
servaque T — -y esto ocurrirdisiempre que las cargas estdn

situadas normales al eje en un plano de simetria.
La ecuacién (1) nos dice que T es constante entre dos esfuerzos
consecutivos.
76. Delerminar las dimensiones de un prisma apoyado que
soporta cargas normales.—Haremos uso de la formula obtenida
al ocuparnos de la flexion plana,

N
Mo
J’
y sustituyvendo en lugar de M su valor, tendremos
n=0 RY
2 Pu(x—x, )= ——
A ,}’

como Y ¢ y son funciones de las dimensiones, podemos eliminar .
las de esta ecuacion con lo cual se resuelve el problema. Tendremos
presente que no nos proponemos determinar un solido de resisten-
cia cuya forma sea cualquiera, siné umsélido prismatico y por este
motivo investigaremos el valor mdximo de M con lo cual obten-
dremos las dimensiones de la seccidn peligrosa; dando 4 todo el
prisma esta seccidn evidéntemente resistiria si solo estuviese some-
tido 4 esfuerzos de flexidn, pero como también lo estd 4 fuerzas de
cizallamiento, tendremos que encontrar el valor maximo de T con

con lo cual y mediante la férmula

Rz

LE

T

L)

determinaremos la seccidn peligrosa correspondiente & esta defor-
macién y construiremos el prisma, de modo que su base sea la
mayor de ellas.

77. Investigar si un prisma estd en buenas oondiciones
de resistencia,—Utilizando las férmulas,
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n:l} Ry
% Py (x —Xn ): =

=1 T ’ deduciendo los valores de R y R’
iR
(]
n—10
\ ¥ Pn (-x Xn ) X}’
(R="F2 % el primero se comparard con la

.

meror de las resistencias por unidad superficial 4 la extension y
compresion de la materia que constituye el prisma y el 2.2 con
las “/. partes de este valor; si son menores el sélido, se encontrard
en buenas condiciones.

78. (Caso en que puede despreciarse la deformacion por
cizallamiento.— Vamos 4 demostrar jue en los prismas de seccién
constante y longitud algo considerable, los esfuerzos de cizalla-
miento pueden despreciarse. En efecto si representamos por T
(fig. 22) el esfuerzo normal al eje que actia sobre el prisma, ten-

dremos considerando el equilibrio de la seccién A A

T
—— — R,
©
R.-L.pp
Y R 1 92
T¥p— e Ry el T e e e S e
el o
2
R b k‘ 5 Rb hih  Rw.h- T R wh
de esta ultima igualdad se deduce,
Ay h T h

\

............. _— i v
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teniendo en cuentaque R — 1 resulta Sl ero
: q s © R = 6 P s P
siendo muy grande 6 p al considerar el otro extremo del prisma
A R 2 il o
la relacion ~R ¢S muy pequena y por cemsiguiente R, también

pequeno con relacion 4 R y podremos prescindir del primero.

79- Oalouio grafico.— Distinguiremos las tres cuestiones que
hemos resuelto en el célculo analitico.

1.°  Reacciones en los apoyos.—Sea el prisma H S (fig 23.)
sometido 4 la accion de las fuerzas 1, 2,3, 4 y 5 normales 4 su
direccién; tomemcs la recta D C también perpendicular al eje del
prisma y sobre ella sucesivamente cada una de las fuerzas indicadas,
y unimos el polo o con cada uno de los puntos asi delerminados
tendremos ot, 02, 03, los radios polares del poligono auxiliar;
partiendo de un punto cualquiera a de la perpendicular H A’ y tra-
zando paralelas 4 los radios polares tendremos el poligono funicular
abierto a h.... b qus cerraremos con la recta a b, trazando 4
esta ultima la paralela o n’ tendremos dividida la suma de fuerzas
D Cen dos partes D #’ y n' C que representan respectivamente las
reacciones en los apoyos H y S.

2.° Esfuerzos de cizallamiento.—En la seccién del apoyo H
evidentemente su valor es 7,, desde esta seccién 4 la en que actiia
I permanecerd constante € igual 4 7; entre las secciones 1 y 2
tendrd por valor la diferencia entre 7 y 1; en la seccién 2, y en
todas las comprendidas entre 2 y 3 valdrd 7 menos la suma 1 mas
2 y asi sucesivamente. El valor de este esfuerzo serd negativo
cuando se le reste 4 7 una suma mayor que ella.

Siendo estos esfuerzos constantes entre cada dos secciones
consecutivas correspondientes 4 dos fuerzas podrdn ser represen-
tados por la ordenada de una recta paralela al eje, que en nuestra
figura es la que pasa por el punto #’; tomando hacia la: parte
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superior, en la perpendicular de la izquierda :1na magnitud »' D =
7 y trazando la paralela hasta su encuentro con Ia ordenada
correspondiente a la fuerza 1. tendremos representado el esfuerzo
co.respondiente 4 todas las secciones comprendidas entre ZioyiT
continuando del mismo modo resultard el contorno escalonado que
esta rayado en la figura, en el cual vemos que el esfuerze empieza
4 ser negativo en la seccidn 3.

Momentos de flexion.—Vamos 4 demostrar que tomando el
polo o 4 la unidad de distancia, el momento de flexion en A es la
ordenada m n inscrita en el poligono funicular. Este momento serd
la suma algébrica de los correspondienies 4 las fuerzas 7, 1 y206
lo que es lo mismo el momento de su resultante cuya magnitud
es m' n' en el poligono de fuerzas; conocida la magnitud de la resul-
tante nos falta su punto de aplicacidn para conocer el momento, el
cual determinaremos trazando por los puntos a y f paralelas 4 los
radios polares primero y ultimo del poligono de fuerzas, que como
ya estan trazados en el poligono funicular los prolongaremos hasta
que se corten; el poligono de fuerzas teniendo en cuenta que 7 es
de signo contrario 4 las demas, estd construido en la siguiente
forma; #', D, 1, 2, m’ siendo o #" y 0 m' los radios polares primero
y ultimo, resulta aplicando la regla que F es el punto de aplicacién
buscado. El momento resultante sera m' »”° }X F B y teniendo en
cuenta la semejanza de los triangulos Fmn y am’ n' asi como la
hipétesis 0 B" = 1 resulta

FB oB”

— -~ FBXmu=mnXoB" M=mn,
man mon 28 X

Secoion peligrosa.—Corresponderd al méximo de ordenada
que es la seccion en que actua la fuerza 3. La figura nos demuestra
que, 4 este maximo de M corresponde el minimo de T y recipro-
camente al minimo de M que es cero en las secciones de apoyo
corresponde el maximo 7 de T,
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£l momento de la reaccién 7 con respecto 4 una secciéon T es

la ordenada # p comprendida por la linea de cierre a b y la prolon-
gacion del primer lado a % del poligono funicular.

En efecto los tridngulos semejantes a ¢ p y Do n' dan la pro-
porcién

tp D #»'
TR S 0iB
dedonde tp=HTXDn =HT.7=M%Y7.

El momento,de la fuerza 1 con respecto 4 la misma seccién T
sera el segmento s p de ordenada comprendida por las prolonga-
ciones de los lados del poligono funicular concurrentes en el
vértice h situado en la ordenada de 1. Lo demostratremos compa-

rando los tridngulos semejantes 2 s p y D or de cuya comparacion

se obtiene
%:% ps—=DrXhEh =hH X1 - Mb der,
L b

Podemos decir en general; el momento de una fuerza con rela-
cién 4 una seccién cualquiera T, estd representado por la parte de
ordenada trazada por T que interceptan las prolongaciones de los
lados del poligono funicular que se cortan en un punto de dicha
fuerza.

Ahora bién, el momento.de flexién en T es igual al momento de
la reaccién 7 menos la suma de momentos de las fuerzas 1, 2, y
3, es decir, segin lo que antecede,

M—=tp—(ps+sz+7d)=1td.
Cuando M sea positivo el sustraendo sera menor que el mi-

nuendo; 7 el origen, el punto d queda debajo de la linea final a b y

" lo mismo sucede 4 la ordenada #'d que representa dicho momento,
Por el contrario si M es negativo, se verificard

pStsitia>tp
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y entonces tanto el punto d como la ordenada £ d estd por encima
deab.

8o Sélido apoyado por sus exiremos y sometido a nna
carga uniformemente repariida —Sea p la carga por unidad
de longitud, si / es la del sélido su cargatotal serd p /. Resolvere-

mos las cuestiones principales lo mismo que en el caso anterior.
1, Reacciones en los apoyos.—Estando la carga uniforme-
mente repartida facilmeute se comprende que siendo p ! la carga

- > 1
total, las reacciones en los apoyos tendran por valor 7w ply su

direccion serd contraria 4 la de dicha carga.
2,2 Esfuerzos do ecizallamiento —Siguiendo la marcha de

siempre, para determinar el esfuerzo correspcndiente 4 la seccion
C (fig. 24) trasladaremos 4 ella paralelamente todas las fuerzas que

. . . sty 1
actuan 4 su izquierda; estas fuerzas son: la reaccion P, — = pliy

la carga que actua sobre el trozo A C cuyo vaior serd p & ; como
estas fuerzas son de signo contrario el esfiierzo de cizallamiento
tendrd por expresion

!
E=Pr=p.2=p. . —=px

2

3. Niomento de flexion.—En el mismo trozo A C, dicho mo-
menta serd la suma correspondiente a las fuerzas P, y p.x; el brazo

; R
de palanca de la primera es v, el de la segunda serd - puesto que

estard aplicada al centro de gravedad del prisma A C por lo tanto

v I @ I
M=P,x —p.x. =P Ty X —PX. o= -é----p(Ix—-x’)

81. COonsecuencias: 1.2 El maximo de T corresponded x — o
es decir, que dicho mdximo corresponde @ las secciones de apoyo;
9
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como para este valor de x se anula también el momento de flexidn,

se obtiene, segun formulas anteriores

By (Vi

E—
1}

——Tna]

la que nos dice que el eje del prisma permanece recto en los apoyos
o lo que es igual, no se deforma.

2.2 El valor mdximo de M correspondera al de x que anule su
primera derivada siempre que la segunda, como ficilmente se. de-

duce sea negativa; la ecuacion condicional que asi se obtiene serd

L 4

2 2 2

resulta por lo tanto que la seccién peligrosa corta al eje en su

punto medio.

Para el valor x == j, T = o de donde se deduce que el maxi-

mo valor de M corresponde al minimo de T,

3.2 Los mementos de flexion siguen la misma ley que las orde-
nadas de una parabola cuyo eje de abcisas coincide con la fibra me-
dia antes de encorvarse, siendo el origen el apoyo de la izquierda,
Y de este modo cada ordenada serd el momento de la seccién co-
rrespondiente 4 su abcisa, En efecto representando el momento por
¥ tendremos

= : Dier bl —--.‘---:---p.x‘

2

ecuacion que satisface la condicién B* — 4 AC = o.
Esta pardbola pasa por los apoyos puesto que para x—o; lo

‘mismo que para x =/, se anula el valor de y. La ordenada en el

il ST L !
vértice, corresponderd & x = -~ siendo su valor 6 momento md-

-

ximo de flexidén
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y=2 p.l_x__..é‘..p_x == --2 : -P'g' Dyan e P

-

pl r 1
4 BESSE8
4.2 Si sobre ! como didmetro se describe una semicircunferen-
cia, los momentos de flexién serdn proporcionales d los cuadrados

de las ordenadas de esta, pues se verifica

M Chex(—x) ©
e x(l—x)

5.2 Dando valores 4 x entre cero y / se puede conocer la mar-
cha de los correspondientes 4 M y T. -

82. Condiciones de resistencia de un sélido.—De los tres
problemas cuya resolucién hemos indicado varias veces con ante-
rioridad, solo vamos 4 fijarnos en el tercero. Representemos por

w..,. seccién normal al eje.

Y..... momento de ine-cia de la seccién.

R... menor valor de las cargas por unidad superficial, (extensién
6 compresion).

R, resistencia al cizallamiento por unidad,

De las ecuaciones

RicX

Mo R Y \ pials M 2
L o \'
o
T Rl e i ? P T
(0]

estos valores se comparan con los de las tablas y han de ser iguales
6 menores para que el sélido resista.
83. Galonlo grafico (fig. 25).—Suponiendo dividido el prisma

(*) La ordenada y'es media proporcional entre los dos seg-
mentos que determina sobre el diametro.
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en partes iguales d la unidad, sobre cada una de éstas actuard una
carga p aplicada 4 su punto medio que es el de gravedad. Tomando
la recta K H perpendicular 4 A B construiremos scbre ella el poli-
gono de fuerzas tomando magnitudes sucesivas iguales a4 p. Cons-
truyendo a partir de A el poligono funicular A abcdeB resulta
4 su vez construiido, segun digimos en el problema anterior, el
poligono de momentos. Aumentando el numero de divisiones,
(dejando de ser ignales a la unidad) y disminuyendo por tanto las
fuerzas resultantes parciales, .aumentara el numero de las del
poligono, el cual se convertira en el limite, en una curva parabdlica

como demosiraremos a continuacién, cuya ordenada mdxima es

hic —= i hi,

siendo A y B puntos de tangencia con las rectas A / y B ! poralelas
a los radios polares estremos o K Iy o H.

No' cabe duda que la representacion geométrica (contorno
escalonado de la figura) de los esfuerzos de cizallamiento se reduce
a la recta R 8 cuando sean infinitamente pequenos los lados del
poligono de fuerzas; esto estd de acuerdo con lo dicho en la teoria
pues de este modo el valor de T que corresponde 4 la seccién dis-
tance x del apoyo de la izquierda tendrd por expresion,

T = (DN — ) }IJ)\‘]\)T == ( : o) Jety x) {;I!p =

=
segtin vimos en el estudio analitico. _
Parece natural que demostrasemos también del mismo modo la
forma parabdlica de la curva 4 que se reduce el poligono de fuerzas;
pero para ello tendriamos que acudir 4 lo diferencial y es mads sen -
cillo utilizar otra construccion que nos permita demostrarlo antes
de llegar al limite, '
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Sea A B (fig 26) la suma de las cargas repartidas, es decir p !
trazaremos el triangulo funicular A" O’ B’ como si todas ellas estu-
viesen sustituidas por su resultante P = pl. Por los puntos
medios de los intervalos HN y N Q trazemo- las rectasL P’y S P,
uniendo los puntos m y n de interseccién con los lades Ao yo B
obtendremos un nuevo poligono funicular segiin vamos 4 demos-
trar. Las rectas L P’ y S P/, pueden considerarse como ordenadas
correspondientes a dos fuerzas

Pr e P‘i ) 1l

2

cuya resultante sea la carga total pl=P.

El poligono de las fuerzas para P’y P, serd el A C B en el cual

AC=CB=-pl;

=

si construimos el nuevo poligono funicular partiendo de A’, termi-
naremos en el mismo vértice B' pues de otro modo cambiaria la
direccién de A' B" y por lo tanto su paralela o C, es decir las
reacciones en los apoyos determinados por el purto C variarian,
lo cual es imposible no habiendo cambiado la resultante de las
cargas. De aqui se deduce que el nuevo lado m »n ha de cortar a
S P/, en un punto que esté situado sobre o’ B' para que al trazar la
paralela al radio o B se confunda en direccién con-o’ B'. Es de
advertir que el nuevo poligono funicular se ha obtenido uniendo
los puntos medios m y n de los lados del anterior.

Si sustituimos la fuerza P’ por las dos b y 7 iguales entre si y
4 la mitad de P’ que obran en los puntos medios de los intervalos
L H y L N demostramos como en €l caso anterior que unicndo
el punto b y z y efectuando la misma operacion 4 la derecha de
N o se obtiene un nuevo poligono funicilar, En efecto; en las

as secciones comprendidas por el intervalo # 7 no pucde habar
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variado el momento de flexién, por io tanto si dividimos la recta
A C en dos partes iguales por el punto d, al trazar por b la paralela
bz al radio o d cortard 4 la nueva ordenada, en un punto z situado
en el lado i n del poligono anterior. E1 nuevo poligono serd en
su consecuencia A b z z'b' B’ que como vemos se ha obtenido
uniendo el punto b’ medio de z B' con 7’ y el b medio de A' m
con 7.

Hay que observar que el lado 7 z' se ird estrechando en las
operaciones sucesivas pero siempre formard parte del: poligono y
en el limite se reducird 4 su punto medio u el cual forma parte de
la curva que ficilmente demostrariamos. admite la tangente m n
paralela 4 A" B'; del mismo modo demostrariamos que los puntos
¢y ¢ son también pertenecientes a la curva. Por el modo de gene-
racién indicado comprendemos de acuerdo con las construcciones
de Geometria analitica que el limite del poligono funicular es una
parédbola.

" 84. . Sélido empotrado.— Cuando una pieza esti apoyada, las
secciones extremas giran por cfecto dela flexidn, es decir la capa
de fibras neutras se deforma en toda su longitud. Si la pieza se
coloca en un muro, de tal modo que dicha deformacién no pueda
existir, se dice que estd empotrada en él; de esta definicién se de-
duce que en las piezas empotradas por uno ¢ sus dos extremos hay
un trozo mayor 6 menor de fibra neutra en cada uno de ellos, que
contintia invariable después de la encorvadura, En esta invariabili-
dad consiste el empotramiento perfecto; toma el nombre de im-
per.fecto, cuando el s6lido puede separarse en la parte empctrada
de su posicion primitiva, aunque no tanto como cuando esta séla-
mente apoyado. (Fig. 27).

Entre el empotramiento y el simple apoyo hay una diferencia
notable; un sélido apoyado sélo por uno de sus extremos no puede
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quedar por si sélo en equilibrio si se le coloca horizontalmente
lo cual se verifica cuando estd empotrado,

Se ilama seccidn de empotramiento la que separa la parte sm-
potrada de la libre; también se suele llamar seccion de encastre,
asi' como al sélido empotrado se le suele llamar s6lido encastrado.

85. El empotramiento equivale 4 nna fuerza y un par.—
B efecto, del macizo de la parte superior podemos prescindir,
introduciendo fuerzas tales como las 7 pue impidan todo movimien-
to 4 ia parte del prisma que debe ser empotrada. La resultante Z
(fig: 28) es equivalente 4 ana fuerza { =7 y 4 un par (z,%") con
lo cual estd demostrada la proposicién. Al par (7, ") se da el nom-

bre de par de empotramiento.

86. Seolido empeirade sometido -4 aarias cargas concen-
tradas.—Lo mismo que en los problemas anteriores haremos dos
estudios distintos, el anaiitico v el grafico,

Estudio analitico,—Para este estudio establecemos el equilibrid
entre las fuerzas directamente aplicadas y las reacciones' que cada
trozo uesarrolla sobre el contiguo, de modo que para conocer los
esfuerzos 4 que estd sometida la seceién (fig. 29) m n considerare-
mos el trozo m n A y determinaremos las cantidades siguientes.

1.* Esfuerzo de cizallamiento.— Trasladando 4 m n las fuerzas
P, y P, tendremos T= P, + P,.

2.2  Momento de flexion.—Los brazos de palanca de las fuerzas
Py P, son respcctivamcnthdc modo, quesiteniendo en
cuenta que los pares P, P, v P, P, flexan el sélido haciéndolo con-
vexo hacia la region superior y por lo tanto segin los convenios
admitidos, sus momentos son negativos, el momento de flexién

tendrd por valor,
M==P (l—2z)—P,(x,—2).

Conocidos los valores de T y M en cualquier seccion, podemos
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pasar 4 resolver los problemas que en todos los casos hemos resuelto
teniendo en cuenta las consecuencias siguientes.

1.2 T esladerivada de M con raspectod x. En efecto:

.___E,.Eﬁ_.=(_ P,X—1)+(—P,X—1)=P, +P,=T,

2.9 M tendr4 un valor minimo cuando x sea maximo, y verifi-
candose esta condicién para x = I resulta, que M es nulo en el ex-
tremo libre. % :

A primera vista parece que M no se reduce 4 cero cuando x—!/
porque aunque el primer término se anula, el segundo se hace po-
sitivo, pero debemos tener en cuenta, que dicho segundo término
desaparece por si mismo cuando la seccion estd en el extremo
libre.

3.4 El valor maximo de M corresponde 4 ¥ = o0, es decir que
la seccién peligrosa de un sélido encastrado es la de encastre.

4.2 Los esfuerzos de cizallamiento toman un valor méximo,
cuando entran todas las fuerzas directamente aplicadas por tener la
misma direccién; esto ocurrird en todas las secciones comprendidas
entre la de encastre y la que contiene 4 la primera carga.

87. Determinacion de la flecha.—Cuando un prisma estd so-
metido a flexién se encorva su fibra neutra sin cambiar de
Jongitud; cuando este prisma estd encastrado, dicha deformacion
empezard en la seccidn de encastre, de modo que la posicton
recta primitiva o n serd tangente 4 la posicién final curva o,
(fig. 30): la ordenada n n, — f del punto extremo que correspon-
derd 4 la abcisa ! recibe el nombre de flecha.

Para encontrarla, empezaremos por dcterminar la ecuacion de
la fibra media deformada, valiéndonos de la relacion ya establecida

ay M




supondremos que solo actlia una fuerza en el extremo del prisma,
para que de este modo el momento de flexién sea solo funciéa de &

y de parametro constante en todas las secciones.

I‘?‘I:——-Pl (Z—X)

ay I d* y
I M ey x);f""d e
dx? By :
LEs R P % :
dy (g, 2 x*
Syee n v e i

pero como para x = o se anula - d“-V- ha de anularse el segundo
e

miembro lo cual exige C = o

d‘}f IPI f I)i f x2 ‘. [l

1R, % 15 :
=an TR EY "6 -l-C

para x = o se antla y, y por lo tanto C' para que la ecnacién quede
satisfecha por x =06 ¥ =o.

Para hallar el valor de la flecha, sustituiremos en lugar de x /,
lo que nos dard

Ehel 12 Jc:1 M i2), 3 23
e DS

s B b e
o T e e
88. Caloulo grafico. — Consideremos la pieza S T (fig. 31) em-
potrada en T; formemos en a p el poligono de las fuerzas tomando
sucesivamente 4 partir de @ magnitudes iguales 4 1 2 3 4; tracemos
la recta V D paralela 4 0 a hasta que encuentre en D 4 la direccién
10
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de la primera fuerza por D la paralela ai segundo radio polar hasta
queencuentre en R 4 la direccion 2 y asi sucesivamente; si pro-
longasemos ias rectas P I y V D se cerrard el p: ligono funicular,
y el nuevo vertice seria el punto de aplicacién de la resultanse,
cuyo valor absoluto a p nos es conocido; pero como no necesitamos
para nada dicha resultante, vamos 4 demostrar que prolongando
V Dy P F hasta que corten 4 la seccién de encastre la parte rayada
representa el poligono de momentos, es decir, que el momento de
flexion de la seccién N estd determinado por B C, en efecto; dicho
momento es igual al producto de la resultante a b de las fuerzas
1y 2 por la distancia H de su punto de aplicacién A al plano de la
seccion, de modo que tendremos

M=R.H=ab.H,

Los tridngulos semejantes

ABC ;

?“6 a h h .

luego tomando % igual 4 la unidad gueda demostrada la proposicion

La figura nos hace ver que el méximo valor del momento co-
rresponde 4 la seccion de encastre, y el minimo que es nuloen la
seccién libre.

El poligono de los esfuerzos cortantes m n os ¢ . . . z r sededuce
con facilidad del de las fuerzas y del procedimiento indicado en
otros ejemplos. En este poligono se observa que el miximo y mi-
nimo esfuerzo de cizallamiento corresponden respectivamente 4 las
secciones de encastre y libre lo mismo que los momentos de flexion,

Combinando ambos resultados se deduce, que cuando un solido
empotrado estd sometido 4 fuerzas normales 4 su eje la seccién de
encastre es peligrosa por todos conceptos.
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89. Solido empotrado oon carga uniformemente repartida.
—Sea p la carga por unidad superficial; para estudiar los esfuerzos
correspondientes 4 la seccién m n, consideremos las fuerzas que
actdan en el trozo A m n (fig. 32) estas fuerzas las podemos susti-
tuir por su resultante euyo valor es p(I— x) y estd aplicada al
centro de gravedad 6 punto medio del eje de este trozo; con estos
datos pasemos 4 obtener: I

1.0 El csfuerzo de cizallamiento. Su valor serda T — p (I — x)
; 1 —
2.° El momento de flexion. Siendo 2.:: el brazo de palédn-

ca de la fuerza p (I — x) el momento de flexién valdra teniendo en

cuenta que encorva al prisma presentando hacia arriba su conve-
xidad

M—=—p(—x) I:xﬁ__p =)

2

Siendo: perfectamente conocidos ios valores de M y T utilizare-
mos las férmulas que nos son conocidas 4 fin de obtener las dimen-

siones que ha de obtener el s6lido para sufrir la carga sin defor-

marse.
Observaciones. 1,2 Derivando el valor de M se obtiene
jfm = _—p 21-;-‘.1:' X—=1=p (1 nes ,1:) =T,

2.2 Se vé sin necesidad de célculo alguno, que el valor minimo
de M corresponde 4 x — [ es decir que en él extremo libre es nulo
el momento de flexién, siendo méximo para x — o, es décir en la
seccién de encastre dicho mdximo es

: Mt P‘T

3.4 Del mismo modo el esfuerzo de cizallamiento tiene su
mdximo para ¥=0 6 sea en la seccion de encastre siendo este



méximo T — p! y su minimo que es cero para x =1 6 sea en
el extremo libre.

4.* La curva que expresa la ley de variacién de los momentos

= : (l—x)? :
de flexién serd una parabola y —-p ————— cuyo ¢je es per-

pendicular al del sélido estando su vértice proyectado en el punto
medio de este y la que expresa la ley de variacion de los esfuerzos
de cizallamiento una linea recta y=p(l—x).
go. Calenlo grafico.—Siguiendo el mismo procedimiento geo-
métrico que en el sélido apoyado por sus dos extremos demostra-
remos que el poligono funicular se reduce 4 la parabola A b B
(fig. 33) tangente en Ay B 4 los lados extremos del poligono
funicular 6 sea 4 las paralelas AcyBc 4 los radios polares
extremos. El poligono funicular completo serd A bBc corres-
pondiendo ¢ al punto de aplicacién de la resultante, (comprobacién:
la perpendicular trazada por ¢ al eje pasa por su punto medio que
es el centro de gravedad) pero si queremos obtener el poligono de
momentos prolongaremos A ¢ hasta que encuentre en d 4 la seccién
de encastre.
Observando dicho poligono de momentos deducimos las mismas
consecuencias obtenidas analiticamente respecto 4 mdximos y mini-

mos y como comprobacion vamos 4 demostrar que
1
BD=—pl?,
2 pl
En efecto del tridngulo A BD sededuce

BD=ABtg. DAB pero DAB=moo y

mo' Y opl 1 :
z,1ﬂ00’='—-_ — i = —— VA
g 00 1 2 P

sustituyendo en B D tendremos
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BD=AB S pl= 5 pl

El poligono de esfuerzos cortantes se reduce al triangulo
def y como comprobacién demostremos que sus ordenadas
varian del mismo modo que f.

En efecto para una seccion distante x de la de encastre tendremos,
l
f=ll—x) L& -t —p—)

De este modo justificamos la conformidad entre el cdlculo gréfico
y el analitico.

gt. Solido empoirado por sus dos exiremes y con carga
uniformemente repartida.—Sea p la carga por unidad de longitud
si / es la del sélido, la carga total serd p!y las reacciones en las
secciones de em.potramiento tendrdn por valor '/, p! para deter-
minar los esfuerzos que obran en la seccién D D consideremos el

equilibrio del trozo A D sobre el cual actuan las fuerzas siguientes:
reaccién en la seccién A A de empotramiento -;— p I brazo de pa-
lanca x, carga que soporta A D aplicada 4 su punto medio p x, idem
% x; par de empotramiento que nos es desconocido.

Siguiendo el método de siempre, resolveremos las cuestiones
siguientes:
1.2 Determinar el momento de flexion.—Si representamos

por X el momento del par desconocido podremos establecer
1 I A
M = et lx— R X

es necesario determinar ¢l valor de X para lo cual acudiremos 4 la
ecuacién de la fibra media deformada; para ello sabemos que
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M
P oo 3 ;
] P St 1 M \dy

__[I+(—dx):| i 0 bien _la—:l_i——Yﬂ'dx’:
e, &y e

i s e e

M 1

I 1 1 a
Do vl el

Si la ecuacion anterior se integra dos veces obtendremos la
ecuacién finita de la fibra media deformada, en la caal no solo
aparecerd el pardmetro desconocido X, sino que introduciremos
otras dos por motivo de los constantes de ambas integraciones pero
las tres se hardn desaparecer porel conocimiento de tres pares de
valores simultdneos de x € y los cuales son consecuencia de una
p ropiedad que segiin la definicién de empotramiento, ha de cumplir
la fibra media deformada.

Dicha curva o ag 6 H (fig -35) ser4 tangente al ejeo H 6 eje de
las X en las secciones de empotramiento,

De esta propiedad se deduce que para x —o Y —o0 para
x =! y=—o y para

a7

%o
porque al confundirse la tangente en el origen con el eje de las

X, su coeficiente angular ha de anularse,

Pasemos ya 4 la integracidn de la ecuacién (1)

L 2
0 I 1 1 3

1 1 1 §
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— d] integrando de nuevo resulta,
g

f---a--;-dx_ e [4 fp:x Y fonaay

: e SRRt
_efXxd.r-F'/Cd.x] —r=1 Pt —

12

&

X I 2 '

K= 05 ¥ o= 6, Q= —E-Y--.C
dy ALY
i e e
...... s Lo e T ’

x:—;f,y—o,ﬂ——EY [12p3—24p3 le I_CZ+C:I

O =0
? 1 (6 = {1
5 2

: pz"‘_lpfs__ L xz’-__o‘l P!--—.
) 12 24 2 gy g

Sustituyendo el vaior que acabamos de encontrar en la férmula
(1) resulta:

i A _.I arand 1.._ L)
M_zpix , px !Zp!(_)

92. Variaciones de M.—Consideremos la variacién que sufre

M al pasar de zna seccién 4 otra, es decir al recibir x distintos

valores, Para ello observemos en primer lugar que si tomamos el
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¢je del sélido por eje de abcisas y su perpendicular en uno de los.
encastres, el de la izquierda por ejemplo por eje de ordenadas,
si damos 4 éstos los valores de M correspondientes & las mismas

abcisas obtendremos como ley de variacién una parabola de eje
vertical y parametro e Habiendo imposibilidad de construir

esta curva exactamente, nos limitaremos 4 marcar sus puntos prin-
cipales; empezaremos por el valor maximo de M que correspondera

al vértice de la parabola,

ecuaciones condicionales ambas

: 1
quedan satisfechas para x = = L

Luego para este valor de x, M se hace méximo y el mdximo serd:

1 I3 1 A 1 :
M = .;’. P? e = 2 P 4 2t = P 1 = 4 “p 13—
W VA g ST I
ASTES P T e ) 2 — f'_
gpl 12pl 8'?“r 12‘“ 24P
Podemos formar el siguiente cuadro:
Para i xi=10::, /= — ----;:;— p I* (dimensidén o d)
idsie =l — :2 p I* (dimensién H 7) \ de este modo

1 1 SRS ki
id. xs---é—--l. =+ o p 1* (dimensidn A m) \

conocemos tres puntos de la curva.
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Entre oy H habrd dos secciones para las que M — o que
corresponden 4 los puntos de interseccion @ y b de la pardboladeios
momentoes de flexién con el eje o H: Sus abeisas nos faltan solo
para conocerlos y las determinaremos por la siguiente ecuacién que

4 continuacion se resuelve;

--i----p!x»— : px? — e pll=o0 (x—ux'— --g---t’zo

i

aln Sx'z’ e e G
( Sl

2 1
.‘L‘”=1(O, J— 7

l

l (0,50 - 0__290) = 0,790/ )
— (0,50 — 0,290 ) =—=/0,210:/ g

luego tomando 0@ — 0,210/ y 0b = 0,790 /, 6 lo que es lo mis-
mo Hb = 0,210, tendremos los dos puntos en que la curva corta
al eje.

Si el prisma hubiese estado solamente apoyado, la pardbola de
momentos hubiese sido o 7 H 6 sea la dmr trasladada paralela-

mente 4 si misma la cantidad

Od= - - pl?

I2

En efecto, llamando M’ el momento de flexion correspondiente
4 la seccién x en un sélido simplemente apoyado, teéndremos
1L
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Mi= : pla — i Dt

= <

de donde se deduce de acuerdo con la ecuacién (2)
M/ —M - ; P

a

2.3  Determinar el esfuergo de cizallamiento.—Hemos indi-

cado que dicho esfuerzo T viene expresado de la manera siguiente:

d M 1

y serd maximo para # = 0 y minimo cuando T = o 6 bien

1 1 1
--é--pf —px=o0;--pl—px de dondex:-—;%

Si representamos T por y la ecuacién

representa una linea recta D 7, andloga 4 la del caso de pieza apo-
yadaj para

0

93. OCalenlar las dimensiones de una manivela.— (Fig. 36)
Ia manivela se considera como sélido empotrado por uno de sus
extremos, y sometido por el otro 4 la accién de un esfuerzo. Si re-
presentamos por # el nimero de vueltas que d4 la manivela en un
minuto, el trabajo desarrollado que podremos medir con un dina-
mometro Prony, serd llamando F al esfuerzo y suponiendo que es
4 doble efecto

TR B A Sy
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siendo D, 7 y T conocidos, podremos despejar el valor de F que
: A
serd F _-4Dn g

Esta operacién de medir el trabajo, solo la ejecataremos en el
caso de que no se conozca el esfuerzo, y en su lugar se dén las con-
diciones de velocidad 4 que ha de satisfacer el mecanismo.

Si suponemos que el esfuerzo obra normalmente & la longitud
de la manivela, caso més desfavorable, y consideramos una seccion
4 la distancia x de la de empotramiento imaginaria, suponien-
do ademds qne la manivela es prismatica, el momento de flexién
serd

R (D=w)p
F(D—x)= y G ISR =R = 5
si este momento lo referimos 4 la seccién, en la cual sabemos tiene

el valor mdximo, siéndo esta seccion la peligrosa tendremos
: bl
Y

Y, es la diferencia de momentos correspondientes & las secciones

planas del anillo m m' y del eje o siendo ambas rectdngulos, el va-
lor de Y serd
S

12 12

| I 3 2 3
e U o b(d* —d”)

y tendré por valor la ordenada maxima de esta seccién 6 sea d

de modo que sustituyendo tendremos

1

=
2 6 d
RxFD = : = FDWQ'—;-—"E— (I)
5

b expresa la dimensién de la manivela en sentido del eje 0. En
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esta formula conocemos el didmetro d’ del arbol, de modo que con-
tiene dos cantidades desconocidas & y d, podemos por lo tanto dis-
pouer arbitriariamente de cualquiera de ellas y obtener el corres-

pondientede la otra. La préctica aconseja, que la diferencia
d—d —=2h

debe tener un valor comprendido entre /s ¥ U/, del didmetro d' da
donde resulia la ecuacién

d i m

4
n

de aqui se deduce el valor de d y sustituido en la ecuacién (1) que-
dard en elia como incégnita solamente el grueso b de la manivela,
el cual podemos determinar con facilidad, teniendo para ello en
cuenta que en vez de R debe ponerse la menor carga mdxima por
unidad superficial correspondiente 4 la extensién ¢ 4 la com-
presion.

Para concluir la construccién, haremos extensiva 4 la articula=

cién con la biela, la misma relacién préctica en los diémetros-c}_y d
con lo cual trazando las tangentes exteriores m n y m' n' 4 los cir-
culos de didmetrod y d hemos cbtenido la forma de dicho 6rgano;
el expesor es constante en todas sus partes y lo hemos determinado
resolviendo la ecuacién. (1)

CAPITULO 5.°

94. Selidos de Igual resistencia 2 la flexién. —Si observamos
la ecuacion del momento de rotura en las distintas secciones de un
solido sometido 4 la flexién, y como consecuencia de ella determi-

namos las dimensiones en sentido normal al eje, resultaran esta:
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variables; hasta ahora no hemos tenide en cuenta esta particulari-
dad y hemos dado 4 todo el prisma las dimensioles de su seccion
peligrosa; de este modo el solido fuera de dicha sencida, presentara
un exceso de resistencia que no esta demas en la generalidad de los
casos; pero cuando se trata de piezas metalicas cuyo aumento inde-
bido en sus dimensiones, representard mucho peso y coste; hay ne-
cesidad de determinar su forma de modo que todas ellas tengan las
dimensiones absolutamcate indispensables para resistir ¢l esfuerzo
y como en este caso podra romperse indistintamente por cualquier
sec¢ién, siendo igual la resistencia que todas oponen, llama al‘i&(}g&c
Y asi constitiido, sélido de igual resistencia.

Hemos dicho que cuando un sélido estd sometido 4 la ﬂex:on,
las reacciones de las distintas fibras crecen dede la capa neutra que
es cero, hasta el exterior que serd la maxima resistencia de la mate-
ria; de aqui se deduce, que podra prescindirse de la parte interior,
construyendo los sélidos huecos. En el caso de ser su forma exte-
rior cilindrica, obtendremos tubos y cuando sea primdtica habrd
que unir las dos partes superior ¢é inferior por un tirante, resultan-
do los sélidos en doble T, de los que nos ocuparemos mds tarde.

95. Solido apoyado en les dos exiremos y con carga uni-
formemente repartida. —El momento de flexion tiene las expre-
siones siguientes:

acade oy Rk e
M= 5 plx A

I TS T S

in'g b ‘ di 2

de las que deducimos la ecuacion

b e R
6 Rbh 2 plx Sl
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en la cual hay dos incognitas de modo que el problema es indeter-
minado pero esta indeterminacién favorece nuestro propésito por-
que podremos construir un séljdo de igual resistencia, con una de
sus dimensiones conocidas de antemano.,

1. Caso b= constante ) = variable representando % por y

tendremos
1 - 1 I s 1 2
_bRbe'Ig pl_r_.--g p.’\‘,": zp(zx‘—-—x)
de donde yi= i (lx—x")—= - 1z (G —s)
26 R Rb

vemos por lo tanto que la ley de variacién entie 3 y x esla misma
que existe entre la ordenada y abcisa de una elipse, (se cumple la
condicion B* — 4 A C <o) : puesto que para x = o yx=1I yes
igual 4 cero, pasa por los apoyos; y como por ser de segundo grado

en y el eje o x lo es de la curva, su eje mayor sera /5 el menor

- I
se obtendrd haciendo x — -~ [ con lo que resulta

P e
R b 2 4 R & 2 A

e \/ p!‘ l \/537”

De este modo dando 4 cada seccién la altura 3 y haciendo. coinci-
dir todas las bases con el eje medio, resultara la forma que repre-
senta en proyecciones la figura 37. Construido asf el sélido no
resulta simétrico; para conseguir este ultimo, imaginemos que la
paralela media de cada seccién se confunde con el eje, y enténces
la altura sobre dicha linea serd la mitad de la anterior. de modo
que su ley de variacion se obtendra sustituyendo 2 ¥ enlugar de k
con lo cual resultard una elipse del mismo eje mayor / y de eje
menor mitad, la forma del sélido se vé proyectada en la figura 38.
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La proyeccién horizontal es un rectingulo porque hemos dicho que
es constante la base b.

2.° Caso. Supongamos ahora /i — constante y b = variable;
repitiendo el mismo razonamiento del caso anterior, llegaremos al
cdlculo y resultados siguientes:

1 . P 7
R ey b= o (Ix—x‘) (,) b=z

L Y N e e
X =0
B? —4 AC=o0 paribola 71=0
x =1

pasa por los apoyos; los valores de Z no son otra cosa que las or-
denadas con respecto al eje medio del contorno de la proyeccién
horizontal. (Fig. 39)

Para obtener un sélido simétrico, haremos 5 = 2 7’ y la nueva
parabola pasard también por los apoyos siendo sus ordenadas la
mitad de las de la pardbola anterior (fig. 40). La proyeccién ver-
tical es un rectidngulo por ser k — constante para todas las sec-
ciones.

3.5 Caso. Cuando no encontremos motivo alguno para dar pre-
ferencia 4 que sea constante 2 65 supondremos lo essu producto
b h =: w y sustituyendo este valor en la ecuacion (1) despejaremos /

cuya ley de variacion seria una pardbola; de este modo para cada
W
valor de x conocemos /& y w constante de donde b — W hay que

observar que en los apoyos £ = o y por lo tanto b = o resultando
el sélido deformado: por este motivo aunque nos apartamos de las
condiciones tedricas de los sélidos de igual resistencia, se forman
estos teniendo en vez de eje geométrico un nucleo de mayor 6 me-
nor espesor, segim los casos.
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en la cual hay dos incognitas de modo que el problema es indeter-
minado pero esta indeterminacién favorece nuestro propgésitoe por-
que podremos construir un séljdo de igual resistencia, con una de
sus dimensiones conocidas de antemano.

L.t Caso b= constante /i = variable representando 4 por y
tendremos

I 1 1 X 1 1
bRb"V:_: plix— : pxrz...’, P(zx—x’)

6 p 3p
PR e e Y e
de donde =i (I —w?) Rb(x oY)
vemos por lo tanto que la ley de variacién entie ¥ y x esla misma
que existe entre la ordenada y abcisa de una elipse, (se cumple la
condicién B* — 4 A C < 0) : puesto queparax —oy x =1; yes
igual 4 cero, pasa por los apoyos; y como por ser de segundo grado

en y el eje o x lo es de la curva, su eje mayor serd /; el menor

= I
se obtendra haciendo x — =~ Il con lo que resulta

s das oy E R e N e R e
2R b 2 4530 RS e e

: e L /33” ; \/ o
—haaogest ¢ ¥ _\ TR e
De este modo dando 4 cada seccién la altura 3 y haciendo. coinci-

dir todas las bases con el eje medio, resultard la forma que repre-

senta en proyecciones la figura 37. Construido asf el sélido no
resulta simétrico; para conseguir este Gltimo, imaginemos que la
paralela media de cada seccién se confunde con el eje, y entdénces
la altura sobre dicha linea serd la mitad de la anterior, de modo
que st ley de variacion se obtendrd sustituyendo 2 y en lugar de
con lo cual resultard una elipse del mismo eje mayor / y de eje
menor mitad, la forma del sélido se vé proyectada en la figura 38.
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La proyeccion horizontal es un rectangulo porque hemos dicho que
es constante la base b.
2.° Caso. Supongamos ahora A= constante y b = variable;
repitiendo el mismo razonamiento del caso anterior, llegaremos al

cdleulo y resultados siguientes:

1 o P SyE 7
R.--ﬁ---bk & '"2'"(“”'_”)() b—¢

Lgit o enh ) 3p a

X =0
B*—4 AC=o0 parabola T=0
Xi==l
pasa por los apoyos; los valores de Z no son otra cosa que las or-
denadas con respecto al eje medio del contorno de la proyeccién
horizontal. (Fig. 3g)

Para obtener un sélido simétrico, haremos & = 2 7' y la nueva
pardbola pasard también por los apoyos siendo sus ordenadas la
mitad de las de la parabola anterior (fig. 40). La proyeccién ver-
tical es un rectangulo por ser 2z — constante para todas las sec-
ciones.

3. Cgso. Cuando no encontremos motivo alguno para dar pre-
ferencia 4 que sea constante 2 65 supondremos lo es su producto
b h =: w y sustitnyendo este valor en la ecuacién (1) despejaremos /
cuya ley de variacién seria una pardbola; de este modo para cada

(8]
valor de x conocemos /i y w constante de donde b = -, hay que

h
observar que en los apoyos & = o y por lo tanto b = o resultando
el sélido deformado: por este motivo aunque nos apartamos de las
condiciones tedricas de los sélidos de igual resistencia, se forman
estos teniendo en vez de eje geomeétrico un nucleo de mayor 6 me-
nor espesor, segim los casos.
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96. Valor de la flecha.—Ya sabemos que se d4 este nombre 4

la maxima ordenada de la linea media deformada, para obtener la

ecuacion de esta linea nos valdremos del cilculo siguiente:

< RY ECYLISIEY 7 Ey 2
7 ¥
oriloitantolo — i T 2_R
s s e
L p— 3L 3P_ 2 == \/ 3 P a
= — iR (lx—x%) A= v (Fe==x2)
2R R b 1 ay
luego p= g - \/3P e

Mediante dos integraciones obtendremos la ecuacién de la fibra
neutra deformada y=f(x); por cada integracién aparece una cons-
tante, cuyos valores se determinaran teniendo en cuenta que cono-
cemos dos pares de valores, uno de la ecuacién finita y otro de la
ecuacion derivada que han de satisfacerlos; estas dos pares de va-
lores son

4
X =0} X = -
2
dy

al valor x = : corresponde y = flecha = f

97, Prisma empotrado en un exiremo Yy con su peso sus-
pendido en el oiro. - Consideremos los dos primeros casos del
problema anterior, partiendo de la misma ecuacion de

RV o ;
M= - o siendo Y= II bhéy— t h  setendrd

- -




e de donde - R4/ p (I—x)

por otra parte M=p(l —x)

(2) resultando el probléma indeterminado lo mismo que el anterior;
consideraremos los dos casos siguientes:
1. Caso. b= constante h — variable de la (2) se deduce
e A )
Rb
ecuacion de una pardbola puesto que B*—4AC —o0; para
X =1 h—=o0 Iluego su vertice corresponde al extremo libre, y el
solido afectard la forma de la figura 41.

Si queremos que sea simétrico, tomaremos las secciones de modo
que su altura quede dividida en dos partes por su eje de simetria lo
cual equivale 4 dar 4 cada seccién sobre dicho eje la altura &', obte-
nida sustituyendo en la ecuacién anteriot & por 2 /": lanueva forma
estd indicada en la ficura g2,

2.° Caso. h = constante y b = variable de la ecuacién (2) se
deduce
6p(l—x)

i e

segun vemos la ley de variacidn de & con respecto 4 x es la de una
recta por ser de primm—' grado la relacién anterior. I.a forma ‘del
sélido estd indicada en la ﬁgum 43; si quisiéramos darle forma
simétrica, tomariamos para ordenada la mitad de los valoeres que
resultan para /& y entonces afectaria la indicada en la figura 44

98. Prisma apoyado con un pese en el ceniro y carga
uniforaemente repartida.—Representamos por:
» — carga correspondiente 4 la unidad de longitud,

12
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2 D — longitud del prisma, (Figura 45)
2 P — esfuerzo que actua en su seccién media,

La carga total del prisma aplicada 4 su centro de gravedad 6
punto medio del eje serd 2 P+4-2Dp y por lo tanto las reaccio-

en los apoyos A y B tendrdn por valor
— (@P-+2Dp)=P+Dp.

Si consideramos una seccién cuya distancia al apoyo de la
izquierda sea x, para hallar el momento de flexién correspondiente

consideraremos los dos esfuerzos siguientes:

reaccién en el apoyo A, P |- D p brazo de palanca x

carga del trozoAx  px idem ; _____ » (POF lo tanto,
M=(P+pD)x — : P&
por otra parte
1
R bl
M — R Y S 12 e S R b A
¥, Sray 6

2

de donde se deduce igualande

L

- Rbh’=(P+pD)x—-----;-----px* 3).

resultando el problema indeterminado como en los casos anteriores
considerando invariable 4 6 4 res .Itan los casos siguiente:
1. Caso. b = constante h = variable despejando 4 dela

ecuacion (3) resulta
TS Toolle

la cual representa una elipse por ser B?~—4 AC = 0 : como solo
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entra la segunda potencia de % el eje de las x es un eje de simetria,
con quien ha de confundirse sa eje mayor; los extremos de este eje
se obtendran determinando los valores de x ccrespondientes 4
h=o resolviendo la ecuacion que se obtienc de este modo
tendremos

I

6 6
5[+ |

I - 7] FAAAS o \ e

1 . I
..2..px —ia)) I:(P—!-—pD)— z-px].rxo

Pse==N()
I P

de donde se deduce que el eje mayor excede al del prisma; por esta
razén, atendiendo también 4 que los resultados serian simetricos
tomando por origen de abcisas el apoyo B, emplearemos la cons-
truccion siguiente: se trazan las dos elipses AC m y B C n; Ta por-
cién A CB marcada con linea seguida en la figura, nos representa
la proyeccién vertical del contorno del prisma, la proyeccién hori-
zontal serd un rectangulo.

Si se quiere dar forma simétrica al .contorno de la proyeccion
vertical, se trazarian completas las elipses, pero con ordenadas mi-
tad de las anteriores figura 46.

2.% Caso. h = constante y b = variable, en este caso se obten~

dréd despejando b de la ecuacion (3) el siguiente resultado:

6

b [(p +pD)x— ; p :l

vemos por lo tanto que b varia con x del mismo modo que la orde-
nada de una parabola con su abcisa porque se cumple la condicion
B — 4 AC=o,
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Para hallar los pur.tos en que corta al eje de las «.6 eje del s6li-

do, resoiveremos la siguiente ecuacién que se obtiene haciendo b=o0
) o

6 1 =
]-U;"I:{P_'L"*”D)‘t_ ﬁpx:|=o, RJ Gl R RO

DX — OE"'Z
f P

P
P——pD)—i px =0 A‘-—:.EI( - D)

Por razones analogas 4 las indieadas en el caso anterior, traza-
remos las dos pardbolas ACm y B C n (fig. 47) siendo ACB la
proyeccion horizontal del contorno del prisma; la vertical seria un
rectangulo como indica la figara.

Si se desea simetria en el trazado, daremos 4 ja ordenada valo-
res mitad de los anteriores, y lo repetiremos 4 una y otra regién
del eje, obteniéndose para proy E‘l:f:lo‘ll horizontal del contorno,
ACBD (fig. 48(. 5

99. Solidos cuya secoion efecta la forma de doblo T.—Para
justificar las buenas condiciones que presentam es®ds sélidos, bajo
los puntos de vista econémicos y de lijereza, vamos 4 demostrar
que con un 4rea w, se puede conseguir déndole forma conueniente,
que la seccién de un sélido resista un momento de flexién M por

considerable que sea.

Sabemos que M tiene por valor M — R; de donde R :ﬁ?{

siendo Y el momento de inercia de la seccién ¥ R la resistencia de
la materia por unidad superficial. Empezamos dando 4 » la forma
rectangular que indica la figura 49, y supongamos que sustuuyen—
do en lugar de Y su valor y en vez de y el suyo A a, resulta paraR
un valor mayor que la indicada resistencia, claro estd que el prisma
sc romperia por dicha seccién, pero si la dividimos en dos partes
AaCcyBbDdy los trasladamos 4 igual distancia del Gl
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se observa que su momento de inercia crecerd pro, orcionalmente
al cuadrado de h por otra parte, y- también crece y es sensiblemente

igual 4 2, de modo que el valor de R decrece sensiblemente en la

teI Rl ; ; :
relacion = h 6 lo quees lo mismo dando 4 A un valor conve-
/

niente podemos hacer que R sea igual 4 la expresada resistencia,
con lo cual hemos demostrado lo que nos proponiamos. Vemos
por lo tanto que la mejor seccion que puede darse 4 un sélido es la
que indica la fizura, pero como esto es imposible, se unen las dos
porciones A' C' y B' D' llamadas brajos por un cuerpo que recibe e}
no:nbre de alma 6 nervio. con lo cusl resulta la forma de doble T'.

Generalmente estos sélidos como todos los que hasta ahora he-
mos considerado, tienen que sufrir esfuerzos normales & su eje los
que originan flexién y cizallamiento; como con una seccién de pe-
queda drea w, no es posible resistir un esfuerzo cortante grande, se
calcula el nervio de modo que por si s6lo sea capaz de resistirlo sin
preoc.parse en él dc la flexion, asi como en los brazos prescindi-
mos del cizallamiento, sabemos que donde uno es maximo por re-
gla general es el otro minimo, y para estos casos es donde més con-

viene el empleo de la seccién en doble T'.

100. Constrncoidn de una viga en doble T de igual resisten-
cia para una oarga uniformemente repartida, (fig. 50).—Re-
presentemos por

l..........distancia entre los apoyos.

Beo.uou.o... separacién de los centros de gravedad de los brazos.

@.......s.. anchura del prisma, la cual es siempre dato de la
de la cuestion.

€.uveu.o... espesor de los mismos.

Aplicando la férmula
R2Y:
—

M =



Yy tenieudo en cuenta que

[ &)

2
gy agiE Gy *)
oY (e S SRR
{ resu =sepla —wp

(}, 0 (*+)

(*) Segun hemos dicho, como solo nos ocupamos ahora del mo-
mento de flexion, prescindimos del alma del s6lido por cuyo motivo

ach®

la expresion Y — - representa solo la suma de momentos co-

rrespondientes 4 los dos brazos cuyo valor podemos determinar fi-
cilmente como sigue: si dividimos el brazo superior en elementos
diferenciales tales como n cuya drea es ¢. d a tendremos siendo Y ' el

momento de dicho brazo superior,

a
o s o ;
N e by R integrandc Y’ = / Glo i c---h---‘ .a
4 sl S 4 4
2
= cak y como Y esigual 42 Y'resultard
S cahs NS cra
= = =

; D i
(**) y no es exactamente igual 4 «- al admitir este error es

=&

para facilitar las férmulas, porque de otro modo tendriamos que in-
troducir una nueva variable en ellas; se comprende ficilmente que
el error es mads pequeno tomando para valor de la méxima orde-
nada la distancia & de los centros de gravedad, que haciéndolo 4 la

inversa.
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de donde Rach— _;_p!x——:--- p x® (1); en esta ecuacion hay dos

cantidades desconocldas ¢ y h, de modo que podemos fijar arbitra-
riamente una de ellas, determinando el valor correspondiente de la
otra, de aqui dos casos distintos, de los que se deducen dos formas
para el sélido de igual resistencia y seccién en doble T.

1. Caso. c¢— constante y h — variable. Despejemos 2 de la

ecuacion (1) y obtendremos

T 1 5

ecuacién de una pardbola en la cual vemos por anularse % para

x==07yx =1 que pasa por los apoyos, la ordenada maxima

S / : :
corresponderia 4 ¥ = - - lo cual se obtiene aplicando las reglas

correspondiente: dicho valor maximo seria

Y I l 1 1

1
g el et LT kD 8 P
SEmee e R a c ...._.4.‘ ‘P = 8 P m— R é' ..E....,.- -

Dos formas distintas pueden darse a este s6lido de igual resis-
tencia; la 1." se obtiene tomando 4 partir de la recta que une los
apoyos, los distintos valores de & {figura 51) y la 2.% tomando dicha
altura / de modo que dicha recta los divida en dos partes iguales:
de este modo el contorno de la proyeccién vertical seria una
parabola cuya ordenada es mitad de la del caso anterior. (fig ) 52.

Bl volumen de uno de los brazos seria el producto del drea a cde
de su seccion por la longitud del arco de pardbola AB H pero
atendiendo 4 que presenta poca curvatura, s¢ sustituye en Iugar de

dicha linea la separacién [ de los apoyos con lo cual resulta,

'
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v=alc yeldelosdosseri V—2yp—2acl
aungue ¢ cn este caso es constante, vamos 4 ponerlo en funcidn de
la altura mdxima, que como sabemos corresponde al momento

maximo de flexion 6 sea 4 la seccidn media; de este modo tendremos

em i 2
Hemasan? :
pl pr
=— s e S SRaH R H
8RacH=pl*% ¢ SR a 4
V—=acl

2. Caso. h= constante y variable el espesor ¢ de los brazos
Aunque /% es censtante podemos darle el valor que queramos porque
la condicién que se ha de camplir es que sea el mismo para todas
las secciones; ncsotros queremos comparar el sélido obtenido, de
este modo con el del caso anterior, y por ese motivo debemos de
considerar en él la misma forma en la seccidn media, para la cual
es condicién indispensable que en dicha seccién ambos tengan la
misma altura; evidentemente esta altura H serd la correspondiente
4 todas las secciones del nuevo sélido, despejando ¢ en la ecuacion
(1) se obtiene

St (00 S
S e e 2

ecuacion de una parabola que pasa no por los apoyos, porque en
este caso debemos tomar por eje de las x la recta ¢ m (fig. 53) sino
por los puntos ¢ y m, de este modo soponiendo el s6lido simétrico,
resultard en proyeccién vertical ¢ md uno de los brazos y nrs
el otro.

Si tenemos en cuenta que la altura H €s muy grande con rela-
cion al méaximo valer de ¢, apartandonos poco de las condiclones de
los solidos de igual resistencia, podemos tomar las parabolas hacie
el exterior, resultdndo el solido que indica la figura 54 que es mds

resistente que el anterior peroen cambio m4s pesado,




El volumen de los brazos en este sélido para un trozo de lon-

gitud d w serd

aI .!
dV'=2acdx dedondeV':/ 2acdx=2cz'/ cdx
5 (] 0

reemplazando en lugar de ¢ su valor en funcién de &

C

i) AS T § 2 . 31 dET T, 2
= [rple [rB% seobtiene\f’:zaf oz /0%

RHa o RaH
'] Z ) f 2
......... 200 1 0 ' 2 _rel =x
RaH[j o/’pudx ./0/"” dx:l_[R“H EdEs
B :*_'._T]I_ cop Tt P
RHE i T RECEZRHE T RHE 2 3
S tiel v I?
= he

101. Comparaocion enire los dos sélidos en doble T que he-
mos obtenide.—El de forma parabélica correspondiente al primer
caso, es peor que el de forma rectilinea que hemos obtenido en el
segundo por ser mds pesado, basta para ello observar

1 ? 13
N st
Ve 1 P 13 Vl= 4‘= 0 V>V

el error cometido al determinar V, obra en nuestro fivor porque
dijimos era por defecto.

No es esta la sola ventaja que presenta el sélido rectilineo so-
bre el parabdlico, ademds de ser més ligero, su deformacién es mas
pequena, para lo cual observaremos que el radio de curvatura de

su fibra media deformada es mayor; en efecto
18
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EY R Y E Y E
M= - ij__ ‘}f - de dolldc Y ; 0 R y——P
siend e h se tiene p= Ek
ndo ¥ = = 1 s p="i

de aqui se deduce que p varia proporcionalmente &% de modo que
crecerd con esta altura; ahora bien, en el sélido rectilineo % es
constantemente igual 4 H 'y en el parabdlico este es su valor maxi-
mo, de modo que g es mayor en el primero que en el segundo, 6 lo
que es lo mismo este Gltimo es menos rigido que el primero.

Desde luego cuando se desee mucha flexibilidad, debe adop-
tarse la forma parabdlica.

102. Esfuerze de cizallamiento.--Segtn hemos dicho, al ner-
vio hay que darle el espesor necesario para que resista su seccién
aisladamente todo el esfuerzo de cizallamiento; para satisfacer esta
condicién llamando ¢ dicho espesor, su seccién serd representando
por / en este caso la distancia entre los brazos, aplicando la ccua-

cién correspondiente al cizallamiento tendremos,

3
S lec'—_*%pl-_px.

!

Ahora bien, para que ésta ecuacién se verifique, es necesario

que las cantidades ¢’ y %, sea cualquiera de ellas la variable, estan
elegidas de manera que su producto sea constante; de modo que
bien sea el solido parabélico 0 cilindrico, el nervio tendrd siempre
el mismo peso.
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CAPITULO-6.°

163, Sagitasy elasticas.—Sa llama eldstica 4 la fibra media
deformada, y sagita 6 flecha la ordenada maxima de la eldstica to-
mando por eje de abcisas dicha fibra media antes de encorvarse el
solido.

ro4. Determinacion de la flecha.—E!l procedimiento que se
deduce inmediatamente de la definicién, consiste en hallar la ecua-
ci6n de la fibra media deformada A B (fig. 55) y en ella si no se de-
sea gran exactitud, determinar el valor de y correspondiente 4
x — 1 pero si dicha exactitud es necesaria, el problema se complica,
pues tendremos que emplear el procedimiento siguiente: hallar la
longitud de un arco de eldstica indeterminado, considerdndoio d
partir del punto A correspondiente & x = 0 6 seccidn de encastre:
esta longitud serd funcién de la abcisa del extremo del arco en
cuestion, igualando 4 ! esta longitud tendremos una ecuacion en x
la cual resuelta, nos dard la abcisa del extremo B de la eldstica, y
sustituyendo este valor en la ecuacién y = f(«x) de dicha curva
obtendremos la flecha,

Siendo estos calculos muy pesados, se emplea para su determi-
nacién de sagitas y tangentes 4 las eldsticas el procedimiento que
vamos 4 indicar, el cual es debido 4 Poncelet.

Sea A B’ la fibra media antes de encorvarse el prisma que supo-
nemos empotrado en su extremo A y A Bla eldstica; el problema
que nos proponemos resolver, es determinar C B. Para ello supon-
gamos trazada la envolvente B B dela eldstica, tomemos de ésta un
elemento mm' — d s y tiremos las tangentes mnm' ', si ademds
imaginamos trazadas otras tangentes de tal modo que la distancia

entre los puntos de contacto de cada dos consecutivas sea d s obser-
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vamos que la sagita B C incgnita de esta cuestion se compone de
la suma de sagitas elementales » K »' K’ por lo tanto para
hallar su valor, serd necesario determinar el de uno de estos ele-
mentos € integrarlo entre los correspondientes limites; determine-
mos por ejemplo el elemento n'K' = d f los tridngulos n n' K’ y
m m' t semejantes por ser rectdngulos y tener los angulos K/ 7' n y
t m m' iguales, dan la proporcién

I m ¢ e df D
i ke SRHINERED Sl e s
d
de donde df=nn d‘.:;

en el tridngulo nmn' se verifica nn'=mntgdo=mndao y

como segtn la propiedad de las tangentes 4 la evolvente
nn =mBda,
sustituyendo en el valor de d f se obtiene;

dx dz

(admitiendo que la deformacién sea muy pequefia y por lo tanto
Am—=— A g= x): por otra parte tendremos

I do
ds=ptg.da=pda -P- =

de modo que sustituyendo

df=(I—x)dx P

a

o p(b—x)

e 1t LB B Y

€ integrando entre o y ! resulta

1 2 3
e AN s e D, R e
e P o

cuya expresion resuelve el problema,
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105. Determinucién del angulo que forma con el eje sin de-
formarse un elemento cualguiera de la elistica —Sea mm' y a
el angulo en cuestién, tendremos el siguiente cdlculo.

mm'=ds—opdaj

dx — d scos. o jdsdx=948dacos.a

dx =pdocos,.a =pdsen. e dsen.aa_—_._.fg;.
15 Ao VIELIN p(f—x}’_ p(l —x)dx
p B ,EY — EY’ Loi N, l d SEN. o = -t E Y ............

€ integrando resulta

3 p '/‘ P
'/ dsen ¢ = Y l—xyd®= Y lx —

solo nos falta determinar el valor de la constante C, para lo cual
observaremos que la tangente en el primer elemento se confunde
con la fibra sin deformar segun las condiciones de empotramiento
y por lo tanto & ¥ = o corresponde @ — o0 6 sen’ @« = 0, sustitu-
yendo este par de valores simultdneos en la formula anterior resul-

ta la ecuacién o = C quedando para valor de sen « la expresion

SENn o =

P ] ;
T e D E A

si ahora queremos el dngulo correspondiente al extremo B de la

(elastica, haremos sensiblemente) x = /, y resultard

P e g Dl ek

Si se desea su valor en funcién del de la flecha, tendremos
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YE
f= 3 Sp X EY de donde p — 2 s f, sustituyendo

Obseryacion. Hasta ahora hemos supuesto que el sélido era de
seccién constante de modo que Y también lo era, pero si se tratase
de un sélido de igual resistencia, y serd funcién de x; en este caso,
suponiendo que la base de la seccidn es constante y variable su al-

tura, tendremos

y por lo tanto Y — v b k= = b( R b

sustituyendo este valor en las expresiones diferenciales de f y
sen o ¢ integrando de nuevo tendremos el problema resuelto.
106. Trazado geometrice de la elastica.--De la ecuacién
EY EEV

M= Ofoi— M resulta, considerando como hemos hecho
P
anteriormente un solido empotrado en uno de sus extremos,
BEY : s = p
0= (l ----------- oy sien esta expresién damos 4 x valores sucesivos que
p —_—

varian en proporcién aritmética, por ejemplo, obtendremos para
| — x diferencias que varian de igual modoj si representamos es-
tas diferencias por /, I, I'... y llamamos R, R, R, etc., los co-

rrespondientes de o tendremos el cuadro siguiente, en el cual se

indica también la construccién (figura 56.)
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P EY |témese A o igual 4 esta mag-
Seccién de encastre A... R ==y & g
P .1 | nitud y con centro en o, tra-

cese un arco A A' de pequena amplitud 1.° 6 2.9 (*) Gnase A’ con o.

- i L
Seccién que pasa por A’...R =II::1' ,sobre la recta A0 que s

acaba de trazar, tomese
A' o' icual 4 esta magnitud v tracese el arco A' A" en las mismas
{w] o

condiciones que el anterior.

a5 ; EY (repitase la misma costruc~
Seccién que pasa por A”...R, :Pi"’

cién y asi sucesivamente.

En el limite la eldstica serie envolvente de la curva A A" A", . .,
107. ©aso en que los valores de los radios sean muy
grandes.—Si esto ocurre no podemos emplear la construccién an-
terior porque los centros estarian fuera del dibujo y por este motivo
emplearemos la siguiente suponiendo que la indicada particularidad
empieza en el punto A" :

Evidentemente el d4ngulo de contingencia es igual al de los ré-
dios de curvatura, por lo tanto, si este es o por ejemplo para el in-
dicado punto, prolongaremos el elemento A’ A" y trazando la recta
M A" que forme con A" N el dngulo « con lo cual conocemos la di-
reccién del nuevo elemento; si conociéramos su Jongitud, bastaria
tomarla en A" A" y continuariamos de este modo hasta concluir
la construccion.

Para determinar la longitud A” A", observemos que correspon-
de 4 un arco de rddio R, y valor gradual o, de modo que si llama-
mos a, dicha longitud y a la del arco de igual nimero de grados y!
radio unidad tendremos '

(*) Este valor gradual puede encontrarse para cada elemento,
restando los dngulos que forman las tangentes en los extremos con
la fibra media antes dedeformarse,
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Z‘ = Rl de donde a4, =R,a
2m X o
el R e
2w 360 i T
si suponemos o = 2° tendremos
R0 oS EY
a, = 360_ Ri =0,0 349 R: —_— Pf”“ 0,0 349'

CAPITULO .

Reshalamiento longitudinal de las fibras, motivade
por 12 flexién de los sélides.

108. En la hipétesis de considerar un sélido prismdtico como un
haz de fibras yustapuestas, veamos de que modo trabajan estas fibras
por efecto de la flexidn, y supongamos para fijar las ideas, que se
trata de un prisma apoyado en los extremos y cargado de un peso
en su punto medio. (Fig. 67)

La flexion origina compresiones en las fibras situadas en la par-
te superior de la capa neutra c ¢ y extensiones en las capas de
fibras situadas debajo. La intensidad del esfuerzo que pro-duce estas
extensiones .y compresiones que puede medirse ficilmente recor-

dando que en una seccién transversal cualquiera del prisma se

REY:
verifica M= e
de donde se deduce
M

El valor de R suponiendo el sélido prismatico como estamos
haciendo y por lo tanto Y constante dependerd de M ¢ 3+ de modo
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que para estudiar 12 'variacién de R debemos considerar separada-
mente la de cada una de dichas cantidades,

Dentro de una misma seccién transversal B B, es decir para el
mismo valor de M, la resistencia que han de oponer las fibras 4 la
extensién O compresién depende solo de 3 de modo que su valor
maximo, corresponde 4 las capas m extremas sicndo nula en la
fibra media .

Dentro de una misma capa a a de fibras, R depende de M de
modo que en el caso que estamos considerando, este maximo tra-
bajo correspondera 4 la seccion media r. Resulta de aqui que una
fibra de un sélido prismatico, trabaja de distinto modo en cada
punto de su longitud.

Combinando las dos influencias de M € y se tendra la verdadera
variacién de R de una a otra capa Ea dos secciones A A B B (figu-
ra 58) hay igual distribucion de valores de R pero si se comparau
las fibras correspondientes a la misma capa, se halla que en la sec-
cién ‘A A trabajan mas que en la B B. Los puntos en que mas tra-
baja el material corresponderdn 4 los maximos valores de M ¢é y
siendo en la figura los » y s. Se ha representado por intensidad
de tintas la correspondiente & estos trabajos resultando de este
modo mas visible la variacién que hemos estudiado.

Facilmente se obtendrdn para otra cualquier pieza los resultados
indicados: en las empotradas por un extremo teniendo un peso sus-
pendido en el otro los puntos » y s corresponderdn 4 la parte mas
elevada de la seccion de encastre.

De estas consideraciones resulta, que si consideramos la super-
ficie comun 4 dos capas de fibras a a 3 b & por ejemplo, (fig. 57) en
un punto cualquiera 2, se desarrollaran dos compresiones distintas
paralelamente al eje de la viga, correspondientes a las dos capas de
fibras 4 que pertenece al mismo tiempo dicha superficie comun; y
obedeciendo 4 la diferencia de compresiones, la capa superior a @

14



— OO —
tenderd 4 resbalar sobre la 4 b separandose por desgarramiento
fongitudinal. Lo mismo diriamos con relacién 4 las fibras que se
extienden,

109. Gausa preduciora del desgarramiento en un solido
sometido a fiexion. —Supongamos un sélido empotrado por uno
de sus extremos y obrando un peso en el extremo libre, (fig. 59).
Llamemos R la resistencia 4 la extensién por unidad superficial en
un punto a y R’ la correspondiente al punto 4'. En la faja infinita-
meante pequena m n correspondiente al punto a, el esfuerzo ¢ mas
bien la reaccién desarrollada por la materia tendra por valor

M
F=Row—Rbdy = YJ’ bdy
en la faja correspondiente al punto a’, dicha seccién serd

F'=R'0o=R'bdy— MY.V bdy

y segun ya hemos indicado el esfuerzo que hace resbalar el prisma
infinitamente pequefio de dimensiones b,dxy dy sobre el inme-
diato inferior tendrd por valor

L

—M

W
dM dM bydy
I b ¥ d_)’
g B A Yy S

La resultante de los esfuerzos que tienden 4 desgarrar la rebanada
A B 6 lo que es igual 4 hacer resbalar su parte media superior sobre
la inferior, se obtendra considerando que la dimensidn en sentido
del eje de las y pasa 4 ser la mitad de la altura de la seccion del
prisma reslutante que se obtendra integrando la expresion ¢



entre los limites o y '/, & consideranda la variabilidad lo cual dd

por resultado

i/ h ‘) h o T
NR= f /s de..---’?"-f-\,fif----zl"dx / Lig i d
(1] [

a Y
1/211 fdf /orfzh 12 ¥ d'}, g2
h*
Tdx FLEn Tdx _;_
= 12 k:j - ¥ dy_ e L 'k'-i e 5 =
_ Tdx 1z '3 Tdx
= e - G DR S

t1o. Resistencia al desgarramiento longitudinal de las
fibras por unidad smperficial. —La expresién jue acabamos de
obtener, nos indica la resistencia al resbalamiento de dos prismas
elementales de base '/, 2 X & y altura d x puestos en contacto por
una de sus caras laterales cuya area es b Zx. El esfuerzo total del
desgarramiento longitudinal, que tiende 4 hacer resbalar la mitad
superior sobre la inferior de un sélido de resistencia, y por lo tanto
4 romperlo seglin una seccién que pasa por su eje, bien esté apo-
yado 6 empotrado por uno 6 sus dos extremos, se obtendra inte-
grando la expresién anterior para valores de x comprendidos
entre o y £, ;

En el caso que necesitemos construir una viga formada por dor
porciones iguales superpuestas, es preciso conocer la resistencia
que ha de darse al ligamento que las ane, para lo cual determina-
remos la correspondiente 4 la unidad superficial.

Para conseguirlo, siendo N el esfuerzo que ha de soportar la
superficie del drea w' = b d x la resistencia. por unidad soperficial
que presente la materia, ha de ser igual 6 mayor que dicho esfuer-
zo, de modo que llamdndole R" tendremos
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7 =il e e
stendo T el esfuerzo de cizallamiento que sufre la seccion de drea
© = bk claro estd que -;; es el correspondiente a la unidad y

1

como en su maximo la relacion S tendra por valor R, resulta
2

que la resistencia R” debe tener un valor igual 6 mayor que vez y

media la correspondiente al cizallamiento,

CAPITUL O 5°

111. Flexlon por compresion.—Consideremos un prisma A B
(fig. 60) de longitud / y seccién rectdngular apoyado en B y some-
tido 4 la accién de una fuerza de compresion F con respecto 4 la
cual es despreciable el peso propio de la pieza y admitamos que por
un procedimiento cualquiera los puntos A y B estin sujetos 4 per-,
manecer constantemente en la vertical A B.

Si el prisma es de materia homogénea, su eje perfectamente
rectilineo y la fuerza F obra perfectamente 4 lo largo de este eje, no
puede producirs'e flexion lateral alguna, puesto que es igunal 4 cero
el brazo de palanca de la fuerza F. Pero si por una causa acciden-
tal cualquiera, como puede ser la accién del viento, el prisma se
flexa y adquiere la flecha £, nace un par de flexién cuyo momento
es F . f y como consecuencia se desarrollard un par de fuerzas
elasticas que ha de hacerle equilibrio.

Iiste estara expresado para una seccién cualquiera m por ia
ecnacion

M=FX—-y=—Fyr
representando por y la ordenada del punto del eje correspondiente
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4 la seccion que se considera, y ddndole signo menos pcr el sentido
en que se produce la encorvadura; vamos a determinar el menor
valor de F para que la flexién se produzca, para lo cual acadiremos
4 la ecuacién de la fibra media deformada.

El momento M de fuerzas elasticas tiene por expresién

dy

= d x?

Llamando Y el momento de inercia imds pequeno correspon-
diente 4 las distintas rectas que pueden trazarse por el centro de
gravedad de la seccién, puesto que evidentemente la flexion se pro-
ducird en el plano que encuentre menor resistencia, observando que

dy
S d
1 ay d x dig o

e e e e

y sustituyendo en las ecuaciones anteriores tendremos

dtg. o

M:EY------dx EYdtg.«==Mdx=—Fydx (1)

EYIg.m:-—-fF'_}rd.r

haciendo ¥ = tg oy sustituyendo en (1)

¢ integrando

y multiplicando estas expresiones

dy du

e EY =

—F y ©u 6 —Fydy=EYudu

integrando entre los limites y» y f teniendo en cuenta que 4 y co-
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g d 1
rresponde # y al valor y = f corresponde # — di: —

tg. 0 = o se obtiene l

Yy . u
~F[ya‘y:Equdu
(¥ r (3 0

de donde — F (3*—f*) =EY«* F ([*—=r)=EY
sustijuyendo en vez de % su valor,

d}' 5 9 2 ! ‘E Y d.,V =iy 2
EY(- = --):F(f—_y) de donde- F'(”a’.'x') =f'—r

d x
d IEY B 11
dx i FENSdioe dy
/ F dx — d Pt é intearando
Vex it 8

hemos prescindido de la constante en esta integracién, porque el
valor ¥ — o debe corresponder ¥ — o en virtud de la condicién
que impusimos al punto A de no poder separarse nunca de la ver-
tical en que se encontraba al ,rincipio,

Si/es la abcisa de A, paraz =1/ y=—o por lo tanto

ahora bien, recordando que todos los arcos CUYO Seno €s cero estin

comprendidos en la expresién formular

n 7, (nimero exacto de semicircunferencias) tendremos

! \/ EY —=nm de dondeF pErn, ‘:2
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y como tratamos de determinar el valor de F mds pequeno para
qne la flexion pueda producirse, haremos z = 1 con lo cual queda

determinado lo que nos proponiamos demostrar

en esta expresion sustituiremos por Y el momento de inercia mini-
mo; si la seccion fuese circular Y seria constante para cualquier eje
que pasa por el ceatro del circulo, que se confunde con el de gra-
vedad, de modo que la flexién se produciria en cualquier plano
vertical,

112, Caso en que el punto medio del solido este obligado a
permanecer en la vertical que pasa por el apoyo.—(Fg. 61)En
este caso podemos aplicar cuanto hemos dicho relativamente 4 la
ecuacién de la fibra media deformada, de modo que ésta tendrd la
misma forma, variando solo la relacién entre sus parimetros, di-
cha relacion se obtendrd teniendo en cuenta que para x ='/, I se
ha de verificar » = o y por lo tanto nos resultard la siguiente

ecuacion condicional

sen. 5 \; Yy = o de donde-z----\/-E--Y- =T o
s

El mintmo corresponde & 7z = 1 de modo que

4T'EY
T

resultado conforme con el anterior y las condieiones mecinicas de

F—

la cuestion, porque mientras mayor sea el nimero de puntos fijos
mas dificil serd la flexion,

En general sera el equilibrio estable, cuando el esfuerzo de com-
presién sea menor que :
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EY r? 5

designado por m el numero de puntos fijos. Decimos que estas son
las condiciones de estabilidad, porque en el momento que la fuerza
de compresién adquiera el indicado y por cualquier causa acciden-
tal comience la flexién por pequena que haya sido la flecha el mo-

mento de rotura serd muy grande, asi es que el de las fuerzas elds-

ticas, M=
U

no podra hacerle equilibrio; aumentando la encorvadura y por con-
siguiente cada vez mas la flecha hasta que el s6lido se rompa.

Si por el contrario F tiene un valor menor que el que hemos
calculado, las fuerzas eldsticas podran equilibrar al momento de fle-
xi6n, y cuando desaparezca la causa accidental necesaria para pro-
ducirla, volvera el sélido 4 su forma primitiva.

De esto resulta, que la carga de seguridad no serd la que hemos

o i . 1 .
calculado, siné una fraccién - de ella, dependiente de la sus
v -

tancia que forma la barra, asi como de la solidéz que se desce ob-

tener en la construccion.

113. Experiencias de Mr. Hodgkinson y Rondelet sobre la
resistencia del hierre y las maderas —A las vigas de madera se
las da generalmente una de las formas rectangular 6 cuadrada, cons-
truyéndose siempre mucizas. Segtin la formula halladapara el caso
de obligar solo uuo de les puntos de la viga 4 permanecer constan-~
temente en la vertical que pasa por el apoyo, y teniendo en cucata
cada una de las ecuaciones anteriores, calculemos el esfuerzo de ro-
tura que 4 cada una corresponde

EY =? 1

4 .. seccion cuadrada , ., Y = o b*
l 12

N—
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Sl B e h b

i = S I’ ....... =K ...... 1 -

como vemos K es un coeficiente que solo depende del médulo de
elasticidad 6 sea de la naturaleza de las maderas,

Segtin Rondelet un cubo tanto de roble como de pino, se rompe
por compresion mediante una carga de 420 kg. por centimetro
cuadrado y Hodgkinson, aunque sus experiencias en este punto son
muy reducidas, también ha podido llegar 4 modificar mediante
ciertos coeficientes de correccion las férmulas anteriores, obteniendo
otras més practicas; han deducido ambos experimentadores que las
cargas de seguridad en condiciones medias deben ser la */,, parte
de las de rotura.

Las columnas de fundicién se construyen macizas 6 huecas
pero generalmente de seccion circular; aplicando las férmulas obte-
nidas resultan las sijuientes cargas de rotura.

> 1 w2 e &
Cﬁlun'.'lna maciza. . . Y e -‘—_}-"‘ N _— "_E"Y — :‘EE?._...
4 ! 4t
e .
Sl K
4 l '

fdem hueca... ¥ = I w(r*—7r") N= il Y

g el = E

K como en las maderas, depende solo de la clase de hierro,
En funcion de los diametros.

15
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hueca... N =

Mr. Hodginson ha deducido de sus experiencias.

1.% Los prismas de hierro colado, cuya Jongitud sea 4 lo mds
igual 4 cinco veces el didmetro, sometidos 4 un esfuerzo de compre-
sion, no se doblan para romperse; lo hacen por aplastamiento sim-
plemente cuando aquél llega 4 ser proximamente de 63 kilégramos
por milimetro cuadrado.

2.° Cuando la longitud se halla comprendida entre 5 y 25 veces
el didmetro, los prismas se rompen por flexion y aplastamiento.

3.° De 25 veces el didmetro en adelante, la flexidn es inevita-
ble, atn para esfuerzos muy moderados respecto de los que pueden
soportar los prismas cuando se rompen solo por aplastamiento.

4.® Las columnas de bases planas ofrecen mayor resistencia
que cuando estas son redondeadas 4 igualdad de las demdis con-
diciones. ,

5.° A igualdad de altura y cantidad de materia, las columnas
bombeadas resisten mds que las cilindricas, siendo el aumento de
las primeras, la séptima 4 octava parte de la resistencia correspon-
diente 4 las se'gundas.

6.° Bajo la misma hipétesis de entrar igual cantidad de materia,
las columnas huecas resisten mas que las llenas, y las que tienen
por seccion una cruz.

Estos hechos estan de acuerdo con lo dicho en la teoria, y casi
todos con gran facilidad podriamos justificarlos.

De estas consecuencias han deducido Hodgkinson y Love, la
manera de introducir en las férmulas que acabamos de obtener,
coeficientes de correccién con objeto de hacerlas mas aceptables.
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Las cargas de seguridad también han deducido que son la sexta

parte de los valores encontrados para las de rotura.

CAPITULO g2

Manera de aumentar 1a resistencia de los prismas
de gran longitud..

114. Vigas armadas,—Siendo necesario en algunas miquinas
el empleo de vigas de considerable longitud, sometidas 4 la: aceién
de su gran peso, ademads de los esfuerzos 6 cargas que en distintos
puntos han de soportar, se flexionarian 6 romperian con gran faci-
lidad si ademas de los dos apoyos de los extremos, no se aumentase
su resistencia con otros intermedios; estos nuevos apoyos podrian
ser columnas en que la viga descansase, pero este sistema tiene por
grave inconveniente, dificultar las operaciones miecanicas del taller
y por este motivo se hace uso de las vigas armadas, que consisten
en una viga A C (fig. 62), apoyada en sus extremos A y C, tenien=
do uno 6 varios apoyos intermedios tales como el B, facilitado por
la mangueta o B las piezas o A y o C que sostienen la mangueta,
se llaman tirantes 6 pares: resulta, por lo tanto; que en una viga.
armada se llaman manguetas, las piezas que directamente la sus-
tentan, y tirantes aquéllas que estando fijas @ los muros de la cons-
truccién, apoyan 4 las manguetas.

Las vigas armadas pueden serlo inferior 6 superiormente; la
figura 62 representa una armadura inferior, y la armadura superior
varia de ella, en que los tirantes estan por encima de la viga; 4 las
manguetas se da en este caso el nombre de péndolas.

Vamos a calcular las dimensiones de todas las piezas que cons=
tituyen una viga armada, y para ello; supondremos que en cada uno

de los  vértices del sistema formado por la viga, péndolas 6 man<
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guetas y tirantes, hay una articulacién, de mode que -mediante la
acci6n de las fuerzas exteriores; pueden ocasionarse dos deforma=
ciones distintas, que necesitamos evitar; estas deformaciones son:
flexionarse los lados del poligono, variar sus angulos.

Para que no tengan lugar, es necesario jue se cumplan las dos
condiciomnes siguientes:

1.2 Ha de haber equilibrio entre todas las fuerzas exteriores.

2.* Equilibrio en cada elemento de la viga, de las fuerzas exte-
riores que le estdn aplicadas, y de las reacciones de los elenierntos
contiguos. |

La primera condicién d4 el medio de determinar las reacciones
en los apoyos: la segunda, servird para hallar las fuerzas de exten-
sién 6 compresién & que se hallen sometidas cada una de las piezas,

Las fuerzas exteriores pueden todas estar aplicadas en los vérti=
ces de la construccion, y en este caso serdn de extensién 6 compre-
sién los esfuerzos que han de sufrir cada uno de los lados, y si
alguno de estos estd sometido ademaés 4 la accion de una fuerza que
obra en cualquiera de sus puntos, tendremos que considerar en €l
un esfuerzo de flexién. Como ejemplo de lo que acabamos de decir
consideremos la viga de la figura 62 en la cual son vértices articula-
dos A, O, C y B; si prescindimos de su peso, y suponemos que erx
el punto medio B-actda una carga 2 P estaremos en el primer caso,
porque dicha fuerza exterior, obra en una articulacién, y no hay
ninguna que actde en un punto tomado arbitrariamente en uno de
los lados; pero si ademas de la expresada carga, admitimos otra
unifermemente repartida, cada uno de loslados A B y B C estaria
sometido 4 un nuevo esfuerzo en su punto medio, v entéaces todos
menos los dos indicados que pueden flexionarse, estarian solo ex-
puestos 4 compresiones y extensiones.

115, Para el célculo de las dimensiones, solo necesitaremos co-

nocer la intensidad y naturaleza del esfuerzo que cada elemento so-
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porta y aplicar las férmulas que hemos encontrado. Se pueden
seguir dos procedimientos que son el analitico y el grafico; éste ul-
timio es el que utilizaremos, pero antes vamos @ ver el modo de
proceder analiticamente, calculando las dimensiones de los distintos
elementos de una viga apoyada en sus extremos, y armada en su
punto medio por una marigueta y dos tirantes sometida 4 una carga
¢oncentrada mévil y otra uniformemente repartida. Sean (figura
62) la longitud de la vigueta, /' la de los tirantes, 2 l la de la viga,
2 P la carga concentrada, p la carga por unidad de longitud, T la
tensién de los tirantes y el dngulo que estos forman cea la hori-
zontal.

Consideremos la parte A B dé la viga, y puestc que deseamos
que no se flexione quedando siempre horizontal, serd necesario que
la suma de momentos de todas las fuerzas que obran sobre dicho
trozo, con relacién al punto B correspondiente 4 la seccion media
sea igual 4 cero. Dichas fuerzas son: la reaccion P* en el apoyo A

cuyo brazo de palanca es [, la carga uniformemente repartida pl
chiyo brazo de palanca es - [, y por ultimo, la componente nor
2 \

mal de la tensién T correspondiente al tirante A o, Aplicardo los
convenios admitidos para los signos de los momentos tendremos la
siguiente ecuacién condicional, que nos vd 4 seryir para determinar
el valor de la tension T.

M-:P’:'—--i Ipl — T lsene= o,

ststituyendo en lugar de P' y sen « sus valores respectivos

P'—=P--pl sena— f
resultard
M= Pl pit-— ; Pl g‘;l' = o,
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de donde
Pr j pl=T e ([)

¥ despejando el valor de T

,
T = -2-2},-2-- (2P —+4pl) (2

Este seria el vaior que hemos de dar 4 la tensién del tirante, si

la carga fuese fija, pero como estd en movimiento, €s necesario exa-
minar como varia el momento de flexién correspondiente 4 la sec-
cion del centro, cudndo la expresada carga se mueve desde B hasta
C. A medida que 2 P va acercandose 4 C, el término P de la ecua-
cién (1), va dectreciendo llegando 4 anularse cuando la carga actue

en dicho extremo y la ecuacién se reduce 4 la siguiente:

1 h !
2yt F=rT de donde o e R

z i 2h P
este valor, no es el mismo que anteriormente hemos obtenido, y
como 4 la tension solo podemos dar un valor observemos en que se
convierte el momento M de flexién haciendo P = o y dando & T

el valor de la férmula (2)

i h il .
U=l =GP A pl) =

iy :.Pp_pg__..: A e

lo cual nos indica quela viga se flexionaria en sentido contratios
Esto nos hace ver que convendra dar & T un valor tai, que produz=
ca dos flexiones iguales y de sentido contrario, porque de este modo:
al recorrer la carga toda la viga, ambas flexiones se neutralizarian
quedando horizontal,

Para conseguir esto, determinaremos 4 T con la condicién de

que cuando 2 P actie en el centro,



— 119 —

i
M BE P M Ly

2 2

cuando obre en uno de los extremos De esta mane-a resulta para

momento de flexién positivo cuando 2 P actie en B,

M—P!} ; B2 T jf TE= ; P!

de dondz

P Pl : p!*:T--z, [ 6 bicn

1 I I
_.é...p_}_.z.p[__T ji T__.zk (P+pl)

y para momento negativo cuando 2 P obre en C

M et brpians aope.

I
2 !

heiias j ~-P ! dedonde

J I
jP:+:yP=T;¢ y T=-"(Fip)
que es el valor anteriormente encontrado.

116. Caloulo de las dimensiones—Para la viga A C tendremos

en cuenta el esfuerzo de flexién que segin hemos dicho tiene por

o : 1
momento en la seccion peligrosa M= S P! v como por
e 3 o I RY
otra parte M = ...  resuita la ecuacién -~ P 2 — .0
97 2 i/

en la cual sustituyendo en lugar de Y € y sus respectivos valores
1 1 a5 - i
ey == i obtendremos una ecuacion con dos indetermir
12

nadas b y#h pudiendo disponer arbitrariamente de una de ellas.
Las dimensiones de los tirantes se obtendrdn aplicando la formula
N =R o correspondiente & la extensién simple, en la cual N re-
presenta el esfuerzo T que hemos calculado,



Nos queda solamente conocer el esfuerzo de compresién a que
se encuentra sometida la mangueta o B, para lo cual sompondre-

mos segun su direccién las tensiones de los tirantes; la componente

™

de uno cualquiera de ellos tiene por valor T cos. ( - —a) =T >

sen. o siendo por lo tanto el esfuerzo de compresion que soporta
dicha mangueta, 2 T sen . L.as dimensiones se obtendrin por la

N ;
ormula N —= R w de donde se deduce w W sustituyendo en

lugar de N su valor se obtiene

2 T sen o
R

{48} ==

117. Galeulo grafico.—Parael cdlculo gréfico supondremos
que todas las cargas obran concentradas en puntos de la viga apo-
yados mediante manguetas, es decir, que las distintas fuerzas actuan
en vértices del poligono formado por las piezas, estando por lo tanto
en el caso que todas ellas sufren esfuerzos de extension 6 compre-
sién. Para determinar estos esfuerzos, aplicaremos en cada vértice
la condicién de equilibrio entre las extensiones 6 compresiones co-
rrespondientes 4 las distintas piezas que en ¢l sc reunen, teniendo
en cuenta que todas ellas obran segtn el eje de simetria de la pieza
correspondiente, y que graficamente la condicién de equilibrio de
un sistema equivale 4 la de cierre del poligono de fuerzas. De
este modo obtendremos para cada vértice un poligono distinto, y
todos reunidos por tener cada uno un lado comun con el siguiente
formarén la figura llamada diagrama de fuerzas. Elegiremos una
escala geométrica para representar las fuerzas conocidas por secr
datos de la cuestién, mediante lineas rectas, y pasando inversa-
mente con las incognitas, de las magnitudes geométricas. 4 las fuer-
zas, tendremos conocidos los esfuerzos N correspondientes 4 cada
pieza, con lo cual y el empleo de la formula N— R , siendo R la
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resistencia por unidad superficial 4 la extensién 6 compresion, de-
rerminaremos las dimensiones. Tanto en los didgramas como en
tas armaduras representaremos por una linea sencilla los esfuerzos
de extensién y dibujaremos de trazo doble las de compresion.

118. Armadura de una sola mangueia.—Consideremos la
viga A B C, (fig. 63) que soporta una carga 2 P concentrada en su
punto medio B. Las reacciones en los apoyos Ay C, tendrdn cada
una por valor la mitad dela carga total 6 sea P.

El didgrama de fuerzas se obtendrd empezando por establecer
el equilibrio en el vértice A, para lo cual como conocemos la mag-
nitud y direccién de la fuerza P que obra en él, y les direcciones
A D y AB de las otras dos fuerzas, trazaremos la recta ac cuya
magnitud sea equivalente en la escala adoptada 4 la fuerza 2 P, si
esta recta la dividimos en dos partes iguales, cada una de ellas re-
presentard las reacciones de los apoyos; tomando la mitad superior
a b como representacion grafica de la reaceién correspondiente al
apoyo A, y trazando por los puntos a y b paralelas respectiva-
mente 4 la viga y al tirante A D, tendremos en 1 y 2 la magnitud
de los esfuerzos 4 que estas piezas estin sometidas, falta solamente
determinar la naturaieza de estos esfuerzos lo cual conseguiremos
observando que en un poligono de fuerzas tal como el adb todas
tienen sus direcciones de modo que siguiendo su sentido, se recor-
va el perimetro de una manera determinada y como el sentido de
la fuerza P es el b a, resulta paralos 1 y 2 respectivamente ad y
d b 6 lo que que esigual la viga se encuentra solicitada por ana
fuerza en la direccién B A que la comprime y el tirante de la iz-
quierda por otra, que actuando en el sentido A D produce una ex-
tension.

Pasemos ahora al vértice 6 articulacién B, en donde nos encon-
tramos que actuan cuatro fuerzas, dos conocidas en magnitud y di-
reccion y otros dos en direccién solamente: podemos componer las

16
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dos cotiocldas y descomponer su resultante como en el ‘caso ‘ante-
“fior; la composicién de las fuerzas 1y 2 p que actuan en'B, d4 por
resultante la‘fuerza 'd ¢ dirigida segtn ¢ d, porque 'las fuerzas 2 P
obra en la direccién a ¢ siendo en su consecuencia @ cd el sentido
‘en"que hay que recorrer el perimetro del poligono correspondiente
“al 'vértice B; al recorrer de este modo el perimetro del tridngulo
‘a ¢ d se obtieae para sentido de la fuerza 1 el ad opuesto al ante-
rior, lo cual es muy naturil porque estamos considerando como
‘varillas rigidas las porciones comprendidas entre cada dos articula-
ciones y 'para que el equilibrio exista separadamente en cada
una ‘de ellas, se necesitan dos faerzas iguales y contrarias, de
“modo que si en el vértice A actda una fuerza 1 en la direccion A B
en el vértice B ha de obrar otra fuerza de la misma magnitud, diri-
gida segtin B A; asi es que la compresién 1 tiene distiuto sentido
seglin que se considere al vértice 'A 6 el vértice B. Conocida la
magnitud y sentido ¢ d de la resultante de las fuerzas que obran en
el vértice' B, construiremos el tridngulo correspondiente trazando
los'c e'y'd e paralelas 4 la'viga 'y & la mangueta B D, de este modo
tendremos én e ¢ y d e los esfuerzos 4 que respectivamente se en
“cuentran sometidas las piezas indicadas que por cbrar en los sen-
tidos B'D y B € producen ambas compresiones.

‘Por tltimo componiendo las fuerzas 2 y 3 tendremosen e b la
‘direccién y sentido de la fuerza 4 que estd sometido el tirante' D C
que por obrar segin C D tiende 4 extenderle.

Podrifamos haber construido para el vértice C el tridngulo bec
andlogo al a d b pero el didgrama de fuerzas es simétrico con rela-
cién 4 la paralela tre{zada-por b al lado d a, del mismo modo que
la armadura lo es con relacién 4 larecta B D,

119 “Armadura de dos'manguetas. (Fig. 64.)—En los puntos
B y Cequidistantes de los extremos, actian dos fuerzas iguales P,
- giendo, por lo tanto, iguales y contrarias 4 estas fuerzaslas reaccig=
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nes:de los: apoyos. Tomemosla fuerza @b igual 4 Py trazando lag.
paralelas a ¢ y ¢ b al trozo. de viga A B y al tirante A E tendremos.
el triangalo & @ ¢ que nos da la direccion y sentido delos esfuerzos

soportados por cada una de dichas piezas que resultan compresién

para la mangueta y extension para el tirante. La fuerza-2 considerada

actuando en el vértice E, tiene la. direccién b ¢ y descompuesta.en,
las:direcciones ¢ d y d b nos dd un nueva tridngulo con los.esfuer~
zos de compresion y extension que respectivamente corresponden a

la mangueta B E y al tirante E F, Por ultimo, componiendo las tres:
fuerzas P, 1 y 3 que obran en el vértice B tendremos en 5 d la di-

reccién y sentido del esfuerzo de compresién: 4. soportado. por el

trozo de viga B C.

Si las.cargas que actian en los puntos B y C no son iguales no
puede admitirse esta armadura, por que al considerar la parte de la
derecha obtendriamos: para el esfuerzo de compresién correspon=
diente al trozo B C, un valor distinto del 4 que altimamente hemos
calculado, lo-cual se opone al equilibrio de dicho trozo considerado
como varilla seguida. Se hace necesario en este-caso. el empleo de
dos nuevos tirantes los cuales representa de puntos la figura.en B F
yEC. ;

120 Armadura de tres manguetas. (Fig. 65.)—Seca la viga
A B C DE en la cual actian tres fuerzas en los.puntos B, C y D,
iguales entre sij las reacciones en cada uno de los apoyos tienen.la
magnitud 3 P, Empezaremos descomponiendo la fuerza 3 P=a b ¢
en otras. dosea = 1 y ¢ e = 2 que representrn respectivamente
la compresion del trozo A B de viga y del tirante A F: después.
compondremos la fuerza 1 con la ¢ b = 2 P descomponiendo ense-
guida la resultante b e en las e f y f b que son las compresiones 3
Y 4 que soportan la mangueta B F y el trozo B C de viga. Rasandg;
al vértice I compondremos las fuerzas 2 y 3 obteniendo, por resul-.
tante la f ¢ que 4 su vez descompuesta proporciona las extensiones:



5 y 6 de los tirantes F C y F G. Siendo evidentemente iguales las
extensiones 6 y 10 trazando la ¢  paralelad G H ¢ igual 4 6 se ob-
tiene la compresién g & de la mangueta C G; no continnamos las
construcciones por la simetria que presenta la figura.

121. Armadura de varias manguetas.—-Sea la viga A J
apoyada en sus extremos y reforzadas por siete manguetas en cada
una de las cuales soporta una carga concentrada igual 4 2 P: (fig. 66 )
el cdlculo grafico se hard como hemos indicado en loscasos anteriores
recorriendo sucesivamente los vértices A, B y K pero al llegar al vér-
tice L., tropezamos con el inconveniente de tener que descomponer
la tinica fuerza conecida 6 en tres direcciones y si nos vamos al C
también hemos de descomponer de igual manera la resultante de las
fuerzas 4, 5 y 2 P: estas operaciones son imposibles de efectuar,
pero se salva la imposibilidad determinando la fuerza 7 por la con-
sideracién de ser resultante de la carga 2 P y las componentes ver=~
ticales de las extensiones sufridas por los tirantes 5 y g los cuales
son iguales por apoyar estos tirantes 4 manguetas igualmente com-
primidas. Para obtener la fuerza 7 en el diagrama trazaremos lahi
la cual vemos se compone de tres partes que sucesivamente son, la
componente segtin su direccién de la fuerza 5 una magnitud igual 4
2 P y otra igual 4 la primera; pasando ya el vértice L compondre-
mos 7 con 6 obteniendo por resultante la i e que se descompone en
las 10 y 11 continuando de igual modo sin dificultad alguna con-
cluiriamos la construccién.

122 Armaduras de cubiertas.—Estas armaduras pueden con-
siderarse como vigas compuestas de un cordén superior, formado
por partes poligonales (figs. 68 y 69) 6 curvas llamadas pares, y
un cordén inferior, recto 6 poligonal, que recibe el nombre de
tirante; el nicleo, semejante al alma-de las vigas, esté constituido
por combinaciones de piezas comprimidas, (montantes, manguetas
6 bielas y piezas extendidas, (pendolén, péndolas, tirantes, etc.)
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La parte esencial de una armadura, estd constituida por dos 6 mds
piezas proyectadas en el contorno. superior rayado en las figuras,
sobre las cuales se apoyan horizontalmente listones unidos median-
te las piezas que forman el nicleo interior.

123 Cubierta sin ninguna mangueta (fig. 68),—Supongamos
que en la arista superior de la cubierta actia una carga 2 P con lo
cual serdn iguales 4 P las reaaciones en cada uno de los apoyos;
partiendo de la fuerza ab = P se construye el diagrama de fuer-
zas con mucha facilidad, de manera andloga 4 la indicada en las
vigas armadas.

Cubierta con dos manguetas.—La figura 69 representa
esta cubierta asi como su cdlculo grfico que no tiene ninguna di-
ficultad. Solo en €l se ha tenido en cuenta la mitad izquierda de la
cubierta por ser simétricas las construcciones.

125, Armadura de un sélido empotrado.—Consideremos una
pieza fija, empotrada en sus extremos B y C (fig. 70) cargada con
un peso P normal 4 su eje de simetria. Para el calculo gréfico to-
maremos a b — P y trazando la a ¢ y ¢b tendremos los esfuerzos
1 y 2; el primero lo descompondremos en 4 y 3 mediante el tridn-
gulo ¢ be y el segundo en los 5 y 6; pasando al vértice siguiente,
compondremos las fuerzas 3 y 5, para lo cual trasladaremos el es-
fuerzo 3 4 e f dando por resultante la fb que dsu vez descom-
pondremos en 7 y 8; continuando deigual manera, al llegar 4 las
fuerzas 15 y 16, 17 y 18 quedan conocidos los esfuerzos que sopor-
tan todas las varillas, pero el poligono no se cierra; para conse-
guirlo compondremos las fuerzas 15 con 17 y 16 con 18, obteniendo
de este modo, las reacciones que los apoyos han de ejercer sobre la
pieza, para asegurar su estabilidad.

126. Viga de la griia de 60 toneladas.—Consultando la figu-
ra 67 se comprende enseguida la manera de cfectuar este cdlculo
gréfico en el cual no se han representado por lineas de puntos como
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en los ejemplos anteriores las resultantes parciales para no compli-
carla,
El diagrama de fuerzas, se compone de dos partes simétricas que
se refieren 4 los andlogos de la viga. Compouiendo las fuerzas 16 y
18 y esta resultante con la simétrica de 16’ y 18, obtendremos una
fuerza, que aumentada en la carga 2 P, nos d4 el esfuerzo que so-

porte la varilla 19,
CAPITULO 1o0.
Deformaciones compusstas.

127, Extensidn y compresion compuestas.— Consideremos
un prisma recto rectingular somecido paralelamente 4 uno de sus
sictemas de aristas-d un esfuerzo de extensiéon uniformemente re-
partido, las aristas de que se trata se alargaran, pero como la can-
tidad de materia no ha variado, es necesario que las demas se
acorten, de donde resulta que la extensién en un sentido. viene
acompanada de compresién en sentido normal, 6 lo que es lo mis-
mo, todo prisma que se extienda longitudinalmente, se comprime
transversalmente, y reciprocamente la compresién longitudinal es
origen de dilatacidn transversal.

128. (QCalculo del incremento de volumen. — Supongamos que
un prisma de dimensiones @, b, y L sea sometido 4 un esfuerzo de
traccidn dirigido segiin su longitud; por efecto de dicho esfuerzo, se
alargardn la arista L pero las otras dos se acortardn, y si represen—
tamos por i el alaigamiento y % el acortamiento por unidad de lon-
gitud tendremos para las distintas aristas las longitudes riguientes:

L...aumenta. iL y se convierte en L 47 L =L (1 4 i)
a..., id. —gX id. a—aX=a(—X)
beow dd . —pX id. b—bX=b(1—2X)



por lo tanto llamando V = a 4 L. el volumen antes de la deforma-
cibn y V4 A V dicho volumen después de ella tendremos:
VAV =Lab(1-+i) (1 —X=V(1+i (1 =124 3%
=V (1—2X424i 257413
si teuemos en cuenta la pequenez de las cantidades X é i podremos
despreciar sus productos y potencias con lo cual se obtiene,
VAAV =V (14i—23)

Si restamos V 4 los miembros de la ecuacion anterior obtendre-

.mos el incremento de volumen,
AV =V (i-=2 3)

y si dividimos este incremento por el volumen primitivo, tendre-

mos el correspondiente d fa unidad que representindolo por z serd

ztzv I;O_')- =i—22 (1)

129. Relacion entre los alargamientos correspondientes a
la extension y compresion simultdneas —Muchas son las expe-
riencias que se han efectuado para obtener dicha relacidn, pero las
més importantes son debidas & Poisson, Wertheim y M. Lamé; los
dos priineros, determinaron experimentalmente el incremento de
volumen correspondiente 4 la unidad. en funcién del alargamiento
por unidad de longitud y funddudose en la férmula (1) hallaron el

vélor de la relacidn pedida, que designaremos por m

o ; 15 v . ;
Poissén hall6 # = - iy sustituyendo en (1) se obtiene
1 2 el 8 % I

f=ml—2 3 sl =23 m=—lle .
2 2 ; 4
1
Wer:heim encontr6 u =--- i y sustituyendo en ( ) resulta
2
ey 2 2, I
..... e i 23 i A 2. E P e TR
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Por dltimo. segiin M. Lamé, las cantidades ¢ y = son funciones
por ¢él encontradas del esfuerzo F de traccion y dos coeficientes in-
determinados y asegura que la rélacién m es variable con la natu-
raleza de los cuerpos. La cuestién no estd resuelta segiin se ve,
pero como admitimos, al menos para los limites de la prdctica, pro-
porcionalidad entre los esfuerzos y los alargamieutos, debemos
también admitir que sea constante la relacion que nos ocupa,

Habieudo Wertheim efectuado sus experiencias con mucha pre-
cisién, la relacién '/, serd considerada en adelante como verdadero
valor de m.

130. Determinacion del esfuerzo hipotético de contraceion.
— Hemos dicho que cuandio un prisma €std sometido 4 un esfuerzo
de extension, se contrae en direccién normal 4 este esfuerzo; evi-
dentemente, esta contraccién puede suponerse ocasionada por la
acci6n de un nuevo esfuerzo, al cual se llama hipotético de contrac-
cién; vamos & determinar su vaior referido 4 la unidad de longitud
en funcién del correspondisute de extension que nos es conocido.
Para ello, acadiremos 4 la férmula de la compresidn, simple, segun
la cual se tiene; N —= — Ew i, haciendo =1 y teniendo
en cuenta que el acortamiento es en este caso =, tendremos llaman-
do F’ el esfuerzo hipotético de contraccién por unidad de longitud
y F al de extension. '

Fe—E3=—Emi=— ~—E Sk Vi T (E ;') S o F

3 3 3

131. Preliminares 4 la resistencia de tubos.—Antes de es-
tablecer las ecuaciones de equilibrio d*e un tubo, estudiemos los es-
fuerzos que obran en la direccion de las aristas de un prisma, cuan-
do este se somete 4 uno determinado en difeccién de cada una do
ellas; refiramos el prisma 4 un sistema coordenado, cuyo eje de los

X (fig. 71) coincida con su eje de figura, siendo los de las Y y Z pa-
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ralelos & las otras dos aristas. Sean X Y y Z, los esfuerzos que
obren sobreel prisma, en la direccidn de los ejes de ignal nombre,
evidentemente, cada uno de ellos, se encontrara contrarrestado por
los esfucrzos hipotéticos de contraccidn. que provienen de los otros
dos, asi es, que modicdudolos segiin hemos dicho en el parrafo an-
terior, y teniendo en cuenta que el esfuerzo es igual al producto del
médulo de elasticidad, por el alargamiento referido 4 la unidad
resultara el siguiente cuadro, llamando i iy € i, los alarga mien-

tos por unidad en direccién de los respectivos ejes.

Esfuerzo X oo0 X — ; Y — ; Li=="Er1)
; I 1 .
14d. RS I = G . Z—=E i
1 1
; 5 P e R R e Sl
1d Z Z 3 3 Ei

132, Aplicacion a un filete anular. —Fundindonos en estas
ecuaciones, vamos & determinar las corresoondientes al caso de un
filete anular, entendiéndose por este nombre un_ cilindro de espesor
infinitamente peqiieio. Refiramos el filete 4 un sistema coordenado
constituido por su radio, la tangente en el extremo y la perpendi-
cular 4 ambos; representemos por p, ¢y ¢ los esfueczos cn direccién
de cada uno de los ejes, y vamos 4 modificar dichos esfuerzos, del
mismo modo que lo hemos hecho para el caso de un prisma, consi=
derando las compresiones como tracciones negativas, y los acorta-
mientos como alargamientos igualmente negativos. El esfuerzo p
en la direccion del radio, produce acortamiento en el espesor del
filete, que es la dimensién correspondiente, y por lo tanto, este es-
fuerzo debe considerarse negativo; veamos ahora como es modifi-
cado por los otros dos; el esfuerzo # segn la tangente, tiende 4 au~
mentar la longitud de la circunferencia, y por lo tanto 4 disminuir

17
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: (L1 : i |
el espesor del filete, Tuego también su modificacién S ¢ debe con-

siderarse negativa; por ultimo, el esfuerzo ¢ segtin el tercer eje,

tiende 4 aumentar la altura del filete, y por lo tanto, 4 disminuir su
espesor, de modo que su modificacién 5 también serd negati-

va. El esfuerzo que realmente actia en la direccion del radio del

filete tendra por eypresion

3 ( P+ ; o g ..... )

y dividiéndolo por el médulo de elasticidad, obtendremos el alarga-
miento negativo en la direccion del radio, que llamaremos adelga=

zamiento
1

4 q

Razonando de igual manera, tendremos para los otros dos:

: ’ - 1 P t
segun ¢l eje el alargamiento E( gi=t= s 3)
» lacircunferencia » ;3( t o= 3; = g)

133. [Equilibrio de un filete anular.—El filete estd representa~-
do en la figura 73 por las circunferencias de puntos; llamemos

P la presién por unidad superficial sobre la superficie interior

de radio R
P! » » » R’
» » » » P
T la tension » » > R
70 » » » R!
i » » » e

La ecuacion deequilibrio de un cilindro de pequeno espesor la

hemos determinado y tenia por expresion
pDL =2RelL (1)
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¢n ella, ¢l primer miembro representa el esfuerzo total que tiende 4
romper el tubo por una seccién que pasa por su ¢je, y el segundo
Ia resistencia que opone la materia 4 esta rotura; en el caso que
consideramos, p D L ser4 la diferencia de los componentes norma-
es al plano de la seccién, de las presiones ejercidas en las superfi-
cies de radios R y g; cada una de estas, tendrd respectivamente por
valor teniendo en cuenta que d % es la altura comun del cilindro y

del filete,
P2Rdh y p2pdh, siendo su diferencia

P2Rdh—p2pdh—=pDL (a)
el segundo miembro de la ecuacién (1) serd en el caso presente, la
ension total, segtin la tangente que presenta la seccion del tubo
por un plano que pasa por su eje; ahora bien, dicha seccién son
dos rectdngulos, de modo que la tension sérd doble de la de cual-
quiera de ellos; doscomponiendo uno de estos en rectdngulos infi-
nitesimales de altura d p y base-comin d 2, la tensién que le co-
rresponde se obtendrd multiplicando su drea dodh por la ten-
sién ¢ referida 4 la unidad superficial, la cual es funcién de la dis-
tancia p al eje, del rectingulo infinitesimal que se considere; de

modo que dicha tensidn tendrd por valor
s R
dk/ Ptdo v por lo tanto 2Re=3dhf tde  (6)
J R P

combinando las ecuaciones (1), (a) y () se obtiene

Pszk-pzpd!::zd;zL/}d.p de donde

PR—po= [1ap (@)

esta es la ecuacidn de equilibrio dé un tubo de espesorp — R y
diferencidndola obtendremos la correspondiente d un filete anular

que sera
d(pp) =tdp(4).
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133, Eonaoién de las deformacionss.—Dos son las deforma-
ciones que vamos a considerar; una segun el radio, y otra segun
la circunferencia; para la primera, llamando i, la contraccidn co=

rrespondiente 4 la unitad de longitud y valiéndonos de la formula

P

E 7, = p deducimos 7, = i

La correspondiente 4 la longitud d p serd

P..

iy dp — £ dp y para el espesor p— R - /’dep_
2 101G A

ILa ecuacion de la deformacién relativa a la circunferencia, se

obtendrd de una manera andloga observando que en este caso co-

g ; : : : (L
rresponde 4 la unidad de longitud el alargamiento iy = 5 4 la
circunferencia completa de radio 5 corresponderd

2ninft= ............ 2T .

La longitud de dicha circunferencia deformada tendrda por

expresion
t t ‘s ; ¢
2T 2 Ripipi=2imp (1 -!—--E-) y el radio serd p(1 - E)
La circunferencia de radio R se convertird en
t 2 ; 4
2= R (14 E) siendo su nuevo radio R (1 +E)
El espesor del tubo después de la deformacién serd
t 4

y la diferencia de espesores 6 deformacién segin el radio, tendrd

por valor,

(e = R) — {F‘ (1 + 1;) =Rl ]f:)} Ll RE e

pero hemos dicho que esta deformacién era

ST N o

o
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ol
k)

deduciendo de ambos resultados la nueva ecuacion

4
R f,- /dep obmnRz_ar,/ * pds

que diferenciada, dé la siguiente, relativa al equilibrio del filete
anular
—d(tp)=pdp (5)
134. Benaciones del equilibrio de un tubo.—Las ecuaciones
obtenidas son:

—d(t)=pde
by 2 1ade:clm-uie:

. —d(pe)—=tdp|

_pa'g-ktd;:;—l—gdt:o%(ﬁ)

tdp+pdo+pdp=0)(7)

sumandolas miembro 4 miembro tendremos

apdo+ 2tdp—tp(dttdp) =2 (p+t)dp+pd (t4p)=o0
Dividiendo porff (t +j£) se obtienes

P L=l

> odp / d(t + p)
N BT (RN ] Cte
g_/z P + f—|—p

6 bien 2 log. p + log. (¢ +p) = C'® de donde log. o* (t+p)=C'
para que esto se verifique, es necesario que
o (¢4 p) =C= y por lo tanto ¢* (1 +p) = R* (T + P)
— R**Q_T’ Py

¢ integrando

de donde se deduce la 1:% condicién del equilibrio de un tubo.
La suma en ue punto cualquiera de la tension segun la cir-
cunferencia y de la presiou segin el radio del circulo, varia en

razon inversa del cuadrada de dicho radio.

v
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Restando las ecuaciones (6) y (7) se obtiene
pdt—pdp=p(dt—dp)=od(t—p)=o0
¥ como o no puede ser nulo, lo serd el factor d (¢ —p) 6 lo que
es lo mismo
t—p=T —-P=T —P'==...Ct

de donde se deduce la segunda condicién de equilibrio.

La diferencia entre la tension y la presion, es la misma para
todos los puntos.

Los esfuerzos en sentido del eje por unidad superficial son

constantes porque se verifica,

¢ p
s

y diferenciando.
dg=—dft—p)=o & dg—--d(t—p)

pero hemos dicho que
d(t—p)=o0 luego dg=o0 y g=Ctl

segun nos proponiamos demostrar,

La traccion total segtn el eje, tendrd por expresién

J Q=guv
y sustituyendo en lugar de © su valor = (R'* — R?) se obtiene
Q— ¢ (R*—RY).

135 Caloulo del espesor de un tubo—Las ecuaciones de equi-
librio que hemos encontrado son:
R (T=fib) Rt (P e Cre s (1)
T—P=T —-P' =Cb (2)

T =T —P +4 P!

y sustituyendo en la (1) se deduce

de la (2) se deduce
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O R

de donde

TSP
S

por lo tanto el espesor serd

fa — L
R R T

6 bien R’_—.R\/

b seey

TZPdap

— R
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