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- TEORIA DE LA ELASTICIDAD -

PRINCIPIOS ¥ FORMULAS FURDANBHTALES
1. Blasticidad,continuidad ;homogeneidad e isotropfa,- La elastici-

dad de los materiglies se manifiesta en las estructuras ingenieriles

por la desaparicidn de las defarmaciocnes producidas por fuerzas ex—

teriores de intensidad inferior g cierto limite, cumdo éstas dejan

de actuar, Los mayerialas de construccidn poseen esa yropiedad en ~

diverso grado, 8l cual nunca es absoluto; pero en este libro supon-

dremns Gue bajo las eondiciomes antedichas, la recuperacién de las -~
formas de los cuerpos sujetos a la accidn de fuerzas exteriores es -
complata, esto, es, que en todos los desarrollos los tratamos como -
#i fuesen perfectamente elisticos.

En nuagtro estudio haremos caso omigo de la estructura molecular
& lu magteria y adnitiremos su continuided, hmogeneidad e isotropia
en todo el ubito del cusrpo eldsiico, lo cusl significa yue la mini-

ma porcifn separaia de €1 posee, sin digtineidn de Iugar ni orienta-
eifn, las mismas propiedades fisicas y mecanicas que caracterizsn a
su conjunte,

La experiencia demuestra que aun cuando, por lo ecmwn, los materia-
les no satisfacen las antedichas hipdtesis, las conclusimes de la -
teoris de ls elssticlidald - que las ascepta como bdsicas y simplifica-
doras -, correctazente apligadas ul cdlculo 2e sotrchturasa, dan re-
sultados nuy exactos. isi, cuando las dimensicnes de un cuerpo sean
grandes en relacifn con las de sus elementos estructurales, la hipd-

tesls de la homogeneidad puede ser admitida cm gran exactitud, y
8l ellos estan dispuestos sl azar, puede aquel congidersrse isétro-
PC; eso ocurre, pdr ejemplo, e¢on el acere, material de importancia -
constructiva primoriisl, cuya contexturs erigtalina —revelsds por el
mierosecopio- egtd formada de elementos heterogéneos, cotados de pro-

piedades mecanicas vectorisles: la extroma yequefies de sus crista-

les -diel orden de la millenésima de censimetro aibico- y la desor-

denada orientacidén en que se encuentrsn, explican que las propiedsdes




(2).
mecanicas de una pieza de dimensiones oxdinarias tengan la sig- |
nificacifn de valores medios de las correspondientes a los cris-
tales singulares,

Cuando por el contrariso, a cmmsecuencia de procesns tecnologi-
¢os, predonina una clerts orientacdién de los cristales de un me-
$al -v;gr. el cobrs laminado en frio- sus porpledades slagatioas
~iifieren de una 8 obtrs direceifn; 1o cual carscteriza a la ani-
gotropis,

2. Tensiones.~ Supongsmos que el cuerpo reprosentads en la figura

1 se encusnira en equilibrio, Bajo la accifn de las fuerzas exte-

riores, P1,. « +» , P7, aplicadas al mismo, se desarvollan esfuer-

Fia. 1

zos interiares enire lasg distint-as pértes de ese cuerpo. Para -
datermina: la magnitud de tales esfuerzos en un punto cualquiera,
0, del cuerpo considerado, imaginémoslo dividido en dos partes, A
¥ Bypor medio de una seccidn plana, mm, que contenga a dicho punto
51 consideramos una de esas regicnes, por sjemplo, la A, se puesde
establecer que se encuentra en equilibrio bajo la -accidn de las -
fuerzas exteriores 25,. » « 3P7 y las fuerzas interiores repar-
tidas en la seccidén trasversal mm, que representan las acciones -
del material de la parte.B sobre el material de la parte A. Se su~
pondrdé que esas fuerzas esten distribuidas en una forms continua -
en la seccifn mm, a la manera que lo estd una presién hiardstdtica
o la presifm del viento en la superficie sobre la cual obrs. La -
magnitud de tales esfuerzos se define generalmente por su intengi-
dad, o sea, el cociente de la fuerza por el drea del elemento su-

perficial en que ella actua, Cuando se trate de esfuerzos interioe




(3
res llsmeremos a esta intensidad, tensifm,
51 se trata de uns barra priméﬁiaa*k&mtm,a a una traccidn -~

bajo 12 sccifm de fuerszas nni;:fm- reporticas que se gpli-

csn en sus extre-idsiss —que eg 51 laa._______ms simple~ las fuerzas -
interieres tambisn estaren &istribuw e manerz uniislus  en -
eunlquiera de sas segciones tramaversales, como por ejempio la -
sm (Figura 2). por lo tanto ila snrresprndiente
tengifn puede oblenerse en ese caso dividieads
la intenaidad de is fuerze P de tyamoccildn por el
érea A de la gaccidn recta,

En el caseo de ia figura 1 les esfusyzog no 8@ -

uistribuyen uniformemente en la secelfn : m, co- 44

mo ncurre en el ajemple antarisr, y para obtener |
el valor de la tensidn que correpconde a un sle- |
|

mento superficlsl, de drea Shy que circunda al

¥yr

punto ¢ de dichs seceifm, sdmiitivemos que las - j Fic.2.
fuerzas que actusn a traves de ese elemento ¢omo |
gensecsuencia de la acceifn del zaatarial de la parie 3 sobre el -
material d4e la parte A, se veducen & uns yesaltante (2 y supon-
dremos luege gue el Srea elemental Sa4 aimsinuye en forma conti-
nus, de naners que 18 magaitud de 1a tﬁnmwaﬁma@ma al pwnats
¢ do 1z seceifn mm, es el valor 1iaite de la relacidm Sg/ JA,

Por 1o que heece a ia direccoifn de ls tensidn, serd la yue tenga -
en o1 iinite ls vesltante O P. En general, la direccifm Ge ls ten-
gifn que actua sobre un elemento superficial &, foras un angulo
con el plano del mismo y ususlmente 1la degoompondrencs e 4o0s Cofl-
ponentess una, perpencicular al slesento, que serd la tenai’n nor-
mal y 1la otra, en el pluanc del alesanto Shy & 1la yue se denomina
tenecifn ten gencial.

3. Hotsclenes correspondientes e las fuersas y las tensimes.-
~Dog generog de fuerzas exteriores pueden actuar sobre los cusrjyos:
lag fuerzas Buyerfmialaﬁ ¥ las fuersas masicas. Lag primsras se
gigtribuyen sobre la superficie del cusrpo & la maneys de la Jre~
elfin mutua entye dos cuerpos o la preeifn hidrostdtica. Las fuersas

ndglcas se repsrien, en cambio, en sl volwsen del cuerpo, COlO OCU~
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rre con las fuerzas gravilorias y magneticas o con las fuerszss de
inercia en el -caso de un cuerpo en movimiento, Por 1o general, des-
compontrencs las fuerzas superficiales esvecificas, esto es, por uni.
dad de 4rea, en tres comprnentes paralelas a los ejes coordenados y
emplearemos para ella las notaciones X, I, 2. Las canponentes de las
fuerzas mdsicas por unidad de volumen o fuerzas prnderdles espacifi~
¢ass; en lag wismas direcclones, seran designadss por X,Y,&.

Para designar ls tensifn nezmal emplemremos la letra 0 y para -
ls tensiin tangencial, la-letra T3 por medin de subindices denota-
remos i@ Gireccifn del plano sobre el cual actuan estas tensiones.

51 eongiderenos un cubo elementsl en sl punto €, figura 1, con sus
&ristaé parglelas 8 los ejes de unas terna ortogmsal, las notacimes
correspondientes & las tensiones gue acbuan sobre las caras del cubo
gon las gue se indica en la figurs 3, en la que se gefiala asimismo |
log sentidos positives aaignadas a aqyuéllas. Asi, por ejemplo, para
las caras pe rpendiculares al eje y, las compmentes normales de la -
tensifn que sn ellas actda, se designan por Ty s cuyo sabindica deno-
ta, como se ha dicho, gue la csra correspoadiauts 2z gsr@ﬂagiaulér -
al eje y, La tensifn normal se considera positiva cuando proiuce una
extemsidn, es deeir, cwando se trata de traceifn, y negativa cuando
provoca un acortamiento, es decir, cuasndo se trata de compresidn,

¥l esfuerzo tangencial se descompone en dos comp onentes paralelas
a los ejes caordénados, cuyos simbolos llevan dos subindices: el -~
primero, gue sefiala la direccifn de la normal &l plano considerade y
el segunde, la propia dureccién de la componente. Por ejemplo, emmsi-
derando nuevamente las caras perpendiculares
al eje y, la compomente de direccidn x serd |
't}g y la de direccién 3,Ty:. Se atribuye -

a las componentes de la tensifn tangencial,

T o
Tyx | Pl lryz

que sctua en una de lss caras del elemento, - .
¥ Fy

el sentido de les semiejes positivos cusnde

una solicitacién de traccidn que actie sobre'
la misma cars tengs sentide poasitive, 8i 1a R Fie.3.

tensién de traccién es de sentido opuesto al |

del semieje pésitivo debera’asignarse sentido negative a las unmpo—-
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nentes del esfuerzo tangencial. l'e acuerdo con esta regla, los sen-
tidos positivos de todas las compmentes de la tensifn que sctusn -
sobre la cars de la derocha dzl slements cdbico representado en la
figora 3 cecinciden con los gentides de 1lne semisias pogitivos., Por

el contrario, en la cara izouierda del aleumento los sentides posi-

tives estdn invertidos.

4.~ Componentes de la tensifn.- Con arreglo 2 1o que se ha estable-
cide en el parrafo.anteriar, resultara que para cada mno de logtres
pares de caras paralelas de un elemento ciibice tal como el de la

| fimara 3 se necesita un simbolo gue represente

a la componente normal de la tensifm y otros

5 o dos para denotar las dos gompmentes del esfuex
" %o tangencial. Se rsyuiere, por lo tanto, el -
E's _ o espleo de tres simbolos para las tensiones nor
dy
5 oy ¢ - males que actuan sobre las caras de un cubo -
Fia, 4

elemental, a szber, Ok » 043 05 » ¥ seis simbolos
'Z'n,;?}x,?xht'zp T2, Ty p’a:rz_a los esfuerzos tungencisles,

UJe la congideracifn del equilibrio del elemento se eneluye Yue
el nimero de simboles para las tensiones tangenciales puede ser re-
ducido é tres. Fn efecto, tomundo nmomeuntos we las fuerzas que ac-
tdan sobre el bloque elemental cin relacidn &l eje x, gdr ajenplo -
solamente habra que considerar las tensicnes que indiea la figura 4,
puesto que en este caso las fuerzas mé=sicas, comno el pegn del blo-
que elegental, son des recianbles en relacidn con las suparficiales,
bues gl tender a cero las dimensiones del paralelepipedo, dichas -
fuerzas disminuy&n como el cubo de sus dimensiones, mientras gus las
fueras superficiales disminuyen como el cuadyraio de dighas dimensio
nés, o sea, que las fuerzas mésieas son infinitésimos de orden supe-
rior con relaciln s las fuerszas superficiales. inslogamente, los mo-
mentos que se originan a causa de la desigual digtribucidm de las -
fuerzas nérmales son infinitésimos de orden superior con relacidn a
los momentos de las tensiones tangenciales ¥y s6 anulan en el linmite,
Ademgs, se puede considerar que las fuerzas quo actuan en cada cara
sen iguales sl producto del drea de la migma por la tension que co-

rresponde g su puntoe medio, de manera me al dx, dy, dz son las dimen
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sisnes del elemente congiderado, la correspmiiente ecacifn de -

éguilibrio gerd, tomanio momentos eon relacifn al eje x:

2-2,7 Q"xc/f? cd=z = ?"72 c/zd7dx

Las stras dos ecuaciones de obtienen de maners auélegs y, inege

de simplificar, resullas
2"27 = ?'é,x, CTzx= 23;2., 2"27 = ?:,z. (1)

He deelir, que las omponmentes Ge log esfuersos tangenciasles perpen
dio38ges & 1a apista de interseccifn de dns caras del bloldus elag-
mental sobye les ousles gotdan, son iguales entre si, lo que con-
firma nuestro sserso.

Por 1o %tanto, las seis cantidades 0 6,0, Tu=x, Tz = Lix, Tyz =z
son suflclientes pare denstar las tensiones que actuan en los pla=-
nog gonxdenados gue pesan por el misso. Por esta razén ss las deno-
mina omupmenies de 1a tensidn sa 21 puntoe considerafio,

Como ge demogtrara nas adslanie (garrafam 52), neffiantes estas
sels compousntes pueds ger detemminado o1 ssfuerzo aus correspomde
& cuaiquieXr planec gue pasge por al punto dado, :
2s= Componentaes de is deformmeifi.— il @3bu.lar la detyrmacida de
un cuerpe eldstico se supendrd la existencils de vinculoa suficien—
tee pare impedir s movinlento emmo auerpo rigids, esto es, que Ho-
do corrimients de sus particulas obedece necesarismente a la sxis~
tencin de una deformacidn,

Fn este libro, solaswents se considerarin psqueiiss ceformoiones, |

tales como las gue oxmurran en las 8siruo- i
turas reales. Por 1o ganeral, descompoadre

mog Los pequelios corrimientos de las par-

tioulas do wn cuerpo que ex;mrimﬁtg ung -

deformaeifm, sn las dirscciones e los =

Fid-5°

ejes comdenadons X, ¥, % ¥ ilasaremos u,
Vs W, 4 165 componentes respectivas. Se sisitiré que estas componen
tes son cantidsldes infinitesinses que verian en forms gontinus en sl
dmbite del cuerpo considierada,.

Censidersuon un elementode dApeneimman dx, dv, 38, de un cusrso



_ (7)
eléstice (figura 5), ©i este sufre una defmrmacidn y smi u, v, w

las componentes del corrimiento éel punto 0, el del punio A, con-

tigue a1 misme, sobre el sje x ¥y en 1s direccifm de dcte, serd -

ow 4
-+ -é—;-dx expresifm en la ocusl ‘g—%dx es 21l ineremento de la -

funeifn v corrrespondiente gl imorssonto de la vasriable X, © 10 -
que eg 1o mismo, &l sumente &e longitud del slamentn DA debido a

in defrusaifin. Ls extensifn o slargasnisnto aspagifico en el pun-

oL
X
De nenera sndlogs se esbablecs que Loz alargamientos aspe cificos

to © del guerpo en ls direccifm x, es

en las direcciones ¥y y %, eatén expresados por las derivadas par—

PN DU g O
giales 5¢ 95z |

Consgideramos ahors lo deforzacifn angulsr que g» produce entre

los plezentos G4 y OB, figura 6, i uw y v son los corrimisntos -
del punteo ® en ias direccisnes X e ¥. 1lns travectna del punto A en
la direceidn v ¥y del punto B en ls direceifn x ssran v~ %dx7“+%d7
respectivasente., Come congecuencia de eglios corrimientos, la naueva
Gireccifn ¢fa’del elenmente Gh forma con la primitiva wa angulo pe-
cuefio, que ge indica en la figura, y ocuyeo vai=r es %(U— ; analoga-

: : i 2
rente se establece que 0”B” formerd con 0B el angulo ﬂa—;i‘ . Reeul-
ta, pues; que el gngelo AUB; iniciglimente recto, ha dimminuido en
' du-, du
X 9Y
toreifn dsl engulo e Log planoes ¥ @ Y. Jol misso modo se ob-

wa pantidad . Beta es la deformaciin tangencial o dis~

ticnen las dighorsiones da log augulos 4ue formsm los planos Xy ¥

25 Y los plants ¥ € Y.

S s
| i v a'_Y"dk
1911 1 s 15T M i
i 5 ]o“‘-_ P = JA‘
,- b
il
S
3 P
i B )
2u

Fie. 6.

Representaremos con la letra griega £ , el slarganiento especi-

fieo (o similemente: alargemiento) y em ) la deformacién sngulsa:




(8)
especifica, distorgién o deslizaniento. Las direcciones de las de~
formaciones se indiceran afedtande &l simbolo xespectivo Lloa misnos
subindices con due se distingue a las conponsutss da la tongidn tane

gencial. Da lo que antecede, resulita, aslF

U o= _ Bwr-
il e sy (2)
BRI o e e v | Juwr '
5’*%'57*“ X" Gy 3z e

Se de mostrard mas sdelante (parrafo 58) que si/gamoce los alar-
gunlenios gepacificos ;;Eara tres direcciones ortogoansles y las defor-
maciones anguleres especificas corrrespondientss 2 las mismes dirsc-
gicnes, se pueds caleular la deformacifn correspondiante a una direc-
cifn ecualquiers y la distorsifn del smgulo de dos direcciones cuales-
auiers. DLes seis csntidales £x €y, €y Iy, lox, [y Peciben el nombre de
campenentes de la dsfomecifn,
6o~ 1z loy de Hooke,~ Las relsci-nes sntre las componentes del es-
fuerzo ¥ iss compmmentes de 1la defarnacidn correlative han sido ex-
perimentalmente establecidas y estan sxpresadas por la llamada ley
de Hnoke,

Inaginemns un paralelepipeds rectangular infinitdsime de caras -
parzlelas a 1os 2jer goordensdos y gue esté sujeto a la acoidm de -
una tensidn normal O, , uniforamsmente distribuida sobre Gos caras
opuestas.. La experisncia damusatra gue sl se trata de un material -
igdtropo, no se produce distorsifm slguns de los angulos del blogue
elemental y que el alargsmiento espacifieo cziginaé.a por el esfuerzo
aplicedo egtd dado por la scuacidn:

Ox (a)

- ——

=

en la cual ¥ es ol modulo de elasticidad longitudingl,o directe, o
mbdulo de Young., Los aateriales gue emplea el ingeniero en las cons-
trucciones posean m&dulos elasticns de valnres suy zltos en relacifn
con las tensiones admisibles, de manera aque el dlargamiento unitario
(a) es una ozﬁti&a& may peduefia. Jor ejemplo, para el acero de conse
trucciom, no alcenza generalmente a valer 0,001.

la dilastacidn del elemento considerado en la direcei’n = eostd -
acampaiiada de acorbtamianios transversales: (Ley ds Havier)

Ox SRy
Sl /JLE (¢-)

z 9 3 --/4),




(9)

expresiones en las cuales /(,L es una constante yue se llama coe-
ficiente de Poisaon ( o coeficiente tranaversal ), Cemo valor de eg
te coeficients, péra muchas meterialen se adeplta €,25; para acero
corriente de construceifn se toma generslmente el valor 0,3.

Las ecuaciones (a) v (b) pueden smploarse taabien ocuando aehttg
te de un esfuerzn de compresidn; y dentro del intervzloe alashieo,
tanto el mAGuln de elasticidad eﬁmn-el coaficlente de Pigson son
iguales para la traceidn y ls comprasidn,

81 el elemento sntes oonsidersdo estd sometido a la accifn de ten
glones normalas UEJUQJGE dniformenente 4istribuidas gobre las
earen, las ecuzciones (a) v{(b) nos permitirén obtener ls defema-
cifn resultante, Le oxperilencia demusstra oue para ello tenemss -
que superponer lag defemmasciones que origine cada una de las tres

tensicnes, Oon arreglo a este metodo de superposicifn, se tendréd:

ey = — [0 —/(0y + 0z )]

e r]"l{_.\h

[ —/“/Cé+@)] (3)

672.1?~
€2 = E/' [0z - (0% +03) ]

n lo sucesive emplearemos s menudo el mébodo de superposicifn
para el calculo de las deformacioues y Seansiocaes totales, iua la
aplicacién de variass fuerzas origina, Zste método es legitimo mien-
tras las deformaciones sean pequefias y los corrimientos coasiguien-
tes no afecten sustencislmente 1la asccidn de las fuerzas exteriores
¥y en tal supuesto despreciaremos les pequefias modificaciones de las
dizensicnes de los cuerpos defarmades, y tambien los pegueiios corci
mientos de los puntos de aplicacién de las fuerzas exteriores ¥ ba-
sevemos nuegbros cdleulos en las dimensiones inicisles y en la for-
ma original del cuerpo, Paras obtener los aarrimientds resultantes -
procedersmos por superposicifn, c¢ewmo para ia deduccifn ae las ecua-
ciones (3); ¥y las expresioes gorregpondientes seran funciones li-
neales de las fuerzas exteriores.

Hay, empero, cascs excepciones en los cusles no es legitimo des-
preciaxr lss peguefias ceformaciones, tal como sucede cuando actuan -

simultanesmente sobre una barra delgada fuerzas longitudinales y -




(1e)
lateralea; las priseras producen traceim n amﬁpm:;i"'n agimple, pere
pueden afectar considerablemente 21 Llexionamieuto de la barra Cu alie
do ademds de ellas actuan tamblen fuerzap laterales., Al ealeoular -
ls deformacifn de is barrs asi solicitada, debe tonarse en cﬁanta,-
entonces, ol efectr de i Lleclka ée fisaililn 9n ¢l veinr dml wmomento
de las fuerzas exteriores sun cuendo dichas flechss sean muy peque-
fas, ¥n gste caso la deforszmcifm resuliente no es vna funcifn 1i-
neal de las fuerzas y por lo tanto no puede deterzinsrse por simple
superposicifn.

n las ecusciones {3), dque son la expresifn general de la ley
€e fooke para el cago de materisles isdbropos, 19{ yvelacione s entre
deformacimmes y tensiones estin completumente definidas mediante -
dos comabontes £lsiess, 3 ¥ « Hobes misuas constantes permiten
Cefinir tenblen la relpeifn entre la defomacif tangencial y la -
tensifn tangencial o de desgarrasiento.

Para establecer esa relaoi’n congideranos 21 caso partioular -
da la deformacifn de un paralelepipede zectangular, en el ocusl

« Separande un elenents .abcd‘par negiiec ds -
plenos paraieles gl eje x e iuclinados 45 grados respecto a los -
ejes y y 2z (figura 7 a); ¥ proventando
les fuerzae on las direccimmes bo y 1s

noriaal a la nisma (figura 7 &), se ve

que la tensién normal sobre las caras , Ol b
>
del elemenio mencionads es nula y gue A ;’lb\(c L g’:@?c'
el esfuerszo tangencial Que. actia en - Ear\ d,%r E— N :’
laz mismas vale,. ¥ ' g (3 ) FRT
' (a)

- ' Figa T

Tl estado elastico aci definido recibe el nombre de resbalamiento
simple (deslizamiento o corte pure).

5l alergamiento del elemento vertical Ob es igual al acorta -
miento de los elementos horizmmtales Oa y Co, y despreciando un in-
finitésime de segundo orden llegamos a la conclusifm de que durante

la deformacién del cuerpo las dimensgiones ab ¥ be permanecen inva-

‘riasbles. %1 sngulo de las caras ab y be s modifica ¥y el valor de




(ll)a"
ia correspondiente distersidn puede daducirse del triingulo Obe.

Lggoues de la deformecifn se tiene

Reemplazande los valores deducidos de las ecuaciones (3), a saber:

y tenimdo en cuepta gue para una pequelia deformucifin angular :

llegamos a la expresifn
(4)

que es la relacidn que vinculs l=s defernseifm sngular eon el esfusr-
zo tangenaial ¥ las comstantes teenicas ¥ y .,

A menudo se emplea la notacién

(5)

En ese casn, la ecuacifn (4) serd

Ia constante @, definide aor la scuacién (5), se denomina mdédulo de

glasticided transversal, mddule de rigzidez o de cnrte.

Si sobre las caras de un elemento actuen fatiges tangencigles, enmo
ge indics en la Pigura 3, 1= veriacion del svignlo qus forman los pa-
‘res de ejes cooxienadns dependerd unicanente de las onm§anahtes Ge

la tensién tangencial paralelos a esos ojes, ¥ se tendra

(6)
Log alabgamientos espacificos (3) y las distorsimes (6) son inde-
pendientes entre si y por lo tanto sl césn genersl de defornacim,
Qu§ ocurre bajo la aveim de tres componentes normales y tras compo-
nentes tangenciales de esfuerzog, puelte cbtenerse por superposicién
de los tres alargamientos dados por las ecuacimes f{3) y las tres -
deformaciones transversales que dsn las acusciones (6),

Algunas veces es necesarin expresar las compmentes de las ten-

giones #n funcidn de las componentes de las deformaciones en lugar




(12

e

- -

- - -

de tanar dstas en funcion de asuellas, tal como lag €an las ecuacioe-
nes [(3) y (6)s Se obtiene eme reguliade da la siguisnie mansra: su-

nanio ordensdsmente las scuzsciemmes (3), ¥ emplesanis las ndaciones

(7)

ge llege a la siguiente relacidu enlrs le dilstacifn aibios e ¥y

la sumse de lgs tensiones normales:

81 se tratars éeo unsa presimm hidrostitica undforme, »n, se

y 1la ecuscifn (86) nor d4a, entonces,

expresim gue relaciona la diletacidn cubica e y la presim hiGros-
tetica p.

Le cankidad B/3 (1 - 2 ) se denemina mddulo de elasticidad vo~
lumétrice.

Empleando las notacicnes (7) y despejando en las

ecusciones (3), se iiene

(9)

¥ ei escribimos

(10)
vy tememos en euenta la acuacifn (5) , las relscionsas (9) se trans-

formam en

(11)
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Te=bégimon eidetias plano.- & manado, t~ias las tensiones gue figu-

ran en problemas e teoris de la elastioidad de interds para el in-
geniero egon psraielas & ua plann, 3o gne onrsoteriza al regimen elig
tigo o agtado Se tensifm plsnn o dohle ¥ &3 motivo de consldaravle

aimplificroifn, Tal sourre poy ajsmplo, cusndo ge irats de uns pla-

Fig. 8.

s delgade sometida & 1la geeifn de Tuwersas paralelas a los planaa -
gue is linitam, spliesdas en su gomtorno y uwndllormente Glstpibuidas
en su sppesar (figuwa 8). Las cmponentes del ssfuerzo,

{de cirecoifm z) am/ém;e cas® nulag on ambos ladng de la placa ¥y,
ain error aprecisble, puede asinigzo admitirse qus tamhien eon nu-
laa en %odo su grosor, esto o3, que s trata de wns distridbueim
plana fe tensioneg o, Lo sus a lu tisay, 29 wu aztsdo ia’i:ifﬂ io plag=
no. Tenbien se puale aceptar cgue lasz otras tres nomponentes, |
sy 8. practicasentie constantes si 1 plaecs a8 éi-e:. gads y de 8=
pesar uniforme, o decir, si se trata o wn medin bidimensional, en
gl ousl ia sxhensim en direcelfn z carege de importancias. Bn lo -
gue signe, conpifevarsmos ecta dinensifds imal 8 12 unidad.
S.~lgfornncisn plane.- F1 samo opuwasto ol que hemos tratado en el -
pasrafe anterior, ests 83, £l d6 log suerpna muy exteniides sn la -
diveceiln 2z, sdntte 1a misns sinplificacifn. 81 sobre i querpn ¢i-
1indrice o prismstioce alavgalio actuan Luersas puran .i:'e;ctaa de aocl

M
s\ perper icularss & la Aivegolén de le dineneifn preconinants y om

8 Intensidades no varian s le largs de la miasa,ls soroifn del sd-
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lido eonsiGeravlemente alejada de gus extremidades experimenta prac-
tiganente una defornscidn plaas y los corrviamlentos d&e Hodos los pun-
Yog del cuerpo deformads tienen luger en plunos perpendicularss a su
Jlongitud,

Bn numerosos problienas de importancis en la ednatruocién la defor-
waclfn os esenclzimante plans., Tlls suceda, por sjauplo, en el casc
de un mure de contsncidm, 3 1lo lavrgoe del ousl actia uns presifn la-
teral distribuilde wiformombnte (figurs 3). s ve facilmente que las
deformaciongs yue experiments esta estructurs tisnen lugar ea slanos
noroeles sl eje longitudinel. lLae soceciones noraales ﬁny alejaias Ge
las extrenidades permsnecsn planas y sl estudiar ol estads eldstico
que ge origina es suficiente consldersr nna rebanaca o clemento del
puro comprendido por dos secolones transversales muy priximas, Obro
ejemplo de deformacifn plana es el de una gleamtarilla cargada mni-
formemente & lo large de su eje {figura 10).

81 una extengidn uniforme Giwigiéa

segin el eje del cuerpo se superpone

Bt A O T T T

a la deformacifm plsna, no por ello -
¢l problema se complica. Un ejemplo -
se Liene en 6l caso d¢ un tubo e¢ilin-

drico sometldo a uma presién interior

uniforme. Otro ojemplo es el de uwn o . Y

@ille eilindrico, comprimido per fuer Uik
zas gue ectlan on un pleno diametral y unifnﬁﬁééénte ai;tribuidaa é-
1o large del misme (figure 11): on las seccimes normafies del eilin-

Gro muy alejedas de sus extrenidades se proiuciryd wna deformecifn pla




(15)
na a2 la cual se superpone unz expanaifm wnifarme en la direceifmn -

del eje del cilindro. 81 adoptenmoss come dirvaceifn 2z la quo corres-

Y

ponde & 1a dimensidh jredoninants, seu dimensifn cavecerd ée impor-
tencia en los casos de defor-

racldn plans, y 2 lo gue si-

gue cgengidersmog gfneralmente R 2 e T
un elenento comprendide per - s ——1-=
dos seeciones normales a8l eje i T T T '.
et )
v

¢ sepsradas por la distaneia
Fia. 1.
igeal a unn.

Les ejsoplos que sntsceden evidencian que tedas lag geccionss novr-
maleg de wn prisma sujeto a wna defermeeicn plana se deforman igual-
mente y, por lo tanto, las compomentes u y v del corriniento son fun
acimeag da x ¥ da y solanente, y el trayeoto &g nulo, idesulta, -

pues, aplicande las scguacirnes (2):

(a)

,

81 a la deformaciim plana se superpone una extengisn mniforme de di-

reccifn z, se tendra conctante, La srinsra ds las ecua-
elenes (a) nos dice que las tansiecnes tangenciales febda)s fana
eionales a son nulas,

Le tengifn normal puede daterminarse en funeci’n de y

empleando la Ley de Hooke ecuascimes (3) ¥ 81 2l corrimisnto lengi

tudinal es impedideo, la cmdileifn = 0, gorregpymdiente, nog ¢rn=-
dues a
de dende (h)

Sgbas tensiones nermales, al achtunar gobre las seccimes transver-
gales, manbienen una dafarmacidn plana.
Se vera mas adelante GQue,; como necurre eon loas problemas eorrespon-

dientes al estado plano de tensidn, la soluecion de un problema de de-

formacidn plona se reduce o la determinacifn de tres compmentes de




s {teusion: -

Ge-spnaoiones gn un punic,-~ Sea 0 wa junto 4o ung placa au agiado
plene ae tensidn o de cefeosmacidn, e <X, cRal sugewenas amogidas &
lns comprnentes de la tenaidn (figura 12), dsiignie -

lss scuacl-nes de la egtitica polrenos detarwinarg en funcisn de -

agrellas, ia tenslin que aoiua on cualyuier glane Gue pase por aicho
punfo yoque gea perpendiculdar & Ja plisca. Jaxs ello cwsifersme el
plangs 50, parslels al sje 2, inelingio yesectn a leg ejnea X e ¥
¥y muy prégime sl punto O, de maners que con los planocs coodienafos -
geterming un prisss $risnguler elemeniul, €U, 8 la nipoissis de la
variascifn continus Ge lzs fensicnes en el &bito del cuerso, a medi-
é8 yue el elsgentc gongiderads dimuinuya de Lomedfio tendiendo sl 1li-
nite sere, las tensimes gue acbian sobre i plians ¢ tendersn sl -
valor & las yue eorxrespouden al pisno puraiels 8i migss y quo pasa
pox Qe

A1 egbeblieger lgg comiligicnes 4o eyuikibrio

del mindseuwio prisme Wrisngular,pueis daspre-

B Zey A% B x

giarse 1lu Iueris LEsice poY Trsturpe de uus - ‘ mo*]7
- { i T L 2 i » | -I === Pt

centidsd iufinitesiual de oriesn superior (vég | e =

l Y N

. z . ) f
ca 4), Por ls miseu razén, se poird dese- 1

Fic. 12.

chay la variacifn de igcs tensicmes on las g

rap y weiily que egtan uwniloraczents digtrisuidas en ellas de maners
yue las Tuerzag Gue asctian sobre el prigme trisngular se obiendrdn
piltipligandoe lae #ress e lass caras poy ias mgmm:eﬂ Ga lag ton~-
sionce yespectivass Lea 4 el @res (e iz cura 80, ocuya normel B tiene
por ¢rpenng Givectorse I y @ con respecto a losg ejes X 8 ¥, Tegpec-
tivemenie, egio aa.due

Lag Aveus de ine carag OB y (OC, serén, sntounces, Al y am y si e
A @ ¥ cenolamos lag compaienies de la bengiln Qe actua en la cara -

BU, lus scuaclones de squillibrin del slameute prisdtico nos éan

(12)
Zebee scouacionss permiton ealoular las cempeommvbtes de la tensifn -
que aciua en un plans dafinido por 1los cosenss directorss 1 y m sia
Pre que se gonozosn lar Lres compmmentes w@ 16 ten-

si®m en el punto O,




(17)
i desgignamos con 8 el angulo que forma la Mermal N con el aje x
0 sea gque 1 = ¢cos 8 ¥ B= zen a, las componentes normal y tangencial
de la tensién que sctis en sl p.zno BC geran,fe aovwerdn oen las ecua-

cimmes (1.2).

(13)

4

i

Siempre we poirsd slegly 6l mmgilo X de manera

£

o 2 esre a1l ezfuerzo tongencisl T y pars este caso resultarad

&

e bilen
(14)

Lag des divecciones para las cusles el eafuerzo tangencial es -
nule pueden determinarse mediante esta Ultima ecuacifm,. Se denominan
direcciones principales ¥y son perpendicularas entre si, y las tensi
nes normales correspondientes se llaman tensgicones principales.

51 se wiopta como ejes x e y y las direcciones principaies, la %
tensiée tangencial resulta nula y las ecusciones (13) se sim-

plifican, transformsndese en .
(13°)

e pusde representar graficsmente la variacifu de las componentes
del esfuerzo en funcidn del &ngule tomandoe ¥ como Goordena—
das, A oadsa planc goryssponderd un punte del diagrama sal obitenido
ouyas cnordenalas vepresenterén los valores de ¥ para ese pla;
no, Bn la figurse 13 tenesnos un diagrans de ose génare, en el cual ,10
pentna A v B, de ghscisas ¥ s reggegilvasente, corresponden a
los planoe perpeniicunlares e las direceiones principales. Puede demo
trarge que para wn plsno cualguiera, B0, a1 que corresponde el angul

(Pig.12), las cmpmentes de 1ls tensidn estdn repressentadas por
las eooxdenzdas de un punto de la clrcanferencis de eireulo euyo di
metrs es AB. Paras hallar ese punto iam solo hay aue mediwr, a partir
de A y en el pentldo de crecimiento de log angulos 8 en la Figura 1
un areo que subtienda un éngulo ignel € 2% . 91 M eg o1 5ﬁntn agil de

terminado, resultard de ls fimzura:




(18)

Cruparando estas expresiméa o las ecaaciones (137) se comprusda
gus las coordenadas del puntao U dgn los valores numericos de las cni-
prnentes de la tensi que actda en el plano BG, cuys indicscifn es
 » Para obtener ls coincidencia de signo de la compmente tangencial
1levarenos las positivas hacis miba ¥ congiderareunos los esfuer-
zoa Langencligles gomo positivos cuands el sontido de rotacifn del par

que originan eu 21 del woviniento de las agwjas ¢al reloj, coms ogu=

¥re pars las caras be y ad del elemenio abod (Ligurs 13b). Las tensio-
nea tangencizles que obran en las caras ab y do del nisao elesento -
son de gentido senbraris J por lo tanto se congideran coao negativas.

L1 girar el plano BY alrededor de un eje perpendioular al plane
xy (figora 12) en ol senildn do lesgujas de un reloj, eon 1o yue el
éngule  varla desdes osrs hasta /2, 61 punto D (figura 13) se mueve
desde A hacia B, 4s manera que la sesicircunferancis inferism nos aa
la variaci®n de la tensifn cﬁi'reapmdianta g tntos los valsrag de
entre dichos Limites. le sesicireunferencis superior €2 las tensionss
pars %R - '

Prolangando el r dic o5 haeta el puato L,y . (figura 13), eastn a8, to=-
mando el fngulo + 2 ¢ en lugar de 2 s Be oblianen las tensionesg
esrrespondlontes al plano perpendicular a 3¢ (figura 12). Se comprue-
ba oaf que las tenpimnes tangencisles Gus actidan en Gos planos serpen-
dlenlures non Lgudles en valor sbsolubo, comlo se havis demostraie an-
tariomeante. Por 1o que respeclia a las tensioes normales, ge ve an -
i figura que Ei;l 4+ OF = 2.5'5, © gea, que ia guma de lasz tensiones h-oz'-
mzles que se desarrollan en dog planocs perpendiculsres, permanece eons:

tante ¥ es Indepenciente de la variacién dsl fngulo ..
Lo tensifn tanzenocial méxima gse deduce del disgraua Ge la figura 13 ¥

esta dada por la oxdenada maxime de la clreunferencia, o 12 qg® o3 lo
mismo,por su radin, de msnara que

. | (15)
Digha tengidn obraz ea =1 plans para al cusl 7 = 7/4, o sea, an el -
plan~ 2igector el angule gue forman las dos tensimes prineipales,

Bl olegrana jue nos ooupa puede ubtilizarse tamblen en @l casn en -



119)

que una o las dns tensiones principales sean negativas o de compre-

. G‘y —_ D
B 1 c F A
2 F 24 &
(a)
D
ax . = a=b
N v
d —>C
(b)
Fiﬁ.13.

gifn, ¥ baatalsolo cambiar el signo de la sbscisa paré la tensidn
negativa, De esa manera; la figura 1l4a eorresponde al caso en que
les dos tensiones principsles son negativas, mieatras que laFgi .14b
se refiere al caso de resbslsmiento simple.

De las figuras 13 ¥y 14 se deduce jue la tensién en un punto puede
descomprnerse en dos: una traceiin o compresidn unifrrme, cuya magni$
tud esta dada por.la abgcisa del centro del circulo, y la otra de -
corte puro, cuya magnitud es el radio del circulo, Cuando se superpo—
nen varies estados eldsticos planns, los esfuerzos de traccidn o de
compresifn se pueden sumar algebraicamente. Las tensiones de corte
puro deben sumarse teniendo ou cueuta iag direceimes anllﬂa planos
en los cuales se desarrollan, Se demuestra que al superponer dos sisg-
temas de regbalamiento puro cuyos planos de maxima tmngidn farman un
éngule , el sistema resultante wonstituye tambien un caso de resba-
lemiento puro. Por ejemplo, en la figura 15 se determina la tensidn
gue ge desarrclla en un pleno definide por el Angulo ¥y que esta -
originada por dos resbalamientos simges de magnitudes y Gue
actdan: wno en los pleneos xz e yz (figura 15a) y el otre en los pla-
nos que forman con esbos dltimos, el dnsule  (figura 15b). ®n la fi-
gura 15a las coordenadas del punto D representan la tensifn del corte
¥ le tensiAn normsl en el plans 8 priginadas por el primer sistema,

mlentras que las coordemias de D, (figura 15b) dan las tensiones en




(20) e
este plano para el segundo aistena, 'La pama geométrica de 0 y de
gy es UG, que representa la tensifn resiltante en ol plann, a causa
de ambos sistemas, y las conrdemsias de G sperén las tensiones tangen-
eisl ¥ normal. Yebe advertiras wue ia suagllitud Jde :E en 1dsoedien-
te del éngulo . Por 1o tante, la superposicifn de dos estains ds

regbzlaniento simpls origina un cfreulo de Hohy de resbalaaiento -
simple cuys megnitud es BG; en cusntc a la inclinacifn de los planss
de corte sdxime respscto a zz e ¥z, agtd dada por wn angnlc igual =

la mitad del angule 803,

Peyrs detersinar lase fensicnes principales cuankio se conoge las doti-
penentes de la tensifn . gue corresponden a dog planos -
perpend iculares entre gf (figura 12), |
pusie ubilisarse tasbien un diagrana
eoue el de la figura 13, En este com I

]
go (figura 16) ocomenzamos nor marcar | %m
| . w G

dos puntoa D y By, representativos del
estadn eldstico eorreppondiente a loa

dos planos goordensies ¥ con ellos se

obtiene el didmetro del ecirculo DDy
divujada la circunferencia, las tensiones princa.galea ¥ eg-

|
|
! Fla. 16

tan dadasppor las sbscisas de las intersecciones de la curva con el

eje correspondiente, Ve la figura resulta:

(36)




: _ (21)
n euants & 1la tensifn tungercial adxima, estd Gada por el radio

de la cirounforencia, 1,0.:

{(17)
Ye esta munera, todas las capacteristicas del sstado eldstico correg

pondiente a un punte pusden obtensrse con golo emoeny luas tres cobl-

ponentes . : :
1t.-Souaciones difersncisles da equilibric,- Sstudiescs alore la -
variseifn de las comprnentes . Gl 3rfuarso erpeaifice, en

funcién de la posicidn del punto. Para ello, estableceremos las ecua-
ciones de eguilibris de un parslelépifede rectangular de cimssngiomes
dx, 4y, 1. 3n ia figura 17 se indica las tensimes yte actdan en 8l
centro de las ceres Gel paralelepipedo, asi como su sentico respec-
$ivo, Aqui tendremos en cuenta las variaciones de las componentes de
1a tensifn originadas por los incremenios dx, dy de las coordenadas
g, en viriud de ls pequeiiez de las carzs del elsaento gonsidersdo, -
simitiremas que la fusrza gue asctia en cafia wna o8 igual al producto
de su fires pnr la magnitud de la tensifm en su centro,

La Puerza misica que seids sobre 2l elsa-nte gensiderado no puede
gser despreciada en eshe caso como lo fuera en el planteo Ge las ecug
cicnes de equilibrio del prisma trisnguler (figura 12), pues ella -
es del migmo orien de magnitud que los términos que corZresponden s
1z veriascifn de las componentes ée lag tensimes, 31 llamancs X e ¥

a las componantes de dlcha fuersa poy unided de volumen, la ecuscidn

4Gy

Tuy

ikl Ll ===

dx

2 2%

G dy ot o
3 T +aﬂ{d
xy oS

ax

o

a———-—_“‘{,“y+ 3%:;-2 Ay

|
e

Fiai17.

de equilibrie corresgpondiente a la prnyewi&_;s las fuerzas e -~

sct 'uan sobre el elemento en la dirveccif del =~je x, es 4

1a segunda ecuacifn de equilibrio se ovtiene de u .a manera andaloga




(22).-

y smbag se reducen, despues de simplificar, a ¢

(18)

Bn las aplicadidnaa pricticas, ganeralmaﬁte aparece como unica fuer-
za intrinseca el peso del cuerps, asi gue llamando a la masa espe-

cifica correspondiente, las scuacimes (18) se transformardn en

(19)

Batas son las scusciones diferenciasles de eyuilibrio correspondien-
tes & probles eldsticos bidimensionales.

1l.-Condiciones de contorno.- Las ecuaciones (18) o (19) deben ser

satisfechas en todos los puntos del cuerpo comsiderado. Ahora bien,
las compénentes de la tengln varian de punto a punto de la plaeca
v al llegs» a sus bordes deberan equilibrar
las fuerzas sxteriorss aplicadas on el mismo
de mode tal que dichas fuerzas puedan ser -
ermsidsradas como una continuacifa de 1= dis

tribucifn interna de los esfuerzoa, Las coli=

dieiones de eguilibrio en el borde de la pla

Fia, 18

ea pueden deducirse de las ecuaciones (i2). | {eqiing
Suponiendo sl prisma triangular elemental OBC de la figura 12 dis-
puesto de manera que la cara BC coincida con wn elsmenio superfici
del contorno de laplaca, como se¢ ve en la figura 18, y llmmando X e
Y & las componentes de las fuersas superficiales por udilaw de super
ficie en ese punto ¢el centomno, dichas ecuscicnes seran para este

caso
(20)

en las cusles 1 y m son los cosenos directores de la nommal N al -
contoxno,

fn el caso particular de una placa rectangular, se toma, por lo
general, los ejes coordenadss parhielos a sis cantos, y las condli-

ciomes de contorno exuresadss en (20) pusden simplificarse. 2or ejem




(23)
plo, tomando un boxde de la placa paralelo al eje X, tendramos pa-
ra esta parte del gontormo la nomal ¥ paralela al eje ¥, Ga modo -~

gue 1 =0 .ynu."‘.lt con lo cual las ecuacionss (20) se reiucen a

s deberd tomar el signe positivo cusndo la nommal H tenga el senti-
do del semieje positivo de las y, v o1 sigo negative para sl senti-
do conbtrarin de E., De aqul resulta que las componentes de las Ten-
sirges cue se desarrollan en el contorno de la placa som iguales a
las compenentes de las Tuerszas superficiales, referidas a la unidad
de érea periférica.

12.- Zcuscicnes de compatibilidad.— ¥l problema de 1a %eoria da la

olusticidad coneiste por lo comtin en iu aeétarjucaziin del gotace -
elistice que se origina en un cuerpo sujetn & la accifm de determi-
nadas fuerzas, ¥n los casos de solicitacifn dﬁ‘ble o plana es nacaga=-
rin para elle resoclver las ecnaciones diferencisles de equilibrio «
(18), ¥ la soiunifn deberd satisfacer las condicimes de contorno -
datss por las dos ecnaciones (20) . Dichas ecusciones, gus han sido
deducidas de las condiciones de equilibrio estitico aplicablen & -
cuerpos abgsolutamente rigidos, no bastan para determinar las ires -
gomponentes del eém:-:;a eap&cﬁicg, s Gue en ollas -~

iguran: el problema es estaticanente indeterminado y psra resolver-
1o es necesario tomar en consideracifn la deformacifn eldstica del
cuerpn.

La expresifn motemdtica de la condieidn de compatinvilidad de una
digtribucidn de tensiones con la exisﬁenc_sia d® unas f‘aﬂc.imes contin
ANEes B, ¥, ¥, Quae definan la deformecifn del cusrpo, ss deducirs de
lse ecuscisneg €2). %a log prehlemers bidipmmeimnalaa anlo debara cop
siderarse tres componentes de ls deformacifn, a saber:

(a)
Para obteney la ralacifn gue debe existir entre esgtas trss componen~
tes de la deformacifin, cuyos valores no pusfen sar arbitrarios desde
ol nomento que lag tres #stan expressadas medlante dos funciones, u
¥y ¥, partiremos de las relaciones (a). Si derivamos la primersa de -
ellas dog veecas con respecio a y, la segunda dog veces con resgpecto

8 X ¥y la tercera ung vez con respecto a x ¥y otra vea eon respscio a




e i (24).~

¥y resulia:
(21)

Eata eouacifmn diferencisl se lloma condicién de compatibilided, y
debers gor satisfeche por lacs gompomentes de la Geformauciéa para as
gorar la existencia de funcimmes n y v, vincvladss a acuellgs por
las eeuscicnes (a). Aviicemic la ley de Honke _ecuaciomes (3);, p o=
dremos trensformar la condicifn (21) en vma relacifn entre las com—
ponertes Ge 1a btensidn,

$i se tratn de wn estado elasticn plane (y 7), 1las eenacicnes

{(3) se reducen a:

Admuds écumuién (4)?;

Reemplazsnde estos valores en (21) y simpiificando, se llega a:

(B}

Por medio de las ecuacimes da sauilibrio podenos dar 2 esbta ecua—

¢cifm una forma diferente . ¥n primer términn, consideremos el caso

en que el peso del euerpo es la iunica fuerza wasica, 8l cual corres—
ponden las ecuaciones de equilibris (19), Liferencizndo la primers |
de éstas con respeeto a x y la gegunda com respecto a ¥ ¥y luego su-

mandelas, se tiene

Por susbitucifn de estos valores en ia ecuscifm (b) se llega 2 la -
ecuacidn de compatibilidad en funcidn de las eompmeuntes del egfuer—
203

: (22)
Ui se procede analogauente con lag ecuacimes genarsles de efui-

librio {18), sme tendra:

(23)
En el cago de una deformacién plana = 8, £érmuls (b)}, se tiane

- = E - ‘ ’
Yy de acuerdo con la ley de Hooke [ecuaciomes (3) y (4)i vesultarid
* f‘




e Ll L | LR = R e = el o e i e e (25).
Sustituysnde en 1 ecuacidn (21) y teuniendo en cuenta, como antes,
guilibrie (19) 1uimos C 1 cuccifn de ~
lag ecuaciones de equilibric 9}, concluimos que la ecusgil e
competibikidad (22) es vélida tasbien en el cass de la cefarmacidn
plana. Pars el caso de fuerzas masicas en general, las ecuaciongs -
(21) v {18) mos pormiten escribir ls ecuaciim de compatibilidad bajo

1z forma ziguiente:

(24)

Tas egcuscienee de equilibrio (18) o (19), conjuntamente con las
ondiciones de comtormo (20) y una de las ecuaciones de gompatibi-
lided cue guedan consignadas, ceagtitoyen an sistema de ecuaciones
que, por 1o genersl, permite 1a determinsci®m ecoroleta de la distri-
bueidn de las tensgicaes en un oreoblems bidimen sicnal, Mas adslante
g trstan leg vesos particulares en los gue és necesafio agragayr -

otres cnngideracianeg'(? 35). Tz interesante destacar gque cusndo -

las fuerzss nadicas am conetantes, en las ecuaciuvnss que aeterminan
1a digtribuecibn ds 1&5 tengiones no sparecen las constantes elasti-
¢ap del meterial, 1o que guiere decir gue la distribucifm de las ten
giones es iguel pars todos los materiales isotropos, con tal que las
ecusciones gesn suficientes pera la complets detsrminscién de las -
tengiones, Nata conclusifin es de mucha importaneiz préctica, pues,
comn veremos mae tawnde {7 38), por procedimientos basados en el uso
de luz polerizadc, se pusde hallar las tenniones que se prodigcen en
naterizles trensparsntes como el vidrie ¥ la xilonita, y los resulta-
des asi ohtenidos p®drin ser en muches casos inmediatamente aplieados
& cuelesouiera otreg nzteriales, tales como el agearo, por ejempio,

Sefialsremns, asi migmn, que cuande las fuersas misicas son constan—
tes, la scuacifn de compabtibilidaé (22) es de wpliczoiénm Santo a los
casog de tenslifn plana como a leg de defomacidn plana, En consecuen=—
cia, la distribucién de las tensiones geréd igusl en ambos casos, siem
pre cue se trate de contornog idénticns y de un mismo sistema de fuex
zas exteriores.

13.~ Funcidn de tengidn.- Semin se ha visto, podemos regolver proble-—

mag de #lastieidad plana por mm preocedimients gque ge reduce z hallar
lag solueiones due satisfagen a 1la sonacién de enmpatibilidad y a las

eondiciones de borde, conjuntamente con las integrales de las ecuacio
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erencleles de equilibrie. i 1o aplicamog, en primer iugar,

o
Jodo
)

neg
al caso en que la dnicn fuerza de volumen sea el peso Gel cuerpim ,

las ecuaciones que hobra gue resolver gon (vide ecuacinmmes 19 'y 22)3

(a)

(b)
a las cuales se deberd afiadir las condioiones de borde (20).
1 método corriente para la resnlueiﬁn de estas acuaciones se basa
en la introcuccifm de une nneva funei nn, llamzada funci’n de tensién.

¥aeilmente se comprueba que las ecuseiones (&) anedsmn satisfechas —

por ung funcidn ® ( x,v), raliacionela con las con ayonentasz de la ten-

gifm por medis de lassexnresinsnes gigunienteg:
P % 3

(25)
Le esa maners podremcs obtener diversss soluciones para las ecuacio-
nes d4e equilibriec (a),entre laog cuzles, ayuella que satisfaga tambien

& 1o ecuacifn de compatibilicad () serd ia verdaders. Reemplazando

en iz scuaclén(b) las exprosiocnes (25) de las componsntes del es-

[uerao, concluimos que la funeidn de tensifn es la snolacidn de la =
eguzclifn

(26)

Resclver un preoblema de slasticidad en dos aimensiones, en el cual -

26) que satisfaza a la emdicidn de
contomane (20) , correspondiente al caso parbtieular planteado, En los
eapitules siguienties eshie wétodio se gplieca para resolver ung serie de
problemas de interéds practieo.

Comgideremes shora el case mas general de varias fuerzas masicas
¥y admitamos gue ollas deriven de un potenecial, Entonges las componen-

tes X e Y de las ecuscianes (18) estarin dsdas por las scuacimes

en lag cuales V es lz funcifn pobencial.Las ecuacimes (18) se trans-




(27)

forman en

Batag goa de la miswma forma que las ecnaciones (a) y guedaran -

gatisfechas tomandio

£27)

donde ¥ as la funeiln de tensifn. Heemlszands estas Wltimas en 1ia
x - gl . 4 " <! =, "
scuacifn de compatibilidad (23) que correszponde 2 un estado eléasti-

(28)
Para el caso de una deformascidn plans se pueds obtener una ecua—

- A

cifn analnga, utilizando un procedimiento similax,
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CAPITHULO IX

PROBLESAS #N COORDENADAS RECTAVCULARSES RECTILINGAS

o R TR I S S N RS Ty RS Sun S SR BRI s R I S o T L NS N e e S e Rt A T

l4.~Solugiones polladmicas.~ Cowr hemos visto on el Cap. I, la solu~

> r

¢ifn de los problemag que se refliersn a ezt dos sldisticos planos en
loe cuasles las fusrzas masicas sesn coustmmtes o nulas quedsa reducid

g la integrecidém de la ecuacién difsrencial (26):

(a)

cwenta %enida de lag cendiciones de comtorno (20) que eor&espandal
al case particular. ©

Cpendo se treta de chepeas vﬂctﬂngularea largas y angostas, son de
gran interés lae soluciones de forma polinémica., ¥n efecto, puede -
reegolverse un buen nimero de problemas de importencia gractica uti-
lizando, pare saticfacer 1la ecuzcifm {a), polinomios de diversos -
grados, con coeficientes calovlados adecuedsmente,

in primer término, congideremos un poli@nonic de segundo grado:

; (b)

que, evidentemente, satisfsce ¢ 18 ecuacidn {(a). Le lso ecuacimes

-

e Nl R (12 il o
253 deduoimrg, hecisnfe = 03

Lag tres compomentes de la tensifn resultan, vues, constantes en
cuslquier punto del cuerpo, esto es, yue la Funeién de tensidn (b)
reoreventa una comvinacldn de teuslanes uniformes ée traceidn o de
compresion (segin sean los signos de 8p ¥ ©5) en dos dirveceicnes per-

Lo

¥y una teasifm %tsugencial wilormes., Las iuerans que ac-—

pendaiculiares,
tusn en el contorno deben igualer a lag tensioneas anrrﬁapdﬂdiantes -
& log puntos de 1la misua, conforme 2 1n demosbrado en el . 1l. En la
figura 19, gue representa el easo de una chapa rectangular de hordes

aralelos a los ejes coordenados, puede apreciarse dichas fuerzas; -
los sentidds marcados para las fatigas corragponden s coeficientes -
8y Py, 05, pogibivos,

Cmmgiderenos ahora ecomo funcidn de tensién a un polinonio de ter-




eer grsto:?

(e)

Hete polinemio satiegface tambien a 1z secuseidm {(a)., ¥moleando las
genacionas (25) y haoiendo = 0, llegariancs a las expresimmes
giguiantes:

NP '.'bi C2

X} Py

i — ——x

4{‘ 1

¥ A

Y
Flg. 19,

Lea figura 20 ge refiere sl easo de una placa ratangular sometida
a flexién simple, eomo resulta al igualar a cero todas los coefigien~
tes, con excencifn de :13. Hr cambio, ai solanente a3 ep digtinto de
cero, SR obtisne un essge de flexifn ver

secidn de esfuerzos normales que sehian

sehre los cosisdos de la placa, de ecna. | B e
1 § r =
" s [ - - 'L =4 I.H',.. 1 ~ 3 ta & :
g1 nes y = = o, 51 2o tomara loe coefi- : B, S — R
- C S
1 s SRS —
- & S z = | -< =
0lensués by 0 @y diferentes de cero,ello -
-~ - ).

k ol s 4 . 3 FIC\, 0
elgnificaria Que, sdenmas de Lencicneg - e

nerieiea, actuariun tensimes tangencisles sn los bories laterales

de la chspa, La figwras 21, por ejemmplo al

¢aso en el cuzl todos log coeficisntes ds i

. Pagan S B ~ ~5 A A - £ SR T 3
la funoifn (e), con excepeifn de by, son || ST i‘i’”":bzc
A ; : ) Zbzl
Talose W1 sentido de las tensicnes qus in o ane P
C
. 4 -y ; 5 1 ‘ 235
diea la figura corresuvmdiente al signo - f Y %‘i!i«“"'# ES e
- s + . i : L_— )
positive.para ¥3. A 1o large de log bowdes y i
) ¥ ! 241
¥y = =2¢, las tengiones de traccidu y eaz- . | e

presim, respectivamente, se distribuyen uniformemente y laa tensio-
nes de corte s proporcionales a x; sobre el canto x = 1, actda so-
lawente la tensibn ds corte cmstaunte =b3l, ¥ en 1la cara x = 0 no -
actia tengifn slgona, Una distribueifn de tansiones analoga resulta-
ria gi gz tomara pars el coeficiente 3 un valor diferante de esre.
51 como funcidn de tensifn se awiouvta polinagios de grade superior

a2l terecero, ya noc es posible dar a los coeficisntes valores arbitra-




{32}
riog como el el gano de polinomios de segundes o tercer grado, en -
que hay Ribertad de elecclln, porque la ecuseifn (a) queds satisfe-
oha pars cuslesquiers valores asignados a los coaficientes, en tanto
que aqui solo 1o estard sl existen cisrtas relaciones entre elles,
Tomenmon, por ajemple, para la funclén de tensifn un polinmmio de -
grarte gredc:

(@)
Por sustitucifn en la ecumcifm (@), reoulta emms dnica solucidn
8y = - { 2y + 8 ).

%n este casn, las componentes de ls tengifn son:

Loz zoeficientes a,@' esey G, que figuran en estas expresiones, sm
arvitrarios, y asignandioles valores adecusdos se obilenen diverses
ases 4o ecarga sobre wne chapa racta ngular, Por ejemple, igualande

& cero Todos log coefisisnten oo excepcifn de -r.”i#, rasulta

{e)

By

$od i

o

dg ol aigno positivo a 44, resuita

e

s Gistribucilfn de fuarzas conn 1la Gus

: 1 e—
. = = = - L |
indiea la figuws 22, 1a cual origina las Wi el
. ¥ c
tensiomen (o). ¥n log lsdes longitwding- == = =
les y = £ ¢ exigtn una distribueifn wi y
Fie. 22

forme fe tenciones de desgarranmientn, y |
on las sytremidades las tensiones de corte se distriduyem de aﬁﬁerdc
con una ley parabélicam. Iine sgfusyirs tougaacizles Be aghdsn en el
contorno de la placa se yeducen z un per de fuergas, equilibrante Gel
Gue originen las fuerzas normales 8 lo largo de borde x = 1 de la =

chepa, paxr que, supmiendo que el egpescr de la chaps @8 igusl a la
unidad, valdrd:

Supmmgamos ahors que se adopta para la funcifn ¥ la foma de wn poli-

nonio de quinto grado, a gahers
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(£)

Por sustitucidn en lg escuscifn (#)y rasmultan c~uo goluciones:

asl que, en este caso, las gomponentes de la tensidn temdran por -

expresiones,la siguientens

e los valoves que g2 asigne a los coeficiantes arbitrarios B33000s
é-E; resultarin ize golucimes correspond ientes & las diversas i i-
aglonss d» garge de is chapa. 5i, por 2 jemplo, supmiesocs nulos todos

log ooefisientes con excepeifn de dg, 8o tTendrd

{g)

Las fuerzas normeles estan uniformemente distribuidas sn inz boxdes
lﬁﬁgitadinﬂla& de 1= chaps (Fig. 23a). 4 1o largo de 18 cara x = 1
lag Tuerzes normgles giguen en parte wna ley lih-aal ynen sarte uns -
ley parabolica (cdbieca). ®n cusnto a los ssfusrins de corte, respend
& una ley parsbélios a lo largo de la cara x = 1 y son proporcionales
& x en log hoxdes longitudinales. La figura 23b prepsanta la digtribu-
elfén de las tensiones. :
®n lo que sigue daremos alguos ejegplos de interds practico de -
superposicifn de las soluai@s elenentoles de la scuacifn (a), exami.
naias en eate pdrrafo; on efegto,la sume de varias solucice s particu.
lares de la ecuacidn difsrencisal manchonada, constituye, en virtud -

del earacter &e &sta, una nueva solucida.



(32)
15.~ Z1 prineipio de Saint.Venant.- Laz soluciones de los distine

tos cases de chapas rectangwiares considersios en ol »drydfo prece-
dente han sido obtenidas dando a la funcidn &, de tongifn,; formas -
muy sencilles. Cada wne de ellas satisfoce = todas las souacieones de
1ls elasticided, pero su exactitud estd condisionads a wna oierta —
distribucifn de lap fuerzas de superficie. Asi, por ejemplo, en el
casn 48 la flexibn pimpie representado en Is figura 20, era necesa~-
ric que 2l momanto flexor astuvisss producids por esfusraons s trac-
oifn ¥ compresifn aplicades a las sxtremidades de 1a piesa osn arre-
glo a'uns ley linesl, esto s, que sus valores fueran Proporcionales
a las distenciss do cada pings al sje neubro. Ls sujecceidn de la ox-
tremidad de la pieza, case aue exists, no deberd infiuir en la de-

formacifn de la superficie plana que la limita, Pero ai tales condi~

14 *; 1 ‘l’ ‘L \} [ = ‘:' S = = !
e J {
"." =< C' A %
o —= I e x —¥ T
< = c i
> ¥
h 4 .._
. e _ 2 - = =
BEERRRE G ) i- -——*1 2 =
e 1 'I l%'scz’ y
} (@) (b}

Y
Fle. 23

clones no se cumplen, estn es, si el momentn Flexor ge @gliocs de =
uls menera diferemite, o si la sustentacidn impone a 1a seccidn ter—
sinal otrog esfuersos, l1s soluui&: dadsa al sroblems en ol @ 14 deja
da ser exacta,

Sin embarge, 1s utilidad praclics 4e¢ Sishs solmeidn ns eshd li-
mitada ¢ guso tan especial, sino que puede aplicarse con suficiente
exactitudl & casos de flexifnm en los gusles no se satisfagan riguro-
a:mente lasg cbndicimea premisae respecto a las extremidades de 1a
pieza. La posinilidad de extender isa aplicacidn de ia solucidn de que
88 trata esta besada por lo cemin en &1 1lamados prineisie de de Saint
~Venant, Nete prineipie establece que si las Fusrzas ma actdan sobre
un elemento de la superficie de un cuerpo eldstico sm sugtituidas -
Por un gigtoma de fuerzas entfticamente equivalente, splicain gobre

el misme elemento, ol infiujo de 1a mueve digtriduecidn d® cargas en

la magnitud de 1gs tensimes, sunque lacdlments mbstaneial, resulta
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précticavente despreciable & uns dictancia relativamente grande cm
respecto 8 las dimensiones lineales ds 18 superficie gobre la cual -
sotda el sistema de mg sugbituyente, Por sjenplio, en el caso de
iz flexifn simple &z una barrs de seceim ractangular alargads, cuyas
disensimmes sgon 90 quefias en amgaraéi& con ma longitud, la manera de
aplicer el mmmtn.ﬂeatw afeota & la distriducifn ¢a lastensiones -
en lé’se seccinnes proximas & los extrexosg, pero carec: ds afactn en -
les sescimmes disgtentes, en las cuales la distrivucifm de tensiones
geré précticsmente la gue refleia Ja snlucifm s que =ze refiere la £i-
gurs 20. |

T el case de la soligitscidn originads en mwna barra por una trag-
oifn axil, tambien yamulta a?lica’ble @l principios xientras en la. =
proxinidad de lag extremidsies, la distribucidn de lae tensiones de~
pende del nodo de aplicsr la fusrza, para las sscolsnes transversales
éigtantes de log extrenocs se nsuede acsntar ;rﬁaticammta una digtri-
bvueién wnifarme de tenpiomes, " el 20 se dan slsunos ejemplns da-
mostratives de este asertn, los cunles permiten, s ia wes, apreciar
1z wapides son cue lu digtribucifn ds sensimes se hece prdoticamente
wifarae, |
16.~ Letarminacifn de los gorrirdenbos.- Hedisnte 1a splimacidn de

1z ley de Hohke -—ecusciones (3)- pueds nbiensrpse laas compenentes de

lz ceformecifn, uns vez deterninades las ecampentes de la ‘h-anai&
por la splicscidn de lagsmmciones mmieriorss, Dsterulmaremes, asi,
iog %rayecing U y v por medis de luap sizuisates scuncionans

{a)
des zdelanie enconbraremos nuonrosos ejemplos de 1a splicacidn de -
estas ecunclones, cuya integracifm, on cada caso partienlar, no sfre-
oo dificultades, 5S¢ ve en seguids queﬁe agrega & 1los valores de u y
¥y Tospectivenmente, luas funcimes Linsaless

(v)
en las ouales 4, b y ¢ sm congtantes, las ampmeﬁtas de la Gefornse-
¢ifn dadas por las esuacienes (a) no se alteren, lo oual significa -
gue los coxvimiontos no estan eomplatauents dbterminaios por las ten-
simes y deformacimes, aino que a los recorrides que dstas eriginan
38 puede superpmaer otm , andlogo sl qus experimenta un omerps rigide
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Las constantes & ¥y ¢ de las ecuaciones (b) representan wa movimiente
de traélaci&n‘del guerpo ¥ la conptante b, un pequeiio angulo de gire
del cuerpo, rigido slrededor del éje %2. Si el movimiento como cuerpe
rigide fuers realmente impedido en forma absoluta, a, b, y ¢ s re-
ducirisn a cero,

tn =1 - 12 se ha demostrado gue Iz distribucim de las tensimnes
en el caso de que las fuerzss masicas gean constantes es la misma,
tant» para una distribucién plana de tensiones como para una deforma
cifn plsna. En cambin, loss corrimientos eldsticos son diferentes,
desde que en 8l primer caso las componentes de la defarmacidn gque fi

guran en las scuacienes (a) estén dadas por las expresiones:

mientras que en el case de le deformacifn plen g las componenties de -

la deformacifm sen vide 8, scuseifm (b) 3

Al esbudiay algunos problemas especiales se indicara el procedi-

miento de integracifm de las ecuaciones (z).

17.— Flexidn de una viga volada con carga an su extremicad libre,.-

Sea una viga en voladizo, de seccion rectangular delgada, que supon-
dremos de ancho igual a uno, flexada por accidén de una fuerza splica.
da & su extremidad libre (figura 24).
Los bordes superior e inferior de la

vigae no estén sujetos & la accién de

I r~ ==l >}
fuerse slguna, y & lo largo de la ex~ | k} B R o
trmidad que corresponde & x = O actian i By :
esfuerzos cortantes ouya resultante es E ;
P, ediante wna adecuada combinacién - " 24',
de un esgtado de reﬂbalam&anto.aimpla con las teﬁsiqnea -

dadas pry las ecuaciones (e) del - 14 (figura 22), se puede satisfa-
cer las condiciones antedichas, Procediendis asi, obtenemos las si-

gudéntes expresiones:

(8)
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Bata dlbima eceunacifn nos permite eseribir la condicidn de gue
los boxdes ¥ = -- ¢ estén libres de la avcidn de toda fuersza, como

sigue:

de la cusl resulta

Para gue la condieiém de cargs que se ha supuesto en la extremidad
libre guede satisfechs es necesarin que las tensiones tangenciales

distribuidas en ella equilibyen a ls fuerza P, esto es

El signo negalivo que precede 2 la integral resulta de la regla
de los sigﬁos adoptada para las tensienes tangenciales., La fatiga
en la cara x = O eg positiva si estd Airigida hacia arrida ~
(vide - 3).

De la ecuascifn snterior resulta, luego de integrar:

Llevendo a las ecuacirmmes (a) los valores obtenides pars &, ¥ b,

go tiene

Ahora bien, si se tiene en cuenta que 2/3 c3 es @l momento de iner-
cia, I, de la seccidén transverssl de la viga volada, se podrd escri-

bir:

(b)

La coincidencia de esta solucién con la que sé deduce en forma ele-
mental en log tratados de resistencia de materiales, es completa, No
debe olvidarse que ella es exacta tan solo cuanun-las fuerzas cortan.
tes estan distribuidas en las extremidades de la viga de acuerdo emn
1la nigma ley parsbdéliea que las tensiones de desgarraniento y
la intensidad de leos esfuerzos normales en ol ampntrémianta es pro=
poreional a y. Si las fuerzas no obedecieran a la distridbueién su~

puesta para las extremidades de la viga volada, las ecuacirmes (b)

no serian aplicables correctamente para determinar la distribueién




(36)
de las tenpicnes en dichas extremidades; pero, en virtud del prin-
cipic de de Baint-Venant,puveden cousiderarse suficientemente satio-
fagtorisg pars 1las secciones transvermales situadas = distancia aeen
giderable de dichas caras,

Congiderenon ghora los corrimientes gue esrresponden a las ten-
siones que dan las ecusciones (b), Lia aplicacifm de 1a ley de Hooke

nos conduce a las sigulentes expresiones:

La integracifn de laes ecuscimmes (¢) y (&) permite determinar las
componentes u y v del corrimlextu. Integrimio las scuszgimes (e)

obtenenos lag expresienss:

en las cuales £ (y) y £; (%) representan funciones desconocidas de

¥ ¥ de x, Por sustitucifn de u yv en las scuacimes (d) se llega a

Zn estss expresiomss, e y & son constuntes que satisfacen a la ecua-
eifn

(e)
De aqui resultan, pues, las siguientes expresinmes para f (y) y

fl(x):

las que pustituidas en las euprevirmes que bezmos  lmllads pars u y

Vs conducen g las siguientes:

(g)

Lag constentes 4, e, g, h pueden shora deterninarse por medd o dg -
la ecuncifn (e) y las tres condiciones 42 vinculs que son necesarias

peéra impedir que lu vigs pueds moverse en ol plano Xy como un cuer-—

po rigide. Supongsmos gue el baricentro A de la seccifn transversal




(37)
esté fijo: entonces, u y v son nules para X =1 e ¥ = 0, 7 de las
ecuaciones (g) xesultaria
p13
BEI

-

g=0, h= =

La ecuaeiln correspondiente a la eléstica se obtiene sustituyendo

¥y por O en la segunda de las ecuaciones (g). Ve esta manewa,

(h)

La determinacién fe la constante d de esta dltima eouacifn exige el

explee de lz tercerz condlicidn de vincule, para sliminar la posibi-

lided de una rotacidn de la viga en el plaio xy, salreiedos del pun-—

to fijo A. Zsta sujeclon puesde ser realizadas de diversas maneras. -

Cemgideremos, en primer lugar, que un elemento del eje de la viga -

ests fijado en 1la extrenidsd A: en este_oaec, lg cond cidn de vincu-
lo se esoribe

(k)

En segunde lugsr, consgideremos el caso en Gue se fije un elemento -

vertical de ls seceifn transversal en el punto A. Pntonces, la condi

¢idn de vineulo es

(1)
Para el primer caso la ecuacidn (h) permite escribir:
p1° '
G = - _

| 2 81
¥y la ecuacién (e) nos da 5

F1 Pe”

e = -
2 BRI 2 Ia

8i reemplazamos todas las constantes en las ecuaciones (g), enconira

Yemos

(m)

Ia ecuscifn de la eldstica de flexidn resuita

(n)

la cual da para la flecha correspondiente & la extrenidad cargada -




(38)
(x = 0), el valor P13,’31;1, Yue coingide com el que se deduce habi-
tusluente en los textos elementales de resistencia de materlales,

Se puede poner en evidencia el curvsio o traslacién longitudinal
en las secclones Uramgversales provocada pox las tensiones de desga-
rraviento, mediante la consgideracisn del corxrvimiento u en ls extre-
midad empatrada (x = 1 ). Las scuzacliones (1) nos dan para dicho pla-

1oz

y la figars 25z permite spreciar la forms que sdquiere lu secsidn -

transversal 8 congecuencia de diche defrormacifn, Por efecto del es-

fuerzo tangencial » W elemento gituado en el punto
A del plano consgiderado gire wun snugulo i z en 1 gentido de -
ol

las agujas de wn reloj, slvededor de dichn pumto y en el plano xv.

Fle. 25
Si en lugsr de fijar un elemento horigontal del ej2 s2 considers
realizada la fijecifn de un elemento vertical de la peccién trans-
versal, en A (figurs 25b), se tendrd, de acuexds con la condicidn de
vinculo expreseda por la eckacién (1) y la primera del grupo (g):

P12
e =
_ 2 BI
Reemplazando en la ecuacifn (e), se tiene:
?12 202
d =2 - —

2 21 2 I

¥ por sustitucidn en la segunda de las ecuacimes (g), encontramos



(39)

()
4

% 3 3 fas % T %y . 1ol Y s
LoEparacs esva eguscidn con la (n) se deduce jue debide ol giro de

la extrenidad & del ejo de 1a plezs volada (figura 250) sus deformae

|
)
gionen vaorticslies asusentan on la cantidad |

Bsta cantidad representa, pues, el llamado efecto de las fuerzas —
cortantes en la flexién de ls viga (flecha adicional).

En realidad, las cendicinnag ¢e las extremiasies eBosctrabas de -
lae vigas difieren en lupractica de jes que muestra la figura 25:
ia seccifn fija carece en general de libertad de deformacifn y la
Gistribucién de las fuerzas en esa extremidad ne cmouerds cmn 1la -

que expresan las ecusciones (V). A pesar de ello, esa solucidn resul |

“a satisfactoria ounado se splica g cistanpis cmsiderable de lag -
extremidaldes de vigas velsdas suficientemaente largas. Sn el 41 se
ectudla con mas detalls la disbribucion de lss tensimes en el empo-

traniento, asi como la flexidn adicional debtids sl safuerzo cortante. |

18,~ Fiexi’n de una vigs uniformemente cargade.~ Consideremos aho~
¥a el caso de una viga de seccifn revtangular angnota y de sncho -

igual a uno, apoyada en sus extrenidadesn, a las yue supoNdremos sSu-
Jeta a fiexifn bajo una carga uniformemente repartida, ae intensidad
Gy oomo indica la fig, 26. Para las caras superinr e inferior da la

viga, se tienen las cendiciongs:

Para las extremidades x = = 1, l2s ean@icicass soas

Las des wltimas scuaciones del grupo (b) sigaifics que no sxiste -
Tuerza lmgitudinel nil por flector aplicade a las extresidades Ge &
vigh. Ilns comdiciones (a) y (b) pusden ser satisfechas sanbinanco —
dlerta: aocluslones de forma polinduica como las obtenidas en el 14.
sengneesos gplicands la solucidn representada por las ecusciones (g)
¥ que ilustra la Ligura 23. em el objoto de snwlar les eafuerzos de
traceidn a lo largo de la cara ¥ = @ y 1los eafusrzos tangencidles a
1o largoe de ias earas ¥ o= - Cy Superponemos la compresifn simple

de la golueidn (b), 14, y las tensiones
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figura 21. De esa manera ge llega a las expresiocnes

(e)

Teniendo en cuenta las condiciones (a), resulia

-
i

¥y de agui lns goeficientes:

S1 llevamos éstos a las ecuscimes (c) ¥y advertimos qua 203/3 es

igual al momento de inercia I de 1ig

de ancho igual s uno, encontrarenns:

Puede comprobarse facilmente que estas componentes de la tensifm no
solamente satisfacen a las condiciones {(a) para las caras horizomta-
les sino tambien s las dos primeras del grupo (b), que corresponden
& las bapes extremas. Geon el objetn de que desaparszean los pares de
fuerzas de las extremidades de la viga, se superpone a la solucién -
(d) wna fiexién simple, cono indica la figura -
20, y mediante la respectiva ecuacifn de condicifn, para x = 3 1, e

determina la constante d3; esto eg:




(41) |

da 1la cusal @

¥ finalmente
(29)
Este expresifn se compone de dog términeog: el primero no es otra

eosa gue el esfuerze tal come results de splicar la teoria slamental |

de la flexiém, mientras Jue el segunuo téimino coustituya la correc-

cifn necesaria. Tsts correceidn, independiente de x, es peuuedia en - |
comparacién con la mixima tensifn normsl de flexidn, siezpre gue la
luz de la viga sea comsiderable en relscién omn su sltura, de manera

|

due, en vigas de ege tipo, la teoris alemental de la flexiém propor- |
clens un valor suficientemente exacto para In s tensiones « Bs de
seficler que la selucién que contiene la expresién (29) es exacta solg

mente oumdo en las extrenidsdes x = ¥ 1 las fuerzas normales estan '

digtribuidas de acaspdo con la ley : |

o lo que es 1o nismo, que los valnres de las fuerzas normales en las
extremidades coinciden gom los de pParR] X = - 1, confiome a la ~
ecuacifn (29). Pstas fuerzas tienen como resultantes wna fuerza ¥ un

par igualee & cers, y por lo tanteo, de acerdo emn el prinecipio de de

Saint-Yenent, pueden degpreciarge ome ofectre sshrs lag tensiones que

corresponden a secnlones meparadas de los extremos por una distancia !
considerable, por ejemplo, del orden de la altura de la viga., Por lo
tento, 1la solucifn (29) resulta suficientemente exacta en esos puntoai

; |
para el caso en gue las fuerzas X no existan. : |

La diserepancia entre la solucifn exacts que 4a 1la expresifn (29)
¥ la solucifm aproximsda cue se concreta 2l primer términe de la migi
ma, se debe 8]l hecho de que al desarrollar el cfleoulo de la solucién
aproximadg ge adnite que las fibras longitudinsles de la viga estan -
sujetas a traceién simple, mientras que, como lo dencta la solucién -

(d); existen entre lus fidbras cofuerzos ds sompresidn s GQue obe-
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deoen a la distridbusifn que musstre la figura 26c ¥y 2 los cuales co=
rregpende achacsar el term! gorrectivo que contisne la ecuacidn (29).

“n cummto a laz : 1§ e desgarranisnt ; L8 tercera de
las ecuaciones (4) proporciona =i distribuclién en una seceién trans-
versal de la viga, la cual golnolde eon la gue se sbtione apliecando
la teocria elemental.

Los gorrimientos u y v ge pusden odloular por al método indicado
en el ¢ 17. Suponiends que on el barigemiros de la geaci n transversal

"
3

media de 1z viga (x = 0, y = 0);, 81 corrimiento horizontal es nulo ¥y

&

que 21 vertienl sez igusl 3 iz acha Ge fiex.da ¢ S)ligance lag -

soluciones (4) y (29) se llega a:

La exprosifn omsigaala para ol valor e u siguifieca que la superficie
le

neutra de la viga no pasa por pux eje, ya que, debido g la tension de

compresifm

el eje estd sujeto a un esfuasrse ds trageifn al que corresponde la de-

N o TR o o s Aa sFL a4t e
& ONTEAaC 1,010 Qg GJAd asuiua

La ecunacidn de la linea eldstica se obtiene splicando la expresidn de

Vs

[

vy suponlendo luego que la defortscidn es nuls en las extremidades del

'_ﬂ f

(30)
e precede a la llave es 9l valor gue se obtiene para la -

plicando la teorisz elemontal bajo 21 supuesto de que las sec-~

cloneg transversales de 12 viga permaneszcan planas durante la flexidr,
El segundo términe dentro de ls llave representa la correccifn gue co-

Iresponde al llamade =fecto de la fuerza transversal. Uerivando dos ve-
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gas aon regpeoto a X, lao eonacifnm de 1a linea eldstica, se -

tiene para en curvatura la sigaientes expresiom:

(31)
gue nos pernite establecer que lc curvatura no es exactamente pro-
porcionsl al momento flsctor 21 término adicional
engerrado por la llave tiene ol pignificaco de una correccién que
se dabe aplicar a ls fémmula elamental corriente. Un eftuiio mas =
de la curvatura de las vigas lleva a la conclugidén de que ls
correcicn indigada por el tdrriro cve inclunya 1lm expresidn (31 )pue-
de emplearse en tedos aguellog cagos de carga de intensicad variabl
en forma continua. ¥n el ¢ 32 se estudiard el efectn de la: fuarza
transversal en la deformacidn de una viga sujeta a flexién bajo uns
carga concgentrada.
Rankine y Grashof galecularcn por vie aslemental
faersa Trangverss
gas. Coasideraadc o m transversal miXima en
neutrs a 2 Vi ngr le ancho walitario, bajo la
de una fuerza transversel - ; » @l correspondier
por su derivaca con raspee-
con 91 calculo elemental, -

la curvatura corregida:

Se nbserva que el velor de la correcci’n asi obtenida es exagerado
en comparacifén cen el que 44 18 exprepifm (31),

Mas exacte resulta emplear en lugar de la deformacidn transver-
sal miéxime un ¥alor medio, al cual se llega mediante la aplicacidn
del método de la energia de deformseidm ( 41) ¥ que ez igual a

& -3 <

r—— [
5 2 oG

T

¥l término coxrectivoe de ls ecuscidén de la curvatura (31) mo pusde

atribuirée tan solo al esfuerso de corte, sues deriva del hecho de

- . e : : ; - . » 2 -
Gue lag tensloneg de compresion, y D0 eglen uniformemente Lig-

tribuidas segun la alturs de la viga, Hi ensanchauiento lateral -
qve estas tenclones producen en la direccidn x, dimminuye de arribs

2bajo, de manera que se origine wna ocurvatura inversa (de convexi-
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dad hacia arriba), 8i a esta curvatura se une ol efecto de la fuer-
za transversal, quedard explicado al término enrrective de dicha -

& £ .
20UaCLl00e

19+ Chros cagos de flexidn de wigss bajo curgas continuas.~ Podemos

S .----. -vq-

abnrdar la wasolucisn de diversns cages de flaxién de vigas someti-
das & cargas digtribuildas segun layes de variacifn continua, aumen-
tzndo el gredo de las ponlinoming que repregentan las soluciones de

12z problemas del ragimen sldstico plano.

Adoptando, por ejemple, eomo shlueidll un polinerin da ssxto grada,

ermbinads con 18s snlucionss obtenidas

en el 14, podremons detsrminar las
tenegiones que originz una prasién hi-

drostitica en mwna estructiurs vartical

snp otrads omo el mura de le figura
27¢ ¥y demostrar qus el siguiente siste Fla.27.
ma de ezfuerzos espeeificos setisface tndas lss condiciones de aqui

librio en zus paramentos:

sego agpecifice del liguido, dm manera

2 la profundidad = es qx3 la fusrza

trensversel y el momente £lsx : la uisws profundidad $isnen pe

L

g 2 7 :
eIpresiones QX /2 y Aj,L, respectivamente. Pusde afvertirse que los

primeros términos de len expresicnes correspondientes a y

L S Al J 3 4
&

imes resultazn de splicar 1la teoria sls-

enronamiento de la esfructura (x = 0), 1a tensiln normal

ia tengidn taengencisal

“stas Faligas, sungue distintas de cern, sm suficientencrnte -

e

sequefies en toda la secoifm y su resultante eog nula, asi que la con-

5

Gloifm en ella se aproxima s la de una extremidad libre de fuarzas

exteriores.
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Parsa que el pego ds la estructura en la digtribucidn de tensio-

nesse agrega en la primera de luas ecusciones (&) el tdrmino
-33X, en la cual q) es el peso egpecifico del material de aque=
1la., la golucifn gue as'i ge obtiene ha gido puesta para el
galeoulo de lus tensiones en los diuues de fdbrica, de seccidn
rectangular; pere no sallgfacen « las cond iciomes que cOYTes) M.
de a la seccidn de asianto del muro. La golilcidon que las ecue~
ciones (&) representan sers exactd cuando en diche seccidn las
fusrzas actuantes se repartan como las tensinnes ’
dadas powr ajuellas ecusciones; pero en 1n§ casos reglea la bhae-
se del digue estéd trabada cen 1z fundacidn y lax omdiciones
gon entonges diferentes de las yue esta soluciim contempla., De
acuerdo con el prinecipie de Sant-Venat, se puede admitir gue

el efecto de dicho vinculo es despreciable del nivel do la mis-
ma3 pero en_el caso de un Qique de mamposteria no se puede de
sechar dicho efecto, puesto que generaluente el espesgor del mu-
Toy 28, NO €8 pequeiio en comparacion con la sltura 1,

5S4 se adopla para la fancidn de tensidn un polinomio de sepe

, - -
ino grado, se podré obtensr lcs esfuerzos que sé producen en

ma viga sujeta a una distridbucidn de cargas que obedezea @ una

ley paraboliea,




gAPITULO III

P

PROBLEMAS EN COORDENADAS POLARES

2= 22 e s 8 2 B e 6 S A 55 S R £ 22 ARNSS 2 A SR SRS SUNE
2l.- Bouacicnes generales.- Bl empleo de coordenadas polares resul-
ta muy ventajoso para dessrrollar el analigis de las tensiones que
ge presentan en anillos cireulares , discos, barras de sje clircular
y seccién rectangular smgosta, etc.

En coordenadas polares, la posicifn ae ua paato 8xn 3i plano me-

dieo de una placé queds daterminade (figura 37) por sus distancia al
origen 0 & radio vector, r, y la anomalia o fngulo O, que forma el

radio vector con un eje fijo, 0x o eje polar, del mismo plano:

Vamos z estudisr el equilibrio de un elemento abed, que supondre-
mos separado ée la placa por medin de secciones planas,perpendicula-
res & 1s& misma, y practigadas segun los radies O¢ y Ob, definides -
por sus snomslias 0 y 0 + 40, y dos superficies cilindricas de gene-
ratrices normales al plane de aquella, a la gue corlal segun ad y be
y cuyos radios son r y r + dr. Designaremos por ¥ s Yespecti-
vamente, las compomentes de la tensidn normal en las dirsccionss del
radio y &e la tangente normal al mismeo. Para denotar la componente -
del esfuerzo de desgarramiento emplearemos el simbolo « U1 la -
figura 37 se indica el sentido positivo de cada una de las componen
tes de lea tensidn,

8i se supone el espesor de placé igusl a wno ¥ se adnite una re-
particidn wniforme de las tensiones en las caras laterales del ele-

mento considerado, la fuerza normgzl gque actua en direccifn radial -

gsobre la cara ad del elemento serd . Tomando en cuenta la va

riacién de la componente la fuerza resultante sobre la cara be




del elenento, &8

fuerzas normales Gue sctdan an las caras ab ¥ od son y
dr, respectivasente y su reosultante, dirigida radial-
pente, ez igusl & s 81 se desprecian los infinitdsinmos de
orden superior, Lss fuerzes cortantes cme actdan en las caras ab ¥y
od del slemsnte tisnen poy weuilarte wia fusrse de dirsccifn radial

igunal a

Se suoane auwe tasblsm exigle una fuerza mapies de intensidad R porx
unidsd ds volumen y vecta de sccidn raedial, de manars 4ue la fuerza
intrinsess corraspondisnte sl elsmento abed, es Rrdrdl,

La resultente de las foerzas de direccilin radial esta dada por -

govaeifin 4ol equilidrie:

La seuacifn de squilibris dgl elemento, gorresyondiente a la direc-
eifn tangencial, puade obienerses en Lforna analoga. 31 se desprecian
log infinfitécinos de orden superior y se simplifieca dividimndo por

drdC, las dos ecusciones se reducen 8

(33)

“atas ecusciones son las que corresponden & las de numerso (18)

10 , en cooxdenadas polares. 5i no existe fuersa misica alguna,
o P

puede amploarse 1a funcidn de tengldn & (»,0) para rasolver las e~
cuncimas (33). Medisnte la sustituelfn correspondisnts se demwestra
ane agas egunaimeas quedan satisfechas tanendo iLos valores siguiene

ton:

Cuando R es nule, toda funcifn &, de r y 0, sustituida en las ecua-~
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eiones f34) mnés da lss componentes de la tensifn que satisfacen
a las ecuacimes de equilibrio (33).

La condicifn de oompatibilidad debe tambien guedar satisfecha

para que resulbe una distribucifn de tensiones posible en un cuerpe
eldstico. Como se ha visbo en el ° 13, tratandose 4o coordenadas -
cartesianas, ello exige que la funcién de tensifm satisfags la si-
guiente ecuacidn:

(a)
Pars obtener la expresién de esa condicién en coordenddas polares

recordemos lag giguientes relaciomes:

de las eualas.

Utilizande estas wltimas, y expresando @ en funcifm de r y 0, en-

contrancss

La derivada segunda con respecto a x se obtiene con solo repebtir -

la operacidén anterior, y asi resulta

Andlogamente se llega a

y sumando oxienslaménie las ecuaciones (b) y (¢) tendremos:

Con esta ecuacién y la identidad
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se cbtisnsg 1a scuscidn de compatibvilidad, (a), expresada en coor-

- denadas polares:

Bsta ecuncifn diferencial entre derivadas parciales nos permitira
resclver problemas de elasticided plana en coordenadas pnlares, -
para diversas coniicienes de limite. %Wn lo que sigue, se desarroclla

slpunos ejelplos de problenas de esa naturaleza,

22.- Disgtribucifn axilsimétrica da fatigas.- ™ 21 movesio de que

el eje de gimetrim de los esfuerzos especificos ses erpendicular

a% plane xy en el punto O, las componentes de la tensidn, indepen-

dientes de , variardn solamente en funcién der. Se sigue tambien
gue, por razones de simetria, la tensidn tangencial deberd de-
separecer y, entonces, las ecuacimes de equilibrie (33) se redu~
gen a la primera, lascual nos da, al eliminar el sezunde términe:
(36)
8i la fuerza intrinseca R es nula, podenos amplear ia funeién @ ,
de tensifn, la gue, por razones de simetria, dependerd solamente

de r, y entonces la ecuscifn de compatibilided (35) deviene:

(37)

ecuacidn diferencial ordinaris que pueds transformarse en uja scug-
cifn difersncial lineal de eesflcientes songtantes, =i se introdu-
ce una nueva variable t, gue obedezca a la condicifm r = et. De eg-
ta manera puede obtenerse facilmente la solucifn general de la ecug
cifn (37), que tendrd cuatro constantes de integracién, las que se
debera determinar con arreglo a las condicionee de contorno. 3Hs fé-
¢il comprobar por via de sustitucion que la solucidén general es:
(38)
De ests scuacifn pueden ser deducidas las soluciones Ge todos los
problemas en que la digtribucidn de tensiones sea simétrica y no
existan fuerzas mésicas, De las ecuaciones (34) resultan las correg

pondientes componentes del esfuerso:




(56)

Para que lag tensiones en el origem (r= 0) no resulten infinitas,

es necesaric que en la ecuacidn snterior las constantes A y B desa-
parezean, Resulbay pues, que en una placa sin fuersas misicas y -
que no presente un agujero coincidente con el arigen solo pueie =~
exlistir una distribucidn de tensifm axilsinétriea, a saber, la de

eonstante; ilo que significa gue la placa esta sujeta a
una traccién o & una compresifn uniformes en todas las direcciones
de su plano,

21l existiera un agujerec en el origen, aparscgerimm, ademis de la
mencionada snteriormente, otras soluciones Geducidas de lasg expre-
sienes (39).

Haolendo, por ejemplo, B igusl & cero en dichag ecuaciones, ra-

sultas

(40)

B

gta solucidn se adapta al caso de distribucidn de tensiones que -
ge origina en un e¢ilindre hueco sometido a

presifn uniformwe interior y exberiormente,

81 denoctamos con & y b 1los radiles de las sp

pexrficies cilindricas intemma y sxterna, y

can Py ¥ Py las presiones uniformes respecg

tivas, las condiciones de contorno seran

(figura 38):

&, a » - - -
agli que sustituyendo en la prinera 4e

dremos las siguientes ecuaclones para detevminar L ¥

de las ocualess

31 se reemplaza en las ecuaclones (40) estos valores, resultan




(51)

las expresiones

(41)

La delormaeidn que las tensiones dadas por las formulas (41) pro-
vocan en wn elemento del ¢ilindro separado por dos seccioneg trang-
versales proximes neviumpiden le defoimacién de 1ns slepentos veci~
nng, lo cual justifica que se hayas considerado en el desarrolle -
gue sutecele la existencia de un egtado doble de tensifn en al elé—
mento de gue pe trata, Bn efecto, lus ecuacionse (41) evidencimm
que la sumsa ea independiente de r y, por 1l»n tento, constante
en Loie el espesor de la pared, de donde resulta yue dichas tensio-
nes proauvcen un alargeniente o acortamienteo uniforme en la direccid
del eje del cilindro, cuyas secciones rectas permanecen planas,

En el caaogiarticular de que la presidn exterior P, no exista,

las ecuaciones (41) se transformsn en

(42)

Results de eéstas, que es sismpye una compresifn ; wm es-
¥ - }

fuerze tractor, gue alcanza su maxime en la Buperficie interior -

del eiiindre, en la oual

(43)

La tensifn ( ) méx. es siempre mayor en valor absoluto gue la pre-
sifn interier, a la cual tiende al sumentar b, de manads guUe DUNGCA
puede ser inferinr a 2: por mucho material que se agregue exterior-
nente,

“n log textos elemmntales de resistencia de materisles se hace
aplicuoidn de las ecuaciones (42) y (33) para el proyectn de médui-
nag,

Bl caso gorrespondiente a un cilindro agujereadco excéntricamente
ha sido tratado por G. B. Jeffery. Llamando a al radio del agujero
b 8l de la superficie eilinarica exterior ¥y e a la digtancia entre

los ejes de ambos, 12 mixima tengifn que se origina cuando el gi-




(52)
lindre estd sometido a la yresién interior p; es la que correspm-
de 21 punto de la superficie interior en gue es minimo el esgpesor,
si e  1/2 a, y euyuivale al esfuerszo anular en dicho punto, esto

ea:

gi e = 0, este valor resulta iguel g1 qus da la analci&; (43).

23.- Flexifn sisple de barras de aje curvilineo.-~ Sea wna barra -

de aje wircular y seccidn rectsngular angosta y coastante, flexada

en el plano de curvalura por acceifn de los pares de fuerzss l, apl;l,i
cados en sus extremidades (figura 39). 5l momento filector es en ea—l
te casoc constanbe a todo 1o large del prisma y resulta natural su- |
poner Jue la aigtribucién de tensiones sea la misma en todas las -~ }
secciones traneversales de direccién radial; por lo tanto, se puede
eplicar la formula (38) para resolver el problema, Si llamanes b y |
a a los radios de las superficies limites convexa y céncava, respeg
tivamente, y consideramos el ancho de la seccidn transversal reetagl

gular iguzl & uno, las condiciones de contorno son

La eecusclin (1) significa que sobre lds bordes curvos que limitan
la barra no actiam fuerza normal alguna; la condicién (2) expresa
que lasg tengiones normaies en las extremidedes dan origen tan solo
al per de fuerszus M, y la relacién (3) indica qeeno hay fuerzas tan-
gencisles splicadas al contorno de 1a pieza. Utilizando la primera

de lag ecuacicmes (35), conjuntamente con las condiciones de limite

expresadas por las velacimmes (a), se llege a




(b)
La condicién (2) del grupo de férmulas (a) nos conduce a:

()

s = . P - e o > 2 § &
reenplazande la funcidn 3 por mae expresifm (38), encontrampos:

Por comparacifn de esta dltima con (b) es fdcil ver uue (e¢) gueda

setisfecha, y las fuerzes aplicedas a lag extrenidades puedsn redu-

par de¢ fuerzes ccn tal que las eondiclones axpresadas -~

3
-

cirss a un
por (b) queden sumplidas. Pars gue el par flector sea igual 2 ¥, es

necesario que ge cumpla la eeondiogidn

Ahora bian

o bien, reemplazande el valor de & que da la expresidm (38) se -

llegaxd a

Cen esta ecuaeién y las dog uefialadas com 1a letra (b} quedsn com-

pletansnte daterminadas scomstantes A, B, C, Hegrlvieninlas, se

tiesne

n las oxpresiones snteriores se ha introducido, para simplifioar,
el simbolo

(g)
Sustituyende loa valorves Ge las constantes Ay B y C que dan las forxr
malas (£f) en les expresiones de lss compeonentes Ge la tensidn (39)
regultas

(44)




(54)
setas PArmmliasg Ge la digbtribucidn de las tensiones, gue satisfacen
todag las cmdiciones de 1imite (a) pars la flexién simple, repre-
gentan 1a solucidn exscta del problema, em btal due la daistridbucidn
de esfuerzos normales en lag axtrenidades gen ls que expresa la se-

scuacifn dal grupoe (44). 9i las fumvyzas tue originam el par
flector I obelecen 8 olra dis
18y teansiones en Aichag extrecidsiss ;o serdén las qus dan -
las fetnalas (44) 3 pero, de ascuerdo con el principio de de 3aint-
Venant, las cifersncise son muy peyuefits y se pueden despreciar a
€uficiente distoncis de log exbremes, cual seris une del orden de -
1s alturs de la barra, por ejemplo.
kegults de interds précticn comiparar 1s solucifm cue dan las for-
ouizg (44) con lse gue pemerslmente se comgigna en los liuros de
recistencie de paterisles. 61 le alturs de la barre, b-a, es peque-
fin en comparacifn con el radin de su eje: (b + &) /2, se adopta -
gemeralmente ls digtribucifn de tensiones gue oorresponde a barras
de sje rectilineo, 5i la sltura de la barra no es peduefia, se susle
acsptar en la prictica que sus secciones trasversales permanecen -
planas durente la flexidn, de donde resulta que la distribucién de
las tensiones nomales en lug secciones trm sverssles sigue una
ley hiperbflica, ﬁn todog los cagos se puede representar los valores
maximes y mindmoe de la tensién por una expreaion de la forma
(h)

Lo tavla siguniente nee éa los valores numérigos del factor m oslou-

ledoe por los dos métodios elementales mencimadog, y por la £ormuia

axecta (44).

Velores del coefigiente m de 1s ecuscién (h)

s —

-

Ley lineal de | Ley hiperbdlica de

FICHT e T & i = 8 :

distribucifn | distribueiln de ten- | Solueidn exacta
d¢ tenpiones | gicnes, |

B

- 66,67 | 4= 72,98; ~ 61,27
6,000 & T7,725; 56
1,500 |+ 2,285; - 1,09

i
e v.-{-..‘.... e

- 4
'y

i e AN W A S T

Los valores consignedos en estza tabla indican cue la soluciin eles

mental basada en la hipdtesis de la conservacidn de las seccimmes




(55)

plenas despues de 1o deformaciin conduce a resultades muy 'amtoa.

£yenevira {£=1,d4 3)

6T 13 1% 15 16 17 18 19 20
Valores de5

ZoasMay, (1,079

Tensio

141 42 13 A& 15 N6 47 18 19 2.0
Valoresde Z g

rio,40

Veramosg mas &aelm‘ba que en 8l casc de la fisxifn gimple dicha
hipftesis se cumple en realided y que la discrepancia entre las —
selncinnes slewentsl y exacta proviena del hecliie de que en 1a pri-
mera me Gesprecis la compmmente de 1z tengisn y se acapta daue
las fibras longitudinsles de la varra flexade estan sujetas a exten
sifn o compresifn simples,

La primera de lss ecuacimes (44) nns Gilse que la tensim
es siempre posiiiva cmando la flexisn tiene el gentido que indlea
1z figura 39. La misma gonclusidn surge inmedistamente teniendo -
en cuents sl gentide de laec tenaiones que actian en los eloumn-
tos n - B, indicados en la figare 39. Las regultantes de los correg
ponéientes esfuerzos tangenciales som de direccidn radisl y tienden
a separar las fibras longitudineles y a provocar tensiones de trac-
cién en ese Girveccidn; éstas sumentan al sproximarse a la capa nen- 'I'
tva y slcenzen su méxime en preximidad de ls nmisme, Sste ndximo
es simmpre muchommener gue ( Jméx., Por ejemple, para b/a = 1,3
( Iméx. = 0,060 ( )méx.; para b/a = 2, ( Juéx.= 0,138 ( )méx.;
para b/a = 3, ( )méx, = 0,193 ( )max. La Pigurs 40, on la cual ge |
rapresenta graficaments la distribucifn de ¥ para b/a = 2,
nos hace ver la desviacifn gue con respecio al eje nsutro y hacia
el centwo de curvatura experimenta el punto en gue aparece la méxi-

ma tensifn, .




(56) |
24.~ Las eomponentes de la deformacifn expresadas en coordenadas

polares.~ Para estudiar los corrimientos eén cosrdersias polares, de= |

signemos por u y v las compmmentes de los trayectos, en las direc~
cloneg radisl y tengencisl, respectivamente. Si u es ol corrimien-
to radial cue sufre la cars ad del slamentn abed (figura 37), el
esrrizients radial de 1a cars bo gerd ¥s por lo tan-
to, el alargeniento especifico del slemento abed en Gdirsccidn del
rac*..ie, es

(45)
Debs ébmervarsa, con reopecto a 18 deformacifn en direscidn de la

tangente, que ella,depende ns golamente del gorrimiento v sino tane
biezn del que se produce en direecidn w»adial o sea u. Suponiends, -
por sjeuple cue los puntos 5 y 4 dal elsuento sbed (figura 37) ex-
perimenien an asle o1 mﬂiﬁi&n’to u, 81 arco al zlcanzard el valor |
|

(x4 u)d| y o deforpacifn en divsceifn do la taugente resultard, |

entonceg:

Los coprimientos de direceidn taungencial de las caras sb y od del
elemcnto abed Gifsrirém en ¥, correlztivamenie, lg deforma-
oién tumgencisl debida sl corrimienio v serd igusl a dv/rds. La de-

formacidén tangencial total es, pues:

(46)
Para determinar le distsrsién del elemento ccﬁsiderad_.e, sup ongamos

gea a'b'e'd! la posicidn del mispme dpgpues d2 1o vefwnacion (figu-

ra 41). Pl énpguls que formen las direccicges sd y a'c' a causs del |

garrimiente en direccidn radisl u =g igud = Feanalo= |

ganente, =l aagulo que formmm f_-x_'b' ¥ 8b eg igual a . ehe

noterse que tan solo 1a parts de este angulo sombreada en la figura |
contribuye a la deformacion transversal, ya due la otra parte, igual
a v/, representa el deslizamients angular dehids a la rotacifn del




(57)
elemento abed como cuerpo rigido alrededor del eje yue pasa por O.
Le variscifn total que experimenta el dngalo dab, o sea la distor-

sién, rssnltarﬁ, por lo tanto, |
| (47) |

' Les expresiones de la Ley de Hooke son para el caso, y en el =
supuesto de que ge trate de un estado pleno de tensifn, que entra-
fia la inexistencia de fatigas s de direccifn nomal al plano -

de 1z placa:z

(48)

Reemplazando en ellas las componentes de la deformacidén, dedas
por (45), (46) y (47), obtendmmos ecuacimes en nidmeros suficientes

para defterninar u y v.

25,~-Digtribueion simétrics ae :tati@g gorrisientos.- Si sustituimes

en la primera de las ecuagiomes (48) las ocompmentes de 1a tensidn

que dan las formulas (39) y. pueste que ybendvanos 3
La integracifn de esta ecuscién nos da:

(a)
en 1la cual £ ( ) es funclén de unicasente. De la segunda de las

scuscimes (48) cbienemos medisnte la formula (46):

de ouya integracidén resulta

(v)
en la cusl, £, {r) ez funcif de r solamente., S5i reemplazanos los

valores que dan las ecuacianes {a) y (b) en la ecuacidn (47) y te-

nenos presente que vale cers, desde gque lo es eno ntrares
mos
de la cual

{a)

Bn esta expresifn F, Hy K son comstantes que deben aer-detemina-

das om arregle a las cmdiciones que limlten la movilidad en la -



. (58)
barrs curve o enilloe. Heemplazando los valaras jue dan las scuacio-
nes {(¢) en (a) y (b) se cbtiense lss sigulentes expresimmes psra los

corrimientes:
(49)

] Leos valores de las mn'sta_ntaa Ay B y C varisn para cada caso partie |
cular. Sea, por ejampl.o,. el caso de la flexifn simple. 81 suvomemos |
rigidanente fijados el bariaeﬁtm de ia seceidn ‘ﬁransvez-aal adopta~
da coms origen para la mediciém para los éngalqs (figuara 39) y mn
elemento del radio ecorrespondiente, las condiciones de vinculo serin

(a)

8i llevemos estos valores a las expresiones (49) obtundfmos para
el chculo de las constantes de integracifm P, H y X las siguientes

ecuagioness:

De aqui se sigue que F = H = 0, y para el corrimiento v se obtiene

(50) |
Bgbo significa que el corrimiento de una esceifn transverssl cofn;iaﬁ-i
te en una traslecién, -K sem  , igual para todns sus puntos yhademﬁcg-;
un gire de su plano igual a 4B /5, efectuado alrededor del centd de !
curvaturs ¢ {figura 39). Como vemos, lus secciones tra sversales —
permanecen planas en el caso de la flexi’n simple, tal como se U~

pone conrxrientemente en la -teuria_ alemental de la floxidn de barras

:
CUuIvasg. ui

Obtenidas las expresimes (49) de los corrimientos, veamos el signi-

ficado de 1ls suposlcifn formulada en €1 22, cuando hicimos igual
2 eero la gemegtente B de lay enussiaes {(33) qus den 12 eclucim ge-
neral del caso de la distribucién simétrica de tensiones en una sec-
cifn amular completa, con 1a que llagsmos a una solucidn del proble-
ma de Lané, La contribucifn de B al corrimiento v, es el témino -




(59)

4Br /3, Bste términe no es wniforme, o sea que aimite mas de un va= |
lor, éesﬁa que sl | sumenta en 2 _,llegmos a8 un oigno punto des-
pues de der ui:a vuelta cempleta al anillo. Ahora bien, una oxprosi&i;
smultiforme psra un corriniento, edaisibls pera 25 pacyye de eormma |
circular, es figicamente absurdo en el caso de un anillo completo,
¥ por lo tanto se debe trmar B =0 en la golucién general (39).
Bl anillo completo o corma circular es un ejemplo de un cuerpo I
o campo multiplmente eémaxa, ya gue puede ser cortado en diversos |
1ugms_irmméalmte gin que quefe dividido en dog partes. Al = |
determinar las tonsismes en cuerpos de ese genero, llegamos gemeral
mente a la conclusifn de que las condiciones de limite referantes

a las 2atigas no basgtan para establecer la distriducifm de tensio-

nes y por lo tanto deben tomarse en cuenta ecuaciones adicimales - |

que
que expresen laz condiciones pars/el valor de los corrimientos sea

dnice (véase 35). _
?odenos explicar el significado fisico de las soluciones multi-
formes considaranio las tensiones inclales posibles en un cuerso -

plurglmente conexn. Si1 mediante dosm cortes gue sigan seccioues ra—

disles sdyscentes retirames wn ~aoter dal smille (figara 42) y wni- |

mos luego log bordes por soldadura u otro medio , |
se ontienme un anilio con tensiones iniciales, lo |

gue qulere decir que sin la presencia de fuerzas 5

exteriores existen esfuersos en el anilie, 51 | D]
a5 ol fmgule en o1 centro, MUy podusfio, aue Torman la|a ssccifmes -~
radiales de cortey gara reuwnir iss extrenmidadss planas del saille
serd mgeaario roalizay un corrimientos tangenolal

(e)
Tl nipgmo corrimiento, obtenide para ol valor = 2 ~ en la scua—

cifn (50}, mera:

(£)
liag dos expresiones anteriores nos persiten obtener:
La congtante B que figurs en el término multiforme de la :t'é:'(.gtila -
(50) tiene shors un valnr'aeﬂn%.do, que dapendez_.-'a de los mediog -

@@ se haya empleado para wrewogar @t o1 snille loz *emcioves ini-




(65) |
ciales. Reemplasando (g) en las ecuamgimes {(£) del 23, ~biendre- i'
mos ls expresifm -qug gorregponde al :_a-rmntc flector qﬁe es necess- |
ris intrefuciy psra volver s uniy las extremidades del anillo de
1a figura 42, a saber: |

_ (n)
Cenociendin e momenio zlaafber,. las tensiones inbilaslies ea 2l anillo
se pusde caleular ubtilizanio la souacifn (44), gue corvesponde a =
1a flexifn simplo. '

préctica. 81 el espesor del disges es pequefio en relscifn con su Ta-

din , oo polré dosecher la veriasciin de las tensliones rediales y - |
snulaves, &e punto s punte del espesor, ¥ €1 pmblena adumite em:hen-)
ces ungholucifn £4cil. Bn el cusn de un egesor constante se puede
aplicexr la scuzeifn ,(35)- ¥s desprecianie el peso del disco, solamen
te seria necesario considerer come fuerss mésica la fiersa Ge iner-
eis, 51 designames con = la mesa especifica del material del disea;
y con . 1la velocidad sngular del ousrpo, R 2 |
(=) |
y entonces la ecuszcisn (36) tems la forma
(2)
Zota aguseildn gquedaré satisfechs sl deduciumss lus o zponantes dal
asfuerzo, de una funcidn de tensidm, 7, dal sigulente modo:
, (e)

Paxa &l gaso en quo sxlsta plmetria, lag coapmentes de la defoxmae

eifm, de souerds con las ecuaciones {45) y (48), serdn

21 tudnande @ sntre estas ecusciones, se llegs a

{a)
Utilizando las expresiones (48) de las casponentes de la deforma~
@idn eldsticn en fTunoifn de los esfuerszns, ¥y las ecuaciones (e),
ge demuesira que la funcifn de tensifn F deberd satisfacer a la ai-
gulente escuseifn

(o)

Ze verifice por sustituecidn gque 1lu solucifa geaerui i2 weta coua~




¢ifn es: .

(61) I
(£) 1

y medianie lzg scusdienss {e) ze 1lega n

(g)

Las constantes de integreecifn C y cl se determinan mediante las -~ |
gondi cicnes de limite, S i

51 se trats de ma disco lleno debemossponer Gy = C, pues de otra |
manera las tensimmes dadas por las formulas (g) serian de valor ine
finito en el centre, %n cuanio a la constante U,se determimm tenien
do en cuenta ls condieidn yue correspondse a la periferia del diaoo‘
(r = b). 51 en dsta no existen fuerszas aplicadas tendremos,

y de agui

Les componentes de 1la tensifn resultun de las {dmwalas (g):

(53) |

Lea tensismes slcamzan su maximo en el centro del disco; alli valen:

1
!
I
f

: (52) |
Cusnde a1 digsco tiens wn agajers cirenler de raiin a en su centro

: |
las congfantes de integracifm de las scunciemes (g) se obtienen te-
niando an cuents lag conflicimes do limite que cnyresponden a los '
bordes interns y externo. 51 no obra fuerza exterior adlguna en ellm;

ge tendrd

! (n)
de dende resulta
Por sustitucién en las ecuaciones (g),
(53)
La tengién redial mdxine pe obtiene para r = ab', Gonde
(54)




(62)
La mdxing tensidn sesun la tangente correspende al borde interno
del digce, y vala

(5%)

Como puede verse, este valor de la tensidn es mayor que ( )méx.
81 el radio a del asgujero ciraular disminpgye tendlendo a cero, la
tensidn mixima de direccifn tangencial tiende a wn valor doble del
que corresponde a un diéeo 1leno (52), 1o gque significa que las -
tensiones miximes se duplican al practicsr un pedueiio agujero cix-
oular en el centro de un disco giratorio. Hds adslunte ( 28) se
emsiders este fendmeno, llamalo de cmcentracifn (o acwiulacifn)
do tenpiomes de tensienes en correspomdencia de mn orifiecio,

Bl métode de edloule que hemosn dasarrolladn pevrs el casy de 18
discos de egpesor constante puede axtenderss tamblien a los discos
de espesoy variable, en el supunesto de 4ue ne haya variacifn de -
tensiones en tode su gresor. 5i nm@ns- h al esgasor del disco,
variable con el radie r, la scuacifm de equilibrio de undlemento -
come el que estd representado en 1s figura 37 serd

(&)
Bata ecuscifn queda satisfecha hacienio

donde ¥ es nuevazente una funcifn de tensifn.

Si sustituimos estas expresiones de las tensiomes en la ecuacifn
de coempatibilided (4), llegeremos a la siguiente ecuacifs para la
funcidn de tensicm Fs

71 provliesa de determinar ls yeparticién de las fatizas ém wn disco
de egpesor varisble, gueda zei reducido a la solucidn de 18 ecus-
51&1 (i). Bn o1 vaso pariiculsr en ol cusl 1a variaoifn del eqmsor:
eotd Toprasentuda por la ecuacifn |
(n)

en 1z gue C es ung coangtante y n un mimero cusiquisra, la intagra-
cifn de 1a ecuacifn (1) puede hacerge fecilmente. La solucifn gena~

rsl tiene la faruze

en la cuasl




(e3) |
en tento que & y  son lag ralcnn fe la etuacife da asgunio gra~
o | |
¥y las cenli dades A y B, las oonstantes de integracifn que se -
deternin@e  nediimnte las condiciones
de contomo.

Los casos regles de discos girato- F
ries de diversas formas pueden ser re- ‘
- pueltos con suficiente gproximseifnm 431
vidimndelos sn parte ¥y tratandn de ajug

tor & ceda wna ds llas wa curva del 3

po (m). _ ' s % Fic. A3

Diversos sutores que hen estudiade el caso del disco einice,
caleulan dividendolos en partes y considerando a cads waa de -
eliss como un disco de espesnr uniforne.
27s=Flexién de uns ménsula curva, cargada en eu sxtrema 1ibre.-

'ir_gtaremoa en primer lugar un caso sencillo: el da.ma barra -~

de seccidn rectangular angosta y directriz cirszlar,sm:shraca

en su extrenmidad inferior y flexada por la accién de una fuerza
P que se splica en direccifn del rﬁdio corregspmdiente & su ba- |
se libre, superior (figura 43). T1 momento flextor en una sec—

¢ifn trangversal ma es proporcionsl a sen | y, de acusrde osn - |
la feocria elecentul de la flexifn de barrss curvas, la tensifn I.
noreal es propereiconal al sements flector, de manera gue si |
ecto es vdlido tsubien pars is sgolucién exects, suwposizife que |
los vesultakos Justificen, la segunda de lag ecuacimes (34) - |
nos pernlte sstablecer que la funcifn do ténaeifn 4 que satisfa-
ce a 1s ecuacisn :

(a)

deberd ser proporclonsl a sen . Hacienio entonces,
‘#=2 (r) sen |, (b)
y suptituyendo en lu ecuscidn (u), encontramos gue £ (r) debe

sebinfacer s la cigulente ecusci’n difersncial ordinarias |i
1

iista ecusciin pusde ser tremsformaia en una ecuacidn uitn‘enoiali

iineal con coeficientes constantes (véase 22) y sa soiucisn

general es:

(&) ﬁ[




(64) |
en 1a cual 4, B, C y D son constantes de integra_\cién que se deter- |

minan de acuerdo con las gendiciemea €o oyntomo, Hi sastituvimes -
en la ecuacifén (b) la solucidn dada por la exyresiim (d) y utiliza-
mos las férnulas generales (34) llegaremos a las siguientas expra- |

siones de las componentes de la tensidn:
(56) |

Se ha cupuesto que los boxdes exterior e interior de la harra cur-
vada (figura 43) estan libres de fuersas exteriores, y tal condi-

cifn exige: .
= =0, para Y= a Yy r=b,

0 se&, que ds acuerdo can-las ecuaclimes (56),

(e)

Con arreglo a la ultima gondicidn, la suma de los esfuerzos tangen~

¢lales digtribuicdos en ls base libre de la barra equilibran a la -
fuerza P, Conzideranic el aancho de la saccidn trangversal igual a
unos = 0 blen 4 P como gavrgs por wnidad de espasor éa la placa -

obtandremog para | = O3

© biam
(£}
De lae sousciones (e) y (£) resulta
(&)
en las cusales
Justituyendo en las ecuaciones {56) los valores de las constantes
de integracifn dades en (g), se llega & lu~ axorasimes de las com-

penentes de la Sensidn. Para lo extremidad guperior de la barra,
. = 0, encentramos |

(h)




(€5)
Pera la extrenided inferior, = /2,

(i)
Las sxpresionas (56) -amstituyén ia sclucifn exacte del prbleme -
uwnicavente pars el caae en que la digtribvucifn de esfuerzes en lus
extrenidsdes de 1z borra curva ses 1a Gue expresaz las mcimea '
(h) ¥y (k). Gnalesqn era otras disbrivucicnes nmmm on igs ve
cindedes de los extremos unas bensimes dleferentes de las que nos
da la solucién (56); pero de conformidad com el principio de de -
gaint-Venent, dicha solucién tendrd velides e cierta distancia. Los
edlemlon derusstran Gue ls teoria siuplificeda, aue se basa en el
mmm dée 18 conservacida de laa seoclones planas dwrants la i’le- |
zifn, e ami taublen mmzltaaaﬂ satigfactorios.
Lia figure 44 susstra le digtribucion de las tensicnes tangsnciales
2 Lo isrge de la seccifn transverssl | = O para los casos b= 3a
2a y Y,3a, ¥Tn enta gréfiea las .ahaaiéaa representan las distancias
al-bords interiow (¥ = a), meiidas megwn un radins y las cxdensias |
los ereficientes que es necensario aplicar a la tensif madia de gor
te P/(b-a) para obtener la tensidn de corte corrsspmmdiente sl punto
eonsideradeo. Bl valor 1,5 de ese faoctm nos de 1a tensidn tangencial
mixima calculada de acuerdo con uns distriduoidn parabélica, para -
viges reotilineas e sscoifm ractangnlse. ?&a@lﬁiﬁ%ﬂiﬂ la figura,
la distribucidn de lag tensisnes de corte se aproxiza & 1a ley pars-
bileliea cusndo 1a aiturs de 18 2¢ccidn drsnasversal es pegusfia, Tn e_gi
tructuras d¢ argos ¥ bivedas-de proporeimeg usuales, pusie aﬂap'kar-
s2 cono suficientemente exscta la distribucifn psrabélisa de lag -
tensimes tangenclales que correspmmde a las barras ractilineas de
seneién rackengnlar,
Sengideranos ahars los anr"tmiﬂn ton dua proveca lo fuerza 2 (fie- |
gura 43)s Tmploands las scuacimes (45) a (48) y wa‘ﬁit:-zyqndo en -
slias len valorss de lag cmpmaa.'*‘te.; de 12 Sensgidn dados por lss - |

axgresimes (56), encentrauos

r(b=al

1674

1566
1509
1,590

|
| |
AT
0244(b-a) |

£ 0331(b-a) -~ - -
: o‘&,ss(b-a} ----------J
_____ """’<5”(b"ll-1)""“""I"';_"'L‘

Kx




(68)

()

Por irimgracién ds la primers de estas ecusciones llegemas &

(m)
donde £ { ) es una funcidén de | ¥nicanente. 5i en 1z sepwmda de las
ecusciones (1) weomplazamos ol valor de » que nos da (1), asi come

8L dia e intepramng, ilegarsmos as

(n)
en 1a cuai, ¥{r) ea ma funcidn de r dnicanente., “udituyendo ahora
(m) ¥ (n) an 1a tsresra de las gcudeimas (1), obtendramns la sous=
aifn

Ssta ecuacidn cueda satigfacha pmiandé

{2)
en las casles H, & y & son constanies arbitrarize qan deben deter-~
minarge ds conformidad con las ecuacioness que iz:terpretezi lag oone
diclones e vinculo, |
e lag ecusciepes (m) ¥y {(n) rssultan, pues, »ars las compenentes

de log corrimientogs

(a)

Bl cordimientd de 1la base 1libre (superinr) de la barrs en la direc-
cifn del rodio, se obtiene reemplasando | por O en la expresiin que |
d4 ls gomponente w, con lo cual

{r)

2er 1o que ressecta a la comgtante L, su valor results de ls camdi-

eifn correspondiente al ewpoiramleats (iiguea 43). Bava = /2 teng

B



{(67)

= O, ¥ por 1o Tanbs rasulta de la segunda de las

(s)
Finglmente y feniende en cuenta la relacifm (g) se ovbiene como -

flechs de flexién pars la Luss lisre:

(57)
aielmnte ge dsn elgunss aplicacioneg 4 esta formals Jusgnco

b tiende 2l valor a ¥, en consecuencila, la alturas de iz barra cur-
Ve, h= D -« &, o5 padueiia an c:nz:pérazzi 4 O poaramns uuar ia

gxprenifn.

Recuplanando en (57) y desprscianio Linp térainocg de grajio saperior
al tevaero, ovtendremos
Formula concerdante eon 1a
30
uneifn de tension & la forma
2 () soe 3, :

forma andlega, ge obtiene |

dg une fQWosLu var h.‘.u#i ¥ &

.,ar-.-:.;.‘:}.

por el pax \ By . .81 valor de ieosg agfusrzos ?I'!‘\du—
citos por una £fnerza vertical agplicada g la extrenidad lihre de la
pieza. 51 obxa en esta une fuersa de dixeccidn obliecus, la solucidn
gz obllene utilizando las que comresponden @ wia carha vertical y
otra horizemtsl, por aplicacidn del pringipio de suparposicidn.

in lo gque aabocede se ha supuesio siewpre que lag ecusciones (e)
Guedan setizdechas ¥ que los boxdes oilindricos de 1a barra no sse

o o o s . « Aae |l TR I T T
visd f.ﬁa.:l‘!u"v.{ o .}u(a @eaolLom \Lﬁ LuSraa {.t.—‘.\‘:ui-l{i.

.
J

ge adonta para lag
exprefanes (e) volores diferenies de gero resulia el CHB0 25 GUE -

sobrs log bordes cuvilineos se distribuyen J_'u.erzas nomales y taos

genciaies proporcionales & sen ¥y c6s ., Mediante la combinscién

. 4e les respectivae solucimnes com l8a gue ge han obtenido para la

Tlexidn simple y le flexién produecida pnr wna fuersza aplicada en




(8d)
ma geccién terminal, nos podemos aproximar a las condicionas de
cargsa que corresponde a una boveda cubierta de arena o de tierra,

28.~mfluencia de orificios circuiares sobre ls reparticiin de es-

e e L T -

Sea una placa sometids 2 traccifn wnifor-

fusrzos en
T T T R -

pe de magnitud S y de direceidn x (figurs 45). Si se wactica mn -

pequefio agujers circular em el centro de la plsea, la distribueién

o
¢# las tensiones en lao-vecindad del tsladro mara alterada; pero,

acuerdo een el prineinin de de Jaint-Venant, 1a modificaciin ase
r5 degprecinble en aquellos lugares cuyss distancias sean grandes
comparadas gen el radio a del orifici

Considiereuos, pues, la zona de la placa limitada por una cirewn

ferencia concéntrica del orificio y cuyo radis, b, sea grande,com-

Iny

Fi.45.
paradio eon a8, Las tengiones a la digtancia b s2rin resimeante lasg -
que en la plaea sin orificle nrigins el estain de carga supuesto y,

por lo Yanto, esbarim dalss por

(a)

Lstos esiverzosg, al achtuar on la periferia del anillo de radio
exterior ¥y = b ¢ interior r = a, provocarin en su interisr tensin-

nes ¢ve podemos considerar compusstas de dos partes. La primera se

deba a la componsnbe condgfsnte, 1/28, de las fuerzas norasles, y =-

las teasiones gue produce puaden calculerse por medios de las ecua-

~ -

ciones (41), . 22. La ofra parte se cospone 4e laz fusraas .omasales

1/23 cos 2 | y lae fuerzac de corte -1/285 sen 2 , y engendra oge-

o

»

fuerzng que pueden ger deducides ds una funcifn de tensifn de la fox

la 3
8 =2 (r) cos 2 (b)

“ugbituida ésta en la ecusciim de compatibilicad




siguiente scugeidn diferancisl ordinaria:

E=1

euya intagral

La funeifn de tengi esulta entonces:

(a)

¥ ias corregpondisntss QompAmanisas del agfmerso garan, a8 acuerdo

con las ecuscianes (34):

Las cengtentes da integrzcifm deberdn deoterminarse on este cagn con

=

exterinres, ®sac emdiciones nos dardn por resul-

teds les expresiomes piguien

de a/b = 0, lo que sgig
axbensa, obtandrenos:

(e)

{d) estos valorss de las constantes,

estan nrfiginadas por 1la traccisn uwnifor-

"y Calculallae caéu arreglo a las ecua—

Lns valores 86 aproximan = los que dan la:




cuandc ¥ eg muy grandas

Bn el emiorno del orificio, » = 8, ¥ ent qaced, |

Gomo puede verse, e méxime pare .= /2 0 = 3 /2, este
e, on las exiremidades m y n del didmetro perpendicular a la direc- '_
cifn de 1a fuerza de traccifn (fisuvs 45). ™ astos punios, |
‘= 38, volor méximo de 1la tensifn de traccifn, que equivale, segin
se ve, sl triple de la tencifn uniforme zplicada a las extremidades
de la plécae. :

Para los puntos.p y 4, siendo J jgual a ° y a0, reapeetivm-
te, econtramoss: |

_ i
o 1o gue .as lo misso, en estos punbtos existe una tenasisd de compre—
sifn de diresciim tangencial, \

?ara la seccifn transversal de la placa wue pasa por el cantro,
del agujero circular y es perpmﬁicular al eje de las x,{ =7 /2,

y en ese caso las ecuaciones (58) nos dans

21 efscto dal asgujero es, evidentenmte, de caraclter mmy localizado
v 1la tensifn tiende muy rapidaneonte al vainr S, con el suments |
de r. “n 1a figura 45 la distribucifn de sstas tensiones eé‘té indi~ ‘
cada por el rayedo. ¥l caracter loculizaiun de las tenslones que g8
origzinan alrededor dal orifico justifics ls apliecscidn de 1;1' golu~
cifn (e), deducida pars una placa infinitamente exiensa, al casc de |
una de sneho Tinite, 8i el esncho de 14 placa no baja de cuatro veces
el didmetre dal agujerns; @i ér:.-ér que resulia dz aplicar las férmu- |
lag (58) sl cdlculs de ( Jmax. no sxcede de 6 por cients.

La considerable cancentracidn de tensiones en el contorns de un
agujero circuiar fiene gran importancia p;‘éctioa. Bl casn de lasg =

sherturas practicadas en los puentesg de 1og barcos puede citarse -




(715
gomo ejemple, pues gn presencia da origen a altsg aaneenfraeieﬁea -
de las tensiones de traccifn o coppresifin que experimenta el puen-
e cuando 9l csaeco Frabaja a la f£laxifn; las olas al chocar repsti-
daments, originen eielos de tensicnses que yueden determinar, em los
lugares ITuertemenbte solicitudes, grietas de las llamsdas de fatiga.
3i @s quisre sliminar las tensiomes olevadas en el contorno del agu=—
jero, se lo pusde reforzar con un taldn.

G.B, Jeffery ha estudiado el caso en que exisbta un agujero circu=- :
ler en prozisidad del berde limitente de una nluca plana semiindefi-
nida sujeta s una traccicn {ﬁgﬁra 46), bi designauos gon S ia trac-
cifn uniforme paralela al horde rectilineo éella Jlaca, con d a la
cigtancia a dicho borde del centro del agujere, ¥y con ¥ al raiio de
édote, los valores ds l1a tenaic’:n' méxima en n, asi como las que correg
ponden & los ptm:!ms ny py para diverasas ralaciones gl/r estan consig

nados en 1z siguiente fabla,

a
Puntos _ g 08
1,34 1454 1,81 2,15; 2,58] 3,11
n | ~1,968 | -0,8955| ~0,2693 | ©,1345] 0,4058| 0,5918
P 3,278 3,208 3,158 3,128 | 3,098 | 3,078

Como puade NLEETVETEO, & medida qus sumenta la digltanoia del agujero

el borde rscetilineo de 1ls plseca, les tensgiones en los ,{mntos nyp

ee aprbximen al valer 38, oune corveaponde sl caso €e un agujero muy

distante de sus bordes, segun ya vimos.

%1l caso do unapresidn normal uniforme, p;, sobre el contorno del

orificieo constituye un problema de intexds practice, el cual ha si-

do tambien esbudiado por G.B. Jeffery. Su solucién permite hallar -

los tenpiones que se producen en 1la vecindad de un sgujero para re-

reche sl introducir bajo presidn el robldn, en estado plastico por

zeciten dol calor. 9i el agujero estd lajos del borde rectilineo, la

tensifn en saneentorns resulta, con arvegln a las ecuacimmes (42)

{ .22):



] |y
{72} LL
Cusndo o) taladrns estd prdximoe 2l boxde rectilineo, las tensiones a}i

tangenoisles dejan de ser constantes en el contornoudel agujero, y |

su veloy méxime, en los punios k y 1, estd dado por ls fommba
(55) il

 tenzifm de traccifm yue sa pro-

pod
W

Cemparemos este valorreon el ds
duce en el punto m del borde de 1ls placa y yue eghid dado por la ~
foruula i

(60)
Psra d = r‘f§?~ 1zs dng exuoresioneg den o1 misme valory, 51 d 7 r“fi:

1a tensidn méxime s preduce an el borde és8l agujero, y 8i es umeuor,

la tonsidn ndxina correspoonda gl punto m, |

1 m

R, G, J. Howland ha sstudiade el caso de ! ‘
( é?r i —

Fic. 47,

vn agujers cirecular practicado en el aje

gt

da aimetria de wma placa ds angho £inito
(fipura 47). Para 2r = 1/28, por ajemplo . : ‘
diche aubor encantrd = 4,35 or1 el punto n y = 9,753 en el !l
panto n, 1
 Una vez conogida la solucidn (d)oorrespondisnte a la traccifn o i
comprecifn pmoaxilss, se puaie obtener facilmente la solucidn del
caso en que sctien fusrzas s{multanamenta gn dos diracciones par-
pendiculares. Para ello, se procede por superposicifm. 51 se trata, |
por ejemplo, de tensiones de traceidm iguales a S aplicadas en dos |
direccisnes nermales, se encuenira en el contorno del agujero una -
tensifn pozitiva = 23 (2 26, p.B82).

Si ge cembinsg una trageidn § e ia fivee- |

eifn x (figura 48) con una compresifn -5 | :_ e i
en 1as direccifm y, rosulta un caso de resg “ Al G S T AR
balaniento simple; lag ecuacimes (58) = | 2 o -
nns dan para el caso los valores ds las - J ‘E{ R ) o T
fatigas anvlares en los hordes del aguje- ‘ i

Y0, a gabexr:

™ los puntos n ¥y u, osto es, para ,=7/2 6 || = 37/2, vesulta =4%.

My ym, 0sea, para =06 | =7, se tiene = - 438, Por le

tentoy en wma placs de dimensiones congiderubles sujeta a desgarva~

niecto simple, la maxims tensida de Ulreccidn tengencial en los bor-




(73)
des 4el orificio os el cuadruple de la tengim de reghalamisnto -~
gimple aplicada a 1la placa,

#1 mdtodo que se ha desarrollais an 1o due antecede para calou—
gue se originsn en torno a un pequefio orificio -
splicar tambien cuando 1a placa esta sujeta a una

flexifn siwple. Por meiio de un exténsimetro muy sensible, E. Preuass
na podido comprobar experimentalmente la teoria, yatambien puede -
afectuarse su comprobacifn por métofos opticos utilizando modelos -

trensperentes y 1uz polariznda, &, Websr, por ga parte, ha inves-
tigedo el caso de una placa con dos perforaciones circulares iguales
y ¥, Dedowsky ha trataﬁﬁ/ﬂe una hilera de sgujeros circulares. El
caso dé una placs de extensicn indsfinida con un orificio ciremnlar
a cuye céntorne se aplicen fuerzss exteriores ha eido estudiado por
¥, G. Bickley, en tantoc que G. Kolosoff, C.E. Inglis y T. P8schl se
hen ccupsdo en ls scluveidn del caso en Gue el a2gujers es sliptieo.
54 uno de sus ejes principales coincide con 1z direccién del esfuer-
zo S5, on las extremidades del eje del oricin perpendicular al pring-
ro, el valor de 1s tensién eshé dado por

(61)

en la cual 28 es el eje de la elipse de direccim psroendicular a

la tensifn y 2b, el otro eje (vézse 50). §i a = b, sl resultado oh-
tenido corresponde 8l caso del agujero cireular. 51 & supara nuche
a b, la maxina tensidn en 2l borde del agajewn elinxfico rasulta muy
grande. Un agujere muy angosto cuya dimension pred oninte sea parpen
diculer = la direccifn de la temsifn, provocz mna alia gongentragion
de tensiones, 1o uue explies por que las gristas perpendioularaes a
la direceifm de las fuersas aplicadas tiendsn a extenderse. La pro-
pagacifn de las grietas pusde ser detenida madiante taladras practi-
cados en sus extremidsdes, porque asi se elimina la prmunciada our-
vatura que origina la concentracidn de log esfuerzos.

29,~ Fuorze congontrads on un punto del borde rechilinee.,r Fetudle-

mos ahorg ol caso de una uersa concentrada P, aplicade normalmente

¥

sobre el borde plano horisental AS (fig. 492) de una placa plana spe-

miindefinida y (ue, cmme se indice en la f£ig, 49 b, se supmme distri

buida uniforwemente en su espesor, Se consid egte igual a uno,




de manera gue P resulia 1a cargs por unidad de egpesor.

Se crigina en ectag condiciones una Gistribucifn de tensimes =
que,; por gus ears-xctax;istieas, recite el uoubre de digtribucion ra-
Glal simple. Bn un elemento ¢, que dlgta ¥ del punto de aplicacifn
de la fusrza, sctis un gsfuerzo de compresifn siwple de direcsidn
reaial ¢ intensidad |

(62)

¥n cuanto a la tensién de direccidn tangencial v la tensidn de
desgarrasiento s Son eneéegte casﬁ. nulas,

Se ve facilwmente que estos valores de las componsntes de la tens
sifn satiefacen @ las acuacioman de sauilibwia (33) 7§ 21| ; tambien
Guedan satlisfechas las condlciones de limile porqus 4 : son
nulas a 1o largo del borde ractilinen de lachapa, cue estd libre
de fuerzas exteriorss. Bn al punto de aplicacifn de la fuersza (r =
0), | aleanza wn valor infinite. La resultante de las fusrzas que
getdan sobre wna superficie cilindrica de radion f dgbe squilibrar

Fle. 49.

8 la fuerza P (figura 49b) y se obtiene por integracidn de las com—

pmentss verticales slamantales, cog !y due obran sohra ca-
da elemento, i, de la superficie, Prenediends da agha manara, en-

contt ramos

fara probar que la expresion (62) constituye la snlucién exacta

del pwblema, debamos hacer intervenir tambien la scuscidn de compa-
tibilided (35). Dicha eolucifn ge deduce de la funcidn de tengidn
(a)

cemo puede verifiserse o cmbinuseidn, utilizando las ecuaciones (34)

(621)

(74) w



(78)
gne, comp ge ve, coincide emm Lasolucifn (62)., Se pusde comprobar

facilmente cue la ecuacién (35) queda satisfechs,llewand» a eila la

funcidn (&), asi que ésba represenia afacta.gmneﬁte la funcidn de -
taﬁei&n correcta y, asimismo, las ecuscionss (62') dan la verdadera %x
reparticién de las tensiones.

81 se eomsidera uns cireunfereuncis e difmeTro cualgiera &, cuye
gentro asté sobre el eje de las x ¥ sea tangente sl eje de las y en
el punto 0 (figura 49a), se vari;tiéaré, cualquiera sea el punto con=

siderado, 4 eos j= r. Por lo tanto, de acuewio con la ecuscidn (62),

o ges, que la tensidn es la misua en todoas los puntos de esa curva,
gen excepcidn del punbo ©, de aplicacifn de la fuorza.

Tn wn punte cualquiers, ¥, de un plan~ horizontal mm a la digtan-
cia a del hér&e de la placa, las somprmentes normal y tangencial de.
1la tensién se caleculen pariience del valor de 1la ccouwpraszidan simple

en 1a direccidr radial. Tendremos asi (figura 49a), I

(63} i

Fn la figura 50 so repressnta graficamente ls distridbucida de las
tencionas ¥ g lo largo del plano horizoaial. @M.

Tn el puntoe de aplicacidn de la carga, teoricamente, la tensidn
ez infinitapente grande, yz que ze trata de wana fuerza de valor in-
finito cuve sotuzs en wn 51‘9& infinitamente pegweiia. 2n lia prdcties,
ge praduee un fanomene de flujo pléstice de cierta magnitud en el -
entorno del punte de aplicacidn, de manera que la carga Béene a re- |
partirse en un area de extansidn finita, 91 imaszinamos fue 1la por-
eidn de material gue experimenta el fenomeno deo la fluidezs ea3 sapa-
rado de 1la placa medisnte wna paquefia perforacifm cilindrica (fLigura
49b ), las acuaciones de la elasticidad podrdn aplicarss a la porcidn
regtante do 1a placa,

En el caso de wna fuerza P aplicada tangencizlmehte al borde rec—



(76)
tilineo de una placa plana gexiinfinita (figura 51), ouada llegarse

a unasolucién andlega. Las componentes de la tensién para este caso

FIG_SO.
pe deducen de la misma ecuacifn (62') y solo es necesario tomar como

eje polar la recta de accidn de la fuerza, como se Ve en la figura.

¢aloulsndo la resultante de las fuerszas que actdan en una m perficie

Fle.52,

eilindrica, que en la figura se indica por linea cortada, tendremos:

Beta resultante esguilibra a la fuerza exterior P, y como las compo-
nentes y de 1a tensidn en el borde plano son nulas, resul-
ta gue 18 solucifn (62') satisface las condicimnes Ge borde,

Cusndoe se trata de fuerzas oblicuas el problema se resuelve por -
superposicifn, aplicando las solucicnes que corresponden & las fuer-

P i3
zag vertieal y horizontal concentradas. : . Tm

La tensién de direceifn radial en cusal=-
quier punto ¢ (figura 52), se obtiene -
partiendo de las ecuaciones (62'). Des-
componiendo la fuerza P, que forma el -

éngulo & con la vertieal, en sus compo-

nentes P cns a y P sen &, vertical y ho
rizontal respectivamente, resultard de

acuerdo con la mencionada ecuacidn:




(7).
(64) |

1a ecuacién (62') puede, por 1o tanto, utilizarse cualquiera sea -
la direccidn de la fuerza, siempre que en cada caso se tome como eje |
polar la recta de wecifm de la fuerza. | i

Una vez émmi&a 1s ley de disgbribucisn de las tensiones, los co-
rrinientos correspondientes se deteraninan por el procedimiento co-
rriente, aplicanio las ecuaciones (45) a (47) (5 247.

Para una fuerza perpendicular al borde plano de la placa (figura
49), tendremos

{e)

Por integraciom, de la primers de estas ecuaciones se ohtiene:
' (a)
en 1a cusl £ () es una funcidn de | unicamente. Sustituyendo en la |
segunda de las ecuaciones (o) ¢ integrande, resulta : i
(e) |
en la cual F (r) es funcidn de r solamente, Reemplazando en la ter-
cera ecuacifn del grupo (¢) log valores de R y de v obtenidos en -
(d) y (e), se llega a
(£)
n estas expresiones, A, By C son constantes de integraciim que de-
ben determinarse won arreglo a las condiciones de vinculo de la pie- !
za., Reemplazando en las ecuacienes (d) y (e), tendremos para los co-

rrimientos:

(g)

Supongamds que, como condiciin de vinculo de la placa de la figura

49, se verifica que los puntos gtuados en el ejs X no admiten corri-
miento lateral, esto es, que para ' = 0, v = 0, con 1o cual la segun
da de las ecuaciones (g) nogda A = 0 y C = 03 mediante egtos valores

de lag constantes de integracidn, el corrimiento vertical de losg =



punios del eje x resulta, entmces,

Pars determinar la constente B, vamos a suponer due un punto del eje
x que diste & del origen, no puede moverse verticalmente. n la e-

cuacitn (h) se tendra r = 4, y luego:

Cenocidas todas 1as constantes de integracion, las ecuaciones (g)
permitirén caloular el trayecto de cualquier punto de 1la placas semi-
infinita,

8i, per ejemplo, quisierzmos conocer los eorrimisntos que experimen
tan leos punies del borde de la placa, tendriamos: sare galcular los
corrimientos horizentales, la primera de las ecusciones (g) nos da
oon || = X/2:

(67)
fsta nos dice gue todos los puntos del boxde rectilineo experimentan
igusles corrimientes, dirigidos hacila el origen, lo cual puede sger
considerado fisicamente factible, ya que =—como se recordara- hemos
gupuesto haber suprimido la parte de naterial limitada por una su-
perficie cilindrica de radio peduefio en torno al punto de aplicacidn
de P (figura 49b), & la cual no son aplicables las ecuaciones de la
elastigided, Pn realidad, esa porcion de material experimenta una -

deformacidn pldstica, que permite los corrimientos (67) a lo largo
del canto rectilinee. Bn cuants a los corrimiento verticales que co-
rresponden al borde rectilineo, se ecaleulan aplicando la segunda de
las ecusciicnes (g). E1 trayecto hacia abajo a una distancia r del
origen se obtiene racnrdanin Gue V ss pasitive gl ¢l mnvimimto se

efectus en ol sentido dsl crecimiento de los dngulos [}y que la de-

formacidn eas simétrica vespecto al eje de las X. De esa manera, ob-

tendremoss:
(68)
aplicada al origen, esfa ecuacidn da para el corrimiento un valor
infinitanente grande; perc puede obviarse esta dificultad si supone-
mos, como entes, que una porcidcn del materisl que circunda al punte
de aplicacidn de la carga es separada cortando segun una superficie

cilindrice de vadio pequefio. rara obtros puntos del borde, al aplicar
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12 scusciim (68) resulten pars los trayectos, valores finitos,
30.=Cas0 general de cersa normal al bords vectilineo de una placa.-
8i supomenmos gue las ordenadas de las curvas de ia figura 50 ( 29)
son lom valores de las tensicnes ariginadas 90::' wa fuerzs unitaria
por ejemplo, 1 kgs., dichas curvas serdin lss lineas de influencia -
de las tensiemes o sea yue la tengidn soriginadas por -
la fuerszae de intengidad P en un punto H del playio mn, go cbtiene -
meltiplicando por P la ordenada HK.

i sobre el boxde horizontal, AB, de la placa semiinfinita que -
considoramos, actian varisn fumctus vebileslnd, 2, Py, P5,..., se -
- nhtienen les tenslones originadas en el plane mn sugsando los valo-
res que corresponden a cads una de ellas, las cuales resultsn da -
trasiadar lag curvas de y congtruldas para la fuerza 2, de
uanera que su origen sea ol punto de amplicacidn respectivo, an este
caso 01y Op, ete. Por sjemplo, Ia tensidn normal producida por la
fuerza Py, on ¢l punto D del planc mn, es igiul =1 sroducto de la -
ordonada 'gf.j por Py. Analogamente y para el mismo punto I, la ten-
sifn due ovigina P, soxd -ﬁ;‘ﬁz. 2o y asi sugssivamente, La tensidn
normal totsl en D, originada ls aceion sluuitames de P, Pys Ppsees

es

La ourva EJIKIKQ de lo figura 50 es, pues, lao linea de influencia -
de 12 tensidn nomsal en el punté U, y por 1la misaey razdn la cur-
va es 12 linea de influencia de las tensimas tengenciales an al
punte D del planc mn.

Prr sedle da ssbae curvag gunfon obhonerse feaiimenta las compo-
nentea de la tensidn en el punio U pafa cunalquier cnmlninaaich dg -~
fusrzas wertisales aplicadas sobre ol borde A3 de la placa conslde~
rada, '

Le tengidn normal originada en el punto D por una carga unifor-
mesente distribuida de intensidad 4 que actia sobre una porciim es
del borde rectilinee {figura 50), se deternina multiplicando poxr g
el fiven de la carte de diagrama correspondiente, rayada en este ca-
so en la figura, y que llemaremos superficle de infivencia,

Tl problema de la cargs uniformenente repartida puede tambien ser

I



resuelioc Introiucienio una funoifn 4e ¥%ensidn de la foma '|
() i

en 1a cusl A& os wea cmatmie, Las eompogientes de la tensita son

para este casoe: '

(»)

Pera 12 placa semiindsfinida, esto se tradiuce aa ls 213%risucidn

de cargns resvesentude en la fig. 54a: wma fuersa trancversul de
intengidad -4, uniformencante distribuida en el bords dels placs, ¥
WiE cergs noraal uniforzemente dlsbribuila de intensidad & , que
cambia bruscemente de gigno en el origen O, Para asigaar a las m;
zas su sentido corressto, nos gularemos por kés sigaos de lag compo-

nentes de la tensifa que actdan en un elememto .

Pracladando al origen a 0, y csmbiando el migno de la fungdén .
de tensifn 8, se tendrd la disgtribucifn de cargas gue indica la Zig
540 Por superponicidn de los doa casons de dia'hri!m_;ci-ﬁn de cargas -




ey ']r;s
de las figuras 54a y 54b, se obtiene el caso de una carga uniforme
sobre una porciim del borde rectilines de la placa, segun se indica
en la figura 54¢. La intensidad ¢ de la carga uniformemente reparti !

QA g8 ﬁ.e:hermina tonando |

La tensidn en cualquier punto de la placa semiinfinita estara dada

entonees por la funcifn de tensidn

(e)

Las deformaciones del borde rectilinee pueden calcularse, cualduiers
sea 1a digtribuciém de la carga,
utilizando la ecuacidn (68), aue
£ué deducida en el & 29 para el 1

gagse de una fuerza concentrada.

ARIARS
-0
fo

Ilamendo g & la intensidad de 1a | ALl V :
carga aplicada verticalmente (£1 | |

gara 56),; la deformecidn en un - : '
punto € qne digta r de 1a super- ‘ : Fle.bG. - |
ficie de cargaelemental gdr, som’oréada en lai ﬁ'gar;, serd, ée:gm -
ls ecuacifn (68), '

¥ la deformacion total en o1 misme punto:

(g)

8i la ecarga estuviese uniforuemente repartida, is ilatensiaad gq -
gseria gonstante y entonces

(h)

Para un punto situado dentro de la zona cargada (figura 57), se ten-

drd anelagamente: '
(1)

La eemaniﬁu(g)_ puede emplearse tambien para determinar la intengidad

@ de 1a carga distribuida que origine una depresidn dada en el bor-

de rectilinen, Admitiendo, por ejemplo, que la defarmacidin es cons-

tante en la longitud eargada (figura 58), se puede demosgtrar gue -

la distribuecifm de la presidn a lo large de 1z misma esbé cada por
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A P
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| FiG. 57. s
Fic.58.
por la ecuacidns
31._ggg§ cergada en su vériice.— La disbribucifn de esfuerzos de-

nominsda redial simple, que hemos encentrado sl estudiar en el 29
el easo de una fuerza concentrada, puade'utilizarae tambien para el
céleuln de la fatiga gue origina una fuerza econcentrads actuante -
gobre ls sriste de una cuiia triangular. vuando hay sisevyia, como

en el csso de la figura 59, las condiciones = |
gue corrasponden 8 las caras | = - a, que- '
dsn satisfechas por leossisguientes valeres j
de las componentes de 1ls tensidn (ge consi- !
dera la unidad de longitud de cufia nbmalmag |

te sl plemo xy)¢ !

(a); F16.59,
La congtante kK se éeterm;naré-da menera Jue Jquede saiiéfechg para

el punto © 1a conficidn de equilibrio eatre la Tuerza exterior R la
resultante de las presiones transmitidas a la superficie eilindrica
que se ird ica en la figura por la linea de trazos. La ecuacidn re-

sulta, de esa manera:
de la cual,

Teniends en cuente las scuaciones (a), resultara:
(69)

Hgeiendo x = /2, se llega a 1= solueién (62), uue coxresponde z& la
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placa gamiindeiinida. |

Gomo puede verse, la distribucidn de las tenciones normales so-
bre una seccion transverssl mn no es unifor-
me, y la relacifm del valor de la fatiga en —
los puntos m o n, a la méxima tensidn correg | '
pondiente al centro de la misma ssecldin trang |
versal, resulta igual a eos? .,

8i 1la fuerza es perpendicular al eje ded

e
la cufiz (figura 60) se pusie emplear la mima ll ¥16.60.

golucifn () ei el dmgulo  se mide & partir de ia recta de aceiédn
de squélla, temads como el)e polar. ia efms‘ba‘n'he.k se debternmina puYre

tiendec de lz ecuscifm de equilibrie
de 13 cual obtenexzos:

y,p0r 1o tantd, la tensidn en direcciin radial esta dada por

| (70)
Tn una seceifn transversal mn, las tensiones normal y tangencial -
gue origina 1a fuerza P, ndrmal a la bisectriz de la cuda son:

(b)

3i el #éngule a es pequeiis, puede escribirse

y llemendo 1 al momento de inercia de la seccifn tramgversal mn, de

las scuaciones (b) resulta

(e)

ts o ] 4 |
sen . puede tomarse

Para valores pequeiios de '\, el factor

puy aproximadsmente igaal a uno y entonces la expresifn de la fatim
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goincide con 1a que da la tenoria elemental de la fiexidn, La md-

xims tensién tsnancial corresponde a los puntos m y n y su valor es

deble del que ds la teoria elemental para el baricentro de la seccién

rectanguler de una viga. i
En posesifn de las soluciones de los dos casos gue ge representsn |
en la figuras 59 y 60,podemos resolver el provlema pars unsa fusrze
‘F.de direcelén cuslquieraren el plano xy, Cescompeniendola en dos -
compomentes y aplicando la ley de superposicim.
Debe tenerse en cuenta que las soluciones (69) y (70) son exactas
tan solo en el case en que la cwia este soportada en su extremidad

fija,for fuerzas dirigidas radizlmente y |

P
cuya digbtribucidn obedezca a dichas ecug ga e
ciones., De olra manera, las soluclones - | F____;J‘_’
anlamente pueden considerarse exachtas a | e
muchs distansia 221 apoyo. '| Fle.61.

32.-Puerza goncsntrada sebra uns vigs.- De grau iuterds prictico es

el problema de 1la d stribucién de tengiones en una viga sobre la -
cusl actda una fuerga concentrads, Bn el 19, se ha demostrads que

1la distribucifn de esfuerzos que una carga uniformemente distribui-
da origine en las vigas de secoidn rectangular angosta puede calcu-
larse con exactitud gatigfacloria utilizando la teoria elemental de
la :tiexién. Tn la proximidad del punte de aplicacion de una fuerza
concentrada oéum, empero, una perturbaciin local de la distribu-
oifn de las,tensiones que hace necesario un estudio mas detenido,
Cerus Vilson sstudid experimentalmente por primera vez estas tensio-
nes localizadag, Por medio de eusayos realizados con una viga rec-
tangular de vidrio libremente apoyada en sus extreaidades y cargada
an ol medio (figura 61) y utilizande la luz polarizada (. 38), de- .
mostrd que en el punto A, de aplicacifn de la carga, la distribuciém |
de las tensiones se sproxima a 1a que produce una fuerza concentra- '
da en una placa semiindefinida; a lo lergo de la seccion transversel '
AD, la tensién normal , , No obedece a una ley liueal, y en el -
punte D, opuesto &l de splicacidn de la fuerzs, el esfuerzo de trac-
cién es inferior sl que resultaria de aplicar la teoria elamental -
de la flexifén.




Re~s resultados han sido explicados por G. G. Stokes recurriende

a ciertas suposiciones empiricas. Segun dicho autor, el sistena re-

presentado por la figura 61 pucde obtenerse superponiendo los dos
gistemas que muestra la figura_GZ: las tenéionés radiicles de compre-
gidn gue asctisn en las secciones mm, np y pq de una placa semiinde-
finida (figurs 62a) son anulades por traeciones radiales, iguales,
que obran en los costados de la viga raetangular apoyasia en n y an

p (figurp 62b). Para vealizar el caso tratado por Stokes, se debe

d)

o
4 [ S - S G
F16.62.

superponer las tensiones on ess viga, a las gue corresponden a una
placa semiindefinida, |

Aplicando la fdormula elemental de la flexifn a8l cdlcoule de las -
tensiones se tendrd: el momante flector on la seccion transversal -
media AD de lg viga, eos igual & ls diferencia eantre el nomento de
la reaccidn 2/2 7 el momentio de las fuerzas de traceidn de direceidn

radial aorrsapandiantaa a la mitad de la viga, uue se calcula facdl~

*

nente, pues ssta distribucidn radial es estdticamente equivalente -

& la de lag presiones sobre el ouadraente ab de la superficie eilin- |
drica abe alrededer del punto 4 (figura G62¢) o bien,teniendo en cuen
ta la ecuscidn (62), equivale a una fuersza horizontal 2/ ¥y una - }
fuerza vertical P/2 aplicadas en el punto 4 (figura 62d). 2or lo -

tanto, el momentoe flector, deque se trata, serd:

¥ lag tensioneg de flexidn corresponéientes (como antes, P es 1la -

fuorza por wnidad del espesor de la placa):




(86)
A estas tensiones desbe sumarse las tensinsnes de traccién unif-rme-

mente distribuldas, P/2 e, que origina la traceidn ¥ 5

Bn la sececifn transverssl AD, lae tansioneg normsles gslonladas -

por este procedlmiente elemental son, vues: - |

férmula gue coincide con la que Stokes propone ensu trabajo.

fuede lograrse una aproximacidn mayor si se usa las ecuaciones
(32°) £4 15, obrervando que en la- cars inferior de la viga exisle
una diéfribﬁci&z emmtinua de eargs (figura 62t ). De acuerio con las
ecunclones (62), 1z intensidad de esa carga en el punto U es 2/ 6,
de manera que gustituyendo en (32°) y combinando con el valor de ;.

arriba consignudo, se llega cono sepunda sproximacifn as

(a)

Parz obtener las tensiones totales & lo large de 1a& seccidn al, debe

agregarse & estap ultinas expresiones las fatigas:

)
como pars ol easo de la placa plana penlinfinita, !

La comparacif do los valores dados nor las ecuscimes (a) y (b}
com wna solucidn mas exacta (véas? el cuadro de factores | en este
miamo Q&rﬁgz&fo) s deuneatrs que agudllias permiten una excelente spro-
ximacifn en todos los puntos, salve an U, on 1la cara .nferior ae 18
viga, para el gual corresponde una correccidn de la fommula de 1a -
viga simpie flexada, igusl a

? .
en tanto que la solucifn mas exacta da solamente = 0,133 = .
c
Jd. Boussinesq raalizé la primers tentativa para ilegar a una sgo-
lueidn mag exacta del probleme y para ello utilizd la solucidn de
Flanent para 12 placa semiindefinida (vide .29), mediaznte corrscoio-

nes sucesives. Comienza por anular las tensiones zobre el contormmo -
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np {figura 62a), superpmniends un sistena de tenginnes iguales y
de signe contrario; luego congidera que la viga es una placa semi-

indefinida que se axtienda um; wuoine 4o 1a iines rp 7 "oplea nue-

A

{

vansnte la aoiuniéﬁ de Plamant. Comn este sistema correctivo in'bro- '_

duce tensicnes suplementariss sobre la cara superior de la viga, la’

- elimine por uns nueva aplicaclén de ia menclonada golucién y ael

sucesivamente, 1a convergencis obtenida con este proceso ec Buy len

4a y sus resultades, poeco satisfactorios.

L.H.G, Filen ha dade una selupidn del misuo problema por medio
‘de series trigenométricas. Los resultados que dicho autor obtuve
en diversos cagos particulares de carga conceniradas (ver 22), cen
cuerdan bastante bien con lop de alpunas invesgtigaciones mas recien

%ea.
H, Lamb se acercd afn m'as & 1a solucifn del problena., Conside-

rendo une viga de longitud indefinida, pobre la yus actua hacla a-
bajn y hacia arriba, sltexnadamente, fuersas iguales equicigtantes,
Lamb pudo simplificer la solucidn del problema didimensional y ob-
tuve ecusciones de las piezas el'asticas para diversds casos. Je-
mrptrd, asimisame, la gran axsctitud 62 la tror(s clswenial éa la
flexidn de Barnoulli-Suler cuando .19 altura de la viga es pequeiia

en comparacidn con su lengitud, y también gque la correccion del e-

fecto de la fuerza transversal de Rankine y Grashof ( 18) es algo |

exageredia y debe ser yeducida a una cuarta paris.

ar.= Considerenss primeranente un

gage sencilins® el de dos fuerzas iguales y de sentidos opuestos,

gque achusn en las extremidades de un didmetro.iB,de la pileza(fig.69
8i se aimite gue cada una de Fas Tuerszas P-que supondremns corres-
penden a la unidad de espesor del disco-origina wns digtribucicn rg
diaml simple de tensimes ecws cién(62) , podresos caloular lss fuer-
zag due habrd que aplicar a la periferia del disco con el objeto ce
mentener dicha digtribuecidn, Tn un punto cualquiera,i,de la circun-
ferencis obrardn compresiones de direccimes r y »1 e intensidades

recpectivanente,

Come » §y rq son pernandiouinsey eustre sf, 5 wo tions o !mdn

d el didmetro del diseos
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podemos goncluir yue las acsg Ltensiones
principales en H son compresionses igug

les & 22/:d. Por lo tando, en cads =

uno de los plemog perpenticulares al -
plano del disco on el punteo M actua ls
migma tonsidén de compresifn y pera men

tetier ol pay de digtribuciones radis -

"les simples de tensiones que se ha su-

3y
puecrto exiuten, seral necesaris aplicar | e 69,

& ls circunferoncisz €el dimco fuerzes normeles de compresiin de ine-
tensidod constente e igusl a 283/4.4.

51 nobre 1a poeriferia del diaco no actian
fﬁerzas exj:erinres, 1la tengidn en cualyuier
punte se obtiene, puss, agragando a las dos
distribucienes radiales simples de tensiones
anves mencionadas, uca fracddn en el glano -

del dimoo, de magnitud 28/ 4.

Conesiderenng ahora log esiuersos que se —

produgen en 1a seccifm ciametral horizemtal

£16. 70.

del diseo que psga por N, 2or razones de si-
metris pedemos afirmar dque en este plano no habra esfuerzos tangen-
ciales; en emanto & 12 tensifn normal que resulta de las dos compre=-

gimes rediales e iguagles, vaidrd:

en la cual,? as la digbancia AN ¥ . el dnmlo que forma AN con el =
didmatro vertical., Si se surperpons a sata Altima fatiga la $raccidn
wniforme 28/~ d, la tensidn normal toal en el plano horizental que -

pasa per H, resulia
o bien, si se tiane en ouenta gue

llegaremos a !

(v)

La tensidn méxima de compresifn a lo leargo del difmatro (D se prndu-

L




{9y}

ce en el cenmbre del disco y su valor es allf: .J

™ les extrsaldades del difaetro desaparsoe la temoién de compre-

sion . : _ ) i
Pasareaos a estudiar ahora el cuaso en que dos fuerzas iguales T

y-OPueatas chran & lo largd de una cuerda AB (figura 70). Bnpnnien-:

do nuevamente dos disgtribuciones simples radiales (ue parten de A

¥ By, 1a tensifn en un Qléno tangente 8 la circunferencia en el pun—

%o ﬁ, ge obiiene por supargosxelﬁn de dos eousresimes radlales,

s de direcciomesn x ¥ rl rasaeotlvamente. La
nornal ¥ a la tangente en M es 2l didmetro Zal discec, d4e manera -
que MAY y MBN sen tridngulos recifngulos y los é&ngulos que forma
la normsl MO con r y 73 son /2= y r/2-_ respectivamente, Las
tengiones normal vy btangencial gue corregponcen a un o2lemento del -

eontorne en el punto M sgeren, por lo tanto,

(o) ||

Se puede simplifiecar aetés_acnacinnes nbgsrvands gque en loz tridn- @
gulosg MAN y MBN se verifics:

strtxyenan en las acuacianea (e}, encontramns las tensiones:
(a)
Lo figura 70 nes dice que sen (  + 1) permanece constants en
toda 1a periferia y, por lo tenio, pars mantener la distribueién |
rediial de tensiones Que se ha supuesto, sera necesario aplicar -
fuerzas de compresifn wnifsrmemente re—
partidas, de intensidad iguel & 22/ d | M 8-6,
sen {© +0,).

®n el caso de un disgeo cuyo contorno ns

recida una compresim uniforme, se lle-

€a a la solucidén con sole supernsner a

las dos cistribucicnes radisles simpies o B




_ (90) il
arriva indicadas, una traccidn wniforme cuya intengidad sea 28/-4 |

sen (J+i.) »

34.~Pleca de extensidn limitada, cargais en wn punto.— La reparti-

cifn de fatigas originadss ponr Ja splicacién de una fuersa P, que ]

: y |
actfia en el plunc medio de una placa de extensifm ilimitada (£ig.03%

; G- Vs~ W

se obtendrd facilmente por superposiciin de sisteuas que ya hemos

Fi6.73.

estudisdo, 1o que no quiere deeir que sa pusda resolver el proble-
ma superponiends simplementa lam aslnaimmes gue corresponden a la
placa gemiinfinita en la forma que muestran las Liguras 73b y 73c.
¥n efecto, =i hisn los corrinientos verticales son iguales en am-
“bos cases, las que 32 prodncen horizentalmante 2 15 largo de los =
bordes rectilineos, som diferentes, pues, nientras sue sn el caso
de 1la figura 73b divergen desde al punie 0, en 2l 73c¢c, tienan gen-
%ido omtrarie. Las ecnaciones (67) .23 nos persiten czleularlos
Yy B8l, so ovtiene en ambos casns el valor
(a)

La 4ifersncia sntre los corrimisfitos horizontales que acabamos de _
mencionar puede ser eliminada cembinands los casos 730 y 73c con -
los o2sos 734 y 73e. ¥n éatos, aotisn tensiones tangenciales a lo
largn de los bordes reciilineos, y 1los eorrimisntos puedsn obtener-
ge nplicando los resultadns obieniles on ol prablemz de una barra
curva flexada que 59 represonta en la figura 43 ( 27),qae se asi-
mile a2l ezan de 1a plsas de eciernsi semiin?inita cuandn el radio

de la curva circular interior ae le verrs tienis a sers nientras




g9ty 4
e ed 2adlo extarior aunenia inde?inicwaente. La eduacida (57)

-p'zigina 88 nos da el valor del corrimismbio gue tiene lugar a% lo

largo del borde rectilineo de esta plaea en 1s direceidn de la -
fuerza cortante que actda sobre ol misme:

| ()
Bl valor de la constante de integracidn D deve ser ajustade de -
manera gue dessparezca al éo:ﬂ‘i:niento resulfante de las expresio-

nes (a) y (b). Se desprende, pues, conforme a esa condicidn:

{e)

Se ohtiene asi, comonresultudo de 1la supsrposicidén de los caseos
73b, 73, 73d y 738, el de una nlaca de sxtensidn indefinida car-—
gada en un punto (figure 73a), Las tensgimes gorraspondientes se =
obtisnen ashors faciluente, superpemisndo .las faligss yue se presen
ton en une pilace semiinfinita cusndo obra subre su borde una fuer-
za normsl B/2 (ver ' 29), con las tensiones en la barra curva, en -
cuyas expresiones figura la constante de inPesracién L. -
Tauiendn en cuenta la diferencia cde e jes polares cmmaideradss
en las figuvag 43 ¥y 73, y utilizando las ecusciones (56), las ten-
siones en la barra curva valdrdn, cuando el anguloe -a;e mide $al -

crmo indiea la figura 733

51 se cowbins estes valores con los gue da 1ls férmula (62 )para -
los eefuersos que origina la carga P/2 se obtiens para la placa de
extensifn ilimitada la siguiente distribucifnm de tensioness

(72)

Supongamnos ahora gus en el punto O de la placa eonsiderada (figum

73a) eortames un peyusilo elemento iimitado PO wnt superiicie giiin.




| | (92) h
driea de radin r: proyectando las fuerszas yue actdan sobre dicha
superficie en las direccimes x o y, tendriauos: |

%stas expresicnes nos dicen que las fuerzas splicadas en 1a pe-
riferis cilindriea del elemento repreceniisn iu carga P aplicada
én el punto 0. ' |

Las componentes de 1la tannii en asnndensdas carsesimmass se
desprenden de las ecusciones (72), aplicaude las ecuseimnes (13)

9 « Je esa manera, resulta:

(73)

Egtag Imaﬂs Tesuelven el czgo de una fuerza cmecentrada
vy permiten obtener, por medis del principio d¢e smuperposicifm, las
saluciones correspondientesn, & obros caseos de carga, Ses. porT ejer
plo, el caso gue representa la fligura 74,
an =1 cual dos fuersas iguales y opuegias
avtusn sobre utna placa de extensidn inde-
finide, aplicadas en Gos pun‘s&a Oy Oy -
cuya dislencia,i, es mwy psaueia, Lz Len-

sifn gue se presenta sun cusldaier punto M

sa obitlene guperponien.o los asiuerzons que

716. 74 .

originan las fuergas apllieacas en O ¥y 05, 3

i en dichompunto congideranos un elenasnto plano orientado perpen
dicularmente al 8je x, la tansim norasl p®nducida por las do
fuerzas que hemos sppuesio sera

en 1n oual rapreseata la tensifm normal que origine en el ele~
mento 1z fusrza cuyo puntn de p ligacim es 0, 71 remultaio ante-
rinr nos dics guo las componenies de la Yensifm para el caso de L

figura 74 se hellan efectuzndo la dGerivacidn de las ecuacimes




s (93}

(74)

felta a 18 vighba qus iss compommntes de il tensidadisminuyen rapi-
_ﬁm:mnta euadn » arments, y oRends ¥ es grande e ralagifn oom dy
resulian practicamenie despreclsbles, gomo ars de prover, ool arre-
glo sl principio és de Sant-Vanend, por tratarse de dos fusrzss em
equilibrio, asplicadies = ounton muy prdziuss, _1
. 21 sreoviesa uoe indiza 1o figurs 75 pusle ser racuslio por su- |
porpesiclia de dos veparticiones de ssfusr—
2l %om enmo las qua dun las formulas (74). Je

ohtandrian yurs esis csso les coaponmntes:

LG AD)

Ta missn dighrivouidn de tensimaen tiane nay axpresif an coovde~
nadee pnlares:
(75)
B3 41 22 hebhimnas hsllade 1la solueifn (42) nars ¢l ofso de va |

cilindre de parsd eospesa sosetide a 1a

difmotrs extarior del aisme se hsce in-
€initasuente grenda, ls soluei®m (75) -

y

aoelfn de una prepifn imtsri~r, Si &1 ‘
susde hassrse conosrday con aguella. |

Teshisn pedrenorn rascl¥ny el Cuen -~ < i
representade por 1s flgura 76m, % ob- »
tisne 8o 12 wlpnn maneYs l8s CORDMENR~ | |
$o5 Ge la tenmifni « B
- a
(76) ] F\6.76. |

sgias tenplones gerian las nisuas 4ue proiuce un;;;x; Ea-ﬁ;rmai;@lb
eads an @) nxlzmm {(fimma T6h), 1
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SARIZYLS I¥
METODOS ELASTICO — ENBSRGETICOS

35.~Enexgia potencial eldst iga.~ Durante la deformacifn que un cuer-—

po eldstico experimenta bajo la sccidn de fuerzas exteriores, éstas
realizan clerta cantidad de trabajo, uue se tranforma en enei'gia de
defarmacién o energia potencisl eléstica del cuerpn, Para calcular—
lé, congideremos un elemento infinitésimo, dé forma de paralelepi-
pedo recténgular (figura 91a), al que supondremos sametido solamen-

te a tensiones normeles x . La fuerzs de traccifm gue actds en 1a ai

rig. 91.

receiin x sobre el elemento mé entonces - dydz Y el alargamiento
ecorrespondiente, «» T“ntre ambas cantidades existe 1a relacifm
que refleja el diagrama figura 91b, de manera que el trabajo de la
fuerza dursnte la deformacidn estd dado por el 4rsa del tridngulo -
OAB, esto es % { ) ( Jo Bscribiendo gque este trabajo -
equivale a la energia polencial acumulada en el elemento dxdydz a

causa de la defarmacién elastica, a la cual llamaremns 4V, se ten~

éra
(a)
%l mismo razonaxiento se aplicA al guso mas gensral dal asgtadso pla-
no de tensidn, en que sobre el elemento considerado actian las ten-
sienes " y (figura 91a), Bara calcular la energia poten-
clal elastica tendremos en cuenta que slla no depende del orien de
aplicacidin de las fuerzas sino de sus intensidades finales y supon-
dremos que todas sumentan en forma simultdnea y con la misma rapi-
dez, de modo que la relacifn entre cada una de ellss y ls correspon-

diente dilatacifn puede reprssentarse por un diagrama andlogo al de
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la figura 91b. El trabajo que efectusn todas las fueraas resulta
entonces igusl a la energia de defomaclidn almacenada en el ele- |
mento y se obtendrs maﬁdo las expresiones similares a la que se
designa con la letra (a), teniendo en cuenta que es a-héra la
deformacifn que se produce en la direccifm x a causa de las tres
tensicnes que obran simultaneanente. Tendtemns, por lo tanto, pa-
ra un estado elastice planon: ,
| (b)
Para un estado triple de tensidn encontraremes, de una manera
analoga, | |
(e)
La energla de deformacidn ques corresponde a la unidad de vo-
lumen en un estado eléstice triple, a la que 1llamsremos v, sord
(a)
Behiando mano de las férmulas (3) y (6) (ley de Hooke, = 6), podre
BOS eXpresar V.Q' en funcidén de las cempaentes del esfuerso dnica-

mente, como sigues

(80)

En el caso de un estado eldstico plane, v
entonces

(81)

51 llevamos a la expresidn (d) las ecuaciones (11), obtendremos
el valor de Vo en funcidn de las componentes de la defarmacidn -
unicamente, esto es:

(82)

en la cual (  6):

Fécil es demogtrar que la derivada de la energia de deformacién
(82) con respesto s una cuslaniers de lae armommentes de la defer-
macifn es igual 2 la correspendiente componente de la tensidn. De-
rivanio con respecto a s por ejemplo, y teniendo en cuenta la.

ecuacidn (11), llegamos a

que demue-tra nuestro aserto.
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La energia potencidl eldstieca total de un cuerpo eldstion de-

formado, ¥V, se obtiene partiendo 4= Ia enervgia de defwxmacim por
unidad de volumen,,V,, ¢ integramdo, esto es:

{83)
Se puede expresar V ya sea en funcidn de¢ las componentes de la -
tensidm o de las componentes de la deformacifm, sezin se suplee -
la expresifn de V, dade por la ecuaciém (80) o por 1la ecuacidn (8¢
come puede verse en las asplicaciones que a continuaciim desarro-
1llamos, |

Para 1a determinacidn de las tensiones admisibles basadas en los
esfuerzos linites de robtura, se emplea a veces la energia potencial
eléstiva que correspmnde a la unidad de volumen, y que es caracte-
ristica de cada mabterial.

Con objeto de armonizar $al oriterio cémn ek hecno de gue log me-
teriales isétropos son capaces de soportar grandes presiones hi-
dréstéticas sinexperimentar ruptura eldstics, se ha propusste can-
siderar dividids en dos partes la energia de deformacidn: una, la
eorreépondianﬁa al camble de volumen, y la otra,yue geria dabida
a la deformacidn, y g¢ue es la unica gque se toma em cuenta para de-—
terminar la resistencia,

Como lo expresa la ecuacim (8), la modificacifn de volumen gque
provoca un estado iastico, es proporcionsl a la suma de las tres
compomentes del esfuerzo normal, de nanera que si esta suma es ce-
ro, la deformscifén serd isovolumen, Cads una de dichas componentes

puede ser, a su vesz, dividida en dos sumandnsgs:

en las cusles
(e)

es deciy que

de msnera gue, segun se ha expresado, la solicitacidn

produciréd unicsmente un desliszanients vy 1la variacidn de volumen —
seri una funcidn de la trecci'on uniforme p, unicsmente, pues las
componentes de la tensidn tangencial a4dtivan deforma-

ciones gue nn fignifican cambin de volumen. De la ecuascidn (8) re-




(97) |
sulta gue la parie de la energia total que corresponde a ajuel -
cambio de volumen es:

(£)
Restando esta exorasifm de 1a (80), y teniendo en cuenta la iden-
tided

podenos expresar la parte de snergia total debida a la distorsién
baje 1a forma:
(84)
En el caso de wna tracoién simple de direc-ifm x=, tan solo
es distinta de cero ¥ }a energig de deformaci én qus correspode &8
1la distorsifnm resulta entonces, de acuerde con la formuls (84),
e En &l easo de un veshalaniento simple, v. gr.

entre los planos xz e ¥z, es la Unioca tensidn diferente
1

2 G
Admitiendo como cierto que para cualquier sistema de tensiones la

de cero y la energis debida gl deslizanienio es

rotura eccurre cusndo ls snerg’as de def rmaciin correspomdiente a
" la distorsifm eleanza un ciefbo limite (caracteristico de cada -
meterial), la relacidn entre el valor critico para el esfuerzo de
traccién unigo y tensifm-tangencial unica se obtendrd mediante la

ecuacidn

que sale de iguslar los valeores antes hallado, ¥ de la cual resul-
tas o
' (g)
Para el caso del acero, los ensayos demuesiran que la relaciom -
entre los limites de fluidez registrados para traceim y desgarra-
miento, comcuerda muy bien con la que se ha obtenido mediante el
desarrollo teérico que antecede.
40.~51 principidd de los trabajos virtuales.-RBl prineipio de los
trabajo virtuales se emplea con ventaje en la solucidn de diver-
808 problemss de elasticidad, Para el caso de una particula, di-
cho ﬁrincipio establece yue si ua punic salsrlsa]l sonstido 2 un -
cnjunto de fuerzas se encuentram en equilibrio, el trabajo total

de esas fusrzas es nulo en toda traslacidn virtual. Se considers



(38)
ecomo traslacifm virtual de wna psrticula que pueds moverse libre-
mente en cualguier direceidn, todo corrimisnto infinitesimal da -
la misma, Si ¢ . son lag componentes de wna traslacifm -
virtual en les direceiones x, y,; 2, respectivamente, ¥y
les sumas de las proyeccimes de las fuerzag en las mismas direc-
cimes, el principio de los trabajos virtuales permite escribir -

las sigunisntes ecuaciones:

Beusciones que quedsn sstisfechas para cualyuier traslacifm vir-

tual se si verficeas

Llegemes, asil, a las conocidag scuacimes &aﬂ.equilibrio.del DUl
to-nasa, & |

Kl ‘aplicar el principio e ios tfabujca vartazales, 133 fuerzas -
qua.actnau se consgidersn como congtantes duranie una traslacifm -
vitudl y sl alguns de las fuerzas que &dbran en wn punto dado fue-
se wa rasccidn eldstieca, v. gr., la reaseidn de uma barra en el

caso de la articulapién de una viga de celosis, simitiremos que -

los corxrinmientos virtusles son tan pequefios como para Gue la varia

cifn de gu intensidad o direcciém puede ser despreciada.

Un cuerpo elésti o, en reposo bejo la accidnnde fuerzas de su-

perficie y mésicas, constituye um conjunto de particulag, cada una
de las cusles estéd sometida a un sistema de fuerzas en equilibrio,

in toda traslacién virtusl, el trabajo total de las fuerzas que a&g-

tdan sobre una particula es nulo, y por lo tanto tambien lo sgerd

el trabajn‘dé 1z $otalidad de las fuerzag del sistema. En el caso

de mw cuerpo elfstice se entenderid por traslagim virtual todo pe-
quefio eorrimiento compatible con la cmdicifn de continuidad de la

materia que lo constituye y ecn 1los vinewlna oue pudiasen ser es-
tablecidos para los puntos de su superficie. Si, por ejemplo, se
establecae como condicifn la inmovilidad de una parte de la super-
ficie del cuerpo, digase la extrm ided empotrada de una viga, o
bien un corrimiento muy pequefin, la traslacicn virtual para esa -

parte debe ser igual a cer.

Vamos a examinar, como ejemplo de aplicacidn, el caso de una pla-
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ca sometida a un estado pleno de ternegidn. Denotaremos com uy v | :

& lag componentes de los corrimientos efectivos debidos a las -
eargas y oon ¥ a2 las componentes de wna traslacidn vire
tual Gie ge &£ecliua s .partix' de la posieifn de sguilibrio de la -
pieza bajo earga, las cusles gon centidades infinitamente pedue-
fiag arbitrarias oue satisfacen a las condiciones de continuidad -
propias de una deformecifn eldstica, id. est, funciones continuas
de x e y. N

Cuslquiera sea el sistema de traslaciones que se lleve a efec-
to, el trabajo realizado para vencer las scciomes mutuas entre -
las particulas es igusl a 1z energia de deformacim szlmacenszia -
per el cuerpo, esto es, 15 energia potencial eldstica yue corres-
ponde & aquellss traslacimmes. Por 1o tauto, si en iuger de B y
v tomamos ¥ » el trabajo realizado pars vencer los vincu-
leos infternos sers igusl s la emergia de deforsaci’n consiguiente
aut y V+ , menos la energia de da deformacifn gque eorrespon
ée a uj’ a ;r. La influencia de laa-corrimientoe virtuales u, v,

en las compementes de la deformscifn, se exorssz por:

- ¥ la respectiva mofificacicon de 1la enargias potencial de defsrma-—

eifn por wnidad de volumen se dagprende de la ecuscifm (82):

La variacidn de enexgia potegial de deformacién correspondiente a
tode el cuerpo se obtendra mediante » en la cusal
la integrscion se debe extender al é';gz:%e la placa,

Como ha quedado establecido, lz variacién de la energia poten-
cial de dafnrmaeién es la melida fal Yrabajo sfectusadn para vencer
las acciones =utuas que se ejercen entre las partficulas. Para ob-
tener este trabejo se debe cambiar el signo de aquélila, asi gue
la expresidn del 'éraha;]o efectuado durante la traslseifn virtusal
por las fuersas Gue estamos considersndo serd:

‘ (v)

il efectuar el cdiculo del trabajo de las fuerzas exteriores

durante wna traslacién virtual, debe tomarse en cuenta kas fuerzas




{(100)
@plicadas en el contomo de 1a plaea, asi como lag fuasrzas mﬁaiéag.
Supenganos que sl esﬁesor de la pluca sea igual a wio y designemos
pbr 'ff e Y = las componontes de lac fuerzas gue obran en el con-
tormo de la pieza, reﬁferi&as a la wnidad de dreaj para el trabajo
de estas fuerzas durmnte ol corrinienio virtual cuyas commentas
son Y - » puede, sin mas, osoribirge la expresifn:

(e)
~en la cual la integracién se extiende & todo ol contomon, s, de
la placa.

Ue una maners enalogd, se teaird coms trdhein de lag fuerzas -
mésicas

(a)
en esta expresifn I e ¥ son las componentes de la fuerzs penderal
especifica, y, como en el case anterior, la intagracifn se extien-
de a toda el dres de la placs,

Ta oondicifn oue express 1la nulidad del $rabajn total desarro—
llado dursnte la traslecifn virtual yesulta de las exsresiones (b),
{(e) vy (&) y es 12 siguiente:

| (85)

Camo seha dicho, al apliecar el principio de los trabajos virtua-
les, las fuercas dadas y las componentes de las tensiones reales
qus ooxréspondan a 1a posieien de equilibrio sa consideran como -
cmstantes durants la traslacidn virtual, asi que ol signe pue-
ds colocarse fuera de los integrales en la ecuacifm (85); proge-
diende de tal guisa y cambiando todos los signos, se tendrd la -
nuevs expresidns

(857)
en la cual el primer término entre corchwetes es la enerzia poten-
cial de deformacidn; la suma de los términos segundo y tercero re-
pregenta la energia potencid que corresponde a lag fuerzas que -
actian pobre el cuerpo, sk para el estado en que no existe tensién
elgma (u = v = 0), dicha energia‘ potencial se toma igusl a cerog
finalmente, la expresién completa dentro de corchetes represents -
la energia potencgial total de sishena.

Por lo tanto, sl se compara diversos valores de los corrimientos
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" ¥ v, puede gstablecerse due las ti-aulueimes: qua realnente tienen
Iuger en un sigbeua eldsgtico sujeto a 1a acqidn de fuerzas exte-~

riores dadas son aguellas que anulan lm veriscion de la energis -

poleneial tolal del sistema para cunlquisr enrvinients virtual gue
ocurra a partie de la posicidn de eyuilibrio, esto es, gue la ener
gia pontencisl total del gigtena en la pnsicgifn de squilidrio es -
wm naxine nlun rminime. fara q11ucidar 31 se trata de un maximo o =
e wn ninlmb, es necesaris touer an cuenta los infinitdsicos da =
orden superior que hablsn sido despreciados en el desgarrollo ante-
Péor (al supomer cue en tode corrimiento virtual permanecian cons-
tantes lag fuerzas y las tensiones). 5i de esa manera pusde demog-
trarse que para toda traslacidn virtual 1z variaciZa ls de enargia
potencial del sistems os positiva, se tratard de ua casc minime,

¥ sl eRla fueras silenpre negative, ze esturis en &) caso de wn mé-
xinmo. Poda trasliacifn viriual del sistenms wuve lo apmite del egqui~
1ibrio estable exige un trabsjo posilive, de msnera que, en aste
cagos la energiac polencial total del gistena on equilibrio es wn
ninimo, :

En el case de wn estado eldstico triple, se puede llegar facil-
mente = una ecuacidn andloga s ia (85),

Bl principio de los trabajos virtuales as particularmente util
para éetarminar la defommacifn que en un cuerps slagtico origina
un sistema de fuerzas determinedo. Unos cuantos »jemplos, cuya so-
lucifn es ya mdy conocida, ilustzan la uplicacidn weli méteds de -
gue se trata,

Consideremos, en primer lugar, la eldstica de un hilo eldstice
¥ perfectamente flexible (Figura 92) estiraio por acaeidn de lasg -
Tuerzas § enire dos puntos fijes, A y B, 7 sujeto a una carga ver-
tieal diebribuida, de intensidad q. Sup-messs qua la tensifm ini-
cial del hilo en suficiantemente grande cone sara gyue al inoreman-
to de esfuerzo tractor debido a la extensifn adicienal durante la
flexidn pueda desprecisrse. Por 1o tunto, =1 sumento que experimen

ta la energis potencial de deformacidn & causs de la flexién 88 =

. N
| S—- AI |.-T r‘“dk LAt L+._B 2
| - ds i
|
Fle. 92.
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obtiene multipliscande la iatengidad inigial de la fuerza 3 da -

# B T ——
b e e —

tracelén por el mlargunients qisexperimenta 21 hiloe, CUonsiderando

les coordenadas eonforme indica 1a Tigura 92, se Tilene
Bl slervgemienta de1 hiln ectd dedo por

y el incremento correlstivo de la energia potencial de deformagidn
gerd, segin queda dicho, i
(2)

Si sfisdimes a 18 expresifn (e) la energha debida a la tensifn ini
eial, se ochtendri la energia petencial total, “n este caso el prim
eipioc de los travajos virtuales conduce a 1la ecuacidn siguiente,
me corrvespende a la (85)s ' _

| 0 I
Caleulando la subimbegral que figura en ¢l segundo término se tem—

ard

y 1a integracidn por parte nos da, teniendo en cuenta que en las
extremidsdes del hile = O3 ]

“ast ituyenin en 1ls ecuscidn (f£), se obtendard:
o bien

Taota scuscidn unlcamente guedarid satisfecha pars cualquier trasla-
eifn virtual s of s verifiea
 (g)
Se lleza, asf, s la conocida ecuscidn difarencial de un hilo car-
- gado wverticaluents.
Bl prineipio de log trabajos virtus-

198 pusde gplicarse no salamente para =

P
jests 4 — _ establecer la ecuaciin difersncial de -
1 ————=!
i la linsa eldstica camo mm &l ejemplo an-
y L
Fi6. 93 _ terior,sino taublen para el ealculo di- |




(103)
vecho fe las flgchas, Tomenas por 4]am0ls, waa harra prisndtice

1ibrausnte spaysda en sus extyemos y cargada con uwna fuerza P (fi-

gurz 93). Fn el czaen pés gem:céi, la axprecsisn de la eldstice de
fefomaeidn do una harra on lss cwmdicionss Indicndas puede rapre—
gesbarse en foren de serle trigmoenmétriecn, como zigue: !
(h)
expregién que llevads & la conogida fArmuls yue dd la energia po-

tencial de defrrmacién de una barra prismatica Yiexada, nos condu-

ce &

(x)
‘Pere ebtencr un corrimiento virtusl respecto & 1a linea eléstics
real, denns & un cooficiente de 1la perie (h},- i inersmento =
infirdbecinels |

(1)

% gorpespondionte variacifn de 1a energia potencisl de deforma~
0ifn, resitard entmeea, oon arrele a 1a ascuscifa (k)s
' (m)
¥ el trebaje de le fuerza extearior P durante al corrimiente vir-
tual (1) sevrd, seniendd an cuanss qus x = 9,
| (n)
Te zeuerds aon las exoracsiengs (2) v (n), 12 ecusecifm dal tradaje

virtual rogulte entrnges:
vy de ahf:
Sugtituyends en 1s gerie (h) el valor hellado, llegamos a 1a ecus-

cifn 45 la linen olésbica:z
(o)

“iste serie ermverpe rapldauente, asl Quo vara obiteder una asroximge

elfn satisfactoria bapgin celoulor unos pocna términoes. 5i, por o
sisole, lc earse P actda an le nitad do 1a lug (¢ = 1/2), la fle-
oha Jua alla srigina serd:

Jep o1 nwyimer Sdraing de 18 soria, se tiene parn 1a flacha:

3



Gae4)

El valor oxacto pars ¢l enaficlents 4ol denomimad~r es 48, lo -

nnag dice que el exror comeiidn al esnsiderar solamenta el priner
término de la serie resulte de 1,5 por 100, sproximadamente,

%n gu teoria ssbre ls roturs de los meteriales frdgiles, A.A.
Griffith hé apligadoe 'crmce stns gensrales relativos a 12 energia

T = : : tata) da un sistemz, Caan g8 mabe la re-

b b bl e eigbencia de los uateriales es considara-
; |
A blsmente menor que 1o (ue me podria gupo-
Sl

ner, a juzgaxr por la intengidad de las -

& d
e W J’f} 4",’/‘-’/{;/' T

o fuerzas intermolecularse: por deducciones
Fle. 9 4.

- tedricss, el zutor citado encontré para
cierta clapge de vidrio wna resistencia a la traceifm del orien de
2,125 x 10° kg/on?, migntrae que 1los onasayos ée traccifm de barras
del mdgmo material clieraéa solamante 0,013 x 107 zg/am?, Pars ex-
plicar esa disevepancia, Griffith supone que -n el maderisl exis-
ten fisurss o Izllag micropcdpices, que Sza origen a fuertes ele—
vaciones de tensidm,y, contsiguiontmmt;a iu extengifm de las grie-
tag, Pavu sus cdloulos considera c¢u e on wia placa aved, figura
94, exigte una fisura microschplca, AB, da farma de agujero elip-
tico muy sngosto y cuyo eje mayor, de largo 1, s normal a la di-
recion Gel esfuarzo de traccidm aplicado, S, uue estd mmiformemen-
te repartide a lo largo de los boxdes Iijos ue ia p.aus, ab y ecdé.
A conpecuencis del agujei'o, la energia de defarmacidsn gue inicial-
mente corresponde a dioho esfuerzo sufre wn deseremanto, @l Jue -
puede ser caloulado aplicando ls ecumcidn corraspoundiente sl easo
ae un agujero oliptlco y qyue, para uuna placa de egpesor igual a -
une, da

_ {p)
Bl aesfuerss oritico de tracecidnm para ol ocual ia grieta AB comisnza
& eztenderse puelisc entonces determinarse por medio de la ecuseidn
(85); para ase corrimianto, ya que las fuerzas exteriores no pro-
ducen trabajo, puesto que los boxrdes cargados de la placa estén -
f-ijba vy que las intrinsecas pueden govr deapreéiadaa, dicha eocua~

cifn deviene:
' (a)



- (105)
_ Bn congetuencia, ia snergia potoncidl permanece invariada,

%n el caso Ge producirge wna grieta, uoboramos consgiderar, al
apllear tal asercifm, no snlamente la snerzid de defornacion (p)
sino tambien la yue llauaremocs energia de muperficie,; qua a3 aque-
-lla ensygia potsucial quo aorraesponde s la tensidn superficial gue
no axiste en la superficie limitante de los cuerpos sdlides, lo -
nisno qua en los llguldos. Puri la clase w@ vidris 72 useba drif-
fith en sus= experimentos, calculd uns energis potencial, T, refe—
rida a la wnidad de superficie, Gsl orden de 2,2 z 104 kg/em?,

De la scuacion (q) podemos concluir ahomal valor guitico de -
la tensifn S es aquel para el cudl el Gecremenio ia la energia de
deformacidin, debideo a lo extenglén de wns grista, ignsla al inoree
umento de la euergis de superfiecie. Aulicaude lz Lérmula (p), obite=

nenos:

de la cual

(r)
Log resultudos de log ensayos yvealizedos con nrobetas en las que,
por medle de una punta de diamante, se mracticabz fisuras de iar-
go conogido, demostraron una coingidencia muy sasisfactoria con -
los valores caloalados por medio de la féwuwula (r). Tambien se ha
demonstrade experimentalmente cne mi se adopta precauciones tendien
tes a evitar fallas microcdpicas, puedie obtensrse resistonciszs mu-
cho mayores Que las corrientes, Algunas varillias de vidrio gus en-
gayd Griffith revelaron una resistencia de rotura por irsecifn del
orden de 0,63 x 107 kg/aﬁz, que supers a ia mitad de ia eifra teo-
rica antes cilada.
: 41.*%%— Zn el parrafo mterior se he com~
parado la eonfliguracidn de um cuerpo slastico eu estads de equili-
brie bajo deteruinadas fuerzas maésicas y condicionss de contorne,
con las am:!omacimea emtigaas a aquella, que 3] miszo adguniere
al ser gpartafo de la poslcidn de equilibrio wedisnte las trasla-
giommes virtuales ’ » Quedo alli establecido que las verda-—
deras traslacimes que corraspenden a 1a posicidn de equilibrio eg

table gen aquellas que hacen minims la energia potencial total del
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glztena,

Conesideramos ahnra, en lugar de lns coyrimientes, las tensin-
nes que aorrespcmdm. a la posicidn de equilibrio, v tomamns tam-
bien comn e jemple el caszo de un sstadn eléstieo plane. Oomo sabe-
mos, las ecuacicnes diferenciales de equilibrin (18) con el agre-
gadn de luas corndiciones :.';é burd s {2(‘:), no bagtsn para determinar

las componentes de la tensiom, -3 Tﬁmbiqn hemns viaste
| gque adoptando diversas exprecicnes para la funcidn de Alxy, &, -

que figura eri las ecuaciones (25), o sesm

podemos encontxar wna varieded de digtribucimnes de esfuerzes
gue satisfagen a iag ecnaclones del aauilibrio y a las eondicio-
nes de borde. Se plmbea entences la ouastims joimo distinguir
antrs tolas las digtrzibudiones da fen_simea ast &t iégmente posi-
bles la verdadera?

Sasm las verdaderas comprmentes de la ¥ neifn co-
rregpondientes a la poaicidn de equilivrie y ineremsni-
'tns Infinitacente paquefing de las miamas, do wanera que lasg nue-
vas componentes ée la tensidn, es decir |
sutisfagan las nizsas eouaciones ﬁe eyuilibrio (18). Reasgtando -
entonces las mcuacimnes de une de-los sistemas de las del otro,
hallaremne que la variszcidn de las compenentes del esfuerzo ha-

brén de sstisfacer s las siguientes ecuaciones de equilibrioe:

(a)

A esta variaeidn de las campanentes de la Tatlga corresponderd -
cleris variueidn en las foerzag de superficie, Sean
ias variaciones infinitusente pequeiias da dichas fuerzag; las -
conticienes de contorno (20) nos dardn ent moes:
(»)

Para establecer en cufnto variu 1la ene?egia potencial del cuer-
pe & causa de las antedichas modificaciones e las camponentes -
de 1a tensidm, expresemos la energia de deformacion por unidad -

de volumen en funcifn de las componentes de la tensifm (81), y
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la variacifn de la energia a que nos referimos serd, entonces, 1
7

en la cual

¥s por lo tante,
¥y la variacién total que afecta a la enargialae deformacifn a -
causa de lag modificacioneég de las compoennteg del esfuerzo es,
ent onces: il

: (a)
Calculemos esta variaciém de la ene¥gia haclendo intervenir para
ello las condiciones de contorno (b). %1 primer término de la -

expresiim (d) da, gl integrar por parte.

(e)

en la cual la expresién representa la diferencia de los

| - valores gque tiene la funcidn

en dos puntos opuestos del contonmmo,

dy s tales como A y B enmla fi gura 95. Te-
X N
% v nemos, entonces:
Y
Fi1e. 95.

donde coslix = 1 es el coseno del éngulo que forma la fHormal ex-
terior ¥ con el gje de las x, ¥y ds, un elemento de contorno. De
la eouacifm (£) resulta, integrando, y teniendo en cuenta la obser

vacifm anterior:

con 1o yue la ecuacifn (e) se tranforma en:

(g)
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La primera de las integrales se extiende a lo largo del contorne

de la placa y la segunda,sl &rea de la misma, :
indlogas trensformaciones del segunde y tercer términos de la

expresidn (d) nos peramiten escribir:

(n)

Por sustitucifn de (g) ¥y (h) en la ecusei’n (d) cbtenemos la expre
sidns

en la cual la primera integracion se efectua a 1o largo del con-
torno y 1la segunda se extiende a toda el 4rea de la placa, Utili-
zando las ecuacienes f{a) y (b) obtendremos, finslmente la siguien-
te expresién para 1 incremento de la energia potencizl debidoe a
la variacién de las componentes de la tensidn:

: (88)
Bl segundo miembro de esta ecuacidn representa el trabajo preduci-
do por la variacidn de las fuerzas exteriorss a 1o large de los -
recorridos efectivos.

51 en lugar de una distribucifén continua de fuerzas superficia-
les, tuvieramos cargas concentradas, la integral de la ecuascidn -
(86) deboria ser reemplazada por wna sumatoria, Si P13 25,00., sm
cargas ammtradas indepenciién’eas ¥y dl' 62,..., los corrimientos
reales de los puntoa de aplicaci/m de dichas cargas en la ¢ireceidn
de sus rectas de aceidn, la ecuacifn mencionada se tranforma en

(87)

En 1o que antecede he;mos estudiado el caso de las variacimes
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mas generales de las componentes de la tensidén que satisfagan a
las ecuaciones de equilibrie (a)., Zxaninemos ahora un caso esse—
eisl: aquel en gue log incrementos de las componentes de la tene
sién sesn ée tsl naturaleza que ellos pusden ser realmente produ~-
cldas en un cuerpo eldstico por wedio de adecuadss Vvariacicnes -
de las fuerzas exteriores. Supondrswmos que las componentes de la
Pensidn se expresan en funcifn de las cargas exteriores 1% Posenas
¥ considerarenos aquellas modificaciones de lus compementes de 1a
tengidn consecuentes de las qus ezperimentan dichas fuersas, s sa-
ber, adih Limitandonos a los casos en que las conmponentes
del esfuerszo son funciones lineales de las fuerszas exteriores 21y
Pg.;.., ¥y sustituyende estas funcionesg en la ecuazisn (80), obte-
nesos la expresidn de la energia de deformacidm como-una funcidn
homogenea cuadrética de dichas fuersas. ‘

Deberd tenerse en cuenta que las reacciones de los apoyos, que
pusden ser determinadas con arreglo a las ecuaciones de sguilibrie
de un cuerpo rigido, estan expresadas en funcidn de las cargas da-
das ?1392...., ¥ no gparecerdin en la expresifm de la energia poten
sial eldstica. Si existen vineculos superfluos, las respectivas -
reacciones deberan ser srngideradas como fuarzas estiticaments in-
depandientes,eqnjnntamante con lag fuerzas 21,22, eta.

Partiendo de una expresién de la energia potencial de deformae
eifn en funcién de las fuergas exteriores, se tendrd, camo incre-
mento de la misma, consiguiente al que experimenta cada una de las

fuerzas:

scuacifm que eon la (87) nos da
()
Ahora bilen, como se ha dicho antes, las fuersas ?1.P2...., son ese-
t'aticanente independientes, de manera que sus modificaciones,
son completamente arbitrarias; asi, pues, podemos iguale® a -
cero todas menos wna y entonces la ecuacidn (i) exigird que se Ve~

rifiques
(88)
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waedaesi eouprobado qua si la enargia yotencial de deformacidn de
un sistema eldstico, V, estd expresada en funcidn de fuerzas exte-
riores estdticamente independientes, P1,22’ 23,..., el corrimiento
real del punto de aplicacidn de una fuerza en su propia dirsccidn
es iguasl a la derivada parcial de dicha funecifm con respecto a la
misma fuerza, Tal, sl célebre teorema de Castiglisno.
42.~E1 principioc de minimo trabaje.~ Bn el 41 hemos llegado a la
ecuacifn (86), partiendo de cuslesquiera variaciones de 1s s COmpP o=
nentes de la tensidn, susceptibvles de satisfacer las ecusciones =
de equilibrio. Admitamos shora variaciones tales que las fuerzas -
Buperficisgles no se modifiquen; entonces, habrd que reemplasar las

ecuaciones de contorno, (b),.de dicho parrafo, por estas otras:

¥y la ecuscidn (86) se . trandforma en:

(89)
Lo gue ge traduce expresands yue cuando las componentes de la ten-~
sifn origineda en un cuerpo cergado en sv comtorne varian sin que
s8¢ alteren las ecuzciones de equilibrio ni las coualiciones de bér-
de, las verdaderas compomentes de la tensifn son aguellas qus ha-
cen nula la variacidén de la energia potencisl eldstica. Se puede -
demostrar que tales valores correctos de las compomantes de la -
tensifm hacen minima la energia potencial eldstica, par 1o que -
la ecuacifn (89) es la expresidn del llasmsade principis de minime
trabajo,
Dicha ecuacifn es tambien védliida si a8 1o largo d= waa parte del e
eontornos rigidamente qnlasada por mecio de sustentaciones fijas,
las fuerzes exbteriores superficiales varian a consecuencia de mo-
dificaclones en las componentes de la tensifm, %n efecto, bajo ta-
les hipotesis, esa porcidn del emtorno nosadmite orscimientos, =
le que se traduce en la anulaciin del segundo miembro de la eous-
cifn §86), de manera que se obbtiene,nuevamente, la ecuscidn (89).

¥l principio de minimo trabajo se usa mwy a menudo para resol-

i

ver en forma elemental sisterus estst lcamante ndetrmingfos. Si |

Xy Yy Zyee. sen fuerzas o pares de fuerszas que obran sobre elemen-
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tos o vinculos superfiuos de un ol stema eldsbico, se puede oalou-
lar las incdgnitas hiperastiatioas yartlends &3 la cmiicifn de -
que la energia potencilgl del gistema axﬁrasaaa en funcim X, Y, 3%,
ese 5 Sea minima, es decir, mediante las ecuacicnes

e (30)
Bn los paxrafos giguientes gplicarenmos el irinecipie de minime

trabajo a 1a resolucidn de diversos provlenas de slasticidad bidi-

mensimal.

Aareg.~ Vanmos a tratar, por ejemplo, ol casn de wna placa rectan-
gular, Se ha visto en el * 20 que mediunte la aplicacién de las -
series trigonométricas e@s posible satisfacer las condiciscnes rélap'
tivas a dos lados de una placa rectangular: lss soluciones asi ~
cbtenldas pueden ser de interés prictico si se aplican a una pla-
c& de poca altura en relacidn con su longitud; pero si smbag di-
ﬁensinnse son del mismo oxrden dg nagnitud, deberan ser congiders—
das las condlciones en los custro costades. Zars resolver proble—
mas de esta clase se puede algunas veces aplicar veiiujosamente -~
el prineipio de mininma energia.

Supongands que sebre las extrenmidades de la placa rectangular

se ejerce una traceifn de maners que las fuerzas alli aplicadas -
chedescan 8 una reparticeidn pakabdiica (figura 96). 5a este eas0,
las gondiciones de limite sem:

Para X = ﬁ a

(a)
Pamy-ib

La energia de deformacifn correspondisante & wma placa cu#o eapesor
se toma igual a wmo es, con arreslo s la ecusciém (81). ' {

(o)

Uebe destucarge que en el csso de wn recinto sidplementis eonexe

como el que adui se considera, la distribucifn de las fatigas no
depende de ime caracteristicas eldsticas o congtautes tdonicag -

del material (1 12), por menera gue haclendo igudl & cero el cos-
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fieiente de Peissen, . , lra oflowins se sluplificardn natablemen—

te, Introduciendo, pues, 1ls funcidn de tension & y sustituyendo -

e (b) los valores

encontravos

(e)

La expresiin exacts de la funcidn de tensidn serd agquella 4ue sae-
tisfaga las condiciones (a) y haga -

que 1a energia de deformaciin (¢) ses’

P T minina,
.*‘E i if:_ B 51 para 1la detsrminacidn del minimo
:EE ' ‘~;> ___: de (c) aplicaros ¢l cdlculo de varis-
: y cicnes, llegaremos s 1a ecuseidn (26)
F1G. 960

para la funeidn de tensitn @ (. 13);
pere aywl ewmplearswes otro procedimiento, que nos permitird obte-

ner une solucidn sproximada, Com~ furglfm de 2ipy, adoptaremos -
me serie,
(da)

gue satisfaga & lag condiciones de 1imite (g) y en la ousal

son congbantes gue habri que detarminar posteriormente. Lle-
vando esta seric a la expresifn (e) obtendremos V como wam funcién
de pegumdo grado en %l valor ds las congtantes ~
podrd calecularse enbonces cm arregis a las simientes condiciones
de minimo, que serdn ecuscimes lineslea en Gl -, [ A

(e)

Por lo general, una adecuads elecciim de las funciones @ , @ «o.
pernitiré oblener wna solucidn sabiasfactoriamente aproximada ems

pleando tan solo unos pocos términos de 1la serie (d). Pn nuestro
caso, las condiciones de limite (2) quedsn satisfechas haciendo:

ya que, cpersnudo, obtenemos:

Las restantes funciones: @, & ,,,,, deben ser elegidas de manera

Que las correspondientes tensiones desapareszcan en el contorno., Hos
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iy
agegurarenos de ello efectuando a2 todas esas funcimes, del .;fa::- .
" $or (x? - &2)2 (yz - 132)2, cuyas derivadas segundes con respecto |
axyay se anulan para log lados ¥y al-'!-' Dyx= -2 a, rezpectiva.
mente; mientras que desmparsce sn correspondencia de
los cuatro vordes de 1&\-919.0&. Se godra tomar, pues, como exores
gifn de la funcifn de tenpién, la siguiente:

(£)
La serie contiene seolamente las potencias pares de x e ¥ porque
le distribueidn de tensiones eg simdtrica con respecto a ambos - -

ejes coordenados, £i nos limitsmos al primer término, , de 1le

geris (£), %endremog:

De la primers de. lag ecuzcionss (e) llegamog, entmees, a:

Pgra una placa cuadrada ( = b), resultard:
= 0,04253 —— ,
a

¥ las compomentes de la tensim valdrédns

En ls figure 97, 1la curve II repregenta la distribucifa de
en lez geccién transversal x = 0, en tanto que la reparticifn pa-
rabdlica gue hemos supuesto para leos esfuerzos en las extremida-
des de la placa estd reflejada por la curva I. .

Caleulemos shora con $res términoes de la serie (£) para lograr
wna aproximacifn mayor, Las ecusciones (e) que sirvem para el edl-

culo de las constantes gardn, entmmoes:

(g)



Estas ecuaciones nos dan para una placa cuadrads, o sea, para -

2 = b3

La raparticién de la componente del esfuerzo en 1a seccicn =

transversal x = 0 estd dada por la ley

¥ repressentada graficamente en la figuwa 97 por la curva 111,
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La repsrticion de esfuerzcs en la seccifn transversal x = 0O
g¢ ve heciendo mas uniforme a medidas gque zumenta la longitud de
la pleca, Pera a = 2b, por ejemplo, s8¢ deduce e ias dcuacionas

(g) los siguientea valores:

Para la mencionada seccifn transversil, se consigna a continua-
¢ifn algunos valores de
--z— = 0 0,2 0,4 0,6 0,8 2,0
= 0,690 8. 0,684 s 0,669 5 0,653 5 0,649 8 0,675 S
En la figura 97 se imdica eomn lineas de trazos esta reparticidn
de esfuerzos, gque; como vemos, se aparta muy poco de la tensidn -
media, 2/38.

- Pare contemplar otras reparticlones simétricas de esfuerzos en



— (11%5) "4
los bordes x = X & s6lo tendremos que adooter otra funciin |

en la expresifn (£) y unicamente se deherd modificar los segundos

piewbres de las ecuacienes (g).

’ - o ?’-/x
| b A, —e— R —4
I ¥
(a)
EiG, DB

Como ejemplo de distribucim asimdirica cm relacism al eje
x, considerenos ¢l caso de una plese Ilssada, figura 98, en la -
cual ia reparticiim de esfuerzos en las secclones extromas siguen
la ley: ¥ se representa por la curva b, £i§u:ca
98b, t¥identemente, el sistema de tenciones serd impar respecto
al eje x ¥ par con yeoupecio al 6je ¥. 2S¢ sallsfacen sstas oondi-

cionegs dande = 12 funcidn de tensifm la fToma

(n)
Como antes, 9l primer Hérnino sarigface para las corfiiglones
de 1imite. S5i aplicanmos la gcuzeciim (ni son cuatro gosfigientes
ese 3 y @n las ecusciomes (v), spematroacy vura ana plica -

g¢uadrada ( a = bz

(k)
expresifm en la enwal = x/a ¥ = ¥/b. La digtribucidn de -
tensiones en 12 seccifn trensversal medis, pora 1la cual x = 0, -
esté vepresentada por 18 curva a de la figura 98b, y como se ve,

eg sensiblemante linesl.

- - ety T T Ty






