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PARTES TERCERA

DE__La_ BLASTIGIDAD PRIDGIESICHAL

PEHSIONES ¥  DEFORMACIONES
P ——
52,-Uafinioidn de la tensifn en up punto.~ Zstudiados en los ca-
pitulos anterieres los prablms de elagticided plana, salvamos
ahora ose limitacifnm, pasando a congiderar el caso general del -
egtade de esfﬁemaa de tres dimemciones. ™n el 4 quedd egbadle~
clds Gue las tensimas que obran gobre iasg selis caras Ge un ele- |
pente cébige quedan definidse mediunte sels componentes del es-
fuerEn, a zmhef, lag tres tensioneg normalen, sy J los
tres asfuer’zﬁa temgencinles, Vonng -
a demostrar us sl enm un punto cualquiers se comocen @sas seis -
componentes de la tensiim, las ecusciones del sguilidbria estdtico
nos permitirén caleuwlsy la tencifn -
. 4que esrresponde a un planc de erisne-
tacidn srbitraris pasante por dicho

punto, Gea O un punio del cusrdo -

cargadoe ¥y on equilibrio y supongamos
cmiceides log esfuargos que earres-

ponden & les planos cooXdenadoes X7,

xz, ¥2 (£igs 113).Pura detersinar la
ﬁmsifm que o deeaz;bna en o%z¢ planc cualquiera que pase por -
€y tracsmos a distancla muy pogquefia de ege pwate, =1 plane B pa-
relele al dada, o1 cual formaré com el twiedro O un Betrasivoe eie-
mental, BGUC, Camo -—gegun s ha supuesho- las tensionss verisa de
maners cmiinua en tode 8l volumen del euerpo, la que metda zobre
el plano BCD, 2l acercarse dste gl origen cusndon o) alanants se
hace infinitdsine, tenderd a un 1imite, que es 12 tonsifn comres~
pondiente al plano paralelo sl miemo, por el punta 0.

Al eatgbleaer lag aondiclieonas da equilibrin dal Setraeiro 8la-
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mental, 8¢ pourd despreciar lups fuerszas mAsicas, sogin se axylied
en el - 4, Asiznigme, poldrcmos dejar de lado 13_'?3:‘1&;@1& de la -
tensidn en las caras del alsnevie, oY ser “eo ovdwik ijuflmitesimal,
y oupener una distrilbucién wmiforme de tensimes, asi que lag =
fuersas que scidan egcbre el tetraedro se determinerdn multiplican-
do las dress de sus caras por lae respecuivas componentes del es-
frerzo. 81 con A Genociimes el &rea de la cara BOD, las dreas de -
iae otran uéras, cbtenidans proyectando A sobre los tres planns -
geovdencdos, tendxin per expresicnes Al, Am, in, en las ousles ~
is Hy; Ny Tepresentiom los oosenos directores Fespectives, o sea:

(a)
Sean X, ¥, 2 loc componentes del esfuerszo yue actdas en la cara
BOD, paralelamente a los ejes coordenadns, respectivos: ls compo-
nante segun la direecifn x de la fuerza que cbra gobre dicha ca—
ra serd AX, y las compapntes de las fuersas oue sotdan en lag -
chiraz tres caras del tetraedro, en la nisma direceisn serdn §
, de manera que tendremns la siguisnte -

gcuagcidn de 2quilibrie del tetraedro:

De mmers anflogn, eés decir, proyectonio las fuerszas sobre 16s -
ejes y y £, oo obtlenan les otras dos esucoiones da equilisrie
¥ 4dividiendo luege swbos miembros de cadas souacifa sor ~al factar

A, podrsmng eseribiys

(122)

Ggih @ son lap ecusciones buscadss, yo& ue sllas nos pexmiten
deterainar lsc canpoaentes 4ol esfuerss yue uctdsu em uwsn piano cual
waiera que paege por 21 punbe 0, de oriontscifm definida por sus -
Ccogencs diregtores 1, =, n, siempr: uée gesu aonngidas 1;161 sels -
comprmentes del esfuerszo, en diclin punto

ales.~ Coisliderennss ahora la crmpenentes noar-

wal dal enfuermo, squenactic en €Y plune B (Pigara 113). ™
pleanto lae nokaciengs consignsdas en (a) pars los cosenos directe

reg, tenlrewnrns
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Yy reempluazando los valores de ¥, ¥, 5 de las ecuscimes (102),

_ (163)
Béﬁemca repregentar geomeiricuuatie it varipeifm o& 1o Lengiiy -
cuando cagbia la direccidn de Xa normal N, ea desir, la orim
tacifn del plano por medio da w radio vector de direcciln ¥, ocue-
ya intensidod »r ses inversusente proporcionel & ls rais cuadrads
del valor sheolute del esfuerzo, esto es:
| i ' . {b)
eu la cual ¥ e una comgtente. Las cooxdenedas de 1s punta del

)
\, 0

Reemplasenio en 1ls emuacidn (163) el valor

Geducide da la iguslded (b), asl oetis log cogenog directores 1,
m, n que regultan de las sxprasiones (o), bendrasog:
_ (104)

Ci se hace girar el plenc ZXD alrededor del punto 0, la extre-
midac del radlo vector » ge asndendrd consbontssents sobre 3a -
supariicie e segundo ordsn rep-m_wtﬁﬁé por lu eouwacifa (104),
la cual esté parfectamente definida por el estalode tensidn eu el
punto O, Sl canbismes e orisobasifo de los ejes del sistena do -
COOrAanatas pact sagulares, dicke euwperficle pemnecei‘é. invariada
¥ tan solo sufrivén modifiesciones, las cmipoaenies del ssfuerze

¥y come consesusncla, tashien quedan alig-
rados los sceficientes de la ecuacifm (104).

%e gebids que dada wna superficie de segundo orden como la uue
rooregsentn la ecuacifn (104), sismpre pueds efectarss uns trange
frrazeifn do eooriensdas cue haps desvanecer los “érmines en qus
figursn log produetes de variables, esho as, que podremos hallar
una terna srtegmmel de referencia que origine la desapariscifn da
los esfuersos tangenciasles, lo que significa que las tensiones -
resultantes son perpendiculasres a los planos sobrs log cuales £0-
tdan, 4 estas fatigas se las denomina tensienes principales rela-
tivee sl punte de que se Hrate; 8 von direosimes, ejse princlpu=

les, y planns prineipales a los plunos sobre los cuslee actlmn. Je
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(219)
ve ensaegulda que la Senslin aslrededor de wa puate queda cmaslotae
mente definlds ouando ge conoee las dirsccliones de los ojes prin-

cipales y lge nagnitudes de Las fogs Seasisuen srinelsrdes.

S4.~Elingoide do Jng fensimes v suserfigie directrigs.- 8i g8 adop

ta como ejes conrdenados, %, ¥, %, los ajes principales, al ¢4l

cule de lac Tanslonesg que onrrespendan a un planc cualquiera regul

ta muy slaple. Los aafuersos sanganeinlag aosn nulos
en aghe caso ¥ las ecuaciones de equilibrio del tetrasire (102)
ga trmParaan an
(195)
feenplazando Iog valnres de 1, B, B, deducidios de estas eouacio-
nea, on 1a ecnocida wolacién 1° 4 22 3 n® . 1y btondremos
(196)
Bebo pignifica que si la tensifm qus oorresponde a cada W~ de =
1oz infinitoes pl:mns, Gie pasan par O as rapreaanta por wn vectox
Qen origen an dlche punto y ouyas proyecciones shire los eles ~
sean X, ¥, 2, 2l lugar geométrice do lag extremidades de aicnaes -
vecteZar gord 12 superficie dal alipsnida enra ecuscifn ea (195). .
Geta superficie reoresentativa de las tensimes se denmuing slip-
soide de las tanpgiones; sas senisjes son las tensiones princeipsles
en e1 punto gongideyado, Resulia Ga aqui gue lu bengidn mdxisna an
wi punts cualquiers es o3 sonleje moyor del niguo elipsolis, este
22, o8l mayoxr Q¢ los tres ssfuerzos prineipales correspondientes,
8% ¢no de las tensionos principales sent igueles en walor abscludo
el elipeside de 1las tonsienes es de revolucidn, y si ademéds ellias
tlenen el nmismo signe, las tensicnes resuiteates on todss los plio=-
noas oue phgsn por &l @je do simelria del elipsnide seran igusles
v pearnendicniares a Ioa plahos en qie acidan, Un scte casn, las
tencimnes one eorracpandan a cualguier par Ga planos pespendioula-
res que se intersecten en ess sjo pusden conviderarse coo tonsio-
nes prineinales,
Cumids lag ires tenpglones principales son iguales y del misms -
aligno, o1 elipseide de las tensionas reasuita aser wna eafexa, ¥ -
cuslyuier terna de direcclones pespenaicualres zalse ¥l pusie ger

gonsidoreds come de ajesg orincipales. S5i mma de las tensiones pria-
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~prineipeles son nulas se tend»d a1l cage de wma traceidn o vna com-

{12n)
cipalep o8 nuls, el elisscide ds Ras teneimes se reluce a wia -
elipse ¥ 12 vactnres repragentativos fg las tazziones m tndog -
1ces planes qua psesn pory €1 punto gson gomplianares; ol eptado elige-
tien correcpmdiente ae domomina estado plano de tensidn y ha si-

do ya esgbudisde en loz capitules pracedentes. Unende dos teneimaa

precifm pizples. _

vads yadio vegtior dof olipsside d» laz tenviones resrasenta, a
clextz secala, ia $snsién que sorveyponde s wno de leos planes ps-
santes por #l ceatro dol elipsside. Zeva deterninuy este planc ome
plearmios adends 4sl elipsoide (106) ls llauaca superficle direo-
triz, ous ectd definida sor la scusoifa

(197

Demogiyarencs gqua sl egfuerzo rapreseatsio per wa raiis vector dal |
elipenide de lag tengimmes actla en 2l plams paralels zl slano -
tangante a4 1a sweriicie direstriz por 21 pwato em yus la inter-

i

gecta, In efeclin, 1ls ecusgifm d4-2 plann tensanta a la mpariicie

Girsctrig en un puate es
(a)
ecuacifn gue tacitien puede eseribirse nsis
x4y $nz=h, L ndly)

ex le cual h eg io distancia del ozigen al plano tangente ¥ 1, 1,
By log eopenos direetores fe diche perpendicmler. damparando (a)

y () engatronons
blavande esos vaiores a lac fimmtas (105), resulta

io que nos dige gue las cempoanentes del esfuerze on ol plans 06w
finide por los gosenos directsres Ly, By Ay s Drogosoimales a les
cooxdenadag ¥y por¥ 1o tunbte, el vegler rapresenvative

del esiuerzo pass por el punic o0Mo g2 queria usmosirsar,

Soe=dgiorieingeidn de lag btensiongs pringi; 88,~ Villizsido la -
propiedad da que gozan las teiusioa®s poisgiuaias Yo sa parpand -
culares & losg plenss secbrs los cuales acidan, podramos daterminar

ias dizrecciones y megnliudes ds las tagnsimies prinecipaiag i cotiow
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camog lapg componentes de los esfuerzos que comaprmcftm a tres -
planog conrdesnados, Sean 3, u, n, 10s ce3sios diregioris de van -
de log planos prinecipales ¥y s 18 maguitud del esfuerzo princi-
pal corragpondiente gl mismo; las enmmprmentes del misszo serdn en—

tonces:
Reenplazendo en las ecuacienes (102), encontrarannsa: _
{a)

Para que estas ires ecuacicnes Yinealss y hamogfneas en 1, m, n, -
tengan goluciones diferentes de coaro es necesario que su determinan |
te gea nule. 51 caloulames digho determimante y lo iguslamos & cero
ghtendremos 1la sigulente ecuaciin de tercer graio en lismsds -

scuscifn carascheristica:

| (108)
Les tres raices de esta ecusci’m nos dan log valoras de las tensio-
nes principsles, cuys sustivucidn en iug spudciznep {-'ﬂ'),, guenta te-_
nida de la velacién 12 4 »° 3 n? & = 1, nos pernite Geterainar tres
grupos de cosenios -siirectores para los tres planos principales,

Bs de sdvertir que la ecuacifm (108), que permite determinar los
valores de las tensionea principsles, debe ger independiente de la
direceifn de los ejes coordenadoes, X , ¥, %, G2 meners 4.6 los coe-
ficientee encervalos en pardntesis en la misma, serdn invarisntes,
i. 8.4 1lus expresiones

permanecerin constantes cuslauiera sea sl siste-
ma de referencia. Lo Que no-g dice que la suma _ de las
tres componentes normales de 1s tensidn en wn punte, correspondien—
tes a tres direcciones perpendiculares, es constante e igual a la
suma de las tensiones principales en el mimmo punito,
56+~ Daterminagidn del egfuerzo tangsncial mdximo,- Supongamns que
Xy ¥» % son los ejes principales o, 1o que es lo misao,
lag tensliones principales ¥ 1, My B Ina cnamnan di:me'tcxraa de uy -
plann dade, 1 cuadrade de la tensidén resultante, corraspondiente -

al mismo serd, con arregln a las ecuacisnes (105):
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%1 ecunadrado de 18 eomponsnte normsl de la tengidn en ol micas nla-

no es, sezun la eguscisn {(193):

¥l ouadradc de ls $ensidn tangencial en el miagmo plano daberzd aer,
entonecas,
(a)

Fiiminaremos shora, en esis escuascisn, uno de lns cosenos directores
verbigracia; m, enpleanie paya elle 1la relacifn

12 3 32 in? = ; £
¥ paseme & deterninar 1 y m de nanera que  resulte nmdxismo, Reem-
plasando en la expresgifn {(a) n® por gueigual 1 - 12 - az,_ dedauecido
de la anterior ecuscidn, celculando las derivadas de la tensidn ~
tangencial 7Yegpecto a l y a m 8 igualandolas a cero, llegarenos
a las ecusciones que nog permitirdn determinsr los censanos directo-
reg de les planos en los cuzles — es mdxiso o minimo; 2llas son:

{(b)

S8 chtiene una solucidn ue estus ecuucinges Baciends 1 = n = O
pers tambien podemos oblensr solucimmes diferentes de cerc. "n efeg
to, haganmos por sjemple, 1 = O; la segunda de las ecusciones (b)
nns da entonces B = = y con m = 0, de 18 primera &s dichas
ecuacimes resulia 1 = +

Por medie de sdlculos enteramente ondlogos, eliminsremcs B y des—
gues 1 an 1lg expresidn () y finslmente llegumos & los siguientes
valores de 1los cosenos directorss que hacen miximo n mfnime el es-
fuerzo tangencials

COSTNOS DIRBOTORSS DR 1LOS PLAWOS F 'S OOUERMY  ndx, Y nin.

[ | & 3 %
1= g | o s 0-;-‘-‘,’;;‘I-'r§'

: : t ? .- s
m = B2y 1 wn denle . idee

. : : - .

foo ; S { b -?
adedes LR 5 e ¥ = ¢ ¢ LRI STy 0

W =

Lag tree primeras cclumnag mns den igz diraserismes de lag 2lanos
de coordenadas, los cusles coinciden, conforme al susuesto sriginal

ecn 1los planog principales; como para dstos el esfuerszo tangencial
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as cerc, es un ainise la &:_tpz‘esién {a), Las colusnas restentes dan
ios planos que, cent snieade mu lop #jes primeipsles, bizsctan a las
fngules Formados por los otroe dos ejes primcipales. Heesmplazando
en le expresién (8) los cosenos directores uue correspodden a es-
tos tres planos, llegames a los sigulentes valores de losg esfuer~
zos tengenciales correspondientes & los nisnos:

( 199)
Lo aus noe demuesiya gue 18 m'szisma Yoneifn tuengenelal actia en -
gl plano bigestor del fnaules que forman las tensimas srineipales
méxina y ninina, v yue su velor es igaal & la senidife-

ronolin de les nmisnae.

homopénesa.~ Hos oguparesos tan solo de deformacio-
nes sequefiss, gque asn las que prevé ol ingenierc s han de produ-
eir en las congbtrucoimes. Los rsoorrides alementales de las par-
t{culas de un cuerpo deformado serdn resusling por lo general en -
gus componentes u, v, ¥, paralslss 2 los ejes coordenades X, ¥y 2,
respectivazente, 7 se guprndrs ~ne é*mhaa esmymantes son cantida-
des infinitesimales que varian on forms continua en el ambiloe del
SUBLPOs
Sea, por ejemple, el caso de una barra pris-
mética fija por su extremidad superior (figura | gz
114), y sujets a extencifm axil. 51 es el alsr | F
gamiento sspecifien de 12 plesa en la dirdcceiin |

x ¥ el gorregpendiente acortaniento transvez

sal, las cmpmentes del onrrimiente de wn gunto :

de conrienadas =; ¥s 2 serdn, evidentenmente,

Fie, 114.
ilamenns X’y ¥°, 3° 8 las cooxdenadas del mismo punto una vez pHro-
ducida la extensidn; su: valores serdn:

(a)
¥ si congidersmos en 1a barra antes de ser defomiada una superfi-
eis plana tal como 1a que representa la ecuacifm

{0}

1ns punins de agquells pertenscerdn despues de la daformacion a wn |
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nusve plane cuys ecuacidén se chiiens sustitwrands en (b) las va-

loves de Xy ¥y %y dados por las ecuacimes (a). De este noio pusde
facilmente demnpiverse que los planss parslelssd congervan ga DArs-
lelisgmo éegpues de la deformacifn y cue 1las rectas parslelae lo si-
guen siendo una vesz Gaformado el ouerpo 8 que pertenscen.
I puperficie esférica de suntos de la barra, cuyas ecuacidn es
:1:12'4- 32 4 2° = r2, I (e)
snbas 4o 1a deformacién de aguslls, se tranfowma a consecnencia de
1z miama en uwn slipanide cuva scuacidn se ohilians reemplazands an
{e) ias exprecioneg de lx, ¥s 2, doducidas de lus ecuacisnes (a),
hecho 1o cusl, tenesmns:
(d)
Zogto es, que la esfers de radic r ze ha transformado en wn elip-
soide cuyos seniejes son 2 (1 4 ), 2 (1 =- Ja2 (1 =. )
La sxtensicr axil ¥y el soortenmianto trensversal oonuideraios
en lo que antegade no son mas que un c¢ago particular de una defor-
macidn de un tipo més genarsl, oL 8i 4ue Lésg DofzonenS33 U, ¥V, W,
del eorrimimio, son funcimnes 1ineale;a de las coordenadas, defor-
mesaifn qus -gmmo pueis probarse por un rasonsmlente andlogo al an=—
ferion= tiens las zaiasnaa_ propiedaded que hemns hallasdo para el ca-
se de la %trasccifn cimple, esto es, que las rectas y planos se con~
gervan como tales degpues de 1la deformacifn; gque los planos ¥ rec-
tas paraleles tambien congervan su parsleligme y que una esfera -
ge trenforna, & raiz de la defermacifn, en wun elipsoide. Seginee
dencgtrard nde adelente, en toda defnrmacifn homogénea, como se -
denoming & las de este géners, iHoios log puntos ol cusrps defor-
made experimenten igual deformacifn en wna direccifn dads cuslguig
ra y dos elementos geometricmmente semejantes y semejantemente -~
orientados se congervan gemmetricamente semajantes, luego de la
deformacidn,.
¥n cases mag generales, la deformacidn varia de punto a punto -
del cuesrpe deformads, Por ajrunl o, onandn una viea es flaxada,las
dilataciones y 8o rtamientos de las fibras lmgijhudinalvm varisn
con gue distuncisg a la capa de Pibras neutras; el esfuersn da des

garreniente en los elementosn de wn eje ciroular smmetido a torsidn
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es proporcionsl 2 las digtancias Jue loe separan ﬁel aje do la pie-
sa. Bn tales cagngz de defnrmacin nnrthemagénear aa nacesario efec—
tuar el estudie anslitice de la deformacion en el entorno de wn -

punto.

58.-Ueformaciones alrededor de un punto.- Pars estudiar la deforma-
oifn en contigiidad de um punto O de wn cuerpo deformado (figura ~

115). cmai&e:rém-os un pequefio elemente linesgl, 001 de large r, cu=-
yos cosenos directr:raa llemamos 1, m, n,
Supn proyeccicnes cobra los ejes de cooxrdenadas, a saber:

_ (a)
vepresenten las coordenadas del puntoe 0, con relacidén a los ejes
X, ¥s Z4 Gue passn por el origen O, 5i u, v, w son las componentes
del treyecto el punto O dursnte ls deformacidn del cuerpo, 1as -
gue corresponden al corrimiento del punte vecino 61 astaran dadas -

por las siguientes ecuacionss:

s (b)
&z /
Sy
2 y
q / !/
FlG.115.
Se supone que lasg canil dades - X, ’ ; sn infinitamente peque

fiag y por lo tento lom términog de grado superior al primero, sal -
gomo susprofuctes, serin infinitésimos de orden superior y como ta-
les pueden despreciarse en (b). Ue estas se deducen los incrementos
o variscliones y ¢e @qul las cooxdensadasg del punto 01, despues de la
deformacifms

(a)

Estas coordenadas, crmo se ve, saa funclones linca-les e las primi-

X |

tivas, B x, :?3', zy conforme a la definicién dada en el 57, la da=- |
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formecifn de wn elmto muy petuefio de un cuerpo en al punto O
puede, entonces, considersrse como homogénes.

Pasenos a bmaiéarar el alargasiento experamntado por el ele-
monto Te Tl cuadrade de su iongitud, degpues de La deformaciim se-
rd iguel a 1o sums de leos cusdrados de las nuevas onordenadas del
punto 0, que estén dedas en (e), asi que sl llamamos al alrggnien
to sspeoifico del elemento &e que se trata, se tendri:

o bien, dividiends por r? y veniesdoc e sussta 15s scuzslones (a)

(a)
Recoxrdando ahera gue tanto _como las derivaias parciales .
o 5 * @ s Son eentidades muy pequefias, cuyos cuadrades ¥y

sreductes pusien ser despreciaios y sirplificando on razin de ger
12 3 n® -&n‘? = 4, se deduce:

(118)
Helacifn que neg dice gque podré csimlarss el slargamiento ds wa
elems=nto ¥ sleapre qus s¢ conofcan las axp:‘malma o . % s
, 856, Ls souncifn(il3) pusis spresarse 71 formwa mas

gimple ei empleanos laz nstaciemnes

(e)

Se tendrsd asis




21 egignificado ficico de las nanfidades . « ¢« 5

sido expiicaldoen o1 5 v, sszun ge indica en el uisno,
sem los alazgasiontos empocifices sn las dirvecciones x, ¥, 23 en
Sanso Qun - s™m ias distorsienss gorrespondientes n asas

nissas dizecienes, Oomo en dichn parrafe (in fine) se muncia, -

usis aguli dennglyade que el alarganiento do un slomento suslguiae-

age por el puntn © poird ser caleulado -aplicando :v la

cifn de las seis componsntes de la defome-~

aifn,

de una deformacifn honogdénea, las conpo~

n ol case Qﬂ'gi MIinY
nentes u, vy ¥ dal Tragyecto s funcinnes linesles des las ¢ooria-

nadag, 42 maners yue, sesun las eousciones (8), las componenies

de ia Geformacifin son consgfanta=s an Sadng I~z nantos del guerpn,

antn a8g, que, an dlehs caso, todog log elenontog dal cuarpo sgo fed

sy ignalfafaﬂt&, -

A1l esgtudiay la deformacidn en el antorno de un punte €, as mu-

ghis veces nacessrio saber cuanbto varis 8l éngulo gue forman dos

stos lineales pasauntes por ese punio. Sasn 1ys By, n, log =

mento ¥ (figura 115) despues de ia de-

caracterizado por |

valores  gntes de la defrrmacifn. Aplicande ias e~

Y otras tantas ccuaciones shdlnzasg narse les cosenong diractores

dol elemento T, in 1la comecide scuscifn gun 48 el cosens del dn-

gule Tormade por {os direcciones, gplicede g las de los dos ela:ﬁgg:‘

f

Bos despues de la deformneifm, s saber:

las eoussimes () non darén, emasiderande omn ganvidades nuy

|
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peguefias, los alargsmientos ¥ s en diches Girecclones,

(1p2)
3i 1as diveccimes » ¥y ©° fuersn perpeniiculares entre si, resul-
faria
y entonces 18 ecuscifm {112) de el valor de la distorsifa que st~
#rs el &ngulo de esas direccimmes, :
59,~4igs principsles de deformagidn.-ka scuscifm (111) nos persite
interprotar geondiricemente la varismoidn de la defarmacifm en wn -
punto determinado, tracemos psra ello en la direccidn de cada ele-
menbo de reota tal como r (figura 115) un radio vector cuya inten-
sidad sea inversamente proporsionul a 13 ralg cuadrads del valor -

gbgoluto del alsyganiento , es decir:

Razengndo, entonces, como sw hs iniicele en I,sonciiinog que al
lugar geoudirico ds las extrenmidades de los redios vectores corres-
pendientes es la guperficie de ecuacidn
_ (i13)

“gta supsrficie cueda coaplebtamente determinaia por el estads da ~
deforuscidn en el punto smsidersdo y es independiente de la orien~
tacifn de los ejes corrdenados restangulares, T8 siempre posible -
dar & estos ejes orbogonales direccicmes tules aue los términos de
1o ecuneidn {(113) ue cmtengan productos de varisbles depupareszcan
10 que enbrafia i1s nulided de las variaciones angulares en tales di-
reccimes, TDobas hlnfecibidc el nembre de ejes prinecipules de defor
macifm; los planos cermsymdiéntaa, planos principales de deforua-
edén y las deformacidnes respectivas, deformaciones principales. le
todo elle rasulta evidente que log ejes grimipélea de deformacion
siguen siende perpendiculares despues de scurrida la defomacidn,
de msnara que un peralelepipedns rpecktangmlar da earas varalelas a
los planece principales ge conservard como tal despues de la Gefnar-
macifn. :

81 1os ojes %, ¥y ¥ % cdinciden con los ejes principales de defor-

macifm, 1a ecuacifm (113) se tranforma en




: (123)
%n este oéso, la dilatacidn de un elemanto lineal cualuuiera ouyss

cogpenns Girectiares sesn 1, m, n, valdrf, con aireglo a lag ecuacice

nes L{i1iis

_ (114)
y sezin la scuscidn (112) la deformacidn tangencigl o distorsidn coe
rrespondiente & dos dlreccimes v y r’parpendiculares entre sf, eas-
tard dada por ia férmula:

(115)
Hesulta de lo gue antecsdie que 1a deforuzeifn en un punto estd cow-
pletanente detarminada si se ammons 18y divessimes de lae eiga »rin
cipeles de deformacién y las msagenibudes de los alargasientos prine
clpales., La determinacifn ¢e wios y obros se efectusa de una manera
andloga a 1a que se explicd en el pafdgrafo 55. Puate tambien demos=
irerse que cumndo el elsbeua de ejes coowdensdos experinenta un gi-
ro, la susa permancce congtante, Como ge sabe, el gig-
nificade fisico da esta suma es simple: se trala de la dilatacidn -
clibics ¢ welasifn del incromente de volumen cus experiventa el para=
lelepipedo vachtunguler elaménital, & su volumen primitivo, a causa -

de la deformeclfn que s proluce slredsdor de mwm punio.
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SAZIZTLO

i

TEOREMAS GENBRALRS

60.= B ioneg d el es de aguilibvrio,- fn 6l 52 hemos de-

sarrollado &1 ssiudio de la tonsifn en wn punto de un cuerpn 8li
tico. Hos propmmemos efectusr ghora el andligis de la vapiseifn
dsl sefuerzo al carbiar la posicidn del punte, Para ello debemos

estz¥Wlecar las condicienes ¢9 acuilibria do ua elamento de forma

de paraslelepipeds rectangular cuyes dimenglenes son ’
- [F
Df+ -:—zzd'x
i
1 an, Iz
'I"';f&‘})"z'f R =
Is o7 Tz §}f Sy
| T 8x
Ty gy Lz
e a1 -y T
GyEs T i L5 +§‘”6" I’(ar‘ s
' 20x b AT i
*ru}_ et a"sx... Sy ¥
5 e -._‘-u--'-f,r?xz
Ze Tyz5
* Oz
Flc.116.

como el cue s¢ prasenta en 1a figura 116, on la cusl se indica -

lass compenentes de 1a jonsidn sue actua en oada carm -las fatigas
sefialadas en la figura som las que anrrespodan s los centros de

las carase ,asi como gus sentidos positives. Tomaremos aqui en -
cmaideracidn las variacinnas gne experimentan dichas compenentes
caan comsecuancia de lom imeremsntos infinitements pequedles,

y 4o las grorderdas,; » a1l palenliar las fuersas actuantas
an ol elemenin, considoramos gme las caras sm Infinitamente pe-
quefias, 46 manera que la fusrza c:;u.e corrempmmie a cads cara se -
obtiene multiplicando por esu drea 12 tensifn en sl baricentro -
reapectivo,.

La fuersze mésiea relativa al. slemento comsidersdo, que fuera d
precisiia como Infinitésinmo de oxden superisr al egteblecer las
diclones de equilibrio del tetrasdrs (fiwwras 113?, debard shora -
intervenir en las ecuacimnes, por gar Ge)l mimio nrden de magnitud

Sue loe términos que corvesponden & la variacidn de las comp onen-

ten de e tensifn, Si designamog entmoes por X, Y, 2 las empuneg
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tee de la fusrzs ponderal espefifica,; obtendrsuos unay de las acua

oimes do aguilibrio proyectanie lag Nuarsas en la dlréauifn X2

De maners andloge se cbtienen las otras dos ecuaciones de equili-
brie y despues de efectuar las simplificaciones, llegamos & lag -
gigzuientes ecuaciones, que 2ahm cuedar ogtiefachas en todna los

puntos del cuerpe censiderado: e

(116)

Las tenslones verism de uno & otro punto del cuaerpo §y ¢n su perie
foria deberin equilibrar a las fuersas sxbteriorea yue sctusn so-
bre la superficie del miswo. Las expresiones matomaticas de las -
condiciones o eguilidbrio relativas &8 lu superficie pusien ohte-
nerse partiente de las ecuscimnes (102). (onsidervemos gm ells

" gue ol tetraedro OBW (figuralll) estd dispuesto de msnera gue la

caras 50D eoinglde cem la superficie del cuerpo y llamewmos X, T, 2
a 155 conpenentes de lae fuerzag supsrficiales referidas & la uni-
dad de &rea, en diche punte; lpe caudnirmes msmairnadas devienen

entonceg:

(117)
en 1las ocusles 1, my; N son log cosenos directorss de la rormmal ex=-
terior g la supsrfieie del cusrpo en el punte considerade,

41 el preobleme emmaiste en determinar sl asisdd de tensidn gue
e origins on wnm ocuerpo sometide a la accifin de Tuerzas dadas, es
negennyis reasliver lsé.a ecnscimes (116) de numera que la solucidm
sstisfage o laz oemficionas de linite o cmﬁi::ifétea de bobde (AIT
Es evidents aune estas sousciones, que cniiepen sels componentes

del 2sfuerzn, . o+ =3 no baghten spra determinar sstas
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tidades; €l probleoma oo estidticanente indetérminadn ¥y para resol
varlo ge deherd proceder como en el oaso del estaio planc de te
sifn, heciends intervenir a las defwrnacifnes eldsticas del cuer-
D0
Sl.-Cmmdiciones de compatibilidad.- Para egtablecer las ecuaclones

gque buscauos,; Jdevara fenerse =n euaﬁta gque las seis componentas =
de la deformacidn en ¢ada punto guedan completamente determinadas
por las tres funcionas u, v, W, que Pepresentii las jomponentes -
de = oorrinientng asi cue las componentes de la deformacién no -
sueden expresarse arbitrariasmente en funeidn de X, ¥, 2, sino que
habrin de patisfPacer s deteminadas raléciunes qua ge deducen de
1as ecunciones (2) (véase 5).

= lag sovacimes {(2) de deduce por derivacimm:

ds donde remmlta que

(a)
na sermubacifm efclica de 1lag letras %; ¥, 2 nos permitird obte-
ner otras dos velaciones mflogas,

Calenlando ahora las derivedas

1legames a estabiiegar ues
(v)

Por perutscifn de lss letras x, ¥, %, obtendremos otras dos rela

ciones endloga: a (b).

Prigediendo como se ha indicade, se llegas a sals ecuaciones difg
rencisles entye las compmentss de la defuemscifn, las cusles debe
vin quedar satisfechas en virtud de las scuacimes (2). %llaz ree
ciben &1 nonbre de condiciomes de compatibilidad y son.las siguien
tas: '

{118)
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Lag eondicienas oxprosadss por las sguscimes (118) pueden -~
'Bran'sfmmame en Pelscicmmeg enixe laco componsntes de la tencida
utilizando la ley de Hooks -acuacisnog (3)4, vidg | 6. Pomanos,
por ejemplo, una de ellau:
{e)

e las scuaciones (3) résulta, 4eniendo en cusnta la igaaldad {(7),

A s

med iante una transforusolifn smnaillap

y o 1o esouacifn (4):

1 Heomplagando en (a) estas expresiones, cbtenenos:

(a)
Bl segunde miembro de este scuscifn pusde tranformarse empleando
las scuceiones és sanilibrie (136); en efects, resulta de lad des
dléiman: -

—

Swsende les derivaedas de la primera gouacidn coa respeato a z ¥y

%’ da le segunda con respeuto a Yy, oe Lieae

c bien, si ge tiene en cuentsz le privers de las eguaciones (116):

51 sa 1levs eote Witins a 18 scnscifn (4) ¥ pars oimplificer 1a
egerdtuprs ¢ ubiliza ol plubole

anopbrisios

(e)

Las otras dos condicicnes de compatibilidad dol $ipo (¢) permiten
esaoribir dog ecusciones andlogas a la anterier.
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Sumendo ordenadanente las tren gcma,cims del :tipﬂ (e) asi -
sbtenidas; so tiene

Reemplaszando en la souscidn (e) ol valor del laplaciano de  , =

que resulta de esta dltina expresim, se tienae

(£)
Pedenns obtener tres ecuasciones da este clase, correspondientes
a lag primeras, tres scusciones del grupe (118). indlogamente, las
tres condicienes regstantes de ese grupo pueden tranformmse an eoua
gciones del tipo siguiente:

(g)

ceft las fusrsas misicas constantes o nulaes, (£) y (g) nos can:

(119)

Se ve, pues,qus adesde de las ecuaciomes de exﬁailihrio (116) y
lag condiciones de borde (117), las componentes da 1a tensidn en
un cuarpe ipdtropo habren de satisfacer & lup seis caudicicnes d4
compatibilidad (£) y (g) o & las seis condiciocnes (119). Zgta sis~
tems de ecuscienes basta, por lo general, pars determinar sin au-

bigiiedad algunas las cemponantes de la tensidn (véase  64).
lap ecuseimes Gue ézpresan las condiciones de compatibilidad -
erntienen segun 'se ha vigto, tan solo derivadas segundas Ge las €
coumpenontes del esfuerzio; por lo Steato, 3i las fuersas sxteriores
permitieran setlpfacer las scuacimes de eaquilibrio (116) conjune
tamente con las cmdiciones ds 1inite (117) mediante wnas componen
t68 ds la tensifn que fuesaen consbanies o funcimmns Fineales de -
lasg coordenadas, las ecuscimes <e c:ﬁyatibi}iﬁa& queduarian idenie
ticamente satisfachag yegts sistena de tensiones representaris ia

golucifn coxrrvecta del problems. %n o) cap{tulo VIII desarrollamns

varios sjenplos de predblemas 4o asta clagae.
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62.~Yeterminacidn de los corrimientos.~ La lay de looke —ecua-

cimmes (3) y (4)- nos pernitird determinar las componentes de la
deformacién una vez calculedas las componentes de la tensidn me-
~diunte las ecuscicnes.anteriores. 2ara determiner los corrimientes
Uy vy Wy 8e utilizan entonces las ecuaciones (2), Derivandé éstas
con respecto 8 x; ¥, 2, se puede obtemer 18 ecusciones entre las
18 derivadas segundas de u, v, w, y calcular asi dichas derivadas.

Para u, por ejemplo, tendremos:
(=)

5i en las ecuacionegs anteriores intercanbismos eiclicamente las
letras X, ¥ ¥ %, hallaremog las derivadus segundas de las compo-
nentes de los corrimientos v y w; y por medio de integraciones -
dobles obtendremos u, v, y w, a iaa cuales, como congtantes arbi-
trarias de integracién, efindiremos funciones lineales de x, ¥ ¥ 2,
evidentenente, no afectardn a las eocuaciones (a) y aun correlati-
vas; tampoce modificardn a las comprnentes de la deformacifn  ecua

ciones (2) ', siempre qua scer ¢z iz £aros:

(b)

Lo que gignifica que las tensicnes ¥y lag deformacimes n» de=-
teruinan por completo los corrimientos ¥ que & lag ecusci-nes gue
los expresen, deducidas de (116), (117) y (119), podrd afiadirse
al i;rs_sywto que corresponde a un movimiento a 1= menera de cusrpo
rigide. Las cmstantes a, 4, £, en las ecuacimas (b) representan
un movisiente de traslacifn del cuerpo y las constantes b, e, @
‘gom las tres rotacimes del cuerpo rigido glrededor de los ejes
coordenados. Cuande existen vinoulos bastantes a impedir el movie
miento del cuerpo como si fuera rigido, las seis constantes de -
lag ecuacimmes (b) pueden ser eéleulaﬁas facilmante de manera -
que patisfagen las condicicnes de vinculo, Mds, adelante se expo-
nen diversoe ejemplos de ddlculos do esa naturadeza,

63.~Las _ecuaciones de equilibrio otmo funciones de los gorrimien..

tog,~ Yn métndo que permite resolver los Probleuas ue elaa'bicmaé
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es el yue conduce a formular tres acuaciones de #yuilibrio cuyas
inchgnites gon lag tres funcimes n, v, ¥, 2ava ails sa elinina -
de las ecuaciones (116) y (117)., las componentes de la tensidn -
recurriendo a ia ley de Hooke y a las ecuaciones (2), uue nos per
miten expresar 153 componentes de la deformacida en funcion de -
los aaﬁimientoa’. De scuerdo cén lap ecuaclones (11) y {2) se tie
ne

(a)

v las ecuscimes (4) y (2) nos dan:

()

Reemplasande eses valores en la primers de las ecuaciones (116)

ancontrames
Las otras dos ecusaciones pueden tranformerse de lz migna manera,

asl gue utilizsadie 21 sizbalo laplsciane, las souacimaes ds egqui-

1ivriodll6) se tranzformun en

(120)

7y cuande ne sxisten fuersas misicas, ne tendrds

(121)

Derivande la primera de esiss ecuacionss cm respecto a x, la se-
gunda con respecto a ¥, ¥ la tercers con respecto a 3, ¥ sumando
miembro a miamﬁra las igusldades que pe obltienen, ss llega &

de donde resulta evidentemente que la dilatacién offica, e, satig

face a 1a ecuscidn diferencisl

(122)
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La nigne conclusidn es aplicable sl caso en cue las fuerzas ndei-
ecas sean concbantes pars todo punto del cuerno.

Beemplasende log valores que dan las scusciones (a) vy (b) en =
izs oondiciones de borde (117), hallanos:

(123)

Definidae asl complatavente les Yres funcimes u, v, W mediante
les ecusecirnes (120) y las enndiciones de bowie (123), poiremos -
c:btaner les componentes de la deformacifm aplicantio ias souaciones
(2)s v luego las componentes de la temsidn, valiendonos de las -
féraulas (9) y (4). ¥n el 65 y en el capitulo XiI se hace aplieca
¢lén de estus ecusciones,

B.~ Vames a demostrar ashora la siguiente

prepesieiling Pere un elgtema dado de fusraas actuantes sobre wn -

cuerpo eléa-?.i;m,-ula golucidn de las escusciomnes (116), que satinfe-

¢e a lus condiciones de borde (117) F u lus scuacicnes de compati-
bilided (1192) bajo ciertas cmdiciones limitutivas, es tnica; .04,
el estado de teneifn esid determinudo sin audbigiedad,

Comengzamos eon lo que se entiende por cuerpo eldstice libre de
tenpgiones, a gabexr, que si el aue@o queds 1ibre Ge la sceifn de
todas ias fuerzas exteriores, no existind defommacidén y las tensio-
nes en todo el fnmbite dsl cuerpe serdn mules. Supmgsmos, sntonces,
C_-'ue‘ lae ecusciones arribs menciomaedas sdmiten dos soluciones dife-
Tentes ¥y gean  , . . . isx yepooeniies 4a Ia tsagidn en una
de esea scluciones y e s i8g Yue corrsspogden a 1a =
otre, Apliesnds 8l primero de esos estudos de tengidn, las scuagio-
nes (116) y (117), tendremos:

& & & ®% = & ° & & ©°o & 8 5 B 8

& &
& & & & » 4 & 5 & 8 © B w & »

-tb't-ocwuoonqoq......,

ltbonnwt.l'atnuic—ott.

fara el segundo estaio de tensifm supuesto se tiene

ldﬁtou.nttu—ca:.pto.,
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Restando estas Wtimas ecuscimmes de las del primer grupo, resul-
tard gue la distribucifn de tensiones definidas por las diferencias

satigface a las ecuacimeas

o W e W RS B % R OR O XS R PR ®E % R N A .S e
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an lag cuales se han desvenecido 'b;adaa lag fuergas exterioras, De
acuerdo cm al cencepte de cusrpo libre de tensiones gue hemns in-
dicado antes, resultard, por lo tanto, que todas las diferencias

tamblen desaparacen y los dos gistemas de dig
tribueifn de tensiones dsben seor idénticos.

%l teonrema de la unicldad de la solucidn pusds demsstrarse en -
forma andlogs si en luger de las fuarsas axbterioras se da 1os co-
rriniantos Uy Vs @ en 1is suparficie exterior del cascpo.

Pn le demostracidn anterior s¢ ha ampleado el princisio de su=
perposicifm, ya que medisnte una simple resta ha giéo obtenide una
distribueién de tensienss . La legitimided
de la splicoelfn de ests principio es wdmisible tan sole -~ cusn-
$o los peuusfios corrimismtos correlstivos de la defomacifm no afgc
ten substanciaimente la sceidn de las fuersas exteriores, clromne-
tancis que debe ser consgiderads, ya gue eu clertos ¢8808 no se pue-
de hagey oaso omigo de lus paquefias defzrmacicass, sino gue por d
embraris deben tomarge en consideracidn sl establecer las scuscle=
nes de eqmilibrio, Un cagos como 0gos, la Gemostracifn de wnicidad
de la solueifm que quede desarroliada, no &g valedera, ¥y para un -
nigmo sgistema de fuerzas esternss puede hader diversas formag de
equlibrie prsibles. Tal ncurre an problemas referentes s la estabi-
lided eldstica de estructuras formada? de barras finas o paredes -
poco especnry.

fara domestrer ls unicidad de ia golucifm nos hemos fundado en
ia suposieifn ée que igs tensiomes en un éuerpo desgaparecen cusndo
82 lo 1ibra de ia socién de las fuersas exteriores, Sin anbargo, se
dan casos de existir tensiones inblules o latentes en wn cusrpe so-

bre ol cual no actian fuerszas exteriores. “n los pdrrafoes 25 y 35

B aE Ao Loie
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hemog encontraio un ejemplo de esta naturalesa sl estudiar el caso
de wn anilio clreular: uniendo por goldsdursa u otro medio los bor-
des obtenides gl separar de la pleza un trozo limitado por dog -
secciones segun planos axilss contiguos, resulia un anillo con ten
simes inicisles. Al tratar los problemas de slasticidad plana hee
mog desa¥rollado divarsos sjemplos de esta clase. _

Las deformaciones anellisticas qua aparecen durants el proceso -

de nndelade de zm suerpe sisplenante canexs puedan originar tam-
bien tensioneg Inloisles, tal comn accurre en piezaas metdlicas go-
ladas de grandss dlmensiones, prr consecuencia del enfriamiento =
depigual y tambien en barrss laminadas, 8 causa del finjo del ma-
terial gque npigins el tzehaje o Iyin, Lgn scuaviNes e la elas-
ticidad no son suficlentes para determinar esas tensiomes iniciale:
7 es necesario recurrir a dastos suplementarios que se relacionen
con el procese tecndllgico de formacldn del cuerpo de que se trata,

Dabe tenerse en ocuenta gue siempre que sea aplicsble &l prine

¢ipio de superposicifm lae tenslenes iniocizles mo afectan a las
defornasiones y Veuslounes que uparecen bajo la acei’n de fuerzas
exteriores y polirsnmes caleular eshap emictasente on iz misse forma
que ¢l no sxigbieran dlchos esfuersos imiciules; y éstos, agregs-
Gos & 128 tenzimes debidasg a fuersas exteriores permiten cbtener
las tensimes totales. “or ol cmirario, el conncisiento de las -
tengiones inicisles es indigpenssble, cuanco el principio de su-
perposicifn no es apliecsble, pawa caloular las tensimes origings
das por cargas exteriores. Asl, por ejemplo, no podemos galeular
las tensiones de flexidn q-.;e e producen en wha barras delgada su-
Jeta a la soccifn de cargas laterales gi dicha barra soporta ya una
extensifn o una compresidn axil, sin cmmocer la magsitud del aes-
fuerzo inicisl gue égta origina, :
65.=Igngiomesn da origen térmico,- Una de las csusas que sriginmm
tensiones inicisles en un cuerpo, es su desigual culentasiente. E1
fenfumeno de la dilstacidén de los slementos gque ‘componen un cuerpo
& consgouencis de la elsvacifn de tewperstura es bien conocido. Per
leo general, ese precese no puede deserrolliarge libremanie en un -

euerpe continue, y entonces el cslor provooca en el mismo tensiones
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intermas., Dotas tensiones de origen térmico tienen gran importaneia

en muchos proyectos de maquinariss como por ejemplo, turbinas de
vapor ¥y nmotores Diesel, por lo que deben ser ectudiadas con todo
detalle,

Inaginemos un pequefio slemento separado de un cuerpo sujeto a
veriaciones de temperatura, que supondremos ocurren de manera con-
tinua a través del cuerpo, con lo gque la temperatura del slemento
de yue se trata pusde ser congiderada mifome; 8i la dilatacién -
del nicmoe neo egtd impedida y ™ reprassnta al cambio de temperatura
-incremento en un punto, sobre cierta temperatura inicial wnifoime
en el cuerpo- y & el coeficiente de dilatacifm térmica lineal (que
se considerard constante), la deformacién origineda por el cambie
de temperatura tendrd por componentes:

(a)

_ Suponganes ahers que la temporstura T varfé a través del cuer-
po de manera que lss compmentes de la deformaciin de origen témi-
ce (2) satisfagen las ecuscion=g de compatibilidad (118); como pue-
de versa facilmente, ello ccurre tan solo cuasndo touss las deriva-
das sagtmdas_&e T regpecto a x, ¥, 3 desaparecen o, lo Qua &s lo
mismo, cuande T eg constante o wma funcifn ie primer grado de las
conrdenadas, Entonces, quedan satisfechas las axigencias relativa
a la gxistencis de funcienes continuas,; u, v, w, qua definen la -
defoxmacidn de un cuerpo, ¥ no habrd tensiones de origen tédrmico.

Paseunsg ahbra a censiderar 21 caso general de distribuciones -
de tempersturss tales que las correspandisates deforzaciomes (a)
no gsatisfacen las ecuacimnes de compatibilidad ¥ se xoriginan ten-
sicnes de origen térmice. Para cslcular estas tensiones usamos las
ecugciones de equilibrio en funcidn de los corrimientos u, v, w

. (ver { 63). Como las deformacimes ~ cbedecen no solamen

¥e a los esfuerzos sinc tambien s la variacifn de temperatura, de-

o

beremos reemplazar las scuaciones (3), que traducen la ley de Hooke

T por las siguientes ' ¢

g Tl
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Por &1 gontrario, las ecuucimnes {6) qus dan el deslisamients, no
ae modificem, porgue la libre dilataclfim de elementos muy peguefios
de un meterial isétrope, originada por wn cswbio de temperatura -
nn produce distorgifn alguna,
Supmanie miembre g mienbrs las ecuaciones (b) y empleando los sim

-

boles que indican lus expresienes (7), 1legauos & la siguiente:

Apregendo esta relecidn e las ecuscimes (b) ¥y despejandn las ten-
simes, encontramos:

(e)

* # & & & 5 5 8 % A 9 & & §g = &5 9 9

51 llevenos estos valores y los que dan 1ag relaciones (6) a las
scuselones de equilibric (116), tendremns, en el sipuesto de la -
inexictencia de fuerzas mdsloass '

(124)
Ycusclones, égtes, Gue reomplasan & las {120) en el cdleulo de les
tensionee originsiss por canbios de tempersiura, Tarbien las con=
dicimes de berde se modifican &1 rasaplasar en ellas las ecuscio~
nes (o} y (68) y se tranforman, en ¢l supuesto de Que no existen -
fusrszag de guperiicie, on:

(125)

% E § 9§ 'K -F B s''Ss ‘# '@ % &£ » &£ &5 ®w S 4 K W ¥ R OATa

Ln Bonperacién d4e las ecuaciones (124) y (125) con las scusciones
(120) y (123) evidencian que los téminos

sustitunyen a las componentes %, ¥, 2 de las fuersas ndsicas y que
los téeninos

reamplazen & las componentes X, Y, 4 de las fuersa superficiales,
Lo que nes dice que los cmxrinientos u, v, W que acarrea el cambie
de tomperaturs T, som los mismos gue los nriginados por les fuer—

zas ndsicas :
()

¥ por las tensglones nﬁi'malea

{e)

daigtribuidas sobre la superficie.
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Gonocddos loz corvimientos u, v, w, podremos caleulan los ege-
fuerzopg tangencisles y las tensinsnes norasles, pars lo cusl nos -
gervimng de lzs eguscimmes (AY el 6 y {e) dal presante pdrrafo,
raapea‘-*-i?maﬁte. Se ve que luas tengloues normaies constsn de una
parte originada por las componentes de Ja defoimacidn en la forma
hebitual cuando no exigte caubio de temperabura y olira parte,cons- ;
tituida por uns presidn hidrdstdtiea censtante, de m@itud

()
saly, puess la bensidn total que origina un calentaniento des-
igual se obtiene superponiendo la presidn hidrostétiea () » "as -
’senai@aé producidas por ias fuersas adsicas (d) y las fuerzas de

econtucho, ().

& ia nisgze conclusifm ge pueds lleger por otro camine, Tn efece
%o, potemos imsginay gue el cu~erpo sujeto a calentaniento desi~ ‘
gusl esta subdividide en sleumonitos infinitamente pedusfios cuyas -
deformdciones de origen téraico (u), son contrarrestadas por media
de una presidn uniforme aplicada a cada wio de ellos, qus llsmars-
sog p y qyue, de acuerdo con 1a ecuseidm (3), ests dada por la e~
~presidén (£); eliminada de esa maners ia asfczancity o ovigen tér-
~micoy, los elementos toman su posicifn wutus para formar un cuerpo
continue que conserva su forma inicial. Le digtribucifn de la pre-
sifn (£) puede reciisurue splicende al cuerpo,; tal cmao lo hemos =
supuestc eonstitnido, detexminadas fuerzas ndasicas y presionss su-
periiciales gque deberdn satiefacer a la: condiciones da sguilibris
(116} y a las de emborne (117). |

Reemplazanio en dilchas ecuacimnes los valores:

liegenos a la comsecuencia siguiente: para mantener la forma inie
cial del cuexps fermede de ls menera indicada, las fusrzas misicas

necegarias son

(&)

¥y deberd asplicarse adends, sobrs su superficie, la uresifm (£).
Supongancg ahera que los elementes estén vinaul&c?:oa entre ai -~
Yy eliminemoe lus fusrzee (g) v la presidn superficial (£). Chien-

drsmos entonces, evidentemonte, lus tengiones ocssicaadas por la
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gccidn térmica, afadisnd~ o lap greoi~ues (£ lus texaglmes que ~

produgen an el cusrpo eldastico las fuerzas de volusen

y ademds md traceifn nornmal a la superficie, cuyo valor es:

Batag f1tines tensionen ssbisfacen o las ecuacimmes de equilibrio

(126)

vy & las condiociones de iiuite

(127)

agl como tamblen & las condiciones de compatibilidad estudisdas -

en el 61, Superpeniendo a la solucidu ds estas scuaciones la pre-

gidn (£}, se obiiene como vesultade lss fatigas gque s prodiucen an
un euerpe & eensecuencia de log casblos de temperatuya que experi-
menta,

Cuande el sdildo tiene 1s forme de una placa delgada gue limitan
dog plsmos, 2% = gongtaniey y la temperaburs es coastante en todn -
su gspesor, las varisciones de terperstura provocardn un estado =
plano de tensifn. 2or medio de wn rasonasiento andloge al que fué
utilizado en el provlems referente g un estado eldsticgn %tridimen-
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gionsl, podresss oblanor 4n ecte gaso las tenslones, protedlando

orns siguae Al egfuersze agpacifice
siadimos las tengionss debldas g las fuersas misiecas

v las fatigas nernsles en ol horde . Totas dltimas satis-
facen o sengolimmes que s deduasdn da las (128) 7 {127}, hacisndo
en aliss 2 = = B seeeienen 2 O ¥ poiieals | e an lugaz
dg 1 == 2 o

Como 2jemple de splicacifn de asta teoria enihsiderenss lasgs ton-
giones normales Jue spersgen en uns placs rachonguiay delgada {(fi-
gura 117) bajs lu seeifn 4el ealor cusado 1z loy 4 waparticidn de
1z temperatura ?asté. axsrasada sor

(n)

S verifics Inmedistamente ¢uas lug tansiomes

(k)

satisfacen a las ecuaciones que expresan lss comdiciones de equi~
=1ibyio con las Puerzas misicss que pean del c@mo, asi gomo tambien
a la emiicifn de compatibilidad (21), establscids sn el 12, que
rige para wn estede plane de Hengifm, Para satisfacer las condicio-
nes de boxde tan golo se retulsre superponer lasé‘mansimea praducie-
das por les esfuerzos de traceifm, a87 (1 ..-......5.'..;. ), @plicados a
los extremes X = = 1 de 1a nlace, y las tensim:a (k). Lag fatigas
que eriginen esas tapeiones fueron cmeideradog en 8l 43, dondse

g2 demngtrd que l& digtribucifn de tensiones tiende a hagerse cada
vez mis uniforme 8 medida gque asumenta la digtancia a las extremida-

des de la pieza, Tenemns, entonces,

_ (1)
Superpepiends a las tensiones (k) ¥ (1) las teasiones
ge encuentra cue, com excepcifm de todas las fatigas desapare-
een; en cuente 8 dighe tensidn, estd deda por
{m)
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y ev distribucifn @¢ representa graficamenits sm 12 figara 117h,

71 mitado spliecadn en el ejemplo ilustrative anterior puede =
aplicarse en todne los cases on cgue la tempsratura T quer reins -
&n ™ma placse large ostd reprecentslds por una funcién par de y (fi-
gora 117).

i eens GRS, poldemns obbeney ls solucidn rasonanio en la for-
sa siguiente: BL la digbtribucidn de la tampevaturs es independian-~
te de xy 1las sacclionsec traousverssies de 1a placa o suflicients dige
taneciz de ise extremcs deberdn pormunecer plénas; aplicmdo tengio-
neg de canpresifin.

(n)
suprininés por complete la deformacidn especifica originasda por

el cambieo de temperatura, vy, pars satisfscer lag condiciones del -
equilibrie, superpnnéoe entonces 2 lag compresiones (n) wa trac-
eifn uniforme cuyo velsr ses *al ona smule a 1a reasultante ds las
fuerzas normales dus obran en la seceidn transversal de l4a placs
La fatiga normel, &=zl obtenida, es, pars cuslquier punto de la gac-
eidn transverssl,
(o)

HYsta polucifn crmprende como caso partiwlair 2 le sefialada enteriex
mente em 1z letrs (m).

| 24 1p reperbieidn de la tempervatura T no fuera oiméirioa com re
-pecte al sie %, comsmzarismns da nuevn o tensicnes de compresién
{n}, ouye efecto ps ol de hager desspoarecer la dilatacidn « BB

1ng cages on oue ne ericste simdtrin, estas ten ioneg originan no =
golanente una fuerze resultante, sino tambie un par,

y 88l que para gatisfacer lss condiciones de guili-
brie dsbemos affadir & les tunsimmes de compresién (n) wna trascclén
uniforze, deterninada comn snles, y tensisnes de flexifn
que estigfagen & 18 condiei’n de nulidad da ls suma de momentos de
las fuerzss distribuidas sebre una seccifm transversal, 1o que se

encribe sgls

da le cusl




. 4.!-5..‘:.'

!;.
'
¥ 4

(1463
ia tengifm %otal serd, por 1o tento:
{pl
En ol dessrrolle enterior se ha supuestc que lu plucs es delgaisg
perve ui, por =l conireris, supmmemos us o le divescifm gue en =
dicho desarrello corregpomde al egpesor, Gue €5 14 del sje z, la
pieza tiene wna dimensifn cmeiderable, se troterd sntonces de -
wna plzee e caspsser iguel g 2¢ y cuye plamo medls o coincidente
e a1l plane ze. 9% la ley de dictriduoifn de tanperaturss es ine
dependiente de lag voarisbles x v 2 v, adonds, T os wna funcién par
de yy ouyr valor medie en o1 apoesny o 1a pieza es igusl a cero,
las sacclicmes %rzusverssles de 1 plocs, perpendiculares z los ejes
X ¥y 2z, permanecen planas y leog corrimfenteos U ¥y w s nulos, Puep-
ts gue Bo hay.furar%as splicadas & las suvarficies de la placs de
scuccliones § = 2 C, podeucs adui®ir que = 0 y au cuante 2 las
stroe dos cospenentes de ls teneidn normual, Gue la suorssifn de -
las deforvagiomes tdraleas, ¥ axige; gerén, om arraglo 4 -
lag ecueciomes (o):
| n")

Log baxkien 4n 12 plsea pe suwporsn libres de fuerzas y 1s scuagidn
(n°} no puede apiicarss pars ol cdlouio de las tenciones em prozie
midat de loa boxdes,

54 el valoy modic de la viriscif de temearsiuys no ee nulo, -
pern getigfacer los comilcicmes do equilibris sgerd necesario que =
ige trsocimmes wniforties gplicadss on lus dirpgeimes X ¥ 2 S8 su-
perpongen s ieg ceoresiones (n). 8i, sleads, lua tompe rsturas no
chedece o uns digbribucidn simdirica con respeclo al plshne xz, hae-
bré gue sgregay las iensiones és flexidn y de ests manera obtene-

mes; finalselbe, la ecuacitn

(z)
GUe, 0NEO BO Vs @8 analngd & ia scuacisn (p), ovienida anterior-
menta, y noc permitird calcular fanilwente las tenciones téraicas
que an una plaga hage gparecer la tem;;aratura I, diastribuida en -
i eopesoy segun uus ley dede, -

Temeses como ejomplo el capo de uar placs ¢ue a partir de wna =

.
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-b-emyaxa‘auia inicial ¥ os onfrisda al nmantoner cus CuNEsg y = f'. e
a uwna Sompayniura constunte, T. iplicando le teoria de Fourier -
podrencs asoribiy 1a siguients seuacidn, cue da la temperatura pa-
wo m instande $:

(s)
ia enal | 2 .
an 91 P3 = 3 Pign a s D m n‘?pv“” I'ﬂfﬂ'ﬂﬂmtan alare
tas ammbtifiades conciantes. Reomplazandn an (r), hallsmos

Sy . ()
%1 pyimey tdrmins sdanisvs impsrbancia predminante al cabo de mn
lapso mnferade, y entonces ze poird admitir que

are y = f’, ¢ teuemos tensiongs de traceidn

En el pluno medio, y = 0, cbtenemos tensimmes de compresién:

is eouseifn sigulente nos permite hallar para los puntos en que el
esfGerso €6 nulds '

iste Gistribucién de tensicaes Ge origen vérmico pucie estuiisyw
se en placas de material transpavente mediante procedimisntos Loto-
eldsticon. '

Ranteniendo ias carss y = .:"- ¢y de una piaca, o ‘bém;:erat-ms cife-

rentes %1 ¥ Tys me origins un flujo calorifico yue despues s ciew

to tlempo obedece sun esisio de regims y entonces lu tempsratura

esta dada per le funcidn de primer grado:

(u)
fomo ya hemes viszto, cuand» laplasa puede dilstarse librasente, la
digtridvueifn de tempersture cue ess scuscifn refleja, no provoea la
aspariclifn de tensimmes. 51 1los bardes de ia plese 27h mantenicos a
Gouperaturs gers, pavre suprinlr las ¢efomuciones originadas por el
ealor serd necessia lp exiptencia de tonsiones téramicas, que se -
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pucde culoular sustituyendo en la soungifn (n”) al wvalor de ¥. 81
por ajexplo, hacemos Tpmal® qr S© tendrd omnfozne & la ecuacidn

{uls

y 1s ecuscifn (n”) de, pars ess valox de U@

{v)
De dande la temelfn méximas

(%)
sn euhe Formula no figara sl espesor Ge le placa; paro tratsndese
& plechs 4e Gn espesor mayor hsy por lo geueral ontre las dog o@=-
res una Gifersncis de tempeyabura de clerts sntidec, leo gquezexpil-
cE Lus Una plech szpesa de un mgterisl uwebredize esté nds expuss-
.t,:-.a wue una Gelgada, & THIDEYEe por caw.aa ad lis tonrixes J¢9 orig
gon Léraicod. '

o slgunes casos, uné de las osras de une pluca ¢std en gonfce-
to con gases cuys temperaturs varia periodicamente. Cuanie se txa-
s de cloles térmiges de alts Tfrecuencis, se arigina sl asbo 48 --
glerte tiempe, & trevés; de la plase tn flujo eelorifico eentinue
cmie 6l e 8¢ gongidesC antes, ¥, superpuestos a2l mismo, los _gi»
clos termigos. La smplitud de ios clclos de v\ariacifn Ge tanparie
tura Gel waterisl ea ia superiicie de la placa es, por regla gene-
ral, poqueiia, en relacidn em la fluctuscidn de temperatura de los
gases ¥y Qifeﬁiv.uy'é repidanente hacia su interior. Si sobrs los BoE
deg de le placa no actda fuersa alguns, »1 filujo calorifice unifor-
58 no origina densiones tdrmicam y solo se deverd cmslferar, en-~
tonoes, iss variscimes elcliens de temperstura, La rdpids Gisni-
saclén de @splitud de aestas modificaciones convelawiento da la dig
teneis @ Lla superficie permite hecor asen ~miea da) sagundo y del
tercer términe de la eecuacidn () y resultari entonces que la ten-
$ifn néxime en un punto es proporeimal & la wiplitud de los clclos

téordeos que gorrespenden 6l mismo. SUupongamos,; T ejemple, T =
2 10620 yocue se traia de un seerc cuyes car.cteristicas son: a =

125 K&G”?, e 2,11 X 1-.05 wmﬁ ¥ ‘= 0,3; extonces resultard

iafioge udtode ge puede spliecy pors caloilar las tensicnies qQue -
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en iag rooas n:.'ia;:lmm lag Yinstusciones diales de temperaturag ede
$as pon ampliag on lag nentafiag alavadas ¥ en los desiertosy y loa'
asfuersos de troceifm, o ‘cnrr@ mdaancia de la tamperatura ninima,
haghan o penuls on egoz lugamag pars srovoesar la f«ﬁ*mﬁén de grie
tza en las vocas de la certesn, Th problems andlogo se presenta -
al congiderar las tensiones de srigen Wéraico que ge originan em
agtrecturas de homigim tales cawmo murog do enbalee, piluras y -
ArC08.

67.7ensifn aniforng.~ Al estudiar ﬂn el eapitule VII las ecuacine

nes de equilibrie (116) y las condiciones Ge Lorde (117)s quedd -
antubleoids que la verdsdears weiusicn del proviers laSevé satizfa-
per no solasente s acudllias sino Yamnisn a lag condiciones de come
patibilided {138). 81 las Ddersus mésloma son constantes o inexis-
tenten, las condicicnes de eompabilbiilidad | : £ 2

golio eofbienen derivalias segundag da las

-
-
- - —(

gmaprnenten de o fensifn. Por 1o tants, | -
l Fie, 119.

‘a1 unas cempmmentes de la tensifm ouns sem

conghantaes 2 bilen Nuieimes lirsaleg de las compdenadas puneden -

cuplir lag ecussimes (116) ¥ (117}, lus condicicnes de compati-
vilidad auederfn identicsments sstinfeghag, y dichas tensiones cons
tituyens entonces; 1a solucidn axacta dal problama (vide © 61,ia |
fine ). |
n el gaso de wna barra primdtica smetida a wa extengisn de

divecoifn axil (figwra 119) —-que cmgbisuye wa 2jemnls muy senoi-
lio~, zi ga despracia luas fuarsas nagicas, lasg ecuzcimes de aqui-
livris quedan satisfechas taamio

{a)
Sehrs 1la guperfioie lataral de ls barra ne actida fuersa exterior
algqma y las aondiciones de borde (117) astan evidentensnte satise
:feéhas deale que, con excapeifn de s todag las c’mponentes de
la tancifn oon nuias. Para iss caras limitontes de la barra en ame
bas extrenidaies, laz condicimmes de limite eshan reducidas a:

{v)
10 Que no-z dice que =i laz Sensimes de trageidn estan wniforme-

nente repartidas on las bazas de una baxwa prisudticn, en caia seec-
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eifnn reclia hubrd wo distribueidn unifosis ds Yensionaes ncmaiea.
B egie cazo, las relaciones (a) patisfacen a las scuaciones (116)
7 {(127) 7 ematibuye 1o ‘soiucidn an:.;racta gel prrblaema, puastio - '
we las cmdleimes de competivilided (119)iusten Gatiefechas idea~
tigumente. La salunian (a) Geja Ge sar correcta cumndo los esfusr~ |

zog de axtengifm m se Taparten unifornemenie csobrs lasg exirenida— ?;;
d.é_sg; porque entonces ne 's;atin;?ace‘ en ectae ¢ las condiciones de - |
1imite, La sclucifn vexdadera resulta entonces mis cauplicada, &

caust de¢ que ls Sistribuciédn de Petigas en uwna seccifm tr-msversal
daja de ger uwniforms, Ll tratar algunos problemas oo siusticldad
bidimensionsl (20 y « 43), hemcs encontraio ejedplos de sse géne- 'ﬁf
ro de repartict én de esfuersos.

Sea ahera, enpo segundn, ejemplo, el coigo de tns compresifn hi-

drogtitics wiforue. Con _fm:_maé pégicas inexistentes, las ecua-
clanes de equilibrk (116} cuedan sstisfechias tomande |
‘ | (=)

%l eliponids de Ewéfau en ente caso wiz egfers, 1o qua Yuisrs de=-
¢cir que Yweg dlyeccisnez porpendiculares cusiesiulera puadan ser |
consideralas ecemo direcciones principsise, y ol esfierso en mw plae
uo elegide arbitrarissente es una tonsion normal do conpresidn ~
igual ‘@ pe Las condiclones perifdricas (117) quedardn satisfechsmg
evidentenente, sl la greesldn p eetd unifomenente digbribuisa en
la guperficie del sueXpo. |

igwiida por uceifm de su progio gg@, Si

as al paao aspecgifinn el &11.4-;;‘*13\1 dn 1 begprs (Pis. 1"‘ﬁ),1$a

68, =Barrs prismsadi

fuersans de volumen gerdn:

[4 : | {a)

P § Las ecusclmegs diferenciales de equilidris (1186)

£ T Queduon satlofechas ponisndo en @llas

| ; : _ (®)
He 0, 10 que s Lo slome, supmiende gue eada secaldd

S

trangrercal oot ’'a sujeta a1 wa traccifs nn.ifmma
oziginada por si paso Ge La part;e e da barrs si-
tTuads por debajo de aguolla.

Pacikbmente se couprucba que para las superficies latevales sohre
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lag cutles no actas fuersza alguna, las condicliones periféricag ~
{117) estén patisfechas. Paya la extremidad inferior de la berra
de longitud 1, las condicviones de Lizite se traiucen en tensiones
nulag y en una fatiga extensora wiformemente distribuida,
sobre 16 extremidad superior, La golucidm (b), concordanie con 1la
que dan generalmenie lns textos olememtales de resistenciss de -
materisles, satisface tambien a las ecusciomes de compautibilidad

(119) y, por 1o tanto, an 2& wminzifa com-esta del problera para

uns reperticidn uniforme de fuersas en ia base superior del pris-

i

Pasemos ghora & considerar las cenrrimientos (ver 62). Zara 1la
aplicacifn de la ley de Hooke empleanos las scuaciones (3) y (4),
con 1o cusl llogamos &

{e)

(a)

(e)
Los recorridos u, v, -;a pueden oblenerse, entonces, Integrando las
ecusciones mtariei'es. Por integracifn de (¢) s= obtienes

&)
en la cual w es una funcidn de x ¥y de ¥, que ge detarminard mis
adelante, Heemplazando este ultine velor en las scuaciones {e), -

encontratog

de las cuales resulta
(g)
n ésta u. y v son funciones de x y de y solaomente. Hesmplazando
en (d) las expresimes (g), tenenos:
(n)
Si recoxiamos Que u. ¥y v, son independientes de z, concluiremos

que lag ecuaciones (h) quedarfén satigfechas golamente sgi se veri-

fien
(x)

Por sustitucifn de las expresiones (g), Gue nmos éan u y v, en la
primera de las ecuaciones (e), tendremos,
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¥y puegto que u y ¥ no dependen -de'a, gerd necesario que
' (1)
las ecusciones (k) y (i) :mé pamzitazi agtableger lus exprasio-
nes generales de 1&3 funcices u. , v. , W . . %8 facil demostrar
qur todas estas ecuaciones se cumplen para log valoras

en los cuales son constantes arbitrarias,
shora bien, eon arreglo a las expresiones (£) v (g), se tendrsd -
para los eorvimientog las farmulss siguientes:

{m)

lag peis emmstantes arbitrariass deberdén ser determinadas teniendo
en cuenta las condicimes de sustentacidn de la pieza, las cuales
deben evitar el movimlento de 1a barra comes cuerpo rigids. Cen el
objeto de impedir +toda traslacién de la mimsa, f£ijemos el baricen-
tro A de su cara supering 40 PRASYE i W x Vo W e N parad X = Y
=0 y 2= 1, Pars eliminar la pusibilidad de rotacidn de la barra
alrededor de ejes paralelos a las direccimmes x ¢ ¥, pasanies por
Ay fijemos en diche punto un elemento del eje =, con lo cudl se =
verificard en él: | = = 0;. en cuanbto 8 la posibilidad
de rotacifn alrededor del eoje de las z, dessparece fijando alrede~
dor del punito & un &yea elemental, en un plano paralele sl xz, con
lo gual, en dicho punto se tendrd = 0, Aplicando las =
ecuaciones (m§ , las seis condiciones mencionadas, relativas al -

- punto A, devienens i |

de cdmde Iramlta




(153)

de msnera que, en definitiva, los recorridos son:

Ue aqul resulta que los puntos Que estan éobre el eje de las z -

efectuan unicamente recorxrridos verticales dados Jor

A censecuencia de la contraceidn lateral, otros puntos de laz ba-

rra experimentan, ademds del corrimiento vertical, otre horizontal, |

de manera Que las rectas que antes de la deformaciin aran parale-
las al eje de las z, formardn un dngulo con esa direccidn luego de

deformarse la barra, y ésta asdquirird la forme que se indica en la

figura 120, de lineas punteadas; sus secciones rectas pasarin a ser |

parebeloides: por e¢jemplo, los puntos de la seceim transversal -
z = ¢ estarén situados, despues de la defommacidn de la barra sobre

la superficie de ecuacidn:

Geta superficie es perpendicular a todas las fibras longitudinales
de la barra, las que, a causa de 1a deformacion adquieren una in-
clinacidn respecto al eje z, y las distorsimes ¥ serin, en-
tmoces, nulas,

69.~Zorgifn de ejes cilindricos de secciém cireular.- Con arreglo
a la teorisielemntal ‘de la torsion de piezas cilindricas de seccion
circular, el esfuerzo de desgarramiento, ", en un punté cualguiera
de 1a seccion tremsversal ( fig. 121), es perpendioular al radic
¥ proporcionsl a su distancia al eje y al angulo especifico de tom
slen, ) 3

(a).

¥ X

en la cual, G es el modulo de rigides.
Las componentes cde 1@ tension tangencial segun

lod& ejes x ¢ y son:

T" - {8}
fxz

mie, 121,




=

(154 ).
Se acuerdsc eon 1a teoris elemental, se supone también que
= 6'

—

Polemns Gemostrar que baie ciestus sonlicicnse esis golvoidn

e R T A T

i p——

es elgmental es exacis. Para ello, pendyemos presente que todas |
lss coumponen tes de 1a tension son, esi no nulas, funciones linea
les de las cordensdas, de modo que 1ss scuaciones de compatibi-
1idad {319) ee cumplenm y tan molo es necesario considerar las -
comdiciones de eauilibrio (116) y las condiciones de 1inite (117
Reamplasendo lss expresiones {1} en las (116), snemtramos que
estas dltimas quedan satisfechas siempre cue no existan fuerzas ;i:ﬁjg
mdsicas. La 'maparﬁaie latersl del &rbol u&miﬁerﬁo no estd so- |

FEa——

=0 = -l—.‘.‘—.

metida = carga slgane, de manera 4us racordanio que pars las su= |
perficies eilindricas cos (§z) = n = 0, las condiciones de 1imi-

B e e T
3 =
- ——

te (117) se veducen & ' |
CYR| |

Para el caso de un c¢ilindro circular se verifica, asimismo, que %1
; (a) [d

Te sustiiuoién de sstas expresiomes y de las designadas con la |
letra (b} en 1la ecuacién (o), patentiza que esta Wleima queda | ;
satisfecha, Ta tambien evidente gque para moim&ﬁ transversales i\f:
no circulares, casos en los cusles mo son aplicables lag,rela~

cirnes {i), las cempmmentes de la tensién dadas en (b) no eatig 'f,‘

i

(a = =G e el (5 |
P S |
X @) x (b)
Fle.122

fagen la omdicifn de limite (¢) y por lo tanto no es adsouadsa
la solucifm (a). Hutos problemas de torsim mas omplicadﬁs sa
tratardn en ol capituloe IX.

Prr lo que hace & las condicicmmes de limite an corrasponden
cls con les bases, es visible gue los ssfuerzos cortantes su-
perfip iales deben repartirne en @liss de munsra exsciomente -

igual que lo estén las tensiones en cualdyuiers -
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de lup saccirnes reotsa intermedias de lu pieza, LA digtribucidn

de fatigas que Gen las ecusciones (b) representa lu solucién exac-

ta del problema aﬁlc para este caso; pern su aplicacidn préctica 'I
puede extenderse a olros, pussto que asegun el principio de de Saint I
eVenant, a suficiente distancia de las exireuidades de una barra '1:
largs sujeta torsifn, las teﬁsimaa depanden minaﬁan‘ha de 1o mag- |
nitud del memento torser My y s précticansnte indesjendientes de
1a reparbicifn de fusrzas que roine en las extremidades. |

 ¥n este caso, los corrimientos pusden gser deteminados de la - |
migma manera que en ol problema tratado en el pérrafo anterior. Ad- |
gitiendo en el punte A las mismas condicimes de vinculo supuestas

en digho problema, llegamos &3

“ate resultade significa gus lag hipotesis de la consexvacisn de
las seccicnes transversalees planas y de los radios rectilinecs, -

que se _.fnr;mla nehitual=ente & el degarrolilo de la teoria de 123 =~

tersidn, son corrsctas.

Umngideremos uns barra

prismética flexada bajo la accisn de dos peres de fuerzas iguales |
y opusstos, ¥, que zctdan en uno de sus plancs principales (figure !
122). Tomande etmo origen de coordenadas el barlceniro de ls sec-
cifn vecta y come plano xz ol pleno principal de flexifm, la teo-
ris elemental corregpondiente nos da para las componentes de la -
tensifn los valoress

_ . (a)
R es squl el radilo de curvatura de la barra deformada a consecuen-
oia de la flexifm, Llevundo log valores que dan las expresiones -
(a) a las ecuaciones de equilibrio (116), se cmocluye que egtas -
ecusciomes quedan sabisfechas sieupre que no exigtan fuerzas mdgi-
o8s. Lus condicionea de 1{mites (117) pura la superficie lateral
de la barrs, que estd exenta de fuersas exteriores, tambien Juedan
sutisfechas, Fara las caras limitentes de Jla barra en sus axtr.emi-
dades, las condicionss de contorno (nﬁm las iueﬂ#s de super-
ficie eotén digstribuidas en ellas de la misaa manera que lo estan |

las tensiones . BEs dsta, condiecifn sine qua non para Que 1l&s =
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axacta dal prohlons,

teneciones {(8) represanten la srlusifs

51 momento fleetor M estd dado por la ecnscifm

. en 18 cual 1  €s el nmente de inercisa ﬁe ia secc:}.gn transvarsal

b
de 18 viges rospot

¢ifn resulta

gue es la meeméa fémla dg 18 t@oria alemental Ge ranflexion,.

Cmagidervenog ahors 108 corrimientos en ¢l gaso de la flexifm -

simple. La ley de Hocke y las scusciones (2) llevadas a la solu-

citn (&), nos dan:

(b)

(e)

¢a)

Teomende en eonsideracifn las condiciones de sustentacién de la -

barra, lss ecuaeiones diferenciasles asnteriores permitirén deter-

minay los corrimientos como en el *
ta inmediatamente

en la cusl w. es funcidn de x y de y solamente, De ia gegunda y

tercera emcima gque resultan de ia serie (é) *temes en%mmes:

de las ecuales

(e)
iquf m, y v, denotan funciones incignitas de x e y, las que més -
adelante serdn determinsdas, Heemplagando en las ecuzciones (c)

estas Altimas expresiones, tendrenmos

Ligtas acusciones deberan arvedar sstisfecasns pars gualjuier valar
de 24 ¥ por lo tanto ' S s

(£)

Por integracifn, results de dus ecudciones mencionacas,

(g)

. ] "
.
W TR T T P e M et | Sy e - o e et '
’ . ", r v - SR »

- é v
! & - iy W .
__.':'!l“\‘ -!‘g“ .“H’ﬂm.:n?- — -.'_‘rﬁn "
- - - - - & o e - r B

cto a1l eje neutro paralele sl aje y. De eata ecua-

. r R -
. iy
P et . > ‘.

PR L T & huy - B [ * ¥ \ 1 \" . —
T B A AT A L TR NN N 2 o R A LR T Y T R USRS o T
g, L S iy & e a5 - Tl 9%y T W W 2" o - > o

L
7 P B RN R R
. . g .

. - o " & - a5 . - X 5 -, P — IS
- S o il Mol o = -
P e 5 g e ke g gt 00a MU G Puiielie. Wl @ e

- »—a " SR J e e ' . T -
i At e S M SRt S bt e G T PR et -

L L Ll

‘:..'-, i"_."\“_ -



(157)
Reezplasondn ahera {(a) ¥y {(g) en 12 priseras ecuacidn incluida en

la serie (4), llegamos &

Adyirtiende que tan solo el primer términe de sets ecuascifn depen— |

de Ge #, cmoluines Guese deberd feher

Letas ecusclones, asl como las designadas com (f), exigen qua se

cunpla

en las ocuales m, n,; P, ', » ¢ Son conslbantes arvitrarias. Je ess

maners, iss expresiones que corresponden a los pecorridos serdn:

Lag congtantes arbitrarias se detemingn mediants las condiciones
de sustentacién de la piesa. Juponiendo fijos: ¢l varicentrs 4 Ge
is cara limitante de la barra por Ia isquismia; un clemento del

eje de las 2, ¥ un elembnto del plano xu, tendresos para X =y = g

= 0Og
U= Vvews=0,
Gotad condiciones quedan satisfechas si todas las constantes ar-
bitrarias son iguales & cere, ¥y entonces
| (h)
Pars obtensr la eldstica, reemplmamos an las ecuacliones (h) los -

valores X = y = 03 se tiene entonocess

e ss la expresidén de is el4pbiss que da ls lerris slemoutal de
la flexifn.

Consideremos shora uma seccifn transversal cualyuisra, z = a,
due dista ¢ de la extremidad izquiexda de ls barra. Despues de la

deformacidn, los puntos de esa seccidn transverssl se encontrardn
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en &1 nlanos

es decir, que tal como lo admite 1a teoria slemental, en la fle~ |
zifén simple, las secciomnes tranwversales permanecen planas, Con - '
gl objeto de esgtudiar shora la deformacifén de la seccim transver= |
g8l en su propie plano, considersmng lupg c2ras ¥ = = b; despues = ||
de la flexifn, los costados de la viga toman la inclinaciim que - |
ge indiea con lineas de trasos en la figura 122b, con arreglo =

iz ecuacién:
Lna obros dos ladeos de 18 seccién transverssl x = * & s» nabrén —

survade por efecto de la flexidn y despuses de dela ésbardn consti- &
tuidas por curves parasbolicas, de eouacimmes: T’

|
51 la deformacifn es pegueiia, esas curvas pusden ger sustituidas
econ suficiente exaotitud por arens de circunsferencia de radlo - 1
R/ » OCunnds, & cousa de la flexidn, la curvatura de ssos costades
muestra en 1a direccidn lmgitudinal su concavidad hacia arriba,
transverseineite , presentan su concavidad haciu sbajo. Podremos '
obtensr ls ecuncidn de lag linsas de nivel

que corresponden a egba svperiicie ds ocur- 3 .;

vaturas opuest@s, cuyo aspecio serd couo — | \\&f/

gl gue indics s figura 123a, haclendo en f'

1a primers de las sculcionss (h), x y u - y \&
constantes; da esga maneya, se Liene como - . /% \
ecuacifn de ssas curvass 716123 ¢a),

B° — = cmstante, 39 Zgme |
que BOll, pOX, ic 'hénta, hipéruolas de asintotas

b RS ST . , !

De donde resnlta para el éalzgnlo a {figurs 123a):
tsz W, i

Setas eguacimes am sido utilisgadas para detersinar ol coeficien~

r

te de Pdsgon, l‘e

5i se pule la cara superior de 1la viga y se colooca sobre ella u~
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na lénina de vidrio, decpues de la flexifn existird un huelgs en—

Fig, 123(b ' J
tre la lizina de vidris y ls mréarficia gorva de la barra, cuys -
amplitud, verisble, puede medirse por proceiimientos dpticoa. Un
haz luminoso monnerendtinn, #mY amas el ds wus 3Joma wmsrilla de

| godle, dirigideo normalemente gobre la place de vidrio, ge rafia-
jaré en parte asbre st y an parte sobre la superficie de la vie
g2 ¥, en ainellos puntos on log que =1 espasor de la capa de aire
deternine wna diferencis de caninos dpiicos de esns rayns, eyuive-
lente 2 wn nfiltiplo impor de una senilangzitud de onda luminosa, -

— " se producird wa interferencia de - |

los dos rayos reflejados, Je es8 ma-

nera puede obtermerse una imagen tal

P g =t

camo la que nuestra la figura 123b,
e permite gpreciar las lineas hi-

=TT LT T - - A~

perbélica de nivel de lassuperficies
conbadas,

Tl.~¥lezién simole de placas planss.- Los resultados obtenidos en

r—— T ——

el pérrafeé anterior son de aplicacidn aX case de 1la flexifn de - i
placas de espssor wniforme., Si sebre 1o boxdes de la placa péra-_
lelos 2l eje de las y (figura 124) estén reparsidus ias tensimes g
= Bz/R, supuesto que las deformaciones sean pequeiias en re: |

lacién con el espesor de la placa, la cara de esta go tranformard
en una superficie de curvaturas opueghtas: en planna paraleles a

23 es 1/R y en direccidn perpendicular, ---I:- - 5i hes el espe-
sor de la plaea, li 6l momento flector per unidad de longitud go-
bre lon bordes Qaralslas al eje de lag ¥s ;r

L
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ol mopento de Inereis por unided de longituld, la reiecidn entre
Hy ¥ B serd, con arveglo 8 lo explicado en el pdrrafe precedente,

(2)
51 1legaran a scbuar momentos fleotores en dos direccimes or-
togonales (Zigura 125) las curvaturas de las superficies deforws-
das pueden obtenerse por via de superposicifn, Sean /B, ¥ /Ry
las curvaeturas de les superficies elésticss en los planos paralie
ios a los ejes de luas coordensdns sx ¥ sy, ¥ B1 g 52 los momentos
flectores por unidad de large de los bordes paralolos a los ejas
¥ ¥ %y respectivamente, fplicandie 3.5; scuacifn (a) vy ol prinecipio

de superpoeleifn, resalts

(b}

Log momentos pe consideran de signo positivo si a1 deformar lag -
place ésta muestra su convexidad hacis abajo. Lespejande Hy ¥ ¥y
an les ecudgiomes (b),reculia

(e}

FIGa 2 Ds

=W = = -

fara peuiefies deformscianes, ss puede sawitir, sprosimadsmentes

“eeribiende, entonges,
{128)
se llegs a

(129)
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La condgtaunte D uo denosing rigidesz de flexifén dé 1l placa, Bn ol =
cage particular eﬁ que l&8 place adquiers lalrorma de superlicie eci-
lindrice de genorabices paraleles 4l eje ¥, tendrenos | |
¥, do acuerdo omn les ecuaciones {129}, :

(130)

Para el casoe partioulsr en gque E&? = Ho = #,; Henemos 1/31 £ 1/R2 o
L
= 1/Rs la placa adquiazre anhriews Forsa ssddvica 7y 1s velzoin en-

tre la curvatura y el momento flector es, segun las ecuaeciones (c),

(131)
Még adelante tendremns opertunidsd de emplesr estos recultados,
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GAPITUILO "IX ' i

ol

‘?GRSIO'!{

s e

72.~Lorgidn de baxras prismiticas,~ Coamn gueds explicado anterior-
mente ( 69), pusie obtenerse la solucifn exacta del problema de
1z torsifn de wna piesa cilimdrica d2 zeceifn circular bajo el su-
pussto d8 que durante la aplicacifn &s1 par torsor sus secciones
transversalee permanscen plenfa ¥ airan ein defammarse, Fatatieoria,
que =a dche a Coulom, fus extendida posteriasmente por Havier al - f'
-casn de harras 53 cuslounier szeacifm, lo que le comdujo & estas con- +
elugiones erréneag: nazz mwn momento torsor dado, 2l dngulo da tor-
sifn de una harra os inversamente proporsisnal gl nomento polar de

. inaynia vespseto al baricentre de = saceidén |
tranoverael; la taneifn tengencial mixima - |

a ®
Tz

2DaTHle en 'lsa panftos nag alejadoss del bari-

S

sentro., Alendd, tal suposlocidn estéd en svidepn J

Fié 1262 L1

[
|
{
|
T
| Tz
|
|

ta centradioeifn om las condicimmas porime- | _
tvolep: en wma bayra de seccifn reetanmpular (figira 126), por sjem—

ple, segim lz hipdtesis de Navier, la direccidn del esfuers~ tam-
genclal en cualguier punto, A, del contorno deberia ser pempexiicu- 1%
lar al radiso /A, y rem lviendolo en dos componentes, ¥ )se=
ria necesarin gue actuara une tensifm tangencisl complementaria, -
dgual a sobre el slsmento de superficie lateral de la barra - N
gue oircunds =l punte & (vide . 4}, is que aauireilss o1 sepuests .;1
ée ane sobre 18 superficie lateral dée la barra no oora fusrza al-

guna, aomo que la torsidn estd erigineds por pares de fuerszas apli-
eados a las extremidades, Un simple experimento realizado retoraiagl
do una basrra de seccifn rectamgulsr (figura 127) hace ver gue sus
seccirnes tramaoversales no se mantienen planes durante la torsidm
v que log elementes superficisies que mfa se defamaﬁn son los del

contro de cada cara lateral, o sea los ufla préximos al eje de la

barra, tods lo gual se aprecia bisn nerced a la cuadrieula dibuja-

da gsohre las a;araa.' ;
La solneifs coxrectsa del problema de la torsifn de barras pris- ‘




e s . e 1
misicas bajo 12 accidn de pares de fuerzas aplicados & suis extre- ]’,‘
midedes, ha sldo dada por k= de Saint~Venant. Je vali§ para llegar
a ella, del &ennminade métodc semi-inverso, asi llamado en cuanto 1!

supone prmﬂramante me cisrtas componentag de la tensidn s nulaal |

‘,.
i

=

Fle. 128

Fige 127,

y demuestra ue las restantes deben ser elegidas de manera tal -
que las souacienss de squilibrie (116), las cmdiciones de limite
(117) y las condiclomes de ecrmpatibilidad (119) queden satisfechas, “

para demestrar, finalmente, en virtud de la unicidad de las solu~

ciones de lae ecuaciones de 1la elasticidad ( § 64), que la hipdteshs
formulada inicialmente respecto a las componentes de la tension es
legitima, y 12 solucién obtenide es 1o é,ue inob je$ablemente corres-—
ponde al problema de la torsifm.

Omsideremos ung barra prismdtica wetorcida baj- la accién de -
peres de fuergas zplicades en sus extrsmidades (figura 128). Guimn~

dose por la solueidn que corresponue & na eja Jde seasién circular,

de Saint-Vensnt supene que en el caso mas general, de una barra - |
priemfitiea de seccién cualguiera qu:.}eta a torsi/m, todas las compo- ‘
nentes del esfuerzo, con la sola excepcidn de y y Go=
aapaﬁoan, de manera que unicamente es preciso investigar acerce - ‘
de la distribucidn de los esfuerzos teangenciales en las secciones
trensversales de ls barra. Si llavemos & las ecuacimmes diferencis-
les de equilibrie (116) la antedicha condicifn, esto as, "
| 2 §
¥ supemenos la insxistencia de fuerzas mdsicas, se tendrd:
e
Lag dos primeras de estas ecuaciones in&igzz/la aistribucidn de -

tensiones es independiente de la coordenada g 0y lo que gs 1o nig- E

B e . gy i b i S N e —— "
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mo, coulin a todas lus geecionas trunsversales de 1s barra; y en
cusnlo a 18 exigencia representada por la tercers de elliasg, a la

que debers regponder la distribuclion de los esfuerzos, se cumplird

Lacilmente inltroducienin wna funeifm de bensifn, stal
que se verifique:

| . (132)
For 1o que se refiere & las ecuzciones de compatibilided (119),las

tres pi-imeraa ¥y la Gltima de ellas ge satlgfscen identicamente en
virtud de nuestra suposicidn (8)y ¥ en cuanto a las dns restantes, i

recordando 6l significado ael simbole lapiagizac, s reoucen a: |

(e} |

¥y luego, reemplazende los velores (132), llegamncs a %i

(a) |

Ge donde resulta la ecusclén entre derivadas parciales: :
(133)

la cual deberd, pues, quedar sabisfecha por la fwncidn ds Airy, -
intzoducida & favor de las ecuacimes (132). La congtente, ¥, qus
en ella sparece, serd molivo de wliteriorss coasideraciones.

Toea shora el tummo a lag coadiciones de limite (117). 2ueste
que sobre la guperficie lateral e 1a barrs - que consideramos en "
priver término~ no obran fusrsas exteriores, y toda normal a las
caras que la formam es perpendicular zl eje 2, tonetos X = ¥ = 2 =

=0 y cos{Nz) = n = 0, Recordando, ademds, la candicidn {a), vo= |

|
FiG:129. i
sulta evidente que las dos p¥imeras de las ecusocinnes (117) quedsn |

identicamente satisfechas, y 1la tercera se reduce s la forma

: . (e} §
1o que significa que ®m todo punto del centeorno el esfuerzo tangen-

cial resultante estd dirigido semin la tangente al mismo en el pun=—

a2 SRR e MLl R A L i
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ecnsgidorades (ver figura 129), condicidn ue, ¢rme se 1 visto en
este miano avbiculoe, pdgines 272, debe yuedar sa;hiafacm gl sobTe
ig superiicic lateral de la bazra no soffa fuerss exterior algms.

gi se congiders (figura 129) wn elesento infinitésimo, ebe, -
'dal contomo, de 1ados dx, 4y, de, me tendrd

' dx
1l = cos ch} B meemema o Bl ® QOB (Ry) 52 o ——

¥y veamplazande #szbos valores y los cus dea lss (132), en la eous-
oifn (@), las condieienes perifdrists vendvdu a estay expresadias

i (134)

lo que nosiice gue la funcién de tensifm - debe gor constmte a
lo laxge del contepuc Ge¢ 1& geccidn trangversel. &1 se trata de -
divectrices yue seen recintos simplemente cmexos, verbigracia, la
de uns barra nagiza, dlohe consbante pusde ser arbitrarismente ele
gitu. En ol desarrollc siguiente ssignaremos 4 la congtanie sl vae
lor cexos y entonces la lugestigacién de la cistriducidén de tensio
ues eu i geccidn trunsversal de una Larrs gometica a todsidn -
conngiste en delexminey la funcidn  que @atisfags a la ecuncién -
(133} y wue se mmle en el contorno., ~urenos mds adelsnte alguios
ejemplos d_e‘ aplicacifin de esta teoris general 4 diversns casos par
ticulares de pecciones transversales. :

fasesos shora a eonsiderar las cemdiciones de 1inite en corres-
prndencis de las extremidades de ls barra mujeta a torsidén, lLas -
normales o los plaence limttmmes prrpsodioulsyes wl sje 3 serdn,
por lo tanio, psrolelus al nigmo, es decir, ue l = m = 8, n = ..'f 1
¥ entonces lag ecuaciones (117) devienen

(£)

en les gusles deberd tomarse el signo positive para el plano limi-
tente cuys normal exterior tiens el sentide del semieje positive -

de les &y como ogurle pare la extremidad inferior de la barra repre

sentada en ia {igura 120. n las beses, las fuersas cortantes se -
digtrivbuyen de 18 misna manera que las fatigas tungenciales lo es-

tdn en lus secciones rectas, y es fdeil demostrar que tiemen por

recultante un par torser, ™ efecto, roesplasundo en las ecuaciones

e ————— e
s = e LN ST

1
o
!

I
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(166) I
{£) los valores (132) y teniendo presente la nulidad de . en la
periferia, resulias -

como Gueriasmos demostrar, Uicho par valdra:

vfectusndo 1a integracién por partes y teniendo en cuenta que =
= 0 en o1 ¢contorno, encentrasos:
(135) .
Queda, asi, demogbrado que la digtribucibn de 'ténaimea que se
obiiene iguslsnde & cere las ouatro componentes gque indican lasg —
igualdades {a). ¥ dsterminande lss otras dog por medio de las ecua=-
ciones (132), (133) ¥ (134), satisface o 1lag 2cusciones de egnili-
brie (116) y de compatibilided (119). Use estado eldstico contem~
pla la nmulidad de las fuerzas exteriores sobrs la superficie late-
ral de 1a barra y origina un momento de torsifn dads por la ecus-
eidn (135). Los ecuaciones de la olasticidsd quedan, pues, satisg-
fechas y la solucifn del problema de la torsifm, asi obtenica, es

la exacta,

Como se ha hecho notar, esa solucién exige que los esfuerzos en |
las carss extremas de 1 hamrs #eifn distrivuidny de siexta }am;
pero tal exigencis no cmstituye una limitacidn a la aplicacion - |
pfactica de ls anlucidn, puesto que, de acuerdo con el principie -
de de Saint-Vensnt, @ suficiente distancia de las extremidades de
una barra lakga sometida & la torsién, las tensimmes dependen so-
lamente de la magnitud del nomento de torsién By y son précticamen
te independientes de la digtrivueién de fuerzas zue sxigta en sus
bages. : ]
73.-Gorzinientos en barras prigudticas sometidas a toreifn.- Apli- }
cando la ley de Hooke, podemos hallar los cortimientos lineales y |

deglizanientos en funcidn de log valores qus en el pdrrafo pmee-

dente obtuvimos para las componentes de la tensifn:

v
] -
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(167) |

(p) |
Cusndo 1la base oudirectriz es simetirica con respecto & dos ejes,
se sigue de esa simetria que durante ls torsifn cada seccién trang L'
versal gira alrededor de su baricentro, y ol eje de la barra se :
mentiene rectilineo. Congiderando £ijs la base @uperior (figurad28)
tal gomo ge supone anteriommente en sl caso de un eje de directiiz |
giveuler { - 69), encontremss las ecunciones (a) y las condiciones
de vineulo guedsn satisfechas tomande i
{138)

en las cuslesy es el dngulo especifico de torsidn. "n el caso

de secclmnes transversales diglmédtricas o con s6lo un 8je de sime- '
tria, el gire de cada geccim transversal se verifica alreﬁatbr - j:
de un punte gue por le general no coincife con el buricentro y a8l ;_:
que se da el mrmbre de centro de torsidm o sea la interseccién del
g je de tarai&a“. con la geccidn, 91 fi,jma -gomo antes- el centre 1
de torsién de la base superior (figura 128), y saoptando dicho - |
punto comn origen de coordensdas, se podrd spiicar tambien en este
gage las ecusciones (136). Heemplauandio los valores dados por ds=-
tag, en las ecuaciones (b), resuliarf:

e - P

| ; (137)
81 ee conoce las tensiones, estias etusciones nos permiten calonlar
ios recorridos w, yue definen el®gurvado” o zlsbesn de la ssceifm |
trangversal dursnie la torsifn qﬁe te Saint=Yenant tuve en cuenia, [
pero del oual Navier habia hecho caso omigo. Medimnte alguios ejem-
plos, hemos de ilustrar mas adelante el cidlculo de los ¢orrimien- -'
108 Wa .

Para obtener el dngulo especifico de torsifm,  , Gerivamcs &8 -
primera de iaa ecuacincnag (b} em rTeoRzectn 8 ¥y ¥ is sagunda con - L
respecto & X, y luegourestamos miembro a miembro, lo que nos da I

(e)

¥s teniendo en cuenta las scuscienes (132) y (136) y osersnde, se
lliega @&: | :

Por 1o tanto, el fngulo de torsifn puede ser calculado facilmente
siempre que la funcifn de tensidn se deduszoa de las ecuacimes -

(138) i
|




T = NN

(188)

(133) v (234).
- Teawbion polemos ver que la ecuacidn (138) pemmite establecer -

que l& gongtante F da 1la (133) Tiene wn significalio muy simple, a
sabexy:

(139)
B SKQW‘* Jue 1a elipsé de sCuS=

(a)

eongtituya la directriz de una barra sujeta a torsidn (figura 130);
| e il 5 :

en este caso la ecuscifn (133) ¥ 1la con-
dicidén de contorne {134) yuedsn gatigfe~

cheg dendes a8 la funcidn do tearpiép lg -

- forna
(b) Fi6. 130.
en la cual m es wna congtante, cuyo valor desgejx;éz_xé an 1la sous- t
g¢ifn que se obtiene llevande (b) a la (133): 4{'
‘Por lo tanto ' _ [
(e)

Te ecuseifn (135) permitird ahova deterninar la constsnte P. Pars ' |
8lle, resmplazaremcs en dicha eeuacifn el valor de | dado por (e) ;,‘ﬁ

con 1o que tendremos:

(8) ' |

Peros

A

i

luego,reanplazenio ex (4) ¥ operando: |
de la cual,

ez : (e)
Llevando ahora el valor de F, asi obtenido, @ 1a ecuscifn (¢)s :

(£ |

Las compementec de 1s tensif se obiienen reemplassendo en las ecus .:
eimes f132), la funcifn de adxy, (£), y operando: : I

(140) _. ._!
La relaoifn de las camponentes del ecfusrss es proporcional a y/x i
¥s por lo tanto, cinstante a lo largo de -aua}.quler. ragio, tal co~ E:

. _,_




(169)
mo O (ﬁgm 130). TRlo gignifica que sl esfuerzo tangencial 8
1o largo de un radio cuslyuiera Ok tiene wna direceim constante,
que seri, evide!r!:amgnﬁag la da 1z tangente a la dimafri; en gl -
punto A del conbernoe de la saceifn. A 1ls large del eje vertical CB, I

1z componente del esfuerzo tengencial es nula y la tensién -
resultente vale . ghientras que piguiendo el sje horizontal 0D
1z fatiga tangencial resultante es igual a » 58 evidente

 que la wéxima tensifn se produce en la periferia y se puede demos-
tray facilmente gue tiens lugar en las extremidades del ejemmenar
de lg directriz eliptieca, Re&mplasmde ¥ por 0 en la prisera de -
las ecusciones (140), obtendremes el valor sbaolute de diche méxie

nos
{141)

Pere & = by esta expresifn concuerda con 1la conocida férmula co-
rrogpemdiente & 1z seceifn cireulsar,

Reemplazando (e} en (139) vesulte ls sigulente expresidn del -
fugnlo ecpecifico de tornidn: '

(142)
Damos el nombre de vigides torsimal a la cantidad por la cusl de-

be dividirse el mswehto Forsor pars ovttoner el barrenade: si la - ' '
denotamog por O, serd ¢ = M/ . Para la geccifn de forma eliptieca, a
ia (142) nos das

en la cusl, & = ab repr-aaentu‘el 4drea o IPB p + - -y 81 MO~
4

mento pelax de inercia de 18 zeoeidn “rsmgreresl,

Conecidas las compohentes del esfuarso, (140), sodeans detasrmi-
nar facilmente los trayectos; las compmentes u y ¥ astan dadas =-
poxr las ecuaciones (136) y el oru-rimieﬁt-o W se deduce de t13?). -
Reomplazendo los valores dados por (1408) y (142) e integrando, en-
entramsogs |

(144) |

Deduecinns de aquil que las curvas de nivel de las secciones ala~
beadas son hipérbolas, cuyas asintobus son los ejes ;arin;zipales de
la elipaee.

A,~ Do singular mérite y feoundidad ha




{3
(170 ) i

rosuitads la aplicgeeifn de la aﬂalagia ¢ml la menbrang a la reso- 1
lucidn de problemas de toveifm, intrrdueida per L. Zrendtl, |

Imaginsnos uma penbrana homogdnea, cuyos boxdes sa mantienen =
fijos sobrs uvn conterne igual al de la seccidn recta de la barra

mi eta & torsidn, y ql_mb egtd sometida a una presisn mwiforme sobre
sus carag, y wiiformemente extendida en su perimetro (figura 134); |
sean 4 ¥ 8 laa intensidades de la ;ﬁrﬁai&l 7 de la traccifn wnifor-
mes, raspactivanenie, T%n ol mipmectc 4z cue le deformaci‘n de 1s
menbrand sea muy pequefia; la acuacifn de aguilibrio del slamanto
infinitesinal abed, obbtenida proysctande en 1z direccidn z, sard: _

.

4 0
Ty :
l z 1 _ '
0l : siondo 12 proysccifn -
@9 de la resultaulte de lag traceimas que
%\ obran sobre log 18dos ad y be ¥
5 : - 1a resuliante, tambien hacia
Fi6, 135. arriba, de las traccimes gus ashian so

bre los ledog &b y de.
e dicha ecuscidn ge deduce:
(145)
in el borde de ls menbrana, la deformzacidn es nula.

Al compurar 1ls scuacidn [14%) y 1o condisifn de borde pors las
deformscicnes en direceidn verticul u oxiecnadas z de la menbrana,
son la ecuscifn (133).y la condicidn de contormo (134) dsducidas
en el = 72 para 1a funeidn de Alry, surge la identidad de smbos ~
problemas y, con ella, esta importante amaemenoia: 2odremnos obe—
Gtenor los valorss de - valiendonos de lag deformaciones de las men.
branti, paras lo cusl resnplasevemos 1a caniidad ....35, Ge la ecud=-
eifm (145), por P = - 26 ,de 1a ecussidn (133).

¥eodiante la ropresentacidn Ge la superficie deformsda de la - _
nenbrena por curvas de nivel (figura 135), se pueden obtener diver
sag conclusiones de importancia acerca de la repsrticifm de tensie |

nes en la torsifm. Comsideremos un punto cualquiera, B, de 1a men-
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{171) E/
branaz la deformacisn de dsta a lo 1axg;a de la owrva de nivel que i

pasa por dicho punto es condtmnte, o sea que 5

La escuseidn que corresymds a la Nunocifn de tenaion, .4 o8

La expresifn que zntecede nos indl ot que 12 prnjrawi'%x del sg-

fuerzo tangencisl resuliante sobrs la normal, I, a 14 curva de nis
val en el punto B, es nula y de ahi podenos conclulr yue dicho es~
fuerzo en el nombrado punto de la barra retorciaa tiene la 4 irag-
¢ifm de lz taengente a la curva de nivel gue paga pny 21 mismo, Si
en 1a geccifn transverssl dé una baxra m;ia-t-a. & torsifn se trazan

ourvas tales gue la tensifm tongencisl rasultante en cuaiquiera - |
de sua puntes tenga la dirsccifn de la tengente respectiva, dichas
curvas serdn las umadas_ ilineas de asfuerzog tangeneiales. ‘,i

Pozr 1o tanbo, las gurvas de nivel de 1a menabrana son las ourvas H
de las tensimes tangencisles corresoondientes a la seceidn trange y
versal de la barra sometida a torsidm. |

La intensidad de la tensgisn resultante, , en B (figura 135), ‘G
s2 obiienes prweﬁﬁan&n gobra la tangente las compmentes, ¥y |

y del eafuerzo, Jor lo tanlo:
Sustituyendn los walores
cbiendremos

Lo que nog dice que lu magnitud del esfuerzo tangencial en el pun-
to B egtd dada por la pendiente nmixima de la membrans en dicho =
punte, ¥y pars osbbenerla gerd necesario solasente reemplasar, en -
1la expregidn de la pendiente, /8 pox 2G. . Pe agui resulta gue €l
esfuerse méximo de desgarraniento se profuce en aguellos puntos -
dende las curves de nivel estéin nas apretedas. X
La ecuacidn {135) nos parmite a;étahlocar que al duplo del vo-
lumen limitado por la membrana defnrmada y el plano xy (figurs 135) .

rapresenta el momento torser, siempre dus se reemplace /S por 26!,




(a72) f
‘F:stﬁdiamns shora las emdisiones da equil brie ds la poreidm ”
mm de ls membrana, liimitada por ana curva de nivel (figura 135).
La pe;aé.innta de la pesbrana a 1o largo de esta ourva es, an guale
quiar punte, proporcional al egfusrzs taangencial & e igual a
- «4/8.1/ BE o Llansmdo, sntrmmeas, &, & 1a proyeccidu horizontal
de 1s poreidn m de zmenbrana, la ecuacidu de sauiilvrin respecti~

va gerd

o bien,
| (146)

For medio de asta axpresifn se puede obtener el valor medio .del -
asfuerso t@gmam a lo largo de una curva de nivel, '
ilaciendo q = 0, 1o que signifieca comsiderar una membrana sobre
la cual no actie carga lateral alguns, se llegs a la ecuacidn |
(147) 'J
1a cual coineide een 1la ecuscidn de 1a funcién . , seiglsdia con

{(b) en el 75, 8i me toman las ordensdas dsl comtorno Ge 1a meB- :

brang de meners gue se verificue la ecuscim Li
; ? X = i
Z 4 wm= (% 4 y°) = comagtante, (148) |

4 _

|
tazbien se cumplird la oandicifn de borde designada con {(e) en o1 ;i
migmo pirrafe, De tal guisa podemos obtenmer la funcién | , valian- %
donos de la suierficie de deformacién de una membrana no cargada,
con tel que las srdenadss de la superficie de la mima tengan detmr
minsios valores en su conkomo. Se Gemostrerd mas adelants que -
la determinacidn experimental deé la digtridbucién de tensiones eh
barras enjetas & la torszidn, puede efectuarse tanto con mesbranas
cargadas como con Tambraxas no cargadag,

1
3
i
i
l

e

La camperacidn coan la mevbrane es Ubil no aslamente ousands €1 -
nateriel de 1o bezra vetoreids se mamtliene dentro del intervals -
eldstico, sine teubien wwando sn determinados puntos de la seccidn J
transversal he side rebagado el limite de influencis del material,

te la deformacion plistica, lu distribuecidn de las tengiones en 1a
goma de la seccifgyl transverssl elasticamente deformads estard re-

Supeniendn que =l esfuerso tangencisl permunesca invarisble dursne i
!

e
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presentada por la memwbrans, coao antag; pero aa la zona de 133 age {ﬁ
farmacionss plésticas la t‘meiéﬁ estra dada nor una superficie de 131
pendiente mAxima y constante, reprasentativa del 2{nite de fluldesz. Fj
Imaginemns que eaf super?ioic ezid grastriids a 12 makera de un - '-';
4ejade sobrs 18 seccidn trensversdl de la barrs y que tambien es-
44 aplicads la membrens tmnsa y cargade como se explicd anterior- ]F
menbesaumentenie 1a presifn ze llegerd a un punte 2l gus la mem-

brana empleza z tocar el techn rigido, estadn que cnrrespmde & la

flueneia Inigial de 13' harrs sometida s torsifm; s medida que au~
menta 18 presifn, cisrtas partes de la membrana entran en contacto
y ee sdaptem al tejade y esas zouas representan las partes plisti-
eas de la bayre deformada. Nets tesris ha sido {lustrada con inte-

résan‘bea experimehbos por A. H&iak.

77.-Barra de_geseidn rectenmuler alarsada, mjeta g torsifn,d La
 analegis con la membrana proporeionz wna sclucifn muy sencilla dd

probleme de 12 tersifn de una barra de seccifn rectangular slarga-
gada. Supeniendo desprecisbls el afesto de los lados cortos del -
rectungule ¥ admitiendo gue s consecusnclis de wns ligera deformae
¢ifn 1la mosbrens addulsrs la forse az‘.l'ini_riea (figara 136), podres ’\'-'i
nog aplicer la firmule elemental de la purdbila Punicular que co-
rresponde s le curva del eguilibriec de un hilo con cargs uniforme- ,

nonte vepartide sebre la lug (£igurs 136!:}: :

Fie.136.
dende 8 eg 12 tmaiﬁn- horizental, 4 s varga uniforme y - 1s -
filecha. ' !

Lo méxine pandiente, a la fltura del punto medio de cada unn de
leg ledes largos Gel mctangnlo,‘ es, 42 acuexin e¢on las conocidas
propiedades de la parébola,

()




iy

(174) 1

Za ecuanto al volmeh limitadi pér la menbrana dsfommada y 2l pla- %
1

nn Xy, caloulado omie ¢ilindro parabdlice, serd:

{e) il
Anlieande la snalagis aon 1a #enb;ma ¥y rasmplazanio ea (b)) ¥ {(e)
o/S por 26 {péaina 288}, temamszsrs ﬁ
{d) :
de donde

(149)
, _ (156)
™n ls pérﬁ!oz;a funiculer (figura 136b) ss verifica: | i

¥ la pendiente de la mesbrana en cuslyuler punto as

21 egfuerzs qQue sorrespende s la barrs sometida a torsifn es

Le digbribueién de las tensimes obedece, pues, 8 una lsy lineal,
como ge ve en la figura 136a, v 1 oflcoule dsl momente de torsidm |
|
cue correspenie = dicha digbribuoidn nos 4a

es decir, ia mitad del wvalor dado por (150); la otra, corresponde

a las compnaentes s Que fueron compietomenie dejadas de 13

do al supener que la superiicie de lu membrany deformsds era eoilip
drica, Awn cusndo la magnitud de esiss Senslones solamente es aprg H
ciable en proximidad de los laGos cortos gel rectungulo y los valg
res méximos que aleanzen sent Inferiores al del | sresultante
del edfculo asnteriox, hay que vener pregente qus atxtnm & una me= |
vor cighancia dsl eje Ge 1a barra y su apuente representa la segun
da mitad del momento de Loraifm Mg, .
Ss interessuie destacay que el valor maximo del esfuerzo,

daan por 14 primera de lag ecuacimes (d), es el duplo dol que se |
origina en un cilindro circular de difuetwo ¢ yue sufra ol misie -
gire, , fendmeno yue puede ger explicads si se tiene en cuenta el
alabeo de las secciones trmwersa;-ua.-'&n' efecto, los ladog de las




_ (175)
secciones transversules, tales onmo m1 (Ligura 137), pormansgen
nornales o las eristas de %o bayra, como se indica en los puntos

ey e A T s

.m ¥y ny (vide tambiem Fig. 12Y), eu baalo yue 13 daf~7amoifn total
gue ol esfuerzo de desgarrsmiento provoca en un slemsnto abed cong |

tu de Aep parbes: lsdistorsifn  , deblda a 1& rotaéidn de la ~

(@)

Fle.{38.

FIG.137.

|
|
|
|
|
|

caocifn traneversal 2lrededor del 2jo 4s 12 barra, la cual es equl
valente al Geslizamiente que e produce 2n wn cilindre circular

de diémetro.a y adends, s Gue es 1a parte de deformacidn atri-
bufdle 21 clabeo de 1a macin; y como on ol cmsn de una seccion =
regtangular angeste = ; 2l dasd inamianta ramultante siuiva-
le al doble del que experimenta una bsrra de directriz cirenlar -
del diZaetre indicado. i'
- DLas f8rmulms (143) y (150), que han sidn deducidas en lo que =
antecede pava el caszo de wna seccifn rectangular angosta, pueden

smplesrse tanbien cusnde se trate de barras de secciones delgada-
dag de diversas farmseg, tales camo las que rapresenta la Digurs -
138, para 1o ousl 5o hard b igusl al largo &2 la seccidn transver-
sal desarrollada, De Jusbtifica $al extensifn,por el heehp de que

sl el esvegor ¢ e un tvbo cilindrico cortsdi- 2 1o large de una -
genevatriz (2igura 138a) es pequefio en relacidn cm sl didwetio,

la pendiente méxima de 1o msmbrana y ol volusen que 14 nizma encig
rra s aproximadamente los misuos en una seccidn rectangular alsy

gada de ancho ¢ y de longltud igeel a la c‘irum:sfamaial de Gaifime
tro medlo de 18 zeocidn transversal; y =ndldiga conclusidn resulta |
paera sl caso de lu seccidn U, representada on la fi,,igmar 1336, Co- i
rrasponde advertir que un este Qltimo gase Ry en 1as angulos ene-

trantes wns considersble acumulacidn de esfusrso, la cual deperie *

i ke e e S R S




del radio » de le transicifin, de munera Lue 1ls 0us~

(176) ﬁﬁ
&

eidn (158) resulta en ellos inagplicables lste asunto s '
se esbudis com mayor detalle en el 81, '“"l'-*-a;* I.ﬂ
zifn xe . bl .|
cagidn de la anaa.agia con la membran: sersite m&umr ; __%o____.. X
seta problesma a la detersinacién de lus deformecio- “I 1 _ ,
nes verbtisples 6o uny menbresa de glianta rectangniay ,l |
wmifornsnente cargada, como 1z que representa la f£i. | Aed 139. “E'

gurse 139+ Diches defa mecionss doben satisfacer 2 la ecascidm (145)
(a)
y @er nulas en 8L contrrno..
La caﬁ&iﬁién de pimetyria con raspocto sl a2je ¥y ¥ las econdicio-
nse Go linite correspondientes & log lados X = x e ael rectingule
Gguecsan gabis? echas gl se expYesan 5 hajs la foroa de uma goris:

{p)

en la cual b1, b3,. + « 3on coeficientes constuutes e ¥,, X,,. S\
son funciones de y solemente. Hecmplazando (b) en ia ecuacidn (&)
y obgervands que el sesundn miembro Ge esta Wliima pueds Tepresan-~ I
tarse bajo foma de serie, & saber,

(o)
llegarcs & la sigulente scuacifn, que peruite determinar Y 3 |
(a)
%a solucidn es: a|
I
(e} |

La slwetria de la superficie de la nenbrona defomada, con re-
lucifn al eje x, exige la nulidad de la congbante de integraci’n,
i. Tn cusnto a 1s constante B, queda detersinada por 1ls emdicidn

de yue las cot8s de ls mesbrana son nulas para y = i b, 0 sea -

(X)) = 0, de dconde rasulia:

: ()

v llevando sste valor a 1a ecumeimm (b), se llegard s la siguients




(277)
esprosidn gensrsl Ge la deformscidn de la superficie da la membra-

nas

Resmplazendo ¢/S por 20 , obitenemos para lu funcifn de tensidns

(g)

Guloulamos shopa lag conponentaes 46 iu tensifn splicsndo las -
ccutciones (132), edto en, por derivecifn de lu ccusci’m (g). Por

ejemplo, Gerivantio rospesin & X, &9 Liens:

(h}

& se supone qua b @, el méxims esfusrun tangencial correspon~

diente 2z 18 pendiente mdxima de la membrana, ogurse 2m los punisos

nediecs de los ledos maynres, X = f a, del recténgulo,. Llsvandin a

& ecuasifn (h) 1los valores x = &, ¥ = ¢, hsllamos

o bien, teniend presente que

tendremos, Linalmentas

: ' | i (151) |

La sorie infinite que figura en sl segundo miembro ez de convergan
"ois muy rdpide pave b >a ¥y no hay difioultad o 6l cdloule de -
Tadx, °W guficiente exactlitud, para cualuyuier velor de la rolt-
cifn b/8. 2or sjemple, en el cago de un rectingulo muy slargado,
b/e vesulta muy grende, por 1o cual basta congerver ol primar t8 T

mine en (151), desprecianan s sumsheorié, cot 1o qu2 3¢ tleme:

enncopdante con la prisera de las ecuacimnes (&) del - 77,
: v
91 1la seceifn es cundrada, & = b ¥ entonces la ocuasisn (151) -

nng aas

e R T




{178)
= 2G.6
= 1,351 ¢ 1y (352)
¥y @cmo exprecifn gomerel
(153) .
en ln onal ¥ es wn faotor nimerico cue eiégmde de 1= relacifm b/a.
£l ouafrce inserto al final de egbte parrafn contiene algunoss vale-
rea de digho coeficiente. _ _
Caleulemos abinve el momento Ldermor, ﬂt' an mngi& ael aagulo
espeoifico de torsifm, | . Utilizendo para ells 1la ecuacifn (135§

encontrasos

¥ observendo gue

tendyranos

(154)

La serie que figura en el segundo mieubro es G comvergencla muy
répida, asi que My puedie calculares facilmeute pars cualyuier vak
lor de 18 relseifm a/b. Ta ¢l casc de w xactingulo slargado, pa-

aencs btomsyr

¥ entmnces
(155)
“ara lz peccifn cusdrads, a = b y la férmwla (154) 48, @1 aue case:
{(156)
E1 monente de torsida puede ser rapresoutada por lia ecuacii -

ganaral
(157)

on ela ocual kK, oc un coeficiente jue depende de ls magnitui de 1s
relacifm b/a. En la siguiente btable figursn diversos valores de

|

£




(179) 1
aicho coeficientes
Eeemplazendo en 1a eouscifn (153) el valor
de iy dedueide da (157), se obiieme el safuerze
m_'f.:;ism da d-eagéi‘miento en Fungldn del wmag

mo s torgidn:

(156)
an eghta expresidn ks es un sselicienle, cuyos

valoras para diverges valores de 2/ ontan in-

dicados en 1g tabls gue va do seguida. FiG. 440480

TabBLA DR CONGRANTES DE LAS POREULAS DE LA TORSION D2 UNA BARRA DB
SAMUROR FECTLEGULAR

| 05999 | 0,291 | D291 |
10 1,000 | 0,312 | 0,38

¢

e : ! :
2. | x x, X | .. Bt o0 i
S S |
1,0 | 0,675 | 0,1406 | 0,208 g 3 | 0,985 | 0,263 | 0,267
Ls2 | 0759 | 0,266 | 0,229 | 4 | 0,997 | 0,281 | 0,282
|

145 | 0,848 | 0,196 0,231
2,0 | G930 | 0,229 0,246
2,5 | 0,968 0,248 | 0,258 | 1,000 | 9,333 [ 0,333

! | 1

j= = FEanads s RsSRn RS T e maiE e Lﬁ:ﬁ thmmm ﬂﬂw ]
X f

80 ,-31 mét cdo elésticoweuerpdtico, gplicadn a problomas ds tfersig._;
|
Kétodn de Ritz,e La solucifn de problaomss ae Soreifn estd redu-

T

cida -segim se ha visto en 1o que untecede- a detemsinar en cada |
casn partioular la funcidn de tencidn que =atisfuge A la ecuacifm |
diferencial {133) y & las ¢condicicnes parimetraies (134), deduai- "

isg en el . 72, Ahora biem, cuando ge trats ds sbtener una solueién

apreximgds del problems, »eouite dz utilizad inwestlssy lg funaién
de tengifnm, ne ya trabajendo con ecuaciones diferevcinles sine par— |
tiendo de la condieidn de minime de una cierta integral, 12 que =
puede nﬁtanerse por medio de 1a expresifn de la energia potencial
eldastica de la piese Horcida. Con arregio a ia formula (84) ';. 39=-
is energia de defomacifm por unidad de langitud de la barra de-

foruaia es




| (180)
De este sxpresifn polemos dedueir 1s variseifn de lo snergis de |
&aznmetﬁn oesngigmmiente & un psqueiln énemmantn, ' sy G2 la fune
¢ifm s imovemento que uo zmuih en el oontorno, oo lo gual no |
ge intrnduce Tuerza slguna sctusnte sobre lu superficie lateral - |

de 1la plega al veriar 3 disgha variseifn ess _ 1

“n cuan®o al momento de torsién, stonaida la scuacifm (135), su

variacifn seré:

Per medie de un razensuisnio undiasge sl eiplendn pars esteblecar

1z ecuscifn (86) - (41 = pedemns llegar a laz ecuaci’m

o Lleki,

Por Lo temto, la verdaders expresifn 4o la funclif de tensifm,
es ayuella yme hace igudl a cero la variacim d9 la integral

_ (159)

#n la recolucidn sproxinade de nroblemas de torgidn regnplag8e

mog =gagin guelis ezplic&_ié.c- el cflculs de varizciones por mma a:la- |

ple determinacifm minime de wne funeiM,. Trassnos la funcisn de -
tensisn bajo la forma de una gerie

(a)

ea 1o oual , -, se = = »000 funciones yne satisfacen a las

erndielones perimatrales, oots 98, (US @ degvanessa il 1legar a i

la periferia, Al alegirlas, debenmns guiarnes por la snalogia cmn

la membrana, dandoles una forma adecuada a la ropresentacidn de -
la funcida « Las cantidades ' » + +» ;80 factores ni-
nexricos que deberdn asov dt‘atwmin&do-a con arreglio a la céﬂiair’n de
minime de la integral (159). l:aeap}.azan&é ia sorie (a) en la sub-
integral e integrande, so abtiene win fineldn do segunds grado en

s . se « »,;¥ la emdicliin de minisne de eszta ﬁm;ién agté

2AXpTosala pors

(v)




_ {11}
rptenencyg agl un giqtene de sguspicnes lineales, medimte lég OUle

18 pueder ser valuados los cosficientes ’ » ¢ » » 8%

S

el nimaro de tdminss ds 1a serie (a) swsmta, serd mayor 1a exsmo-
titud da la solucidn apréximeda, y uwtilizands una serie infinita

. T e =

ge llezaria xls solucidn exaecta del proulans de la targifm,
Teomemns comn ejemple ol gage de una pecoifin trancversal rectan-

gular {flgure 139), Les ecuscimes cmaspmaiantes al comnbtomno -
gen X = * Ay y-atb y Inr fareifn _xg:e- 2} f,:-,' v B )aanﬁla en

el perimetrn, Lu serie (a) pueds ponerse dajn la forma
(e)
en 1 eusl, B y n deben gor pares, por razmas ds simetria,
Suprngenss que 1a eeccifm oz cundrada, y, limitendos el desarro-
1lo, de 18 serie (g) al primer términe, tomenns:
(a)
Resmpliszandn esta expresifm en (159), la endicidn de minims nas

conducs a
itendida la scuscifn (135), o1 nomsntns 42 tersifm serd, entonoes:

71 error en el nemento de tarsifn s Ge 1 1/3 por ciento aproxi-
zadonente, como reculta comparando egte valor con el de 1a solu-
cifn exaets (156).

Pura ochtenar msysr appoximacion, tomemos ghora log tras prinerss
términos dehla serie (t_:). Con erreglo a lu omdicila os gimetria

llegamep = lz expresidn

(a)
Reemplazende oste ®ltima en (159) y empleando las ecuaciones (b)
engoniravos
¥ =1 momento de toresidn, resuitard de sustituix en (135); lo
qua daz |

Valor que eg don selo 0,15 por 4isnto HdeMor gue sl oari'eoto.
fn le determinacidn de la tenaldn ndxina se comels un eyror eofie

siderablemente mayor: al ilevar (e) a las exoresiones (132) que - !'i
i :




(182)

dan lus componentes dei esfusrso taugeneidl, S0oNLTANOS CONO EXTOX |

en el valor de la teusidn mdxiza ua 4 por clemio aproximadamente,
¥y pera logsr mayor exactitud o5 nogasarin calovlar con mis térui-
nos de 1a gerie (¢).

Se comprueta medlante la apalogla com ls menbrand que uaﬁ el «
progedimionto arriba explioeds se ~bhiece gewsr4lsscts para el mo-
panto de "m«:sién valores menoyeg aue él exacto. Y, on efeotc, wa
mapbrans psrfactm:nta flexible, _au;j_eta a extensim waiforme an -
si. conbtorno y uniformesente cergada es un npictens con un ninere -
infinito ¢a grados de libertad; el limiternos en el céloulo 8 unes
poena térumines del des&n‘ollﬁ de 1a gerie (¢)y; 9llo ecuivele A -
introdueir en el sistesa ciertns vinculos que 1o reiucen a ofro -
eon un nimero péamai‘ia de gratop de libertad, Vales vincules solas
pents pucden reduoir 12 flexibilidad del sistese y Gimminuir el -
volumen limiisdc por le membrans defnrpads, u, por lo‘tanta el mow
nento de tcrﬁieﬁz,"ée&aai:ia, GOl SRALANBOS, -Ge ¢se volwaen, serd, de
oraingrio, MEnOr gus el Verdadelo.

Sbro método pars obtener una deferminaclids aproximads de la iune-
cifa G ha shde sugeride por %, Treffz. Oommo @1 momsnto torsor
cue ge obiisne utilizasndo este ndtollo es mayor qus sl verdatero -
nuedien oetal:ieceree ins 1imites de arror de la soluciin aproxims—
da, utilizandelo en cezbinscidn el mébodo de Ritz. _

La spiiesciim del médode de Hitz no entrails una 11&1‘.4;&0161:1 come
geria ol emples exclusive de los polinomios {¢) sinns yus se extisn
de a toda Funcidn o & « integrunte de la serie (a)}, cuysa
ferna pea mdecuais para fepremntar la funcidn de tensidn, »
Asiy por ejemplo, si -30&.9 algaritme fanciocaal supleamos funciones
trigonondiricas y stendenmos a las s icianea de siuetria {figarva
139), obtendremns:

(£)
Reemplazands en {159) y efectusnis la integracidn, resulia

L ———



(183) |

-

Las acuaciosnas (b)) devienan, zrionoeu:
- de aguis

dende -~ = b/a. Sustituyendo en (£) obtenemos la golucifn exacta
del problems, bajo la forma de una gerie trigmumetrica, Tl nomento

torgor gera, entoncess

(g)

51 me obgerva Gue

ge cemprobard la coincidencia de la expresifn anterior con la f£ér-
mula (154}, que obtuvimos antes. Ctro ejemplo en el caso de un -
rectansule alargado, con una dimensidn, b, muy grande an compPara-
cifn con la otra, a (figura 135), c&aiétiria en tma;z, gamo prie
mers sproximacidn,

ot (n)
expregifin que coincide con la solucidn estudiiada en el  77. Zara
logrer une aproximscifln mayer, 2l par que el cusplimiento de las
econdloiones perimetrales para log ladeog ecortng del rectangulo, po-
demos teonax

(k)

y velusr la cantidad = de manera gue haga minime el valor de la
integral (159). Resulta, asi,

La ﬁiatribn;ci.fm de teﬁsirmea que ‘ae nbtiane cé.’c_.neidiré préictica~
mente con la eoiucifn (h) en todras ayuellns puntos que estés su-
ficientemaﬁts alejedng de log lados menores del recidngulo, a cau-
sa del términe exponencisl encerradn entre corchetes en la expre-
sifn (x). ™ pr-oxinided de los lados cortos, la funcidn (k) satis-



(184)
face 1a condicidn perimetral (134). Llevando (k) & la ecuscidn
del momento de torsifn (135), emcontramoss

gue eoingide muy sabisfactoriamente con iu eguscidn (155), de-
terminads anteriormente medisnte el empiso de una gerie infinita,
n todop aquellos c2sos en gue 18 seccidn transversal egté li-
mitada por un poligono convexo, podrd usarse gon oxcelente resyl-
tado, como funcifn de tensidn, uns sxpresifm polindmica andloga
a 12 expresifm (e¢), que utilizgmns antes para una secciin rectan—
gular, 51 son ia ecus
cimnes correspondientes a los ladonsg del poligono, podemos adoptar |

para la funcidn de gue se trata, la forma

¥y poy regla general se shilens una exactitud satisfagtoria con -
sole goaglderar unos pocos teérminos de los del principio de la
gerie, |

C. Eunge ha proporcionado, para resolver aproximadsnente pro-
blemas de torsifn, un métodc basado sobre scusciones de diferen—
eizs, que su suter splica & la torsion de una barra de seccidn -
traﬁwsal oruciforme, formada por cinen gaadradios. '
Las formulas oblenidas Qarﬁ

las barras de seccidn rectengular angnsta (' 77) s de splica-

eidn en el casso de secciones came las que presentan los aceros -
laminados, tales como perfiles en U, L; ¥ I. 31 1ls seceifn trans-
versal tiene un espesor uniforme, como en 2l cago de la figura -
l4la, se obtiene con suficiente exactitud el barrenado reempla-
zando en la ecuseifn (149) la situra b por 1a logitud desarro-
llada de la Tibra medla, esto es, b = 2a - ¢. %a el cago de wna
seceién en U (figurs 141b), se obtiene com cierta aproximacidén -
el fnguln egpecificn de Lorsidh, consideraais pasa 133 alas wn
espesor mailo, €,, descomponiendo la seccidn transversal en tres
recténgulos y reemplazando en la ecuacidn (149) r

lo que significae que la rigidez torsional del hierro U es igual
a la suma de las xigideces de torsidn de cada uno de los rectan~



(185) 1
gulos gua integran el perfil, : .
(a) |

Para ol csloules de 1a tensidén en los puntios de cmtorno gitus-

dos 2 digbanpia considerable de log vértices de la gsaccidn trans- i

ik 30 ﬁ_q_

a [

i A
b

EEER P B TR e ==
(a) (b) : «©)

‘L t
0

Fic. 4141,

veraal, podemng emplaa:" una vaAg mas la mgaaﬁ.&l enrragpmdiente - !

1
L]

a2 un restangul» alargado, togande

Por 1o tente, y de scuerdo cmn la scuscifm (a), se obtiene para -
lag alas del pexrfil:

B

Para una viga de seccifm I {(figura l4lc) pusis emplearse las mis-
nas ecusciones aprod madas, ' .

En los angulos entrantes se proluce uns concentracifn de tensidn,
cuya magnitud depemde del radin de lag curvas Gs transicidn. Zuede
obtenerse con cierta aproximagidn ls tensifin mdxima en los punios
de la identificacifn, recurriendo a 1a andingias con ia membrana, |
Gmaideremcs-ﬁhg&fﬁﬁéceifm transversal asngular de egpesnr wonsgbtante f
¢ (figura 142) ¥y con un radio & en la transicifn que esrrespmnde '
al Zngule entrante, Supmmiendo que en h
gorragpondencia con el plana himechtnr
901 1la puperficie de la mesbrana es -~
aprozimedamente de revolucién, con su
eje perpendicular ) plamo de la fign
*a en el punto 0, la ecuseidn (145) - | 08,

¥ e,

———— = —

de 18 swperficie deformada de la mem- | L& 6. i
brana, en coordenadas polarves ( 21) ] ‘ ey ;F@"
se tranformsrd en: :I e R ‘,§

(e) jlé



(186)

%1 esfusyze tangeneizl, |, que, cnmomase recordard, estd dade |
por la pendiente de la superficie de,la mesbrana, se obtendrd 1llg
vendo & ls scuaeifn (e¢) sl valor dz/dr = | y resmplazando an ella
q/S por 26, eon 3o que sndremos la siguilente:

(a)

Para los puntoes de las slas del fngulo, situados a cmaiderable -~
distancia de la rista, dmnde la mewbrana tiene una superficie apm
ximadamente cilindriga, la scuscidn cnrrelativa serd:

. (e)
en la cual n ez la normel al contorne, Llamando - & laz tensidn
en 2l borde, lz ecuseidn (a), nbtenida snteriomsente para el caso
de un recténgule alargado, nns da ~ = G, ¢, gue nos ssrmite sbte-
ner de la ecuscidn (d):

(@)
¥ de dsba, par integracifn

{£)
en 1a ocusl A es una congtanie de integracidn, gue podranag Geter-
mina%mimﬂﬂ que 18 tensidn tangeneidl se aaula en el punts .y
a uns ddstancia ¢/2 dol bozde (figura 142). De scusnin gon .la ACUL-
eifn (£), se tendrd, entances:

Reemplazandeo en (f) y tomando » = ’. snonnsramos

(g)

Para a = 1/2e, como en la figura 142, se tiens |
Pars wna transisifa de radio muy petuafio, el valor de 1s tensién ;'{
mixinmg reosulta muy elevado. Si por ejemple, hacemns a = 8,le encon- '
travemag N : ;

Bn wn estmlio realizmado por B. Treffsz, para hallar wna solucién :‘

mag riguroga del problema de la acumulacifn de tensif en wn éngu- .'!
1]

|

i
n



(187),
1o entrante, y petusiios radics en latrensicifn, lleghd s la si-

guiente ecuacifn para 3a tensidn méxina:
(160)

Tgta formula splicada sl casn 46 wn radle, a, del orden de O,le,
da resultados que onneuerian sabtisfactoriaments oon 1os que s =
obtionen can 12 ecuacidn (g) de este narderafo.

La scumulacidn de tensidn en »1 &nmmlo entrante ha sico tambien
estuadiada éxperimmtalmen‘tv mediante la comparscifn con la peli-
cula de jabén (ofr, - 82), Las relsciones - COTTEED M=
disntes 8 diversoe valores de 8/c congteu en la siguients 4ablilla

8 1 1 1

—sesew 55 ] G it oo smes 1
e 8 4 2

ndx,

e - g -

_ Pars pequeficos rading de transicifn, egbng valnres de Ra rela-
~ elén g muchn sanores que les que resultan &a lag £6r-
nulas tedfrieas cus ze he déﬁu-:iﬁﬁ mbtarismente, Parece probable
que para esos olisos el método de la comparacifn com la peliouls -
de jabfn dificilmente permita nbiener valnras que resul-
ten dignos de comfianga, .
84.~%Zoraién de frvoles huaca_é,— Swtendamss ahora ruestre estudio
¢e la torgifn de jes, limitado hasta aqui &l cass de directrices
cmatituidas por recintos & aiﬂéle coaaxida, & les arvoles hueces
con secolmmes trensverseles de drs o mas ombornos. Bl més ssnoi-
1leo de los problemas de ests clage es el de un &rbol husco cuyo =
emtomo interior coincide con una de lasg lineas de esfuerszo (vide
- 76) éel eje magizo de contorno exterior iguel al del aje hueco.
Tomemos, por ejemplo, el caso de une secclifn trangversal de -
forma eliptieca (figura 130), “a fwneifn de tensidn para el &rbol
macizo esg

(a)



(188)
La ecuaeifn
(I'fﬂ)
representa una elipse semeajante a Is curva exterior, limitante
Ge 1a secoisn transversel; a le lsrgo de 2lla, la funcin (a) per-
mansce congtante ¥, por lo tants, pars valoresg de k gonores que -

uno, acta elipese ez w2 linea de

enfusrze eorragp-ndiente a1l &rbsl EETT
de msccibn eliptiocm llena; y los

ssfuergos de desgerranienio en wno \W%
' | T el
I

eualquiera dée sns puntos tienen - : 0

la direccifin de 12 tangente a agug é Nr 3
11a, 1levais por el mismo. Results ’/%
de aguf yue ne exigtirén tensiones v

a tm&a de ia guperficie cilindrica Fie. 147,

gue poldenmos imaginer, de directris, la lines de esfuerze, Y eje
paralelo al Arbol. Se puede, puss, susoner muprimido el material
limitaidn per ess superficie zin gume alls mndifique la distribucién
de las tensiones en la parte exierior ée la piezn, Par comsiguien-
%0, 1a funcifn (&), Qe'tensifm, ea s»licable gl case des un 4rbol
hueacoe. |

Para valusr la congtante I de dicha funcifn, hay que tensr pre-
s=nte que se trata ahora de un 2je hueco. Pacilments logaremos To-
curriendo @ la enalogila con le mesbrana: la poreidn media de la mem
brana qua esrrespende sl aguirme €51 ~fe hneen (figura 147), debe
ser reemplazada -sn este gaso por la placa hardzmtal G, ocuya pen-
diente es coro en correspondencia con esfuerzos nulos en la adbertu-
ra. Caloplemos el mounonis temser originade por los ssfuerzos tan—
gencialaeg distribuidos an?am um elemonto anular coauprendide entre
dos lineas de esfuerzog alyacentes: sl designamos con el ancho
variable del anille slesental, la fuewrsa cortants que actda sobre
wm elexonto cauo 81 soubresdo en la figura, serd »¥
eu mozmento con respecto a O, ., asi que el mamento de tor-
oién e_r;rmﬁ;;rm&iénta al elemmto anular a que nog reforimos estard
dade por\ ia expresifn

{e) ¥



(183)
en 1 eual, lz inftegracifn isbe extendsrse a todo lo largo del -
anille, 51 1llamemos A al érea limitada por dste y observamos gue
.eg 1a pendiente de la superficis ¥, por 1e tanto, la dife-
rencia de nivel, hy; entre drs curvas horizentales mdyacentes resul-
tard de la eounci‘n {(e):

K, = 2nh, _ - (a) |
1n gue nrg dica que 21 uamenta da kanetin naveamondionte al anille ‘
elenontal esté dado por el deoble del veolumen indicads por el som-
breado de la figura. 71 momento total serd, pues, ol doble del vo-
lumen ABOD, equivalente & la diferencia entre el volumen AFB Gel
eje 1leno y el velumen CFD del vagio; es decir, ni que corrasponte
& W arbol magize, eny 0se seniejes fueren ka ¥ kb, Por 1n tanto, i}'
en luger dw la sovacidn (4) del = 74, encontramos |

de la cusl resuiba:

ieemplazando en {2), tendrenos:

Yy de ella deducimes

Volviendis 8 18 malngas.a em la mesbrana; nbservamas 4ue 1o -
pmei&a mifernenante dighribuida sobre la porte OFD de 1a nmenbrae
Ba op eotélicomente squivalerte & wna presidn de igual magnitud, - |
mifmgmm repart*éa gobre la nl aca ¥, ¥ aue las fuerzas de - b
traceifn ¢ que obran ashye ia menhrona a i largn del borde de la
place antén on squilibris grm 1a aargs wiiforae que ac‘béa sobre - |
asta $1tima, f‘mmmmn‘bm*'s, 20drd emplearse tombien en el caso
que sgtndiamng a1 pmeedimimtﬂ da la pelioula de ;jahm, y& que =

2l mstituir la poreidn OFD de la membrana por la slaca CD no se

EE—.:.
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alteza la configuracién ni ol esleds de equilibrie de la poreidn
restanie de membruna. ;

Zgtudiarenos shora el caso mas general,; oa yua ol gont nmo.intgr |
nn del drbol husco no goineide con wia mg aa egfuerso del .éJe
macizo. De mousyio eon ﬁ.a taoria genarsl de 1a torsidn { 72),sa~
bemos Jue ia funoidn de tengisn deds ser constante a 1o largo de
cadas perimetro, paro el valinr de ih Guiatunta &0 Duada ger arbi-
treviamente a2logife. A1 axaminar el -can de los contornos de mil-
tizle conexidn en prablemas de alagtic ﬁaa_bidimanaimal. querié_
demngirado gque pars gu rasniucicn se debe echar mano de las exprg |
siongs do los corrimientog, y gue las constantes de mtagraoir'ﬁ |
so hen de doterminay o manera tal qua los valores de dichas exe
preosicaes resulien unicos; pues bien, cuando se trate de la tor—
gifm de drboles huecns pard necssario aupissr un procedimiento -
anflogo; y 1loao valores armsbantes do la funeidn de ku tensidn & -
1o large &e lom cmborncs deben sex establecifns de manera cue log
enrrisdentos remuiten de valor fniecn. Se obtendrd entonces un nd- |
mero de ecuaciones suficientes para la determinaciin de esas cons
tantes.’ |

Gen mrvegle a las ecuaciones (137), tenemos

(£)
Gulculenaep shers 1s integesl
| {g)
& lo largs de cuda perimetro, Hesolviendo la tensisn total en sus

compenentes ¥ teniendo en cuenta las relacimmes (£f) se tiene:

La primera integral debe desvanecerse, desde que la .ihtegracién o
se extiende gobrae une curve cerroda ¥y w og wna funceifn wniforms.

y T |

Por lo,tantos ' ) I

Lz integral del segundn nlesbro de esta sounscidn es squivalente




(192) !
e iz £ris do nusstre cflcoule anteriar - efr, scuaciMm (g)- e igusl :
al doble del drea del orificie, es decir,yis
(n)
Las valsres castentes e 1a funcifn 4 tansifm a lo largs de los
eontornoe de log agujernsg dehardn, pusag, =sar datarminadns ds msne-
& que paEra gadn uno 4o eiles embde satiafecha la ecuscism (h).

Ta se trgtd snberinrsenta 1o refarente al siznificado f£isico de ;
1a ecusclsin fh) - vide eouagifm (146), ° 76 =3 resulta de lo gi= i?
gniente: al apliocar la snalogla em la membrania, el nivel de cads
nlaes ~ agomo, por ejemplo, la OD de la figura 147 - debe tonarse |
ds manera que 13 carza vertical sobye 12 plasa sea igusl y de gone |
%idn opuestoe 2 1a preyeceifn de igud diveceifn de la resultante
fe izm ft’.ﬂ.:":‘ﬂaﬂ de traceifm oue snbre lua mima =jerce la membrana,
g1 leseonbornes de los sgujeros coinciden omn laslinessde tensién
dei goprespendiente oje maciza, ess condi~idn basta para asegurar
el aquilihxie de 122 plameas. Por lo general, dicha gondieidn ne es
suficlenie, de memera Jue pars manbener »1 squilibris de las pla-
cas an pasieifn harizontal seri necessris samplear mecanisans esne-
eisles de zuis, 1o cual eampiica lns experimentes om policular de
jab*n en eu splicmeisn a 1a resolneién de problemas da torsidn de |
drboles huecos,

B5,-8nrnidn e tubeg ds psved delgsda,- Se pusds sbtener una so-

lueifn eproximeds del preblems de la torsiin de tubos de pared del
gaia ntiliamdo.el maéiwdo de la analegiz con le membrons, SWonga-
mos que AB y (0 (figura 148) rejresentan los niveles de los om-
tornos exterior e intericr, respectivamente, y seen AC y DB log -
perfiles de ls membrana extendida entre

dichos contnrrnss. Por tratarse de una =

parnd delgeda, pedemon despreciar la vg ‘ i)
h

riacifn de la pendiente de la membrams s ; D

, . | |
en su espesor ¥ admitir que AC y B sm @x
lineas regtas, 1ls que eQuivale a suponer | : S '
b 4

que en 8l grosor de la pared los ssiusr-

‘ F1G.148. =
| 2l 4 SRSPS T
partices, 8i ilamazos h & la difersncia de nivel de dns emtomas

2ng tangencinies esgtan uniformenenie re-



 (192) b

| ﬁ
¥ =~ al egpesor variasble 42l tubn, la tensiin en um punto, que 1
eotd dada, segun sabemos, por la pendiente de la nmbm. gerd: Jj
{(a) * ||
Ells es inversamente proporcicnal a dicho espesor y, por lo tan- il
t0, méxima en corregpondencia del punto en Que la pared es mds - |
delgada, | j
Psrg determinay la reimcidn eéatrs ia teasifin y 2l gomento tor- |
sor, M¢, nns walemes cira vez de la snlogia con la membrana y cal |
culamos ol momente de Lorsifn en funcidn del volumen ACDS, esto |
I '

' () i
ve esta expresibin, en la Gue 4 &s la media de las freas que encie-
rren ios condornog exterior e inbterinsy da la geceifm,irsnsversal
del tuhe, reswils una féxmmia gencilla pars el ofloulo de las ten-
sionee de desgarraciento, a saber:

: (161)
2ere dsterningr sl fngulo sspefifics de torsidm, |, aplicamos 1a
souaoifm (146) - - 76 - isi, tondremos:

(e)

de la cusl
| | (162)
5i el grueso del %ube e consisaie, la fdéecnls (362) nns ¢8, lia-
mands . al espeser ¥y 8 al desarrclle de la carva media ds la -
secclidn anular Gel ‘subﬁ: 5
(163)

Cusndo el tubo tiene sngulos entranies, couo es al caso deg la
figare 149, se produce en ellos una cmsiderable slevacifn de fa-
tiga, ssl que ia tensién mixima eupera a la que results de splices t
is f£érmula (161). Pava calculsr su valoy, que depende dal radio a |
de la ouvva de transicidn (figurs 149b), usaremocs la analogis con it
la membruna, tal como hicimos en o1 81 sl ocuparnos de los sngt ‘,r-
los entrantes deo los perfiles de hisrroes laminados. fodemos tomary r
goma ecuacidn de la membrana en corraspondencia con wn fngulo en- E

|

trante,
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Sugbituyendo en ella ¢/8 por 26, y atendiends u 4us, eq@o rasule
ta de 1a figura 148, = - dz/dr, so tiena:

(@) ERL eI |

Tn ol supnasts do que al gruesn del tuha
'saa congbante ¢ igusl 8 ° ¥y Ylansnde

-—G"'——l
i
O

a la tensidm ozloulada eon la fArudla ~ @) |
_ - 53 PRSP 1
(161) pars uwn punto u distancia eonpide T :
. - 5 !
rrble de la erista, tendroncs, cemin ie = B

ecuncidn (g):

asl reemplasande en (&),

La solneifn genersl de eots oounoifn so:

(£)

G a &y 81 supomemos shora que los dngu-

log palliegntes de la sccclfn se redondesy

il
: |
Al | l'. |la i madiante un perfil de trangicidn de rae-

R ‘!:‘/"E'_#_th:

Fie. 150.

dio #; onmo lo indice la figura, lo gue
no sfectard muyormente o la distribucids
de tensiones an el éngule entrunte, la cangtante de integracidn O
s2 podrd detarminar padiante la scuacidn
: ; {a) |
dedncide de la anelegls hifrelindmion {  83), vifeltest: oiwn -
1iauido ideal cirenla por un cm&ﬁcto cuya seccifn tr:‘mmrsgll -
ses igual a la de la pieza tubular, la cantidad de liguido qua -
atraviess cals segeién deberd ser constante. Remplaza:;d_n on ia - |
scuscidn (g) la expresidn de - dada por (£) y efectusndo 1a inta- l
gracitm, resulda |

¥ la ecudeidn (£) nes dard, entonces, f'.

(h) ;f

La tensifn m'aszina en el éngulo entrante results de reenplazay



(194)
en oot® exprasifs r pov 8. 3%, p. 6., ou 1a seccifn de eajon, rig.
142, b =2 = 100 ma, = 10 wm, & = 5 me, oncontramos A = 8189 m2
¥ &= 355,7 mm; y eplicando la scuseidn (h), se obtisus c= 1,533 |

Txaninencs ghora el chso de wna pleszae tubular ocuys secoifn traht-
versel estd formads por mis de dos confomos, gomn, por u.jﬁﬁplo,
el que representza 1a figzurs 15C. "“’upmiands Gue =1 gruesc de l”.
psredes 8es muy peyueiio, o1 esfrerszo tangencial en cada una Ge -
lze saccinnae 4e 1u pered, deducido de ie anulogia con la LABLTENA g

serd, tanlsnds sn guents 1a nrtacifn de 1a figaras

()

on lan ouales by y B, Tepreventan log niveles corrsspondisntes a
los cmtornos intoriores (D y ®F, y supussto que laa plunchas eg-
Yen guisdas de wanera que me manbengen hovismbales (véasge - 84,
in fino). _ '

Fi momento torcor, caloulado de scuerde oo la relacidn que lo
iiga al voluoen ACUHFE, as

_ (1)

donde A, ¥ A, vepresentan lus drees encerradac por las lineas wary-
cacas de trazos en la figura.

Apliconde la fe‘;mula-{fb@ﬁ) 4 las curvas cerradsc que se indiea
cont lineas de trazes en 1z Tigura, se cbtienen ~iras ecuscicnes -
pars reselver &1 problema que tratamos. Bupmiendo conctantes los
aspesores ¥ reapresentands pox los -
&es&z'railos de las curves menciomsias, resulta de ls figura 150;

| (m)
Ctilisando la dltinma de las ecuacimes (k); ael como las expresio-
nes (1) y (m), ovienenmne lag tensisnes an ‘funeimn

del momento de toraifn:

L P R ——

(a)

e T —
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{0}

{8)

21 ge trata de une seccidn traneverssl simétrica se tendrd -

« Bn este ozso ol moments tar-
sor @z absorbide por 1a pared exterior dal tubo, an tanto que la
nervadura queds exaubs de toda tensgifm idesp.mniﬂaﬁa_m el calculo
ing pegusiies esfusrsoes qus es&reagmﬁan % 14 7ariseisn de pendiene
te de la meabrans ein el espesor de nervadura).

51 barrenados ., so caleuls para cuslguier seceifn andloga 8 -
ia representada en la figura 15¢, rsemplazando los velores de las
féti@s @il una de las escuscionas (n). Us o33 maners se podrd ob-
Ssner . en funcidn del nmuonto foraer My,

Mﬁg@_‘gwgﬁaﬂ g 4 iz::aetﬂa varisble.~ Congidere-

uog #hora ol oage da un 4rbol de la Lovsn de sdlide de revolucidn

soaetido a torsifn bajo la accifn Gs pures ds fusrzas que cbran —

an sus extrenmidades normalments a su sie (Fig, 152}, Podemos tomer

FiG. 152
eomtin ejo de lag 2 el aje del é:‘bal Ys pers definir 1a posicidn de

un elemento superficial de una seccidn transversal, usar las coore

denadas polares, r, . Las notaciones que corressponden a las compu-

. e

-

T



{196) :
nsutes de lo tensifn gerfn en este ctiso i las |
gompenestes del am_:ni:m*o en lag direcelones radial y tangeneiai,

|
serim designedies por lac leltram u ¥ v, rospagtiivanonts, mloniras -~ |
@ 9 ™ z &

que oon w denctamos la compemantas 8sl1 wegarrido en la direceifn =, |
iss sospeuentas del esfusrzo fondrin .1:1'3 glgaiantes a:-:pmsif;!nae,
dedueidas ds las férmilos 4 *’mwwz e rfablecidas al estuldiar en
Isl © 24 leos chrrimientos oorreapmdientes a wn adude elfstice pla- |

na an gaspisnadas golares: ' . l

(164)
img souaciones de sinilibris de wn elemento (figura 152), en el -
supuests de la inexistencla de Zuerwas afslcas, se deducem como en
el caso de log provlemes de slasticidsad en deg dinensi~nes, trate— |
dos en 2% 21; ¥y a9 1laza g0l a4 las signisntes acutoimes diferen—

ginles (enpoorienndas cilindr»icus):

(165)

cara aplicar estas ccusclones al problesm de la torsifn empliea-
mes ol método semiminverso {vide = 72), bajs sl szpusste de que = |
Uy w soen nulas, id, est, Luv Caranle 16 Lorsif ssls hay corri- 1
mientea de lus particulag en direcoi-nes tangm-cia.las, hipé"-'ea:_i.s - LI
Gue difiere de 18 e ge esiablecid para el cdso ¢a w1 drsel eilin-
drico de pegeifn cirouley (.nna'bunta, en que dichios recorridos tage
Eonciales ya ne son proporw.mama % las Galigtanglas del slemento -
enpaideralo a‘l eje Ga la piesa o, on olros teéruinos, @e los ra- l{

dios Ge wa seccils frunsversal se sncomven durante la torgibn. Ve~
Teros luego ‘Me lg geluneidn que Ge tal hip&tas:is se dedues, oalige L
face & tnﬁaa las ecuuclones de la elusticidud y c*ns‘kim;ga, por - |
snde la solucifn verdadera del probledas “
lovande & las relaciones (1€4) los valores us= we 0 ¥y tesien~
do en cuenta que, eu viriud de lu simetria, el trayecto ¥ no depen- _|

i
i

]



|
i
ds 26l fugule |, enconbravemen que : : ;
I

_ {a)
2ozt 1o tento, resulte gue, de todse las camponontes dal esfuarze,

= : |
fan =zole Yy gont difeventes da cern, ILaa grimaras dng acule

ciones del gruso {1€5) ss satisfacen identicanente ¥ 1la tercers - |

rng ds
| | i
podemes sseribir este ultima ecusoidn an ls siguiente fams "‘
| _ {e) r
Zeba dl%ima gueda sstisfecha, como es notnrio, ompleands una fun-
¢ifn (ry 2), de teneisn, tel que |
@ |

Pore cuxplir Jlas sendrcionss da nmpatibilidaﬁ es mmio 1o~ }

mer en consideracifn que y son fungiones del grrrimiento |
Y. Ze l8s ecuaclones (a) y (4) resulia

(e)
e astus eguaclines se sigie que |
{2y |
o hien:
(8)

|
Gomelderemos shors las condicimmes de comborna para 1a Ameisn J‘}

e s le condlcifn da cue lz guperficis lateral de la pisxé aghd ’
livre de SPdewmsas exterinraes, desprande qua en czalguisr puntoe, i

Ay &0l contorno de wa ﬂaet,::.(m meridimma {Zigawa 152}, a1 ssfuerse

total de lesgarraniento debs tensr 1ls.direecida de la tangente al "1
emmiomme ¥y por lo tanfo su proysccifn sobrs 1a nomsal, N, al mis-
me dete ser mula. De aguil resulis

I
I

en is cual ds es un ala.muto del perimetro. .ieaﬁplazm&o en agta 'ﬁ

expregifn los valores(d), lagu;nrm u la ecuacidn
: (h) I'.r

e
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gue nos permifte conclulr gue es constante 8 lo large del gnne
torno de 1la seccifn meridiena del Arbol.

ia esouacidn (g), emjunteuente son 1a exprosidn de las emdGicle-
nae de bords (n), detersinan srmplatanente la faneidn s L& la =
cual podemos daducir les esfuersos yue han we sallzfaver a lag -
sevaciones de eguilivris vy ds comyetbilidad, asi come a 1s condie
eim vralotive 2 la suosrfigle latersl de 1o sieza.

n cuento al momento da toralfn, s abblens gensldsrands wns -
seccidn notnal ¥ caloulands al mementa da los asfusrsss tangencif-
les ano on sila ge prasombtan; aazfl;

| | (x)

GConte & €8 0i Yauio exterior de is secoidn nommal de la pieza, ¥l
pomenio de Lorglian gs culonlis facilaerte mi conotenns la diferen~
cia enbre log valorves de ia funcidnm de tensi’m en »1 contorno ex—

terior y en el centro de la seocidn brangverssl,

el estudlo de los recerriding gue tienen luger durante la tor-

sifn de la pleza que condideramcs, emylesmpeang la noteéeién = v/r
para el dngule de glre (Esiide eu rediunes) de aun anille elanen-

tal de redie r en ol plune de wna sacaidn frensversal del érbol,

41l que pedremns considerar eamo zs0eidn Teots de uno ue los m¥ltie

ples tubos elementeles de paredes delgsdas, on une supenGremns —
subdividido el drunl de cus se trasa, isf, puse, es el dnzula -
de Yorgiin de uns de esss envolventeps oilindrioas slemtntalie=. Sue

puasto qua los ralise do 18 seoccifn trangvsrssl Govienan COXVOaE,

ese Sagulo . variard en fumeidn do ¥, de mamners qus los dngulos de

sorslén de los tubss elesentalses difieven on una migua seceidn -
txongversal de ia pleza. Llevando a lus geuacianes {(8) la notacidn

aludida, dighas ralacionaes g0 pueden sseribie hajs la farme

de donde

|
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o bien

(1)
Une de las solnciones de esta ecuacidn mos d8 el Sagulo de Lorsidm
en funcicn te r y-r}.a %. Ui en esa solucian huoemos

k- constante, T (as) !

eht-nlirenos ia ecuscidn del luger genmdtriesc de los puntoa e -
izual angulo de %orsidn, cuya interseccif cm le soccidn meridia-
na del érbol ectd representads en la figura 152 por la uﬁrva AL 4=
2ar razqném de siwmetria, las superficies dadus por 1la ecusoidn -
() nen 4o revolucién y hi, perd un meridianc de la migaa, pasan-
te por ol pumie. b, Durante le toveidn,estas superficies giren gl- |
roedednr del eje £ sin que sxpovisenten deforzacidn alguna, exag-

tamente como lo hacen las seociones planas en sl caso

de loe ejes cilindrices de seccidn cireular, e ani - ==F

qua la defsrmacidén total en cualquisr punto del mori~ | ;’ \1

dians AL, es mn daslizamiente purs en el plano normal Bk

al mia®n 7 1 esfuerzs tangencisl en la seccidn axil

de la nisza as perpendicular a dicho meridisnc. Ba -

la periferia, este esfuarzs as tangents 8l cmmtorno AL i
. PG A5 T ||

v ing meridisnes sen perpendicularass a las curvas - = I/

meridianas 481 Arbol, ﬁiiép&aamoa de la superlicie = cmglante =
a wa adyacente, el médulo ds varimeidn dea  a lo largo dal com-
Sarns ds la geccifn meridiana de ls pieza estard dada por

& I-l
¥ oos sn el case da un ejs ailindrico de seccidn oivemdar (  69), u

Send renos
(n)
die

a5 8l safuerzo tanfencisl resuliante snn 1a gerfferia, 3i determi-

nenos exparinentalmnente los valorss se ovtiene oon
faciliced sue ssfuerze Lengencid . _
wongideranse shors codn oadse particulur sl de uwa Sxdel tronco

céuico® (fignra 153). Fn este cesn, 1a reiacién I

es cengtonte e iguel 2 cos . ,pave tedn ol contorne de 1a seceifm

e =

R N N . o - . ey 413
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peridima, Toda funeifin de dichae pelacifén satisfari la cmiloisn
de 1inite (h). Crn o1 nbjele do cuaplir tasbien la ecnacifm (7).

R o 56 Lo

(o)
Conde ¢ e: wnis aonstmmbe, Porivando, s 1legs a

(»)
I oenanda & Iz eonstante ¢, resulta de la sonscim (k). RAaampla-

zeaida {a) oa esty eomecifn, se sbiiens

Se caleuls el dngulo de teraifn Hor medis 4o las,ecusciones (e),
.de lag cuales resulis 1la exprecifn de » dus eatisgface tanto a la
acuacidn (1) comn a 1a condicifn relativa al contorno. Jighn ax-
presidn es

(a)
Comn pueds verse, iass suverficies de iguel dugulio i worsitn sen

esferas, concéntricas en al prigan, O,

Is ma naners andloga pueden sev tratsdos los casos de esjes -
de forma de elipsoids, hiparboleids o parabelnide ds vavelucisn.

B la prdotica, los problemasg que se pme@tm son mas compliga-
dos, paes los didnbwes de los ejes ocaubisn sensraluents sn forma
brused, eoNo g8 ve sn al ejemio de La Ligura 154a. S1 egtudin ie |
aroblenss de esta elase ha sido haghn pnr vesn

prinera poxr A. Foppl, ¥, m_plgﬁndn' un ndtndo -~ 'l"

: | i

nizoriao propuesio por U, ungs psra lisgas a i
.una golucidn aproximada, g0 derusstra que on — i
: I

puntos tales como W y n (Ligawrs 154a) se avigi {
I

nan fuertes congentracliongs de esfuarans ¥ tanm

Q

bien Tesulis que la magaltuc del esfuerzo mixi- : Fie. 154,

-1._.__'.

== =)

Ho Que se prouuss en un ejs que tiens tos nii;.ma,m difemntw,

4 y 4, Gapande ae ia zelsarfyy a8l wsdle 2 48 1 tTreneiclidas al ald-
Hetro 6 del ojes asl come tauwbisn de la rasdu d/u. ;

 n al aso da una auasca ganlelrculur de muy vsqueiis radio, a,
ls tsusion mixima e el fondip de la aantalla (i’igura 154b) e el =
doble de la due se procuce en la super’icie del Arbol eilinarico

carente de musscas.

e i
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Pars el estuiio de las aanasﬁtraoianes de esfuarsns que ogourren
en correspondengia con trangiciones de decciones y en las muescas
en érboles de seccidn cireular sujotos a torsién, tiene gran uti-
lided 1a smalogfa eléotrica., Le scuseidn general del flujo de co-
rriente eléotrica que atraviesa una placa delgada houogénea de es-
pesor varisble os

(r)

en 1l& cual h es el espesor variable de la 1dnina y = la funcidn
poteneial,-

Supengugos que 18 placa tisne el mismo contormo yue la seccidn -
meridiana del &rbol (figura 155}, que 1n ejes x @ y ooinciden con
los ejes 2 ¥y Ty, ¥ due el espesnr de 1a placa obedecs a la lay -

h = ard; la ecuscidn (r) dnviens snhracea

Comparands este ecuacidn con la designsda con 12 letrs (1), con-
cluimos que la ecuacidn de las lineas equipntencisles de la placa

es 1la nisma que la de los lugares gsnmetricos de lnas puntos da un

Tool de Glfmetro varisble, @ los cuales ¢nrrasponden iguales dn- |
gulos de torsién., i
Supmiende que :as extremidades de la placa, corregpondientes

& lag del éxrbel, sm mentenidas a una determinada diferencia de po=
tencial, de mede que la enrriente circule & lo largn del eje 2z -

les lineas equipotencigles serén normales & Llog bonies laterslas
de la placa o, lo que es in migmo, existirdn las mismas gondicio-
nes de borde que sn el caso de las lineas de éngulo de torsifn oo
constante. Si las ecuscicnes diferencisles ¥ las candiciénes de -
contorno son las mismas para las dos clases de lineas, édstas serdn
idéntices, de maners que szl investigar la distribucidn del poten-
elel en la placa se alcanzan resultados de gran utilidad pars el
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ecnogimiento do la distribucidn de esfuarszna en nha barra sujeta
a torsifn,.

ia fatigs néxima apavece en la superficie del drvol y su valor
g8 caicula spliesmdo la scumcién (n), de la cual resultsa, tenien-
do sn cuenta la analogis eléctrics, que ol esfuerzo es proporcioe
nal a l1s variaaiéﬁ de la caida de potencial 4 1o largo del bords
de 1s placa, : '

Uiilizando wn modelo de acero de 610 mam., de largo, 152 mm. de
ancho en su extremidad mayor y 25,4 mm de espesor mdximo (figura
155 - 8,0) se reslizaron medicimmes que han cmducido & resultades
conerelos, La caida de tensidn a 1o laryo dei bonie aminy Gel node-
1o se Geterminé por medio de un galvanémetro sensidle ocuyas ter—
minsles estdn conectades a dos agujas muy agudas, fijas & w blo-
que & la distancia de 2 mm; al tooar 1a placa con las agajas 8l -
galvenémetre indicabs la caida de tenaidn entre asbas ¥ moviendo-
las & 1o largo del borde de la trangicidn se pudo aaﬁablaaar la =
néxime variscifn de tensifn y lugar en que se producis, La rela-
cifn de este mdximo al gradns de variacién |
Qné_eorraapando a wn punto alejade, tal - |
como m {figara 155a), pernite evsluar €1
coeficiente de concentracidn de esfuerso,
k, de la ecuacién '

000 008 042 06 020 G54
entendiendo que lag pequeilas varisclsnas ot '

del radlo r vide ecuacién (n) pueden ser flu i,
despreciadas en este caso. %a la Tigura 155; aa-aansiqﬁa in8 re-
sultades de uno de los experimentos aludldos: la caida de potencidl
medida en cada punto se indica por el segmento de la normal al bore
de de la placa llevada por ese punis ¥, como se vé eu la grifieca,
ol eoeficlente de concentracifn resulta igudl a 1,54, Operanio con
diversas speraclones de frbeles, se sbiisne wa serie de valeores
para el goeficiente k, anotadons en la Ligura 156, en 1a ;ual ias
dbseisan representan los valnres de 14 rasén 268/4 el raiio de la

curva de transicidn al radio de la parts mas delgada del drbol y -
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las ordenadas, el factor k pars cada uns de los diversgos valores

de 1a relacién D/d (vdase figura 154). “ediuwnte esas curvas puede
determinarse por interpolacidn y can suficiente sxactitud el coe=
ficlente de cmeentraciin para diversos casoes particuleres.
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PLIBEXION DB  BAHRAS ZRISMATICAS

88,~Flexidn de una viga volada,- 3¢ ha visto en el 70, al estu-
diar la flexifn simple o pura, que una b&xra primmitios flexa en
uno de sus planos principsles si en €1 actdan los dos pares igua-
les ¥y npusstes gue, aplisalon eu saue;n asxt@muitaien, PTovoora esa -
solloitaeidn, y que la tensién noxmsl paralela al eje de la pissa,
vnica de lag seis cmpmentes del esfuerse en una Tibra qee difie-
e da caro, es propaveionsl & la digtsncis de dicug fibra sl eje

neutro., La golucidn exacts omucuexda, pues, en egte gaso, con la

| Q ra 0
!
X (a) 2

F16.157.

(b)

que da la teoris elemental de 1la flaxidn. Tambien se vid gl tratar
sl case de mna viga de secclin ractangulier angogta en voladize, =
flexada bsjo ls accifm de una fuerzs splicada en su extremidad li-
vre ( . 17), yue, ademés de lom esfuersos normales, preporcionsles
en cada secclfn transversal al somento flector, se producen fati-
éas ﬁangencialas que san wroporolossles & lag faerzs eortarta.
Pasaremos ahora a ectudiar el caso mds geueral de la flexidn -
de uns viga vulada_l bajo una fuerza P, aplicads an el extremo libre
paralelamente a uno de 1lns ejes principales de la geccién trans -
versal, que supondremos de forma cualquiera (figura 157). Tomenmos
como origen de la terna de ejes cooxdenades, ¢, ( x, ¥, 2), el ba=
ricentro de 1la seccidén f£ija, de manera que =21 aje z coincida con =
la fibra axil de 1a barra y los fjes x e ¥ con los ejes centrales
principales de dicha seccidn. te
‘ara resgolver este pr-blema aplicamos el método “"semi-invarso®
de de Bainf-Venant y establecemos in limine las siguilentes hipbte-

ais referenies a los esfuerzos: 1% %n uns seccidn transversal a la

e s
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digtancia % de la seccifn fija, le distribucidn de las fatiges nor-
mzles obedece & la misme ley que en el caso de la flexidn simple,
esto es: ' o

_ (a)
28 Nxzigten esfuerzos tangenclalies actuantes en las secciomes trang
versules, lom que en cadn _r‘wm.;ﬁ g4 Yesgaslven ea g cwporantes,
38 Las tres couponentes restautes de ia tensidn
gon nulas,

Jsmogtraremog ahora que por medio de esas hipdlesis se llaga
a una soluciin que sutisface & todas las ecuacionas de la taoria
de 1# aloagtlieidad y que, por lo ianto, congtiftuye ia goluecién exag
%8 del prdblaaa; ;

Bn virtud de las nipdtesls snumeradas y bajn 4 supuasto de - |
que las fuersas ndsicas son desprecisblies, las ecuacicmes diferen-
clales de equildbrio (116) se escribirdn:

(b)

(e)

La ecuscifn (b) nos dice gue loe esfusrszns tangenciales son inde-
pendddntes de la v;ariable 2 ¥y POr 1o 'hanjbo, igaales para todas -
las secciones transverseles de la barra.

Aplicando shora las cendiciones de contornmo (1i7) u 1a suparfi-
cle lateral de la barra, libre de fuerzas extetiores, encontramos
Gue las dos primeras ecuaciones guedan satisfechas identicumente
¥ que, oen arregl-a‘ & 18 tercera,

fis la figura 157b resulta,

en la cual, ds og un elementn periférico de 1a seccifn transver—
sal. La ¢mdicidn de contorno serd,entonces, ' |

(&)
Pagamdo ahora & las eouagiomes Ge compatinilided (3119) ,' vemos -
que ias tres primerss de ellas, due embisnen compmentes del ess

fuerzo norsal, y la fltims, on la gue figuwe resultan idene
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ticaments satligfechas: ol sistema mengionado quada, agi, reducide

& laz 8ns acuaclienes

(e)

e 1o que sntecede resulia on~ 1a snincisn dal problema de la fle-
zidn de uns plecs prismédtics en voladizo, de cualduier tips de sec-
cifn recia, ss reduce & ls investigacidn de las tensiones tangen-
ciales ¥ gue, expresadss en funclfn de x y de y, satis-
fagan a la ecuacion de eunikibrie (¢), & las condiciones des contor

no (4) y a las eouaciones de compativilided (e).

GUee Furoidn de tengifn.- Al desarrnllsr log provlemas de la fless
zifn empleuremos oifrs ves una funeidn de tensidn (x, ¥)e Pa=

ailénenta g8 comprueb& que las condiciones difersanciales e eguili-
brio (b) y (¢ del pirrafs smterior gqusdan satigfechas haciendo

(166)
en las cuales, la funciin de tensidn es (%557)s 7 £(y) o8 wma
funcifn de y unicamente, que gors deberminads dﬁ.sgﬂea, ¢l arrs-
gle & las ¢onGiciones de contorno,

Llevendo los valores (166) & lag ecuscimes de compatidilidad,

(e}, ds1l articule enterinpg, se ohtienas

Resulta de egitas ecuacionss, aue

| (a)
en la eual, ¢ o uns consta:nté de integraoim, ocuro significado -
:;iaiao o8 muy simple. Para establecerin, suprugands que un elamen—
%o superficial de drez mfmit.aaiéa, perteneciajte a una secein
recta de la viga volada, gira en su planoj ese movimiento e std ex-
sresado por la ecuacién (efr. 45):
¥ su médulo de variascidn en la direccidn 2 se padrd esgribir de -

1lu slguisnte maneras
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Aplicands ls ley de Hooke ynteniends en cuenta ias expresionss -

(166) ds 1las componentes del esfuerzo, lhgamos a
¥y llavande sste remlitado & ia ecuscifn _(a}, ge biene:

Ln que nos dice que el mdiulo de variscidm d4e la rotacifn ém la ~
dizencifn 2 se comprme de dos partes: mma, comstante y otra, varige
ble en funcidén de y3 aguéila, representads por ol gegwndo términe |

tiene el pignificado de una robacify del tipo de la gue se produce
en ma barra mmjeta a torgidn, ¥y el srimar término representa la

rofocifn de 1on elampentos supsrficianles e 18 secoifn rects origie
nada por dermcimaa-qué ngurXern 2n al plsno de la mieme, como
ge ve en la figura 1226 - 70 -, Supmdremss squi gue la toraidn
que aquélia causa on 1a vigs, pueds ser 2liminads mediante una ade
cuade reduseiin de la fuerza ?,9us en frasladeds pavalelanenta a
gf mipma en el plane linitente de 1s viga por su axtresmidad libre;
entenees, la constante o 20 L »wozscifn (#) pusis sigidsrarse nu-
la y de shis

{167)

51 en is condieifn de contemns, (4) del pdrrafo precedents, -

rasuplazanon los valores que nos da la expresidn {166) para lag —
fatigas tengencizies, liegamos a

{168) |

souscidn que nos permite caloular lna valnres de la funcidn de —

Alzy a Lo lazrge del eondoms de la secoidn 4ransversal, una voz -

asonglda la funeidn 2(y). La ecuacidn (167), smjuntunente son la

w— ooy o -

T

de cmiorme, (168), pemite deterainar 12 seusionada funcidn de -
tongibn . _ '

| n '}.né 2rodlemag que heros de desarrellar s emtinuacifn eli-
giremos la funcifm 2(y) de neners gue el sa?-ﬁi‘%?&'a 12 scusoidn -
J168) se aaule, ¢m 1o que la fmoifn de tensifn, , serdn consban- 1

— TRESEE

te 2 1o lergo dal contoxnn, Ui hazeres egn coashente igaal a cero, H

raducisog el problama de la flexidn & 1la resclucifn de la ecuscidn



- (208)
diferencinl {16?), eon Lagribacifa (e ecudarte I om 2 Agte pro-
biems o8 andloge sl de la deformacidn de wau membrana unif ruemer
o estivada, ouyn, voxie tiene un contommo igual sl de 18 seccifm
recia do la barrs flezala, ¥ qus estd sujeta a una carga continus
dada por el segundo mlombro de la scuacidn §167). Bn 1o que sigue

veranos algunas aplicacianes de esta analogin.

R (a)
l2a souaci vepresontativa dsl sontomo de la ssccidn reata., Sa
evidense que el seguio miowdrs de iz ecouacidn (168) se amila hee

- gliandn
(b)

“levandeo este valor & la ecuseidn (167), ia funcidn ce tensidn,
s Guedsa entmneces determingda por la ecuacidn

{e)
cen mis la eondloidn de que &l gondersto 7 =0, Ja @83 manera, la
funcifn de teansidn sstd Amdu yor %us Jafswusclstes 1o ws menbra—
na cuyo berde es una circunferencia de radle r, uniforme nante as-
tirada y sometida s una carza traneversasl enya Intensidad e#s aro-
porcional a |
La esouacidn (e) y la condieldn de limite quedsn manifisstamente
gatisfechas en eésgle easo, hagignio

(a)
donds B ¢s une cantidad constonte. Sete funeifn vale gero en los

pwitos del contormo (a) y satisfoxd a le souscifn (o) si tomanos

L2 pouncifn (4) deviene entonces

| (e)
Las ecﬁaeﬂnas §166) nos peruite shors hallar las compmentas dal
aafuerges:
(169)
«a fatiga tengencial vertiesal, a8 una funciin par de x o y
¥y le tensifn rasente horizmtal, » @s uns funcifn iampar de

las mignag varisbles; por lo tante, la distribucidn de tensiones

s w
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(16%) nos da una resultante ocuya Linea de accidn ¢oincide con el

(209)
didmetro vertical de la seccidén transversal eireular.
Segin el difmetro horizontal de la secoiln recta, x = 0, y,por
io tante, 4o sousyde oo (169), tendreucs:

| e
Bl #nfuerze t;mgencia}. udxzine pe presenta eon o1 centre {(y = O}, ~
donde =u valor aos |

‘ (&) |

Bn las extresidedes del didmetre horusmitel (y = ¥ ») el esfuerso |

tangencisl vale
(n)

Somo se Ve, la magnitud de 1s tansidn tangencial depende del valer
: o :
del coeflelents de Pisson. 2ara = O,3, por ejamalo, rTesulta - |

de (g) y (h), respectivasents: : _ : x) ﬂ

o ambaa férmulas, 4 es el Ares de 1a sepcidn recia +e la barra,
Lo teoria elemental de 1la flexifn fimdada an la hipdtesis de la I
disbribucidn mniforms del esfusrze ds gorts, a 1o laran cdel

didmetro horisental de la secoeidén transversal, nos da

Resulte, puesc, en esbe caso, Wn errox de 4 por 180, aproximae ||
damente, para la fatigs ndsina,

9l.-fgcgidn trangversel eliptica.~ Zodesos em;:laar en este pro-
Diesa ol mismo mélolo del pérrafs suberisr, Sea | [[
@

la ecusolén del perimetro de la secciin, WL segundo miembro de la |
scuaclfn (168) se snularé si hacemns | E
(®) |

Feemplazendo en la scuscian (167), resulta {IF'
| (@) |

rivetre, perwite determinar la funcifn de tensidn, » La ecmdioibn
Ge emborno y 1s ecuaciin (o) yuedan satisfechas tesando pera esa
funsifn lz exprecifa: '

1
ecuseidn qua Juntamente conm la condicilén de nulidud Jdw ~ en el pe- ‘4
i
|

{a)
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Juamkio & = b, esta golucidn coincide con la gefalada oon la le-
tra (¢) en el artioulo auteriow. -
Remmplazendoe (b) y (4) en 1las ecuaglresn (166), obtendremos las |
componentes del esiuerzs

{(172)

e s A — —ai

Pava 8l 6je horisontal de la secoién eliptica (x = 0), resulta

o

o TR T - -

La tengifn mixime scontece en ol centre {y = ) y sotd dads por

le firsuls:

81 b es muynpequefia cemparsda emm &, podemol Gegsoeelar los -

términes qus centliensn ha/az, ¥ en eg2 ¢80,

solueidn concordante con la yue resulta de sppicur 1a teoria gle-
mental de la flexzifm, 51 b es muy gronds en rolacifn om a, teo-

fremog ] i : I%ji;

71 esfusruo en les extrenidades del diémetro hérizeontal (y = f b), i
en eple caso serds

La &ietribnci&_x de las tensiones 2 1n largo del difmetra horizon- !'H
tal dieste sucho de ser wmniforme en sl prasents cags ¥ Gopandes taDe
blen del cosficiente de Poisson, ¥ . Troanio puras éa’teél Yulny
0,30 chtendresos

es cecir, que le fatige mdxizs sel cslculada es sproxisdanente -
14 per 100 meyor gue 1lé gue d8’is fArsuls slemenital.

92.~ Hsccidn trsneverssl reghtenpular.- La ecuscifn parimdtries

del rectanguls de 1z fLigura 158, es

(a)




{2l1)

{ (a)
Siven la fopmula (168) resmplazamns £{y) por la constante Eae/al,

la expresifn 9:2/21 - ;?az/ZI resulia nula

a 1o largo de los lados X = % & del rectan-

0 gulo, ¥ om@o pora Los lados verticales, ~- ]
| ‘1‘ P o ied| ¥ = 2 b, 1a deriveda dy/in os cere, ol se-
/ l gundo miombro de ia souacifn (163) resulta
Kl nuls 8 1o largo del peringtro, de manara - .

i ) 4ue para 4gta podenns tonar o= O, LA eguss r
y% ,' eifn difervencial (167), qus entonces devie-

F16.158, na

' (b) 5..
emjuntenente ean la condicién da contome deteraina completemente
lz funcidm de tensidn, %1 sroblena dueda veducido a determinar las
deformacienes que jreduce en una membrana rectangular wniformsmen-

te satirada une csrga continua de Intensidsd proporciomal s |

I:a cuyva mmp Ge la figurs 158 reregenta lg interseccidn de agta
merorsna con el planc ¥z. |
Las ecuaciones (166) nos dleen que lss feiigas tangencisles se

pusten degooipener ¢n oz dos slgbemae siguientass

{1}
- (a)

{2}

71 primer mistema represents la dlghribucifn purabdlica dw esfuer- i

Zr3 que rosulta de la teorin elemantal de la flexién. Hl,segqumdo
depende de 12 Funoidn Uy yepresents las corresciones que se debe

introfueir en la soiucifn elesental, Jas cuales eotén dadas por =

las pendientes de 1l mesbruna, 2ar rauones ds simebria,
8 1o largne del aje y, asi tue les orriecolicants & 13 tooris elemen-
tal agtén myrosentaﬁés por ios esfuerzos tangenciales vertigalas U
dudns por la pendiente . Conforue a la figara 158,

1la fatiga es pogitiva en los puntes B ¥ p y negativa en n.

|
Por lo tacte, le digtribucifn de tensimes & 1o largo del eje ho= i
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- rizontal de simetria _n?:#._es uniforas como 1a tensria alenental ln-
aica. “n uﬁantb al méxine ssfaeerzo tangsncial, so produce on las
extrenidaies dol eje - puitos My p -~ ¥ 2l ninine sn ol eent-rO-gn;‘_'

vg las condiciones 68 cargs Gs lo menbrana resulis que | eg =

e ey e = i

me funcicn par de x y wea funcifn inpar ds y, exigencias gue, =
corjumbonents eon la eondicidn de eonbnrno, ¢wedsn satigfechas - |

t¢ardo a la funcidn de Alyy 1a forua de serie de Fourbdr: |
. 2 ||
(ﬂ.)_ {i
: it

Reemplazando este valer en 1la ecuacidn (b) y aplicando el métadn I‘

enrriente para el célculo de los coeficientes do una serie de -

4

|
Fourier, se llege & las ecuaciones ig
Reemplaganio en (d), obtenemos
Con ecta fuzicién de tensilfn, las ecuaciones (¢) nos periiten de- [
terninar ahors las eomponentesn del esfuerzo tangencial. 5 1
' ]

Pasemos & deducir las correcciones del valor que da la teoria
elemental para la f£atiga a lo largn del eje y. Para ello tongamos

en cuenta :;1#9 la defornacidn de la membrana {(£igura 158) nne hace :'

Ve

ver que precisasmente las correccienes sleanzan los méximos valores

& 1o largo de dicha rscta y que, por 1n tanto, 1a mdxina tensdén

S

|
B

aparece en el sunte medio de los lados e la ecuscida y = T b, = ¢

e s S vl

Uelewlandn la derivada ¥y haciendo x = 0, hallaremos

L

De agui deducimes lag siguientes fému}.as- aplicaBles en el ggm;w__.

i
|
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de 14 sescifn transversal (y = ¢) ¥ en el punto medio de los la-
dos verticales del ra-etangllc:«z '

Para gimplificar el célculo de estuspmeries resulta ventajoso el

enpleo de las conocides fArmulas

Se tendré entaonces

(171)

en la cual, A = 48b, el el f4rea de la sevoidn recta de 1la piexa, A
Las series que figuran en estas férnulés sonl Fapidamente cmvén-. - ’”
gentes ¥ no hay c‘ti_ficulﬁaci_ on el cllculo de las correccisnes

que errresponden & log diverses vaiores de j.a relacidn a/b, - '
Tetas onrrecciones ge delier wieldly &% valor 32704, 2290 prr,la - _.flf,'_

foroula elenental. Bn la primera linea de la tabla inserta a con-

tinuacién se da leos mineres por 1o que hay que multipliear el -

e WL

valor sproximade de 18 fubiga $anpgencial, 32/24, para obtener los

e

valoraa exactos de la tension, :
Para ol goeficiente de Polueon, 4 se ha t-medo en estns cdlculos
el valar 174, Gmso pe we, 1a 28ymite elenental preverciona #alai'ea
do exaetitud muy satisfectoria cnando a/‘b = 2, Para una aeacim
_aﬂad:mda, la fomula alemental da w.m arrar e 10 por 109, apro::i-

e e~

-
..rﬁ




| L LR
nedamente, en la fdtiga méxima, gi el ancho d=l rectansulo es - !

|'I

grande en comparacién com su altura, el valnr caloulado con la ﬁﬁpf
mule elemental discrepa micho del real, el cual es considerable- E
e 2

mente MAFOY GUE e w—— ,
: 2 A

Punto e = o ! i _E_ ———
| b . 4
— 1

x=0, y=0 Bxscto . ©,983| 0,940 | 0,856 0,805 ;
Rprozineds “,981! 0,936 | 2,356 0,826.5?

Bxacto 1,033 1,126 | 1,396 1,988
X0, y=Dd ‘ _ : ‘
Aproxinmado 1,040| 1,143 | 0,426 1,934 |
ﬂ:;.'.'.l::.-._::::::::::::—:;‘.:::« I'—'-t}"_—‘.‘_'::.':_‘t:',::'.'ﬁ:ﬂﬁﬂﬁﬂxﬁF:&::ﬂﬂ:::H::#:;:—...u==-?.#=‘=ﬂ2#ﬂ=ﬂﬂw_.= '.

Pare ecaleular esros esfuerzos de desgarramiento resultan muy
dtiles las formulas sproximadas que se oueden dedueir partiende
dg la analogia con lalmembrana. £i la d¢iuecngién a del rectangu— |
lo oc grande en relaeidn con b (figura 158), pndremos admitizr que
a suficlente distancia de sus ladosg cortos Xa superficie de la -
merbrana eg préctiéamenxé gilindrica, G¢e modn que la ecuacién (b)

serd, para el ecaso:

¥y de ella resulia: _
(o)
Lns esfuerszos tangenciales a 1o largo del eje y se obtienen susti-

tuyendo (e) en (e), operande y haciendo x = 0, | |

(£)

el

Se obgervara que para un recbangulo alargado la correccidn de la E
ol
férmula elementa, dada por el segundo término dentro del corchete,

"
&

es giempre pequefia. : - 2
"ﬁ'

fn el easo de que b sea grande en cnmparacinn ¢cnn a, las defor-

rmaciones que la nembrand presenta en puntos distantas de los la- ‘ﬂ

b
|

@os cortos del rsetangulo pueden ser consideradaz como funeiqnaa

lineales de y, asi que de acuerdo con la ecuscifm (b) ge tendrd:




(215)
,»uatutwenao an las eguaeli~mes (e)s obiusnemos ilas cnmpzmen‘bes

del egfuerszs tanganme Lals

Frn el baricentro de la seccifn (X = y = €} lea valores dens

Snmparsda esta tensidn con la que sa nbtiene aplicando la fér-

-

mula elemental, results peafunidy s La walucifs

Pare satiefacer la endicidn de contorno sn los lados menores |
-

del vectsmgule Sonaremns, oo funcion deo tonsién, on lugar ds

| !
la axpresidn (g), la siguiente _;i:|
(my

an 1a gunl, @ dsbe ger deter inads con arrsglo a la czmd_.iciéﬁ

dg minine omergla (vide - . 80). De ess memera, enconbramos

G ecthe valor de n y emplaando la ecutceldn (k) oo pusde ealou-

1oy eon exactifud suficients ol sgfueras "&zzng;.'ancif-_‘-l néxims, que

26 presenta en el centyo de loa ladnn neslores dal rectangulo.
i les lados del yactdngulo s deal mismo orden de magnitud,

podrenos chbener para le disgtribucifnids tensisnes una golucidn

aproximada d2 £orns polindaica, dandn a 1a funciin de esfuerzos

(k)
Iopg craficgientas o ¥y n se caloulan aplicande la condicién de -

mininma energla; resulta asis

TRy

Lios asfusrans banpengisles culouludos enn la Péwmda (k). sm

By b R %

e i Tifay

b i T bl
Wz :



| _ (236} = oh)
-_ Los valores de les tensiones tangencigles dadns en los .-a%wangl 2
renglenes de la "::‘ula inge .u:;i en egte sérraPo han gide oalcula--..

dos omplesndo esbtas formulas aproximadas. Con e puede ob's’awa?,’;
ins vesultados nfracen en todns Ins capos wn ;r;radﬁ anm a'xaoti;tuﬁ'_ [
satisfaoctaric. - '

O6.~Unrpiniontog.= Una vez detnrminadas las comornentes de la de
CElL QT : : s

tengisn, lre coprivientng u, ¥, w, puasiden sar calculaiosg de la -

misma menera gque en ¢l ceen de la flexidn siaple (véage 70).

s‘u\

Conglderenns la elastica de la viga en voludizo: las ourvaturas |
de 1z misgma e en log plancs xu e yz estin dudas con sui’iciante :
exactitud por les val orag que tomEm las derivacas

para 2 = ¥y = 0, Su ofleulo puede haverse por medieo de

las ecuagionas ; o

(a)

Cemo podemos ver, la Zibra axil de 1a piesa en voladizo se de-
forma en el plano Xz, que @3 €l plano de Tuerzas, y la curvatue-
2 es en cada punto prngoréinnal 2l momentio flector en el mismo,
tal como corrientemente pe supene en la teoria elemental de la

flexifn, Integrada la primera de las ecuaciones (a), resulta;

(p)
dende ¢ y @ sn cmsiantes de integracifm, due ss ha de determi-
npar em arreglo a las crndiclones de sustentacion en la extreni-
dad fija de la piena volada, 51 la extremidad ds la fidbra axil -
do la pileza estd empobrada, serdn nulas v y du/dz para z = 0, gi
antonces las conatantes ¢ y 4 da 19 acuseidn (b) sm igualea B
geras Log secoiones trongversales de ls vwiga no pqrmanancen pla-l
nas sino que se deforman baje ia sgeifn de lng agfuerzag tmgan—‘ 2-]:
ciales. F1 fngulo que forma cm 1a «légtica wn elemento de super- ‘.
fioie ds la sscoifn transversal slubesds Hanedn alredednr del ha-

ricentro, a sadber, : e S L |

puede calcularse sl se conoce ias fatigas tongenciales que gnma_g_-f

|
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