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ADVERTENCIA DE LA PRIMERA BDICION ©

R A

@ ——==j|UANDO tantos y tan buenos Tratados de Geo-
ZZEE 7/ s 5 . ’ :
7 =\ metria Descriptiva se han dado 4 luz, se til-

dard por lo menos de vanidoso atrevimiento

3
&

la publicacién de un nuevo libro que se ocupe
de esta materia, calificindolo todavia peor una vez cono-
cidos su escaso mérito y sobra de defectos.

Pero destinada esta obra 4 servir de texto en la Aca-
demia del Cuerpo para la enseianza de la primera parte

de la Geometria Descriptiva, se reconocera que aquel cali- -

ficativo serfa injusto si se atiende 4 que en dicha Acade-
mia hay que limitar 4 un tiempo determinado, y por
demds breve, la duracion de los multiples y extensos
estudios que su plan de engefianza requiere, conden-
sando, por decirlo asi, las importantes y variadas teorias
que abrazan los programas de sus cursos y exigiendo
del alumno una verdadera y constante aplicacién.

Esta es la razén principal de que sean pocas las obras
convenientes para servir de texto, pues unas por muy
extensas, otras por demasiado concisas, 6 se ocupan de-

(1) Conservamos esta advertencia por exponerse en ella el plan de
la obra y subsistiv para la Academia General Milifar los motivos que
indujeron § escribir el libro.
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tenidamente de detalles, ¢ sientan de un modo vago é
incompleto los principios fundamentales de la ciencia -
sobre que versan. Establecer sdlidas bases, insistir en
los puntos culminantes indicando no mds aquellos deta-
lles que el alumno pueda ya comprender con el desarrollo
gradual de su inteligencia, concision en el lenguaje, cla-
ridad y buen método al exponer las teorfas, son las prin-
cipales circunstancias que han de reunir dichas obras,
para que en tiempo, relativamente corto, puedan adqui-
rirse los conocimientos necesarios al buen desempefio de
los servicios de nuestro Instituto.

Si no es posible elegir una sola obra para cada asig-
natura que reuna aquellas condiciones, se podria, si entre-
sacar de varias las teorias que constituyen aquélla; mas
este paliativo ofrece 4 todas luces muchos inconvenien-
tes, que desaparecen recopilando en un solo libro dichas
teorias.

Tal es, en general, el objeto de la mayor parte de las
obras publicadas por profesores de esta Academia, y 6ste
es también el que nos proponemos al presentar estos
apuntes sobre «Rectas y Planos> de Geometria Descriptiva.

Mucha y notoria es la importancia de esta asigna-
tura. Si la Geeometria Descriptiva es el lenguaje del Inge-
niero, no hay duda que éste debe poseer perfectamente
esta ciencia, y mds perfectamente atin sus principios fun-
damentales, esto es, la representacién de los puntos, rec-
tas y planos, las propiedades geométricas que de su com-
binacién resultan y la solucién gréfica de los problemas
que le son anexos, que constituyen, como si dl]el‘“mOS
el a b ¢ de aquel lenguaje.

Por este motivo se ha dado siempre en nuestra Aca-
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demia la debida predileceion 4 esta asignatura, cuyas
aplicaciones son tan frecuentes como variadas, requirién-
dose, por lo tanto, que al llegar 4 ellas tengan los alum-
nos mucha prdctica en las operaciones grificas de la
Descriptiva, costumbre de ver en el espacio y estén muy
ejercitados en el empleo de las proyecciones.

Asi, pues, al redactar el presente Zratado de Rectas
y Planos, hemos procurado principalmente establecer los
principios fundamentales de esta ciencia, imbuir desde
luego aquellas ideas no sélo peculiares de esta parte,
sino también generales 4 toda la Geometria Descriptiva
y 4 sus diversos ramos de aplicacién, y desarrollar gra-
dualmente la inteligencia de los alumnos en una materia
de indole tan distinta de los demds conocimientos que
han adquirido al llegar 4 ella.

A este fin hemos dado ‘gran importancia 4 la parte
grafica, siendo el texto un auxiliar de ella, y del cual se
puede y debe prescindir en muchos casos, especialmente
cuando se trata de resolver algin problema, pues el
-alumno debe intentar hacerlo por los medios que le su-
gieran los principios estudiados.

Con este migmo objeto se indiean nada més las ope-
- raciones efectuadas en ciertas figuras, y de este modo se
obliga al alumno 4 esforzar su imaginacién para deducir
de las teorias aprendidas los recursos que necesita, resul-
tado tanto mds necesario cuanto que cada caso que se
presenta en la practica de Geometria Descriptiva ha de
variar, por lo menos en algunos detalles, de los demés
que se hallan resuelto.

También necesita el alumno para dominar esta cien-
cia mucha préctica en el manejo de la regla y el compés;
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pero esto solo puede congeguirse por completo resol-
viendo muchos problemas 6 ejercicios de delineacidn,
quedando al eriterio del profesor el niimero y eleccion de
ellos en armonia con las facultades de cada individuo.

A pesar de tener en cuenta al confeccionar esta obra
las condiciones expuestas y de haber procurado llenarlas
todas, distamos mucho de creer que lo hayamos conse-
guido; pero hemos puesto de nuestra parte muy buena
voluntad y cuanto nos ha sido posible dentro de nuestras
facultades, pudiendo, sf, asegurar que no estéd en relacién
el resultado obtenido con el trabajo empleado, que esta
en relacion inversa de los recursos intelectuales.

Los @;/awoh

=

Guadalajara 6 de Diciembre de 1879. :
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INTRODUCCION

S>==w7 L estudio de las Matemadticas puras en sus
diferentes ramos, se deducen los medios de¢
resolver los problemas de aplicacidn que se

presentan en las ciencias y en las artes. Por
dos procedimientos generales puede llegarse al conoci-
miento de las incégnitas de un problema; bien por cdlcu-
los numéricos, bien por construcciones graficas, debiendo
clegir en cada caso el método mds adecuado, pues casi
siempre uno de ellos presenta ventajas sefialadas sobre
el otro, y sélo en circunstancias especiales serd indife-
rente emplear cnalquiera de estas dos soluciones.

Por consecuencia de la imperfeccién de los instru-
mentos matemdticos y del uso de escalas bastante redu-
cidas en que han de ejecutarse los dibujos, las construc-
ciones grificas no pueden tener tanta precisién como los
cdleulos numéricos, sobre todo cuando exista cierta des-
proporcién entre las magnitudes de los datos. Pero si
en general el método gréfico sélo da soluciones imperfec-
tas de los problemas, en muchos de cierta clase, por
cjemplo, en los de Hstereotomfa, los trazados graficos
dan facilmente y con toda la exactitud que pueda de-
searse las soluciones que por el cdlculo se obtendrfan de
2




Dt GEOMETRIA DESCRIPTIVA

un modo largo y penoso, ademds de que la gran preci-
sion que proporcionara este método desapareceria al
traducir geométricamente los resultados del mismo.

Los problemas que requieren procedimientos gréficos
entran desde Inego en el dominio de la Geometria gene-
ral, que nos ensefla las propiedades de la extensién y el
modo de medirla. -

Mas si su estudio sugiere cuanto tedricamente pueda
necesitarse para la resolucién de los problemas que abra-
za, no sucede lo propio en la parte prdctica, pues es difi-
cil, si no imposible, en muchos casos, realizar las opera-
ciones que alli se prescriben, Sabido es que la Geometria
prescinde por completo de las cualidades fisicas de los
cuerpos para considerar solamente la forma que reviste
el lugar que ocupan en el espacio, ¢ sea la extensidn,
cuyos principales atributos son la penetrabilidad, divisi-
bilidad y movilidad. Pero al pasar al terreno de la pric-
tica, hay que admitir la materia de que estdn formados
los cuerpos, con sus inherentes propiedades de impene-
trabilidad, dureza, etc., y de ahi proviene el que no
pueden realizarse tan fécilmente, como establece la Geo-
metria, sus operaciones tedéricas. Asi, para hallar el volu-
men de una pirdmide, hace falta trazar su altura/y me-
dirla; y Jecomo trazar la perpendicular del vértice 4 la
base, si el cuerpo es sélido y el pie de dicha altura cae
en el interior de aquélla?

Casos hay, sin embargo, en que dichas construccio-
nes puedan efectuarse, y son cuando basta considerar
tinicamente una 6 dos de las tres dimensiones de que
estd dotado todo cuerpo. En la representacién de un
terreno poco extenso, en el estudio de una superficie
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plana, al sefialar el curso de un rfo ¢ trazado de un
camino, bastan los conocimientos de Geometria plana;
pero cuando se trata de las cuestiones que se presentan
en los cuerpos, tales como son en la naturaleza, ya para
estudiar sus propiedades, ya para conmocer la relacién
que bajo cualquier aspecto pueden tener entre si, es
decir, cuando entramos en los limites de la Geometria
en ¢l espacio, se hace muy dificil, primero, la represen-
tacién de las tres dimensiones en un solo plano, y luego
la ejecucién material de las reglas y operaciones que
aquélla ensefia, 4 cuyo fin, cierto es que han debido
representarse los cuerpos, pero se ha hecho de un modo
vago, sujetdndose tan sélo 4 los amplios limites de la
perspectiva caballera, y esta misma vaguedad, que alli
es ventajosa por cuanto una misma figura representa en
general los cuerpos de la misma naturaleza, es inadmni-
sible al considerar cuerpos determinados.

Ademds, 4 medida que se progresa en el estudio de
las ciencias y de lay artes se encuentra 1a necesidad de
transmitir 4 los demas hombres el conocimiento exacto
de las formas que afectan los cuerpos, sea para manifes-
tar las relaciones geométricas que se han descubierto,
sea para guiar al artffice encargado de reproducir los
objetos en dimensiones y circunstancias determinadas.

Mucho facilitaria el satisfacer estas necesidades, tener
4 mano los cuerpos que son objeto del problema de que
se trata 6 modelos de los que se han de construir; pero
casi nunca se tiene esta facultad y sélo se conocen aqué-
llos por su representacién mediante un dibujo.

Pero, ¢serd suficiente dibujar los cuerpos tales como
se presentan & nuestra vista? Basta mirar un objeto

v
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conocido cualquiera para convencerse de que la impre-
sidn que causa 4 nuestros ojos afecta forma y dimensio-
nes distintas de las que realmente tiene, circunstancias
que se renuevan cada vez que cambiamos el punto de
vista desde el cual se mira. Por otra parte, estos dibujos
10 son méas que perspectivas cuyos trazados obedecen 4
principios que fienen por base las teorfas que vamos
estudiar.

20\

Asi, pues, s6lo por convenios y procedimientos espe-
ciales se pueden representar en un plano las formas y
dimensiones de los cuerpos, considerdndose descriptos
éstos cuando por una cierta combinacion de lineas y puntos
se llega @ expresar todas sus cualidades geoméiricas, y sea
facil deducir de aquel conjunto, la forma, dimensiones y
posicion de todos sus elementos. .

A estos medios ha tenido que recurrir la ciencia
para salvar las dificultades enunciadas, y aun cuando el
cuerpo de doctrina que constituyen es relativamente
moderno, datan aquéllos de fecha muy remota. Los
tiempos de la antigiiedad, que tantos monumentos nos
legaron, lo atestiguan con elocuencia, pues sélo se com-
prende la grandiosa ejecucidn de aquellas obras, supo-
niendo en los hombres que las concibieron medios de
hacerlas comprender 4 los encargados de erigirlas.-

Pero entonces para cada dificultad que surgia se ar-
bitraba un modo de orillarla; se sentaron nuevos pringi-
pios, se establecieron luego teorias, y reunidos mds tarde
todos estos elementos, relaciondndolos convenientemen-
te, constituyeron al fin la Geometrie Descriptiva, de que
vamos 4 tratar, siendo al célebre Monge 4 quien debe
mds esta ciencia.
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Por consiguiente, diremos que Geometria Descriptiva
es la parte de la Geometria general que ensefia @ represen-
tar los cuerpos y d realizar en ellos las soluciones grdficas
de los problemas.

En esta definicién se advierte desde luego los dos
problemas inversos que resuelve esta ciencia, y como los
términos concisos de una definicién sélo pueden encerrar
la idea general que definen, ampliaremos ésta comen-
tando aquélla. El primer problema consiste en represen-
tar un cuerpo conocido, esto es, dado un cuerpo cuya
forma, magnitud y posicién estan fijadas, representarlo
de un modo tal, que la sola inspeccién de ésta su ima-
gen nos dé 4 conocer aquellas circunstancias esenciales.
Una vez realizadas las soluciones grdficas de los proble-
mas, que es el segundo objeto de la Geometria Descrip-
tiva, resulta la cuestién inversa de la anterior, 6 sea,
dada la representacién de un cuerpo, poderlo construir
de modo que ninguna de sus partes constitutivas quede
indeterminada.

Acaso pudiera creerse que el primer problema en-
vuelve la idea de que el cuerpo considerado ha de existir
materialmente para poderlo representar por los procedi-
mientos que se van & exponer; mas no es asi ni debe
tomarse aquel enunciado bajo una acepeién tan restric-
tiva. Basta que se conozcan sug propiedades geométricas
para que pueda entrar en el dominio de esta clencia, y
este conocimiento puede existir tan sélo en la mente del
que lo ha ideado 6 estar expresado por ntimeros, respecto
4 magnitudes y descripciones sobre su forma y posicién.

Dichos dos problemas presentan la Geometria Des-
criptiva bajo dos conceptos bien distintos. Es el primero
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puramente gréifico y el segundo en estremo analitico,
por cuanto s6lo puede ejecutarse el cuerpo representado,
después de un detenido examen, y se comprende que
por este medio pueden estudiarse y deducirse las propie-
dades de la extensién figurada, concurriendo asi al mis-
mo fin que se propone la Geometria en general como
ciencia especulativa. Bajo estos dos aspectos la Geometria
Descriptiva no sélo es ttil sino necesaria é impreseindi-
ble para el Ingeniero. De nada le serviria su inteligen-
cia, el caudal de conocimientos que posee, si no pudiera
expresar y transmitir 4 sus semejantes las concepciones
que ha ideado, utilizando sus vastos conocimientos en
todas las ciencias que constituyen su profesién. Este es
indudablemente su principal objeto; pero no se crea por
esto que no le compete el segundo extremo, pues aun
cuando sélo los artifices son los encargados de la ejecu-
cion material de los cuerpos, debe el Ingeniero dirigir
esta construccién y ante todc arbitrar los medios para
ella, descomponer el conjunto en partes {ntimamente
relacionadas entre sf y estrictamente sujetas 4 las reglas
del arte de construir. Y para esto tiene que resolver pro-
blemas, ejecutar operaciones, que si bien entran en el
dominio de la Geometria en lo que se refiere a su razon
de'ser y para las que no habria dificultad si tuvieran
que ejecutarse sobre los cuerpos materiales, solo por los
procedimientos de la Geometria Descriptiva pueden reali-
zarse cuando del cuerpo no se conoce mds que su repre-
sentacion.

Y considerada la Geometria Descriptiva como ciencia
de investigacidn, es necesaria 4 todo aquel que trate de

‘adelantar las ciencias y descubrir nuevas verdades.
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Esta parte de las Matematicas, puesta asi en forma
de ciencia especulativa, no s6lo se utiliza, como hemos
dicho, para representar en un solo plano los cuerpos de
la naturaleza con todos los detalles y lag verdaderas for-
mas que tienen en el espacio, sino que sirve también
para dar idea exacta de un pensamiento artistico cual-
quiera, con la claridad y precisién necesarias para que
todo el que conozca los secretos de esta ciencia pueda
representar aquél y llevar 4 cabo su desarrollo material,
facilitando ademds fecundos medios de investigacién y
estudio delas propiedades de los cuerpos. Verdad es que
- sus procedimientos revisten un cardcter de exclusivismo,
no siendo, por consiguiente, tan generales como los re-
cursos del analisis; pero en cambio hieren mds vivamente
la imaginacién y pueden conducir a los mismos resulta-
dos por medios mds sencillos y expeditos.

En resumen, la Geometria Descriptiva es el lenguaje
que emplea el Ingeniero para transmitir 4 los demds
hombres sus ideas, y el que necesita para traducir en
hechos las que no son mds que concebidas.

Nada hay absoluto en la naturaleza, y el hombre
s6lo puede guiarse en sus acciones refiriendo unas &
otras; sélo puede darse cuenta de la forma, magnitud y
posicién de los cuerpos comparandolos con otras formas
conocidas, con otras magnitudes determinadas y con
otros objetos fijos de posicién. Cuando en alta mar aper-
cibimos un buque, no sabemos si es un barco grande
que esta lejos 6 uno pequefio que estd relativamente
cerca. Si asi es, debe considerarse definido un cuerpo
cuando se conozcan las posiciones de todos sus puntos,
lineas y superficies con relacidn 4 otros objetos conoci-
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dos; mas como todo cuerpo estd limitado por superficies
y éstas se pueden considerar engendradas por lineas y 4
su vez cada una de éstas por uno de sus puntos, el pro-
blema principal y preliminar es determinar la posicién
de un punto en el espacio.

Pero éste es indefinido, y como no es posible encon-
trar en 6l ningtin limite natural de referencia, hay que
establecerlo para cada caso, y elegirlo, como es consi-
guiente, de modo tal, que nos proporcione la determina-
cién del punto de la manera mds f4cil y sencilla posible,
puesto que estas ventajosas circunstancias las originardn
también en los procedimientos que emplea la Geometria
Descriptiva.

Veamos, pues, qué términos de referencia conviene
elegir, cifiéndonos tan sélo 4 considerar otros puntos,
rectas 6 planos, por la utilidad de que estos limites con-
vencionales sean de por si los mas sencillos también.

Un punto queda determinado en el espacio ligdndolo
a otros tres fijos por medio de un tetraedro, cuyas aristas
serdn las distancias del punto considerado 4 los tres
dados y las de éstos entre si, 6 lo que es lo mismo, aquel
punto debe ser la interseccién de tres esferas cuyos ra-
dios sean-las primeras distancias y sus centros los pun-
tos fijos.

Tomando rectas, y puesto que el lugar geométrico
de todos los puntos que equidistan de una dada es la
superficie de un cilindro, circular, recto, cuyo eje y radio
sean aquella recta y aquella distancia, vemos que una
sola recta no basta para fijar la posicidn de un punto.
También dos dejarfan indeterminada la posicién del pro-
puesto por cualquiera de los comunes & las superficies
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de dos de dichos cilindros en andlogas circunstancias,
y sélo con tres rectas conseguirfamos determinar aquél,
pues tendria que ser uno de los de interseccién de las
tres superficies cilindricas correspondientes, y ¢éstos son
limitados en nimero, siempre que las rectas elegidas no
sean paralelas. :

Y si eligiéramos planos para términos de referencia,
no bastarfa uno sélo, pues dada la distancia de un punto
4 este plano, podria confundirse con todos los de otro
plano paralelo 4 aquél y & la distancia dicha, bien hacia
un lado, bien hacia otro.

Con dos planos habrfa menos ambigtiedad, pero ain
se confundirfa el punto que se refiriese 4 ellos con todos
los de las rectas, intersecciones de otros planos paralelos
4 los elegidos y 4 las distancias correspondientes; pero s
aquéllos fuesen en ntimero de tres, desapareceria la am-
bigiiedad, resultando q{le el punto cuya posicién se
quiere fijar serfa el comtn 4 tres planos paralelos 4 los
de referencia, trazados 4 las distancias respectivas y to-
mando 6stas en convenientes sentidos.

Tanto al tomar dos planos, como tres, hay que supo-
ner que no sean paralelos entre si.

En resumen, queda fijada la posicién de un punto,
referido 4 otros tres, por medio de tres esferas, referido
4 tres rectas, por medio de otros tantos cilindros y me-
diante tres planos, cuando los limites elegidos son tres
elemerttos de esta naturaleza. El ultimo de estos sistemas
debe ser indudablemente el mds ventajoso, por emplear
medios de referencia més sencillos y faciles de trazar.
Tste es, pues, el adoptado universalmente, pudiéndose
_comprobar desde luego su analogia con los planos coor-
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1

denados, que para el mismo objeto emplea la Geometria
Analitica.

Tal es en principio el medio que emplea la Geometria
Descriptiva para fijar en el espacio la posicién de un
punto, y, por lo tanto, la de un conjunto de puntos;
pero esta idea general admite todavia modificaciones que
simplifican notablemente los procedimientos de la prée-
tica. Asi, por ejemplo, dichos tres planos 6 limites de
referencia pueden reducirse sin dificultad & dos, con lo
cual quedard indeterminada en un sentido la posicién
del punto que 4 ellos se refiera; pero cuando sean varios
los referidos, no ofrece inconveniente desde el momento
en que, fijado uno de ellos al arbitrio, se refieren 4 éste
los demés, pues asi guardardn todos la posicién relativa
que deben tener.

Otras modificaciones pueden introducirse también,
originando todas ellas diversos procedimientos 6 métodos
de proyeccion que se aplican segtin los casos, eligiendo
para cada uno de éstos el método mas apropiado y. con-
veniente. :




Capitulo I.

Del punto, de 1a recta 7 del plano.

Proyecciones.—1. Los métodos de proyeccién que satis-
facen al doble objeto de la Geometria Descriptiva, son los
siguientes:

I. ProvrceroN coNicA.—Si se corta por un plano Pel haz
de rectas que partiendo de un punto del espacio pasan por
los diversos puntos de una figura, la seccién que resulta
serd una transformada de aquélla, y se llama proyeccidn cd-
nica de la figura dada, sobre el plano P: Poncelet la llama
también proyeccidn central. Bl plano Precibe el nombre de
plano de proyeccidn, el haz de rectas el de haz proyectante y
el vértice de éste el de vértice ¢ polo de proyeccion.

II. Proveccrdn cininorica.—Cuando este vértice se con-
sidera en el infinito, la proyeccién cénica se convierte en
cilindrica, las rectas del haz proyectante son paralelas y se-
gin que su direccion sea perpendicular @ oblicua al plano
~ de proyeccidn, ésta se llama ortogonal G oblicua.

III. PROYECCION AXONOMETRICA.—Si por un punto O del
espacio consideramos tres planos que se corten en dngulo
recto, formardn alrededor de este punto ocho triedros tri-
rrectdngulos, Ulaméndose origen, triedros de coordenadas, ejes
coordenados y planos coordenados respectivamente el punto O,
los triedros obtenidos, sus aristas y sus caras; y si por otro
punto A4 del espacio se hacen pasar planos paralelos 4 los
coordenados, cortardn & los ejes de este nombre en puntos

\
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que son las coordenadas del punto A referidas al origen 0.
Consideremos ahora un plano cualquiera P, distinto de los
coordenados sin ser perpendicular 4 ninguno de éstos, y
proyectemos sobre este plano, llamado plano de figura, el
origen 0, el punto 4 y todo el paralelepipedo de coordena-
das, siendo entonces ficil concebir que la proyeccion del
punto 4 sobre P, puede deducirse de las proyecciones sobre
el mismo plano de las coordenadas de 4. Esta clase do pro-
yecciones se llaman azonométricas, y Azonometria es el mé-
todo de estas proyecciones.

IV. PrOYECCION ACOTADA.—l.as proyecciones ortogonales

. 'sobre un plano de comparacion, indicando con numeros 6
. cotas las distancias de cada punto & dicho plano, constitu-
- yen el sistema de acotaciones. :

V. PROYECUION SOBRE DOS PLANOS. Kl empleo de dos pla-

- nos de proyeccién, no paralelos, sobre los cuales se proyec-

tan oblicua G ortogonalmente los puntos del espacio, es el
sistema de planos de proyeccion: la figura que resulta sobre
cada plano, es una proyeccidn de la figura dada.

- En general, los planos se toman perpendiculares em-
pleando la proyeccion ortogonal.

2. Los métodos expuestos no se usan indistintamente.
Cada uno de ellos tiene determinadas sus aplicaciones y de
este exclusivismo nacen las ventajas que caracterizan 4 cada
sistema, obteniendo asf una sencillez imposible de alcanzar
con un solo procedimiento general para todos los casos.

La proyecci6n conica tiene en este concepto dos aplica-
ciones principales. Una de ellas es cuando so quiere repre-
sentar los objetos en un plano conservando sy apariencia,
€N cuyo caso este procedimiento toma el nombre de perspec-
tiva regular y la figura proyeccién toma del mismo modo el
de perspectiva de la figura proyectada; el polo de proyececién
28 el punto en que se considera colocado el observador Yy se
llama punto de vista, siendo las lineas proyectantes los rayos
visuales y el plano P el cuadro, La segunda aplicacion tiene
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lugar cuando se trata de sefialar la sombra arrojada por
una figura sobre un plano estando el punto luminoso 4 dis-
tancia finita, tal como la luz de una bujia. En esta hip6te-
sis el vértice de proyeccion es el punto luminoso y las pro-
yectantes los rayos luminosos.

La proyeccién cilindrica se aplica en casos andlogos. Si
en la perspectiva regular se supone en el infinito el punto
de vista, resulta una aplicacién de la proyeccion cilindrics;
pero la figura obtenida no reune ya la ventaja de conservar
la apariencia rigurosa de la figura propuesta, alterdndose
ademds las dimensiones. Sin embargo, se usa frecuentemen-
te por la sencillez con que se obtiene la perspectiva y porque
permite dar idea aproximada de los objetos aun cuando sélo
existan en la imaginacion, sirviendo por lo tanto para la re-
presentacion de un proyecto del cual no se hayan precisado
las dimensiones. Esta perspectiva se llama perspectiva caba-
llera y es la empleada para representar los cuerpos en la
Geometria en el espacio. Se llama también perspectiva rdpida.

En la segunda de las aplicaciones citadas en la proyee-
cién coénica, si se considera que el punto luminoso se aleja
al infinito, se recae también en la proyeceion cilindrica, pre-
sentdndose este caso cuando se trata de determinar la som-

‘bra de un objeto producida por el sol, que es el caso més

general.

La perspectiva y la sombra son un poderoso auxiliar
para la fiel representacion de los cuerpos, y se emplean, por
consiguiente, en los proyectos de construcciones, fortifica-
cién, mdquinas y en otras muchas aplicaciones de la profe-
sion militar. :

La proyeccién axonométrica se emplea con ventaja en
la determinacion de las perspectivas de este nombre, y 4
causa de la facilidad con que se determinan seé llaman
también rdpidas, como las caballeras, no entrando en mds
detalles sobre esta clase de trazados por ser ajenos & estas
lecciones.

El sistema de acotaciones encuentra generalmente su
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adecuada aplicacion en los casos en que las dimensiones en
sentido paralelo al plano son muy grandes relativamente 4
las medidas en sentido perpendicular, como sucede en la
Topografia, Fortificacion, proyectos de caminos, canales,
planos de batallas, etc., etc.

Por ultimo, las proyecciones ortogonales sobre dos pla-
nos de proyeccion perpendiculares son las empleadas en
general y fuera de los casos concretos que hemos enumerado,
sirviendo no tan sélo en innumerables casos practicos sino
también en la exposicion tedrica de gran parte de las ma-
terias que constituyen el saber humano. Ademsds, este mé-
todo es en cierto modo la base ¢ fundamento de todos los

\ demés medios especiales de proyeccion y, por lo tanto, es de
 sumo interés su estudio, del cual nos vamos 4 ocupar exclu-
5'v)ﬂLam.

sivamente en este libro.

1@ 3. Sean YXHy VYX (fig. 1) los dos planos menciona-

dos, cortdndose perpendicularmente segtun la recta XY:
esta recta recibe el nombre de linea de tierra, asi como de
los planos uno toma el nombre de plano horizontal y el
otro el de wertical de proyeccion.

Los planos de proyeccion deben suponerse siempre
indefinidos, y entonces dividen el espacio en cuatro dngulos
diedros rectos, que se llaman cuadrantes, y que se distin-
‘ guen por un ndmero ordinal, siendo el primero y segundo
los que estan encima del plano horizontal, respectivamente
delante y detrds del vertical, y tercero y cuarto los que estdn
debajo del plano horizontal, detrds y delante del vertical,
con referencia siempre 4 la posicion que ocupa el que observa
el dibujo. Segtin esto, serdn respectivamente 1.2, 2.0, 3.0y 4.°
cuadrante los diedros VXY H, VY XH,6K HXYV
y V' X Y H suponiendo al observador colocado en el pri-
mero de dichos diedros, pues en otra posicién cualquiera
variarfa el ntimero de orden de los cuadrantes.

Las proyecciones situadas sobre el plano horizontal se
llaman proyecciones horizontales, y verticales las que se hallan




GEOMETRIA DESCRIPTIVA 15

sobre el plano vertical, asf como las lineas que causan las
primeras se llaman Zfneas proyectantes verticales, por ser per-
pendiculares al plano horizontal, y las que originan las se-
gundas lineas proyectantes horizontales, por serlo al otro
plano, teniendo, por lo tanto, estas lineas nombres contra-
rios al de la proyeccién que producen.

Del punto.—4. Si 4 es un punto del espacio, y traza-
mos desde ¢l las perpendiculares A a, 4 a; 4 los planos de
proyeccion, estas lineas serdn respectivamente las proyec-
tanfes vertical y horizontal del punto 4; @ serd la proyec-
cién horizontal, y ¢, la vertical.

Dichas dos proyectantes determinan un plano perpen-
dicular 4 los de proyeccién, y por consiguiente 4 la linea
de tierra, siendo la interseccién de aquel plano con los de
proyeccion las rectas a b y @, b, resultando el recténgulo
Aa, ba, del cual se deduce: :

1.0 Que las distancias de un punto al plano horizon-
tal H y al vertical V (én adelante y para abreviar designa-
remos los planos de proyeccion y la linea de tierra por las
letras I7, V'y X Y) son iguales 4 las que hay desde X ¥ &
la proyeccién de nombre contrario.

2. Que la distancia de un punto 4 la linea X ¥ es
igual 4 la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo, cuyos
catetos son las distancias de aquél 4 los dos planos de

proyeceion.
A b:\/ ay UP-b a?.

Y 3.° Que las perpendiculares trazadas 4 la linea X ¥
desde las proyecciones de un punto la encuentran en un
mismo punto.

5. Con lo dicho se comprende perfectamente que dado
un punto en el espacio, y elegidos los planos de proyeccién,
podemos trazar sus dos proyecciones y por medio de éstas




16 . GEOMETRIA DESCRIPTIVA

hacer la representacién de aquél, y reciprocamente, dadas
en un sistema de planos de proyeccién las dos de un punto,
se puede determinar éste en el espacio, bien trazando las
lineas proyectantes, bien buscando las distancias de las
proyecciones 4 la linea X Y.

6. Mas en realidad no hemos llenado todavia el objeto
de la Geometria Descriptiva; pues segin lo que hemos dicho
necesitamos emplear dos planos distintos y no es posible ha-
cer la representacion de los cuerpos en uno solo 6 en un pa-
pel. Pero esto se consigue si el plano V, por ejemplo, lo ha-
cemos girar alrededor de X Y hasta que se confunda con
el H, es decir, abatiendo el primero sobro el segundo, sin
que este abatimiento perjudique en nada 4 la buena repre-
sentacion y deterrainacion del punto en el espacio, debiendo
imaginarse que el plano ¥ vuelve 4 su posicién primitiva
siempre que por medio de las proyecciones queramos deter-
minar 6 formarnos idea de la posicién de un cuerpo en el
espacio con relaciéon 4 los planos de proyeccion, y tnica-
mente suponerle abatido para las operaciones grificas que
exija el problema.

Siendo indefinidos los planos de proyeccion, al hacer el
abatimiento quedard el ¥ confundido completamente sobre
el A, pudiendo hacerse el giro en dos sentidos distintos,

pues colocandose en el primer cuadrante, el plano V' puede

girar hacia delante 6 hacia atrés. Se ha convenido en que se
verifique siempre este segundo movimiento, como se indica
en la figura por la flecha Fjy en su consecuencia resultard
que las partes superior ¢ inferior del plano que gira, queda-
rdan adaptadas respectivamente sobre las posterior y ante-
rior del fijo, de modo que las dos caras del diedro que cons-
tituian el primer cuadrante quedaran en prolongacién una
de otra, pero separadas por su arista X Y, siendo la parte
inferior 4 ésta el plano I, y la superior el V; las caras del
segundo cuadrante estardn confundidas por encima de dicha
linea; las del tercero, en prolongacion una de ofra, pero in-
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vertidas con relacién al primer cuadrante, siendo ahora
plano V lo que entonces era H, y reciprocamente; y las
del cuarto cuadrante, confundidas por la parte inferior de
aquella linea. i

7. En cuauto 4 las proyecciones que contengan dichos
planos, y fijdndonos en las a y a; del punto 4, es claro que
la horizontal no tendrd variacion ninguna, y la @, descri-
bird un arco de circulo cuyo centro serd b y su radio «, b,
permaneciendo éste constantemente perpendiculard la X V, -
de modo que, después de verificado el abatimiento, subsis-
tird esta perpendicularidad, quedando en prolongacion de la
recta @b que llena igual condicién. Resulta, pues, que verifi-
cado el movimiento del plano V, existe entre las dos proyec-
ciones de un mismo panto una correspondencia muy nota-
ble, cual es que la recta que las une ha de ser perpendicular d
la X Y. Por consiguiente, dos puntos cualesquiera, uno en
cada plano de proyeccién, pueden ser las proyecciones de
un cierto punto del espacio, siempre que los primeros estén
en una perpendicular & la linea de tierra; ademds las distan-
cias desde dichas proyecciones 4 esta misma linea miden
siempre las que hay desde el punto del espacio 4 cada uno
de los dos planos, suponiendo el ¥ en su verdadera posi-
cién, y como todos los puntos de este plano y las proyec-
ciones que puede haber trazadas en él, conservan constante-
mente su posicion relativa, ya se le considere antes ¢ despugs
del giro, resulta que este abatimiento en nada perjudiea,
como hemos dicho antes (6), 4 la buena representaciéon y
determinacion de los cuerpos en el espacio. En virtud de lo
que antecede, un punto A del espacio quedard determinado
en un solo plano por medio de sus proyecciones, de la ma-
nera que indica la figura 2.

Distintas posiciones de un punto con relacion 4 los planos
de proyeccion,—8. IKn las figuras 1y 2 hemos aprendido
4 encontrar y representar debidamente las proyecciones de

3
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un punto A del espacio situado en el primer cuadrante,
dando por resultado las proyecciones (a-¢), y se comprende
que seguin sea la posicion del punto escogido relativamente
4 los planos de proyeccién, distintas serdn también las pro-
yecciones; pero como el medio de hallarlas es siempre el
mismo, bastard para ejercitar 4 los alumnos, en esta parte
tan lmportante, resumir en la figura 3 en perspectiva y en
la 4 en proyecciones, las distintas posiciones que puede tener
un punto, que son las siguientes:

Bl punto 4 enel segundo cuadrante, sus proyecciones (a—a/)

B en el tercero....... S e e s (609
Gien olictanio oo o e e
. D en el plano H, delante del V.......... (d—d)

FE en el plano H, detras del V... ........ (e—e')
Henelplane Vi encimadel H. .. .00l (f 1)
G en el plano V, debajo del H........... (9—g)
K en el plano bisector del primer cuadrante (k—#’)
L en el plano bisector del segundo. ...... (I—)
M en el plano bisector del tercero. .. ..... (m-m)
WV en el plano bisector del cuarto. ... ... (n—nu)
Feontla lineap X Ve, i o/ i @ 5 )

Cuando un mismo punto del papel representa dos 6 més
puntos distintos, se sefialan con las letras correspondientes,
como se ve en los ultimos casos.

9. En todos ellos, conocidas las proyecciones de un
punto, puede venirse en conocimiento de la posicién que
ocupa en el espacio, con sélo suponer que el plano ¥ vuelve
4 la posicién que tenfa antes del giro, y trazar por cada pro-
yeceion su linea proyectante, 6 buscando las distancias del
punto & cada uno de los planos de proyeccion.

Es muy conveniénte ejercitarse en este estudio, que pue-
de hacerse representando en perspectiva los puntos cuyas
proyecciones se dan al arbitrio, es decir, pasar de la figura 4
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4 la 3, y también es de mucha utilidad, dadas las proyeccio-
nes de yarios puntos, comparar sus posiciones relativas.

Proyecciones de lineas: lineas rectas.—10. La proyec-
cién de una linea 4 C B (fig. 5) sobre un plano P, es
el lugar geométrico @ c¢b de las proyecciones de todos los
puntos de la linea sobre el plano; las proyectantes A a,
Ce, Bb, perpendiculares al plano P son paralelas entre
sl y forman un cilindro que se llama cilindro proyectante de
la curva. :

Cuando la linea que se proyecta es una recta 4 B (fig. 6),
lag proyectantes estdn en un mismo plano, que se llama
plano proyectante de la recta, y la interseccion de éste con el
de proyeccion es la proyeccidn de la recta, que es, por consi-
guiente, otra recta. :

Asi, pues, en Geometria Descriptiva llamaremos proyec-
cién horizontal de una recta la interseccion del plano H con
otro que, siéndole perpendicular, pase por la recta dada, y
proyeceion vertical 4 la interseccion del plane V con otro
que, siéndole perpendicular,,pase también por aquélla.

11. Quedando una recta determinada por dos de sus
puntos, se deduce que para obtener las proyecciones de una
recta bastard buscar las de dos de sus puntos y unir las dos
proyecciones horizontales de éstos para obtener la horizon-
tal de aquélla, y las dos verticales de dichos puntos para
obtener la del mismo nombre de la recta.

Si 4 B (figs. Ty 8) es la recta dada, hallaremos las pro-
yecciones (a-a) del punto 4, las (b-b;) del punto B y las
-rectas (@ b=, b,) serdn las proyecciones horizontal y verti-
cal de la recta 4 B. Luego no hay mds que hacer el abati-
miento del plano 7 para que queden trazadas en (ab-a' b')
las dos proyecciones en un solo plano.

De lo dicho se deduce inmediatamente una consecuen-
cia interesante, y es que si wn punto estd sobre una recta, las
proyecciones de aquél estardn sobre las de ésta.
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12. Es evidente también, que conocidas las proyeccio-
nes de una recta, queda ésta determinada en el espacio,
pues bastard trazar por cada una de aquéllas el plano pro-
yectante correspondiente, después de suponer el plano ver-
tical en su debida posicién, y la interseccion de estos dos
planos serd la recta pedida. - :

En su consecuencia, dos rectas cualesquiera, una en
cada plano de proyeccién, pueden ser las proyecciones de
una recta en el espacio, siempre que aquellas sean tales que
los planos proyectantes que determinen se corten, salvo al-
gunas excepciones que haremos notar mds adelante.

Notaciones.—13. IExpuestas estas sucintas nociones, y
antes de proseguir, conviene fijar las ideas sobre los conve-
nios y sistemas de notacion y representacion adoptados en
Geometria Descriptiva, y las condiciones eon que se ejecu-
tan los problemas en que se aplican sus teorfas. '

Un dibujo es un medio de expresar una idea; asi como
éstas pueden emitirse de palabra 6 por escrito, también
pueden hacerse publicas por medio de un dibujo. En este
concepto, es evidente que un dibujo serd tanto mejor cuanto
més explicito, conciso y exacto sea.

La primera circunstancia depende de la notacion que se
emplee en él, de la buena combinacion de las distintas cla-
ses de lineas que pueden usarse, y del cuidado que se ponga
en representar debidamente los cuerpos en sus partes vistas
y ocultag, por si mismos 6 con relacion & otros cuerpos 0
superficies que puedan ocultarlos, siguiendo para ello las
reglas que se dardn en su lugar. La concisidn se refiere
especialmente al empleo acertado de los medios més venta-
josos para resolver cada una de las cuestiones secundarias
que surjan en un problema, de manera que sdlo se tracen
las lineas indispensables, pero sin faltar ninguna, para la
buena inteligencia de la cuestion que se resuelva. Y la exac-
titud puede obtenerse siempre ejecutando todas las opera-
clones grificas con sumo cuidado y prolija atencién, no
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olvidando nunca las reglas y precauciones que requiere el
dibujo lineal, y empleando‘para cada cuestién particular el
medio de solucion mads apropiado 4 las circunstancias en
que se encuentran los datos, ademas de servirse siempre de
buenos y adecuados instrumentos. :

Y para conseguir todas estas cualidades influye princi-
palmente el esmero con que se ejecute el dibujo, el acierto
y el gusto del que lo trace, y casi pudiéramos decir también
del sentimiento artistico; circunstancias todas que no pue-
den sujetarse & reglas, y que s6lo la mucha practica y la
inspeccion de buenos modelos pueden desarrollar en el que
las tenga innatas.

Ademds, la Gieometria Descriptiva en sus aplicaciones es
el lenguaje que emplea el ingeniero para hacer comprender
sus proyectos 4 los encargados de ejecutarlos, que por lo
general comprenden mejor una idea viéndola representada
graficamente que sujetdndose 4 una descripeién mas 6 me-
nos detallada, y por esta nueva razon se comprenderd cudn
‘atiles son las reglas que expondremos ahora y en el trans-
curso de estas lecciones referentes 4 este asunto.

Muy ventajoso seria que los medios de representacién y
notacion faeran universales; mas por desgracia, pocos son
los autores que tienen completa uniformidad en la materia,
pues 4 prefexto de corregir pequeiios inconvenientes, han
establecido procedimientos distintos. Nosotros adoptaremos
los mds generalmente admitidos y que al parecer cumplen
mejor con su objeto.

14, Hemos convenido (8) en llamar plano horizontal y
vertical 4 cada uno de los planos de proyececién, y linea de
tierra 4 la interseccién de ambos. No estd exenta de in-
convenientes esta nomenclatura, pero gran parte de ellos
desaparece afiadiendo la observacion de que ni aquellos pla-
nos ni aquella linea han de tener precisamente la posicion
que su nombre indica, sino que pueden ser dos planos
cualesquiera, con tal que sean perpendiculares entre si. Sin
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embargo, dicha nomenclatura debe su origen 4 que en mu-
chos casos, como en los problemas de corte de piedra, pro-
yectos de edificios, representacion de mdguinas 'y otros,
uno de los planos es horizontal y el otro vertical, y como
en alguno de ellos el primero representa el suelo sobre que
ha de levantarse la construceién, esta circunstancia ha mo-
tivado el nombre de linea de tierra dado 4 la interseccion
de aquel plano con el vertical; mas no porque esto tenga
lugar algunas veces, hay que creer que se verifica siempre,
debiendo, por lo tanto, tenerlo en cuenta y conservar estas
calificaciones, que si no son siempre exactas, al menos tie-
nen la ventaja de su sencillez y distinguir unos elementos
de otros. ;

Hemos dicho también (6) que para la ejecucion de las
operaciones graficas se considera el planc vertical abatido
sobre el horizontal, y en este caso constituyen un solo
plano, representado por el papel en que se haga el dibujo y
en que se ha de trazar la linea de tierra. Generalmente se
coloca ésta paralela 4 uno de los lados del recténgulo que
forma el papel y se la seiiala con las letras X ¥, la primera
4 la izquierda y la segunda 4 la derecha, y para distinguir
mds facilmente esta linea de todas las demds se la hace
mds gruesa.

En esta disposicion queda el papel dividido en dos re-
giones, que juntas, representan (6) el primero y tercer cua-
drante; para el primero, la parte inferior es el plano H y la
superior el ¥, siendo 4 la inversa para el tercero. Ademds,
la regién superior representa el segundo cuadrante y la in-
ferior el cuarto, pues en ambos estdn confundidas las caras
de los diedros que los constituyen. Por otra parte, como &
la inspeceién de un dibujo no podria determinarse cudl es
la parte del papel que representa el plano H 6 el ¥ en el

primer cuadrante, se evita esta incertidumbre colocando las’

letras X & ¥, que designan la linea de tierra, siempre en la
region que representa el plano I, de modo que cuando las
letras estdn debajo, esta parte representa aquel plano y la
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superior el 7, y viceversa si estuvieran Ias letras por encima.
De modo que estas letras llenan el trlple objeto de distin-
guir la linea de tierra de las demds lineas del dibujo, sefialar
las partes que constituyen el primer cuadrante, y por con-
siguiente los demds, ¢ indicar el sentido en que se ha veri-
ficado el abatimiento del plano 7, que es al lado opuesto al
que ocupan las letras.

Generalmente se representan las partes principales de los
cuerpos en el primer cuadrante, por més que algunas de

ellas puedan estar en los otros, 4 los cuales pueden condu-
cirnos también las operaciones ulteriores que requiera el
problema de que se trate.

Los puntos en el espacio se consideran sefialados por
letras maytsculas, y & sus proyscciones se les ponen las
mismas letras, pero minudsculas, y para distinguir la hori-
zontal de la vertical, puesto que cada regién del papel puede
representar ambos planos, se acentia siempre la segunda.
Asi un punto 4 del espacio tendrd, por proyecciéon horizon-

~ tal el punto @, y por vertical al ¢/, leyéndose el punto 4 6

el (a-a'); en este tltimo caso se sobreentiende el punto cuyas
proyecciones son a y a'. Pueden también usarse nimeros
en vez de letras, haciendo la misma distincidn.

Para las rectas, puesto que basta sefialar dos de sus
puntos, seguiremos para cada uno de ellos las reglas dichas,
de modo que si tenemos una recta A B en el espacio, sus
proyecciones seran, la horizontal una recta a b, y la vertical
otra ¢’ b’, enuncidndose la recta AB 6 la (@b-a'0’). En las
figuras 2 y 8 se pone de manifiesto cuanto acabamos de
decir, y en ellas se ven las proyecciones del punto 4 de la
figura 1 y de la recta 4 B de la figura 7.

Siempre que sea indiferente sefialar una recta por unos
U otros de sus puntos como suceds casi siempre, y en todas
las lineas que sin ser proyecciones de rectas intervengan en
un problema, es conveniente poner las letras en su extre-
midad, prolongadas hasta el marco del dibujo, por ser alli

. mas ficil encontrarlas, y también porque es donde hay gene-
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ralmente menos confusion de lineas. Para estos casos deben
preferirse las letras mds extendidas, como las b, d, f, p, ete.,
guardando las a, ¢, m, n, etc., para el centro del dibujo.
Los puntos vienen en general determinados por la inter-
seccidon de dos lineas, mas si ocurre tener que representar
un punto aislado, se acostumbra hacerlo por una cruz, en

| RN B :
esta forma _T —, con la letra 6 numero correspondiente.

No todas las lineas se representan del mismo modo, sino
que se emplean medios especiales, segiin el papel que juega
cada una. Las lineas que intervienen en un dibujo pueden
clasificarse de dos maneras distintas, aparte de la linea de
tierra de que ya hemos hablado; las principales y las auxi-
liares de construccion. Constituyen las primeras los datos y
los resultados del problema, y las segundas las que son
preciso trazar para su resolucion. Las principales se mar-
can de trazo lleno 6 continuo, dando un poco mds grueso 4
las que son resultado. En cuanto 4 las auxiliares, se mar-
can siempre, de trazo interrumpido, y pueden tener distintas
combinaciones, como de trazos iguales, trazo y un punto, 6
trazo y dos 6 més puntos, y en su acertada combinacion
consiste en gran parte la claridad del dibajo. Entre estas
lineas hay que distinguir las de correspondencia. entre las
proyecciones de un mismo punto, que deben indicarse siem -
pre empleando los trazos iguales. Del mismo modo se tra-
zan también las demds lineas auxiliares, pero si entre ellas
hay alguna notable por algtin concepto, 6 que convenga
llamar la atencién sobre ella, se trazara de trazo,'y_ punto,
empleando uno 6 mds de éstos, cuyo nimero indicard el
orden segin el cual se han establecido aquéllas.

En las lineas principales, que son las que tnicamente
pueden existir en el espacio, hay que distinguir las partes
vistas de las ocultas. Para la proyeccion horizontal, el obser-

vador se supone colocado por encima del plano horizontal

4 una distancia infinita, y para la vertical 4 la misma dis-
tancia delante del plano vertical; situado aquél en el primer




GEOMETRIA DESCRIPTIVA 95

_cuadrante, desde luego se compren’de seran ocultas todas
las lineas 6 parte de lineas situadas en cualquiera de los
otros tres, y de las que existen en el primero, también pue-
den estarlo por algin cuerpo 6 superficie, y natural es.que
las proyecciones indiquen esta particularidad, para lo cual
se ha convenido en marcar de trazo lleno, con la distincion
que hemos dicho, las lineas que son vistas, y de puntos las
partes ocultas.

En los problemas en que pueda haber confusion de lineas
no se suelen trazar en toda su extensién aquellas lineas
auxiliares de las cuales baste indicar su direcci6n, marean-
dose sélo sus extremos. En las de correspondencia es donde
se usa generalmente esta abreviatura de tiempo y trabajo;
suele también indicarse el punto en que corta & la linea de
tierra. En la figura 9 estdn representadas algunas de las re-
glas anteriores.

Advertiremos antes de concluir con este asunto, que nada
hemos fijado como regla invariable, pues desde un prineipio
indicamos que no todos los autores estan conformes en un:

M mismo método de notacion y representacion.

3

o

Q')‘// Trazas de unarecta.—15. Considerando indefinidos los

/,/ planos de proyeccion, es evidente que una recta indefinida

& también ha de cortar 4 dichos planos, excepto cuando les
sea paralela. Estos puntos de interseccion se llaman #razas
de la recta, siendo la horizontal el punto en que la recta
atraviesa el plano de este nombre, y traza vertical el punto
andlogo sobre este plano.

Al pasar una recta del primer cuadrante & cualquiera
de los otros tres, ha de cortar forzosamente 4 uno de los
planos de proyeccién, por consiguiente las trazas de una
recta son dos puntos muy importantes y que conviene de-
terminar casi siempre, por ser los que hacen la separacién
de la parte vista dela oculta de ina recta, y también porque
muchas veces se foman estos puntos con preferencia 4 otros
para determinarla,
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16. Tratemos, pues, de buscar las trazas de una recta,
y sea ésta la dada por sus proyecciones (@ b-¢'b’) (fig. 10);
la traza horizontal es un punto de la recta, por lo tanto, su
proyeccién horizontal ha de estar sobre la a b, y la vertical
sobre la @’ &’ (11); ademds, dicha traza es un punto del
plano horizontal, que tendra su proyeccién vertical sobre
la linea de tierra (8), por cuyas razones, la proyeccién ver-
tical de la traza horizontal no puede ser otro punto que
el '. La proyeccion horizontal de la traza de este nombre
se ha de corresponder con el punto /" por una perpendicular
4 XY (7), y debe estar situado sobre ab, luego serd el
punto (%); (h-h") son pues las proyecciones de la traza hori-
zontal, y el punto % ademds la traza misma,

Para la traza vertical haremos el mismo razonamiento.
Esta traza es un punto comtun 4 la recta y al plano 7, de
modo que su proyeccion horizontal ha de estar en las rectas
aby XY, luego serd el ». La proyeccion vertical o tiene
que hallarse sobre la perpendicular v’ y en la recta o' 0,
siendo, pues, ficil encontrarla, resultando que (v-»’) son las
dos proyecciones de la traza vertical, y el segundo punto la
traza misma.

17. 'Traducidas las operaciones efectuadas en regla prie-
tica, veremos que para hallar una de las trazas de una recta
hay que prolongar la proyeccién de nombre contrario hasta que
corte ¢ la linea de tierra; por este punto trazar una perpendi-
cular d esta ultima lnea, hasta que encuentre d la otra proyec-
cion de la recta; el punto en que se cortan serd la traza busca-
da, y ¢l mismo punto y el anterior sus dos proyecciones.

18. Reciprocamente, si v’y /. son las dos trazas de una
recta, y quisiéramos hallar sus proyecciones, observaremos
que la traza horizontal % se proyecta verticalmente en 7/
sobre la linea X V7 la traza vertical v’ es ella misma su pro-
yeceion vertical, luego »' )’ es la proyeccién de este nombre
de la recta; del mismo modo se obtiene la proyeccién hori-
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zontal, proyectando horizontalmente en » sobre la linea X V'
la traza vertical »/, y uniéndola con la 7 por medio de la
g_qct‘a v h.

osioiones de una recta respecto 4 los planos de proyec-
oion.—19. Cualquiera que sea la posicién de una recta en
el espacio, es ficil encontrar siempre sus proyecciones si-
guiendo el métodoe ensefiado en el nim. 11 para obtener las
proyecciones de la figura 8. Pero es claro que en las posi-
ciones particulares que puede tener la recta, las proyeccio-
nes las tendrdn también, y para familiarizar 4 los alumnos
en este estudio, presentaremos en las figuras 11, 12, 13y 14
las proyecciones de varias de ellas, habiendo aplicado en los
casos posibles la regla dada (17) para encontrar las trazas.

- Dichas figuras contienen :

Las rectas (1, 2), (3,4), (5, 6) y (7, 8) de la figura 11,
oblicuas 4 los planos de proyeccion, sin cortard la X ¥, y
teniendo cada una la parte comprendida entre sus mazas en
un cuadrante distinto.

Las (9, 10) y (11, 12) (fig. 12) en ¢l mismo caso que las
anteriores, pero cortando 4 la X Y.

Las (13, 14) y (15, 16), situadas en los planos bisectores.

Las (17, 18), (19, 20) y (21, 22) de la figura 13, paralelas
al plano H, encima, en 6 debajo de este plano. stas rectas
podrian estar también detrés del plano V/, es decir, en el se-
gundo 6 tercer cuadrante.

Las (23, 24), (25, 26) y (27, 28) de la figura 14, parale- Lim. 2.2
las al 7, y delante, en 6 detrds de él. Estas rectas podrian
estar también debajo del H, 6 sea en el tercero o cuarto
cuadrante.

La (29, 30) paralela & ambos planos; podria estar en
cualquiera de los cuatro cuadrantes, y también en los pla-
nos bisectores, siendo f4cil en estos casos comprender ¢como
estarfan las proyecciones. ;

La (31, 82), confundida con la X Y, viéndose en esta
figura el medio de indicar esta circunstancia,
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Las (33, 34), (85, 36) y (37,38), perpendiculares al H, y
delante, en 6 detrds del 7; en estos casos, la proyeceién hori- -
zontal se reduce 4 un punto, y la vertical es perpendicular
ala X V.

Las (39, 40), (41, 42) y (43, 44), perpendiculares al 7, y
encima, en 6 debajo del H; en este caso, la proyeccion verti-
cal se reduce & un punto y la horizontal es perpendicular 4
laX V. .

Las (45, 46) y (47, 48), situadas en planos perpendicu-
lares 4 la XV, y cortando 6 no 4 ésta. La recta (45, 40)
puede estar situada en el plano bisector, como se representa

en la (49, 50), y la (47, 48) ser perpendicular al mismo plano,

como en la (51, 52), viéndose desde luego la particularidad
que presentan las proyecciones en estos dos ultimos casos.

20. Cuando las rectas ocupen las posiciones de que son
ejemplos las (45, 46), (47, 48), (49, 50) y (51, 52), es infruc-
tuosa la regla dada (17) para hallar sus trazas, y hay que
recurrir 4 otros medios que veremos mas adelante. Ademds,
en estos mismos casos las proyecciones solas no bastan para
determinar la recta en el espacio, pues confundidos los dos
planos proyectantes de cada una de ellas en uno solo, pet-
pendicular 4 la X ¥, todas las rectas situadas en él podrdn
corresponder 4 las proyecciones dadas. Para determinar la
recta en estos casos es preciso conocer ademds las proyec-
ciones de dos de sus puntos.

2l. Hemos dicho (12) que dos rectas cualesquiera, una
en cada plano de proyeccién, podrian ser proyecciones de
una cierta recta, con tal que se corten los planos proyectan-
tes que determinan, excepto en algtin caso que vamos 4 ver
ahora. Las rectas a b y o' b’ (fig. 15) determinan dos planos
proyectantes que se cortan, y sin embargo, no pueden ser
proyecciones de ninguna recta, pues el plano proyectante
correspondiente 4 @'’ serd perpendicular al H, por pasar
por ¢’ b’ que también lo es, El correspondiente 4 v b reunirs -
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igual circunstancia y la interseccion de dos planos perpen-
diculares 4 un tercero es una recta perpendicular al mismo,
luego la recta del espacio lo ha de ser al plano H, y en este
caso la proyeccién de este nombre ha de reducirse 4 un
punto (19) y no puede ser la recta @b como se habia es-
tablecido. '

22, Para el problema inverso de dadas las proyecciones
determinar la recta, como sabemos (12), no hay mds que
suponer al plano 7 en su verdadera posicion y trazar los
planos proyectantes, 6 bien buscar la posicién de dos de
sus puntos (con preferencia las trazas) y unir éstos por una
recta. Asi es muy sencillo pasar de las figuras anteriores &
las perspectivas correspondientes, en lo que debe ejercitarse
el alumno. Cuando solo se desee formarse idea de la incli-
nacion de una recta, basta comparar las posiciones de dos
puntos de ella, viendo cudl es el que estd mds cerca 6 més
lejos de cada plano de proyeccion. Por lo demds, basta tener
un poco de practica para comprender la posicion de una
recta 4 la sola inspeccion de sus proyecciones, sobre todo
en los casos de paralelismo y perpendicularidad & los planos
de proyeccion.

23,

Posiciones relativas de dos rectas.—B8. Dos rectas en
el espacio pueden cortarse, ser paralelas 6 cruzarse.

En el primer caso, las proyecciones del punto comtn &
las dos rectas deben cumplir la regla general de correspon-
derse por una perpendicular 4 la XY, pero ademds por per-
tenecer dicho punto 4 cada una de aquéllas, sus proyeccio-
nes deberdn estar & la vez sobre las de las rectas; luego el
punto de interseccion de las proyecciones horizontales de-
berd estar sobre una perpendicular 4 la X' ¥ con el de inter-
seceion de las verticales. Cuando esto no suceda, las dos
rectas no pueden cortarse, y asi es facil reconocer desde
luego si dos rectas se cortan 6 no, viendo si sus proyeccio-
nes les sefialan un punto comun.
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Cuando son paralelas, los planos proyectantes del mismo
nombre lo serdn también, y las intersecciones de éstos con
cada uno de los de proyeccién, es decir, las proyecciones
también lo serdn. Se comprende desde luego que la reci-
proca es cierta, y podemos decir que siempre que dos rectas
tengan las proyecciones del mismo nombre paralelas, ellas
lo serdn asimismo.

De los dos casos examinados se deduce en seguida que
las proyecciones de dos rectas que se cruzan no presentan
ninguna particularidad.

La figura 16 presenta ejemplos de dos rectas que se
cortan, dos rectas paralelas y dos rectas cualesquiera.

24. Hay un caso en que 4 pesar de tener dos rectas sus
proyecciones paralelas en uno y otro plano de proyeccién,
no puede afirinarse que ellas lo sean. Esto ocurre cuando
se trata de rectas situadas en planos perpendiculares 4 la
X VY, pues cualesquiera que sean estas rectas, sus proyeccio-
nes siempre son perpendiculares 4 aquella linea, y por lo
tanto, paralelas.

Hn este caso, cuando las dos rectas son paralelas, se ve-
rifica otra circunstancia, cual es que sus cuatro proyeccio-
nes son proporcionales. Sean 4 By 0D (fig. 17) dos rectas
en las condiciones dichas: tracemos sus proyecciones y de
la semejanza de los tridngulos A B y C.D H resulta:

BE: AR DH - CH 6 ab ab : cdcd)

Para que la reciproca sea cierta, hay que afiadir la con-
dicion de que dos puntos, elegidos uno en cada recta, que 4
la vez estén mds 6 menos distantes de uno de los planos de
proyeceion, disten también més 6 menos del otro,

Por ejemplo, las proyecciones (ab-¢'b) y (¢ d-c'd’) que
son proporeionales, corresponden 4 las paralelas 4B y €D,
mas las (@ 0-a' 0'), (¢ h-g’ 1)), proporcionales también, perte-
necen 4 las AB y G H, que no reunen aquella cualidad;
pero se observa en las primeras que los puntos 4 y C, que
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son los més elevados, estan también mds cerca del plano 7,
ylos By D, que estdn més lejos de éste, distan 4 la vez
menos del [, mientras que en las segundas dos de sus pun-
tos 4 y G, que estdn mds altus, uno estd més cerca y otro
mds lejos del plano V, respecto & los B y H.

26, ' PropremA.—-Por un punto (m-m’) trazar una recta
paralela 4 otra dada (@ b-a' 0') (fig. 18).

La proyeccion horizontal de la recta pedida ha de'ser
paralela 4 ab (23) y pasar por el punto m; queda, pues, de-
terminada, y serd la ¢d; se obtiene del mismo modo la pro-
yeccion vertical, llevando por m’ una paralela ¢ d’ 4 o' 0"

Del plano.—26. Asf como para hallar las proyecciones
de una recta hemos buscado el lugar geométrico de las pro-
yecciones de todes sus puntos, parecia natural seguir el
mismo procedimiento para representar un plano por medio
de sus proyecciones y trazar las de cada uno de los puntos
que lo constituyen. Mas, facil es comprender que suponien-
do indefinido el plano considerado y los de proyeceioén, las
proyecciones de aquél cubririan por completo & éstos, y da-
rian lugar 4 gran confusién en el dibujo, requiriendo un
detenido estudio para darse cuenta de la posicién del plano
6 planos que se hubieren representado.

Cierto es que bastarfa fijar sélo la posicién de tres de sus
puntos que no estuviesen en linea recta, pues con ellos que-
daria determinado el plano, y como éste lo estd también
por un punto y una recta, por dos rectas que se corten, 6
sean paralelas, se podrfan substituir aqaellos datos por los
dichos; mas como quiera que es raro el problema en que no
intervengan rectas que se corten; paralelas ¢ mds de dos
puntos, sin que para nada deban considerarse los planos
que determinan, habria lugar también 4 confusién, y nada
indicaria en qué casos aquellos elementos tenfan por objeto
representar realmente un plano, 6 eran sélo consecuencia
de las operaciones de los problemas.
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27. A fin de evitar tales inconvenientes, se ha ecreido
méds ventajoso representar un plano por sus trazas, es deecir,
por las intersecciones de dicho plano con los de proyeccion,
recibiendo cada una de dichas trazas el nombre del plano
de proyeccion que la ha causado. Ademds, por este procedi-
miento salta mejor 4 la vista la posicién del plano. El
P@ P’ de la figura 19, quedard perfectamente determinado,
segtn esto, por medio de sus trazas @ P y ¢ P’ en la forma
de la figura 20 después de hecho el abatimiento del plano
vertical, sin que este abatimiento modifique en nada la po-
sicion del plano, pues ésta, como acabamos de ver, depende
de la de sus trazas, y la de éstas de los dngulos que.cada
una de ellas forma con la X ¥, los cuales no varian al hacer
aquel giro, y basta, cuando se den las trazas de un plano,
suponer al 7 en su debida posicién, para venir en conoci-
miento de la del dado.

Desde luego observaremos que todos los puntos comunes
al plano dado y al horizontal de proyeccion estdn sobre la
traza P (), asi como los comunes 4 aquél y al V sobre la
P (); luego si hay algin punto comun & los tres planos,
tendrd que pertenecer 4 la vez 4 ambas trazas y no podri
ser otro que el de interseccion de ellas. Pero punto comiin
4 los tres planos no puede serlo mas que el de interseccion
del plano dado con la X ¥; luego las dos trazas de un plano
han de encontrarse en un mismo punto de dicha linea, que
serd ademds el de encuentro de ella con el plano, y cuando
esto no suceda en los limites del dibujo, hay que cercio-
rarse de que prolongadas lo efectuarfan. Segun esto, puede
considerarse al plano determinado por dos rectas que se
cortan, si bien son dos rectas en condiciones especiales.

28, De aqui se deduce que dos rectas cualesquiera, una
en cada plano de proyeccién, pueden representar 4 un pla-
1o, con tal que dichas rectas corten ¢ puedan cortar, pro-
longadas suficientemente, 4.la X ¥ en un mismo punto,
pues aparte de esta condicion no existe entre las trazas de
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un mismo plano relacion ninguna. Para comprender bien
“esta independencia, consideremos el plano R ¢ de la figu-
ra 21, y supongamos que gire alrededor de su traza hori-
zontal, con lo que la vertical tendra & cada momento una
posicion distinta, tal como la @ 1, Q2 03, es decir, que
podra formar con la X' ¥ todos los angulos desde 0° & 180°.
Y es evidente también que si nos fijamos en cada una de
estas posiciones, podremos hacer girar al plano alrededor
de ella, y entoneces sera la horizontal la (ue tomard posicio-
nes diferentes, variando entre iguales limites los dngulos
que formard con aquella linea. Asf, pues, cualquiera que
sean los dngulos que formen con la X ¥ dos rectas distin-
tas, situadas una en cada plano de proyeccién, siempre po-
drén ser trazas de un mismo plano sicumplen con la condi-
cion que hemos dicho antes.

29. Para sefialar las trazas de un plano, se emplea gene-
ralmente una misma letra para ambas, maytsculas y acen-
tuando la de la traza vertical, como se ve en la figura 20, y
se lee PO P’; también pueden emplearse ntimeros en igua-
les condiciones. De esta manera, 4 la simple vista de un
- dibujo, puede distinguirse qué rectas representan planos y
cudles no. :

Generalimente solo se considera de los planos la parte
- comprendida en el primer cuadrante, y por esta razén se
limitan sus trazas en el punto de encuentro eon la X Y;
pero de ningin modo debe creerse que\fﬂﬁ'ﬁmiuaD dichas
trazas, pues siendo indefinido el plane que determinan,
deben serlo también sus intersecciones con los de proyec-
cion que reunen igual circunstancia. Asi es que la traza
horizontal ha de considerarse prolongada mds alld de la
linea X Y, como una recta situada en el plano H que atra-
viesa al V en el punto de encuentro con aquella linea, y la
traza V° debe imaginarse prolongada también mds alld de
este punto, por ser una recta situada en el plano V' que
atraviesa al /7 en el mismo punto. Estas prolongaciones

4
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deben trazarse realmente siempre que las condiciones del
problema exijan operar con ellas, y desde luego deberdn
serlo de puntos, por ser lineas ocultas.

Posiciones de un plano relativamente & los de proyec-
cién,—80. Para las posiciones especiales que pueda tener
un plano respecto 4 los de proyeccién, especiales serdn
también las posiciones de sus trazas, con las cuales es con-
veniente familiarizarse desde un principio, por mas que no
deben ofrecer dificultad estos casos particulares, entendido
lo que antecede, y bastard resefiarlos ligeramente para fijar
la atencion del alummno. ; '

3l. Las figuras 22 y 23 contienen las perspectivas y
trazas de distintas posiciones de planos, todos oblicuos con
relacién 4 los de proyeccion. Las trazas son las P-P’; R-I
y I-T"; las ultimas en prolongacién la una de la otra, lo cual
sucedera al abatir el plano V, siempre que los dngulos que
forman las dos trazas con la X'V sean suplementarios (28).

32. El plano PQ P’ (figs. 24), cuyas trazas son Py P,
es perpendicular al horizontal, y como el vertical también
lo es, su interseccion, 6 seala traza P’, debe serlo asimismo,
y por consiguiente 4 la X ¥, que es una recta trazada por
su pie en dicho plano.

33. En la figura 25 el plano es perpendicular al V; sus
trazas P-P’, siendo la primera susceptible de andlogas ob-
servaciones que la P’ del caso anterior,

34. El plano P P’ de las figuras 26 es perpendicular
4 los dos de proyeccion, y, por lo tanto, 4 la X V; sus tra-
zas reunen las circunstancias de la 2" y P de los dos casos
anteriores; este plano se llama plano de perfil.

Lam, 32 35, En las figuras 27 el plano es paralelo al H; su traza
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del mismo nombre estd en el infinito, y la vertical es para-
lela 4 la linea X Y, por ser intersecciones de dos planos pa-
ralelos por un tercero. Si el plano estuviese debajo del hori-
zontal, su traza estaria debajo de la X V¥, y si aquél fuese el
mismo H, su traza seria la X V.

36. El PQ (figs. 28) es paralelo al ¥, siendo su unica
traza la horizontal, sobre lag que pueden hacerse considera-
ciones semejantes 4 la del caso anterior.

37. El representado en las figuras 29 es paralelo 4 la
X Y, y sus trazas PQ y P Q) también lo serdn, pues si un
plano es paralelo & una recta, la interseccion de aquél con
cualquier otro que pase por la vecta también lo serd. En
este caso el plano puede estar situado en cualquicra de los
cuatro cuadrantes, y ficil es hatlar la situacion de las trazas
en las cuatro posiciones, como es igualmente sencillo el de-
terminarlas en el caso méds particular todavia de ser el
plano perpendicular 4 uno de los bisectores, pues entonces
las trazas equidistaran de la linea X' Y. ;

38, (Figs. 30.) Representa un plano que pasa por la
linea de tierra; sus trazas quedan confundidas con ella y
determinado por la linea X'V y un punto del plano fuera
de ésta. i

39. En todos los casos enumerados bastan las trazas
para fijar y formarse idea 4 la simple inspeccion de ellas de
la posicion del plano, pues dos rectas que se cortan 6 son
paralelas bastan para determinarlo; aun en el caso dela
figura 26 y ultimo de la 23, en que las dos trazas aparecen
como una sola recta, en el espacio son realmente dos rectas
distintas, asi como en los de las figuras 27 y 28 debe tenerse
en cuenta que las trazas que faltan son paralelas & las exis-
tentes, pero situadas en el infinito; mas no asf en el ultimo
caso, en que sdlo se conoce una recta del plano, dejando 4
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éste indeterminado.. Hsta indeterminacion cesa si se cono-
cen ademds las proyecciones de un punto ‘a- cc) del plano;
en el caso parficular do estar el punto equldlstante de los
planos de ployeccmn (8) el plano sera bisector.

eel’untos y rectas situades en un plano.—40. Ilemos
dicho (11) que si un punto estd situado sobre una recta, las
proyecciones de ésta han de contener 4 las de aquél, siendo,
por lo tanto, facil distinguir si un punto dado estd colocado
6 no sobre una recta, y pudiendo contener un plano & una
recta 6 4 un punto, vamos 4 ver como se puede averiguar,
4 la simple inspeccién de las proyecciones, si se verifica
dicha circunstancia.

41. Es evidente que toda recta situada en un plano debe
cortar & los de proyeccion sin salirse de dicho plano; por
consiguiente, lo verificars en el punto en que encuentre &
las trazas de aquél, es decir, que las trazas de una recta con-
tenida en un plano han de éstar sobre las del mismo nom-
bre de éste, cuyas trazas, son, por lo tanto, el lugar gedmé-
trico de las de todas las rectas contenidas en él.

42, Asi, pues, podemos muy facilmente conocer si una
recta estd trazada 6 no en un plano dado, coun s6lo hallar

- sus trazas y ver si estdn sobre las del plano, pudiendo tam-

bién por esta consideracion trazar una recta que esté conte-
nida en un plano, con s6lo escoger un punto de cada traza
de aquél, y unirlos por medio de una recta. Segun esto, la
figura 31 nos demuestra que la recta (« 0-a’ ') estd situada
en el plano P @ P’, mientras que la (cd-¢"d’) no cumple
con esta condicion. Si er el plano P P’ queremos trazar
una recta cualquiera, bastard tomar los puntos (A-4) y
(v-v), uno en cada traza, y uniéndolos entre si resultard ]a.
recta (@ b-a’ b') situada en el plano.

43, Para averiguar si un punto estd en un plano, bas-
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tard que por €l se pueda trazar una récta en dicho plano.
Por lo tanto, si tomamos un punto en una de las trazas, y
lo unimos con el dado, es preciso que la otra traza de esta
recta esté sobre la del mismo nombre del plano, para que
éste contenga al punto dado. El punto (m-m'), por ejemplo,
unido con el (2-), tomado sobre la traza horizontsal P, da
la recta (ab-a'b'), cuya traza vertical se halla sobre la P/,
luego el punto (mvm') estd en el plano. No asf el (n-n'), que
unido con el (¢ ¢') da la vecta (¢ d ¢'d’), cuya traza horizon-
tal estd fuera de P. : : :

44. En general, bastando que una recta tenga dos pun-
tos en un plano para estar contenida en él, siempre que de
un plano se conozean dos rectas cualesquiera, serd suficien-
te que una tercera corte 4 estas dos para estar situada en
dicho plano, y tomando un puuto en cada una de aquellas
rectas, y uniéndolos entre si, habremos trazado una recta
en el plano que determinan aquéllas.

De manera que cuando un plano esté determinado por
dos rectas que se corten 6 que sean paralelas, tendremos
que acudir 4 este medio para averiguar si una recta estd
situada en dicho plano, 6 para trazar una que cumpla con
esta condicion. Si el plano estuviere determinado por tres
puntos, 6 una recta y un punto, se reducirfa al caso ante-
rior, uniendo aquellos puntos dos &4 dos por medio de dos
rectas, ¢ bien, en la segunda hipdtesis, uniendo el punto
dado con cualquiera de los de la recta, 6 trazando por aquél
una paralela 4 ésta.

En la figura 32 S0 ve gréficamente lo manifestado en el
parrafo anterior.

En adelante, y tinicamente en alounos casos muy espe-
ciales, tomaremos como datos de un plano tres puntos 6
una recta y un punto, por quedar reducidos al caso de
venir dado por dos rectas.

45, Entre las infinitas rectas que por un punto se pue-
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den trazar en un plaho, hay algunas que relativamente 4 las
trazas de aquél, ofrecen sumo interés. Supongamos el plano
P@ en perspectiva (fig. 33), y una recta 4 B trazada en 6l
por el punto 4, que gire alrededor de éste tomando varias
posiciones AC, AD, AE, AF, etc.; entre ellas habra las
siguientes: una 4 C, que sera perpendicular & la traza hori-
zontal P; una A I, que le sera paralela; una A F, perpen-
dicular a la traza P, y otra 4 D, paralela 4 la misma traza,
siendo ademds ésta y la A B paralelas 4 los planos V' y Z
respectivamente. Estas rectas reciben porsu orden los nom-
bres de lineas de mdxima pendiente (L. M. P.), con relacion
al plano H; paralela al plano H; L. M. P., con relacién al
plano V, y paralela al plano V. Los nombres de paralelas a
los planos H y V provienen de la propiedad de que gozan
dichas lineas, y en cuanto 4 los de mdxima pendiente se
comprende también que siendo las rectas A C y A F las
mds cortas distancias sobre el plano desde el punto 4 4 cada
uno de los de proyeccion, deben marcar en el dado la maxi-
ma pendiente con relacién 4 aquéllos.

46. En cuanto & las proyecciones, siendo la recta 4 K
paralela 4 la traza P, las proyecciones de aquélla lo han de
ser 4 las de ésta (23), luego ae serd paralela 4 P, y a ¢ 4
X Y. Por la misma razon, las proyecciones de A D serdn a d,
paralela 4 X ¥, y @' d’ paralela 4 P". Vemos, pues, que toda
recta de un plano paralela al 7 6 al H, tendr4 la proyeccion
del mismo nombre paralela 4 la traza del plano sobre el
mencionado de proyeccion, y la otra paralela 4 la X V.
A las rectds paralelas 4 la traza horizontal se les llama tam-
bién horizontales del plano. :

Para las proyecciones de la recta 4 O observaremos que
ésta es perpendicular 4 la P C, trazada sobre el plano I; la
A a también lo es al mismo plano, luego aC, que une los
pies de ambas perpendiculares, lo es 4 PC en virtud de un
teorema conocido de Geometria. Vemos, pues, que la pro-
yeccidn de una recta sobre un plano, con relacidn al cual es
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aquélla de mdxima pendiente, es perpendicular @ la traza sobre
el mismo del plano que contiene d la recta. En cuanto 4 la otra
proyeccidn no ofrece particularidad ninguna. :

Por el'mismo razonamiento verfamos que la proyeccmn
vertical de la recta 4 I es perpendicular 4 la traza P F.

En la figura 34 se han hallado las proyecciones de las
rectas que acabamos de considerar, las cuales, como vere-
mos, son de una aplicacion muy frecuente en la Geometria
Descriptiva, especialmente las paralelas 4 los planos de
proyeceion.
\

47. Una linea de un plano que sea de mdxima pendiente

con relacion & uno cualquiera de los planos de proyeceion, j
nos da 4 conocer desde luego la direccion de una de las tra-
2as del plano que la contiene, y podremos, por lo tanto, tra-
zar de este plano una recta paralela al de proyeccion, res-
pecto del cual es de méxima pendiente la linea dada (46 ),
con lo que se conoceran dos rectas situadas en el propuesto,
dejandolo determinado. Asi, si la recta (ab-a'0") (fig. 35),
es linea de mdxima pendiente de un plano con relacion al
H, bastars tomar sobre ella un punto (a-a') y trazar por él
una paralela (@ d-a’ d') al plano H, siendo sus proyecciones,
a d perpendicular 4 a b y o’ d' paralela 4 X V. En su conse-
cuencia, un plano puede estar determinado de posicién por

. una L. M. P, respecto 4 cualquiera de los de proyeccion.
e

/ ’ Trazas de un plano.--48. Siendo necesario muchas veces
hallar las trazas de un plano, vamos 4 tratar de determinar-
las, cualquiera que sea el medio que se emplee para repre-
sentarle. ,

Sabido que las trazas de un plano han de contener las
de todas las rectas trazadas en él, facil es comprender el
método general que debe seguirse para resolver la cuestion
que nos ocupa. Asi, si el plano viniese dado por las dos rec-
tas (wb-a'0'), (ed-¢' &) 6 (ded e)y (fg-fg) (ig. 36) busca-" a4
remos las trazas (h-h'), (v-0") 6 (k-k'), (u-uw’) de dichas rec-
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tas, las cuales, unidas las del mismo nombre, dardn las Py
P del plano. Las trazas del plano han de cortar siempre 4
la X ¥ en un mismo punto, y cuando esto se verifique den-
tro de los limites del dibujo, puede dispensar de éncontrar
una de'las cuatro trazas de las dos rectas.

La dificultad que pudicra presentarse es que una 6 las
dos rectas dadas no tuviesen sus trazas en los limites del
papel, en cuyo caso habria que substituir dichas rectas por .
una 6 dos nuevas (44). La figura 39 pone de manifiesto esta
observacion. También podriamos busear un punto y la di-
reccion de cada traza del plano, valiéndose de alguna de las
proyecciones de rectas paralelas al plano H 6 V. (46), como
indican las figuras 40 y 41. '

Si el dato fuese una linea de méxima pendiente, hdgase
lo dicho (47 ) y estaremos en el caso de dos rectas que se
cortan.

Podria ocurrir también que alguna de las proyecciones
de las rectas dadas fuese paralela 4 la X ¥, en cuyo caso la
recta correspondiente seria paralela al plano de proyeccion
que contiene & la otra que no es paralela 4 aquella linea, y
claro estd que entonces la traza del plano sobre este tultimo
tendrd que ser paralela 4 dicha proyeccion (46), bastando,
por consiguiente, un solo punto para determinar aquella
traza. En las figuras 37 y 38 se presentan ejemplos de este
caso. - '

Cuando el plano esté determinado por tres puntos 6 una
recta y un punto, se reducird al caso de dos rectas que se
cortan 6 paralelas, segtin la observacion (44). Como caso
particular, puede ocurrir que el plano venga dado por una
de sus trazas y un punto. Para encontrar la otra, podran
buscarse dos puntos 6 un punto y la direccién de ells, por

Ldm, 42medio de rectas sitnadas en el plano (figs. 42 y 43), y si la

traza dada corta 4 la X ¥ en los limites del papel, bastars
un punto ¢ la dirececién de la otra.
Comprendidos los métodos anteriores, no habrd dificul-

tad en resolyer los casos particulares de las figuras 44 y 45,

/
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i Posmones relatwas de dos pla.nos. —49, Dos planos pue-
den ser paralelos 6. cortarse; en este ultimo caso, hacerlo

obhcua 0 ,perpendlcula.rrmenbte.

\ \ 50. Cuando dos planos son paralelos, sus intersecciones
con un tercero son rectas paralelas; de consiguiente, las tra-
zas horizontales de dos planos paralelos han de serlo tam-
bién, y lo mismo sucede con las verticales. Ecta es, pues, la
condicion precisaspara que dos planos sean paralelos, y en
general es suficiente; pues estardn determinados por dos sis-
temas de rectas paralelas entre si, y segtin la Geometria del
espacio, debe tener lugar el paralelismo de los planos.

Hay, sin embargo, un caso en que no por ser paralelas :
las trazas del mismo nombre de dos planos lo son también e
los planos, y es cuando éstos sean paralelos 4 1a linea X' I o
Las trazas seran entonces paralelas & dicha linea, y por lo
tanto entre si, pero los planos pueden dejar de serlo. La’
figura 46 ofrece un ejemplo de planos pcualelos y la 47 es
el caso de excepeion.

Si los planos no estuviesen definidos por sus trazas, nin-
guna circunstancia indicaria su paralelismo. No obstante,
podemos cerciorarnos de si los planos dades cumplen esta _
condicion, viendo si es posible trazar en cada uno de ellos e .{
dos rectas que so corten, de manera que las de un plano
sean una & una paralelas 4 las del ofro.

)“i‘ o o

/ #3-Intersecoion de planos.—51. « Cuando dos planos se cor-
tan, pueden hacerlo oblicua 6 perpendicularmente, y como
los elementos que hemos indicado para determinar un pla-
no no pueden sefialar en proyecciones en cudl de las dos
circunstancias lo verifican, s6lo diremos que para que un Gl
plano sea perpendicular 4 otro es preciso que en uno de .
'ellos se pueda trazar una recta perpendicular al segundo,

por el medio que diremos mds adelante.

ok

14"5§52. En ambos ¢asos, lo primero que ocurre es hallar la :

A

=
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interseccion de los dos planos, y siendo este problema de
suma importancia lo trataremos detenidamente. Desde luego
esta interseccién es una recta, y, por consiguiente, bastars
encontrar dos de sus puntos 6 un punto y su direccién. Si
tuviéramos dos rectas tales que estando cada una de éstas
en uno de los planos se cortasen entre si, indudablemente
este punto de interseccion perteneceria 4 la recta que busca-
mos. Mas para que dos rectas puedan cortarse, es preciso

- ante todo que se hallen en un mismo plano, de modo que

para eucontrar un punto de la interseccion de dos planos
- hay que buscar dos rectas situadas en un mismo plano, y
pertenecientes una 4 cada uno de los dados.

. Silos planos son conocidos por sus trazas, es evidente
que las del mismo nombre reunen las circunstancias dichas,
pues estardn sobre uno de los de proyeccién y son rectas de
los dados. Asi, pues, para encontrar la mutua interseccién

de los dos planos PQP'y RSP (fig. 48), buscaremos el

punto (v-v') en que se cortan las trazas verticales de aqué-

llos, el (i-h') de interseccion de las trazas horizontales, y
uniéndolos entre si tendremos la recta (hv-h's'), que es la
linea buscada. Es evidente, ademds, que los puntos (i-7')
y (v-v') son las trazas de esta recta.

La figura 49 presenta nuevos ejemplos de lo mismo, y
la 50 casos particulares en que, aplicando el procedimiento
indicado, sblo se obtiene un punto de la interseccion. Pero
conocido 6ste, bastard hallar las proyecciones de una recta

paralela 4 la que se busca para tener su direccion, la que .

obtendremos cortando uno de los planos por un tercero pa-
ralelo al otro.

JH-53. Pero cuando no se conocen lag trazag de los pldanos,
0 no se encuentran en los limites del dibujo las del mismo
nombre, el método anterior no puede aplicarse y hay que
buscar otras rectas que, llenando andlogas condiciones que
las trazas, puedan substituirlas. Facil es obtenerlas cortando
los planos dados por un tercero auxiliar y las intersecciones
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de éste con aquéllos dardn en su punto de encuentro uno de
los de la interseccién buscada.

Cualquier plano sirve como auxiliar, pero entre todos
los que pueden emplearse habra unos que den sus intersec-
ciones con los dados con més facilidad que otros, y lo natu-
ral es escoger aquéllos con preferencia & éstos. Ademads,
aun tomando los planos auxiliares determinados por sus
trazas, puede resultar que éstas y las de los dados estén en
andlogas circunstancias que las de estos udltimos entre st,
y entonces, en vez de eludir la dificultad, la habriamos
repetido. : : :

Por estos motivos se comprende la importancia que
tiene el hacer una acertada eleccién de planos auxiliares,
por lo que nos detendremos en algunas consideraciones
sobre este particular. v

.#-54:. Teoricamente, una recta queda determinada cono-
ciendo dos de sus puntos, y un punto por dos rectas que se
corten; mas si aquéllos estdn muy préximos puede haber
error en la direccion de la recta, y si dos rectas se encuen-
tran bajo un angulo miy agudo, dejan en cierto modo inde-
terminado su punto de interseccion.

Para evitar estos inconvenientes y los anteriormente ex-
puestos; es preciso escoger los planos auxiliares qde cum-
plan, en cuanto sea posible, las condiciones siguientes:

1.2 Que sus trazas corten a las de los dados en los limi-
tes del dibujo.

2.2 Que lo hagan bajo dngulos, por lo menos de 45°.

3.2 Que las intersecciones del plano auxiliar con cada
uno de los dados se corten también en los limites del papel
y bajo dngulos no inferiores 4 45°.

42 Quelos dos puntos que determinan la interseccion
buscada no resulten muy préximos.
 Los planos auxiliares mds ventajosos bajo dichos con-
ceptos son los paralelos 4 cualquiera do los de proyeccion,
4 la linea de tierra, 6 pasando por ésta: asf, pues, debemos
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ante todo ocuparnos de buscar la interseccién de uno de
estos planos con otro cualquiera.

| 55. La fignra 51 contiene los datos de un plano cual-
quiera P ¢ P’y del R’ paralelo al H. Desde luego la inter-
seccion serd una recta pavalela al H, - y como ha de estar

contenida en el 2 ¢ P’ serd una de sus horizontales, con:

1o que conocemos su direccion, que ha de ser paralela 4 la
traza P @; por otra parte, el punto (v-0") es de la intersec-
cion, y, en su consecuencia, ésta tendrd por proyecciones
las (v m-v'm"). :

Las (figuras 52) presentan otros ejemplos' de este caso,
asi como la 53, la interseccion de un plano cualquiera con
otro I, paralelo al vertical.

) Siel segundo plano fuese paralelo & la linea X ¥, po-

Urfa aplicarse el método general, como hemos visto en la
figura 49.

Lam. S‘Jﬁ Sea (fig. b4) el plano PQ P’ y el que pasa por la Xy
y. por el punto (a-a'); desde luego la interseccion del primer’

plano con aquella linea, 6 sea @, serda un punto de la inter-
seccion de los dos planos; para encontrar otro, trazaremos
por (z-a’) un plano auxiliar paralelo & uno de los de pro-

yeecion, al V' por ejemplo: las intersecciones de dste con
los dados seran (ab-a' b') y (feh'c'), las cuales dan el
punto (n#n); luego la interseccion pedida serd (@) n-Q n’).
Observaremos que sismpre que se tome como plano auxi-
liar uno que pase por la linea X ¥, intervendran on el pro-
blema dos planos auxiliares.

w 56, Para lo que mospueda_convenir luego, vamos 4

Cestudiar las circunstancias que presenta la interseccion de

los dos planos P P/ y (B-R’, a-a') de la figura 55, El que
pasa por la linea de tierra formara con los dos planos de

proyeceion dngulos siempre complementarios y variando

cada uno de ellos desde 0° & 900 § viceversa. Con sélo supo-
ner que la altura del punto (a-) sobre el I varta desde 0°
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al infinito, tendremos dichos éngulos. Si el plano formase
un dngulo 0° con el horizontal, 6 lo que es lo mismo, si
estuviese confundido con él, la interseccion de los dos
planos serfa (m p-m’ p’); cuando el plano pase por los
puntos sucesivos (a-a’), (a-b).... las intersecciones serdn
(m g-m'q’), (ms-m's).... (B5) y cuando llegue & confun-
dirse con el V, su mterseccién con el otro serd (m t-m'¢).
Analizando ahora las proyecciones de estas diversas rectas,
vemos que 4 medida que el plano que pasa por X Y forma
dngulos mayores con el H, la proyeccién del mismo nom-
/bre de la recta interseccion forma dngulos cada vez menores
con la XY, y por el contrario la otra proyeccion los forma
cada vez mayores, siendo los limites de los primeros el que
forma la traza P con la X Y-y cero, y los de los segundos
cero y los que forma P’ ¢ con la misma linea.

Dicho lo que antecede, apliquémoslo & distintos casos =
de interseccion de planos.

a§’0 B7. La figura 56 presenta el caso de dos planos en que
“las trazas horizontales no se encuentran en los limites del
dibujo; desde luego conocemos el punto (v-v') de la inter-
seccidn, y para obtener otro emplearemos el plano auxi-
liar Z°, que nos dard el punto (mm). En su laogar podra
buscarse la direccion de la recta por medio del plano 7' V. 77,
paralelo & uno de los dados, y aun por una simple cons-
traccién geométrica se resolveria este problema trazando
por el punto » una’ recta que fuese 4 concurrir al punto de
encuentro de las rectas P¢) y £'S que no pueden prolongarse.
~ Silas trazas queno seencuentran fuesen paralelas (fig.57),
queda desde luego resuelto el problema sin méas construc-
cién, pues pasando los dos planos por las rectas P @ y RS,
que son paralelas, la interseccion de aquéllos serd paralela
4 éstas, y conociendo el punto (4-%') lag proyecciones de la
interseccion serdn (f m-h'm’). :
En el caso en que ni las tru7as horizontales ni las
“verticales de los planos se corten en los limites del dibujo
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| (figura 58), habrd que buscar dos puntos de la interseccion
repitiendo las construcciones de la figura 56 ; asi por medio
_ de los planos auxiliares Z y X' se han obtenido los pun-
tos (m-m') y (n-n) de la interseccion (m n-m’ n'), 6 bien puede
buscarse un solo punto (m-m’) por ejemplo, y la direccidn,
valiéndose del plano 7'V 7' paralelo al PQ P’, 6 también,
después de obtenido equél, trazar por m y m' dos rectas
que vayan 4 concurrir 4 los puntos de encuentro descono-
cidosde PQ, RSy P'Q, B S. :
. Si dos trazas del mismo nombre son paralelas, bastard
encontrar un solo punto, pues conocemos ya la direccion (57):
(figura 59). Si las otras dos son también paralelas, hemos
L dicho (50) que los planos también lo son, y, por lo tanto, la
f : interseccion estard en el infinito; hay, sin embargo, que
1 exceptuar el caso en que sean paralelas 4 la XV, pues
i entonces los planos pueden cortarse, y bastard hallar un
- solo punto de la interseccion, sabiendo que ésta ha de ser
i
E

:
?.
?

paralela & la X' ¥; para obtener el punto cortaremos los
. planos dados (fig. 60) por otro R S I’, hallaremos la inter-
seccion eon cada uno de los dados y el punto (a-a’) en que
1 ,éstas se cortan serd el pedido.
" ~./  Como caso particular puede presentarse aquel en que]\
K las trazas de los dos planos formen dngulos casi rectos conl ¢
‘! : la X Y (fig. 61); si aplicdramos el procedimiento empleado
!

en la figura 58, como las intersecciones de los planos dados
con los auxiliares paralelos & los de proyeccion, son rectas
- paralelas 4 las trazas de los planos, podria ocurrir que se
encontraran muy lejos, y siempre lo harfan bajo dngulos
muy agudos. Por lo tanto, no son convenientes dichos pla- 4
nos auxiliares. En este caso podremos emplear planos que |
| _pasen por la linea X' ¥ y un punto cualquiera. Supongamos
i el que pasa por dicha linea y el punto (e-¢): sus intersec- ;
L ciones con los dados son (85) (@ n-Q ) y (Sr-Sr7), las cua-
les dardn en su encuentro un punto de la interseccion. Pero |
recordando (56 ) que las proyecciones de aquellas intersec- 1
ciones auxiliares forman dngulos variables con la X'V, de-
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pendientes del que forma el plano auxiliar elegfdo con el H,
y que dichos dngulos estdn comprendidos eutre ciertos
limites, deduciremos que para que las proyecciones Q) n
y Sr se encuentren, han de formar cada una de ellas an-
gulos pequefios con la X ¥, y, por lo tanto, el plano auxiliar
un angulo grande con el 71, lo que equivale a decir que
el punto (e-¢’) debe estar cerca del plano ¥ y muy elevado
con relacion al F, como estd tomado. Pero en estas circuns-
tancias, las proyecciones @'y S’ formardn éngulos gran-
des con la X'V, y lo probable es que no se encuentren, 6
de hacerlo serd bajo angulos poco convenientes, viendo
por consiguiente que debe hacerse una operacién especial
para cada proyeccion y buscar dos puntos de la proyeccion
horizontal y dos de la vertical.

Asi para obtener un punto de la proyeccién vertical
debe hacerse uso de un plano que pase por la XV y un
punto (b-8") que esté cerca del plano I y separado del V,
‘obteniendo las intersecciones auxiliares St y Qu'. De la
misma manera se puede obtener otro punto de cada proyec-
cién, 6 busear la direccion de la recta, 6 valerse de la cons-
truccion grafica indicada en los casos anteriores.

b \

g4 @ ~ Cuando uno 6 los dos planos propuestos no vienen
dados por sus trazas, es preciso buscar dos puntos de su
interseccion por medio de planos auxiliares paralelos 4 los
de proyeccion, 6 un golo punto euando por circunstancias™
especiales se conozea la diveccion que haya de tener aquella
recta. Como para encontrar la interseccion del plano AuKi——
liar con otro determinado por dos rectas, por ejemplo, hay
que buscar la interseccion de cada una de éstas con aquél,
acaso pudiera creerse que no sabiendo aun encontrar la
interseccion de una recta con un plano, no estamos en con-
diciones de resolver este problema; pero la posicion espe-
cial de los planos auxiliares elude esta dificultad. Supon-
gamos que se trata de hallar la interseccion del plano Z'
con el dado por las rectas (ab-a' ') y (cd-¢c d) (fig. 62).
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Sobre la traza Z' estd proyectado veltlealmente todo lo que y 5

contiene aquel plano ¥, por lo tanto, los puntos de encuen-
tro con (wb-¢'b’) y (¢d-c'd’), cuyos puntos han de tener 4
la vez su proyeccién vertical sobre ¢/ b’ y ¢ d’; luego m’ y n’
son estas proyecciones, y las horizontales serdn las m y n.

Sentado esto, presentaremos varios problemas de inter-
seccion de planos cuando no estdn dados por sus trazas,
indicando las operaciones efectuadas y que el alamno estd
ya en condiciones de complendel

(Fig. 63.) Un plano dado por sus trazas y el otro por
dos rectas (a b-a'b') y (cd-c" d’) que se cortan.

(Figs. 64 y 65.) Un plano PQ P’y el otro por su linea
de méxima pendiente («b-¢"b) con relacion al plano .

(Fig. 66.) Un plano por dos rectas que se cortan (a b-a'b),
(cd-¢' d'), y el otro por dos rectas (eg-¢'g) y ([l I)
paralelas.

(Figs. 67 y 68.) Los planos dados por una traza y un

punto; [P, (a-a’)] y [@, (0-0")]. Se ha empleado un solo plano.

auxiliar que pasa por la recta (¢ b-a’ ).

Lam 62 (Fig. 69.) Un plano por la traza Py el punto (a-a’), el

ofro por su linea de maxima pendiente (b ¢-0’ c') con relacion
al plano . v

(Fig. 70) Los dos planos por sus lineas de maxima pen-
diente («b-a' b') y (¢ d-¢" d’) con relacién al plano H.

Posiciones relativas de una recta y un plano.-¥~59 Una

S
S

recta respecto 4 un plano, puede serle paralela, oblicua d*;i'

perpendicular,
Se dice que una recta es paralela 4 un plano. cuando en

éste puede trazarse una paralela 4 aquélla, de modo que un
- plano puede tener una infinidad de rectas paralelas sin que
éstas lo sean entre si, y cuyas proyecciones tendrdn distin-
tas inclinaciones respecto & las trazas del plano, de lo (,uajﬁ

se deduce que el paralelismo de una recta y un plano no,
implica condicion ni dependencia alguna entre las pxoycc
ciones de aquélla y las trazas de éste.
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6’9 60. Desde luego sucede lo mismo cuando una recta es
< oblicua 4 un plano, mas no asi si la vecta y el plano son per-
pendiculares, pues en este caso las proyecciones de la recta
son perpendicualares 4 las trazas de aquél. Bastara observar
que los planos proyectantes de la recta son perpendiculares
al plano dado, ademds de serlo 4 los respectivos de proyec-
cion; luego las intersecciones de éstos con el dado, 6 sean
sus trazas, lo serdn también al proyectante correspondiente,
y en consecuencia & las proyecciones de la recta que deter-
minan, por ser rectas trazadas en dichos planos por el pie
de cada una de dichas trazas. Sabemos también que la reci-
~proca solo es cierta cuando la perpendicularidad se verifique
4'la vez entre las proyecciones de una recta y trazas de un
plano sobre dos que no sean paralelos, como sucede en los
empleados en la Geometria Descriptiva; de consiguiente
podemos sentar que si las proyecciones de wna recta sen per-
pendiculaves d las trazas de un plano, aquélla y dste lo son
tambien. :

- Sin embargo, hay que haeer notar una sola excepcion

de esta regla, y es cuando el plano sea paralelo 4 la linea
de tierra, sus trazas también serdn paralelas 4 dicha iinea,
y entonces todas las rectas’ situadas en un plano perpen- ,
dicular 4 la X Y tendrdn sus proyecciones perpendiculares i
4 las trazas de aquél, y sin embargo s6lo puede haber entre :
aquellas rectas una que le sea verdaderamente perpendicular. o 4

‘BLLGI Cuando una recta no es paralela & un plano aftra-
viesa & éste, y el punto en que lo verifica es el que vamos
4 determinar.’ 4

Bl método general que se emplea para resolver este pro-

blema consiste en hacer pasar por la recta un plano auxi-

liar cualquiera, hallar la interseccién de éste con el dado y

el punto en que esta wltima recta encuentra 4 la propuesta

“serd el que se pide. Asi; si PO P (fig. T1) es el plano y

(@b-a'b’) la recta, haremos pasar por ésta un plano cual-
..qujera J SR (41) -hallalemos su interseceién (¢ d-¢' d’) con

b
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el P¢) P’ (52), y el punto (m-m’) de encuentro de esta recta
con la dada es el punto buscado. - :

Pero en lugar de escoger para plauo auxiliar un plano
cualquiera, se pueden tomar planos en condiciones especia-
les que simplifiquen las operaciones; perpendiculares; por
gjemplo, 4 los de proyeccion, que tengan una de sus trazas
paralela 4 una de las del dado, 6 que sean paralelos 4 la
recta X Y. Las figuras 72, 73 y 74 son ejemplos de lo que .
acabamos de decir. : :

Desde luego se observa que los planos auxiliares més
ventajosos son los proyectantes de la recta dada pues sim-
plifican notablemente las operaciones.

Cuando el plano no viene dado por sus trazas (figs. 75
y 16), basta seguir el trazado de éstas para comprender las

Joperaciones efectuadas, advirtiendo que en el segundo caso
en que el plano esta definido por una L. M. P. con rela-
cion al I, se ha trazado por el punto (m-m') una horizontal
del plano, con lo que ha quedado reducido al caso de la
figura 75.

6 62. Cuando los planos que intervienen en un problema
de aplicacion proceden unicamente de los medios emplea-
dos para resolver aqué!, sélo se consideran de ellos los ele-
mentos que los determinan, pues de lo contrario cubrirfan
gran parte de las lineas 6 cuerpos objetos de la cuestion,
confandiendo notablemente el dibujo y perjudicando 4 la
claridad de los resultados, aparte de que en estos cusos
dichos planos sélo existen en la mente del que resuelve el
problema; mas cuando aquéllos existan realmente y son
datos 6 resultados del asunto de que se trata, en cuyo caso
son limitados, como caras de poliedros, etc., no se puede
prescindir de ellos y es preciso y conveniente distinguir lo
que queda oculto 6 no por dichos planos.

%% 63. En su consecuencia, cuando una recta corta 4 un :

plano, parte de ella quedard oculta por éste y hay que tra-
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zarla marcando esta circunstancia. Desde luego la traza de
la recta sobre el plano serd el punto de separacion de la
parte vista y la oculta, y ya sabemos el modo de determinar
dicho punto; para distinguir qué parte de la recta es Vlst‘l \4
cudl no, sentaremos primeramente los convenios estibleci-
dos sobre este particular. Hemos dicho (8) que el observa-
dor se considera siempre colocado en el primer cuadrante,
pero ademds se admite que estd 4 una distancia infinita de-

lante del plano ¥, cuando se considerela proyeceion de este -

nombre, y 4 una altura infinita también sobre el I, cuan-
do se observen las proyecciones sobre este plano.

De este convenio resulta que los rayos visuales que del
punto de vista van 4 parar 4 los puntos de la proyeceién
horizontal, son perpendiculares al plano de este nombre,
asi como lo son al ¥ los rayos visuales dirigides & la pro-
yeccidn sobre este plano, y, porlo tanto, estos rayos visuales
se confunden con las lineas proyectantes de lns puntos del
espacio. Asf, pues, si la proyeccién horizontal puede consi-
derarse producida por los rayos visuales que del punto de
vista van 4 pasar por los del cuerpo 6 conjunto de lineas
que se consideran en el espacio, aquella proyeccion no sers
mds que una vista del cuerpo desde ana distancia infinita
sobre €, y por andlogas consideraciones la proyeccién verli-
cal puede suponerse que es una vista del cuerpo desde una
distancia infinita delfmte devdl:

Considerada la Geometria Descriptive bajo este nuevo
concepto, se comprende con qué facilidad y exactitud las
proyecciones pueden indicarnos la verdadera forma, dimen-
siories y posiciones de los cuerpos en el espacio, y como es
posible también, dados éstos, representarlos fislmente en un
papel, pues asf como nos formamos idea de un pueblo, edi-
ficio, mdquina  objeto cualquiera por medio de un dibujo
de los llamados vulgarmente vistas, mucho mds exacto y
fdcil debe ser formarse tal idea cuando se tienen dos vistas,
desde puntos distintos y conocidos, relacionadas de tal ma-
nera que de ellas puede deducir, todo el que conozea los

«
.
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recursos de esta ciencia, las distancias verdaderas, las posi-
ciones relativas y las demds circunstancias referentes 4 for-
mas, posiciones y dimensiones.

Se comprende también que puede haber puntos, rectas y
porciones de planos que en proyeccién horizontal sean vie-
tos, y ocultos en la vertical, puesto que para cada proyeccion
se considera distinto punto de vista.

) w.,(l/ 64, Volviendo 4 la cuestién que nos ocupaba y sentado

lo dicho, deduciremos que si un rayo visual pasa por distin-
tos puntos, s6lo uno serd visto por el observador, el que esté
mds cerca de él, 6 sea el mds separado del plano de proyeceion
que se considere. De modo que si en la figura 77, en la que
el punto (m-m’) es el punto de encuentro de la recta (zb-a'b’)
con el plano P P’, queremos saber qué parte de la proyec-
cién @ b hay que considerar como vista G oculta, no hay

b

mds que tomar un punto cualquiera de ella, tal como el n*-

trazar por él la linea proyectante (n-n'), busecar la interseccion
de esta recta con el plano (61) y con la linea (ab-a'’), cuyos
puntos son respectivamente (n-s) y (n-n'), y comparar des-
pués sus alturas sobre el plano horizontal; dé esta compara-
cién resulta, que estando el (n-n') mds elevado que el (n-s'),
el punto de la recta estd mas cerca del observador, y, por lo
tanto, que la parte am de la recta es vista en proyeccion ho-
rizontal, mientras que la b m es oculta. Para la proyeccion
vertical seguiremos el mismo procedimiento, aplicandolo, por
ejemplo, al punto (#-t'), cuya proyectante (') corta al plano
y 4 la recta en los puntos (#-r) y (t-t), y estando el 7 mds
cerca del observador, se deduce que el punto del plano
oculta al de la recta; luego la parte m’ b es oculta, y
la m' o vista. ‘ ,

Este método es general y puede aplicarse siempre, como
veremos en nuevos ejemplos més adelante; debiendo recurrir
4 él en los casos que haya duda; pero generalmente es inne-
cesario, pues observando con alguna detencién el problema
se vendrd en conocimiento de las posiciones relativas de las
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lineas, planos 6 cuerpos, y podrd deducirse inmediatamente
qué p‘l{tes son vistas y cudles no. En el ejemplo plesente se
comprende en seguida que la parte de recta (@ m-a’ m’) queda
por encima del plano, y en proyeccion: horizontal debe ser
yista, rﬁienmas que la (m b-m" b).debe ser oculta, pues esta
pormon de recta queda por debajo del plano PQ P ycom-
prendlda entre éste y los de proyeccion. Andlogo razona-
miento se haria para la proyeccién vertical.

i 4
w Problemas. %§ Para ﬁyu' més las ideas adquu'ldas
hasta el presente y acostumbrarse 4 combinar debidamente
las propiedades que se han expuesto, vamos 4 resolver una
serie de problemas que son aplicaciones de aquéllas, y con
los cuales el alumno adquirird practica en la resolucién ord-
fica de las cuestiones de Geometria en el espacio.

@. Propuova 1.°  Hallar las trazas de una recta situada
on un plano perpendicular d la lnea de tierra y cruzdndose
con e’std

Si por la, recta hacemos pasar un plano cualquiera y
hallamos sus trazas, en ellas estardn las de la recta pro-
puesta (41) y como han de .estar ademds en sus proyeccio-
nes, serdn forzosammente los puntos de interseccion de las
trazas del plano auxilidr con las proyecciones del mismo
nombre de la recta.

Siendo, pues, (¢ bd’ b) (fig. 78) la recta propuesta, si
por un puanto (z-«’) de ella trazamos una recta, aquélla y
ésta determinaran un plano cuyas trazas resolverdn el pro-
blema; pero para mayor sencillez podemos trazar dicha recta
paralela 4 la X' ¥, y serd la (¢ m-a’ m), con lo cual el plano
determinado serd también paralelo 4 X ¥, y por consigniente
sus trazas, de las cuales bastars encontrar un punto de cada
una, Las trazas de la (@ b-a’ b') son el objeto del problema,
las de la (@ m-a/ m') no existen, pero podemos tomar una
nueva recta situada en el plano de aquellas dos que pase por
el etro panto (66%), tal como la (bm-b' m’) (44), cuyas tra-
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sas (b 1), (v-v') fijardn las P P’ del plano en cuestion, y éstas
nos daran en (k-£") y (u-u’) las de la recta propuesta.
Lo :
O} cA €60 —Propruva 2.0 Dada una de las proyecciones de una
recta situada en un plano, hallar la otra proyeccion.

Si por la proyeccion dada se imagina el plano proyectante
correspondiente, y hallamos su interseccion con el que con-
tiene la recta, es claro quelas proyecciones de aquella inter-
seccion serdn una la misma dada y otrala que se pide. Estas
consideraciones nos indican que el problema es determinado

| ; v el modo de resolverle.
A continuacion resefiaremos algunos casos en los cuales
el plano esta dado por distintos elementos.
En la figura 79 el plano estd dado por dos rectas
que se cortan, y se ha buscado su interseccion con el plano
! proyectante de m n, proyeccion dada, y se ha obtenido
la m' n'. &
Si la proyeccion dada fuese pavalela 4 una de las rectas
que determinan el plano, parece qué no se podrian aplicar
las operaciones indicadas; pero si observamos que la recta
cuya segunda proyeccion se pide ha de ser paralela 4 la
: (@ b-a' b) (fig. 80) puesto que son las interbseccionés del plano
e dado con los proyectantes de a b y m n, supuestas paralelas,
deduciremos que debe serlo tamhién 4 o’ b’ la segunda pro-
yeccion buscada (23), que serd, por lo tanto, m’ n'.

Si mn (fig. 81) es paralela & X Y, se encontrard m’' n’
por el mismo método y (mn-m'n’)serd una de las rectas del
plano dado paralela al V. :

En la figura 82 el plano estd dado por una de sus lineas
de méxima pendiente con relacién al H, y basta seguir las
operaciones indicadas para deducir coémo se ha resuelto el
problema. £ : ;

Lgm, 7»  En las figuras 83, 84, 85 y 86 se presentan varios casos
en que el plano estd dado por sus trazas; en todos ellos se
‘ha ‘encontrado la interseccion de dicho plano con el proyec-
L‘Eaute que pasa por la proyeccion dada. En la 84, la recta

e | G
N 87
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Capituio I1.

Cambio de plancs, gires y abatimientos.

CAMBIO DE PLANOS DE PROYECCION

y Aun cuando al resolver un problema de Geometria
Descriptiva deben haberse escogido los planos de proyeccion
dela manera mas apropiada 4 sus datos ¢ indole, puede, sin
embargo, suceder que en el transcurso de su resolucién se
presenten circunstancias en las que no sea ya ventajosa
aquella eleccion 6 se llegue 4 un resultado final en que las
incégnitas no estén expresadas con toda la claridad apete-
cible.

Por otra parte, hay casos en que la posicion de las rectas
y planos, respecto & los de proyeccién, complica notable-
mente ciertas cuestiones que hubieran podido resolverse con
suma sencillez en otras circurstancias de aquellos elemen-
tos. Asi, por ejemplo, al hallar las trazas de una recta per-
pendicular en direccion & la linea de tierra, ¢ la interseccion
de dos planos cuyas trazas son casi perpendiculares 4 la
misma, nos han demostrado cudnto mds complicadas eran
las operaciones necesarias en aquellos casos particulares que
las empleadas en otros para resolver los mismos problemas.

Estas dos circunstancias, unidas 4 la imposibilidad de
representar debidamente 4 veces un edificio, una méquina
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algo complicada, ete., ete., nos indican la necesidad de cam-
biar uno 6 los dos planos de proyeccion elegidos en un prin-
cipio por otro U otros que eludan dichos inconvenientes,
pudiendo hacerse estos cambios cuantas veces se consideren
necesarios y en cualquier estado en 1 encuentre el
dibujo.

El objeto, pues, de la teoria de los cambios de planos
de proyeccion es, dadas las proyecciones de un sistema cual-
quiera de elementos geométricos sobre dos planos, hallar las
nuevas proyecciones.sobre otros distintos.

gﬂ._ Admitido que los planos de proyeccion han de ser
swmpre perpendiculares entre si (3), es evidente que cuando
se quiera cambiar un solo plano, el nuevo ha de ser perpen-
dicular al del antiguo sistema que se conserve, y cuando se
cambien los dos, éstos deben serlo entre si. Pero ademds de
esta condicién, puede convenir también, segin las exigen-
cias del problema que se resuelva, que los nuevos planos
que vayan 4 emplearse tengan posiciones determinadas res-
pecto & rectas 6 planos conocidos, lo cual serd asequible,
mientras no se oponga 4 la condicién anterior, por medios
distintos y dependientes de las circunstancias que se quie-
ran reunir. ;

Lo dicho indica desde luego que los casos de cambios
de planos que pueden presentarse son tan variados como
las condiciones diversas que pueden imponerse. Sélo nos
ocuparemos de los qiie con mds frecuencia ocurren, reunien-
do con ellos, sin embargo, un caudal de conocimientos que
puede bastar para resolver otros distintos.

LS :'J! @i Supomendo ante todo que se tenga dado un plano
il para plano horizontal de proyececién, cualquier otro V,
V', V... que le sea perpendicular puede formar con él un
sistema de planos de proyeccion. Si tenemos también las
proyecciones de un punto M sobre los planos H y V, vere-
mos pronto que es muy fdcil obtener sus proyecciones sobre

\
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otro plano ¥V’ que forme sistema con el mismo H, y esta
facilidad con que se pasa del plano ¥ al 7/, no teniendo los
dos mads dependencia que la de ser perpendiculares al H
que no ha cambiado, nos induce 4 proceder siempre por
cambios sucesivos de un plano, pudiendo cambiar primero
el plano ¥, como hemos dicho, por el V', después conservar
éste y cambiar el H por otro H' que sea perpendicular &
aquél, con el cual constituird un sistema completamente
distinto del primitivo, y 4 partir de éste y por una marcha
igual, hacer nuevos cambios y llegar, por tltimo, 4 los pla-
nos de proyeccién mds & proposito para el asunto de que se
trate, en los cuales se havan las operaciones que el caso re-
quiera, y nada impedird luego traer los resultados obtenidos
al sistema primitivo, deshaciendo, por decirlo asi, en un
~ orden inverso, los cambios que se hubiesen efectuado.

1% B8 . Por consigniente, antes de entrar en materia y refi-
" riéndonos al cambio de un solo plano, podemos hacer aque-
llag consideraciones generales 4 todos los cambios é inde-
pendientes por lo tanto de [as condiciones particulares con
que se elijan los nuevos planos.
Sabido es que la linea de tierra es la que fija y deter-
mina los planos de proyeccion; desde el momento en que se
trace en un papel dicha linea, queda establecida la posicidon
de aquéllos, serialados los distintos cuadrantes € indicado,
por la colocacion de las letras X V| el sentido en que se ha
efectuado el giro del plano V7 (14). Pero cuando se cambie
uno de los planos del sistema, la linea de tierra debe variar
; y se ha de trazar la nueva en el papel 6 plano del dibujo
segun la direccion en que se haya elegido. Para indicarla
| emplearemos las mismas letras X ¥, pero 4 fin de que no

se confunda con la primitiva se le afiade un acento 4 cada
@  letra, en esta forma X' Y, haciendo otro tanto para cada
‘ linea de tierra que se establezca, de modo que el nimero de
acentos nos indicara el orden segtin el cual se han estable-
cido estas lineas. Ademés, dichas letras deben escribirse de
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manera que al poner el papel en disposicion de leerlas apa-
rezca que el abatimiento del plano ¥ se ha hecho de delante
hacia atrds (6).

2%’683, Estando los dos planos del sistema primitivo abati-
dos de modo que el papel en que se dibuja representa los
dos planos, sobre este mismo papel deben irse abatiendo los
nuevos de proyeccion que se elijan; asi si cambiamos pri-
mero de plano vertical, el naevo debs abatirse sobre el hori-
zontal antiguo 6 sea sobre el plano del dibujo; si ahora
cambiamos el plano H, el nuevo debe abatirse sobre el
vertical con que forma sistema, que lo habia sido ya sobre
el del dibujo, y de esta manera todos los planos vienen &
confundirse con el unico que realmente existe, que es aquel -
en que se opera, :

Respeeto al sentido en que se haga el abatimiento de
cualquiera de estos planos, siendo indiferente efectuarlo
hacia un lado 6 & otro de la linea de tierra establecida, lo
haremos, sin embargo, de modo que las proyecciones que
se obtengan sobre el nuevo plano resulten en la parte del di-
bujo en que haya menos confusién de lineas, y entonces se
escriben las letras X ¥ del modo indicado anteriormente (82).

: ‘Y\ 84. Las nuevas proyecciones y trazas de puntos, rectas
y planos se marcardn con las mismas letras que tenfan en el #
sistema primitivo, afiadiendo un acento mds por cada nueva
proyeccion de los mismos que se encuentren. Asi, si' de un
punto A4, cuyas proyecciones sobre el primer sistema son
(a~a’), se encuentran otras nuevas, se sefalardn poLa ca
etcétera....., segun el orden en que se vayan estableciendo,
y la misma regla se seguird para las de las rectas y trazas
de los planos.

Pudiera objetarse quiza & este medio de notacién que
habiendo admitido en un principio que: las proyecciones
horizontales se indicaban con letras sin acento y lds verti-
cales con un acento, debiera procurarse por lo menos que al
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aumentarlos resultasen tenerlos en nimero par las nuevas

proyecciones horizontales y en impar las verticales; pero
aparte de que todas estas reglas obedecen tan sélo & conve-
nios que en nada se obligan unos 4 otros, debe considerarse

que si nunca ha habido razén para llamar plano horizontal

y plano vertical 4 los dos que constituyen el sistema elegido

en un principio, menos la hay todavia cuando se adoptan
otros planos que tienen inclinaciones cualesquiera sobre

cada uno de aquéllos, y, por lo tanto, desaparece por com-

pleto toda idea de horizontalidad y verticalidad, no exis-

tiendo ya proyeccion horizontal ni vertical, sino proyeccio-

nes sobre dos planos perpendiculares entre si.

'7?(;\:

\}ff% 85. Ademds de todo lo expuesto, siempre que se tenga
4 la vista un dibujo en que intervenga algin cambio de
plano, es muy fdcil averignar 4 cudl de los antiguos subs-
tituye el nuevo que se haya tomado, pues serd siempre al
de nombre contrario 4 las proyecciones que se conserven,
Asi, si después de un cambio, las proyecciones de un punto
A resultasen ser las (¢'-a”'), el plano que se ha cambiado es
el horizontal, pues aquél resulta referido 4 un sistema de
planos de proyeccion, constituido por el vertical del antiguo
Yy otro nuevo.

‘j}{q 86. Util serd, indudablemente, resumir todo lo dicholim, §2
- sobre un dibujo. Sea éste Ja figura 98, la que analizada de-
tenidamente nos da & conocer todas las operaciones en ella
efectuadas. Desde:luego se ven tres lineas de tierra distin-
tas XV, X' V', X" Y", indicindonos los acentos el orden
en que se han-trazado. La perteneciente al sistema de pla-
nos de proyeccion primitivo es, por lo tanto, la X ¥, y en
este sistema se tienen las proyecciones y trazas de un punto
(@-a’), de una recta (be-b'c’) y de un plano PQ P’. La se-
gunda linea de tierra es la X' ¥, indicando la colocacion
de las letras el sentido en que se ha hecho el abatimiento.
Prescindiendo por ahora de la manera como deben obte-

gl
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nerse sobre el nuevo plano las proyecciones del punto y
recta dados, asi como la traza del plano, admitiremos que
dichas proyecciones y traza son respectivamente «'’, b ¢/
y P”, por lo cual estos elementos vendran representados
por (a-a’), (be-b"¢’) y PQ P, y como las proyecciones
horizontales antiguas se conservan, todas las operaciones
ejecutadas hasta ahora obedecen & un cambio de plano ver-
tical, siendo las nuevas proyecciones de este nombre las
a’, b’ ¢’ y P". Kl abatimiento del nuevo plano se ha hecho

_sobre el horizontal antiguo, es decir, sobre el papel del di-

bujo; pero téngase presente que si las letras X’ ¥’ se hubie-
ran puesto como estdn las X Y, hubieran indicado un
abatimiento en sentido inverso al efectuado, y las nuevas
proyecciones hubieran quedado conlas @ y b ¢ 4 un mismo
lado de la recta X' Y.

La ultima linea de tierra es la X’ ¥'/; las proyecciones y
traza sobre el nuevo plano del punto, recta y plano dados
seran las «''/, 0" ¢’ y P'"; y como éstas substituyen &
las @, b ¢y P, indican que se ha hecho un cambio de plano
horizontal, mejor dicho, que el plano H antiguo se ha subs-
titufdo por otro perpendicular al que se conserva, y cuya
traza sobre él es X" Y.

Sentados estos precedentes, pasemos al modo de realizar
los cambios de planos, 6 sea hallar las proyecciones de pun-
tos y rectas y las trazas de planos sobre los qué se vayan
eligiendo sucesivamente.

rrr

/y Cambio de plano con relacién 4 un punto.—87. Sean

(a-a) (fig. 99) las proyecciones de un punto dado sobre el
sistema de planos de proyeccién cuya linea de tierra es X' V.
Si queremos cambiar el plano / de este sistema por otro
que también sea perpendicular al V, trazaremos la nueva
linea X" Y y observaremos que, no cambiando el plano V
ni la posicion del punto en el espacio, su proyeccion de este
nombre debe ser la misma y la nueva deberd encontrarse
sobre la perpendicular ¢’ ¢ 4 la linea de tierra X' ¥ (7).



GEOMETRIA DESCRIPTIVA 65

Para averiguar en qué punto de esta perpendicular estd la
proyeccion buscada, recordaremos que la distancia que hay
de la proyeccion horizontal de un punfo & la linea XY
mide la que existe entre el punto y el plano V, y como no
han cambiado las posiciones de uno y otro, esta distancia
es la misma que antes. Tomese, pues, «’ o' ignald oa y
(@/-a) serén las proyecciones del punto referido al nuevo
sistema de planos. Si quisiéramos cambiar por completo el
sistema de planos tendriamos que substituir el ¥ antiguo
por otro perpendicular al que produjo sobre ¢l la linea de
tierra X/ 17, siendo, por ejemplo, la nueva la X" ¥ Apli-
cando el mismo razonamiento que antes trazariamos la per-
pendicular @’ o’ y tomarfamos o/« igual 4 o' a, resul-
tando para proyecciones del punto las (a-a"").
., iCambio de planos con relacién & una recta.—88. Su-
‘pongamos (fig. 100) que (@ b-a b') esla recta dada y que se
quiere cambiar el plano ¥, siendo X* ¥ la nueva linea de
tierra. Bs evidente que buscando las nuevas proyecciones
de dos puntos de la recta y uniéndolas entre si tendremos
la proyeccién sobre el nuevo plano. Los puntos elegidos son
los (a-a') y (6-b',) cuyas proyecciones sobre el plano que va
4 substituir al V son ¢ y 0" (87), y (@ b"-a 0) son las pro-
yecciones actuales de la recta. No habiendo variado la recta
ni el plano I primitivo, la traza de este nombre de aquélla
debe ser la misma, y, por lo tanto, @' 5" debe cortar 4 Vg
en un punto 2 tal que & 1/ sea perpendicular 4 ella, sir-
viéndonos esto de comprobacion, si bien es conveniente ele-
gir el punto (h-/') con preferencia d otro cualquiera de la recta.

El punto (»-»'), traza vertical antigua, dejara de serlo en
el nuevo plano, y si queremos obtener la nueva buscaremos
ol punto (k-%”) como sabemos (17).

Si queremos cambiar ahora el plano que se habia con-
servado, trazaremos la nueva linea de tierra X I” .y apli-
cando las mismas reglas encontraremos la nueva proyec-
cion a’” """ dela recta dada.

ol
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Al cambiar uno de los planos de proyeccién con relacién
4 una recta pueden presentarse algunos casos especiales
que conviene analizar por la simplificacion que muchas
veces reportan.

Supongamos que se trata de cambiar el plano vertical,
y que la recta dada sea la (uv-o/ v’) (fig. 101), que por ser
paralela al plano que no cambia, es claro que tendra la
nueva proyeccion paralela 84 X' Y'; (« v-a” v”) son: pues, las
nuevas proyecciones de la recta dada. Si ésta fuese la
(bu-b" w), cuya proyeccién horizontal es paralela & X'V,
indicard que el nuevo plano de proyeccion que se ha tomado
es paralelo 4 ella. La nueva proyeccién b " se obtiens
aplicando el método explicado. -

i la nueva linea de tierra fuese la proyeccion horizontal
¢ @ de una recta (¢ d-¢’' @), el plano proyectante vertical de
ésta serfa el nuevo plano de proyeccién, y se obtendria la
¢’ d” de la manera dicha; pero esta proyeceion serfa la mis-
ma recta del espacio que quedaria abatida con el plano que
la contiene sobre el horizontal antiguo.

Si la recta dada fuese la (¢fe’f), y la nueva linea de
tierra resultase perpendicular 4 la proyeccion horizontal de
dicha recta, desde luego conoceriamos la nueva, que debe
ser prolongacion de aquélla. Pero en este caso la recta que-
da indeterminada y es preciso serialar las proyecciones- de
dos de sus puntos, lo cual puede obtenerse facilmente con
sOle tomar las distancias o’ ¢/ y o' £, respectivamente igua-
les 4 o¢’ y of". ‘

i (%i:ffcambio de planos con relacion 4 un plano.—89. POP

(figura 102), es el plano dado, y se quiere cambiar el vertical,
siendo X’ Y la nueva linea de tierra. La traza P subsistird
la misma, por no cambiar ni el plano horizontal ni el dado,
luego si buseamos sobre el nuevo la proyeccién de un punto
cualquiera de aquél, podra considersrsele determinado por
su traza horizontal y un punto, y podemos hallar de la ma-
nera dicha (48) la ofra traza.
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Bl punto (a-a) es el elegido, su nueva proyeccion es al
y el plano queda determinado por Py (a-a"); como Q' es
un punto de la nueva. traza bastard hallar otro de la manera
que indica la figura, y P serd la traza buscada.

Slemple que sea posible debera elegirse con: prefer encia
4 otro el punto (b:67), que por hallarse & la vez en los tres
planos es de la traza vertical P y de la P’ que se pide; to-
mando por consiguiente la distancia 6 6" igual 4 60', b serd
un punto de la nueva traza. »
~ Para cambiar el otro plano, siendo X Y la linea de
tierra, seguiremos la misma marcha. :

En el caso de no cortar 4 la nueva linea X' V' la traza
que se conserva, hay que buscar dos puntos 6 un punto y la
direccion. : :

: ;‘ﬁ{ambiode uno de los planos de proyeccién satisfaciendo
el nuevo 4 ciertas condiciones con respecto 4 una recta ¢ &
un plano.—90. En este caso, la pumela operacion consiste
en trazar la nueva linea de tierra; una vez establecida ésta,
facil es determinar por los metodos explicados anterior-
mente las nuevas proyecciones 6 trazas de cualquier punto
recta ¢ plano que se dé en el sistema primitivo.
T2 . :
»:} b 91. Supongamos dada la recta (ab-a’¥’) (fig. 103) y que
se quiera cambiar el plano ¥ de modo que el nuevo sea pa-
ralelo 4 aquélla; es claro que la lihea X' ¥’ ha de serld &
la ab, es decir, 4 la proyeceiéon de nombre confrario al del
plano que se cambia, por ser ambas lineas las interseccio-
nes del plano que se congerva con dos planos paralelos, el
que proyecta la recta segin @ b y el nuevo de proyeccion.
Asf, pues, X'V’ es la linea de tierra buscada, pudiéndose
hacer en seguida el cambio con relacion & los elementos
geometucos que se hayan dado; la aueva ployeccmn de la
recta («b-a'0’) serd o' b (88);

%@92. Si el nuevo plano ha de ser perpendicular 4 una
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recta conocida, como también ha de serlo al plano que no se
cambia, s6lo se podrd satisfacer 4 estas condiciones cuando
la recta dada sea paralela & dicho plano y entonces la nueva
linea de tierra serd perpendicular 4 la proyeccion de la recta
que tenga nombre contrario al'plano que se trata de substi-
tuir; pero fuera de este caso no puede efectuarse el cambio
directamente y sf s6lo por medio de un cambio preliminar
que ponga los datos en aquellas condiciones.
Asi, siendo (ab-a'?) (fig. 104) la recta dada, y supo-
i niendo que vamos 4 cambiar el plano H, haremos de modo
e que aquélla sea paralela al otro plano de proyeccién, cam-
bidndole por otro que reuna dicha cualidad de paralelismo,
para lo que trazaremos la X' Y’ del modo indicado (91).
La nueva proyeccién de la recta (ab-'b') serd la a”/ 5", y
ahora tendremos que cambiar el plano horizontal de modo.
que el nuevo sea perpendicular 4 la recta dada y lo serd
i también al ltimo plano vertical. La X" V", perpendicular
5 d a” 6", es la linea de tierra buscada, y haciendo los cam-
bios indicados con relacion 4 los pﬁntos, rectas 6 planos
| que se hayan dado, obtendremos sus proyecciones sobre un
‘ plano de las circunstancias pedidas; en cuanto 4 la recta
i que ha fijado la posicién del plano tendrd por proyeccion
| sobre él el punto '’ b,
Mids sencillez se obtendria tomando el plano proyectante
de la recta 4B como plano vertical paralelo 4 la misma,
0%, Lam,g,“ como se ha efectuado en la figura 105.

-

o W S\V’(?\S?a. Si es un plano el que ha de fijar la posicién del
£ i;/) _“huevo y éste ha de ser perpendicular 4 aquél, como ha de
© " serlo al mismo tiempo al de proyeccién que se conserva, lo
- serd 4 la interseccion de ambos, 6 sea 4 la traza del plano

. dado sobre dicho de proyeccién. La figura 106 poue de ma-

nifiesto esta sencilla construccién: PQ P’ ¢s el plano dado

y se trata de cambiar el herizontal por otro que sea perpen-

dicular 4 aquél. La X 17, que lo es 4 la P’ resuelve el pro-

blema. El plano dado tiene por nueva traza la P (89),
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]

%X 94, Cuando el plano tuviera que ser paralelo 4 uno
“ “conocido, sélo se podria llegar 4 este resultado por un solo
cambio, siendo dicho plano perpendicular al del antiguo
sistema que se conserva, pues sélo asi podria ser perpen-
dicular 4 éste el nuevo de proyeccién paralelo al dado. Pero
si el plano dado no ocupa esta posicién, deberd hacerse un
cambio preliminar del modo explicado en el caso anteriory
conseguiremos aquella circunstancia, bastando entonces que
la nueva linea de tierra sea paralela 4 la traza obtenida del
plano propuesto, pues des planos perpendiculares & un ter-
cero s6lo son paralelos cuando lo son sus trazas sobre él.
Asi, en la figura 107, en que PQ P’ es el plano dado,
para cambiar el plano horizontal por otro que le sea para-
lelo se ha cambiado primero el ¥ por otro que le sea per-
pendicular y tenga por linea de tierra la X' ¥’ P es la
nueva traza y ahora se puede cambiar el plano horizontal
por otro paralelo al PQ P trazando la X" ¥ paralela & P,
y aquel plano vendrd representado en el nuevo sistema por
su Unica=traza P’. Se hubiera podido tomar esta misma
traza por ultima linea de tierra, lo cual indicarfa que el
nuevo plano horizontal en vez de ser paralelo al dado, se

confundia con €l

0 0 Substituir uno de los planos de proyeccion por otro cual—"'
guiera.—95. Se quiere, por ejemplo, substituir el plano Vn
por el dado P @ P’ (fig. 108). Este caso queda reducido al >
anterior considerando que el nuevo ¥ no sélo ha de ser ,
paralelo al dado, sino confundirse con él; por lo tanto, cam-
biaremos primero el horizontal por otro XY’ perpendicular
4 aquél, buscaremos la nueva traza P’ de este tltimo y éste
serd la linea de tierra definitiva (94 ).

ﬂ

QR T A

‘y Cambv Fun smtema de planos de proyeccion por ofro
cua.lqu ora.—96. Para que el nuevo sistema sea definido
debe conocerse uno de los planos y su interseccion con el |
otro que le es perpendicular, 6 sea la linea de tierra. Supon-




70 GEOMETRIA DESCRIPTIVA

| gamos (fig. 109).que PQ P’ deba ser el plano vertical del
| nuevo sistema y la recta (a 6-a' ") contenida en él la linea
i de tierra. Cambiaremos primero el plano H por otro per-
pendicular 4 aquél, siendo XY la linea que fija este cam-
bio. La nueva traza del plano serd P’ 'y la nueva proyec-
cién de la recta la @b, que debe resultar sobre aquella
traza, por ser proyecciéon sobre un plano perpendicular al
que la contiene. Ahora ya podemos tomar el plano PQ P”
como plano vertical; P serd la nueva linea de tierra X ¥/,
resultando para la recta la otra proyeccion ¢”'b"’, y como el
5 plano horizontal del sistema que se busca ha de ser perpen-
| dicular al dado, que actualmente es vertical de proyeeccion

~de un sistema, y ademds ha de pasar por la recta que con-

tiene dicho plano, es claro queen a¢”'%' /" se tendrd la ultima
& 'y definitiva linea de tierra X'/ V',

i
:
|
:
\
|
:
:
:
:
|

GIROS

‘ 97, La aplicacién en la préctica de los procedimientos
l;, /2’ ‘explicados para los cambios de planos de proyeccidn, tiene
| por objeto principal representar los puntos, rectas y planos,
refiriéndolos 4 un sistema respecto al cual tengan aquellos |
: elementos una posicién mds ventajosa para obtener el resul-
tado apetecido en el problema que se trata de resolver; mas
| también puede conseguirse andlogo objeto por un procedi-
‘ miento inverso, cual es suponer invariable el sistema de
i planos de proyeccion adoptado en un principio y cambiar
i en el espacio la situacion de los elementos que estaban
representados en dichos planos, de modo que resulte esta
' representacion como se desea.
’ Ningiin inconveniente habrd en este cambio si podemos
| hacerlo de una manera tal que los puntos, recta:y planos o
| que intervengan'en el problema guarden siempre <u posi- =
l cion relativa, pues entonces no se habrdn modificado las
l ' propiedades geométricas inherentes 4 aquel conjunto de
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elementos, debiendo, por lo tanto, Ser el mismo el resultado
del problema. ! o hitatl

Pocos son los casos en que estos resultados deban con-
servar, respecto 4 los planos primitivos, la posicion relativa
que les asignen los datos y condiciones del problema; pero,
si ocurriera asi, fcil nos serfa, después de resuelto aquél, y
por un moyvimiento inverso al efectuado, volver el todo 4 la
posicion primitiva de los datos.

98. El movimiento de que hablamos debe ser sencillo y
facil de seguir, y se obtienen estas circunstancias haciendo
girar todos los puntos del sistema geométrico, objeto del
problema, alrededor de determinadas rectas, que permanez-
can fijas durante el movimiento, y que reciben el nombre
de ¢jes. Lios procedimientos por medio de los cuales se veri-
fican estos movimientos de rotacién constituyen la teoria
de los giros.

09. Cuando muchos puntos estdn intimamente ligados
entre sf y hacemos girar 4 uno de ellos alrededor de una
recta, de manera que este punto se conserve siempre 4
igual distancia del eje, y los demds puntos sigan el movi-.
miento, conservdndose también las mismas sus distancias
al eje y las que medien entre si; es claro que en cada mo-
mento del giro serd siempre la misma la posicién relativa
de todos los elementos, la cantidad angular que gire uno
girardn todos los demds, y cuando el primero vuelva &
su primitiva posicién, los segundos ocupardn también las
suyas. :

Bn cuanto 4 las circunstancias que concurren en el giro
de un punto alrededor de una recta, sabido es que aquél
pendicular al eje, su centro es la interseccion de este plano
con este eje, y el radio la distancia que hay del centro al
punto considerado. Comprendido como se efectia éste mo-
vimiento, veamos el modo de represeutarlo, conseguido lo
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cual, facil nos serd fijar en un momento cualquiera la posi-
ci6n del punto.

100. Siendo la proyeccién de una linea sobre un plano
la interseccién de éste con la superficie cilindrica proyec-
tante de aquélla (10), cunando la linea sea una circunferen-
cia y su plano paralelo al de proyeccién, el cilindro serd
circular recto, y sn intersecciéon con dicho plano serd otra
circunferencia, mientras que la proyeccién de la linea dada
sobre el otro plano del sistema sers una recta paralela 4 la
linea de tierra.

Una circunferencia y una recta paralela 4 la linea X Y,
son, pues, las proyecciones del movimiento descripto por un
punto al girar alrededor de un eje perpendicular 4 uno de
los planos de proyeccion, y en ninguna otra posicién del eje
pueden obtenerse proyecciones mds fdciles de trazar; pues
si fuese oblicua 4 cualquiera de los planos de proyeecién
serian aquellas elipses 6 una elipse y una recta, y aun en
el caso mds favorable de ser el eje paralelo 4 la linea de
tierra, en el que las proyecciones de un circulo perpendicu-
lar & 6l serfan una sola recta perpendicular 4 X ¥, no obten-
driamos ventajas, pues sabido es cudn estéril resulta una
proyeceion en esta forma.

Vemos, pues, que un eje perpendicular & uno de los pla-
nos de proyeccion es el.mds ventajoso, por cuanto se repre-
senta muy facilmente el movimiento de rotacién de un punto
alrededor de él, facilidad que origina igual cireunstancia 'y
sencillez en los procedimientos que vamos & explicar.

Por lo demds, indiferente es que el eje sea perpendicu-
lar 4 uno 1 otro de los planos de proyececion.

10l. Para la notacién en los giros y con el objeto de
que las letras nos indiquen que se ha efectuado una opera-
cién de este género, siempre que se obtengan las proyeccio-
nes de un punto después de sufrir un movimiento de rota-
cién le sefialaremos con las mismas letras que tenfan antes,
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pero con un indice cuyo nimero nos indique el de giros que
ha sufrido el mismo punto. Asi, (@,-¢';) indica que el punto
(a-a’) ha girado alrededor de un gje; (b5-b'5) queel punto (6-0")
ha sufrido tres movimientos de rotacion; (@4 0”0”1 6"")
que la recta (ab-a'0’) que tuyo primero dos cambios de
planos de proyeccion ha tenido después una rotacion.

'é f‘ Giro de un punto alrededor de un eje perpendicular 4 uno
de los planos de proyeccion.—l102.  Sea (fig. 110) (a-a’) un
punto dado y (zy-2'y) un eje alrededor del cual ha de
girar una cierta cantidad angular. El punto en el espacio al
girar describird una circunferencia cuyo plano serd perpen-
dicular al eje y tendréd por traza vertical la recta a’a’y, es-
tando proyectada en la misma dicha circunferencia. Su cen-
tro tendrd por proyeccién (0-0'), el radio serd (oa-0"a’), ¥y
como es horizontal se proyectard en su verdadera magni-
tud en o¢; luego a b a, sera la proyeccion horizontal de di-
cha cireunferencia, y tomando sobre ella, 4 partir de a, la can-
tidad angular que tenga que girar el punto dado, tendremos
en a;, por ejemplo, la nueva proyeccion horizontal de aquél,
siendo evidentemente ', la otra proyeccion. ‘

Siempre debe indicarse, y se hace generalmente por una
flecha, el sentido del movimiento, y cualquiera que sea la
posicion del punto respecto 4 los pfanos de proyeccion y al
eje se encuentran las nuevas proyecciones siguiendo la mis-
ma marcha. ;

¢l "L (Hro de una recta alrededor de un eje perpendicular 4
1o de los planos de proyeceion.—108. Sila recta (ab-a'b')
(figura 111) ha de girar una cierta cantidad angular alrededor
del ejo (zy-xy'), bastard hacer girar 4 dos de sus pun-
tos (99) la cantidad expresada, y unir por una recta la
nueva posicién de aquéllos. Los puntos elegidos son los

(@) y (b-0') que después del giro (102) se han colocado en
Ia (a,-a4), (b5-0%4) ¥ (@ by-a'y b';) serdn las nuevas proyeccio-
nes de la recta.
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Cuando la recta tenga su traza sobre el plano perpendi-
cular al eje, en los limites del dibujo, se tomars con ventaja
este punto en vez de otro cualquiera, pues evita el, trazar
una recta paralela 4 la linea de tierra, por estar una de sus
proyecciones sobre esta linea. Asi el punto (4-%") se-ha colo-
cado en (i4-h'y), y mas simplificacién podia obtenerse, si en
lugar de un segundo punto cualquiera se toma el que, como
(¢-c'), se halla proyectado en la interseccién de la proyeccién
horizontal de la recta dada con la circunferencia descripta
por el punto /%, pues se evita asi el trazar otro arco de dis-
tinto radio.

También debe observarse, que siendo iguales las cuerdas
le, Iy ¢y, deben equidistar del centro z y, luego xy m=—z Yy
y en todas las posici‘oues dfz la recta dada, ’al ;'Jeriﬁgaw;b
giro, serd su proyeccién horizontal tangente alaeéaml@fvéuyo
radio es igual 4 la perpendicular bajada desde el pie del gjo
4 dicha proyeccién; ademds, como el dngulo mazym, es
igual al correspondiente 4 la cantidad angular que gira la
recta, se deduce ofra regla para hacer este giro. Esta regla
se ve explicitamente aplicada en la figura 112.

3 Bl caso que acabamos de considerar es el m4s general,

L’pero entre las posiciones particulares que puede ocupar la
recta debe contarse la de que dicha recta corte al eje. En-
tonces el punto en que lo verifique permanece inmovil, y
bastard hacer girar otro punto cualquiera (ig. 113).

La figura 114 se refiere al caso en que la recta sea para-
lela al eje; cuando éste se halle en uno de los planos de pro-
yeccién, facilmente se alcanza la simplificacién que re-
portard.

%

. 164; Observemos, finalmente, que si la recta (@ b-a"b)

(figura 111) continuase su rotacion alrededor del eje (zy-x'y")
llegaria un momento en que la proyeccién ab seria paralela
d la XY, en ceuyo caso la recta on el espacio lo serfa al plano
vertical. Si el eje fuese perpendicular 4 este plano, obten-
drfamos andlogas consecuencias respecto al horizontal, De

g Ak
AP S %



i

GEOMETRIA %ESCRI’PTIVA 5

iaqui se deduce que _siempre'e'sgposible colocar una reeta pa-
rela 4 uno de los planos de proyeccion, haciéndola girar
\311'ededor de un eje perpendicular al otro plano.

87 sV :- : i :
5 @(// fGiro‘d?é un plano alrededor de un eje perpendicular & uno e

de los planos de proyeccion.—% %;,,:Supongamos que PQ P’
Y/ (figura 115) sea el plano y (2 y=rly) el eje alrededor del cual
ha de girar aquél una cierta cantidad angular. Tomando
del plano tres puntos, dos rectas, una recta y un punto, etc.,
y haciendo girar 4 estos elementos, éstos mismos nos deter-
minardn en su nueva posicion la del plano, método que
debers seguirse forzosamente cuando el plano esté definido
por cualquiera de aquellos medios; mas en el caso presente,
que lo estd por sus trazas, serd mas ventajoso valerse de la
horizontal y:del punto de interseccion del plano con el eje.
Bste punto permanece fijo, y la traza al girar, no saldra del
plano horizontal y seguird siendo traza del plano. Por lo
tanto, después de encontrar el punto de interseccion (0:0)
del eje con el plano (61) trazaremos la perpendicular om &
la traza P Q; con el radio om describiremos el arco mm, to-
mando desde m, en el sentido en que debe verificarse el
giro, el valor angular #m; dado; trazaremos en i, la tan-
gente P, (), y ésta serd la nueva traza, la cual junto con el
. punto (0-0') determinan el plano; la otra traza puede hallarse
como sabemos (48). ;
. Si el eje fuese perpendicular al plano V se harfan and-
lojgas consideraciones. :
~ (Cuando el punto (0-0') no exista en el plano, éste serd
pawalelo al eje, es decir, penpendicular 4 uno de los de pro-
yec cion, y bastard entonces hacer girar la traza sobre este
plajno como hemos indicado, pues la otra sera siempre per-
perydicular 4la linea X ¥* (fig. LL6): s
"Puede suceder que sin ser paralelos el plano y el gje, su
integrseccion no: esté en los limites del dibujo: entonces
(ﬁglggn'a 117) lo mas sencillo es valerse dela traza horizontal
y de¢ una paralela 4 ella, debiendo emplear dos para obte-

seEimsseome gt
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ner la vertical, si la nueva posicion de la otra no cortara 4
la X ¥ en los limites del papel.

Cuando no se necesiten las trazas serd muy ventajoso
valerse de una linea de méxima pendiente, con relacién al
plano 4 que sea perpendicular el eje, pues el giro de una
sola recta efectuard el del plano.

Si el eje estd situado en uno de los planos de proyeccién
(figura 118) muy ficilmente puede verificarse el giro que se
desea.

104 Observando la figura 115 se ve que si el plano P P’
continuase girando, llegarfa un momento en que la traza
horizontal serfa perpendicular 4 la linea X Y, y, por lo tanto,
el plano lo serfa al vertical. De aquf se deduce que se puede
conseguir que un plano sea perpendicular 4 uno de los de
‘ proyeccion, haciéndole girar alrededor de un eje perpen-
. dicular al otro.

100 Los procedimientos explicados no sélo sirven para

hagcer girar una cantidad angular determinada 4 los puntos,
| rectas y planos, sino que por su medio, y combindndolos ;

de una manera conveniente, se puede hacer ocupar 4 aque-

llos elementos posiciones prefijadas con relacidn 4 otros ele-

mentos.

Pasemos 4 estudiar como ejercicios algunos casos de

estos movimientos, tan importantes y fecundos en sus apli-

.\ caciones. :

el

NP AN Y &

Y { Coloshr utia recta paralela 4 uno de log planos de pro-
| { yeccion.—108) Si se quiere (fig. 119) que la recta (a v-a’ijv')
| resulte paralela al plano horizontal, bastard, segtin hemos
dicho (104), hacerla girar alrededor de un eje perpendicular
al plano vertical. Sea, pues, (¢y-z' y') el eje adoptado, y aun
cuando no sabemos en este caso cudnto ha de girar la regta,
sabemos, si, que debe hacerlo hasta que la proyeccion ver-
tical quede paralela 4 la linea X Y por consiguiente, con el

T /
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radio 2 m’ describiremos una circunferencia 4 la cual tra-
garemos la tangente m', v/, paralela 4 X ¥, que serd la
nueva proyeccion vertical. El punto m se trasladard dm, y
el v al v, sienda v, m, la ofra proyeccién de la recta.

Como generalmente es arbitraria la eleccion del eje de
giro lo tomaremos cortando & la recta dada, con lo que el
giro serd mucho més facil (fig. 120).

¢ Colocar una recta perpendicular & uno de los planos de
; proyeccién.—logé Si la recta fuese paralela al plano de

nombre contrario al que se la quiere hacer penpendicular,

bastarfa hacerla girar alrededor de un eje perpendicular al
que es paralelo 4 la recta. Asf, para colocar perpendicular-

mente al plano ¥ la recta (ab-a’ b') (fig. 121) que es paralela Liam, 10.

al otro plano, tomaremos un eje (zy-# y) perpendicular &
éste y 4 su alrededor haremos girar la recta hasta que su
proyeccion « b se coloque en @y by perpendicularmente

4 X ¥, y entonces la vertical se reducira 4 un punto (ay b)),

obteniendo la recta en la posicion pedida.
Eligiendo un eje que corte 4 la recta (fig. 122) es mucho
mds sencillo este movimiento. :

» 110, Cuando la recta dada no sea paralela al plano de

“ ¥ hombre contrario al que se quiere que sea perpendicular,

tendremos que colocarla en dicha situacion por el medio ex-

plicado anteriormente (108), exigiendo, por lo tanto, dos

\giiros distintos la operacién de que tratamos.

o ( Golocar un plano perpendicular § paralelo & uno de los

“de proyeccion.—111. Siesun plano el que se quiere colocar
perpendicular 4 uno de los de proyeccion lo conseguiremds,
segtin lo que hemos dicho (106), haciéndole girar alrededor
de un eje perpendicular al otro plano, hasta que la traza del
dado sobre éste sea perpendicular dla linea XY, y buscando
luego la otra traza, segtn los procedimientos explicados,
pero teniendo en cuenta, sin embargo, las simplificaciones
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que origina la situacién especial en que queda el plano pro-
puesto. La figura 123 pone de manifiesto lo que acabamos
de decir.

Tomando el eje sobre uno de los planos de proyeccion
(figura 124) todavia serdn mds sencillas las construcciones.

@2 Para obtener un plano paralelo 4 uno de los de

: proyeccmn se necesita que sea perpendicular al otro y que

su traza sobre éste sea paralela 4 la linea X V. Hsto ultimo

" puede obtenerse por un giro alrededor de un eje convenien-

temente elegido (104 ), mas la otra circunstancia debe darse
ya cumplida. ; :

Si asf sucede, la figura 125 demuestra claramsnte lo que
debe hacerse, y siel plano no estd dado en dichas condicio-
nes, puede siempre colocarse en ellas aplicando el método
anterior (111).

62

. 113. Cuando las exigencias de un problema obliguen 4
‘hacer girar un sistema cualquiera de puntos alrededor de
un eje no perpendicular & ninguno de los planos de proyec-
ci6n, deberd hacerse preliminarmente un cambio de pla-
nos, de modo que el eje ocupe dicha posicién con respecto
al nuevo sistema y se pueden aplicar luego los procedimien-

\_’Eos ensefiados.

ABATIMIENTOS

(ilé. Cuando un problema 6 alguna cuestion secunda’
ria de €l sea del dominio de la Geometria plana, es decir,
cuando las operaciones necesarias para llegar al objeto que
dicho problema ¢ cuestién se proponga sean susceptibles de
hacerse en un mismo plano en que se encuentren también
los datos, puede emplearse un procedimiento tan sencillo
como expedito y de un uso muy frecuente en las aplicacio-

nes de la Geometria Descriptiva.
Este procedimiento, que no es més que un €aso especml
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de los giros, consiste en hacer girar el plano en que debe
operarse, llevando consigo todo lo que contiene, alrededor
de una de sus trazas hasta confundirle con el plano de pro-
yeccién que produjo aquélla; resolver el problema por los
procedimientos de Geometria plana, y una vez halladas las
incognitas, volver el plano 4 su primitiva posicion. A esta
clase de giros se les da el nombre de abatimientos.

Los medios explicados para efectuar los giros se pueden
aplicar 4 este caso introduciendo las modificaciones que exige
el no ser, en general, el eje de giro perpendicular 4 ninguno
de los planos de proyeccion, si bien estd situado en uno de
ellos. Bl eje toma en este caso el nombre de charnela del
abatimiento. Pudieran evitarse aquellas modificaciones ha-
ciendo que el plano de proyecciéu que no contenga la char-
nela le fuese perpendicular; pero por sencilla que sea esta
operacion, es més ventajoso y corto admitir las ligeras va-
riaciones que la posicién de la charnela requiere.

1151 En cuanto 4 los puntos que contenga el plano
abatido, como una vez hecha esta operacion son los mismos
puntos que existian en el espacio, pueden seiialarse con las
letras maytsculas correspondientes 4 las que lleven las
proyecciones, aniadiéndolas un indice, indicando asi que
son los mismos puntos del espacio después de verificar un
cierto giro.

xA 116, Supongamos (fig. 126) que P Q P’ sea un plano
elue contiene el punto (@-a) (generalmente s6lo se dard, y
esto basta, una de sus proyecciones). Si este plano se abate
sobre el horizontal de proyeccion, haciéndole girar alrededor
de la traza de este nombre, llevando consigo al punto (a-a’),
es claro que éste describira un arco de circulo situado en

un plano perpendicular 4 la charnela y por consiguiente

vertical, cuya traza serd @ A;, y sobre esta recta deberd
encontmrse el punto una vez efectuado el abatimiento; el
centro delam,"' quie describe el punto estard proyectado
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evidentemente en (0-0°), de modo que su radio serd (0.a-0’ ) y
si pudiésemos conocer su longitud, llevdndola de o hasta Al,'
este ultimo seria el abatimiento de A. Pero observando
que la recta O 4 es la hipotenusa de un tridngulo rectin-
gulo cuyos catetos son o« y la altura del punto A4 sobre el
plano horizontal, es decir, o ¢, podremos construir en oa a;
este tridngulo y llevar su hipotenusa sobre o 4, y estara
resuelto el problema. ; :

Pudiera obtenerse también la longitud del radio hacién-
dole girar alrededor de la vertical que pasa por (¢-a’), por
ejemplo, hasta que se coloque paralelo al plano vertical,
pues entonces se proyectard ‘sobre este plano en su verda-
dera magnitud. Este giro, indicado en la figura; nos da PALR
longitud del radio la recta a’ o';. :

También puede obtenerse el punto 4, de otro modo, te-
niendo en cuenta que si por el punto dado se traza en el
plano la (a b-a' ) paralela 4 su traza vertical, el punto (b-5)
en que esta recta corta 4 la charnela, permanecers fijo du-
rante el giro; @’ b’ es la verdadera magnitud de esta recta,
por ser paralela al plano V; y como esta magnitud no varfa
al deseribir su movimiento el punto 4, el cual no sale del
plano que tiene por traza a 4,, bastard hacer centro en o,
y con un radio igual & &'’ describir un arco de circulo que
ortard 4 dicha traza en 4, y éste serd el abatimiento pedido.

L

‘&%‘“117. Cuando se trate de resolver un problema de Gieo-

metria plana, como en él han de intervenir yvarios puntos
y rectas, es mds ventajoso abatir desde luego los elementos
que determinan el plano, y por medio de ellos encontrar
después los abatimientos de los puntos y lineas que aquél
contenga, lo cual serd mds ficil que aplicar 4 cada punto
lag construcciones que hemos indicado. )

Sea (fig. 127) PQ P’ el plano que se trate de abatir
sobre el horizontal. Dicho plano viene determinado por sus
trazas, pero como éstas dejan de serlo una vez hecho el
giro, y aun una de ellas desde el momento en que éste
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se inicia, s6lo debemos mirarlas como dos rectas que se
cortan. La P permanece fija, y en cuanto 4 la P, tomemos
un punto de ella (a-a') el cual después del abatimiento ven-
dra 4 colocarse en A4 (116), y como el punto’@ no varia,
Q A, 6 P’, serd la nueva posicion de lo que era traza vertical.
Puesto que el punto 4, es el ¢’ después de hecho el giro
.Q A, debe ser igual & @ o' y por lo tanto puede también
trazarse un arco de circulo cuyo centro y radio sean @ y @ a’
hasta que corte en 4, & la recta b y dicho punfo serd el
abatimiento de (¢-a’).

; Bsto sélo es aplicable cuando pueda hacerse uso del
_\\“punto @; en caso contrario, debe recurrirse al método ante-
> \zior aplicindolo & dos puntos distintos.

g'ﬁgﬁ)l)t(alzi(io el abatimiento del plano, supongamos que
{(n-m’) sea un punto de él. Sabemos que la nueva posicion
€' deeste punto ha de estar en la perpendicular i n & la traza

Py si hacemos pasar por 6l una recta cualquiera y hallamos

su abatimiento, éste deberd contener el del punto, siendo,

por consiguiente, la interseccion de ambas rectas.

Si la recta que hacemos pasar por (m-m’) es la (m b-m’ b),
paralela 4 la traza vertical, despuds del giro tambidn serdn
paralelas dichas dos rectas, y como el punto b estd sobre la
charnela, b I, paralela 4 P, sera el abatimiento de aqué-
lla, cuya interseccién con 7 n nos da el punto M, buscado.

Cuando la recta que se haga pasar por el punto sea
la (mc-m’ ¢') paralela 4 la traza horizontal, después del aba-,®
timiento también lo serd; buscaremos, pues, el abatimiento
de (c¢)en C,, y O M, paralela & P, serd el de aquella

rocta, que deberd pasar también por M.

Si hacemos pasar por (m-m’) una recta cualquiera

(de-d ¢), buscaremos el abatimiento de (¢ ¢') y como el

punto d estd sobre la charnela, f, d serd aguella recta aba-

tida, proporcionando, como las anteriores, el punto M.

En las aplicaciones abatiremos, como acabamos de indi-
car, las rectas y puntos que contenga el problema, esco-

giendo siempre aquellos medios que ofrezcan mds ventaja,
7
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pues casos habré en que lineas que hayan servido bara una
{operacion puedan aprovecharse para otras.

9 Wi *
S o B B ; : ¢
?\‘[ 37 {118 Siel plano que se ha de abatir no viene dado por
i: ~ */ sus trazas, pudieran buscarse, pero sin recurrir 4 ellas se

| : puede hacer el abatimiento con igual facilidad; mas no 16

obtendremos sobre ninguno de los planos de proyeccién sino
sobre un plano paralelo 4 uno de ellos, haciéndole girar

.alrededor de una charnela que goce de ignal propiedad; de

u modo que lo que realmente obtendremos seran las proyec-
ciones del abatimiento sobre un plano paralelo al abatido,
después de hecho este giro, por cuya circunstancia es indi-
ferente hacer las operaciones en el mismo plano ¢ en el de
proyeccion que le es paralelo.

-Supongamos el plano dado por dos rectas que se cortan,
4 lo cual puede reducirse siempre cualesquiera que sean
los elementos que le determinen. Sean, pues, (ab-a'0') y.
(b’fc-@{vc') las dos rectas dadas (fig. 128); tomemos por
charnela la horizontal (¢ c-a’ ¢’), con lo cual los pun’ggys ( a‘lg&% e
y (c-¢’) permanecerdn fijos; el (b-0') deseribird unaetretto;
su plano, perpendicular 4 la charnela, tendrd por traza bo
y en ella ha de gat,%};wprozéﬁc&tado el abatimiento de (0-0°); el
centro de dichow g serd (0-0), su radio (0b-0'0’) y la
verdadera magnitud o6, de éste se obtendrd haciéndolo
girar alrededor de la proyectante horizontal ds (0-0) hasta
que se coloque paralelo al plano horizontal (108); llevando
esta verdadera magnitud de o 4 B, éste serd el abatimiento
de (b-0') y Bya y B, ¢ los de las rectas dadas.

Obtenidas éstas y aplicando andlogos procedimientos 4
los indicados (117) podrén obtenerse los de todas las rectas
y puntos que contenga el plano. Asi, el punto (m-m') se
puede abatir por medio de la recta cualquiera (m d-m' d'),
por la horizontal (m e-m’ ¢'), por la paralela al plano verti-
cal (mf-m'f°) 6 por la (m g-m'g’) paralela 4 una de las Aue
determinan el plano, tal como la (a b-¢' '), obteniendo siem-

\Bl'e el mismo punto .

%-‘}*7‘
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: ﬁ.lg Para el problema reciproco de deshacer el abati-

miento de un plano, se comprende que deben seguirse pro-
cedimientos enteramente inversos. Supongamos (fig. 128)
que del plano determinado por las dos rectas cuyas proyec-
ciones son (a b-a’ b%) y (bc-b' ¢’) se conoce el abatimiento de
6stas @ B, y ¢ B, alrededor de la charnela (@ c-a’ ¢’). Para
deshacer el abatimiento del plano deben girar las rectas a B,

_y ¢ B, alrededor de la charnela hasta que ocupen la posi-

cién definida por aquellas proyecciones, lo cual nos indica
que siempre deben darse éstas y el abatimiento, pues con
s6lo el conocimiento del ultimo, nada fijarfa cudndo debe
detenerse el movimiento de las rectas. -

Si en dicho plano abatido se tiene I/, y se quiere hallar
directamente sus proyecciones cuando el plano vuelva & su
primitiva posicion, observaremos que dicho punto al girar
describe un arco de circulo, cuyo plano perpendicular a la
charnela fendrd por traza horizontal M, p y ademds serd
vertical. El punto M, no puede salir de este plano y como
ha de estar también en el de las dos rectas, terminado el giro
debers encontrarse en la interseccion (p ¢g-p’ ¢/) de ambos
planos. Porotraparte, la distancia de M, & p, ¢ sea el radio,
es constante y queda reducido el problema 4 tomar sobre
la recta (p q-p'¢) y 4 partir de (p-p’) una distancia igual
4 p M, paralo que haremos girar aquella recta de modo
que se coloque paralela al plano vertical (108); tomaremos
entonces la magnitud p’ m’; igual & p M, y deshaciendo el
giro (m,-m’;) se trasladard & (m-m'), que son las proyecciones
buscadas. e

Mas debiendo estar en general el punto M, enlazado con
otras rectas y puntos del mismo plano, por lo que hemos
dicho (117), podrén obtenerse sus proyecciones valiéndose de
cualquiera de las rectas que indica la figura, andlogamente
4.1o hecho en el problema directo. ’

'(sCuando el plano venga dado por sus trazas basta para
que sea definido conoger la horizontal y el abatimiento de

" ]a vertical 6 inversamente, segin el plano de proyeccion so-

.
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bre que esté hecho el abatimiento, pues es evidente que de-
berd girar alrededor de la traza que sirvié de charnela hasta
que la otra se adapte sobre el plano de proyeccién corres-
‘pondiente. :

La figura 129 nos presenta un plano P ¢ P, abatido,
en que Pes la charnela; para encontrar la posicion P’ de
la otra traza, tomaremos en su abatimiento un punto cual-
quiera A,, el cual al girar describird una circunferencia
cuyo plano vertical y perpendicular 4 la charnela tendrd
por trazas 4, @, @ . Dicho punto terminard su movimiento
de giro cuando encuentre el pluno vertical, por consiguiente
deberd estar sobre « a; el centro del expresado circulo serd
(0-0) y la verdadera magnitud del radio o 4, siendo o @ la
proyeccion horizontal cuando el punto 4, ocupe su lugar
en el plano vertical. Para encontrar la proyeccion o’ a’ bas-
tara hacer girar dicha recta alrededor de la vertical que pasa
por « hasta que quede situada en el plano de este nombre; o
se trasladard 4 o/, y tomando o', a’'=04,, o' serd la pro-
yeccion buscada, y al ‘mismo” tiempo la nueva posicién de
A, por lo cual a” @) 6 P’ serd la traza vertical del plano
dado, una vez deshecho el abatimiento. También ge podria
encontrar la altura a ¢’ construyendo el tridngulo rectdn-
gulo 0 @ 4, del que se conoce la hipotenusa o d,=—0 4, y el
cateto o a. ‘ e :

Si el punto ¢ no se hallase en los limites del dibujo, re-
petiriamos la operacion anterior para otro punto cualquiera

\B, ¥ determinariamos 4 P’ por dos puntos &’ y .
uando el plano abatido contenga un cierto punto 1/
¥¥ sb deban hallar las proyecciones de su posicion despuds
de deshecho el giro, podremos hacerlo directamente obser-
vando que M, girard en un plano vertical M, ¢ ¢’ perpen-
dicular 4 la charnela y como ha de encontrarse en éste y en
el dado ird 4 parar 4 un cierto punto de su interseccién
(p ¢-p’ ¢')- El centro de la circunferencia descripta por M,
es (p-p’) y la verdadera magnitud del radio es p M,; bas-
tard, pues, para resolver el problema tomar en la recta
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(p gp’ q') y 4 partir de (p-p’) una magnitud igual 4 p M,.
Para ello hagdmosla girar alrededor de un eje perpendicu-
lar al plano vertical y que pase por (p-p’) hasta que quede
situada en el otro plano de proyeccién; el punto (#-r') se
trasladard & (' ;-r;) y (pr-p’;7’,) serd la recta después del
giro. Tomemos ahora pm,=p M, y al deshacer aquel giro
obtendremos para proyecciones de este punto (m-m’) que
serdn también las del I/. ,

Pero es mds conveniente valerse de algunas de las rectas
que pasan por JM, y estén situadas en el plano dado, como
hemos hecho anteriormente. La figura indica las construccio-
nes valiéndose de una recta cualquiera M, S;, una horizon-

\tv-al M, T, del plano 6 una paralela M; » 4 la traza vertical.

PLANO DE PERFIL

i

>4 (lﬁé. " Hemos llamado asf al que es perpendicular 4 la li-

{  nea de tierra y, por lo tanto, 4 los dos planos de proyeccion.
Su empleo es tan frecuente como 1til en las aplicaciones de
la Geometria Descriptiva y con su eficaz auxilio pueden re-
presentarse con mayor claridad los objetos por medio de
nuevas proyecciones que facilitan su estudio.

k@ﬂ Circunscribiéndonos 4 la recta 4 B de la figura 130,
sithada en un plano perpendicular 4 la X' ¥, sabemos que
sus proyecciones la dejan indeterminada; pero si se coneibe
también su proyeccion ¢”’b" sobre un plano de perfil X' ¥ ;}”
desaparecers aquella indeterminacion.

Fécil es encontrar la proyeccion ¢ b’ sobre dicho plano
de perfil X ¥ X', pues se reduce la operacién & un simple
cambio de plano vertical, y como tal se ha abatido sobre el
horizontal antiguo; pero muchas veces conviene obtener di-
cho abatimiento sobre el primitivo plano del mismo nombre.
Para hacer este abatimiento, observaremos que la recta
(@ b-a' 1) esté representada sobre el plano de perfil por
( 6-0' 6") y al girar este plano alrededor de su traza vertical,
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log puntos (a-o), (6-6") describirdn arcos de circulos sefia-
lando 4 la recta la posicién a'; b’y

Considerada la cuestion desde este punto devista, entra
en la teorfa de los abatimientos, por cuya razon la trata- -

mos aqui.

Aun cuando hemos indicado que este abatimiento espe-
cial se emplea cuando el plano de perfil tiene por objeto
proporcionar una nueva proyeccion, puede aplicarse tam-
bién cuando dicho plano sirva como medio auxiliar de reso-
lucién de los problemas.

Para esclarecer lo dicho y hacer patente la utilidad de

estos planos, presentaremos algunos ejemplos.
198, —PropreMA.  Hallar las trazas de una recta perpen-

proyeccién sobre un plano de perfil auxiliar X ¥ X', aba-
tido sobre el vertical, es a’; 4';; las trazas en esta posicion
son A’y v';, que deshecho el movimiento, proporcionan las
verdaderas (h-1') y (v-v'). Comparando este procedimiento
con el empleado en el nidmero (66), se nota la simplifica-
cién que ha proporcionado el plano de perfil. En lugar del
plano X ¥ X' se podfa haber empleado el que contiene la
recta dada, como indica la misma figura; uno y otro pueden
abatirse también sobre el plano horizontal.

"-“:: $&/?l

“L‘ 123.—Prosrema. - Hallar la interseccidn deun plano XF=X

con el que pasa por la linea X ¥ y el punto (a-a’) (fig. 132).—
Tomemos el plano de perfil X ¥ X, el cual corta al PQ P
segin una recta abatida en o' /'y, y al [(a-a), (B-R')] segin
la recta ¥ a';, puesto que ¥ es un punto de la interseccion
de ambos planos, y por ser el de perfil perpendicular al
que pasa por la X ¥, la traza de €ste sobre aquél debera
contener las proyecciones sobre el de perfil de todos los
puntos del otro plano, y, por consiguiente, las del (a-o') que
ha ido 4 parar 4 a',.

Las dos intersecciones auxiliares se cortan en ', punto
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cuyas proyecciones son (m-m’) y la interseccion de los planos
dados es la (Q m-Q' m/). En la misma figura estédn las cons-
trucciones para abatir el plano de perfil sobre el horizontal,
obteniendo forzosamente el mismo punto (m-m’). Siel punto
@ no estuviese en los limites del dibujo, empleariamos otro
plano de perfil para obtener otro punto en substitucion
de aquél.

 Serd conveniente que uno de los planos de perfil pase
por (a-a') por las simplificaciones que produce, como puede
comprobarse haciendo las construcciones en esta hipotesis.

%\m 4, 124,—PropuMA.  Hallar lainterseccion de dos planos P P’

Sy Q Q paralelos d la linea de tierra (fig. 133).—Nos valdre-
mos de un plano de perfil que se puede abatir sobre el hori-
zontal 6 vertical de proyeccion.

&2

125,—Prosrema.  Averiguar si la recta (ab-a' ') es per-

. pendieular al plano PP’ (fig. 134).—Basta cerciorarse de si
la proyeccién o/, b'; sobre un plano de perfil es perpendicu-
lar 4 la traza P, sobre el mismo, del plano dado.

‘L\ Consideraciones generales sobre los cambios de planos,
giros y comparacion entre uno y otro método.—126. Por
lo que llevamos expuesto hasta el presente, puede compren-
derse ya que la resolucion practica de los problemas que
requieren los conocimientos de la Geometria Descriptiva,
serd mds 6 menos fdacil, mds 6 menos hreve, segin la posi-
cion que ocupen los datos relatwamente 4 los planos de
proyeccién que se elijan.

Tanto es asi, que en muchos casos el 1esultado de dichos
problemas puede leerse casi sobre aquéllos, cuando los datos
ocupen posiciones determinadas, 6 por lo menos bastard
ejecutar ligeras construcciones.

Si se trata, por ejemplo, de buscar la distancia entre
~dos puntos dados, podrd medirse inmediatamente si la
| |recta que los une es paralela 4 uno de los planos de pro-
\ yeccn’m.

:
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4
{ Para trazar una perpendicular 4 una recta desde un
punto, podrd hacerse directamente si uno de los planos de
5 proyeccion es paralelo al que determinan la recta y el punto,
6 se confunde con él, conociéndose al mismo tiempo y sin

mads construceiones el pie de la perpendicular.

Con igual facilidad podrd trazarse una perpendicular &
un plano, si éste es paralelo 6 se confunde con uno de los
de proyeccion.

Y finalmente, el dngulo de dos rectas esta representado
en su verdadera magnitud sobre un plano paralelo al deter-
minado por ellas. ‘

Hstos y otros muchos ejemplos que pudieran citarse, po-
nen de manifiesto la influencia en la resolucién de los pro-
blemas de la posicion relativa de los datos.

i 1. 7Dificil es desde un principio elegir el sistema de planos

' de proyeccion més conveniente en todas las fases del pro-

blema, tanto por no poderse prever las posicioues de los ele-

mentos que se vayan determinando, como por requerir aquél

que dicho sistema cumpla quizds condiciones contradicto-

rias; asf, pues, serd necesario, 6 por lo menos conveniente,

recurrir en el transcurso de la resolucion 4 la teoria de los

cambios de planos 6 4 la de los giros, pues ambas, aunque

por distintos medios, tienen por objeto poner los elementos

cofn que debe operarse en las condiciones mds propias para
la pronta y mejor resolucién de los problemas.

Para ello y cualquiera que sea la cuestion principal 6
secundaria que tenga que resolverse, debe analizarse pri-
mero cudles son las posiciones de los datos, con respecto 4
los planos de proyeccion, que den 4 conocer las incognitas
con mds exactitud y menos trabajo, y estudiar en seguida
por medio de qué cambios de planos, por qué giros 6 por
cudl combinaciéon de unos y otros, se puede conseguir aquel
fin recordando que por el cambio de uno de los planos 6
haciendo un giro alrededor de un eje perpendicular 4 uno
de ellos se puede conseguir siempre que una recta cualguie-
ra resulte paralela 4 uno de dichos planos 6 que un plano

o
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(resulte perpendicular 4 uno de los mismos; que en esta dis-
posicién y mediante un nuevo cambio 6 un nuevo giro se
puede obtener la misma recta 6 el mismo plano perpendi-
cular 6 parelelo respectivamente al otro plano del sistema,
y que obtenido ya un plano en esta ultima disposicién
nada impide emplear un tercer cambio de planos substitu-
yendo al que no es paralelo 4 aquél por otro que cumpla
con otras condiciones, 6 un tercer giro alrededor de un eje
perpendicular al plano dado para conseguir que otro ele-
mento ocupe una posicion determinada.

Cuando por medio de dos cambios ¢ de dos giros se ha
llegado 4 poner una recta perpendicular & uno de los planos
de proyeccion, podemos disponer del segundo substituyén-
dolo por otra que llene nuevas condiciones, pero en este caso
no puede emplearse un tercer giro, pues cualquiera que fuese,
harfa perder 4 la recta la posicion adquirida, excepto cuando
fuera ella misma el eje de rotacién que se empleara.

Debemos observar también que 4 veces serd mds conve-
niente quizds recurrir 4 cambios de planos 6 4 giros parcia-
les. Por ejemplo, si dadas/las proyecciones de los tres vérti-
ces de un triangulo se desea obtener éste en su verdadera
magnitud, en lugar de buscar su proyeccion sobre un plano
paralelo al suyo, por medio de cambios, de planos 6 giros,
puede ser mds ventajoso por cualquiera de estos medios lle-

| var separadamente cada lado 4 ser paralelo & uno de dichos

| planos, con lo cual podria construirse aquél en seguida.
'w%Sin embargo de la gran analogia que existe entre una y
Ig | ‘otra teorfa, es innegable la mayor ventaja de los primeros
| considerando que siempre que se cambia un plano sélo va-
| rfan las proyecciones del mismo nombre, mientras que al
\hacer un giro varfan unas y otras, lievando consigo mds
}trabajo y sobre todo mds confusién de lineas en el dibujo.
| Asi es que en los problemas de aplicacion rara vez se em-

E)lean los giros.
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Capitulo IH.

Problemas de aplicacion.

~ 197, Terminado el estudio de cuanto antecede debe en-
{
problemas de aplicacion que puedan presentarse y en que
s6lo intervengan rectas y planos. Efectivamente, conocida
la representacién de un punto, de una recta y de un plano
por el sistema de las proyecciones y determinada la depen-
dencia que existe entre éstas, seglin las condiciones geomeé-
tricas que reunan aquellos elementos, 6 la posicién relativa
que ocupen en el espacio, fécil serd ejecutar graficamente
on todos los casos las construcciones prescriptas en la Geo-
metria general, 4 cuyas teorfas hay que acudir siempre
para inquirir, en virtud del rigor de sus demostraciones,
f« los medios de obtener las cantidades incignitas en cada
) problema. \

Sin embargo, atendiendo 4 que los procedimientos de la
Geometria Descriptiva son en muchos casos medios analiti-

cos que conducen también al conocimiento de las verdades:

que se persiguen, y atendiendo ademds & que estos mismos
| procedimientos originan 4 veces simplificaciones y medios
;‘méxs expeditos para un fin determinado, conveniente serd,
| sin duda, presentar una serie de ejemplos, reunidos en cuer-
po de doctrina, que, al par que corroboren lo manifestado,
den idea de la marcha que debe seguirse en las innumera-

contrarse el alumno en disposicién de resolver todos los .
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bles cuestiones que pueden ocurrir en la préctica y afirmen
4 suvez 4 los alumnos en los conociuientos adquiridos,
acostumbr‘ludoles al manejo de la regla y el compds, tnico
\medio de que sea fructifera la ensefianza de la ciencia de
\que nos ocupamos.

. Mas antes daremos una sucinta idea del modo de llevar
' la prdctica estos conocimientos.

{
|

| 128, Los dibujos de Geometria Descriptiva pueden ser
‘de dos clases: los correspondientes 4 cuestiones de estudio

‘é 4 problemas de aplicacion. Hstos dltimos, cuyo solo objeto:
.es dar 4 conocer los resultados del problema para construir’
los cuerpos materialmente 6 valerse de las que fueron sus
»mcogmtas para un objeto dado, no deben contener més que
1estos resultados y los datos de que dependen; todas las lineas
[y construcciones que se hayan empleado para resolverlo no

l1;1enex1 objeto ninguno, antes bien holgarian en el dibujo y

pudlemn ocasionar errores.

. Debe procurarse en ellos la mayor exactitud y extremada
claridad, para cuyo efecto, si 4 pesar de contener tan sélo
{las lineas estrictamente necesarias, resultasen confusos,

jcomo podeia ocurrir en el caso de haber empleado varios

[abatumentos puede evitarse en parte usando para cada uno
\tmta de distinto color.

| . ! :
| 129. En los problemas de estudio, por el contrario, de-
}'ben conservarse todas las lineas empleadas para su resolu-

cin, pues su objeto es principalmente estudiar y analizar
fésta, deduciendo todas las reflexiones y consecuencias que

‘ofrezea y recordar los principios en que se funda, cuidando,

sin embargo, de no repetir unas mismas operaciones.
1
' Debe procurarse también en esta clase de problemas,

xcomprobar cada resultado parcial de todas las maneras po-

sibles, pues si bien en la préactica puede bastar una sola
\comprobacién, debe tenerse en cuenta que cada ana de
Le/llas es un nuevo método de obtener el punto de que se
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trate, consiguiendo asi distinguir en cada caso particular
cudl de dichos medios es més ventajoso.

Por complicado que sea un problema no debe temerse

que el conjunto de las lineas que lo compongan haga con-
fuso el dibujo, pues si s6 ha empleado en 6l un buen siste-
ma de notacién, y el trazado de las lineas se ha hecho como
es debido, basta examinarlo detenidamente para poder se-
guir todas sus operaciones, y desde luego serd mds facil co-
nocer éstas, conservando todas las lineas de construceion,
que habiéndolas suprimido.
Los problemas de aplicacién que vamos 4 resolver ahora
seran de estudio; bien entendido que si alguno de ellos u
otro cualquiera tuviera que resolverse verdaderamente, en
cuyo cago lo que interesa es conocer el resultado, se deberdn
suprimir todas las lineas auxiliares después de resuelto, &
excepcion de las de correspondencia entre las proyecciones
de cada punto, las cuales deben conservarse siempre.

W’ ﬁ 130. Cualquiera que sea el problema que se trate de re:
solver podremos clasificarlo siempre de dos maneras distin-

tas: problema simple 6 problema compuesto. Lios primeros
son aquellos que se fundun directamente en un teorema
demostrado y cuya aplicacion basta para resolverlo, y los
segundos son los que se componen de varias cuestiones
simples. Por un punto dado trazar una perpendicular & un
plano conocido, es un problema simple y su resolucion se
funda en que cuando una recta es perpendicular & un
plano, las proyecciones de aquélla lo son 4 las trazas de:
éste; pero medir el volumen de una pirdmide dada por sus
proyecciones es un problema compuesto, para cuya resolu-
cién hay que trazar una perpendicular desde el vértice de
aquélla al plano de su base, buscar el pie de esta perpendi-
cular y hallar su verdadera magnitud, asi como la de aquel
poligono.

Para la resolucién de los primeros basta descubrir el teo-
Jouta de la Geometria en el espacio, que expresa las relacio- .
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/es geométricas que ligan las incégnitas & los datos y tra-
| ducir graficamente en el dibujo estas mismas relaciones, y
para los segundos es preciso, ante todo, averiguar las cues-
| tiones simples de que se compone y el orden sucesivo en
|que se han de efectuar. Para ello no hay que tener en
| cuenta para nada los datos especiales que fijan el proble-
.)ma, sino considerarlo en su acepcién mds general; asi en el
ejemplo anterior de la pirdmide, cualquiera que ésta sea,
siempre deberdn verificarse las mismas operaciones y en el
orden alli establecido, terminando por hacer el producto del
ldrea de la base por el tercio de la longitud de la altura.
| 'Hecho este estudio previo del asunto propuesto, se empe-
| )’zaré 4 resolver cada una de sus partes simples, y entonces
| deberd atenderse 4 la posiciéon de los datos respectivos y
formarse idea de la que ocupan en el espacio los puntos,

rectas y planos, para determinar el procedimiento que debe

| seguirse en su resolucion, pues sabido es que métodos apli-

‘ : J cables en unos casos no lo son en otros y que puede ser tal
\.’\}Q ”\la situacion relativa de aquellos elementos que proporcione

simplificaciones dignas de tenerse en cuenta. Asi hemos
visto en la interseccién de planos que no podian seguirse
en todos los casos iguales procedimientos, asi como la re-
gla para hallar las trazas de una recta no era aplicable
cuando se encontraba ésta en un plano perpendicular 4 la
linea X Y, comprendiéndose también que para hallar la
| !verdadera magnitud de una recta paralela & uno de los
| | planos de proyeccién no es necesario trazar ninguna linea.

131, En cuanto 4 la manera de resolver cada una de las
partes de un problema principal, puede hacerse directamen-
te, por cambio de planos, por giros ¢ por abatimientos si la
indole del problema lo permite. En este ultimo caso serd en
geuneral mds ventajoso valerse del abatimiento, pero cuando
el problema no sea de Geometria plana, deberd recurrirse 4
cualquiera de los otros tres, teniendo en cuenta lo manifes-
tado al comparar los cambios de planos y los gires. En cual-

e U Al N o o
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quiera de estos medios que se emplee, debe estudiarse ante
jtodo cudl serfa la posicion de los datos, relativamente 4 los
| planos de proyeccién, que conduciria al resultado apetecido
de la manera mds facil posible, y determinada esta posicion,
habra que ver los cambios de planos 6 los giros y en qué
condiciones unos y otros deberan emplearse para obtenerla,
procediendo entonces 4 su ejecucion.

132. Sobre la preferencia que debe darse 4 la solucién
directa 6 la obtenida por medio de los cambios de planos 6
los giros nada fijo puede establecerse. Generalmente serd
mds expedito valerse de uno de los segundos procedimien-
tos, pero depende siempre de la indole del problema, de la

| posicion de los datos y de la dependencia 6 relacion que i
. exista entre las cuestiones simples de que se componga
| aquél.

| Sélo la préctica puede proporcionar el criterio necesario

| para esta distincion.

Ay

|
S
4 < DISTANCIAS ENTRE PUNTOS, RECTAS ¥ PLANOS
o

z\’*.y,,x 133 —-PROBLEMA 1o Hallar lo menor clzstcmcm entre dos
>/} puntos.

¢ Las proyectantes del mismo nombre de estos dos puntos
y la recta que los une, determinan un trapecio rectingulo
L cuya base es la proyeccion que producemr aquéllagg el lado
opuesto la recta considerada y los otros dos dichas proyec-
ey 3 tantes. Construyendo en cualquier parte uno de dichos tra- |
% pecios (fig. 135) obtendremos la magnitud pedida. Lam, 11, g
También puede considerarse la recta dada como la hi-

ipotenusa de un triangulo rectdngulo en que los catetos son
ila diferencia entre las distancias de dichos puntos 4 uno de
los planos de proyeccién y la proyeceion sobre este mismo !
plano de diclia recta, en virtud de lo cual bastard construir P
 este tridngulo para resolver el problema (fig. 136).

i\ Otro método que puede emplearse es el de cambios de,
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ﬁﬁanos 6 el de giros. La distancia entre los dos puntos seria :
conocida desde luego si la recta que los une fuese paralela
4 uno de los planos de proyeccion, y esto puede conseguir-
se (91) por el cambio de un solo plano (fig. 137) 6 por un
giro (108) (fig. 138). Sien la figura 137 se tomara como
nuevo plano de proyeccién uno de los proyectantes de la
F‘ecta, la operacién equivaldria & un abatimiento de ésta

i{&gura 139).
\

134, —ProBLEMA 2.°  Sobre una recta dada y ¢ partir de un
Ipunto conocido, tomar una cierta magnitud.
| Témese el punto dado y otro cualquiera de la recta, hé-
ganse las construcciones necesarias para hallar la verdadera
distancia entre estos puntos y en ella se podrd determinar
la magnitud pedida buscando luego sus proyecciones corres-
pondientes, por medios inversos 4 los del problema aute-
rior (1).

135.-—ProBramA 3.°  Dividir una recta, dada por sus pro-
| yecciones, en partes proporcionales.

'} Considerando que si una recta en el espacio estd dividi-
| da en un cierto numero de partes y se hallan las proyeccio-
© nes de los puntos de division, la proyeccion de la recta que-
|dard dividida por la de éstos en partes proporcionales & las
lde dicha recta, por formarse en su plano proyectante un
ismtema de paralelas cortadas por dos que no lo son, dedu-
icnemoq que para resolver este problema bastard dividir las
. |dos proyecciones dadas de la recta en las partes proporcio-
Inales que se pidan.

Si las partes tuviesen que ser iguales se dividird cada

una de dichas proyecciones en el mismo ntimero de partes
iguales. Tanto en este-caso como en el anterior, serd mds

(1) Los alumnos se encargardn de hacer las figuras necesarias,
haciendo extensiva esta advertencia 4 todos los casos en que no 86
acompafnen 4 la explicacion.
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conveniente dividir una sola de las dos proyecciones en la

,i-_orma debida y por los puntos obtemdos trazar perpendicu-

' Bares 4 la X Y, que determinardn en la otra las segundas de
&stos puntos. - v -

136, Propreva 4.0 Dividir en media y extrema razdn
wna recta dada por sus proyecciones. i =
= También basta dividir una de las dos proyeemones enla
N® “Fforma dicha y buscar la segunda proyeccion del punto que
lo realice, pues ficilmente se verd que la otra de la recta y
la rect(a. misma lo quedardn lcrualmeute ‘

PEN 4%7 —PropreMa 5.0 Hallay la (hstancm entre un' punto
3‘*’?& y U 1ectd. .

Por el punto tricese una perpendicular 4 la recta (76),
determinese el de interseccién de ambas y luego la verdade-
ra magnitud de la distancia entre este punto y el dado.

.Si la recta fuese perpendicular 4 uno de los planos de
proyeccion, seria para alela al mismo!" Zﬂ que se trazase desde
el punto 4 la recta, proyectdndose en su verdadera magni-
tud sobre dicho plano. Hsta circunstancia puede obtenerse
por dos cambios de planos (92) ¢ por dos giros (109).

* Pambién podria emplearse un abatimiento del plano de-
terminado por la recta y el punto dado.

Empleando los giros serd conveniente elegir los gjes que!
~ pasen por el punto dado, asf como si se hace uso del abati
2 miento la charnels debe pasar por €l. :

S £ : 3 A
,:_. 138, — Propreva 6.0, Hallar la menor distancia de )

punto & un plano.

Desde ol punto debe trazarse una perpendicular al plano,-
hallar su interseccién con ¢l y medir la recta que une este
punto y el dado. : :
. Si el plano fuese perpendlcular 4 uno de los de proyec-
cn’m la recta que mide la distancia pedida seria par alela 4

dicho plano, y sobrg élse proyectarfa en su verdadera mag- -
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i ' ‘ 1n1tud Por cambio de planos (93) ¢ por giros (111), se pue-
b | de llegar 4 este caso.

; * E - Observando que la perpendicular trazada desde el punto
. al plano ha de estar situada en cualquiera de los que por di-
e (,ho punto se pueden trazar perpendicularmente al dado, y
: que la interseccion de ambos y aquella recta lo serdn tam-
i ;blen deducimos la siguiente solucién de este problema, por
i \medlo de abatimientos. Por el punto (¢-a) (fig. 140) se tra-
bl ‘ | |zard al plano dado otro que le sea perpendicular y que para
: | mayor sencillez supondremos set el vertical X' ¥ X, Las tra-
zas de la interseccion de dichos planos serén los puntos 4 y o',
Ey abatiendo el plano X ¥ X con la interseccion y el punto A
1  obtendremos en 7, & la posicién de aquélla, en 4, la de
} ‘ éste y en 4, M, la dlstancia pedida.

|
;
i

(7d

139, Prostmua o Hallar la monor. distancia’ ontre dos

9‘ectas |

el Si éstas son paralelas, tracese un plano perpendicular 4
é \ ambas, y unanse los puntos de interseccién de éste con
{ aquéllas por una recta, cuya verdadera magnitud serd la dis-
| tancia pedida (fig. 141).
| Cuando uno de los planos de proyeccion sea perpendicu-
\lar g las dos rectas dadas, la que mide su distancia resultara
zparalela 4 dicho plano, proyectandose sobre él en su verda-
‘ \dera magnitud. En la figura 142 se ha consegiido este re-
it isultado por medio de dos cambios de planos y en la 143
1/ \por medio de dos giros sucesivos, alrededor respectivamente
de los ejes (wy-2'y), (zu-2/ ).
| Y como dos rectas paralelas siempre determinan un
iplano también se puede resolver este problema abatiendo
"aquél, como se ve en la figura 144,
| Cuando las rectas dadas se crucen, veamos primero las
ioperaciones que deben ejecutarse.
| Sean 4 By €D (fig. 145) dichas rectas y suponga-
,

[

‘mos que M N sea'la perpendicular comin que mide su mi-
nima distancia. Si por N se trazara un plano perpendlcular

\ / VRS
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XA ) WEe A8 ArE o SO

=

{4 C D este plano deberfa contener & M N, como la conten-
dria también el que lo fuese & 4 B en M, luego M N seria
| la interseccion de estos dos platios. Trazando, pues, dos
cualesquiera, Py (), respectivamente perpendiculares 4 las
rectas dadas, su interseccion R S ha de ser paralela 4
M N; por lo tanto, conocida la primera queda reducido el
k problema & trazarle una paralela que corte d la vez 4 aque-
llas rectas. Para conseguirlo, hagase pasar por 4 B un plano
paralelo 4 2 S, por la C D otro que reuna igual circunstan-
cia y la interseccion de estos dos planos paralelos 4 £ S lo
sera también 4 la misma, cortando ademds & las rectas
dadas por hallarse en cada uno de los planos que pasan
por ellas.

Realicemos estas construcciones suponiendo que (ab-¢"6’)
(cd-c d) (fig. 146) sean las dos rectas dadas. Tracemos Lam. {2,
los planos PSP y Q T @ perpendiculares 4 cada una de :
ellas y hallemos su interseccion (rs-rs’). Por un: punto
go ' cualquiera (g-¢') de A B tracemos la paralela (g /-g' 1) &

é' (rs-+'s') y aquella recta y la paralela trazada determina-

| rdn el plano cuya traza horizontal es X. Andlogamente de-

| terminaremos el quo tiene por traza horizontal Z pasando

| por C D yparalelo 4 (r s’ s'), mediante la paralela (/-1 /)

\\ 4 esta ultima y la interseccion de estos dos planos nos dara,

}’ en la parte mn-m’ n' que interceptan las rectas propuestas,

} la_distancia pedida,-de la cual s6lo falta hallar su verdadera
magnitud.

Para que esta menor distancia se pro yecte el su verda-
“dera magnitud sobre alguno de los planos de proyeccion es
preciso que una de las rectas dadas sea perpendicular al
mismo, lo cual puede conseguirse, cuando no se verifique,
| por medio de cambios de planos ¢ de giros. e

En la figura 147, en que (a b-a'b'), (c d-¢' d) son las rec-

tas dadas, se ha empleado ol primer método, substituyendo
ol sistema primitivo de planos de proyeccion por otro X 1"’
on (ue el horizontal es perpendwular 4 la primera de aque-
llas rectas y 1equltando para proyeccmnes de una y otra las
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"(a’” b"-a"b"), (¢ d7'-¢" d"). Obtenidas las rectas en esta
dlSpOS]ClOD la que mide su menor distancia ha de ser para-
'lela al plano horizontal, y, por lo tanto, su proyeceion verti-
50‘11 paralela 4 X'7 ¥'“'. La otra ha de pasar por a6 y
\por un punto de ¢”’ d"”/, pero como buscamos precisamente
'1a menor de todas las rectas que se hallen en este caso, sera
lam’w'" que pasa por aquel punto yb es‘perpendicular

4a¢ @, deduciéndose en seguida la m’’ n” en la direccion
que hemos dicho. Esta recta en los prunltlvos planos es
la (m n-m’ n’).

Bn la figura 148 se han empleado dos giros por medio
de los cuales se-ha colocado la recta (@ b-a’ b') perpendicular
al plano horizontal, como se ve en (a, by-a', b',), resultando
la otra recta en la posicion (¢, dy-c’y d'). Los ejes que han

|
|
{
}
|
1
;
l
I
|
I
| servido para estos giros son los (zy J-w y), (2u-2 ) eligién-
i

B dolos de modo que tengan siempre un punto comun con

S, cada una de las rectas. / :

1 La menor distancia (n, n,-m'yn’,) se ha trazado, tenien-
' do en cuenta lag observaciones del caso anterior y deshechos
| los giros, estd representada por (mn-m’ n').

Histe problema no puede resolverse por abatimiento.

140.—-Prosiema 8.2 FHallar la distancia entre una rectay
un plano, paralelos.

Basta buscar la distancia entre un. punto de la recta y
el plano (138). .

Por cambio de planos 6 por giros también puede resol-
verse, haciendo que la recta dada sea perpendicular 4 uno
de los planos de proyeccién, y se podrdn emplear los abati-
| mientos trazando por la recta un plano perpendicular al
dado; hallando su interseccién con €l y abatiéndole con las
dos paralelas, cuya distancia serd la pedida.

141 —ProBLEMA’ 9.0 Hallar la cZzatcmczﬂ entre dos planos
paralelos. : : ,
dmese un punto en uno de los planos y hillese su dis-
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P

";{tancia al otro (138) (fig. 149); el punto elegido es el (m-m) i
- para mayor sencillez. . |
Las figuras 150 y 151 resuelven el mlsmo problema por
c'unblo de planos y por giros.
. ¢ También puede resolverse. por abatimientos hallando la
mtelseccxon de los dados econ un plano que les sea perpen-
dlculm y abatiendo éste con las dos paralelas que resulten.
Ln el caso particular de la ﬁgura 152 se ha empleado un
. Plano de perfil.

‘f -

! OPERAGIOﬁES- SOBRE UN PLANO

o !
Hstos problemas entran de lleno en los que deben resol- :
verse por medio de abatithientos. Como ejemplo presenta- =
remos el

142.—ProprEMA 10.  Dados tres puntos, construir wn exd-
\gono regular inscripto en la circunferencia que determinan i
Laquéllos. ! : ; e
(Fig. 153.) Se ha abatido el plano de los tres puntos, se Lam. 3, © .
han hecho las operaciones que exige el enunciado del pro- K
§ (l blema y deshaciendo el abatimiento resultan para proyec-
 ciones del exdgono las (¢ d efgl-c d ¢ ' g I'); (0-0') son
las del centro del cireulo y (o0 ¢-0’ ¢') las del radio.

ANGULO DE DOS RECTAS

53’%/ 143.—Proprova 11, Hallar el dngulo formado por dos
& /'; Dectas, . : :
| Que éstas se crucen 6 se corten siempre hay que medir
¢ el dngulo que forman por otrag dos de la misma direccién
'que ellas y que pasen por un punto; por consiguiente s6lo
- consideraremos el caso de dos rectas que se corten.
Para resolver el problema directamente habria que tra-
sar el arco correspondiente al dngulo propuesto y medirlo.
Para ejecutar lo primero no tenemos atin conocimientogbas-
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tantes, y sélo podriamos conseguir lo segundo haciendo que
dicho arco fuese paralelo 4 uno de los planos de proyeceion.
Podemos, pues, desde un principio hacer que el plano de las
rectas dadas ocupe esta posicion 'y entonces serd facil trazar
v medir el arco correspondiente, consiguiéndose lo dicho,
bien por cambio de planos, bien por giros. -

El primer método se ha empleado en la figura 154, en

la que (@ b-a’ b") (@ c-a’ ¢')'son las rectas dadas, P la traza
* horizontal de su plano y X’ ¥/ un nuevo plano vertical de

proyeccion perpendiculur 4 aquél (94). Las proyecciones de
las rectas sobre el nuevo sistema son (@ b-a" o), (¢ c-a” ¢”)
resultando confundidas las verticales como debe ser y siendo
esta misma comtn proyeceion la traza vertical P del plano
de aquéllas. Cambiemos ahora el plano H por otro paralelo
4 P P, 6 mejor por este mismo, en euyo caso X' ¥ egla
linea de tierra, ¢’ 0,"" @' ¢’ las nuevas proyecciones y «
el dangulo buscado.

Még expedito hubiera sido en lugar del segundo cambio,

4 . " : e
{ abatir el plano P P” sobre el H de proyeccion y enc 4; b

estaria representado el dngulo de las dos rectas.

Si la traza P no se hallara en los limites del dibujo y sf la
vertical, cambiariamos primero el plano H y luego.el T;
pero como lo que interesa es udnicamente la direceion do
una U otra, podremos obtenerla siempre por medio de una
horizontal 6 una paralela al V. Por ejemplo la'(d e-d" ¢').

En la figura 155 se han empleado dos giros imprimien-
do sucesivamente al plano de las dos rectas 4 B, 4 C, los
movimientos de rotacion necesarios alrededor de los ejes

A{wy-2"y"), (eu-2 u') hasta colocarlo paralelo al I obtenién~

dose en o el angulo pedido.

Si la traza P no se encontrase en los limites del dibujo,
la substituiriamos por la horizontal (£e-f'¢’), haciendo girar
primero & las dos rectas dadas hasta que se colocase en
(f, e-f 1 ¢4), perpendicular & X Yy luego hasta que tomara

Ala posieion (fy 65 ¢).

W) ¢En lugar del segundo giro también podrn haberse aba-

R ¥
b
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tido el plano P, P’1 sobre el H, como estd indicado en la
figura. :

Mas como quiera que los problemas referentes & z’mgulos
de rectas que se cortan, requieren siempre operaciones que
se han de verificar en un plano, el procedimiento mas ade-
cuado es el de abatimientos, limitdndonos 4 él en'los proble-

mas subsiguientes y sirviendo tan s6lo las dos figuras ante-

riores como un ejercicio mds de cambio de planos y de giros.
BEn el caso actual basta abatir el plano de las dos reetas,
sirviendo de charnela cualquiera de sus trazas ¢ una para-

\l'ela 4 ellas (fig. 156).

%

AT et

{F
+f
\i

i

i‘ill]determimado. ‘

» 144, —ProsremMA 12.  Dividir wn dngulo en dos partes
iguales. -
Abatase el plano del dngulo, tricese la bisectriz y hdllen-
se sus proyecciones, que serd muy fdcil, valiéndose de las
del vértice, ya conocidas, y si es posible del punto en que
aquélla corta 4 la charnela (fig. 156).

La figura 157 presenta un nuevo ejemplo de este proble-
ma. Una de las rectas dadas (#0-a'0") es horizontal y se ha
utilizado como charnela del abatimiento buscando el a (;
de la otra recta por medio de un punto cualquiera (c-¢).
Verificado dicho abatimiento se ha trazado la bisectriz a 1),
cuyas proyecciones se han hallado del modo siguiente: Por
uno de sus puntos 0 se ha trazado la D, I, paralela 4 la
charnela; las proyecciones de esta paralela son (ed-¢'d)
sobre las cuales ha de estar el punto (d-d‘) que acaba de
determinar la bisectriz (e d-a d).

‘e 145, ———PROBLD‘\[&.__ 3 Dada una recta y wn punto trazar

por & otra recia que forme con aquélla un dngulo o.
Abatiendo el plano de los datos serd fdcil resolver este
problema y volver luego 4 las proyecciones. Las figuras 158
y 159 presentan dos ejemplos de este problema.
Si el purto dado lo fuese sobre la recta, el problema seria

\
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ANGULO DE RECTAS Y PLANOS

¢ 146.—Prosruema 124- Hallar el dngulo que una rvecta forma
con un plano.

Este dngulo se mide por el que forma la recta con su
proyeccion sobre el plano, es decir, con la que une los
i pies de dos perpendiculares trazadas al mismo desde does
g || puntos de la recta; pero es més sencitlo determinar el 4n-
| - 1§ gulo formado por la recta dada y una de dichas perpen-
diculares, pues es complementario del que se busea, que-
dando siempre reducido el problema 4 buscar el d4ngulo de
_dos rectas.

147.—ProzrEMA 18, - Por un punto dado, trazar una recta
/Qne forme un dngulo o con un plano conocido.

Basta trazar por el punto una recta que forme un #n-
{ gulo igual 4 90°%x con la perpendicular trazada desde el
'-,_)punto al plano. Este problema es indeterminado (145).

\ 148, —Provrmyvia 16. - Hallar los dngulos que una rectw %
{ forma con los planos de proyeccidn.

Colocando la recta paralela 4 cada uno de los planos de :
proyeccion, se proyectard sobre éste; en su verdadera mag- g
nitud, el angulo que la recta forma con el otro plano. Ast i
(figura 160) haciendo girar la recta («b-¢'b') alrededor del
eje (@y-x'y ) primero y del (2 u-2' u') después, hasta colocarla
paralela 4 los planos & que lo son hq’uél’;qs," obtendremos
en o y 6 los angulos que se trata de determinar.

Si de la recta se conocen sus dos trazas, ,pueden hacerse
los giros como manifiesta la fig. 161. N

También se resuelye este problema con suma sencillez
por medio de cambio de planos, tomando sucesivamente
=  Hlos proyectantes de la recta, 6 lo que es lo mismo, aba—
tiendo cada uno de éstos sobre- el respectivo de pr
(figura 162). ; i
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. Observemos que la suma de los dngulos que forma una
| recta con los dos planos de proyeceion, no puede exceder
de 900. Efectivamente, trazando por un punto de la linea
de tierra una paralela 4 la recta considerada, formard con
{aquaellos planos los mismos angulos que ésta. Sea, pues, a b
| (Agura 163) esta paralela, sus proyecciones serdn Ba, Ba' y
tendremos formado en el punto A el triedro 4 B a«’, ol cual
nos manifiesta que e

a’Ad B+BAa>ada

S ——en

6 sea

D 90064 900—02-900 6 180°(5-1-8)>90 6 907015

Si el triedro 4 no existiese, es decir, si las tres rectas
Aa ABy Aa estuviesen en un mismo plano, se verificaria
900—0--900—6=a' A a 6 1800—(2-}5)&=909 y a4-E=900;
pero esto solo puede ocurrir cuando A B esté situado en un
plano perpendicular 4 la linea de tierra y entonces efectiva-
mente son complementarios los dngulos que forma con am-
bos planos de proyeccion. ' :

ar }L“ 149.—ProBLEMA 17,  Trazar por un punto dado una recta
N\ que forme los dngulos = y 6 respectivamente con cada uno de
los planos de proyeccion,

Quedard resuelto este problema trazando por el punto
dado una paralela 4 una recta que corte 4 la linea de tierra
y forme con los planos de proyeccion los dngulos pro-
puestos.

Para trazar una recta en estas condiciones, supongamos
que (a-a') (fig. 164) sea el punto elegido en la linea de tierra
y si imaginamos trazada ya por este punto la recta (@ b-a'0')
que forme el angulo o con el plano H y el 6 con el V es
claro que haciéndola girar sucesivamente alrededor de los
ejes (zy-z'y), (2u-2 u') hasta dejarla abatida sobre cada
uno de los planos de proyeccién, tomara las posiciones
(wby-a'b,) y (@ 0'-a’ b',), marcdndose entonces en su verdadera
Lmagnitud los referidos dngulos a y &,
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Tomemos las distancias iguales ' &', y @ b,, con lo cnal
b’y y b, serdn los abatimientos sobre cada plano de proyec-
ci6n de un mismo punto B de la recta en el espacio. Para

|conocer las proyecciones de ésta, basta hacer girar la recta

(@by-a"b'y), que forma ya el dngulo « con el plano H, alre-
dedor de (@ y-z y') hasta que forme con el otro el angulo 8.

. En este movimiento el punto (4,-0",) describird una cireunfe-
| rencia de plano horizontal cuyas proyecciones son (ccec-c')

'y es evidente que en ellas han de encontrarse las del punto

| B del espacio.
Conseguirfamos también hallar las de la vecta buqcmda

 haciendo quela (a b,-a'y0',), que forma el angulo 6 con el

‘plano V, gire alrededor de (2 u-2'u') hasta que forme el «
con el plano H, y.como en este movimiento (b,-0',) descri-
bird una circunferencia cuyo vlano serd paralelo al 7 repre-
sentada por (d-d' d d' d'), resulta también que las proyec:

ciones del punto B han de estar sobre d'd’ d’ d’ y sobre d.

Luego este punto ha de proyectarse horuontalmente sobre
ccccy sobre d y verticalmente en ¢’ d’d' d’ y ¢’; por con-

. de dicho punto By 1’ y 2’ las verticales y debiendo la recta
 buscada pasar también por (¢-a') podra tener caatro posicio-
nes distintas, asignadas por la combmaclon de proyecmones
siguientes: (JaIIl @ LI, ({all-l ¢ 29, (2a 2 a' 1)y
(Bad-LL @ 1)

Si (m-m') fuese el punto dado en el euuucmdo del proble-
ma, trazarfamos por él una paralela 4 cada una de las rectas
anteriores, resultando las (Zm IT-1' m' 11'), (Im IT-T" m 29
(RmI-2"m I') y (2mI-IT m'1") que dan cuatro solucio-
nes definitivas del problema y son las cuatro aristas de la
pirdmide cuadrangular M, 1, 2, 11, 1.

ANGULOS DE PLANOS

dos planos,

J

& siguiente, solo 7 y 2 podran ser proyecciones horlzontales ,
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i La medida de un diedro es la del rectilineo correspon-
diente, y trazando éste queda reducido el problema 4 buscar
ol angulo de dos'rectas.

Para obtener dicho rectilineo no hay mds que trazar por
un punto de la interseccién de'los planos dados, otro que
fsea perpendicular 4 la misma y hallar su interseceion con
laquéllos. : ‘

{  También puede resolverse este pl'oblema trazando desde
un punto cualquiera una perpendicular 4 cada plano y to-
mando el suplemento del dngulo que forman estas dos per-
pendmulares. :

Pero pueden snnphﬁcmse mucho las operaciones y obte-
ner el plano del dngulo rectilineo correspondiente del modo
mas ventajoso para que el dibujo no salga de los limites
del papel, considerando que si M N y P N (fig. 165) son los
planos propuestos y ¢ R uno de los de proyeccion, 4 B serd
la intersecciéon de aquéllos, que se proyectara sobre éste se-
otn A 6. El plano del dngulo rectilineo puede ser el ¢ S T,
en el cual se forma el triangulo ¢ d ¢ cuyo 4ngulo en ¢ es el

<pedido.

Si abatimos dicho tridangulo sobre el plano de proyec-
cién, sirviendo de charnela S 7', el vértice ¢ se colocard
en O, sobre la proyeccion A b de 4 By el radio del circu-
lo ¢ O serd la altura /¢ del mencionado triangulo, altura
que 4 su yez mide la menor distancia entre f'y 4 B puesto
que fe es perpendicular 4 esta recta. No se pierda de
vista que f es la interseccion de la proyeccion 4 by de la
traza S 71

Ademds el tridngulo €, d ¢ que nos ha de proporcionar
el dngulo 0, buscado, puede construirse por medio de su
base d ¢ y su altura f C,=f ¢ 6 bien por medio de aquélla
y los otros dos lados d C,—=d ¢t y ¢ C,=e¢ c.

» En su consecuencia, sea (fig. 166) M NM'y P@Q P los
planos dados y « b la proyeccion horizontal de su intersec-
cion. La recta S 7, perpendicular 4 @ b, representa lo mismo
que en la figura anterior, asi como los puntos ¢ y ¢, sien-
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{do, por lo tanto, d ¢la base del trlangulo que nos ha de fac1-

|litar el angulo que se busca.

. La altura do este tridngulo es la menor distancia entre
tel punto / y la interseccién de los planos dados, que puede
]obtenerse en « B; abatida alrededor de « b, siendo aquella
: fmenor distancia la [ C, y el tridangulo en cuestion el d C, ¢,
sefialando estas mismas letras el dngulo de los dos planos.
! El mismo tridngulo puede construirse también, como
9hemos""dicho, poymedio de sus tres lados. Abatamos la in-
}telfseccic’)u de los planos dados, con cada uno de ellos, al-
rededor de sus respectivas trazas, obteniendo @ B,y @ By;
las perpendiculares d C, y ¢ C, seran los otros dos lados del
tridngulo, y éste, como antes, el d C, e.

Kl dngulo de dos planos se presentaria en su verdadera
magnitud si la interseccion de aquéllos faese perpendicular
4 uno de los planos de proyeccion, pues las trazas sobre éste
g J constituirian el rectilineo correspondiente. Cuando no se veri-

fique esta circunstancia puede obtenerse por cambios de pla-
/inos 6 por, giros. Bl primer método se ha aplicado en la
Lém. 15 figura 167, en la que A v es la proyeccion horizontal de la in-
terseccién de los planos. X* ¥ representa el cambio de plano
vertical por el proyectante de aquélla y R L R’, P i P’
y (hv-hv"”) son los planos y su interseccion en el nuevo sis-
tema. El plano H se ha substitufdo por otro X''Y", perpen-
dicular 4 dicha recta y sobre este plano se han obtenldo las
nuevas trazas 'y P’ medlante los puntos (a-a') y (6-0"), ‘
siendo por consiguiente P’ i B el angulo pedido.

Las figuras 168, 169 y 170 presentan casos particulares
de este problema. En la ultima los planos estin determi-
nados por la linea de tierra y los puntos (¢-¢) y (0-b') res-
pectivamente.

161.—Prosrema 19.  Por una recta situada en wn plano
dado trazar otro que forme con é un dngulo o. ~

Se resuelve este problema de un modo andlogo al ante-

rior. La recta dada ha de ser la interseccién de los dos pla-
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‘fos 6 la arista del diedro que se trata de formar y siguiendo
| los procedimientos indicados en la fig. 166 suponiendo en
ella que M N M y (@ b-a’ ') sean los datos, podremos trazar
el trisngulo ¢ C, ¢, puesto que en vez de la base d ¢ conoce-
mos ahora el angulo a. C,e determinard, el punfo 0.y éste
y el o la traza P del plano que se busca, cuya otra traza
serd la P/, , \

Por cambio de planos ¢ por giros también puede resol-
verse este problema. '

- 162.—ProsremA 20. Trazar el plano bisector de wn die-
dro dado.
~ Por cualquiera de los procedimientos indicados en el
problema 18 se hallard la verdadera magnitud del rectili-
neo correspondiente al diedro dado, se trazard su bisectriz, y
esta recta' y la arista de aquél determinarén el plano bisector.

153, —Prosunya 21, Hallar los dngulos que un plano for-\\
ma con los de proyeccion.

Es un caso particular del problema 18, y se resuelye
Jtambién trazando los rectilineos correspondientes y hallan-
Wdo sus verdaderas magnitudes (fig. 171):

[ 154.—PropreMA 22.  Por una recta dada, trazar wn plano
L que forme wn dngulo o con uno de los de proyeccién. :
| Sea éste el horizontal, y supongamos que P P’ (figu-
/1 172) es el plano que resuelve el problema, conteniendo,
' por lo tanto, la recta dada (7 v-I' v'). '
| Si quisiéramos ahora encontrar el angulo que forma
este plano con el horizontal, aphcamamos la construccion
’ del problema anterior, tomando el plano X v X' de modo que
E pase por vv’, con lo que obtendremos el dngulo v’ m,; v—o..
Por consiguiente, efectuando estas operaciones en un orden
inyerso llegaremos al plano 2 @ P'. Asi, pues, por la traza
vertical de la recta dada trazaremos la o’ m,, que forme con
. la linea de tierra el angulo e, haciendo centro en » descri-
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[ biremos la circunferencia m, mn, 4 la cual se tirard la
tangente P () desde la traza horizontal de la recta daday -
esta tangente sera la del plano pedido. La otra sera la P’
Como desde % pueden trazarse, en general, dos tangentes, el
problema tendrd dos soluciones, que se reduciran & una 6
ininguna, segun las circunstancias de los datos.

:

155, —-—PROBLEVIA 93, Por una recta dada, trazar ww pla-
o quee forme un dngulo « con otro plano conocido.
i Cambienge los planos de proyeccion de manera que el
idado sea uno de los del nuevo sistema, y nos hallaremos en

lel problema anterior.

156.—ProBruma 24.  Por un punto dado , trazar wn planoc

quee forme los dngulos oy & con otros dos conocidos.

Ante todo, cambiaremos el sistema de planes de proyec-
[cién, de mode que uno de los dados sea el I 6 V del
| nuevo sistema y el otro sea perpendicular al 77 u H. En su
/ consecuencia, para no complicar el dibujo y no distraer la
‘atenclon del objeto del problema, tomaremos ya los planos
{dados en estas condiciones y sean, por ejemplo; el Il de
’ployeccmn de la figura 173, uno de ellos y el PQP per-

pendicular al V, el otro.

| ~ Supongamos resuelto el problema, y que RS R’ es el
| plano pedido. Hagamos las construcciones necesarias para
| hallar los 4ngulos que forma este plano con los dos pro-
| puestos, y es claro que siguiéndolas después en un orden
inverso, llegaremos al mismo plano £ S I'.

Mediante el plano X @ X’ elegido de modo que pase por
el punto ¢ del plano dado P ¢ P, encontraremos el dngu-
lo v’ I, Q== que RS R’ forma con el horizontal de proyec-
cion, Haciendo un cambio de planos de wodo que el hori-
zoutal quede substituido por el' P ¢ P’ la nueva linea de
tierra seva X' V' 6 P’y R la nueva trazadel plano B SR,
|y es claro que para hallar el angulo que éste forma con el.
| PQ P’, basta hallar el que forma en el nuevo sistema con :

N
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* fel horizontal de proyeccién, lo que conseguiremos con el
g auxilio del ¥ ¥, que pasa también por ¢), dando por re-
| sultado el dngulo ' %, O=6.

Observemos ahma que los planos X @ X’ é Y () V' pasan
los dos por el punto ¢ y son 4 la vez perpendiculares al
BS I, luego se cortardn segiin una cierta recta @ M que
pasard también por ¢ y serd igualmente perpendicular 4
dicho plano, asi como 4 sus intersecciones con aquellos’ dos.

Esta recta, abatida con el plano X ¢ X sobre el vertical
del primer sistema de planos de proyeccion, es la @ M, per-
pendicular 4’ %, y abatida con el ¥ @ V' sobre el vertical

() M, perpendicular 4 « %,, por consiguiente serd Q.M = — Oy
y si haciendo centro en () se describe una circunferencia
con este radio, pasara por M, y M, tangentemente 4 las rec-
tas o b,y o ky. i

En virtud de lo dicho, la construceién inversa que se de-
duce para resolver el problema es la signiente: Hdgase cen-
tro en @) y describase la circunferencia M, M, N 4 la cual
“1s0 trazardn las tangentes ' /4, con la mclmacuon o sobre la
\lmea de tierra y #' &, on la & sobre la traza P’ del plano
dado. Ambas taucrentes cortardn respectivamente 4 las per-
‘[pendiculares trazadas por @) & las lineas con que forman los
dngulos « y 6, en los puntos »’ y w’ que unidos daran la
recta u’ v’ que es la traza vertical R’ del plano que se busca.
La otra traza R serd la tangente S £ al circulo 7o, k.

T dificultad estriba en conocer el radio ¢ M, para em-
pezar las construcciones indicadas; pero se puede elegir uno
cualquiera, y entouces el plano que se obtenga no pasara
por el punto propuesto, debiendo trazar por éste otro plano
paralelo & aquél.

Este problema puede tener hasta oclio soluciones, que se
reducirdn 4 menor nimero segtiin las circunstancias de los
datos. Bfectivamente, se pueden trazar cuatro tangentes 4
(M M, N que formen angulos o con la linea de tierra, y son
' L'/');hl, o' by v by y oo s otras cuatre que formen dngulos & con

del segundo sistema, 4 el mismo del primitivo, sera la
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2 la traza P, esto es, w' ki, w &y, wki, w' k,, por lo tanto, para
v  traza vertical del plano pedido resultan las cuatro rectas
| Cvtw, v 'y v u' y v pero ademnds con cada una de estas
| 3trazas verticales hay que combinar dos horizontales distin-
; . | tas, por ejemplo, desde el punto S se pueden trazar dos tan-
e | gentes al circulo 4, 7, luego en total son ocho soluciones.

( i
I 1567.—ProprEMA 25.  Por un punto dado, tra,zm- win 'pla-nov
| que forme los dngulos o.y & con los planos de proyeccion.

! ' Bs un caso particular del problema anterior y lo resol-
| veremos anglogamente.

Lam, 16, Supongamos (fig. 174) que estd ya trazado el plano
i P Q P’ que forma los angulos oy & con los de proyeccion.

Para determinar estos dngulos nos valdremos de los X 0 X'
. 6 Y 0 ¥', que pasan por un mismo punto cualquiera @ de
19: linea de tierra y que abatidos respectivamente sobre los
| | planos V y H producen los dngulos »' /i O=2 yuh'y 0=5.
: s Pero la interseccién de los dos planos auxiliares es una
2\ recta O M, perpendicular al plano @ P (', que se encuen-
: "0\ tra abatida en O M, y 'O M,, luego O M,—0 M,y tanto
| : \~, v' I, como w k', son tangentes & la circunferencia M, M, N;
| por consiguiente, para resolver el problema tracese una eir-
| cunferencia cuslquiera, cuyo centro esté sobre la linea de
|tierra y 4 uno y 4 otro lado de esta linea, formando los
‘angulos « y & con ella, trdcense dos tangentes 4 dicha curva,
‘que determinardn en su interseccion con la recta X' ¥ dos
puntos »' y w. Desde el primero irdcese una tangente al
| circulo £’ &', y desde el segundo otra al %, h, y estas tan-
| : gentes, que deben cortar 4 la linea de tierra en un mismo
[t punto, serdn las trazas del plano. Bl paralelo 4 éste por el
| punto dado serd el pedido. :
o Hste problema puede tener varias soluciones.
A Observando que cuando una recta y un plano son
perpendiculares, los dngulos que forman una y otro con
un segundo plano son complementarios, deduciremos que
puede resolverse también el problema actual trazando una

~
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[ recta que forme con los planos de’ proyeccién los dngu-
- los 90"—a y 90°—6, y luego por el punto propuesto un
plano perpendicular 4 dicha recta. '
. Se ha visto (148) que la suma de los dngulos que una
| recta forma con los planos de proyeccion no puede exceder
de 90°, luego para que el problema de que tratamos sea posi-
' ble, es preciso que 90°—o --90°—8 = 180° — (2-}-6) <90
L 6 a+6>90° es decir, que la suma de los dngulos que
forma un plano con los de proyeccion, ha de ser mayor que
un recto.

81900 —a-+90°—6==90° resulta también o--6=90%
pero entonces aquella recta es perpendicular en direccion &
la linea de tierra, y el plano por lo tanto paralelo 4 la
misma, en cuyo caso fdcil es comprobar que efectivamente
| son complementarios los dngulos que forma con el Hy V
de proyeccion.

ANGULO TRIEDRO

| 168. En la Trigonometria esférica se aprende & resolyer

los problemas anejos al dngulo triedro por medio del célcu-
lo, pero por los procedimientos de la Geometria Descriptiva
se pueden resolver también grdficamente.

Ante todo ocupémonos de la representacién de un dngu-
lo triedro. No siendo éste mds que la reunion de tres planos
que pasan por un mismo punto, su representacion debe
ser la de estos tres planos con dicha circunstancia; mas d
fin de simplificar las operaciones que deben hacerse luego
con el triedro, se toman desde un principio los planos de
proyeccién eu condiciones determinadas, & las cuales se
puede llegar en todo caso, por medio de cambios de planos
6 de giros. :

169, Para plano horizontal se toma el de una de las ca-
9
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(ras del triedro y para vertical otro que sea perpendicular &

luna de las aristas que liraitan dicha cara. Asf si « s b es esta

\car (fig. 175), su plano se tomars como plano horizontal

e proyeccion y el vertical se elegird perpendicular 4 la

arista @ s, por ejemplo. Los otros dos planos que constituyen

el triedro serdn el P a P yel @b Q. En su consecuencia,

‘!el vértice de dicho triedro tendra por proyecciones (s-s'); las

aristas (s a-s’ a'), (s b8 b)) y (s ¢-s" ¢'); las tres caras

(wsb-a sb), (asca sc)y (bscd sc)y los tres die-

dros serdn los que los planos Pa Py @ & @° ferman entre
si y con el horizontal.

Por este sistema de representacion se conocen desde lue-

go en su verdadera magnitud una cara, la ¢ s b, y el diedro

‘que forma P a P’ con el plano horizontal, cuya medida es

el angulo ¢’ s° o', Los otros cuatro elementos hay que deter-

' minarlos como corresponde 4 cada uno de ellos, es decir,

1[ como angulos de rectas las caras y como dngulos de planos

! los diedros. Aplicando, pues, los métodos aprendidos (143)

y (160) resultars que @ s C; y b's C, son las otras dos caras

\& ﬁ yc¢ nhc y d M, elos otros diedros.

J 3 s
- 160. De las construcciones ejecutadas se desprende que

dado un dngulo triedro por sus proyecciones, se pueden de-
ducir de ellas las magnitudes de sus seis elementos, y como
es sabido que conociendo fres de ellos se pueden determinar
los otros, en Geometria Descriptiva se considerard resuelto
un angulo triedro siempre que por medio de tres de sus ele-
mentos hayamos obtenido las proyecciones de dicho angu-
lo, pues entonces estaremos en el caso de la figura 175 y po-
dremos deducir los ofros tres.

Sabido es también que los problemas 4 que da lugar el
dngulo triedro son seis distintos, que pueden reducirse 4
tres, mediante la consideraciéon del triedro suplementario,
cuyas propiedades es inutil recordar aqui. Sin embargo da-
| remos la solucion directa de dichos seis problemas, llama-
dos vulgarmente casos del dngulo triedro.
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¢ 161 —Proprema 26. Resolver un dngulo triedro conocidas
sus tres caras (ﬁor 176). ' : i

Sean o, o', o' los angulos dados. Tomaremos el plano de
uno de ellos, por ejemplo el del o, para plano horizontal de
proyeccion y el vertical que sea pexpendlcular 4 la arista s.a.
Tomemos también las distancias s C,=s C; y como para
construir el triedro basta hacer girar las caras o y o alrede-
dor desbysa 1'especti\'amer1te, hasta que las otras aristas
s 0, y s 0, se reunan en una sola en el espacio, que serd la
tercera del triedro, es claro que los puntos €, y €, se con-
fundirdn también después de este movimiento, en uno
solo C; pero C,, al girar alrededor de s @, describird un arco
de circulo €, ¢ en el plano vertical de proyeccion, C, otro:
arco de circulo cuyo plano, perpendicular & la charnela,
serd el C, ¢ ¢; por lo tanto, solo en la interseccion ¢ ¢ de
estos ‘dos planos podrd hallarse el punto C del espacio y
como ha de estar también en el arco C, ¢’ serd precisamente
aquél en que este arco corte aquella recta, punto. cuyas
proyecciones son (¢c-¢’), resultando para las del triedro
(sabcs a b )

162, Propuema 27.  Construir. un triedro, conocidas dos
caras y el (Zaed)o comprendido (fig. 177).

~ Sean o, ¢’ y & los datos. Tomemos el plano del angu-
lo « para horizontal de proyeccion y el vertical perpen-
dicular 4 la arista s a del diedro conocido, por lo (e, 5o
representard éste en su verdadera magnitud, segtin ca'd,
cuando la cara o haya girado alrededor de s @ hasta obte-
ner su verdadera posicion. Al verificarse este movimiento
el punto €, ird 4 parar 4 ¢y este puntoy el b determi-
narén la traza vertical de la tercera cara del triedro, cuya
otra traza es s b, siendo (s @ b ¢-s” @ U ¢') las proyecciones
del triedro. : A

163.—- Prosrema 28. ' Construir un triedro, dada une cara
iy los dos diedros adyacentes 8y 3 (fig. 178).

*
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( Sea « la cara conocida cuyo plano serd el horizontal de
| proyeccién, tomando el vertical como en los casos anterio-

lres. Por s o debe pasar un plano que forme el dngulo ¢ -
con el plano horizontal y que puede trazarse inmediata-

mente, puesto que se representa en su verdadera magni-

tud, segun ¢ o' b’. Por sb ha de pasar otro que forme el

dngulo &' también con el horizontal, lo que conseguiremos

siguiendo las construcciones indicadas en el parrafo (181).

La interseccion de estos dos planos serd la tercera arista

del triedro.

164,—ProBruma 29, Dadas dos caras. y el diedro opuesto
& una de ellas, construir el triedro (fig. 179).
\ : Elijanse los planos de proyeccién como en los casos ante-
riores, pero el vertical perpendicular & la arista comun 4 las
dos caras dadas, que supondremos sean las o, « asf como o
o el diedro conocido. Debiendo formarse éste en la arista s 6
b <\ trazaremos por ella un planom b »' que forme dicho dngulo

con el horizontal y bastafré luego hacer girar la cara o’ alre-

dedor de s @, hasta que s C; quede adaptada en aquel plano.
En este movimiento C; describird el arco de circulo C, ¢’ ¢,
deteniéndose cuando encuentre 4 la traza n' b, lo cual
puede suceder en los dos puntos ¢ y ¢”, pudiendo tener por
lo tanto el problema dos soluciones, que son (s b c-s a’ b’ ¢’)
y(sabes a b c’).

Dichas dos soluciones pueden reducirse 4 una ¢ 4 nin-
guna seglin sean los datos, no entrando en la discusion de
éste y los demés casos del dngulo triedro por estar intima-
mente ligada con las de los tridngulos esféricos, cuya reso-
lucion se estudia extensamente en su lugar.

166.—Proprema 30,  Resolver un triedro, conocidos los

diedros 3 y 8 4y la ocara o opuesta d uno de ellos, al segundo
por ejemplo (fig. 180).

‘ La cara « serd una de las que forman el diedro 8, y si se

L\toma la otra para plano horizontal de proyeccion y el verti-

L
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“cal perpendicular 4 la arista del mismo diedro, éste estara

{

g&J

|

representado en su verdadera magnitud en ¢’ ¢’ b’, cuando
la cara «, abatida en un principio, haya tomado la posicion
debida en el espacio, en cuyo caso C; se habrd colocado en
¢’ y las proyecciones de S C seran (s¢-s' ¢’). La tercera cara
debe pasar por esta recta y formar con el plano horizontal
el angulo 8'; por consiguiente para concluir el trazado del
triedro hdgase pasar por (s ¢-s' ¢/) un plano ¢ b’ s, en las
condiciones dichas (154), segtin manifiesta la figura.

166. —PROBLDMA 31.  Construir un triedro conocidos sus tres
diedros 8, 8 y 3" (fig. 181).

Témense los planos de proyeccmu analooramente 4 los
| anteriores y el triedro quedara construido trazando dos pla-
nos que formen los dngulos 3 y 3 con el horizontal y el 3"
| entre si. Bl que forme dicho dngulo s serd el ¢’ s’ sy s6lo
falta trazar ahora 0 punto cualquiera ot1o plano quc
| forme los dngulos &° con el horizontul y 3" con ¢’ & s.
Tiste plano es el ¢’ 6 s (166) y las proyecciones del triedro
(sabes a b ¢).

167,—Triedro trirectangulo. Este triedro no da lugar
4 ningtn problema, pues todos sus elementos son conoci-
dos, y respecto & su representacion podria hacerse como
la de otro cualquiera; pero en virtud de las circunstan-
cias especiales que reune, es susceptible de una mds sen-
cilla y que indica desde luego la clase de triedros & que se
‘refiere.

Tomaremos para plano horizontal de proyeccién uno que
corte 4 las tres aristas del ftriedro y las trazas horizontales
de sus caras constituirdn un tridngulo, tal como el «be¢
(figura 182). Elijase el plano vertical perpendicular & uno
de sus lados, al @ ¢, por ejemplo, y a' 0 ¢ serd la proyec-
cion sobre dicho plano de este tridngulo.

Las aristas de un triedro trirecténgulo son perpendicu-
lares 4 las caras opuestas; luego las proyecciones de aquéllas
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[lo serén 4 las trazas de éstas y como dichas proyecciones
\ han de partir de los vértices a, b, ¢, lag rectas as, bs y ¢s
trazadas perpendicularmente 4 los lados opuestos, serdn las
proyecciones horizontales de las referidas aristas, las cuales,
segun una propiedad de los tridngulos, concurrirdn & un
* mismo punto s, que serd la proyecmon de igual nombre del
vértice del triedro. :

La proyeccion vertical de s & ha de ser perpendicular 4
la traza vertical de la cara sac, y s’ se ha de corresponder
con s por una perpendicular 4 la linea de tierra, lo que con-
duce 4 la construceion hecha en la figura 182.

\ 168.-—ProBuEMA 32. Reducir un dngulo al horizonte.
Supongamos que desde un punto P (fig. 183) y con un

instrumento de medir angulos se haya observado el 4 que

forman las dos visuales que pasan por otros dos puntos

By C, situados en un plano horizontal 2 @, en el que P estd

proyectado en p. En medir el dngulo a 6 B p C consiste la

operaciéon de reducir el angulo 4 al horizonte (1).

é" Si ademds del d4ngulo A se observan los B y v que las vi-
suales P B y P C forman con la-vertical P p, conoceremos
las tres caras del triedro P, cuya resolucion nos darfa la
medida del diedro P p 6 @, que es el dngulo buscado; pero
puede seguirse un procedimiento mds expedito valiéndose
también del sistema de proyecciones.

Tomemos para planos de proyeccion el R @ y el del
triangulo p P B, que podrd trazarse desde luego en p p’ b’

Lam. {1/ (igura 184) midiendo la altura p’ p—Pp de la figura ante-

rior. Consideremos abatido sobre el mismo plano vertical en

p p ¢ eltridngulo p P C y es claro que deshaciendo este

abatimiento hasta que p’ ¢; forme con p" b’ el angulo 4, ob-

tendremos en 4’ p ¢ el angulo buscado.

)

(1) Esta cuestion se presenta en Topografia y sé teguelve mig
ventajosamente por el cdleulo,
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Al girar dicho tridngulo p p’ ¢;, ¢, describird el arco de
circulo ¢, ¢ y para conocer cuando debe detenerse el movi-
miento, formemos sobre p &' el tridngulo p’ b’ ;=P B C,
: es decir, formemos el angulo &' p' ¢,= 4 y tomemos
g Y@ \ p' ¢o=p’ ¢, y es claro que deberd detenerse el movimiento
de p’ ¢, cuando resulte b’ ¢=D' ¢/,; por consiguiente descri- ;
base el arco ¢, n ¢, con el centro en ', y el punto ¢ en que e
corte al ¢, ¢ resuelve el problema.
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Poliedf'os.

PROYECCIONES

Q}‘ Poliedros en general.—169. Sabido el modo de repre-

< sentar en proyecciones un punto, una recta y un plano, no
puede haber dificultad en representar de igual manera un
conjunto de dichos elementos, y si se trata de un cuerpo
cualquiera bastard representar las superficies que lo limitan
por medio de sus proyecciones. Asf, pues, cuando deba re-
presentarse un poliedro sefialaremos las proyecciones de cada
uno de sus vértices, que unidas de dos en dos conveniente-
mente, proporcionarén las de las aristas de aquél y éstas 4
su vez determinardn sus distintas caras, como se ve en la
figura 185.

Si el poliedro es una pirdmide se dard generalmente el
poligono de su base y el vértice, debiendo unirse €ste con
cada uno de los de aquél (fig. 186).

12 & Cuando sea un prisma del que se conozca la base y la di-
_reccién de sus aristas, se trazaran por los vértices de aquélla
paralelas 4 la direccién dada, termindndolas en un plano
paralelo al de la base y 4 la distancia que se fije (fig. 137).

Siempre que se pueda se tomard el plano de la base de la
piramide 6 del prisma como plano horizontal de proyeccion
y en este caso estardn representados como en las figu-
ras 188 y 189,
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170. Cualquiera que sea el poliedro representado, cada
una de sus proyecciones afectara siempre una figura de con-
torno poligonal en cuyo interior y perimetro estardn las de
todos sus vértices y aristas. HEstos poligonos se denominan
contornos aparentes de la proyeccion horizontal ¢ vertical,
pero uno y otro no son iguales ni son proyecciones de un
mismo. poligono. Podemos formarnos idea de estos contornos
aparentes imaginando una recta perpendicular 4 cada uno
de los planos de proyeccion y que se mueve, conservando
esta perpendicularidad, apoydndose constantemente sobre el
poliedro. Sus trazas marearan entonces sobre cada uno de
aquellos planos el contorno aparente respectivo. Habiendo
supuesto al observador & una distancia infinita delante del
vertical 6 por encima del horizontal, segin la proyeccion
que se considere, las distintas posiciones de cada una de
aquellas rectas constituyen un haz de rayos visuales que de-
terminan la silueta 6 contorno bajo el cual se nos presenta
el cuerpo observado desde dichos lejanos puntos; por esta
raz6n se les da el nombre de contornos aparentes. En la
figura 185,:1, 2,3,4,5,6, 7, 1, es el contorno aparente hori-
zontal y-17%,25.8°, 455 95871, 6l vertical.

171,  Téngase presente que cualquiera que sea la posi-
cién de un poliedro en el espacio, nunca pueden ser vistas
todas sus aristas, y para distinguir en cada proyeccion cuéd-
les lo son y cudles no, aplicaremos las reglas establecidas (64)
para este fin, aparte de que, por muy poca costumbre que
se tenga de ver en el espacio, salta en seguida 4 la vista que
aristas reunen 6 no aquellas circunstancias.

172, Cuando un poliedro deba representarse por medio
de sus proyecciones con el objeto de poderle construir des-
pués, es conveniente considerarlo en posicién tal que re-
sulte el mayor ntimero posible de caras y aristas paralelas 4
cualquiera de los planos de proyeccién, ‘4 fin de conocer
desde luego sus verdaderas formasy magnitudes, deducien-

’
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do las de aquéllas que no estén en igual caso por medio
de las operaciones necesarias. Cuando, por el contrario,
se trate de representar un poliedro ya construido, se le
tomard en una cierta posicion y se- ‘medirdn las lineas que
resulten horizontales y verticales, trazéndolas sobre los
planos de proyeccion del mismo nombre, de modo que
guarden las posiciones relativas que tienen en el cuerpo.
Para fijar las proyecciones horizontales de los demds pun-
tos bastara, por medio de plomadas, determinar los pies
de las perpendiculares trazadas al plano H desde dichos
puntos, y para las verticales, medir las alturas de los mis-
mos sobre aquel plano, 6 sea la longitud de las perpendi-
ﬁ* culares representadas por las plomadas. Después deberdn
unirse convenientemente los puntos obtenidos sobre cada
plano de proyeccion.

N7
me‘) 173. Como este procedimiento puede dar lugar & errores
/" debe evitarse en lo posible, aprovechando para ello las rela-

ciones de simetria 6 regularidad que ofrezca la forma espe-
cial del cuerpo. Por ejemplo, si se trata de un prisma toma-
remos para plano H de proyeccion el de una de sus bases y
para V otro que sea paralelo 4 las aristas. Aquella base se
trazard inmediatamente en proyeceién horizontal en su ver-
dadera magnitud, ¢ reducida 4 escala, y supbniendo sea la
abcde(fig: 190), deduciremos de ellala a' 0 ¢’ d' ¢ Por
uno cualquiera de estos tltimos puntos, tal como ¢, traza-
remos una recta @’ g’ que forme con la X ¥ un dngulo igual
al que las aristas del prisma forman con el plano de su base
y la verdadera longitud de dichas aristas, que se medird so-
bre el cuerpo, se llevara desde « hasta g', con lo que a g,
paralela 4 X Y, y o' ¢ serdn las proyecciones de una de
ellas. Bstablecida la base y una arista terminaremos la re-
presentacion del prisma como se sabe (169).

- Bjemplos de lo mismo nos ofrecen también lo poliedros
regulares, de cuya representacion nos  vamos & ocupar, su-
poniéndolos en la posicién mds ventajosa para olla,

o
A




124 GEOMETRIA DESCRIPTIVA

Poliedros regulares.—174.—PrAMIDE REGUIAR. Se tra-
N2’ gard en el plano horizontal el poligono que ha de ser-
. virle de base; por el centro del circulo circunscripto & dicho
poligono, se trazara una perpendicular 4 su plano, tomando
en ella la altura de la pirdmide y el vértice resultante se

unird con los de la base. ; :

- 176, —Prisva REGULAR. Se ftrazard igualmente en el
/3 plano I/ una de sus bases, por cuyos vértices se levantardn
perpendiculares, termindndolas en otro plano horizontal que

diste del de la base la longitud ¢ altura sefialada para el
prisma.

Lam, 18, 176.—Trrraspro (fig. 191). Este cuerpo es una piré-
2 mide triangular, regular, cuya altura es tal que las aristas
laterales resultan iguales 4 los lados de la base. Por consi-
guiente se trazardn sus proyecciones del modo indicado

(174), calculando antes su altura por medio del tridangulo
rectdngulo « d D;,. :

177,—Ocrarpro (fig. 192). Se puede considerar forma-

9'2 do este cuerpo por dos pirdmides cuadrangulares, regula-

res, iguales, que tienen la base comtin, sus vértices 4 dis-

tinto lado de ella y una altura tal que las aristas laterales ¥

los lados de la base resultan de igual longitud. Tomaremos

el plano H paralelo al de la base comin, quedando ésta pro-

yectada por ejemplo, en (b ¢ d e-b’ ¢ d' ¢) y no resta mds

que trazar sobre ésta base dos pirdmides en las condiciones
dichas, cuya altura calcularemos como en el tetrasdro por °

medio del tridangulo rectdngulo ¢ Fy, que en este caso ya
estd construido.

178. —Ex4EpRO ¢ CUBO (fig. 193). Basta observarla para
~~ Ccomprender su trazado.
?7 ¢
%S C 179, —Doproarpro (fig. 194). Si nos fijamos en una

=2
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~ cara cualquiera de este poliedro y en su opuesta, que le es
paralela, observaremos que son dos pentdgonos regulares
iguales cuyos lados sirven de bases 4 otros diez, que de dos
en dos tienen comunes los lados que concurren & los vértices
de aquéllas.

Cada una de dichas caras con las cinco que le son adya-
centes, constituyen, pues, una especie de corona, cuyo bor-
de es una linea en zig-zag, formada por los lados no comu-
nesde los cinco pentédgonos laterales y enlazadas ambas coro-
nas de modo que los salientes del borde de una de ellas en-
cajan en los entrantes del de la otra.

Para obtener las proyecciones de este poliedro tracemos
sobre un plano paralelo al H el pentédgono (12345-1'2'3" 4'5')
que serd la base de la corona inferior y ademds los b, 4,
204, 11, 124,y 1, 5, 12,, 13,, 14, que representardin los aba-
timientos sobre el plano de aquélla de dos caras adyacen-
tes. Si deshacemos estos abatimientos, girando ambos poli-
gonos alrededor respectivamente de las charnelas 4,5 y 1,5,
hasta que los lados 5, 12,, 5, 12, se confundan en uno solo,
como estdn en el espacio, podremos determinar sus proyec-
{ ciones. En estos movimientos 12, no saldrd del plano verti-
| cal 12, @ perpendicular 4 la charnela 5, 4, ni 12, del 12, b
\ perpendicular 4 la b, 1; luego el vértice 12 del espacio deberd
| estar en la intersecciéon de ambos planos ¢ sea en la ver-
| tical proyectada en 12, cuyo pie es la ployecci(')n de aquél.
| La arista 5, 12 en el espacio, su proyeccién 5, 12 y la verti-
;cal que pasa por 12 constituyen un tuangulo rectingulo,
| que abatido es el 5, 12, 12, y tomando d 12'=12 12, obten-
| dremos la proyeceion vertical de 12. :
| La recta 5, 12 ha de concurrir al centro o del' poligono
| ' de la base y como las aristas que parten de sus demds veér-
| tices 1,2, 3 y 4 tienen la misma inclinacién que aquélla,
| podremos trazar en seguida las 1, 14; 2, 16; 3, 18 y 4, 20;
| concurriendo también 4 0 y de 1gual longitud que 5, 12, ast
l como los puntos 14', 16/, 18', y 207, situados todos en la
1 paralela 127,16°4 5/, 2,




(
|
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Bl vértice 11, al levantarse el poligono de que forma -
parte, no saldra del plano vertical 11, e perpendicalar 4 la
charnela; la diagonal 12, 20, habrd tomado la posicion 12,20,
asi como el punto F; en que aquélla es cortada por la b, 11,
se habra trasladado & f por consiguiente la interseccion de
las rectas 11, ¢ y 5 f nos dard la proyeccion horizontal 11 -
de dicho vértice. Su proyeccion vertical se obtendrd toman-
do d 11’ igual al cateto de un triangulo recténgulo que ten-
ga por base ¢ 11 y por hipotenusa ¢ 11,, obteniéndose fdcil-
mente después los puntos 13, 15, 17, y 19y los 13/, 15", 17,
y-19', situados en la 11’ 17, paralela & 5’ 2.

Uniendo convenientemente los puntos encontrados nos
formaran las dos proyecciones de la corona inferior.

Para la superior debe observarse que para que las partes
salientes de su borde encajen en los entrantes del de la otra,
es preciso que el pentagono central de la plimera se proyec-
te horizontalmente de modo que sus vértices 6,7, 8, 9, y' 10
ocupen los puntos medios de: los arcos subtendldos por los
lados del pentdgono que le es paralelo, y una vez trazado
asi no hay mds que unir dichos vértices respectivamente
con los 13, 15, 17, 19 y 11, para dejar terminada la proyee-
cién horizontal de todo el poliedro.

La vertical lo quedara también trazando la recta 10° 8’
que diste de la 11’ 17’ tanto como la 12 16" de la 5" 2/, en
virtud de la simetria que guarda la corona superior respec-
to 4 la inferior, y proyectando los vértices 6, 7, 8, 9 y 10
sobre aquella recta en 6/, 7', 8',9" y 10/, cuyos puntos deben
unirse con los 137 15, 17/, 19"y 117, /

180.—Icosampro (fig. 195). Coloquemos este poliedro de
manera que la diagonal que une dos vértices opuestos
cualesquiera sea vertical y en esta disposicion observaremos
que el icosaedro se compone de dos pirdmides pentagonales,
regulares, iguales é invertidas, una superior y otra inferior,
teniendo ‘ambas por vértices los dos del poliedro que deter-
minan aquella diagonal y la altura precisa para que las!

(N
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aristas laterales resulten iguales 4 los lados de las bases.
Bstas tienen sus planos paralelos y estdn dispuestas de modo
que al hallar sus proyecciones sobre un plano paralelo 4
ellas, los vértices de la superior quedan proyectados en los
puntos medios de los arcos subtendidos por los lados de la
inferior, en la cireunferencia circunseripta 4 la misma.

Dichas dos: pirdmides estan enlazadas por una faja com-
puesta de diez triégngulos equildteros, 4 los cuales sirven de
base y vértice los lados y vértices de las bases de aquéllas
y teniendo ademéds cada dos un lado comun.

Sentado esto, procedamos 4 determinar las proyeccm-
. nes. Tomemos para plano horizontal uno paralelo al de las
‘bases de las referidas pirdmides, cuyos poligonos se proyec-
tardn sobre aquél en su verdadera magnitud, asi que no ha-
brd més que trazarlos en la disposicién gue antes hemos indi-
cado. Bstos pentdgonos son los 2, 3,4,5,6y7, 8,9, 10, 11,
cuyas proyecciones verticales serdn dos rectas paralelas &
X ¥ tales como 2/, 8, 4,5, 6" y 7/, 8, 9,,10’, 11’, cuya se-
paracion fijaremos luego, En el punto 1, 12, centro comun
de los dos pentagonos, estardn proyectados los vertices 1
v 12 de las dos pirémides; unido dicho punto con los vérti-
ces de ambos poligonos, formaran las proyecciones de aqué-
'llas; asi como uniendo también cada vértice de la base dela
 superior con los dos de la inferior, que determinan la cuer-
| da que subtiende el arco cuyo punto medio ocupa aquél,
|resultardn proyectados los diez tridngulos que enlazan una
| pirdmide con ofra y con ello concluida la proyeceién hori-
zontal del poliedro. ,

De su proyeccién vertical conocemos ya- los puntos :
9, 8, 4/,5, 6/, 7,8, 9,10 y 11’ Las de los vértices de
{las dos pirdamides deberdn estar en la 1° 12" perpendicular &
X ¥, equidistantes de las rectas 6" 3" y 11" 9°, aunque 4 dis-
tinto lado de ellas. Supongamos por un momento conocidas
estas distancias y que 1’ y 12° sean las proyecciones vertica-
les de los vértices inferior y superior respectivamente. Hstos
puntos unidos con las proyecciones de igual nombre de los
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 vértices de las bases correspondientes, nos proporcionardan
las de las pirdmides y uniendo 4 su vez estos mismos vérti-
ces, en el orden que se unieron en la proyeccion horizontal,
se completars el trazado de esta ultima proyeccion del polie-
dro. Sélo falta determinar las distancias 3" 9, 12 10"y 1’ 2",
Las dos ultimas son iguales y precisamente las alturas de las
dos piramides, siendo, por lo tanto, el cateto 12; 12 de un
triangulo rectangulo, cuya base sea la recta 12, 9, por ejem-
plo, y la hipotenusa la arista 8, 9 del poliedro. En cuanto 4
la distancia 3" 9’ pronto se echa de ver que es también el
, | cateto 9, 9 de otro triangulo recténgulo que tenga por base
6 hipotenusa la recta 9 3 y la arista del icosaedro.

Casos particulares.—181. Cuanto acabamos de exponer
es en la hipétesis de ser arbitraria la posicidn de los polie-
QY dros en el espacio, 6 por lo menos la que ocupan relativa- ;
\\\ \ mente 4 los planos sobre que se proyectan y ast los hemos
podido considerar en la situacion més ventajosa para hallar
sus proyecciones; mas sucede algunas veces que es preciso
representar un poliedro que ocupe una determinada respecto
aquéllos. En este caso se puede colocar el poliedro de la ma-
nera deseada y buscar sus proyecciones como hemos di-
cho (172), pero serd en general mds conveniente trazarlas |
suponiendo al poliedro colocado como nos sea mas ventajoso |
para ello y después deducir de las mismas, por movimien-
tos adecuados, las correspondientes 4 la verdadera posicion
apetecida. Estos movimientos pueden ser cambios de planos
de proyeccion, giros 6 unos y otros combinados.

Si se tratara de construir, por ejemplo, una pirdmide cua-
drangular, regular, dada la altura, la base y el plano P @ P
de ésta (fig. 196), se podra hacer un cambio de planos de
modo que aquel plano sea el horizontal del nuevo sistema,
trazar en éste las proyecciones de la pirdmide propuesta (174)

y volver al primitivo sistema de planos de proyeccion, que-
dando asi resuelto el problema. Hagamos, pues, dicho cambio
\de planos, obteniendo para linea de tierra definitiva (98) 4
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e Y% tracemoslas proyecciones b
b’ ¢’ d"’) de la pirdmide, segtin los datos que la determinan,
y deshaciendo los cambios efectuades, quedars la pirdmide
en cuestién representada por (s a be dss' a' b ¢ d).

Como nuevo ejemplo, supongamos que se quiere repre-
sentar un cubo de arista couomda de modo que una de sus
dlagonales sea vertical.

Representemos primero este cubo (fig. 197) del modo

| que sea mas facil, tal como lo estd en (abedefgh-a' b ¢ d
| ¢f g ), y supongamos que (be-b'¢) sea la diagonal que
J ha de resultar en la posicion pedida. Hallemos su traza
| horizontal (A-%'), y hagamos girar el cubo alrededor del eje
| (zy-o y') hasta que aquella recta sea paralela al plano ver-
| tical. Después de este giro, las proyecciones del poliedro re-
sultardn ser las (@, 0,¢ dye [ 9 hi-0 10 ed e f9.0).
Hagamosle girar ahora alrededor de (2 -2 ) hasta que la
misma diagonal sea perpendicular al otro plano de proyec-
cién y obtendremos por fin el cuerpo en la posicion de-
seada representado por las proyecciones (a, by ¢, dseyf, gy liy
@ybuCodaesf a9 3 0s).

R —

182, También puede presentarse el problema inverso,
esto es, que deba construirse un poliedro cuyas proyecciones
se hayan obtenido ocupando aquél una posicion cualquiera,
y como para dicha coustruceion hay que deducir las verda-
deras magnitudes de todos sus elementos, y esto es mds facil
en una posicion determinada que en otra cualquiera del
poliedro, respecto 4 los planos sobre que estd proyectado,
podra llevarse dicho cuerpo 4 esta posicion ' méds ventajosa,
I por medio de cambios 6 de giros, y deducir de ella los datos

necesarios para construirlo.

Los dos ejemplos anteriores sirven también para aclarar
lo egpuesto considerando que los datos sean la pirdmide
(sabeds a b ¢ d) (fig. 196) 6 el cubo (@, b, ¢, dyesfs gy hy-

L by ey dyd o f g s ly) (ig 197), que por medio de cambios
Q\e planosen la primera y de giros en la segunda, se pueden
Ao

2 A
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obtener-en las posiciones respectivas (s” 6" ¢'d" =" a” 0"

¢’ d’)y(abedefgh-a b ¢ d e f g h') delascuales es mds

facil deducir las dimensiones necesarias para construirle.
No se pierda de vista que los ejemplos que acabamos de

3 & . . {
/ citar sirven s6lo para dar una idea de lo que debe hacerse

en casos analogos, pues realmente en los presentes bastaria
averiguar las longitudes del lado de la base de la pirdmide,
de su altura y de la arista del cubo, para sin mas operacm-
nes poder construir estos cuerpos

|

Problemas.

|\ DESARROLLO DE LAS SUPERFICIES DE LOS POLIEDROS

: Jgs 183, La operacion materlal de construir sobre un plano

el desarrollo de la superficie de un poliedro, consiste en tra-
zar los distintos poligonos que constituyen sus caras de .
modo que de dos en dos tengan un lado comtn,

Por consiguiente, en un poliedro irregualar cua]quma
dado por sus proyecciones, deberd hallarse la verdadera
forma y magnitud de cada una de sus caras y coustruir
estos poligonos del modo dicho y conforme la disposicion
en ue se suponga se le haya abierto.

Sélo nos ocuparemos, por lo tanto, de algunos cuerpos
especiales.

N

184,—ProsremA 33.  Hallgr el desarrollo de la superficie

Busquese la verdadera magnitud de las aristas y la de los
lados de la base y constriyanse los tridngulos que forman
sus caras, unos 4 continuaciéon de otros, 4 partir de la arista
segtn la cual se considera abierta la pirdmide. Complétese '
el desarrollo con el poligeno de la base.

185.—Propueva 34.  Trazar el desarrollo de lu supea/me
de un prmna (ﬁg 199).
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Siendo sus caras laterales paralelogramos, se necesita
para construirlos conocer dos lados de cada uno y una dia-
- gonal; por consiguiente, debe buscarse la veldadexa magni-
tud de las aristas laterales del prisma, la de ana diagonal
de cada una de sus caras y la de los lados de la. base. Estos
tltimos se conocen desde lucgo en el caso de la figura ac-
-tual. Después se trazard el desarrollo. anmlommeute al pro-
blema anterior.” - s o
186.—Propruya 35.  Hallar los desarrollos de las supeiﬁ

cies de los poliedros requlares. j
Como en cada uno de ellos son conocidos los poligonos

que constituyen sus caras y basta la magnitud de un lado
para construirlos, no se necesita operacion ninguna prelimi-

ar, pues 1'epresentados\los proliedros regulares del modo di-
cho (176 y siguientes ), siempre se encontrara una arista pro-
yectada en su verdadera magnitud. Asi, pues, nos limitare-
mos 4 indicar la forma que afectan estos desarrollos en cada -
poliedro. ° » ’

TerrAEpRo (fig. 200). Un tridngulo central, que es la
base, y otros tres sobre los lados de aquél, que representan
los abatimientos de las tres caras. :

Octraepro (fg. 201). Pudiéndose considerar este cuerno
‘como la reunion de dos pirdmides cuadrangulares que tie- i
nen una base comiin (177), no hay mds que desarrollar las
cuatro caras laterales de cada una de modo que ambos des-
arrollos queden enlazados por una arista; 1,2, 3,4, 1°, 2,
3/, 4', son dichos desarrellos parciales. ]

Tcosaepio {fig. 202). Se compone de una faja central
compuesta de diez tridugulos equiléteros y de dos pirdmi-
des pentagonales que lo cierran superior ¢ inferiormente. ,
Desarrollando estas tres partesde modo que no resulte solu- j
cién de continuidad, tendremos que 1, 2, 3..... 10 representa 5
ol desarrollo de dicha faja, y 1', 2/, 3, 4 D] e 5
4. 5", los de aquellas pllamldes.

LXAEDRO ¥ DODECAEDRO. Basta ver las ficuras 203 y 204. Lam. 20. ,
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SECCIONES PLANAS EN LOS POLIEDROS

187. Se llama asi el poligono que resulta de la intersec-
cién de un poliedro con un plano.

Los lados de este poligono son las intersecciones del plano
con las caras que corta del poliedro y los vértices del mismo
las traza sobre dicho plano de las aristas del poliedro que
sean cortadas por él, haciendo esta salvedad, tanto para los
vértices como para los lados, pues se comprends que el po-
liedro puede tener caras 6 aristas que no encuentren al plano

dado. _

: De lo dicho resulta que para hallar la interseccion de un
poliedro cualquiera con un plano, pueden emplearse dos
métodos: buscar las intersecciones de €ste con las caras, 6

. con las aristas, resultando determinada la seccion, bien por
sus lados, bien por sus vértices. Queda, pues, reducido el
problema al de interseccion de planos 6 de planos y rectas;
mas téngase en cuenta que si bien para hallar unas 1 otras
de estas intersecciones hay que considerar como indefinidas
las caras 6 aristas del poliedro, una vez halladas aquéllas de-
bemos cerciorarnos de si las rectas ¢ puntos de interseccion
obtenidos estén dentro de los limites de las expresadas caras
6 aristas, pues de lo contrario no pueden formar parte de la
seccién plana.

Se comprende también que debe procederse con sumo
cuidado para no incurrir en confusiones, causa. siempre de
errores, puesto que después de halladas las int'ersecciones_ del
plano dado con las caras ¢ aristas del poliedro, ha de ser
diffcil averiguar el orden en que deben sucederse estas rec-
tas 6 puntos para constituir el poligono ‘que se busca.

188. Para evitar esta confusion es preciso ante todo
estudiar los datos, elegir una cara, por ejemplo, que se com-
prenda deba ser cortada por el plano y hallar su interseccion
rectag que quedard limitada por dos avistas de las que consti-

)
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tuyen dicha cara. Se fomard luego otra cara adyacente 4 la

“anterior por una de aquellas dos aristas, buseando también

la interseccion con el plano, para lo cual bastard encontrar
un solo punto de ella, puesto que se conoce ya el extremo del
primer lado. La nueva recta obtenida terminard en ofra
arista comun 4 la cara con que se oper6 y 4 una tercera, de
la cual se buscara de una manera andloga su interseccion con

el plano, y asf sucesivamentehasta encontrarse de nuevo con

la cara departida; es decir, que elegida ésta segiin la que arro-
jen de sf los datos, se busca siempre la interseccion del plano
con la cara que tenga de comiin con la anterior la arista en
que termina el ltimo lado trazado de la seccion plana.

Si nos valemos de los puntos de encuentro del plano
con las aristas, se elegird la primera andlogamente 4 lo
hecho con la primera cara en el procedimiento anterior,y
después se empleardn sucesivamente las inmediatas 4 la dl-
tima considerada, cuidando de unir siempre cada nuevo.
vértice con el determinado antes que él.

189. s claro que los lados de la seccién plana que estén
sitnados en caras ocultas lo serdn también, mientras que
deberdn sefialarse como vistos los que estén en caras que
gocen de esta propiedad. El plano dado ocultard también
parte del poliedro, la que deberd, tenerse en cuenta para su
mejor representacion y claridad del dibujo (64).

100. Muchas veces ocurre necesitar la verdadera mag-
nitud del poligono seccién, la cual se obtiene abatiendo el
plano que lo ha producido. También suele necesitarse el
trazado de este poligono en el desarrollo de la superficie del
poliedro, linea que recibe el nombre de transformada de la
seccion, y para determinarla bastard buscar en cada arista |
que contenga un vértice, Ja verdadera magnitud de la parte
de ella comprendida entre aquel vértice y uno de los del
poliedro, llevando luego convenientemente esta longitud
sobre la arista correspondiente del desarrollo. o :

\
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Si la seccién plana tuviese que trazarse sobre un polie-
dro construido, se levarfan aquellas distancias’ sobre las
aristas del poliedro y se unirian: los puntos resultantes de
dos en dos.

Algunos ejemplos aclarardn todo lo expuesto.

101.--ProBLEMA 36.  Hallar la, interseccion de una pird-
mide con un plano, lu verdadera forma y magnitud de la sec:
cidn i su transformada en el desarrollo de aquélla. L35
Valiéndonos de las intersecciones del plano con las caras
(figura 203), se ha elegido para empezar la (nob-a' v b) de
la que se ha buseado su traza vertical por medio de una
Liorizontal (v g-v'g’) que pase por et vértice dela piramide, y°
hallando luego la interseccion (£2-f' 2) de los planos POP
y alg', de cuya recta s6lo la parte (1 2-1'2') pertenece d la
seccion plana~De la misma manera so ha encontrado la in-
terseccion del plano con la cara inmediata (b v -0 v'c’) ob-
teniendo la recta: (13-1'3') que debe pasar por (2-2) y pro-
porciona el lado (23-2'3). De la cara adyacente C.V D se ha
buseado Ja traza vertical por medio de las trazas de este
nombre de las aristas que determina dicha cara y en seguida
se ha buscado la interseccion del plano (cd-p'q') con el
dado, que es la recta (04-0'4'), que debe pasar por (3 3) ¥
“determina el nuevo lado (3 4-3'4'). La traza vertical de la
cara siguiente se ha obtenido de un modo andlogo al ante-
rior, y como-su fraza horizontal no corta 4 la del plano
dado se ha empleado ademds de las.trazas verticales un
plano auxiliar ¢ u, paralelo-al vertical de proyeceion, resul-
tando la interseccion (4 z-4' z') que debe pasar por (4-4) y
que produce el lado (45-4'5"). Finalmente, uniendo el
punto (5-5') con el (1-17) se completa la seccion buscada,
~ Haubiera podido obtenerse ésta mds facilmente, bus-
cando un sola punto para cada lado y uniéndolo con el
extremo del anterior; pero de intento nos Lemos separado
algo de la marcha general indicada (188) para obtener
comprobaciones ¢ indicar varios de los distintos medios

Ve
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por los que pueden obtenerse las intersecciones del plano
con cada cara. : :

En la figura estin claramente indicadas las operacwnes
‘necesarias para obtener el abatimiento de la seccién plana
y su transfor mada en el desarrollo de la piramide.

Si se prefiere ‘hallar las intersecciones de P P’ con las
aristas, As'abido es (Bl) que debe hacerse pasar por cada una
de éstag: un plano anxiliar (generalmente uno de los pro-
yectantes) y buscar la interseccion de éste con el dado, in-
terseccion que dara un vértice del poligono que se busca en
su enecuentro con la arista de que so trata.

Si nos valemos, pues, delos planos proy ectantes vertica-
les de todas las aristas, estos planos se cortardn segin una
yertical que pasard por el vértice de la pirdmide, y la traza
de esta recta sobre el plano dado serd un punto comuu a éste
y 4 ¢ada uno de los auxiliares, bastando en consecuencia un
nuevo punto para cada interseccion auxiliar.

En la figura 206 en la que se ha empleado este método,
se ha empezado por determinar el punto (), traza de la
vertical que pasa por (v-0") sobre P @ P'. Las intersecciones
de éste con los proyectantes verticales de las aristas se han
obtenido uniendo el punto (f-£7) con los réspectivos (¢-g°),
(h-h'), (1) y (m-m), y las rectas resultantes han determi-
nado los vértices (1-1 ), (2-2 i (38) (4-47) de la seccion
buscada. :

Tiene la ventayt este procedlmlento sobre el anterior de
resultar el dibujo menos extendido; pero si se necesita luego.
¢l abatimiento de la seccién plana, es preferible todavia em-
_ Dlear planos auxiliares que pasen por las aristas y tengan
su traza horizontal paralela 4 la del dado.

En la figura 207 se ha hecho ast, y desde luego observa- Lam. 2,

remos que dichos planos auxiliares, por pasar por el vértice
de la piramide y tener sus trazas horizontales paralelas, se

cortaran segin la horizontal (v 0" f'). Trazaremos, pues,
ante todo ‘esta recta, y su traza vertical f° deberd ser un
punto de las del mismo nombre de aquellos planos, cuyas

g, R K 3 g NSRS e
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otras trazas pasardn por las horizontales de cada arista pa-
ralelamente 4 la P. Halladas luego las intersecciones de los
referidos planos auxiliares con el PO P, estas 1'ecta's deter-
minaran los vértices (1-17), (2-27), (8-37), (4-4") y (5-6) de la
seccion plana. : / ‘
La ventaja que indicamos antes consiste en que las
rectas que han proporcionado dichos vértices sirven para
hallar el abatimiento, obteniendo éste en las mejores con-
diciones, puesto que cada vérbice viene dado por el encuen-
tro de dos rectas perpendiculares, como puede observarse
en la figura. S :
Si eLplmio dado fuese perpendicular & uno de los de pro-
yeceion, la traza de aquél sobre éste contendria las proyec-
ciones de cuanto esté situado en el mismo, siendo entornces

muy facil hallar la otra proyeccion del poligono pedido. Pero .

aunque los datos no estén en las condiciones mencionadas,

puede llegarse siempre d ellag por medio de cambio de pla- |

nos 6 de giros.

St

{
§

Como ejemplo presentamos la figura 208, en la que se '

ha aplicado el primer medio.

199.Prorrova 37, Hallar la interseccion de un prisma
con wn plano, la verdadera magnitud de la seccidn y el desa-
rrollo del primero con 'la transformada de ésta (g 209).

Con las ligeras variaciones que requiere la naturaleza
del poliedro, son aplicables 4 este problema los procedimien-
tos empleados en el anterior. El prisma. tiene por base infe-
rior el pentdgono (@ b cd e-a b ¢ d ¢)y el plano es PO 15
Se ha empezado por hallar la interseccion de éste con la cara -
A B (nombraremos las caras por las letras de sus trazas) va-
liéndonos de las trazas de ambos planos y obteniendo el
lado (1 2-1"2'); (2-2') es un punto del lado siguiente; hallando
otro, mediante el plano auxiliar 7, ha resultado el lado
(2 3-2' 3); el mismo plano Z ha servido para hallar el
(343 4 la interseccion de P @ P’ con la cara D H es pa-
valela al lado (1 2-1°2), por consigniente se ha podido
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trazar el (4 54’ 5') y uniendo su extremo con el punto (1-17)
' seha determinado la seccién plana. :
También estdn indicadas en la misma figura las cons-
_trucciones para hallar la interseccion de P ) P’ con cada
arista valiéndose de sus planos proyectantes verticales. El
de la arista cuya traza es (¢-a’) corta al plano dado segiin
la recta (1 2-1 27), fdcil de encontrar, y (1-1') es la intersec-
cion de aquél con dicha arista. Las intersecciones del mismo
plano con los demas proyectantes son paralelas 4 la anterior,
siendo un punto de cada una de ellas los M, N, O, P,
Tomando un nuevo plano vertical de proyeccion X ¥/ _
perpendicular al dado, se ha encontrado agsimismo la seccion
plana del prisma, bastando seguir las construcciones hechas
en la figura, en la que estin indicadas también las que con-
ducen al abatimiento 1, 2, 3, 4, 5, de dicha seccién.

Para obteuer el desarrollo del prisma con la transforma-
da de aquélla, pudiera seguirse el método general (190); pero
es mas conveniente valerse de la seccion recta, producida
por B 8" R, para cuya mas facil obteucién se ha cambiado
nuevamente de plano vertical por otro X7 ¥/, paralelo 4 las
aristas del poliedro. La mencionada seccidon recta es la

x  (ePyoea"6y "8 ")y suverdadera magnitud la o B
Hsta en el desarrollo es una linea recta, facil de trazar;las
aristas del prisma han de serle perpendiculares y las distan-
cias desde los vértices de la seccion recta 4 los de la otra see- o
cién plana y 4 los de cada una de las bases pueden medirse
directamente sobre la proyeccién X*° Y, no presentando,
por consiguiente, ninguna dificultad el trazado del desa-
rrollo del prisma con las dos transformadas.

g ' INTERSECCION DE UNA RECTA CON UN POLIEDRO
193. Haciendo pasar por'la recta un plano cualquiera, ;

hallando la seccion causada por éste en el poliedro y viendo . = ¢

A \l:s,puutos en que este poligono corta 4 la recta dada, se ob-

I

tendrdn los que se buscan.
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El plano que se‘haga pasar por la recta deberd ser en
general una de sus proyectantes, para mayor sencillez, pero

. esta eleccion depende del poliedro de que se trate.

i
i
i

Si éste fuese una pirdmide, seria mnds eonveniente hacer
pasar el plano por el vértice de la pirdmide, pues su inter-
seccion con ésfa serfa un tridngulo, ficil de obtener; y si
fuese un prisma, el plano que pase por la recta debe ser ade-
més paralelo & sus aristas y la mterseccmn serd un paralelo-
gramo.

194, Como caso particular de este problema puede pre-
sentarse el de hallar la segunda proyeceion de un punto, si-
tnado sobre un poliedro, eonocida la- otra proyeceion, pues

~ basta haeer pasar por ésta su proyectante y hallar la inter-
seceion de esta recta con dicho poliedro.

INTERSEGCION DE DOS POLIEDROS

105. Si hallamos la interseccion de ano de los poliedros
con cada una de las caras del otro, obtendremos un conjunto
de lineas que deberan constituir la mutua secciéon de ambos
cuerpos, puesto que dichas lineas serdn comunes 4 las su-
petficies de uno y otro.

Podriamos aplicar, por lo tanto, los métodos indicados al
tratar de las secciones planas de los poliedros; pero desde
luego se comprende que ha de haber alguna diferencia, pues

| allf era un plano indefinido el que cortaba al poliedro y aquf
o ; . * sop

| es un plano limitado. En aquel caso, cadalado de la seecion
\;,! se limitaba en dos aristas de una misma cara, y en éste la

/i

“ recta comun 4 dos caras, una de cada cuerpo, puede quedar-

| 10 por dos aristas pertenecientes'a distinta cara.

i
!

196. Por consiguiente, dejaremos ya sentado que una
vez obtenida la interseccion de una cara del primer poliedro
con otra del segundo, consideradas ambas indefinidas para
,{as operaciones grdficas de hallar dicha interseceion, soélo se

l
i

|

A
A

N
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Sk
Lo A

] debe tomar de esta recta la parte comin 4 los dos poligonos

- 6 caras, es decir, la parte comprendida entre dos aristas per-

|

| oo poliedro y otra 4 la del otro.

| & ~

197 Ademds se concibe también que no es preciso en-
| contrar-las intersecciones de-uno de los CUErpos con todas
| las earas del otro, pues por lo general, no todas lo cortardn,
\ siendo por otra parte: complicadas'estas operaciones indica-
| das con tanta vaguedad, por la confusion que puede surgir
| al enlazar dichos resultados parciales para definir y fijar el
n conjunto poligonal que se busea. i

| Esteno sera generalmerite una fisura plana, pluestd que
‘cada_uno de sus lados es comun 4 dos planos distintos, Los
| vérlices estardn siempre sobre alguna arista, pero pudiendo
| pertenecer ésta & uno 4 otro de los dos poliedros, dichos vér-
‘{f tices estaran también en el interior de las caras que no con-
| tengan aquella arista. e
. Asi es que aun estudiando detenidamente los datos,;n?)
es posible formarse idea exacta de la forma ¥ posicion de la
interseccién buseada, ¥ tanto por este motivo como por las
razones expuestas antefiormente, es de precisa necesidad
seguir una marcha metédica y ordenada, que evite las con-
fusiones y eluda las dificultades. ;
., Consideremos, por lo tanto, un ejemplo, que al par que
| nos gufe en los razonamientos, nos permita hacer las demas
| consideraciones pertinentes al asunto, facilitando reglas ge-
\nerales aplicables 4 los demas casos.

it

198, Sea, pues, hallar la.interseccion de un cubo y un

’i%tetl'aedro,'que representamos en perspectiva en la figura 210. [4m. 92,

Ante todo hay que elegir en cada poliedro una cara, de

modo que las dos se corten, y para ello debe consultarse la
forma y posicion relativa de los datos, procediendo por
tanteos en caso de duda. Su comtin seccién se buseard con-

l- . . . ¥.o!
%ﬁderando ambas  caras como indefinidas y siguiendo las
i ‘ :

N

| tenecientes 4 ellas; bien lo sean & una sola, bien una 4'1a de

T S e S

st 1
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reglas de la interseccion de plano (81 y siguientes), pero no

tomando luego de la recta que resulte mds que la parte
! comprendida entre aristas de una y otra, como dijimos
| anteriormente. e
»’ En el ejemplo actual se han elegido las caras' A BC'y

| HING, cuya interseccién se sppone ser la recta 1-2 ilimi-
‘l tada, y tomando de ella la parte 1-2, que es tinicamente la
J comun 4 los dos poligonos, se obtendrd el primer lado de la.
| interseccion buscada.

| Siguiendo por uno de sus extremos, se observars que
"]el 2, por ejemplo, por. estar sobre la H J, ademis do per-
tenecer d/las dos caras elegidas, corresponde también 4 la
]]ﬁ L], siendo, por conswmente un punto de la intersec-
\cién de esta ltima con la A B C , y hallando otro punto de
ila misma recta, obtendremos la 2-3, dela que se tomars
‘-»%tan solo la parte nombrada por la misma razén de antes.
‘]'El punto 3 pertenece también 4 lacara A C D y forma parte
«de la interseccion de ésta con la misma HE LJ anterior;
}}lluego hallando un nuevo punto, se determinara la 3- 4, que
hmxtaremos en 4 por la arista J H. Andlogamente el punto 4
| pertenece 4 las caras A ¢ D y HJ NG, y con facilidad po-
‘dra encontrarse la 4-5 que les es comun, terminandola en H
.soble la arista 4 D. BEste punto es ya de la interseccion de
IIJNG y la nueva cara 4D B, por lo que determinare-
fmos otro punto de ella, que unido con el anterior, nos pro-
upormonala la 5.6, terminada en 6. Consideraciones analo-
Ugas nos inducen & encontrar la 6-7, interseccion ‘de A B D
y I'G N M, y luego sucesivamente las 7-8, 8-9, 9-10 y 10-1,
\que lo son por su ordende A BD y ML E’F de ésta y 4 D C;
1de la misma MLEF y ABC, y de ésta con la K G N M: y
‘como la tltima 10-1 tiene que terminar sobre la arista ¢ N
que pertenece también 4 la cara ¢ NJ A, quejunto con la
;ABO son las caras por donde empezamos, es claro que, silas
\construcciones sstan bien hechas, al extremo 1 de dicho 10-1
“ha de coincidir con el 1 del lado 1.2, quedando asf cerrado
LLy completo el conlorno poligonal que buscdbamos,
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199, Fijandose ahora detenidamente en las operaciones
| realizadas, veremos que, encontrado un lado de la intersec-
.‘} cion, para hallar‘el que sigl.le hay que observar la arista en
| que termina, tomar del poliedro 4 que pertenezca, la cara
| adyacente, por dicha arista, 4 la empleada anteriormente
y busear su interseccion con la misma del otro poliedro que
produjo el Gltimo lado obtenido; es decir, que para cada
| lado nuevo, hay que valerse de una de las dos caras que
| proporcionaron el auterior, siendo la que se abandona aqué-
lla & que pertenezca la arista sobre la cual quede situado el
ultimo vértice, tomando en su lugar la que sea adyacente
segltin dicha arista. Ya hemos indicado (198) el modo de
| obtener el primer lado, y procediendo de esta manera, no
puede haber confusién, y mucho menos si se cuida de sefia-
lar cada vértice que se obtenga por un nimero correlativo.

i
i
i

1
|

900. Las proyecciones de la interseccion de dos polie-
| dros no tendrdn todos sus lados vistos, y bien se comprende
que para reunir un: lado esta circunstancia, es preciso que

' sea comun 4 dos caras vistas; por consiguiente, en cada

| proyeccion se trazardn asi los lados que provengan de dos

caras que lo sean sobre la misma proyeccion y como ocul-
tos los demds. Una regla andaloga se ha seguido en la figura
en perspectiva que consideramos, en lu que sélo son vistos
los lados 1-2 y 10-1.

201. Cuando dos poliedros se cortan, forzosamente ha
de suceder que cada uno de ellos oculte una parte del otro;
circunstancia que debe hacerse constar en el dibujo para la
m4s clara representacién de ambos cuerpos; asi es que ade-
mas de trazar debidamente como vistas y ocultas en las dos
proyecciones las aristas que lo sean de cada poliedro como
si estuviera solo, hay que representar también como ocultas
las partes de aristas que no lo sean de por si, pero que que-
den tapadas por el otro poliedro.

K Pdcilmente puede averiguarse las partes de aristas que
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se hallan en este caso, inspeccionando detenidamente la po-
,{ sicion relaliva de los datos, mas en caso de duda puede se-
| guirse este procedimiento. Hagase pasar por la arista que
| s considere el plano proyectante perpendicular al de pro-
yeccion de que se trate y hallando la interseccion: de este
plano con el otro poliedro, se reconocerd si dicha arista estd
debajo 6 encima, delante 6 detrds de aqueél, segtn se frate

| dela proyeccion horizontal 6 vertical.

%

202. En el casodela figura 210 en que la interseccidon de
. los dos cuerpos propuestos en un sélo poligono 1, 2, 3..... 10,
- 'se dice que hay arranque; pero puede suceder que la inter-
| seccion de los dos poliedros sean dos poligonos distintos,
\planos 6 no, y entonces se dice que hay penetracidn. Este
| caso ocurrird cuando un dngulo poliedro de uno de los dos
’;cuerpos éntre en el interior del otro, causando una intersec-
‘cion 6 poligono de enfrada, y atravesando dicho clierpo
1a]wa por la parte ‘opuesta, ocasionando otro poligono de
sahda. También puede haber penetracion, y sin embargo,
¥ un solo poligono, si el vértice del dngulo poliedro mencio-
| nado queda en el interior del otro cuerpo.

i
8

| 208. Ocurre gencralmente buscar el desarrollo de ambos
poliedros con la transformada en cada uno de su comun in-
| terseccién. Aquéllos se hallaran siguiendo las reglas esta-
« blecidas (183 y siguientes), y en cuanto & las transformadas
| podrian encontrarse sin dificultad, como hemos visto en las
| secciones planas (190), si todss los vértices estuvieren 4 la
 vez sobre aristas de uno y otro cuerpo; mas no siendo ast
‘hay que introducir alguna modificacion en el método que
(allf se empled. Desde luego dichos vértices estdn situados
‘sobre aristas, pero que pertenecen 4 uno 1 otro de los polie-
\dros dados, y en el que no contenga la arista en donde esté
<1tuado un cierto vértice, queda éste en el interior de una
de sus caras. El vértice 3, por e]emplo estd sobre una cara
del cubo.
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7

_ Por consiguiente, para hallar las transformadas podrdn
serialarse desde luego en cada desarrollo los vértices que se
‘hallen en aristas del poliedro correspondiente, y para deter-
winar los demds se trazard por cada uno y en la cara que lo
contenga, rectas de posicion conocida que hagan las veces
de aristas. Refiriéndonos al mismo vértice 3 antes citado,
se deberd trazar por ¢l una paralela » 3 4 las aristas del
cuboy esta recta cortara al perimetro de la cara que la con-
tiene en un punto 2, que ficilmente se referira al desarrollo,
y trazando una nueva paralela 4 las aristas se. marcard
sobro ella la magnitud 2 3, que dard el veértice buscado.

Presentemos en proyecciones algunos ejemplos de mter-
seccion de poliedros.

204.—Propuema. Hallar la interseccion de un cubo y un
tetraedro (1) (fig. 211). :
Las caras elegidas para principiar son las HJ NG y
A B C, cuya interseceion es (12-1'2'). La proyeseion verti-

- cal se ha obtenido abatiendo el pldLIO de perfil que contleue

dicha interseccién (121), :

Hallandose el vértice (2-2') en una arista del eubo, toma-
remos la cara adyacenté y la misma anterior dél tetraedro.
La interseccion es (2 3-2°3). :

(3-3) estd en arista del tetraedro; por lo tanto, tomare-
mos la adyacente en este cuerpo y la del cubo que produjo
el lado anterior, sieudo el nuevo lado el (3 4-3'4) obtenido
por medio de los puntos (3-3°) y (¢-¢°).

Siguiendo la misma warcha buscaremos la interseccion
de ACDy HIJNG, que es (45-4'5H")

Luego (56-5°6") de la misma cara del cubo con la
ABD, obtemeudo la proyeceién vutlcal mediante la recta
(aa-a' 2°).

(1) Se han elegido los datos en andloga disposicion relativa que-los
de la figura: 210 para que se puedan comparar las operaciones en ella
prescriptas y realizadas en la actual,

k\\

e T

e
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Después las (6 7-6'7°) y (7 8-7' 8) de esta cara con lag
NGFM y MLETF del cubo. *

En seguida la (8 9-8’ 9) de esta tultima con la 4 ek y
la (910-9°10°) de la misma del cubo con la A BC del te-
traedro, valiéndose de la recta (¢ t-a/¢'). !

Y finalmente, uniendo (10-10°) con (1-1°) se obtendra ol:
lado comun 4 A BC y M NG F. :

(502,354 5657589 1010 203 0 AR 61 8 O 10’)3
es por consiguiente la interseccion de los ‘cuerpos, habién-
dose representado en cada proyeccion como vistos los ladog
que provienen de dos caras que lo son y como ocultos Ios
demds.

Con sdlo inspeccionar los datos se echa de ver que parte
de cada poliedro queda oculta por el otro. i

Los desarrollos de ambos se han determinado por los
medios sabidos (184, 185). El del cubo no requiere ningungﬂr
operacion previa y para el del tetraedro se han obtenido las
aristas en- su verdadera magnitud colocandolas paralela:

mente al plano vertical como indica la figura. Se conside- -
ran abiertos los cuerpos por las aristas 4 b y F L respecti-

g

vamente. : ‘
De la transformada sobre el desauollo del cubo se han j
trazado desde luego los vértices 1, 2, 4, 6, 7 y 10 que estan |

colocados sobre aristas del mismo, mldlendo en la proyeccion |
vertical sus distancias 4 la base inferior 6 4 la superior. Para !
los vértices restantes 3, 5, 8, 9 se han empleado las rectas
(32-3 2), (E)J -blaf), (8686 y (9v-9 Y) tomando Hz=
£ 28=r9 Hr/__/wya:)_a b, HE—ecy Be—8.0,1
Ez-ecy9v-9z w

: De la otra transformada se han sefialado también inme-
diatamente los vértices 3, b, 8 y 9 con sélo determinar las
longitudes de las partes de aristas comprendidas entre ellos
y el vértice del tetraedro. Para determinar los 1,2,4,6,7
y 10 se ha hecho uso de las rectas AR, AU, AV, A X, AV
y AT como si fuesen aristas. Todos los detalles de construc-

L cion estan indicados en la figura,

>
hy
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205.—PropruMa.  Hallar la interseccidn de wn prisma vy
|una pirdmide (fig. 212). Lam, 23,
ABCDUE esla pirdmidey #FGHIJ KL MNO el pris- .
| ma, que suponemos terminado por el plano horizontal ¢’ 2/,
que pasa por el vértice de aquélla, hipotesis que siempre
| puede realizarse. - :
g Las caras elegidas para empezar son las ADFE 6 I.JO N.
Su interseccion pg se ha obtenido valiéndonos de las tra-
| zas horizontales de dichas caras y del plano auxiliar ¢’ 2/,
resultando para primer lado de la interseccién buscado
el (12-1"2%). Podriamos buscar la proyeccion vertical de
pq para deducir la 1 2" y asi debe hacerse para mayor
exactitud en las operaciones; mas para no complicar la
|figura haremos solo las construcciones en el plano hori-
{zontal, deduciendo de esta proyeccién la vertical con sélo
referir cada vértice sobre la proyeccion de la arista co-
rrespondiente. :
Siguiendo las reglas establecidas (199) buscaremos la
/interseccién de la misma cara del prisma con la AC D de
% { la pirdmide, mediante el punto r de encuentro de sus tra-
“\ | zas, que nos da la recta »3 ¢ el lado 2 3, deduciendo de 61
eli2i 3l
Anslogamente y por medio del punto s, se ha encontra-
do la interseccién (34-3'4') de las caras ACD y HINDM.
En seguida debe buscarse la interseccién de las caras
 HINM y ABC, pero como sus trazas horizontales no se
encuentran en los limites del dibujo, hay que recurrir &
otro medio, valiéndonos del plano proyectante vertical de
la avista I M, el cual corta 4 la cara del prisma segtin esta
misma arista y 4 la de la pirdmide segtn la recta (¢ u-t' '),
obteniendo asf el punto (5-5) comun 4 las dos caras, y por
| lo tanto el nuevo lado (4 5-4'5').
'f El lado (5 6-5’ 6') comuin 4 lascaras 4 B Cy G H M L
} se ha encontrado por medio del punto .
Para el lado siguiente hay que considerar las caras |

{

| ;
(‘ G H MLy AC D cuyas trazas no se encuentran, recurrien- J
' i

L _ .
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do, por lo tanto, al plano proyectanie vertical de & L para
obtener un punto (7-7)de la interseccion de dichas caras

[y el lado (6 7-6" 7') de que se trata.

Mediante el punto y se ha obtenido el (7 8-7' §) inter-
seccion de F G L Ky A C D. :

Bl (8 9-8'9), comun & la misma cara del prisma y 4 la
A D E de la pirdrmide; se ha encontrado usando ofra vez el

“‘plano proyectante de G L, que ha proporcionado el pun-

{to (9-97). :

Las caras A D Ey G'H ML se cortan segiin (9 10-9°10)
obtenido por medio del punto . L

La Gltima y la A BB se cortan, segtm (1011-10° felisye

ara obtener el cual hemos vuelto 4 emplear el plano & L.

" El lado (11 12-11 12/), situado sobre las caras H I M-N

A E B, se ha encontrado por ‘medio del punto 8. Y como

hora deberfamos hallar la interseccion de HIMN y AED

uya recta pasaria’por el punto (1-1°), por donde empeza-

os. hasta unir (12-12)), con dicho punto, para completar
‘la interseceion de los cuerpos propuestos.

Para hallar sus desarrollos con las transformadas de la
comtn interseceién se ha preparado convenientemente el
dibujo, haciendo pasar por los vértices de aquélla y en las
caras en que estan-situados, rectas, o mejor dicho, genera-
trices de uno y otro poliedro.'Asi por el vértice 1, que esté
sobre una arista del prisma, se ha hecho pasar la generatriz
13 de la cara de la pirdmide en que estd colocado; por el
vértice 2 se ha trazado la generatriz 2 ¢ del prisma y anélo-
gamente las 34, 4%, bw, 6p, T9, 8, 9, 100, 110 y 127,

Después e ha buscado la nueva proyeccion vertical sobre
X’ ¥’ del prisma para conocer la verdadera magnitud de
sus avistas y demds generatrices. También se ha hallado la
secci6n recta y su abatimiento 13, 141,-151, Lo, con
cuyos conocimientos ha-sido fdcil trazav el desarrollo del
prisma y la transformada correspondiente. 2

Igualmente se ha podido trazar el de la pirdmide colo-
eando antes sus aristas y generatrices paralelamente al pla-

-
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ao vertical, como indica la figura, en la que estdn todos los
-detalles de las construcciones resefiadas.

En la proyeccién horizontal tinicaniente son vistos los
lados 5 6, 6 7, 78, y en la vertical los 4' 5/, 5’ 6/, 10" 1al
Sl 120

En cuanto 4 las aristas vistas de cada poliedro que que-

ligero estudio de los resultados obtenidos.

Para las aristas observaremos que la 4 B que no ha cortado
al prisma no debe tener modificacién en ninguna de. las:
proyecciones. ’ :

Lia A € corta 4 una de Ias caras inferiores del pusma en

‘' el punto 4 y en el 6 4 una de las superiores; luego la parte

a6 ha de ser vista, la 4 6 oculta por estar dentro del prisma,
y la 4 ¢ oculta hasta que salgade los limites del contorno
apareate. Para la proyeccién vertical de la misma arista
observaremos que por 4’ entra en el prisma, y como este

-queda en el interior de dicho cuerpo, luego es oculto y desde
el punto de salida 6° hasta @’ vuelve & ser vista. e

Andlogamente la arista @d debe ser vista desde « hasta
el punto de salida 8 y oculto el resto. Su proyeccion vertical
es toda oculta. Lo mismo sucede 4 la horizontal de 4 C, pero
-de la otra proyeccién veremos ficilmente que sélo lo es la
parte 10° 12° que queda dentro del prisma.

Un examen semejante de las aristas del prisma nos ense--
fiaria la manera de representarlas. ;

206. Lainterseccién de los cuerpos propuestos nos ofrece
un ejemplo de arranque y se comprende que si la arista 4 B
-de la pirdmide, inica que no encuentra al .prisma, lo verifi-
case, habria penetracion, puesto que todas las aristas de
aquélla serfan cortadas por éste y entonees la interseccién

den ocultas por el otro, es facil distinguirlo, haciendo un .

Desde luego la parte de la base de la piramide que que- *
‘da debajo de la proyeccion horizontal del prisma ha de ser -
-oculta, asi como la parte del lado fg que cubre la pirdamide.:

oy
3
#

punto estd en una cara vista, ¢'4’ debe serlo también, 46’

§Er
7 e
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7 afectarfa la forma de dos poligonos independientes, que se:
hallarfan siguiendo una marcha andloga.

207, Por los dos ejemplos que ‘hemos estudiado de in--

terseccion de poliedros (figs. 211 y 212), se comprenderd que:

“Ja marcha general es siempre la misma (199) v .riando unica-

mente los detalles de construccién, dependientes de la natu-

: raleza de los datos, advertencia que debe hacerse extensiva.

.\ | atodo lo expuesto en el presente tratado, por cuanto cada

aplicacion que se haga de la Geometria Descriptiva es un

caso particular de las teorias aprendidas. En su buena apli~

cacion, modifieindolas convenientemente segun las circuns-

tancias de los datos, consiste el saber esta ciencia, resultado.
|que solo se alcanza con la practica.

N
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