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UA.NDO tantos y tan buenos Tratados de Geo­
metria Desc1·ipti1.'a se han dado á luz, se til­
dará por lo me,~os qe vanidoso a.trevi ,rni~o.to 
la publicación de un nuevo libro que se ocupe 

de esta materia, calificándolo todavía peor una vez cono­

cidos su escaso mérito y sobra de defectos. 
Pero destinada esta obra á servir de texto en la Aca­

demia del Cuerpo para la· enseñanza de la primera parte 

de la Geomet·ría Descriptiva, ·se reconocerá que aquel·cali- · 

ficativo sería injusto si se atiende á que en dicha Acade­

mia hay que limitar á un tiempo d'eterm.inado, y por 

demás breve, .la duración de los mtiltiples y e¡ténsos 

estudios que su plan de enseñanza requiere, conden­

sando, por decirlo así, las importantes y · variadas teorías 

que abrazan los progra,QJ.as de sus cursos y exigiendo 

'del alumno una verdadera y constante aplicación. 

Esta es la razón principal de que sean poc~s las obras 

convenieptes para servir de texto, pues unas por muy 

extensas, otras por demasiado concisas, ó se ocupan de-

(1) Conservamos esta advertencia por exponerse en ella el plan de 
la obra y subsistir para la Academia General Militar los motivos que 
indujeron á escribir el libro. 
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tenidamente de detalles, ó sientan de un modo vago é 
incompleto los principios fundamentales de la ciencia · 
sobre que versan.. Establecer sólidas bases, insistir en 
los puntos culminantes indicando no más aquellos /deta­
lles que el alumn0 pueda ya comprender con el desarrollo 
gradual de Sl!l inteligencia, ·cone,isión en el lenguaje, cla­
ridad y buen método al exponer las teorías, son las prin­
cipales circunstañcias que han de reunir dichas obras, 
para que en tiempo, relativamente corto, puedan adqui­
rirse los conocimientos necesarios al buen desempeño de 
los servicios de nuestro Instituto. 

Si ;no es posible elegir una sola obra para cada asig­
natura que reuna aquellas condiciones, se podría, sí entre­
sacar de varias las teorías que constituyen aquélla; mas 
este paliativ0 ofrece á todas luces muchos inconveaien­
tes, que desaparecen recopilando en un solo libro dichas 
teorías. 

Tal es, en general, ~l objeto de la mayor parte de las 
obras publicadas por profesores de esta Academia, y éste 
es también el que nos proponemos al presentar estos 
apuntes sobre « Rectas y Planos» de Geometría Desc1·iptiva. 

Mucha y notoria es· la importancia de esta asigna­
tura. Si la Geometría Descriptiva es el lenguaje del Inge­
niero, no hay duda que éste debe poseer perfectamente 
esta ciencia, y más perfectamente aún sus principios fun­
damentales, esto es, la representación de los puntos, rec­
tas y planos, las propiedades geométricas que de su com­
binación resultan y la solución gráfica de los problemas 
que le son anexos, que constituyen, como si dijéramos, 
el a b e de aquel lenguaje. 

Por este motivo se ha dado siempre en nuestra Aca-



demia la debida predilección á esta asignatura, cuyas 
.aplicaciones son tan frecuentes como variadas, requirién­
dose, por lo tanto, que al llegar á ellas tengan los alum­
nos mucha práctica en las operaci<i>nes gráfic~;~.s de la 
Descriptiva, costumhre de ver en el espacio y estén muy 
ejercitados en el empleo de las proyecciones. 

Así, pues, al redactar el presente Tmtado de Rectas 
y Planos, hemos procurado principalmente establecer los 
principios fundamentales de esta ciencia, imbuir desde 
luego aquellas ideas no sólo peculiares de esta parte, 
sino también generales á toda la Geometría Descriptiva 
y á sus diversos ramos· de. aplicación, y desarrollar gra· 
dualmente la inteligencia de los alumnos en una materia 
de índole tan distinta de los demás conocimientos que 
han adquirido al llegar á ella. 

A este fin hemos dado gran importancia á la parte 
gráfica, siendo el texto un auxiliar de ella, y del cual se 
puede y debe prescindir en mucho¡; casos, especialmente 
cuando se trata dt:l resolver algún problema, pues el 

.alumno debe intentar hacerlo por los medios que le su­
gieran los principios estudiados. 

Con este mismo objeto se indican nada más las ope-
. raciones efectuadas en ciertas figuras, y de este modo se 
obliga al alumno á esforzar su imaginación para deducir 
de las teorías aprendidas los recursos que necesita, resul­
tado tanto más necesario cuanto que cada easo que se 
presenta en la práctica de Geometría Descriptiva ha de 
variar, por Jo menos en algunos detalles, de los demás 
que se hallan resuelto , 

También necesita el alumno para dominar esta cien­
cia mucha práctica en el manejo de la regla y el compás; 
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pero esto sólo puede consegmrse por completo resol- , 
1 

viendo rriuchos problemas ó ejercicios de delineación, 
quedando al criterio del profesor el núme'ro y elección de 
ellos en ;umonía con las facultades •de cada individuo. 

A pesar de tener en cuenta al' conf~_c~iona~ ésta ,ob1·~ 
las condiciones expuestas y de haber p1;ocurado Uenarlas 
todas·, dist.amos mucho de creer que lo hayamos conse­
g~ido; perq he~os p'\lesto de· nuestra parte muy buena 
voluntad y cuanto nos ha sido posible dentro de nuestras 
facultades, pudiendo, sí, asegurar qge no está en,relaci6n 
el re~ultado obtenido con el tl:·ab~jo empleade>, que está ; ' 
en relación inversa d.fl los recursos intelectuales. 

. ' 

G~¿adalaJam _6 de Diciemb1·e de 1879. 

r 



INTRODUCCIÓN 
1' 

-~~~~~ tf rm~~~ EL estudio de las Matemáticas puras en sus 

~ diferentes ramos, se deducen los medios dod 

resol ver los problem~s de aplicación que se 

presentan en las ciencias y en las artes. Por 

dos procedimientos generales puede llegarse al conoci-

miento d·e las incógnitas de un problema; bien por cálcu­

los numéricos, bien por construcciones gráficas, debiendo 

elegir en cada caso el método más adecuado, pues casi 

siempre uno de ellos presenta ventajas señaladas sobre 

el otro, y sólo en circunstancias especiales será indife­

rente emplear cualquiera de estas dos soÍuciones. 

Por consecuencia de la imperfección de los instru­

mentos matemáticos y del uso de escalas bastante redu­

cidas en que ban de ejecutarse los dibujos, las ·construc­

ciones gráficas no pueden tener tanta precisión como los 

cálculos numéricos, sobre todG cuando exista cierta des­

proporción entre las magnitudes de los datos. Pero si 

en general el método gráfico sólo da soluciones imperfec­

tas de los problemas, en muchos de cierta clase, por 

ejemplo, en los de Estereotomía, los trazados gráficos 

dan fácilmente y con toda la exactitud que pueda de­

searse las soluciones que por el cálculo se obtendrían de 
2 
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un modo largo y penoso, adem(ts de qne la gran preci­
sión qU'e proporcionara este método 'desaparecería al 
traducir geométricamente los resultados del mismo. 

L_es problemas que requieren procedimientos gráficos 
entran desde l11ego en el dominio d'e la Geomet1'Ía gene­
q·al, que nos enseña las propiedad€s de la ext.ensión y el 
modo de m.edirla. 

Mas si su estudio sugiete cuanto teóricamente pueda 
necesitarse para la resolución de los problemas que abra­
za, no sucede lo propio en la parte pníctica, pues es difí­
cil, si no imposible, en muchos casos, realizar las opera- , 
ciQlWS que allí se prescriben. Sabido es que la Geomet·ría 
prescinde ·por completo de las cualidades físicas de los 
cuerpos para considerar solamente la forma que reviste 

, el lugar que ocupan en el espacio, ó sea la ext~nsióo, 
cuyos principales atributos son la penetrabilidad, divisi­
bilidad y ·movilidad. Pero al pasar al terreno de la prác­
tica, hay que admitir la materia de que están formados 
los cuerpos, con sus inherentes propiedades de impene­
trabilidad, dureza, etc., y de ahí proviene el que no 
pueden realizarse tan fácilmente, como establece la Geo­
metría, sus operaciones teóricas. Así, para hallar el volu­
m~n de una pirámide, hace falta trazar su altura / y me­
dirla; y ¿cómo trazar la perpendi.cular del vértice -á la 
base, si el cuerpo es sólido y el pie de dicha altura cae 
en el interior de aquélla? 

Casos hay, sin embargo, en que dichas construccio­
nes puedan efectuarse, y son cuando basta considerar 
únicamente una ó dos de las tres dimensiones de que 
está dotado todo cuerpo. En la repr~sentación de un 
terreno poco extenso, en el estudio de upa superfieie 
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plana, al señalar el curso de un río ó trazado de un 

camino, bastan los conoci.mientos de Geomet1·ía plana; 
pero cuando se trata de las cuestiones que se presentan 

en los cuerpos, tales eomo son en ia naturaleza, ya paa·a 

estudiar sus propiedades, ya para conocer la relación 

que bajo cualquier aspecto pueden tener entre sí, es 

decir, cuando entramos en los límites de la Geomet,ría .. 
en e~ espacio, se nace muy difícil; primero, la rept·esen-

tación de las tres dimensiones en un solo plano, y luego 

la ej~cución material de las reglas y operaciones que 

aquélla enseña, á cuyo fin, cierto es que han debido 

representarse los cuerpos, pero se ha hecho de un me>do 

vago, sujetándose tan sólo á los amplios límiteR de la 

perspectiva caballera, y esta misma vaguedad, que allí 

es ventajosa por cuanto una misma figura representa en 

general los cuerpos de la mis.ma naturaleza, es inadrr.ni-

sible al considerar cuerpos determinados. 

Además, á medida que se progresa en el estudio de 

las ciencias y Cl.e las artes se encuentra la necesidad de 

transmitir á los ilemás hombres el conocimiento exapto 

de las formas que afectan los cuerpos, sea para manifes­

tar las relaciones geométricas que se han descubiel'to, 

sea para guiar al artífice encargado de reproducir los 

objetos en dimen'siones y circun&tancia.s determinadas. 

Mucho facilitaría el satisfacer estas necesidades, te.ner 

á mano los cuerpos que son objeto del problema de que 

se trata 6 modelos de los que se han de construir; . pero 

casi nunca se tiene esta facultad y sólo se conocen aqué­

llos por su representación mediante un dibujo. 

Pero, ¿será suficiente dibujar los cuerpos tales como 

se presentan á nuestra vista? Basta m1rar un objeto 
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conocido cualquiera para convencerse de que la impre­
sión que causa á nuestros ojos afecta forma y dimensio­
nes distintas de las que realmente tiene, circunstanc_ias 
que se renuevan cada· vez que cambiamos el punto de 
vista desde el cual se mira . Por otra parte, estos dibujos 
no son más que perspectivas cuyos trazados obedecen á 
principios que tienen por base las teorías que vamos á 
estudiar. 

Así, pues, sólo por conveni0s y procedimientos espe­
ciales se pueden representar en un plano las formas y 
dimensiones de los cuerpos, considerándose descriptos 
éstos cuando po1",' una cierta combinación de líneas y p~tntos 
se llega á expresa?" todas sus cZtaljdades geo·métricas, y sea 
fácil deducir de aquel conj~mto, la forma, dimensiones Y. 
posición de todos sus elementos. 

A est0s medios ha tenido qtle recurrir la ciencia 
para salvar las dificultades enunciadas, y aun cuando el 
cuerpo de doctrina que constituyen es relativamente 
moderno) ·datan aquéllos de fecha muy remota. Los 
tiempos de la antigüedad, que tantos monumentos nos 
legaron, lo atestiguan con elocuencia, pues sólo se com­
prende la ,grandiosa ejecución de aquellas obras, supo­
niendo en los hombres que las concibieron medios de 
hacerlas comprender á los encargados de erigirlas. · 

Pero entonces para cada dificultad que surgía se ar­
bitraba un modo de orillarla; se sentaron nuevos princi­
pios, se establecieron luego teorías, y reunidos, más tarde 
todos estos elementos, relacionándolos convenientemen­
te, constituyeron al fin la Geomet1·ír¡. Desc·ript·iva, de que 
vamos á tratar, siendo al célebre Monge á quien debe 
más esta ciencia. " 
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Por consiguiente, diremos que Geomet1·ia Descriptiva 
es la pM·te de la Geomet-ría general q·ue enseña á represen­
tar los cuerpos y á realizar en ellos las soluciones gráficas 
de los problemas. 

En esta definición se advierte desde lúego los dos 

:problemas inversos que resuelve esta ciencia, y como los 

términos concisos de una definición sólo pueden encerrar 
la idea general que definen, ampliaremos ésta comen­

tanda aquélla. El primer problema consiste en represen­
tar un cuerpo conocido, esto es, dado un cuerpo cuya 

forma, magnitud y posición están fijadas, representarlo 

de un modo tal, que la sola inspección de éata su ima· 
gen nos dé á conocer aquellas circunstan,cias esenciales. 

Una vez realizadas las soluciones gráficas de los proble­

mas, que es el segundo objeto de la Geometría Descrip­
tiva, resulta la cnesÜón inversa de la anterior, ó sea, 

dada la representación de un cuerpo, poderlo construir 

de modo que ninguna de sus partes constitutivas quede 

indeterminada. 
Acaso pudiera creerse que el primer problema en­

vuelve la idea de que el cuerpo considerado ha Gle existir 

lilaterialmente para poderlo representar por los procedi­

mientos que se van á exponer; mas no es así ni debe 

tomarse aquel enunciado bajo una acepción tan restric­

tiva. Basta que se conozcan sus propiedades geométricas 

para que pueda entrar en el dominio de esta ciencia, y 
este conocimiento puede exi~tir tan sólo en la mente del 

que lo ha ideado ó estar expresado por números, respecto 

á magnitudes y descripcibnes sobre su forma y posición. 
Dichos dos problemas presentan la Geometría Des­

criptiva bajo dos conceptos bien distintos. Es el primero 
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puramente gráfico y el segundo en estremo analítico, 

por cuanto sólo puede ejecutar~e el cuerpo representado, 

después de un deteniclo examen, y se · comprende que 

por este medio pueden estudiarse y dedu.cirse las propie, 

dades de la extensión figurada, aoncurriendo así al mis­

mo fin que se propone la Geomet1·ía en general como 

ciencia especulativa. Bajo estos dos aspectos la Geometría 
Descriptiva no sólo es útil sino necesaria é imprescindi­

ble . para el Ingeniero. De nada le servida su inteligen­

cia, el caudal de conocimient0s que posee, si no pudiera 

expresar y transmitir á sus semejantes las concepciones 

que ha ideado, utilizando sus vastos con0cimientos en 

todas las ciencias que ccmstituyen su profesión. Este es 

indudablemente su principal objeto; peró n~ se crea por 

esto que no le compete el segundo extremo, pues aun 

cuando sólo los artífices son los encargados. de la ejecu­

ción material de los cuerpos, debe el Ingeniero dirigir 

esta construcción y ante todo arbitral' los medios para 

ella, descomponer el conjunto en partes íntitnamente 

relacionadas entre sí y estrictamente sujetas á las reglas 

del arte de construir. Y para esto tiene que resol ver pro­

blemas, ejecutar operaciones, que si bien entran en el 

dominio de la Geometría en lo que se refiere á su razón 

dé • ser y para las que no habría dificultad si tuvieran 

q~e ejecutarse sobre los cuerpos materiales, sólo por los 

procedimientos de la (JeometTía Descriptiua pueden reali­

zarse cuando del cuerpo no se conoce m~s que su ,repre­

sentación.. 

Y considerada la Geometría Descriptiva como ciencia 

de investigación, es necesaria á todo aquel que trate de 

adelantar las ciencias y descubrir nuevas verdades. 
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Esta parte de las Matemáticas, puesta ·así en · forma · 

de ciencia especulativa, no s~lo se utiliza, como. hem~s 

dicho, para representar en un solo· plano los cuerpos de 

la naturaleza con todos los qetalles y las verdaderas for­

mas que tienen en el espacio, sino que sirve taq¡bién ' 

para dar ide.a exacta de un pensamiento artístico .cual­

quiera, con la claridad y precisión necesarias para que 

todo el que conozca lo~ secret0s de esta ciencia pueaa 

representar aqúél y .llevar á cabo su desarrollo material, 

facilitando además fecundos medios de investigac1ón y 

estudio de· las_ propiedades de los cuerpos. Verdad e·s que 

sus procedimientos revisten. un carácter de exclusi visrno, 

no siendo, por consiguiente, tan generales como los re­

cursos del análisis; pero en cambio hiere]). más vivamente 

la imaginación y pueden conducü á los mismos resulta- · 

dos por medios más sencillos y expeditG>s. 

En resumen, la Geornet1·ía Descriptiva es el lenguaje 

que emplea el Ingeniero para transmitir á los demás 

hombres s'us ideas, y el que necesita para traducir en 

hechos las que no son más que concebidás. 

Nada hay absoluto en la naturaleza, y el hombre 

sólo puede guiarse en sus acciones refiriendo unas á 

otras; sólo puede darse cuenta de, la forma, magnitud y 
posición de los cuerpos comparándolos con otras fe>rmas 

conocidas, con otras magnitudes determinadas y con 

otros objetos fijos de posición. Cuando en alta mar aper­

cibimos un :buque, no sabemos si es un ,, barco grande 

que está Jej0s 6 uno pequeño que está relativamente 

cerca. Si así es, debe considerarse definido un. cuerpo 

cuando se conozcan las posiciones Je todos sus puntos, 

líneas y superficies con relación á otros objetos conoci· 
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dos; mas como todo cuerpo está limitado por superficies 
y éstas se pueden considerar engendradas por lineas y á 
su vez cada una de éstas p'or uno de sus puntos, el pro­
blema principal y preliminar es determinar la posición 
de un punto en el espacio. 

Pero éste es indefinido, y como no es posible encon· 
trar en él ningúli límite natural de referencia, hay que 
establecerlo para cada caso, y elegirlo, como es consi­
guienbe, de modo tal, que., nos proporcione la rletermina­
ción del punto de la manera ·más fácil y sencilla posible, 
puesto que estas ventajosas circunstancias las originarán· 
tambié~ en los procedimientos que emplea la Geometda 
Desm·iptiva. , 

Veamos, pues, qué términos de referencia convien~ 
elegir, ciñéndonos tan sólo á considerar otros puntos, 
rectas ó planos, por la utilidad de que estos límites con­
vencionales sean de por sí los más sencillos también. 

Un punto queda determinado en el espacio ligándolo 
á otros tres fijos por _medio de un tetraedro, cuyas aris~as 
serán las distancias del punto considerado á los tres 
dados y las de éstos entre sí, ó lo que es lo mismo, aquel 
punto debe ser la intersección de tres esferas cuyos ra­
dios sean ·las primeras distancias y sus centros los pun­
tos fijos. 

Tomando rectas, y puesto que el lugar geométrico 
de todos los · puntos que equidistan de una dada es la 
superficie de un cilindro, circular, recto., cuyo eJe y radio 
sean aquella recta y aquella distancia, v:emos que una 
sola recta no basta para fijar la posici\)n de un punto. 
También dos dejarían indeterminada la posición del pro­
puesto por cualquiera de los comunes á las superficies 
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de .dos de dichos cilindros .en análogas circunstancias, 

y sólo con tres rectas conseguiríamos determinar aquél, 

pues tendría que ser uno de los de intersección de las 

tres superficies cilíndricas correspondientes, y éstos son 

limitados en número, siempre que las rectas elegidas no 

sean paralelas. 

Y si eligiéramob planos para términos de referencia, 

no bastaría uno sólo, pues dada la distancia de un punto 

á este .plano, podría confundirse con todos los de otro 

plano paralelo á aq_uél y á la distancia dicha, bien hacia 

un ladó, bien hacia otro. 

Con dos planos habTfa menos ambigüedad, pero aún 

se confundiría el punto que se refiriese á ellos con toCios 

los de las rectas, intei·secciones de otros planos paralelos 

á los elegidos y á las distancias correspondientes; pero si 

aquéllos fuesen en número de tres, desaparecería la am­

bigüedad, resultando que .el punto cuya posición se 

quiere fijar sería el común á tres planos paralelos á los 

de teferencia, trazados á las distancias respectivas y to­

mando éstas en convenientes sentidos. 

Tanto al tomar dos planos, como tres, hay que supo­

ner qne no sean paralelos entre sí. 

En resumen, queda fij.ada la posición de un punto, 

referido á otros tres, por medio de tres esferas, referido 

á tres rectas, por medio de otros tantos cilindros y me-. 

diante tres planos, cuando los límites elegidos son tres 

elemen1;os de esta naturaleza. El último de estos sistemas 

debe ser indudablemente el más ventajoso, por emplear 

medios de referencia más sencillos y fáciles de trazar. 

Este es, pues, el adoptado universalmente, pudiéndose 

comprobar desde luego su analogía con los planos coor· 
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denados, que para el mismo objeto emplea la Geometría 
.Analítica. 

Tal es en principio el medio que ·emplea la GeometTia 
DescTiptiva para fijar en el espacio · Ia posición de un 
punto, y, por lo tanto, la de un conjunto de puntos; 
pero esta idea general admite todavía modificaciones que 
simplifican notablemente los procedimientos de la prác­
tica . Así, por ejemplo, dichos tres planos ó limites de 
referenci~ pueden reducirse sin dificultad á dos, 'corf lo 
cual quedará indeterm'inada en un sentido la posición 
del punto que á ellos se refiera; pero cuando sean varios 
los referidos, 1;10 ofrece inconveniente desde el momento 
en que, fijado uno de ellos al arbitrio, se refieren á ét<te 
los demás, pues así guardarán to-dos la posición relati v::~; 
que deben tener. 

Otras modificaciones pueden introducirse también, 
originando todas ellas diversos procedimientos ó métodos 
de p1·oyeoción que se aplican según los casos, eligiendo 
para cada uno de éstos el método más apropiado· y con-
veniente. · 

... 



C~:FDíttilo l. 

Del punto, de la, recta y del plano. 

Proyecciones.-l. Los métodos de proyección que satis­
facen al doble objeto de la Geometría' Descriptiva, son los 
siguientes: 

I. PROYECCIÓN cóNICA.-S'i se corta por un plano P el haz 
de rectas que partiendo de un punto del espacio pasan por 
los diversos puntos de una figura, la sección que resulta 
sel'á una tntnsfonnada de aquélla, y se llama pt·oyección có­
nica de la figura dada, sobre el plano P: Poncelet la llama 
también p1·oyección central. El plano P recibe el nombre de 
zJlano de proyección1 el haz de rectas el de haz ptoyectante y 
el vértice de éste el de vé1·tice ó zJolv de proyección. 

II. PRonccróN CILÍN~RICA.-Üuando este vértice se con­
sidera en el infinito, , la proyección cónica se convierte en 
cilínd1·ica1 las rectas del haz proyectante son paralelas y se­
gún que BU direcció11 sea perpendicular ú ol?licua al plano 

' de proyección, ésta se llama ortogonal ú oblicua .. 
Ill. PROYECCIÓN AXONOMÉTRICA.-Si por un pul).tO 0 del 

espacio consideramos tr~s planos que se corten en ángulo 
recto, toi·marán alrededor de este punto ocho triedros tri- · 
rrectángtllos, llamánqose 01:igen1 tl·ie~ros de coonlenadas1 ejes 
coO?·denados y planos coO?·denados respectivamente el punto o) 
los triedl'os obtenidos, sus aristas y sus caras; y si por otro 
punto A del espacio se hacen pasar planos paralelos á los 
coordenados, cortarán á los ejes de este nombre en puntos 
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que son las GOo1·denadas del punto A referidas al origen O. 
Consideremos ahora un plano cualquiera P, distinto de los 
coordenados sin ser perpendicular á ninguno de éstos, y 
proyectemos sobre este plan0, llamado plano de fig ·ura, el 
origen 0

1 el punto A y todo el paralelepípedo de eoordena­
das, siendo entonces fácil concebir que la proyección del 
punto A sobre P, puede deducirse de las proyecciones sobre 
el mismo plano de las coordenadas de A. Esta clase de pro­
yecciones se llaman axonomét1·icas, y Axonometría es el mé­
to-do de estas proyecciones. 

IV:· PROYECCIÓN ACOTADA.-Las proyecciones ortogonales 
sobre 1m plano de comparació1111 indicando con números ó 
cotas las distancias de cada punto á dicho plano, constitu­
yen el sistema de acotaciones•. 

V. PROYECCIÓN SOBRE DOS PLANos.-El empleo de dos pla­
nos de proyección, no paralelos, sopre los cuales se proye9-
tan oblicua ú ortogonalmente los puntos del espacio, es el 
sistema de plcmos ele proyección: la figura que resulta sobre 
cada plano, es una proyección de la figura dada. 

En general, los planos se toman perpendiculares em­
pleando la proyección ortogonal. 

2. Los métodos expuestos no se usan indistintamente. 
Cada uno de ellos tiene determinadas sus aplicaciones y de 
e!:>te exclusivismo nacen las ventajas que caracterizan á cada 
sistema, obteniendo así una sencillez imposible de alcanzar 
con un solo procedimiento general para todos los casos. 

La proyección cónica tiene en este concepto dos aplica­
ciones principales. Una de ellas es cuando se quiere repre­
sentar los objetos en un plano conservando su apariencia, 
en cuyo caso este procedimiento toma el nombre de perspec­
tiva 1"eg~tl'ar y la figura proyección tol?a del mismo modo el 
de pet·spectiva de la figura proyectada; el polo de proyección 
es el punto en que se considera colocado el observador y se 
llama punto de vista, siendo las líneas proyectantes los 1·ayos 
visttales y el plano P el cuadro. La segnnda aplicación tiene 
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lugar cuando se trata de sefíalar la sombra arrojada por 
una figura sobre un plano estando el punto luminoso á dis: 
tancia finita, tal como la luz de una bujía. En esta hipóte­
sis el vértice de proyección es el punto luminoso y las pro­
yectantes los ntyos lum'inosos. 

La proyección cilíndrica se aplica en casos análogos. Si 
en la perspectiva regular se sn pone en el infinito el punto 
de vista, resulta una aplicación de la proyección cilí~drica; 
pero la figura obtenida no reune ya la ventaja de conservar 
la apariencia rigurosa de la figura propuesta, alterándose 
además las dimensiones. Sin embargo, se usa frecuentemen­
te por la sencillez con que se obtiene la perspectiva y porque 
permite dar idea aproximada de los objetos aun cuando sólo 
existan en la imaginación, sirviendo por lo tanto para la re­
presentación de un proyecto del cual no se hayan precisado 
las dirrieusiones. Esta perspectiva se llama perspectiva caba­
llera y es la empleada para representar los cuerpos en la 
Geometría en el espacio. Se llama también perspecti·va. 1·á:pida. 

En la segunda de las aplicaciones citadas en la proyec­
ción cónica, si se considera que el punto luminoso se aleja 
al infinito, se recae también en la proyección cilínddca, pre­
sentándose este caso cuando se trata de determinar la som­
bra de un objeto producida por el sol, que es el caso más 
general. 

La perspectiva y la sombra son un poderoso auxiliar 
para la fiel representación de los cuerpos, y se emplean, pot· 
consiguiente, en los proye~tos de construcciones, fortifica­
ción, máquinas J en otras muchas aplicaciones de la profe­
sión militar. 

La proyección axonométrica se emplea con ventaja en 
la determinacióp de las perspectivas de este nombre, y á 
causa de la facilidad con que se determinan sé llaman 
también 1·ápiclas1 como las caballeras, no entrando en más 
detalles sobre esta clase de trazados por ser ajenos á estas 
lecciones. 

El sistema de aeotaciones encuentra generalmente su 
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adecuada aplicación en los casos en que las dimensiones en 
sentido paralelo al plano son muy grandes relativamente á 
las medidas en sentido perpendicular, como sucede en la 
Topografía, Fortificación, proyectos de caminos, canales, 
planos de batallas, etc., etc. 

Por último, las proyecciones· ortogonales sobre dos pla~ 
nos de proyección perpendiculares son las empleadas en 
general y fuem de los casos concretos que h&mos enumerado, 
sirviendo no tan sólo en hmnmerables casos prácticos sino 
también en la exposición teórica de gran parte de las ma­
terias que constituyen el saber humano. Además, este mé· 
todo es en cierto modo la base ó fundamento de todos los 
demás medios especiales de proyecéión y, por lo tanto, es de 
sumo interés su estudio, del cual nos vamos á ocupar exclu-

" .l,G ,( . sivamente en est'e libro. 

r Lám.ta 3. Sean Y XB y VYX (fig. 1) los dos planos menciona- ' 
dos, col'tándose perpendicularmente según la recta X Y: 
esta r~cta recibe el nombre de línea de tien·a, así como de 
los planos uno toma el nombre de plano ho1·izontal y el 
otro el de vertical ele lJroyección. 

_Los planos de proyección deben suponerse siempre 
indefinidos, y entonces dividen el espacio en cnatro ángulos 
diedros rectos, que se llaman cuadmntes 1 y qt1e se distin­
guen por un número ordinal, siendo el primero y segundo 
los que están encima del plano horizontal, respectivamente 
delante y detrás del vertical, y tareero y cuarto los que están 
debajo del plano horizontal, detrás y delante del v~rtical, 

con referencia siempre á la posición que ocupa el que observa 
el dibujo. Según esto, serán respectivamente t.o, 2.~, 3.o y 4. 0 

cuadrante los diedros V X Y E, V Y X H', JI' X Y V' 
y V' X YH, suponiendo al observador colocado en el pri· 
mero rle dichos diedros, pues en otra posición cualquiera 
variaría el u-Umero de orden de los cuadrantes. 

Las proyecciones si·tuadas sobre el plano horizontal se 
llaman pr-oyecciones ho?'izontales, y verticales las que se hallan 
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sobre el plano vertical, asi como las lineas que causan las 
primeras se llaman líneaS' p1·oyecta'l}tes ve~·ticales, por sér per­
pendiculares al plano horizontal, y las que Ol'iginan las se­
gu·ndas Uneas pToyectantes horizontáles, pdr serlo al otro 
plano, teniendo, por lo tanto, estas. líneas nombres contra-
rios al de la proyección que producen. ~ 

Del punto.-4; Si A es un punte> del espacio, y traza­
mos desde él las perpendiculares A a, A a1 á los planos de 
proyección, estas líneas serán res,pecti va mente las proyec­
tan tes vertical y horizon ta~ del punto A j a será la proyec­
ción horizontal, y a1 la vertical. 

Dichas dos proye'Ctantes qeterminan un ·plano perpen­
micular á los de proyecciop' y por cons'iguiente á la línea 
de tierra, siendo la inters·ección de aquel plano con los de 
proyección las rectas a b y a1 b, resultando el rectángulo 
A a1 b a, del cual se deduce: 1 

l,o Que las distancias de· un punto al plano horizon­
tal Ff y al vertical V (en adelante y para abreviar desigua­
¡:emos los planos de proyeceión y la línea de tierra por las 
letras H, V y X Y) son iguales á las que hay desde X Y á 
la proyección de nombre contrario. 

2.0 Que la distancia de un punto á la línea X Y es 
igual á la bi poten usa de un triángulo rectáugulo, cuyos 
catetos son las distancias de aquél á los dos planos de 
proyección. 

A b=V a1 b
2+b a2

• 

Y 3.0 Que las perpendiculares trazadas á la Únea X Y 
desde las proyecciones de un _punto la encuentran en un 
mismo punto. 

5. Con lo dicho se comprende perfectamente que dado 
un punto en el espacio, y elegidos los planos de proyección, 
podemos trazar sus dos proyecciones y por medio de, éstas 
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hacer la representación de aquél, y recíprocamente, dadas 
en un sistema de planós de proyección las dos de un punto, 
se puede determinar éste en el espacio, bien trazando las 
líneas proyectantes, bien buscando las distancias de las 
proyecciones á la línea X Y. 

6. Mas en realidad no hemos llenado todavía el objeto 
de la Geometría Descriptiva; pues según lo que hemos dicho 
necesitamos emplear dos planos distintos y no es posible ha­
cer la representación de los cuerpos en uno solo ó en, tm pct· 
pel. Pero esto se consigue si el plano Y¡ por ejemplo, lo ha­
cemos girar alrededor de X Y hasta que se confunda con 
el JI¡ es decir, abatiendo el primero sobro el segundo, sin 
que este abatimiento perjudique en nada á la buena repre­
sentación y dPterraiuación del punto en el espacio, debiendo 
imaginarse que el plano V vuelve' á su posición primitiva 
siempre que por medio de las proyecciones queramos deter-· 
minar ó formarnos idea de la posición de un cuerpo en el 
éspacio con relación á los planos de proyección, y única­
mente suponerle abatido para las operaciones gráficas que 
exija el problema. 

Siendo indefinidos los planos de proyección, al hacer el 
abatimiento quedará el V confúndido completa1;nente sobre 
el H, pudiendo hacerse el giro en dos sentidos distintos, 
pues colocándose en el primer cuadrante, el plano V puede 
girar· hacia d~lante ó hacia atrás. Se ha convenido en que se 
verifique siempre este segundo movimiento, como ,se indica 
en la figura por la flecha F; y en su consecuencia resultará 
que las partes superior é inferior del plano que gira, queda­
rán adaptadas respectivamente sobre las posterior y ante­
rior del fijo, de modo que las dos cams del diedro que cons­
tituían el primer cuadrante quedarán en prolongación una 
de otra, pero separadas por su arista X Y, siendo la parte 
inferior á ésta el plano H, y la superior el V¡ las caras del 
segundo cuadrante estarán confundidas por encima de dicha 
línea; las del tercero, en prolongación una de otra, pero in-
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vertidas con relación al primer cuadrante, siendo ahora 
plano V lo que entonces era H1 y recípt·ocamente; y las · 
del cuarto cuadrante, co~fundidas por la paTte inferior de 
aquella línea. 

7. En cuanto á las proyecciones que contengan dichos 
planos, y fijándonos en las a y a1 del punto A1 es claro que 
la horizontal no tendrá variación ninguna, y la ct1 descri­
birá un a·rco de círculo cuyo centw será b y eu radio ct1 b1 

permaneciendo éste constantemente perpendicular á la X Y, 
de modo que, después de verificado el abatimiento, subsis­
tirá esta perpendicularidad, quedando en prolongación de .la 
recta ab que llena igual condición. Resulta, pues, que verifi­
cado el movimiento del plano Y¡ existe entre las dos proyec­
ciones de un mismo punto una correspondencia m u y nota­
ble, cual es que la 1·ecta que las une ha ele su perpendicular á 
la X Y. Por consiguiente, dos puntos cualesquiera, uno en 
cada plano de proyección, pueden ser las proyecciones de 
un cierto punto del espacio, siempre que los p;.imeros estéu 
en una perpendicular á la línea ile tierra; además las distan· 
cías desde dichas proyecciones á esta misma línea miden 
siempre las que hay desde el punto del espacio á cada uno 
de los dos planos, suponiendo el V en su verdadera posi- · 
ción, y como todos los puntos de este plano y las proyec­
ciones que puede habet· trazadas en él, conservan constante­
mente su posición re la ti va, ya se le considere antes ó después 
del giro, resulta que este abatimiento en nada petjudica, 
como hemos dicho antes (6), á la buena representación y 
determinación de los cuerpos en el espacio. En virtud de lo 
que antecede, un punto A del espacio quedará determinado 
en un solo plano pot; medio de sus proyecciones, de la ma­
nera que indica la figura 2. 

Distintas posiciones de un punto con relación á los planos 
de proyección.-S. En las figuras 1 y 2 hemos aprendido 
á encontrar y repeeseutar debidamente las proyecciones de 

a 
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un punto A del espacio situado en el primer cuadrante, 
dando por resultado las proyecciones (a-a '), y se comprende 
que según sea la posición del punto escogido relativamente 
á los planos de proyección, distintas serán también las pro­
yecciones; pero como el medio de hallarlas es siempre el 
mismo, bastará para ejercitar á los a..lumnos, eu esta parte. 
tan importante, resumir en la figura 3 en perspectiva y en 
la 4 1311 proyecciones, las d1stintas posiciones que puede tener 
un punto,. que son las siguientes: 

El punto A en el segundo cuadrante, sus proyecciones (ct-a') 
B en el tercero ........................ (b-b') 
O en el cuarto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (c-e'·) 

. D en el plano H, delante del Y. .... ..... (d-el') 
E en el plano H, detrás del V ....... .... (e-e') 
F en el plano V, encima del H . ......... (f-f') 
Gen el plano V, deba:jo del H .. ......... (g-g')' 
K en el plano bisector .del primer cuadrante (le-k') 
L en el plano bisector del segundo. . . . . . . ( l-l') 
}lf en el plano bisector del tercero. . . . . . . . (m-m:) 
N en el plano bisector del cuarto .... . ... (n'--n' ) 
P en la línea X Y . ................ ~ ... (p-z/ ) 

Cuando un mismo puntó del papel representa dos ó más 
puntos distintos, se señalan con las letras correspondientes, 
como se ve en los tí.ltimos casos. 

9. En todos ellos, conocidas las proyecciones de un 
punto, puede venirse en conocimiento de la posición que 
ocupa en el espacio, con sólo suponer que el plarto V vuelve 
á la posición que tenia antes del giro, y· trazar por cada pro­
yección su línea proyectante, ó buscando las distancias del 
punto á cada uno de los planos de proyección. 

Es muy conveniente ejercitarse en este estudio, que pue­
de hacerse representando en' perspectiva los puntos cuyas 
proyecciones se dan al arbitrio, es decir, pasar de la figura 4 



GEOJ\IETRÍA. DESCRIPTIVA. 

á la 3, y también es de mucha utilidad, dadas las proyeccio­
nes de varios puntos, comparar sus posiciones relativas. 

Proyecciones de líneas: líneas rectas.-10. La proyec­
ción de una línea A C B (fig.' 5) sobre un plano PQ, es 
el lugar geométl'ico rt e b de las proyacciones de todos los 
puntos de la línea sobre el plano; las proyectantes A ct, 
Ce, B b, perpendiculares al plano P Q son paralelas entre 
sí y forman un cilindro que se llama cilindr·o proyectante de 
la curva. 

Cuando la línea que se proyecta es una recta A B (fig. 6), 
las proyec·tantes están eu lUl mismo plano, que se llam!'1< 
plano proyectcmte ele la Teéta1 y la iut~rsecCión de éste con el 
de proyeocióu es la proyección ele la recta, que es, por consi­
guiente, otra recta. 

Así, pues, en Geometría Descriptiva llamaremos proyec· 
ción horizontal de una recta la intersección del plano H con 
otro que, siéndole perpendicular, pase por la recta dada, y 
proyección vertical á la iutersección del pl&no V con otro 
que, siéndole perpendicular,1pase también por aquélla. 

11. Quedando una recta determinada por dos de sus 
puntos, se deduce que para obtener las proyecciones de una 
recta bastará buscar las de dos de sus puntos y unir las dos 
proyecciones horizontales de éstvs para obtener la horizon­
tal ele aquélla, y las dos verticales ele dichos puntos para 
obtener la del mismo nombre de la recta. 

Si A B (figs . 7 ;¡ S) es la recta dada, hallaremos la:,; pro­
yecciones (a-a 1) del punto A, las (b-b1) del punto B y las 
rectas (a b-ct1 b1) serán las proyecciones horizontal y verti·­
cal de la reeta A B. Luego no hay más que hacer el abati­
n.1iento del plano V para que queden trazadas en '(rt b-a' b') 
las dos proyecciones en un solo plano. 

De lo dipho se deduce inmediatamente una consecuen­
cia interesante, y es que si wz pzmto está soú1·e u1w ·recta'! las 
proyecciones ele ctqt~él esta·rán sob1·e las de ésta. 
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12. Es evideute tatnbiéh, que conocidas las proyeccio­
nes de una recta, queda ésta determinada en el espacio, 
pues bastará trazar por cada_ una de aquéllas el plano pro­
yectante corres.pondieute, después de suponer el plan,o ver­
tical en su debida posición, y la intersección de estos dos 
pl~nos será la recta pedida. 

En su consecuencia, ·dos r@ctas ctl,a1esq t1iera, · u.na en 
cada plamo de p1·oyección, pueden se·r las proyecciones de 
una recta en el espacio, siempre que aq11el1a,s sean 'tales que 
los planos proyectantes que determinen se co1·ten, salv0 al­
gunas excepciones qüe haremos notar más adelante. 

Notaoiones.-13. Expuestas estas sucintas nociones, y 
antes ele proseguir, conviene fijar las ideas sobre los conve­
Bios y sistemas de nota~ióu· y represeutación adoptados en 
Geometria Descriptiva, y las cpndiciones eon q'Ue se _ejecu­
tan los problema~ en que se aplican sus •teorífts. · ' 

Un dibujo es un medio de expresar una idea·; así como 
éstas pueden emitirse dé pa~ab;:a ó por escrito, tambiéu 
pueden bayerse públicas por m~dio de un dibujo. En este 
concepto, es evidente que un dibujo será tanto mejor cuanto 
más explícito, conciso y exacto sea. 

La primera circunstancia depende de la notación que se 
emplee en él, de !a buena combinación de las distinta¡:¡ cla­
ses de líneas qn,e pued-en usarse, y del cuidado que se ponga 
en representar debidamente los cuerpos en sus partes vistas 
y ocultas, por sí mismos ó con relación:· á otrps cuerpos ó 
superficies que puedan ocultarlos, siguiendo para ello las 
reglas qne se darán en su lugar. La concisión se refiere 
especialmente al empleo acertad0 de los medios más-venta­
josos para resolver cada una de las cuestiones secundari~s 
que smjan en un problema, de manera que sólo se tracen 
las líneas indispensables, pero sin faltar uinguna, para la 
buena inteligencia de la cuestión que se resuelva. Y la exac­
titud puede obtenerse siempre ejecutan do todas las opera­
mones ·gráficas ooo sumo cuidado y prolija atenció.n, no 
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olvidando nunca las reglas y precauciones que requiel'e .el 
dibujo lineal, y empleando 'para cada ¿uestión particular el 
medio de· solución más apropiado á las circunstancias en 
que se encuentran }os datos, además de servil'se siempre de 
buenos y adecuados instrumentos. . 

Y para conseguir todas estas cualidades influye princi­
palmente el esmero con que se ejecute el dibujo, el acierto 
y el gusto del que lo tl'ace, y c<J.si pudiéramoB decir también 
del sentimiento artístieo; circunstancias todas que no pue­
den sujetarse á regla's, y que sólo la mucha práctica y la 
iuspeccíón de buen.os modelo~ pueden desarl'ollar en ef que 
las tenga innatas. 

Además, la Geometría Descripti\ra en sus· aplic~teiones es 
el lenguaje qoo emplea el ingeniero para hacer comprender 
sus proyectos á los encargados de ejecutarlos, que por lo 
general comprenden mejor una idea viéndola representada 
gráficamente que sujetándose á una descripción más 6 me­
nos detallada, y por esta nueva ra~ón .se comprenderá cuán 

·útiles son las reglas que expondremos ahora y en el trans-
éurso de estas lecciones referentes á este asunto. 

Muy ventajoso sería que los medios de representación y 
notación fu~ran universaies; ma.s por desgracia, pocos son 
los autores que tienen completa uniformidad en la materia, 
pues á pretexto de corregir pequeños inconvenientes, han 
establecido procedimientos distintos. Nosotros adoptaremos 
los más generalmente admitidos y que al parecer cumplen 
mejor con su objeto. 

14. Hemos convenido ( 3) e~1 llamar plano horizontal y 
vertical á cada uno de los planos de proy_ección, y línea de 
tierra á la interaección de ambos. No está exenta. de in­
convenientes esta nomenclatura, pero gran parte de ellos 
desaparece añadiendo la observación de que ni aquellos pla­
nos ni aquella línea han de tener precisamente la posic1ón 
que su nombre indica, sino que pueden ser dos planos 
cualesquiera, con tal que sean perpendiculares entre sí. Sin 

.· , 
' '· 
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embargo, dicha nomenclatura debe su origen á que en mu­

chos casos, como en l~s problemas de corte de piedm, pro­

yectos de edificios, representación de máq11inas y otros, 

uno de los planos es hor.izonial y el otro vertical, y como 

en alguno de ellos el primero representa el euelo sobre que 

ha de levantarse la constmccióu, esta circunstancia ha mo­

tivadq el nombre de línea de tiel'l'a dado á la intersección 

de aquel plano con el vertical; mas no porque esto tenga 

lugar algunas veces, liay que creer que se verifica siempre, 

debiendo, por lo tanto, tenerlo en cuenta y conservar estas 

calificaciones, que si no son siemp1·e exactas, al menos tie­

nen la ventaja ele su seucillez y distinguir unos elementos 
' de otros. 

Hemos dicho también ( 6) que para la ejecución ele las 

operaciones gráficas se considera el plano ' vertical abatido 

sobre el horizontal, y en este caso constituyen un solo 

plano, representado por el papel en que se haga el dibujo y 

en que se ha de trazar la línea de tierra. Generalmente se 

coloca ésta paralela á uno de los lados del rectáúgulo q ne 

forma el papel y se la señala con las letras X Y¡ la primera 

'á la izquierda y la segunda á la derecha, y para distinguir 

más fácilmente esta línea ele todas las demás se la hace 

más gruesa. 
En esta disposición queda el papel dividido en dos re­

giones, que juntas, representan ( 6) el primero y tercer cua­

drante; para el primero, la parte inferior es el plano H y la 

superior el V1 siendo á la inversa para el tercero. Además, 

la región superior representa el segund.o cuadrante y la in­

ferior el cuarto, pues en ambos están confundidas las caras 

de los diedros que los constituyen. Por otra parte, como á 

ia inspección de un dibujo no podría determinarse cuál es 

la parte del papel que repres.enta el plano H ó el V en el 

primer cuadrante, se evita esta incertidumbre colocando las ' 

letras X é Y, que designan la línea de tierra, siempre en 'la 

región que representa el plano H 1 de modo que cuando las 

letras están debajo, esta parte representa aquel plano y la 
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superior el v; y viceversa si estuvieran las letl'as por encima. 
De modo que estas letras llenan el triple objeto de distin­
guir la líuea de tierra de las demás líneu.s del ·dibujo, señalar 
las partes que constituyen el primer cuadrante, y por con­
siguiente los demás, é indicar el sentido en que se ha Yeri­
ficado el abatimiento del plano V, que es al lado opuesto al 
que ocupan las letras. 

Generalmente se representan las partes principales de los 
cuerpos en el primer nuadrante, por más que algunas de 

'\ ellas puedan estar en los otros, á los cuales pueden condu­
cirnos también las operaciones ulteriores que requiera el 
problema de que se trate. 

, Los puntos en el espacio se consideran __ señalados por 
letras mayúsculas, y á sus proyecciones se les ponen las 
mismas letras, pero minúsculas, y para distinguir la hori­
zontal de la vertical, puesto que cada región del papel puede 
representar ambos plauos, se ace~túa siempre la segunda. 
Así un punto A del espacio tendrá por proyección horizon­
tal el punto a, y por vertical al a', leyéndose el punto A ó 
et (a-a'); en este último caso se sobreentifmde el punto cuyas 
proyecciones son a y ct'. Pueden también usarse números 
en vez de letras, haciendo la misma distineión. 

Para las rectas, puesto que basta señalar dos de sus 
puntos, segcriremos para cada uno ele ellos la¡:¡ reglas dichas, 
de modo que si tenemos una recta A B en el espacio, sus 
proyecciones serán, la horizontal una recta a b, y la vertical 
otra ct' b' , E¡)nnnciándose la recta AB ó la (ab-a'b'). En las 
figuras 2 y 8 se pone Je manifiesto cuanto acabamos de 
decir, y en ellas se ven las proyecciones del punto A de la 
figura 1 y ele la recta A B de la figura 7. · 

Siempre que sea indiferente señalar una recta por unos 
ú otros de sus puntos como sucede casi siempre, y en todas 
las lineas que sin ser proyecciones de rectas intervengan en 
un pt:oblemn, es conveniente poner las letras en su extre­
midad, prolongadas ha'sta el marco del dibujo, por ser alli 

1 más fácil encontrarlas, y también porque es donde hay gene· 
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ral m en te · menos confusión de líneas. Para estos casos deben 
preferirse las letras más extendidas, como las-b, d, f, p, etc., 
guardando las a, e, m, n, etc., para el centro del dibujo. 

Los puntos vienen en. general determinados por la inter­
sección ele dos líneas, mas si ocurre tener que representar 
un punto aislado, se acostumbra hacerlo por una cruz, en 

esta forma -l-, con la letra ó número correspondiente. 
1 

No todas las líneas se representan del mismo modo, sino 
que se emplean medios especiales, según el papel que juega 
cada una. Las líneas que intervienen en un dibujo pueden 
clasificarse de dos maneras distintas, aparte de la línea de 
tierra de que 'ya hemos hablado; las pri11,cipales y las auxi­
liares de construcción. Constituyen las primeras los datos y 
los resultados del problema, y las segundas las q ne son 
preciso trazar para su resqlución. -Las prillcipales se !J"lar­
can de trazo lleno ó continuo, dando un poco más gmeso á 
las que son resultado. En cuanto á las auxiliares, se mar­
can siempre, de trazo interrumpido, y pueden tener distintas 
combinaciones, como de trazos igúales, tra.zo y un p·unto, ó 
trazo y dos ó más puntos, y en su acertada combinación 
consiste en gran parte la claridad del dibnjo. Entre estas 
líneas hay que dtstinguir las ele cocrespondencia- entre las 
proyecci~o.es de un mismo punto, que deben indicarse siem­
pre empleando los trazos iguales. Del mismo mocl•) se tra­
zan también las demás línells auxiliares, pero si entre ellas 
hay alguna notable por algún concepto, ó que. conve11ga 
llamar la atención sobre ella, se trazará de trazo, y pnnto, 
empleando nuo ó más de éstos, cuyo número indicará el 
ordeu según el cual se han establecido aquéllas. 

En las líneas principales, que son las que unicamente 
pueden existir, en el espacio, hay q ¡;¡e disti11guir las partes 
vistas de las ocultas. P ara la proyección horizontal, el obser­
-vadot· se supone colocado por encima del plano horizontal 
á una distancia infinita, y para la vertical á la misma clis­
~ancia dehmte del plano vertical; situado aquél en el primer 
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cuadrante, desde luego se comprende serán ocultas todas ' 
las líneas ó parte de líneas situadas en cualquiera de los 
otros tres, y de las que existen en el primero, también pue­
den E¡starlo por algún cuerpo ó superficie, y natural es .que 
las pFoyecciones indi-quen esta particularidad, para lo cual 
se ha convenido en marcar de tmzo lleno, con la distinción 

que. hemos dicho, las líneas que son vistas, y de puntos las 
partes ocultas. 

Ea los problemas en que pueda haber confusión de lineas 
ño se suelen trazar en toda su extensión aquellas lineas 
auxiliares de las cuales baste indicar su .direccióo, marcán­
dose sólo sus extremos. En las de correspondencia es don.de 
se usa generalmente esta abreviatura de tiempo y tr'abajo; 
suele también indicarse el punto en que corta á la línea de 
tierra. En la figura 9 están representadas algunas de las re­
glas anteriores. 

Advertiremos antes de concluir con este asunto, que nada 
hemos fijado como regla invariable, pues desde un principio 

~indicamos que no todos los autores están co~formes en un· 

~ mismo método de notación y representación. 

P: Trazas de una recta.-15. Considerando indefinidos los 
planos de proyección, es evidente que una recta indefinida 
también ha de cortar á dichos planos, excepto cuando les 
sea paralela. Estos puntos de intersección se llaman t1·azas 
de la recta, siendo la horizontal el punto· en que la recta 
atraviesa el plano de este nombre, y traza vertical el punto 
análogo sobre est~ plano. 

Al pasar una recta del primer cuadrante á cualquiera 
de los otros tres, ha de cortar forzosamente á uno de los 

planos de proyección, por consiguiente las trazas de. una 
recta son dos puntos muy importantes y que conviene de­

terminar casi siempre, por ser los que hacen la separación 
de la parte vista de la oculta de una recta, y también porque 

muchas veces se tomaa estos puntos con preferencia á otros 

para determinarla. 
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16. 'l'ratemos, pues, de buscar las trazas de una recta, 
y sea ésta la dada por sus proyecciones (ab-a' b') (fig. 10); 
la traza horizontal es un punto de la recta, por lo tanto, su 
proyección horizontal ha de estar sobre la a b, y la V'ertical 
sobre la. a' b' ( 11); además, dicha traza es un punto del­
plano horizontal, que tendrá su proyección vertical sobre 
la línea de tierra (S), por cuyas razones, la proyección ver­
tical de la traza horizontal · no puede ser otro punt"o que 
el h'. La pToyección horizontal de la traza de este nombre 
se ha de corresponder con el punto h' por una perpendicular 
á X Y ( 7 ), y debe estar situado sobre ab, luego será el 
punto (h); (h-h') son ·pues lasproyecciones de la traza hori­
zontal, y el punto h además la traza rpisma. 

Para la traza vertical haremos el mismo razonamiento. 
Esta traza es un punto común á la recta y al plano V, de 
modo que su proyección horizontal ha de estar en las rectas 
ct b y X Y, luego será el v. La proyección vertical v' tiene 
que hallarse sobre la perpendicular v v' y en la recta a' b', 
siendo, pues, fácil encontrarla, resultando que (v-v') son las 
dos proyecciones de la traza vertical, y el segundo punto la 
tra~a misma. 

17, Traducidas las operaciones efectuadas en regla prác­
tica, veremos qtte pam hallar unct de las tmzas de wut 1·ecta 
hay que p1·olonga1· la proyección de nombre contrario hasta que 
co?"te á la línect de tierra¡ p01· este punto traza¡· tt1'ba pe1•pendi­
culcw á esta última línea1 hasta qtte encuentre á la otra p?·oyec· 
ción de la recta¡ ellJttnto en qtte se cortan se1·á la traza busca­
cla1 y ~l mismo pztnto y el a.'nterio1· sus dos p1·oyecciones. 

18. Recíprocamente, si v' y h son las dos trazas de una 
recta, y quisiéramos hallar sus proyecciones, observaremos 
que la traza horizontal h se proyecta verticalmente en ¡,; 
sobre la línea X Y¡ la traza vertical v' es ella misma su pro­
yección vertical, luego v' h' es la proyección de este nombre 
de la recta; del mismo modo se obtiene la proyección hori-
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zontal, proyectando horizontalmente en v sobre la línea XY 

la traz3¡ vertical v', y uniéndola con la h por medio de la 

ccta vh. 
~-n · . . 
~ 'Posiciones de una. recta re~pecto á los pla.nos de proyec-

. ( ción.-19. Cualquiera que sea la posición de una recta en 

el espacio, es fácil eneontrar siempre :ms proyecciones si- . 

guiendo el métoda enseñado en el núm. ll p&.ra-obtener las 

proyecciones de la figura 8. Pero es claro que en las posi­

ciones particulares que puede tener la recta, las proyeccio­

nes las tendrán también, y para familiarizar á los alumnos 

en este estudio, presentaremos en las figuras 11, 12, 13 y 14 

las proyer.ciones de varias de ellas, habiendo aplicado en los 

casos posibles 1!1 regla dada ( 17) para encontrar las trazas. 

Dichas figuras contienen¡: 
Las rectas (1, 2), (3, 4), (5, 6) y (7, 8) de la figura 11, 

oblicuas á los plaJtOS de proy~ccióu, sin cortar á la X Y, y 

teDiendo cada 1110a la parte comprendida entre sus trazas en 

un cuadrante distinto. 
Las (9, 10) y (11, 12) (flg. 12) en el mismo caso qhe las 

anteriores, pero cortando á la X Y. 
Las (13, 14) y (15, 16), situadas en los planos bisectores. 

Las (17, 18), (19, 20) y (21, 22) de la figura 13, paral~as 

al plano H, e~cima, en ó debajo de este plano. Estas rectas 

podrían estar también detrás del plano T1, es decir, en el se­

gundo ó tercer cuadrante. 
Las (23, 24), (26, 26) y (27, 28) de la figura 14, parale- Lám. 2.3 

las al T;; y delante, en ó detrás ele él. Estas rectas podrían 

estar- también debajo del H, ó sea en el tercero ó cuarto 

cuadrante. 
La (29, 30) paralela á ambos planos; podria estar en 

cualquiera de los cuatro cuadra::1tes, y también en los pla­

nos bisectores, siendo fácil en estos casos comprender cómo 

estarian las proyecriones. 
La (31, 32), con'ftmdida con la X Y, viéndose en esta 

figura el medio de indicar esta circunstancia, 
/ 
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Las (33, 34), (35, 36) y (37,38), perpendiculares al H, y. ' 
delante, en 6 detrás del V¡ en estos casos, la proyección hori­
zontal se reduce á un punto~ y la vertical es perpendicular 
á la X Y. 

Las (39, 40), (41, 42) y (43, 44), perpendictt!ares al Y, y 
encima, en ó debajo del JI¡ en este caso, la proyección verti­
cal se reduce á un punto y la horizontal es perpendicular á 
la XY. 

1 
Las (45, 46) y i.,47, 48), situadas en planos perpendicu-

lares á la X Y, y cortando 6 no á ésta. La recta (4ñ, 46) 
puede estar situada en el plano bisector, como se representa 
·en la (49, 50), y la (47, 48) ser perpendicular al mismo plano, 
como en la (51, 52), viéndose desde luego la particularidad 
que presentan las proyecciones en estos dos últimos casos. 

20. Cuando las rectas ocupen las posiciones de que son 
ejemplos las (45, 46), (47, 48), (49, 50) y (51, 52), es infruc­
tuosa la regla dada ( 17) para hallar sus trazas, y hay qúe 
recurrir á otros medios que veremos más adelante. Además, 
en estos mismos casos las proyecciemes solas no bastan para 
determinar la recta en el espacio, pues confundidos los dos 
planos proyectantes de cada una ele ellas en uno solo, per· 
pendicular á la Jf Y, todas las rectas situadas en él podrán 
correspl!mder á las proyecciones dadas. Para determinar la 
recta en estos casos es preciso conocer además las proyec­
ciones de dós de sus puntos. 

21. Hemos 'dicho (12) que dos rectas cualesquiera, una 
en cada plano de proyección, podrían ser proyecciones de 
una cierta recta, con -tal que se corten los planos proyectan­
tes qne determinan, excepto en algún caso que vamos á ver 
ahora. Las rectas a b y a' b' (fig. 15) determinan dos planos 
proyectantes que se cortan, y sin embargo, no pueden ser 
proyecciones de ninguna recta, pues el plano proyectante 
correspondi'ente á . a' b' será perpendicular al H, por pasar 
por e¿' b' que también lo es. El correspondiente á e~ b reunirá . 



GEOJ\!ETRÍ.A. DESCRIPTIVA 29 

igqal circunstancia y la intersecdón de dos planbs perpen­
diculares á un tercero es una recta perpendicular al mismo, 
luego la rect~ del espacio lo ha de ser al plano H, y en este 
caso' la proyecGión de este nombre ha de reducirse á un 
punto ( 19) y no puede ser la recta a b como se había esw 
tablecido. 

22. Para el problema inverso ele dadas las proyecciones 
determinar la re~ta, como saLemos (12), no hay más que 
fluponer al plano V en su verdadera posición y trazar los 
planos proyectantes, ó bien buscar la posición de dos de 
sus puntos (con preferencia la~ trazas) y .unir· éstos por una 
recta. Así es muy sencillo pasar de las figuras anteriores á 
las perspeoti vas correspondientes, en lo que debe ejercitarse 
el alumno. Cuando sólo se desee formarse idea de ·la incliw 
nación de una recta, basta comparar las posiciones de dos 
puntos de ella, viendo cuál es el que está más cerca ó más 
lejos <le cada plano ele proyección. Por lo demás, basta tener 

1 
un poco de prádica para comprender la posición de una 
recta á la sola inspección ele sus proyecciones, sobre todo 
en los casos ele paralelismo y perpendicularidad á los planos 
de proyección. · 

23. 
J?osioiones relativas de dos rectas.~$'. Dos rectas en 

el espacio pueden cortarse, ser paralelas ó cruzarse. 
En el primer caso, las proyecciones del pun.to común á 

las dos rectas deben cumplir la regla general de correspon­
derse por una perpeudiculaL' á la X Y, pero además por per­
tenecer dicho punto á cada una de aquéllas, sus proyeccio­
nes deberán estar á la vez sobre las de las rectas; luego el 
punto de inte1·sección ele las proyecciones horizontales de­
berá estar sobre una perpendicular á la X Y con el de inter­
sección de las verticales. Cuando .esto no suceda, las dos 
rectas no pueden cortarse, y así es fácll reconocer desde 
lnego si dos rectas se cortan ó no, viendo si sus proyeccio­
nes les seií.alan un punto común. 
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Cuando son paralelas, los planos proyectantes del mismo 
nombre lo serán también, y las intersecciones de éstos con 
cada uno de los de proyección, es decir, las proyecciones 
también lo serán. Se comprende desde luego que la recí­
proca es cierta, y podemos decir que siempre que dos rectas 
tengan las proyecciones del mismo nombre paralelas, ellas 
lo serán asimismo. 

De los dos casos examinados se deduce en ·seguida que 
las proyecciones de dos rectas que se cruzan no presentan 
ninguna particularidad. 

La figura 16 presenta ejemplos de dos rectas que se 
cortan, dos rectas paralelas y dos rectas cualesquiera. 

24. Hay un caso en que á pesar de tener dos rectas sus 
proyecdones paralelas en uno y otro plano de proyección, 
no puede afirmarse que ellas lo sean. Esto ocurre cuando 
se trata de rectas situadas en planos perpendiculnres á la 
X Y, pues cualesquiera que sean estas rectas, sus proyeccio­
ues siempre son perpendiculares á aquella línea, y por lo 
tanto, paralelas. 

En este caso, cuando las dos rectas son paralelas, se ve­
rifica otra circunstancia, cual es que sus cuatro proyeccio­
nes son proporcionales. Sean A B y O D ( fig. 17) dos rectas 
en las condiciones· dichas: tracemos sus proyecciones y de 
la semejanza de los triángulos ABE y O D H resulta: 

B E: A E: : D H: OH ó a b : a' b' : : e d : e' d'. 

Para que la recíproca sea cierta, hay que añadir la cou­
dición de que dos puntos, elegidos uno en cada recta, que á 
la vez estén más ó menos distantes de uno de los planos ele 
proyección, disten también más ó menos del otro. 

Por ejemplo, las proyecciones (a b-fJ,' b') y (e el-e' el') que 
son proporcionales, corresponden á las paralelas AB y O.[), 
mas las (ab-a' b'), (g h-g' h'), proporcionales también, perte­
necen á las AB y G H, que no reunen aquella cualidad; 
pero se observa en las primeras que los puntos A y O, que 
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son los más elevados, están ta~bién más cerca del plano V, 
y los B y D, que están más lejos de éste, distan á la vez 
menos del H, mientras que en las segundas dos de sus pun­
tos A y G, que están más altos, uno está más cerca y otro 
más lejos del plano V, respecto á los B y H. 

25. PROBLEMA.-- Por un punto ( rn-m') trazar una recta 
paralela á otra dada (a b-ct' b') (fig. 18). 

La proyección hpl'izontal de la recta pedida ha de ' ser 
paralela á ab (23) y pasar por 'el punto m; queda, pues, de­
terminada, y será la e el; se obtiene del mismo modo la pro-

~ yeccióu vertical, llevando por rn' una paralela e' el' á a' b'. 

r. 1· 
.. 'Vtf' Del plano.-26. Así como para hallar las proyecciones 

R.!'(f!' de una recta hemos buscado el lugar geométrico de las pro-
t yecciones de todos sus puntos, parecía natural seguir el 

mismo procedimiento para representar nn plano por medio 
de sus proyecciones y trazar las de cada uno de los puntos 
que 1o constituyen. Mas, fácil es comprender que suponien­
do indbfiuido el plano considerado y los de proyección, las 
proyecciones de aquél cubrirían por completo á éstos, y da­
l'Ían lugar á gran confusión en el dibujo, requiriendo un 
detenido e8tudio para darse cuenta de la posición del plano 
ó planos que se hubieren representado. 

Cierto es que bastaría fijar sólo la posición de tres de sus 
puntos que no estuviesen en línea recta, pues con ellos que­
daría determinado el plauo, y como éste lo está también 
por un punto y una recta, por dos rectas que se corten, ó 
seau paralelas, se pocldan substituir aquellos datos por los 
dichos; mas como quiera que es raro el problema en que no 
intervengan rectas que se corten, paralelas ó más de dos 
puntos, sin que para nada deban considerarse los planos 
que determinan, habría lugar t~1m bién á confusión, y nada 
indicaría en qné casos aquello·s elementos tenían por objeto 
represeutat· realmente un plano, ó eran sólo consecuencia 
ele las operaciones de los problemas. 

' í 
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27. A fin de evitar tales inconvenientes, se ha creído 
más ventajoso representar un plano por sus trazas, es decir, 
por las intersecciones de .dich0 pJano con los de proyección, 
recibiendo cada una de dichas trnzas el nombre del pJano 
de proyección que la ha causado. Además, po¡· este procedi­
miento salta mejor á la vista la posición del plano. El 
PQ P' ele la figura 19, quedará perfectamente determinado, 
según esto, por medio de sus tmzas Q P y Q P' en la forma 
de la figura 20 después de hecho el ab¡l.timiento del plano 
vertical, sin que este abatimiento modifique en mada lapo­
sición del plano, pues ésta, como acabamb_s de ver, depende 
de la de sus trazas, y la de éstas de los ángulos que,cada 
una de ellas. forma con la X Y, los cuales no varían al hacer 
aquel gir0, y basta, cuando se den las trazas de un plano, · 
suponer al V en su debida posición, para venir en conoci-
miento d~ la del dado. ' · 

Desde luego observaremos que todos los puntos comunes 
al pl!,'l.no dado y al horizontal de proyección están sobre la 
traza P Q, así Gomo los comunes á aquél y al V sobre la 
P' Q; luego si hay algún punto comtí.n á los tres'· planos, 
tendrá que pertenecer á la vez á ambas trazas y no podrá 
ser otro ,que el de intersección , de ellas. Pero punto común 
á lo,s.tres planos, no puede serlo más·que el de intersección 
del plano dado ,con l;1 X Y; luego 1as dos trazas de un plano 
han de encontrarse en un mismo punto de dicha línea, que 
será además el de encuentro de ella con el pla1:1o, y cuando 
esto no saceda en los límites del dibujo, hay que cercio­
rarse de que prolongadas lo efee.tuarían. Según esto, p11ede 
considerarse al plano determinado por dos rectas que se 
cortan, si bien son dos rectas en condiciones especiales. 

28. De aquí se deduce que dos rectas cua:l'esquiera,. una 
en cada plano de pr0yección', pueden representar á un pla­
no, con tal que dichas rectas corten ó puedan cortar, pro­
longadas suficientemente, á la X F en un mismg punto, 
pues aparte ele es'ta condición no existe entre las tra:q~s ele 
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un mismo plano relación ninguna. Para comprender bien 
esta independencia., consideremos el plano R Q de, la figu­
m 21, y supongamos• que gire alrede~1or de su traza hori­
zontal, con lo que ia vertical tendrá á cada momento una 
posi·ción distinta, tal como la Q 1, Q 2, Q 3, es decir, que 
podrá .formar con la X Y todos ios ángulos desrle,oo á 180°. 
Y es evidente también que si nos fijamos en cada una de 

· e~tas po,siGiones, p'odremos hacer girar al plano alrededor 
de ella, y entonces será la horizontal la qne tomará 'posicio­
nes diferentes, vrrria·ndo entre iguales limites los ángulos 
que formará con aquella línea. Asi, pues, cualquiera que 
sea·n los ángulos que formen con la X Y dos rectas distin­
tas, situadas una en 'cada plano de proyección, · siempre po­
drán ser trazas de un mismo pla·na si cumplen con la condi­
ción que hemos dicho antes. 

29.. Para señalar las traZ~as de un plano, se en:¡_pl_ea gene­
, ralmeBte un'a misma letm para ambas, mayúsculas y acen-

·, tuúndo la de la traza vertical, como se ve en la figura 20, y 
se lee PQ P ' ; tatnbién pueden emplearse números en igua­

. l~s condiciones.' De esta manera, á la · simple vista de un 
dibujo, puede distinguirse qué rectas representan planos y 
cuáles no. 

Gened.lmente sólo se con~idera de los pl::mos la parte 
- comprendida en el primer cuadrante, y por esta razón se 

limitan sus trazas. en el punto de encuentro u la X Y; 
pe1•o de ningún modo debe creerse que a 1 ermiuan dichas 
tmzas, pues siendo indefinido el plau0 que determiuan, 
deben serlo también sus iutersecciones con los de proyec­
ción que reunen igual circunstancia. Así es que la traza 
horizontal ha de consi<;l.erarse prolongada más allá de la 
línea X Y, como una rect:t situada en el plano H qne .atra­
viesa al V en el punto de encuentro con aquella línea, y la 
traza. V debe imaginarse prohmgada también más allá: de 
este punto, por ser una recta situada en el plano V que 
atraviesa al H en el mismo punto. Estas prolongaciones 

4 

-
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deben trazarse realmente siempre que las condiciones del 
problema exijan operar con ellas, y desde luego deberán 
serlo de puntos, por ser líneas ocultas. 

Posiciones de un plano relativamente á los de proyeo­
oión.-30. Para las posiciones especiaLes que pueda teuer 
un plano respecto á los de proyección, especiales serán 
también las posiciones de sus trazas, con las c'uale¡:¡ es con­
veniente familiarizarse desde un principio, por más que no 
deben ofrecer dificultad estos casos particulares, entendido 
lo que antecede, y bastará reseñarlos ligeramente para fijar 
la atención del alumno. 

31. Las figuras 22 y 23 contienen laR perspectivas y 
trazas de distintt~s posiciones de planos, todos oblicuos con 
relación á los de proyección. Las trazas son las P-P' , R-R' 
y T-T'; las últimas en prolongación la una de la otra, lo cual 
sucederá al abatir el plano V, siempre que los' angulos que 
forman las dos trazas con la X Y sean suplementarios (28). 

32. El plano PQ P' (figs. 24), cuyas trazas son P y P' , 
es perpenclicular al horizontal, y como el vertical también 
lo es, su intersección, ó sea la traza P', debe serlo asimismo, 
y por consiguiente á la X Y, que es una recta trazada por 
su pie en dicho plano. 

33. En la figura 25 el plano es perpendicular al V; sus 
trazas P-P', siendo la primeru: susceptible de análogas ob­
servaciones que la P' del c~:~-so anterior. 

34. El plano P Q P' de las figuras 26 ·es perpendicular 
á los dos de proyección, y, por lo tanto, á la X Y; sus tra­
zas reunen las circunstancias de la P' y p 'de los dos casos 
anteriores; este plano se llatna plctno ele perfil. 

L~m. 3.a 35. En las fignras 27 el plano es paralelo al H; su traza 
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del mismo n_ombre está en el infinito, y la vertical es para­
lela á la línea X Y, por ser intersecciones de dos planos pa­
ralelos por un tercero. Si el plano estuviese debajo dél hori­
zontal, su traza estada debajo de la X Y, y si a<Iuél fuese el 
mismo Il, su traza sería la X Y. 

36. El · P Q (figs. 28) es paralelo al V, siendo su única 
traza la horizontal, sobre las que pueden hacerse considera­
ciones semejantes á la del caso anterior. 

37. El representado en las figuras ·29 es paralelo á la 
X Y, y slls trazas P Q y P' Q' también lo serán, pues si un 
plano es paralelo á una recta, la intersección de aquél con 
cualquier otro que pase por la recta también lo será. Eu 
este caso el pl~no puede estat· situado en cualquiera de los 
cuatro cuadrantes, y 'fácil es hallar la situación de las trazas 
en las cuatro posiciones, como es igualmente sencillo el de­
terminarlas en el caso más particu1ar todavía de ser el 
plano perpendicular á uno de los bisectores, pues entonces 
las trazas eq nidistarán de la línea X Y. 

38. (Figs. 30.) Representa un plano que pasa por la 
líuea de tierra; sus trazas quedan coufundidas con ella y 
determinado por la línea X Y y uu punto da! plano fuera 
de ésta. 

39. En todos los casos enumerados bastan las trazas 
para fijar y formarse idea á la simple inspección de ellas de 
la posicióu del plano, pues dos rectas que se cortan ó son 
paralelas bastan para determinarlo; ann en el caso de la 
figura 26 y último de la 23, en que las dos trazas aparecen 
como una sola recta, en el espacio son realr,nente dos rectas 
distintas, así como en los de las figt'lras 27 y 28 debe tenerse 
en cuenta que las trazas que faltau son paralelas á las exis­
tentes, pero situadas en el infiuito; mas no así en el úLtimo 
caso, en que. sólo se conoce una recta del plano, dejando á 
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éste i.ndeterminado.· Esta indeterminación cesa si se co'no­
cen además las proyecciones de un punto (ct-a') del plano; 
en el caso !_)arPicular de esta.r el punto equidistante de los 
planos de proyección (S) el plano será bisector. 

~\,e . 
~~~ (3.2 "' Puntos y rectas situados en un plano.- 40. Hemos 

';... dicho (11) que si un punto está situado sobre Ulla recta, las 

f proyecciones de ésta han de contener á las de aquél, siendo, 
por lo tanto, fácil distinguir SÍ Ull punto dado está colocado 
ó no sobre una recta, y pudiendo contener un plano á una 
recta ó á un punto, vamos á ver cómo se puede averiguar, 
á la simple inspección de las proyecciones, si se verifica 
dicha circunstancia. 

¡ 

41. Es evidente que toda recta situada en un prauo debe 
cortar á los de proyección sin salirse de dicho plano; por 
c0nsiguiente, lo verificará eu el punto en que encuentre á 
las trazas. de aquél, es decir, que las trazas de una recta con­
tenida en un pl:tno han de éstar sobre las del mismo nom­
bre de éste, cuyas tra'zas, son, por lo tanto, el lugar geómé-,. 
trico ele las de todas las rectas contenidas en él. 

42. Así, pues, podemos muy fácilmente conocer si una 
recta está trazada ó no en un plano dado, cou sólo hallar · 

· sus trazas y ver si están sobre las del plano, pudiendo tam­
bién por esta consideración trazar lina recta que esté conte­
nida en tm ·plano, con sólo escoger un punto de cada traza 
de aquél, y unirlos por medio de una recúa. qegún esto, la 
figura 31 nos demuestra que la recta (ct b-a' b') está situada 
en el plano P Q P', mientras que la (e el-e' el') no cumple 
con esta condición. Si err el plano P Q P' queremos trazar 
una recta cualquiera, bastará tomar los puntos ( h-h') y 
('v-v'), uno en cada traíla, y uniéndolos entre si resultará la 
recta (a b-ct' b') situada en el plano. 

43. Para averiguar si un punto está eu un plano, bas-
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tará que por él se pneda trazar una récta en dicho plano. 
Por lo tanto, si tomamos un punto en un1 de Las trazas, y 
lo unimos con el dado, es preciso qne la otra traza_ de esta 
recta esté sobre la del mismo nombi·e del plano,. para que 
éste contenga al punto dado. El punto (·m-m'), por ejemplo, 
unido con el (h-h'), to!11'ado sobTe la traza horizonta.l P, da 
la recta (ct b-a' b'), ~uya traza vertical se halla sobre la P', 
luego el punto (m-m') es'tá en el plano. No asi el (n-n'), q,ue 
unido con el (e e') da la rectá (e· el e'cÍ'), cuya· traza horizon­
tal está fuera de P. 

44. En general, bastando que una recta tenga dos pun­
tos eu un plano para estar contenida eu él, s~empre que de 
un plano se conozcan dos · rectas cualesquiera, será suficien­
te que una tercera corte á estas dos ¡)ara estar situada en 
dicho plano, y tomando nu pnuto en cada una de aquellas 
rectas, y uuiéndolos entre sí, habr-emos trazado una recta 
en el plano q9e determinan aquéJlas. 

De .manera que cuando un plano esté determinado por 
dós rectas que se corten ó que sean paralelas, tendremos 
que acudir á este medio para Dverigua~ si una recta está 
situa-da en dicho plano, ó para trazar una que cumpla con 
esta condición. Si el ·plano estuviere detenniuado por tres 
puntos, ó una recta y un punto, se reduciría al caso ante­
rior, uniendo aqneflos puntos dos á dos .por medio de dos 
rectas, ó bien, en la segunda hipótesis, uniendo el punto 
dado con cualquiera de los ele la recta, ó trazando por aquél 
una paralela á ésta. 

En la figura 32 se ve gráficamente lo manifestado en el 
párrafo anterior.- ' ' 

En aJelante, y únicamente en algunos casos muy espe­
ciales, tomaremos ~omo datos de un pláno' tres, puntos ó 
uua recta y un punto, por quedar reducidos al caso de 
venir dado por dos rectas·. 

45. Entre las infinitas re.ctas que por un , punto se pue· 

., 
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den trazar en un plano, hay algunas que relativamente á las 
trazas de aquél, ofrecen sumo interés. Supongamos el plano 
PQ en perspectiva (fig. 33), y uná recta A B trar.A.da en él 
por el pL-into A1 que gire alrededor de éste tomando varias 
posiciones A 01 A D, A E1 'AF, etc.; entre ell-as habrá las 
siguientes: una A C, que será p&rpendicular á la traza hori­
zontal Pj una A E, qu& le será paralela; una A F, perpen­
dicular á la traza P', y o.tra A D, paralela á la misma trar.a, 
siendo además ésta y la A E paralelas á los planos V y H 
respectivamente. E~tas rectas reciben por su orden los nom­
bres de líneas de máxima. pendiente (L. M P.), con relación 
al plano 1-Ij paralela al plano Hj L. lVI. P., con relación al , 
plano V, y pantlelct al plano V. Los nombres de paralelas á 

los planos H y V provienen de la prop~edad de qne gozan 
dichas líneas, y en cúant'o á los de máxima peudieute se 
comprende también que siendo lüs rectas A O y A F las 
más cortas distancias sobre el plano desde el punto A á cada 
uno de los de proyeccióu, deben marcar en el dado la máxi­
ma pendiente cou relación á aquéllos. 

46. En cuanto á las proyecciones, siendo la recta A E 
paralela á la traza P, .las proyecciones de aquélla l.o han de 
ser á las de· ésta ( 23 ), luego a e se1~á paralela á P, y a' e' á 
X Y. Por la misma razéJn, las proyec~iones de A D ~erán a el, 
panllela á X Y, y ct' d' paralela á P'. Vemos, pues, que toda 
recta de un plano paralela al V ó al H, tendrá la proyección 
del mismo nombre paralela á' la traza del plano sobre el 
mencionado de proyección, y la otra paralela á la X Y. 
A las rectas paralelas á la traza horizontal se les llama tam­
bién ho1·izontales clel zJlano. 

Para las proyecciones de la recta A e observaremos que 
ésta es perpendicular á. la pe, trazada sobre el plano l-Ij la 
A a también lo es al mismo plano, Iuego a O, que une los 
pies de ambas perpendiculares, lo es á Pe en virtud de un 
teorema conocido de Geometría. Vernos, pues, qzte la p1·o­
yecci6n ele una 1·ectct sob·re un plcmo, con 1·elcwi6n al cual ~ 



GEOJVIETB.ÍA DESCRIP'rTV Á. 39 

aquélla cl.e máx1:ma pendiente, es perpendiculcw á la t1·aza sob1·e 
el mismo del plano gue contie111e á la Tecta. E·p cuanto á la otra 
pro<Jreccion no ofrece particularidad ninguna. 

Por el mismo razoñarnieÚto veríamos que la proyección 
vertical de la recta A F es perpendicular á la traza P' E. 

En ~a figqra 34 se han hallaao las proyecciones de las 
rectas que acabamos de considerar, las cuales, como vere­
mos, son de una aplicación muy frecuente en la Geometría 
Descriptiva, esl?ecialmente las paralelas á los planos de 
proy~cción. 

' 
47. Una Línea de un plano, que sea de máxima pendiente 

con relación á uuo cnalqtiiera de los planos de proyección, 
nos da á conocer desde luego la dirección de una de las tra­
zas del plano que la contiene, y podremos, por lo .tanto, tra­
:.~ar de estf~ plano una red:l paralela al de proyección, res­
pecto del cual es de máxima pendiente la línea dada { 46 ), 
con lo que se conocerán' dos· rectas situadas en el propuesto, 
dejándolo deter:miuado. Así, si la r.ecta (a b-ct' b') (fig. 35), 
es línea de 111áxima pendiente de un plano con relación al 
H, bastará tomar sobre ella mi punto (rt-ct') y trazar por él 
una paralela (a. el-r:t' el') al plano H, siendo sus proyecciones, 
a d perpendicular á a b y ct' el' paralela á X Y. En su couse- ' 
cuencia, un plano puede estar determinado de posición por 

.-,\ una L . 111. P. respecto á cualquiera de los. de proyeccióg. 
'q')~·-

~-r . "' 
'/~· Trazas de un plano.- --.48. Siendo necesario muchas veces 

hallar las traza~ de tln plano, Yamos á tratar de determinar­
las, cualquiera qne sea el medio que se emplee para repre­
sentarle. 

Sabjdo que las tcazas de un plano han de contener las 
de todas las rectas trazadas en él, fc:ícil es comprender el 
método general que debe seguirse pam resolver la cuestjón 
que nos oc'bpa. Así, si el plano viniese dado por lns dos rec­
tas (a b-ct' b'), (e el-e' tl') ó (d e-d' e') y (f g-f' g') (fig. 36) b~Jsca­
remos las trazas (h-h'), (v-v') ó (k-k'), (u-~t') de dichas rec-
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tas, las cuales, unidas las· del mismo non1bre, darán las P y 
P' del plano. Las trazas del plano han de cortar siempte á 
la X Y ea 1m mismo punto, y cuando esto se verifique den­
tro de los limites del dibujo .. puede dispensar de éncoptrar 
una de · las cuatro trazas de las dos rectas, 

La dificultad que pudiera pt!esentarse es q\1e una ó las 
dos rectas dadas no tuviesen sus trazas en los límites del 
papel, en cuyo caso habría que substituir dichas rect.as por -
una ó dos nuevas (·44 ). La figura 39 pone de manifiesto esta 
observación. 'I'ambién podríamos buscar tUl punto y la di­
rección de cada traza del plano, valiéndose de alguna de las 
proyécciones ele rectas paralelas al 'plano H ó V ( 46 ), como 
indican las figuras 40 y 4 L 

Si el dato fuese una línea ele mÁxima pendiente, hágase 
lo dicho ( 47) y estaremos en _ el caso ele · dos rectas que se 
cortan. 

Pbdría ocurrir también que alguna de las proyecciones 
ele las_ rectas dadas fuese parafela á la X Y, en cuyo caso la 
recta correspondiente seria paralela al plano de proyecci'ón 
que contiene á la otra que no es paralela á aquella línea, y 
claro está que €mtonces ·Ja traza del plan0 sobre este último 
tendrá que ser paralela á dicha proyección ( 46 ), bastando, 
por consiguiente, un solo punto para determinar aquella 
trnza. En las figuras 37 y 38 se presentan ej emplos ele es.te 
caso. 

Cuando el plano esté determinado por tt•es puntos ó una 
recta y un punto, se reducirá al ca:so de dos rectas que se 
cortan ó paralelas, según la observación ( 44 ). Como caso 
particular, puede ocurrir que el plano venga dado por nna 1 
de sus trazas y un punto. Para encontrar la otra, podrán 
buscarse dos puntos ó un punto y ~a dirección de ella por 

Lám. 4.amedio de rectas situadas en el plano (figs. 42 y 43), y si la 
traza dada corta á. la X Y ea los límites del papel, bastará 
un punto 6 la · dirección ele la otra. 

V 
Comprendidos los métodos anteriores, no habrá dificul­

tad en resolver los casos parti~ulares de las figuras 44 y 45. 
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~s Posicion~s ~el¡¡¡tivas qe dps planos.-49.. Dos planos pue-
• den ser paralelos· ó ,:em:tarse; en este últn:no" caso, ~acerlo 

oblicua ó-perpendicula.nnente. 

' ~\' 50. . Cuando dqs· plapos son paralelos; St~~ í~ters~cciones 
con un tercero son rectas paralelas; de cons1gmente, lastra-' 

zas horizontales de' dos planos. p~ralelos han de serlo tam­

bién, .y lo mismo suced.e con lils verticales. E~ta es, pues, la 

~ondición precisa,para qu:e dos plano.s sean~ paralelos, y en 

general es .sUficiente; pues estarán determinados por dos sis­

temas de tec.tas .paralelas entre sí, , y según la Geometria del 

espacio, debe tene1; lugar el para1~li~mo ele los planos. 
Hay, sín embargo, un .caso en que no por ser paralelas. 

las trazas del mismo nombre' ele d'O's ·planos lo son tambiét1 

los planos, y es cuando éstos sean paralelos á 1a línea X Y. 
Las traz.~s serán entQn(:!es paralelas á~ dicha línea, y por lo 

tanto entre sí, pero los , planos pueden dejar de serlo. La 

figura 46 ofrece un ejemplo de plan0s paralelos, y la 47 es 
el caso de excepcjóu. ·· _ ' . 

Si los planos no estuviesen definidos por sus trazas, nin­

guna circunstancia indicada su paralelismo. No obstante,. 

podemos cerciol'arnos de si los planos dados cumplen esta 

. cond~ción, ·deudo si es posible trazar en .cada uno de ellos 

dos 'rectas que se corten, de manera que las de 1:m plano 

.. sean una á una paralelas ' á las del otro. 

1~~·Intersección de planos .. -5Í . . Cuand? dos pl~nos se· cor­

tan, pueden hacerlei 9bhcua ,6 perpendiCularmente, y como 

los element;s que hemos indicado para determinar 'un pla­

no no pueden s~ñ.alar en p~·oyecciones1 en cuál de las dos 

circunstancias lo ·verifican, sólo diremos que para que un 

plano sea perpendicu.lar á otro es preciso que en uno de 

' ellos se pnt:lda trazar uo.a .recta perpendicular al segu:ado, 

por el medÍo que diremos t~ás adelante. 

J.t~ ~52. En ambos casos, lo prime1:o que ocurre es hallar la 
·\· 

... 
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intersección de los dos planos, y siendo este problema de 
suma importancia lo trataremos detenidamente. Desde luego 
esta intersección es una recta, -y; por consiguiente, bastará 
encontrar dos de sus puntos ó un punto y su dirección. Si 
tuviéramos dos rectas tales que estando cada una de éstas ' 
en uno de los planos se cortasen entre •sí, indudablemente 
este punto de intersección pertenecería á la recta que busca­
mos. Mas para que düs rectas puédan cortarse, es preciso 
ante todo que se hallen en un mismo plano, de modo que 
para encontrar un punto de la intersección de dos planos 
hay que buscar dos rectas situadas en un mismo plano, y 
pertenecientes una á cada uno de los dados. 

Si los planos son conocidos pnr sus trazas, es evidente 
que las del mismo nombre reunen las circunstancias dichas, 
pu8s estarán sobre uno de los de proyección y son rectas de 
los dados. Así, pues, para encontrar la mutua intersección 
de los dos planos P Q P' y R SR' (fig. 48), buscaremos e1 
punto (v-v' ) en que se cortan las trazas verticales de aqué- · 
llos, el (h-h') de intersección de las trazas horizontales, y 
uniéndolos entre sí tendremos la reeta (h v-h'v' ), que es. la 
linea buscada. Es evidente, además, qne los puntos (h-h') 
y ( v-v') son las trazt~s de esta recta . . 

La figura 49 pre$enta nuevos ejemplos de lo mismo, y 
la 50 misos particulares en que, aplicando el procedimiento 
indicado, sólo se obtiene un puqto de la intersección. Pero 
conocido éste, bastará hallar las proyecciones de una recta 
paralela á la que se busca para tener su dirección, la que , 
obtendremos cortando uno de los planos por un tercero pa-
ralelo al otro. · 

.),~-53. Pero cuando no se cono'cen las ~razas de los plános, 
ó no se encuentran en los "límites del dibBjo las del mismo 
nombre, el método anterior no puede áplicarse y hay que 
buscar otras rectas que, llenando análogas condiciones que 
las trazas, puedan substituidas. Fácil es obtenerlas cortando r 

los planos dados por un tercero auxiliar y las inte1·secciones 

/ 
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de éste con aquéllos darán en su punto de encuentro uno de 

los de la intersección buscada. 

Cualquier plano sirve como auxiliar, pero entrl'l todos 

los que pueden emplearse habrá unos que den sus intersec­

ciones con los dados con más facilidad que otros, y lo natu­

ral es escoger aquéllos con preferencia :i éstos. Además, 

auu tomando los planos auxiliares determinados por sus 

trazas, puede resultar qne éstas y las de los dados estén en 

análogas circunstancias qae las de estos últimos entre sí, 

y entonces, en vez de eludir la dificultad, la habríamos 

repetido. 
Por estos motivos se comprende la importancia que 

tiene el hacer una acertada elección de planos auxiliares, 

por lo que nos detendremos en algunas- consideraciones 

sobre este particular . 

. }fs·54. Teóricamente, una recta queda determinada cono­

ciendo dos de sus puntos, y un punto por dos rectas que se 

corten; mas si aquéllos estáu muy próximos puede haber 

error en la dirección de la recta, y si dos rectas se encuen­

tran bajo un ángulo mt1y agudo, dejan en cierto modo inde­

terminado su punto de intersección. 

Para evitar estos .inconvenientes y los amt"eriormente ex­

puestos; es preciso escoger los planos auxiliares que cum­

plan, en cuanto sea posible, las condiciones siguientes: 

1.a Que sus trazas corten á las de los dados en los lími­

tes del dibujo. 
2.a. Que lo hagan bajo ángulos, por lo menos de 45°. 

3.a. Que las interseccio1,1es del plano auxiliar con cada 

uno de los dados se corten también en los límites del papel 

y bajo ángulos no inferiores á 45°. 

4.a. Que los dos puntos que determinan la intersección 

buscada no resulten muy próximos. 

Los planos auxiliares más ventajosos bajo dichos con­

ceptos son los paralel0s á cualquiera de los de proyección, 

á la línea · de tierra, ó pasando por ésta: así, pues, debetnos 
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ante todo ocuparnos de buscar la intersección de uno de 
estos planos con otro cualquiera .. 

~ 55. La figura 61 contiene los datos de ·un plano .cual­
. quiera P Q P' y del R' paralelo al H. Desde luego la inter­

sección será una recta paralela al H, y como ha de estar 
contenida en el P Q P' será una de sus hodzuntales, con ' 
lo que conocemos su dirección, que h~ de ~ser paralela á la 
traza P Q; por otra parte, el punto ( v-v") es de la intersec­
ción, y, en su cemsecueucia, ésta tendrá por proyecciones 
las (v m-v'm'). 

, Las (figuras 52) present~n otro¡;¡ ejemplos' de este _caso, 
así como la 53, la intersección de un plano cualquiera con 
otro R, paralelo al vertical. _ 

~~ Si el segundo plano fuese paralelo á la línea X Y, po­
-~ría aplicarse el método general, como hemos visto en la 

figura 49. 

Lám. 5.1f1 Sea (fig. 54) el plano P Q P' y el que pasa por la X Y ", 
y por el punto (a-ct') ; desde luego la intersección del primer · 

. plano con aquella línea, ó sea Q, será un pünto de la inter­
sec.ción de los d.os plaD;os; para encontrar otro, trazaren:'los 
por ( a-ct') rin pláno auxiliar paralelo á uno 'ele los de pro­
yección, al V ·poi· ~j e m plo: las in te.rsecciones de éste con 
los dados serán (ab-a' b') y ( h e-h' e'), lfls cuales dan el 
punto (n n'); luego la intersección peáida será (Q n·Q n'). 
Observaremos que siempre que se tome como plano auxi­
liar uno que pase por la línea' X Y, intervendrán. en el pro­
blema dos planos auxiliares. 

\,(), 56 . . Para lo que ao~d~onve11ir luego, vamos á 
~studiar las ci~·cunstancias que presenta la intersección de, 

los dos planos P Q P,' y (R-.R', ct-tt') de la figura 55. El que 
pasa por la línea de tierra formará con los dos planos de 
proyección ángulos siempre complementarios y variando 
cada uno de ellos desde Oo á 90o ó viceversa. Con sólo supo­
ner que la ·altura del punto (a-ct ') sobi·e el Il varia desde oo 
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al infinito, tendrerpos dichos ángulos. Si el plano formase 
un ángulo 0° con el horizontal, ó lo que es lq mismo, si 
estuviese confundido con él, la in.tersección de los dos 
planos s€n·ia (m p-m' p'); cuaado ·el plano pase por losr · -~ 
puntos sucesivos ( ct-a' ), ( a-b' ) ..... las inters~cciones serán 
(m q-m' q'), (m s-m' s') .... , (55) y cuando _llegue a confun­
cHrse con el V, su intersección con el <:>tro será (m t-m' t' ). 
Analizando ahora las proyecciones de estas diversas rectas, 
vemos que á medida que el plano que p·asa por X Y forma 
ángulos mayores con el JI, la proyección del mismo nom-

lbre, de la recta intersección forma ángulos cada vez menores 
con la X Y, y por el contrario la otra proyección los forma 
cada vez mayores, siendo los límites. de los primeros el que 
forma la traza p Q con ia X Y -y cero, y rGs de los segundos 
cero y los que forma P ' Q con la misma 'línea. •. * 

Dicho lo que antecede, apliquémoslo á distintos casos ~ 

de intersección ele planos. 

?S.-Q>57. La figura 56 presenta el caso de dos planos en que. 
l as trazas horizontales no se encuentran en los límites del 

dibujo; desde luego conocemos el punto (v-v') de la inter­
sección, y para _obtener otro emplearemos el plano auxi­
liar fj', que nos dará e¡ punto (m m'"). En su lugar podrá 
buscarse ,la dirección de la rectfl. por medio del plano T V T ' , 
paralelo á uno de los dados, y aun por una simple cons­
trucción geométrica se resol vería este 11roblema trazando 
por el plinto V una recta que fuese á COUCUtTÍr al punto de 
encuentro de las rect,as PQ y R S que no pueden prolongarse. 

Si las trazas que no se encuentran fuesen paralelas (fig.57), 
qneda desde luego resuelto al problema sin más construc­
ción, pues pasaudo los dos planos por las rectas P' (J y R' S, 
que son paralelas, la intersección de aquéllos será· paralela 
á éstas, y conoJiendo el punto (!t-h') las proyecciones ele la 
intersección serán u~m-h'm'). 

En el caso en que ni las trazas horizontales ni las 
· verticales de los plnnos se corten en los límites del dibujo 
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(figura 58), habrá que buscar dos puntos de la intersección 

repitiendo las construcciones de la fig.ura 56; así por medio 

de los planos auxiliares Z y X' se han obtenido los pun­

tos (m-m') y (n-n' ) de la intersección (m n-m' n'), {) bien puede 

buscarse un solo punto (m-m') por ej8rnplo, y la dirección, 

valiéndose del plano T V T' paralelo al P Q P', ó también, 

después de obtenido a.quél, trazar por m y m' dos rectas 

que vayan á concurrir á los puntos de encuentro descono­

cidos de P Q, RS y P' Q, R' S. 
Si dos trazas del mismo nombre son paralelas, bastará 

encontr&.r un solo punto, pues conocemos ya la dirección '(57) 
(figura 59). Si las otras dos son también paralelas, hemos 

dicho (50) que los planos también lo son, y, por lo tanto, la 

intersec1:ión estará en el infinito; hay, ·sin embargo, que 

expeptuar el caso en que sean paralelas á la X Y, pues 

entonces los planos pueden co.rtarse, y bastará hallar un 

solo punto de la interseccióu, sabiendo que ésta ha de ser 

paralela á la X Y¡ para obtener el punto cortaremos los 

planos dados (fig. 60) por otro R SR', hallaremos la iuter- . 

sección con cada uno de los dados y el punto (ct~a') en que 

, éstas se cortan será el pedido. · 

J Como caso particular puede presentarse aquel en que~ 
las trazas de los dos planos formen ángulos casi rectos con l ~ 
la X Y (fig. 61); si áplicáramos el procedimiento empleado 

en la figura 58, ·como las i'ntersecciones de los planos dados 

con los auxiliares paralelos á los de proyección, son .rf)ctas 

paralelas á las trazas de los planos, podda ocurrir que se 

encoutraran muy lejos, y siempre lo harían bajo ángulos 

muy agudos. Por lo tanto, uo son convenientes dichos pla~ 

nos auxiliares. En este caso podremo.s emplear planos que 

. pasen por la línea X Y y un puuto cualquiera. Supongamos 

el que pasa por dicha.líuea y el punto (ct.-ct'): sus iutersec­

ciones con lus dados son (65) (Qn-Q11/) y (81·-81.'), las cua­

les darán en su encuentro un punto de la intersección. Pero 

recordando (56) que las proyecciones de aquellas intersec­

ciones auxiliares forman ángulos variables con la X Y, de-

' 
1 

~ J 

.,. 
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pendientes ·del que f0rma el planQ auxiliar elegidd con el H, 
y que dichos ángulos están compFendiqlos entre ciertos 
límites, deduciremos que para que las proyecciones Qn 
y S 1' se enci.1entren, han de formar cada una de ellas án­
gulos pe<']neños con la X Y, y, por ló tanto, el· plano auxiliar 
un ' ángulo grande con el 11., lo que equivale á decir que 
el punto (a-a')-debe ' estar cerca del plauo V y muy elevad@ 
CQI.'l ,relación al H, como está tomado. Pero en estas circuns­
tancias, las proyecciones Q n' y S 1.' formarán ángulos gran­
des con la X Y, y lo probable es que no se encuentren, ó 
de hacerlo será hajo· ángulos poco convenientes, viendo 
por consiguiente que debe hacerse una operación especial 
para cada proyección y buscar dos puntos de la proyección . 
hor[zontal y dos de la vertical. 

Así para obtener un punto de ,ia proyección vertical 
debe hacerse uso de un plano que pase por la X Y y un 
punto (b-b' ) que esté cerca del plano H y separado del V, 

·obteniendo las intereecciones auxiliares S.t' y Qtt' . De la 
misma manera .se puede obbeiiler otro pnnto de cada proyec­
ción, ó buscar la dirección de la recta, ó valerse de la cons­
truc~lión gráfica indicada ~n los casos anteriores. 

~"'... . . 
~1 5$.~ Cuando uno 6 los dos planos propuestos no vienen 

da'tlos por sus trazas, es preciso buscar dos puntos de su 
inte.rse.Q.ción por medio de planos auxiliares 12aralelos á los 
de proyección, ó un eolo punto cuando por circunstancia~· • 
especia·les se conozca la dirección q u.e haya de tener aquella . ~ ~ ''• 
1·ecta. Como para encontrar la intersección del plano auxi., · - '

1 

liar con otro dE(terminado por dos rectas, por ejemplo) hay ~- ~ 
que. buscar la· interseccj.ón de cada nna de éstas con aquél, ' 'l 

~~ 

acaso pudiera creerse que no sabiendo aún encontrar la 
intersección de nua rect.a con un plano, no estamos en con­
diciones de resolver este problema; péro la posición espe­
cial de los planos auxiliares elude esta dificultad. ' Supon­
gamos que se trata' de hallar la intersección del plano Z ' 
con el dado por las rectas (ab-a/ b' ) y (e d-e' d') (fig. 62). 
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Sobre la traza Z' está proyectado verticalmente todo lo que 'l' ; 
contiene aquel plano, y, por lo tanto, lgs puntos de encuen-
tro con (ctb-ct'b' ) y (cel-e' el'), cuyos puntos han de tener á 
la vez su proye~ción vertical sobre a''b' y e' d'; lueg0 p~ y n' 
son estas proyecciones, y las· horizontales serán las m y n. 

Sentado esto, presentaremos varios probJemas de inter­
sección de planos cuando no están dados por sus trazas, 
indicando las operaciones efectuada's y que el alumno está 
ya en condiciones de comprender. 

(Fig. 63.) Un plano dado por sus trazas y el 0tro por 
dos rectas (ab-a' b') y (cel-e' el') que se ·cqrtan. 

(Figs. 64 y 66.) Un plano PQ P' y el otro por su línea 
de máxima pendiente (a b-ct' b') con relación al plano R. 

(Fig. 66.) Un plano poi dos rectas q1.1e se cortan (t~. b-ct' b''), 
(e el-e' el'), y el otro por dos rectas (e g-e' g') y (f h-f' h') 
paralelas. . 

(Figs. 67 y 68.) Los planos dados pot· una traza y un 
punto; [P, (a-a')] y ·[Q, (b-b')]. Se ha empleado un solo plano 
auxiliar que pasa por la recta (a b-ct' b'). 

Lám. B.a (Fig. 69.) UB plano por la traza P y el punto (a-ct'), el 
otro por su línea de máxima pendiente (b c-b' e') con rel~ción 
al plano H. 

(Fig. 70.) Los dos planos por sus líneas de máxima pen­
diente (a.b-ct' ,b') y (e el-e' el') con relación al plano H. 

l'osiciones rel~tivas de una recta y un plano.--69. U u a , 
recta respecto á un plano, puede serie paralela, oblicua lf(t 
perpenclicular. 

Se dice que una recta es paralela á un plano cuando en 
éste puede trazarse una paralela á aquélla, de modo q ne un 
plano puede tener una infinidad de rectas paralelas sin que 
éstas lo sean entre sí, y cuyas proyecciones tendrán distin­
tas inclinacione~ respec'to á las trazas d~l plano, de ro cnal 
se deduce que el paralelismo de una recta y un plano no ,,J 

implica condición ni dependencia alguna entre las proyec-
ciones de aquélla y las trazas _de éste. 
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; 1J 60. Desde luego sucede lo mismo cuando una recta es 
"' oblicua á un plano, mas no así si la recta y el plano son per­

pendiculares, pnes en este caso las proyecciones de la recta 
son perpendiculares á las trazas d~ aquél. Bastará observar 
que los planos proyectantes de la recta son perpendiculares 
al plano dado, ,además de serlo á los respectivos de proyec­
cióu; luego las intersecciones de éstos con el dado, ó sean 
sus trazas, lo serán también al proyectante correspondieute, 
y en cousecuencia á las proyecciones de la recta gile dEMr­
miuan, por ser rectas trazadas en dichos planos pot· el pie 
de cada una de dichas trazas. Sabemos también que la recí-

: .. proca sólo es cierta cuando la perpendicularidad se verifique 
á la vez entre las proyecciones de una recta y tra;,as de un 
plano soure dos que no sean paralelos, como sucede en los. 
empleados en la Geometría Descriptiva; de consiguiente 
podemos sentar que si las JH'oyecciones de una ·recta son per­
pendiculctl'es á lrts t1'Clzas ele un plano, aquélla y éste lo son 
también. 

· Sin embargo, hay que hacer uotar una sola excepción 
de esta regla, y es cuando el plano sea paralelo á la línea 
de tierra, sus tt·azas también serán paralelas á dicha línea, 
y eutonce~ todas las rectas' situadas en un plano perpen­
dicular á la X Y tendrán ... st1s proyeccioues perpendiculares 
á las trazas de aquél, y sin embargo sÓlo puede haber eutre 
aquellas rectas una que le sea verdaueramente perpendicular. 

-JS1.J..61. Cuando una recta no es paralela á un plano atra­
viesa á éste, y el punt0 en que lo verifica es el que vamos 
á cleterminat·. j 

El método general q ne sé emplea para resol ver este pro­
blema consiste en. hace¡· pasar por la recta un plano auxi­
liar cualquiera, hallar la intersección de éste con el dado y 
el punto en qu¡3 esta última recta encuentra á la propuesta 
será el que se pide. Así, si PQ P' (fi.g. í 1) es el plano y 
(ab-a' l/) la reda, haremos pasar por ésta un plano cual­
quiera R ~CJ..R' .( 41), -:hallaremo~ su jntersección Ce d-c.' dJ con 
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el P Q P' (52), y el punto (m-m') de encuentro de esta recta 
con la dada es el pnnto buscado. 

Pero en lugar de escoger para plano auxiliar un plano 
cualquiera, se pueden tom&r planos en condiciones especia­
les q uf\ simplifiquen l~s operaciones_; perpendic~1lares, por 
ojem plo, á los de proyeccióli, que tengan una de sus trazas 
paralela á una de las. del dado, 0 que sean paralelos á la 
recta XY. Las figuras 72, 73 y 74 son ejempl-os de lo que . 
acabamos de decir. 

Desde luego se observa que los planos auxj]iares más 
ventajosos son "los proyectantes de la recta dada, pues sim­
plifican 'notablemente las operaciones. 

Cuando el plano no viene dado por sus trazas (figs. 75 
y 76}, basta seguir el kazado de éstas .para comprender las 
operaciones efectuadas, advirtiendo que en el segundo caso 
en que el plano está definido por un:a L. M P. pou rela­
ción al H, se ha trazado por el punto (m~m.' ) una lJorizontal 
del plano, con lo que ha q uedaclo reducido al caso ele la 
figura 75. 

f.~ 62. Cuando los, planos qu¡o .intervienen 6'll un problema 
;) de aplicación proceden únicamente de los medios emplea­

dos para resolver aquél, sólo se co.~sicleran de ellos los ele­
mentos que los dett:Jrminan, pues de lo contrario cubrirían 
gran parte de las líneas ó cuerpos objetos -de la cuestión, 
confundiendo notablemente el dibujo y perjudicando á la 
claridad de los resultados, , aparte de que' en estos casos 
dichos plu.nos s01o existen en la mente del que resuelve el 
problema; mas cuando aquéllos existan realmente y son 
datos ó resultados del asunto de que se trata, en cuyo caso 
son limitados, co•mo caras de poliedros, etc., no se puede 
prescindit· ele ellos y es preciso y conveniente distinguir lo 
que queda oculto ó no por dicho.s planos. 

~~ 63. En su consecuencia, cuandg una recta· corta á nu 
plano, parte ele ella quedará oculta por éste y hay que tra-



: 

GEOl\IETRÍA DESCRIPTl~r A 51 
-

zarla marcando esta circunstancia. Desde luego la traza de 
la recta sobre el plano será el punto d·e sepamció11 dé la 
pm-te vista y la oeulta, y ya sabemos el modo de determinar 
dicho punto;· para distio_gnü qué parte de la recta es vi.,ta y 
cuál uó,, ~entaremos primeramente los convenios és~bleci­
dos sobre este particular. Hemos d'ich0 ( 3) que el observa­
dN se considera siempre ccilocndo en el primfn· cuadraute, 
pero adem~s se admite qne está á una distancia infi1'1ita ·de­
lante del plano V, cuando -se considere la proyección de este . 
uorn'bm, y á una altma infinita también sobre el B, ,cuau­
do se ob:;erven las proyecciones sobre este plauo. 

De este cogveuio resulta que los rayos visuales que del 
punto de vista van á parár á los puntos de la proyección 
hori:wntal, son perpendiculares al plano de' este nombre, 
así como lo sou al V los rayos visuales dirigidos. á la pr~­
yección sobre este plauo, y, por lo tanto, estos rayos visuales 
se coufunden con las líneas proyectantes de l0s puntos del 
espacio~ Así, pues, si la proyección horizontal puede con'li· 
derarse prod ncida por los rayos visuales que del pu u to de 
vista vap á pasar por los del cuerpo ó conjunto de líueas 
.que se considet:an en el espacio, aqHella proyección no será 
n1ás que una vista del cuerpo desde una distancia infinita 
sobre él, y por a1Nl.logas coBsideraciones la proyección verti­
cal puede suponerse que es una vista del cuerpo desde una 
dü:tancil:l infini'l';a delaute de él. 

Considerada la Geometría Descripti\·á bajo este nuevo 
concepto, se compren,Je con qné facilidad y exactitud ls.s 
proyecciones pueden indicarnos la verdadera forma, ditÚen­
sio~es y posiciones de los Cl,le~·po~ eÍ1 el espacio, y cómo es 
posible también, dados éstos, representarlos fielmente en un 
papel, pues así como nos formamos idea de un pueblo, edi­
ficio, máquina ú objeto cualquiera por medio de un dibujo 
de los llamados vulgarlllente vistas

1 
mucho más exacto y 

fácil debe ser formarse tal idea cuando se tieneu dos 'vistas, 
u~sde puulos uisliutos y conociJos, reladonudas de tal ma­
nera que de ellas· puede. deducir, todo el que conozca los 
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recursos de esta ciencia, las distancias verdaderas, bu:1 posi­
ciones rels.tivas y las demás circunstancias referentes á for­
mas, posiciones y dimensiones. 

Se comprende también que puede habet· puntos, rectas y 
porciones de planos que en proyección horizontal sean vÍ''l­

tos, y ocultos en la vertical, puesto que para cada proyección 
se considera distinto punto de vista. 

, . la~' 64. Volviendo á la @Uestión que nos ocupaba y sentado 
f! '' 'lo dicho, deduciremos que si un rayo visual pasa por distin- -

J 

tos puntos, sólo uno será visto por el observador, ~l que esté 
más cerca de él, ó sea el más separado del plano de proyección 
que se considere. De modq que si en la figura 77, en la que· 
el punto (m-m') es el punto de encuentro de la recta (ab-c/b' ) 
con el plano P Q P', queremos saber qué parte de la proyec­
ción a b hay que considerar como vista ú oculta, no hay 
más que tomar un punto cualquiera de ella, tal como el n¡~ · 
trazar por él la línea proyectante (n-n' ), buscar la intersección 
de esta recta con el plano (61) y con la línea (ab-ct'b' ), cuyos 
puntos son respectivamente (n-s' ) y (n·n'), y comparar des· 
pués sus alturas sobre el plano horizontal; de esta compara­
ción resulta, que estando el (n-n') más elevado que el (n-s' ), 

' el punto de la rellta está más cerca del observador, y, por lo 
tanto, que la parte a m de la recta es vista en proyección ho­
rizontal, mientras que la b m es oculta. Para la proyección 
vertical seguiremos el mismo procedimiento, aplicándolo, por 
ejemplo, al punto (t·t'), cuya proyectante (t·t') corta al plano 
y á la ¡;ecta en los pl.'lntos (t'·r·) y (t'-t), y estando el 1· más 
cerca del observador, se deduce que el punto del plano 
oculta al de la recta; luego la parte m' b' es oculta, y 
la m' a' vista. 

Este método es general y puede aplicarse siempre, como 
veremos en nuevos ejemplos más adelante; debiendo recurrir 
á él en los casos que haya duda; pero generalmente es inne­
cesario, pues observando con alguna detención· el problema 
se vendrá en conocimiento de las posiciones relativas de las 
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líneas, · pláno~ 6 cuerpos, y podrá deducirse inmediatamente 
qué partes son vistas y_ cuáles no. En el ejemplo presente se 
comprJnde en seguida que la parte de recta (a m-a' m') queda 
por enc·ma del plano, y en proyección , horizoutal debe ser 
yista, l'ljlientras que la (m b-m' b') debe ser oculta, pues esta 
porció~ de recta queda pol' debajo del glano P Q P' y com­
prendid;a entre éste y los ele proyección.~ Análogo razona­
miento .~e haría :rara la proyección vertjcal. 

.. . 1Írob1ema.s . ....::.~~ Para fijar más las ideas adquiridas··~ 
hasta el

1 
presente y acostumbrarse ..,á combinar debielamen te 

las propiedades qne se han expuesto, vamos á resol vet· una 
serie el@ problemas que son aplicaciones de aquéllas, y con 11 
los cuales el alumno adquirirá práctica en la resolució11 grá-
fica ele las cuestio11es ele Geometda en el espacio. '¡ .. 

~ á.:_ PROBLEMA 1." Jjctllm· las trazcts de una 1·ecta sitzeacla 
en ~m lf~ano 11erpenclicutar á lee linea de timTa y C1'ttzánclose 
con éstq. 

Si ~or la recta hacemos pasar un plano cualquiera y 
hallamos. sus trazas, en ellas estarán las de la recta pro-' . puesta {41,), y como han de . estar además en sus proyeccio-
nes, se~:~f.l forzosamente los puntos ele i11tersección de las 
trazas ael plano auxiliár con las proyecciones del mismo 
nombre de la recta. 

Sienao, .tpues, (a b-a' b') (.fig. 78) la recta propuesta, si 
por un punto (a-ce') ele ella trazamo~ una recta, aquélla y 
ésta determinarán un p1ano cuyas trazas res8lverán el pro­
blema; pero para mayor sencillez podemos trazar dicha recta 
paralela á la X Y, y será la (a m-a' m'), con lo C\tal el plano 
determinado será también paral(,'llo á X Y, y por consiguiente 
sus trazas, d.e las cuales bastará encontrar un punto de cada 
una. Las trazas de la (a b-ce' b') son el objeto del problema, 
las ele la (a ·1n-a' m') no existen, pero podemos tomar una 
nueva recta situada en el plano ele aquellas dos que pase por 
el otre punto , ( b b'), tal como la (b m-b' m') ( 44:), cuyas tra-
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:¡aR (h h'), (v-v') fijarán las P P' del pll:u.1o en cuestión, y éstas 

nos daráu en (k-le') y (u-u') las de la recta propuesta. 

~ .... 
~ ' Y ~-PROBLEMA 2.0 

. Daclct una ele las p1·oyecciones ele una 
f recta situctcZa en ~m plano1 hallcw lct ot·rct p1·oyección. 

Si por.la proyección dada se imagina el plano proyectante· 

correspondiente, y hallamos su intet·secciún con el que con­

tiene la recta, es claro gue las proyecciones de aquella inter­

sección serán una la ruisma dada y otra la qne se pide. Estas 

considerariones nos indictw que el pt·oblema es determinado 

y el modo de resolverle. 
A continuación reseñareinos algunos casos en los cuales 

el plano está dado por distintos-elementos. 

En la fignra 79 el plano está 'dado p0r dos rectas 

que se cortan, y se ha buscJldo su itüersección con el plano 

proyectan.te de m n 1 proyección dada, y se lia obt~nido 

la m' n'. • 

Si la proyección dH.da fuese paralela á una de las rectas 

que c1etermina:n el plano, parece qúé no se podrían aplicat· 

las operacioBes indicadas; pero si observamos que la _recta 

cuya segunda proyección se pide ha de ,ser paralela á la 

(ab-a' b') (fig. 80) puesto que sot,1las intersecciones d·el plano 

dado con los prQyectantes de ct b y m n
1 

supuestas paTalelas, 

_, deduciremos qne debe serlo tambié1.1 á ct' b' la segunda pro­

yección bus0ada (23), que será, por lo tanto, m' n'. 

Si m n (fig. 81) es paralela á X Y, se encontmrá m' n' 

por el mismo método y (m n-m' n') será una de las rectas del 

plano dado ,paralela al V: 
En la figura 8~ el plano está dado por una de sus Hueas 

de máxima pendiente con relación al H, y basta seguir las 

operaciones indicadas para deducie cómo se ha resuelto (>1 
pt'oblema . .1.. -

Lám. 7.n En las figuras 83, 84, 85 y 86 se presentan va·rios casos 
en que el plano está dado por sus trazas; en todos ellos se 

·ha ·encontrado la intersección de dicho plano con el proyec­

~ante que pasa ·por la proyeceión dada. En la 84, la recta 

'?.f . 
~rJ 



Capítulo Il. 

' -
c~~bio de pl~nos; giros y . ab~timientos. 

CAMBIO DE PLANOS DE PROYECCIÓN 
"? ·)? ~· . - - 1 

f F ~- Aun cuando al resolver un problema de Geometría 
Descriptiva deben haberse escogido los plaaos de proyección 
de la manera más apropiada á sus datos é índole, puede, sin 
etnbargo, sl!lceder que en el teanscm·so de su · rese>lución se 
.J?resenten circunstat'lcias em. las que no sea ya ventajosa 
aquella e~ección 6 se llegue á un resultado final en que las 

' ' incógnitas no es'tén ex:_:¡resadas con toda la claridad a pete· 
cible. 

Por otra parte, hay casos en que la posición de las rectas 
y planos, respecto á los de pl'Oyección, cennplica notable· 
memte cie:rtas cuestiones q\le hlilbieran podido resolverse con 
suma senciJ.lez en otras circuc.stancias de. aquellos elemen­
tos. Así, por ejem~1o, a.l hallar las trazas de una recta per­
pendicular en dirección á la línea de tierra, 6 la intersección 
de d0s plaÓos' cuyas trazas son casi perpendiculares á la 
misma,• nds han demostrado cuánto más complicadas eran 
las operaciones necesarias en aquellos cc:Ls~s particulat·es que 
las empleadas en ott'os pat:a resol ver los tnismos problem;:ts. 

· Estas dos c.ircunstq,ncias, unidas á la imposibilidad de 
representar~ debidamente á veees un edificio, una máquíua 

'i 

'. 

l • 

' 
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algo complicada, etc., etc., nos indican la necesidad de cam­
biar uno ó los dos planos .de proyección elegidos en un prin­
cipio pot· otro ú otl'Os que eludan dichos iuconvflnientP.s, 
pudiendo hacerse estos cambios cuantas. veces se coqsidereu 
necesarios y eu cualquier estado en que se epcuentre el 
dibujo. 

El objeto, pues, de . la teoría de los cambios de .planos 
de proyección es, dadas las proyecciones de un sistema cual­
quiera de elementos geom~tricos sobre dó¡¡ planos, hallar las 
nuevas proyecciones. sobre otros distintos. 

f:} Admitido que los planos de proyección han de ser 
siempre perpendiculares entre sí ( 3 ), es evidente que cuando 
se quiera cambiar un solo plano, el nuevo ha de ser perpen­
dicular al del antiguo sistema que se conserve, y cuando se 
cambien los dos, éstos deben serlo entre sí. Pero además de 
esta condición, puede convenir también, según las exi~en- ' 
cías del problema que se resuelva, que los nuevos planos 
que vayan á. emplearse tengan posiciones determinadas res· 
pecto á rectas ó planos conocidos, lo cual será asequible, 
mientras no se oponga á la condición anterior, por medios 
distintos y dependientes de las circunstancias que se quie­
ran reunir. 

Lo dicho indica desde luego que los casos de cambios 
de planos que pueden presentarse son tan variados como 
las condiciones diversas que pueden imponerse. Sólo nos 
ocuparemos ele los q11e con más frecuencia ocurren, reunien­
do con ellos, sin embargo, un caudal ele conocimientos que 
puede bastar para resol ver otros distintos. 

Suponiendo ante todo que se te11ga dado un plano 
11 para plano 'horizontal de proyección, cualquier otro V, 
V', V" ..... que le sea perpendicular puede formar con él un 

1 

sistema de planos de proyección. Si tenemos también las 
proyecciones de qu punto JJ!I sobre los plauos H y V, vere­
mos pronto que es 'muy fácil obtener sus proyecciones sobre 
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otro plano V' que forme sistema con el mismo H, y esta 
facilidad con que se pasa del plano V al V', no teniendo l0s 
dos rnás dependencia que la de ser perpendiculares al H 
qne no ha cambiado, nos induce á proceder siempre por 
cambios sucesivos de un plano, pudiendo cambiar pl'imero 
el plano V, como hemos dicho, por el V', después conservar 
éste y cambiar el H por otro 11' que sea perpendicular á 
aquél, con el cual. constituirá un sistema completamente 
distinto del primitivo, y á partir de éste y por una marcha 
igual, hacer nuevos cambios y llegar, por último, á los pla­
nos de proyección más á propósito para el asunto de que se 
trate, en los cuales ·se harán las operaciones que el caso re· 
quiera, y nada impedirá luego tmer los resultados obtenidos 
al sistema primitivo, deshaciendo, por decirlo así, en un 

' orden inverso, los cambios que se hubiesen efectua~o. 

'15 eJ . . Por consiguiente, antes de entrar en materia y refi­
riéndonos al cambio de un solo plano, podemos hacer aq u e­
llas consideraciones generales á todos los cambios é inde­
pendientes por lo tanto de Ias condiciones particulares con 
que se elijan l.9s nuevos planos . . 

Sabido es que la línea de tierra es ¡a que fija y detet·· 
mina los planos de proyección; desde el momento en que se 
tracB en un papel dicha línea, queda establecida la posición 
clt:l aquél! os, señalados los distintos cuadmntes é indicado, 
por la colocación de las letras X Y, el sentido en que se ha 
efectuado el giro del plano V (14). Pero cuando se cambie 
uno de los planos del s-istema, la línea de tierm debe variar 
y se ha de trazat· la nueva en el papel ó plano del dibujo 
según la dirección en que se haya elegido. Para indicarla 
emplearem0s las mismas letras };[Y, pero á fin de que no 
se confunda con la primitiva se le añade un acento á cada 
letra, en esta forma X' Y', haciendo otí·o tat'lto para cada 
línea de tiet•ra que se establezca, de modo que el número de 
acentos nos indicará el c)rden según el cual se han estable­
cido estas líneas. Además, dichas letras deben escribirse de 
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manera que al poner el papel en disposición de leerlas apa­
rezca que el abatimiento del plano V se ha hecho de delante 
hacia atrás (6). 

·. 

~83. Estando los dos planos del sistema primitivo ahati· 
dos de modo que el papel en que se dibuja rApresenta los 
dos planos, sobre este mismo papel deben irse abatiendo los 
nuevos de proyección que se elijan; así si cambiarnos pri­
mero de plaño vertical, el nuevo debe abatit'se sobre ell1orL­
zontal antiguo ó sea sobre el pla1:1o del dibujo; si aho·ra 
cambiamos el plam.'o H, el nuevo .debe abatil'se sobre el 
vertical con que forma sistema, que lo había sido ya sobre 
el del dibujo, y de esta manera todos los planos vienen á 
conFundirse cw11 el Ú•nico que realmeni:e existe, que es aquel · 
en que se opera. 

Respecto al sentido eu que se haga. el abatimiento de 
cu&lq uiera de ' estos plnnos, siendo iudiferen te efectuado 
hacia un lado ó á otro de Ía línea ele tierra establecida, lo 
haremos, sin embargo, de modo qué las proyecciomes que 
se obtengan sobre el nuevo plano resulten en la parte del di· 

- bujo en· que haya menos confusión de líneas, ..J' entonces se 
escriben las letras X l del modo indicado anteriormente (82). 

~\ 84. Las nuevas proyecci,ones y trazas d~ puntos, rectas 
"' y planos se' marcarán con las mismas letras qu·e tenian en el !' 

sistema primitivo, añadie_ñdo un acento más por cada nueva 
proyección de los mismos que se encueutl'en. :Así, si de un . 
punto A, cuyas proyecciones sobre el pritner sistema son 
(a- a'), se eucnentral.'l otras 'uueyas, se séñalaráu pot· a", a'", 
etcétera .. : .. , según el orden en que se vayan estableciendo, 
y lu misma regla se seguirá pat~a las de las rectas y trazas 
de los planos. 

Pudiera o!Jjetarse quizá á este medio el¡¡ notación que 
habiendo admítido en un principio que1 las proyecciones 
horizontales se indicaban con letras sin acento y l!ts verti­
cales con un acento, debiera procurarse por lo menos que al 

'l 
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amneatarlos resultasen tenerlos en número par las nuevas 
proyecciones horizontales y en impar las verticales; pero· 
ap~rte de que todas estas reglas obedecen tan sólo á conve- . 
nios que en nada se obligan unos á otws, debe consicfemrse 
que si nunca ha habido razón para llamar plano horizo1;1tal 
y plano vertical á los dos que c:.msti tu yen el sistema elegido 
en un principio, menos la hay todavía cuando se adoptan 
otros planos que tienen incli~1aciones cualesquiera sobre 
cada u~o de aquéllos, y, por lo tanto, desaparece pot· com· 
pleto toda idea de horizontalidad· y verticalidad, no exis­
tiendo ya proyección horizou.tal ni vertical, sino proyeccio­
nes sobre dos planos perpendiculares entre sí. 

1'\ 85. Además de todo lo expuesto, siempre que se tenga 
á la vista un dibujo en que intervenga algún cambio de 
plano, es muy fácil a verignur á cuál de los antiguos subs­
tituye el nuevo que se haya tomado, pues será sietnpre· nl 
de nombre contrario á las proyecciones que· se conserven. -
Así, si después de un eambio, las proyecciones de un punto · 
A r"isultasen ser las (a'-a" ), el plano. que· se ha éambiado ,es 
el horizqrital, pues aquél resulta referido á un sistema de 
planos de proyección, constituído por el vertical del antiguo 
y otro nuevo. 

i\ 1 8.6. Útil será, iududablemente, resumir todo lo dicho Lám. 8." 
sobre un dibujo. Sea éste la figura 98, la que analizada de-
tenida me1_1te u os da á conocer todas las operaciones en ella 
efect~1aclas. Desde · luego se ven tres líneas de tierra distin-
tas XY, X ' Y ' , X " Y '', iudicándonos los acentos el orden 
en que se han -trazado. La perteneciente al sistema de pla-
nos de proyección .prirnitivo es, por lo tauto, la X Y, y en 
e¡>te sistema se tienen las proyecciones y trazas de no punto 
(a ·a'), de una recta (b c-b' e' ) y de un plano PQ P'. La se-
gpnda línea de tierrR es la X' Y ' , indicando la coloca ció u 
de las letras el seutido en que se ha hecho el abatimiento. 
Prescindiendo por ahora de .la man·era cómo deben obte-
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nerse sobre el nuevo plano las -proyecciones del punto y 
recta dados, así como la 'tr,tza del plano, 'admitiremos que 
dichas proyecciones y traza -son respectivamente ct'', b" e" 
y P'', por lo cual estos elementos vendrán represeutados 
por (a-a"), (be-b" e") y PQ' P", y como las proyecciones 
horizontales antiguas se conservan, todas las ope1;aci<;mes 
ejecutadas hasta ahora obedecen á un cambio de plano ver­
tical, siendo las nuevas 'proyecciones de este nombre las 
a", b'' e" y P''. El abatimiento del nuevo plano se ha hecho 

, sobre el horiz<;mtal antiguo, es decir, sobre el papel del di­
bujo; pero téngase presente que si las letras X' Y' se hubie­
ran puesto como están las X y, hubieran indicado un 
abatimiento en sentido inverso al efectuado, y las nuevas 
proyecciones hubieran quedado con las a y be á un mismo 
lado de la recta X' Y'. 

La última línea de tierra es la X" Y"; las proyecciones y 
traza sobre el nuevo plano del punto, recta y plano dados 
serán las a"', b'" e"' y P"', y como éstas substituyen á 
las a, be y P, indican que se ha hec·ho un cambio de plano 
horizontal, mejor dicho, que el plano H aliltigno se ha· subs­
tituido por otro perpendicular al que se conserva, y cuya 
traza sobre él es X" Y". 

Sentados estos precedentes, pasemos al modo de realizar 
los cambios de planos, ó sea hallar las proyecciones ele pmt­
tos y rectas y las trazas de planos sobre los que se vayan 
eligiendo sucesi~amente. 

~1\) Cambio de plano con relación á, un punto.-87. Sean 
(a-a:) (fig. 99) las proyecciones de un punto dado sobre el 
sistema de planos de proyección cuya línea dB tierra es X Y. 
Si queremos cambiar el plano H de este sistema ·por otro 
que también sea perpenclicul3;r al V, trazaremos la nueva 
líuea X' Y' y observaremos que, no cambiando el plano V 
ni la posición del punto en el espacio, su proyección ele es~e 
norubre debe ser la misma y la nueva deberá encontrarse 
sobre la perpendicular a' a" á la línea ele tierra X' Y' (7). 
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Para averiguar en qué punto de esta perpendicular está la 
proyección buscada, recordaremos que la distancia que hay 
de la proyección horizontal de un punto á la línea X Y 
mide la que existe entre el punto 'y el plano V, y como no 
han cambiado las posiciones de uno y otro, esta distancia 
es la misma que antes. Tómese, pues, a'' o' igual á o a y 
(a' -a") serán las proyecciones del punto referido al nuevo 
sistema de planos. Si quisiéramos cambiar por completo el 
sistema de planos tendríamos que substituir el V antiguo 
por otro perpendicular al que produjo sobre él la línea de 
tierra X' Y' , siendo, por ejemplo, la nueva la X" Y" . Apli­
cando el mismo razonamiento que antes trazaríamos la per­
pendicular 'a" o" y tomaríamos o"(¿'" igual á o' a', resul­
tand_o paTa proyecciones del punto las ( a"-a"'). 

-~ ·Cambio de planos con relación á una recta.-SS. Su­
pongamos (fig. 100) que (ab-a' b') es la recta dada y que se 
quiere cambiar el plano v; siendo X' Y' la nueva línea de 
tierra. Es evidente que buscando las nuevas proyecciones 
de dos puntos de la recta y uniéndolas entre sí tendremos 
la proyección sobre el nuevo plano. Los puntos elegidos son 
los (a.-a') y (b-b',) cuyas proyecciones sobre el plano que va 
á substituir al V son ct" y b" (87), y (a" b"-a b) son las pro- , Ti:l', . 
yecciones actuales de la recta. N o habiendo variado la rect:;t,~, ~·:..:· ~!. ' ' 
ui el plano JI primitivo, ht traza de este nombre de aquélla · ··••' 
debe ser la misma, y, por lo tanto, a" b' ' debe cortar á X' Y' 
en un punto h" tal que h 7/' sea perpendicular á ella, sir­
viéndonos esto de comprobaeión, si bien es con,eniente ele-
gir el punto (h-h') con preferenCia á otro cualquiera de la recta. ~ 

]~1 punto (v·v'), traza vertical antigua, dejará de serlo en 
el nuevo plano, y si queremos obtener la nueva buscaremos 

el punto (le-le") como sabemos (17). 
Si queremos cambiar ahora el plano que se había con­

servado, trazaremos la nueva línea de tierra X" Y", y apli­
cando las mismas reglas ,encontraremos la nueva proyec­

ción e/" b'" de la recta dada. 
6 
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Al cambiar uno de los planos de proyección con relación 
á una rect&. pueden presentarse algunos casQs especiales 
que conviene analizar por la ~implificación que muchas 
veces reportan. 

Supongamos que se trata de cambiar el piano vertical, 
y que la recta dada sea la (a v-a' v') (fig. 101), que por ser 
paralela al plano que no cambia, es claro que tendrá la 
nueva proyección paralela á X Y; (a v-a" v") son; pues, las 
nuevas proyecciones de la recta dada. Si ésta fuese la 
(b u-b' z¿')1 cuya proyección horizontal es paralela á X' Y' , 

' indicará que el nuevo plano de proyección que se ha tomado 
es paralelo á ella. La nueva proyección b" u" se obtiene 
aplicando el método explicado. 

Si la nue,va linea de tierra fuese la proyección horizontal 
e d de nna recta (e d-e' d'), el 'plano proyect~nte vertical de 
ésta sería el nuevo plano de proyección, y se 0btendría la 
e" d'' de la manera dicha; pero esta proyección sería la mis­
ma recta del espacio que quedaría abatida con el plano que 
la contiene sobre el horizontal antiguo. 

Si la recta dada fuese la (e f- e' f'), y la nueva lío ea de 
tierra resultase perpendicular á la proyección horizontal de 
diQha recta, desde luego conoceríamos la nueva, que debe 
ser prolongación de aquélla. Pero en este caso la recta que­
da indeterminada y es preciso señalar las· proyeccio~es · de 
dos de sus puntos, lo cual puede obtenerse fácilmente con 

·· sóle tomar las dist:;¡.ncias o' e" y o' f " , respectivamente igua-
les á o e' y of'. -

_:.:...>Cambio de planos con. relación á ~n plano.-89. PQ P 
(figura 10~), es el plano dado, y se quiere cambiar el vertical, 
siendo X' Y' la nueva línea de tierra. La traza 1? s.ubsistirá ' 
la misma, por no cambiar ni el plano horir.ontal ni el dado, 
luego si buscamos sobre el nuevo la proyección ele un punto 
cualquiera de aquél, podrá considerársele determinado por 
su traza horizoptal y un punto, y podemos hallar de la ma­
nera dicha ( 48) la otra traza. 
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El punto (a-e/) es el éleg·ido, sn nueva proyección es a", 

y el plano queda ~eterminado pdt' P y (a-a"); C{)tno Q' es 

un punto ~e la nueva traz-a bastará hallfir ~·tro de la manera 

que indica la figura, y P" será la traza bu~wada. , 

Siempre que sea posible deberá elegi.rse con preferencia -

á otro el' punto (bl/), que por hallarse á la vez en los tres 

planos .es de la traza vertical P' y de la P" que se pide; to­

mando por cons·iguieóte la _elistaacia,'b b'! ig9-al .á b b', b" será , 

un punto de la nueva traza. ' 

, Para cambiar el otro plano, siendo X " Y" la línea ele 

tierra, seguiremos la misma maTcha. -

· En el caso ele no cortar á la míeva Jínea X' Y' la traza 

que se cons'erva, hay que buscar dÓs puntos ó un punto y la 

, dirección. . · , 

~P r ~· el el 1 1 ·el • . t· f . ·el 

P
... 1 amulo- e uno e os p anos ' e proyecolol;l, sa 1s ac1en o 

~ el nuevo á ciertas condiciones con respecto á una recta ó á 
un plano.-90. En este caso, la primera operación 0onsiste 

en trazar la nue,;a ~ínea de tierra; una vez E\stablecida ésta, 

fácil es determinar por los métodos ex'plicados anterior­

mente las nuevas proyecciones ó traza_s de cualquier punto, 

recta ó plano que se dé en el sistema primitivo . 

. s- 91. Supongamos dada la recta (ab-a' b') (fi.g. 103) y que 

se quiera cambiar el plano v 'de modo que el nuevo sea pa­

ralelo á aquél! a; es claro que la libea X'' Y ' ha de serl~ á , 

la a b, es decir, á la proyecpión ele nombt·e centrado al del 

plano que se cambia, por ser ambas líneas las interseccio­

nes del plano que se con,serva con dos planos paralelos, el 

que proyecta la recta según a b y el nuevo de pí·qyección. 

Así, pues, X' Y' es la línea de tierra buscada, pudiéndose 

hacer en seguida el cambio con re~ación á los elementos 

geométricos que se hayan dado; la nueva proyección de la 

recta_ (ab-a' b') será a" b" ( 88 ); . 

~~G'Z. Si el nuev0 plano ha de ser perpendicular á una 

\ 

\ 
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recta conocida, como también ha de serlo al plano que no se 
cambia, sólo se podrá satisfacer á estas condiciones cuando 
la recta dada sea paralela á dieho plano y entonces la nuev!J, 
línea de tierra será perpendicular. á la proyección de la recta 
que tenga nombre contrario al ·plano que se trata de substi­
tuir; pero fuera de este caso no puede efectuarse el cambio 
directamente y sí sólo por medio de un cambio preliminar 
que ponga los datos en aquellas condiciones. 

Así, siendo (ab-a' b') (fig. 104) la recta dada, y supo­
niendo que vamos á cambiar el plano H, haremos de modo 
que aquélla sea paralela al otro plano de proyección, cam­
biándole por otro que reuna dicha cualidad de paralelismo, 
para lo que trazaremos la X ' Y' del modo indicado ( 91 ). 
Lu nueva proyección de la recta (ct b-a' b' ) será la a" b", y 
ahora tendremos que cambiar el plano horizontal de modo 
que el nue\'O sea perpendicular á la recta dada y lo será 
también al último plano vertical. La X" Y " , perpendicular 
á a'' b", és la línea de tierra buscada, .Y haciendo los cam­
bios indicados con relación á los puntos, rectas ó planos 
que se hayan dado, obtendremos sus proyecciones sobre un 
plano de las circunstancias pedidas; en cv.anto á la recta 
gue ha fijado la posición del plano tendrá por proyección 
sobre él el punto a'" b" '. 

Más sencillez se obtendría tomando el plano proyectante 
de la recta A B como plano vertical paralelo á la misma, 1-p Lám.¡ac~mo se ha· efectuado en la figura 105. 

~ \~~3. Si es un plano el que ha de fijar la posición del 7 ~nuevo y éste ha de ser perpendicular. á. aquél, como ha de 
"'""" serlo al mismo tiempo al de proyección que se conserva, lo 

· será á la intersección de ambos, ó sea ~ la traza del plano 
. dado sobre dicho de proyección. La figura 106 pone de ma­

nifiesto esta sencilla construcción: P Q P' os el plano dado 
y se trata de cambiar el ~rizontal por otro que sea perpen­
dicular á aquél. La X' Y', que lo es á la P' resuelve e1 pro­
blema. El plano dado tiene por nueva traza la P" ( 89 ). t 

., 
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(' ·~ 94. Cuando e¡ plano tuviera que ser paralelo á uno 
v conocido, sólo se podría llegar á este resultado por un solo 

cambio, siendo dicho plano perpendicular al del antiguo 
,sistema que se conserva, pues sólo así podría ser perpen­
dicular á éste el nuevo de proyección paralelo al dado. Pero 
si el plano dado no ocupa esta posición, deberá hacerse un 
cambio preliminar del modo explicado en el caso anterior y 

consegnit·emos aquella circunstancia, bastando entonces que 
la nueva línea de tierra sea paralela á la traza obtenida del 
plano propuesto, pues dos planos perpendic~lare'S á un ter­
cero sólo son paralelos cuando lo sen sus trazas sobre él. 

Así, en la figura 107, en que PQ P' es el plano dado, 
para cambiar el plano horizontal por otro que le sea para­
Íelo se ha cambiado primero el V por otro que le sea per­
pendicular y tenga por línea de. tierra la X' Y'; P" es la 
nueva traza y ahora se puede cambiar · el plano horizontal 
por otro paralelo al PQ P" trazando la X " Y" paralela á. P", 
y aquel plano vendrá representado en el nuevo sistema por 
su úni~raza P". Se hubiera podido tomar esta misma 
traza por última línea de tierra, lo cual indicaría que el 
nuevo plano horizontal en vez de ser paralelo al dado, se 
confundía con él. 

f) ~ Substituir ·uno de los planos de proyección por otro -cual-'~ 
~ quiera.-95. Se quiere, por ejemplo, , substituir el plano V • 

por el dado P Q P' (fig. 108). Este caso queda reducido al ~ 
anterior considerando que el nuevó V no sólo ha de ser : 
paralelo al dado, sino confundirse con él; por lo tanto, caro- ; 
biaremos primero el horizontal por otro X ' Y' perpendicular t 

á aquél, buscaremos la nueva traza P'' de este último y éste 1 

l.~ será la línea de tierra definitiva ( 94 ). ;v . 
~e>; .. ") Cambi-" f Ún sistema de pla.nGs de proyección por otro 

1-~ cualqu.=,<~~a.-96. Para que el nuevo sistema sea definido 
1 debe conocerse uno de los planos y su intersección con el 

otro que le es perpendicular, ó sea la linea de tierra. Supon:,.. 

i)·~d T~ . 
~rr~~, ~l.· ~ h)). 

<...,. . . ... 
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gamos (fig. 109) ·que PQ P' deba ser el plano vertical del 
nuevo sistema y la recta (a l;J-a' b') contenida en él la línea 
de ti·erra. Cambiaremos primero el plano H por otro p~r­
pendicular á aquél, sie.ndo X' .Y' la línea que fija este ·cam-
bio. La nueva traza del plano será P") la nne,va proyec-
ción ele la recta la a" b", que debe resultar sobre aquella 
traza, por ser proyección sobl'e un plano perpendicnlat· al 
que la contiene. Ahora ya podemos tomar el plano P Q P" 
como plano vertical; P" será la nueva línea de tierra X'! Y", 
re~nltancl.o para la recta la otm proy_ección a"' b" ' , y como el 
pl•ano horizontal del sistema que se busca ha de ser perpen­
dicular al dado, que actualmente es vertical de proyección 

, de un sistema~ y además ha de pasar por ' la recta que con­
tiene dicho plano, es claro q ne en a"' b'" se tendrá la última 
y definitiva línea de tierra X"' Y"'. 

GIROS 

97. La aplicación en la práctica de los pL'ocedimientos 
explicados para los cambios de planos de -pl'oyección, tiene 
por objeto principal. representar los puntos, rectas y planos, 
refiriéndolos á un sistema respecto 'al cual tengan aquellos \ 
elemeri'tos una posición más ventajosa para obtener el resul-
tado apetecido en el problema que se trata de resolver; mas 
también puede conseguirse análogo objeto por un procedi-
miento inverso, cual es. suponer invariable el sistema de 
planos de proyección adoptado en un principio y cambiar 
en el espacio la situación de los elementos que estaban 
representados en dichos planos, de modo que resulte esta 
representación como se desea. 

Ningún iucGnveniente habrá en Aste cambio si p~emos 
hacerlo el~ una manera tal qlle los puntos, rectio,.:. y _pi;~ 
que intervengan ' en el problem¡1 guarden siempre t''l posi- ' 
ción relativa, pues entonces no se habrán modificacio las 
propiedades geométricas inherentes á aquel conjunto de 
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elementos, debiendo, por.lo tanto, ~el! el mismo el resuitado ~ 
del problema. 

Pocos son los casos e11 que e13tos reaültados deban con­

servaJ', respecto á los -planos primitivos, la posición. relativa 

que les asignen los datos y condiciones del problema.; pero, 

si ocurriera así, fádl nos sería, despui3s de resuelto aquél, y 

por un movimiento inv:erso áJ efectuado, volver el' todo á la 

posición primitiva de los datos. · 

SS. El movimiento de q,ue habla~mos debe ser sencillo y 

fácil de seguir, y se obtienen estas circunstancias haciendo 

girar todos los p\lntos del sistema geométrico, objeto del 

problema, alrededor de déterminad:.ts'!·ectas, que permanez­

can fijas durante el movimiento, y que reciben el nombre 

de ejes. Los procedimientos por medio de los cuales se veri­

fican estos movimientos de rotación constituyen la teoría 

de l9s giros. 
., 

99. Cuando' muchos puntos están intimamente ligados 

entre sí y hacemos girar á uno de ellos alrededor de una 

recta, de manera que este punto se conserve siempre á 

igual distancia del eje, y los demás puptos sigan el movi­

miento, conservándose· tambiéu las mismas sus distancias 

al eje y las que medien éntre sí, es claro que en cada mo­

mento del giTo será siempre. la misma la posición relativa 

de todos los elementos, la cantidad angular que gire uno 

girarán todos los demás, y cuando el primero vuelva á 

su primitiva posicióu, los segundos ocuparán también las 

suyas. 
En cuanto á las circunstancias que concurren en el giro 

de un punto alrededor de una recta, sabido es que aquél 

describe una circunferencia -de círculo, cuyo plano es per-

----- pe~dicular al eje, su centro es la intersección de este plano 

con este eje, y el radio la distancia que hay del centro al 

punto considerado. Comprendido cómo se efectúa éste mo­

vimiento, veamos el modo de represeu1iarlo, conseguido lo 

.. 

y • ,.\ 



72 GEOMETRÍA DESCRIP1'IV Á 

cual, fácil nos será fijar en un momento _cualquiera la posi­
ción del punto. 

100. Siendo ]a proyección de una línea sobre un plano 
la intersección de éste con la superficie cilíndrica proyec-. 
tante de aquélla (10), cuando la línea sea una circunferen­
cia y su plano paralelo al de proyección, el cilindro será 
nircular recto, y sn intersección con dicho plano será otra 
circunferencia, mientras que la proyección de la línea dada 
sobre el otro plano del sis.tema será una recta paralela á la 
línea de tierra. 

Una circunferencia y uua recta paralela á la línea X Y, 
son, pues, las proyecciones del movimiento descripto por un 
punto al girar alrededor de un eje perpendicular á uno de 
los planos de proyección, y en ninguna otra posición del eje 
pueden obtenerse proyecciones más fáciles de trazar; pues 
~Ji fuese oblicua á cualquiera de los planos de proyección 
serían aquellas elipses ó una elipse y una recta, y aun en 
el caso más favorable de ser el eje paralelo á la línea de 
tierra, en el que las proyecciones de un círculo perpen-:licu­
lar á él serían una sola recta perpendicular á XY, no obten­
dríamos ventajas, pues sabido es cuán estéri~ resulta una 
proyección en esta forma. 
. Vemos, pues, que un eje perpendicular á uno de Jos pla­
nos de proyección es el más ventajoso, por cuanto se repre­
senta muy fáci1m~nte el movimiento de rotación de un punto 
alrededor de él, facilidad que origina igual circunstancia y 
sencillez en los procedimientos que vamos á explicar. 

Por lo demás, indiferPnte es que el eje sea perpendicu­
lar á uno ú otro de los planos de proyección. 

101. Para la notación en los giros y con el objeto de 
que las letra~ nos indiquen que se ha efectuado una opera­
ción de este género, siempre que se obtengan las proyeccio­
nes de un punto despué.s de sufrir un movimiento de rota· 
ción le señ.alaremos con las mismas letras que tenían antes, 
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pero con un índice cuyo número nos indique el de giros que 

ha sufrido el misri:10 punto. Así, (ct1-a'1) indica que el punto 

(a-a') ha girado alrededor de un eje; (b3-b'3 ) que el punto (b-b') 

ha sufrido tres movimientos de rotación; (a"1 b"1-a'\ b"'1) 

que la recta (ab-a' b') que tuvo primero dos -cambios de 

planos de proyección ha tenido después una rotación. 

Giro de un punto alrededor de un eje perpendicular á uno 

de lqs planos de proyección.-102. . Sea (fig. 110) (a-a'') un 

punto dado y (xy-x' y') un eje alrededor del cual ha de 

girar una cierta cantidad angular. El punto en el espacio al 

girar describirá una circunferencia cayo plano será perpen­

dicular al eje y tendrá por traza vertical la recta a' a' 1, es­

tando proyectada en la misma dicha circunferencia. Su cen·· 

tro tendrá por proyección (o-o'), el radio será (o a-o' a'), y 

como es horizontal se proyectará en su verdadera magni-

' tud en o a; luego a b a1 será la proyección horizontal de di-

cha circunfflrencia, y tomando sobre ella, á partir de a, la can­

tidad angular que tenga que girar el punto dado, tendremes 

en av por ejemplo, la nueva proyección horizontál de aquél, 

siendo evidentemente a' 1 la otra proyección. 

Siempre debe indicarse, y se hace generalmente por una 
1 

flecha, el sentido del movimiento, y cualqu!era que sea la 

posición del punto respecto á los planos de proyección y al 

eje se encuentran las nuevas proyecciones siguiendo la mis-

ma marcha. ' 

'\ '"} Giro de una recta alrededor de un eje perpendicular á 

b.no de los planos de proyección.-103. Si la recta (ab-a' b') 

(figura 111) ha de girar una cierta cautidad angular alrededor 

del eje ( x y-x' y' ), bastará hacer girar á dos de sus pun­

tos ( 99) la cantidad expresada, y unir por una recta la 

nueva posición de aquéllos. Los puntos elegidos son los 

( a-a ') y (b-b') que después del giw ( 102) se han colocado en 

la (a1-a'1), (b1-b'tl ·y (a1 b1-a'1 b'1) serán las nuevas proyeccio­

nes de la recta. 
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Cuando la recta tenga sta traza sobre el plano perpendi­
cular al eje, en los límites del dibujo, se tomará con ventaja 
este punto en vez de otro cualquiera, pues evita el1trazar 
una recta paralela á la línea de tierra, pot· estar una de sus 
proyecciones sobre esta línea. Así el punto (h-h') se -ha colo­
cado en (h1-h\), y más simplificación podía· obtenet·se, si en 
lugar de un segundo punto cualquiera se toma el que, como 
(c-e' ), se halla proyectado en la intersección de la proyección 
horizontal de la recta dada con la circunferencia descripta 
por el punto h, pues se evita así el trazar otro arco de dis-
tinto radio. · 

También debe observarse, que siendo iguales las cuerdas 
he, h1 c1, deben equidistar del centro x y, luego xy m=x y m1 
y en todas las posiciones de la recta dada, al ~erificar el · ~ 
giro, será su proyección horizontf.tl tangente ~1~ 
radio es igual á la perpendiculat: bajada desde el pie del eje 
á dicha proyección; además 1 COmO el ángulo 1n X y 1n 1 es 
ignal al correspondiente á la cantidad angular que gira la 
recta, se deduce otra regla para hacer este giro. Esta regla 
se ve explícitamente aplicada en la figura 112. 
~ El caso que acabarnos de considerar es el más general, t \ pero entre las posiciones particulares que puede · ocupar la 

recta debe c.ontarse la de que dicha recta corte al eje. En­
tonces el punto en que lo verifique permanece ¡¿móvil, y 
bastará hacer girar útro punto cualquiera (fig. 113). 

La figura 114 se refiere al caso en que la recta sea para­
lela al eje; cuando éste se halle en uno de los planos de pro­
yección, fácilmente se alcanza la simplificación que re­
portará. 

<\m 104. Observemos, finalmente, que, si la recta (ab-a' b' ) 
· (ligura 111) continuase su rotación alrededor del eje (x y-x' y~ 

llegaría un momento en que la proyeeción ctb sería paralela 
á la X Y, en cuyo caso la recta en el espacio lo seria ·al plano 
vertical. Si el eje fuese perpendicular á este plano, obten­
driamos análogas consecuenqias respecto al horizontal. De 

' 1 
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~q1'1Í se ded~ce ~·lile siempre . esfposible colocar una recta pa- -~ 
rela á uno de los planos de ·proyección, haciéndola girar 

, \!lrededor. de un eje per.pendicular al otro p}apo. 

' ~ o 1 

l 
~ ( Giro\ fe .un plano alrededor d:e un eje perpendicular a uno 

~ ele los planos ele proye Supongamos que PQ P' 

~Y (figura 115) sea el plano y(~' el eje alreded~r del cual 

'· 

( ha de gi'rar aquél una; cierta cantidad angular. Tomando 

del p1ano tres puútos, dos rectas, una recta y un punto, etc., 

y haciendo girar á estQs elementos, éstos mismos nos deter­

minarán en su nueva posición la de'l plano, método que 

deberá seguirse forzosa.mente·cuando el plano esté definido 

por cu¡:¡,lquiera de aquellos meilios; mas en el caso presente, 

que lo está por sus trazas, será más ventajoso valerse de la 

horizontal y ::del punto de intersección del plano con el eje. 

Este punto permanece fijo, y la traza al girar, no saldrá del 

plano horizontal y seguirá siendo traza del plano. Por lo 

tanto, despu~s de. encontrar el.:,.pnnto de intersección (o -o' ) 

del eje con el plano ( 6· 1) trazaremos la perpendicular o m á 

la traza P Q; con el radio o m describiremos el arco mm1 to­

mando desde m, en el sentido en que debe verificarse el 

giro, el valor ai1gular m m1 dado; trazaremos en m1 la tan-

gente P1 Q1 y é'sta será la nueva traza, la cual junto con ef 

'\ ... , punto (o-o') determinan el plano; la otra traza puede hallarse 

.pomo sabemos ( 48 ). 

; Si el eje fuese perpendicular al plano V se harían aná-
e 

l6·1gas com:ideraciones. 
. ' 

Cuando el punto (o-o') no exista en el plano, éste será 

pa~·alelo al eje, es .decir, penpeudicular á uuo de los de pro­

yeq.cién, y bastará entonces hacer girar la traza sobre este 

pla¡:uo como hemos . indicado, pues la otra será siempre per-

pe~.dicular á la linea X Y (fig. 116). . · 

?Puede suceder que sin ser paralelos el plano y el ej'e, su 

int~~rsección no esté en los límites del dibujo: entonces 

(figtllll'a 117) lo más sencillo es valerse de la traza horizontal 

y d~¿ una paralela á ella, debiendo emplear dos para obte· 
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ner la vertical, si la nueva posición de la otra no cortara á 
la X Y en los lírpites del papel. 

Cuando no se necesiten las trazas será muy ventajoso 
valerse de una línea de máxima pendiente, con relación al 
plano á que sea perpendicular el eje, pues el giro de una 
sola recta efectuará el !}el plano. 

Si el eje está situado en uno de los planos de proyección 
(figura 118) muy fácilmente puede verificarse el giro que se 
desea. 

1o.j Observando la figura 115 se ve que si el plano PQ P' 
contmuase girando, llegaría un momento en que la traza 
horizontal sería perpendicular á la línea X Y, y, por lo tanto, 
el plano lo sería al vertical. De· aqufse deduce que se puede 
conseguir que un plano sea perpendicular á uno de los ele 
proyección, haciéndole girar alrededor de un eje perpen­
dicular al otro. 

10~ Los procedimientos explicados no sólo sirven para 
hacer girar una cantidad angular Q.eterminada á los puntos, 
rectas y planos, sino que por su medio, y combinándolos 
de una manera conveniente, se puede hacer ocupar á aque­
llos elementos posiciones prefijadas con relación á otros ele­
mentos. 

Pasemos á estudiar como ejercicios algunos casos de 
estos movimientos, tan importantes y fecundos en sus apli~: . ) 

((;""' '-camones. · 
~·7'.. ~ . .( 
. ~\? ( Colco'á.r' una. recta. ~a.ra.lela. á uno de los ~lanos de ~~·o-

/ yección.-10 Si se quiere (fig. 119) que la recta (a v-ct' \v') 
resulte paralela al plano horizontal, bastará, según heufws 

' dicho (104), hacerla girar alrededor de un eje perpendicu¡lar 
al plano vertical. Sea, pues, (xy-x' y') el eje adoptado, y a, un 
cuando no sabemos en este caso cuá~to ha de girar la re 1 ta, 
sabemos, sí, que debe hacerlo hasta que la proyección er­
tical qt;tede paralela á la linea X Y; por consiguiente, con el 

• 1 



\ 

GEO:&IE'rRÜ. DESCRIPTIV .A. 77 

radio x' m' d&scribiremos una circunferencia á la cual tra­

zaremos la: tangente m' 1 v' 1 paralela á X Y, que será la 

nueva proyección vertical. El punto m se trasladará á m1 y 

el v al v1 sienda v1 m1 la otra proyección de la recta. 

Como generalmente es arbitraria la elección del eje üe 

giro lo tomaremos cortando á la recta dada, .con lo que el 

giro será mucho n)ás fácil (fig. 120). 

Colocar una recta perpendicular á uno de los planos de 
proyección.-10~ Si la recta fuese para•lela al plano de 

nombre contrario al que se la quiere hacer penpendicular, 

bastaría hacerla girar alrededor de un eje perpendicular al 

que es paralelo á la recta. Así, para colocar perpendicular-

mente al plano V la recta (ab-a' b') (fig. 121) que es paralela Lám.10. 
al otro plano, tom!J,remos un eje (x y·(l)' y') perpendicular á 

éste y á su alrededor haremos girar la recta hasta que su 

' proyección a b se coloque en a1 b1 perpendicularmente 

á X Y, y entonces la vertical se reducirá á uu punto (a~ b1
1), 

obteniendo la recta en la posición ped?aa. 

Eligiendo un eje qne corte á la recta (fig. 122) es mucho 

más sencillo este movimiento. · 

k ( 110. Cuando la recta dada no sea paralela al plano de 

. IJ nombre contrario al que se quiere que sea perpendicular, 

tendremos que colocarla en dicha situación por el medio ex· 

plicado anteri'Ormente (1 08), exigiendo, por lo tanto, dos 

giros distintos la operación de que tratamos . 
.y ~ 

~":. ( Colocar un plano perpendicular ó paralelo á uno de los (' 

~(?de proyecci:ón..-111. Si es un plano el que se quil3re colocar 

perpendicular á uno de los de proyección lo conseguiremos, 

según lo que hemos dicho ( 106 ), haciéndole girar alrededor 

de un eje perpendicular al otro plano, hasta que la traza del 

dado sobre éste sea perpendicular á la línea XY, y buscando 

luego la , otra traza, según los procedimientos explicados, 

pero te.niendo en cuenta, sin erubat·go, las simplificaciones 
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que origina la situación especial en que queda el plano pro­
puesto. La figura 123 pone de maiüfiesto lo que acabamos 
de decir. 

Tomando el eje sobre uno de los planos de proyección 
(figura 124) todavía serán más sencillas las constru9cio.nes. 

t <O t ~, Para obte?er un plano paral~lo á u~o de ' lo~ de 
proyeccwn se necesita que seá perpendiCular al otro y~ u e 
su traza sobre éste sea pa'l'alela á la línea XY. Esto último ~ 

· puede obtenerse por un giro alrededor de un eje convenien­
temente elegido ( 104 ), mas la otra circunstancia debe darse 
ya cumplida. 

Si así sucede, la figura 125 demuestra claramente lo que · 
debe hacerse, y si el plano no está dado e.il dichas condicio­
nes, puede siempre colocarse en ellas aplicando el mét.odo 
anterior ( 111). 

'lO 113. Cuando las exigencias de un problema obliguen á _ 
· "hacer girar un sistema: cualquiera de puntos alrededor de . ,. . , 

un eje no perpendicular á ninguno de los planos de proyec- . · 
ción, deberá hacerse preliminarmente un cambio de pla-
nos, de modo que el eje ocupe dicha posición con respecto . 
al nuevo sistema y se pueden ·aplicar luego los procedimien-

\..!os ensefiados. 

ABATIMIENTOS· 1 

ti' .?{~ \b<\ /. , . 
. 't-.;;7 \ 11 !t. Cuando un problema ó alguna cuestión secundat · 

r:s.'( ria de él sea del dominio de !tt Geometría plana, es decir, .. 
m~ando las operaciones necesarias para llegar; al objeto que 
dicho problema ó cuestión se p1•oponga sean susceptibles de 
hacerse en un mism0 plano en que se enc~u!n.tren también 
los datos, puede emplearse un procedimiento' tan séncillo 
comCI expedito y de un uso muy frecuente en las aplicacio­
nes de la Geometría Descriptiva. 

Este procedimiento, que no es más que UN caso ,especial 
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de los giros, consiste en hacer girar el plano en que deb~ 

operarse, llevando consigo todo lo .que contie11e, alrededor 

de una de sus trazas hasta confundirle con el plano de pro­

yección-que produjo aquella; re¡¡;olver el problema por los 

procedimientos de Geometría pla,na, y una vez halladas las 

incógnitas, volver el plano á su prlmitiva posición. A esta­

clase de giros se les da el n0mbre de abatimientos. 
Los medios explicados para efectu.ar los giros se pueden 

aplicar á este caso intro€lucieud<1. las modificaciones que exige 

el no ser, en general, el eje de giro perpendicular á ninguno 

de los planos de proyección, sr bien está situado en uno de 

ellos. El eje toma en este caso el nombre de chanMla del 

abatimient.o. Pudieran evitar.se aquellas modificaciones ha­

ciendo que el plano de proyección que no contenga la char­

nela le fuese perpendicular; pero por sencilla que sea esta 

operación, es más ventajoso y corto admitir las ligeras va­

riaciones que la posición de la charnela requiere. 

: { ~ 1i5.\ En cuanto á los puntos que contenga el plano 
·~ abatido, como una vez hecha esta operacióu son los mismos 

puntos que existíaJ;J en el espacio, pueden señalarse con las 

letras mayúsculas cm-respondientes á las que lleven las 

proyecciones, añadiéndolas un índice, indicamlo así qu~ 

son los mismos puntos del espacio después de verificár un 

cierto git'o . 

..\~\ -\ 116. Supongamos (fig. 126) que P Q P' se~ un· J?lano 
que contiene el punto (a-a') (generalmente sólo se dará, y 

esto basta, una de sns proyecciones). Si este plano se abate 

sobre el horizoatal de proyeceión, haciéndote girar alrededor 

de la traza de ~ste nombre, llevando consigo al punto ( aca' ), 

es claro que éste describirá un arco de círculo situado en 

un plan0 perpendicular á la charnela y por con~>iguiente 

vertical, cuya traza será a A1, y sobre esta recta deberá 

encontrarse .el-o una vez efectqado el abatimiento; el 
~E-. Q.¡ ' • ' 

centro dela.-.· . ~escnbe el punto estara proyectado 

f 

i 
J l 
j 
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l 

l 
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evidentemente en (o-o'), de modo que su radio será (o a-o' a') y 
si pudiésemos conocer sn longitud, llevándola de o hasta A1 , 

este último sería el abatimiento de A. Pero observando 
que la recta O A es la hipotenusa de un triángulo rectán­
gulo cuyos catetos son o a y la altura del punto A sobre el 
plano horizontal, es decir, a a.'., podremos construir en o a a1 

este triángulo y llevar su hipotenusa sobre o A1 y estará ·· 
resuelto el problema. 

Pudiera obtenerse también la longitud del radio hacién­
dole girar alrededor de la vertical que pasa pot· (a-a'), por 
ejemplo, basta que se coloque paralelo al plano vertical, 
pues entonces se proyectará ·sqLre este plano en su verda­
dera magnitud. Este giro, indica,do en la figura, nos da pa~l-· 
longitud del radio la recta a' o' 1 . 

T¡:tmbién p)lede obtenerse el punto A1 de otro modo, te­
niendo en cuenta que si por el punto dado se traza en el 
plano la (ab-a' b') paralela á su traza-vertical, el punto '(b-b') 
en que esta recta corta á la charnela, permanecerá fijo du­
rante el giro;_ a' b' es la verdadera magnitud de esta recta, 
por ser panilela al plano Y; y como esta magnitud no varía 
al describü· su movimiento el punto A, el cual no sale del• 
plano que tiene por traza a A 1, bastará hacer cet1tr0 en b, 

, y con un radio igual á b' a' describir un arco de círculo qne 
,.; \..?ortará á dicha traza en A1, y éste será el abatimiento pedido, ,_ \~ . 
L \ t..V117. Cuando se trate de resolver un problema de Geo-1; metría plana, ~omo en_ él han _de intervenir varios puntos 

Q. { y rectas, es mas ventaJOSo abatll' desde luego los elementos 
que determinatl el plano, y por medio de ellos encontrar 
después los abatimientos de los puntos y líneas que aquél 
contenga, lo cual será más fácil que aplicar á cada punto 
laE~ construcciones que hemos indicado. 

Sea (fig. 127) PQ P' el plano que se trate de abatir 
sobre el horizontal. Dicho plano viene determinado por sus 
trazas, pero como éstas dejan de serlo una vez hecho el 
giro, y aun una de ellas desde el momento en que éste 
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se llllCta, sólo debemos mirarlas como dos 1:ectas que se 

cortan. La P permanece fija, y en euanto á ia P', tomemos 

nn punto de ella (a-a') el cual después del abatimiento ven­

drá á colocarse en A1 (116 ), y como el punto Q no varía, 

Q A1 ó P'1 será la nueva posición de lo que era traza vertical. 

.Puesto que el pm1to A1 es el a· después de heclw el giro 

. Q A1 debe ser igual á Q ct' y por lo tanto puede también 

trazarse un arco de ·círculo cuyo centro y radio sean Q y Q a/ 

hasta que corte en A1 á la recta a b y dicho punto será el 

abatimiento de ((~-a'). 
Es.to sólo es aplicable cuando · pueda hacet:se uso del 

r . 
\ 1 

~punto Q; en caso contrario, debe recurrirse al método ante· 

r \J.:ior aplicándolo á dos puntos distintos. . 

~· -w-~Obtenido el abatimiento del plano, supongamos que 

;) : "'l(t~-m') !"ea un punto de él. Sabemos que la nueva posición 

L de este punto ha de estar en la perpendicular 1n n á ·la traza 

P y si hacemos pasar por él una recta cualquiera y hallamos 

su abatimiento, éste deberá contener el del punto, siendo, 

por consiguiente, la intersección de ambas rectas. 
Si la recta que hacemos pasar por (m-·m.' ) es la (m b-m' b' ), 

paralela á la traza vertical, después del giro tamhién seráu 

paralelas dichas dos rectas, y como el punto b está sobre la 

charnela, bM1, paralela á P'1 , será _el abatimiento de aqué­

lla, cuya intersección con m n nos da el punto ~l11 , buscado. 

Cuando la recta que se hag¡¡ pasar por el.puuto sea 

la (m c-m' e' ) paralela á la traza hori:wntal, después del a~a-; 

timiento también lo será; buscaremos, pues, el abatimienLo ' 

de (e e' ) en 01, y 01 llf1, paralela á P, será el de aquella 

recta, que deberá pasar también por JJ!I1• 

Si hacemos pasar por ¡m- m') una recta cualquiera 

(d e-d' e'), buscaremos el abatimiento de (e e' ) y como el 

punto el está sobre la charnela, E1 el será aquella recta aba­

tida, pt'oporcionando, 'como las anteriores, el punto 1vf1• 

Eu las aplicaciones abatiremos, como acabamos ele indi­

car, las rectas y puntos que contenga el problema, esco­

gieudo siempre aquellos medios c1ue ofrezcan más ventaja, 
7 
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pues casos habrá en que líneas que hayan servido ~ara una 
-:-. ~eración puedan aprovechar~e para otras. . 

~.::r::; .......... ~111~ h . l l . h d b t' - . d d ·· 'l...'J t . i"S. "'"~1 -e pano que se a e a a· u· no viene · a o por 
t 1{/ sus trazas, pudieran buscarse, pero s·in recunir á ellas se 

puede hacer el abatimiento con igual facilidad; mas no 16 
obtendremos sobre ninguno de los planos ele proyección sino 
sobre un plano paralelo á uno ele ellos, haciéndole girar 
alrededor de una charnela q t1e goce de igual propiedad; de 
modo que lo que realmente obtenClremos serán las proyec­
ciones del abatimiento sobre un plano paralel0 al . abatido, 
después de hecho este giro, por cuya circunstancia ·es indi­
ferente hacerlas operaciones en el mismo plano ó en el de 
proyección que le es paralelo. 

·Supongamos el plano dado por dos rectas que se cortan, 
á lo cual p\}ede reducirse siempre cualesquiera que seali 
los elementos que le determinen. Sean, pu~s, (ab-a' b') y 
(be-t e') las dos rectas dadas (fig. 128); tomemos ,por 
charnela la. horizontal (ct c-a' e'), con lo cual los puntos (a-al.,¡;,_ 
y (e· e') permanecerán fijos; el (b- b') describirá un~; 
su plano, perp~ndicular á la charnela,· tendrá por traza b o 
y en ella ha de e~t~:,,wo~ado el abatimiento de (b-b'); el 
centro de dich~" será (o-o'), su radio (o b-o' b') y la 
verdadera magnitud o b1 !le éste se obtendrá haciéndolo 
girar alrededor de la proyectante hori2JOntal d<:J (o-o) hasta 
que se coloque paralelo al plano hodzontal (1 OS); llevando 
esta verdad'era magnitud de o á B1 éste será el abatimiento 
de (b-b') y B1 a y B 1 e los de las rectas dadas. 

Obtenidas éstas y aplicando análogos procedimientos á 
los indi'cados (117) podrán obtenerse los de todas las rectas 
y puntos que contenga el plano. Así, el punto (m-m') se 
puede abatir por medio de la recta cualqui~ra (m el-m' el'), 
por la horizontal (m e-m' e'), por la paralela al plano verti­

. cal (m (-1n' f') ó por la (m g-m' g') paralela á una de las r'lue 
determinan el plano, tal como la (ab-a' b'), obteniendo siem-
~re el mismo punto JY11• 

~~J Q,./ 
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"X ,l'~ {Í 11" Para el problem~ reciproc~ de deshacer el aba ti­

~ miento de un plano, se comprende qne deben -seguirse pw" 

cedimientos enteramente inversos. ·Supongamos (fig. 128) 

que del plano determinado por las dos rectas cnyas proyec­

éiones son (a b-ct' bi) y (b c-b' e') se conoce el abatimiento ·de 

éstas a B1 y e B1 alrededor de la charnela (a c-a' e' ). Para 

deshacer el abatimiento del pl~no deben girar las rectas a.B1 

y e B1 a:lrededor de 'la charnela hasta que ocupen la posi­

ción definida pmt aquellas proyecciones, lo cual nos indica 

que siempre deben darse éstas y el abatimiento, pues con 

sólo el conocimiento del {'tltimo, nada fijaría cuándo debe 

detenerse el movimiento de las rectas. · 
Si en dicho plano abatido se tiene J.Vl1 y se quiere hallar 

directamente sus proyecciones cuando el plano vuelva á su 

primitiva posición, observaremos que dicho punto al girar · 

describe uu arc.o de círculo, cuyo plano perpendicular a la 

charnela tendl'á por traza horizontal M 1p y además será 

verticai. El punto M1 no puede salir de este plano y como 

ha de estar también en el de las dos rectas, terminado el giro 

deberá· encontrarse en la intersección (p q-p' q' ) de ambos 

planos. Por otra parte, la distancia de M1 á p, ó sea el radio, 

es constante y queda reducido el problema á tomar sobre 

la recta (p q·p' q') y á pa.rtir de (p-p') una distancia igual 
á p J.lf1, para lo que haremos ·girar aquella recta ' de modo 

que se coloque paralela al plano vertical (108); tomaremos 

entonces la magnitud p' m' 1 igual á p M1, y deshaciendo el 

giro (rn1-m'1) se trasladará á (m-m'), que son las proyeeciones 
bus('adas. · 

Mas debiendo estar en general el punto M1 enlazado con 

otras rectas y puntos del mismo plano, por lQ que hemos 

dicho (117),-podrán obtenerse sus proyecciones valiéndose de 

cualquiera de las rectas que indica la figura, análogamente 

~o hecho en el problema directo. ' 

ai6Cuando el plano venga d~do por sus trazas basta para 

qÍ.1e, sea definido couooer la h.orizontal y el abatimiento de 

la vertical ó iuversamente, según el plarw de proyección so-
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breque esté hecho el abati~iento, pues es evidente que de­
berá girar alrededor de la traza que sirvió de charnela hasta 
que la otra se adapte sobre el plano de proyección C0rres­
pondien te. 

La figura 129 nos presenta un plano P Q P' 1 abatido, 
en que P ·es la charnela; para encontrar la posición P ' de 
la otra trar.a, tomaremos en su ab~timiento un punto cual­
quiera A1, el cual al girar describirá una circunferencia 
cuyo plano vertical y perpendicular á 1a charnela tendrá 
por truzas A1 a, a a' . Dicho punto terminará su movimiento 
de giro cuando encuentre el pl~:~no vertical, por consiguiente 
deberá estar sobre a a'; el centro del expresado círculo será 
(o-o ' ) y la verdadera magnitud del radio o A1, siendo o a la 
proyección horizontal cuando el punt0 A1 ocupP su lugar 
en el plano vertical. Para encontrar la proyección o' ct' bas­
tará hacer girar dicha recta alrededor de la vertical que pasa' 
por a hasta que quede situada en el plano de este nombre¡ o 
se trasladará á 0

1

1 y tomando o'1 ct'=oA1, a' será la pro­
yección buscada, y al mismo' tiempo la nueva posición ele 
A1, por lo cual a' Q ó P ' será la traza vertical del plano 
dado, una vez deshecho el abatimiento. También se podría 
encontrar la altura ct ct 1 construyendo el triángulo re'ctáu­
gulo o ct .A.2 del que se conoce la hipotenusa o A2=o A 1 y el 
cateto o a. · 

' h 

Si el punto Q no se hallase en los límites del dibujo, re-
petiríamos la operación anterior para otro punLo cualquiera 

~)\~ \;P' y determinaríamos á P ' por dos puntos ct' y b' . 
·/_ .JI"'fCuando el plano abatido cont;.enga un cierto pun ~o 1111 

~ ... 'f§/ 'J se deban hallar las proyecciones de su posición después 
f de deshecho el giro, podremos hacerlo directamente obser­

vando que M1 girará en un plano vertical _.1111 q_ q_' perpen­
dicular á la charnela y como ha de encontrarse en éste y en 
el dado irá á parar á un cierto punto de su intersección 
(p q_-p' q_' ). El centro de l'a circunferencia descripta por jJf1 

es (p-p') y la verdadera magnitud del radio es p _M1 ; bas­
tará, pues, para resolvel' el problema tomar en la recta 
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(p q-p' q') y á partir de (lJ·p' ) una magnit11d igual á p M1• 

Para ello hagámosla girar alrededor de un eje perpendicu­
lar al plano vertical y que pase .pot' (p-p') hasta que quede 
situada en el otro -·piano de proyección; el,pur;1to (1·-r') se 
trasladará á (r'1-1·1) y (1J1·-p' 1 1·'1) será la recta después del 
giro. Tomemos ahora p m1 p M1 y al deshacer aquel giro 
obtendremos para proyecciones de este punto (m-m') que 
serán también las del J.l11• 

Pero es más conveniente valerse de algunas de las rectas 
que pasan por 1111 y está.n situadas en el plano dado, como 
hemos hecho anteriormente. La figura indica las construccio­
nes valiéndose de una recta eualquiera 1YI1 81, ·una horizon-

\!._al 1111 T1 del plano ó una paralela JYI1 n á la traza vertical. 

<?.f/ ~. PLANO DE PERFIL 
~- M:Q 

~) '( 12?5. Hemos llamado así al que es perpendicular á la lí-
( nea de tierra y, por lo tanto, á los dos pl~nos de proyección. 

Su empleo es tan frecuente como útil en las aplicaciones de 
la GeomeLría Descriptiva y con su eficaz auxilio pueden re­
presentarse con mayor claridad los objetos por medio de 
nuevas proyecciones que facilitan su estudio . 

. \Cft121. Circunscribiéndonos á la ~:ecta A B de la figura 130, 
sithada en UD plano perpendicular á la X Y; sabemos que 
sus proyeccioues la dejan indeterminada; pero si se concibe 
también su proyecciónct''b" sobre nn plano ele perfil X Y, f 
desaparecerá !iquella indeterminacióu. 

Fácil es encontrar la proyección ct'' b" sobre dicho plano 
de per.fil X Y X', pues se reduce la operación á un simple 
cambio de plan'o vertical, y eomo tal se ha abatido sobre el 
horizontal antiguo; pero muchas veces conviene obtener di­
cho abatimieuto sobre el priinitivo plano del mismo nombl'e. 
Para hacer este aba ti miento, observaremos que la recta 
(a u-a' b') está representada sobre el plano de perfil por 
( rJ.. 6-rJ..' 6') y al girar este plano alrededor de su traza vertical, 
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los puntos (a-~X'), (6-~') describirán arcos de círculos sefía­

lando á la recta la posición a' 1 b' 1 • 

Considerada la cuestión desde este punto devista, entra 

en la teol'Ía de los abatimientos, por cuya razón la trata- · 

mos aquí. 
Aun cuando hemos indicado que este abatimiento espe­

cial se emplea cuando el plano de perfil tiene por objeto 

proporcionar una nueva proyección, paede aplica1:se tam­

bién cuando dicho plano sirva como medio auxili~r ae reso­

lución de los problemas. 
Para esclarecer lo dich<;> y hacer patente la utilidad de 

esto¡¡ planos, presentaremos algunos ejemplos. ·~ ~~ 

\ \..~ i:SS..-PROBLEMA. Halla1· las M·azas de una 1·ecta pe¡·pen­

clicula·r á la lí1~ea X Y.-Sea (ab-a' b') (fig. 131) la recta; su 

proyección sobre un plano de perfil auxiliar X Y X', · aba­

tido sobre el vertical, es a'1 b' 1 ; las trazas en esta posición 

son h'1 v'v que deshecho el movimiento, proporcionan las 

verdaderas (h-li') y (v-v'). Comparando este procedimiento 

con el empleado en el nútuero ( 66 ), se nota la simplifica­

ción que ha proporcionado el plano de perfil. En lugar del 

pla~o X Y X ' se podía haber empleado el que contiene la 

recta dada, como indica la misma figura; uno y <Jtro pueden 

1, abatirse también sobre el plano horizontal. 

~~· '~~ 
«.,XL~ 123.-.-PROBLEMA. Hallm·la inte1·sección de un zJlano ~ 

con el q~te pasa. por la U!J'bea X Y y el punto ( a-a') (fig. 132).­
Tomemos el plano de perfil X Y X', el cual corta al PQ P' 

según una recta abatir1a en v' h' 11, y 'al [(a-a'), (R-R')] según 

la recta Y a'1, puesto que Y es un punto de la intersección 

de ambos planos, y por ser el de pet·fil perpendicular al 

que pasa por la X Y, la traza de éste sobre aquél deberá, 

coutener las proyecciones ·sobre ,el de perfil de todos los 

puntos del otro plano, y, por consiguiente, las del (a-a') que 

ha ido á parar á a'1 • . 

Las dos intersecciones auxiliares se cortan en m'1, punto 

. , ~. ,,. ,.. 
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cuyas proyecciones son (m-m') y la intersección de los planos 
dados es la W m-Q' m'). En la misma figma están las cons· 
truccioues para abatir el plano de perfil sobre el horizontal, 
obteniendo forzosamente el mismo punto (m-m'). Si el punto 
Q no estuviese en los límites del dibujo, emplearíamos otro 
plano de perfil para obtenet· otro punto en substitución 
de aquél. 

. Será conveniente que uno de los planos de perfil pase 
por (a-a') por las simplificaciones que produce, como puede 
compr0barse haciendo las construcciones en esta hipótesis. 

~~~ 124.-PROBLEM.A,. Rallen- lct intersección de dos plctnos P P' 
y Q Q' paralelos á la línea de tier-ra (fig. 133).-Nos valdre­
mos de un plano de perfiL_ que se puede abatir sobre el hori· 
zontal ó vertical de proyección. 

k~~ 125.-PROBLEMA. Ave·rigua1· si la 1·ecta (ab-a' b' ) es per­
"'t penc~icula1· al plano P P' (fig. 134).-Basta cerciorarse de si 

la proyección a' 1 b' 1 sobre un plano de perfil es perpendicu­
lar á la traza P ' 1 sobre el mismo, del plano dado. 

~ ~ Consideraciones genera+es sobre los cambios de planos, 
giros y comparación entre uno y otro método.-126. Por 
lo que llevamos expuesto hasta el presente, puede compren­
derse ya que la resolución práctica de los problemas que 
requieren los conocimientos de la Geometría Descriptiva, 
será más ó menos fácil, más ó menos breve, ~egún la posi­
ción que ocupen los datos relativamente á los planos de 
·proyección que se elijan. 

~tl Tanto es así, que'en muchos casos el resultado de dichos 
problemas puede leerse casi sob1·e aquéllos, cuando los datos 
ocupen 'posiciones determinadas, ó por lo menos bastará 
ejecutar ligeras construcciones. 

Si se trata, por ejemplo, de buscar la distancia entre 
os puntos 'dados, podrá medirse inmediatamente si la 

1 recta que los une es paralela á uno de los planos de pro· 
\ yección. 

/ 

1 
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Para trazar una perpendicular á uua recta desde un 
punto, podrá hacerse directamente si uno de los planos de 
proyección es paralelo al que determinan la i·ecta y el punto, 
ó se confunde con él, conociéndose al mismo tiempo y sin 
más construcciones el pie de la perpendicular. 

Con igual facilidad podrá trazarse una perpendicular á 
un plano, si' éste es paralelo ó se confunde con uno de los 
de proyección. 

Y finalmente, el ángulo de dos rectas está representado 
en su verdadera magnitud sobre un plano paralelo al det\)r­
minaclo por .ellas. 

Estos y otros muchos ejemplos que pudieran citarse, po­
nen de manifiesto la influencia en la t;esolución ele los pro­
bl~as de la posición relativa de los datos. 
t. ) Difícil es desde un principio elegir el sisterna de planos 
de proyección más conveniente en todas las fases del pro­
blema, tanto por no poderse prever las posicíoües oe los ele- • 
mentos que se vayan determinando, como por requerir aquél 
que dicho sistema cum.pla quizás qondiciones contradicto­
rias; asi, pues, será necesario, ó por lo menos conveniente, 
recurrir en el transcurso de la resolución á la te0ria de los 
cambios de planos ó á la de los giros, pues ambas, aunque 
por distintos medios, tieuen por objeto ponel' los elementos 
con que debe operarse en las condiciones más propias para 
la pronta y mejo·r resolución de los problemas. 

Para ello y cualquiera que sea la cuestión principal ó 
secundaria que tenga que- •resolverse, debe analizarse pri­
mero cuáles son las posiciones de los datos, con respecto á 
los planos de proyección, que den á conocer las incógnitas 
con más exactitud y menos trabajo, y estudiar en seguida 
por medio de qué cambios de planos, por qué giros ó por 
cuál combinación ele unos y otros, se puede conseguir aquel 
fin recordando que por el cambio de uno de los planos ó 
haciendo un giro alrededor de un eje perpendicular á uno 
de ellos se puede conseguir siempre que una recta cualqlüe­
ra resulte paralela á uuo de dichos planos ó que uu plaho 
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resulte perpendicular á uno de los mismos; qne en esta dis­

posidón y mediante un nuevo cambio ó un nuevo giro se 

puede obtener la 1nisma recta ó el mismo plano perpendi­

cular 6 pareleio respectivamente al otro plano del sistema, 

y que obtenido ya un plano en esta última disposición 

nada ímpide emplear un tercer cambio de planos subBtitu­

yendo al que no es paralelo á aquél por otro que cumpla 

con otras condiciones, ó un tercer giro alrededor de un eje 

perpendicular al plano dado para conseguir que otro ele-

mento ocupe una posición determinada. _ 

Cuando por medio de dos cambios ó de dos giros se ha 

llegado á poner una recta perpendict;!lar á uno de los planos 

de proyección, podemos disponer del segundo substituyén­

dolo por otra que llene nuevas condiciones, pero en este caso 

no puede emplearse un tercer giro'; pues cualquiera que fuese, 

haría perder á-la recta la posición adquirida, excepto cuando 

fuera ella misma el eje de rotación que se empleara. 

Debemos obset·var también que á veces será más conve­

niente quizás recurrir á cambios de p1anos ó á, giros parcia­

les. Por ejemplo, si dadas ·las proyeccLones de los tres vérti­

ces de un triángulo se desea obtener éste en su verdadera 

magnitud, en lugar de buscat su proyección sobre un plano 

paralelo al suyo, por medio de cambios, de planos ó giros, 

puede ser más ventajoso por cualquiera de estos medios lle­

vat· separadamente cada lado á ser paralelo á uno de 'dicho& 

planos, con lo cual podría construirse aquél en seguida. 

bsin embargo de la gran analogía que existe entre una y 

\ otra teoría, es innegable la mayor ventaja de los primeros 

considerando que siempre que se cambia un plano sólo va-

\ 

rían las proyecciones del mismo nombre, mientras que al 

hacer un giro varían unas y otras, llevando consigo más 

1 
trabajo y sobre todo más confusión de líne&s en el dibujo. 

Así es que en los problemas de aplicación rara vez se em-

~lean los giros. . 
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Capítulo III. 

Proble~a_s de aplicación. 

1~7, rrerminado el estudio· de cuanto antecede debe en­

contrarse el alumno en disposición de resolver todos le>s , 

problemas de aplicación que puedan presentarse y en que 

sólo intervengan rectas y planos. Efectivamente, conocida 

la representación de un punto, de una recta y de un plano 

por el sistema de las proyecciones y determinada la depen­

dencia que éxiste eñtre éstas, según las condiciones geomé­

tricas que reunan aquellos elementos, ó la posición relativa 

que ocupen en el espacio, fácil será ejecutar gráficamente 

en todos los casos las construcciones prescriptas en la Geo­

metría general, á cuyas teorías hay que acudir siempre 

para inquirir, en virtud del rigor de sus demostraciones, 

los medios de obtener las cantidades incógnitas en cada 

problema. 
Sin embargo, atend1endo á que los procedimientos de la 

Geometría Descriptiva son en ~uchos casos medios analíti­

cos que conducen también al conocimiento de las verdades 

que se persiguen, y atendiendo además á que estos mismos 

procedimientos originan á veces simplificaciones y medios 

más expeditos para un fin determinado, conveniente será, 

sin duda, presentar una serie de ejemplos, reunidos en cuer­

po de doctrina, que, al par que corroboren lo manifestado, 

dEm idea de la marcha que debe seguirse en las innumer&- , 
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bles cuestiones que pueden ocurrir en la práctica y afirmen 
á ·su vez á los alumnos en los conociwientos adquiridos, 

\

acostumbrándoles al manejo de la regla y el compás, único 
medio de que sea fmctífera la ensE'ñanza de la ciencia de 
q ne nos ocupat,nos. 

1 
Mas antes daremos una sucinta idea del modo de llevar 

lá la práctica estos Fonodmientos. 

1 128. Los dibujos de Geometría Descriptiva p.ueden ser 
de dos clases: los correspondientes á cuestiones de estudio 

\ ó á problemas de aplicación. Estos últimos, cuyo solo objeto . 

l
es dar á conocer los resultados del problema para construir! 
los cuerpos materialmente ó valerse de las que fueron sus 
incógnitas para un objeto dado, no deben contener más que 

¡estos resultados y los datos de que dependen; todH.s las líneas. 
y construcciones que se hayan empleado para resolverlo no 
tienen objeto ninguno, antes bien holgarían en el dibujo y 
padierau ocasionar errores. 

Debe procurarse en ellos la mayor exactitud y extremada · 
claridad, para cuyo efecto, si á pesar de contener tan sólo 
las líneas estrictamente necesarias, re,sultasen confusos, 
corno podria ocnrrir en el caso de haber empleado varios 
abatimientos, puede evitarse en p:1rte usando para cada uno 
tinta de distinto color. 

129. En los problell1as ele estudio, por el contratio, de­
ben conservarse todas las líneas empleadas para su resolu­
ción, pues su objeto es principalmente estudiar y analizar 
ésta, deduciendo todas las reflexiones y consecuencias q ne 
ofrAzca y recordar los principios en que se funda, cuidando, 
sin embargo, de no repetir l.il'llas mismas operaciones. 

Debe procurarse también en esta clase de problemas, 
· comprobar cada resultado parcial de todas las maneras. po· 

1sibles, pues si bien en la práctica puede bastar una sola 
compTobación, debe tenerse en cuenta que cada una de 
~las es un nuevo método de obtener el punto de que se 
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trate, consiguiendo así distinguir en cada caso particular 

cuál de dich0s medios es más ventajoso. 

Por complicado que sea un problema no debe temerse 

que el conjunto de las líneas que lo compongan haga con­

fuso el dibujo, pues ·si S6 ha empleado en él un buen siste­

ma de notación, y el trazado ele las líneas se ha hecho como 

s debido, basta examinarlo detenidamente para poder se­

guir todas sus operaciones, y desde luego será más fácil co­

nocer éstas, conservando todas las líneas de construcción, 

que habiéndolas suprimido. 
Los problemas de aplicación que vamos á resolver ahora 

serán de estudio; bien entendido que si alguno de ellos ú 

otro cualquiera tuviera que resolverse vet'daderamente, eu 

cuyo caEo lo que .interesa es conocer elreslilltado, se deberán. 

suprimir todas las líneas auxiliares después de resuelto, á 

excepción de las de correspondencia entt-e ' las proyecciones 

de cada punto, las cuales deben conservarse siempre. 

130. Cualquiera que sea el problema que se trate de re­

solver podremos clasificarlo siempre de dos maneras distip­

tas: problerpa simple ó problema compuesto. Los primeros 

son aquellos que se fnndan directamente en un teorema 

demostrado y cuya aplicacion basta para resolverlo, y los 

segundos son los que se componen de varias cuestiones 

simples. Por un punto dado trazar una perpendicular á un 

plano conocido, es un problema simple y su resolucióQ se 

funda en quE} cuaudo uua recta es perpendicular á nn 

plano, las proyecciones de aquélla lo son á las trazas de · 

éste; pero medir el volumen. de una pirámide dada por sus 

proyecciones es un problema compuesto, para cuya resolu­

ción hay que trazar una perpendicular desde el vértice de 

aquélla al plano ele su base, buscar el pie de esta perpendi­

cular y hallar su verdadera magnitud, así como la de aquel 

polígono. 
Para la resolución de los primeros basta descubrir el teo­

rema de la Geometría en el espacio, que expresa las relacio-

1 

'1 ·, 
11 
11 

1' 



1 

1 

·¡ 

' 94 GE0!1IETRÍA DESCRIPTIVA 

ñes geométricas que Hgan las incógnitas á l0s datos y ti·a­
ducir gráficamente en el dibujo estas mismas relaciones, y 
para los segundos es preciso, ante todo, av~dguar las cues­
tiones ' simples de que se compone y el orden su0esivo en 
que se han de · e~ectüar. Para ello no hay que 'tener en 
cuenta para nada los datos especiales que fijan el proble­
ma, sino considerarlo en su acep.ci0n más general; así en el 
ejemplo anterior de la !JÜ'ámide, cualquiera que ésta sea, 
siempre deberán verificarse las mismas operaciones y en el 
ordett allí es,tablecido, terminando por hacer el producto dél 
área de la base por el 'tefcio de la: longitud de la altura. 
Hecho este estudi·o previo del asunto pro.puesto, se empe­
zará á resolver: cada una de sus partes simples, y _entoncer;¡ 
deberá atenderse á la posición de los datos respectivos y 
formarse idea de la: que oc u pan él) el es:paci~ los pu'n tos, 
rectas y planos, para determinar el procedimiento que debe 
seguirse en su resolución, pues sabidó-es que· métodos apli­
cables en unos cas0s· no lo son en otros y que puede ser tal 
la situación relativa de aquellos elémentos que proporcione 
simplificaciones dignas de tenerse eh cuenta. Así' hemos 
visto en la intersección de planos que po pod:fan seguirse 
en todos los casos iguales procedimientos, así como la re­
gla para hallar 'las trazas de una recta n® era aplic¡¡.ble 
cuando se encontraba ésta en un plano perpendicular á la 
línea X Y, comprendiénd0se también qme para hallar la 
verdadera m'agnitud de una recta para·lela á uno de los 
planos de proyección no es necesario trazar ninguna línea. 

131, En cuanto á la manera _de resolver cada una de Jas 
partes de un problema principal, puede hacerse directamen­
te, por cambio ¿(e planes, por giros ó por abatimientos si la 
índole del problen~a lo permite. · En este último caso será en 
general más ventajoso valerse del abati-miento, pero cuando 
el problema no sea de Geometría. plana, deberá recurrirse á 
cualquiera de los otros tres, teniendo en ·cuenta lo manifes­
tado al comparar los cambios de planos y los giros. En cual-

? 
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quiera de estos medios que se emplee, debe estudiarse ante 
/ 

todo cuál sería In. posición de los datos, rel'ativamente á los 
planos de proyección, que conduciría al resultado ap~tecido 
de la manera más fácil posible, ,y determinada esta posición, 
habrá que ver los cambios de planos ó los giros y en qt'lé 
condiciones unos y otros deberán emplearse para obtenerla, 
procediendo entonces á su ejecución. 

132. Sobre ~a prefet·encia q,ue debe darse á la solución 
directá ó la obtenida por medio de los cambios de planos ó 
los giros nada fijo puede estab~ecerse. Generalmente será 
más expedito val~rse qe uno de los segundos procedimien­
tos, pero depende siempre de la índole det pr?blema, de la 
posición de los 

1 
datos y de la ,d_bpeudencia ó relación que 

exista eutr~ las cuestiones simples de q1.:1e se componga 
aquét. · 

Sólo la práctica puede proporcionar el critei'io necesario 
para esta distinción. 

-:!DISTANCIAS ENTRE PUNTOS, iECTAS Y PLANOS 
. 

133. -PROBLEMA 1.0 Hallar la meno1· distancie~ ent?·e dos 
lJ~tntos. 

Las proy_ectantes del m~smo nombre de estos dos puntgs 
y la r~cta que los nile, determinan un trapecio rectángulo 
cuya base es la ¡,:>royección que produce aquélla el lado 

· opuesto .la recta considerada y los otros dos dichas prÓyec­
• J Í tan tes. Construyendo en cualquier parte un0 de dichos tra-

C l" f pecios (fi~., 135) obtendre.mos la magoi tud pedida. . Lám. 11. 
U Tambten puede considerarse la rec.ta dada como la hi-

potenusa de un triángulo _rectángulo en qué los catetos son 
la diferencia enLr~ las distancias de dic~os puntos á uno de 
los planos de proyección y la proyección sobre este mismo 
plano de dicha recta, 'en virtud de lo cual bastará construir 

.este triá11gulo para resolver el p1·oblema (fig. 136). , 
Otro método que puede emplearse es el de cambios de 

, 

1 

·1' ¡1 
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lanos ó el de giros. La distancia entre Jos dos puntos sería · 
conocida desde luego si la recta que los une fúese paralela 
á uno de los planos de proyección, Y' esto puede conseguir­
se (91) por el cambio de un solo plano (fig. 137) ó por .un 
giro (108) _(fig. 138). Si en la figmra 137 se tornara como 
nuevo plano de proyección uno de los proyectantes de la 
··ecta, la opE;)ración equivaldría á un abatimiento de ésta 

~gura 139). ...--

134.-PROBLEMA 2. 0 Sobre una ¡·ecta clacla y á pa1·tü· ele wn 
~J'Imto conocido1 tomar una cie1·ta magnitud. 

Tómese el punto dado y otro cualquiera de la recta, há­
ganse las construcciones necesarias para hallár 1:;¡, verdadera 
distancia entre estos puntos y en ella se podrá determinar 
la magnitud pedida buscando luego sus proyecciones corres­
pondientes, por medios invePsos á los del problema ante­
rior (l ). 

135.--PROBLEMA 3.0 Dividir una 1·ecta1 dada po1· sus ·pl'o-
. yecciones} e1~ 1Ja1'tes 1J1'0porcionales. r 

'
1 

Considérai.Ido que si una recta en el espacio está dividi-
da en un cierto número de partes y se hallan las proyeccio­
nes de los puntos de división, la proyección de la recta que­
dará dividida por la de ,éstos en partes proporcionales á las 
de dicha recta, por formarse en su plano proyectante nu 
sistema de paralelas cortadas por dos que uo lo son, dedn­

{ oiremos que para resolvet este .problema bastará dividir las 
!' dos proyecciones dadas de la recta en las partes proporcio­

nales que se pidan. 
Si las partes tuviesen que ser ignale.s se dividirá cada 

una de dichas proyeccioues en el mismo número de partes 
iguales. Tanto en este ·caso como en el anterior, será más 

(.1) Los alumnos se encargarán de hacer las figuras necesarias, 
haciendo e:¡ctensi\'a esta advertencia á todos Jos c¡1sos en que no se '' 
acompañen á la explicación. · 

(, 

. ' 
1 } 

1' 1 



GEOMETRÍA DESCRIPTIY A 97 

r; ' 

"' ' . ' 

, conveniente dividir una .so,la de las dos proyecciones en la 

.orma debida y por los puntos obtenidos traílar perpendicn-
' ...... ' \ ares á la XY, q\le determinarán en la otra las-segundas de 

tos ~"\lotos. 

1 136.-PRoBLÉMA 4.o Dividi-r· en mecZia y extremct 1'C6zón 

luna 1·ecta dada poí· ·S~ts p1'oyecciones. J También basta dividir una de las dos proyecciones en la 

¡-\"C - ' forma dicha y buscar la segunda proyeccióu del punto que 

t
lo I.·ea.lice, pues fácilmente se verá que la otra de 1~ recta y 

recta misma lo quedarán igualmente. 
( • 1 

• ! 
• 

1' 

l 
l' 

:.. ~~ 
1 

l¡ 

.]¡ 

J 
' 1 

_\}~~~ r37.-PROBLEMA 5.0 Halla1·la distancia entre un pul_~to 
~~~ ttna 1'ecta. ---4-f..o..,¡:.-t-· 

f Por el .punto trácese una · perpendicular á la recta ( 76), ' 1-

- determínese el de intersección de ambas y luego la verdade- - ~,..-, 

ra magnibnd de la distancia entre ~ste punto y el dado. / 

Si la recta fuese perpendicular ~- uno de los planos de ~ 

proyección, sería paralela al mismot"''It'-que se tmzase desde / 

el punto á la recta, proyectándose en su verdadera magni-

tud sobre dicho plano. Esta circuustancia puede obtenerse 

por dos cambios de planos ( 92) ó por dos giros ( 109 ). ' 
También podría emplearse un abatimiento del plano de­

terminado poT la recta y el punto dado. 

Empleando los giros será conveniente elegir los ejes qu ~ 

pasen por el punto dado, así como si se hace uso del abat' ~\ / 

miento la éharnela debe pasar por éL - r ~ . . . rr' 
J · ,..138.- PltaB~EMA 6.o , }IalZa·r la meno¡· cl-istcmcict de ·u1 l\ 

. ~ p·unto á ttn z1lcmo. ~a.:-~~-H(~---..;:t... 

Desde el punto debe trazarse un,a perpendicular al plano, - ' 1 

hallar su intersección con él y medir la recta que no e este 

punto y e} dado. · l' 
,Si el plano fuese perpendicular á uno de los de proyec-

ción, la recta que mide la distancia pedida sería paralP.la á 

echo plano, y sob¡r él s:. pro~ec~aría en su verdadesra ma:---,__---~ li 
' . 
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{ nitud. Por cambio de planos ( 93 ), ó por giros ( 111 ), se pue­
de llegar á este caso. 

- Observando que la perpendicular trazada desde el punto 
\.. al plano ha de estar situada en cualquiera de los que por di-

cho punto se pueden tr~ar perpendicul;:trmente ,al dado, y 
1 que la intersección de ambos y aquella recta lo serán tam­
tbién, deducimos la siguiente solución de este problema, por 

,; . medio de abatimientos. Por el punto (a-a·) (fig. 140) se tra­
; zará al plano dado. otro que le sea perpendicular y que para 

mayor sencillez supondremos se e el vertical X Y X'. Las tra-
zas de la intersección de dichos planos serán los puntos h y v', 
y abatiendo el plano X Y X' con la intersección y él J.ilUnto A, 
obtendremos en V1 h la posición de aquélla, en A 1 la de 
éste y en A1 M1 la distancia pedida. 

139.--PROBLEMA 7.o Hetllet1'lc~meno·r di::;tanciet ent·re do::; 
1·ectas. 

Si éstas son paralelas, trácese un plano perpendicular á 
ambas, y únanse los puntos de intersección de éste con 
aquéllas por una recta, cuya verdadera magnitud será la dis­
tancia pedida (fig. 141). 

Cuando uno ele los planos de proyección se¡¡. perpendicu­
lar á las dos recta:;¡ dadas, la que mide su distancia resulta'J:á 
paralela á dich9 plano, proyectáudóse sobre él en su verda­
dera magnitud. En la figura 142 se ha consegbido este re­
sultado por medio de dos cambios de planos y en, la 143 
por medio de dos giros sucesivos, alrededor respectivamente 
de los ejes (xy-x' y'), (z u-z' u'). 

Y como dos rectas paralelas siempre detenninan un 
· plano, también se puede resolve~· este problema abatiendo 

aquél, como se ve en la fignra 144. 
Cuando las rectas dadas se crucen, veamos primero las 

operaciones que deben ejecutarse. 

\ 

Sean A B y O D (fig. 145) dichas rectas y suponga­
mos que M N sea la perpendicular común que mide su mí­

. rima distancia. Si por N se trazar: un plano perpendicular 

- ' ~ 

\ 
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rá O D este plano d-ebería contener á J.l{ N, como la conteo­

dría también el que lo fuese á A B en M, luego M N serí~ 

la intersección de estos dos planos~ Trazando, pues, dos 
cua~esquie1:a, P y Q, respectivamente perpendiculares á las 

rectas dadas, su intersección R S ha de ser paralela á 

1W N; por lo ta'nto, conocida la primera -q neda reducido el 

problema á trazarle una paraleia que coTte á la vez á aque­

llas rectas. Para conseguirlo, hágase pasar por A B ~n plano 
paralelo á R S, por la O D otro que reuna igual circunstan­

cia y la intersección de estos dos planos pa¡·alelos á R _S lo 
será también á la misma, cortando además á las rectas 

dadas por hallarse en cada uno de los planos que pasan 

por ellas. 
Realicemos estás construcciones suponiendo que (ab-a b') 

(e el-e' el') (fig. 146) sean las dos rectas dadas. rü·acemos Lám. 12. 
los planQs P S P' y Q. T Q' perpendiculares á cada una de 
ellas y hallemos su intersección ·(t·s-1·' s'). Por un · punto 
cualquiera (g-g' ) de A B tracemos ·]a paralela (g h-g' h') á 

(1· s-r-' s') y aqüella recta y la paralela tra1,ada determina-

rán el plano cuya traza horizontal es X. Análoga mente de­

terminaremos el que tiene por traza horizontal Z pasando 
por O D y paralelo á (1· s-t, s'), mediante la paralela (lk-l' !.:') 
á esta última y la inte1\sección de estos dos planos nos dará, 

en la parte m n-m' n' que interceptan las rectas propuestas, 
la,distancia pedida, ·de la cual sólo falta hallar su verdadera 

magnitud. 
Para que esta menor distancia se proyecte en su verda-

, dera magnitud sobre .alguno ele los planos de proyección es 
preciso que una de las rectas dadas sea perpendicular al 

misme, lo cual puede conseguirse, cuando no se verifique, 

por medio de cambios dé planos ó ele giros. 
En la figu¡·a 147, en que(ab-a'b'), (cel-e' d') son las rec-

' tas dadas, se ba empleado el primer métoc1o, subsiiLuyeudo 

el sistema primitivo d~ planos de proyección por otl'O X " Y " 
en que el horizontal es petpendicul¡u á la primera de aque~ 

llas rectas y resultando para proyecciones de úua y otra: las 

' ' ' 
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f (ct'" b"'-a" b"), (e"' d"'-c" d"). Obtenidas las rectas en esta 
' disposición, la qqe mide su menor distancia. ha de ser para­
lela al plano h<Drizontal, y, por lo tanto, su p.roye~ción verti­
cal paralelá á X"' Y'''. La otra ha de pasar por a''' b" ,_y 
por un punto de e"' el"'' pero como buscamos precisamente 

)
la m~~10;,,de todas las rectas que~ se hall-en en este caso.' será 
·¡a m n que pasa por aquel punto y es ·perpendicular 
á e'" rl"', deduciéndose en seguida la m" n'' en la dirección 
que hem0s dicho, Esta recta en los primitivos pl~nos . es 
la (m n-m' n'). 

En la figura 148 se han empleado dos' giros por medio 
de los cuales se-na colocado la recta (a b•a' b') perpendicular 
al plano liorizontal, COIJ'lO se ve en (ct2 b2-a' 2 b' 2), resulta_ndo · 
la otra recta en la posición (c2 cl2-c'2 d' 2). Los ejes que han 
servido para estos giros son los (x y-x' y'), (z u-z' 2~ 1 ) eligién­
dolos de modo que tengan siempre· un , punto común con -< cada una de las rectas. · 

\ La menor distancia·(m{ln2-m'2 n'2) se ha trazado, tenien-
[ do en cuenta las observaciones del caso .aiiterior y deshechos 
los giros, está representada por (m n-m' n'). 

Este problema no puede resolverse ~or abatü~iento. 1 
140.--PROBLEMa 8.0 Halla1· la clis,tancic~ enbn 2~na 'recte~ y 

~tn plano paralelos. ,, 
BaRta buscar la distancia entre un . punto de la recta y 

f 
él plano (138) . . 

Por cambio de planos ó por giros también puede resol­
verse, haciendo que la recta dada sea perpendicular á uno 
de los planos de proyección, y se podrán~empleur los abati­
n::ientos trazando por la recta un plano perpendicular al 

1 
dado; hallando su intersección con él y abatiéndole con las 
dos paralel~s, cuya distancia será la pedida. 

141. ·-PROBLEMA' 9. 0 Hctllcw la clistanci{h entre clqs~plr.tnos 
¡1 -

pan¡ülos. 
Tómese un punto en nno de los planos y hállese su dis-
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otro {138) (fig.-149); ellJtmto efegid-o es el (·m.-m') 
para mayor sencillez . . - ( 

, Las figuras 150 y 151 resgelven el mismo problema pof' 
, : cambio de planos y _por giros. · - ' -

·,rambién pu:~de res01vers~ , por abatimi:ent_os halland0. la 
. intersección de 1os dados con u·ñ plano que les sea perpen­
. dicular y abatiendo éste con las dos páralel~s que resulten. 
, E11 el caso particular de la figura 152 se ha empleado u~ 

plano ele perpl. 

-
OPERACIONES-SO:SRE UN PLANO 

t "-' 1 • 

Estos problemas entran de lleno en los que deben resol-
verse por medio de abatithientos. Como ejell?plo presenta-: 
remos el _ 

142.~PROBLE:MA !0. 
,qono regulcir inscripto 
aquéÚos. . .., 

Dados t·res puntos1 constn?-i-1' tm exc(­
en la ci1·cun(erencia que clete1'minan 

f' 

f 
(Fig. 153.) Se ha abatido el plano de los tres puntos, se Lám.13. 

han hecho las operacLoñes que exige el enunciado del pro-
blema y deshaciendo el abatimiento resultan para proyec-
ciou~es del exágono las ,(e cZ e f g h-e' el' e'J; g' h' ); (o-o') son 
las del centro del círculo y (o e-o' e') las del r.adio. 

ÁNGULO DE DOS RECTAS 

"-'Y. ,.. 14?.-PnoB~EM~ 11. I-Ialla1· el áng·ulo fonnaq~ por cl~s 
~~ ectcts. · 

' ~" Que éstas se crucen ó se corten siempre hay que q;¡edir 
i el ángulo que fo"rman por otra~ dos de la mist~a dirección, 

que ell'as y que pasen por .un punto; por consigtliente sólo 
r~ l \ ·1 d d 

' oonsid~raremos el caso e os rectas que se corten. t 

P>~.ra resolver el prol>lema dlirecta~nente habría que tra-' 
·;ar el arco corresp;ndiente al ángulo propuesto y medirlo. 
Pa¡·a ejecutar lo primero no tenemos aún conocimientosbas-

t ' ........... 

r .- ., 

·' 
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tantes, y sólo podrütmos conseguir lo segundo haciendo que 
dicho arco fuese paralelo á uno de los planos de proyección. 
Podemos, pues~ desde un ptinoipio ]facer que el plano dE' las 
rectas dadas oc~1pe esta posición 'y entonces será 'fácil trazar 
y medir el arco correspondiente, consiguiénd·ose lo dicho, 
bien por cambio de pla~ws, "bien por giros . . t. 

El primer método se ha empleado en la figma 154, en 
la que ( ct b-a' b') (a c-ct' e') son las rectas dadas, P la traza 
horizontal de su plano iJ X' Y' un nuevo plano vertical de 
proyección perpendiculCJ.r á aqué1 (94J. Las proyecciones de 
las rectas sobre ef nuevo sist.em'a son (a· b-a" b"), (a c-a" e'') 
resultand.o confundidas las verticales como debe set· y siendo 
esta ooisma común pl'oyección la traza vertical P" del plano 
tl'e aquéllas. Cambiemos ahora el plano H po~· otto paralelo 
á P P", ó mejor por este mismo, en cuyo caso X'' Y" es la 
linea de tierra, a"' b,"' a'" e"' las 1mevas proyecciones y r:x 

l el ángulo buscado. 
Más expeclit.o hubiera sido en lugar del segundo _cambio, 

( abatir el plano P P" sobre el B ele proyección y eu e .A1 b 
()staría representado el ángulo de las dos rectas. 

Si la traza P no se halla¡~a en los límites del dibujo y si la 
vertical, cambiaríamos primero el plauo H y lueg-p ,el 17; 
per0 como lo que juteresa es únicamen~e la direcci<Sñ ' de 
una ú otra, podremos obtenerla siempre por med!o ele una 
horizontal ó una paralela al 17. Por ejemplo la (de-el' e'). 

En la figura 1\)5 se han empleado dos giros impt'imien­
do sucesiv·amente al plano ele las dos rectas .A B, .A C, los 
mo-vimientos de rotación necesarios alrededor de los ejes 

. (x y"x-' ·y'), (z u-z' u') hasta colocarlo paralelo al H obtenién~J 
close en r:x el ángulo pedido. 

Si la traza P no se encontrase en los límites del dibujo, 
la substituiríamos por la horizon tat (f e-f' e'), haciendo girar 
primero á las dos rectas dadas hasta que se colocase en 
(1'1 e1-f" 1 e' 1), perpendicular á X Y y luego hasta que tomara 

Ua posición (f2 e2-f' 2 e' 2). / , 

(

IV, ffln lugar del 'segundO girO también podría haberse aba­
~- .. 

_, 

C' 
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ti do el plan0 ,P1 P'1 sobre el H, como est~ indicad0 en la 
figura.- · 

Mas corn,d quiera que los .problemas ref('lrEmtes á 'ángulos 
de rectas ·que se cortan, requieren siempre operaciones que " 
se han de verificrur en un plano, el ·procedimiento más ade· 
cuado es el de abatimientos, limitándonos á él én flos proble-
mas subsiguientes y sirviendo tan ~ólo las dos :líiguras ante-- l. 

riores,como un ejetcicio más de cambio de planos y de giros. 
En el caso actual basta abatir el plano de las dos rec_tas; 

sirviendo de ,charnela cualquiera de sus trazas .6 una para· 
~la á ellas · (fig. 15,6 ). 

~ 144.-PROBLEMA 12. 
]· 

Dividir tt?~ ángulo en dos pa1·tes 
ig?.tctles. 

Ab~tase el plano del ángulo, trácese la bisectriz y hállen­
se sus proyecei0nes, que será muy fácil, valiéndose de las 
del vértice, ya ccniocidas, y si es posible del punto en que 

; ~ aquélla corta á la chamela (fig. 156). 
La figrira 157 presenta un nuevo ej ernplo de este proble­

ma. U na de las rectas .. dadas (a o-a' b') es horizontal y se ha 
utilizado como charnela del abatimiento buscando el a 01 

de la otra recta por medio de un punto cualquiera (c-e'). 
V eriftcado dicho abatimiento se ha tPazado la bisec.triz a D1, 

cuyas proyecciones ·se han hallado del 'modo siguiente: Por 
uno de sus puntos D~ se ha trazado la D1 E1 paralela á la 
charnela; las proyecciones de esta paralela son (e d-e' d' ) 
sobre las cuale's ha de es~ar el puntb (d-d') que 9Jcába de 
cletermina·r la bi.;~ectriz (a cl-ct; d') .. 

1 

r·)(- 145.-~~A . ..JJ.f) Dada ~tna ?'ecta y ~tn p~mto tnt.ZCW 

· tJO?" él otra 1·ec~a que f?nne co1t ctquélla ttn ángulo a. · 
, Abatiend() el plano de los datos será fácil resolver este 

f!? lproblema y ·volver luego á las proyeccion. es. Las figlll'as ] 58 
{\:- y 159 presentan dos ejemplos de este problema. 
t 

Si el pm¡·to dado lo h1ese sobre la recta, el problema serí~ 
indetermipado, 1 

• 

1 ~ "- / . 1 
, 
\ . 

. ca· 

1 
j~l 

' 

¡¡. 

1' 

l 
l. 
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1!" 
l!¡ 

¡. 
1 
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ÁNGULO' DE RECT A.S Y PLANOS 

~ 146.-Pl:WBLEMA,li,. Hatla1· el ctng~tlo que una 1·ecta (04·ma 
con un plctno. 

Este ángulo se mide POJ.' el que forrná l:a recta co_n sll 
proyección sohre el plano, es decir, con la que une los 
pies de dos perpendiculare's trazadas al mismo desde dos 
punto$ de la recta; pero es más sencillo deteí:minar el án­

. gula formado por la recta dada y una de dichas perpen­
dicnlares, pues es complementario del que .se busca, que­
dando siempre reducido el problema á buscar el ángulo de 
dos rectas. -

;. 

\ 147.-PROBLEMA HT: P01· zm punto c~itdo1 t?'Ctza1· una 1·ectct 
r¡ue (ú1·me un cíngulo r1. con un plano conocido . 1 

Basta trazar por el punto una t:ecta. que forme un án­
gulo igual á, 90°-a con' Ia perpendicular trazada desde e~ · 

' punto al plano. E~te problema es indete.rrñinado (146). 
\ 

14S.-PRo'BLEi11A 16. Hallctr los ángulos qzte unct 1·ectct 
fol'1na con los planos de pt·oyección. 

Colocando la· recta paraÍela á c~da tino de los planos ·de 
proyección, se proyectará sobre éste; en su._ verdade~a ·mag- . 
nitud, el ángulo que la recta forma con el otro plano. Así 

' Lám, 14 (figma 160) haciendo girar la recta (ct b-a' b') alrededor del 

S
~1 eje (x y-x' y') 'Prim~ro y del (z zt-z' u') d~pués, hasta cqlocarla 
IV paralela á los planos á que lo son aqu-éE-qs; obten1dremos 

en CJ. y 6 los ángulos que se trata de determin~r. 
Si de la recta se conocen sus dos trazas, pueden hacerse 

los giros como manifiesta la fig. 16l. . -1 __.... 
'l'ambién se resuelve este problema con stima sencillez 

1• 
por medio de cambio de- planos, tomando sucesivamente 
lo_s proyect~ntes de la recta, ó lo que es lo mi~íno, aba­
tiendo cada uno de éstos sobre- el respectivo de proyecc\ón 
(figura 162). _;;,..._ ~-~ ·-

' ' 
( 

>· _..) 

/. 
/ 

·' " ---;-;r -
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Observe!JilOS que la suma <ile los ángulos que forma u~a 
recta con los dos planos de proyección, no puede exceder 
rle9Do. Efectivamente, trazando por un punto- de la línea 
de' tiel:ra una pa·t·~lela · á la recta consi~'e.ra<;la, forr.nará CQU 

aquellos planos los. r.nistilos ánguloR,que ésta. Sea, pues, aB 
' (figura 163) esta pa,ralela, sus' P!oyecciones será:n B a, B a' y 

tendremos forniado en. el punto A el triedro ABa ct'~ ~l cual 
nos manifie.sta que 

a' A B+BAct>a'Act 1 .1 

6 sea 

90°-tí+90o_:o:¿:>90° ó 180°~(-:r+El)>90° {j 90°>e~.+t; 
1 • ~ 

Si el tr.iedro A n0 existiese, es decir, si 'las kes rect~s 
A a· AB y A a. estuviesen eri .un mismo plano, ,se verificaría 
90°--o:.f-90°-tí=a' Aa ó 180o-(o:+tí)'a=90° y o:+ó--:-90o; 
pero esto sólo puede ocurrir cuando A B esté situado en un · 
plano perpendicular á la linea de tierra y entonces efectiva­
mente son complementarios los ángulos qn~ forma con atn" 
bos plano~ de proyeccLón. . e ' • ,_ ' .. 

1' l 
149.~PROBLEMA 17. llrazw· po1· -un p~~nto dctdo una· 1·ecta 

que forme los ángnlos ex y 6 ·respectivamente con cada nno de 
los planos ele proyección, "' , 

Quedará resuelto este problema trazando por el punto 

dado una paralela> á una recta que corte á la línea de tierra \ 
y forme con los planos de proyección los ángulos pro~ 

puestos. 1/ 
Pa·ra trazar una re0ta en estas co1~dici,ones, supongamos t 

que (a-ct') (fig. 164) sea el punto elegido en la línea de tierra l 
y si itñaginamos trazada ya por este punto la recta (ab-a' b') l 
que forme el ángulo a con el plano H y el 6 con el V es 1 
claro que haciéndola girar sucesivamen.te alrededor de los j 
ejes ' (x y-x' y'), (z ~t-z' u') hasta' dejada abatida sobre cada J;. 
uno de los planos de proyección, tomará las posicion~s 
(ab1-a'b'1) y (a b'-a' b'2), marcándose entonces en su ve~·dadera 
magnitud los referidos ángulos o: y 5. 
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Tomemos las distancias iguales a' b' 1 y a b2 , con lo cual 

1 
b' 1 y b2 serán los abatimientos sobt:e cada plano de proyec­
ción de un mismo punto B de la recta en el espacio. ParB, 

, conocer las proyec9iones de ésta, btlsta hacer girar la recta 
' (a. b1-a' b' 1), qL\e forma ya el ángulo ex. c~m el plano II, alre­

dedor de (a; y7(!/ y') hasta que forme con el otro el ángulo 6. 
· En este movimiento el puntó (b1-b'1) describirá una ci•rcunfe­
' rancia de plano horizontal cuyas proyecciones son (e e e c-e') 
y es evidente que e~ ellas han de encontrarse las del punto 

1 B del espp.cio. 
Conseguiríamos también hallar las de la recta buscada 

: haciendo que la (a b2-a' 1 b'2), que forma 61 ángulo 6 aon el 
plano V, gire alrededor de ( z u-z' u') hasta q ne forme el a 
con el plaJto H, y. como en este movimiento ( b2-b' 2) descri­
birá una circunferencia cuyo plano será paralelo al V repre­
sentada por (d-d' el' el' el'), resulta también que las proyec­
ciones del punto B han de estat' sobre el' el' el ' el ' y sobre ,el. 

\O.O :J'' Luego este punto' ha de proyectarse horizontalmente sobre,_ 
\ e ce e y sobre d y verticalmente en el' d ' d' (l l y e'; por con-

\ siguie~te, sólo 1 y 2 podrán ser proyecciones horizo!ltal~s t. 

" de dicho punto B y 1' y 2' las verticales y debiendo la 'recta 
1 buscada pasar tambiém por (a~a') podn\, tener cuatro posicio­

nes distintas, asignadas por la combinación de próye~cioqes 
siguientes: (1 ·a i1-1' a' Il'), (1ct!I-1' ct' 2'), (2 ai-2 ' a' 1') y · 
(2al-II'a'1'). , 

Si (·m-m' ) fuese el punto dado en el enunciado del proble· 
ma, trazaríamos por él nna paralelá á cada una ele las rectas 
anteriores, resultando las (1m II-1 ' 1n' 11' ), (1m II-I' m.' 2') 
(2m 1-2' m' I') y t,2 m I-lT m' 1' ) que dan cuatro solucio­
nes definHivas del prqbleína y son las cuatro aristas de la 
pirámide cuadrangular M, 1, 2, 1 I, l. . 

'j 

ÁNGULOS DE l'tA'NOS 1 • ¡ 
t • 

, f:: 150.~PROBLEMA 18. 
lv~os1Jlanos. 

Det'e1·minctr el ángulo que {o1·mctn 

j 
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La medida de un diedro es la del recti.líneo correspon­

diente, y trazando éste queda reducido el problema á b~1scar 

el ángulo de dos1rectas. 
,Para obtener dicho rectilíneo, no hay más qlile trazar ,por 

un 'punto de la inters,ección de •·los planos dados, otro que 

<>ea perpendiculnr á la misma y hallat· su intersección con 1 

aquéllos. 
1 1

1 

También P!!ede resolvet'se este problema trázando desde 

un punto cualquiera una perpendicular á cada plal}.o y to- ~~ 
mando el suplemento del ángulo que forman estJas dos per- · 

pendiculares. 
1 Pero pueden .simplificarse mucho las op'eracioñes y obte-

er el plano ' del ángulo rectilíneo correspondiente del modo 

más ventajoso para que el dibuj(i) no salga de los límites 

el papel, considerando que si M N y P N (fig. 165) son los 

. !anos propuestos y Q R uno de los de proyección, A B será 

' 
t 

1 •· 

la intersección de aquéllos, que se proyectará sobre éste se­

gún A b. El plano del ángulo rectilíneo puede ser el e S T, 

eri el cual se forma el triá¡;¡gulo e el e. cuyo ángulo en e es el' 

pedido. 
Si abatimos dicho triángulo sobre ei plano de, proyec­

ción, sirviendo de charnela S T, el vértice e' se colocará 

en e1 sobre l.a proyección A b ele A B y el radio del círcu­

lo e e1 será la altura f' e cl~l mencionado' triángulo, altur.a 

que á su vez mide la menor distanpia entre f' y A B puesto 

'que f' e es perpendicular á esta re~ta. No se pierd,a de 

vista que f' es la intersección de la proyección A b y de la 

¡-.) ( 

' 1 
traza S T. - 1 

Además el triángulo e1 d e que nos ha de proporcionai· 1 

el ángulo e1 buscado, puede constrqirse por media de su 

base d e y su altura f' el f' e ó bien por medio de aquélla 

y los otros dos lados el e1=r.lc y e e1=!l c. 
En su c0nsecuencia, sea (fig. 166) M N M' y .P Q P' los 

planos dados y a b la proyección horizontal de su intersec­

ción. La recta S TI -perpendicular á ct b, repn~senta lo mismo , 

que en la figura anterior, así como los puntos d y e, sien-

L 
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r do, por lo tanto, d e la base del triángulo que nos ha de faci-
litar, el á-ngulo que se bnsca . · 

.La altura de este triángulo es La menor distapcia .entre 
el punto f y la intersección de los plar~o~ daao~, que puede 
obteúérse en a B1 abatida álrededor de a b, siendo aquella 

\ ' 
, menor d_istancia la f 01 y el triángulo en cuestión el el 02 e, 

señalando ~stas mismas letras el ángulo de los dos planos. 
El mismo triángulo puede cogstruirse t.ambién, como 

hemos dicho, por medio de strs tres lados. Abatamos 1a in­
tersección de los ' planos dados, cou cada uno de ellos, al­
rededor pe sus respeetivas tr.azas, obteniendo ct B2 y a B3j 

las perpe,ndiculares el 02 y e 03 seráp los otros dos lados -del 
t~iánguio, y éste, como antes, el d 02 e. 

El ángulo de dos planos se presentaría en su ·verdadera 
magnitud si la intersecció,n de aquéllos fuese perpendicular 
á uno d~ los planos de proyección, pues las tr.azas sobre éste 

1 
constituirían el rectílineo correspondiente. Cuando no sevel'i.­
fique esta circunstancia' puede oJ;>tenersé por cambios de p!t\­
nos ó por r git·os. El _ primer método se ha aplicado en ta 

Lám. 1 . figura 167, en la gue' hv es la proyección horizonta( de la in-
tersección de los planos. X Y representa el cambio de plano 

1 
vertical ,por' el proyectante cle aquélla y R h R", P h pi' 
y (h v-h v"t son los p!n.LJ.os y su intersección en el u·uevo sis­
tema. El plapo H se ha substitufdo por otro X' 'Y", perpen- _ 
dicular á dicha recta y ,sobre este plano se han obtenido las 

"nu·evas trazas R'" y P"' mediante lus puntos (a-ct') y (b-b" ),
1 

1 1 1 

siendo por s:onsiguiente P'" h R" 1 el ángulo pe-dido. 
Las~fignras 168, 169 y 170 present,nn casos_particulares 

de este problema. En la última los planos están determi­
nados por la línea de tierra y los puntos ((~-a') y ( b-b') res-
pectivamente. ' 

15l~P'RoBLEMA 19.'' Po1· 'ilnct 1'ecta s-it%tcula en ~tn planb , 
dado trazcw o~1·o q~te forme con él un ángulo a. 

Se resuelve este prqblema de un modu anáilogo al ante" 
rior. La recta dad.a ha de ser Ja intersección de los dos pla-
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l!os ó la aristá del diedro q me se trata de forma1: y siguiendo 
los pr~cedimientos indicados en la fig. 166 suponiendo en 
ella que. M N M} y (a b -a' b') sean los datos, podremos tl'azar 
el triángulo d 02 ~ puesto q u~. €}0 vez de la base d e conoce­
mos ahora el ángulÓ a. 02 e determinará el pÚnto e y "éste 
y el a la traz3: P del plano que se busca, cuya otra traza 
será la P'. 

Poi' cambio de planos ó p~r giros también puede resol­

verse este problema._ 
1 

- 162.-PROBLEMA 20. Tmza·¡· el plano bisecto1' de un clie­

dt·o dado.. 
Por .cualquiera de los proce~imientos indicados en el 

problema 18 se hallará lá verdadera magnitud del rectili-
- 1 

neo correspondiente al diedro dádo, se trazar,á. su bisectriz, y 

esta recta' y la arista de aquél determinarán el plano bisector. 
. -~ , 

n63.-PlWBLEMA 21. Hctlla1" los ángttles que tm lJlano for­
ma con los de p1·oyección. 

Es un caso particular del problema 18, y se resuelve 
también tmzando los tectilíneos correspondientes y hallan- · 
do sus verdade1·as magnitudes .(fig. 171): , 

t 

164:.-PIWBLEMA 22. Pot unq¡, 1·ecta dacla1·t,·azar wz plano 

que f'o1·me un ángulo a con ~mo de los ele lJ'I'Oyección. 
Sea éste el horiz9ntal, y, supm1gamos que PQ P' (figu­

ra 172) 8s el plano que resuelve el problema, conteniendo, 
por lo 'tanto, la recta dada (h v-h' _v'). 

Si quisiéramos ahora enc01Úrar el á:ngulo que forma 
este plano con el horizontal, ablicaríamos la construcción 
del problema anterior, tomando el plano Xv X' de modo que 
pase por v v', con lo. que obtendremos el ángulo v' ·m1 ·v--:-a. 
Por consigui.ente, efectuando estas operaciones en un orden 
Ü1ve1iso .llegaremos aL plano P Q P'. Así, pues, por la traza 
vertical' de 1a recta dada traza remo~ la v' m1, que forme con L linea ~e tfena el ángulo a, haciendo centro en v descd· 

' ' 

j 

/ 

1 
-J· 
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156.-PROBLEMA 24. Po1' un znmto dado, trazar un plct11tó 
q.ue {01·me lÓs ángulos CJ. y () ~on ot1·os dos conocidos. , 

Ante todo, cambiaremos el sistema de planos de proyec-

J 
dón, de modo que uno de los dados sea el H ó V del 
nuevo siste!na y el otro sea: perpendicular al V ú H. En su 

S.<Q conse:,uenda, p~ra no complicar el dibujo y no distraer la 
\ atencwn del obJeto del probl~ma, tomaremos ya los planos 

dados en estas condiciones y sean, por ejemplar el H de 
proyección, de la figura 173, . uno de ellos y el PQ P ' , per~ 
pendicular al V, el otro. 
~ S , S , upongamos resuelto el pToblerna, y que R . R ·es el 
plano pedido. Hagamos las construcciones ,necesarias para 
hallar los ángulos que forma este plano corr los dos pro­
puestos, y es claro que siguiéndolas después en un orden 
in verso, llegaremos al mismo plano R SR'. 

Mediante el pfano X Q X' elegjdo de modo que pas.e por 

1
1 el punto Q del pla'llo dado P Q P, mrcontraremos el ángu­

lo -v ' h1 Q=CI. que R SR' forma con el horizontal ele proy:ec­
ción. Haciendo un cambio de planGs ele wodo que el hori· 
zoutal quede substituido por el' P Q P' 'la nueva ,lín~á de 
tierra ¡¡erá X' Y' ó 'P' y R" la nueva traza del pl'h.no R SR', 

~ y es claro que para hal1ar el ángulo que éste forma con el 
P Q P', basta hallar el que forma en el nuevo sistema con 

.. 
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el horjzoutal de proyección, lo que conseguiremos con el 
auxilio del Y Q Y', que pasa también por Q, dando pol' re­
sultado el ángulo ·¿¿' lc1 Q=El. 

Observemos ahora que los plauos XQ X ' é YQ Y' pasan 
los dos por el puuto Q y son á la vez perpeudiculares al 
R S R', luego se cortarán según una cierta recta Q M que 
pasará también por Q y será igualmente perpendicular á 
dicho plano, así'como á sus iuteFsecci<;mes con .aquellos dos. 

1 :EJ¡;¡ta recta, abatida con .el plano XQ X' sobre el vertic~ 
del pri¡ner sistema de planos de proyección, es la Q M1 per­
pendicular á v' h1 y abatida con el Y Q Y ' sobre el vertical 
del segundo sistema, que es el mismo del primitivo, será hi _ 
Q ..1112 perpendicular á u' lc1, por consiguiente se,rá QM1=QM2, 

y si haciendo centro en Q se describe una circunferencia 
con ·este radio, ,Pasará por M1 y 11-'12 tangentemente á las re~ ­
tas v' h1 y i lc1. 

En virtud de lo dicho, la constru_cción iD versa que se de· 
duce para resolver el probleJ;Da es la siguiente: Hágase cen-

1~ tro en Q y descríbase la circunferencia ..1111 ..1112 N á la cual 
\' se trazarán las tangentes v' h1 con la inclinación a sobre la: 

línea de tierra y u 1 lc 1 QO n la ti sobre la traza P' del plano 
dado. Ambas tangentes cortarán respectivamente á las . per-

' pendiculares trazadas por Q á las líneas con q~ue forman los 
ángulos a y 6, en los puntos v' y u.' que unidos darán , la 
recta u' v ' que es la traza verticaLR' del plano que se busca. 
La otra traza R será la tangente. S R al circuló h1 h. 

La dificultad estriba en conocer el 1·adio Q M1 para em­
pezar las construcciones iudicadas; pero se puede elegir uno 
cualquiera, y entonces el plano que se obtenga no pasará 
por el punto propuesto, debiendo trazar por ~ste otro plano ' 
parale~0 á aq\Jél. , 

Este problema puede tener hasta ocho soluciones, que se 
reducirán á menor número según las circunstancias de los 
datos. Efectivamente, se pueden trazar cuatro tangentes á 
M1 M2 N que formen nngulos (J. con la linea de tierra, y son 
v' h1, V

1 h' , v h¡ y v h' ; (1tras cnatro qne forlljlen ángulos 6 con 

9!' 
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la traza P', esto es, u' k1, u· lc2, ~t lc1, u' lc2, por lo tanto, para 
trl).za vertical del plano pedido resultan las cuatro rectas 
v: u, v' tt',, v u' y v u; pero adetnás con cada .una de estas 

1 

trazas verticales hay que combinar do.s horizontales q_istin­
tas, por ejemplQ, desde el punto S se puedet1 trazat· dos tan­

. gentes al círculo 'h1 h, luego en total son oc~o soluciones. 

157.-PROBLEMA 25. Po1· ·un punto clado1 t1·ctza1·· ttn pla.no. 
q_Me forme los ángztlos (J. y g con los planos clf!';p1·oye'cción. 
1 Es un caso particular del problema anterior y lo resol­
veremos análogamente. 

Lám.1, Supongamos (fig. 174) que está ya trazad0 el plano 
· P Q P' que forma l(!)s ángulos (J. y El <:_on los de proyección. 
Para detetminár e~tos ángulos nos valdr,emos de -los X O X' 
é Y O Y' , que pasan por .un mismo punto cua~quierá O de 
l~ línea de tierra y que abatidos respectivamente sobre los 
planos Y y H producen los ángulos v' lb¡_, 0=!X y tt le '~ O=!!í. 

~ Pero la intersección de los dos planos auxiliares es una 

\ \ recta O M, perpendicular al plano Q P Q' , que .se encuen­
tra abatida en O M1 y O 1112, luego O M1=0 111.2 . y tanto 
v' h1 como zt le' 1 son tangentes á la cifcunferencia 1111 JY/2 N; 
por consiguiente, para resolver _el problema trácese una cir-

\ 

cunferencia cu,9Jquiera, cuyo centro e~té sqbre la l.inéa de 
tierra y á uno y á otro lado d~ esta línea, forrpando los 

1 án,gulos .r1. y El con ella, trácense dos tangentes á dicha curva, 
, que determinarán en su int~rseccióri eÓn la rect,a X' Y dos 
puntos v' y u. Desde el primero -· trácese una tangente al 
eírculo· le' k '1 y desde el segundo otra al h¡ h, y estas tan­
gentes, que ·deben cortar á la línea de tierra en un mismo 
·punto, serán l~s t.razas 'del plano. El paralelo á éste por el 
punto dado será el pedido. 

Este' problema puede tener varias soluciomls . 
Observ-ando que cuando una recta y un plano son 

pe1:pendiculares, los áugulos que forman una y otro con 
un segundo plano son complementarios, deduciremos q ne 
puede· resolverse también el problema actual trazando una 

" 
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1 

recta .que forme con los planos de proyección los ángu­
los 90" -a y 90°-6, y luego por el punto propuesto un 
plano perpendicular á dicha recta. ' 

\ 

Se ha visto (148) que la suma de los ángulos que una 
recta forma con los planos de proyección no puede exceder 

/ de 90°, luego para que el problema de que tratamos sea posi­
ble, es preciso que 900-CJ.-j-90°-ó=180°-(o:+ó)<90 
óo:+El>90?, es decir, que la suma de Jos ángulos que 
forma un plano con los de proyección, ha de ser mayor que 
un recto. 

Si 900-(J..+90°-6=90° resulta también o:+ó=90°; 
pero entonces aquella recta e·s perpendicular en dirección á 
la línea de tierra, y el plano por lo tanto paralelo á la 
misma, en cuyo caso fácil es comprobat· que efectivarnente 
son complementarios los ángulos que forma con el H y V 
de proyección. 

ÁNGULO TRIEDRO 

158. En la 'rrigonometría esférica se aprende á resolver 
los problemas anejos al ángulo triedro por medio del cálcu­
lo, pero por los procedimientos de la Geometría Descriptiva 
se pueden resolvet· también gráficamente. 

Ante todo ocupémonos de la representación de un ángu­
lo triedro. No siendo éste más que la reunión de tres planos 
que pasan por un mismo punto, st' representación debe 
ser la de estos tres planos con dicha circunstancia; mas á 
fin de simplificar las operaciones que deben hacerse luego 
con el triedro, se toman desde un principio los planos de 
proyección eu condiciones determinadas, á las cuales se 
puede llegar en todo caso, por medio de cambios de planos 
ó de giros. 

159. Para plano ho1jzontal se toma el de una de las ca-
9 
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ras del triedr.o y para vertical oÚ9 que ~ea · perpendicular á 
una de las aristas que limitan dicha cara. A,sí si a s b es esta 
cara (:fig. 175), sti plano se .tomará como plano _hori.zon~al 

e proyección y el vertical se ·elegirá _perpenéHcular á la 
rista a s, por ejemplo. Los otros ~os. planos que constitus.en 
l triedro serán el P a P' y el Q b Q' . En su GOnsecuencia, 

el vértice de dicho tl'iedrd t~ndrá po1.: pr¡:¡yecGiohes (s-s' ); ~as 
aristas (s a.-s' a') 1 (s b-s' b') y~ (S c'-;s' .e' ); las . treS baras 
(a s b-a' s' b' )'. (a s c-a~ s'-e') y (b .s c-b' ·s, e') y los tres die­
dros serán los que los planos 'P a P' y Q b Q1 fGrt:J?aii. entre' 
sí y con el horizontal. ., . 

Por este sistema ele representa-ción se c~mocen desde lue~ 

go en su verdad·era magnitud una qara, .la a s b, y· el diedro 
·que forma p a P' COll el plano ho'l'iZO!Jtal, cuya "medida es 
el ángulo e' s' b' . L0s otros cuatro elementos hay que deter­
minarlos -como corresponde á cada U !!lO de ellos, es decir, 
como ángulos de rectas l'::¡.s ca1:as y CQmo ángulos de planos 
los diedros. Aplicando, pues, los )Ilétodos a:prendidos (143) 
y (150) resultará ,g,ue as C;¡_ y b·s C2 son las ~tras dus caras 
y e' n.~~ y d 1JII3 e los .otros diedros. 

160. De las ~onstrucciones ejecqtaéLas se desprende que 
dado .un ángulo triedro por. sus proye.c.cio!)e~, se pueden de­
ducir ele ellas las Q)lagnitudes de sus seis elementos, ;y c01no 
es sabido que conociendo tres de ell'os se pueden determinar 
los otl~os, en Geometría Descriptiva se considerará resuelto 
un ángmlo tried-ro siempt·e qne por medi0 de tres de 'sus ele~ 
mentos hayamos obteuiclo las proyecciones de dicho ángu­
lo, pues entonces estaremos en el caso de la figura 17 5 y po­
dremos deducir los otros tres. 

Sabido es también qne los problemas á' que da lugar el ,. 
ángulo triedro son seis dístintos, qu~ pueden _requcirse á 
tres, mediante la COl!lSidyración a,el triedro sup~ementario, 
cuyas propiedades es inútil recorda~· aquí.' Sin embargo da- ' 
remos la solución directa de dichos seis problemas, llama­
dos vulgarmente casos del ángulo hied.ro . 

'1 . ' 
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[61.-PROBLEMA 26. Resolve1· zm ángulo t?·iedro conQciclas 

sus tres caras (fig. 1 76). 
Sean 11., a', a" los ángulos dados. Tomaremos el plano de 

úp.o de ellos, por ejernplo el del a', para plano horizontal.de 

proyección y el vertical que sea perpendiculrur á la arista.s ct. 

Tomemos tambiéB las distancias s 02 ..:__ s 01 y. como p1!1.ra 

construir el triedro basta hacer girar las caras a y ':1." alrede-
' dor de s b y s a respectivamente, hasta que las otras adstas · 

s 01 y s 02 se reunan en Hna so-la en eJ espacio, que será la 

tercerª' del tr~edro, es claro que los puntos 01 y 02 se con­

fundirán también después de este J;Dovimiento, en uno 

solo O; pero 01, al girat· alrededor de $ a., describirá un arco 

de circulo 01 e' en el plano vertical de proyección, 02 otro· 

arco de círculo cuyo plano, perpendicular á la chamela, 

será el 02 e e'; por lo tanto, sólo en la intersección e e' de 

estos dos planos podrá hallarse el punto O del espacio y 

como ha de estar también en el arco 0 1 e' ¡;;erá precisam~nte 

aquél en que este at:co corte aquella recta, punto cuyas 

proyecciOnes son (c-e'), resultando para las del triedro 

(s a b e-s' a' b' e'). 

162,-PROBLEMA 27. Oonst1·ui1• ztn t1·ied1·o 1 conocidas dos 

ccwas y el cliecl•ro c.om1J1'endiclo (fig. 177). 

' Sean 11., 11.' y o los datos. rromemos el plano del ángu­

lo 11. para horizoutal de proyecci.ón y el vertical perpen­

dicular á la arista s a. del diedro couocido, por lo que se 

representará éste en su verdadera magnitu<l, según e~ a' b', 

cuando la cara a.' haya girado alrededor ·de s a hasta obte­

·ner su verdadera posición. Al verificarse este r;novimie1;1to 

el punto 01 irá á par.ar á e' y este punto y el b determi­

narán la traza vertical de la tercera cara del tri&dro, cuya 

otra traza es s b, sieuclo ( s ct b c,s' a' b' e') las p~·oyecciOJ;les 

de.! triedro. 

163.-'-PROBLEMA 28. Oonstrzti1· ttn t·l"iecl?·o, clacla zma cam 

y los dos diedros adyacentes o y 8' (f:ig. 178). 
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Sea (/. la cara conocida cuyo plano será el horizontal de 
proyección, tomando el vertical como en los casos anterio­
res. Por s a debe pasar un plano que forme el ángulo 8 · 
con el plano horizontal y que puede trazarse inmediata­
mente, puesto que se representa en su verdadera magni­
tud, según e' a' b'. Por s b ha de pasar otro que forme e~ 

ángulo o' también con el horizontal, lo que conseguiremos 
siguiendo las construcciones indicadas en el párrafo (151). 
La intersección ele estos dos planos será la tercera arista 
del triedro. 

164.-PROBLEMA 29, Dadas dos caras. y el diedro· op~testo 
á unct ele ellas1 constt·uir el tr·ieclro (fig. 179). 

Elíjanse los planos de proyección como en los casos ante­
riores, pero el vertical perpendicular á la arista común á las 
dos caras dadas, que supondremos sean las ex, (/.' así como ? 
el diedro conocido. Debiendo formarse éste en la arista s b 

trazaremos por ella un pl
1
ano m b n' que forme dicho ángulo 

con el horizontal y basta'rá luego hace1· girar la cara a' alre· 1J 

dedor d'e s a, hasta que s 01 quede adaptada en aquel plano. 
En este movimiento 01 describirá el arco de círculo O, e' e", 
deteniéndose cuando encuentre á la traza n' b·, lo cual 
puede suceder en los dos puntos e' y e", pudiendo tener por 
lo tanto el problema dos soluciones, que son (sabe-s' a' b' e') 
y (s ct b c1-s' ct' b' e''). 

Dichas dos soluciones pueden reducirse á una ó á nin­
guna según sean los datos, no entrando en la discusión de 
éste y los demás casos del ángulo triedro por estar intima­
mente ligada con las de l9s triángulos esféricos, cuya reso­
lución se estudia extensamente en su lugar. 

165.-PIWBLEMA 30. Resolve1" Mn tt·ieclro, conocidos los 
clieclros o y o' y la cara e1. op~testa á uno ele ellos1 al seg·undo 
por ~emplo (fig. 180). 

1 La cara e1. será una de las que forman el diedro 6, y si se 

l toma la otra para plano horizo.ntal de proyección y el vertí-.... 
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cal perpendicular á la arista del mismo diedro, éste estará 
representado en sn verdadera magnitud en e' a' b', cuando 
la cara u, abatida en un principio, haya tomado la posición 
debida en el espacio, en cuyo caso 01 se habra colocado en 
e' y las proyecciones de S O serán (se-s' e'). La tercera cara 
debe pasar por esta recta y formar con el plano horizontal 
el ángulo o' ; por consiguiente para concluir el trazado del 
triedro hágase pasar por (s e-s' e' ) un plano e' b' s, en las 
condiciones dichas (154), según manifiesta la figura. 

166.-PROBLEMA 31. Const?'l6Í1' un t?·ied?'O eono'c-iclos sus t?·es 
clied1·os o, 8' y 8" (fig. 181). 

Tómense los planos de proyección análogamente á los 
anteriores y el triedro quedará construido trazando do·s pla-

1 

nos que formen los ángulos 8 y o' con el hodzontal y el o" 
entre sí. El que forme dicho ángulo a será el e' s' s y sólo 
falta tl1azal' ahora por un punto cualquiera otro plano que 11 

~ 
forme los ángulos o' con el hori ~ontal y o" con e' s' s. r Este plano es el e' b S (156) y las proyecciones• del triedro 
(s Ct b O-s' a' b' e' ). . 

1 167 .-Triedro trirectángulo. Este triedro no da lugar 
á ningLÍ.n problema, pues todos sus elementos son conoci­
dos, y respecto á su representación podría hacerse como 
la de otro cualquiera; pero en virtud de las circunstan-

. cías especiales que reune, es susceptible de una más sen­
cilla y que indica desde luego la clase de triedros á que se 
refiere. 

rromaremos para plano horizontal de proyección uno que 
corte á las tres aristas del triedro y las trazas horizontales 
de sus caras constituirán un triángulo, tal como el ab e 
(figura 182). Elijase el plano vertical perpendicular á uno 
de sus lados, al a e, por ejemplo, y a' b' e' será la proyec­
ción sobre dicho plano de este triángulo. 

La~ aristas de u11 triedro trirectángulo son perpendicu-, 
lares á las caras opuestas; luego las proyecciones de aquéllas 
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lo serán á las trazas de éstas y como dichas proyecciones 

han de partir· de los vértices a, b, e, las rectas as, b s y es 

trazadas perpendicularmente á los lados opuestos, serán las 

proyecciones horizontales de las referidas aristas, las cuales, 

según una propiedad de los triángulos, concurrirán á un 

~ mismo punto s, que será la proyección de igual nombre del 

v0rtice del triedro .. 

La proyección vertical de s b ha de ser perpendicular á 

la traza vertical de la cara s a e, y s' se ha de corresponder 

con s por una perpendicular á la linea de tierra, lo que con­

duce á la construcción hecha en la figura 182. -

\ 168.--PROBLEMA 3.2. Recluei1· un ángMlo al ho1·izonte. 

Supongamos que desde' un punto P (fig. 183) y con un 

instt·umento de medir ángulos se haya observado el A que 

forman las dos visuales que pasan por otros dos puntos 

By O, situados en un plano borizontar R Q, en el que P está 

proyectado en p. En medir el ángulo ct ó B p O consiste la 

opera.ción de reducir el ángulo A al horizonte (1). 

~ Si además del ángulo A se observan los ~ y '( que las vi-

suales P B y PO forman con la · vertical P p, conoceremos 

las tres caras del triedro P, cuya resolución nos aaría la 

medida del diedro P jJ ó a, que es el ángulo buscado; pero 

puede seguirse un procedimiento más expedito valiéndose 

también del sistema de proyecciones. 

Tomemos para planos ele proyección el R Q y el del 

triángulo p P B, que podrá trazarse desde luego en p 2/ b' 

Lám. 17 (figura 184) midiendo la altura p' p=Pp de la figura ante­

rior. Consideremos abatido sóbre el mismo plano vertical en 

p p' e1 el triángulo p PO y es claro que deshaciendo este 

abatimiento hasta que p' e1 forme con p' b' el ángulo A, ob­

tendremos en b' p e el ángulo buscado. 

(1) Esta cuestión se presenta en Topografía y Sé teauelve tnás 
Ventajosamente por el cálculo. ' 
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Al girar dicho triángulo p p' e1, e1 de~cribirá el arco de 
círculo e1 e y pura c_onocer cuando Q.ebe d_etenerse- el movi­
mierito, "formemos sobre p' b' el triángulo p' b' e'2=P B C, 

. ' 
es decir, forn1emos el ángulo b' p' e'2 =A y totnemos 
p' e'2 p' e1, y es. claro que deberá detenerse el movimiento 
de p' e1 cuando resülte b' e . p' e'2; por .consigni~nte descrí­
base el arco e'2 n e_, con el centro en b', y el punto e en qne 
corte al c1 e res u el ve ~l twoblemf:1.. 

. ' 
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' ~ \ 1 
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Capítulo IV. 

Poliedros. 

PROYECCIONES 

~'~ Poliedros en general.-169. Sabido el modo de repre-
/" sentar (jn proyecciones un punto, una r~cta y un plano, no 

puede haber dificultad en repres!'lntar de igual manera un · 
co~1junto de dichos elementos, y si se trata de un cuerpo 
cualquiera bastará representar las superficies que lo limitan 
por medio de sus proyecciones. Así, pues, cuando deba re­
presentarse un-poliedro señalaremos las proyecciones de cada 
uno de sus vértices, que unidas de dos en dos conveniente­
mente, proporcionarán las de las aristas de aquél y éstas á 
su vez determinarán sus distintas caras, como se ve en la 
figura 185. 

· Si el poliedro es una pirámide se dará generalmente el 
polígono de su base y el vértice, debiendo unirse éste con 
cada uno de los de aquél (fig. 186). 

,./' Cuando sea un prisma del que se conozca la base y la di· 
7rección des~ aristas, se trazarán por los vértices de aquélla 

paralelas á la dirección dada, terminándolas en un plano 
paralelo al de la base y á la distancia que se fije (fig. 187). 

Siempre que se pueda se to,mará el plano de la base de la 
püámide 6 del prisma como plano horizontal de proyección 
y en este caso estarán representados como en las figu• 
ras 188 y 189. 
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170. CualquieraAue sea el poliedro representado, cada 
una ele sus proyecciones afectará siempre una figura de con­
torno poligonal en cuyo interior y perírpetro estarán las de 
todos sus vértices y aristas. Estos poligonos se denominan 
contornos apat:entes de la -proyección horizontal ó vertical, 
pero nno y otro no son iguales ni son pt·oyecciones de un 
mismo. polígono. Podemos formarnos idea-de estos contornps 
aparentes imaginando una recta perpendicular á cada uno 
de los planos de proyección y que se mueve, conservando 
esta perpendicularidad, ~poyáncl-ose constantemente sobre el 
poliedro. Sus trazas marcarán entonces sobre cada uno de 
aquellos planos el contorno aparente respectivo. Habiendo 
stipuesto al observador á una distancia infinita delante del 
vertical ó por encima del ?orizontal, según la proyección 
que se considere, las distintas posíciones de. cada una de 
aquellas rectas constituyen un haz de rayos visuales que de· 
terminan la silueta ó contorno bajo ·el cual se nos presenta 
el cu.erpo observado desde üichos lejanos puntos; por esta 
razón se les da el nombre de contornos ' aparentes. En la­
figura 185, 1, 2-, 3, 4, 5, 6, 7, 1, 'es el qontorno aparente hori­
zontal y 1', 2',, 3', 4' , 5', 9', 8', 1', el vertical. 

171. Téngase presente que cualquiera que sea la posi­
ción de un poliedro en el espacio, nunca pueden ser vistas 
todas sus aristas, y para distinguir en cada proyección cuá­
les lo son y cuáles no, apljcaremos las reglas establecidas (64) 
para este fin, apal'te de qHe, por muy pora costumbre que 
se-tenga de ver en el espacio, salta en seguida á la vista qué 
ai'istas reunen ó no aquetliis circunstancias. 

172. Cuando un poliedro deba representarse por medio 
de sus proyeCQiones con el objeto de poderlo . construir des­
pués, es conveniente considerarlo en posición tal que re­
sulte el mayor número, posible de caras y aristas paralelas á 
eualquiera de los planos de proyección, "á fin de conocer 
desde luego ,sus verdaderas formas y magnitudes, deducien· 

' 
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do las de aquéllas que no estén en igual caso por medio 

de las operaciones necesarias. Cuando, por el contrario, 

se trate de representar un poliedro ya construido, se le 

tomará en una cierta posición y se medirán ' las líneas que 

resulten horizontales y verticales, trazándolas sobre ·los 

planos de proyección del mismo nombre, d~ modo que 

guarden las posiciones relativas que .tienen en el cuerpo. 

Para fijar las proyecciones horizo~tales de los demás pu~­
tos bastará,- por .medio de plomadas, determinar los pies 

de las .perpendiculaí-es trazadas al piano H desde dichos 

puntos, y 2ara las verticales, medir la,s alturas. de los mis-

1
-mos sobre aqu13l piano, ó sea la longitud de las perpendi­

culares representadas por las plomadas. Después deberán 

unirse convenientemente los punt0s obtenidos sobre cada 

' plano de. proyecciéa. _ 

~ ' 

~~ 173. Como este procedimieo.to puede da.r lugar á errores 

( debe evitarse en lo posible, aprovechando para ello las rela-

ciones de simetría ó regularidad que ofrezca la forma espe­

cial del cuerpo. Por ejemplo, si se trata de un prisma toma­

remos para plano H de proyección el de una de sus bases y 

para V otro que sea paralelo á las aristas. Aquella base se 

trazará inmediatamente en proyeccióp horizontal en .su ver­

dadera magnitqd,. ó reducida á escala, y supoJ:liendo sea la 

a b e d e (fig: i9.0), deduciremos de ella ·la ct' b' e' el'· e' . Por 

uno cualquiera ~cle estos últimos puntos, tal co~o a', .traza­

remos una recta a' g' que forme con la X Y un ángulo igual -

al que las aristas del prisma forman c.on el plano de su base 

y la verdadera longitud de dichas aristas, que se medirá so­

bre el cuerpo, se llevará desde a' hasta l, con lo que a g, 

paralela á X Y, y a'. g' serán las proyeccion'es de una de 

ellas. Estab_lecida la base y una arista terminaremos la re­

presentación del prisma como s'e sabe ( 169). · 
Ejemplos de lo mis~o nos ofrecen también lo poliedros 

regulares, de cuya representación nos · vamos á ocupar, s~1-

poniéndolos en la posición más velíltajosa para ella, 

' ' 
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:Poliedros regulares.-17 4.-PIRÁMIDE REGUJ:.AR. Se tra­
zará en el plano horizontal el polígono que ha de ser­
virle de base; por el centro del círculo circunscripto á dicho 
poligono, se trazará una perpendicular á su plano, tomando 
en ella la altura de la pirámide y el vértice resultante se 
unirá con los de la base. 

175:-PRISMA REGULAR. Se trazará igualmente en el 
p~ano Huna de' sus bases, por cuyos vértices se levantarán 
perpendiculares, terminándolas en otro plano horizontal que 
diste del de la base la longitud ó altura señalada para el 
prisma. 

Lam.18. 176.-TETRAEDRO (fig. 191 ). Este cuerpo es una plrá-p mide triangular, regular, cuya altura es tal que las aristas 
laterales resultan iguales á los lados de la base. Por consi­
guiente se trazarán sus proyecciones del modo indicado 
(174), calculando antes su altura por medio del tdángulo 
rectángulo a d D1• 

r 

177.-0cTAEDRsO (fig. 192). · Se puede considerar forma­
do este cuerpo por dos pirámides cuadrangulares, regula­
res, iguales, que tienen la base común, sus vértices á dis­
tinto lado de ella y una altura tal que las aristas laterales y 
los lados de l·a base'l'~sultan de igual longitud. Tomaremos 
el plano H paralelo al de la base Gomún, quedando ésta pro­
yectada por ejemplo, en (b e d e-b' e' d' e') y no resta más 
que trazar sobre e.st3: base dos pirámides en las condiciones 
dichas, cuya altura calcularemos como en el tetraedro por 
medio del triángulo rectángulo e ct lf'v que en este caso ya 
está construído. 

178.-EXAEDRO Ó CUBO (fig. 193). 
comprender su trazado. 

Basta observarla para 

~ e 179, -DODECAEDRO ( fig. 194 ). Si nos fijamos en una 

' ¡ 
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cara cualquiera de este poliedro y en su opuesta, que le es 
paralela, observaremos que son dos pentágonos regulares 
igu&.les cuyos lados sirven de bases á otros diez, que de dos 
en dos tienen comunes l0s lados que concurren á los vértices 
de aquéllas. 

Cada una de dichas caras con las cinco que le son adya­
centes, constituyen, pues, una especie de corona, cuyo bor­
de es una línea en zig-zag, formada por los lados no comu­
nes de los cinco pentágonos laterales y enlazadas ambas coro­
nas de modo que los salientes del borde de una de ellas en­
cajan en los entrantes del de la ·otra. 

Para obtener las proyecciones de este poliedro tracemos 
sobre un plano paralelo alH el pentágono (12 345-l' 2' 3' 4' 5') 
que será la base de la corona inferior y además los 5, 4, 
201, 111, 121, y 1, 5, 122, 131, 141 que representarán los aba­
timientos sobre el plano de aquéHa de dos caras adyacen­
tes. Si deshacemos estos abatimientos, girando ambos polí­
gonos alrededor respectivamente de las charnelas 4, 5 y 1, 5, 
hasta que los lados 5, 121, 5, 122 se confundan en uno ~olo, 
como están en el espacio, podremos determinar sus proyec­
ciones. En estos movimientos 121 no saldrá del plano verti­
cal 121 a perpendicular á la charnela 5, 4, ni 122 del 122 b 
perpendicular á la 5, 1; luego el vértice 12 del espacio deberá 
estar en la intersecciÓn de ambos planos ó sea en la ver­
tical proyectada en 12, cuyo ,pie es la proyección de aquél. 
La arista 5, 12 en el espacio, su proyección 5, 12 y la vertí-

/

. cal que pasa por 12 constituyen un triángulo rectángu.lo, 
que aba-tido es el5, 12, 123 y tomando d 12'=12 123 obten­
dremos la proyección vertical de 12. ' 

La recta 5, 12 ha de concurrir al centro o del polígono 
de la base y como las aristas que parten de sus demas vér-
tices 1, 2, 3 y 4 tienen la misma inclinación que aquélla, 
podxemos trazar en seguida las 1, 14; 2, 16; 3, 18 y 4, 20; 
concurriendo también á o y de igual longitud que 5, 12, así 
como los puntos 14', 16', 18', y 20', situados todos en la 
paralela 12', 16' á o', 2'. 
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El vértice 111 al levantarse el polígono de que forma · 
parte, no saldráJ del plaoo vertical 111 e perpendicalar á la 
charnela;la diagonal121 201 habrá tomado la posición 12, 2D, 
así como el puntro F 1 en que aquélla es·col'tada por la 5, 111 , 

se habrá traslp,dado -:1 f po.r consiguiente la intersección qe 
la,s rectas 111 e y 5 f nos dará la proy-ección horiZJontal 11 
de dicho vértice. Su proyección vertical se obtendrá toman­
do el 11' igual al cateto de un triángulo rectángulo que ten­
ga por base e 11 y por hipotenusa e l1v obteniéndose fácil­
mente después los puntos 13, 15, 17, J 19 y los 13', 15', 17', 
y 19', situados en la 11 ' 17', paralelaR 5' 2' . 

Uniendo convenientemente los puntos encontrados n.os 
formarán las dos proyecciones ·de la corona inferior. 

Para la superior debe observarse que para que las partes 
salientes de .su borde encajen en los entrantes del de la otra, 
es preciso que el pentágono central de Ja primera se proyec­
te horizontalmente de modo que sus vértices 6, 7, 8, 9, y 10 
ocupen los puntos medios de los arcos subtendidos· por los 
lados del pentágono que le es paralelo, y una vez trazado 
así no hay más que unir dichos vértices · respectivamente 
con los 13, 15, 17, 19 y 11, para dejar terminada la proyec­
ción horizontal de todo el poliedro. 

La vertical lo quedará .también trazando 1a recta 10' 8'l 
que diste de la 11' 17' .tanto como la 1.2' 16' de la 5' 2', en 
virtud de la simetría que guarda la corona superior respec­
to á la inferior, y proyectando !.os vértices 6, 7, 8, 9 y 10 
sobre aquella recta en 6' , 7' , 8' , 9' y 10', cuyos puntos deben 
unü·se con los 10', 15' , 17' , 19' y 11'. 

180.-IcosAEDRO (fi.g. 195). Coloquemos este poliedro de 
manera qne la diagonal que une dG>s vértices opuestos 
cualesquiera sea vertical y en esta disposición ooservaremos 
. que el icosaedro se compone de dos pir:imidc8s pentagonales, 
regulares, iguales é inve.rtidas, una superior y otra inferior, 
teniendo ambas por vértjces los dos del poliedro que deter­
minan aquella diagonal y la altura,. precisa. para que las 

-, 
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aristas~ late:r;ales rest'llteu iguales á Jos lados de las bases. 

Er:;tas tienen stis planos paralelos y están dispuestas de modo 

que al hallar sus proyecciones sobre tm plano paralelo á 

ellas, los vértices de la superior quedan. proyectados en los 

punt'os medios de los arcos subtendidos por los lados de la 

inferior, en la cireu:mferencia circunscripta á la misma. 

Dichas dos-pirámides están enlazadas por una faja com­

pt1esta de diez triáogulos equiláteros, á los cuales sirven de 

base y vértice los lados y :vértices de las bases ele aquéllas 

y teniendo además cada dos p.ñ lado •común. 

Sentado esto, procedamos á det~rminar las proyecciq_­

nes. Tomerpos para plano horizontal ~mo paralelo al de las ' 

bases de las referidas pirámides, cuyos polígonos se proyec­

tarán sobre aquél en su verdadera magnitud, así que nG ha­

Ti>rá más que trazarlos en la disposición que antes hemos indi­

dado. Estos pentágonos son los 2, 3, 4, 5, 6 y 7, 8, 9, 10, 11, 

' ~pyas proyecciones verticales serán dos rectas paralelas á 

XYtales como 2', 3', 4',.5'., 6' y 7', 8', 9', ,10', 11', cuya se­

paración fijaremos lt!!ego. En el punto 1, 12, centro común 

de los dos pentágonos, estarán proyectados los vértices 1 

y ·12 de las dos pirámides; unido dicho punto con los. vérti­

ces de ambos p·o!ígonos, f0rmarán las proyecciones de aqué-

i llas; así como uniendo taLnbién cada vértice de la base de la 

' superior con los dos de la infm;ior, que determinan la cuer­

; da que subtiende el ardo cuyo punto medio ocupa aquél, 

¡ resultarán proyectados los diez triángulos que enlazan una 
1 ph·ámide con otra y con ello concluída la proyeceipn hori­

' zontal del poliedro. 
De su proyección vertical conocémos ya. los puntos 

2', 3', 4', 5', 6' 1 7', 8', 9', 10' y 11'. Las de los vértices de 

las dos pÜ'ámides deberán estat· en la 1' 12' perpendicular á 

X Y, equidistantes de las rectas ti' 3' y 11' 9' , aungue á dís­

tinto lado de ellas. Supongamos por un momento conocidas 

~stas distancias y que 1' y 12' sean las proyecciones vertica­

les de ·los vértices inferior y superior respectivamente. Estos 

p~mtos unidos con las proyeccio~es de igual nombre de los 

.. 
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vértices de las bases correspondiéntes, nos proporcionarán 
las de las pirámides y uniendo á su .vez estos mismos vérti­
ces, en el orden que se unieron en la proyección horizontal, 
se completará el trazado de esta última proyección del polie­
dro. Sólo falta determinar las distancias 3' 9', 12' 10' y 1' 2' . 
Las dos últimas sou iguales y precisamente las altm:as de lns 
dos pirámides, siendo, por lo tanto, el cateto 121 12 de un 
triángulo rectángulo, cuya base sea la recta 12, 9, por ejem­
plo, y la hipotenusa la arista 8, 9 del poliedro. En cuanto á 

la distancia 3' 9' pronto se echa de ver que es también el 
cateto 91 9 de otro triángulo rectángulo que tenga por base 
é hipotenusa la recta 9 3 y la arista del icosaedro. 

Casos pa.rticu1a.res.-1S1. Cuanto acabamos de exponer 
es en la hipótesis de ser arbitraria la posición de los polie-
dros en el espacio, ó por lo menos la que ocupan relativa-

1
} 

mente á los planos sobre que se proyectan y así lps hemos 
podido considerar en la situación más ventajosa para hallur 
sus proyecciones ; mas sucede algunas veces que es preciso 
representar un poliedro que ocupe una determinada respecto 
aquéllos. En este caso se puede coloca;: el poliedro de la ma-
nera deseada y buscar sus proyecciones como hemos di-
cho ( 172), pero será en general más con,veniente trazarlas 
suponiendo al poliedro colocado como nos sea más ventajoso 
para ello y después deducir de las mismas, por movimien-
tos adecuados, las correspondientes 'á la verdadera ·posición 
apetecida. Estos movimientos pueden ser cambios de planos 
de proyección, giros ó unos y otros combinados. 

Si se tratara de construir, por ejemplo, una pirámide cua­
drangular, regular, dada la altura, la base y el plano P Q P' 
de ésúa (fig. 196), se podrá hacer un cambio de planos de 
modo que aquel plano sea el horizontal del nuevo sistema, 
trazar en éste las proyecciones de la pirámide propuesta (17 4;) 
y volver al primitivo sistema de planos de proyección, que­
dando así resuelto el problema. Hagamos, pues, dicho cambio 
de planos, obteniendo para línea de tierra definitiva (96) .1 
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la X" Y 11
; tracemos las proyecci<mes (s"' a"' b"' e"' d"' -s" a'' 

7./' e" d") de la pirám ide, según los datos que la determinan, 
y deshaciendo los cambios efectuados, quedará la pirámide 
en cuestión representada p0r (s a be d"s' a~ b' e' d'). 

Uomo nuevo ejemplo, suponga:ÍilOS q1~e se quiere repre· 
swtar un cubo de arista couocida, de tnoclo que una de sus 
diagonales sea vertical. 

Representemos primero .este cu.bo (fig. 197) del modo 

1

, que sea más fácil, tal 'como lo está en (abedefgh-c/7/ e' d' 

. e'f" g' h'), y supongamos que (b e-b' e') sea la diagonal que 
. ha de resultar en 1a posición pedida. Hallemos su traza 

horizontal (k-k'), y hagam0s girar el cubo alrededor del eje 
(;c,Y-a;' ~/J hasta que aquella recta s~a paralela al' plano ver­
tical. Después de este giro, las proyecciones del poliedro re­

sultarán ser las (al bl el cll el fl gl h1·a' 1 b' 1 e' 1 ~l' 1 e' 1 f' 1 r/ 1 h'l). 
Hagámosle girar ahora alrededor de (z u.-z' -u'}' hasta que la 
misma diago11al sea perpendicular al otro plano de proyec­
ción y , obtendremos por fin el cuerpo en la posición de­
seada represent¡;¡.do por las proyecciones (!r-2 b2 e'J d2 ed2g2 lt2-

' b' , Z' , f' , 7 • ) a 2 2 e 2 li 2 e 2 2 g 2 '~ 2 · 

182. También puede presentarse el problema inverso, 
esto es, que deba construirse un poliedro ct'lyas proyecciones 
se hayan obteuido ocupando aquél una posición cualq~1iera, 

·y como para dicha constwcctón hay que deducir las verda­
deras magnitudes de todos sus elementos, y esto es más fácil 
en una posicióu determinarla- que en otra cualquiera del 
poliedro, respecto á Ios planos sobre que está proyectado, 
podrá llevarse dicho cuerpo á esta posición · más ventajosa, 
por medio de cambios ó de giros, y El.educir ele ella los datos 
-necesarios para construirlo . 

Los dos ejemplos anteriores sin·en también para aclarar 
lo expuesto considerando que los datos r;:eari la pirámide 
(sabe d-s' a' b' é' el') (fig. 196) ó el cubo (a2 b2 e2 cl2 e2 f~g2 h2-

a' 2 b'2 e' 'J d'2 e'2f' 2g' 2 h' 2) (flg 197), qnq)'or medio de c~mbios 
de planos en la primera y de giros en la segunda, se pueden 

~ 10 
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r 
obtener·en las posiqiones respectivas (s.''' a'" b''' e"' d"' -s'' a" b" · 

e'' el'~ ) y (-a. be el e f g h-a' b' e' el' e' f' g' h'), de las cuales es más 

~ 
fácil deducir la~ dimensiones necesarias pam construiJ'tle. 

No se pierda de vista que los ejempl0s que_acnbamos de 

citar sirven sólo para dar , una idea de lo que ·debe ¡ hacerse 

en casos análogos, pues realmente en los pt'esentes bastada 

~
veriguar las lobgitudes del lado de la· base de la phámide, 

de su altura y de la aris,ta del .cubo, para sin más ope_racio-1 

nes poder construi'r estos _cuet¡¡5os. e • 

1 
!. ~·· ••· rl· 1 

- ![t f. 

Proplemas. 

DESARROLLO DE LAS SUPI!)RFICIES DE LOS PQLI~Dl'.OS • ¡ 

1 1' 

, d¿ 183. La op~r~cióu material de construir sobre un plano 

el desarrollo ae la euperficie de un poliedro, consiste en tra­

zar los distintos polig.onos que constituye:n sus caras .de ~ 
~ ,y ' 1 :--

modo que de dos en dos teugan un ·lado co¡:nún. .:.-· 

Por cousiguiente, en un ·poliedro irregular cualquiera 

d_udo por sus proyecciones: ,deberá -hallarse. la vercladera 
' • 1 

forma y magnitud de cada qna de _sns car~s y construir 

estos polígonos del modo dicho y conforme la disposicióu 

en qu~ se suponga se le haya abierto. 
Sólo nos ocuparemoS: · por lo tanto, de algunos cu~'rpos 

especiales. , 

184,-PROl}LEMA 33. Hctllcw el elesa.n·ollo ele l)a sttZJe?fieie • 
Lám. 19. de Úna pi·rámide ~ fig. 198). 

Búsquese la ·verdadera magnitud de las aristás y la de los 

lados de la base y cons.trúya'llse los triángulos que -forman 

sus caras, unos á cohtinuaci.óu de otros, á partir ele ta arista 

según la cual se considera abierta la ¡¡>ir'ámide. Complétese ' 

el desarrollo 'con el potígono de ~!1 base. ~ 

185.-PROBLEMA 34·. Trazct?" ~l cleset·JToZlo de lct supe¡:ftei.~ . ~ ~ 

de un p1·ismct (fig. 19.9). r _ 

'' ' 1 

\ 

¡ 
A 
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Siendo, sus caras laten1les p!lt'ülelogr·amos; se necesita 

para. constnúrlos copocer dos lados de 0acla uno y una dia­

• ' gonal; por consi.guiente, debe bu'~carse la verd'adera magni-
' tl}d ,cle his, aristas laterales del prisnia 1 la de una diagonal 

d; cada UUI:t de sus car~$ y la de los lados de' r~ ba.se. Estos 

últin:los se .couocet1 desde ' luego et'l el casb de la figma ac-

. tnal. Después se trazar·á el r:lesárrollo análogruneoLe al pl'Q· 
blema anterior. . -J ~ - ¿:., . , 

186.- p ·lloBLEMA 36. H~llar lóS d[3san·'ollos de lcts supmfi­

cies de lqs zJoliedros regula}·es. 
/Como en cada nno de ellos son conocidos los polígonos 

que constituyen sus caras y bastttla m11gnitnd¡le un lado 

pam constl'L1il'los,no se necesjta operación ninguna prelimi-
" . 

uar, pues representad-os los prolíedfos regt1lares del modo di-

cho (176 y ~ignientes ), siempre se encontrará una ~rista pro­

yectad.n: en su verdadera magnitud . Así, pues, nos límihat'e­

lllOS á indicar la forma que afectan estos desarrollos en cada 
poliedro. : ~ .-

TErrR AEDRO (5g. 200). Uu triángulo ceritl'al, - que es la 

base, y otrq.s tres sobre los ládos de aquél, que representan 

los abatimientos de las tres car~s. ' 

ÜGTAEDRO (5g. 201). Pudiéndose considerar este cuer::)Q 

'como 'la r; unión ele dos pi1·árnides cuadrangulares que tie­

nen uua base común (177), uo hay n¡Úís que clesarrollai.· las 

cuatro cat:as laterales ele c;;tda una de modo que amb.os ~es­

arrollo¡¡ queden enlazados por una arista; 1, ,2, 3,4, 1', 2' 1 

3' , 4', son dichos desaHollos parciales. 

I cosAEDtW (6g. 202). Se compone de una fAja central 

cotnpuesta de clieíl triángulos equiláteros, y de dos pirámi­

des pentagonales que lo cienau s'uperior é inferionnente. 

Desarrollando estas tres partes ele modo que no resulte solu­

ción de continuidad, tendremos, que 1, 2, 3 ..... 10 J~ept·esenta 

_ el _desanollo de dicha faja, y 1' , 2' , 3', 4' , 5', y 1" , 2", 3" , 

4'", 5", los de aquellas pirárn.ides. 

- .. , 

- ' ¡ 

ExAEDRO Y DODECAEDRO. Bp.sta ver las figuras 203 y 204. Lám. 20. 

.J 
1 
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SECCIONES PLA'NAS EN LOS POLIEDROS 

187. Se llama así el polígono que resulta de la inten¡ec­
cióu de un poliedro con uu plano. 

Los lados de este polígono sbn las intersecciones del p1ano 
con las uaras que corta del poliedro y los vél'tices del mismo 
las traza sobre dicho plano de las arista~ déÍ poliedro que 
sean cortadas por él, haciendo esta salvedad, tanto para los 
vértices com0 para los lados, pues se comprende que el po­
liedro puede tener caras ó aristas que no encuentren ~~ plano 
dado. 

De lo dicho resulta que para hallar la intersección de uu 
1 ,, 

poliedro · cualquiera cou un plano, pueden emplearse dos 
métodos: buscar las intersecciones de· éste con las taras, ó 

· con las aristas, rest.lltando determinada la sección, bien por 
sus lados, bien por sus vértices. Queda, pues~ reducido el 
problema al de intersección de planos ó de planos y rectas; 
mas téngase en cr~enta que si bien para hallar unas ú otras 
de estas int.ersecciones hay que considerar como indefinidas 
las caras ó aristas del poliedro, una vez halladas aquéllas de­
bemos cerciorarnos de si las rectas ó puntos de iuter.sección 
obtenid~s están dentro de los limites de ,las expresadas caras 
ó aristas, pues de lo contrario no p,uecleii formar parte de la 
sección plana. 

Se comprende también que debe procederse con sumo 
cuidado para no incunir en confusiones, causa . siempre de 
errores, puesto que después de halladas las imt'ersecciones del 
plano dado con las caras ó aristas del poliedro, ha de ser 
difícil ave1;iguár el qrden en que deben sucederse estas rec-
tas ó punto's para constituir el polígono 'que se busca. ,,. 

lll. Para evitar esta confusión es preciso a'l!lte todo 
~sLudiar los datos, elegir una cara, por ejemplo, que se com­
prenda deba ser cortada por el plano y hallar su interseccióu, 
recta, que quedará limitada por dos aristas de las que consti-

\ 
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tuyen dicha cara. Se tom
1
ará luego otra cara adyacente á la 

· an~erior p!5r una de aquel'las dos aristas, buscando también 

la intersección cou el plano, para lo cual bastará encontrar 
l ' 

un. solo punto de ella, puesto que se conoce ya el extremo del 

pL'imer lado. La nueva ¡;ecta obtenida tet·minará en otra 
• 1 

ansta c0múu á la cara ,con que se operó y á una tercem, de 

la cual se buscará de una manera análoga su intersección con 

el plano,'yasí sucesivarnentehasta encontrarse de nuevo con 

· la cara departida; es decir, que elegida ésta según la que arro­

jen de si los dátos, se busca siempre la intersección del plauó 

con la ca!'a que tenga de común con la ant~rior la arista en 

que termina él último lado trazado de la sección plana. 

Si nos valemos de los puntos de encuentro del plgno 

con las at'ií~tas, se elegirá la prir.net·a análogamente á lo 

hecpo con la prim.era cara en el proced~miento anterior, y 

di:lspué;; se emplearán sucesivamente las inmediatas á la úl­

tima cons'ide~·ada, cuidando de unÜ' siempre cada nuevo 

vértice con el determinado antes que él. 

189. Es claro que 'los lados de la sección plana que estén 

situados en caras ocultas lo serán · también, mientras que 

deberán señalarse como vistos los que estén en caras' que 

gocen de esta propiedad. 1~1 plano dado ocultará también 

parte del poliedro, la que deberá tenerse en cuenta para sn 

u1ejor representación y claridad del dibujo (64). 

190. Muchas veces' ocurr~ necesitar la vercladem mag­

nitud del polígono sección, la cual se obtiene abatiendo el' 

pla/10 que lo ha producido. También suele necesitarse el 1 T 

trazado de este poligo'no en el desarrollo de la superficie del 

poliedro, línea que' recibe el · nombre de transfo1'mada de la 

sección, y par~ determinarla bastará buscar en cada arista 1 

que contenga un v--értice, la verdadera magnitud de la parte 

de ella comprendida entre ·aquel vértice y uno ele los del 

'poliedro, llevando luego convenientemente esta longitud 

~obre la arista ~OlTespondiente del desarrollo. ' 

~ . 
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Si la sección plana tu.viese que trazarse sobTe un~ polie­

d1·o constmiLlo, se U evadan aq llellas distancias ' sobre ,las / 

aristas del polieuro y se uuirJau ·ros ptmtos resultantes de 

uos en dos. -1 

Algupos Pjemplos u.clararáu todo lo expnesto. ·. 
. 

-~ . 

191.-P&oBLEMA 36. Hallar la intersección ele .una p~rd­

miclé con •un pla.no, la pei'cladera .{arma; y mcr.gnitttcl de l(t sec-
-

1 • 

ción y sn trn.nsformctda en el des.w··rollo de aquélla. _ 

Valiéndonos de 1as rntersecciques del plano con las ci:uas 

(figura 205), se ha e~ég-iclo para empezar la-(rt v b-ct' v' b'), de 

la que se La buscado sn tn\za vertical por u'ledin de' nna 

hor\z~ntal (v g-v' r/) qne pase por el, vértice de la pirárp(d~, y ' 

halla.odo luego la intersección ,(f2-f' 2') de Jos plános PQ P' 

y rth.c/, ele cuya -recta sólo 1a .parte (12-1:2') pertenece á l_a 

seccióu plana.,De la misma manera. se ha encontrado la in- ' 

tersección_del plano con la cara inm:ediata (b v c-b' v' e') ob­

teniéndQ la recta (l3-( 3') que debe .. pasar por ·(2--2') y pro­

porciona el lado (2 $-2' 3')._ D.e-.Ia ca..ra adyacente C VD se ha 

buscaqo la- traza vertical por rnedio de las tra?ius de este 

nombre de las aristas que déterrnina dicha cara y en segnida 

se ha buscatlo !~ '' intersección del plano (cd-p'q') c9n el 

dado, que es la recta .(o 4-o' 4'), qüe debe pasar por (3 3:) y -" 

·determina el unevo Indo (3 4-3'4'). La tl'az.a- verti\!al de la 

cara siguieute se l}a obtenido de t~n Jl)oclo análogo nl ante­

rior, y como;.- s~ -trae;~ ' horizoñtal uo c~rta á la del pla-no 

<.lado se ha empleado además de las. traza.s verticales un 

plauo auxillat· t ·u., pandelo al vertícal de proyección, resul­

tando la intersección (4 x-4' ir/)· que debe pasar por (4-4') y 

que pro!'luce el lado ( 4 5-4'\)'). Finalmente, uniendo el 

punto (5-5') con el (1-1') s'e .comple.ta la secCión buscada. 

Hubiera podido obteners~ ésta: más fácilmente, pus­

cando un solo ·punt6 para cada !aJo y uniéndol0 con el 

extremo d13l anterior; pero ·de intento nos hemos separado 

algo ele la mai·cl~a g<;Jneral indicad~ ( 188 ) para obtener 

comprobaciones é ind.icar va1!ios de Jos distintos medios 

) 
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pbr los que pueden obtenet'~e las \inter-secciones del plano 
con cada cara. ' 

Eu la figura están claramente indica_uas las operacioqes 

·nécesa-I'ias para obtener ~:JI ab;J.Ümiento de la sección pl:rna 

y su. transformaÚ ~n eÍ aesá~;.ollo, de Ia pirúmid€. 

Si se prefiere hallar las · interseccioues de P Q P' con Jas 

aristas, sabid0 es (Sl) q~1e de'be hacerse pasar po,t· cada una 

(le estas un plano ' an.xili::.w (gener:ütnente uno il<;l los pro­

yectantes) y buscar ¡; iratersección dé'é:.te con el d~do, in­

terseccion que dará un vértipe del polígono qu.e se busca en 

sn'enenen'tro con la-a·dstl;!_ de" que se .trl!ta. . .. 

Si nos valemos, p~1es, de'los plano& pwyectautes V€'l'tica­

les de todas. las :ui§tas, estos planos se· cortarán según gna 

ve1·tical q ue~ pasa 1:á , por el vértice de la pirámide, y la -traza 

de esta recta sobt·e el plano dado será' un p~nto común a éste 

y f~nda un_o de los anxlliat·es, b1stand0 en consecuencia un 

nuevo puntQ para óa:d~a interse,gci9n auxiliar. 

En la figlll'a 206 erlla qué se ha eil!p_leado este método, 

se ha e m peZ<tdo por detet·mi nar el ' punto ·(f-f' ), traza de . l:t 
vertical que pasa por•1v-v') sol;>re P Q P'. Las intersecqiones . 

de éste con los p!·oyectautes verticales da lQ.s aristas se h:rn 

obtenido unienclo el punto (f-f'~ con los ré;;;pectivos (g-g'), 
) (h-h'), (l-r) y (m·m'), y l~s recta~ resultantes han deter'mi- ' 

nado los vértices (J-1'), (2-2'), (3-3')3r (4:4') de la sección 
buscada. r \ ,.,_ 

Tiene la ventaja,est_e procedimiento sobt·e el antet·ior de 

re~mltar el dibujo menos ' extendido; pero si se necesita bago 

el abatimiento de la sección plana, es pre-ferible todavía em­

-plear -fJ'lan~s aux'iliares qne pasen por las aris-tas y tengan -

su traza· horiz;ont~ll piu·alela á la• de~. dr1do. 

En' la figura 207 se ha hecho así, y desde ·luego obser;;a- Lám. 21. 

remos que dichos pl-;o<~s auxiliar~s, por pasat· pot· el vértice 

d-e ln pirámide :J tener sus trazrts horizontales paralelas, se 

co,rtarán según la horizontal (v f,v' f'). Trazaremos, pues, 

ante todo e~ta recta~ y ~u trnza'vertical f' deberá ser un 

punto de las del mismo nombt·e de aquellos planos; cn.)'as 

-
' 
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otras trazas pasarán por las horizontales de cada ·arista pa· 

ralelameute á la P. Halladas luego las int~rsecciones de ios 

referidos planos auxiliares con eL P Q P', estas rectas deter­

minará u los vértices (1-1'), (2·2' ), (3-3' )., (4-4') y (5-b') de la 

sección plana. · 

La ventaja que indicamos antes consiste en que la's 

rectas que han proporcionado dichos ·vértices sirven para 

hallar el abatimiento, obteniendo éste en las mejores con· 

diciones, puesto que cada. vértice Yiene dado por el eBcuen­

tro de dos rectas perpendiculares, como puede observarse 

en la figura. 

, ;~"; Si el plano dado fuese perpendicular á uno ele los de pro-

r yección, la tntza de aquél sobre éste contendría las proyec-

1 cioues de cuanto esté situado en el nJismo, siendo entonces 

muy fácil hallar la otra proyeccig:n del polígon0 pedido. P-,ero :> . • · 

~ aunque los dato_s no est~n en las cond~ciones me~cio~a<ilas, ~ j "' . 
\ puede llegarse s1empre a ellas' pot· mecho de cambiO de pla- r• · 

t nos 6 de giros. ,. l 
Como ejemplo presentamos la figura 208, . en la que se 

l ha aplicado el primer medi,o. ) 

192.-PROBLEMA 37. Hltlla,r lct intersección ele un' p1·isma 

t;on un plano1 la verclaclem magnitud de la sección y el clesa­

n·ollo clel p1·ime·ro cott lct trcmsfonna'dct ele ésta (fig. 209). 

Cou las ligeras variaciones que reqüiere ht naturaleza 

del poliedro, son aplicables á este probletna los procedimien­

tos empleados en el anterior. El prisma. tiene por base in;fe­

rior el pentágono (ct be el e-a' b' e' el' e~ ) y el plano es PQ P'. 

Se ha empezado por hallae la intersección "de éste con la cara -

A B (nombraremos las cams por las lett·as de sus trazas)' va­

liéndoiws ele las trazas de ambos planos y obteniendo el 

lado (1 2-1' 2'); (2-2 ' ) es llll punt¿ del lado siguiente; hallando 

ott'o, me¡:liante el plano auxiliar Z, ha rest~ltado el lado 

l2 3-2' 3'); el mismo plaQO Z ha servido pat'a hallar el 

(3 4-3' 4'); la intersección de P Q P' con la cara DE es pa­

ralela al lado ( 1 2-1' 2'), por consignien te se\ Ita podido 

·Y\ r 
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tl·azar el (4 5-4' 5') y uniendo su extremo con el pt:into (1-1') 
se ha determinado la -sección plana. 

l'am bién están indicadas en la n;tisma figu·ra las cons­
trucciones pá:ra hallar la intersección de P Q P' con cada 
arista valiéndose .de su.s pUmos proyectantes verti~ales. El 
de la arista cuya traza es (ct-a') corta al plaño dado segúB 
la rect~ (i 2-1 2'}, fácil de• encontrar, y (1; 1') es la intersec­
ción de aquél con dicha arista: Las intersecciones del mismo 
plano con los demás proyectantes son paralelas á la anterier, 
siendo un punto de cada una de ellas los M, N, O, P.1 

/ 'l'omando un nuevo plano vertical de pr;oyección X' Y' _ 
perpendicular al dado, se ha encontrado asimismo la secció~ 
plana del prisma, bastando seguir las construcciones hechas 
en la fjgura, en 1~ que están indicadas también las que con e, 

duceu al abatimi~uto 11 21 31 41 5 1 de dicha secci5n. 
Para obtener el desarrollo del prisma c0n la transforma· 

da de aquélla, pudiera seguirse el método general (190); pero 
es más convepiente valerse- de la .. sección recta, producida 
por R S' R", pa~~a cuya más facil obten-ción se ha cambiado 
nuevamente de plano vertical por otro X'' Y", paralelo á las 
aristas del poliedro. La mencionada sección recta es la 
( cr. ~ '( ík~" 6" ('S" e" ) y su verdadera magnitud ]·a a 1 ~1 '(t ~1 s1. 

Esta en el desarrollo es una línea recta, fá~il de trazar; 'las 
aristas del prisma han dt3 seriA perpendicqlares y las dis'tan­
cias desde los vértices de la sección recta á los dE) la otra sec­
ciG>n plana y á los de cada una de las bases pueden medirse 
directamente sobre la proyección X" Y" , no presentando, 
pot· consiguiente,_ ninguna dificultad el trazado del dE)sa­
rrollo del prisma con las d.os transformadas. 

INTERSECCIÓN DE UNA n.ECTA CON UN POLIEDRO 
' 1 . . 

...-~ 193. Haoi.~ndo pasar por la récta un plano cualquiera, 

. halland() la sección causada por ·éste .en el poliedro y viendo 
los puntos en que este polígono corta á la recta dada, se ob~ 
tendrán los que se buscan. 

""' - . ' 
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1 
El plano que se •haga pasar por la recta deberá ser en 

genet'al una de sus -proyecta u tes, pura lll!J.,Y .. or sencfUez, pero 
, e:¡¡ta elección-'depepde del poliedro de que se h'ate. 

Si és!Je fuese una pirámicle, serítt más ·eo'9ve'ílieut~ -hac~t· 
pasar el plauo por-- ~el vértice de la pirámide., -ptl_es sú, 1 inter­
sección co1i. esta serín un triángul~, fácifde Qbtebef; y si 
fuese nu prisma, el plaqo que pase por la recta i::iebe se¡·> ade­
más paralelo a sus :rristas ~y ltt iuterseación será un paralelo-
gramo. 

194. Como ,caso particulür de - e.ste 'prol>le~ua puede pl·e­
senlaJ·se el de hallar la segunda proye·cciól(l, de tul puntb si­

'" t'uaclo sobt•e un pQJi.ecÍro, conocida la · otra ;~t;oyeeci.óJJ, pue$ 

b!_lsla ha,eer -pasar~ p_er ésta Sll r~·oy~ct~J?te Y,ha1l,la¡: la iut~r­
se~eión de esta resta con dicho paliedro. 

"· 
IÑ'l'ERSEÓCIÓN DE DOS POLIEDROS 

195. Si hallam0s }a interseéció11 de uno-de. los -poliedros 
COl'\ cada una de las caras del otro, obteudremos up 'conjuntb ' 1 

de líneas que deberád' constHuiJ· la mutua sección-de a1~bos 
cLrerpos, p1:1esto qne.{d'ichas. líneas s~rán coi:i1~n·es á J:¡ts su- ' · 

perficies de tm.q_ Y
1 

ot-ro. . ~ · -
P~'dríamos 'ñpli,car, por lo tanto, los fnétodos indicadds al ·r ·' 

tratar de las1 secciones pla·nas de· ,Jos , poliedros; pero desde 
luego se eomprehde quA ha de haber alg~1ua' diferencia, pu~Js 
allí era un plano -indefinido el que cortaba al poliedt·o y 'aquí 
es uu_ plano limitado. En aquel caso, cadaJJJd@ de la sección 
se l.imit,aba en ·dos aristas de una misma cat·a, y en ést-e la 

1 recta común á· dos caras; ' una de' cada cuerpo, _puede quedar­
lo por dos aristas perte.necien tres ,á d istin,ta cara. 

1 ~· ' ·r. 
,, 

- Í96. Por consiguient:e, rlejaremos ya sentaáo que uu·a 
ver, obteuidl% \a intersecqiót) de una cara det primer poliedro 

~
con otéa 'del segtlDdo, consideradas• a/mbas inde:finid::ts pam ~­

s operaciones gráficas de ~allar dicha intm:seccióu, sólo se 
. ... ' 

.. 
' . 

1, 

• 1 

,. 

1 ; 
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_ debe. tomar ·de esta rect~ la' parte, f<?.II}ún~ l\,, ~o,s "dosyolígouos ó. c~ras, . es decir, la parte, comp)'e¡;¡.dida e,ntve dos aristas per-
. teneéien,tes' á eHa:s, .bielll l(;) sean á una sola-; bien t.ma á-'1a de-.. .-:: . ,,.,.·.... -tm poHedi'O y otra -á 1a cl~l otr.o. "' -

l-97 ... -Aden'lás .se·.concib;tambiéll que ·no e.s~ preciso en- ~ 
) cont~ai· · las interseé<iliónes de · uno de IQS cuerpos con toQ_as 
Ja~ ea-ra-s del otro, pmes' por 'lo ge,netah ·.no todas lo cortarán, 
~ien~o por otrá parte· complicadas 'estas operaciones indica-. ' ' - ~. t das con tanta vaguedad, 1por la confusión que puede surgir 1 

al enlazár dichos resultados parcial'es 'pnra -d~ gl~i¡· y fijar el 
COlljhnto poligonal q~te se buSCÍl. ,, , . "· ,

1 . Este no 'set·á. generi:tlmeÍ1t~ uw figura ·plana, pue~to 6}-Ue '!· cad~. uno de s\1s ·ia:dos ts commn á dos pia nos dís.tin~os. Los 
;, vé rtices estarán sieruJWe sobre a\guoa -adsta, pero pudien'd0 
t! pertenecer.ésta á uno ú oti'O de los dos p_bliedros, dichos v'ér-

j·~ tices estar.án tambi~n e~1 el interior <)..e las. caras _que no con-
' t <ingan aquella arista. ·" · ·' />,.~ · -lb \ Así:es que au_n estudi¿udo detell·\Llatp,ente los datos, · u.o j ' . ~s posibl~ ~orn;uirse·. ,idea. ~xacta de la Éet'm~ y po~ció·n d~ la \ mtersepctóu buscada, ·y tan-to por este mottvo ~OJllO por Jas_ 

razones expuestas antei:iormente, es dé precisa ·necesidad 
seguir una marcha metódica y ordenada, que evite l::,ts con-fu~iones y eluda las dincu'ftades·. ; · ' '• 

· 1 • Qonsideremos, por lo _tanto, uu l!ljetnplo, que al par que 
· UOS.. g!JÍ9 e-n los razonan::tien·tiDS, llOS J?9rmita hacer las demás 

. consideracion.es pertinentlils al asml.to, facjliL6.ndo 'reglas g¡:l· 

. net·ales aplicablés á ' los demás casos. · :, . 

.. , 198. 'Sed, pues, hallar la intersecoióEl de uu cubo y ttn 
1 ' · tet11aedro, ·que representamos en peL·spec~i!Va en la figura 210. Lfrm. 22 . . ' m te todo hay que elegir en cada poliedro upa caL·a, de 

,nodo qÍ.1e 1?-S-clos:se qorten, y para ello debe consultarse la 
forma y posición relativa de los · datos, procediendo , por 
aateos en ca~o de duda. Su común seccióEl se buscará co¡;¡-

1 • derapdo amba~ . car;s como indefinidas y siguiendo las 

1 ' 

,• 
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( 

reg-las de 1~ in tersecc-ió. n de plano (51 y sigui en tes), per~ no 
tornando luego de la recta que resulte más qne ·la: parte 
comprendida entre a!·istas de una y otra, como d:ijlmos 

' anteriormente. · . "' " 
En el ejemplo actual se han elegido las caras A B C y 

~ H J NG, cuya intersección se supone ser la recta 1-~ ilimi-
~- tada, y tomando de ~Ua la paTte 1-2, que es únicamente la 
· común á los dos polígonos, ~e obtendrá el primer lado ele la . 

intersección buscarla. 
j Siguiendo por uno de sus extremos, se observará que 
el 2, por ejemplo, por estar sobre l·a H J, . además de per­

, tenecer á las dos caras1 elegiuas, conesponde tf;t~nbién á la 
~ 11 E L-;J, siendo, por con;;i_guiente, \\111 punto de, la intersec­
ción de esta última con la-A B- C, y hallando otro ·punto de 

6la misma recta, obtendremos la 2-3, de la que se tomal'á 
tan sólo la parte nombrada· por la misma razón de antes. 
, l punto 3 pertenece también á la cara A e D y ~Ort'Da parte re la in tersecci6u de ésta con la misma HE L J ¡:¡.nterior; 

}~~ego hallando un nuevo p
1

nnto, se determinará la 3-4, que 
limitaremos en 4 por la arista J H. Análogamente el punto 4 
pP,rtenece á las caras A e rD y 11 J N G, y cgn facilidad po­
drá encontrarse la 4-5 que les es común, terminándola en i'> 
sobre la arista A D. Este punto es ya de la inte~:sección de 
1-IJ'NG y la nueva cam ADB, por lo que deter~ninare­
mos otro punto ' de eUa, que unido con el anterior, nos pro- 1 
porcionará la 5-6, termi~;¡ada en 6. Consideraciones análo-

'· ga~ nos inducen á encontvar la 6-7, intersección ·de A B D 
y F G N .LVI, y h1t>go sucesivamente las 7-8, 8-9, 9-10 y 10-1, 

. que lo son por su orden de A B D y 111 LE F; de ésta y A D C.; 
l le la misma M LE E' y ABe, y de ésta con la F G- N M; y 

"'~como la última 10-1 tiene que tertninhr sobre la arista G'N 

lquEl pertenec~ tambiéa á la cara G N J E, que junto con la 
ABe, son las caras por donde empAz.amos, es claro que, si las 
construcciones astán bien hechas, al extre~~ 1 de dicho 10-1 

l
ha de coincidir con el 1 del ludo 1-2, guedando así cerrado 
y completo el contorno poligonal que buscábamos. 

¡, 

' ' 
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199. Fijándose ahora detenidamente en las operacic .. nes 
realizadas, veremos que, encontrado un lado de 'la intersec· 
ción, para halh¡,r el que sigue hay qu,e observar la .arista ·eu 
que termina, ton::iar del poliedt·o á <fue ,,pertenezca, la cara 
adyaceu te, por dicha arista, á la ~mpleada anteriorr:peute 

- y buscar s~J inteFsección con la misma del ótro poliedro que 
. produjo el último lado obteuido; es c).ecir' que para cada 
lado n~1evo, hay que valers.e de una de las dos caras que 

· pt·oporciouaron el al!Itel'ior·, siendo la q u. e se abandona, .aq ué­
lla á que pertenezca la arista sobre la cual 'quede sitnad!o el 
último vértice, tomando en su luga.t• la que · sea adyacente 
según dicha arista. Y a hemos iuqicado (l9S) el modo de 
obtener el pt'imer lado, y procediendo ·ele esta tn_anera, no 
puede haber confusión, yJnucho men~s si se ou'ida de seña­
lar cada vértrce que se obtenga por-un númer? correlativo. 

200. Las proyecciones de la Íntersección de dos polie­

·r· dros ~o tendrán todos sus lados vistos, y bien se compren~e 
que pa:ra reunir un lado esta circunstancia, es preciso que 
sea común á dos caras vist.as; por consiguiente, en cada 
proyeccióu se trazarán así los lados que provengan de dos 
caras que lo s~ari sobre la misma proyección y como qcul­
tos lps detnás. U na regla anál•>ga se ha seguido en la figura 
en perspechiva que consideramos, en la que sólo .son vistos 
los lados 1-2 y 10-l. 

201. Cuando dos poliedros se cortan, forzosamente ha 
ele suceder que cada uno de ellos oculte una parte del otro, 
circunstancia que debe hacerse constar en el dibujo para ia 
más clara representación de ambos cuerpos; así es que ade­
más de trazar debidamente como" vistas Y. oculLas en las' dos 

1' 

proyecciopes las aristas que lo sean de cada poliedro como 
si estuviera solo, h¡¡.y que repr·esenta/ también como ocultas · 
las partes de aristas que no ld sean de por sí, pero que que­
den tapadas yor el .otro poliedro. 

Fácilmente puede averiguarse las partes de aristas que 

'· 

., 



¡. 

142 G-EOMETR'ÍA DESCR!PTIV .A. - ' . 
_________________ _L_ __ ~~--~----------~--~~ 

se hallan en este ~Bso,jn~Reccio11ando detenidamente la .po­
sición relativa de Jos datos, "mas en C3,SO de duda~poede set' 
gujrse este p1·oce~imiento. Hágase. pasai· por la, ari~ta ;qne 
se considere el plano proyectánte pet:pendicular arde -:pro-

. yeccióu de que se trate _y hálland1i( ·ha i·nt'ersecéión'" de este 
plano ·con el oú·o poliedro, se reconocer¡í. si dicha arista· ~Stá ' 
debajo ó encim,a, delanle 6 d'etrá:s de ,a'qné1, según s~ trate, 

-Ir de la proyeccióri hori3'0ntal ó ·veí'tical. ' 

\ 202. - ~n el c,aso de]~ ñgúra 2'f0 eu que la itJt~rsecc.jó.n de 
' los dos cuerpos .propuestos en un sóto' 'polígono ·1, 2, .3 ..... JO, 

se dice que hay a1nmque¡' pero ·p'ued.e
0 

su'ceder qt~.e la inter-
11, sección de. 1os dQs ,polied.rós, seam dos p-0lígouus distÍI)tos, 

planos ó no, y entonqes se .. dic~ qtÍ~ hay pe'J'letración. Est'ª­
cas·q ocurrira CU!!:ncló up .. ángul.o· polieélro de up-0 de los dos 

..... cuerpos ~ntre 
1 

enlel !~lterior 'éfel ot:-ro, causando una intersec- r, 

'· ción ó polígon<~· de énlracila,· y atravesando dicho cnerp0 
. salga por la parte ' opuesta, ·ocasjonando otro polígoiJO de, 

salida. ·'l'atpbién · p~'iede haber penét¡·á~ióu, y sin e~nbárgo, 
un solo poJ:íg<nio, ' si el ' v-ér~i~e del ángulo poHedro mencio- '\ 

\• 
1 · nado queda en el interior dEJl otro ,cuerpo. 

' '· 1 ,._... 

. 20ª; Ocurre g~l1'era-lmeute b\;~scar el de~tart:oHo de an1._bós 
· p'óli'edros con la tL·ansfonnada' en cada. uno de sü éomún in-

, _, 1 

· térsecdón. Aq uéllo's se hallarán sigúiendo las l'eglas esta-
blecidas (183 y s·iguientes), y en cuanto á las transformadas 
podrían epcontl'!l,l'Se sin dificultad, COI'Í10 hem~s Visto 'en las 
secciones planas (t90), si tod~s los vértices estuvieÍ'en á la 
v~::z sobre aristas de UIJO y otr.o. eqerpo; 'mas 110 siendo así · 
h'ay que imtroducir algl1Jila m~diftcacióli en el método que ' 

jallí se empleó. _ Desde luego diC11o.s 
1
vértices están situados 

¡sobre ariRtas, pero que pertenece!"l ' á UilO ú.. otro de los polie- "" 
dros dados, y en el q.ue 110 con tenga lf! ai'Ísta en donde está 
situado' un cü¡rto ;é~·L'jce, Y..ued~ éste 011 el interior de .u'na . 

(

de sns caras. El vert1ee 3, por eJel¡riplo, está sobre una· cara " 
del cubo. -' -

' '' ' . 1 / 
/ 

11 1 ' 

, / 
' 1 1 

1 ' 

.' \. 

·•. 

., 
]• 

,-

,1 
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. Por consiguiente, para hallar. las tra-nsformadas podrán 
eeñalarse desde luego en cada desarrol'Io los vértices q ne se 

·h~llen ,en ari-stas del poliedro corr!_3spondieríte, y para deter­
miuar los demás se trazara por c~da uno :'i eu la c~·a que lo 
corolienga, .rectas de posicióu coñocida -que luy~·an las veces 
de ari'stas. Refiriéndonos al mismo ,vértice 3 a1,1te~ citadoJ 
se deberá trazar p0r él una: paralela r 3 á las aris-tas del 
cubo¡ esta recta corlará ni perímetro de la cara que 1!!, con­
tiene eu un punto z, que fácilmente se refer;ir•á al desar~ollo, 
y trazando qna- DLleV!:t paralela á las aristas se- marc~rá 
s0bre ella·· la magnitud z 3, que dará ,el vértice buscado. 

p¡-_~sentemos en proyecciones algunos ejemplos ue inter­
sección de .poliedros . 

204.~PRoBLEMA. Hallar la i1róe'1'Sección ele "!tn cubo y un 
telmeclro (l H fig. 211). 

Las caras elegidas para principiar son las H J N G y 
ABO, cuya intersección -es (f '2-1 ' 2'). La proyección verti­

, · cal se ha obtenido ablatiencto el plano de perfil que contiene 
dicb'a intersección. (121). -·~ 

H allándose él vértice (2-2') en una aris.ta d,...el cnbo, toma­
remos la cara ady~cente y la misma' anterior .dél tetraedro. 
La intersección es (2 3-2',3'). ' 

(3-3') está en al'ista fiel teti:aedr:o; por lo tanto) tomare­
mos !á. a'dyacente en este cuerpo y la del cubo qtle produjo 
el lado anterior, sieudo .el nutivo I~do el (3 4!3' 4') obtenido 
por medio de los puntos (3-3') y (q-g'). . 

Siguiendo la mjsma marcha bnscat·etnos. la iutersec.ción 
de AC D y H JN G, que es' (4.6-4' f> ') 1 . 

- Ltwgo (5 6-ó' 6' ) de la hlisma cara ~ del cubo con la 
A B D, obteuieudo la proyecCión ycrtical ll)ediante la recta 

~ (ct x·a'x ')': - _, 
" 

~ 

(1) se 'ban elegido lt•s datos eu análoga dis~osició n rl:l lativa que los 
de la figura 21 O para qu e se puedan comparar las opera ciones en ella 
prescript.ns y re'alir-acías en la actual , 

" 
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. -

NGI/111 y MLEFdelcubo. • 

{ 

Después las (6 7-6' 7') y (7 8-7' 8') de esta cara con las 

En seguid.a la (8 9-8' !:!') 'de esta últirpa con la A D O, y 
la (9 10-9' 10') ~.e la misma del cubo co'n la ABO 

1 
del te~ 

traed ro, valiéndose de la recta (at-a' t'L ', 
y fiualrpente, uniendo (10-10') con (1-Í') se obtendrá elt 

lado común á ABO y Jl1NGF. . ~ : 
(1, 2, 3,-4, 5, 6, 7, i:l, 910-1'.-2', 3', 4', 5', 6', 7', 8', 9' 10'1 

es pqr consiguiente l_a intersección de )os cuerpos, habién 
dose repr.esentado en cada_ proyección como v~stos lps ladoq -~ 

que provienen de dos caras que lo son y como ocultos losj. 
demás. 1 

Con sólo inspeccionar los datos ~e echa de ver que parte 
de 'cada poliedro queda. oculta por el otro. ~. 

Los desarrollos de ambos se han determinado ppr loi 
medios sabidos (184, 185). ,El del cubo no requiere ninguu 
operación previa y para el del tetraedro se han obtenidq la · 
aristas en- su verdadera magnitud colocándolas paralela{ 
mente al plano 'vt:Jrtical corno indica la figura. E:e conside-

¡ 
ran abiertos 'los cuerpos por las aristas A B y E_L respecti-
va mente. 

1 ' ' 

1 ' 

De la transformada sobre el desarrollg del cnbo se han 
! 

trazado desde luego los vértices 1, 2, 4, 6, 7 y 10 qne están j. 
· colocados sobr~ arist,as del mismo, mi,d,iendo eñ la proyecaióu ; 

vertical sus distancias á la base inferio'l·,ó á la superior. Para 1 
• • , ~ ' 1 .• l. 1 

los vérhces restantes 3, 5, 8, 9 se ban empleado las rectas ' 
(3z-3'z'), (5C(-5'a'), (86-8'6' ) y (9•c-9''(') tomando Ez= . 

3 ' 3' H Z o:: ' 5' E, " S " 8' 13 ' • e z y z =z , a.= t o: y o: u= a , Q =e o y o= o , , 
E'-(=B'( y 9 '(=9' •( 

De la otrq. transform&da se han señalado también i'nme­
diatan)ent~ los vértices 3, 5, 8 ·y 9 con sólo determinar las 

1 ' 
longitudes de las partes de aristas comprendidas entre ello¡;¡ 
y el vértice del tetraedro. Para determinar los .1,, 21 4, 0, 7 
y 1 O se ha becho uso de las rectas .A R, A U, A V, A X, A: Y 
y A T como si fuesen aristas. Todos los detalles de construc­
ción están indicados en la figtJra. 

• 1 

. \ 
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205.-PROBLEMA. Ralla1· la ·intersección .de un pris·ma y , 

1 
~ma. pi1·ámicle (fig. 212). L&m. 23. 

A Be DE es la pirámide y FG JI I J K L J.l1 NO el pris­
ma, que suponemos terminado por el plan' o horizontal a' n', 
que pasa por el vértice de aquélla, hipótesis que siempre , 
puede realizarse. 

Las caras elegidas para empezar son las AD E é I JO N. 
Su intersección p q se ha obtenido valiéndonos rle las tra­
zas horizontales de dichas caras y del plano auKiliat; ct' n', 
resultando para primer lado de la interseccióú buscado 
el (12-1' 2'). Podríamos buscar la proyección vertical de 
p q para deducir la 1' 2' y así debe hacerse para mayor 
exactitud en las operaciones; mas para no complicar la 
figura haremos sólo las construcciones -en el plano hori­
zontal, déduciendo de esta proyección la vertical con sólo 
referir cada vértice sobre la proyección de la arista co­
rrespondiente. 

Siguiendo lHs reglas establecidas (199) buscaremos la 
intersección de la misma cara del prisma con la A e D -:le 
la pirámide, mediante el punto 1· de encuentro de sus tra-
zas, que nos da la recta 1· 3 ó el lado 2 3, dedüciendo de él. '¡ 

¡ 
el 2' 3'. · 

Análogamente y por medio del punto s1 se ha encontra­
do la intersección (3 4-3' 4') de ' las caras A e D y II IN M. 

En seguida debe buscarse la intersección de las caras 
Ii 1 N M y A B e1 pero como sus traZtas horizontales no se 
encuentran en los límites del dib'tljo, hay que recurrir á 
otro medio, valiéndonos del plano proyectante vertical de 
la arista H M, el cua! corta á la cara del prisma según esta 
misma arista y á la de la pirámide según la recta (t u~t' u'), 
obteniendo así el punto (5-5') común á las dos caras, y por 
lo tanto e'l nuevo lado (4 5-4' 5'). 

El lado (5 6-5' 6') común á las -caras A B C y G Ii .1l1 L 
se ha encontrado por medio del punto v. 

Para el lado siguiente hay que considerar las caras J 
O H .lltJ L y A e D cuyas trazas no se encuentran, recurrien-

H 

l 
+. 
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do, por lo tanto, al plano pi'oyectante vertical de .G L para 

obtener un punto (7-7') d'e la intersección de dichas caras 

y el lado (6 7-o' 7') de que se trata. · ·· · ' · · . 

Mediante el puuto y se ha obte~ido. el (7 8-7 ' S')' inter­

sección de F G L K y A C D. 

El (8 9-8' 9'), común á la misl'na cara del prisma y· á la 

A DE de la pirámide, ·se ha encontrado usando otra:. v,ez· el 

. ·plano proyectante de G L, q.ue · ha pToporcionaao ·el pun-::> 

to (9-9'). · 

Las c11fas A D JfJ y GH ML ·se cortn.n según (~ 10-9' 10') 

obtenido por medio del pu,nto a. 

La-última y la A E !f · se cortan, según (10 11-10' 11'), 

ara obtener el cual hemos vuelto á em¡:>lea·r el pl-ano G L. 

' El lado (1112-11 ' 12'), situado sobre las · caras H I.llLN 

A E B,. se ha enco'hltraclo por !medio del p:unto o. Y como 

hdra deberíamos hallar la intersección de ·HLWNy AEIJ 

uya recta pasaría' por el punto (1-1'), por donde empeza- ' 

os, hasta uni'r '(12-12'), · con dicho i>unto, para compíetar 

la iutez:sección~de Jos cuerpos propuestos. 

Pm:a hallar ~us desanoll0s con las transformadas de la 

común interseccióÍl se ha prepai:ado convenienteménte el 

{!ibt1jo, hal!ienclo pasar por los vértices ele aquélla :i en .Ja§l 

<!aTas en que estáarsit-uacl0s, rect_as, 'Ó mejor ·dicho; gen.erá­

trices de U'DO y otro poliedTo. Así por e'l vévtice ·l, <:tue· está 

sobre una arista <tel prisma, se ha hecho pasar la geneeatri~ 

1 :E de la cara ·de la: pirámide en•que está colocado; por el 

vértice ·2 se ·ha trazado 'la. '·genemtriz 2 cp del prisma y análo­

gamente las 3 ~. 4),, 5 w, 6 p, 7 cp. 8 ·r¡, 9p, 10 <p. 11 O y 12 ·r¡. 

Después se ha buscado la l'l.Ueva proyección vertical sobre 

X' Y' del prisma para conocer la verdader~ magnitud d\3. 

sus aristas y demás generatrices. También se ha hallado la 

sección recta y su ~batimiento 131, 141, ·i51, 161 ; Úv con 

~uyos conociruientos· ·ha si'do fácil trazar el desarrollo del 

prisma y la' tra!1sf0rmada conespondiemte. 

Igualmente se ha podido trazar el de la pirámide colo­

eando antes sus aristas y generatcices .patalelamen·te 3.1 pla-,. 

1 

1 

•' 
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.no vertical, como indica la figura, e,n la ·que están todos los 
,deta,lles de las construcciones reseñadas. 

En la proyección horizontal únic¡¡.ment"e son vistos los 
lados 56,6 7, 78; y ·~n - la vertical los .4' 5', 5' 6', 10'' 11' 

_y11'12'. 
En cuanto á ·las aristas vistas cle .eada poliedro que que­

den ocu}tas por el ·otro, es fáoil di:;¡tinguirlo, haciendo un 
ligero estuclio ile los resultados obtenidos. •" 

Desde luego la parte de la base de la pirámide que que- f 
·da debajo de la proyección horizmatal del prisma_ha ae ser ' 
·oculta, así como la parte del lado fg. que cubre la piTámide. t 
Para las aristas. observaremQs que la A. B que no ha cortado · 
.al prisma .no debe tener modificación !:111 ninguna de las: 

\ 

. proyecciones'. 
La A. e OOl'ta lli úna de las canas in;feriores del prisma en 

• 
1 el punto 4 y en eL 6 á una de .las superiores; 1uego la parte 

a 6 ha de ser vista, la 4 6 oculta por e~tar d~ntro del prisma, 
y la 4 e oculta hasta que salga •de los límites del contorno 
apareate. Para la proyección vertical d13 ·la misma arista , ·.:.., 

' observaremos que por 4' entra en · el pri_sma, y como este 
punlto está en una cara vi.sta, e' 4' debe serlo también, 4' 6' · 
·qu-eda en el jnterior de dicho cuerp0, h1eg0 es oculto y desde 
-el purnto de salida 6' hasta a~ vuelve á se1· vista. 

Análogamente !a arista a d debe ser-vista desde a hasta 
el punto de salida 8 y oeult0 el resto. Su proyección vertical 

-es toda ocultá. Lo mi¡¡mo sucede á la horizonta-l ele A. e, pero 
·de la otra proyección veremQ~ fácilmente que sólo lo es la 
parte 10' 12' que queda dentro del prisma. 

Un examen ¡¡emejaute de las aristas del prisma nos ense-· 
ñaría la manera de repref;lentarl¡¡.s. 

206. La interseecióp de los cnerpos prOlJ>Uestos nos ofrece 
·uD. ejemplo de ar-ranque y se comprende que si la arista A. B 
·de la pirámide, única que no encuentra ·al pri$ma, lo vedfi­
case, habría penetración, puesto que todas las aristas de 
.aquélla serían cortadas por ' éste y entonees la intersección 
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afectada la forma de dos polígonos independientes, que se 
hallarían siguiendo una marcha análoga. 

207. Por los dos ejemplos que ·hemos estudiado de in­
tersección de poliedros (figs. 211 y 212), se comprenderá que 
la marcha general es siempre la misma (199 ) v :riando única­
mente los detalles de construcción, dependientEls de la natu­
raleza de Jos datos, advertencia que debe hacerse extensiva. 
a todo lo expuesto en el presente tratado, por cuanto cada 
aplicación que se haga de la Geometría Descriptiva es un 
caso particular de las teorías aprendidas. En su buena apli~. 

\

cación, modificándolas convenientemente según las circuns­
tancias ele los dutos, consiste el ,saber esta ciencia, resultado. 
q ne sólo se alcanza con la práctica. 

L 
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