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PROLOGO.

Notables diferencias hallara el lector entre ésta y la pri-
mera edicion de nuestra Geometria y Trigonometria, ya en €l
orden y extension de las teorias, ya en las demostraciones,
ya tambien en la parte material.

Las primeras proposiciones contintian , sin embarg'o, apo-
yadas en los axiomas: [a linea recia es el camino mas corto entre dos
pumios; dos puntos determinan la posicion de una recia.

Sin negar la evidencia de la primera verdad, algunos ma-
tematicos aconsejan se considere como teorema, siguiendo en
su demostracion las huellas de Euclides, con el fin de reducir
en lo posible el nimero de axiomas !; otros lo practican asi
en sus tratados didacticos, si bien por caminos distintos, mas
breves al parecer, pero seguramente ménos firmes que el tra-
zado por el inmortal Geémetra griego.

Reconociendo la conveniencia de emplear el menor nimero
posible de axiomas, imitamos no obstante 4 la generalidad de
los escritores de este siglo, que a su vez se han inspirado en la
obra de Zegendre, y consideramos la mencionada proposicion
como uno de los fundamentos experimentales de la Geometria.

Asi, la disiribucion de las primeras verdades es ordenada y
sencillas las demostraciones; de otro modo, hay que tratar una
série de teoremas algo dificiles,de interés momentaneo, verda~
deros lemas, Sin otro fin que arribar penosamente a la demos-
tracion de que un lado de un triangulo es menor gque la suma
de los otros dos, verdad mas evidente, & nuestro entender, que
la determinacion de la linea recta por dos de sus puntos, y la
igualdad de los angulos rectos, proposiciones incluidas por el
mismo Euclides entre los axiomas.

1 Duhamel, Des méthodes dans les sciences de raisonnement,

Holiel, Essai critique sur los principes fondameniaur de la Gdométris elemeniaire,
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El teorema fundamental de la teoria de las lineas prapor-
cionales suele tratarse como propiedad del triangulo 6 'del
trapecio cortado por una paralela 4 las bases.’

Asi lo hicimos tambien nosotros en la primera cedicion. En
ésta hemos prescindido del trapecio, porque Jos lados de un
Poligono son rectas limitadaé, luego la paralela tiene que ser
interior, y los segmentos aditivos; y aunque se prolonguen in-
definidamente los lados, siempre quedaremos sujetos a la con-
dicion de considerar cada uno como totalidad de los segmentos
causados por una paralela interior 6 como diferencia de los
causados por una exterior, ]o que restringe el alcance del
teorema.

Suponiendo dos rectas mdefmldas cortadas por tres parale-
las, éstas marcan en aquellas tres segmentos, y decimos: dos
segmentos cualesquiera de una recte indefinida. son proporcionales & los
sggmentos de la olrq. Este enunciado presenta la proposicion con
toda Ia generalidad que le es propia, y abraza cuantos casos
puedan ofrecer el tridngulo y el trapecio de lados indefinidos,
segun puede verse haciendo que las transversales tengan su
punto de concurso sucesivamente fuera de las paralelas y en
cada una de éstas.

La admision del axioma de que hemos hablado, y este modo
de considerar las lineas proporcionales, nos han permitido
reuniren el primer capitulo todo el estudio de la linea recta,
tanto en lo concerniente a4 las posiciones relativas de dos rec-
tas en un plano concurrentes (angulos, perpendwulares obli-
cuas); no concurrentes (paralelas), como en lo que ‘se refiere 4
las relaciones de magnitud entre' segmentos de concurrentes
cortadas por paralelas (lineas directamente proporclonales),
por antiparalelas (lineas reciprocamente propogmonales) 6 por
otras concurrentes (razones proporcionales).

Aqui hemos hecho, en la sucesion de teorias, el primer en-
sayo de un d6rden que hemos llamado combinatorio, al que se
adapta admirablemente una ciencia, cuyos objetos nacen todos
de la combmaclon bajo diferentes aspectos, de solo - dos ele-
mentos: linea recta Y circunferencia.

La idea de este 6rden fué lo que nos 1ndu30 4 investigar las
relaciones de magnitud entre segmentos de rectas, concurrentes
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en un punto cortadas por otras concurrentes, como continua-
cion natural, cuando se marcha de lo particular 4 lo geaeral,
de la teoria de lineas proporcionales. El articulo consagrado a
aquella materia, pagina 45, encierra proposiciones$ fiindamens=
tales, descubiertas por nosotros, muy generales y fecundas, fig=
gun demostramos en la obrita Generalizacion de la teoria de lineas
DProporeionales, publicada en 1880, y como puede verse aun en
este tratado elemental , parrafos 177 4 183.

En el segundo capitulo nos ocupamos de la circunferencia,
estudiandola primeramente en si misma, después en combina-
cion con la linea recta, y, por iltimo, combinada con otra cir-
cunferencia. Los teoremas relativos a los segmentos rec¢ipro-~
camente proporcionales determinados por la circunferencia en
dos rectas que se cortan, hemos podido colocarlos antes de los
casos de semejanza de tridngulos,; valiéndonos de la teoria de
‘las rectas antiparalelas, que se ha incluido en esta edicion,
tanto por completar el cuadro de las combinaciones a que dan
lugar las rectas en un plano, bajo el punto de vista de sus po-
siciones mutuas, cuanto porque la proporcionalidad de cuatro
Ssegmentos se establece con frecuencia mas facilmente mediante
dicha teoria que sirviéndose de la semejanza. 3

Estudiadas las lineas en un libro, comprendemo$ en otro el
estudio de los poligonos, separando asi por completo estas dos
grandes partes de las propiedades y relaciones de la extensxon,
lo que da al plan mayor unidad, y facilita el recuerdo de la
marcha general seguida en la obra.

Los poligonos se han dividido en tres capitulos: triangulos,
cuadrilateros, poligonos generales.

Siguiendo el 6rden combinatorio, hemos estudiado primero
el triangulo en si mismo, 11'1ego. le hemos comparado con otro
bajo el punto de-vista de la igualdad y de la semejanza, des-
pues le combinamos con la linea recta, iransversal, y terminamos
-con las relaciones métricas entre los lados.

En la comparacion de tridngulos faltamos en parte al pro-

pSsito de preseniar consecutivamente los casos de igualdad y
semejanza de las figuras. Nuestro objeto al separar de este ar-
ticulo los tres casos generales de igualdad Yy colocarlos al prin-
cipio de la obra, por via de introduccion s ha sido evitar las
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repetidas superposiciones que de otro modo tendriamos que
hacer siempre que necesitasemos probar la igualdad de dos
rectas 6 de dos angulos: hemos sacrificado algo nuestro plan
en obsequio 4 la brevedad.

El articulo ¢Lineas rectas en el trianguloy encierra los teo-
remas de Menelao y de Céva (177 y 182), el primero de los
cuales sirve de base a la teoria de transversales, y sus respecti~
VYOS reciprocos.

Ilustres matematicos del* presente siglo han proclamado la
necesidad de dar cabida en los elementos 4 los prineipios de
dicha teoria. Garnot ! dice: «La teoria de las transversales es
curiosa por si misma y suministra con frecuencia demostra-
ciones v soluciones muy elegantes, en cuestiones complicadas.
La sencillez y la fecundidad de sus principios parecen darle
derecho 4 ser admitida en los elementos ordinarios de la Geo-
metriay. Poncelet 2, ademas de citar estaopinion yla muy auto-
rizada de M. Poinsot, afiade: «Seria de desear que el Consejo de
perfeccionamiento de la Escuela Politécnica y los SS. Profeso-
res de los Colegios fijasen su atencion en este asunto, mucho
mds importante de lo que ordinariamente se cree, tanto a cau-
sa de los considerablesdesenvolvimientos que todavia puedere”
cibir la teoria de las transversales, como porque tiende a llenar
un vacio cada vez méas sensible en los Elementos de la ciencia.»

Chasles 3, finalmente, corcede al teorema de Menelao la ma-
yor importancia, hace la historia de su origen y una detenida
resefia de las muchas y variadas aplicaciones que de él han de-
ducido los mas famosos geémetras, desde el siglo I'V hasta el
actual.

Nosotros debiamos necesariamente incluirle en este tratado
porgue es uno de los diversos casos particulares de nuestro
teorema del ndimero 90, y no exige, por consiguiente, nueva
demostracion.

Unido al teorema de Menelao marchara siempre su correla-
tivo el de Géva, del que hemos expuesto las mas importantes é
inmediatas consecuencias. ;

1 Essai swrla théorie des transversales. Paris, 1806.

2 Traité des propriétés projeotives des figures. Paris, 1865.

3 Apergw historique sur Liorigine et le développrment des méthodes et Géométi'ia.
Paris, 1875.
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Forma tambien parte del articulo gue nos ocupa otro teore-
ma, el del niimero 179, que no es en sustancia mas que nuestro
corolario del niimero 92 enunciado de otro modo, con objeto de

presentarle como generalizacion de la proptedad que posee la-

bisectriz:de un angulo interno 6 externo de un triangulo de di-
vidir al lado opuesto en segmentos proporcionales a4 ‘108 lados
del angulo. La generalizacion consiste en considerar, en lugazr
de 1a bisectriz, una recta que parte del vértice en direccion
arbitraria.

E] estudio de los cuadrilateros comprende tres articules:
cuadrilatero en general, trapecio y paralelégramo; y el de los
poligonos generales, otros tres: poligono en si mismo, compara-
cion de poligonos; esto es, €asos de igualdad y de semejanza, y
poligonos en el circulo, que abraza los inscriptos, los circuns-
critos y los regulares.

I.a seccion segunda de la Geometria plana, medida de la
extension, se divide, como la primera, en dos libros, que tra-
tan de las lineas y de los poligonos respectivamente. El primer
libro se subdivide en medida de la linea recta y medida ds la
circunferencia; el segundo en areas de las figuras rectilineas y
Areas de las figuras circulares.

Las principales divisiones de la Geometria del espacio guar=
dan entera analogia con las de la Geometria plana.

A los dos libras, lineas y poligonos, de que consta en ésta la
primera seccion, corresponden en aquella otros dos: superficies
y poliedros.

A los capitulos «linea recta y circunferenciay corresponden
otros titulados «superficie plana y superficies curvasy; ¥y a ios
epigrafes «triangulos, cua drilateros, poligonos generalesy estos
otros «pirdamides, prismas, poliedros generalesy.

La segunda seccion de la Geometria plana se divide en <¢me-
dida de las lineas y areas de las superficies planasy, yla segun-

~da seccion de la Geometria del espacio consta de «areas de las

superficies de 10s cuerposy volimenes de los mismosy.
A los capitulos «medida de la linea recta y medida de la cir~
cunferenciay corresponden los titulados «areas de los poliedros

' y areas de los cuerpos de revoluciony; y finalmente, a loslla.

mados «medida de las dreas de las figuras rectilineas, medida

. R NS
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de las dreas de las figuras circulares y comparacion de las
areasy, corresponden los que llevan por epigrafes «volimenes
de los poliedros, voltimenes de los cuerpos de revolucion y com-
Paracion de volimenesy,

Tambien la Trigonometria rectilinea ha experimentado re-
formas importantes. iz

La principal, 4 que necesariamente se han subordinado otras,
consiste en considerar el Seno, coseno,
bajo el concepto mas general, esto €es,
De este modo aquellas funciones son

: irlfluyendo solamente en sus valores 1
: Hemos procurado éxponer, de una manera clara Y precisa,
las reglas para determinar en cada caso los signos de 1as razo~-
nes trigonométricas de un ar
VO, ya se cuente desde el p
. -Como origen, ya desde otr
cia. La confusion en esta
ralmente se cree,

Del desenvolvimiento de Seno- y coseno de ¢==) damos una
~ solucion nueva, sobre la que llamamos la atencion de nuestros
compaferos en el Profesorado, porque nos parece muy sencilla

Y elegante. Se funda en los principios de la teoria de rectas con~
currentes cortadas por concurrentes,
Tales son 1

tangente y cotangente
como razones de lineas.
independientes del radio,
as variaciones del arco.

€O, ya sea este positivo, ya negati-
unto considerado ordinariamente
0 punto cualguiera dela circunferen-
materia es mas comun delo que gene~

as principales modificaciones que hemos creido
deber introducir en la brimera edicion de este tratado: si mere-
cen la aprobacion de las Dersonas competentes, quedaremos
recompensados del asiduo trabajo y considerables Sacrificios
que nos hemos impuesto, 4 fin de boner esta obra 4 la altura
que de consuno exigen la importanci

a de los estudios matema-
ticos y el progreso de los mismos en

nuestra patria.

Orense, Agosto de 1881,

oﬂotmmoio ‘faoa&x.




INIDICEH.

Paginas.

Brolosoles oie i o f "' S V
Gneomm*nm.
Definiciones y division. . . Tt s
GEOMETRIA PLANA
Introducecion. ‘
el e
Ils ailivismanlosess coie 0 0 o e i

SBECGION PRIMER .

Propiedades y relaciones de Ia extension.

LIBRO PRIMERO,—LINEAS.
CAPITULO PRIMERO. — LiNEA RECTA.

I.  Rectas que se cortan 6 concurrentes.. . . . o 11 ‘
IT. Rectas que no se cortan 6 paralelas.. . . . . 24 : i
IIL. . Paralelas cortadas por paralelas.. . . . . . 325 :
IV, Concurrentes cortadas por.paralelas. . . . 32
V. Antiparalelas. .. . Sriied 2
VI. Concurrentes cor tadas 1)01 concuueutes S 45
CAPITULO SEGUNDO.—CICUNL«DR;:\ICIA.
I Circunferencia en si misma. Bt e 52
II.  Linea recta en la circunferencia . . .53
ITI, Perpendiculares, oblicuas palalelas en 1a cir-
L ferencias : S e 55
IV. AnO'ulos en la cncunfercncm A )
V. Lineas proporcionales en la circunferencia . . . 71

VI. Circunferencias combinadas entre si. . . . . 74



XII
Péginas.
PROBLEMAS RELATIVOS £ LAS LINEAS.
I.  Nociones preliminares. . 77
II.  Problemas. S e 73
LIBRO SEGUNDO.—POLIGONOS.
Definiciones. . SRR e e 90
CAPITULO PRIMERO.—TRIANGULOS.
L Tridngulo en si mismo. . 94
II.  Comparacion de tridngulos.. 97
III. Lineasrectasen el tridngulo. . . . . . . . 102
IV. Relaciones métricas entre los lados del triangulo. 110
CAPITULO SEGUNDO.—CUADRILATEROS.
I. Cuadrilatero en general.. 115
e = lrapecio. . " 116
III. Paralelégramo. . e Sl 117
CAPITULO TERCERO.—POL{GONOS GENERALES.
I. Poligono en si mismo.. : 122
II. -~ Comparacion de poligonos. . 123
III. Poligonos en el circulo. 127
Problemas relativos 4 los poligonos. . . 141
SBGCGION SBGUNDA .
Biledida de la extemsion.
LIBRO PRIMERO,—MEDIDA DE LAS LINEAS.

CAPITULO PRIMERO.

Medida de la linea recta. i ool e TG
CAPITULO SEGUNDO.—MEDIDA DE LA GIRCUNFERENGIA.
I. Breliminages.isiiuic foe o o 152
II. Medida de la <circunferencia. . 156
III. Medida de un arco de circulo. . a2
LIBRO SEGUNDO.—AREAS DE LAS SUPER-

. FICIES PLANAS.

: CAPITULO PRIMERO.
Medida de las areas de las figuras rectilineas. 166

PRt B e A S e

e




XIIT

CAPITULO SEGUNDO. i

Medida de lés areas de las figuras circulares..

Comparacion de las 4reas. .

CAPITULO TERCERO.

Problemas relativos 4 las areas.

Ejercicios dela Geometria plana.

GEOMETRIA DEL ESPACID
SEGGION PRIMER A.

Propiedades y relaciones de la extension.

LIBRO PRIMERO.—SUPERFICIES.
CAPITULO PRIMERO.—SUPERFICIE PLANA.

I. Preliminares. . . SeRe e nh
II. Rectas que cortan al plano
III. 'Planos que se cortan. . . .
IV. Rectas paralelas entre si, y paralelas al plano
Y. Planos paralelos. ; ; i
VI. Angulos poliedros.. B e
CAPITULO SEGUNDO.~ SUPERFICIES CURVAS.
I.  Nociones preliminares. .
II.  Superficie cénica.
III. Superficie cilindrica
IV. Superficie esférica. . :
LIBRO SEGUNDO. POLIEDROS
Definiciones. . R
C‘APiTULO PRIMERO.—PIRAMIDES.
I. Pirdmide en general :
II. Tetraedros. : S Ana
CAPITULO SEGUNDO.—PRISMAS.
I. Prisma en general. . SR e e
IT. - ‘Baralelepipedos fia iii=ais i wins ol

w

Paginas

175

181

188
192

195
198
204
213
216
223

234
235
239
243

258

260
265

268
270




X1v

CAPITULO TERCERO.—POLIEDROS EN GENERAL.

I. Igualdad y semejanza de 1)011@(110'-'
II. Poliedros regulares.

SBCGION SBGUNDA .

Biledida de la extension.

LIBRO PRIMERO —AREAS DE LAS SUPER-

FICIES DELOS CUERPOS.
CAPITULO PRIMERO.
Areas de los policdros a0 o nes ol e e
CAPITULO SEGUNDO.
Areas de los cuerpos de revolucion. .
CAPITULO TERCERO.

Comparacion de las dreas.

LIBRO SEGUNDO,- VOLUMENES DE EOS
CUERPOS.

OAPIT_ULO PRIMERO.
Voliimenes de los poliedros.
: CAPITULO SEGUNDO.
Voltumenes de los cuerpos de revolucion.
CAPITULO TERCERO.
Comparacmn de volimenes. :
Ejercicios de la Geometria del espacio. .

Breves nociones sobre las curvas elipse,

parabola é hipérhola.
I.  Elipge.

T Parébola
III. Hipérhola..

Piginas.

273
275

279,
382

292

295
309
315

318

320
325
328

s




XV

PLRIGONOMELRIA RIECLILINIEA.

Paginas.

LIBRO PRIMERO.
RAZONES TRIGONOMETRICAS.

CAPITULO PRIMERO.—NOCIONES PRELIMINARES.
1. Definiciones. .. S e s 933
II. Teoremas relativos 4 las razones frigonométricas. 340
III. Variaciones de las razones trigonométricas, y

valores de las de algunos arcos particulares. . 345
IV. Arecos correspondientes 4 una misma razon tri-
gonomeétrica. . : 348

CAPITULO SEGUNDO.—FORMULAS TRIGONOMETRICAS,

I. Relaciones entre las razones trigonométricas de
un arco.

II. Relaciones entre las razones trigonométricas de
RVATIONAICoSt i B s s G
IIT. Trasformacion de ciertas expresiones en otras
calculables por logaritmos. . . . . . . . 365
CAPITULO TERCERO.—TABLAS TRIGONOMETRICAS.
I.  Construccion de las tablas trig'on‘ométricas.. w360
II. Disposicion y uso de las tablas trigonométricas.. 572
LIBRO SEGUNDO;
RESOLUCION DE TRIANGULOS.
CAPITULO PRIMERO.—TEOREMAS RELATIVOS A LA
RESOLUCION DE TRIANGULOS.
I. Tridngulos rectdngulos. . s 38l
II. Tridgngulos oblicudngulos. . o b e BTD)
CAPITULO SEGUNDO.—RESOLUCION DE TRIANGULOS.
I.% Trianoulos mectangulosrs ' = i n el & 8 & agr
II. Tridngulos oblicuangulos 6 generales.. . . . 388

Ejercicios de la Trigonometria.. . . . . 396



Paging.

47
47

49
49

50

345
349
349
355

361

367
379

79

Linea.

—8
—2

-1

21
16
— 12
— 11

=
13
— 20

(=g

ERRATAS.

Dice.

B

AF, CE,
PA
ACyA'C
AA’ PA
BC PB
Fig. 90
Fig. 91
— cot (— a)
A’'BAM”
ABA'AM/
sen g ===

g(at)=10

b
= —gen ?

logcos= A

por las paralelas

Debe_decir.

P

por lag paralelas
AF,CE y por lasDG, CE,
: PO

0C y 0C'
AAT  BA
BC = BB
Fig. 89
Fig. 90
cot (— a)
ABA'M”
ABA'M”
sen ¢ ===
tg‘ (d + b) ==
4 — 2
= sen 2

log cos A =



¥ 4

7
(e

B o

GEOMETRIA.

DHRINICIONES Y DIVISION.

1.  Tna porcion cuulguiera de materia. limitada en todos sen-
lidos, se {lama CUERPO FISICO 0 simplemente CUERPO.

Todo cuerpo ocupa una parte del espacio infinito que nos
rodea; prescindiendo, por abstraccion, de la materia que cons—
tituye el cuerpo, y considerando solamente la porcion lsmitadan
de espacio que ocupa, tondremios el CUBRPO GEOMETRICO, tras—
parente, penetrable y divisible, tal como hemos de estudiarle.

Los cuerpos tienen necesariamente tres dimensiones, que
son: longitud 6 largo, latitud 6 ancho, y grueso. Esta ultima se
llama tambien, segun los casos, profundidad 6 aliura.

Bl limite que separa & un Cuerpo del espacio que le rodea
carece de grueso, y se llama superficie.

SyuPEREICLES Son los limites de los cuerpos.

Las superficies solo tienen dos dimensiones: longitud y la-
titud. ;

Una parte tualquiera de la superficie total de un cuerpo
tiene un limite, que la separa del resto de la superficie; lo
mismo, si suponemos dos superficies que se encuentran 6 cor-
tan, la interseccion sera limite comun de ambas: estos limites
carecen de ancho y se llaman lineas.

LintAs son los limites de las super/icies. :

Las lineas no tienen mas dimension que 1a longitud.

Si concebimos una parte cualquiera de una linea, los li-
mites que separan dicha parte del resto de la linea son puntos;
lo mismo, cuando dos lineas se cortan la interseccion es un
punto, limite comun de ambas.

PunToS son los limites de las lineas.

El punto geométrico no tiene ninguna dimension.

Las superficies, lineas y puntos tienen existencia real, pero
no pueden separarse de 10s cuerpos; sin embargo, una vez ad-
quirida la idea de superlicie por la consideracion del cuerpo, la

9
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de linea por la consideracion de superficie, y la de punto porla
consideracion de linea, podemos, mediante la abstraccion,
prescindir del cuerpo, superficie 6 linea, y concebir sus respec—
tivos ltmites aislac}l)os, como si tuviesen existencia indepen-
diente y propia. 3
& 2. Laslineas se dividen principalmente en reclas, quebra-
2 dasy curvas. ; <
= Lalinea recta no puede definirse de un modo perfecto; pero
todos la conocemos desde los primervs afios. El borde de una

regla bien consfruida, un hi;ortensoL dan idea clara de esta 0
linea. (ig. 1.8)ords janie diext g e ¥ &L 9 [ou? & ~ :
Fro. 1ALt e0iel ol fin i fuvotoen 665 4,000 ) 10~
SOy LINEA QUEBRADA/ d POLIGONAL’ es la

compuesta de varias rectas que se cor-
tan dos & dos. (Fig. 2). ‘ 4
LiNgA curvA es agquella de la que nin- .
JUNRG  POTCION. POT PEqUERE que Sed, es
linea rectn. (Fig. 3). ..
/ 3. Lassuperficies se dividen en plo-
A nas, quebradas y curvas.
SUPERFICIE PLANA J PLANO €S %n@ Su— ‘
B 3 perjicie lal que apoyandn en (’Zos cuales— o
quiera de sus puntos una lnea 7recta,

/\ ) lodos los puntos de ésta se colocan en la
. supanicie s (y)

SUPERFICIE QUEBRADA 0 POLIEDRAL ¢§

F1G. 2,

la que se compone de varias superficies planas que se _cortan. &
SUPERFICIE CURVA es aquella de la que winguna porcion, por
pequena que sea, es plana. : ”
4. Los cuerpos, superficies y lineas se comprenden bajo la !
denominacion comun de figuras. :
ExTENsION, en el concepto mas general, es la propiedad que
poseen las figuras de ocupar un lugur en el espacio.
Exrensioy, refiriéndose 4 una figura determinada, -es (e
magnilud de esta figura. .
La extension recibe el nombre particular de wvolémen, drea ]
6 longitud, cuando es la magnitud relativa de un cuerpo, su-
perficie 6 linea. s : ‘
2 5. GumoMuTRIA s la ciencia que esludia las propiedades y ;
relaciones de las figuras, y la medida de sw extenson.
- Se divide en plana y del espacio.

La geometria plana estudia las figuras situadas en un solo
plano; y la del espacio, las situadas de otro modo cualquiera
en el espacio. B ;

7

Tontiebongbo S0l paray At D o 2

( [V 28 i W R

3ol e

WA




e . Lre e ,
RODUCCION,

Linea reeia y circunferencia.
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6. En una linea recta podemos considerar su posicion rela—
tivamente & otra linea, superficie 6 cuerpo, prescindiendo de
la magnitud; 6 bien la magnitud, prescindiendo de la pesicion;
6 bien la posicion y magnitud al mismo tiempo. Si estudiamos
solamente la posicion, se mira la recta como prolongada inde-
finidamente en sus dos sentidos; si estudiamos la magnitud, se
considera limitada por dos I[iun'cos, que en tal concepto se lla-—
man eziremos de la recta. Los puntos A y B son los extremos
de la recta limitada AB. (/7%g. 4).
Admitimos como evidentes las si-
Fie. 4. guientes propiedades de la linea recta:
A g 1Y Lalinea recta es el camino mas
cortoentre dos cualesquierade sus puntos.
2.2 | Dos puntos determinan la posicion de unarecta, es decir,
por dos puntos no puede pasar mas que wna linea recta.
De esta propiedad se deduce:
1.°  Dos rectas que tienen dos puntos comunes coinciden en
toda sw ewlension indefinida; y como es evidente que siempre
podremos cumplir aquella condicion, resulta que ftodas las li-
neas rectas son superponioles. ’
2.2 Dos rectas distintas no pueden lener mas que wn punlo
COmun.
\ S llama DISTANCIA entre dos puntos @ la linea recta que los
wne. ,
7. | Dos rectas limitadas, son sguales si colocando una sobre

W sl LA ;‘.“:'L“-t‘f? L0 A ©f
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otra, de modo que un extremo de la primera coineida con un
extremo de la segunda, coinciden tambien los segundos ex-
tremos.

Reciproecamente, si sabemos que dos rectas son iguales,
podran superponerse de modo que_coincidan los extremos de
una de ellas con los de la otra. [} =

Se suman dos 6 mas rectas limitadas colocindolas a lo lar—
go de-una recta indefinida, que puede ser una de las dadas
prolongada suficieniemente, tnas a continuacion de otras, de
modo que el primer punto de cada una coincida con el ultimo
de la anterior. : : .

Asi, la suma de las rectas m yn (Fig. 5) se obtendra to-
mando OM = m, MN =, y serd ON =m -+ n.

]20 mismo sumariamos tres 6 mds.

F16. 5. Es claro que OM es la diferencia en-

tre ON y MN, y MN entre ON y OM.

7 Es evidente que toda recta limitada
0 tiene un puafo medio y sélo uno, es
decir, que en toda recta limitada pue—

2 de marcarse un punto & igual distan-

cia de los dos extremos. _
: i 8. | CIRCUNFERENCIA €8 una [imea
o M N Cura cerrada, cuyos pumlos estdn cn
wn mismo plano & igual distancia de
olro punto interior lamado ceNTrO. (Fig. 6).
. | Circuro es la porcion de plano limi-
Fig. 6. lada por la civcunferencia. -

ARCO ¢s una parte cualquiera de lg
cireunferencia.

RADIO es toda recta OA tirada desde .
el centro O & wn punlo cualquiera dela
ClrCunerencia.

" CuerpA es foda recte limitada DE
cuyos ecxtremos son dos puntos de la
CUTCUN [T eNcLE.

DiAmETrO es toda cuerda BC que

2

o

A

pasa por el centro.

9 De la definicion de circunferencia se deducen las siguien-
tes propiedades:

1.2 ¢ ZTodos los radios de una misma circunierencia son tgua~
Jes, porque miden las distancias del centro a los difeventes
puntos de la circunferencia.

2.2 [ Thdos los didmetros de wna circunferencia son iguales,
porque cada uno se compone de dos radios.
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3.2 [ La distancia de wn punio dado en el plano de un circulo al
centre de dste es tgual, menor 6 mayor gie el radio, sequn que
el punlo esté ew la circunferencia, dentro del cireulo 0 fuera
del wismo.

; Lo primero es evidente; ademds, imaginando una recta tira—
da del centro al punto 1nterior 6 al exterior, en el primer ¢aso
hay necesidad de prolongar la recta para que llegue & la cir-—
cunferencia, luego es menor que el radio; en el segundo, la
recta se compone del radio y una parte exterior, luego es mayor
que el radio.

Reciprocamente, si (@ distancia de un punto al centro os
igual, menor ¢ mayor qus el radio, el punto estard cn o cir-
cunferencia, denlro del circwlo 0 fuera de éste.

10. { Bn un plano, se llama lugar geomdtrico de todos los
puntos que poseen una misma propiedad, & la figura formada

! por dichos puntos. ;

Para deinostrar que una figura es lugar geométrico, es ne— -

cesario probar: 1.° que todos los puntos de la figura poseen

\ cierta propiedad; 2.° que todos los puntos que la poseen perte—

| necen & la figura, 6 en ofros términos, que los puntos del

f
§

/ plano no pertenecientes a la figura no gozan de aquella pro-
\Eleclacl.

Segun esto,

La circunferencia es ¢l lugar geomélrico de todos [0S puntos
de un plano cuyas distancias @ un punto dado son tguales & wnd.
recta dadn. :

Puesto que todos los puntos de la circunferencia estan se-
parados del centro por una distancia igual al radio, y todos los
puntos que estan separados del centro por una distancia igual
al radio pertenecen a la circunferencia.

11. La geometria elemental estudia solamente:

La linea recta y la circunferencia.

Algunas superficies limitadas 6 engendradas por estas
lineas.

Algunos cuerpos limitados 6 engendrados por estas su-
perficies. :

BE.— fngulos.

13. Dos rectas que se cortan y terminah en su punto de in-
terseccion forman un dngulo.

Las rectas se llaman /ados del 4nguloy el punto en que se
cortan, verdice. : :
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Un angulo se designa comunmente por tres letras colocadas
una en cada lado y ofra en el vértice, aebiendo leerse eésta en
medio. Asi, el primer angulc de la fig. 7, se leerd: angulo ABC
6 dngulo CBA. : -

g Fra. 7.

.

A )
' /
e e

Sin embargo, cuando en el vértice hay solamente un én-

gulo, puede=éste designa\rse porla letra de dicho punto; asi-

diremos dngulo B.(\) (20

13. Dos dngulos ABC y DEF (#4g.7) son iguales si colo-
cando un lado BC del primero sobre otro lado KF del segundo,
de modo que los vértices B y E coincidan y que BA caiga hacia
el mismo lado que ED con respecto 41a recta comun EF, los

- otros dos lados BA y ED se confunden en uno solo,

Reciprocamente, si sabiendo que dos angulos ABC y DEF
son iguales, los superponemos de modo que coincidan los
lados BC v EF, cayendo el vértice B en E, los otros dos lados
BA y ED se confundiran.

14. Para sumar dos 4ngulos ABC y DEF (#4g. 8) se

Fic. 8.

/ o
B CE -F
coloca el ABC' de modo que el lado BC coincida con ED
que el vertiee B caiga en E, quedando BA y EF 4 diferentes
lados de la recta comun ED; si BA ocupa la posicion EG, el
angulo GEF sera la suma buscada.,
Del mismo modo sumariamos tres 6 méis 'dngulos.
Es claro que DBF es la diferencia entre GEF y GED, y
GED la diferencia entre GEF y 1EF.

Si suponemos el lado BA confundido al principio con el BC
(£7%g. 8), y concebimos que BA se separe moviendose alrededor

A £ Labiis n‘/’(.(:»‘:v WAL

. {
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del punto fijo B, el dngulo de estas dos rectas crecers de una
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manera continua; por consiguiente /o magnitud de un angulo
depende de la mayor 6 menor separacion de sus lados, no de la
longitud de estos.

Jicha meagnitud puede determinarse en relacion 4 la de otro
angulo unidad, puesto que habiendo definido la igualdad y
suma de angulos, podemos averiguar dus veces que uno mayor
contiene 4 otro menor, operacion 4 que, en ultimo analisis, que-
da reducida la determinacion de magnitudes.

15. BisreTRrIZ de un angulo es una recta que pasa por el ver—
tice y divide al dngulo en daos partes iguales.

Es evidente que todo 4ngulo tiene una bisectriz ¥ solo una.

A A

b
s 5 , [ 28 S
ERE. —Tridangulos. |/, .

16. TriANeuLo es la porcion de plano limitada por tres lineas
//L_‘. rectas que se cortan dos a dos.

Lados del tridngulo son las tres rectas que le forman. Cada
lado se considera Iimitado por sus intersecciones con 10 otros
dos. Estas intersecciones se llaman vérsices del tridngulo. Cada
dosJados comprenden 6 forman un angulo.

De modo que un tridngulo tiene sels elementos: tres lados ¥
tres angulos.

Angulos adyacéntes 6 contiguos 4 un lado son los que tienen
sus vertices en los extremos de'dicho lado. El tercer angulo se
llama opuesto. Lol €4 vie Sl PadUL Sl Znblty , e TN s

La figura ABC es un tridngulo.

Los lados son AB, BC, AC.

Fig. 9. - Los angulos BAC, ABC, ACB 6
simplemente A, B, C.
c s claro que suponiendo indefinida—

mente prolongado un lado cualguiera
AB, los otros dos AC y BC quedaran
hacia una misma parte de la prolonga—
cion, toda vez que AC y BC deben en-
contrarse en un punto C, lo que seria
imposible si AC estuviese por encima
de AB y BC por debajo 6 vice-versa.

17.  Un lado cualquiera de wn triingulo es: 1.° menor que la
suma de los olros dos; 2.° mayor que Sw diferencia.

1.° En el tridngulo ABC (#4g. 9), tenemos

AB < ‘A.O —'l—/_BC,, 2 “;-’;" i Lot

dergit €4 T &

VA '»»2,!:{‘ f \ (“'.‘ & E\l _,,"'-. \ oA \ (; t

A B

{0 v




i

porque el camino mas corto entre los puntos A y B es la recta

AB que los une [6].
Kl mismo razonamiento hariamos para los otros dos lados.

2.° Acabamos de ver que
AC < AB -+ BC;
restando la recta BC de los dos miembros de esta desigual-
dad, sera
AC—BC<<AB ¢bien AB>AC—BC

BAL IS 24 g
&

i

: )
lo cnal debiamos demostrar; {Band W 0Py Aoty
que coinciden cuando

18. Se llaman ¢éangulos tguales los
se superponen convenientemente.
Si coinciden los tres vértices de un triangulo con los tres
vertices de otro, coincidiran tambien los lados [6], y los trian—
gulos seran iguales. :

TeoreMa. (F4g. 10).

19. Dos triangulos ABC 1y DEF son jguales cuando tie-
nen un lado igual AB = DE, y los dos angulos adyacentes del
primero A, B respectivamente tguales @ los dos adyacentes del
sequndo D, B,

Fre. 10.

.

Imaginemos colocado el triangulo DEF sobre el ABC, de
modo que el lado DK se confunda con su igual AB y que el
punto F caiga hacia el mismo lado de la recta AB ?ue el punto
C: el lado DF seguir4 forzosamente la direccion AC, por ser
igaales los dangulos A y D [13], y el lado EF seguird -la direc—
cion BC por andloga razon; luego el punto ¥, comun 4 los la—
dos DF y EF, debera estar & la vez en AC y BC, para lo cual
tiene que coincidir con €, unico punto comun & las rectas AC
y BC [6]; luego los tridngulos son iguales.




/7

=

Sl

TrorEMA. (F7g. 10).

20. Dos triangulos ABC, DEF son iguales cuwando tienen dos
lados del primero respectivamente sguales ¢ dos lados del segun—
do AC = DF, AB="1DE, ¢ igual e/ dngulo comprendido A=D.

Coloco el tridngulo DEF sobre el ABC, de modo que el lado
DE se confunda con su igual AB y que el punto F caiga hécia
el mismo lado de la AB que el punto C: el lado DY seguira for—
zosamente la direccion AC, por ser A = D, y el vértice K coin-
cidird con el vértice C, por ser AC = DF; luego los tridngulos
seran iguales.

TrorEMA. (Fig. 11).

21. St dos trianguwlos ABC, DEF tienen dos lados respecti—
vamente iguales AC=DF, AB = DE, y ¢/ angulo CAB com—
prendido por los lados del primero es mayor que el FDE com-
prendido por los lados del sequndo, el tercer lado BC del primer
tredangulo es mayor que el lercer lado BY del sequndo.

: ‘ Coloco el triangulo DEF sobre

Fia. 11. el ABC, de modo queelladoeDE se

confunda con su igual AB y que
los triangulos resulten situados al
mismo lado de la AB; siendo el
angulo CAB mayor que el D, la
recta DF caera entre las AC vy AB,
yel tridngulo DEF tomara la posi-
: cion ABE’. Trazando la bisectriz
AGdel4dngulo CAF yuniendo el punto G con F'resultanlos tridn-
ulos AGC y AGF’, que son iguales por tener dos lados ignales

G = AG, AC= AF' éigual el angulo-comprendido, luego
CG = GF'. Ahora, en el triangulo BGE’ tenemos [17]

BG -+ G’ > BT, |
poniendo CG en lugar de GF' sera
BG |- CG > BF 6 BC > EF,

puesto que BE’ es el lado EF en otra posicion. :

Si el punto F' cayese en el lado BO, quedaria enfre By
C, ¥ seria evidentemente BC > BF' 6 BC > EI.

Puede ocurrir tambien que el punto F’ caiga dentro del
triangulo ABC: la demostracion en este caso es enteramente
igual 4 la expuesta en el primero.
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TEoREMA REGIPROCO.

22. Si dos trigngulos ABC, DEF ¢enen dos lados respecti—
vamentc iguales AC = DE, AB = DR, y-l tercer lado BC del
primero es mayor que el tercer lado BY del sequndo, el dngulo
CAB opuesto al tercer lado del primer tridngulo es mayor que el
angulo D opuesto altercer lado del sequndo.  ~

El angulo CAB no puede ser igual al D, porque entonces
los triangulos propuestos serian iguales [20], y tendriamos
BC = EI', lo que es contrario & la hip6tesis; tampoco puede ser
CAB menor que D, porque en tal caso seria, segun el teorema
directo, BC << EF, lo que tambien es contrario 4 la hip6tesis;
luego

dng. CAB > dng. D.

TrorEMA. (Fig. 10 9.

23. Dos triangulos ABC, DEF son iguales cuando los ires
lados del primero son respectivamente iguales d los tres lados
det sequndo AB = DE, AC = DF, BC = EF.

EI d4ngulo A esigual al D, porque si A fuese mayor 6 me-
nor que D, el lado BC seria mayor 6 menor que EF [21], 1o que
es contrario al supuesto; luego los tridngulos ABC y DEF
tienen dos lados iguales AB = DE, AC = DF é igual el 4n-
gulo comprendido A = D; por consiguiente son iguales [20].

24. Sidos tridngulos son igualessy los suponemos super—
puestos, los lades y angulos de uno se confundiran con los lados
y dngulos del otro: tendran, pues, los seis elementos respectiva—
mente iguales, mas para asegurarnos de que dos tridngulos son
iguales basta ver si se hallancomprendidosen alguno delostres:
casos demostrados en los numeros 19, 20 y 23, que exigen so-

lamente la igualdad de tres elementos, entre los cuales debe

haber un lado por lo ménos; luego de la igualdad-de estos tres
elementos podremos deducir inmediatamente la igualdad de los
otros tres. Diremos, pues,

S sabemos que dos trigngulos tienen un lado igual adyacen—
te @ dos angulos respectivamente iguales, 6 dos lados iguales é
dgual el angulo comprendido, d los tres lados respectivamente

“sguales, podremos afirmar gue Los otros tres elementos som tam~

bien respectivamente iguales. ;

Para eyitar toda confusion, téngase presente que en dos
triangulos iguales, 4 los lados iguales, se oponen éngulos igua-
les;y al confrario, & los angulosiguales se oponen lados iguales.

>



SEOCION PRIMERA.

PROPIEDADES Y RELACIONES DE LA EXTENSION.

LIBRO PRIMERO.

LINEAS.

CAPITULO PRIMERO,
LINEA RECTA.

‘,H.—Rectas gue se esrtan ¢ concurrentes.

Angulos, perpendiculares, oblicuas.

25. Dos rectas indefinidas AB, CD (#ig. 12) que se cortan,
_# forman cuatro angulos AOC, %OB, AOD, BOD.
ANGULOS ADYACENTES 07 A0S (n—

Fig. 12. gulos que tienen wn lado comun v
C los otros dos lados en linea recta.
\ Los 4ngulos AOC y COB son
0 adyacentes.
A B Tambien lo son AOC y AOD,

\ AODy DOB etc.
D ANGULOS OPUESTOS POR EL VERTICE

son dos angulos de los que wno esid
ormado por las prolongaciones de los lados del otro.
AOD y COB, AOC y DOB son opuestos por el vértice.
: 26. Se [lama PERPENDICULAR & Wna@ 1'¢Cta, todw otra 7ecta que
___Jorme con la primera dos dngulos adyacentes iguales.
; Angulo recto es cada uno de los dos angulos adyacentes
iguales que la perpendicular forma con la recta. :
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Se llama OBLICUA @& wna 1'ecta, toda oéra recta que jforme con
la primera dos angulos adyacentes destquales.

Estos angulos se llaman oblicuos.

Una recta que encuentra & otra es respecto de ésta perpen-
dicular 1 oblicua.
/fl«‘v‘igi‘ P2 5 4 "g';;’! A

J

PA R A

TroreMa. ([Fig. 13).
97.  Por un punto. C dado en una recie AB se puede siempre

levantar wia perpendicular & esta 1ecia, j 1o St. puede levantar
mas que wne.

£

1° Tomo en la recta AB, &

Fie. 13 partir del punto C y hécia distin-—

: . tos lados de estepunto, dos longi-
e 2 tudes iguales CE y CF; haciendo

S B centro sucesivamente en K y I

Taian X describo con el radio EF dos cir—

AJ i 5 g cunferencias, que se cortaran, por-
O EGe E7 - quelade centro B tiene un punfo

/ I interior 4 la otra y un punto F’
exterior; uno D con C, y la recta
DC sera perpendicular & AB. ,

Bn efecto: trazando las rectas DE, DF se formaran dos tri-
éngulos DCE y DCE, que tienen un lado CD comun, CE = CF
por construccion, y ED = FD como radios iguales & EI; luego
los triangulos son iguales. De esto se deduce

dng DCE = dng. DCF;
luego CD es perpendicular 4 AB.

2.° (Hig. 14). Si CD es perpendicular. 4 AB, otra cualquiera
recta CE “que pase por C, formara con AB dos dngulos adya—
centes desiguales; porque ECA es mayor que el recto DCA, y
g)([i]% menor que el recto DCB; luego CE no es perpendicular

g Al S Fig. 15.

/ 4 ri !
A AEAMT Find [od F 8456 il & TRALY ¥
A - ¥
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TrorEMA. (Figs. 14 y 15).

28. Dos dngulos rectos son iquales, aunqgueno seanadyacenles.
Sean los 4ngulos rectos DCB y QPNj; demostremos que

son iguales.. - i

_Coloco. la fig. 15sobre la 14,.de modo que la recta MN
. coincida con AB cayendo el punto P en C; es evidente que PQ
coincidira con €D, de lo contrario habria en € dos perpendicu-
lares 4 una misma recta, lo que es imposible [27]; luego los
angulos rectos DCB y QPN son iguales.

29. Todo 4ngulo menor que un recto se llama angulo ¢gu-
- do, y todo angulo mayor que un recto se llama obluso.

ECB es agudo (#ig. 14), ACE obtuso.

T'rorema. (Fig. 14).

30. La suma de dos dugulos adyacentes es igual & dos dn—
gulos rectos. e ‘ :
Sean los 4ngulos adyacentes ACE, ECB. Trazando por C

la perpendicular CD 4 AB, serd -
ACE =ACD 4 DCE
ECB =DCB — DCE;

sumando ordenadamente estas igualdades ¥ reduciendo, ten—

dremos
ACE - ECB— ACD - DCB,
6 sea ACE - ECB = 2 zecios.

Escornto. Siuno ce los dngulos es agudo su adyacente sera
por necesidad obtuso.

31. Se llaman dngulos CONSECUTIVOS dos dngulos que tienen
el mismo vértice, un lado comun y los otros dos lados situados
@ una y otra parte del lado comumn.

Los angulos GED, DEF de la fig. 8 son consecutivos.

COROLARIOS.

1. La suma de varios dngulos consecutivos ABD, DBE,
EBF elc. (Fig. 16) formados por reclas que parten de wn punto
B, de modo que los lados extremos BA y BC estén en linea recla,
es tgual @ dos angulos rectos.
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Los tres primeros angulos, contan—

Tic. 16. .do de izquierda & derecha, componen

el ABF, pero la suma de éste y el ultimo

E FBC vale dos rectos; luego la suma de

D F todosJos 4ngulos propuestos es igual
e 4 dos rectos.

2.° La suma de varios angnlos AOB,

4 ) & por rectas que pavten de un punto O,

de modo que cada wna Sea lado comun ¢

dos dngulos consecutivos, es igual & cuatro :¢cLos. 1 :
: Sn efecto: prolongo unlado cual-

Fig. 17. quiera OA en la direccion OA’; siendo

B c OA lado comun & dos é&ngulos AOB,
AORE situados & una y otra parte de

0A, resultan angulos AOB, BOC,

0 - COA’ situados & un ladode AA', y

A ~A"  otros AOE, EOD, DOA’ situados al

otro lado; los primeros valen dos rectos
Dy los seguntos otros dos [Cor. 1.°];

E luego la suma‘de todos es igual 4 cua—
tro rectos; pero esta suma esigual & la
de los 4ngulos propuestos, toda vez que COA’ y A'OD com-
ponen el COD; por consiguiente el corolario es cierto.
3.9 SG wno de los cuatro dangulos formados por dos reclas in—
definidas que se cordan es recto, los demds bambien son rectos.

Fia, 19.

Porque si el 4ngulo AOC (Fig. 18) es recto su adyacente
088D lo serd4 tambien, y siéndolo éste lo sera su adyacente
B ete.

1. Enunciamos asi este corolario, porque el enunciado comunr es yago. Se dice
que lasrecias salen del punto O <en todas direcciones>, y qué significa esta frase «gn
todas direcciones?»> Como sahremes en un caso dado 81 esta condicion tiene lugar

BOC, COD ete. (Fig. 17) formados
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De aqui se deduce: si una recta CD es perpendicilar ¢ otra
AB, la sequnda tambien es perpendicular & la primera.

32. Iscorio. Unlado BC de un éngulo” ABG (Irig. 19)
puede pasar de la posicion que ocupa & la del otro lado BA,
girando alrededor del vértice B en cualquiera de los dos sen-
tidos indicados por las flechas 7 y #. Si BC se mueve en el
sentido de la flecha , el 4ngulo descrito es igual 4 dos rectos
menos su adyacente ABD; pero si se mueve en el sentido de la
flecha n, el dngulo descrito valdra dos rectos mas el ABD.

Podemos, pues, considerar en todo angule dos magnitudes:
una menor que dos dngulos rectos, dela que se forma idea cla
ra imaginando que uno de los lados gira alrededor del vértice
hasta confundirse con el otro, siguiendo el camino mis cordto;
otra mayor gue @os reclos, imaginando un giro analogo por el
camino mis largo. Se sabe cual de estos caminos es menor pro-
Ioniando. uno de los lados del 4ngulo propuesto.

n las proposiciones anteriores nos hemos referido siempre
a la menor de las magnitudes indicadas, y asilo haremos tam—
bien en lo sucesivo. Kn este concepto podemos decir: lodo dn—
gulo es menor que dos dngulos rectos. !

33.  Angulos COMPLEMENTARIOS $ou Gguellos CUYw SWma es
tgual a un reclo.

Angulos SUPLEMENTARIOS Son agucllos cuya suma es wgual 4
dos rectos.

Dos angulos adyacentes son suplementarios.

St dos angulos tienen el mismo complemento 6 ¢l mismo su—

. plemento son iguales; porque & los dos les falta lo mismo para

valer un recto, 6 para valer dos rectos.
TrorEMA REGIPROCC. (Fig. 19).

34. §i dos dngulos consecutivos ABC, ABD son Suplemen-

tarios, los lados exleriores BC, BD estarin en Linea rects.

Prolongando el lado BC hécia 1a izquierda, el dnguloadya—
cente al ABC que se forma sera suplementario del ABC [30],
¥ por tanto igual al ABD; luego la prolongacion de BC coin
cidird con BS, lo que demuestra el reciproco.

35. Una proposicion es contraria de vtra cuando tienen
hipétesis y conclusiones contrarias. Bl teorema contrario del
30 es como sigue:

1 Admitida la adicion de angulos, sin representar los sumandos por nuameros.
es necesario admitir tambien dngulos de cualquier magnitud: lo contrario.nos.
pondria en la imposibilidad de contestar 4 esta sencillisima pregunta, jeudl es la
suma de dos angulos obtusos?
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menor ¢ mayor que dos rectos. .
Dorque $ila suma de los dngulos consecutivos fuese igual

4 dos rectos, serian adyacentes, en virtud del reciproco.

Fic. 20. il
eSS 2.2
) Eis .A .
A
-
E--emen C
B e

Obsérvese que la suma de dos angulos consecutivos ABC,
ABD (Z7g. 20, 1.") sera menor que dos rectos si prolongando
an lado exterior BC los otroslados BA, BD quedan hécia  una
misma parte de dicha prolongacion, pues en tal caso falta el
4ngulo DBE para que la suma valga dos rectos. Por el contra-
rio, la suma de los angulos ABC y ABD (#%g 20. 2.%) serd mayor
que dos rectos si prolongando un lado exterior BC quedan los
otros dos 4 una y otra parte de la prolongacion, pues entonces
la suma eguivale 4 dos rectos mas el angulo DBE.

188 dd

‘ProrEMA. (fig. 2L).

5. Dos dngulos AOC, BOD opuzstos por el vértice son iguales.

3
36.

~

Bic. 21.

A 0 B

D

“En efccto: el suplemento de AOC es COB, y el suplemento
de BOD es tambien COB; luego AOC = BOD.
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TrorEMA. (IMig.R2).,

37. 1.° Las bisectrices OE, OG de dos angulos adyacentes
AOC, BOC son perpendiculares entre st. 2.° Las bisectrices OG,
OH de dos dngulos opuesios por el vértice COB, AOD estan en

linea recta. :

1.2 Lasuma AOC-+-COB de dos
Fie. 22. angulos adyacentes es igual 4 dos
rectos; luego la suma EOC 4 COG=
£ ¢ EOG delas mitades de dichos an-
Y gulos valdrd un recto; por consi-
\ -6 ouiente OE, OG son perpendiculares

A By g entresi. o -

s 2.° Trazando la bisectriz OE del
H’/ Y angulo AOC, el angulo EOG serd
0 \ recto; pero el EOH, formado por las

F bisectrices de los angulos adyacen-

tes AOC, AOD, es tambien recto; lue-

go los angulos consecutivos EOG, EOH son suplementarios;
por consiguiente OG, OH estén en linea recta [34].

TrorEMA. (Fig. 23).

38. Por un punto C dado_fuera de una recia AB se puede
stempre trazar wna perpendicular & esta recta, y no se puede tra-
2y mas que wna.

1.° Tomo un punto G & distinto lado que
Fre. 23. el dado O con respecto & AB; describiendo
& desde C como centro con CG por radio una
circunferencia, ésta cortarda & la recta dada
AB en dos puntos E y F; marco el punto
medio D de EF, y uno C con D: la recta CD
es perpendicular & AB.
i En efecto: trazando CE y CF se forman
A E~~—75 F B dos triangulos CDE, CDF que tienen un lado
CD comun, DE=DF por construccion, y-
CE =COF como radios de una circunferencia; luego los trian—
gulos son iguales, de donde se deduce dng. CDE=dng. CDF;
por tanto CD es perpendicular 4 AB.
2
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2° (Fig. 24). Supongamos que CD
Fic. 24. sea perpendicular 4 AB; bajemos desde C
‘ _ otra recta cualquiera CE y demostremos
~ que es oblicua a AB,

Prolonguemos CD, tomemos en la pro-
longacion una parte C'D igual & CD, y
unamos ' con E. B

Los triangulos CDE, C'DE tienen unla-
do comun DE, CD — C'D por construccion,

: ylos 4ngulos CDE y C'DE iguales por

: rectos, luego son iguales; de estose deduce

(6l dng. CED = dng. C’ED. Ahora, si CE fue-

ra perpendicular 4 AB, el angulo CED y

su igual C’ED serian rectos 6 sea suplementarios, y COmMO Son

consecutivos, los lados exteriores EC, EC' estarian en linea

‘recta, y por tanto tendriamos entre los puntos C y C" dos lineas

rectas CDC’ y CEC, lo que es imposible; luego CE no puede
ser perpendicular & AB.

39. Bsconio. Segun los teoremas de los numeros 27y 38,
por un punto dado siempre puede trazarse una perpendicular &
una recta, y no se paede trazar mas que una, 6 lo que esigual:

Una recta estd determinada por wno de sus puntos y la con—
dicion de ser perpendicular @ otra recta dada.

TrorEMA. (Fig. 25).

40. i desde un punto tomado en un lado de un angwlo se baja
una perpendicular al olro lado, la perpendicular caerd dentro ¢
fuera del dngulo, segun gue €sie sea agudo 1 0bluso.

: -1.° Sea el angulo agudo ABC; decimos que

F1a. 25. la perpendicular bajada desde un punto K del

s lado AB al ofro lado BC cae dentro del angulo.
v En efecto: la perpendicular no puede caer
en el vértice B, porque tendria en tal caso dos
puntos comunes con AB, se confundiria con
este lado, y el angulo ABC seria recto, contra
lo supuesto.

Supongamos que caiga fuera del angulo, y
sea EF por ejemplo. Prolongando EF, tomando
FG = EF, uniendo G con DB, y aplicando el
mismo razonamiento del teorema anterior ve-
Tiamos que :




o

dng. EBF = ang. GBEF;

el primero de estos 4ngulos es obtuso, como adyacente al agu-
do ABC, luego la suma de los éngulos consecutivos EBF, GBF,
que evidentemente caen hicia un mismo lado de la recta EH,
seria mayor que dos rectos, lo que es absurdo [35]; luego la
perpendicular bajada desde E al lado BC caera dentro del
angulo ABC. :

- 2.° Sea el dngulo obtuso ABD. Su adyacente ABC serd
agudo; luego la perpendicular caerd dentro de ABC, y por
consiguiente fuera de ABD.

TEOREMA RECIPROCO.

41. S desde un punto tomado en un lado de un dngulo se baja
una perpendicwlar al otro lado, el dangulo serd agwdo 1t obiuso,
segun que la perpendicular caiga dentro o juera del mismo.

1. Si la perpendicular cae dentro, el angulo no es recto,
porque, de serlo, la perpendicularse confundiria con el lado AB,
ni obtuso, porque en tal caso la perpendicular caeria fuera;
luego es agudo.

- 2.9 Silaperpendicular cae fuera del angulo, éste no es rec-
to, por la razon dada antes, ni agudo, porque en tal caso la
perpendicular caeria dentro, luego es obtuso.

Trorema. (Fig. 24).

42. ' S5 desde un punto C exterior ¢ una recla AB se trazan «
éstaw una perpendicwlar CD y una oblicws CE, la perpendicular
es menor que la oblicuw. -

Haciendo ia misma construccion qne en el teorema [38], se—
gundo caso, se ve que CD esla mitad de CC', y CE la mitad de
CEC’; pero

G0 < CEC' [6], luego CD < CE.
TrorEMA REGIPROCGO.

43. | S5 una recta CD es la menor de cwantas pueden trazarse
desde un punto C @ otra recta AB, la primera serd perpendicular
@ la sequnda. .
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Si CD no fuese perpendicular 4 AB, podriamos bajar dsdee
C una perpendicular, la que seria menor que CD, lo que es con-
trario, al supuesto; luego CD es perpendiculara AB.
44.| Se llama DISTANCIA de un punto & wna rectw la perpendi-
eular trazada desde el punto @ la recia.

-

TEoREMA. (Fig. 26).

45. 8% desde un punto C exlerior ¢ una recta AB se bajan a
éstauna perpendicular CD y varias oblicuas: 1.° lus oblicuas
, CF que se apartan igualmente de la perpendicular son igua-
les; 2.° de dos oblicuas CE, CG que se apartan desigualmente
de la perpendicular, la que se aparta mas es mayor. *
. 1.° Los tridngulos CDE, CDF son
FiG. 26. iguales, por tener comun el lado
CD, DE=DF por hip6tesisyel angu-
lo CDE igual al CDF; luegoCE=CF.
2. Supongamos DG > DE; debe-
mos demostrar que CG > CE.
\ Tomemos en AB unaparte DF=DE
E b F" 5 By tracemos la oblicua CF, que sera
igual a CE.

El dngulo CFG es obtuso, porque la perpendicular CD cae
fuera del angulo [41]; luego si levantamos por F una perpen-
dicular FH & CF, cortard & CG entre los puntos C y G; pero
CH > CF [42]; por consiguiente con mayor razon Sera

€G >CF 6 CG>CE.

TrorEMA RECIPROCO.

46. 1.° Sidos oblicuas CE y CF son iguales, se apartan
squalmente de la perpendicular. 2.° % dos oblicuas CE y CG son
gesiguales, la mayor CG se aparta de la perpendicwlar mdas que

@ Mmenor.

1 Llamamospié de una recta que cae sobre otra AB al punto de interseccion de
larecta con AB. Decimos que dos oblicuas se apartan igualmente de la perpendi-
cular cuando los piés de aquellas equidistan del pié de ésta; y que se apartan
desigualmente, en el caso contrario.
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1.° Si CF se apartase de la perpendicular més 6 menos que
CF, seria CE mayor 6 menor que CF [ Zeorema direcéo], lo que
es contrario & la hip6tesis.

2.° Sila oblicua mayor CG se apartase de la perpendicular
lo mismo que la menor, seria CG = CE; y si se apartase ménos
seria CG < CE, consecuencias contrarias al supuesto.

7. CorovrARi0. \ Desde un punto C no pueden trasarse & wn
recta AB mas de dos rectas iguales.

Sean dos oblicuas iguales CE y CE.

Otra recta cualquiera tirada desde C 4 AB, si es perpendi-
cular 4 ésta, serd menor que CE y CF; y sl es oblicua, se apar—
tara de la perpendicular mis 6 meénos que éstas: por consi-
guiente serd mayor 6 menor que las mismas .

TrorEMA. (Fig. 27).

o ARl 2 \Todo-,mmz‘o E dz la perpendicular DG levantada @

~ wna recta AB por su punto medio C, equidista de los cxtremos de

=l recta. 2.° Todo punto ¥ exterior a4 dicha perpendicular no
equidista de los extremos de la recta.

1.° Lasdistancias EA, EBdel pun-

Fic. 27. to E & los extremos de AB son obli-

D cuas que se apartan igualmente de la

E perpendicular; luego EA = EB [45].

Bz & 2.° Para demostrar que las dis-

' tancias FA, FB del punto exterior F

el D\ 4 los extremos de AB son desiguales,

A i Np- bajo desde F una perpendicular FH

4 AB; el pié de esta perpendicular

no puede ser el punto medio C [27],

luego divide & AB en dos partes des-

G iguales AH, BH; por consiguiente las

distancias FA, FB son oblicuas que

se apartan desigualmente de la perpendicular FH, luego son
desiguales.

i TEorEMA REGIPROCO.

49. 1.° US: un punto B equidista de los extremos de una recta
AB, esti en'la perpendicular levantada & €sta por su punto me=
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dio. 2.° S5 un punto ¥ no equidista de los extremos de la recta,
70 periencce & la perpendicuiar. s

1.°. El punto ﬁ‘? esta en la perpendicular, porque de lo con-
trario no equidistaria de A y B. }

2. El punto F no estd enla perpendicular, porque si estu—-
viese equidistaria de A y B. ‘ .

50. Acabamos de ver que cada uno de los puntos de DG esté
) iBgual distancia de A y B; y que todo punto equidistante de A
Y B, pertenece 4 CD; luego [10]

1 AL lugar geométrico de todos los puntos equidistantes: de los
ewtremos de una recta, es la perpendicular levantada @ ésta por
Su punto medio. ;. :

51. Corovario. /8% una rects EG tiene dos puntos E y G
equidisiantes de los extremos de otra AB, es perpendiculor é ésta
Y la divide en dos paries iguales. :

Los puntos Ey G pertenecen 4 la perpendicular levantada
a AB en su punto medio [49]; luego EG se confunde con dicha
perpendicular [6], lo que demuestra el corolario.

TrorEMA. (Fig. 28).

52. 1.° Todo punto E de la bisectriz BD de un dngulo ABC
equidisia de los lados del dngulo. 2.° Todo punto H inlerior d

— un dngulo y que esid fuera de la bisectriz no equidista de los la-

dos del angulo.

Frc. 28.

1.* Debemos demostrar que las perpendiculares EF, EG ba-
jadas desde E 4 los lados del 4ngulo son iguales [44]. :
Doblando la figura por la bisectriz BD, el lado BC se con- .
funde con BA, porque los dngulos DBC y DBA son iguales;
mas como EG es perpendicular 4 BO y EF lo es 4 BA desde un
mismo punto E, cuando BC y BA se confundan, sus perpendi-



o3

culares respectivas BG y EF se confundiran tambien [38]; lue
go EG = EF. ;
2.° Sean HG, HI las distancias del punto H 4 los lados del
angulo ABC; debemos demostrar que son desiguales.
maginando una recta HB, podrd suceder que el 4ngulo
HBO sea agudo, recto t obtuso. Si es agudo, la HG caerd den-
tro del angulo y cortard por lo tanto & la bisectriz BD en un
unto K. Trazando EF perpendicular & AB, y uniendo F con
, sera EF =EG [1.°], pern HF << HE ++ EF [17]; luego
HF <HE 4 EG 6 HF <<HG; y como HI < HF [42]; serd
CON Mayor razon : ;
HI < HG.

Si el angulo HBC fuera recto, el pié G de la perpendicular
HG caeria en B (77%g.29.1.), y tendriamos desde luego HI << HB.

Fia. 29.
168 2.2
A Dao g D
H N AR /
|\ 1 l"_\‘
\\\
B — c 6B C

Por ultimo, si HBC fuera obtuso, el punto G caeria en la
prolongacion de BC (#%g. 29, 2.%), y seria HI << HL; luego con
mayor razon HI << HG. ;

TEOREMA REGIPROCO.

53. 1.°  Todo punto interior ¢ wn angulo vy equidistante de
los lados del mismo esti_en la bisectriz. 2.° Todo punto interion
@ un dngulo y no equidistante de los lados del mismo estd fuera
de la bisectriz.

° Imitense las demostraciones de los nameros 41, 46 y 49.

54. Los teoremas directo y reciproco que acabamos de de-
mostrar pueden comprenderse en el siguiente enunciado:

Bl lugar geométrico de los punitos interiores ¢ un dangulo y
equidistantes de sus lados, es la bisectriz de dicho angulo.
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55. Observacion general acerca de los teoremas 1eciprocos.
No todos los reciprocos son ciertos, por lo que no deben
admitirse sin demostracion. s
Muchas veces, sin embargo, la proposicion directa revela
desde luego la verdad de su reciproca. En este caso se hallan
los teoremas tratados en los numeros 40, 45, 48 y 52, y todos
aquellos en que no se pueda hacer mas que un numero limitado
de hip6tesis sobre un mismo sujeto,g 4 cada hipotesis A,B,C...
corresponda una conclusion A', B/, C'... distinta y que excluya
todas las demds; estas conclusiones A/, B, C'... pasan & ser

“hipétesis de los reciprocos, y A, B, C... deben ser las respecti-

vas conclusiones; porque si 4 la hipétesis A’ no correspondiese
la conclusion A sino otra cualquiera B, como de la afirmacion B
se desprende la B’ en virtud del teorema directo, tendriamos
que A’ y B’ serian afirmaciones idénticas 6 al menos compati-
bles, siendo asi que las suponemos distintas y excluyéndose
mutuamente. Diremos, pues, : :

Siempre que en un teorems o en una série de ellos se hayan
hecho todas las hipdiesis posibles sobre un mismo sujeto, y cada
kipdtesis haya conducido ¢ wna conclusion distinta y que exclu—-
ya todas las demas, podremos afirmar que los reciprocos Son
cLertos.

Ii.—Rectas gque no se cortan ¢ paralelas.

56. 'Se Uaman rectas PARALELAS dos 7ectas sitwadas en un
MESIMO PLANO, qUE N0 SC CRCUERLran Por Mmas que Se prolonguen.
Se demuestra la existencia de tales rectas por medio de la
siguiente proposicion.

TrorEMA.

57. \ Dos rectas perpendiculares & una tercera son paralelas.
entre St.
Porque silas dos rectas llegaran 4 encontrarse, habria dos
perpendiculares desde el punto de encuentro & una misma
recta, lo que es imposible [38].
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Posrurano pE Kucribes. (Fig. 30).

L 58, [ Dos rectas, una CD perpendicular y olra BF oblicua ¢
——una misma recta, AB, prolongadas suficienlemente seencuentran,

Z

9 el encuentro se verifica haecia el lado del angulo agudo FGB que
Jorma la oblicua con la recta.

Esta proposicion no se puede de-

Fic. 30. £ . : :
: mostrar rigurosamente; pero tiene
E A cierto grado de evidencia que per-
= e : D
L = m mite admitirla desde luego como
e clerta. :
c— « .

TrorEMA. (Fig. 30).

59./ [Por unpunio G exterior a una recta CD, puede siempre tra-
2arseuna paralele & dicharecta, y no puede trazarse mas que wna.
Tracemos por G una perpendicular AB a CD. De todas las
rectas que pasen por G habra una LM perpendicular & AB
y las demas seran oblicuas [27]; como CD tambien es perpendi—
cular 4 AB, las rectas LM y CD seran paralelas [57]; pero otra
cualquiera EF siendo oblicua & AB encontrard 4CD [ Postulado];
luego por G pasauna paralela LM a CD y solo paede pasaruna.
‘Escorio. BEn virtud de este teorema podemos decir: wna 7¢c—
ta quedn delerminada por uno de sus puntos y la condicion de ser
paralela ¢ otra recta dada.

CoROLARIOS.
Fic. 81, {1.° Dos rectas AB y CD (Fig. 31)
A B paralelas & una tercera EX son para-
: telas entre si.
c D En efecto: si AB y CD. llegaran &
E g encontrarse, pasarian por el punto de

encuentro dos paralelas a EF, lo que

'es imposible.
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Puede enunciarse este corolario diciendo:
87 dos rectas CD y B son paralelas, toda paralele AB ¢ una
de ellas EF es paralela ¢ la olra CD.
2.2 8% dos rectas LM y CD (Fig. 30) son paralelas, todw rec—
ta BX que encuentra ¢ una de ellas LM encuentya ¢ la otra CD.
Si EF no encontrase & CD seria paralela 4 esta recta; y pa-
sarian por G dos paralelas 4 CD, lo que es imposible.

TreorEMA REGIPROCO DEL 57. (F7g. 30).

60. ' SG dos rectas LM, CD son paralelas, toda perpendicular
AB a una de ellas CD es tambien perpendicular ¢ la otra LM.
- Puesto que AB encuentra & CD

Fie. 30. encontrara tambien 4 su paralela LM;

£ S ahora bien, si AB no es perpendicular
G a LM sers oblicua, asi como LM serd

. M oblicua 4 AB;peroentonces siendo CD
c F v LM una perpendicular y otra obli-
D cua & AB, se encontraran [Postulado],

B lo que es contrario al supuesto; luego
AB es perpendicular & LM.
COROLARIOS.

1.° 8 dos rectas AB, CD (Fig. 32) son paralelas, sus per-
pendiculares respectivas LM y PQ son paralelas.

Fig. 32. : Fic. 33.
L P ie
M
A B L
M
——————— C—+ D
& = g D B Q

Por ser LM perpendicular 4 AB lo es 4 CD, y como PQ tam-

-bien lo es, LM y PQ son paralelas [57].

R.° | 8% dos rectas AB, CD se cortan (Fig. 33) sus perpendicu~
lares respectivas LM y PQ tambien se cortan.
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Porque si LM y PQ fuesen paralelas, sus perpendicularés
respectivas AB y CD lo serian tambien; luego LM y PQ tienen
que cortarse. :

TrorEMA. (Fig. 34).

61. ' 8% dos rectas AB y CD son paralelas, todos los puntos de \

_wna de ellas equidisian de la otra. : =
B = Sean A y B dos puntos de la paralela |
/

e Fic. 34, AB, AC gDBD sus distancias & la otra
paralela CD: se quiere demostrar que |
AfiEs B AC= BD. o ,/
Siendo ACy BD perpendiculares & CD |
[44] lo son & AB. Marquemos el punto |
CEaE D medio E de la distancia AB y bajemos |

EF perpendicular 4 CD y por lo tanto |
a AB; doblando lafigura por larecta IKF, la EB seguird la di- |
reccion EA; por seriguales los dngulos en [, el punto B caerd |
en A, por ser EB = TQA, y BD seguira la direccion AC, porque |
los d4ngulos en B yen A son rectos; al mismo tiempo FD sigue |
la direccion F'C; luego el punto D se encoutrard ala vez en AC|
y EC, para lo cual tiene que confundirse con C; por consi-|
guiente BD = AC “
Escorio. {Se llama distancia entre dos rectas paralelas &
cualquiera de las perpendiculares bajadas desde una paralela &

la otra. : Vi
, 62 Siunarecta EF (#7%g. 35)corta 4 otras dos AB y CD, re-| = ;
 cibeel nombrede secante 6 transversal.. —
Fre. 35. ~ En los puntos de interseccion G y H |
E se forman ocho angulos: los situados |
e fuera de las paralelas sellaman ewxfer— \
A B 708, y los situados dentro; infernos.

Dos angulos externos EGB y FHC |\
: de distinto lado de la secante, no adya- |
H ——D centes, se llaman allernos externos.
/ Dos angulos internos AGH, GHD
F de distintolado de la secante, no adya—
centes, se llaman alternos internos.
Dos angulos EGB, EHD uno externo y otro interno, del
mismo lado de lasecante y no adyacentes, se llaman corres—
pondientes. :
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TrorEMA. (Fig. 36).

63. i dos paralelas AB y CD se cortan por wna secante EF:

1.° los dngulos alternos son aguales; 2.° 1os dngulos correspon=

. dientes son iguales; 3.° dos dngulos in-

Fia. 36. ternos 6 dos externos del mismo lado de

E la secante son Suplementarios.

1.° Demostremos que losangulos al-

L g/ ternos internos AGH, GHDson iguales.

B Desde los puntos G y H trazo las

perpendiculares GM, HL comunes a las

dos paralelas; GM y HL son paralelas

entre si é iguales [60 y 61]; y por ser

paralelas, las distancias GL y MH tam-

F bien son iguales; como ademis GH =

GH, los triangulos GHL, GHM tienen

sus tres lados respectivamente iguales, luego son iguales; por
consiguiente

D

3z
2=

ang. AGH = ang. GHD. :

De la igualdad de estos angulos alternos internos se deduce
la de sus suplementos respectivos BGH, GHC, y la de los
alternos externos E&B, FHC opuestos por el vértice 4 los pri-

Ieros.
2.° . Decimos que los angulos correspondientes EGB, EHD

son iguales.
En efecto:

EGB — AGH [36], AGH = EHD [1.%;
luego EGB = BHD.

3.° Vamos & demosirar que BGH y GHD son suplemen—
tarios.
Tenemos  BGH - AGH = 2 7ectos [30],
pero AGH—=GHD > T2
luego, sustituyendo, BGH - GHD = 2 7ecios.

Analogo razonamiento harfamos si los angulos fuesen
externos.
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TEoREMA RECIPROCO.

4 _64. Dadas dos rectas AB, CD cortadus por una secante EF:
===1.° 8¢ los angulos allernos son iguales, las rectas AB y CD son
paralelas; 2.° st los angulos correspondientes son iguales, las
rectas son paralelas; 3.° s dos angulos internos 6 exlernos de
un mismo lado de la secante son suplementarios, las rectas son
paralelas. :

1.° Supongamos iguales los angulos alternos internos AGH

y GHD (#ig. 36); decimos que AB y CD son paralelas.

En efecto: si trazasemos por G una paralela & CD, esta pa-
ralela formaria con GH hacia la izquierda un angulo igual &
GHD [63, 1.°], y por tanto igual & AGH; luego la paralela se
confundiria con GA [13]; por consiguiente GA es paralela 4 CD.

2.° Sean EGB, GHD dos 4ngulos correspondientes iguales.

De EGB = GHD y.EGB = AGH

se deduce GHD = AGH, y como estos angulos son alternos in-
ternos, las rectas AB y CD son paralelas.

3.° Supongamos BGH - GHD = 2 7¢cfos; como tambien
BGH + AGH =2 rectos, se deduce GHD = AGH; luego AB
y CD son paralelas.

TrorEMA. (Fig. 37).

65. 8% la suma AGH - CHG de dos dangulos internos de un
mismo lado de la secante_es \menor que
Fia. 37. dos rectos, las “rectas AB y\CD seen-

E cuentran hacia dickho lado.

Si las rectas no se enconfrasen se—

gA B rian paralelas, y la suma AGH - CHG
M valdria dos rectos. Ademas, los anguloes

Aﬁ suplementarios de los propuestos BGH
C p y DHG valen mas de dos rectos; luego
R sipor G trazamos la paralela LM, el

dangulo BGH sera mayor que MGH, y

F no pudiendo GM encontrar & HD, tam-

: poco GB, por mas que se prolongue

hécia la derecha, la encontrard; luego el encuentro tendra
lugar hacia la izquierda de la secante.

{ 4
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TrorEMA. (Hig. 38).

66. Dos angulos que tienen sus lados paralelos son tguales 6

_suplementarios. :
PriMER cAsO. Seanlos dngulos ABC y DEF, cuyos lados
son paralelos y estan dirigidos en el mis-

Fig. 33. mo sentido !; vamos & demostrar que
Ap iguales.
: Prolongando DE hasta que encuentre

en G al lado BC, tendremos
DEF —=DGC por correspondientes,
DGC=ABC » »
H E £ laego DEF = ABC.
SEGUNDO 0AS0. Sean los dngulos ABCy
5 ¢ HEG, cuyos ladosparalelos BAy EG tie-
G nen direcciones opuestas, asi como tam-—
bienlos BCyEH;decimos quesoniguales.
Prolongandoloslados del anguloHEG se forma otro DEF; pero

- ABC — DEF, por el primer caso,
HEG = DEF, como opuestos por el vertice;
luego ABC = HEG. :
TEROER CASO. Sean los 4ngulos ABC y FEG, cuyos lados
paralelos BC y EF tienen la misma direccion, mientras que los
otros dos BA y EG tienen direcciones opuestas; vamos & de-

mostrar que son suplementarios.
Prolongando el lado EG se forma el dangulo DEF; pero

DEF  GEF = 2 7¢ctos.
, DEF = ABC, primer caso;
‘luego ABC + GEF = 2 7ecios.

1 Elsentidodela direccion deun lado se cuenta 4 partir del vértice: asi BC y
" BEF est4n dirigidos en el mismo sentido, desdeel vertice hacia la derecha; BA y ED
tienen la misma direccion,desde el vértice hacia arriba.
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Escorio. Segun hemos visto, los angulos cuyos lados para-
lelos estan dirigidos en el mismo sentido 6 en sentidos opuestos
son iguales; y si dos lados estin dirigidos en el mismo sentido
y los otros dos en sentidos opuestos, los angulos son suple-
mentarios. :

TrorEMA. (Fig. 39).

67. Dos angulos ABC y DEF, cugyos lados son 26SPeCtivamen-
te perpendiculares, son iguales o suplementarios.
Suponemos que AB y BC son
Fra. 39. . respectivamente perpendiculares &
L EF y ED. Tracemos por el vértice
= E dos perpendiculares EH y EG &
los lados EF y ED; el angulo GEH
formado por estas perpendiculares
es igual al DEF, porque ambos tie—
nen el mismo complemento HED;
pero GEH tiene sus lados paraleloss
4 los de ABC [57], luego es igual 6
E suplementario de ABC; por tanto
DEF sers tambien igual 6 suple-

7 ”7’03
(@]
e
=

y Jleintedol 2

=
1
i}
i}
i
1
!
)
1
1
1
1y
.
il

mentario de ABC.

. Escornto. Siendo agudos los,dos angulos propuestos son
necesariamente iguales, porque si fueran suplementarios uno
seria agudo y otro obtuso.

Si los 4ngulos dados fuesen los obtusos ABL y DEM, tam-
bi%lFs_E‘rian iguales, por serlosus respectivos suplementos ABC
/ Por ultimo, si uno DEF es agudo y el otro- ABL obtuso,
evidentemente seran suplementarios.
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Iii.—EParalelas cortadas por paralelas.

| Lineas iguales.
Trorems. (Fig. 40). -

/ 68. Las paries AC y BD de dos rectas paralelas entercepta—
A das por otras dos paralelas AB y CD son iguales.
| = Bajolas perpendiculares AE y BF, que seran iguales [61] ¥

= paralelas. Los tridngulos ACE y
Fie. 40. BDF tienen un lado igual AE =

BF adyacente & dos angules res-

A B pectivamente iguales, AEC = BFD

sus lados paralelos y dirigidos en
= D E el mismo sentido, luego dichos tri-
dngulos son iguales; por consi-
guiente AC = BD.

; /‘ ]; por rectos, CAKL = DBF por tener

IV.—Concurrentes covtadas por paralelas.
Lineas proporcionales.

69. ‘Se llama medida comun de dos cantidades homogéneas
otra cantidad de la misma especie que las primeras, contenida
exactamente en cada una de éstas cierto numero entero de
veces.

Las cantidades que tienen medida comun, se llaman con—
mensurables. _

Si dos cantidades tienen una medida comun, tendran cuan-
tas queramos, pues solamente las partes alicuotas de la prime—
ra seran otras tantas medidas comunes.

La division de dos cantidades homogéneas, tiene por objeto
hallar el numero abstracto (cociente) por el cual debe multipli—
carsela segunda (divisor) para obtenerla primera (dividendo).

| Razon 6 relacion de dos cantidades homogeneas es el cocien-
te de dividir la primera por la segunda.

\La razon de dos cantidades conmensurables es la relacion de
los nilmeros enteros que expresan sus magnitudes respectivas,
cuando se han determinado con wna medida comun.
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Sean A y B dos cantidades conmensurables, que contienen

4 la medida comun m veces y % veces respectivamente; deci—
mos que

A m

BiE=

es decir que el producto B>< 7;—?1 —Al

e . m ael
En efecto: multiplicar B por la fraccion o dividir B en

o partes iguales y tomavm de estas; dividiendo B en » partes
iguales se obtiene la medida comun, y como A consta de m

: m
veces esta medida, es claro que B >< = A

Si las cantidades A y B, cuya relacion se busca, no tienen
medida comun, se divide una de ellas B en » partes iguales, se
lleva: una parte, que llamaremos p, sobre la otra cantidad A
mientras se pueda,  veces por ejemplo, ¥ quedard necesaria—
mente un residuo menor que p; segun esto, A es mayor que 7

_vecesy menor que 7 - 1 veces esta parte; luego la relacion —

B
m m -1
Sera mayor que — menor que :_ , toda vez que el pro-

. m T i
ducto B XE , que significa 7 veces la parte p, es menor que

m =1
) :
mayor que A; pero si # anmenta indefinidamente, lo cual es

e y 7 serd tan
7 7 .

A, yelBx< , que representa m - 1 veces la parte p, es
: - il :
posible, la diferencia - entre las fracciones
pequenia como queramos; luego, con mayor razon, estas frac—
ciones se aproximaran 4 la relacion = cuanto se quiera. Resul-

B
A o : wm ., . : m - 1
ta, pues, que = es limite superior de - ¢ inferior de :— :

B
Ahora bien, entenderemos por cociente, 7a4zon 6 relacion de
dos cantidades inconmensurables A y B el limite & qge tienden
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: : .om m -1
los valores sucesivos de la fraccion i 6 dela ;i_ cuando 2
aumenta indefinidamente. -
Dos cantidades homogeéneas son proporcionales 4 otras dos,
entre si homogéneas, cuando larazon de las primeras es igual
3 la razon de las segundas.

TrorEMA. (Fig. 41).

70. 5% en una recta se toman paries iguales AB=BC=CD...,
¥y por los puntos de division se trazan, en direccion arbitraria,
varias paralelas AA', BB', CC'..., que encuentren a otra recta,
quedard esta dividida en partes iguales A'B' = B'C' = C'D'....

Por los puntos A, B, C.... trazo las
Fic 41. rectas AF, BG, CH.... paralelas & A'E,
¥y por lo tanto paralelas entre si. Los
triangulos ABF, BCG, CDH.... tienen
un lado igual AB=BC=CD.... por hi-
potesis,los dngulos BAF, CBG, DCH...
iguales por correspondientes, y los
ABF, BCG, CDH... tambien iguales
por la misma razon; luego dichos tri-
angulos son iguales [19]. De esto se
deduce

Al BEG —CH

sustituyendo ahora las lineas auxiliares AF, BG, CH... por sus
iguales [68] A'B’, B'C’, C'D'... ser4

BB —ICIDC

HscoLto. Es evidente que si AA’ se mueve paralelamente &
si misma, de modo que AB disminuya, A’B’ disminuira al mis—
mo tiempo; por consiguiente si fuese AB menor que una de las
partes iguales en que est4 dividida la recta AE, tambien seria
A'B' menor que una de las en que lo estd AR,

71. | CororArio. Zodw recta MN (Fig. 42) cortada por wna
serie de paralelas equidistantes entre si, queda dividida en par—
les iguales,y reciprocamente, si una recta estd dividida en par-
les wguales por wna série de paralelas, éstas equidistan entre st.
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Fra. 42. Trazando M'N’ perpendicular & las pa—
ralelas, tendremos por hip6tesis

AUB—BE—EIH,
luego tambien AB=BC=CD...

oy a e De un modo analogo se demuestra el
R — D' reciproco.

i N 72. Cuando en una recta indefinida

: se marcan varios puntos, que comun-
mente son intersecciones con otras rectas, llamamos segmentos
6 partes de la primera & las distancias entre dichos puntos.

Si en una recta indefinida tenemos un segmento AB, y se
marca un tercer punto C, podra éste caer en el segmento 6 en
la prolongacion del mismo: en el primer caso, C divide a AB
en dos segmentos llamados adifivos, porque CA 4 CB = AB;
en el segundo se dice, por extension, que C divide & AB en dos
segmentos susiractivos, porque CA — CB = AB.

TEOREMA.

73. 4 8% tres paralelas encuentran @ dos rectas, dos Segmentos
cualesquiera de wna de €stas son proporcionales @ los segmentos

correspondientes de la olra.
Sean las paralelas AA’, BB/, CC’

Fic. 43. (F4g. 43), que encuentran & las rectas
- 0 MN.y M" N'.
: N Queremos demostrar que dos segmen-

tos cualesquiera ABy BC 6 ACy AB 6
AC y BC de MN son proporcionales a los
correspondientes A'B’y B'C', A'C' y A'B,
A'C’ y B'C' de M'N".

_Fijémonos en los AB y BC. Estos
segmentos pueden tener medida comun
6 no tenerla, lo que nos hace considerar
dos casos: :

Priver caso. Si AB y BC son con-
: mensurables, la medida comun estars
contenida exactamente en ambos cierto numero de veces:

iV
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sean, por ejemplo, 5 y 3 respectivamente; en tal supuesto
serd [69] , :
AB 5
BC= 5 [

Trazando por los puntos de division de AC paralelas 4 AA’,
queda A'B’ dividido en cinco partes iguales y B'C’ en tres [70];
luego

ABE 5
BC - 3 2]

De las igualdades [2] y [4] se deduce
AB_ A'B
BE =Bl

‘SEGUNDO CAS0. ([7%g. 44). Sean AB y- BC inconmensura-
bles. Dividamos BC en 7 partes iguales,

Hig. 44. pudiendo ser » tan grande como se quie—
MW ra; sl llevamos una parte CD sobre BA,
suceslvamente y & partir de B, las veces

A N que se pueda, por ejemplo 7 veces, que-
@ al dara por necesidad un resto A menor que

: e
B 5 CD; luego la fraccion i cuando # au-

8 Dé menta ind%ﬁnidamente, tiene por limite
: A
superior =— [69].

N N BC

Trazando por los puntos de division de
AC paralelas 4 AA’, BB’ y CC/, el segmento B/C’ quedars di-
vidido en #z partes iguales 4 C'D’ [70], y el A'B’ se compondr4,
por igual razon, de m partes iguales & C'D’, y de un resto @/'A’
menor que C'D’, puesto que aA:<<COD [70, escolio]; luego gtie—

IBI

ne tambien por limite superior ——-.
B'C
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Siendo = *—IBI limites superiores de un mismo NUMEro
N =V 5 10T 1 S
BC o BICI 1
vamable;b , serd [Arit. 234]
AB A'B'
BE = B
La misma demostracion es aplicable a los segmen-

Escorro.
tos AC, AB v 4 los AC, BC, por lo tanto tendremos:
40 Lg A0 G
AB AB B = BIC

Obsérvese que dos de las tres igualdades anteriores:son con-
secuencias de la tercera.

Asi de %—32 %%: se deduce [477¢. 195]
ABYBC ABBOG  AC AT
AB A'B’ AB A'B"’
AB--BC - A'B-B'C/ ; _P_;Q = é’_C'
BC B'C' BG & BlC
CoROLARIOS.

74, 1.° | Si dos rectas concurrentes en O (Fig. 45) se corian
por varias paralelas AA', BB, CC' elc. los segmentos de la pri-

mera son proporcionales & los de la segunda.
Trazando por O una nueva paralela,

10ites e, tendremos, en virtud del teorema,
AB_ AB
BO & BlO
AB BO |

6 bien i B0’

del mismo modo:
BO 0OC

B0~ 0C’




R

06 0D
o T
luego éE:—BQ:_Q—q:—C—D— ete.
: ANBem BO OC: (©/DY,

Escouio. Aunque en la série anterior los numeradores son
segmentos consecutivos de AD, ylos denominadores de AD’,
pueden tambien tomarse para numeradores segmentos cuales—
quiera de AD, siempre que para denominadores se tomen los
de A'D’ correspondientes; asi, por ejemplo,

AG _BD BO_ OD
ANCEBID: B0 D i

porque sumando varios numeradores de fracciones iguales y
los respectivos denominadores, resultan fracciones iguales a

Jlas dadas [4réi¢. 200].

75. 2.° Los segmentos de todu recta cortadn por una série
de paralelas, son proporcionales & lus distancias entre (as pa-
ralelas.

Para demostrarlo, basta trazar otra recta perpendicular a
las paralelas: los segmentos de ésta miden las distancias entre
las paralelas y son proporcionales 4 los segmentos COrrespon-—
dientes de la primera recta.

TrorEMA. (Fig. 46).

96. < 8% dos rectas cualesquiera AB. A'B' estan cortadas por
dos paralelas AA', BB, toda recta CC' que divida las primeras
en partes proporcionales, es paralela d las sequndas. !

: Tenemos por hipotesis

Fic. 46.
: @A OA
G Lpsca
= e
B’ Tracemos por C una paralela & AA’

y BB/, la que encontrara & la trans-
A" versal A’B’ en un punto ¢ situado en-

1 3ssupone que los puntos Cy C! psrtenecen 4 los segmentos AB y A'B! res-
pectivamente, 6 que ambos estan fuera de dichos segmentos; porque si uno de los
puntos C pertenece al segmento ABy el otro C’ estuviese en la prolongacion de
A'B/, podria verificarse la hip6tesis sin que CC’ fuese paralela & AA'’y BB'.
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tre A’ y‘ B' 6 fuera del segmento A'B’, segun la posicion de C
en la transversal AB. Siendo paralelas las tres rectas AA’, BB’
y Cc tenemos [73 ] :

@A A
de las igualdades [@] y [/] se deduce
— A o
Gy = R
! /+ R’ l+ !
S o it OAC—']—;/)B :cAcEf;B ;
; AB_AB
GiB = eBE

luego B'C' = Ble, lo que exige que el punto ¢ se confunda con
C', y por tanto la paralela C¢ con CC'; luego CC' es paralela &
AA’"y BB'.

Escorio. Hsta conclusion se verificaria tambien si en lugar
de la hip6tesis [¢] hiciéramos una de estas dos .

AB - AB AR AR
A@= N@L 2 Bow Bl
porque de cualquiera de ellas se deduce facilmente la igual-
dad [a].
: . 77. Cororario. 8% los dos lados de
un anguwlo AOA' (Fig. 47) estan corta—
dos por una reciw AA', toda otra rectw
BB’ que divida dickos lados en segmen-
tos proporcionales es paralela & la pri-
mera. '
A BA
BO = B0
tas AA’ y BB’ son paralelas.
Trazando por O una paralela CC’

Decimos que si lasrec-

1 Se supone que los puntos B y B’ pertenecen 4 los segmentos OA y OA’ regpec-
tivamente, 6 que amhos estan fuera de los segmentos.
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4 AA’, tendremos que BB’ determina en OA y OA" segmentos
proporcionales; luego [76] BB’ es paralela & AA".

Escorio. Tambien se verifica esta conclusion si se parte de
las hip6tesis

0A oA OA oA
OB 0B AB_A’B"’

que s ivalentes 4 1 BA_ DA
porque son equivalentes 4 la o'= = w75 -

TrorEMA. (Fig. 48).

78. Dos paralelas AA', BB lihm'mdgas por los lados de un
angulo AOA' son proporcionales & las dislancias de sus extre—

mos de wn mismo lado al vériice. :
Tirando por B la paralela Ba a OA’

Fic. 48. tenemos [75]
AN AO
7 BO
pero ¢A’ = BB’ [68] ,
L o
IlebO BB, et BO )
AO A'O
ademas BO~ BO’

.. v e
por consiguiente 55 B0 DO’

lo que demuestra el teorema.
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TrorEMA. (Fig. 49).

79. Dos paralelas cortadas por varias concurrentes en un
punto O, quedan divididas en partes proporcionales.
= ‘ Tenemos, en efecto, [78]
Fia. 49. .

- 0A _ AB OB
; @A Bl S 0BY:

OB _ BC _ 0C
OBLZE B w00,

60 6D 0D
OC. ECDiz 0L

Observando que._las séries primera y segunda se cnlazan
: .

por la razon comun OB’ la segunda y tercera por 0c’ dedn-

ciremos quetodas las razones de las tres séries son iguales;luego

i M BT 0D
AR = B

EscoLios.

1.° De las anteriores séries se deduce tambien
QA OB 06 0D

OA 0B = QC T 0D’

|
% lo que manifiesta que las concurrentes quedan tambien dividi—
das en partes proporcionales.
9.° 'Si fuese AB = BC = CD seria necesariamente A'B" =
B/ == O'D’, esto es, si las partes de wna paralels son tguales
tambien Lo serdan las de la olra.
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TEorREMA RECIPROCO. (Flg. 49).

80. &% tres & mas rectas AA', BB', CC' dividen & des para-
lelas AD, A'D’ en partes proporcionales, dichas rectas concurren
en el mismo punto.

Sea O el punto de encuentro de AA’ y BB’; demostremos
que CC’ prolongada pasara por O.
En efecto: tenemog por hipbtesis,

AB BC

AIBI = BIOI [a] ;
supongamos ahora que uniendo el punto O con Cla recta de
union no pase por ¢, sino por otro punto ¢ de la A’D’; en vir—
tud del teorema directo sera .

AB  BC s
e
delas igualdades [¢] y [7] se deduce B'¢ =B'C’, lo que de-

muestra que la recta OC pasa por €', es decir, que los puntos
C, €' y O estan en linea recta.

V.—Antiparalelas.

81. Se llaman rectas ANTIPARALELAS dos rectas thadas en—
tre los lados de wn angulo, considerados como indefinidos en sus
dos sentidos, de modo que la primera forme con wno de los lados
wn dngulo igual al que lu sequnda forma con el otro lado.

' Si los angulos OAA’, OBB’ son

Fre. 50. iguales, las rectas AA’, BB/, trazadas

entre los lados del angulo AOA’ 6 en-

tre sus prolongaciones, son antipara—
lelas con respecto 4 dicho dngulo.

Dos cantidades A y D son 7ecipro-
camente proporcionales a otras dos B y
C cuando las primeras son dos tér—
minos opuestos de una igualdad frac—
cionaria, y las segundas los otros dos,
esto es, cuando se verifica la igualdad




e

g

TrorEMA. (Fig. 50).

82. Las distancias del vértice O de un dangulo @ los puntos de
interseccion de cada lado con las antiparalelas AA', BB’ son re—
ciprocamente proporcionales.

Invirtiendo la figura OBB’, de modo que el lado OB tome
la posicion 04 y OB’ la Of', el angulo U466’ sera el OBB’ en su
nlllleva posicion, y como, por hipétesis, OBB’ = 0AA’, sera
ahora

040" = OAA’;
luego 66" y AA’ son paralelas [64]; por lo tanto
@A =0

Or 07

pero. 06, 00" son lag rectas OB, OB’ en otra posicion, es decir,
06 = 0B, 0/’ = OB’; luego sustituyendo sera

@A 0B
0N 0B

TEOREMA . REGIPROGO. (Fig. D0).

83. 5% las distancias del vertice O de un dngulo. @ los punios
de interseccion de cade lado con dos rectas som reciprocamente
proporcionales, estas rectas serdn antiparalelas con respecto d
dicho angulo. ;

Tenemos por hipotesis

A OB .

0A' = OB’ _
invirtiendo la figura, como en el teorema directo, sera OB=00,
OB’ = 0%’ ; luego

QA 0h

—GKV S -@l ?
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esta igualdad demuestra que 40 es paralela & AA’ [77], por lo
que ang. 086" = dng. OAA’, pero 040’ es el OBB’ en ofra po-
sicion; luego

dng. OBB' = dng. OAA’,

lo que demuestra qne AA’ y BB’ son antiparalelas.
84. Esconro. Los dos teoremas anteriores pueden enun-
ciarse asi: : ;

Losproductos de las distancias del veértice de un dngulo @ los
puntos de interseccion de cada lado cor dos rectas antiparalelas,
son iguales; y Teciprocamente, si los produclos de las distancias
del vértice de un dngulo & los puntos de interseccion de cada lado
con dos rectas interiores al dngulo son tguales, dichas rectas
son antiparalelas.

En efecto: la igualdad

OA OB
QAL & OB!
equivale & ésta 0A >< 0B’ =0A">< OB.

85. CororAwrio. % dos antiparalelas se encuentran en wn
lado del angulo O, la distancia del vértice al punto comumn 0 es
media proporcional entre las otras dos distancias; y reciproca-
mente, §¢ la distancia del vértice dewn dngulo & wn punto to-
mado en uno de sus lados es meodia proporcional entre las distan-
cias del vértice a dos puntos tomados en ¢l otro lado, las rectas
que wnen ¢l primer punto con Lo 0tros dos son antiparalelas con
respecto al angulo.

Para justificar este corolario basta suponer en los dos teo-
remas anteriores que dos puntos Ay B' 6 A’ y B se confunden
en uno solo.

TrorEMa. (Fig.50).

86.. Dos reclas antiparalelas son proporcionales d las distan—
cias de sus extremos de distinto lado alvertice del angulo.
Decimos que :
AN _OA_ OA
BB OB OB
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Considerando la figura OBB’ en la posicion inversa O 53/,

tenemos [78] :

AL OA ON

oh 2 0 OhL

pero b0’ = BB', 06 =0B, 0’ = 0B’ ; luego

e 0N QA

BB~ 0B~ 0B

‘-’l.—~€J0nmlu-n=entcsv,co»ngtmla‘s por concurrentes. !

21 Vo 02/ ' _
Razones proporcionales.

87. Cuando se consideran en una recta indefinida uno 6
mas segmentos, puede tenerse en cuenta, ademéas de la longi-
tud de cada uno, su direccion 4 partir de un extremo del mis-
mo, considerado como o74gen. Por manera que un segmento
estard enteramente determinado, es decir, conoceremos su mag-
nitud y posicion, si se nos da el origen 6 punto de partida, el
sentido en que debe llevarse sobre la recta indefinida, y su
lonfitud.

a oposicion en el sentido de los segmentos se expresa por
los signos contrarios mas y ménos: todos los segmentos dirigi—
dos en un mismo sentido convenido se consideran positivos, y
todos los dirigidos en el sentido contrario se consideran nega-
Ziwos. Si convenimos en considerar como positivas las longitu—
des contadas de izquierda & derecha, las que se cuenten de de-
recha 4 izquierda seran negafivas. Kl segmento AB (Z#%g. 51)
es positivo, el BA es negativo, y como en longitud son iguales,
tenemos,

AB=-—BA 6 AB-+BA=—O.

Si en una recta indefinida XY consideramos dos puntos
fijos A y B, y otro punto cualquiera M, las distanciasde M 4

1 Los Sres. Profesores que deseen dar mayor amplitud 4 este nuevo é interesan—
te estudio, pueden ver la obra <«Generalizacion de la teoria de lineas propor-
cionales», que publicamos en 1880.

Los que, por el contrario, quieran omitirlo, deberdn suprimir tambien, méas
adelante, los miimeros 177 & 183 amhbos inclusive, por apoyarse en el presente
articulo; cuidando de demostrar el corolario del numero 180, necesario en el teo-
rema del numero 228.
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A y B tendran el mismo signo 6 signos contrarios, segun que

M esté fuera del segmento AB 6 entre A y B; la relacion entre

Fia. 51.

M A M7 B M’
X 5 Sy

dichas distancias serd, pues, positiva en el primer caso y nega-
tiva en el segundo. Asi

: MA M oo NIA

m Y2 M——‘,B pOSIt]..Vc‘:IS, —W‘/:B

88. 8% en una rectw indefinida XY (Fig. 52) marcamos dos

puntos fijos A y B, exisie siempre wn punto y. solo uno en (@ rec—

ta, tal que lo relacion de sus distancias @ los puntos Jijos os

negativa.

dsgual en valor y en signo & wna relacion dads o Dicho punto

se hallara fuera del segmento AB si %l ¢s positiva, yentre Ay B

-

. m 5
SesCs Neqarioa.
Trazo por el punto A una recta

Fig. 52.
- que forme con AB un angulo cual-
e quiera; tomo en ella, & partir del
S punto A, una longitud Am= m;
5 Vi trazo por B una, paralela 4 Am

N

A o\ /8 > Y igual en longitud & n, hacia el
N mismo lado que A, con respecto
e 4 XY, sila relacion dada es posi—
tiva, y hécia lado distinto sila re-
lacion es negativa: sea Bn en el primer caso y Bz’ en el segun—
do; uniendo m con n 6 con 7/, la recta de union encuentra a XY

en D 6 en C, y serd [78]

DA g o e
DR By o »GB=Bp =
Los puntos D y C son tinicos; pues si D se mueve acercan—
dose 6 alejandose del punto B, los términos de la fraccion 1[))-%
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disminuyen 6 aumentan en cantidadesiguales, luego la fraccion
varla siempre en el mismo sentido, es decir, pasando por valo-

m . .
res todos mayores que - S D se acerca &4 B, 6 todos me-

nores si D se aleja de B [A7¢z. 151]; v si C se mueve acer-
candose al punto A 6 alejindose, el numerador de la fraccion

OB disminuye 6 aumenta y el denominador varia en sentido
contrario, adquiriendo por tanto la fraccion valores sucesivos

7
todos menores 6 todos mayores que =

89. Cuando tengamos tres puntos A, B, C en una recta in-
definida y comparemos dos de los tres segmentos AB, AC, BC,
consideraremos siempre como origen de ellos el punto comun
¥y los otros dos puntos serdn los extremos de los segmentos.

TrEorREMA. (Fig. 53).

90. S% tres concurrentes en un punto P encuentran ¢ dos
rectas, dos segmentos cualesquiera de una de éstas son proporcio-
nales & los correspondientes en la otra,con tal que cada segmento
se dwwida por la distancia de su exiremo al punto de concurso P.

Fijémonos en los segmentos BA y

Fre. 53, BC, B'A’ y B'C’, de las transversales
ABCy A'B'C', interceptados por las
o tres concurrentes en B; decimos que
D -

BA BC . BA’ BO!
PAL PO DAL (GDEE

; ¢’ Por el origen B de los segmentos
tracemos una paralela DE 4 A'B'C’, y
/C por A y D ofras dos paralelas 4 la coll-
currente PC. Las concurrentes AC y

DE cortadas por las paralelas AF, CE, nos dan [78]

BA_ AN Bb He
Be=0p 4 pieon U
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Las concurrentes AC y AP corta-
das por las paralelas GD, CP, y las
concurrentes PD y DE cortadas por
las paralelas FA, P, nos dan [78]

PA_ DA PD _AD

pc- b6 [+ ppmaw U

Dividiendo la igualdad [«] per la
[@] yla[6] porla [6'], serd
BA (PAc AHDG BD P DG AR
BE  PE = CEIDA 2 BE - PR = GEAD:
BA P4 BD  PD
BO BCEBE PE
: BD ; BIA’ 12D RIAY
Sustituyendo BE Por st 1gual 5O [79], v PR PO Py
[74], serd :
BA BA B4 Pa
BE-RCE BIO s P@
BAaaBG BAw BIO
By D@ = DA DED

que es lo que debia demostrarse. :
Si los segmentos elegidos fueran ofrog, la demostracion
seria analoga. Tenemos, pues,

AC AB AT A'B A CB_CA OB
PE RBEE PE2: PR PREEPB DAL DL

de donde

6 por Gltimo

(CoROLARIOS.

91. 1.° (Fig.54.) 8% dos rectas concurrentes en O se cor—
tan por varias concurrentes en wn mismo punto P, los segmen—
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tos de las primeras, que tengan por origen comun el punto O, son
proporcionales, con lal que cadw segmento se divida por la dis—
tancia de sw extremo al punto P. :

Imaginemos una recta OP, y conside-

Fia. 54. rando tres concurrentes PO, PA, PB cor—

tadas por las transversales OB, OB’, des—

pues otras tres concurrentes PA, PB, PC

cortadas por@C y ¢/, v asi sucesiva-
mente, tendremos [90]

0A OB 0A’ OB

PAPB~ PA ' PB

o 0A OA’ OB OB
- DAY DAY DB PR
0B _OB. 00 0OC

del mismo modo PB’ PB —DC ' DO

De estas igualdades se deduce
O O Obi OBE 00 0¢
PACPAL PR PR D@ PO ~

lo que demuestra el corolario. -

Escorto. En lugar del origen O comun & los segmentos de
las dos concurrentes, pueden fomarse dos puntos cualesquiera,
uno de cada concurrente, con tal que estén en linea 'recta con
P, como A y A’, B y B’ etc. La demostracion seria la misma.

92. 2.° Dos seqgmentos de una recta cortada por ires concur—
rentes, divididos por las distancias de sus exiremos respectivos
al punito de concurso, Son proporcionales & las distancias de sw
origen & las otras dos concurrentes.

Sean los segmentos BA y BC (#4g. 55),

Fig. 95. ¥ Be, By las distancias de su origen B 4 las

concurrentes PA y PC; queremos demos=
trar que

BA BC B

PA. PC = By ¢
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Prolongando B« hasta C’' tenemos [90]
BA G B BUL 5 Bk (@
bi B0 P BG  ro 4
las rectas Py By son antiparalelas con relacion al angulo
P(Q'z, por ser rectos los dngulos en = y v, luego[86]

Ps PO . € Bo
= B0 ,.de donde By = PO
sustituyendo en la igualdad [#] la fraccion %liapor suigual
By, resulta
b BC B
DA BE By

La demostracion anterior es aplicable 4 otros dos segmen-
tos cualesquiera de ABC

93. Sienlas proposiciones de los numeros 90 y 91 supone-
mos que el punto de concurso P se aleja 4 una distancia infini-
ta, las rectas concurrentes AA’, BB, etc. seran paralelas; por—
que suponer gue dos rectas se encuentran en el infinito, equi-
vale 4 decir que no se encuentran.

En este supuesto, la diferencia finita AA" entre las longitu-
des infinitamente grandes PA y PA’, es nula relativamente
4la magnitud de estas cantidades, cuya razon serd por consi-
guiente la unidad; lo mismo podemos decir de PBy PB’, PA y
PB, PA y PC ete. !

1 Héaquialgunas consideraciones que confirman lo dicho arriba.
Trazando A/C paralela & AB tenemos (78)

Fig. 56. AB  PA
A Al A’C PA7
p Dor mucho que se aleje el punto P, laanterior relacion
siempre sera cierta; luego
C B’ limite de [1;330 = limite de g-::; ;

B peroen el limite, es decir cuando PA y PB sean paralelas,

serd AB = A'C (68); luego limile de e 18
; P
Lo mismo se demuestra quelim. de P—‘% —1, partiendo de la igualdad

AA7 T PA

BC = PB
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Segun esto, las igualdades obtenidas en dichos numeros,
escritas en la forma,

BA PA BIA’ PA/

BE B0 " B Por
O B OB BE G0
QAP & OB PR 06 Peo

se convierten en

BA . BiAY
BE ~ BloY

O 0B - 00

OA' = 0B 00"

que expresan las propiedades demostradas en los nimeros 73 ¥
74 para las rectas concurrentes cortadas por paralelas.

En el mismo supuesto, y por iguales razones, la proposicion
del nimero 92 se convierte en la del 75, porque cuando el pun—
to P se aleje al infinito, B« y By serdn las distancias entre las
paralelas que pasen por A, B y B, C, y resultara que los seg—
mentos BA, BC de una transversal interceptados vor tres pa—
ralelas son proporcionales 4 las distancias entre éstas.

Las anteriores observaciones nos inducen # esta conclusion:
La teoria de concurrentes cortadas por concurrentes es wna gene—
ralizacion de la de concurrentes cortadas por paralelas.

Noétese que 4 las tres relaciones de posicion, paralelas corta-
das por paralelas [68], concurrentes cortadans por paratelas, con—
currentes cortadas por concurrentes, corresponden estas tres re—
laciones de magnitud, 7ectas iguales, rectas proporcionales, ra—
zones proporcionales. Si en este ultimo caso, un haz de rectas
concurrentes se convierte en série de paralelas, desaparecen
los denominadores de las fracciones proporcionales, y 4 la pro-
porcionalidad de razones sucede la proporcionalidad ‘de lineas,
de modo que dichos denominadores, distancias del punto de
concurso & los extremos de los segmentos, son como ¢o77eccio—
nes debidas 4 la falta de paralelismo de las concurrentes en P.



CAPITULO SEGUNDO.

CIRGUNFERENCIA.

I.—Circunferencia en si misma.
TEoREMA.

94. F centro y el radio determinan (@ posicion y magnitud

\ de wna circunferencia, -esto es, dos circunjferencias descritas
| desde el mismo centro con igual radio se confunden en una sola.
En efecto: si algun punto de la segunda circunferencia no

~ coincidiese con otro punto de la primera, sino que, por el con—
' trario, cayese dentro 6 fuera de ésta, el radio de la segunda
seria menor 6 mayor que el de la primera [9, 3.%], lo que es

‘L contrario al supuesto.

f

TrorEMA. (Fig. 57).

95.  Tres puntos A, B, C, que no estan en linea recta, deter-
MANAT URG CLTCUN[erencia, esto es, por tres puntos gue no esian
-en linew recla siempre puede pasar una circunferencia, y $olo
| puede pasar wna. :

e 5 Uno los tres puntos por las rectas AB y

Lo BC; en los medios D y K de estas rectas le—
vanto dos perpendiculares, las cuales se en-
contraran en un punto O [60, cor. 2.°]; este
punto, como perteneciente 4 la perpendicu—
lar DO equidista de A y B [48], ¥ como per-
teneciente & la perpendicular KO equidista
de By C; luego O equidista de A, By C;

C por tanto.suponiendo una circunferencia

cuyo centro sea O y el radio OA, pasara por A, By C.
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Demostremos ahora que por estos tres puntos solo puede
pasar una circunferencia.

El centro de toda circunferencia que pase por A, By C equi-
dista de A y B, luego s2 encuentra en la perpendicular levanta—
da & AB por su punto medio D [49]; tambien equidista de B y C,
luego se encuentra en la perpendicular levantada & BC por su
punto medio E; por consiguiente el centro es O, tGnico punto
comun 4 las dos perpendiculares.

En cuanto al radio serd OA; luego todas las circunferencias
que pasen por A, B y C tendran elmismo centro O éigual
radio OA, y se confundirdan en una sola [94].

Escorto. Siles tres puntos estuviesen en linea recta no
podria pasar por ellos ninguna circunferencia, porque las per—
pendiculares en D y E, serian en tal caso paralelas entre si [57],
Y no existiria el centro O,

Ef.—Niimea precta en la civeuanferencia.

TrorEMA.

96. Una circunferencia no puede ser cortada por wna linew
rectn en mas de dos puntos.

Si una recta pudiese cortar 4 la circunferencia en tres 6 mas
puntos, uniendo estos con el centro por medio de radios, ten—
driamos mas de dos rectas iguales dirigidas desde un punto &
una recta, lo que es imposible [47].

Escorio. Por tener la propiedad que se acaba de demostrar,
se dice que la circunferencia es curva convezas.

TrorEMA. (Fig. 58).

97. Zodo didgmetro BC divide a la circunjferencia O en dos
paries iguales.
: . Doblando la figura por el didmetro BC,
Fig. 53 todos los puntos de la parte BEC coinci-
* dirdn con otros de BAC, de lo contrario
los radios serian desiguales.

Los arcos iguales BEC y BAC se lla-
AN SCMICLICUNCTENCIas.

Es evidente que el diametro BC divide
tambien al circulo O en dos partes iguales,
llamadas semicirculos.
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TEoREMA. (Fig. 59).

.98. En circunferencias iguales 6 en la misma circunferen~
cla: 1.2 si dos arcos son iguales, sus cuerdas som-tambien igua—
les; 2.° si dos arcos menores que media corcunferencia son desi-
guales, el mayor tiene mayor cuerda. '

Fra. 59.

1.° Supongamos que los arcos AMB, CND de las circunfe-
rencias iguales O, O’ sean iguales; decimos que sus cuerdas
AB, CD tambien son iguales.

Imaginemos que la circunferencia O’ se coloca sobre la O
de modo que coincidan los centros y los puntos Cy A; los arcos
CND y AMB coincidirén, y como son iguales, el punto D caerd
en B; luegolas cuerdas AB y CD tendrén los mismos extremos
-y serén iguales,

Si los arcos iguales AMB, (/D' perteneciesen 4 la misma
circunferencia O, tomando en otra circunferencia igual O un
aAr]%o Clg%: AMB, tendriamos AB =CD, CD = C'D’, luego

2.° Supongamos que el arco CNE sea mayor que AMB; de-
cimos que la cuerda CE del primero es mayor que la AB del
segundo. . :

Colocando la circunferencia O’ sobre la O de modo que los
centros coincidan y que € caiga en A, el punto E caerd en la
circunferencia O, pero fuera del arco AMB, en F por ejemplo,
puéaato que CNE es mayor que AMB, y la cuerda AF serd igual
4 CE.

Trazo ahora los radios OA, OBy OF, y se formaran dos
triangulos AOF, AOB, que tienen dos lados 1guales OA =0A,
OF = 0B, .y el 4ngulo comprendido AOF mayor que AOB,
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porque estando B entre A y I, el lado OB est4 entre OA y OF;
luego AF > AB [21] 6 CE > AB.

Si los dos arcos desiguales perteneciesen 4 una circunferen-

cia O, tomariamos, en otra O’ del mismo radio, un arcoigual 4
cualquiera de los propuestos y hariamos un razonamiento se—
mejante al del caso1.°

a

Tela 12

TEoREMA REGIPROCGO.

99. En circunferencias iguales 6 en la misma circunferen—
st dos cuerdas son iguales, los arcos tambien lo son; 2.° si

dos cuerdas son desiguales, laaayor subliende mayor arco ! [55].

.

IRE.—FPerpendiculares,oblicuas y paraiclas en fa

circunnferencia,

TrorEMS.  (Fig. 60).

5 100. BY diametro BA perpendicular d una cuerde CD divide
il e’slmy @ los arcos CAD y CBD que subtiende en dos partes
guales. :

K. 60.

Trazo les radios OC, OD, que seran
oblicuas iguales respecto de CD, luego
EC = ED [46].

Siendo AB perpendicular &4 CD en su
punto medio, las cuerdas AC y AD son
1guales [48], luego arc. AC = are. AD [99].

Del mismo modo se demuestra que
arc. DB = arc. CB.

Escorto. Ll didmetro AB satisface 4 las
cinco condiciones siguientes:

1 Unacuerda subtiende dos arcos, uno menor y ofro mayor que media ‘circunfe-
rencia; cuando hablamos del arco subtendido por una cuerda, nos referimos al

menor,
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1.2 Pasa por el centro.
2.5 Ks perpendicwlar @ la cuerda CD.
3.5 Duwide @ la cuerda CD en dos partes iguales.
42 y5.* Divide a los arcos CAD y CBD en dos partes iguales.
Cowmo dos de estas condiciones bastan para determinar una
recta [6 y 39], siempre que se verifiquen dos de ellas, tendran
lugar tambien las otras tres; por ejemplo
L« PERPENDICULAR levantada & waa cuerda por Si PUNTO ME-
p10: 1.° pasa por el centro, 2.° divide al arco CAD en dos paries
iguales, 3.° divide al arco CBD en dos paries iguales.

TEorREMA. ([7ig. 61).

101. En circunferencias iguales 6 en la misma circunferen—
cia: 1.° s dos cuerdas son tguales equidisian del centro; 2.° si
dos cuerdas son desiguales la mayor dista del centro ménos que
la menor. :

Fig. 61.

1.° Vamos 4 demostrar que si AB = CD, las distancias OE
y O'F serdn iguales. ;

Siendo iguales lag cuerdas AB y CD, los arcos que subtien—
den tambien son iguales. Coloquemos la circunferencia O’ so-
bre la O de modo que coincidan los centros y que C caiga en A;
hecho esto, D caera en B, por ser iguales los arcos CD y AB, y
las cuerdas coincidirdn, por tener los mismos extremos; pero
las perpendiculares OE, O'F & estas cuerdas pasan por sus pun-
tos medios [100], luego F caerd en E, y serda O'F = OE.

2.° Sean las cuerdas desiguales CG y AB, O'L y OE sus
distancias 4 los centros;decimos que s1 CG>AB, serd O'L<<OE.

Hagamos coincidir las circunferencias O y O’ de modo que
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el punto C caiga en A; como el arco CDG es mayor que el AB
[99], el punto G caera fuera del arco AB, en H por ejemplo, y la
cuerda AH serd igual & CG; trazando la perpendicular OM
serd, por consiguiente, UM — O'L.

Ahora bien, OI es oblicua 4 AH, luego OM < O, y con
mayor razon OM << OF, 6 sea O'L << OF.

Si las cuerdas perteneciesen 4 la misma circunferencia, ra—
zonariamos como en el teorema del ntimero 98.

TrorEMA REGIPROCO.

102. En circunferencias iguales 6 en la misma circunferen—
cia: 1.° dos cuerdas equidistantes del centro son iguales; 2.° si

PR

dos cuerdas mo equidistan del centro, la que ménos dista es
mayor [55].

TEOREMA. (Fig. 62).

103. 1.° Detodas las cuerdas que pueden trazarse en wna
circunjerencia, la mayor es el diametro. 2.° De todas las cuer—
das que pasan por wn punto I interior @ la circunferencia, la
menor es L perpendicular CD al diametro AB tirado por dicho

wnlo.
4 1.° Si hubiese una cuerda mayor que el diametro, estaria
mas préoxima al centro que éste [101], lo que es absurdo, porque
la distancia del diametro al centro es nula.
Tambien se puede decir: sea EF una cuerda que no pase por
el centro; uniendo éste eon los extremos de la cuerda por los
radios OE y OF sers [6]

EF < OE - OF ;

perola suma OE - OF de dos radios es igual al didmetro AB,

luego EF << AB. 3
Fre. 62 2.° Vamos & demostrar que CD, perpen--
8 S dicular al diametro AB, es menor que cual-

c 5 quiera otra cuerda GH que pase por L.
e \ Siendo OI perpendiculard CD es obli-
A cua & GH; tracemos OL perpendicular &

E
i B S(I;Tz,]y serd OL << OI [42]; luego GH > CD
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104.  Se lama sveaNtss lodw recta indefinida que corta ¢ waa

_ curcunferencia en dos puntos.

Se llama TANGENTE ¢ wna circunferencia, toda recia indefini-
da que toca @ esta curva en un solo pwnto. ; :

Cuando una recta es tangente 4 una circunferencia, la cir-
cunferencia es tambien tangente & la recta. .

La recta MN (#4g. 63), que corta ala circunferencia O en

Fia. 63. : KiG. 64.

natt MM
SshN

e e

los puntos € y «, es una secante, y la AB, que tiene con la cir-
cunferencia tan s6lo un punto comun C, es una tangente.

El punto C se llama punto de contacto. .

La fangente AB 4 la circunferencia O puede considerarse
como el limite de las posiciones sucesivas MN, M'N’, M/N” de
una secante, que gira alrededsr de un punto de interseccion C
hasta que el otro ¢ llega 4 confundirse con el primero.

TEorEMA. (Fig. 64).

105. 1.° Zaperpendiculor AB ¢ un radio OC en su extremo
C es tangente a la circunferencia. 2.° Toda oblicua al radio en
SW extremo ¢s secante.

1.° Siendo OC perpendicular 4 AB, es menor que cualquiera
otra recta OD tirada desde el centro 4 la recta AB, por cowsi-
guiente el punto D estard fuera del circulo; lo mismo puede
decirse de cualquier otro punto de la AB, 4 excepcion del C;
luego la circunferencia y la recta AB s6lo tienen el punto
comun C,

2.° Siendo EF oblicua al radio OC, podremos trazar desde el
centro O una perpendicular OG 4 EF, y serd 0G <0OC, luego el
punto G estara dentro del circulo,y la recta EF serd una secante.,
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TEoREMA REGCIPROGO.

106 1.2 Toda tangente ¢ una circunferencia os perpendi—
cuwlar al radio tirado al punio de contacto.

—— R.° Toda secante es oblicun al radio tirado ¢ cualquicra de

S

(674
=

los puntos de interseceion [55].

CoRroLARIOS.

1.2 Por un punto de una cercunferencia mo puede tirarse a
esta mas que una tangente.

Porque la tangente debe ser perpendicular al radio en su
extremo, y por este punto no puede trazarse mas que una per—
pendicular. ' ,

R.° Al radio 6 digmetro perpendicular d una tangente pasa
por el punto de conlacto.

Porque si no pasase, uniendo este punto al centro por una
linea recta, tendriamos dos perpendiculares 4 la tangente des-
de un mismo punto, lo que es imposible.

TroreMA. (Fig. 65).

107.  Los arcos de una circunferencia comprendidos entre dos
rectas paralelas son iguales.

Pueden ocurrir tres casos: 1.° que las paralelas sean dos

cuerdas; 2.° que sean una tangente y

FiG. 65. una cuerda;3.°que sean dos tangentes.

PrivER cAso. Vamos 4 demostrar

N quelos arcos AC y BD, comprendidos

B entre las cuerdas paralelas AB y CD,

A |
son iguales.
o b Trazando el didmetro EF perpen-

dicular & la cuerda AB, sers tam-—
bien perpendicular & su paralela CD
P - -2 [60]; por consiguiente tendremos [100]
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G0 =
ru'c;CAE = arc. DBE
are. AR = are. BE;
restando ordenadamente estas igualdades sera
arc. AC = arc. BD.

SEGUNDO CAS0. Debemos demostrar que los arcos CAE,
DBE, comprendidos entre la tangente MN y una cuerda para—
lela CD, son iguales.

Tirando un diametro EF al punto de contacto E, serd per—
pendicular 4 la tangente MN [106] y tambien & su paralela CD;
en virtud de esto ultimo tendremos

are CAE = gre. DBE.

TErcER cAs0. Si las paralelas son dos tangentes MN y PQ,
vamos & demostrar que los arcos EACE y EBDF son iguales.
Un diametro EF que pase por el punto de contacto de la
tangente MN sera perpendicular & ésta, por consiguiente tam—
bien lo sera & su paralela PQ, y pasara por el punto de contacto
I [106, coz. 2.°]; siendo los puntos de contacto extremos de un
mismo didmetro es claro que

arc. BACE = are. EBDF.

IV.—Angulos en la circunferencia. |
: N fs
Medida de los dngulos,
] Ao D
108. /S¢ llama ARCO CORRESPONDIBNTE & uh Gngulo el arco
comprendido entre los lados del angulo, deserito desde el vértice
como centro con un radio cualguiera.

TrorEMA. (Fig. 66).

109. 1.° S% dos dngulos son iguales, sus arcos correspon-
dientes, descritos con igual radio, son iguales. 2.° S% dos angulos
son desiguales, y se describen sus arcos correspondientes con
Lgual radio, & mayor angulo corresponde mayor arco.
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1.° Sean los dngulos iguales ABC y DEF.
Trazando las cuerdas GH, LM se forman dos triangulos
GBH, LEM, que tienen dos lados del uno iguales 4 dos lados

del otro ¢ igual el 4ngulo comprendido, luego son ignales [20]:
de aqui se deduce que las cuerdas GH, LM son iguales, por
consiguiente tambien lo seran los arcos (99, 1.°].

2.° Ses el angulo ABC mayor que el DEF.

Trazando las cuerdas GH, LM se forman dos tridingulos
GBH, LEM que tienen dos lados del uno iguales & dos lados
del otro, pero el &ngulo ABC mayor que el DEF; luego el ter-
cer lado GH del primero es mayor que el tercer lado LM del se-

undo [21], por consiguiente el arco GH serd mayor que el
ME[90, 78 4

TrorEMA REGIPROCO.

77 110. 1.° §% dos arcos correspondientes ¢ dos dngulos estin
——descritos con igual radio y son iguales, los dngulos son tambien
iguales. 2.° 8% los arcosidescritos con igual radio son desiguales,
@ MaYor arco cm'respom?e mayor angulo [55].
111. Siuna circunferencia se divide en cuatro arcos igua—
les, cada uno de ellos se llama cuadrante.

TEoREMA. (Fig. 67).

Ll arco AC correspondiente & wn dngulo recto ABC es un
cuadrante.
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Describiendo toda la circunferencia 4
que pertenece el arco AC y prolongando
los lados del 4ngulo ABC, se forman en B
cuatro angulos rectos, que son por consi-
guiente iguales. Siendo los 4ngulos en B
1guales,los arcos correspondientes AC, CD,
DE y EA son tambien iguales, luego cada
uno de ellos es un cuadrante.

CororArIO. Dos digmetros perpendicu—
lares entre si dividen la circunferencia en cuatro paries iguales.

TEorEMA REGIPROCO.

112. Siel areo AC correspondiente ¢ un angulo ABC es un
cuadrante, el dngulo es recto. '

Haciendo la misma construccion que en el teorema, directo,
tendremos que siendo EAC una semicircunferencia y AC un
cuadrante, AK serd otro cuadrante; luego los angulos adyacen-
tes ABC y ABE son iguales, y cada uno de ellos es recto.

TEOREMA.

113. ~La razon de dos dngulos es igual & la de sus arcos cor—
/. respondientes descritos con igual radio.
—~f Distinguiremos dos casos: 1.° que los arcos sean conmensu—
_rables, 2.° que sean inconmensurables.

—  PrIMER 0Aso. (HYg.68). Suponiendo que la medida comun

Fre. 68.

RQ de los arcos MN y PQ esté contenida cinco veces en el arco
MN y tres veces en el arco PQ), tendremos [69] :

MNe B
’P_(Q-—'g [ﬂ].
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Trazando radios a los puntos de division de los arcos, el 4n-
gulo ABC quedara dividido en cinco angulos, y el DEF queda-
ra dividido en fres; ademds todos estos angules pareiales son
iguales , porque sus arcos correspondientes son iguales al
RQ; luego

ABE
DEF ~ 5 ]
De las igualdades [a] y [0] se deduce evidentemente
ABC MN
DEE= PO

SEGUNDO CAS0. (/g.69). Sean MN y PQ dos arcosincon-
mensurables. Dividamos PQ) en 7 partes iguales, pudiendo

Fra. 69.

suponerse tan grande como se quiera; si llevamos una parte
QR sobre el arco MN, sucesivamente y & partic de N, las veces
que se pueda, por ejemplo 7 veces, quedara por necesidad un

.m
resto MS menor que QR, luego la fraccion 0 cuando 2 au-

: : : s . MN
menta indefinidamente, tiene por limite superior —— [69].

PQ
Uniendo los puntos de division de los arcos MN y PQ con
los respectivos centros By E, el dngulo DEF quedara dividido
en 2 angulos iguales & REQ, porque los arcos correspondientes
son iguales 4 RQ, y el angulo ABC se compondré. por igual
razon, de m angulos iguales & REQ y de un resto MBS menor

. : m .
que REQ, puesto que arco MS < arco RQ: luego = tiene tam—

bien por limite su eriorA‘—
ien por limite sup DET -
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Siendé A—Eg M—N limites superiores de un mismo NMeEro
DEE Y PQ P
variable’-;-” , serd [Arit. 234]
ABC_ N :
DEF ™ PQ °

TEOREMA.

114.  Un dngulo tiene por medida sw arco correspondiente.
Sean A y M dos dngulos, @ y 7 sus arcos correspondientes

/ descritos con igual radio. Tenemos, por el teorema anterior,

A @

M m
Si M esla unidad elegida para medir los angulos, la rela-

SN ; - :
cion g Serd el valor numeérico del angulo A; si 4 la vez conve-

: : G
nimos en tomar el arco 7 para unidad de arcos, larelacion —

serd el valor numérico del arco @; luego el valor numerico de
un dngulo es igual al valor numérico del arco correspondiente,
Siempre que convenyamos en elegir para uwnidad de arcos el arco
correspondiente ¢ la unidad de angwlos; por lo tanto, para me=
dir um angulo se mide sw arco correspondiente.

Tn este sentido debe entenderse el enunciado del feorema.

115. Generalmente se toma para unidad de angulos el an-
gulo recto, por consiguiente la unidad de arcos €s un cuadran—
te de radio igual al del arco que se trata de medir.

La circunferencia se divide en 360 grados 6 partes iguales,
un cuadrante tiene 90 grados, cada grado 60 menwlos, y cada
minuto 60 segundos; las divisiones inferiores al segundo se ex—
presan en decimales.

Un 4ngulo tiene tantos grados, minutos y segundos como
su arco correspondiente; un dngulo recto tiene 90 grados.

Un arco de 47 grados 25 minutos 30 segundos se escribe abre-
viadamente: -

47° 25" 307.
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Existe otra division de la circunferencia en que se conside-
ra esta curva dividida en 400 grados, el grado en 100 minutos
y el minato en 100 segundos. _

Esta division, poco usada, se llama centesimal, y la ante—
riormente expuesta, sewagesimal.

La reduccion de grados sexagesimales & centesimales y
vice—versa constitnye un problema  sencillo de Aritmética, en
el que no nos detendremos. ; :

> 116. Dos arcos se llaman complementarios, 6 complemento
uno de otro, cuando su suma vale un cuadrante; y suplementa—
7i0s si la suma vale dos cuadrantes.

' Es claro que si dos dngulos son complementarios 6 suple—
mentarios tambien lo seran sus arcos, . reciprocamente. ,
117. Por medio del teorema del namero 114 puede medirse
un angulo cualquiera; sin embargo, en algunos casos particu-
lares se halla la medida de un d4ngulo sin describir el arco cor—
respondiente. Esta ventaja: se logra cuando, estando el veértice
del 4ngulo en un punto cualquiera, los lados tocan 6 cortan
una circunferencia. gy

Los teoremas siguientes tienen por objeto determinar la
medida de tales angulos. : :

/ 118. St llama ANGULO INSCRIPTO €l que lienc St vértice en la
circunjferencia y cuyos lados son dos cuerdas. :

TroreMs. (Fig. 70).

71 La medida de wn dngulo inscripto es la mitad del arco compren-

dido entre sus lados.
= Pueden ocurrir tres casos: 1.° que el
Fig. 0. centro de la circunferencia esté en uno de
los lados; 2.° que el centro se halle entre
los lados; 3.° que el centro esté fuera del
angulo. ‘

PriMER cAs0. Vamos & demostrar que el
angulo ABC tiene por medida la mitad del
arco AC.

Trazo un didmetro MN paralelo al lado
AB; el angulo propuesto ABC es igual al
MOC [63, 2.°], y éste tiene por medida su
arco correspondiente MC, luego la medida del angulo ABC es
el arco MC. -

5




Ahora bien:

FiGc. 70.

n
1

Frl

=

C

SEGUNDO CARO.

SR

MC = BN,
por corresponder 4 los angulosiguales MOC
y BON,

BN=AM [107]
luego MC=AM 6 MC = %Q ;

por consiguiente la medida del 4ngulo ABC
AC

€s ?

Vamos 4 demostrar que el dngulo ABD

tiene por medida la mitad del arco AD.

Tenemos:

pero

luego

TERCER CASO.

Tenemos:

pero

luego

ABD = ABC -+ CBD,
B —A‘)—(’ [Primer caso]

~

cDh

CBU:?,
AC CD AD
st -

Sea el dngulo DBE.

DBE = CBE —CBD,

CBE = 02—E [Primer caso)
CD
CBD == '—2— b
a0 GG D
DBE = e

119. Se dice que un angulo estd inscripto en un arco cuan-
doel vértice del dngulo estd en el arco y los lados de aguel
pasan por los extremos de éste.
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COROLARIOS.

1.°  Todos Ins dngulos inscriplos en un mismo arco ACDB

7 (Fig. 71) som iquales.

A Fig. 71. Fic. 72.
2 c
E
D
A
Porque todos tienen la misma medida, que es la mitad del
arco restante AEB.
2.° Dos angulos ACB, AEB inscriplos en cada uno de los
L arcos que subtiende una cuerda AB, son suplementarios.
Porque la suma de sus medidas es la mitad de la circun-
J ferencia,
—— _3.° Kl angulo inscriplo, cuyos lados pasan por los exiremos

de un didmelro , es recto.
Porque su medida es un cuadrante.

TrorEMA. (Llg. T2).

120. La medida del angulo que forman wuna cuerda y la tan—
gente trazada por wno de Sus exiremos ', es la mitad del arco
comprendido entre los lados del angulo. '

Pueden ocurrir tres casos: 1.° que el centro esté en la
cuerda; 2.° que. el centro se halle entre los lados del &ngulo;
3.° que el centro esté fuera del angulo.

Priver cAso. Puesto que la cuerda AB pasa por el centro
y por el punto de contacto B. es un diametro perpendicular &
la tangente [106, 1.°]; luego el angulo ABC es recto y tienelpor
medida un cuadrante, 6 sea la mitad del arco BEA.

1 Estos angulos suelen llamarse semi-inscriplos.
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SEGUNDO cAS0. Sea el angulo DBC.
Tenemos: DBC = DBA -- ABC;

! AEB
pero las medidas de los &ngulos parciales son D—gé Ui

DA , AEB _ DAEB -

luego : DBC = —2’ + '—2— "—2—'
TERCER cAso. Sea el angulo EBC.
Tenemos: EBC = ABC — ABE,
AEB AE  EB
lueg‘o EBC = 6} ——‘—2—-:—5— .

TrEorEMA. (Fig. T3).

121, La medida de wn anguio ABC cuyo vértice esta entre el
centro y la circunferencia ', es la semisuma de los arcos AC,
ED comprendidos entre sws lados y las prolongaciones de éstos.

< Trazo vor el punto D una cuerda DF pa-

Fig. 173. ralela a EC; el angulo propuesto ABC es

' igual al ADF, y éste tiene por medida la
mitad del arco ACY, luego

L Ao
ABO ==

Ahorabien: ACF = AC - CF,
pero CF=ED [107], luego ACF = AC--ED;
. AGTED

9

~

‘por consiguiente ABC

1 Bstos angulos suelen llamarse interiores excéniricos, para distinguirlos de los
que tienen su vértice en el centro, que se llaman dngulos en el centro 6 centrales.,
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TEorEMA.

122. L medida del dnguwlo cuyo vértice estd fuera del cir—
culo y cuyos lados son dos secantes, una secante y una tangente o
dos tangentes ', es la semidiferencia de los arcos concavo y con—
vewo comprendidos entre sus lados 2.

Fic. 74. Fia. 75.

1.° Sea el angulo ABC (/7g. 74) formado por dos secantes.
Trazo por E una cuerda EF paralela 8 la secante AB; el an—
gulo propuesto ABC esigual al FEC, y la medida de éste es la
mitad del arco K'C, luego

et WG
| ABC — =
pero FC =AU — AF =AC— DE;
luego ABC = A—C;—_PE :

2.° Sea el angulo ABC (#4y. 75) formado por la secante
AB y la tangente BC.
Trazo por D una cuerda DF paralela a BC; el dngulo pro-

; : AF
puesto ABC es igual 4 ADF, y la medida de este es 5 , luego
Sa e E Al
ABC= -,

~

1 Iistos angulos suelen llamarse exleriores. &

2 Unarco es conecavo O convexo segun el punto desde el cual se vé: es concavo Si
la cuerda que une sus extremos y el punto donde se supone colocado el ojode u t
observador cuen hécia un mismo lado del arco; y convexo, si la cuerda y el punto
de vista caen & uno y otro lado del arco. En el teorema del texto el punto de vistd
eselverticedel angulo,
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pero AF = AFE — FE = AFE — DE;
: AFE—DE
luego ABC = éE—F—:S-—D— :

~

3.° Sea el angulo ABC (#4g. 76) formado por dos tangentes.
Trazo por uno de los puntos de contacto

Fig, 76. E la cuerda EF paralela & la otra tan-
gente AB;el angulo ABC es igual al FEC,

Al

: FE
v la medida de éste es - luego

ABO — F;] 3
pero FE —=DFE — DF — DFE — DE;
luego ABE — _I_)_l‘_E;_—_[_)E -

HscoLios.

123. 1.° Sien una circunferencia O (#%g. 77) tomamos dos

arcos iguales AC, DE, y unimos los extremos por medio de

: rectas-CD, AE que se corten, es evidente

Fre. 1. que en general el punto de interseccion B

no caerd en el centro O; ademas el angulo
ABC tiene por medida ‘

AC+DE 2AC
— =" =AC,
2 2
esto es, el arco comprendido entre sus lados;
luego de que un dangulo tenga por medide el
: arco comprendido entre sus lados, no puede
deducirse que el vértice esié en el centro del arco.
R.° S la medida de un dngulo es la mitad del arco concavo
comprendido entre sus lados, el vértice esturd en la circunferen—
cua; pues si el vértice estuviese en el centro la medida seria todo
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el urco;si estuviese entre el centro y la circunferencia, la medi-
da seria mayor que la mitad del arco comprendido; y si estu-
viese fuera del circulo, dicha medida seria menor que la mitad
del arco.

3.° Sisuponemos que el angulo ACB (/7. 71) se mueve
de modo que sus lados pasen siempre por los puntos Ay B, y
que el vértice esté por encima de la recta AB, dicho punto des-
cribira el arco ACDB; si el vértice se mueve por debajo de AB,
describird otro arco igual al ACDB, cuyos extremos seran tam-
bien A y B; ysi el angulo fuese recto, el vértice deseribiria una
semicircunferencia por encima de AB y otra por debajo, luego
el Lugar geoméirico de los vértices de los dngules reclos cuyos
lados pasan por dos puntos fijos Ay B, es una circunferencia que
tiene por diamelro la recta AB.

V.—Lincas proporcionales en la cirvcunferencia.

TroreMa. (Ligs. T8 y 79).

124. S0 desde un punto interior 6 exierior 4 una circunferen-
cia se trazan dos reclas que la corlen, las distancias de dicko
punto @ los de interseccion de cada rectn con (@ circunferencia
SOn reciprocaments proporcionales.

Sea el punto I, interior & la circunferencia (£7g. 78) 6 ex—
terior (/fg. 79).

Queremos demostrar que las distancias I[A', IB’ de dicho
punto 4 los de interseccion de la recta A'B’ con la circunferen—
¢ia, son reciprocamente proporcionales 4 las distancias [A, IB
del mismo punto 4losdeinterseccion delarecta AB, esdecirque

L ih
A

Trazando las cuerdas AB’ y A'B tendremos
dng. 1A'B = dug. IAB',

porque ambos tienen por medida 1& mitad del arco BB [118]
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luego las rectas AB’ y A’'B son antiparalelas con respecto al

Fia. 73. ; Fre. 79.

| 4 .

¢

B"

angulo AIB’, y por tanto [82]
IA’ 1B

IA = 1B

TrorEMA RECIPROCO.

© 125, 8% las distancias del vértice I de un dangulo ¢ dos pun—
I tos Ay B lomados en un lado son reciprocamente proporciona-
‘ les & las distancias del mismo vértice ¢ dos punios A’y B' del
otra lado, los cuatro punios A, B, A’, B’ estan sitwados en una
MISME CLrcunferencia L.

Segun el teorema del numero 83, las rectas que unan A con
B’ y A’ con B son antiparalelas; luego

| ang. BAB"' = dng. BA'B;
s1 describimos una circunferencia que pase por A, By B/, lo
que siempre es posible [95], el Angulo BAB’ tendrd por medida
la mitad del arco BB’, luego el B'A’B tendra la misma medida;
por consiguiente su vértice A’ se hallard en la circunferencia
que pasa por A, B y B’ [123, 2.9].

126. Corovario. 87 desde wn punto exterior ¢ un circulo se
| trazan wna secante y una langente, la distancia de dicko pumto
! al de contacto es media proporcional entre las distancias del mis-
| ?o & los puntos de interseccion de la secante con la circun—

erencia.

1 Suponemos que si A y Bestdn hacia un mismo lado de I, A"y B’ estardn-tam-
bien héacia un mismo lado; y que si A y B estan a lados distintos con respecto a I,
sucedera lo mismo a A’ y BY.
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Suponiendo que la secante TA (#%g. 79) gire alrededor de I,
los puntos A y B irdn aproximandose mutuamente, y cuando
lleguen 4 confundirse en uno solo A (#7g. 80/, la secante se

convertira en la tangente IA, y sera

Fie 80. IB =1A; luego
A I
TA = 1B

Nota. Podria demostrarse directamen—
te este corolario fundandose en el del nu-
mero 85.

Recirroco. 5% la distancia del vertice 1
de un dngulo a wn punto A tomado en un
lado es media proporcional entre las distancias IA’, 1B del mis-
mo vertice & dos puntos del otro lado, la circunferencia que pasa
por estos tres puntos es tangente al primer lado TA en A.

En efecto: las rectas AB', AA’ son antiparalelas con respec—
to al d&ngulo I [85, 7¢cdp.], luego los dngulos AA'B'y B'AT son
iguales; pero el inscripto AA'B’ tiene por medida la mitad del
arco AB', por lo tanto el B’AI tiene igual medida; si suponemos
ahora una tangente & la circunferencia por el punto A, forma-
r4 en este punto con AB’ un angulo que tendra tambien por
medida la mitad del arco AB’, y sera por consiguiente igual al
IAB’, para lo cual es necesario que la tangente se confunda con
Al lo que demuestra el reciproco.

127. Delas igualdades obtenidas en los numeros 124 y 126
se deduce :

TAZSCIBE—IIATSIB AL S [ e TTAZ)

Luego si desde un punto interior d exterior a un circuwlo se
lrazan reclas que encuentren ¢ la circunferencia, el producto de
las distancias de dicko punto @ los de interseccion de cada rect
con la circunferencin es constante.
Cuando alguna de las rectas es tangente, se considera como
una secante cuyos dos puntos de interseccion se han reunido
en uno solo. '
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Vi.—Civcunferencias combinadas entre si.

128. Dos circunferencias no pueden tener mas de dos pun—
tos comunes sin confundirse, pues si tienen tres puntos comu-
nes coinciden [95]. .

Se llaman circunferencias secantes las que se_cortan en dos
puntos. :

Se Nlaman circunjferencias tangentes las que se tocan en un
solo punto, llamado de conluclo. :

TrorEMA. (Fig. 81).

129.  Sidos civcunterencias © y O tienen wn punto comun A
fuera de la recta OO0 que une sus centros, son secantes. :
Bajo desde el punto A una perpendi-
Frc. 8l. cular AB & la recta OO’ que une los cen-
tros, prolengo la perpendicular, y tomo
en la prolongacion una parte BA’ igual
a4 BA; segun esta coustruccion, la 00’
sera perpendicular 4 AA” en su punto me-
dio B, luego los centros O y O equidistan
de A y A’ [48]: de aqui se deduce que la
circunferencia O, que pasa por A, pasara
tambien por A’, yla O’ estard en igual
caso; luego las circunferencias tienen dos puntos comunes A
y A’, 6 son secantes.

=

(23

|

Ql—

S e

TrorEMA RECIPROCO.

130.  Los puntos de inlerseccion de dos circun ferencias secan—
tes, estan fuera de la recta que une los centros.

El centro dela circunferencia O equidista de los puntos de :
interseccion A y A’, porque pertenecen & dicha curva, y el
centro dela circunferencia O’ equidista tambien de A y A’ por
analoga razon; luegce la recta 00’ pasa por el punto medio de
AA’, quedando por tanto fuera de la primera 00’ los extremos
Ay A’ de la segunda.

Cororario. La recta que wne los centros de dos circwnferen—
cz'zz,? secantes, os perpendicular ¢ la cuerda comun en Su pundo
medio.



TrEorEMA.

4- 131, 8% dos circunferencias tienen wn punio comun cn la

— 7CCLM que une Sus Centros, Son tangentes.
Puesto que si fueran secantes, los puntos comunes estarian
fuera de la recta que une los centros [130].

TEOREMA REGIPROGO.

— 132, Bl punto de contacto de dos circunjerencias tangentes,

2 estd en la recta que une Sus centros.

—  Porquesi estuviese fuera, las circunferencias serian secan—
tes [129].

TEoREMA.

< 133, 1.° 8% dos circunierencias son miutuamente exteriores,
U la distancia de los centros es mayor que la suma de los radios.
— 2.° Sidos cirvcunferencias son tangentes exiteriormente, la
distancia de sus centros es igual @ la swma de sus radios.
3.° Sidos circunferencias son sccantes, la distancia de los
centros es menor que lo swma de los radios y mayor que Su di-
Jerencia. :
4.° 7 dos circunferencias son tangenles interiormente, la
distancia de los centros es igual & la diferencia de los radios.
5. Siuna circunferencia es interior ¢ otra, lu distancia de
los centros es menor que la diferencia de los radios.
1.° A la simple inspeccion de la fig. 82, se comprende

Fic. 82 Fig. 83.

b Ay 0. 0'
\ e

S

que la distancia OO’ de los centros es mayor que la suma

OA + O'B de los radios. :
2.° Siendo tahgentes las circunferencias O y O’ (F4y. 83), el
punto de contacto A esta en la recta OO’ que une los centros,
por consiguiente
' 00" = 0A + O'A.
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| 3.” Uniendo los centros de las circunferencias secantes O y O
i‘ (#ig. 84) con uno de los puntos de in-
Fig. 84. terseccion A, por medio de los radios

A OA y O'A, se formard un tridngulo
OAO’, puesto que A estd fuera de la
recta O0’, y sera [17]

/ 00<OA40'A, 00>0A—0'A.

SN 4.° Siendo tangentes las circunfe-
: rencias O y O' (/2¢9.85), el punto de
contacto A estaenla recta OO’ que uneloscentros; luego

00'=0A — O'A.

Fic. 85. G, 86.
/,V/“\ e
/‘\\
OY
[ el -
Wt gy
\\\v/ 2

0

5.% lis evidente (Ziy. 86) que
00'= 0B —0'A — AB,

1 luego 00" OB — O'A.
,3 ‘~‘ 134. Dos circunferencias situadas en un mismo plano no pue-

denocupar més posiciones relativas que las cinco estudiadas en
este teorema, y como cada hip6tesis ha conducido 4 una coneclu-
sion que excluye todas las demas, tendremos [55]:

L° 8@ la distancia de los centros es mayor que la suma
ds los radios, las civeunferencias son maltuamente cxleriores.

R.° Nila distancia de los centros ¢s igual @ la swma de los
radios, las circunferencias son tangentes exleriormente.

3.° S0 la distancia de los centros es menor gue la suma de
los radios y mayor que sw diferencia, las circunferencias son
secantes.

4.° Sila dislancia de los centros es igual dla diferencia de
los »adios, lus circunferencias son tangentes inleriormente.

o.° S5 la distancia de les centros es menor que (o diferencia
de los radios, una de las circunferencias es interior & la ofra.




PROBLEMAS RELATIVOS A LAS LINEAS.

Rociones preliminares.

/> 135. PRrOBLEMA ¢8 una cuestion practica en que se propone
- determinar cosas desconocidas, llamadas incdgnitas, por medio

—de sus relaciones con obras conocidas, llamadas dalos.

Resolver un problema es determinar las cosas desconocidas.,

Los problemas de Geometria pueden ser graficos y nu-
MEricos. da

Los primeros tienen por objeto construir una figura que sa-
tisfaga 4 ciertas condiciones; en los segundos se trata de hallar
el valor numérico de una extension.

136. En la resolucion de los problemas graficos pueden se-
guirse dos métcdos: el analiticoy el sintélico.

Si se emplea el analitico hay que proceder del modo siguien-
te: 1.° se supone resuelto el problema, y, sobre los datos del mis-
mo, se hace una construccion aproximada de la incégnita;
2.° sirviéndose de teoremas conocidos, que tengan conexion con
la cuestion propuesta, se procura descubrir relaciones entre los
_datos y las inc6gnitas, trazando con este objeto las lineas 6
figuras auxiliares que se crean convenientes para hacer ma—
nifiestas dichas relaciones; 3.” se efectian con exactitud so—
bre los datos del problema las construcciones conocidas ¢ fa—
ciles que, segun el analisis anterior, enlazan aquellos con la
incognita.

Iin algunos casos, sobre todo siel problema cs bastante
complicado, conviene ademds demostrar que la solucion cum-
ple con todas las condiciones de la provuesta.

El método analitico es el de invencion y debe emplearse
para resolver problemas nuevos.

Consiste el método sintético en enunciar las construcciones
conocidas que deben efectuarse para determinar la incégnita
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6 incHenitas del problema, demostrando despues que la solu-
cion cumple con las condiciones de la propuesta.

Es claro que este método no es propio para inventar: sélo se
emplea en la exposicion y demostracion de los procedimientos
descubiertos ya por el analisis.

Despues de resuelto un problema por cualquier método,
puede hacerse la discusion, que consiste en examinar las cir-
cunstancias variables de los datos, las consigutentes altera-
ciones en la solucion, y el grado de generalidad del proce-
dimiento. .

BE. —EProbhicmas.

137. L2 Por un punlo A de wna recte (Fig: 87), levaniar
wna perpendiculor ¢ esta recta.
: AnArnrsis.  Sea AD la perpendicular pe-
Fia. 87. dida. Si 4 los dos lados del punto A toma-
mos las distancias iguales AB y AC, la AD
sera perpendicular en el punto medio de
BC; luego el punto D equidista de los pun-
tos B y C; por consiguiente buscando un
punto equidistante de B y C, dicho punto y
el A determinaran la perpendicular pedida.
B S Sintests. Toémense las distancias iguales
AB y AC; haciendo centro sucesivamente
en B y en €, tracense con el mismo radio dos arcos que se cor—
ten, para lo que es necesario que el radio sea mayor que AB;
unase el punto de interseccion D con A, y la recta AD sera la
perpendicular pedida.
En efecto: los puntos A y D equidistan de B y C, luego AD
es perpendicular & BC [51].
Fic. 88, 138. 2.° Desde un punto A dado jfuera
A de una reciw (Fig. 88), bajar wnw perpendicu—
lar @ esta recta.
AnArnsts. Sea AD la perpendicular pe-
. dida. Si podemos sefialar en BC dos pun-
o tos By Cde los que esté A equidistante,
g ¢ Dbastard hallar otro punto tambien equidis—
E tante de B y C para determinar la perpen—
v dicular AD.
= Sinreses. Haciendo centro en A descri-
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base un arco que corte 4 la recta dada en dos puntos B y C,
para lo que es necesario elegir un radio mayor que la distan—
cia entre el punto dado y la recta; describiendo desde los pun-
tos B y C como centros dos arcos de igual radio que se corten
en ut: punto D, este punto y el dado A determinan la perpen-
dicular pedida.
La demostracion es igual 4 la del teorema anterior.
Y 139. 3.° K elextremo B (Fig. 90) de wna recta AB que no
/Lse puede prolongar en la direccion AB, levantar una perpendi-
cular & dicha recta. -
Sinresis.  Haciendo centro en un punto
Fre. 89. O exterior 4 la recta aada, describase una
circunferencia que pase por B y corte &
D la recta AB en otro punto C; por este
0 punto tracese el diametro CD; unase B
con D, yla recta BD serd la perpendi-
A B  cular pedida.

e b En efecto: el dngulo inseripto CBD
esrecto [119, 3,°] luega BD es perpendi-
cular a AB.

5 140. 4.° Dividir una recta AB (Fig. 91) en dos paries igua~
les. por medio de una perpendicular. :

Fig: 90 Haciendo centro en A, con un radio ma—
i yor que la mitad de AB, describanse dos
G arcos, uno por encima y otro por debajo de
AB; hagase despues centro en B, y con’el
radio anterior, describanse otros dos arces
.___rE__. que corten alos primeros: uniendo los pun-—
A B fos de interseccion Cy D, la recta CD serd
perpendicular & AB y la dividira en dos par-

5l tes 1guales [51]. T

1 Omitimos en el texto el andlisis de este problema, porque nos parece algo di-
ficil para principiantes; sin emhbaroo, para darlo 4 conocer @ 10S alumnos mas aven-
tajados, lo exponemos a continuacion.

ANALISIS. Suponiendo trazada la perpendicular BD, describamos desde un pun-
to O, exterior ala recta dada AB, una circunferencia que corte adicha recta en dos
puntos, uno de ellos el dado B. Es claro que la curva cortara a la perpendicular BD
en otro punto D, d: lo contrario seria BD tangente 4 la circunferencia y AB pasaria
por el centro; segun esto, el angulo recto ABD es un angulo inscripto y debe abra-
zar entre sus lados media circunferencia; luego la reeta CD que wne los puntos de in-
terseccion C y D es un diamelro.

De esta conclusion nace facilmente la sintesis.
. Bn adelante expondremos el andlisis de un problema tan sélo cuando lo reclame
su importancia,
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141. 5.° Hunun punto D (Fig.91) de una recta DE, formar
wn angulo igual & otro dado ABC.

Tricese, con un radio cnalquiera, el arco mn correspondien—

Fic. 91,

CD

\
i
1
qL

te al angulo dado; haciendo centro en D describase con el mis-
mo radio un arco indefinido; tomese una parte pg igual al arco
mn; y por los puntos D y ¢ tirese la DE: el angulo FDE serd
igual al ABC, por serlo los arcos correspondientes.

142, 6.° Dividir un dngulo dado ABC (Fig. 92) en dos par-
tes iquales.

s Describage con un radio arbitrario el

Fia. 92. arco DE correspondiente al angulo dado;
haciendo centro sucesivamente en Dy E
describanse dos arcos de igual radio, que
se corten; uniendo el punto de interseceion
T con el vértice B, la recta BF serd la bi-
sectriz del angulo ABC.

En efecto: 1a recta BF es perpendicu-
lat 4 la cuerda DE, y como aguella pasa
por el centro del arco, divide 4 éste en dos
partes iguales DG y G-B; luego los angulos ABE y FBC, corres-
pondientes & estos arcos iguales, son tambien iguales.

143. 7.5 Por un punio C (Fig. 93) dado Suera de una recla
AB, trazar wne paralela & ¢sia recta.

. Haciendo centro en el punto dado

1. 93. © y con el mayor radio posible, descri-

base un arco DE; con el mismo radio

e e Y haciendo centro en D describase

| e otro arco CF; midase la cuerda CF y

\ ; llévese sobre el arco DE & partir del

; punto D, tinase el punto E conelC,y
A D : t B resultara la paralela pedida EC.

En efecto: los arcos de igual radio

CF y ED son iguales, por consiguiente si trazamos la secante

5 '

S o5 )
i

‘
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CD, los angulos alternos internos CDE y ECD tambien serdn
iguales, y las rectas EC y AB serdn paralelas [64].

144. 8.> Por un punio C (Kig. 94) dado fuera de una recta

AB, trazar otra que forme con la primera
Fic. 94, wn angulo igual ¢ otro dado M.

Toémese un punto cualquiera D en la
g recta AB, y tirese por €l una recta DE que

c/ forme con la AB un angulo EDB igual al

M; tracese porel punto dado C una para—

lela & la DK y estara resuelto el problema.

En efecto: los angulos CI'B y EDB son

et : iguales por correspondientes, y como el

ultimo se ha construidoigual al M, resulta
= CFB =M.
145. 9.° Dividir unz recin dadw en cualquicr numero de
partes iguales.
Supongamos quela recta AB (#7%g. 95)
Fia. 95. se quieradividir en cinco partes iguales.
_x Por un extremo A trazo una recta inde—
v Q <7 finida AX, tomo en ella, & partir del
N i i\ punto A, cinco longitudes iguales AM,
7 i /v MN ete., uno el ultimo punto R con el
= Bl ofroextremo B, y trazando por M, N, P
¢ ; etc. paralelas 4 BR, quedara la AB di-
i 1/ vidida en cinco partes iguales [70].
@ p%.  Escorro. Las paralelas MM' NN’ ete.
a BR pueden trazarse por el procedi-
miento del ntmero 143; pero es mas sencillo y exacto en
la practica el siguiente: prolénguese la RBj; haciendo centro
en A, con el radio AR describase un arco que corte & RB en
R’; tinase A con W'; témense las longitudes AM', M'N etc.
iguales &4 AM, MN etc. y uniendo M con M’, N con N’ ete.
las rectas de union son paralelas &4 RR'. En efecto: es evidente
que %:%%I—, ; luego MM’ es paralela éJRR' [77]. Lo mismo
diriamos de las demés.

Conviene en la practica dar & las partes AM, MN, NP etc.
‘una longitud tal que la recta RB corte & la AB en angulo recto
préximamente. | ;

<

6
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146. 10.° Dividir una recta dada AB (Fig. 96) en partes
propoyeionales 4 olras rectas m, n, p.
Por un extremo A de la recta dada
Fra. 96. trazo una recta indefinida AX; tomo
p y en ella las longitudes AM, MN, NP
“~ jguales respectivamente & las rec-
tas dadas me, %, p; uno el punto P con
el extremo B de la AB; y trazando
B por M y N paralelas a4 PB, la recta
dada AB quedara dividida en partes
proporcionales & AM, MN y NP [74],
b Oloqueesigual,am, uy p. Las para-
lelas que determinan los puntos de
division C y D, deben trazarse por el procedimiento explicado
en el problema anterior. S

Si la recta dada AB tuviera que dividirse en partes propor—
cionales 4 dos rectas m y n, podria emplearse el procedimiento
del numero 88. i ’

147. 11.° Hallar wna cuaria proporcional @ ires reclas
dadas m, 1, p.

Se trata de hallar gréficamente una recta cuya longitud
pueda ser el cuarto término de una proporcion, siendo los tres
primeros las longitudes de las rectas dadas m, n, p; de modo
que representando por z la recta pedida, debera tenerse
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L% construccion. (Xig. 97 ). Férmese un éngulo cualquiera
BAG; 4 partir del vértice, tobmense 4

HFia. 97. continuacion una de otra las longitu—
des AM y MN iguales & las dos prime—
ey B rasrectas dadas m y n; en el otro lado
1 ‘// AB témese AP = »; uinanse los extre—
P : : :

e % - mos My P de las lineas primera y ter-
{ 5 cera; y por el punto N tracese NX pa-
ralela & MP: la recta PX es la cuarta

A Vi e proporcional pedida. En efecto: tene—

mos [74]

AM AP om

ieon & 2
MIN =P
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2.% construccion. Sitomando las longitudes m y z 4 conti~
nuacion una de otra resulta una figura demasiado grande, se
tomardn las dos 4 partir del vértice A (#4g. 98), y uniendo los

extremos M y P de las lineas primera
Fic. 98. y tercera, bastara trazar por N una

paralela a MP para hallar la cuarta
m proporcional AX. En efecto [74]

AT e (f) e
AN T AX 7
- s 148. 12.° Hallar una tercera pro-
porcional @& dos rectas dadas m y .

X A AR m_p

Se trata de hallar una recta 2, que forme con las dadas la -

proporcion continua

m n

(B
Este problema es un caso particular del anterior, y se re—
suelve por cualquiera de las construcciones expuestas.
149. 13.° Hallar wna media proporcional d dos rectas dadas
m g n. A
La solucion de este problema debe ser una recta z, que for—

; ; m @
me con las dadas la proporcion contmua——z%—.
z

L.* conséruccion. En una recta cualquiera tbmense 4 par-

tir de un punto A (#jg. 99) y en la misma direccion, dos lon—

gitudes AMy AN iguales 4 m y n; sobre

Fic, 99 la mayor AM, considerada como diametro,

Sl describase una semicircunferencia; por el

punto N levantese la NX perpendicular

————— al diametro; y unase A con X. La cuerda
SR, AX es la media proporcional.

En efecto: uniendo M con X, se forma.
el angulo recto AXM [119, 3.°], y como
ANX tambien es recto, resulta que XM y
XN son antiparalelas con respecto al 4n-
gulo A; luego [85]

AM AX e
AXE AN o

2
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2.% construccion. (Ig.100). En-una recta indefinida t6-
mense, una 4 continuacion de otra, dos longitudes AM, MN
iguales 4 m y n; sobre la suma AN como

Fig. 160. diametro describase una semicircunferen—

: cia, levantese por M una perpendicular al

e diametro; esta perpendicular MX es la
o media proporcional.

Para demostrarlo, uno el punto X
con los extremos del diametro. Los an-
gulos NXM, XAM tienen sus lados per—
pendiculares y son agudos, conio inscrip—
tos en arcos menores que media’ circunfe—
rencia, luego son iguales. Tomo MN'=
- MN y trazo XN’; esta recta forma con XM
un angulo igual & NXM, porque los triangulos NXM, N'XM
son iguales [20]; luego el angulo N'XM tambien es igual al
XAM. De aqui resulta que XN’ y AX son antiparalelas respecto
del 4ngulo XMA; luego

MA  MX MA MX
MX ~ MN MX  MN’

puesto que MN' =MN. : :

150. Se dice que una recta esta dividida en media y cxirema
2azon cuando se halla dividida en dos partes tales que la mayor
es media proporcional entre Ja recta entera y la menor.

14.°  Dividir uwna recta AB en media 1y extrema 1a200m.

AnArisis. Representemos por ¢ la longitud de la recta dada
y por z la mayor de las partes en que debe dividirse: la menor
sera @ — o, y en virtud de la definicion tendremos

T
T

SHIES

ll

8| 8

de donde “7;”

Esta igualdad nos dice que la recta dada @ debe ser media
proporcional entre a4z y #, y esta condicion se verifica si
concebimos una tangente y una secante 4 un circulo desde un
punto exterior, de tal modo que « sea la distancia de éste al de
contacto, a-+z y 2 las del mismo a los de interseccion [126]:



la parte de secaute interceptada por la circunferencia serd @, y
la parte exterior sera la incognita x; ahora bien, el modo mas
sencillo de lograr que la parte interceptada sea igual 4 4 con-
siste en tomar esta recta para didmetro de la circunferencia y
hacer que la secante pase por ¢l centro.
Sivresis.  En un extremo de la recta dada AB (F#4g. 101/,
levantese una perpendicular igual 4 la
Fig. 101. mitad de AB; describase desde C como
centro con el radio AC una circunfe—
rencia, que sera tangente 4 A3 [105,1°);
tracese la secante BD que pasa por el
centro: el segmento externo BE sera
la parte mayor de la recta AB dividida
en media y extrema razon, y bastara
llevar Bis sobre BA para determinar
el panto de division X. 5
Si queremos demostrarlo, tendremos [126]

Bl): = AB e B A0y A3
AB = BE - s WBeeni
pero AB= DE, por tanto BD—AB=BE=BX, y AB--BE—=
AB—BX=AX; luego

BX AB o ABLBX
e = B B A

[Escorio.  Si queremos hallar el valor numérico de BX, dado
el valor numérico # de AB, volveremos 4 la igualdad

a z

: G
de donde se deduce

o —zi=a>, @ — ur—a,
20— 2= 0. ¢

- Resolviendo esta ecuacion de segundo grado, tendremos

o /(i2 :
.1/——5_*__\ I"{—l?.




La raiz positiva

o sy

resuelve la cuestion, y puede escribirse en la forma

@ ly/b—1) .
e
La parte menor AX serd

a_a“/g—l)_a(S—‘/g).
i )

La segunda raiz

gV e ()

no responde directamente 4 la cuestion, por tener un valor ab-
soluto mayor que la recta dada.
\ 151. 15.° Describir una circunferencia que pase por (res
| puntos dados A, B, C (Fig. 102).
Levantese una perpendicular 4 AB y
Fic. 102. otra 4 BC en sus puntos medios: el punto O
interseccion de estas perpendiciilares es el
centro de la circunferencia, y la distancia
de O 4 cualquiera de los puntos A, B, C sera
el radio.
Ya se sabe que si los puntos dados estan
en linea recta el problema es imposible.
152. 16.° Dada wna circunferencia o
wn arco, Lallar sw centro.
' Seflalense tres puntos en la ‘curva dada
procedase como en el problema anterior.
153. 17.°  Por un punito dado en wna circunferencia, irazar
S una tangente G esta curoa.
Tirese el radio correspondiente al punto dado; fracese por
este punto una perpendicular & dicho radio, y se tendra la tan-
gente pedida [105, 1.°]

—,




154 18.°  Por wn punio A dado fuera de wna cireunferen—
/. z7 cew O, trazar langenles 4 esta curva.
’ Unase el punto dado A (#ig. 103) con el centro O; sobre
: OA como didmetro describase la cir-
Fra. 103. cunferencia O'; uniendo los puntos
de interseccion B y C de las circun-
ferencias con el punto A, las rectas
ABy AC seran las tangentes pe-
didas.

En efecto: si trazamos los radios
OB y OC, los dngulos inscriptos
ABO, ACO, que abrazan entre sus
lados media circunferencia, seran
rectos; luego AB y AC son per-
pendiculares respectivamente & los
radios OB y OC, por consigniente son tangentes 4 la circun-
ferencia O,

Hscorios.

1.2 Larectu que wns el punto cxlerior A con el centro de la
circunferencia duda, es bisectriz del dngulo que forman las lan-
gentes; y reciprocamente, [z biseciriz del ungulo que formam
las tangentes, pasa por el centro de la circunferencid.

Siendo los radios OB y OC perpandiculares 4 las tangentes
AB y AC, el punto O cquidista de ellas; luego pertenece 4 la
bisectriz del angulo BAC [53, 1.°]; y como esta bisectriz pasa
por A, sera AO.

2.°  Las tangentes dirigidas i wna circunferencia desde un
punto cxlerior, son iguales.

Doblando la figura por ia bisectriz AQ, las rectas AC y AB
se confundirdn, y como OC y OB son perpendiculares 4 ellas,
los puntos C y B coinciden; luego AB — AC,

155. 19.° Zrasar las tangentes comunes 4 dos circun fe-
7eNCILs.

ANALisis.  Sea AB una tangente comun & las circunferen—
cias dadas O y O, la que podra ser exterior (fg. 104) 6 inte-
rior (/%g. 105). :
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Los radios OA, O'B tira-
dos 4 los puntos de contac-
to son perpendiculares a
AB, y por tanto paralelos
entre si. Sea X el punto en
que la tangente AB en-
cuentra a4 la linea de los
centros O0’. Tenemos

X

.

080X OAZ0B 00
'O,—B = —()—,X; de donde —-—O'~A—‘-‘ s 63(. [6&]
Fia. 105.

Trazando otros dos radios pa—
ralelos O@, 0’4, en la misma di-
reccion (#4g. 104), 6 en direccion
opuesta (Zg.105), y llamando
al punto en que @b encuentra a la
recta de los centros sera

Oz Ox _ Qup==008 00"
W

De las igualdades [@] ¥ [#] se desprende OX = Oz.

| Vemos, pues, que loda tangente comun & 4os circunferencias
| y toda recta que wna los exlremos de dos radios paralelos, dirigi-
I dos en el mismo sentido si la langenle es exlerior, y en Sentidos
conlrarios Si es inlerior, encueniran @ (a recl@ que une los cen-
tros en el mismo punto.

Sixresis.  Trécense dos radios O, O'0 paralelos y dirigidos
en el mismo sentido; tnanse los extremos a y 0 por una recta
| ab prolongada hasta que encuentre &la OO" en X; desde el
i punto X fracense dos tangentes 4 una de las circunferencias
. dadas, y se tendran dos tangentes comunes exteriores.

Trazando los radics Oa, 0’0 paralelos y en direccion con-—
traria, se obtendran del mismo modo dos tangentes comunes
interiores; luego el problema ticne en general cuafro solu-
, clones. ' :

b 156. 20.° Describir sobre una recta dade AB (Fig. 106) un

[2].

arco capaz de un dngulo dado M, csto es, wn arco tal que todos
los dngulos inscriplos en ¢l sean iguales al dnguwlo dado M.




e, 106.
E

AN—D B

~C
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En un extremo A de la recta dada cons—
truyase un dngulo BAC igual al dado M;
levantese una perpendicular DO & la AB por
su punto medio y otra AO dla AC por el
punto Aj; estas dos perpendiculares se en—
cuentran en un punto O [60, cor. 2.°]. Ha-
ciendo centro en O y describiendo con el
radio OA un arco AEB queda resuelto el
problema.

En efecto: todo angulo AEB inscripto en
el arco AEB, tiene por medida la mitad
del arco AB; ademds siendo AC perpendi-

cular al radio OA y por tanto tangente 4 la circunferencia, el
angulo BAC tiene tambien por medida la mitad del arco AB;

luego

ang. AEB = dng. BAC = M.
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LIBRO SEGUNDO,

POLIGONOS.

DEFINICIONES.

157.  PovLicoNo ¢s una porcion de superficie plana lerminada
en todos sentidos por lineas rectas que se cortan dos & dos.

Hstas rectas se consideran limitadas por los puntos de inter-
seccion, y se llaman Zados. Las intersecciones de los lados son
los wértices del poligono. Cada dos lados consecutivos forman
un dngulo del poligono.

Perimetro de un poligono es el conjunto de todos sus lados.

- Diagonal de un poligono es toda recta que une dos vértices
no adyacentes al mismo lado. -

Un poligono es convezo cuando su perimetro no puede ser
cortado por una linea recta en m4s de dos puntos; Y concavo en
el caso contrario.

Fig. 107 Fia. 108.

El poligono ABCDE de la figura 107 es convexo, el de la
108 es concavo.
158. 8¢ alguna diagonal dewn poligono es exterior, el poli-
400 ¢S Concavo. : i



Staglel

Sea AC una diagonal exterior. Si el poligono estd entera—
mente situado 4 un solo lado de AC (#%y. 109) partirdn de cada

Fra. 109.

Fic. 410.

vertice A y C dos lados AB y AF, OB y CD; luego bastara mo-
ver la AC alrededor de C para que encuentre al perimetro en
tres puntes «, 6, C. '
S1 el poligono estd 4 uno y otro lado de AC (#ig. 110) es
evidente que prolongando esta recta encontrara al perimetro

en mas de dos puntos.

ok
2

159.  Zodo poligono concavo tiene alyuna diagonal exterior.
ean @, 0, ¢ tres puntos de interseccion de una recta MN
~ con el perimetro, y sea ¢ el punto situado entre los otros dos.
- Segun esto, la linea poligonal debers ir del punto ¢ al ¢ pasan—
do por J: si esto se verifica por debajo de AC (#4y. 111) alguno

Fie. 111.

Fie. 112.

de los segmentos de MN sera diagonal exterior; y si la union de
@ cou ¢ se verifica de cualquier otro modo, se formard por en—

:
M

Fia. 113.
A

R

B

cima deacun solo vértice A (/49.112),
que unido con ¢ 6 con ¢ darda una dia—
gonal exterior Ac, 6 se formaran va—
rios A, Bete. (/g 113), dos de los
cuales tleterminaran uha diagonal ex—
terior AB.

160. Las diagonales de todo poli-
JOno convexo Son inleriores , porque
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si alguna {uera exterior el poligono seria concavo [158]. Reci-
procamente, wu poligons cayas dingonales sonw todas inleriores
es convezo, porque de ser céncavo tendria alguna diagonal
exterior [159]. :

161. Los poligonos convexos tienen todos sus angulos sa-
lientes, y los concavos tienen alguno entrante.

Para distinguir estos angulos se unen por medio de una
diagonal AC los vértices anterior y posterior: sila diagonal es
interior (/g. 107) el angulo B es saliente, y si AC es exte-
rior (/4g. 108) el angulo B es entrante. .

La magnitud de un dngulo se estima en los poligonos desde
lo interior de la figura; por cuya razon los angulos entrantes
como el ABC (#g. 108) son mayores que dos angulos rectos.

162. Esevidente que el numero menor de rectas necesa—
rias para formar un poligono es tres.

El poligono de fres lados se llama (réengulo,

» cuatro » »  cuwadrilatero,
» cinco  » % penldgono,

% Sels » »  exdgono,

» siete  » »  eplagono,

» ocho  » »  octogono,

» nueve » »  enedgono,

» diez = » »  decdgono,

» once  » »  endecdgono,

» doce » »  dodecagono,

» quince » »  pentedecdgono.

163.  Se llaman poligonos ¢guales los que coinciden cuando
Se superponen convenientemente.

Es claro que dos poligonos iguales tendran respectivamen-
te 1guales todos sus angulos y lados.

_Si los vértices de un poligono coinciden con los de otro,
coincidiran tambien los lados y los poligonos serdn iguales.

164. S llaman poligonos SEMEJANTES los poligonos de igual
wimero de lados cuyos angulos som respectivamente iguales ¥y
estan dispwestos en el mismo érden, y cuyos lados adyacentes a
angulos tguales son proporcionales.
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Los poligonos ABCDLI y alede (Fig. 114) serdn semejantes
siempre que tengamos

dng. A = dng. a, dng. B = dng. b, ang. C= ang. c....
e ABRE RO CD
A = GlE = 70 T
: AB s BE - CD
Segun esto, si la razon —- vale 7, las demas — y e
ab Geie o
valdrin tambien s; esta razon constante para cada dos poli—
gonos semejantes se llama 2azon de semejanza de los mismos.
Es evidente que dos poligonos iguales pueden considerarse
como dos poligonos semejantes cuya razon de semejanza es la
unidad.
Se llaman vdrtices homdlogos los de dos “dngulos iguales,
como A ya, By bete. :
Lados homdlogos son los que terminan en dos vértices ho-
mologos. :
Diagonales homdlogas son tambien las que terminan en vér-
tices homélogos.



CAPITULO PRIMERO.
TRIANGULOS.

1.—Triangulo en si mismo.
TrorEms. (Fig. 115).

165.  La suma de los tres angulos de un tridgngulo es igual &

/ dos anguwlos rectos.
Trazando por uno de los vértices B una
Fic. 115. paralela BD al lado opuesto AC, tendremos
(63, 3.%]
G D A -+ ABD = 2 rectos;
pero el dngulo ABD se compone del ABC

més el CBD; luego
A - ABC 4 CBD = 2 rectos;
B poniendo en lugar del angulo CBD suigual
ACB 6 C [63, 1.°], tendremos por tltimo

~—,
—~——

A
A ABEE=Ci= 2 7eclos: . :
rog = + }_ 3 ~EL A AR
(15 B PA s SR <2 POV LAVSI v Sl ot eglet s, el
: COROLARIOS.

1.> Bl angulo externo CBD (Fig. 116) fbamczdo por. wn lado

e CB de un triangulo y la prolongacion

Frc. 116. BD de otro lado, es tqual @ la swma de

c: los dngulos internos A y Cno adya—
centes.

En efecto: CBD=2 7¢cfos —CBA [30]

A-|-C=2 rectos —CBA [165];

CBb— A G

A
B D luego




.

g

a—

=gy A

2.° St un dngulo de un triangulo es reclo % obiuso los olros
dos serdan agudos. :

De lo contrario la suma de los tres 4ngulos valdria més de
dos rectos.

3.° 8% dos dngulos de un tridngulo son iguales @ dos de otro,
¢l tercer dngulo del primer triangulo serd wyual al del segundo.

Porque el tercer dngulo de cada tridngulo es lo que falta &
la suma de los otros dos para valer dos rectos, y las dos sumas
son iguales por hip6tesis.

Se llama triangulo reciéngulo el que tiene un dngulo recto,
oblusdngulo el que tiene un 4ngulo obtuso, y acutingulo el que
tiene sus tres dngulos agudos. ‘

En el triangulo rectdngulo los lados del angulo recto se
llaman calefos, y el tercer lado, 6 sea el opuesto al dngulo
recto, se llama /Azpotenusa.

4.° Los éngulos agudos de un triangulo rectangulo son com-
plementarios.

166. Sellama triangulo equildfero el que tiene sus tres lados
iguales. ésdsceles el que tiene dos lados 1guales, y escaleno el
que tiene sus tres lados desiguales.

Base de un triangulo es uno cualquiera de sus lados, y
vértice el vértice del dngulo opuesto 4 la base. Alfura es la per-
pendicular bajada desde el vértice 4 la base, prolongada s1 es
preciso.

Lin el tridngulo isésceles suele llamarse hase al lado desi-
gual, y dngulos en (e base 4 los adyacentes 4 dicho lado.

Se llaman medianas de un triangulo las rectas que unen los
vértices con los puntos medios de los lados opuestos.

TEorREMA.

167.  S%un tridngulo tiene dos lados iguales los augulos opues-
6. 119 los son iguales; y su tiene dos lados desigua—
el les, & mayor lado se opone mayor dngulo.

e 1.° (Iag. 117). Suponemos CA = CB;
vamos & demostrar que dng. B=dng. A.

Uno el vértice C con- el medio D de la

base. Los triangulos CAD y CBD tienen

iguales sus tres Tados, luego son iguales

. 5 [23]: por consiguiente dng. A = dng. B.
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2.° (Pig. 118). Suponemos CA > CB y vamos & demostrar
que ang. CBA >ang. A.

: ‘ Puesto que el lado CA es mayor que CB

Fie. 118. puede tomarse en el primero una parte

- CD = CB, y trazando DB resultara un tri-

¢ dngulo CBD con dos lados CBy CD igua-

les; luego
D CDB =CBD; -
2 . B pero CDB=A-DBA [165, cor. 1.7,
luego tambien ' CBD = A - DBA;
. afiadiendo DBA 4 los dos miembros serd
CBA = A + 2DBA [a] ,
luego £ 9B A
Escouto. De la igualdad [«] se deduce
DBA = gB—;—iA*- ;

esdecir que DBA es la semidiferencia de los angules By A
- del tridngulo.

TrorEMA RECIPROCO.

168. i 'w_z triungulo tiene dos dangulos iquales los lados
opuestos son tguales; y si tiene dos angulos desiguales, & mayor
anguto se opone mayor lado. [55].

COROLARIOS.

1.° Los angulos en la base de un trigngulo isdsceles son igua-

_les, porque se oponen 4 los lados iguales.

Es evidente que dichos 4ngulos son agudos.
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Z " 2.° La perpendicular ¢ la base de un trigngulo isdsceles en
— S punto medio es bisectriz del dngulo en el vertice.

La perpendicular pasa por el vértice, porque este punto
equidista de los extremos de la base; ademds, siendo iguales
los dngulos A y B (#g. 117), sus complementos ACD y BCD
son tambien iguales. _

Escorio. La perpendicular CD satisface 4 cuatro condicio-
nes: 1.% pasa por el punto medio de la base, 2." es perpendicu-
lar & ella, 3. pasa por el vértice, 4.* divide al angulo del vér—
tice en dos partes iguales.

Como dos de estas condiciones bastan para determinar una
recta, siempre que tengan lugar se verificardn tambien las
otras dos. S :

Por ejemplo: )

La bisectriz del anguwlo en el vértice de wn tridngulo isdsceles
es perpendicular @ la base en sw punto medio.

3. Todo triangulo equildatero es equidngulo, y reci procamente.

4.°  Hn todo tridngulo rectangulo el lado mayor es la hipote-
nusa; y en todo trigngulo obtusangulo el lado mayor es el opues-
to al angulo obtuso.

' Ei.—Comparacion de triangulos.
Lgualdad y semejanza.

Ademds de los casos generales de igualdad de tridngulos
demostrados en los ntimeros 19, 20 y 23, existen otros particu—~
lares de los triangulos rectangulos.

{

TrEorREMA.

5 169. Dos triangulos rectingulos son iguales: 1.° Cuando tie-
A e

nigual la hipolenusa y wn dngwlo agudo, 6 wn cateto y el dn—
——gulo agudo adyacente d el opuesto.2.° Cuando tienen los dos cate-
{tos respectivamente iquales. 3.° Cuando la hipotenwsa y wn ca-
leto de uno son iguales respectivamente’d la hinotenusa y wn ca—

tedo del otro.

1.” Como en todo tridngulo rectdngulo los 4ngulos agu-
dos son complementarios, si los tridngulos propuestos tienen
un angulo agudo igual, tambien serd igual el otro; ademds los
angulos rectos son iguales; luego los tridngulos tendrin en
todos los casos un lado igual adyacente 4 dos 4ngulos respec—

- tivamente iguales, por lo que serdn iguales [19]. :
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2.° El 4ngulo comprendido por los catetos es recto, luego
los tridngulos son iguales [20]. A

3.° Sean los tridngulos ABC y DEF (#4g.119), en los que

suponemos AC = DF, CB = FE.

i Coloco el triangulo DEF sobre el

Fia. 119. ABC, de modo que DF coincida con su

: igual ACy queel punto E caiga hécia

el mismo lado dela AC que el puntoB:

‘ el lado DE seguira la direccion AB,

' _ por ser iguales los dngulos A y D, y

el punto E caera sobre. el B, porque

8 D E siendo CB y FE oblicuas iguales res-
pecto de AB se apartan 1gualmente
de lalperpendicular AC; luego los tridngulos propuestos son
iguales.

g'1"/'0. Cuando dos tridngulos ABC y abe (Fig. 121) son seme-
jantes, dos lados homoélogos AB y @b se oponen 4 angulos igua-
les, porque siendo A =g, B =1/, tiene que ser C = c. Este
caracter sera el que nos sirva en general para reconocer los
lados homoélogos de dos tridngulos.

A

TrorEMA. (Llig. 120).

171.  Si en un tridgngulo ABC se traza wna paralela DE ¢ wn
lado, el triangulo parcial ADE que resulta
F1e. 120. es semejante al propuesto.
A Debemos demostrar que los tridngulos
ABC y ADE tienen sus d4ngulos respec—
tivamente iguales y sus lados homélogos

proporcionales.

D E Desde luego vemos que el 4angulo A es
comun, y que

B ¢ ABC = ADE, ACB= AED

por correspondientes, luego los angulos son respectivamente
1guales. { : 5
Ademés, considerando las concurrentes AB y AC cortadas
por las paralelas DE y BC, tenemos [78] ‘
AB | BCG AQ
AD™ DE— AR’
luego los lados hemdlogos son proporcionales.
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TroREMA. (Eig. 121).

172.  Dos triangulos son semejantes: 1.° Cuando tienen dos
dungulos respectivamente iquales. 2.° Cuando tienen dos lados del
uno proporcionales @ dos del otro é igual el angulo comprendido.
3.° Cuando tienen sus tres lados proporcionales.

1.° Suponemos que los triangulos ABC y afc tienen

Fig. 121.°

dng. A = dng. a, ing. B=dng. b.

Coloco el tridngulo abc sobre el ABC, de modo que el an- .
gulo ¢ coineida con suigual A, y que los vértices b y ¢ caigan
respectivamente en los lados AB y AC. Siendo el angulo abc
igual al ABC, el lado éc adoptara una posicion DE paralela &
BC [64, 2.°]; luego el triangulo ¢ic es semejante al ABC [171].

2.° Suponemos que en los triangulos ABC y abe se verifica
LB ing. A=dng. a.
el dee

Coloco el triangulo abc sobre el ABC, de modo que el d4n-
gulo ¢ coincida con su igual A, y que los vértices 4 y ¢ caigan
respectivamente en los lados AB y AC. Siendo AB y AC pro-
porcionales 4 @b y ac, el lado 6c adoptard una posicion DE
paralela & BC [77]; luego el triangulo ahc es semejante al
ABOC [171]. -

3.° Suponemos que en los tridngulos ABC y abc se verifica

AB_AC_ BO
g e o
Tomo en el tridangulo ABC, & partir del vértice A, dos lon—

gitudes AD, AE respectivamente iguales 4 a6y @¢¢, y uno D
con E. Siendo AB y AC proporcionales & @b y ac 6 sea & AD y
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AE, larecta DE serd paralela & BC, y el tridingulo ADE seme-
jante al ABC. Tenemos, pues,

B por hipotesis Al B

= % S1 e

)k b = b0’
los tres primeros términos de estas igualdades fraccionarias
son iguales; luego DE=b¢, por consiguiente el triangulo ADE
es igual al abe [23], y como ADE es semejante 4 ABC, tambien
abe lo sera. e

Escorio. Segun el primer caso de semejanza, siempre que

dos tridngulos tengan sus dngulos respectivamente Ilgua-
les, los lados hom6logos serdn proporcionales; y segun el ter—
cer caso, si los lados son proporcionales, log angulos seran res—
pectivamente iguales; luego las dos condiciones generales de la

semejanza, angulos iguales y lados proporcionales, son en los

" tridngulos consecuencia una de otra.

En cualquiera de los casos de semejanza demostrados el
nimero de condiciones suficienteses?2. !

i\
I'EorREMA.

173.  Dos tridngulos rectingulos son semejantes: 1.° Cuando
tienen un dngulo agudo igual. 2.° Cuando. los dos caletos del
wno som proporcionales & los del otro. 3.° Cuando la hipotenusa
v un catelo del uno son proporcionales @ la hipolenusa y wn ca—
teto del otro. :

Los casos 1.° y 2.° son inmediatas consecuencias de los cor—
respondientes casos generales.
3.° (Ig.122). Suponemos que en

5 Fre. 122. los tridngulos rectangulos ABC y abe
se verifica
« AB_AC
i e

Tomo en ABC, & partir del punto
A, dos longitudes AD y AE iguales a

é ¢ aby ac; trazo la DE. Como por hip6-
1 Téngase presente que una série de n fracciones iguales —Z— = % = —7:—
encierra n— 1 condiciones 6 igualdades distintas ST GO e A
b d a n

Sl
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tesis AB y AC son proporcionalesd aby ac 6sead AD y AE,
la recta DE serd paralela 4 BC, luego el triangulo ADE es se-
mejante al ABC, y el angulo en D es recto; siendo ADE un
triangulo rectangulo en D es igual al afe [169, 3.°], y como
ADE es semejante 4 ABC, su igual abc tambien lo sera.

TrorEMA. (S figura).

174. Dos tridngulos son semejantes cuando tienen Sus lados
respectivamente paralelos o perpendiculares.

‘Sean A, B, C los 4ngulos de un_tridangulo y &, b, ¢ los del
otro; suponemos paralelos 6 perpendiculares los lados de A y a,
B y 64, Cy c. Segun esto A y @ seran iguales 6 suplementarios
y lo mismo B y 4, Cy ¢; los tres angulos A, B, C no pueden ser
suplementos de ¢, 4, ¢, porque la suma de todos valdria seis
rectos, lo que es imposible; dos angualos A y B no pueden tam-
poco ser suplementos de otros dos ¢ y b, porque los seis an-
gulos valdrian méas de cuatro rectos; luego los tridngulos tie-
en necesariamente dos dngulos respectivamente iguales, por
tanto son semejantes.

Escono. Cnando des tridngulos tienen sus lados paralelos
6 perpendiculares, son lados homologos los respectivamente
paralelos 6 perpendiculares.

195. Para demostrar que dos rectas son proporcionales &
otras dos bastard probar que son lados homélogos de dos tri-
angulos semejantes. La proporcion se ordenara en todos los
casos de modo que los términos de la primera fraccion sean dos
lados de un mismo triangulo y los de la segunda los homologos
respectivos en el otro triangulo, 6 que los numeradores sean
dos 1ados de un mismo triangulo y los denominadores sus res—
pectivos homologos en el otro.

‘Se demostrara que dos dngulos son iguales, haciendo ver
que se oponen a lados proporcionales de dos triangulos se—
mejantes. -

TroreMs. (Fig. 123).
Fig. 123. 176. Luas bases BC, be de dos trian—

{x 7 gulos semejantes ABC, abe, son pro—
! ; worcionales & las altwras AD, ad.
| I
) 1
5 i BC AB
: ! Tenemos — = — ;
B 5 6 L_\p be ab
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los tridngulos rectangnlos ABD y add son semejantes [173, 1.°];

luego D i
& a0
de estas dos igualdades se deduce
BO _ AD

beE = g

Iil.—Lineas rectas en ¢l triangulo.

Cuando un punto divide & una recta limitada en dos seg-
mentos aditivos 6 sustractivos, llamamos razon segmentaria de

_dicha recta al cociente de los dos segmentos en que estd di-

vidida.

TrorEMA. ([lg. 124).

177. 8 dos lados de un tridngulo ABC se cortan por wuna
transversal abe, las razones segmentarias de dickos lados son
proporcionales ¢ los segmentos del tercero determinados por la

- transversal.
Es decir que
Fia. 124.
s
GA “¢cA = @B :

Suponiendo unidos los puntos @ y A por
una recta, tendremos tres concurrentes en
@ cortadas por dos transversales AC y AB,
luego [90]

0C UA_ B cA U0 C_ (B 4B
- aC " aA~ 4B aA- OA "aA” cAaA’
permutando los términos medios y suprimiendo el divisor co-
mun @A resulta la igualdad [a].
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La misma demostracion se aplicaria si los puntos b y ¢ es-
tuviesen en las prolongaciones de los lados AC y AB.
Cororario. Sila transversal af¢ fuese paralela al lado BC,

_el punto @ se alejaria al infinito, y la relacion — seria igual 4

aB
la unidad; luego la relacion [#] se convertiria en
oC  ¢B
GAE EA

lo que nos dice: doda paralela ¢ wn lado de un lrigngulo divide
los otros dos en partes proporcionales, proposicion que implici-
tamente estd comprendida en la del niimero 74. !

TrorREMA RECIPROGO.

178. S8 dos tados de un (ridnguwlo se cortan por wna trans-
versal, de modo que las razones segmentarias de dichos lados
sean proporcionales ¢ los segmentos que un punto fijo determing
en el tercer lado, la transversal pasa por dicho punto.

Sean 4 y ¢ los puntos en que la transversal curta 4 los lados
AC y AB, y a el punto fijo en el tercer lado; tenemos por
hip6tesis %, o

ag b it
A ON B
Si suponemos que la transversal no pasa por @ sin6 por otro
punto ¢’ del lado BC, serd en virtud del teorema directo

6C ¢B _ 4C
PA " ¢cAT 4B

1 Elteorema anterior lo enuncian otrosautores del modo siguiente: si los tres
lados de un tridngulo se corian por wna transversal abe, ésta determina seis segmentos
‘tales que el producto. de tres segimentos sin extremidad comun es igual al producto de
tos otros (res. En efecto: de la igualdad () se deduce

aB. bC. cA = aC. bA. cB.

Nuestro enunciado ofrece la ventaja de patentizar la conexion entre esta propie-
dad y 1a enunciada en el corolario, que es un caso particular de la primera, :
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: . aC  a'C
De las dos expresiones anteriores se deduce B R lue-
go el punto ¢’ no puede ser distinto del & [88], lo que demues-—

tra el reciproco.
CoronArIO. Sila relacion

00, oB

OA * cA
es igual 41, es decir si los segmentos de AC y AB son propor-
cionales, serd «C = aB, lo que exije que la_transversal ¢ sea
paralela al lado BC; luego s¢ una recla divide en partes propor—

cionales ¢ dos lados de un tridngulo ¢s paralela al tercer lado,
proposicion implicitamente comprendida en la del num. 77. !

TrorEMA. ([Fig. 125). ;

179. S desde el vértice A deun dngulo de un tridnguls ABC
se tira una recta AD que encuentre al lado opuesto, la razon en—
ire los segmentos de éste y lu de los lados que forman el angulo,
son proporcionales d las distancias del pi¢ D de dicha recta &

los mismos lados. S
Considerando las fres concurren—

Fie. 125. tes en A cortadas por la transversal
/B! BDC, tenemos [92]
DE De
ABAG S DCE
6 sea Qﬁ—A—B—-P—& [«]
. ; DE - NC =D -
E=mpiaicis ¢y~ loque debia demostrarse.
180. Coronario. Si AD es hi- =

sectriz del dngulo BAC 6 del suplemento B'AC sera Db = D¢
[52, 1.°]; luego , :
DB AB

06— AC"

1 Elreciproco anterior suele enunciarse asi: Sv en 0s tres lados de wn lridngulo
considerados como indefinidos, se marcan tres punios a, h. ¢ cales que el producto de
tres segmeintos sivw extremidad COMun sew igual al producto de los otros (res, dichos
puntos a, b, ¢ estan en lineq recle.
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esto es: La bisectriz de unm angulo interno ¢ exilerno de un (ridn-
qulo divide al lado opuesto en dos segmenlos aditivos ¢ sustrac—
tivos proporeionales @ los lados del angulo.

Reciproco. 8¢ desde el vértice A dewn angulo de un ¢ridn—
gula se tira wna recta AD que divida al lado opuesto en dos seqg—
mentos aditivos 6 sustractivos proporcionales @ los lados del an—
gulo, esta recta es bisectriz del angulo interno 0 del externo Su-
plementario respectivamente. -

Si en la relacion [¢] se supone A0 serd Db= Dc,>

DE
D=

“ luego el punto D pertenece & la bisectriz del angulo BAC en la

primera figura y 4 la del externo B’AC en la segunda [53, 1.°].
181. Sien el tridngulo ABC (Z4g. 126) trazamos las bisec-
trices AD y AD’ del 4angulo BAC y del
T, 126. suplemento B'AC, tendremos, prescin-
. diendo de signos,
2 @ — _ILB [(l]
DC  D'C !

pues las dos razones son iguales en

AB
D > absol A
valor absoluto a C

Es evidente ademds que tienen signos contrarios [87].
Vemos, pues, que las distancias de los puntos D y D’ a los
extremos de BC son proporcionales. Siempre que esto se veri-
fica se dice queilos puntos Dy D’ dividen armdnicamente el
gegrgento BC, 6 que son conjuwgados armdnicos con respecto
3 : : : ‘
La igualdad [¢] puede escribirse en la forma

BD _cD
BD. = CD.:

\
0

luego los puntos B y € tambien dividen arménicamente el seg—

mento DD'. Los cuatro puntos B, C, D y D’ se dice que estan
en pProporcLon armonicd. o

Fn el numero 88 se ha visto el modo de hallar en un seg—

: A DA

mento AB dos puntos Cy D, tales que las relaciones ¢ Y DB
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: : T m
sean iguales en valor absoluto & una relacion dada 0 quedan-

do, Eor tanto, el segmento AB dividido arménicamente.

as cuatro rectas que parten de A, AB, AC, ADy AD’, se
dice que forman un %az armonico, porque gozan la propiedad
de que toda transversal que las corte queda dividida por ellas
armoénicamente, como se comprende con solo notar que las AB
y AC formaréan con la transversal un triangulo, y siempre AD
y AD' seran bisectrices del angulo BAC y del suplemento B'AC.

TrorEMA. _(Fz’g.-127). '

182. S% desde un punto O tomado en ¢l plano de un triangulo
ABC, se tiran rectas ¢ sus tres vértices, prolongadas hasta que
encuentren & los lados opuestos, el cociente de las razones seg-
mentarias de dos lados ‘es tqual y de signo contrario & la razon
segmentaria del tercer lado. !

Es-decir que
G B aC ,
s [a].
AT CA aB
Considerando- el triangulo ACa cortado
por la transversal /B, y despues el ABa cor-
tado por la transversal ¢C, tenemos [177]

/6 Og BG: B Ow GB
s FREOR T B e gl
de donde, por division, :
6C ¢B  BC.Co
bA “cA " Ba.CB’
ero B 11 1uégo
p CB S bl
6B | 4l
GA PRl B
1 Suele enunciarse este teorema de este modo: S% desde un punto tomado en el
plano deun trignguto setiran rectas & sus bres vértices, éstas determinan en los la~

dos 0pusstos seis segmentos tales, que el produscto de tres deellos, sin eaxtremidad comyn,
¢8 igual y de signo contrario alde los otros tres. En efecto la igualdad (@) equivale a

aB. bC. cA == —aC. bA. cB.

Fia. 127.
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Darfamos igual demostracion si O fuese exterior al tri-
angulo. : ‘

CororArio. Si @ es el punto medio de- BC, la relacion

aC 4G ¢B 6C - ¢B

P vale  —1;luego

ST e 1 S o
6A " cA 6A T cA

por consiguiente, las rectas que partiendo de dos vertices de un
triangulo Se cruzan en la mediana tirada desde el fercero,
dividen los lados opuestos en paries proporcionales.

TEOREMA REGIPROCO.

183. 8% desde los tres vértices deun tridngulo se tiran rectas
& los lados opuestos, de modo que el cociente de las razones seg—
mentarias de dos lados sea tqual y de signo contrario & la razon
Seqgmentaria del tercero, dichas reclas concurren em un MiSMo
punto. v
Sean a, 4, ¢ los puntos en que las rectas que parten de los
vértices A, B, C encuentran & los lados opuestos; tenemos por
hipétesis
0 eeeBE & aCn
pALS A B B

unamos el vértice A con el punto O de interseccion de las rec—
tas Bb y Ce, y suponiendo que la recta de union encuentre al
lado BC en un punto ¢ distinto del ¢, tendremos, por el teo-
rema directo, :

00 B a0
GG AR IR
: : aC  a'C
de las dos igualdades anteriores se deduce D

el punto ¢’ no puede ser distinto del @ [88], y la recta Aa’ que
pasa por O se confunde con Ag, lo que demuestra el reciproco.

luego
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CoroLarios. (Fig. 127).

| Fre. 127. 1.° Silos puntos 5y ¢ dividen los lados AC
A y ABen partes proporcionales, 6 1o que €3
1gc‘JuaI, sila recta fc es paralela 4 BC, sera
Al
Z—B —_1,6a0=—aB,de modo que @ sera

el punto medio de BC; ademas, toda paralela
al tercer lado BC queda dividida por la me—
diana Ag en partes proporcionales & aCy aB
[79], es decir en partes iguales; luego
La mediana correspondiente @ wn iado de un (riangulo es el

lugar geométrico de los punlos medios de une série de paralelas

a4 dicho lado, y de los puntos de interseccion de las rectas que
i wnen los extremos de cadn paralels con los weériices opuestos.
| 9.* Sia, b, ¢ son los puntos medios de los lados del trian—
| \ gulo ABC, sera

X om¥ e B aC

: i a8

(| ! - ar o
: 4\ / luego las rectas Az, Bj, Cc concurriran en un ismo punto,
~

. \ jestoes,
) Las tres medianas deun tridngulo concurren e i MISTO

punto.
3.° Sia,b,cson los pies delas bisectrices de los angulos

E{ \ A, B, C, tendremos
¥\ W s o 0
' gl e AR OR

ok

| - dividiendo ordenadamente, y teniendo en cuenta que C—é:—_— 1
| ~ serty
i : ’C B @a e

o e

luego
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Las tres bisectrices de los dngulos de wn trignguwlo concurren
en Wiv MISMOo pPunio. :
De igual modo se demuestra que
Las bisectrices de los suplementos de dos angulos de wn tridn-
gulo y la del tercero, concurren en wn mismo punte. ¢
4.°" Si a, b, ¢ son los piés de las perpendiculares & loslados
bajadas desde A, B, C, considerando los tridngulos BoA, CcA

semejantes, por ser rectdngulos y tener un dngulo comun A,

tendremos
cA CA

T
de igual modo se cbtiene

B AB  4C BC.
BiE B G Ne

multiplicando las tres resulta

¢A.4B.4C _ CA. AB. BC
JA.¢B.aC ~ BA. OB. AC’

el valor absoluto del segundo miembro es 1, las razones seg—
mentarias de los lados son todas negativas, 6 dos positivas y
uns negativa si el tridngulo es obtusangulo [40], luego ‘

¢A. aB. 6C 6 B e

e e

por consiguiente - :
Las tres alturas de un tridngulo se corlan en wn mismo punto.
5.2 Las tres perpendiculares & los lados de wn tridngulo en
SuS puntos medios conCursen en i Mismo PUnlo.

Is facil referir este corolario al anterior observando que las
perpendiculares mencionadas son alturas del triangulo que se
forma uniendo por lineas rectas los tres puntos medios. Ade-
mas, implicitamente se ha demostrado ya esta proposicion, toda
vez que las perpendiculares tienen que pasar por el centro de
la circunferencia que determinan los tres veértices A, B,C.
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V. R eclaciones métricas entee los lados del
triangulo.

184.. PRroYECCION de un punio sobre una recta es el pié de la
perpendicular trazada desde el punto 4 la recta. _
_ : PRrOYECCION de wna linea recta 6 curvd
- Fie. 128. AB (Fig. 128) sobre una recta XY es (4
parie de ésta comprendida entre. las proyec-

B ciones a, b de los-extremos de la primera.
Es evidente que la proyeccion de la
hipotenusa  sobre uno de los catetos es

Y este cateto.

!

|-~

TEORﬁMA. (g, 129):

185. 8% desde el vértice del angulo recto de wn treangulo 7ec—
tangulo se baja wna perpendicular ¢ o hipotenusa: 1.° La perpen-
dicular es media proporcional entre Los seqmentos de la lhipote—
nusa; 2.° cadw cateto es medio proporcional entre la hipotenusa
y sw proyeccion sobre ésta; 3.° los cuadrados de los catelos son
proporcionales & sus proyecciones sobre la hipolenusa.

, 1.° Los triangulos ABD y ACD
Fre. 129. son semejantes,por tener sus lados res-
pectivamente perpendiculares, luego

BD _ aD
AD DE
¢ 2.2 Lostridangulos rectingulos ABD

v ABC son semejantes, por tener co—
mun el angulo B, luego

O e

B

BEG T AB
TB— = 'Tgﬁ‘ [(6].
Tambien son semejantes los tridngulos ACD y ABC; luego
BEe NE

X0 ©D 19]-
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3.2 ‘De las iguéldades [@] v [6] se deduce
denanie AB2=BCx<BD
A2 —BEC <@h;

- dividiendo éstas ordenadamente, y suprimiendo en la segunda
de las fracciones que resulten el factor comun BC, serd

AB2 . BD
Rz = 6D

CoroLarIos. (Fig. 130).

1.° Laperpendicular CF bajada desde wn punto C de una cir-
cunferencia a un diamelro AB, es media proporcional enire los
segmentos del didmetro. ,
Uniendo el punto C con los extre-
Fig. 130. mos del diametro, €l dngulo inscripto
ACB serd recto, y el triangulo ABC
rectangulo en C; luego segun el teo-
rema anterior, CF sera media propor—
cional entre AF y BE.
2.° 5% desde un extremo A de un
g didmetro AB se traza una cuerda AG,
estw cuerda es media proporcional entre
el didmetro y sw proyeccion Sobre éste.
Uniendo C con B se forma el triangulo rectangulo ACB,
luego el corolario es cierto.
3.° Los cuadrados de las cuerdas AC, AD, BE, ¢razadas des-
de los ewtremos de un didmetro, son proporcionales é sus pro-

)
1
1
{
1
)
i
1

E
i
Heh
(Sl
{
H

F 0

yecciones sobre éste. (P >
Tenemos, en virtud del covedaité® anterior,
A0?= AB < AF, AD?= AB < AG, BE2 = AB > BH,
AC? AD? BE2
de donde T —AB. 16 —AB, B—H~__AB,

AC: AD®  BE?

luego N
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TrorEaA DE Prrdeoras. (Flg. 131).

186.  Zn todo (riangulo rectingulo, el cuadrado de la hipote—
nusae BC es igual ¢ la suma de los cuadrados de los calelos AB

En el teorema anterior, 3.°, hemos hallado las ignaldades

Fic. 131. BC > BD = AB?,
A .
] BC >< CD'— AC2;
I
i sumandolas ordenadamente y sepa-—
) rando el factor comun BC, sera
B D :

BC (BD - CD) — AB2 - AC?,

pero BD ++ CD = BC, luego

BC2— AB2| AC:.

" Eiscorro. Representando por ¢la hipotenusa y por 4 y ¢ los
catetos de un triangulo rectangulo, serd

e/
de esta igualdad se deducen estas otras
) ) 9

G2 oA 2 i g2 02

luego el cuadrado de un catelo es igual al cuadrado de la hipo-

tenuwsa meénos el cuadrado del otro cateto.

Por medio dei teorema de Pitdgoras se puede calcularla -
longitud de un lado cualquiera de un triangulo rectiangulo
cuando se conocen los otros dos lados. Si, por ejemplo, se co—
nocen los catetos 4y ¢, sera

a= b+ c2.

Si los lados conocidos son la hipotenusa @ y el cateto ¢
tendremos

b= = .
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TEOREMA. ' (fig. 132).

187. En todo trianguwlo ABC, el cuadrado de un lado AB
opuesto @ wn angw’o agudo es igual ¢ la sumae de los cuadrados
de los otros dos lados AC y BC, ménos el duplo del produclo de
wno de éstos BC por la proyeccion CD del otro sobre él.

La perpendicular AD, trazada con
Fia. 132. objeto de hallar la proveccion del la—
do AC sobre el B@, caerd en la pro-
longacion de BC (F4g. 1.2) si el dn-
gulo ABC es obtuso, y en el lado BC
(I7ig. 2.%) sidicho angulo es agudo.
En ambas figuras tenemos

AB2=AD2>4-BD2 [qg].
Ahora, AD2=AC2—(CD2;

en cuanto & BD? es en la primera figura el cuadrado de la di-
ferencia G — B{!, v en la zegunda el cuadrado de la diferen-
ciz BC — C'D de signo contrario & la anterior; luego en las dos
figuras sera

= '“"‘"";;} s
/

()

lw)
oo

@
o

BD2 = BC2-—2BC. CD | CD2 ;
sustituyendo en la igualdad [¢] AD2 y BD? por los valores que
hemos encontraco y reducien o, tendremos

AB2— A2 - BC2— 2BC. OD.

TEOREMA. (Fz'g. 133).

188. Zn todo tridngulo obtusingulo ABC, el cuadrado del lado
AB opuesto 1l anguwlo obtuso es iyual @ la sw-

B, 138" ma de los cvadrados de los otros dos lados AC
y BC, mas 0 duplo del producto de wno de

A £ ; ; 7
i dstos BC poila proyeccion CDde! olrosvbreél.
| En el triangulo rectangulo ABD tenemos
/ AB2 = AD®  BD? .
=1 Angra ADT— AQ?- CD?

v 8

4
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y BD2 — (BC-+ CD) 2= BC2 + 2BC. CD - CD2;

sustituyendo en la primera igualdad AD2 y BD?2 por los valores
que acabhamos de hallar y reduciendo, sera

AB2 — AC2 - BG2 - 2BC. CD.

RECIPROCOS.

189. 1.° Si el cuadrado dewn lado de un tridngulo es igual

i 1 suma de los cuadrados de los otros dos, el dnguln opuesto @

dicho lado es reclo.

2.° i el cuadrado de un lado de un tridngulo es menor que La
suma de los cuadrados de los otros dos, el angulo opuesto & dicho
lado es agudo.

39 S el cuadrado de un lado de un tridngulo es mayor gque

la swma de los cuadrados de los otros dos, el dngulo opuesio @
dicho lado es obtuso [55].

REieMPLOS.

1.° Sean 6, 8 y 10 metros las longitudes de los lados de un

triangulo; tenemos 102 = 62 - 8%, luego el triangulo es rec—
tangulo. ;

Todos los niimeros de la forma 3n, 4n, 5, pueden ser catetos

~ & hipotenusa de un triangulo rectangulo, pues :

(3n)2 + (4n)2 = (32 |- 4%) 2= 25 2 = (5n).

9.2 Siloslados son 5™, 7m y 8m se tiene 82 < 5% 4- 72, luego
el 4ngulo opuesto al lado 8" es agudo, y como es mayor que
los dem4s el triangulo es acutangulo. - :

3.° Sean 4m, 5n, 7» las longitudes de los lados; tenemos
72> 42 4 52, luego el triangulo es obtusdngulo. -

&



CAPITULO SEGUNDO.

- CUADRILATEROS.

//// 190. Sellama TRAPEZOIDE wn cuadrilalero que no tiene dos
12 lados paralelos.
Se (lama TRAPECIO un cuadrildtero que tiene dos lados parale—
los 4 los otros dos no paralelos.
Los lados paralelos se llaman édases del'trapecio, y alturq la
distancia entre las bases.
Se (lama PARALELOGRAMO un cuadrildlero que tiene Sus la-
dos opuestos paralelos dos d dos.

H—Cuadrildatero en general.
: -

TrorEMA. ([Tig. 134).

T 191. ZLa suma de los cuntro angulos de wn cuadrililero con—
~ vewo es tqual @ cualro angulos reclos. -
: ''razando la diagonal BD resultan dos

Fre. 134 triangulos ABD y CBD, cuyos seis angulos
B~ ¢ equivalen & los cuatro del cuadrilatero; pero
el los tres angnlos de ABD valen dos rectos y
PR los de CBD otros dos; luego la suma de

A >/p  todos es igual & cuatro dngulos rectos.
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Ii.—Trapccio.

TrorEMs. (Fig. 135).

192. 1. 7Zoda recta BY que divide en paries proporcionales

i 4 los lados no paralelos de un trapecio ABCD es paralela d las
bases. 2.° Toda recta que divide en pariles proporcionales @ las

bases, pasa por el punto de concurso O de los lados no paralelos.
1.° Este teorema estd comprendido en el

. Fic. 135. del ntmero 76, toda vez que AB y CD son
I varalelas, y B divide en partes proporcio-
o nales 4 las transversales AC y BD.
AN 9.° Este teorema estd comprendido en el
,," (RS del numero 80, puesto que siendo, segun la
A/ G\ \p  hipétesis,
e o=t
GiB = EHiD

g : las rectas AC, GH y BD deben concurrir en‘%&j
un mismo punto O.

TrorEMA. (Fig. 136).

g 193. Las diagonales de un trapecio se dividen muluamente
# en partes proporcionales @ las bases.

2 Blolon. Siendo AB y CD paralelas tenemos [78]
|l :
0 _0B_ AD
D= 06 " @D

TrorEMA. (Fig. 137).

194. La recta que une los punios medios de los lados no pa~
ralelos de un trapecio es igual @ la semisuma de las bases.
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F1a. 137. En efecto: EI' es paralela a las bases
[192, 1.°]; luego

E F E_E__AE
o G = AT

c
: y como AK es la mitad de AC, por hip5tesis,
serd BG = };)— ; del mismo modo se demuestra que GF = - ;
5 . 1
nco BG4 GF 6 EF = A_B_‘;ﬂ) .

HiE. —PParalelogramo.

TrorEMA. (Fig. 138).

195.  Bn lodo paraleldgramo: 1.° los lados opuestos son iqua-
les; 2.° los angulos opuestos son iguales.

s 1.° Los lados opuestos son rectas paralelas
6. 133, comprendidas entre paralelas; lnego [68]

A, 3 B AB=CD, AC=-BD.

N
N

SN 2.° Los angulos opuestos tienen sus lados
D paralelos y en direccion contraria; luego [66]

~

(=]

dng. CAB=ang. BDC, dng. B = dang. C.

‘TROREMA REGIPROCO.

Lm0 196, 89 los lados 6 los angulos opuestos de un cuadrildfero

) son iquales dos @ dos, el cuadrildtero serd paraleldgrano.

~_71.° Trazando una diagonal AD resultan dos tridingulos ABD

"~y ACD iguales, por tener un lado comun AD, AB = CD,
BD = AC por hipo6tesis; de la igualdad de los tridngulos se
deduce la de los angulos alternos BAD y ADC, luego AB y
CD son paralelas, yla de los angulos CAD y ADB, luego tam-
bien AC y BD son paralelas.
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9.° Llamando A, B, C, D 4los angulos del cuadrilatero,
tenemos [191]

A 4 B4 C + D= 4 rectos,

pero A =D, B=C, luego A + D =24, B4 C=2B, y por
consiguiente =
2A | 2B = 4 reclos, A 4 B = 2 reclos;
seg‘unv esto, los dngulos internos A y B del mismo lado de la
secante AB son suplementarios, luego ACy BD-son paralelas.
Siendo A + B = 2 7eclos, sera tambien A + C =2 reclos,
porque B = C; luego AB y CD son paralelas.

TroreMA. (Fig. 138).

4 19T 8% dos lados opuestos AB y CD de wn cuadrilalero son
L/ iguales y paralelos, ¢l cuadrililero serd paraleldyramo.
‘ Trazo la diagonal ADj; los triangulos ABD -
v Fig. 138. v ACD son iguales, per tener un lado comun

AD, AB = CD por hipotesis. y los angulos
BAD y ADG iguales, como alternos entre las
paralelas AB y CD; de la igualdad de los tri-
angulos se deduce la de los dngulos alternos
CAD y ADB, luego AC y BD son paralelas,
y siéndolo tambien AB y CD por el supuesto,
la figura ABCD es un paralelégramo. :

TroreMA. (Fig. 139).

\{ 198. Las diagonales deun paraleldgramo se dividen mulua—
| mente en dos paries iguales.

Los tridsngulos AOB y COD son iguales,

Fia. 139. porque tienen AB = CD, y los angulos ad-

luego :
@A — O OB — G0

1 Bste teorema es un caso particular del tratado en el numero 193, del que se de-
duee suponiendo AB = CD.

yacentes al lado AB iguales respectivamente &,
4 los adyacentes & CD, por alternos internosse

3
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TEOREMA . REGIPROCGO.
/ 199. 8% las diagonales de wn cuadrilitero se dividen mutua—
7 mende en dos paries iguales, el cuadrilalero sera paraleldgramo.
Tenemos por hipétesis 0A = 0D, OB = OC; ademas los
angulos AOB y COD son iguales, como opuestos por el vértice;
luego los triangulos AOBy COD son iguales. De aqui se de-
duce AB = CD y dng. OAB = dng. ODC; luego las rectas lgua-
les AB y CD seran tambien paralelas [64, 1.°]; y el cuadrila-
tero sera un paralelégramo [197].

Treorums. (Fig. 140).

200. Dos paralelogramos son igunles cuando liencn un dn—
gulo dgual C= G formado por lados respeetivamente iguales
AU— G, CU =IGH

Frg. 140.
A 3
D L EL_/ F
c S D B H

Coloco el segundo paralelégramo sobre el primero, de mo-

do que GH se confunda con CDj es claro que G-E seguira la di-
reccion CA y que el punto E caera en A; entonces EIF sera pa-
ralela & CD por el punto A, luego coincidird con AB [59], ¥
HEF serd paralela 4 AC por D y coincidird con DB; por consi-

guiente el vertice F caerd en B, y seran iguales los paralel6-
gramos.

O 201, Romboide es un paralel6gramo tal que dos lados conse--

eutivos son desiguales, como tambien los dngulos adyacentes &

¥ anmismo lado.

Lombo es un paralelégramo cuyos cuatro lados son iguales.
Leectdngulo es un paralelogramo cuyos cuatro angulos son
rectos.

| Cuadrady es un paralelégramo cuyos cuatro lados son igua-
;Lles ¥ los cuatro angulos rectos. :

f
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Kl romboide, rombo, rectangulo y cuadrado gozan de todas
las propiedades anteriormente demostradas para el paralelo-
gramo en general. ; _

81 cuadrado es rombo, por tencr iguales los lados, y rectan-

. gulo por tener rectos los angulos; 1.0 obstante esto, la denomi-

nacion de rom bo se aplica mds es iccialinente al parale’égramo
de lados iguales y de dngulos adyucentes @ cady lado desiguales,
y la de rectdngalo al paralelograino de angulos rectos y lados
conseculivos desiguales. : 7

TrorEMA. (Fig. 141).

202. Las diagonales del rombo son: 1.° perpendiculares on-
% lre si; 2.° bisectrices de los dngulos del

Fie. 141. 70m00.

1.° Como les lados del rombo son igua-
les, el punto A equidista de By C, yel
punto D estd en igual caso, luego AD es
perpendicular & BC. - :

2.° En el triangulo isosceles ABC, la
perpendicular AO 4 la base BC es bisec—
triz del angulo BAC en el vérfice; lo mismo
puede decirse e los ofres angulos.

TrEoREMA REGIPROCO.

203. 8% las diagonales de wn paralelogramo Sson nerpendi—
culares entre st 6 bisectrices de los dngulos dil paraleldgramo,
dste sera rombo. >

1.> AD es perpendicular & BO, segun la hip6tesis, y pasa
por el punto medio de BC [198}, luego AB = AC; ademsds
AB = CD, AC = BD; por consiguiente 1os cuatro lados del pa-
ralelogramo ABCD son iguales. . :

2.2 Los triangulos ABD y ACD son iguales, porque tienen
un lado comun AD y los 4ngulos BAO, BDO respectivamente
iguales 4 CAO, CDO en virtud de la hipotesis; luego AB=AQC,
y como AB = (D, AC = BD, los cuatro lados son iguales,
lnego el paralelogramo ABCD es rombo.
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TrorEma. (Fig. 142),

; S i

/ 204. Las diagonales del recidngulo son iquales. '

(e Fre. 149 Los triangulos rectangulos ACD y BDC
= S o Son lguales , porque fienen un cateto co-
B o munChisylos AC v BD 1omales conioala—
S dos opuestos de un paralelégramoe: luego
270 ) E 3
e AD = BC.
Cermmaet)

TREOREMA REGIPROCO. ‘

205. 8% las diagonales de un paraleldgramo son iguales, el
paraleldgramo es rectdngulo.

Los triangulos ACD y BDC son iguales, porque tienen un
lado comun CD, los AC v BD'iguales como opuestos, y los Al) .
v BC iguales por hipétesis; luego los angulos ACD y BDC son
1guales, y como la suma de ellos vale dos rectes [63,2.%], cada
uno valdra un recto; el mismo valor tienen ABD y CAB opues-
tos y por tante iguales & los anteriores; luego ABCD es un

I
az
|
i.
|

rectangulo. : I

206. Puesto que el cuadrado es paralelégramo,rectangulo y |

f rombo, reune las propiedades de estas figuras; diremos, pues, |
Las diagonales de un cuadrado (Fig. 143) se |

= FiG 143, e ‘ s ) ;

dividen muluamente en dos pardes squales, Son
iguales, perpendiculares entre si y bisectrices de
tos angulos del cuadrado.

Reciprocamente, sz las diagonales de wn cua-
direlatero se dividen mutuamente en dos paries
iguales, son iguaies y perpendiculares enirve si,

el cuadrilatero es cuadrado.




CAPITULO TERCERO.
“POLIGONOS GENERALES.
B.—RPoligono (:n SH IMESERA®.
TrorEMA. (Fig. 144). :

-R07. La suma de los angulos de un poligono convexo es igual
a tamtas veces dos angulos rectos como lados, menos dos, tiene

¢l poligono.

Fie. 144. Desde uno de los vértices A del poli-
gono trazo las diagonales posibles AC,
AD ete, las que dividen el poligono en
tantos tridngules como lados tiene me-
nos dos; porque los dos triangulos ex—
tremos countienen cuairo lados del poli=
@ono, y cada uno de los demas contie—
ne un lado,

Los angulos de los triangulos equi-
valen a los del poligono, puesto que las
diagonales son interiores [160], y como los de cada triangulo
valen dos rectos, los del policono valdran tantas veces dos rec— -
tos como trianguloes haya, esto es, tantas veces dos rectos como
ladoes, menos dos, tiene el poligono.

Escorio. Representando por S la suma de los angulos del
poligono, por z el niimero de lados y por R el angulo recto,
tendremos

S = 9R (n—2) 6 S=2Rn—A4R,

La ultima igualdad nos dice: :
La suma de los angulos de un poligono es iqual ¢ lantas veces
dos reclos como lados tiene, Mmenos cualro rectos.

; TreoruMA. ([g. 145).
208. La suma de los angulos externos CBG, DCH, EDL ete,,
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que se. forman prolongando todos los lados de wn pollgono en el

mismo: sentido, es igual @ cualro dngulos reclos.
; = Iin un vértice cualquicra B del po-
F1c. 145, ligono tenemos dos dngulos adyacen—

L i tes, uno externo CBG y otro interno

e 7/ -ABC, que juntes valen dos rectos; por

/ . consiguiente la suma de fodos los dn-

7 gulos, fanto internos como externos,

; E,( c sera 2Rz; s1 restamos de ella el valor

=X de los internos, que es2Rn — 4R, 1a
R ¢ diferencia ’ '

\\ B
A% 2Rn — RRn — 4R) = 4R 2

i

-sera el valor de los externos.
- CoroLaRIO. U poligono convexo no pucede lener mds de lyes
anqgulos agudos. :
Pues si tuviese cuatro 6 mas, los externos adyacentes, quc
serian obtusos, valdrian mas de cuatro rectos.

ii.,—Cemparacion de poligonos.
Lyualdad vy szmejninza.
TrorEMA. (Flig. 146 ).

209. Dos poligonos son iguales cuando tienen sus lados y sus
angulos respectivamente iguales ¢ tgualmente dispuesios.
Tic. 146, Bsto es: AB = FG, BC = GH ete.,
ABC = EGH, BCD = GHI ete.
Coloco el segundo poligono sobre
el primero, de modo que ¢l lado Fr
coincida con su igual AB, y que los
poligonos queden situados al rismo
lado dela recta AB:ellado GH segni-
ra la direccion BO, por ser igualeslos
A 8 dngulos B y G,y el vértice H caera
en C, por ser GH = BC; tambien HI seguird la direccion CD
_yel puntol caerd en D, y asi sucesivamente; luego los poli-
2onos son iguales. : j :
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T'rorEMA. (F7g. 146).

210.- Dos poligonos son iguiles cwando estdn compuestos del
mismo nibmero de tridngulos iguales ¢ tgualmente dispuestos.
Los lados de los poligonos son respectivamente iguales, por
pertenecer 4 tridngulos 1guales; los angulos B y I son iguales
4 Gy K por la misma razou; en cuanto d los angulos A, Cy D
son tambien iguales 4 F, H é [, por componerse de igual nu-
mero de dangulos iguales; luego los poligonos tienen lados y
angulos iguales, por consiguiente son iguales.

Fic. 146. : Fia 147,

™
i

|
!
i
f
1
i
i
3

T'EOREMA REGIPROCO.

211. Dos poligonos iguales pueden descomponerse en igual
numero de tridngulos (guales ¢ gualmente dispuestos.
Trazando desde log veértices A y I todas las diagonales po—
sibles, quedan descompuestos los poligonos en igual numero
de triangulos; los tridngulos extremos ABC y FGH son igua-
les por tener dos lados 1guales ¢ igual el angulo comprendido,
v por la misma razon son igvales los AKD y FKI; de la igual-
dad de los tridngulos ABC y FGH se desprende AC = FH,
ang. ACB = ang. FHG; ademds ang. BCD = dng. GHI, luego
ang. ACD = dng. FHI; por consiguiente los triangulos ACD
y FHI tienen dos lados ignales DC=1H, AC = FH, é igual
el angulo comprendido, lnego son iguales,

TEorEMA. (Fig. 147).

212.  Dos poligonos ABCDE, abede compuestos de igual mai~
Mero (_le tridngulos semejantes y semejantemente dispuestos, somn
semejantes.
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Suponemos semejantes los triangulos ABG y abe, ACD y
acd, ADE y ade, y quercinos demostrar la semejanza de los po-
ligonos propuestos.

Desde luego sabemos que los dngulos B y 4 son 1guales por
pertenecer a los tridngulos semejantes ABC y ade: por andloga
razon son tambien iguales los angulos B ¥ e: ademas el an-
gulo BCD se compone de BCA y ACD, los que son ignales
respectivamente & bea y acd, cuya suma es fed: luego BOD =
bed. Del mismo modo se demnestra la 1gualdad de los angulos
restantes. :

Siendo los tridngulos ABC, ACD, ADE respectivamente
semejantes & ale, acd, ade, tendremos

4B BC AQ . A0 @) AD WD B B

el Ve uc e w el Gl

ea -

observando que las séries primera y segunda tienen la razon

, deduciremos esta

comun E » ¥ la segunda v tercera la

otra : :
AB BC CD DB FA
b e

luego los lados homélogos son proporcionales, y como se ha de-
mostrado que los angulos son ignales, los poligonos propues -
tos son semejantes.

TEorEMA REGIPROGO.

Dos poligonos semejantes ABCDE y abede pueden descom—
ponerse en igual mimero de (ridngilos semejantes vy Sseme~
Jantemente dispuesios. ]

Desde los vértices homoélogos A y ¢ trazo las diagonales
AC, AD, acy ad, y digo que los triangulos ABC, ACD, ADE
son respectivamente semejantes a abe, acd, ade.

Siendo los poligonos propuestos semejantes. tenemos

AB _BC
ab e

luego los tridngulos ABC y sée son semejantes [172, 2.°].

: Bzz)fl
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Del mismo modo se demuestra la semejanza de los otros
triangulos extremos AED y aed. -
Ademas, por hip6tesis tenemos
BC -CD
Wl
y la semejanza, ya demostrada, de los. triangulos ABC y abe
nos da '

BCD—bcd,

BC_AC

ACB=uch;
be ac

2

de las igualdades fraccionarias se deduce evidentemente
CDh AC
A coEE o
y restando las igualdades de los angulos se obtiene

ACD = acd;

luego [172, 2.°] tambien son semejantes los tridngulos inter-
medios ACD y acd.

913. Dos poligonos semgjantes, Cuya razon de semejanza es la
wnidad, son tguales. :

Los poligonos semejantes tienen angulos iguales y lados
proporcionales; pero si la razon de dos lados homo6logos es la
unidad, estos lados son iguales; luego los poligonos tendran
respectivamente iguales todos sus angules y lados; por consi-
guiente seran iguales [209]. :

214. Dos poligonos A y B semejantes @ wn tercero ¢, son se—
mejantes vnire st. :

Los angulos del A y del B son_ respectivamente iguales &
los del C; luego los angulos del A seran iguales & los del B.
[lamemos @, 0, C.--ts 5 0kl blel miados lados de los
tres poligonos, y en virtud de la hipotesis sera

a b a// bl/ C” e

—_— _c—— —_
—

i e
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de donde, multiplicando or,de,r.adamen_te' ¥y simplificando,
g b e :

QS e e
luego los poligonos A y B tienen sus lados proporcionales.

Como antes hemos demostrado que los angulos son respectiva—
mente 1guales, 10s poligonos A v B serdn semejantes.

TrorEMA. (Fig. 147).

abede, son proporcionales ¢ sus lados homdlogos.
Tenemos por hip6tesis
AB S BC @D

W

R15.  Los perimetros de dos poligonos semejantes ABCDE y

luego [A7rz¢. 200]
AB—{—BO—}~CD+..._AB_I_39__
a0 fbc Fed T b e

y como las sumas AB + BC 4 CD 4- ..., ab—-be + ed --... son

los perimetros de los poligonos propuestos, el teorema queda
demostrado. : :

- EEl.—Poligones en el cireulo.

Inscriptos, circunscritos, requlares.

Un poligono ests unseripto en un circulo cuando todos
sus vértices estan en la circunferencia; entonces el circulo estd
cercunserito al poligono.

Un paligono estit circunscrito 4 un circulo cuando fodos sus
lados son tangentes 4 la circunferencia; en tal caso, el circulo
esta ¢nscriplo en el poligono.

TEOREMA,

R16.  Zodn triangulo puede inscribirse Y circunseribirse @ un
cireunlo. :

#
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- : 1.° Sea el trisngulo ABC (/g. 148). Las
Fie. 148. perpendiculares 4 los lades AB y BC en sus
A puntos medios se cortan en un punto O equi-
distante de A, B y C [95]; este punto O esel
centro, y su distancia & un vértice el radio del

circuloal cual queda inscripto el triangulo.
Otra perpendicular al tercer lado AC en su
B ¢ punto medio pasard por O [49, 1.°]; luego
las tres perpendiculares & los lades de wn
ridangulo en Sus punios Mmedios CONCUrren en

wn mismo punto, lo que ya sabiamos. [183,5.°] ~

2.° Las bisectrices de dos angulos B y C
Fra 149. del triangulo (#7%¢.149) se cortan en un punto
0,porque forman con el lado BC dos angu-
los cuya suma es menor que dos rectos. Kl
punto O equidista de los lados AB y BC,
por pertenecer & la bisectriz BO, y de los
BC y AC, por pertenecer & la CO: luego O
equidista de los tres lados del triangulo;
describiendo desde O como centro una cir-
cunferencia, con un radio igual & la dis-
tancia OD del punto O & cualquiera de los
lados, quedard el tridngulo circunserito:
porque cada lado, BC por ejemplo. es fangente 4 la eircunfe—
rencia, por ser perpendicular & un radio OD en su extremo.

La bisectriz del tercer angulo A tiene gue pasar por O,
porque este runto es interior al angulo y equidista de sus la-
dos [53, 1.°]; luego las bisectrices de los tres angulos de un
ridngulo concurren en wn mismo punto, lo que ya sabla—
mos [183, 3.%]

217. Esconto. (Fig.150). Pro-
Fia. 150. longando dos lados BA y BC de un
triangulo ABC, las bisectrices de
los angulos externos DAC y ECA
se cortan en un punto O que equi-
dista de las tres rectas AD, AC y
CE [52, 1.°]; luego si haciendo cen—
fro en O y con un radio igual & la
distancia OF de este punto & cual-
quiera de aquellas tres rectas des-
¢ribimos una circunferencia, sera
tangente al lado AC y & las prolon—

L}




— 129 —

gaciones AD y O de los otros dos. [ista clase de circunferen -
cias se llaman ez-inscriptas al triangulo ABU, y es claro que
pueden describirse tres. : : :

La bisectriz del Angulo B pasa por O, porque este punto
equidista de los lados del angulo; luego fus bisectrices de-los
suplementos de dos angulos deun tridngulo y la del tercero con~

curren en wn mismo punlo [183, 3.°1.

TeorEMA. (Fig. 151).

918. Pura que wn poligono convero de cualquier nabmero de
lados pueda inscribirse en win circulo, Se necesila basla que wno
de sus lados se vea bajo el mismo angulo desde todos los veérlices
16 adyacentes @ dicho lado. : e

S Suponiendo que el lado AB se vea hajo un
Fia. 151. mismo angnlo desde los vertices C, D, K, es
decir que” ACB, ADB, AEDB sean angulos
iguales, si sobre AB s¢ describe un arco ca-—
paz del angulo ACB, los vértices C, D, K,
que caen todos hicia un mismo lado de AB,
estaran en dicho arco [123,2.°], y el poligono
resultara inscripto en la circunferencia; lue—
20 la condicion enunciada es suficiente.
Tambien es necesaria, porque si supone—
mos el paligono inseripto en una circunferen-
cia, los 4ngulos ACB, ADB y AEB esfardn inscriptos en el
misino arco, por lo que seran iguales. :

Esconto. Siunlado de un poligono se ve bajo el mismo an—

gulo desde todos los vértices no adyacentes, los demas lados

.gozaran de igual propiedad, porque el poligono se podré ins-—

cribir en un circulo. : :
219. Selama poligono REGULAR ¢l que tienc odos Sus lados
dguales y todos sus dngulos iguales.
El tridngulo equildtero y el cunadrado son ejemplos de poli-
gonos regulares.

P G

IS A LA el
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TrorEMA. (Fig. 152).

RR0. S8 se divide una cirvcunferencia en tres 6 mds arcos
wguales AB = BC = CD efc.: 1.° las cuerdas de dichos arcos for-
man wn poligono reqular inscripto; 2.° las langentes a la circun-
Jerencia trazadas por los punios de division, forman un poligono
reqular circunscrilo. :

5 1. Siendo iguales los arcos AB, BC,
Fra. 152. CD ete. en que se supone dividida la cir—
cunferencia, tambien lo seran las cuerdas,
luego el poligono inscripto ABCDEF tiene
sus lados iguales. Ademas es facil ver que
los dngulos inscriptos ABC, BCD, CDE ete.
abrazan arcos iguales entre sus lados y tie-
nen, por consiguiente, ignal medida, luego
el poligono tiene tambien sus 4ngulos
iguales, y esregular. :

2.° Los tridngulos ABG, BCH, CDI etc.
son iguales, por tener un lado igual AB=
BC = CD... adyacente 4 dos 4ngulos respectivamente iguales,
luego los 4ngulos G, H, I etc. del poligona circunscrito GHILMN
son iguales; ademds, dichos triangulos son is6sceles: el ABG,
por ejemplo, tiene dng. GAB =ang. GBA, porque estos an-
gulos tienen por medida la mitad del mismo arco AB, luego los
Iados opuestos GA y GB son iguales.

Siendo los mencionados triangulos iguales é is6sceles, es
claro que las lineas

BGa B CH, €T "DE.DL....

son iguales, por consiguiente tambien lo serdn las GH, HI,
IL... compuesta cada una de dos de las primeras; luego el po-
ligono circunscrito GHILMN tiene sus lados iguales, y como
ya se ha demostrado que los 4ngulos tambien son iguales, el
poligono es regular. :

TrorEMA. (L7g. 153).

221. Dado un ﬁolz’gono reqular inscripto ABCDE, sz por los
punitos medios L, M, N.... de los agos que subtienden sus lados



— 131 —

se trazan tangentes @ la circunferencin: 1.° resulta un poligono
regular circunscrito de igwal nibmero de lados; 2.° cada dos vér-
teces correspondiendes de ambos poligonos y el centro estin en li~
nea recia. .
1.° Los puntos medios L, M,-N...
Fig. 153. de los arcos AB, BC, CD... dividen
evidentemente la circunferencia en
partes iguales, luego el poligono
FGHIK formado por las tangentes
endichos puntos esregular |220,2.°].

2.° Unamos F con O y demos=
tremos que la recta FO pasa por el
vértice 'A. En efecto, el punto F
equidista de los extremos de la cuer-
da LQ, por seris6sceles el tridngulo
FLQ, y como O tambien equidista
de dichos puntos, la recta FO es
perpendicular 4 la cuerda LQ y di-
vide 4 ésta y al arco LAQ que sub-
tiende en dos partes iguales, luego pasa necesarismente por el
punto medio A de dicho arco, 1o que demuestra que los pun-
tos I, A y O estdn en linea recta.

TrorEMA. (Lig. 154). %

222.  Todo poligono regular ABCDEF puede inscribirse y
circunscribirse @ un circulo. ‘
Por tres vértices consecutivos A, B, C
Fra. 154. del poligono dado hago pasar una circun-
ferencia. y digo que pasard tambien por
el cuarto vértice D. Para demostrarlo tra—
zo la OP perpendicular al lado BC, al que
dividira en dos partes iguales, é imagino
doblada la figura por OP: la recta PB se-
guird la direccion PC, por ser rectos los
angulos en P, y el punto B caerd en C,
puesto que PB = PC; el lado BA segui-
ra la direccion CD, por ser iguales los
dngulos B y C, y el punto A caerd en
D, porque BA = CD; segun esto, las rectas OA y OD tendran
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los extremos comunes y por tanto serdn iguales; luegola eir—
cunferencia que pase por los puntos A, By C pasa tambien
por D. Repitiendo el mismo razonamiento probariamos que la
circunferencia. pasa por E y F; por consiguiente el poligono
dado puede inscribirse en un circulo.

Demostremog, ahora, que puede circunseribirse. Siendo igua-
les las cuerdas AB, BC, CD ete. equidistan del centro O, luego
la circunferencia descrita desde O como centro y con un_ radio
igual 4 la distancia comun OP sera tangente 4 los lados del po-
ligono dado, y por consiguiente quedara éste circunscrito al
circulo. '

993. Kl centro O, comun 4 los circulos inscripto y circuns—
crito, se llama centro del poligono regular, el radio QA del eir—
culo circunscrito se llama, 7adio del poligono, y el radio OP del
cirenlo inseripto se llama apotenia. :

Angulo en el centro de un poligono regular: es el formado
por dos radios tirados 4los extremos de un mismo lado, por
ejemplo AOB. Es evidente que los angulos en el centro de un
poligono regular son iguales, porque interceptan arcos igna-
les, y como la suma de ellos vale cuatro rectos, cada uno sert
igual & 4_17_11:{ , llamando 7 al numero de lados del poligono.

Siendo 2R — 4R la suma de los angulos de un poligono,
si éste es regular valdra cada angulo

2Rn—4R 4R

= oR
% 7

lo que indica que e/ dngulo en el centroy el dngulo del poligono
son Suplementarios.

TEOREMA. (Fzg 155).

224,  Dos poligonos regulares de igual wiimero de lados, son
somejanies, y Sus perimelros son proporcionales & los radios y &
las apotemas.

; 4R
Un 4ngulo de un poligono regular vale 2R — A ycomo
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oonos, los an-

te

segun la hip6tesis, # esigual para los dos poli
gulos de estos son respectivamente iguales. _
) ; Ademas, las relaciones entre los
' Fre. 155. lados homoélogos
AB BC CD

P a0l wd
son idénticas, luego los poligonos
son semejantes. .
F B /s Llamando P y p & los perimetros,
> e tendremos
E D 4 o - _1i — i}? [q] :

P ab :
pero los triangulos AOB y @0 son semejautes, por fener ui
ingulo igual O = o formado por lados proporcionales, luego

[176]
Ab_ oA _oP
s
De esta série y de la igualdad [a] se deduce
bW o
P on 0p ’
lo que demuestra la segunda parte del teorema.

. TrorEMA. (Fig. 156).

995, K1 lado de wn cuadrado inscriplo en wn circulo es igual
al radio multiplicado por la raiz cuadrada de 2.
: Trazando los diametros DB, AC perpendi-
Fic. 166.  culares entre si, y uniendo los extremos por
medio de cuerdas, resultard un cuadrado ins-
cripto, puesto que los didmetros rectangula—
res dividen la circunferencia en cuatro partes
iguales.
Ahora bien, el triangulo rectingulo AOB
nos da

AB2—AQ? | OB2 6 AB2=27

de donde AB=1ry2,
lo que demuestra el teorema.
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Hscorios.

1.° La cuerda de la cuarta parle de la circunferencia, es decir

del arco de 90°, vale v /2 .
2.° Dela igualdad anterior se deduce

e

donde vemos que la relacion entre el lado AB de, un cuadrado
1nseripto y el radio 7 del circulo estd expresada por el numero

inconmensurable /2, lo que indica que AB y 7 no tienen me-
dida comun, pues sila tuviesen la relacion -~ estaria expre-

sada por un entero 6 una fraceion; luego ;
Bt lado de un cuadrado inscriplo y el radio del circulo som
dos rectas inconmensurables.
3. Ellado AB puede considerarse como la diagonal de un .
cuadrado, y el radio AO como uno de loslados, por consi-
guiente (o diagonal de un cuadrado y sw lado son dos rectas in—

conmensurables.

TrorEMA. (Fig. 157).

226. Kl lado de un exdgono reqular inscripto en un circulo
es igual al radio. ,
Sea AB un lado del exagono regular ins—
cripto; trazo los radios OA y OB. En el tridn-
gulo OAB, el dngulo en el centro AOB tiene

por valor — = R, por consiguiente entre

3
los otros dos anguloes valdran

R 4
ORE A Sep e
2R 3 R 5 R,

pero OA = OB, luego los dngulos OBA y OAB son iguales, y
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eada uno valdra ; R, lo mismo que el AOB. Siendo iguales

los tres dngulos del tridngulo AOB, tambien son iguales los
lados, por tanto AB = OA = 7. -

»

Hscorios.

1.° Lacuerda de lo sexin parte de la circunferencia, d sea del
arco de 60°, es igual al radio.

R.°  Para inscribir un exagono reqular en un circulo dado se
lleva el radio como cuerda seis veces sobre la circunferencia.

TEorEMA, (FYy. 157).

227. El lado de un trigngulo equilitero inscripto en un cir—
cwlo es igual al radio mulliplicado por la raiz cuadrada de 3.
Suponiendo dividida la circunferencia en seis partes igua-
les, bastara trazar las cuerdas AC, CE, EA de los arcos duplos,
para obtener el tridngulo equildtero.
Ahora, en el tridgngulo EAB, rectangulo en A, tenemos

"EA2 = EB? — ABg,
pero EB =27, AB =17, luego
EA2 — 492 _ 2,
de donde EA=7y3.
lo que demuestra el teorema.

Bscotios.

1.° La cuerda dela tercera parte de la circgm L ferencia, o sea
del arco de 120°, es v (/3.
2.° De la tltima igualdad se deduce
- -
L

7
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y como /3 es un ntumero inconmensurable, podemos decir: e/
Tado del trigngulo equildtero inscripto en un circuloy el radio
son dos rectas inconmensurables. - :

El lado AC es perpendicular alradio OB en su punto medio,
luego la apotema OG de un triangulo equildtero inscripto es

igual @ la mitad del radio, y la altura BEG @ los 5 del mismo.

TrorEMA., (Fig. 158).

-

228. [l lado de un decigono regular inscriplo en wn circulo
es igual @ la parte mayor del radio dividido on media y exlrema
7A50N. : o

i Sea AB el lado del decagono. Trazando
Frc. 158. los radios OA, OB se forma un triangulo
: < Ay 2
- AOB: el angulo O en el centro vale —1_0:TR’

. & 3

por consiguiente los otros dos angulos 0OAB

y OBA valdréan juntos —2- R, y como son igua-

les, por oponerse & lados iguales, cada uno

e

valdra 5 R. Divido el dngulo OAB en dos
partes iguales por medio de la bisectriz AC, y tendremos [180]

Gs AE. oo
O 7480 .
‘)
ahora, en el triangulo OAC el dngulo O vale — Ry lOAC;

5

3

: )
mitad de OAB, vale tamnbien :7 R, luego AC = 0C; en el tri-

éng“ulo ABC el dngulo en B vale —g— R, el CAB vale —g— R, luego

: . 4 :
ACB, suplemento de log anteriores, valdra 7 R, por consi-

guiente AB = AC.
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De las igualdades AB = AC, AC = 0C se deduce AB=0GC;

como ademas es OA = OB la igualdad [4] podra escribirse asi:

0B _ 0C.
@& BE: :
donde vemos que el radio OB estd dividido por el punto Cen
media y extrema razon, y como la parte mayor OC es igual al
lado AB, el teorema queda demostrado.

Hiscorros.

1.°  Fl lndo del decdgons regular, 6 sex la cuerdn del arco de
36°, vale [150 escolio]

2(y/5— 1)
Si . 2 :

'2.° Parainscribir un decdgono regular en un circulo dado,
se divide el radio en media y extrema rvazon, y se aplica la
parte mayor, como cuerda, diez veces sobre Ja circunferencia.

Sabiendo dividir la circunferencia en diez partes iguales,
bastara trazar las cuerdas de los arcos dupios para obtener el
pentagono regular inscripto.

TrorEMA. (Fig. 159).

929, Il lado de wn penldgono regular inscriplo en un circulo
es igual & la hipolenusa de un tridngulo reclangulo, cuyos cate—
tos som el radio y ¢l lado del decagono regular inscriplo.

Sean AB y BC dos lados del deca-

del angulo BOC y uno D con B.

El angulo AOD es igual al ACO,
porque el primero, compuesto de AOB
v BOD, tiene por medida parée y media
de las diez en que suponemos dividida
la circunferencia O, y el segundo, como
inscripto, tiene por medida la mitad del

¥ arco AE, que vale {res de dichas partes;
luego las rectas OD y CO son antiparalelas con respecto al an-
gulo OAC; por consiguiente [85] :
A@2="ADI AC:

Fic. 159. gono: AC seri el lado del pentagono re-
’ gular inscripto. TI'razo la” bisectriz OD
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Los tridngulos ODC y ODB son iguales [20], luego DC=DB,

or tanto el angulo DBC es igual al DCB; tambien” el angulo
EAG es igual al DCB, porque el tridngulo ABC es isésceles,
luego DBC y BAC son dngulos iguales; segun esto, las rectas
BD y AB son antiparalelas con respecto al éangulo ACB; por

consiguiente
CB2=CD. CA.

Hig. 159.

Sumando ordenadamente las dos
igualdades obtenidas, resulta

AQ?-L CB2 = (AD 4 CD) AC
) A02 4 OB2 = ACy,
lo gue demuestra que el lado AC del
pentdgono puede considerarse como la
hipotenusa de un tridngulo rectingulo, cuyos catetos sean el ra-

dio AO del circulo y el lado OB del decdgono inseripto 189, 1.°].
Escorio. Dela igualdad anterior se deduce

AC= /AO® + CB2:

sustituyendo AO por 2 y CB por ol , Se obtiene facil-
3)
mente -
Bliag Smra
tal es el lado del pentdgono regular inscripto, 6 sea la cuerda
del arco de 72° en funcion del radio.
TEOREMA,
230. #1 lado del pentedecdgono reqular inscripto en wn circulo
es la.cuerda de o diferencia entre los arcos que subtienden el
lado del exdgono y el del decigono.

- : coi 1 :
En efecto: el lado del exagono regular subtiende = de cir-

; S ] -
cunferencia, y el del decigeono 0 de la misma; luego la cuerda
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; s ls 1 1
de la diferencia 5100 entre estos arcos es el lado del

pentedecagono. - _
231. Escorro. Inscribiendola cuerda AB (#4g. 160) igual
al radio y 1a AC igual allado del’ decdgono,

Fre. 160. BC serd el lada del pentedecagono.

Para calcular su valor en funcion del radio,
bajemos desde A una perpendicular 4 BC pro-—
: longada, tracemos el radio QA ¥ la perpendi-
o cular O al lado del decégono. Los tridngulos

i rectangulos ABD y OAE tienen las hipotenu-—
Z : sas igualesal radio, y los dngulos agudos'‘ABD
R & Y AOE iguales, porque tienen por medids la

\Siiae mitad del arco AC, luego son iguales, por con-

siguiente AD = AE — A‘—;J :

Conociendo AD, AB y AC, pueden calcularse las rectas BD
¥ CD, cuya diferencia es el lado BC buscado. Tendremos, pues,

BD = (/AB?= Ap — 2\/10 -+ 2/5,
e et e 2 M =i . ) S
CD= (/AC>—AD? — \/ AC‘J—% = A—;’ V3 231 (y5—1) /3,

dedonde BO=" (V1o o ) V§) .

232. Si los arcos subtendidos por los lados de un poligono
regular inscripto se dividen en dos partes iguales, trazando las
cuerdas de las mitades se obtiene otro poligono regular inscrip-
to de duplo ntimero de lados que el primero. Si fenemos, por
ejemplo, un cuadrado inscripto, cada arco se dividird en dos,
resultando ocho arcos iguales cuyas cuerdas formaran un oce
tégono regular inscripto; partiendo del octoégono se puede ob-
tener por el mismo procedimiento el poligono de 16 lados, des-
pues el de 32 etc.

Podremos, pues, inscribir poligonos de los signientes ni-
meros de lados

0y 12 ode R e 3. 2n
4 8016 80 G 4 . 2n,
9. 10 R0 MG IS0 O 20

15 300 60, 120; 210 15 . 20,
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nes' de inscripto uno cualquicra de estos poligonos,

trazando tangentes por los vértices se obtendra el poligono
eircunscrito semejante al inscripto.

Propruya. (LFig. 161).

233, Clonociendo el lado de wn poligono reqular inscriplo y ct
radio del circulo, calcular el lado del poligono semejante cir-
EBNSCrito. ;

Llamemos @ al lado AB del-poligono ins-
Fia. 161. cripto y 7 al radio del circulo: el lado del po-
E i D 1ligono circunscrito semejante sera CD [221],

/_\% B que podemos representar por .
) Ahora bien, los triangulos semejantes AOB

v COD dan [176]
* AB  OE it OE
0 CD OF z 7

pero  OE2—QA2—AE?2 6 bien OEQ:rQ—%: ;

5
4 b

o
e
o 4-

luego il
z 7
de donde = g—'__ 5
: \ /492 — a2
ProsreEMas. (Fig. 161).
234.  Conociendo el lado de wn poligono regular inscriplo y el

radio del eireulo, caleuwlar el lado de otro poligono reqular ins—
cripto de doble mikmero de lados. - 4



Al

" Si AB = ¢ esel lado conocido de un poligono regular ins-

cripto, AF — 2 serd el lado de otro poligono regular inscripto
de doble ntumero de lados [232].

A

o)

Ahora bien, el 4ngulo AOY es agudo, puesto que su duplo
OB es menor que dos rectos; luego [187]

AF2— OA2-} OF2—20F. OF,
wg — 2 ._l_q‘:—’ — 27'- OE:

pero en el problema anterior hemos hallado

5)

@
luego 72 =202 — 2 \ o2 — = 20— (/4r2—a? ,

/ =
de donde w=\/ 22— /i —a.

PROBLEMAS RELATIVOS A LOS POLIGONOS.

Z 235. 1.° Dado un lado y dos dngulos, construir wn tri-
. dngulo. :
e PRIMER CASO. (F%g. 162). Los 4n-
Fig. 162. gulos dados M y N son adyacentes al
: P lado . ;
i Trazo una recta MN igual -al lado
M R 7, en uno de sus extremos construyo

N

un angulo PMN igual al M, y en el
/ otroextremo construyo el angulo PNM
i%'ual al N, y quedara resuelto el pro-
blema. :
Otro triangulo construide con los mismos datos seria igual

al PMN [19].

Para que el problema sea posible se necesita y basta que

los angulos dados valgan juntos menos de dos rectos, pues si
M -I- N fuese igual 6 mayor que dos rectos seria imposible el
problema [165]; y siendo M -~ N menor que dos rectos las rec~
tas MP y NP se encuentran [65], y por lo tanto hay triangulo,




N
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SEGUNDO CAS0. (Fig. 163). El dngulo M es adyacente al lado
m, y el angulo N es opuesto.

; T'razo una recta PM igual al lado

Fie. 163. M, en uno de.sus extremos construyo

un angulo PMN igual al M, yen un

N punto cualquiera A de la recta MN

w/ construyo un angulo BAM igual al N:

Fme “es evidente que si la recta AB pasase

% por P estaria resuelto el problema;

5 : Dero en general no pasard, y para cer-

N P B M rar el triangulo se traza por P una pa-

ralela & AB prolongada hasta que en—

cuentre 4 MN: el tridngulo MPN es el pedido, puesto que
PM = m, PMN = M, PNM — BAM — N.

Otro triangulo constraido con los mismos datos seria igual
al PMN, pues tendria un lado igual & PM, un angulo igual al
NMP, y el otro dngulo adyacente al lado s, igual al NPM
[165, cor. 3.°. : :

En virtud de esta observacion y de otra analoga expuesta
en el primer caso, podemos decir:

Un trigngulo estd determinado si se conoce un lado Y dos an-
qulos cualesquiera. -

Para que el problema sea posible en este segundo caso, se
necesita y basta que la suma de los angulos dados sea menor
que dos rectos. :

Esta condicion es necesaria por lo dicho en el primer caso, y
suficiente porque AB encontrard 4 MP [65] formando un triin—
gulo ABM, y la paralela PN'4 AB encontrara & MN [59,c07. 22

236. 2.° Dados dos lados y el angulo comprendido, construir -

wn tridgngulo.
e (£4g. 164). Sobre una recta MN
Fig. 164 igual & uno de los lados conocidos
o iz formo un d4ngulo NMP igual al dado,

T

R tomo 4 partir del vértice M una longi-
B tud MP 1gual al lado#, y trazando la -
NP quedara resuelto el problema.
- : Todo tridangulo construido con los

M N mismos datos sera igual al NMP,

= lucoo :

Un tridngulo esid delerminado s se conocen dos lados y el
angulo comprendido.

Este problema es siempre posible.
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¢ 237. 3.° Construir un tridngulo conociendo sus tres lados.
- (Hig. 165). Trazo una recta MN iguaal
Fia. 165. 4 cualquiera de las dadas, » por ejemplo,
T P haciendo centro sucesivamente en los ex—
tremos M y N, con radios iguales a las
' - otras rectas dadas n y p, describo dos arcos
SIS que se cortaran en un punfo P, uniendo
i ~ este punto con M y con N, el tridngulo

que se forma eg el pedido. ;
N Otro tridngulo construido con los mis—

mos datos seriaigual al MNP; luego

Un trigngulo estd delerminado si se conocen sus tres lados.

Para que el tridngulo sea posible es necesario que uno cual-
quiera de los Jados sea menor que la suma de los otros dos y
mayor qne su diferencia [17]. Tambien es suficiente esta condi-
cion, porque en virtud de ella los arcos descritos desde M y N
como centrosse cortaran fuera de la recta MN [134, 3.°], y habra
asi triangule.

La doble condicion enunciada puede sustituirse por la si-—
guiente: para que el tridngulo sea posible se necesita y basta que
el lado mayor sea menor que la suma de los otros dos. Bs eviden-

te, en efecto, que verificindose esta condicion se verificara la
anterior, :

238. 4.° Construir un iridngulo conociendo dos lados m y n
(Fig. 166) v el angulo M opuesto ¢ uno de ellos m.

Frc. 1686.

Construyo un éngulo PMN igual al dado M, tomo en uno
de los lados una parte MP igual al lado », y haciendo centro
en P describo con un radio igual & 7 un arco NN’ que, en ge~
neral, cortara al lado MN en dos puntos N y N'; trazo la PN,
v el tridngulo PMN resuelve el problema, puesto que PM = #.
PN = m, dng. PMN = dng. M. ’
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Discustoy. Al resolver este problema pueden ocurrir tres
casos principales: 1.° que el lado 7 opuesto al angulo dado sea
mayor que n; 2.” que sea 7 = 7; 3.2 que sea m < 7.

Fic. 166.

..
=
> T
o

Ny

PriMER 0Aso. Fig. 1. Sim >n serd tambien 2 mayor que
“1a perpendicular PQ, y el arco descrito desde P cortara a la recta
MN en dos puntos Ny N equidistantes del pié Q de la perpen—
dicular: ya sabemos que uniendo el primero de ellos N con P
resulta la solucion del problema, pero no se obtendra ofra so—
lucion uniendo N' con lP En efecto, siendo PM << PN’ resulta
QM < QN', y N se encuentra por lo tanto 4 la izquierda de M,
luego el angulo PMN' opuesto al lado » no esigual al angulo
dado M, sino suplemento del mismo.

Vemos, pues, que en este caso el _problema tiene una S0—
lucion. :

SpauNDO CAso. Fig. 2. Sim =z, el angulo dado M debe
ger agndo para que haya tridngulo [168, cor. 1.°]. Kl lado 7 es
mayor que la perpendicular PQ, por consiguiente el arco des—
crifo desde P como centro corta & MN en dos puntos, uno de
ellos el mismo vértice M; luego en este caso la solucion del
problema es el triangulo isosceles PMN.

TrrcER cAso. Fig.3. Sim < u, el angulo M sera menor que
N, luego el primero debe ser agudo, pues si fuese recto 1 ob-
tuso, el Angulo N seria obtuso, Lo que es imposible [165, cor.2.°].
Si m es mayor que la perpendicular PQ, el arco_descrito desde
P como centro cortars 4 MN en dos puntos N y N'. Uniendo N
con P resulta el tritngulo MNP, que es solucion del problema;
en cuanto al punto N’ cae necesariamente 4 la derecha del pun-
M, pues siendo PN'<T PA debe ser QN <~ QM, por consiguien=
te uniendo N’ con P resultard un tridngulo MN'P con un lado
PN'— m, otro lado PM =7 y el dngulo PMN' igual al dado M;
luego el problema tiene dos soluciones.
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Obsérvese que el angulo PNM. opuesto allado z en la pri-

mera solucion, es suplemento del angulo PN'M, opuesto al .

mismo lado en la segunda, puesto que
PN'M - PN'N =2R
6 - PN'M - PNM = 2R.

Si m es igual 4 la perpendicular PQ, el arco descrito desde
P es tangente 4 MN en el punto Q, y la solucion del problema
es ¢l triangulo rectdngulo PMQ. :

Por tltimo, si 7 es menor quela perpendicular PQ, el arco no
tiene con MN ningun punto comun y el triangulo es imposible.

Vemos que en este tercer caso el problema puede tener
dos soluciones, una sola 6 ninguna. :

939, 5.° Construwir un tridngulo rectinguwlo dado un caleto
2 wn dngulo agudo. :

Como en el triangalo rectangulo se conoce el angulo recto,

la cuestion propuesta es un caso particular del problema 1.0
240. 6.0 Consirwir wn tridngulo rectangulo conociendo la
hipolenusa w Y wn dnguwlo agudo M. ;

Tambien este problema es un caso particular del 1.° sin
embargo, es conveniente saber la siguiente construccion es—
pecial. :

(Fig.167). Sobre una recta MN igual 4 la hipotenusa 7,
considerada como didmetro, deseribo una semicircunferencia;

’ en un extremo M del diametro formo un

Wia. 167, angulo PMN igual al dado M: uniendo el
= punto P en que la recta MP corta & la se-
— micircunferencia con el otro extremo XN,

/ queda resue'to el problema.

941, 7.° Comstruir wn tridngulo rec—
tangulo dada la hipolenusa y wn cateto.

Bs un caso particular del problema 4.°

Otra consiruccion. Fig. 167. Sobre la
hipotenusa MN como diametro describo
ana semicircunferencia, llevo & partir de
un extremo M la cuerda MP igual al cate-
to dado, y uniendo P con N queda resuelto el problema.

949, 8.9 Construir wn (ridngulo semejante d otro del que Se
conocen ires elementos, entre ellos un lado por lo menos.

Los lados del triangulo que se busca deben g‘ti%rdar una

=

i
|
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relacion constante — los conocidos, y los dngulos deben

ser respectivamente iguales [164]. La razon de semejanza ——

podra darsenos como condicion del problema; en caso contrario
elegiremos la que creamos mas conveniente, segun las circuns-
tancias practicas de la cuestion.

Sea ¢ un lado conocido, @' su hom6logo en el tridngulo que
buscamos: tenemos

luego ¢’ es una cuarta proporcional & las rectas conocidas s,
n, @, y se obtendra por la construccion del nimero [147].

Una vez hallados por este procedimiento los lados del tri-
angulo que se busca, la cuestion propuesta se habra reducido
4 la siguiente: Construir un treangulo dados tres elementos,
entre ellos wn lado por lo ménos, que se resuelve por alguna de
las construcciones de los problemas anteriores.

: _ 243. 9.° Dado wn trianguwlo ABC
Fo. 168. (Fiﬁ 168), construir sobre una recia
dada be, considerada como lado homd—
logo de BC, otro (ridngulo semejanie

X al dado.
Constriyanse en los puntos &y ¢

angulos respectivamente iguales & B

..y 0O, v quedara resuelto el problema.
e 244, 10.° Construir wn paraleldgra—
mo, conociendo dos lados y el dngulo

A

cé
comprendido.

(f7g. 169). Trazo una recta CD igual 4 un

Fia. 169. lado conocido; en el extremo C formo un 4n-

- gulo ACD igual al dado; tomo ACigual al otro

A 8 lado conocido, y trazando dos paralelas, una

por A alarecta CD y otrapor D 4 la AC, que-
dard construido el paralel6gramo.

¢ D Escorro. Este problema siempre es posi-
ble, y solo tiene una solucion [200].

1 Simy n fuesen numeros, se representarian por dos rectas cuyas longitudes,
medidag con una migma unidad arbitraria, fuesen m y s.



— 147 —

245, 11.° Constrwir wn poligono igual & olro dado ABCDE.
(Fig. 170).
1.% construccion. Trécese una
Fia. 170. recta FG igual 4 un lado AB del
policono dado; en el extremo G for-
mese un angulo igual al B; tomese
GH = BC; férmese en H un angulo
igual al BCD; y continuando del
H mismo modo se formard el poligono
FGHIK igual al dado [209].
2.% construccion . Descompéngase
F ¢ el poligono dado en triangulos, por
medio de diagonales; construyase
un triangulo FGH igual al ABC; sobre la recta FH construyase
otro tridngulo FHI 1gual al ACD, y asi sucesivameute: el po-
ligono FGHIK que resulta es igual al dado [210].
246. 12.° Dado un poltgono ABCDE (Fig. 171), consiruir
sobre una recla dada ab, considerada como lado komdlogo de AB,
otro poligeno semejante al dado.

Descompongase el poligono

Fia. 171. dado en tridngulos por medio

delas diagonales AC, AD; cons-

triyase sobre ¢/ un triangulo

abec semejante al ABC, sobre ac

» Ofro semejante al ACD, y asi

7 sucesivamente: el poligono abede

que resulta es semejante al dado.

247. 13.° Consérwir wn poli—

g gono semejante & otro dado, Y

- cuyo perimetro sea iqual ¢ una
recta dada P.

AnArists. Sea P el perimetro del poligono dado, # un lado

del mismo, y z el lado homoélogo de # en el poligono que se

husca; tenemos [215]

Pitia -

s
luego £ es una cuarta proporcional & las rectas conocidas P,
Py ) ;
Sintrsis. Construyendo esta cuarta proporcional, y sobre

ella un poligono semejante al dado, quedard resuelto el pro-
blema.

,\
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248. 14.° Dadas dos rectas que no se pueden prolongar, tra-
zar por wn punio dado olra recta, tal que silas tres se prolongan
CONCUTIAN N UN MESTO PURLO.

1.° Sean ABy CD (Fig. 172) las rectas
Fia. 172. dadas, y supongamos que el punto dado E esté
situado entre ellas. Tracense dos paralelas AC
y BD, unase el punto dado E con A ycon C,
tirense por B y D lasrectas BF y DF respecti-
vamente paralelas & AE y CE: el punto F de
interseccion y el dado E determinan la direc-
cion de la recta pedida EF.
En efecto: los triangulos AEG, BFH son
semejantes, y tambien lo son CEG, DFH, por

EG_AG EG_CQ.
HE = BH  RH D
de estas igualdades se deduce

AG EG

BH = D 2
luego las rectas AB, EF y CD dividen 4 las paralelas AC y BD
en partes proporcionales, y concurren, por tanto, en el mismo
punto [80].

R.° Si las rectas dadas son AB, EF y el punto dado C est4
fuera del &ngulo que forman, se hace la misma construccion,
esto es, se trazan AK y BF paralelas entre si, se une Ccon A y
con B, y trazando BD y K'D, paralelas respectivamente 4 AC y
EC. se determina el punto D.

La demostracion es idéntica 4 la del primer caso.



SECCION SEGUNDA.

MEDIDA DE LA KEXTENSION.

LIBRO PRIMERO.

MEDIDA DE LAS LINEAS.

CAPITULO PRIMERO.
Medida de la linea recta.

PROBLEMA.

249. Hallar la relacion numeérica de dos rectas dadas.

Qi 1a recta menor esta contenida en la mayor cierto numero
de veces sin quedar resto, 1o que se ve aplicando la primera 8
lo largo de la segunda mientras sea posible, la relacion busca-
da sers un numero entero; pero si despues de separar la recta
menor de la mayor queda un resto menor que aquella, debere-
mos buscar una tercera recta contenida exactamente en las
dadas y la mayor posible, referiremos despues a esta maxima
medida comun las longitudes de las dos rectas, ¥y formaremos
una graccion con los numeros enteros que expresan dichas lon—
gitudes.
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Sean las rectas AB y CD (#4g. 173), que supondremos con-
mensurables. Operando como se hace en Aritmética para hallar

Fic. 173.

C. . it b
F

el méximo comun divisor de dos nameros, aplicaremos la recta
menor sobre la mayor cuantas veces sea posible; si no quedase
ningun resto, la menor seria la maxima comun” medida; pero
suponemos que la recta mayor contiene & la menor dos veces
quedando un reste B B, este resto se aplica sobre la recta me-
nor ¢7es veces quedando el residuo FDj; por ultimo, aplicando
este resto sobre el anterior vemos que esta contenido cinco ve-
ces exactamente, con lo que la operacion estd terminada.

Mediante razonamientos an4logos 4 los expuestos en Arit—
metica, podriamos ahora demostrar que FD es medida comun
de las rectas dadas, y la mayor posible.

La relacion numerica entre AB y CD se hallard ahora fi-
cilmente. Tenewmos, en efecto,

AB =2CD - EB, CD—2EB L FD, BB —=5FD;
de donde AB = 37FD, (!D = 16FD;
AB yRD e e
@D bl - @y o

w30 * : :
La fraccion 1g eXpresa la relacion que existe entre las rec-

luego

tas dadas; pero si CD fuese la unidad de longitud, dicha frac—
cion seria la expresion numérica de la recta AB referida 4 dicha
unidad, y en tal concepto podriamos decir

37
AB =5

Nétese que la relacion cbtenida serd fraccion srreducible,
salvo el caso en que CD esté contenida en AB un ntimero ente-
ro de veces, pues si 37 y 16 pudieran tener un factor comun, 3
por ejemplo, la mayor medida comun de las rectas no seria FD.
sino 3K D,
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Si las rectas dadas fuesen inconmensurables, la operacion de
hallarsu medida comun no tendria tebricamente fin, y la relacion
exacta de aquellas no existiria. Sin embavgo [4r4/. 232], puede
hallarse una relacion tan aproximada como se desee. Suponga-
mos que el error deba ser menor que 0, 01 de la recta menor: di-
vidiendo ésta en 100 partes iguales y llevando una de ellas,
que llamaremos p, sobre la recta mayor cuantas veces sea po—
sible, por ejemplo 896 veces, la recta mayor se hallarda com-
prendida entre 896 y 897y, y la menor serd 100p exactamente;
luego la relacion buscada estard comprendida entre S96p y@,

~ 100p - 100p

6 sea entre 8,96 y 8,97 que se diferencian en 0,01; luego cual-
quiera de esfas fracciones representa la relacion buscada con un
error menor que 0.01. :

En la practica se miden las lineas rectas por medio de una
regla de marfil, metal 6 madera, dividida en partes iguales.
Las reglas que se emplean con este objeto en el dibujo son, por
lo comun, dobles decimetros divididos en centimetros, milime—
tros y medios milimetros; las divisiones de los centimetros estan
numeradas desde 0 hasta 20.

Haciendo coincidir el borde de la regla con la recta que se
quiere medir, de modo que la division cero corresponda & uno
de los extremos de la recta, se leerd el numero de centimetros
contenidos en ella, y. se contardn los milimetros que medien
entre 1a ultima division numerada de la regla y el extremo de
la recta, apreciando @ojo las fracciones menores que medio
milimetro.

De un modo anélogo se procede cuando sobre una recta in-
definida se quiere marcar una longitud determinada.

AT 42 BerT) ey AT TN

e




CAPITULDO SEGUNDO.

MEDIDA DE LA CIRCUNEERENCIA.
E.—FPreliminares.

250. Para determinar la longitud de una circunferencia 6
de un arco, es necesario hallar las veces que la circunferencia
contiene & una unidad de longitud rectilinea; mas como la li-
nea recta y la circunferencia no son superponibles, los proce-
dimientos directos empleados en la medida de la linea recta
son inaplicables al problema actual. Eligiendo un arco de cir-
cunferencia para unidad, no desapareceria la dificultad, porque
los arcos solo son superponibles en el caso particular de estar
descritos con ignal radio; y aunque asi no fuera, siempre ha-
bria que determinar la relacion entre la longitud del arco uni-
dad yla unidad rectilinea, 4 fin de referir las longitudes, tanto
de las rectas como de las curvas, & una unidad comun,que per-
mitiera compararlas.

No siendo posible determinar directamente la longitud de
la circunferencia, se mide, en lugar de ésta, una linea poligo-
nal que se diferencie de la curva dada en una cantidad tan pe-
queila como se quiera; de este modo los resultados no seran
rigurosamente exactos, pero si tan aproximados como se deseen.

Con objeto de justificar este procedimiento, debemos demos-
trar algunas proposiciones.

951.  Se llama linea conveze la que no puede ser cortada por
una linea recta en mas de dos puntos.

En el caso contrario suele llamarse cdncava.

Toda recta que une dos puntos de wna linew convewa cerrada
¢s_intersor @ dicha linea.
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S alguna de las rectas que wnen dos puntos de und curvy
(errade es exterior,la curva es concava. :

Estas dos propiedades se demuestran como sus analogas re-
lativas & las diagonales de los poligonos.

TEOREMA.

252. Toda linea convexa cerrada envuella por otra linea cer—
rada cualquiera, es menor que éstd.
Distinguiremos dos casos: 1.° que la linea convexa envuelta
sea poligonal; 2.° que sea una linea cualquiera.
PriMER cASO. Sea la linea poligonal ABCD (#7g. 174). Pro-
longando todos los lados en el mismo sentido, tendremos:

Fre. 174. AB- AA'< A’B'-+ BB
Al
E(\_/\fA\ BC - BB'<< B'FF 4 I'C'4- CC’
D/‘ :
AN CD - CO< C'GH GD'4- DD’
<[B! AD + DD'<< D'E - EA'4- AA
. F Sumando estas desigualdades y supri-
G c’ miendo las cantidades iguales de ambos

miembros, resulta
AB4BC 4+ CD+AD 6 ABCD< A'B’'FGEA".

SEGUNDO 0AS0.. Sea ABCD una linea convexa cerrada cual-
quiera ([7ig. 175.)
La linea ABCD puede ser envuelta por
Fie. 175 infinitaslineas, que no serdn iguales; pues,
dun prescindiendo de las curvas, solamen-
te las poligonales convexas que se traza-
sen envolviendo unas 4 otras, serian cada
vez mayores, sin que este aumento reco-
nociese limite. La disminucion, en cam-
bio, no puede ser ilimitada, porque todas
las lineas que envuelven la ABCD tienen
que ser mayores que una poligonal con-
L vexa que inscribiéramos en ABCD.
Resulta, pues, que la porcion de plano ABCD estd encer-
rada dentro de la linea convexa ABCD y de otras infinitas li-

P e
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neas, que no son todas iguales ni pueden disminuir indefini-
damente, luego existird por necesidad una menor que las de-
m#s, 6 sind habra varias iguales en magnitud y menores que
todas las demas; pero ninguna EFGHL de las que envuelven &
ABCD es la menor ni una de las menores, pues uniendo dos de
sus puntos B y G por medio de una recta que no corte 4 ABCD,
lo que siempre es posible, y sustitnyendo la parte EFG por la
recta BG, resultara otra linea EGHL, menor que la anterior
EFGHL y que continuara envolviendo & la ABCD.

Este razonamiento, aplicable & todas las envolventes de
ABCD, no puede repetirse para ésta, porque siendo convexa
como suponemos,la recta AC que uniese dos de stis puntos seria
interior, y lalinea resultante ACD, sibien menor que ABCD,
no envolveria a ésta. :

Luego de todas las lineas que encierran la porcion de plano
ABCD no hay ninguna envolvente menor que todas las demas;
por consiguiente la menor es la convexa envuelta ABCD.

CoRroLARIOS.

253. 1.> Los perimelros dz los poligonos requlares-inscrip—-
tos, cuyo mimero de lados se duplica, van aumentando, pero Sien-
Pre SO Menores que L circunferencia.

Porque cada poligono envuelve al anterior, y la circunfe-
rencia envuelve a todos.

254, 2.° Los perimetros de los poligonos requlares circuns=
critos, cuyo mbmero de lados se duplica, van disminwyendo, pero
stempre SOn Mayores que la circunferencia.

Porque cada poligono esta envaelto por el anterior, y la eir—
cunferencia estd envuelta por todos.

TrorEMA. (L. 176).

955, La circunjferencia es ellimite comun de los poligonos
Fra. 176 regulares, tanto inscriplos como cLreunscriios,
hrls cuyo nimero de lados se duplica indefinida—
© F D mende.
Me=T—/8  Sean P yp los perimetros de dos poligonos
z regulares semejantes, el primero circunscrito
y el segundo inscripto.
Tenemos [224]
POk gdsa P—p OF—OE
0 2 OB e Do O
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- de la segunda igualdad se deduce

: P (OF — OE)

P gy

or ;

Si suponemos que se duplica indefinidamente el nimero de
lados de los poligonos propuestos, los valores sucesivos de P,
que disminuye si bien permaneciendo mayor que la circunfe—
rencia, serdn siempre finitos, y OF no varia, por ser el radio
del circulo O. En cuanto 4 la diferencia OF—OE, que entra
como factor en el valor de P—p, puede ser tan pequenia como
- se quiera; en efecto, el tridngulo OAE nos d4 ;

AE > OA — OE 6hien AE > OF — OFE;

si consideramos la circunferencia dividida en suficiente nimero
de partes iguales, éstas serdn tan pequefias como queramos, y
¢on mayor razon o seran las cuerdas correspondientes, 6 sean
los lados del poligono regular inscripto; luego AE, que solo es
medio lado, puede llegar & ser tan pequefio como se quiera, y
la diferencia OF — OK podr4 ser, con mayor razon, menor que
cualquiera cantidad asignable. Si ademas se tiene en cuenta
que las otras cantidades P y OF que entran en el valor de P—p
tlenen valores finitos, es claro que esta diferencia entre los pe-
rimetros propuestos puede ser tan pequefia como se quiera.

Ahora bien, hallandose la circunferencia comprendida entre
los mencionados perimetros [253, 254], se diferenciara de cual-
quiera de ellos en una cantidad todavia menor que P—p, luego
el teorema enunciado es cierto.

HKscoLro.

256. Habiendo demostrado que la diferencia OF—OE entre
el radio del circulo y la apotema del poligono inscripto puede
ser menor que cualquiera cantidad asignable, podemos decir:
la apolema de un poligono regular inscriplo cuyo nikmero de lados
se duplica indefinidamente, tiene por limite el radio del circulo.

TP gy T
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I8.—Medida de Ia circunferencia.

I'EOREMA.

257. Dos circunjferencias cualesquicra son proporcionwles
Sus 1adios y & Sus didmetros.
Sean ¢ y ¢’ las circunferencias, 2y 2 sus radios respectivos.
Si consideramos inscriptos a las circunferencias dadas dos po-
ligonos regulares de ignal numero de lados, y por tanto seme-
jantes, sus perimetros p y p’ serdn proporcionales & los radios
7y 7', es decir,

duplicando indefinidamente y 4 la vez el nimero de lados de

los dos poligonos, sus perimetros p y p’ aumentaran, teniendo

por limites superiores las respectivas circunferencias ¢ y ¢'; sin
!

: : i - :
embargo, la relacion vamab]e-i—.« siempre sera igual & la ‘:—f,, por

(

. . z i (4 4 - r Q m
consiguiente los limites ) tambien seran iguales. Tene-

mos, pues,

donde vemos que las circunferencias son proporcionales 4 los
radios,: : .
Multiplicando por 2 los denominadores 7 y 2’ sera
e
2 T

luego las circunferencias son tambien proporcionales a los
diametros. : :
Cororarto. La igualdad

© ol

9
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" manifiesta que la relacion de una circunferencia ¢ 4 su dia-
metro 97' es igual & la relacion entre otra circunferencia cual-
quiera ¢’ y su didmetro 27, lo que se expresa diciendo:

La relacion de la circunferencia al diamelro es un nimero
constante.

Este ntimero constante se representa por la letra griega . !,

ProuLEMA.

258. Hallar la relacion de la circunferencia al didametro.

Puestoque el valor de = es el mismo pata cualquiera circun-
ferencia, elegiremos una cuyo radio sea la unidad lineal y el
dlémetm por tanto, igual 4 2: si logramos hallar la longitud

de dicha mrcnnierencm bastard dividirla por 2 para obtemner el

valor de =.

El perimetro de cualquier poligono regular inscripto es
menor que la circunferencia, por cousmulente s1 consideramos
como longitud de esta curva la de aquel perimetro, cometere-
mos un error tanto mas pequeilo cuanto mayor sea el numero
de lados del poho*ono ¥y que podra disminuir indefinidamente,
puesto que los perimetros de los poligonos regulares inscriptos
cuyo numero de lados aumenta, se diferencian cada vez ménos
de la circunferencia y pueden acercarse a ésta cuanto se quiera.

Inscribamos, pues, en la circunferencia propuesta una série
de poligonos 1'e0'u1a1'es empezando por uno cuyo lado sea co-
nocido, por qemplo el cuadrado.

Sabemos que el lado del cuadrado mscrlpto en un circulo de

radio 72 es 7 /2 , luego siendo el radio 1 tendremos

l’::.

4

representando por / el lado.

La fé6rmula

o=\ 2 —rVir—,

1 Léase pi

L S
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del numero 234, se convierte, suponiendo 7 = 1, en
= / D

sustituyendo en ésta la letra @ por (/2 lado del cuadrado ins-
cripto, tendremos para lado del octégono regular

ZS=\/2 — [/j g

girviéndonos de la misma férmula obtendremos tambien

= V2 —vVatra,

y asi sucesivamente.
Suponiendo que nos detengamos en el policono de 256 la—
dos, hallaremos efectuando los calculos

{ =0, 024543; -

multiplicando este numero por 255, tendremos para valor del
perimetro

p =6, 28301,

a6

Conviene ahora hallar el limite del error que se comete to-
mando para longitud de la circunferencia la del perimetro del
poligono de 256 lados. Con este cobjeto, calcularemos el peri—
metro del poligono semejante circunscrito, sirviéndonos de la
tormula del niimero 233, que en el supuesto #=1 se convierteen

24

e

_ Como esta férmula nos daria solamente el lado del poligono
circunscrito, la multiplicaremos ante todo por 256, y sera

o 22200
2556 ‘/4 R [LQ

2
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sustituyendo ahora 256@ por su valor hallado 6,28301, @ por
0,024543, y efectuando las operaciones se obtiene

P —6,28348.

256 .

Hallandose la circunferencia comprendida entre los peri-
metros de los poligonos inscripto y y circunscrito de 256 lados,
podemos tomar para su longitud la expresion 6,28301 del pri-
mero, siendo el error per defecto menor que 0,00047, diferencia
entre ambos perimetros. =

Dividiendo la longitud de la circunferencia por 2, tendremos :

para valor de = el numero 3,141505 con un error por defecto
menor que 0,000235, de suerte que las tres primeras cifras de-
cimales son exactas.

259. Kl procedimiento que hemos empleado para hallar una
relacion aproximada de la circunferencia al diametro, debe mi—
rarse como una prueba de que la Geometria elemental posee
medios para determinar el valor de = con cuanta aproximacion
sea necesaria: en las Matemadticas superiores se resuelve este
problema mucho més brevemente.

Lambert demostr6 el prim ero que la relacion de la circun-
ferencia al diametro es un numero inconmensurable; por con—
siguiente solo pueden hallarse valores mas 6 menos aproxima-
dos de la misma. La relacion més antigua es la hallada por

: s 22
Arquimedes: estd expresada por la fraccion = excede 4 la
verdadera en ménos de dos milésimas; otra relacion, empleada

. . 8951 : ;
con frecuencia, es la de Mecio 15 que se diferencia de la ver-

dadera en ménos de media millonésima por exzceso; por ultimo ¢

el valor de = se ha calculado hasta con 154 cifras decimales: he
aqui las 20 primeras
= = 3,14159 26535 89793 23846.....
Muchas veces se emplea el logaritmo de este numero,
que es
log. == 0,49714 98726 94133 85435.....

1 Es fécil recordar esta relacion: escribase cada uno de los tres primeros mime-
ros impares dos veces, en la forma siguiente 113555; dividase este numero en grupos
de tres cifras, y se tendrén los términos del quehrado.




i
!

S YRS s

— 160 —

ProBLEMA.

960. Dado el radio hallar la longitud de la circunjferencia,
9 al contrario. :
Sea ¢ la circunferencia y # el radio. La relacion de la cir-

: : : ¢

cunferencia al didmetro serd o luego

c —

;277: —_— A'.,

s c a
de donde ¢ = 277, r=—.
7
KiEMPLOS.

1.5 Hallar la longitud de wna circunferencia cuyo radio es
20 melros.
En la férmula c=2r7 sustituyamos # por 20 y = por 3,14159,
v serd
= 2 >< 3,14159 >< 20 = 125™, 6636.

9.9 Hallar el radio de una circunferencia cuya longitud es
40000 £eldmeltros.

Empleando la formula 7 = 5= sera

i

ni

40000 k
e e d—= (’(
s oo 200

ProBrLEMA.

261. Reclificar la circunferencia.
El objeto de este problema es hallar una linea recta igual
en longitud 4 una circunferencia dada, lo que no se ha podi-
do conseguir de un modo exacto.

1 Segun la definicion de metro, la longitud de un meridiano terrestre es 40000
kilémetros. de modo que el radio de la tierra, suponiéndola esférica, es 6366 kilo-
metros.
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He aqui dos soluciones bastante aproximadas.

1.2 Tracese por un extremo de un diametro una recta inde-
finida, y témense en ella sucesivamente, 4 partir de dicho ex—
tremo, 22 longitudes iguales cualesquiera; inase el sétimo pun-
4o de division con el otro extremo del diametro; y tracese por
el punto 22° de division una paralela 4 la recta de union ante—
rior; esta paralela determina sobre el diametro prolongado una
recta que estd con el didmetro en la relacion de Arquimedes

2 5 ; : :
7 e o lo tanto serd lalongitud aproximada de la cir-

cunferencia.
2.* Traceseuna cuerda AB (#7ig.177)
Fic. 177. igual al radio, bdjese el didmetro CD
perpendicular 4 ella, por D_tirese una
tangente limitada de un lado porla
prolongacion del radio OA, témese
una longitud EF igual & tres radios,
y tnase F con C; la recta FC es aproxi-
madamente la mitad de la circunfe-
rencia.

En efecto: ED es la mitad del lado
de un exagono regular circunserito,
por consiguiente hallaremos su valor haciendo en la férmula
del ntimero 233 @ = 7, y tomando la mitad; sera pues :

72 R V3 :

T bl

e 3 e

ED=

lueg'o DF:EF—ED:37'-—7“§3 :?‘(9—:;‘/3)~

Ahora, en el tritngulo rectangulo CDF, tenemos

OF — |/DF? 102 = ’l/—lgo—';—l—sﬁ 341533

v la mitad de la circunferencia vale
e =7. 3,141592. ...

luego CI se diferencia de la semicircunferencia en ménos de

seis cien mildsimas del radio, por defecto. -
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181, —Riedida de un arco de circuals.

262. Se llaman arcos semejantes 10s correspondientes & un
mismo angulo, descritos con radios diferentes.

TiEaiaA.

Dos arcos semejantes Son g);wpm*cionales @ otros dos semejan—
tes entre si, descrritos con radios iguales & los de Los primeros.
En efecto (Lig. 178),

dng. ABC _ arc. M

ang. DEF — arc. P’

/<<1, éng. ABC _ arc. N
ol dng. DEE 7 are. Q°

are. M are. N

arc. P~ are. Q °

263. CororLArI0. Dos arcos semejantes tienen tqual medida,
es decir, la relacion entre cada uno de ellos 7 el cuadrante des-
erilo con Su mismo radio, es igual para los dos arcos.

Si los arcos P y Q fueran cuadrantes, las relaciones % y

%— serian las medidas de los -arcos My N, y como —1;){ — g,

Fie. 178.

A

luego

el corolario es cierto. : - ‘
964. La relacion numérica entre dos arcos cualesquiera A ¥

B de igual radio, puede obtenerse por el procedimiento del
maximo comun divisor aplicado [249] &4 dos lineas rectas, sir—
viéndose de la cuerda del arco menor para llevarle sobre el
mayor cuantas veces sea posible, y despues de las cuerdas de
los residuos sucesivos, puesto que 4 cuerdas iguales correspon-
den arcos iguales. De este modo se obtendra el mayor arco con-
tenido exactamente en los dos propuestos, si éstos son con—
mensurables; y suponiendo que la méxima comun medida se
halle contenida 7 veces en el arco mayor y 7 veces en el menor

: 0
1a relacion sera =
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Si el segundo arco es el cuadrante, la relacion numerica —
ser4 la medida del primer arco, que podra expresarse en grados
o 0
multiplicando -~ bor 90.
]

265. Es muy comun apreciar los arcos, no ya por su nume-
ro de grados, minutos etc., sino por su longitud, es decir, por
su relacion con una linea recta elegida como unidad de medida.

Resolveremos, pues, el siguienfe

Y) =
I"ROBLEMA.

Hallar la longitud de un arco de circulo, conociendo el mii~
mero de grados vy el radio. '

Sea @ el ntumero de grados del arco !, # el radio y / la lon-
gitud que buscamos. :

[l1 problema puede enuuciarse en la forma siguiente: S% ¢
180 grados corresponde la longitud = de la semicircunferencia,
que longitud corresponderd a un arco de a grados?

Es evidente que las longitudes de los arcos de una misma
circunferencia son proporcionales al nimero de grados, por
tanto la cuestion propuesta es una regla de tres simple.

GRADOS. LONGITUDES.
180 SRSl w0
R e e e A
. a
ES U > 1786 s
KiempLoS.

1.5 ;Cudl es la longitud de un arco de 84° siendo el radip 20
Melros?
34

(=3, 14159 >< 20 >< 80— 29m . 3215.

2.2 ;Cudl es la longitud de un arco de 30° 45" siendo el radio
10 metros? -
1845

{ =3, 14159 >< 10 >< 10800 — 5m , 36688.

1 Si tiene grados, minutos y segundos, @ seré el numero fraccionario que se oh-
tiene reduciendo el arco & incomplejo de grados.
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! ProsrEMa. (Reciproco del anterior).

266. Hallar el mimero de grados de wn arco, conociendo s
longitud y el radio.

Tenemos la siguiente regla de tres

LONGITUDES. GRADOS.
i =7 S e e e L S 180
i A e R a
/
i a = 180 > —:—7‘ o
' HsemPLo. -

2 Oudntos grados tiene un arco de 60 metros perlencciente @
wna circun ferencia de 54 metros de radio?

=60 oy
a= 180 X< m = 63° 40" .
267. Las longitudes de dos arcos semejantes son proporciona-

les a4 sus respectivos radios.
Sean /, /' las longitudes de dos arcos semejantes, #, 7' los

radios, ¢ el nimero comun de grados [263].
Tenemos [265]

TG S TRla
e
" _de donde, por division,
he
i
Escorto. Laigualdad anterior puede escribirse asi:
el
P

luego paraun mismo dugulo, la relacion entre la longitud del
arco correspondiente y el radio, es consiante.
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ProBLEMA.

968, Hallar el wikmero de grados de wn arco igual en longitud
al radzo.
Haciendo en la formula del numero 266, [ = 7 serd

_ 1807 180 180

LR

269. Escorio. Con objeto de pasar, sin efectuar operacio-
nes de reduccion, del numero de grados de un arco & su longi-
tud y vice-versa, se acostumbra, en las ramas superiores de las
Matematicas, 4 tomar para unidad de longitud el radio, y para
unidad de arcos el arco igual en longitud al radio, es decir, el
arco de 57°,29578. Mediante este convenio

Un mismo nimero expresa & la vez los grados y la longitud
€ Un 4rco. :

En efecto: la formula /= %6 se convierte en
T . = 180
l— 1—86 0 =l e

y como 1%) 6 sea 57°,29578 es la unidad de arcos, resulta /=a.

Asi, por ejemplo, el ntiimero = 6 3,14159.... expresa 4 la vez
la longitud de la semicircunferencia, referida al radio, y el
numero de grados de la misma, es decir 180°.

Cuando se quiere pasar de estas unidades a las usuales, el
numero que expresa la longitud y & la vez los grados del arco
se multiplicara por el radio, para hallar la longitud, y por
57,29578, para hallar el numero de grados.

La division servira en la reduccion inversa-

El logaritmo de 57,29578 que facilita estas reducciones
es 1,7581226.
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LIBRO SEGUNDO.
AREAS DE LAS SUPERFICIES PLANAS.

CAPITULO PRIMERO.
MEDIDA DE LAS AREAS DE LAS FIGURAS RECTILINEAS.

X 270. Area deuna superficie es la medida de su eztension,

% Launidad de 4areas es ordinariamente un cuadrado, por
consiguiente el drea de una superficie sera la relacion entre la
extension de la misma y la del cuadrado que sirve de unidad.

‘Dos superficies son~ eguivalenles cuando tienen la misma
area y diferente forma. Las superficies equivalentes no pueden
coineidir.

TrorEMA. (Flig. 179).

=  271. Dos rectdngulos ACy BG ! que tienen iguales las bases,
L son proporcionales & las alturas AD y EH.
Supongamos que las alturas sean
Fia. 179. conmensurables, y que la medida
comun se halle contenida cinco ve—
D g ces en AD y tres veces en EH; ten-
--------- dremos, segun esto,

B el H 5 AD o 5
________________ =

: Si por los puntos de division de
A BE | ¢ las alturas trazamos paralelas a las
bases, el rectangulo AC quedara di-

1 Designaremos con frecuencia un cuadrildtaro por las letras de dos vértices
opuestos.




PRRESNNasaa

— 167 —

vidido en cinco rectangulos y el EG en tres; todos estos rectan-
gulos son iguales, porque teniendo igual base y altura es facil

hacer que coincidan, luego
ABCD
ERGH =
De las igualdades [¢] y [0] se deduce

ABCD _ AD

EFGH EH’

w| ov

[4).

lo cual debiamos demostrar.
Si las alturas fuesen inconmensurables, hariamos un razo-
namiento analogo al de los numeros 73 y 113.
CorovAri0. Dos reclingulos que lienen alturas iguales som
proporcionales a las bases. :
Puesto que las alturas pueden considerarse como bases, y
las bases como alturas. '

‘TEOREMA.

-7 2712.  Dos rectangulos cualesquiera son proporciondles @ los
{produclos de sus bases por sus alturas.
= Sean R y R'los rectangulos, @ y 4 la altura y base del pri-
mero, ¢’ y ' la altura y base del segundo. :
Supongamos construido un tercer rectangulo R” que tenga
la base 4 del primero y la altura @’ del segundo.
Los rectdngulos Ry R” que tienen bases iguales son pro—
porcionales a sus alturas, esto es,

R @

R

Los rectangulos R” y R’ que tienen alturas iguales son pro-
porcionales & sus bases, esto es,
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~ Multiplicando ordenadamente estas dos igualdades fraccio—
narias, y suprimiendo el factor comun R”, se obtiene

R_la
RL=E 0

lo cual debiamos demostrar.

TEOREMA.

213, I drea de un recténgulo es igual ol prodycto de sw base
por su aliura.

Sea R el rectangulo que se trata de medir, 2y b su altura y
base: sea C el cuadrado que se toma para unidad superficial, y
J el lado de este cuadrado. Como el cuadrado es un rectangulo,
tendremos en virtud del teorema anterior,

R b. a.

C .1

Si convenimos en elegir para unidad sﬁperﬁcial el cuadrado
cuyo lado es la unidad lineal, / valdrd 1; por tanto

R
=) a;
C
R ; , o :
pero -~ es el area del rectangulo [270], luego el teorema es
cierto.

HscoLios.

1.° Téngase muy presente que en la demostracion anterior
hemos convenido en elegir para unidad superficial un cuadrado
cuyo lado sea la unidad lineal; por consiguiente cuando se
hayan medido las lineas con una unidad determinada, el area
del rectangulo estard expresada en las unidades cuadradas cor—
respondientes; asi, cuando las lineas se midan en metros, va-
ras etc., el area estara expresada en metros cuadrados, varas
cuadradas etc. ,
Esta observacion cs tambien aplicable & los teoremas si-
guientes.
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2.° La base y altura de un rectdngulo suelen llamarse dé-
mensiones del mismo, por esto se dice con frecuencia: '
Bl drea de un rectangulo es igual al producto de sus dos di-
MENSTONES.
974. CororLARIO. Jl drea de um cuadrado esigual & Lo se-
gunda polencia de su lado. * :
Puesto que el cuadrado es un rectangulo de igual base y
altura. ik
En virtud de esta proposicien, la vara cuadrada, esto es, el
cuadrado cuyo lado es una vara 6 tres piés, equivale 4 32=19
piés cuadrados, el pié cuadrado & 122 = 144 pulgadas cuadra—
das, el metro cuadrado & 102= 100 decimetros cuadrados ctc. 2

TrorEMA. (Fig. 180).

& 975, El drea de un paraleldgramo ABCD es igual al produc—
to de sw base por Su aliura.
Levantando las perpendiculares AE y

i, 180. BF 4 la base AB del paralelégramo hasta
que encuentren al lado CD 6 & su prolon-
gD E ¢ gacion, se forma un rectangulo ABFE

efecto: los tridngulos rectingulos AED y
A B BFC tienen iguales los catetos AE y BF,
e por ser lados opuestos del rectangulo, y
las hipotenusas AD y BC, por ser lados opuestos del paralelo-
gramo, luego son iguales; afiadiendo al trapecio ABFD el

7 equivalente al paralelogramo ABCD. En

1 A esto dehe su origen el nombre de cuadrado gue dimos en Aritmética 4 la se-
gunda potencia (e un numero. Por andloga razon suele llamarse reclangulo de dos
numeros al producto de 1los mismos.

9 Recomendamos 4 1os alumnos se fijen hien en la diferencia entre la décima de
metro cuadrado y el decimetro cuadrado: si f.enemos un metro cuadrado, dividiendo
la altura en diez partesiguales y trazando paralelas 4 la hase por los puntos de
division, resultaran diez rectdngulos iguales de un metro de hase y un decimetro
de altura; cada uno de estos rectangulos es una décima de melro cuadrado. Dividien-
do despues labase del cuadrado propuesto en diez partes iguales y levantando per-
pendiculares por lospuntos de division, las décimas de metro se habran dividido en
diez cuadrados iguales, y el metro cuadrado en cien: cada uno de estos cien cuadra-
dos es un decimetro cuadrado. Bn suma, un metro cuadrado tiene diez décimas de
metro cuadrado 6 cien decimetros cuadrados.

Tampoco debera confundirse la centésima de metro cuadrado con el centimetro
cuadrado: segun acabamos de ver, la centésima de metro cuadrado es un cuadrado
que tiene de ladoun decimetro, mientras que el centimetro cuadrado es un cuadra—
do que tiene delado un centimetro.
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triangulo AED resulta el rectingulo ABFE, y anadiendo al
mismo trapecio el otro triangulo BEC resulta el paralel6gramo
ABCD; pero afiadiendo cantidades ignales 4 una misma canti-
dad, las sumas son iguales; luego el rectangulo y el paralel6-
gramo tienen igual extension 6 son equivalentes.
Ahora bien, el area del rectingulo ABFE es AB >< BF, lue—
o la del paralelégramo propuesto serda tambien AB>< BF, es
ecir, el producto de su base por su altura.

COROLARIOS.

1.° Dos paraleldgramos de igual base y altura son equiva—
lentes.
2.° Dos paraleldgramos cualesquiera Son proporcionales @
los productos de sus bases por sus alluras; si las bases son tgua—
les, los paraleldgramos son proporcionales @ las aliuras; y si son
iquales las alturas, los paraleldgramos son entre St como Sus
ases.

TrorEMs. ([7g. 181).

216. El drea de un triangulo ABC es iqual d la milad del
producto de su base por su allura.
Por cada uno de los vértices By C trazo

Fig. 18l una paralela al lado opuesto y se formara un

Co p paralelogramo ABDC, del que es mitad el
7 tridngulo propuesto. En efecto: los tridn—

i culos ABC y BCD tienen iguales los lados

A ‘s AC y BD, asi como tambien los AB y CD, ade-
2 mas el lado BC es comun, luego los trian-

gulos son iguales.
Ahora bien, el drea del paralelogramo ABDC es AB < CE,
luego la del tridngulo ABC sera
AB < CE
2 ?
esto es, la mitad del producto de su base por su altura.
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COROLARIOS.

1.°  Dos trigngulos deigual base y altura son_equivalentes.

2.° Dos trigngulos cualesquicra’son proporcionales d los pro-
ductos de sus bases por sus alluras; si tienen bases iguales son
proporcionales & las alturas; y si lienem alturas iguales son
entre st como (as bases.

TEOREMA.

277, Bl drea de un tridngulo es igual & sw Semiperimetro

“multiplicado por el radio del circulo wnscripito.

Uniendo el centro del circulo inscripto con los vértices del
tridngulo quedars éste descompuesto en otros tres, que tendran
alturas iguales al radio del circulo y por bases los tres lados
del triangulo; llamando @, 6, ¢ 4 los lados del triangulo y 7
al radio del circulo, las areas parciales son

@ U c
—><7',—><9°,2~—><1';

2 2
luego la del triangulo propuesto es
e

TEOREMA. (leq; >182).

218. Fl drea de un tridngulo es igual 4 la raiz cuadrada del
producto de su semiperimetro por las tres diferencias entre este
v cada wno de los ludos.

Fig. 182. Sea el'triéngplo ABC. :
o 5 Describe el circulo inseripto O y uno de
A los ex-inscriptos O’; los centros O y O

estan en la bisectriz del angulo HAT [154,
escolio 1.°], y por consiguiente en linea
recta con A; losradios OD y O'H siendo
perpendiculares a A, serdn paralelos en—
tre si; y las bigectrices BO, B(l)’ de los 4n-
gulos adyacentes ABC y CBH son per-
pendiculares.

Como las tangentes comunes & una cir-
cunferencia son 1guales, tenemos

]
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AH = AB - BH = AB | BG,

Al =AC - CI =AC -+ CG,
sumando, y teniendo en cuenta que Al =
AH; sera =

9AH = AB -+ BG -+ AC  CG =
; AB -+ BC - AC;
luego AH es igual al semiperimetro.
Siendo AD. — AF, BD = BE, CE =CF,
tenemos :
2AD--2BD--2CE = AB - BC 4 AC;

luego AD -+ BD + CE es tambien el semiperimetro.

Restando de los semiperimetros AHy AD -BD 4 CE la
parte comun AD - DB, resulta BH =Cl 6 = CF.
AD es el semiperimetro ménos BD -~ BH = BE 4 CE = BC,
BD) es el semiperimetro ménos DA + BH = AF 4 CF = AC,
BH es el semiperimetro ménos AB. :

Llamando p al semiperimetro, @, 4, ¢ &1os lados opuestos a
los angulos A, B, C, tendremos, pues,

AH—p,AD=p— e, BD=p— 6, BH=—p—c.

Ahora bien,

AH_ O'H

AID = @iy
los triangulos O'HB, BDO son semejantes, por tener sus lados
respectivamente perpendiculares; luego

0l _ HE
Bl
Multiplicando las igualdades [4] y [/], serd
: AH > 0D2 = AD. BD. BH,
y AH2 >< OD2 = AH. AD. BD. BH,

luego AH >< OD = \V/AH. AD. BD. BH;
pero AH es el semiperimetro, AH ><OD el drea del triangu-

de donde AH < OD = AD > O'H [a];

de donde O'H >< OD = BD > HB [4].
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lo [277], y AD, BD, BH las tres diferencias entre el semiperi-
metro y cada uno de los lados; luego el teorema estd demos—
trado. !

Llamando A al area del tridngulo, tenemos la férmula

A=Vplp—a (p—0) (p—o

TEorREMA. (Fig. 183).

219. El drea de un trapecio ABCD es igual al producito de s
altura por la semiswma de sus bases. i
I'razando la diagonal DB queda dividido

Fic. 183. el trapecio en dos triangulos ABD y DBC: el
; : ; B >< DE
primero tiene por area 5 y el segun—
=B do BC—EQE, luego el drea del trapecio sera
AB >2< DE+ DC >O<DE___ DE AB —‘})—E :

esto es, la altura multiplicada por la semisuma de las bases.

Escorio. Sabemos que la recta FG, que une los puntos me-
dios de loslados AD y BC, es igual a la semisuma de las bases,
luego el area de wn trapecio es igual al producto de la altura por
la recta que wne los puntos medios de los lados no paralelos.

TEOREMA.

280. Al area de wn poligono reqular es igual @ la mitad del
producte de sw perimetro por su apotema. :
Trazandoc radios desde el centro & todos los vértices del po-
ligono quedara éste descompuesto en tantos triangulos como
lados tenga; todos los triangulos seran 1guales, por tener sus

1 Esta demostracion estd sacada, con ligeras variantes, de un folleto publicado

or nuestro respetable amigo y juez el dignisimo catedratico de la Universidad é
?nstit,ut,o de Santiago Dr. D. Manuel Ulla Ibarzabal. Titulase el folleto <Impugna-
cion de dos demostraciones de un teorema de Geometria de los mateméaticos Haw-
ney y M. Belidor, y nueva demostracion del mismo, mas elemental y geométrica
que la usual » Santiago. 1830,
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tres lados respectivamente iguales, y si tomamos por base de
cualquiera de ellos el lado del poligono, la apotema e éste
sera la altura del tridngulo, que tendra por drea

<

»

()

llamando /al lado y ¢ 4 la apotema.
Si el poligono tiene # lados su area sera

I ><a _Inxa
7L

; . DX 6
ero I es el perimetro, luego el area sera———, esto es, la
& ? te) ;) ’

&

mitad del producto del perimetro por la apotema.

PRrRoOBLEMA.

981. Hallar el area de wn poligono irregular.

_ Puede resolverse este problema descomponiendo el poligono
en tridngulos, por medio de diagonales 6 por medio de rectas
trazadas desde un punto interior 4 todos los vértices; midiendo
las 4reas de los tridngulos y suméandolas se obtiene el area del
poligono.

Es muy frecuente, sobre todo cuando el poligono estd tra—
zado en el terreno, emplear otro método.
Sea el poligono de la figura 184.
Tomando para base de la operacion
Fic. 184. la mayor de las diagonales AB, se ba-
jan & ella perpendiculares desde los
vértices; midiendo estas perpendicula-
res y los segmentos de la base se tie—
nen los datos necesarios para calcular
las 4reas de los triangulos y trapecios
rectangulos en que se ha descompues-
to (il poligono; el drea de éste serd la suma de las areas par-—
ciales.




CAPITULO SEGUNDO.

MEDIDA DE LAS AREAS DE LAS FIGURAS GIRGULARES. 2
TEOREMA.

282. L area de un circulo es igunl 4 la mitad del producto de
la circunferencia por el radio. ‘
Sean C el drea del circulo, ¢ la circunferencia y # el radio.
Iimaginemos un poligono regular inscripto en el circulo, y
sean A su drea, p su perimetro y ¢ su apotema; tenemos

pXa
—

Suponiendo que el nimero de lados del poligono se dupli-
que indefinidamente, el perimetro p ird aumentando, siendo su
limite la circunferencia ¢, por consiguiente el 4rea A del poli-
gono, menor evidentemeunte que la del circulo, se acercard a
ésta cuanto queramos !; al mismo tiempo, la apotema ¢ tiende

A=

1 Puede demostrarse con todo rigor que el érea de wn poligono re-
gular inscriplo cuyo nimero de lados se duplica endefinidamente. tiene pog
limite el drea del ctreulo.

En efecto: sean A/, p', el drea y perimetro de un poligono regular
circunserito semejante al inseripto; la apotema sera el radio # del eir-

culo, y
il " ' >0 L&
=2 ><9-— , luego A’'—A= 2->‘)<' — 2>‘)< 5

< < &

A
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hécia el radio 2 del circulo [256]; luego, en virtud del tecrema
de los limites, tendremos
o<

G:_z,

lo que debia demostrarse.
sconto.  Siendo 277 la longitud de una circunferencia de

radio 7, el drea del circulo sera

luego para hallar el arew de un cirewlo se multiplica la relacion
de lu circunferenci al didmetro por el cuadrado del radio.

La formula C — =72 puede servir para hallar el radio de un
circulo cuya 4rea se conoce, pues de ella se deduce

- o

Téngase presente que la lengitud del radio y el area del cir-
culo deben expresarse en unidades correspondientes; s1 por
ejemplo, el radio se ha medido con el metro, el area del circulo
resultara expresada en metros cuadrados, y reciprocamente.

4 7» !
pero G - (224), de donde » =z;— . @; sustituyendo este valor de p

en la diferencia A’—A, tendremos

e P —pi<e  pr+o)
AlA——"————— 2 = = —aj.
5oy 2 o

La diferencia A’—A puede ser tan pequena como se quiera, porque
los factores p' y #——a son cantidades finitas, y el »—a puede dismi-
P (r+-0)

7
llegar 4 ser menor que cualquier cantidad asignable; pero es evidente
que A’ es mayor que el area del cireulo y A menor, luego con mas ra-
7on la diferencia entreel drea del circulo y la del poligono inscripto
podrd ser tan pequena cOmO Se desee.

nuir indefinidamente (256), luego el producto (27— a) puede
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283.  Sector circular es la parte de circulo comprendida

Fic 135 _entl"e'ur} arco, llamado dase del sector, y los
G e radios tirados & sus extremos. ,
A B OACB (Zig. 185) es un sector circular

v cuya base es el arco ACB; tambien OADB
es un sector circular que tiene por hase
¢ el arco ADB.

LAl
'EoREMA.

R84, K] drea deun sector de civeulo es igual 4 la mitad del
producto de su base por el radio. :
Sea S el drea del seetor, 4 su base y # el radio del cirenlo.
Es evidente que la relacion entre un sector y el circulo
completo 4 que pertenece es igual 4 la relacion entre el arco
des sector y la circunferencia. Llamando C al circuloy ¢ 4 la
circunferencia, tendremos, pues

E i 6 hie e
G = - 2 9y’
de donde se deduce facilmente
L
Si la base del sector se nos da en grados, hay que sustituir
Lo S 7 ? ;
en la férmula anterior 4 por su igual 71%% [265], siendo & el nu-
mero de grados; haciendo la sustitucion tendremos
S gl :
' = 50 .
Escorro. La férmula anterior puede escribirse asi:
1 - 180
S= — 720 — ;
S ol

si tomamos para unidad de arcos el arco igual en longitud al

radio, que es 1_?_0 [268], tendremos

G



1
Si— o> 72q ,
donde « representa la relacion entre el ntimero de grados del
arco hase del sector y el arco unidad 57°,29578.
KiempLo.

Hullar el area de un sector circular cuya base es de 12° 24’ y
el radio 127,75. -

Empleando la formula S:% ; los calculos son los si-
guientes: ;
4= 4344 log: o s i —— 04497150
360°= 21600 eg.z . . . = 2,211020
log. ¢ . . . = 3637890
c.v log. 21600 = 5,665546
log. S = 2,011606
S = 102~%,7085

Por medio de la formula S = % 720, tenemos:

Gope .

@ = g0 00578 57,20578
S
: log. 724 . . . . =1859739
108-2 |} log. 57,20518 . =2,241877
clilogp o o o - 0169890

log. S = 2,011606
S = 102=*17085.

985. Se llama segmento de circulo cada una de las dos par-
tes de circulo comprendidas entre una cuerday los dos arcos

que subtiende.
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TrorEMA,

B drea dewn seqgmento, mayor 6 menor que el semicirculo, es
iqual @ la mitad del producto del radio mulliplicado por el arco
mis & menos wna perpendicular bajade desde wn extremo del mis-
mo al radio que pasa por el olro extremo.

o El segmento ADB (/%g. 185), mayor que

Fie. 185. el semicireulo, es la suma del sector OADB y

oo del triingulo AOB; y el segmento ACB, me-

== nor que el semicirculo, es la diferencia entre
v el sector OACB v el mismo tridngulo. Lla-
mando ¢ al arco del segmento, sea mayor 6

F menor que la semicircunferencia, y # al radio,

5 el drea del sector sera —;— ar; la del tridngulo

es, tomando el radio OB por base, %7‘. AE; luego la del seg—

mento sera

1 1 1
2y i A= — 7 Sl 3
2@7'__2r. AE 27(:1_.AE)

Escornto. Siendo OBy AE perpendiculares entre si, la AE
es mitad de la cuerda AF del arco ABF doble del ACB.

Si AF es alguno de los lados de poligono regular inseripto,
cuyos valores en funcion del radio conocemos, el drea del
segmento se obtendra facilmente. Por ejemplo, si ACB = 60°,
r V3 :

2 ?
y el arco ACB, sexta parte de la circunferencia, seré%;

AR ser4 la mitad de la cuerda del arco de 120° esto es

luego el drea del segmento ACB tendra por expresion

it it — 222w — /_.
2 "\3 ) 15" Bvel

1 -(ﬁ"_l\_/_{i)____.l
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Fuera de los casos particulares analogos a este, para cono—
cer 1a semicuerda AE se necesitan unas tablas trigonométricas.
986. Dos circunferencias que tienen el mismo centro se lla—
man concéntricas, y la superficie comprendida entre ellas recibe

el nombre de corona 6 anillo. : _ :
Si R y 7 son los radios de dos circunferencias concéntricas,

el 4rea del anillo serd la diferencia entre las dreas de los dos
cireulos, es decir :

R2—m2=x R+ 2)R—1);
si llamamos R’ & una media proporcional entre R 47y R — 7,
serd (R - 7) (R —7) = R'?; y el area del anillo se expresars por
mR/2,

es decir por el drea de un circulo cuyo 7adio es medio proporcio-
nal entre la suma y la diferencia de los radios de las cireuwnfe—
rencias que limitan al anilio.
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CAPITULG TERCERO.

COMPARACION DE LAS AREAS.
TrorEMA. ([ig. 186).

287. Las dreas de dos triangulos se-

Fic. 186. mejantes ABC y abe, son proporciona:
les & los cuadrados de sus lados homd—
logos y & los de sus alturas homdlogas.
Sabemos que las areas de dos tri-
angulos cualesquiera son pProporcio-—
nales 4 los productos de sus bases por
sus alturas, luego e

ABG BOS<AD ARG ‘BO 8D @
abe — be>< ad abec ~ bc ~ ad (el

pero las bases de dos tridngulos semejantes son proporcionales
a.sus alturas, esto es,

BC_AD
Ges ad
Ry =2 .. AD o
Sustituyendo en la igualdad [«] la fraccion o su igual
1—,3—0- , tendremos
be :
ABG  BE?
ape o

lo que demuestra la primera parte del teorema.
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1
Si, por el contrario, se sustituye la fraccion oo igual

AD
= Berd

ABC AD?
“Tabe ¢ oadz

'TEorEMA. (Fig. 187).

988. Las dareas de dos tridngulos que tienen un angulo tgual
6 suplementario, Son proporcionales @ los productos de los lados

que forman dicho dngulo.
Sean ABCy EFG dos tridngulos con

Fie. 187. “un dngulo B = F. Tenemos
i ABC . BEAD .
EFG 7 FG.EH’
pero los tridngulos rectangulos ABD, EFH
son semejantes por tener un angulo agu-

Il m

oyl e

' D AB
CF 6 i S qhstituye
do igual,luego e sustituyendo la

razon A—D o 1@ :
H por su 1gua o sera
... ABC _AB.BC

e

EFG = EF.FG’

lo cual debiamos demostrar.
Harjamos identico razonamien
suplementarios.

to silos 4ngulos B y F fuesen
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TrorEMA. ([ig. 188).

289. Las dreas de dos poligonos semejantes ABCDE y abede

- son proporcionales & los cuadrados de sus lados homdlogos.

Fiec 188.

Descempongo los poligonos en igual nimero de tridngulos
semejantes y semejantemente dispuestos, por medio de diago-
nales trazadas desde los vértices homdélogos A y a.

La semejanza de estos triangulos da

ABC B*  ACD iCD2 ADE. DE:

abe: T Bl ged T tar s ade . ded’
. oB b se om s
P TR mhwT e
ABC ACD ADE
luego = = :

abc " dod T ade
de esta série de razones iguales se deduce
ABC |- ACD | ADE  ABC  AB?
abc + acd + ade — abe T ab®’
ABCDE AB?
abede — ab® -




} N
" o p 4 scmejantes, luego _
| F c/\J/\ AB OA OP . ABY QA OP .
¢ e ——— —— 6 S
; ab oa  0p ab? o>  op?
E poie o
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990. CoroLARIO. (Fiy. 189). Las dreas de dos poligonos
regulares semejantes ABCDEE y abedef, son proporcionales d
Jos cuadrados de los radios 7 & los cuadrados de las apotemas.

Llamando A y @ alas 4reas ten—
dremos :
Fia. 189. A AB2 5
i == [a],

@ ab?
pero los tridngulos AOB y @06 son

de estas igualdades y de la [4] se de-
duce

A 0A2 OP
@ 0at P

TrEOREMA.

291. Las dreas de dos circulos son proporcionales @ los cua—
drados de sus radios 6 de sus diametros.
S£1{2R yé'zson los radios, las 4reas seran ©R?y 772, cuya razon
T,
€8 —m= Como los radios son proporcionales 4 los diame-
R2 . D? : :
tros D y d, la razon - es igual & R luego las areas estan

e
en la relacion T : :
292. Se llaman seclores semejantes aquellos cuyas bases tie-
nen igual numero de grados. : ;
Es evidente que los angulos formados *por los radios son

iguales.



T e e o e

— 185 —

TrOREMA.

Las dareas de dos sectores semejantes son proporcionales ¢ los

cuadrados de sus radios.
Sean R y 7 los radios de los sectores y @ el numero de gra-
dos de las bases: las areas seran [284]

@ 7:7'2(6 cuya razon es RQ
5500 & 360 oY

72
293. Sellaman segmentos semejantes 10s que corresponden a
sectores semejantes.

- TrorEMA.

Las areas de dos segmentos semejantes son proporcionales @
los cuadrados de sus 7adios.
Sean Sy s los sectores que corresponden & los segmentos

propuestos, T y ¢los tridngulos tambien correspondientes a

dichos segmentos.
Siendo semejantes los sectores S y §, tendremos

S B
s
tambien los triangulos T y ¢ son semejantes, luego :
Lo
: ¢ 72
De estas igualdades se deduce ; :
S T el S aaS R
Br por conslgmente ey e e ]

ycomo S == T y s == ¢ son las 4reas de los segmentos, queda
demostrado el teorema. aRia
994, TEsconio GENERAL. En virtud de los teoremas demos—
trados en este capitulo, siempre que se conozca la relacion 7
entre dos lados homélogos de poligonos semejantes, la elevare-
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mos al cuadradc para hallar la relacion entre las dreas de los
mismos. Si, por ejemplo, el lado de un poligono es doble de su
homélogo en otro poligono semejante, el drea del primero 1o
seré doble sino cualro veces mayor; sila relacion de los lados es

2 . ;
5 la de las areas sera i cte.

Lo mismo decimos respecto de los circulos y de los sectores
y segmentos semejantes.

TrorEMA. (Fig. 190).

995. HI cuadrado construido sobre la hipotenusa de wn tridn-
gulo rectimgulo, es equivalenle & la suma de los cuadrados cons-
truidos sobre los calelos.

Sea el trisngulo ABC rectinguloen A.
Fia. 190. Vamos 4. demostrar que el cuadrado BD,
: construido sobre la hipotenusa BC, es equi-
/ valente 4 la suma de los cuadrados AL y
F AT, construidos sobre los catetos AB y AC.
L = Bajo desde el vértice A del angulo rec—
e to una perpendicular AH & la hipotenusa y
L ]a})fgolonga hasta G; trazo las rectas AD

: *B.
e / El tridingulo ACD tiene CD por base y
! A _ la altura sera igual 4 CH; pero €D y CH
c D son tambien la base y altura del rectangulo
(G, luego el tridngulo ACD es la mitad del

rectangulo CG.

El triAngulo FBC tiene CF por base y la altura sera igual
4 AC, pero CF y AC son la base y altura del cuadrado AF,
luego el triangulo FBO es la mitad del cuadrado AF.

Ahora bien, los tridngulos ACD y FBC, que hemos conside-
rado, son iguales, por tener AC = CF, CD=0CB, y el angulo
ACD, compuesto de un recto mas ACB, igual al dngulo FCB,
compuesto tambien de un recto mas ACB.

Siendo iguales estos tridngulos, las dreas del rectangulo
OG y del cuadrado AF son tambien iguales.

Del mismo modo se demostraria que el rectangulo BG equi-
vale al cuadrado AE; y como los rectangulos CG y BG compo-
nen el cuadrado BD construido sobre la hipotenusa, el teorema
queda demostrado.
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TrorREMA.

- 996. S considerando como homdlogos los lados de un trian—
gulo rectimgulo, se construyen sobre ellos tres poligonos seme—
Jantes, el construido sobre la hipotenusa es equivalente & la Su—
ma de los constrwidos sobre los caletos.

Sean @, 6, ¢ la hipotenusa y catetos del triangulo; A, B, C
las areas de los poligonos semejantes. Tenemos [289]

B.o€ A

BeE

' BrC A

de donde : m———a—z 3

los denominadores de estas fracciones son iguales, porque se—

5 5 D S
gun el teorema de Pitdgoras es 42 = (24~ ¢® luego tambien
los numeradores deben seriguales, esto es,

A=B-C.

CoroLARIO. S% considerando como homdlogos los lados de un
tridngulo rectangulo, se construyen tres poligonos semejantes,
el construido sobre un catelo equivale ¢ la diferencia entre el
construido sobre la hipotenusay elconstruido sobre el oiro catelo.

TrEorEMA.

297. S5 considerando como radios ¢ como didmetros los lados
de un tridngulo vectdngulo, se describen tres circulos, el descrito
sobre la hipotenusa es equivalente ¢ la suma de los descritos
sobre los catetos; y el descrito sobre wn cateto es la diferencia
entre el descrito sobre la hipotenusa y el descrilo sobre el otro

cateto.
La demostracion es igual & la del teorema anterior.
g ol CoRroLARIO. (Fig.191). Sisobrelos lados

de un tridngulo rectingulo, considerados
como didmetros, se describen tres Semicir—
cunferencias,el area del tridanguloes igual &
lo Suma de las dreasde las figuras ADBEA
7 AFCGA llamadas lunwlas de Hip6erates.

Ante todo haremos notar que el semi-
circulo construido sobre BC pasa por el
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vértice A [123,:3.°]. Adeinas, este semicirculo es equivalente;
segun se deduce del teorema anterior, & la suma de los semi—
circulos descritos sobre AB y AC; restando del primero los seg‘-
mentos AEB y AGC resulta el trisngulo ABC, y restando de
la suma de los semicirculos AB y AC los mismos segmentos re-
sultan las lunulas; luego el triangulo es equivalente & la suma
de las lunulas, :

PROBLEMAS RELATIVOS A LAS AREAS.

998. 1.0 Conwertir un poligono ABCDE (Fig. 192) en otro
equivalente que lenga wn lado menos.
Trazo una diagonal AC que forme con dos

Fig. 192. lados consecutivos del poligono un triangulo
ABC; por el vértice B tiro una paralela BE &
la diagonal; prolongo el lado DC hasta que
encuentre & la paralela BF; y trazando la
recta AF, se forma un poligono AFDE equi-
valente al propuesto y con un lado ménos.

En efecto: los triangulos ABC y AFC son
equivalentes, por tener icual base y altura;
: siala figura ACDE anadimos el primero de
ellos resulta el poligono propuesto ABCDE, y si 4 la misma
ficura anadimos el segundo ‘tridngulo resulta el poligono
AFRDE; luego estos poligonos son equivalentes.

999. 2.°  Converlir un poligono en (ridngulo equivalente.

~ Reduzcase el poligono 4 otro equivalente que tenga un lado
ménos, repitase la misma operacion con el poligono resultante,
y continuese asi hasta obtener un triangulo.

300. 3.° Convertir un tridngulo en cwadrado equivalente.

Sean 6y ¢ la base y altura del triangulo, y @ el lado del
cuadrado equivalente.

e el
El area del cuadrado es #* y ladel triangulo ——, luego

e b
P — e 6 qPR= =—Xd:
2 2

donde se ve que el lado @ del cuadrado es una media propor—
cional entre la mitad de la base y la altura del triangulo.
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301. 4.° Conwvertir un poligono cualquiera en cuadrado equi-
valente. -

Reduzcase el poligono 4 tridngulo y éste 4 cuadrado.

Si el area del poligono es el producto de dos lineas, bastara
hallar una media proporcional entre ellas, y se tendré el lado
del cuadrado.

Asi, dado un paralelogramo, se hallard una media propor—
cional enfre la base v la altura; si tenemos un trapecio, hallare-
mos una media proporcional entre la altura y la recta que une
los puntos medios de loslados no paralelos; y dado un poligo-
no regular se construira una media proporcional entre la mitad
del perimetro y la apotema. '

302. 5.° Conwertir un circulo en cuadrado equivalente.

- Este famoso problema de la cuadratura del circulo se resuel-
ve aproximadamente hallando una media proporcional entre la
mitad de la circunferencia rectificada [261] y el radio. Como no
se conoce el medio geométrico de rectificar exactamente la cir-
cunferencia, el problema de la cuadratura del circulo estd sin
resolver, 4 pesar de los esfuerzos hechos durante muchos si-
glos. Con el caleulo se alcanza un grado de aproximacion mds
que suficiente en todos los casos practicos, pues la longitud de
la circunferencia depende del valor de =, que se ha calculado
con gran numero de cifras decimales. :

303. 6.° Dados dos poligonos semejantes, construir 0iro se—
mejante & ellos ¢ igual @ s suma d dijerencia.

1.° Construyvase un triangulo rectangulo cuyos catetos sean
iguales ‘4 dos lados homo6logos de los poligonos conocidos;
considerando la hipotenusa de este tridngulo como lado hom6-
logo de los elegidos para catetos, construyase sobre ella un po-
ligono semejante & los dados, que sera equivalente asu su--
ma [296]. °

2.° Toémense doslados homo6logos de los poligonos semejan-
tes para hipotenusa y cateto de un triangulo rectangulo: el
poligono semejante & los dados, construido sobre el otro cateto,
sera la diferencia de éstos.

304, 7.° Describir un circulo equivalenie d la suma o dife-
rencia de 0108 dos. : : : S
Este problema se resuelve como el anterior.

305. 8.° Dado un poligono I construir otro semejante Q, tal
que bas areas de los dos guarden wna relacion dade m: 1.

AxArnisis. Sea e unlado del poligono P, y # su homé6logo en
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el poligono Q: si determinamos el lado z estard resuelto el pro-
blema. Tenewmos [289] .

B
i
ademds, es condicion del problema que
L2 C L
Qv O T2 :

Si m y n fuesen las proyecciones de los catetos sobre la hipo-
tenusa de un tridngulo rectangulo, y & uno de los catetos, el
otro seria & [185, 3.°].
Sinrrsis.  (Hig.193). En una recta in -
Fig. 193. definida tomemos, una # continuacion de
otra, las longitudes AB y BC iguales 4
m y n; sobre AC como didmetro describa-
mos una semicircunferencia; por el punto
B levantemos una perpendicular al diame-
tro; y unamos Dcon A y C.

El triangulo ADC es rectangulo, y 1os
segmentos AB y BC de la hipotenusa son

“iguales 4 m y 7, lliego si el cateto AD fuese igual 4 a, el otro

DC seria igual 4 @; pero se comprende que, en general, AD no
sera igual & ¢, por lo que fomaremos en AD), prolongada si
es preciso, una longitud DE igual al lado @, y tirando por E
una paralela 4 AC deferminaremos en DC una longitud DG
que esigual a .

Bn efecto: en el tridngulo rectdngulo EDG tenemos

EJRZ-—-EE ero _EiE;—-_A'_E——_”}. l o E—Dz——@

Doz EG. D TG BC . DG
- a? 0

6 hien _D_G_Z—;b—'

Comparando esta igualdad con la [], se deduce z = DG.
306. 9.° Dada wna rects a trazar otra X tal que las longitu-
des delas dos sean proporcionales @ las d@reas de dos P0lLgonos
dados P y Q. ’
AnArists. Tenemos:

a .
‘{U bl

i'm)llac)
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sustituyendo los poligonos Py @ por los cuadrados equivalen-
tes p2 y ¢2, tenemos 3

e
R
Si py ¢ fuesen los catetos de un tridngulo rectangulo, y a la
royeccion de » sobre la hipotenusa, la proyeccion de ¢ seria
a recta huscada z [185, 3.°]. ,

Sinresis. (Fig. 193). Construyamos un fridngulo rectan-
gulo cuyos catetos DA, DC sean ignalesapy g,y bajemos la
perpendicular DB. Si el segmento AB de la hipotenusa fuese
igual 4 g, el otro segmento BC seria la recta buscada z; pero,
en general, AB noserd ignal 4 ¢, por lo que tomaremos en
AB, prolongada si es preciso, una longitud BH=g, trazaremos
por H ana paralela & DB hasta que encuentre a AD en un pun-
to E, y tirando EG paralela & AC, sera EF igual & @, y por tan-
to FG igual 4 z, toda vez que los cuadrados de DEy DG son
proporcionales & los de DA y DC, es decir & p? y ¢°.

307. 10.° Dados dos poligonos Py Q, construir otro seme—
jante @ Py equivalente ¢ Q.

AxArisis.  Sea X el poligono que se busca, @ un lado del po-
ligono P, y # su homoélogo en el poligono X.

Debiendo ser semejantes los poligonos P y X, serd

LT v
X oz’

v como X debe ser equivalente 4 Q. tendremos
P
0o

_reemplazando los poligonos Py Q por los cuadrados equivalen-

tes p? y g2 serd

7]2 o a? 6 /) a
: ¢ @ 7.0

Sinresis.  Vemos por el analisis anterio’ que 2 es una cuar-
ta proporcional 4las rectas conocidas p, ¢y @. Construyendo
sobre z un poligono semejante al P estard resuelto el problema.

Escorio. St P esun poligono regular, el que se obtenga sera
tambien regular, por consiguiente podemos transformar un po-
ligono dado en otro equivalente regular del numero de ladoes
que se pida.

e e e
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EJERCICIOS DE LA GEOMETRIA PLANA.

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR.

I. Elcamino mas corto de un punto 4 una circunferencia es la par-
te exterior de la secante tirada por dicho punto y el cenfro.

1I. En una circunferencia dada, el lugar geométrico de lospuntos
medios de varias cuerdas que tienen un punto comun, es otra circun-
ferencia cuyo didmetro es la recta tirada desde el punto comun al cen-
tro de la circunferencia dada. 2 .

III. Si dos cuerdas se cortan perpendicularmente, la suma de dos
arcos no contiguos interceptados por ellas es igual & la semicircun-
ferencia. ~

1V. Todo didmetro estd dividido arménicamente por su intersec-
cion con una cuerda perpendicular al mismo y por el punto de en-
euentro de dos tangentes tiradas por los extremos de la cuerda.

V. Sise trazan dos tangentes fijas & una circunfereucia desde un
unto exterior, y otra tangente movil comprendida en el angulo de
as fijas: 1.° el angulo bajo el cual se ve la tangente movil desde el

contro es constante; 2.° el perimetro del tridngulo que forman las tres
tangentes es constante.

VI. La reeta que unelos puntos medios de dos lados de un trian-
gulo es: 1.° paralela al tercer lado; 2 ° igual 4 su mitad.

VII. De todos los tridngulos que tienen igual base y altura el isés-
celes es el que tiene menor perimetro.

VIII. Un angulo de un tridngulo es recto, agudo i obtuso segun
que la recta que une el vértice con el punto medio del lado opuesto es
igual, mayor 6 menor que la mitad de dicho lado. Recéproco.

IX. El producto de doslados de un tridngulo es igual al producto
de 1a altura bajada sobre el tercer lado por el didmetro del circulo cir-
cunscrifo. G

"X. Sidos cuerdas se cortan perpendicularmente, la suma de los
cuadrados de los cuatro segmentos es igual al cuadrado del didmetro.

XI. En todo trisngulo, la suma de los cuadrados de dos lados es
igual al duplo del cuadrado de la mitad del tercero mds el duplo del
cuadrado de la recta que une el punto medio de éste con el vértice
opuesto. o

XIl. Uniendo los puntos medios de los lados de un cuadrilatero por
rectas que no se crucen resulta un paralelégramo. -

XIII. La suma de los cuadrados de los lados de un cuadrildtero es
igual 4 la suma de los cuadrados de las diagonales, més el cuadruplo
de la recta que une los puntos medios de las mismas.

Corolario. Lasuma de los cuadrados de los lados de un paraleld-
gramo es igual 4 la suma de los cuadrados de las diagenales.

ol
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XIV. Si desde un punto tomado en la prolongacion de una ditgo-
nal de un cuadrildtero se trazan des transyversales que corten 4 los
lados del mismo, las razones segmentarias de dos ladus adyacentes
son proporcionales @ las razones segmentarias de los otros dos.

Reciproco. ,

XV. Si desde cada uno de los puntos de concurso de loslados
opuestos de un -cuadrilitero se traza una transversal que corte @ les
otros dos lados . las razones segmentarins de dos lades opuestos
son proporcionales 4 las razones segmentarias de los otros dos.

XVI. 1l drea de un triangulo es igual al producto de sus tres lados
dividido por el duplo del diametro del cireulo circunserito (lijerci-
cio IX). v

X VII. Si desde un punto interior & un paralelgzramo se tiran rectas
4 todos sus vértices, In suma de los triangulos que tienen por hases
dos lados opuestoes, ¢s equivalente & la suma de los otros dos.

XVIIL. Lasuma de las perpendiculares bajadas 4 los lados de- un
tridngulo equildtero desde un punto interior es constante. e

XIX. Si desde un punto interior & un poligono regular de # lados
se bajan perpendiculaves 4 todos éstes, la suma de las perpendicula-
res es igual a2 veces la apotema.

XX. Lasdreas de dos trianculos semejantes son proporcionales &
los cuadrados de los radios de los circulos inscriptos y circunseritos.

PROBLEMAS PARA RESOLVER.

1. Deseribir una circunferencia coaociendo el radio y dos puntos
de la misma.

II. Describir una circunferencia tangente 4 una recta dada en un
punto dado, siendo conocido el radio.

III. Describir una circunferencia tangentc 4 otra dada en un punto
dado y que pase por otro punto dado.

V.  Describir una circunferencia tangente 4 otra dada en un punto
dado, siendo conoeido el radio. g
Describir una circunferencia tangente 4 otra dada en un punto
dado, y ademds tangente 4 una recta dada.

VI. " Por un punto dado trazar una secants 4 una circunferencia
dada, de tal modo que la cuerda interceptada sea igual 4 una recta
dada. :

VII. Construir un tridngulo isésceles conociendo la base y el dn-
gulo opuesto. - '

VIII. Construir un tridngulo conociendo la base, la altura y el dn-
gulo opuesto a la base. e



[X. Gonstruir un tridngulo conociendo la altura y los dngulos ad-

yacentes a la base. ; ST
X. Construir un tridngulo conociendo un lado, nno de sus angulos
adyacentes y la suma ¢ diferencia de los otros dos lados.

%I. Construir un paralelgramo conociendo las diagonales y un

lado. =
XII. Construir un trapecio conociendo las bases y los lados no
paralelos. : :

XIII. Construir dos rectas conociendo su suma y la media pro-:

porcional entre ellas. :
XIV. Construir dos Tectas conociendo su diferencia y la media

. proporcional entre ellas
; cta, tal que.

V. Dados tres puntos dirigir por uno de ellos una re
sus distancias 4 los otros dos puntos sean proporcionales & dos rectas
dadas. : : :

XVI. Dadas tresrectas que concurren en un punto, frazar por. otro
dado una secante, tal quelas dos partes interceptadas por las rectas
dadas sean proporcionales 4 dos rectas conocidas.

XVII. Hallar el lugar geométrico de los vértices de todos los tridan-

eulos equivalentes euya base es comun.

® XVIII. Determinar un punto interior 4 un triangulo, tal que las

rectas tiradas 4 los tres vertices dividan el tridngulo en partes pro-

porcionales a tres rectas dadas. _
XIX. Construir un rectingulo equivalente 4 un cuadrado dado
@2 , tal que la suma 6 la diferencia de dos lados contiguos sea igual 4

una lineadada a. - - :
XX. Conociendo las basesy la altura de ua trapecio, hallar las

dreas de los tridngulos total v parcial que se forman prolongando los
lados no paralelos.

e — e ———
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SHCCION PRIMERA.

PROPIEDADES Y RELACIONES DE LA EXTENSION.

LIBRO PRIMERO

SUPERFICIES.

CAPITULO PRIMERO.
SUPERFICIE PLANA.

§.— Preliminares.

308. En el numero 3 hemos dicho: ~ -

\ SUPERFICIE PLANA ¢ PLANO es una superficietal que apoyando
en dos cualesquicra de sus puntos ung lined recla, todos (os pun-
tos de ésia se rolocan en la superjicie.

La superficie plana se considera ilimitada en todos gsentidos;
sin embargo se representa por una figura limitada, general—
mente un paralelégramo. '

Segun la definicion anterior, si una recéa tiene dos puntos en

wn plano estard enteramente Situada en él.

De aqui se deduce: la interseccion de una recta y wn plano
es wn punto. ’

Imaginando en el espacio una recta y un plano, sucede una
de estas tres cosas: 1." la recta tiene todos sus puntos en el pla-
n0, 6 estd sitnada en é1; 2.° la recta tiene un solo punto en el
plano, 6 corta al plano; 3.* la recta no tiene ningun punto en
el plano. 6 es paraleln al mismo.
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Frg. 194. 309.1 Por una lUinea recla pueden pasar
infinilos planos, pues se concibe que el
plano MN, que pasa por la recta AB,
(I7ig. 194) puede girar alrededor de ella
ocupando en el espacio diversas pesicio-
nes, las que representan otros tantos pla-
nos diferentes pasando todos por AB.

TroreMA. (Fig. 195).

S 310. Zres punfos A, B, C que no estan en linea rectw Jdeler-
C_‘/,,aminan.m posicion de wn plano, es decir, por les. (res puntos
A, B, C puede pasar un plano y solo puede pasar wno.

‘Pracemos la recta AB, hagamos pasar

Fig. 195. por ella un plano, é imaginemos gque este

B aire alrededor de la recta; es claro que al

verificar su movimiento de rotacion, como

el plano se supone ilimitado en todos sen—

pi—E E tidos, llegara 4 pasar por C, luego por los

¢ tres puntos A, B, C puede pasar un plano.

A ¢ Designémosle per P, y supongamos

otro P’ que pase tambien” por A, By C;

tracemos la recta BC: teniendo AB y BC dos puntos en Py en

P’ se hallaran 4 la vez en los dos planos. Tomemos en el pri-

mero P un punto cualquiera D) y tracemos una recta DG que

corte en B y F 4 las AB y BC: como los puntos E y F pertene-

cen 4 los dos planos, larecta DG trazada en el P estard tam-
bien en el P, luego D serd un punto comun & los dos.

Esto nos demuestra que todo punto D del plano P pertenece

tambien al P'; por consiguiente ambos planos coinciden en toda

su extension.

COROLARIOS.

1.2\ Una recla y wn punto exlerior determinan la posicion de
O un plano.
3 Marcando dos puntos en la recta tendremos, con el exterior,
tres puntos no en linea recta, que determinan un plano.
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2.% (Dos rectas que se cordan determinan la posicion de wn
plano. : .

Sefialando un punto en cada recta, por ¢stos y el de intersec-
¢ion pasard un plano que contendra & las rectas dadas. Ademas,
todo plano que pase por ellas se confundird con el primero,
pues contendrd aquellos tres puntos.

7 3.° \Dos reclas paralelas delerminien la posicion de wn plano.
Por dos rectas paralelas pasa siempre un plano: aguel en
—— que estdn situadas. Ademds, todo plano que pase por las rectas

§

se confundira con el primero, pues marcando dos puntos en una -

paralela y uno en la otra, estos tres puntos no en linea recta

gerdn comunes 4 los dos planos, que por consiguiente coin-

cidiran.
4.° \ La inlerseccion de dos planss es une linea recta, y b de
tres un punlo.

Pues si dos planos tuviesen tres puntos comunes no en linea -

recta, coincidirian; ademas si la recta interseccion de los prime-

ros planos se corta por un tercero, resultara un punto comun &

los tres. : : :
311. *Imaginando en cl espacio dos planos sucede una de
; estas tres cosas: 1. los planos se confunden en uno solo, para

lo cual basta que tengan tres puntos comunes no en linea rec=-

ta; 2.° los planos se cortan, y tienen una recta comun; 3.2 los
planos no tienen ningun punto comun, 6 son parwlelos.

312. | Por un punto G del espacio no puede (razarse mas que

una paralele @ wne rvecta dada AB. ;
(Fig. 196). | Supongamos que pasen:

Fra. 196. por € dos paralelas DE y FG 4 la recta
AB; las rectas FG y AB determinan un

c 6 plano, ylas DE y AB determinan otro;
0745 pero estos dos planos coinciden, por tener
2 comun una recta AB y un punto C, lue-
A————————B oo tenemos en un mismo plano dos pa=

ralelas & una recta AB por un punto C,
lo que es absurdo.

1'rorEMA. (Fig. 197).

313. \Si una rectw AB se mueve apoydndose en otra recla T
XY y conservindose paralela @ sw posicion primitiva, dicharectt
movel engendra un plano,
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Fig. 197. Sea CD una de las posiciones de la
A c recta mévil. Las rectas ABy XY, que se
cortan, determinan un plano; y las ‘AB y

CD, por ser paralelas, determinan otro;
E¥/SS E y Dbero estos planos tienen comun una recta
AB y un puntoF, luego coinciden. Vemos,

pues, que la recta movil, considerada en

cualquier posicion CD, se halla situada en

2 L el plano que determinan AB y XY, por

consiguiente es la generatriz de este plano.

314 Imaginando en el espacio dos lineas rectas, y hacien—
do pasar un plano por una de ellas AB y un punto C de la ofra.
és’cz::3 podra estar situada enteramente en el plano 6 cortarle
en C.

En el primer caso, halldndose las rectas en un mismo plano,
ge cortaran 6 seran paralelas. G

_En el segundo caso, las rectas dadas no pueden estar en un
mismo plano, porque si existiera un plano que Jas contuviese
se confundiria con el primero, por tener comun la recta AB y
el punto C, y resultaria que el primer plano contendria la se-
gunda recta, siendo asi que suponemos la corta. Dos rectas en
esta posicion ni se corfan ni son paralelas, pues en ambos casos
existiria un plano que las contuviese enteramente [310, corola-
7208 2.° y 3.°]. : ‘ :

Vemos, pues, que dos rectas distintas en el espacio pueden
1.% cortarse en un punto, 2.° ser paralelas, 3.° no estar en un

mismo plano.

II.—RBectas gque eortan al plano.

Perpendiculares, oblicuas, dngulo de recta y plano.

315. \ Una 7ecta es PERPENDICULAR ¢ um plano cuando ¢s per—
pendicular & todas las reclas que pasan por St nié en el plano.
En tal caso el plano es tambien perpendicular a la recta.
Una recta es oblicua 4 un plano cuando le encuentra sin

serle perpendicular.



— 199 —

TEOREMS. (Frig. 198).

316. \ 8% wna recta AB es perpendicular ¢ dos rectas BC, BD
de las que pasan por sw pié B en un plano MN, es perpendicular
@ todas las demas y por consiguicnie al plano, ; ,

o : ‘ Sea BE otra de las rectas que pasan por

Fre. 198. Ben el plano MN. Trazo una recta CD que
corte & BC, BE 'y BD, prolengo la AB ha-
cia la parte inferior, tomo A'B = AB; y uno

AyAiconC,EyD.

Lasrectas BC y BD son perpendicula—

res 4 AA’ en su punto medio C, luego [48]

4 AC=A’C, AD =A‘D, adem4s CD=C€D;
N ol 727 : : 3 :
L porconsiguientelos tritngulos ACDy A'CD
,i: : son iguales. : '

Si imaginamos el A’CD colocado sobre
el ACD, esclaro que la recta A’'E coincidird con AE, luego
A’E = AE. Vemos, pues, que BE tiene dos puntos-B y E equi-
distantes de A y A’, luego BE es perpendicular & AA".

TEoOREMA.

317. \ Por un punto dado siempre se puede trazar wn plano
- perpendicular @ una recta dada, y no se puede trazar mdas que
Uno. Jehen S A
111." Puede suceder que el punto esté en la recta 6 fuera de
ella. e ;
- Sea el punto B (#%g. 198) dado en la recta AA’. En dos de
los infinitos planos que pasan por AA’ levanto las perpendi-
culares BC y BD 4 esta recta en el punto B,. las que determi-
nan un plano, por ser rectas que se cortan, perpendiculara AA
en el punto B [316]. ° : =

Si el punto dado es C, exterior 4 la recta dada AA', bajare—
.mos CB perpendicular & AA’, en el plano que determinan'la
AA’ yel punto C; por el pié B, y en otro de los plancs que pa-
san por AA’, levantaremos una- segunda perpendicular BD a
AA’: las'perpendiculares BC y BD determinan un' plano que
pasa por el punto dado C y es perpendicular & la recta AA’,
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2.° Si por el punto C dado en larecta AB
{I7g.199) pudieran trazarse dos planos MN
v MP perpendiculares 4 AB, imaginando un
tercer plano que pasase por AB, cortaria 4los
MN y MP segun dos rectas CD y CE; siendo
AB perpendicular &los planos MN y MP seria
tambien perpendicular 4 las rectas CD y CE
que pasan por su pié; luego en un punto C
de una recta AB yen el mismo plano ten-
H driamos dos perpendiculares CD y CE adi-
I cha recta, lo que es imposible.
3 Si el punto C esta fuera de la AB (/%g. 200)-tampoco es po—
et sible que pasen por €l dos planos MN y MP
Bl Fi1a. 200. perpendiculares & AB; porque concibiendo el
&l plano que determinan €y AB cortara 4 los
anteriores segun dos rectas CD y CE,y si AB
fuese perpendicular & MN y MP, lo seria
igualmente 4 CD y CE que pasan por los
piés D y B, y tendriamos en el mismo plano
dos perpendiculares CD y CE desde un punto
C 4 una recta AB, 1o que es imposible.
B Escorto. U plane estd’ determinado por
un punto y la condicion de ser perpendiculor

nen

a wna recta doda.

< ’ TrorEMA. ([7g. 198).

' 318. VZodas las perpendiculares BC, BD, BE ete. levantadas
i a una recta AB en uno de sus puntos B, estan en un mismo plano.
{ Dos cualesquiera de lasperpendiculares, BC y BD por ejem-
{ plo, determinan un plano MN perpendicular 4 AB en el pun-
‘ to B; si otra perpendicular BE no estuviera en el plano MN,
| determinaria con BOC otro planc perpendicular & ABen B, y
! tendriamos dos planos perpendiculares 4 AB en B, lo que es
imposible.

Kscovrto. Al lugar geoméirico de las perpendiculares levanta-

1

das & una recln por wn mismo punto, es el*plano perpendicular
{ @ la rectaw en dicho punto.
|

b B R s R 1)
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TrorumA. (Fig. 201).

319. b S wna recta ABes perpendicular @ wi plano MN, 7 des-
de cl pié B se baja una perpendicular BC ¢ unarecta DE situada
en el plano, dodn recta AC que una el pic de la sequnda perpen—
dicular con un punto cualguwicra de la primera, s perpendicular
a la DE trazade en el plano. * :

, Tomo 4 ambos lados del punto C dos lon-
Fic. 201. itudes ignales CD y CE, y trazo las rectas
%D, BE y las AD, AE. - :
Tenemos BD = BE, por ser oblicuas que
se apartan igualmente de la perpendicular
BC 4 DE, luego los tridngules ABD, ABE,
rectangulos en B [315]. que ticnen ademas de
BD — BE un cateto AB comun, son iguales.
por consiguiente AD = AE; vemos que AC
tiene dos puntos equidistantes de D y E, lue-

~ go es perpendicular & DE.

Esconio. Siendo DE perpendicular & CB y CA, sera per-
pendicular al plano ACB que estas rectas determinan.

TeorEMA. (£ig. 201 ).

320. | Por wn punto dado siempre se puede trazar una recla
perpendicular & wn plano dado, y no se puede trazar mis que und.

1.° Sea B un punto dado en el plano MN. Trazo en este
plano una recta DE, bajo BO perpendicular 4 DE, por el
pié O tiro otra perpendicular CA a DE en plano distinto del
MN, levanto en el plano ACB la perpendicular BA 4 BC, y
digo que BA es perpendicular al plano MN.

B efecto: DC es perpendicular al plano BCA en el punto(;
desde el pié C tenemos otra perpendicular CB 4la AB trazada

1 Esta proposicion suele llamarse Teoieina de fas lies perpzadiciles.
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endicho plano; luego si unimos B con un punto cualquiera D de
la primera perpendicular, la recta de union BD sera perpendi-
cuﬁr a4 AB, 610 que es igunal, AB es perpendicular 4 BD, y
como tambien lo es & BC, por construccion, lo sera al plano de
BD y BC, que es el MN.

Sea A un punto dado fuera del plano MN.

Trazo en este plano una recta DE, bajo AC perpendicular
4 DE, en el plano que A y DE determinan, por el pié C tiro
otra perpendicutar CB 4 DE en el plano MN, bajo en el plano
ACB la perpendicular AB & BC: esta recta AB es perpendi—

~cular al plano MN, como se demuestra repitiendo el razona-

miento del caso anterior. : i
2.° Sipor unpunto A del plano MN (#4g. 202) pudieran le—
: B vantarse dos perpendiculares AB y AC, de-
Fic. 202. terminarian un plano que cortaria al MN se—
4 gun una recta DE, y tendriamos dos perpen-
diculares AB y AC a la recta DE en un mismo
punto y plano, lo que es imposible.

Si el punto A esexterior al plano MN (#4g.
203),tampoco es posible bajardesde é1 dos per-
pendiculares AB, AC al plano MN. porque AB
y AC determinan otro plano que corta al MN
segun una recta. BC, y si AB y AC fuesen
perpendiculares al planc losserian 4 la recta
BC, lo que es imposible. : : :

Escorio. Una rectn esti determinada por un punto vy la con-
dicion de ser perpendicular ¢ un plano dado. i

TrorEMA. (fig. 203).

F1G. 203. 321. £ 8% desde wn punto. A exlerior & un
oA nlano MN se tiran & éste una perpendicular
AB y wna oblicua AC, la perpendicwlar es
menor que la oblicua. ; : ‘
i : Trazando BCO, la AB serd perpendicular
/ 4 BC y la AC oblicua, luego AB << AC [42].
/ ‘Z’/D’ 5 C/ i = .
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TrorEMA RECIPROCGO.

S una recta es la menor de cuantas pueden tivarse desde
wn punio @ un plano, dicka recta es perpendicular al plano.
Pues si fuese oblicua habria otra menor que ella.
322. Se llama DISTANCIA entre un punto y wn plano la per—
pendicular trazada desde el punto al plano.

TEorEMA. (Fig. 203).

323. 8 desde wn punto A exterior @ wn plano MN se bajan d
dste-wna perpendicular y varias oblicwas: 1.° las oblicuas AD
AC que se apartan igualmente de la perpendicular AB son igua-
les; 2.° de dos oblicuas AC y AE que se apartan desigualmenle
de la perpendicular, es mayor la AE que se aparia mas.

1.° Uniendo los piés C y D de las oblicuas con el pi¢ B de la
perpendicular se forman los triangulos rectangulos iguales
ABC y ABD, luego AC = AD.

2.° Unamos el pié de la oblicua AE con elde la perpendicu-
lar, y en BE tomemoes BD = BC. Por la geometria plana tene-
mos AE > AD, pero AD = AC, luego AE > AC.

CororARrIO. Desde wn punto A pueden (irarse & un plano
MN infinitas oblicuas iquales.

Describiendo en el plano MN una circunferencia de centro
B, todas las oblicuas tiradas desde A 4 los puntos de la circun—
ferencia son iguales. :

TrorEMA REGIPROCO.

1.> 8% dos oblicuas d Jun plano son iguales, se aparian
tgualmente de la perpendiculur; 2.° si dos oblicuas son desiqua-
les, lo mayor se aparia delaperpendicular mas que la menor [55].



i
i

—

Trorema.  (Fig. 204).

i
324, | Bl luygar geometrico de lodos los puntos del espacio, cadd
uno de los cuales cquidista de los exiremos de una vecla. AB, es
wn plano MN perpendicwlar é esta recta en sw punto medio.
Si unimos un punto D del plano MN con
Fic.204. - el punto O, la recta CD sera perpendicular
4 AB en su punto medio, luego AD = BD.
Ademas, nn punto cualquiera situado fue-
ra del plano MN no ze hallard en minguna
de las perpendiculares que pueden levantar—
se 4 la recta AB por su punto medio €, por-
que todas estas perpendiculares estdn en el
plano MN; luego dicho punto exterior al pla-
no MN no equidistade A y B

TrorEMA. (Sin flgura.) -

325. S0 wn plann B liens ires puntos A, B, C, noen linea
recta, equidislanie cada wno de los exlremos de una reclte dada,
es perpendicular & ésta y la divide en dos paries iguales.

Concibiendo, en efecto, un plano perpendicular a la recta
dada en su punto medic, pasavd por A, By C, luego coincidird
con el b,

ERE. EPlanoes que s¢ compdamn,

Angudos dicdros, planos perpendiculares y oblicuos.

326. Dos planos que se cortan y terminan en la recta inter—
seccion, forman un angulo diedro.
Estos planos sel iman caras del angulo, y la interseceion
arisia.
Un angulo diedro se designa generalmente por cuatro le-
tras, una de cada cara y dos de la arista, debiendo leerse estas
dos en medio. Asi el dngulo de la figura 205 se lée

dng. ABCD 6 dng. DCBA!

-
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Cnando la arista no es comun 4 dos 6 mas
Fra. 205.  4ngulos, basta leer sus dos letras; asi dng. BC.
8 A Dos dngnlos diedros son iguales si colocando

una cara del primero sobre otra del segundo, de
modo que las aristas coincidan, las otras dos ca—-
ras se confunden en una scla. Kn el caso contra=
rio, los diedros son desiguales.

Reciprocamente, si sabiendo que dos diedros
son 1guales, los superponemos de modo que coin-
: cidan dos caras y las aristas, cayendo las otras
dos caras hacia un mismo lado de la cara comun, estas dos tl-
timas se confundiran.

Se suman dos angulos diedros haciendo que coincidan dos
de sus caras y las aristas, de modo que las otras dos caras que-
den 4 uno y otro lado de la cara comun: el diedro que forman
las caras exteriores esla suma de los diedros dados.

La magnitud de un angulo diedro no depende de la extension
de sus caras, sino de la mayor ¢ menor separacion de ellas.

Plano BistcTor de un diedro es un plano que pasa por lu
arista y devide al diedro en dos partes iguales.

Es evidente que todo diedro tiene un plano bisector y so-
lo uno.

Dos planos indefinidos MN, PQ que se cortan (Zig. 206)

forman cuatro angulos diedros MRSP,
Fie, 206. NRSP, MRSQ, NRSQ.

Angulos diedros ADYACENTES son dos
angulos que lienen una cara comun vy
las otras dos en un mismo plano.

Los dngulos MRSP y NRSP son
adyacentes. .

Angulos diedros OPUESTOS POR LA

g  ARISTA son dos éngulos de los que uno
esta formado por las prolongaciones de
las caras del otro. :

MRSP y NRSQ son opuestos por la arista. ;

Un plano es PERPENDICULAR 4 0/70 cuando forma con éste dos
diedros aidyacentes iguales.

Angulo diedro recto es cada uno de los dos dngulos adya-
centes 1guales que forma un plano con otro al que es perpen-
dicular.

Un plano es OBLICUO é otro cuando forma con dste dos diedros
adyacentes desiguales.
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Estos angulos se llaman oblicuos.: :

"Todo plano que encuentra & otro es respecto de éste per-
pendicular u oblicuo.

327. Angulo rectilineo CORRESPONDIENTE A UN DIEDRQ €S e/
dnqgulo que forman dos perpendiculares levantadas & lo arisia -
por el mismo punto, un@ en cada cara.

Si FE y FG son perpendiculares 4 1a arvista BC del diedro
ABCD., el Angulo EFG (Zig. 207) es el rectilineo correspon-
diente al diedro.

Nétese que el plano determinado por el angulo rectilineo

EFG es perpendicular 4 la arista del diedro [315].

.

TrorEMa. (Fligs. 20T y 208).

328. 1.° S dos an, ulos diedros son tguales, Sus rectilineos
correspondientes tamoren SOn iguales. 2.° St dos diedros son
desiguales, al mayor diedro corresponde mayor dngulo rectilineo.

Fia. 207. FiG. 208.
B 3 K
E G N P
A G D H L M

1.> Seanlos diedros iguales BC y KL. Coloco él KL sobre el
BC de modo que la cm‘a?{K coincida con la AB, cayendo la
arista KL sobre la BC y el punto O en F; las caras KM y BD
coincidirdn, por tanto las perpendiculares OP y FG 4 la arista
comun en el mismo punto I y plano BD deberin confundirse,
asi como tambien las ONy FE, perpendiculares 4 BC en el
plan? AB; Inego los dngulos rectilineos E¥G y NOP son
1guales,
®9 o Gea el diedro BC mayor que el KL. Coloco éste sobre
aquel de modo que coincidan las aristas, el punto O con el Fy
1a cara HK con la AB; la recta ON coincidird con Ja FE, pero
la cara KM quedard entre la AB y la BD, por la hip6tesis; las
rectas FE, OP v F( se colocan en un mismo plano perpendicu-
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lar & BC en el panto F [318], y como OP estd en el plano KM
queda situada entre los lados FE, FG del angulo EFG; luego
el angulo NOP es menor que el EFG.

Kscoro. Si los diedros BO y KL son iguales y trazamos
otro angulo.rectilineo ACD correspondiente al diedro BC, serd
EFG =NOP, ACD = NOP, luego EFG = ACD; por tanto,
los angulos rectilineos correspondientes G wn mismo diedro son

1quales.

THOREMA REGIPROGO,

1.° 80 dos angulos rvectilineos correspondientes & dos die-
dros son iguales, los diedros tambien son tguales. 2.° S los
rectilineos son desiquales, el diedro é que corresponde mamyor rec-
telineo es mayor que el olro [55).

TrorEMa. (Lig. 209).

329. 87 wuna recta AB es perpendicular ¢ un plano QR, ¢todo

plano MN que pase por elia sera perpendicular al primero QR.

Trazo en el plano QR la perpendicular

Fia. 209. CD 4 la arista PN en el punto B; como AB

A - tambien es perpendicular @ dicha arista, los

angulos ABC y ABD son los rectilineos cor—

M respondientes & los'diedros MNPQ y MNPR;

: pero ABC = ABD, porque la perpendicular

Q/i N - AB al plano QR loes 4 la r?‘ctadCD que pasa,

¢ or su pié; luego tambien los diedros adya—

L_‘__B__.én (I:)entesMNPQyilNPR soniguales; por consi-

B guiente el plano MN es perpendicular al QR.

Escovto.  Por una recta perpendicular ¢ un plano pasan in-
finitos planos perpendiculares al primero.

N

TrorEMa. (Fig. 209).

330. Por unarecta PN dadaen un plano QR se puede siem—~
pre levantar un plano perpendicular al primero y no se puede
levantar mas que uno. _

1.°> Por un punto B de PN levanto BA perpendicular al pla-
no QR: el plano que determinan PN y BA es perpendicular
al QR. ’ :
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2° [sevidente que cualquier otro plano que levantasemos

~

por la recta PN formaria con el QR dos angulos adyacentes uno

mayor y otro wenor que los adyacentcs iguales MNPQ y

MNPR, luego dicho plano no seria perpendicular al QR.

TrorREMA.

331. Dos dngulos diedros rectos son iguales aungue no Sean
adyacentes. :
Se demuestra este teorema como su analogo del numero 28.
Todo diedro menor que un recto se llama agudo, y todo die-
dro mayor que un recte, se llama 0btuso.

T'EoREMA.

333, La sumt de dos diedros adyacentes ¢s igual d dos die-
dros 7¢stos. ~
Escowto. Si uno de los diedros adyacentes es agudo el otro
serd obtuso, v reciprocamente.
S» llaman DIEDROS CONSECUTIVOS dos diedros que {ienen
la misma ariste, una cara comun ¥ las otras dos caras situadas

@ wno y olro lado de la cara comun.

COROLARIOS.

1.2 La suma de varios diedros consecuiivos formados por
planos que parten de wnn misma recia, de modo que las caras ex-
Tremas estén en un mismo plano, es igual & dos diedros rectos.

9.5 [q suma de varios diedros formados por planos que par-
Jen de una misma recta, dz modo que cada wno Seq cardy comun. @
dos angulos consecutivos es igual & cualro diedros reclos.

3. *S% wno de los cualro angul os formados por. dos planos -
definidos que se corlan, es recto, los demdas tambien Son 7€CL0S;
por consiguiente siun plano es perpendicular @ otro, el sequn-
do tambien serd perpendicwlar al primero.



PP ———

/]
%

— 209 —

El teorema y los corolarios se demuestran como sus and-
logos de los nimeros 30 y 31. Tambien podriamos hacer aqui,
acerca de los angulos diedros, consideraciones analogas 4 las
del numero 32, v decir, en ¢l mismo concepfo alli desenvuelto:
todo dngulo diedro es menor que dos diedros 12¢os. :

333. ~ Angulos dicdros COMPLEMENTARIOS S0 aquellos cuyd
swma es igual ¢ un diedro recto. : : :

Angulos diedros SUPLEMENTARIOS Son agu:l{os cuya Suma. es
igual « dos diedros 7eclos.

Dos diedros adyacentes son suplementarios.

S dos angulos diedros tienen el mismo complemento 6 el mes-
mo suplemento son iguales.

TrOREMA REGIPROCO.

334. S0 dos diedros conseculivos son suplementarios, las ¢a-
ras cxleriores estardn en wn mismo plano.
Demuéstrese como el del ntimero 34.

TrorEMA.

335.  Dos diedros opuestos por la arisia son iguales [36].

TEOREMA.

336. 1.° Los planos biseclores de dos diedros adijacentes son
perpendiculares entre si.2.° Los planos biseclores de dos diedros
opuestos por la arista se confunden en wn solo plano [37].

TrorEMA. ([ig. 210).

337. La razon de dos dngulos diedros es igual & la de sus an~
gulos rectilineos correspondieites.
Tic. 210. Supongamos que los dngulos rec—
AC tilineos ABIS y FGM, correspondien—
< |F tes alos diedros ABCD y FGHL, sean
conmensurables, y que la medida co-
mun se halle contenida cinco veces en
ABE y tres en FGM; tendremos :

ABE '
PCIE T [ed.
14
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* Las rectas que dividen & los angulos rectilineos ABE y EFGM

‘én partes ignales son perpendiculares & las aristas BC yGH,

D

por hallarse situadas en los planos ABE y FGM: luego si por
dichas rectas y las aristas hacemos pasarplanos, el diedro ABCD
quedard dividido en cinco diedros y el FGHL en tres, y estos
ocho diedros tendran por rectilineos correspondientes los en gue
estan divididos ABE y FGM; estos son iguales, luego los ocho
diedros tambien lo scn, y tendremos

ABCD 5

G 41

De las igualdades [¢] y [#] se deduce
ABCD _ ABE ~
FGHL = FGM .
Si los dangulos rectilineos ABE, FGM fuesen inconmensura-

bles, hariamos un razonamiento analogo al de los numeros 73
y 113.

- T'EoREMA.

338. La medida de un dngulo diedro es su angulo plano
correspondionte. :
Sean A y M dos dngulos diedros, ¢ y m sus angulos planos
correspondientes. Tenemos, por el teorema anterior,
A a

M om
Si M es la unidad elegida para medir los angulos diedros,

la relacion serd el valor numeérico del diedro A; si.ademds

M
convenimos en tomar el Angulo plano m para unidad de an-

o o5 5
gulos planos, la relacion — serd el valor numérico de «; luego

wn angulo diedro y.su rectilineo correspondiente tienen el mismo
valor numérico, siempre que convengamos en elegir para unidad
de angulos planos el currespondiente @ la unidad de dngulos die-
dros; por lo tanto pare medir un dngulo diedro se mide su dn—
gulo plano corresponaiente.

S S Tt 4 T MR T

:
G
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En este sentido debe entenderse ¢l enunciado del teorema.

Al dngulo diedro recto corresponde el angulo plano recto

v reciprocamente, porque si los diedros adyacentes MNPQ y
e MNPR (f#ig. 211) son rectos, y por tanto
T1G. 211. iguales, log rectilineos ABC y ABD tambien

i/ seran iguales y por tanto rectos, y recipro-
7 camente. Siendo la unidad de angules planos
il el angulo recto, la unidad de diedros serd el
diedro recto. ste se divide como aquel en 90
(] N grados, cada grado en 60 minutos y cada mi-
o /., nuto en 60 segundos.

/s VEE T Si un dngulo plano vale, por ejemplo,
B R 958 el diedro correspondiente valdrd tam-

bien 25°48'. . :

TroreMa. (Fig. 211).

339. 8% dos plunos MN, QR son perpendiculares entlre si, y
en uno de ellos MN se raza una recta perpendicwlar ¢ la inter—
seccion NP, dicha recla AB serd perpendicular al otro plano QR.

Trazando por B en el plano QR una perpendicular CD 4
NP se formaran los angulos rectilineos ABC, ABD eorrespon—
dientes 4 los diedros MNPQ y MNPR; pero estos son rectos por
hipétesis, luego los ABC y ABD tambien lo sen, es decir, ta
recta AB esperpendicular a CD, y como se supone que lo es
tambien & PN, dicha recta AB serd perpendicular al plano QR.

TEOREMA REGIPROCO.

340. S%dos planos MN, QR son perpendiculares enire si,
todn perpendiculnr a wno de ellos QR trazade por wn punio B de
la inierseccion estw situada en el otro plano. :

Por el punto B levanto en el pleno MN una perpendicular
AB & la interseccion NP. Segun el teorema directo, AB es per-
pendicular al plano QR, por consiguiente cualquiera otra per—
pendicular al mismo plano en el punto B coincidird con AB
[320, 2.%], y estara, por tanto, situada en el plano MN.
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TeorEMA. ([fig.s 212).

Fra. 212. 341. 5% dos planos:PQ, RS son perpendi-
p.B AR culares @ wn tercero MN, sw inlerseccion AB
tambien lo es.

Si en el punto A comun & los tres planos
ce levanta una perpendicular al MN, estara
situada en el plano PQ y en el RS [340], lue-
2o coincidird con la interseccion AB.

TROREMA.

349, Por una recta oblicua 6 paralela ¢ wn plano pasa siem—
pre otro perpendicular al prinero, y solo pasa uwno.

1.° Bajando una recta perpendicular al plano dado desde un
punto de la recta dada, el plano que las dos determinan serd
perpendicular al dado [329].

9.° Si por la recta dada pasasen dos planos perpendicula—

res, la interzeccion de éstos, que es la recta dada, seria perpen-

dicular al plano dado, lo que es contrario a la hipétesis.

Escorro. Del teorema anterior y del [330] se deduce: un pla-
no esla determinado por wna reela y la condicion de ser perpen-
dicwlar & otro plano no perpendicular @ la recta.

TEOREMA.

343. Il lngar geométrico de los puntos interiores d un angulo
diedro y equidistantes de sus caras, es el plano biseclor de dicho
angulo.

Si por un punto del plano bisector trazamos un plano per- -

pendicular & la arista del diedro, las intersecciones con las ca-
ras de éste formaran el rectilineo correspondiente al diedro
[315], y la interseceion con el plano bisector sera la bisectiiz
del angulo rectilineo [328, 1.°]; las distancias del punto dado &
los lados de este angulo son 4 la vez distancias del mismo pun-—
to & las caras del diedro [339]: y como las primeras son igua-
les, tambien lo son las segundas. »

De un modo analogo se demuestra que un punto interior al
diedro, tomado fuera del plano bisector, no equidista de las
caras del diedro.

_ p—
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IV.—Rectas paralclas entree si, y paralelas al plano.
TrorEMA. (F7y. 213).

344.  Dos reclas AB y CD perpendiculares ¢ wn plano MN
son paralelas entre si.
Las rectas AB y CD no pueden encontrar-
FiG. 213. se, de lo contrario pasarian dos perpendicu—
lares al plano MN por el punto de encuentro,
lo que es imposible [320, 2.°].

Demostremos ahora que AB y CD estdn en
el mismo plano ;

Uno los piés B y D de las perpendiculares,
trazo por 1) en el plano MN una perpendicu—
lar BE & la BD, y uno el punto D con un

-punto cualquiera A de la AB. La recta de
union A D es perpendicular & KF [319],y como
€D es perpendicular al plano MN, lo es a BF que pasa por su
pie; luego las rectas BD, AD y CD, perpendiculares a EF en el
punto D, estin en un mismo plano; pero AB tiene dos puntos
A v B en este plano, por consiguiente se halla contenida en ¢l

Segun esto, AB y CD estin en el mismo plano, ycomo no

pueden encontrarse, son paralelas.

TEoREMA RECIPROGO.

345. Sidos rectas AB y CD son paralelas, ¢odo plano MN
perpendicular & una de ellas AB es lambicn perpendicular ¢ la
otra CD. :

Si CD fuese oblicua al plano M N, trazando desde un punto
cualquiera de CD una perpendicular al plano, esta perpendicu-
lar seria paralela & AB, y tendriamos por un punts dos para-
lelas & AB, lo que es imposible. : i

Coronario. Dos rectas By C paralelas en el espacio ¢ una
tercera A, son paralelas entie Si.

Trazando un plano perpendicular & la recta A, lo sera tam-
bien & B y C; siendo B y C perpendiculares & un mismo plano
seran paralelas entre si. : :

Escorio. La anterior proposicion puede enunciarse asi: S%
dos rectas A y B son paralelas, loda vecta C pavalelo @ la pri-
mera es paralela a la segunda. s
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346, PRrovrccion de wn punto sobre wn plano es el pié de la
perpendicular bajada desde el punto @l nbano. ‘
PROYECCION de una l[ineq recla 6 curva sobre wm plano, es
otra linea formada por las proyecciones de los diferentes punlos
de Lo primera.

TrorEM:.  ([ffig. 214).

: tL“ proyeccion de unw recta AB sobre un plano MN es otra
recta.
Las perpendiculares A¢, Bo, Ce etc. al pla-

Eig. 214. no MN bajadas desde los distintos puntos de
g AB, son paralelas entre si, y engendran por
A% consiguiente un plano [313], cuya intersec—
pis cion con €l MN es evidentemente la proyec—

N cion de la recta AB sobre este ultimo, luego
la proyeccion es una linea recta. 1

347. Elplano ABab que contiene las per—
: pendiculares bajadas 4 MN desde los puntos
de AB, se llama plano proyectante de esta recta, y el MN plano
de proyeccion. : .

El plano proyectante de una recta esta determinado por la

recta y una de las perpendiculares al plano de proyeccion, y es
perpendicular & este 0ltimo [329].

o [y

PNl
[}
o

=

TrorEMA. (Fig. 21D).
348. A dngulo que forma wnw oblicva AB & un plano MN

con su proyeccion sobre el mismo, es el menor de cuantos puede -

formar dicha oblicua con las rectas que pasan por S pié en el
plano dado. :

: Desde un punto cualquiera A de la recta

Fic. 215. AB bajo la perpendicular AC al plano MN;

' A y estara determinada la.proyeccion BC de AB

f sobre el plano MN; trazo en este plano ¢ira

/ recta cualquiera BD que pase por B, y tomo

BD — BC: uno por ultimo A con D. Los tri-

angulos ABC y ABD tienen dos lados respec—

tivaniente iguales, pero el tercer lado AC del

. ‘M - primero es menor que el fercer lado AD del

segundo, por ser AC perpendiculary Al oblicua, luego el an-

gulo ABC es menor que el ABD, - :

-

N
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Esconto. En virtud de este teorema se /ama angulo de una
recta y wn plano el dngwlo que forma Lo recta con Si proyeccion
sobre el plano.

349.  Una recta y un plano son paralelos cuando no e en—
cuentran por mas que se prolonguen.

'I'EorEMA. (Flig. 216 ).

Fig. 216. 350. S% wna recta AR exterior ¢ un plano
MN es paralela a oira CD situade en él, la
primera AB es paralela ol plano.

Las paralelas AB y CD estan situadas en
un plano, que no tiene m4s puntos comunes
con el MN que los de la interseccion CD: pero
AB no puede encontrar a CD, luego tampoco
podra encontrar al plano MN.

TrorEMA. (Fig. 216).

351. 87 por wna rectw AB paralele 4 un plano MN se hace
pasar otro que corte al primero, la snterseccion CD de cslos dos
es paralela ¢ la recta AB. :

Las rectas AB y CD estan en un plano; ademas si AB en-
contrase 4 CD encontraria al plano MN, y siendo esto imposi-
ble, AB y CD son paralelas.

(CoROLARIOS.

1.° 8% una recta AB es paralela o wn plano MN, toda para-
lela CD a dicha recta, trazada por un punio C del plano, esta
conlenida en ésle- :
La interseccion del plano que determinan las paralelas AB
v CD con el plano MN es una paralela & AB por el punto C,
luego se confunde con CD.
2.0 Lainterseccion de dos planos que pasan por dos reclas
paralelas A y B, es olra recla paralely @ las primeras. .
La recta A es paralela al plano que pasa por la B [350]; lue~
go la interseccion del plano que pasa por aquella recta con este
plano es paralela 41a A, y siéndolo 4 Ia A lo es tambien 4 la B.
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‘TmorBMA.. (Fig. 217).

339, Siuna recta AB es parvalela & dos
planos MN, PQ que se corian, ¢s paralela ¢
sw interseccion QN.

Tirando por un punto Q de la intersec—
cion una paralela a la recta AB, dicha pa—
ralela debe estar contenida en los dos pla—
nos, luego se confund:ra con la intersec—
cion QN de los mismos, por ‘consiguiente
AB es paralela 4 QN. :

Trorema. (Fig. 216).

353. Las parfes AC, BD de rectas paralelas comprendidas

entre wn plano MN 7 una recla AB paralela @ ¢, son iquales.
El plano que determinan las paralelas AC 7y BD pasa por

AB, luego su inter:eccion CD con el MN es paralela & AB; re-
sulta, pues, que la tigura ABDC es un paralelégramo, luego
AU —B;

Coronario. S5 wna recta es paralele d un plano, lodos 108
pumitos de la recta equidistan del plano.

W.—Planos paraicles.

354. Se llaman PLANOS PARALELOS [0S que 10 se encueniran
POT MAS que S¢ Prolonguci.

TROREMA.

355.  Dos planos perpendiculares 4 wna misma recta son para:

lelos. .

Pues si llegaran 4 encontrarse, tendriamos desde un punto
cnalquiera de la recta interseccion dos planos perpendiculares
4 una recta, lo que ¢s imposible [317, 2.%]. :

i e ek ca AR
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TrorEMA. (Fig. 218).

356. Kl lugar geométrico de todas lus paralelas @ wn_plano
MN frazadas por un punto A, es un plano paralelo al MN gy que
pasa por A. :

; Sea AC una de las paralelas al plano MNj
Irc, 218. bajo desde A una perpendicular & este plano,
A & imagino por BAC otro plano que cortara al
MN segun una recta BD paralela & AC [351].
Siendo AB perpendicular al plano MN, y por
tanto, 4 la recta BD, es tambien perpendicu-

0 ﬁ lar 4 la AC; luego todas las paralelas al pla—
=)

no MN trazadas por A son perpendiculares &

B wm la recta AB, por consiguiente su lugar geo-

: métrico es un plano perpendicular a la recta
AB y paralelo, por tanto, al MN.

COROLARIOS.

1.5  Un plano es paralelo @ otro cuando el primero contiene dos
rectas que se cortan paralelas al segundo. e
Pugsto que dichas rectas determinan un plano paralelo al
segundo. :
%." S dos planos son paralelos, loda recta que corte al Pri=-
mera, cortard tambien al sequndo. _
Porque si la recta fuese paralela al segundo plano, como
tiene un punto en el primero, se hallaria contenida en éste, lo
que es contrario al supuesto. |
3.° i dos planos A y B son paralelos, todo plano C que corte
al primero, cortard lambien al segundo.
Trazando en el plano C una recta que corte al plano A, esta
recta cortard al B; luego el plano C, que pasa por ella, tambien
cortara al B.

TrEOREMA.

357, Las intersecciones de dos planos paralelos con wn (ercer

plano son paralélas.

Puesto que estan situadas en el plano secante y no pueden
encontrarse, aunque se prolonguen, por hallarse tambien en
dos planos paralelos. :
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TrorEM. (Fig. 219).

Fia.219. - 358. 8% dos planos MN, PQ son paralelos,
N lodabpea'pendicular L?B @ Zmo (foellos MN es
7 E / lambien perpendicular aloiro PQ.
A<c / Si por AB hacemos pasar dos planos CABD
M vy EABF lasintersecciones AC y BD seran pa-

ralelas, asi como tambien las AK y BF; pero
Q s AB es perpendicular & las rectas AC yz?E
» [315], luego tambien es perpendicular & las
g <D p BDy BF,D); por consiguiente al plano PQ.

(COROLARIOS.

1.°  Por un punto A exterior @ un plano PQ no puede pasar
mas que un plano MN paralelo al primero.

Bajando la perpendicular AB al plano PQ, todo plano para-
lelo 4 éste, que pase por A, es perpendicular & AB y se con-
funde con MN.

- 2.°  Dos planos paralelos @ wn tercero son paralelos entre si.

Pues si se encontraran, pasarian por cada punto de lain-
terseccion dos planos paralelos al tercero, lo que es imposible.

Trokema. (Fig. 219).

359. 8% dos plancs MN y PQ son paralelos, todo plano EABF
perpendicular @ uno de ellos MN es perpendicwlar al otro PQ.
‘Trazando en el plano KABF una recta AB perpendicular &
AE, serd perpendicular al plano MN [339]: y siendo AB per--
endicular al plano MN lo es tambien al PQ; luego el plano
ABF, que pasa por AB, es perpendicular al PQ [329]. -



TroREMA. (Fig. 220).

350. - Si dos angulos situados en diferentes planos tienen Sus
lados paralelos: 1.° son iquales ¢ suplementarios; 2.° los planos
que determinan son paralelos. ges :

[En efecto: tomo BC = EE, BA = ED,
Fic. 220. ° 1y trazo las recfas BE, AD, CE, AC y DF.
Siendo BC igual y paralela 4 KF, la figura
BCFE es un paralelogramo, luego CE serd
igual y paralela 4 BE;del mismo modo se de-
muestra que AD es igual y paralela 4 BE;
giendo las rectas CF y AD iguales y paralelas
4 BE soniguales y paralelas entre si, luego
la figura ACKD es un paralel6gramo, porcon-
sigcuiente AC=DF. Vemos, pues, que los tri-
angulos ABC y DEF tienen sus tres lados
respectivamente iguales, luego son iguales, por tanto dng.ABC
= ang. DEF. ] ;

m =] 2
>

- o
'"‘{'"“""% _

o
«Q

Silos lados paralelos tuviesen direcciones opuestas, 6 dos

de ellos tuviesen direcciones opuestas y los otros la misma di-
1'ec(:10no, imitariamos la demostracion del numero 66, casos
Ao yi3 o i 5

2.° Siendo AB y BC paralelas 4 ED y EF respectivamente,
son paralelas al plano DEF [350], luegc el plano ABC tambien
es paralelo al DEF [356, cor. 1.°].

Tromems. (Lig. 221).

Tie. 221, 361. Las proyecciones de dos rectas pa-.

. h ralelas AB y CD sobre un wmismo plano

A t-p MN, sonparalelas. .
2 it = Los planos proyectantes BAa y DCe
L son paralelos, por ser AB paralela & CD

@b y cd-que son las intersecciones de . di-

‘ cion, son paralelas.
Escorio. El reciproco no es cierto.

v Agparalela & Ce; luego las proyecciones

chos planos paralelos con el .de proyec— .
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Trorema. (Fig. 222).

362. Las proyecciones de dos reelas AB y CD perpendicula-
res entie st sobre un plano MN paralelo ¢ una de ¢llas CD, son
perpendiculares entre si.

La recta CD'y su proyeccion cd

I'ig. 222. con paralelas [351], la ¢d es perpen-

dicular 4 Bj, luego CD es_tambien

perpendicular & B/; comoademas

CD es perpendicular, por hipétesis,

4 AB, sera perpendicular al plano

ABba; por consiguiente cd tambien

es perpendicular & este plano [345],

y por lo tanto 4 la recta @) que pasa
por su pie.

‘Escorio. Sienlugar dela para-
lela CD al plano MN tuviéramos una recta cd trazada en el
plano y una perpendicular A4 & ¢d, el teorema se verificaria
1gualmente. Fu efecto: levantando 4B perpendicular al plane
MN, y paralela por cousiguiente & ad, s¢ ve que ¢4 es perpen—
dicular al plano de las paralelas, por serlo & las rectas 4\ y 4B;
lnego cd es perpendicular tambien 4 ad.

TEOREMA RECIPROGO.

363. Sidas proyecciones de dos rectus AB y CD sobre wn pla-
no MN paralelo @ una de ellas €D son perpendiculares entre st,
das rectas AB y CD tambien son perpendiculares entre si.

Siendo ed perpendicular 4 b y B), es perpendicular al plano
ABdg; luego su paralela CD tambien serd perpendicular al
mismo plane, y por consiguiente 4 la recta AB.

Esconio. El teorema de las tres perpendiculares [319] pue-
de mirarse como un caso particular de este recipraco: el caso
en que la recta CD esta situada enel plano MN confundién-
dose con su proyeceion c4.
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TrorgMa. ([hg. 223).

364. 82 una recta AB es perpendicwlar @ un plano MN, &7@
proyeccion ab sobre otro plano PQ que coréa al primero es per-
pendicular a la traza NR del plano MN con el de proyeccion.

Fig. 223.

El plano proyectante ABab es
perpendicular al de proyeccion PQ

[347], y tambien al MN, pnesto que

v basapor AB, luego es perpendicu-

B lar &4 la interseccion NR de estos
dos planos [341]; siendo NR per-

pendicular al plano ABad, lo es 4
¢ la recta @b que pasa por su pié, lo
cual debiamos demostrar,

TrorEMa. (Fig. 224).

365. Sidos plano

& paralelos Py Q se corlan por un tercer

plano R: 1.° los angulos diedros allernos son iguales; 2.° los Gn-
gulos diedros correspondientes son iguales; 3.° dos angulos die~
dros internos o dos externos del mismo lado del plano secante

son suplementarios.

Fia. 224.

Trazo un plano perpendicular 4 la in-
terseccion 1L por un punto G; dicho plano
sera tambien perpendicular a la otra inter-
seccion MN. puesto que [y NN deben ser
paralelas [357]. g

Sean AB, CD y EE las intersecciones:
del plano perpendicular a Il con les tres
planos propuestos. La recta IL es perpen-
diculara AB y EF [315], la MN es perpen-
dicular & EF v CD; luego los cuatro én-
gulos rectilineos que forman AB y EF al-

~ rededor del punto G son correspondientes

4 los cuatro diedros que forman los planos:
Py R alrededor de IL;y los cuatro én-
gulos rectilineos que forman EF y CD al-

- rededor de H son correspondientes a los cuatro diedros que
- hay alrededor de MN: por lo tanto les ocho diedros que forman
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los planos P y Q con el plano secante R tienen igual medida
que los ocho rectilineos formados por las rectas AB, CD y la
secante EF; perolasrectas AB y CD son' paralelas, luego los
angulos rectilineos alternos son iguales, los correspondientes
son iguales, los'internos 6 externos del misnty lado de la se-
cante son suplementarios [63]; nor consiguicnte existiran igua-

les relaciones entre los diedros, lo cual debiamos demostrar::

TrorEMS .

366. Dos angulos diedros cuyos planos son vespectivamente
paralelos son iguales ¢ suplemeniarios.
- Se demuestra como su andlogo de la geometria plana [66].

Trorgma. (Fig. 225).

367. Las partes AB, CD de rectas paralelas comprendidas
entr: dos planos paralelos MN, PQ son dguales.
i El plano que determinan AB y CD corta

Erg. 225. 4 los planos MN y PQ segun dos rectas para—
n——— - lelas AC y BD, luego la figura ACDB esun
A y paralel6gramo, por consiguiente AB = CD.

M CoroLARrI0. 8% dos planos son paralelos,

todos los puntos de wuno de ellos ejuidistan
del otro. :

TeoRgMA. ([Hg. 226).

368. Zres planos paralelos M, N, P divi-
den a4 dos rectas cualesquiera AB y CD en
partes proporcionales.

Si AB y CD estuvieran en un mismo plano,
éste cortariad los dados segun las rectas pa—
ralelas AC, EG y BD que dividirian 4 las rec-
tas dadas en partes proporcionales [73].

‘Supongamos que AB y CD no estén en un
mismo plano.

Trazola recta AD. El plano BAD corta 4
los N y P segun dos paralelas EF y BD;




|
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v el plano ADC corta 4 los M y N segun lags paralelas AC
v FG; luego
i e A B
BB HDy . P GD o HB = GD
CoroLario. Dos planos paralelos dividen @ varias rectas que
parien de wn mismo punlo en paries Proporcionales.

Vi.—Angulos poliedros.

369. Tres 6 mas angnlos rectilineos AVB, BVC, CVD.....
(Fig. 221) que ticnen el mismo vertice V y
Fie. 227. cada dos consecutivos un lado comun, y se

un angulo poliedro.

El ‘vértice comun V se llama oér#ice del
angulo voliedro, los angulos planos AVB,
BVC, CVD se llaman caras, y 1as rectas VA,
VB, VO... aristas. :

Cada dos caras consecutivas, AVB y BVC
por ejemplo, forman un éngulo diedro VB 6
AVBC, y el 4angulo poliedro tiene tantos dngulos diedros como
caras.

Un angulo poliedro se designa por la letra de su vértice, 6
por ésta seguida de una de cada arista; asi, angulo poliedro Vi
6 4ngulo poliedro VABCD. _

Todas las aristas de un 4ngulo poliedro se pueden cortar por
un plano; porque si concebimos por V un plano que no pase
por ninguna arista del 4ngulo, otro plano paralelo al primero
encontrara & todas las aristas, toda vez que éstas cortando al
primer plano en V tienen qae cortar 4 su paralelo [356, con.2.°].

Un 4ngulo poliedro se llama conwvexo si cortdndole por un
plano que encuentre &4 todas las aristas resulta un poligono
convexo. 5 e

Nosotros solo trataremos de los angulos poliedros convexos.

Angulo (7iedro es el dngulo poliedro que consta de ftres
caras. :

Un 4ngulo triedro tiene seis elementos: tres carasy tres
angulos diedros.

v hallan situados en planos diferentes, forman
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TrorEMA. (Lig. 228).

370.  Una<cara cualquiera de wn tricdro es: 1.° menor que la
suma de las otras dos; 2.° mayor que sw diferencia.

1.° Sea el triedro VABC, y su cara

Fig. 223. mayor AVC. Formemos en esta cara un
dngulo AVD = AVB, fomemos dos lon-
gitudes iguales VD y VB, porel punto D
tracemos una recta que corte a las aristas
VA yVC,y unamos B con los puntos A y C.

Los tridngulos AVD y AVB son igua-
les, por tener dos lados iguales ¢ igual el
angulo comprendido, luego AD = AB.
En el triangulo ABC tenemos

‘AC 6 -AD - DC< AB - BG;

suprimiendo AD en el primer miembro y su igual AB en el se-
%undo, queda DC << BC; segun esto, los triangulos DVC y

V.C tienen dos lados respectivamente iguales, pero el lado
- DO es menor. que BC, luego

ang: DVC < dng. BVC;
aumentando el primer miembro de esta designaldad en el dn-
gulo AVD, y el segundo miembro en el angalo igual AVB, re-
sulta por ultimo

AVC < BVC | AVB.

. Hemos demostrado esta primera parte del teorema para la
cara mayor, porque para las no mayores es evidente.
2.° De la desigualdad AVC << BVC - AVB se deduce

AVC —BVC < AVB 6 AVB>AVC— BVC.
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TeorEMA. (Fig, 228).

371. La swma dz todos los dngulos planos de un éungulo po-
Uiedro convero es menor que cunlro aagulos reclos.
Sea V un angulo poliedro convexo, com-
Fia. 228, puesto de n caras AVB, BVC ete. cuya
suma representaremos por S.
Cortando todas las aristas del angulo
~ poliedro V por un plano, la interseccion es
un polizono ccnvexo de n lados ABCD...
Los triedros formados en B, O, D etc. nos
dan [370, 1.7]
VBA 4+ VBC > ABC
VCB - VCD > BCD
VDC ++ VDE > CDE

5
et

Sumando estas desigualdades, veremos que la suma de los
primeros miembros contiene los dngulos en la base de los »
triangulos cuyo vértice comun es V; pero la suma de todos los
angulos de estos triangulos es 2Ru, y los en el vértice valen S,
luego los en la base, 6 sea la suma de 1as primeros mienibros
de las desigualdades, sera 2Rz — S; en cuanto 4 los segundos
miembros son los angulos de! poligono convexo ABCD..., que
valen 2Rn — 4R; luego :

9l S 2Ry AR,
de donde S < 4R.

372. Dos &ngulos triedros son suplementarios cuando los 4n-
gulos planos de cada uno son suplementos de los angulos die-
dros del otro.

Lema. (Flig. 229).

S desde wn punto O inferior ¢ un dngulo diedro MNPQ se
bajan dos perpendiculares OA, OB a sus caras, el angulo de es-
tas perpendiculares es suplemento del diedro.

Supongamos que los piés de las perpendiculares caigan en
las mismas cares del diedro, y no en sus prolongaciones. El
plano que determinan las rectas OA y OB corta 4 la aris-
ta N’ en un punto C, y 4 las caras segun las rectas AC y BC;
ademas dicho plano es perpendicular al MP y al P’Q, pues-
to que pasa por las rectas OA y OB [329], 6 lo lgu(:es igual,
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los planos MP y PQ son perpendiculares al AOBC, luego la
interseccion NP de los primeres es perpendicular al plano
AQOBC [341], y por consiguiente & las
rectas AC y BC que pasan porel pié ©C
de dicha perpendicular; vemos, pues,
que el angulo ACB es el rectilineo
correspondiente al diedro MNPQ.

Ahora, en el cuadrilatero OACB
los angulos A y B son rectos, luego
la suma de los otros dos O v ACB vale
dos duguleos rectos, esto es, los 4n-—
gulos O y ACB son suplementarios, que es lo que debiamos
demostrar. ; ?

Si los piés de las perpendiculares OA y OB cayesen en las
prolongaciones de las caras, elegiriamos un punto O’ interior
al diedro, tal que las perpendiculares bajadas desde él cayescn
en las mismas caras: el angulo O’ de estas perpendiculares
seria igual al O, por tener sus lados paralelos 4 los de éste, y
en la misma direccion, y como ' seria suplemento del diedro,
suigual O estaria en el mismo caso.

Kie. 229.

TEorEMA. (Fig. 230).

373. A4 todo angulo triedro corresponde otro dngulo triedro
Suplementario. :

Sea el angulo trviedro V. Es evidente
que siempre podra elegirse en lo interior
de este angulo un punto V', tal que si des-
de ¢l se bajan las perpendiculares V'A’,
V'B’, V'C'*4 las caras BVC, AVC, AVB, el
punto V quede en lo interior del triedro V'
formado por las perpendiculares.

Ahora bien, siendo V'A’ y V'B’ perpen-
diculares a las caras BVC, AV.C del diedro
VC, el angulo plano A'V'B’ es suplemento
del diedro VC [Zema]; por igual razon el
. angulo plano B'V'C’ es suplemento del die-
dro VA, y A’V'C’ del VB.

El plano A"V'B'’ es perpendicular al AVC y al BVC, pues
pasa por las rectas V'B’ y V'A’, luego la arista VC es perpendi-
cular al plano A"V'B' [341]. Del mismo modo se demuestra que
las aristas VA y VB son perpendiculares 4 los planos B’ V¢ y

Fia. 230.
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C'V'A’. Por congiguiente los 4ngulos planos AVC, AVB y BVC
son suplementos respectivos de los diedros V/B', V/C'y VIA".
Queda, pues, demostrado que los triedros V. y V' son su-
plementarios. :

TEOREMA.

374. La suma de los dnguwlos diedros de un triedro es mayor
que dos 1eclos y menor que seis. :
Sean A, B, C los angulos diedros del triedro propuesto. Su-
pongamos formado el triedro suplementario, y sean &', &/, ¢ sus
dngulos planos, suplementos respectivos de A, B, C.

‘Tenemos —9R—a,B=2R—0¥, C=2R —¢;
sumando ordenadamente estas igualdades sera

AL BLC=6R-—-(¢ 06 | cj
pero la suma @' - 4’ 4 ¢’ de los anoulos planos de un triedro
es menor que 4R [371], luego A+ B - C > 2R.

Es evidente que la suma A -+ B 4 C es menor que seis rec-
tos, puesto que cada uno de los tres angulos es menor que dos
rectos.

Esconto. Un angulo triedro puede tener uno, dos y hasta
tres angulos diedros rectos, llamandose en cada caso respecti-
vamente zectangulo, birectanguio 6 trirectingulo.

375. Angulos TRIEDROS SIMETRICOS son ios ¢riedros de los
que uno s¢ formu prolongando las aristas del otro.

TrorEMA. (Fig. 231).

Frg. 231. Dos dngulos (riedros simdtricos VABC,
VDER tienen sus dngulos planos y diedros res-
D peclivamente iguales, pero en general no pueden
COInNeCiar.
Los dngulos planos AVB, BVC, AVC son
iguales respectivamente 4 sus opuestos por el
V vertice DVE, EVEF, DVFE; y los angulos die-
dros VA, VB. VC son iguales & susopuestos
porlaarista VD, VE. VF.
_ Supongamos, ahora. cue los tres angulos
A ¢ diedros del triedro VABC sean desiguales, ¥y
B demostremos que en este caso general los trie-
dros simétricos no pueden coincidir,

Tt

Ay
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Si hacemos girar el triedro VFED alrededor del punto V,
de niodo que la cara FVD reshale en el mismo

Fig. 231. plano en que se encuentra hasta que VD co-
< £ incida con VA y VF con VC, la arista VI
: AD v CF, mientras que VB esta delante del

: misn:o plano, luegolos triedros no coincidiran.

i Si el triedro VEED gira de modo que la

v cara FVD se separe del plano en que se en-
con VO, la cara FVE no coincidira con la

AVB, porque siendo los anguloes diedros VO

\ cuentra hasta que VF coincida con VA y VD.

A C vy VA desiguales y VC= VF, los diedros VF
B y VA son tambien desiguales.

Como no podemos intentar la superposicion de 10s triedros
por otro medio, queda demostrado que no coinciden.

Caso particular. Si dos angulos diedros VA, VC de uno
de los triedros simétricos son squales, los triedros Son super-
pontbles. En efecto: de las igualdades VA =VC, VC= VF,

se deduce VA = VF: por cousiguniente haciendo coincidir la:

cara FVD con su igusl AVC, de modo que las sristas VE y VB
caigan hécia el mismo lado del plano AVC, el plano FVE caers
sobre el AVB; igualinente, de VA = VC, VA = VD se deduce
VC = VD, luego el plano KV D caera sobre el BVC; por consi-
guiente la arista VE, comun 4 los planos FVE y EVD, coinci-
dira con la VB, comun 4 los planos AVB y BVC,

TEoOREMA.

376. St un dngulo triedro tiene dos dngulos diedros iquales,
los amgulos planos opuestos son iquales; y st tiene dos angulos
diedros desiguales, & mayor dugulo diedro se opone mayor an—
gulo plano.

1. Supongamos que los angulos diedros VA y VC del trie-
dro VABC (#ig. 231, sean igaales. Construyo el triedro VEED
simétrico del propuesto; segun hemos visto en el teorema an-
terior, caso particular, el triedro VFED puede coincidir con el
%%gc, luego FVE = AVB, pero FYE =BVC, luego AVB=

D  permanecera detras del }z;ano que determinan
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2.° Supongamos que los angulos diedros VA y VC del trie-
“dro VABOC (Zig.232) sean desiguales, y gue
Fia. 232. VO > VA. Porla arista VO del mayor trazo
un plano DV, quie form : con la cara AVC un
angulo dicdro DVCA igual al menor VA; sea
VD la interseccion de este plano con la cara
AVB. Segun la primera sarte del teorema, en
el triedro VADC sera )VOC =AVD. En el
triedro VDBC tenemos

DVC -+ DVE > BVC,
luego, sustituyendo DVC por su igual AV'D,
AVD--DVB > BVC 6 bien AVB > BVC.

TEoREMA REGIPROCO.

371. 87 wn dngulo triedro licne dos caras wguales, los dn—
gulos diedros opuesios son iguales; y si tieie dos caras desigua-
les, & la cara mayor se opone mayor dngulo diedro [55].

TrorEMA. (Flig. 233).

378. Dos angulos triedros V y V' son iyuales cuando lienen
una cara iqual AVC = A'V'C' adyacente « dos angulos diedros
respectivamente iquales ¢ iqualmente dispuestos VA = V'A’,

et

SVE = Vi@
o Coloco el triedro V' sobre el V de mo-
Fie. 233. do que la cara A'V'C’ coincida con AVC,
v v/ v que las aristas V/B’ y VB caigan hécia
el mismo lado del nlano AVC: el plano
de la cara A’'V'B’ caera sobre el de la
AVB, por ser ignales los angulos diedros

/' V'A'y VA, yel delacara B'V'C' caera
A pY sobre el dela BVC por analoga razon,
A B . g/ luego la arista V'B’, comun 4 los planos

A'V'B’ y B'V'C’, debera estar 4 la vezen
los planos AVB y BVC, para lo cual tiene que coincidir con
VB; por consiguiente los triedros son iguales.
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TrorEMA. (Fig. 233).

379. Dos dngulos triedros N y V' son iguales cuando tie~
nen dos caras respectivamente iguales ¢ iqualmente dispuestas
AVB = A'V'B, AVZ = A'V'C, ¢ igual el dngulo diedro com—
prendido VA = V'A’".

Coloco el triedro V’ sobre el V, de modo que la cara A'V'C
coincida con la AVC y que las avistas V'B’ y VB caigan hécia
el mismo lado del plino AV(: el plano de la cara A'V'B’ caera
sobre e] de la AV B, or ser iguales los diedros V'A'y VA, y la
arista V'B’ coincidiva con la VB, por ser iguales los angules
planos A'V'B! y AVD3; luego los triedros seran iguales.

Trorema. (Fig. 234).

380. Dos angulos triedros V y V' son iguales cuando tienen
sus ires caras respectivamente iguales é iqualmente dispuestas
AVB — A'V'B,, AVE — A'V'E, BV.C = B.V.C.

En las aristas de los triedros to-
Fic. 234 mo las longitudes iguales VA, VB,
SRV V¢, V'AY, V'B, V'C', y formo los
triangulos ABC y A'B'C’. Los tri-
dangulos VAB, VAC, VBC son igua-
les respectivamentea V'A'B', V'A'CY,
V/B!C’, por tener dos lados iguales
é igual el angulo comprendido, lue-
00 AB—=A'B"  AC=A'C/, BC=B'C,,
por tanto los tridangulos ABC y
A’B'C’ son iguales.
Desde el vértice V bajo la perpendicular VD al plano ABC:
el pié D de esta perpendicular debe equidistar de los pantos
A, By C, pues VA, VB y VC son oblicuas iguales, luego D es

_el centro del circulo circunscrito al triangulo ABC. Ademas

los tridngulos AVD, A’V'D)' son iguales, porque son rectan—
gulos en D y D', y tienen VA =V'A’, por construceion, y AD=
A'D', por serradios de circulos iguales; luego VD = VD"

Coloco ahora el triangulo A’B'C’ sobre el ABC: el punto D'
caera sobre D, v la perpendicular D'V’ seguira la direccion DV,
yeomo V'D'= VD, el punto V' coincidird con V, por consi-
guiente los triedros seran iguales,
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TrorEMA.

381.  Dos dngulos triedros son iguales cuando lienen sus tres
dangulos dicdros respectivamente iguales ¢ igualmente Lispuesios.

Sean V y V' los triedros propuestos, T y T sus triedros su-
plementarios.

Siendo iguales los angulos diedros de los triedros propues—
tos, tambien seran iguales los &ngulos planos de los tricdros
suplementarios; luego los triedros T y 1* son igualcs [380], ¥
tienen por tanto iguales sus angulos diedros. Siendo iguales
los angulos diedros de Ty T/, tambicn serdn igualeslos an-
gulos planos de los triedros suplementarios V y V', luego estos
triedros son 1iguales [380]. -

382. Esconio. En todos los casos de igualdad de triedros
hemos supuesto que los elementos respectivamente iguales es-
taban igualmente dispuestos. Si esta condicion no se verifica,
los triedros propuestos solo son simetricos.

Para demostrarlo fijémonos en el

Fia. 2335. primer caso. Sean VABC, V'A'B/C’

£ (flg. 235) dos angulos triedros que

E 7o - tienen una cara igual AVC=A'V'C’
W v/ adyacente a dos angulos diedros
< respectivamente iguales VA=V'A",
Vi - VC=V', pero en dispoesicion con-

traria. Formemos el triedro VDEF
4 simétrico del VABC: es facil ver que

A o/ . lostriedros VDEF v V/A'B'C' tienen
R ¢ B una cara igual DVF=A'V'C’ adya-

cente a dos angalos diedros respec—
tivamente iguales VE=V'C’, VD=V'A’; ademis estos elemen-
tos iguales estdn igualmente dispuestos, lo que se ve facilmen-
te imaginando que el triedro VDEF adopte una posicion ana-
loga 4 la del V'A’B'C’; luego los triedros VDEF y V'A'B'C’ son
iguales, y como el primero es simétrico del VABC, el segundo
V'A’B/C’ tambien es simétrico del VABC. :

[oual razonamiento podria hacerse en los demas casos.
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P loBLEMAS.

383. 1. Por un punto lado (razar wn plano perpendicular
@& wna recit dada. [317, 1.°].
384, 2.° Porunpunto dado trazar una recta perpendicular
@ wn plano dado. |320, 1.°].

Puede tambien resolveriie este problema del modo sigui=nte.

Si el punto dado A (Fig. 236) esta fue-

Fig. 236. ra del plano, se bajan & éste tres oblicuas

iguales AB, AC, AD, se halla el centro O

de la circunferencia que pasa por los pies

B, C, D de las oblicuas, y uniendo O con

el punto dado A se tiene la perpendicu-
lar AO. : :

En efecto: los piés B, C, D de las « bli-
cuas iguales que parten del punto A.equi-
distan del pié de la perpendicular bajada
al plano MN desde A, y como O es el
unico punto del plano MN equidistante de
B, Cy D [95], es claro que O sera el pié de la perpendicular.

Si el punto dado A estuviese en el plano MN, bajariamos
una perpendicular 4 este piano desde un punto cualquiera ex-
terior, y trazariamos por A una paralela 4 dicha perpendicular.

385. 3.° Poruna recta oblicua é paralela d wn plano trazar
otro perpendicular al primero.

Por un punto de la recta dada tracese una recta perpendi-
cular al plano dado: el plano que determinan esta perpendi-
cular y la recta dada resuelve el problema [329].

386. 4.° Por un punto dado A trazar una paralela @ un
plano.

Tracese en el plano una recta cualquiera, y por el punto
dado A dirijase una paralela &4 dicha recta [350].

d %87. 5.° Por un punto dado trazar wn plano paralelo ¢ oiro
@a0. >

Tracense por el punto dado dos rectas paralelas al plano
dado: el plano que determinan las dos rectas sera paralelo al
dado [356, cor. 1.°].

s i S
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388. 6.° Hallar la menor distancia enire dos reclas que no
estan situadas en el mismo plano.
Sean las rectas AB y CD (#ig. 237). Por,un punto E de la
CD trazo una paralela FG & la otra rec-
Fic. 237. ta AB: las rectas CD y FG determinan
B un plano Q paralele ala AB [350]; por
esta recta trazo otro plano RB perpen-
dicular al Q; la interseccion RI es pa-
ralela & AB [351], luego tambien lo
sera 4 FG y cortara, por tanto, 4 CD en
un punto H; por este punto levanto en
el plano kB una perpendicular HI &
RH. La HI es: 1.° perpendicular & las
dos rectas dadas, 2.° la menor distan-

cla entre ellas.

En efecto: 1.° Siendo HI perpendicular & RH, lo es tambien
4 AB; ademés HI es perpendicular al plano Q [339], luego es
perpendicular a CD.

2.° Trazo otra recta KL que una un punto de AB con otro
de CD. La recta KL es oblicua al plano Q, porque en general

_est4 fuera del plano RB1, que es el lugar geométrico de las

perpendiculares al plano Q bajadas desde la recta AB [347];
Tuego puede bajarse desde K la perpendicular KM al plano Q,
y serd KM <C KL, pero KM = HI, luego HI << KL.

1 Si KL estuviese en el plano RB pasaria por H y scria oblicua a la AB, ¥ por
tanto mayor que HI, que es perpendicular, ;



CAPITULO SEGUNDO.

SUPERFICIES CGURVAS.

. —Nociones preliminares.

389. Siuna linea cualquiera se mueve en el espacio, dejando
en ¢lla huella de sus posiciones sincesivas, engendra una su-
perficie, puesto que el /ugar de dichas posiciones divitira al es-
pacio en dos partes de las que serd limite comun.

La linea movil se llama generatriz de la superficie.

389. Todasuperficie que puede ser engendrada por el movi-
miento de unarecta, se llama swperficie reglada.

Las superficies regladas pueden ser desarroliables y ala-
beadas. '

En las primeras, dos posiciones consecutivas de la genera-
triz se hallan en un mismo plano, y en lag segundas en planos
diferentes. :

Las superficies desarrollables se llaman asi porque pueden
extenderse por completo en un plano sin pliegue ni rotura, pro-
piedad de que no gozan las alabeadas.

391. Toda superficie engendrada por una linea cualquiera
que gira alrededor de una recta fija, 4 la que se supone inva-
riablemente ligada, se llama superficie de revolucion. La recta
fija recibe el nombre de ¢je.

392. Los planos perpendiculares al eje de revolucion corlan @
la superficie segun circunferencias, que tienen sw ceniro en el
eje y se llaman PARALELOS.

Frc. 238. KEn efecto: al girar la generatriz AQB
%

(g, 238) alrededor del eje XY, todos los
puntos de ella conservan la misma posicion
con respecto al eje. Bajemos una perpendicu-
lar QD 4 XY desde un punto cualquiera Q de
la generatriz: la linea engendrada por Q ten-
drd todos sus puntos en los extremos de rectas
DQ, DQ' etc. perpendiculares al eje en el pun-
to D é iguales & DQ, luego sera una circunfe-
rencia, cuyo centro estard en D y cuyo plano
sera perpendicular al eje en el mismo punto.
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De aqui se.deduce que el plano perpendicular al eje por el pun-.

to D, coineidira con el QDQ' y cortard & la superficie de revo-
lucion segun una circunferencia.

393 Los planos que pasan por el eje cortan & la superficie de
revolucion sequn lineas iguales, que Se llaman MERIDIANOS.

Sean AQB y AQ'B (#ig. 238) dos meridianos. Trazo por

varios puntos C, D, E ete. planos perpendiculares aleje XY.
Las intersecciones CP y CP’, DQ y DQ', ER y ER' de estos
planos con los dos meridianos forman angulos rectilineos FCP’,
QDLQ’, RER’ igualesentre si, porque todos corresponden & un
mismo diedro QABQ’, ademas CP = CP’, DQ = DQ’, ER =
ER’, luego si hacemos girar el plano AQ'B hasta que coinci-
da con el AQB: todos los puntos I, Q’, R’ etc. del meridiano
AQ'B coincidirdn con puntos correspondientes P, Q, R etc. del
meridiano AQB; por tanto los meridianos son iguales.

if. —Superficie conica.

394. {SUPERFICIE CONICA es la engendrada por una recta inde-
finsda que gira alrededor de wn punto fijo apoydndose en una cur-
VO CUNLqUIErA.

Esta curva recibe el nombre de directriz. El punto fijo se
llama vértice 6 centro de la superficie, y la divide en dos kojas
que se estienden indefinidamente 4 una y otra parte del centro.

Si la directriz tiene centro !, la recta.que une este punto
con el centro de la superficie se llama ¢je de la misma.

“Se llama superficie conica circulor aquella cuya directriz
es una circunferencia. :

395. St llama coNo el cuerpo limitado por wna de las hojas
de una superficie conica y un plano que corte 4 todas las gene—
rALILCCS.

SVABCDE (/#g.239) es un cono. El vértice V de la super-
ficie conica se llama vértice del cono, y la parte ABCDE de pla-
no limitada por la superficie es la dase del cono. Allura es una

I Centrode una curva cualquiera es el punto que divide en dos partes lguales &

todas las rectas que pasan porél y terminan enla curva.

<)
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perpendicular bajada desde el vértice al plano de la base. Lados
son las partes VA, VB, VO etc. de las @eneratrices limitadas
por el vertice y la base. Zje es la recta VO que une el vértice
con el centro de la base.

Fia. 239. Fia. 240.

vV

Un cono es 7eclo (#ig. 239) cuando el eje VO es perpendi-
cular 4 la base, y oblicuo (Fig. 240) cuando el-eje VO es obli-
cuo a la base.

Se llama cono circular aquel cuva hase es un circulo.

CoNo TRONCADO d TRONCO DE CONO s {n parte de cono com-
prendida entre la base y wn plano que corte 4 lodas las gene-
ratrices.

La parte de cono comprendida entre la seccion y el vértice
se llama cono deficiente.

La base del cono y la seccion causada por el plano se lla-
man bases del tronco; si estas son paralelas, se llama alfura del
tronco 4 la distancia entre las bases.

396. 4l cono circular recto puede considerarse engendrado
por wn tridngulo rectingulo que gira wlrededor de un caleto.
Pues si elegimos el cateto VO (Fijy. 239) del triangulo VOA
para eje de revolucion, el otro cateto AO engendra un circulo
perpendicular 4 VO, cuyo centro es O, y la hipotenusa VA, que

se apoya en la circunferencia ABCDE y pasa constantemente -

por el punto fijo V, engendra una hoja de superficie cénica.

A
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‘TEorREMA. (Fig. 240).

397. Hn toda superficie conica circwlar, la interseccion de la
superficie con un plano paralelo al de la directriz ABC, es wuna
circunferencia cuyo centro esta en el eje.

Siendo paralelos los planos ABZ, A’B'C/, sus intersecciones
con los planos AVO, BVO, CVO son paralelas, luego

0A VO OB Vo 0C VO

0A VO OB = V0 00 VO’
: A 0B 0C
OA = OB = 0IC
pero 0A = 0B =00, por ser radios de la directriz, luego
O — OB —0/C
Vemos, pues, quela linea A’B'C’ tiene sus puntos equidis—

tantes de O'; ademds se hallan todos en el plano secante, por
consiguiente A'B'C’ es una circunferencia.

de donde

TEorREMA. (Fiy. 240).

308, Todo plano que pasa por el vértice V_de wna superficie
conica circulur y por dos puntos A y B de la directriz, corta d la
superficie en dos generatrices.

El plano que pasa por los puntos V, A y B contiene las gene-
ratrices VA y VB, porque cada una tiene dos puntos en el plano,
y como dichas generatrices pertenecen tambien & la superficie ¢6-
nica, es evidente que son las intersecciones de ésta con el plano.

399. Un plano indefinido es TANGENTE & una Superficie conica
evrcular cuando solo tiene comun con ella una generatriz.

- TrorEMA. (Fig. 240).

En una supsrficie conica circular, todo plano que pasa por
una tangente TT' ¢ la directriz y por la generairiz VB del pun—
¢o de contacto es tangente @ la superficie. :
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La tangente TT' estd en el plano de la directriz, por consi—
‘uiente es la interseccion de este plano con el VBT. Si el plano
BT taviese con la superficie conica algun punto comun dis-
tinto de los de la generatriz VB, contendria por completo & la
generatriz que pasase por dicho punto comun, y cortaria por
tanto 4 la directriz en otro punto ademas del B, loque es impo-
sible; luego el plano VBT es tangente & la superficie.

TEorREMA RECIPROCO.

.

Todo plano tangente & wna Superficie coni¢a circuwlar, coria
al plano de la directriz sequn una langente & esta curva.

Si la interseccion del plano tangente con el de la directriz
cortase a esta curva en dos puntoes A y B, el primero de estos
planos contendria las dos generatrices VA y VB [398], lo que
es contrario & la hipétesis. 2

CororARr10. Por un punto dado en ¥na superficie conica cir-
cular wo puede pasar mas que wn plano tangewte d la superficie.

TrorEMA. (Fig. 241).

400. Zoda superficie conica es desarroliable.
Fio oil Sean Va, Vo, Ve ete. varias posiciones su-
SEe cesivas de la generatriz de la superficie c6-
v nica V. Cada dos generatrices consecutivas
Vay Vi, Voy Ve, Vey Vd ete. forman una
cara plana @V, 6Ve, cVd ete. infinitamente
pequedla, v la superficie se puede considerar
como un angulo poliedro compuesto de infini-
to ntimero de estas caras. Ahora la cara aVé
puede girar alrededor de la arista V4 hasta
colocarse en el plano de la cara inmediata
OVe; el conjunto de estas dos caras, puede gi-
rar despues alrededor de Ve hasta colocarse
en el plano de la tercera cara ¢Vd. Continuan-

~do de este modo se concibe gne todas las caras llegardn 4 colo-

carse en el plano de la ultima, esto es, de la anterior 4 ¢Vé, y
que por tanto la superficie cénica V se hahra desarrollado.

vd %
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TroreMa. (Fig. 242).

461. Zl desarrollo de la superficie curva de un cono circular
recto VAB es un sector de circulo VBB, cuyo radio VB es el
lado del cono y cuya base BB es igual en longitud ¢ la circunfe-
rencia O de la base del cono. :

- Tedos los lados del cono VAB son
F1g. 242. iguales 4 la hipotenusa del triangulo
generador, luego son iguales entre si.
Si hacemos rodar el cono en un plano
gue pase por el lado VB, sin que el vér—
tice mude de posicion, hasta que el mis-
mo lado coincida nuevamente con el pla-
no en la posicion VB', la superficie c6—
nica habra quedado desarrollada, y todos
los puntos de la circunferencia O, se ha-
bran colocado sucesivamente en el plano
4 la misma distancia del vértice V; lue-
go BB’ es un arco de circulo igual en
longitud 4 la circunferencia O, y VBB’
un sector circular.

Iiscouto. Cortando el cono VAB por
-un plano CD paralelo & la base, el cono
deficiente VCD sera tambien circular recto, y el desarrollo de
su superficie es evidentemente el sector VDD'; luego el trape-
cio circular BB DD’ serd el desarrollo de la superficie lateral
del tronco de cono de hases paralelas ABCD. '

EEl.—Superficie cilindrica,

402. SUPERFICIE CILINDRICA eS [a& engendrada por una recia
indefinida que se mueve paratelamenie @ st misma apoydandose
en wWna Curva cualquierd. -

Estd carva recibe el nombre de déirectriz.

Sila directriz tiene centro, la paralela & las generatrices ti—
rada por este punto se llama eje de la superficie. :

Superficie cilindrica circular es aquella cuya directriz es una
circunferencia. -
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403.  S¢ llama CILINDRO el espacio limitado por una Super/i-
cie cilindrica y dos planos paralelos que corien a todas las ge—

neratrices. : _
ABCD (Zig. 243) es un-cilindro. Las partes AEBG, CFDH

Fig. 243. Fra. 244.

8]
A .'/”

de los planos secantes limitadas por la superficie cilindrica
son las bases del cilindro. A/fura es la distancia entre las bases.
Lados son las partes AC, EF, BD etc. de las generatrices limi-
tadas por las bases. #je esla recta OV’ que ane los centros de
las bases.

Un cilindro es recto (Fig. 243) cuando el eje 00’ es perpen-
dicular & las bases, y oblicuo (flig. 24%) cuando el eje OO’ es
oblicuo & las bases.

Se llama cilindro circular aquel cuyas bases son circulos.

404, Bl cilindro circular reclo puede considerarse engendra—
do por un rectangwlo que gira alrededor de wno de sus lados.

Si 00 (Fig. 243/, lado del rectangulo AOO'C, es el eje de
revolucion, los lados opuestos OA, 0'C engendraran las bases
del cilindro, que seran dos circulos perpendiculares al eje, ¥y
el lado AC engendrara la superficie cilindrica.

TrorEMA. ( Fig. 244).

405. Hn toda superficie cilindrica circular, la interseccion de
la superficie con un plano A"B'C" paralelo al de la directriz
AZB(_J, ¢s una circunjerencia tgual @ ABC y cuyo ceniro estd. en
el eje.
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Siendo paralelos los planos ABC, A”B/CY sus intersecciones
con,los planos AOO’A’, BOO'B!, COO'C’ son paralelas; ademas
el eje OO’ es paralelo 4 las generatrices, por tanto

O7A” — OA, 0’B/ = 0B, 0/C’ = 0OC,

v como los radios OA, OB, OC son iguales entre si, las rectas.
07A”, O"B”, O”C” tambien son iguales; luego la curva A”B/C”
es una circunferencia cuyo centro es O7; ademas siendo el ra- -
dio O”A”igual al OA, las circunferencias O y O son iguales:

TrorEMA. (Fig. 244).

406. Zodo plano paralelo al eje de wna superficie cilindrica
circular o que pasa por dos punios A y B de la directriz, coria
& la superficie en dus generalrices.: :

La generatriz AA" es paralela al eje OO’ y tiene un punto A
en el plano, luego esta enteramente contenida en él [351,¢07:.1.°];
lomismo puede decirse de la generatriz BB', luego estas ge-
neratrices son las intersecciones del plano con la superficie ¢i—
lindrica. ; '

407.  Un plano es TANGENTE ¢ una Superficie cilindrica cir—
cular cuando sdlo tiene comun con ella una generatriz.

TrorEMA. (Flig. 244).

Lin una superiicic cilindrica circular, todo plano que pasa
por una tangewte TT' ¢ lo directriz y por la generatriz BB’ del
punlo de conlacto, es langente & la super/ficie.

TroreEMA RrECIPROCO. Zbodo plano tangente & wuna superjicie
cibindrica circular, corin al plano de la directris segun una tan-
gente G esta curva. :

La demostracion es andloga & la del nimero 399.

CororARIO.  Po7 un punto dado en una superficie cilindrica
cirewlar no puede pasar mas que wn plano tangente & la Swu~
perficie. ; ‘

16
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TrorEMA. (Fig. 245).

408. Todw superificie cilindrica es desarrollable.

Fia. 245.

ot

A \/\ c
B |

arped’

@b

ca habré quedad

Sean aa’, b¥', cc’ ete. varias posiciones su—
cesivas de la generatriz; cada dos generafri-
ces consecutivas aa' y 0, 60"y cc', cc’ y dd' ete.
estdn en un mismo plano, puesto que son pa—
ralelas, y forman fajas infinitamente estre—
chas que componen la superficie cilindrica.
Ahora, la faja ¢a'00" puede girar alrededor de
la arista 40’ hasta colocarse en el plano de la
faja inmediata 6d'cc’; el sistema de ‘estas dos
fajas puede girar despues alrededor de cc¢’
hasta:colocarse en el plano de la fercera ete.;
luego todas las fajas llegaran 4 colocarse en
el plano de la Gltima, y la superficie cilindri-
o desarrollada.

TrorEMA. (Fg. 246 )

409. El desarrollo de la superficie curva de un cilindro cir-

cular recto ABC

D es un rectangulo BDD'B!, cuya allura es ¢l

lado BD del cilindro y cuya base DD es igual en longitud a la
circunjerencia O de la base del cilindro.

Fig. 246.

DI

Hagamos rodar el cilindro, sin que resbale, en un plano que

pase por el lado

BD, hasta que el'mismo lado coincida nueva—

mente con el plano en la posicion B'D’. En virtud de este mo—
vimiento, la superficie cilindrica habra quedado desarrollada;
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todos los puntos de la circunferencia O se habran colocado su-
cesivamente en el plano que pasa por BD; la base CD del ci-
lindro no habré salido en su movimiento del plano indefinido de
que forma parte, pues se supone que el cilindro no resbala, por
consiguiente los puntos de la circunferencia CD habran recor—
rido la interseccion del plano que pasa por BD con el de la base
CD; luego DD’ es una linea recta igual en longitud & la cir—
cunferencia O. Ademas siendo BD perpendicular al plano CD,
lo es tambien 4 la recta DD’ que pasa por su pié en dicho plano.

K1 mismo razonamiento, aplicado 4 la base AB, demuestra
que BB’ es una linea recta igual en longitud 4 la circunferen—
cia O" y perpendicular 4 BD, luego DD’y BB’ son paralelas;
ademas como las circunferencias O y O’ son iguales, BB’ y DD’
son tambien iguales, luego la figura BDB'D’ es un paralel6-
gramo rectangulo. '

EV.—Supecriicie esférica.

410. SUPERFICIE ESFBRICA ¢S [ engendrada por wna semicir—
cunferencia que gira alrededor de sw didmetro.

EsrErA ¢s la porcion de espacio limitada por la superficie
esferica. :

Es claro que la esfera puede considerarse engendrada P07 Un
semicirculo que gira alrededor del diametro. .

CENTRO (qu la esfera o de la superficie esferica es el centro de
La semicircunferencia generalriz; RADIO es toda recta tirada des—
de el centro & wn punto cualquiera de la superficie; y DIAMETRO
loda recta que pasando por el centro tiene sus dos extremos en la
superficie. :

Todos los radios de una esfera son iguales.

Porque son radios de la semicircunferencia generatriz en
alguna de sus posiciones.

Por esto se dice tambien: superficie esférica es una Superfi-
cie curva cerrada cuyos puntos equidistan de otro interior llg-
mado ceniro. ; :

~ Todos los didmetros de una esfera son iguales.

Porque cada uno vale dos radios. :

Bir de una esfera es ol diametro del semicireudo generador;
% POLOS, los-exiremos del ¢je. A
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TrorEMs. (Ifig. 247).

£l. Cuatro puntos A, B.C, D que no estin_en un mismo:
plano, delerminan una supesficie esjerica.
: Sea B el centro de la circunfe-
Fie. 247. rencia determinada por los puntos A,
B, C, y G el centro.de la determinada
por A, D), C. La recta AC es la inter-—
seccion delos planos ABC y ADC. Por
.01 loscentros i y G levanto dos perpen—
-y diculares BEH y GI 4 los planos ABC
y ADC: estas perpendicularés se cor—
tan. En efecto, las perpendiculares
10F y GF 4 la recta AC, cuerda comun
_ 4 las circunferencias cuyos centros son
By @, se encuentran enel punto medio ¥ de AC [100] y no pue-
den estar en linea recta, por hallarse en planos distintos ADC
y ABC, luego determinan-un plano EFG perpendicular a AQ;
segun esto, los planos ABC y ADC son perpendiculares al EFG
[329], por tanto la recta KH, perpendicular al plano ABC, esta
contenida en el LFG [340], y la recta GI, perpendicular al pla-
no ADG, lo esta en el mismo plano EFG; pero, segun hemos
dicho, las rectas EF y GF se cortan, luego sus perpendicula—
res respectivas EH y GI se cortan tambien en un punto O.
“‘Ahora bien, este punto O, por pertenecer 4 la perpendicu—
lar EH, equidista de A, By C [323,1.°], y, por pertenecer a la
perpendicular GI, equidista de A, D y C; luego O equidista de
los cuatro puntos A, B, C y D, por consiguiente la superficie
esférica cuyo centro sea O y el radio OA pasara por los cuatro
puntos dados.
Demostremos que por estos puntos solo puede pasar una su-
perficie esférica. : - ;
El centro de toda superficie esférica que pase por A, B, Cy
D equidista de A, B y C, por consiguiente la perpendicular ba-
jada desde dicho centro al plano ABC tendrd su pié & igual
distancia de los puntos A, B y C, esto es, en I, y se confundira
con BH:luego el centro serd un punto de la perpendicular KH.
De un modo andlogo se demuestra que el centro es tambien un
punto de la perpendicular GI. Luego el centro de toda saperfi—
cie esférica que pase por A, B.CyDes O, y como el radio
evidentemente es OA, se confundiran todas en una sola.




24

s

ot

TEOREMA .

412.  Una superficie esferica no puede ser coriada por wid
bineaw recta en mas de dos puglos.

Porque sila recta cortase’d la superficie en tres 6 mas pun—
tos, uniendo éstos con el centro tendriamos en el plano que
determinan la recta y el centro mas de dos rectas iguales diri—
gidas desde un punto 4 una recta, lo que es imposible [47].

TrorEMa.

413. Siuna superficie esférica se corim por wn plano, la in—
terseccion es una circunferencia. .

Si el plano secante AB pasa por el centro O de la esfera

(L7ig. 248), todos los puntos de interseccion estardn & una dis-

Tig. 248. Fic. 249.
P:‘

P

tancia del centro igual al radio de ésta y en un mismo plano,
luego la interseccion es una circunferencia.

Si el plano secante ADEB (#4g. 249) no pasa por el centro
de la esfera, tiro un radio OP perpendicular al plano, y las rec-
tas OA, OD, OF etc., & difersntes puntos de la interseccion.
Estas rectas son iguales, como radios de la esfera, por consi—
guiente son oblicuas al plano y sus piés equidistan del pié C
de la perpendicular; luego la curva plana ADEB tiene todos
sus puntos equidistantes de ofro € situado en su plano, y por
tanto es una circunferencia. :

Observacion. Kl pi¢ C de la perpendicular tirada desde el
centro de la esfera ¢l plano de la circunferencia ADEB, es cen-
fro de la misma.
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414. Elradiode una circunferencia cuyo plano pase por el
centro de la esfera es mayor que el radio AC de cualquier cir-
cunferencia cuyo plano no pasa por dicho centro; porque el

-radio OA, igual al de la primera circunferencia, es la hipote-

nusa del triangulo rectangulo ACO y AC es un cateto; luego
la mayor cireunferencia de la esfera es aguella cuyo plano pasa
por el cenlro. Por esto se llama circunferencia mdwima; las
demads reciben el nombre de menores. Los circulos respectivos
tienen los mismos nombres. :

v »>
TEOREMA.
415.  Dos punios de la super/ficie esferica que no estin en linea
recta con el centro, delerminan una circunjferencia mazima.
Porque los puntos dados y el centro determinan un plano,
cuya interseccion con la superficic esférica es una circunferen-
cia maxima que pasa por los dos puntos. :

TrorEMA. (Fig. 248). :

416.  Toda circunferencia mazima ACBD divide la superfi-
cie esférica en dos'parles iguales.

Si la parte superior ACBDP’ de la superficie se coloca sobre
la inferior ACBDP, de modo que la circunferencia ACBD sea
comun y que los puntos Py P’ caipan hacia un mismo lado
de ella, aquellas dos partes coincidiran por completo, de lo
contrario los radios de la superficie esférica no serian todos
iguales. : :

Escorro. Es evidente que el circulo méximo ACBD divide
la esfera en dos partes iguales. Estas partes se llaman /emis—

Jerios.

TrorEMA.

417. Dos circunferencias maximas de wna misma es;era se
daviden mutuamente en dos partes iguales.
Como los plancs de las dos circunferencias pasan por el cen-
tro, la interseccion es un didimetro comun, que divide 4 cada
una en dos partes iguales.
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418. Poros de una circunferencia razade en la superficie
esférica son los ewtremos del didmetro de la esfera perpendicuy—
lar al plano de lo circun ferencia. -

TroreMa. (Fig. 249).

Fia. 249. - 419. Cada uno de los polos P, P’ de
wna ci7‘cz&77ewmzcm AB de o esfera,
equidista de todos los puntos de la cir-
cunjerencia. :

La perpendicular PP’ al plano AB
pasa por el centro € de la circunferen—
cia, porconsiguiente las distancias de
un polo 4 los puntos de ésta son obli-
cuas al plano AB que se apartan igual-
mente del pi¢ C de la perpendicular;
luego son iguales.

Escoro. Los arcos de circunferencia maxima PA, PB ete.,
trazados desde el polo P 4 los diferentes puntes de la circunfe-

rencia AB, son iguales, por serlo sus cuerdas.

Trorema. (Fig. 249),

420. 8% haciendo centro en un punto P de la superficic esfé-
rica, con un radio cualguiera PA, se trazs una curoe ADEB T,
eslla Curva-serd una circunferencia de la que P serd uno de los

0los.

- Trazo el diametro PP’ y los radios 0A, OD, OF etc. 4 dife-
rentes puntos de la curva ADEB, yuno estos puntos con P por
medio de rectas' AP, DP, EP etc. Los triangulos OAP, ODP,
OEP ete. son iguales, porque tienen OA — O — OE... como
radios de la esfera, PA — PD — PR. . por hipoétesis, y el lado
‘OP comun 4 todos ellos; luego si desde los puntos A D, E, ete.
bajo perpendiculares al lado comun OP, se encontraran evi--
dentemente en el mismo punto C, estardn en el mismo plano
[318], y seran iguales; luego la curva ADEB ser4 una circun—
ferencia.

Ademds el plano de esta curva es perpendicular al didmetro
PP’, luego P es un polo de la misma,

1 Para trazar curvas en la superficie de la esfera se emplea un compas de pier-
nas curvas, llamado comypds esférico.
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TrorEMA. (Fig. 250).

421. Si dos circunferencias de wnw misma superficie esfe-
ricw son tguales, Sus planos equidistan del cenlro; y S Son des-
iguales, el plano de la mayor estd mds privimo al centro que el
de la menor. ’ :

o Por el centro O de la esfera y por los cen-
Losieon] tros B y I de las circunferencias dadas hago
pasar un plano. La interseccion de este pla—
no con la superficie esférica serd la circun—
ferencia_ maxima ABDC, y la interseccion
del mismo con los planos de las circunferen—
cias menores seran los didimetros AB y CD
de éstas. Las perpendiculares bajadas desde
O 4 los planos AB y CD pasan por los cen—
tros E y F, luego estan en el plano ABDC.
Ahora bien, si los diametros AB y CD son iguales, las dis-
tancias OE y OF tambien lo son; y si AB> CD, sera OE<OF
[101]; luego el teorema es cierto. :

TEOREMA REGIPROGO.

422. S dos circunferencias de wna misma superficie esyerica
tienen sus planos equidistantes del centro Som iguales; y St dis—
tan desigualmente del centro, es mayor aguella cuyo plano estd
mas prozvimo al centro. [55].

493, Se llama PLANO TANGENTE @ una Superficie esférica todo
plano indefinido que toca & la superficie en wn solo punto, llama~
do de contacto.

TEoREMA,

d24. 1.° Kl plano perpendicular ¢ un radio en el punlo en
que ﬁes{e encuentra @ la superficie esférica, es tangente @ la Su-
perficie. .

2.° Tbdo plano oblicuo al radio en su exlremo, corte ¢ la
superficie esférica.
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Fic. 251. - 1.° (Fig.251). Sea MN el plano per-
pendicular al radio OA en A.

La perpendicular OA al plano MN
es menor que otra cualquiera recta OB
tirada desde el centro de la esfera al
plano, por consiguiente el punto B esta
fuera de la esfera. Lo mismo puede de—
cirse de otro cualquiera punto del plano
MN,.4 excepcion del A, luego la su-
perficie esférica y el plano MN solo tie-
nen el punto comun A.

2.° (ITig.250). Sea AB un plano oblicuo al radio OA en A.

Siendo OA oblicua al plano AB, podremos trazar desde el
centro O una perpendicular OF al mismo plano, y sera OE <<
0A, luego el punto E es interior 4 la esfera, por consiguiente
el plano AB es secante.

TrEOREMA REGIPROCO.

\

425. 1.° Zodo plano tangente ¢ la superficic eSferica es per—
pendicular al radio tirado al punto de contacto.

2.° Zodo plano secante es oblicuo @ los radios tirados & los
puntos de interseccion. [55].

CoROLARIOS.

1.° Por un punto de una superficie ¢Sjérica no puede pasar
mas que wn plano tangente @ la Superiicie..

Porque el plano tangente debe ser perpendicular al radio, y
por el extremo de éste no puede pasar mas que un plano per-
pendicular. \ 3 :

R.° Hlradio 6 digmelro perpendicuwlar ¢ un plano tangente,
pasa por el punto de conlacto. :

De lo contrario podrian tirarse desde O dos perpendiculares
al plano tangente. : ;

426. Dos arcos de circulo maximo gue se cortan y terminan
en su comun interseccion forman un dngulo esferico.

Al N NGRS
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Estos arcos AB y BC (#74g. 252) se Naman Zados del angulo
Y el punto B en que se cortan, vérsice. :
Dos dngulos esféricos de una misma es—

Fie. 252. fera 6 de esferasiguales son igaales, si co-
B locando un-lado del primero sobre otro lado

del segundo, de modo que los vértices coin-

cidan, los otros dos lados se confunden en

uno solo. En el caso contrario los angulos
AiEC . son desiguales.

Reciprocamente, si sabiendo que dos 4n-
gules esféricos de una misma esfera 6 de es-
feras iguales son iguales, les SUperponemos
de modo que coincidan dos lados y los vér-
tice, cayendo los otros dos lados hdcia una misma parte del lado
comun, los otros dos lados se confundiran.

Se suman los dngulos esféricos haciendo que coincidan des
de sus lados y los vértices, de modo que los otros dos lados
caigan 4 una y otra parte del lado comun: el angule que for-
man los lados exteriores es la suma de los angulos dados.

La magnitud de un angulo esférico no depende de la longi-
tud de sus ladvs, sino de la mayor 6 menor separacion de ellos.

Arco BISECTOR de wn angulo esyerico es um arco de circulo
MmATImo que pasa por el vértice y divide el angulo en dos partes
iguales. -

Es evidente que todo 4ngulo esférico tiene un arco bisector -
¥ solo uno. - ’

427. Dos arcos de circulo maximo que se cortan forman cua-
tro dngulos esféricos. :

Angulos esfeéricos AbyACENTES som dos dngulos que tienen un
lado comun y los otros dos lados en unag misma curcunferencia
MALLING .

Angulos esfeéricos oPUESTOS POR L VERTICE $0% dos angulos
de los que uno esta formado por las prolongaciones de los lados
del otro. -

Un areo de circulo maximo ¢s PERPENDIGULAR ¢ 0f70 cuando
Torma con éste dos angulos esféricos adyacentes iguales.

Angulo esférico reclo es cada uno de los dos angulos adya—
centes iguales que forma un arco con otro al que es perpendi-
cular. - :

Un arco es oBLICUO ¢ olr0 cuando forma con éste dos dngulos
esfericos adyacentes desiguales.

Estos dngulos se llaman odicuos.

D
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428.  Amgulo diedr6 GCORRESPONDIENTE @ %7 angulo esferico
ABC (Fig. 252) es ¢l diedro ABDC que forman los planos en
que estan situados los lados del angulo esférico.

La arista del diedro pasa por el centro de la esfera, porque
loslados del dngulo esférico son arcos de circunferencia maxima.

8% dos angulos esféricos de una misma esfera son iguales,
sus angulos diedros correspondientes tambien son iguales. S los
angulos esyericos son desiguales, ¢ magor dngulo esferico cor—
responde mayor angulo diedro.

L.° Haciendo que los éngulos esféricos coincidan, coincidi-
rdn las aristas y caras de los diedros correspondientes.

2.° Haciendo coincidir dos lados de los angulos esféricos y
los vértices, de modo gque los otros dos lados caigan hdcia una
misma parte del lado comun, coincidirdn dos caras y las aristas
de los diedros, el segundo lado del menor angulo esférico que-
dard dentro del 4ngulo mayor, luego el diedro correspondiente
al angulo menor estard contenido en el diedro correspondiente
al dangulo mayor, y serd, por consiguiente, menor que éste.

Reciprocamente. /8% dos dngulos diedros, correspondientes
dos angulos esfeéricos de una misma esfera, son iguales, dichos
dngulos esfeéricos son lambien iguales. St los diedros son desi-
guales, el angulo es/¢rico & que corresponde el mayor diedro serd
mayor que el otro angulo esyérico. [55].

Es evidente que a dos dngulos esféricos adyacentes corres—
ponden dos dngulos diedros adyacentes tambien: si los prime-
ros son iguales, los sequndos tambien lo seran, y reciprocamen-
te; luego

Ll angulo diedro correspondiente ¢ wn angulo esférico recto,
es tambienrecto, y reciprocamente.

Como todos los angulos diedros rectos son iguales, fodos los
dngulos esféricos reclos son iguales.

Lo suma de dos angulos esfeéricos adyacentes es igual & dos
anguios reclos. Sy '

Dos angulos esfericos opuesios por el vértice son iguales.

Se demuestran estos dos teoremas como sus analogos de los
numeros 30 y 36.

429. La razon de dos angulos esféricos de wna misma esfera
es wgual @ la razon de sus diedros correspondientes.

Un dmgulo esierico tiene por medida sw dngulo diedro cor—
respondiente, esto es, ol valor numeérico de un dngulo esferico es
igual al valor numérico de sw diedro correspondiente, Siempre
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que o unidad para mediv angulos diedros sew el diedro corres—
pondiente @ Lo unidad de angulos esféricos. : :

Estos teoremas se demuestran ¢omo sus analogos de los nt-
meros 337 y 338. :

Siendo la unidad de angulos diedros el diedro recto, la uni-
dad de angulos esféricos serd el dngulo esférico recto. Este se
divide en 90 grados, cada grado en 60 minutos y cada minuto
en 60 segundos. . :

Si un angulo diedro vale 34° 53’ el esférico corrrespondiente
valdra tambien 34° 53, :

430. e llama TRIANGULO EBSFERICO l4 porcion de superficie
esferica ABC (Fig. 253) limitada por (res arcos de circunferen—
L1 mawima menores cada wno que media circunferencia.

‘ Los arcos que limitan el tridngulo se lla-
Hie. 253. man /lados del mismo.
i — Uniendo los vertices de un fridngulo es-
\\/\\,B férico ABC con el centro O de la esfera, y
2 7 suponiendo planos por cada dos rectas de
/ union, se forma un angulo triedro OABC
i correspondiente al triangulo esférico ABC.
/ Los lados AB, AC, BC del triangulo es—
férico tienen igual medida qne las caras
AOB, AOC, BOCdel triedro correspondiente,
puesto que aquellos son los arcos corres—
ondientes 4 estos angulos planos; y los dngulos esféricos A,
, Cdel trién%ulo tienen igual medida que los angulos diedros
OA, OB, OC. Luego ¢ ftoda propiedad de los dngulos triedros,
relativa a los valores de swus dngulos planos y diedros, corres—
pondera otra andaloge de los tridngulos esfericos, que se enuncia-
74, y demosirard reemplazando las caras y dngulos diedros de
aquellos por los lados y angulos esfeéricos de éstos.

TrorEMA. (Fig. 253 ).

431. Un lado cualquicra de un tridngulo esfeérico es: 1.° me-
nor que la swma de los 0tros dos; 2.° mayor que Sw diferencis.
Construyo el triedro O .correspondiente al triangulo pro-
puesto ABC, y sera [370]
AOB < AOC + COB, AOC > AOB — BOC;
sustituyendo en estas desigualdades cada dngulo plano por el
arco correspondiente, tendremos :

AB<<AC4CB,. AC > AB— BC.

-



— 268 —

T'EorEMA. (fig. 253).

432. Lasuma dz los lados de wn trigngulo esférico es menor
que WNa CITCURTETeNcia MmALma.

Tenemos [371]  AOB -+ AOC + BOC < 4R,
luego AB4+ AC-| BC <360°

esto es, INenor que una circunferencia. :
433.  Dos triangulos esféricos son SUPLEMENTARIOS cuando
los ludos de cada wno son suplementos de los angulos del otro.

(7 IS
TrerEMA.

Los triangulos esféricos correspondientes a dos lriedros su-
nlementarios, son tambien suplemenlarios.

Siendo las caras de cada triedro suplementos de los dngulos
diedros del otro, log lados de cada tridngulo serdn suplemen-
tos de los angnlos del otro [430], luego los triangulos serdn su-
plementarios. :

TEOREMA.

434. La swma de los angulos de wn triangulo esférico, es
mayor que dos rectos y menor que seis. [374].
Escorto. Un triangulo esférico puede tener uno, dosy
hasta tres angulos rectos, llamdndose en cada caso respectiva-
mente recldngulo, birectangulo 6 trirectangulo.

435. Triangulos esféricos SSETRICOS Son dos tridngulos de

WN MISTE €3] e1a correspondientes @ triedros stmétricos.

TrEoREMA.

Dos iriangulos esfericos simetricos tienen sus lados y dn—
gulos respectivamente iguales, pero en general no pueden coing-
dir. Sin embargo, coincediran st uno de los tridgngulos tiene dos
angulos iguales. [375].

—o—
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TEorREMA.

436. Siun triangulo esférico tiene dos dngulos tquales, los
lados opuestos son 1guales; y si tiene dos angulos desiguales a
mayor anguto se opone mayor lado. [376].

TEOREMA REGIPROCO,

437. iS¢ un dridngulo esférico tiene dos lados tgualss, los an—
gutos opuestos son iquales; y si tiene dos lados desiguales, d
mayor lado se opone mayor angulo. [55].

TrorEMA. (Fig. 254).

438.  Dos tridngulos esfericos ABC, DEF de wna misma os-
Jera 6 de esferas iguales son iguales: 1.° cuando tienen un lado
tgual adyacented dos angulos respectivamente iguales; 2.2 cuan-
do tienen dos lados respectivamente iguales ¢ vqual el angulo
comprendido; 3.° cuando ticnen sus ires lados respeclivamente
sguales; &.° cuando tienen sus ires angulos respectivamente 1G1a—
les; siempre que en todos estos casos los elemenlos guales esien
tgualmente dispuestos.

Fra. 254.
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" 1.° Sea AB = DE, dng. A = dng. D, dng. B— dng. K. Los
triedros O y O, correspondientes & los tridngulos propuestos
tienen un 4ngulo plano igual AOB=DO'E, adyacente 4 dos
angulos diedros respectivamente iguales 0A=0'D, OB=0'E é
igualmente dispuestos, luego dichos triedros son iguales. Si
los hacemos coincidir, los vértices D, E, F del triangalo DER
coincidiran con A, B, €, por ser iguales los radios, y como por
dos puntos de la superficie esférica solo puede pasar un arco
de circunferencia mdxima, los lados de los triangulos coinci-
diran tambien; luego los tridngulos son iguales.

De un modo anélogo se demuestran los dem#s cagos.




Escorio. Sien alguno de estos casos los elementos iguales
no estin igunalmente dispuestos, los triangulos esféricos seran
simétricos [382]. i

‘TEOREMA.,

439.  La linew mas corda que se puede (razar en lo Superficie
esferica entre dos puntos de lo misma, es el arco menor de la
curcun ferencia marimae que pasa por. dickos puntos.

Demostraremos ante todo des lemas.
- 1.° La distancia sobre la superficie esférica enire el polo P
(Fig. 255) 7 cada punio de.una circunjerencia AB, es igual
para todos estos puntos.
; Consideremos dos puntos Dy E, y sea

Fra. 255. PD una linea cualquiera, trazada en la su—
perficie de la esfera, que supondremos la
mwas corta entre Py D. Sila linea PD gira
alrededor del eje PP’, todos sus puntos
permaneceran en la superficie esférica,
puesto que describen paralelos de la mis—
ma, y el punto D llegara 4 pasar por K,
i por tanto PD sera una linea entre P y E;

Y si no fuese la mas corta, habria otra PE me-

nor que ella, y haciendo girar ésta alrede—

dorde PP’ el punto K llegaria & pasar por D, y PE seria un

camino entre Py D menor que PD, lo que es contrario al su—

puesto. Luego el camino mas corto entre P y D es igual al més
corto entre P y E, por consiguiente el lema es cierto.

Fic. 256. 2.° S dos arcos AC y ADB (Fig. 256) de
circunjerencia marima, menores que media
circunferencia, son desiguales, siendo AC<<
/ ADB, ¢/ camino mas corto entre A gy Ces

menor que el camino mdas corto entre A y B.

\ Desde el punto A como polo, con una
\( . abertura de compas AC, deseribamos una

D ‘\\,/ circunferencia, que cortara necesariamente
\ ¢ al arco ADB entre A y B. Sea AFB una li-

nea cualquiera, que supondremos el inenor
camino entre A vy B; esta linea corta 4 la
circunferencia DC en un punto F, por ma-

A
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nera que puede considerarse descompuesta en dos partes AT y
FB; la primera AF es el camino mis corto entre A y I, de 1o
contrario AFB no seria el camino més corto entre A y B, luego
AF serd igual al camino més corto entre A y C [Lema 1.°]; por
consiguiente este ltimo camino es menor que ALB.
Demostremos ahora el teorema. :
: Sea AB (/ig. 257) el arco de circunferencia
F1e. 257. mdaxima, menor que media circunferencia, com—
: prendido entre los puntos dados A y B. Si la li-
A nea mas corta entre A y B tuviese un punto C
fuera del arco AB, uniendo este punto C con A y
con By tomando AD = AC !, seria [431, 1.7

AD -+ DB < AC-I BC..

B restando AD del primer miembro y su igual AC
del segundo, resnlta DB<<BC. Ahora bien, el camino mas corto
entre A y D, es igual al camino més cortoentre A y C | Lema 19
luego s1 € es un punto del camino méas corto entre A y B, de-
bera ser el camino entre C y B menor que el camino entre

.y B, lo que es absurdo [Lema 2.°}, porque BC > BD,

Luego ningun punto de la distancia enfre A y B puede
estar fuera del arco de circunferencia maxima AB, lo que de-
muestra que este arco es la linea mas corta que se puede tra—
zar sobre la superficie esférica entre A y B. :

ProBrLEMA. ([fig. 258).

Fia. 258. 440. Dada wna esfera, delerminar sw ra—
dio por medio de wna consiruccion geometrica.

Seflalo dos puntos M y N en la superfi-
cie esférica; desde cada uno de ellos como
pelo, con una abertura de compis mayor
que la mitad de’ la distancia esférica MN,
describo dos arcos que se cortardn en un
punto A equidistante de M y N; determino
del mismo modo otros dos puntos By €
equidistantes de M y N. El plano que determinan los tres pun-

1 Losarcos ACy BC son menores que AB,pues si fuese AC> AB, el camino mis
corto entre A y C'seria mayor que el camino mas corto entre A Yy B rLema2.9), 1o
que es contrario al supuesto de que el punto C pertenezea al camino mas corto en—
tre Ay B.
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tos A, By C es perpendicalar 4 la recta MN en su panto me-
dio [325];luego es ellugar geométrico de todos los puntos equi-
distantes de M y N [324]; de aqui se deduce que dicho plano
pasa por el centro O de la esfera, cortando la superficie de ésta
segun una circunferencia, que estara determinada por los tres
puntos A, By C. Mido ahora las distancias AB, BC y AC, y
considerandolas como lados, construyo un triangulo: circuns-
cribo 4 este triangulo una circunferencia, que sera igual @ la
méaxima ABC: el radio de esta circunferencia es el de la esfera
dada.

Prosreya. (Fig. 209).

441. Por dos puntos A y B de- una supevficie esferica, hacer
PASAT UNG CLrCUNferencia mazima.
AnALisis. Si Pes el polo de la circun -
Fia. 259. ferencia maxima AB, la distancia PC entre
P y un punto cualquiera C de esta circun-
ferencia es la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo POC, cuyos catetos son iguales
al radio de la esfera, 6 bien, la cuerda de un
cuadrante de circunferencia maxima.
Sinresis. Haciendo centro sucesivamen -
te en los puntos dados A y B, describo, con
un radio igual &la cuerda de un cuadrante
de circunferencia maxima, dos arcos que se
cortardn en un punto P; desde el punto P como polo, con el
mismo radio, describo una circunferencia, y estara resuelto
el problema.




LIBRO SEGUNDE).

POLIEDROS.

DIEFINICIONES. 3

w49 APovimro es lodo cuerpo limitado por planos.
listos planos terminan en sus mutuas intersecciones, de
mod» que el poliedro esta limitade por poligonos, que se la-
mnan caras. lasintersecciones de las caras se llaman aristas
del poliedro; las aristas son lados de las caras. Los puntos en
que coneurren tres 6 mas avistas se llaman #¢érlices del polie-
dro. y son & la vez vértices de las caras. Los angulos diedros y
poliedros que forman las caras sou los dngulos diedros y dn—
gulos poliedros del cuerpo. ‘
Diagonal es toda recta que une dos vértices del poliedro, no
situados en la misma cara. :
Poliedro convexo es todo aquel cuya superficie no puede ser
cortada por una linea recta en mas de dos puntos.
443. Kl menor numero de planos necesarios para formar un
poliedro es cuatro. : :

Un poliedro de cuatro caras se llama tetracdro,

» ¢inco ~ » »  pentaedro,
» seis » »  exaedro,

» siete  » »  eplaedro,

» ocho  » » - octaedro,
e doce » >  dodecaedro,
» veinte » »  dcosaedro.

444,/ Se llaman poliedros iguales los que coinciden, cuando
se superponen convenientemente.




Si las caras y dangulos diedros de un poliedio son respecti-
vamente iguales & las earas y dngulos de otro, y estos clemen—
tos iguales tienen igual disposicion, es evidente que los cuerpes
seran iguales. :

Dos poliedros iguales tienen respectivamente ‘ouales tcdas
sus aristas, caras, angulos diedres y dngulos poliedros.

Silos vértices de un poliedro coinciden con los de otro, co-
incidiran tambien las aristas y caras, y los poliedros serdn
1guales.

A5 Se llaman poliedros sexeisNtis, dos poliedros cuyos -
gulos diedros son vespectivamente iguales y estin dispuesios en
el mismo 0rden, y cuyas caras adyacenles a diedros iguales son
semejanies.

Se llaman ariséas komd'ogas las que pertenecen & dos die--
dros iguales é igualmente dispuestos.

Caras homdlogas sou las limitadas por aristas homélogas.

Vértices homdlogos son los extremos de aristas homoélogas.

Las aristas homdlogas de dos poliedros semejantes son pro-
poreionales; porque sila razon de semejanza de dos caras ho-
mologas cualesquiera es m, la razon de otras dos adyacentes 4
las primeras serd tambien . puesto que dos caras adyacentes

-tienen una arista comun, y asi sacesivamente; laego la razon
de dos aristas homologas es constante.

Dos poliedros semejantes, cuyw razon de semejanza es (a wni-
dad, son iguales.

Porque las caras homologas son respectivamente iguales
[213], y los angulos diedros lo son tambien por hip6tesis.

Dos poliedros A y B semejantes ¢ un levcero C, son semejan~
es entre st.

Siendo semejantes las caras de los poliedros A y B 4 las del
C, son semcjantes entre si [214]: y siendo igunales los angulos
diedros de los poliedros A y B alos del C, son iguales entre si;
luego A v B son poliedros semejantes.



CAPITULO PRIMERO.

PIRAMIDES.

I.—Piramide en geneval. -

440, /PirAyior es (odo poliedro Limitado por wn poligono
cualquiera, llamado BaSE, y varios lridngulos que lienen un
pértice comun, llamado VERTICE ¢ cUSPIDE de la piramide.

Allura de una piramide es la perpendicular bajada desde el
veértice al plano de la base.

Una piramide es ériangular, cuwadrangular, nentagonal ete.
cuando su base es un tridangulo, cuadrilatero, pentagono etc.

La pirdmide triangular se llama comunmente letraedro: es
el poliedro de menor ntimero de caras.

Base de un tetraedro es una cara cualquiera, y véréice del
tetraedro, el vértice opuesto ala base.

Dirdmide REGULAR es la que tiene por base wn poligono regu-—
lar, y cuya altura cae en el centro de La base.

Las aristas laterales de una pirdamide reqular son iguales,
por ser oblicuas que se apartan igualmente de la perpendicu-
lar al plano de la base. .

Las caras laterales de una pirdmide reqular son tridngulos
isdsceles ¢ iguales.

Se llama apofema de una pirdmide regular a la altura de
uno de los triangulos laterales.

PIRAMIDE TRONCADA ¢ TRONCO DE PIRAMIDE 8 (@ parile de pi-
ramide comprendida entre la base y un plano que corte & todas
las aristas laterales. ‘ '

La base de la pirAmide y la seccion hecha por este plano,
son las dases del tronco. gi son paralelas, la distancia entre
ellas se llama altura.

Pirdmide DEFICIENTE es la parte de pirdmide folal compren—
dida entre el vértice y el plano secante.
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FrorEMA.

R Dos puramides son iguales cuando lienen tres caras, que
concurren en wun vértice de la base, iguales respeclivamente ¢
tgualmente dispuesias.

Observaremos ante todo que los d4ngulos triedros formados
por las caras iguales tienen sus angulos planos respectivamen-
te iguales ¢ igualmente dispuestos, luego son iguales [380].

Ahora bien, colocando una de las pirdamides sobre la otra de
modo que sus bases, iguales por hip6tesis, coincidan, dos aris-
tas laterales, una de cada piramide, coincidiran necesariamen—
te, porque las piramides tienen en la base un angulo triedro
igual; ademds estas aristas laterales son iguales, como perte-
necientes 4 triangulos laterales iguales, por consiguiente debeu
coincidir las cuspides de las pirdinides; luego éstas serdn
1guales. ;

TEOREMA.

8. Dos pirémides regulares de igual base y altura son
squales.
Superponiendo las bases, coincidiran sus centros; y como las
alturas de las pirdwides regulares son perpendiculares a las
bases en sus centros, y en este caso se suponen iguales, coinci-

diran y tendran los misnos extremos, que son los vértices de

las piramides propuestas; luego éstas son iouales,
2 D D

TrorEMA. ([g. 260).

449,  Todo plano FGHIK, paralelo i la base de wna piramide,
divide las aristas laterales y la altura en pariles proporcionales.
La seccion que resulén es wn poligono semejante a la base.

1.° Siendo paralelos el plano de la base y el de la seccion,
dividen las rectas que parten del vértice V. en partes propor-
cionales [368, co7.], luego

VI Ve UH o VO
A= GB =0 = s 0P
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2.2 Los poligones ABCDE y FGHIK tie-

nen sus angulos respectivamente jguales:
los angulos ABC y FGH. por ejemplo, tie—
nen sus lados paralelos [357] y dirigidos en
el mismo sentido, luego son iguales; lo
mismo puede deeirse de los demas.

. Los lados homb6logos son proporciona-
les. En efecto: los fridngulos semejantes

VAB, VEG, ylos VBC, VGH nos dan
s s o B
BEE VG NG G

AB_ BO
ae aonde e C%H'.

Del mismo modo se demuestran las igualdades

BC. ©b o Ch Di

CHE HL o Bl K

luego 'XB B Gl e
: HG GH L IR

Vemos, pues, que los poligonos ABCDE
sus angulos respectivamente 1guales y sus
proporcionales, luego sou semejantes.

TroreMs. (Fig. 260 ). s

~ 450. 87 una puramide se corla por wi plano paralelo & L base,
la piramide parcial que resulioes semejante @ la propuesia.

Los dngulos diedros VF, VG, VH.... de la pirdamide parcial
son los mismos que los VA, VB, VC... de la propuesta.

Los diedros VEGH, VABC son iguales por correspondien-
fes [365]; por la misma razon son “tambien respectivamente
iguales los demas diedros en las bases; luego las dos piramides
tienen todos sus anculos diedros respectivamente iguales.

Las caras FGHIK, ABCDE son semejantes [449,2.%], el tri-
angulo VEG es semejante al VAB, por ser FG paralela 4 AB
[357], y las demés caras laterales son tambien semejantes dos &
dos por analoga razon; luego todas las caras homo6logas de las
pirdiides son semejantes, y el teorema queda demostrado.

ete.;

y FGHIK tienen
lados homoélogos




Troreys. (g, 261).

451. Dos piramides son semejantes cuando tienen (res caras.
qibe concurren en un vdriice de la base, respectivanents Sewj bi-
les y semejanlemente dispuesias. :
- Suponemos quelas caras ABCD,

Fig. 261 ABV y ADV son semejantes 4 las
v abed, abv y ado, y queremos de-
| mostrar la semejanza de las pira -
wides VABCD y vabed.

Tomando en la arista VA una
parter VE ioual & g, y trazan—
do por I un plano paralelo a
ABCD, resulta una pirdmicde par-
cial VEFGH semejante 4 la

8 VABCD: si demostramos que la
VEFGH es igual 4 la vaded, queddra demostrado el teorem:.
Ahora bien: las caras LFGH, VER y VISH son semcjautes
respectivamente 4 las ABCD, VAB y VAD [450]; v éstas (o son.
por hip6tesis, 4 las abed, vabh y vad; Tuego las KFGH, VEF v
VEH son semejantes 4 las abed, wab y vad [214]: pero siendv
VE = va, por construccion, las caras VEF y VIiH serdin igua -
les & las wab y vad [213]; de aqui se dedace EF = af, lucgo las
caras EFGH y abed son tambien icnales; por consiguiente la
piramide parcial VEFGH es igual a la vabed [447], 1o que de-
muestra el teorema.

TEorEMA. (Fig. 260).

452. An dos pirdamides semejanies: 1.° las aristas homdlogas
son proporcionales a las alturas; 2.° las bases son proporcions—
les a los cuadrados de las alturas.

Tomemos en la arista VA de la pirdmide mayor una parte
VI igual 4 la arista hom6loga de VA en la pirdmide IeNOT, y
tracemos por I una seccion paralela 4 la base ABCDE. La pi-
ramide deficiente es semejante 4 la pirimide mayor, luego sera
tambien semejante 4 la menor; pero la deficiente v In mener
tienen una arista homé6logu igual, luego la razon deé fenejanza
es la unidad, y estas pirdmides son iguales. Segun esto, podre—
mos considerar la pird:nide deficiente en lugar de la menor,

Ahora bien;



: — e
1. Bajando la altura VP de la pirdmide magyor, la
parte VQ serd la altura de la menor, y tendremos [449, 1.°]
: VA VP
VE= VO
9.9 ‘Siendo semejantes las bases, tenemos
ABCDE _ AB?.
FGHIK = FG2’
AB. VA« VP AB2 VP2
pero 06 Vi Q! de donde BTG}:-VQE ;
ABCDE VP2

luego =
RCIEIIRE = V()2

TrorEMs. (Figs. 260 y 262).

453. Si dos pirdmides tienen igual altwra NP =V'P', las
secciones FGHIK, RSTU paralelas a las bases y equidistantes
de los vertices, son proporceonales @ las bases.

Fig. 260. Fic. 262.

Por el teorema anterior tenemos
ABCDE VP2 LMNQ@ Vb
EQHIE T Yz’ RSTU = V2
pero hemos supuesto VP=V'P’, VQ=V'Q’, luego
ABCDE LMNO




i

Escorto. S7 las bases de las dos pirdmides son equivalenies,
las secciones tambien lo seran.
Pues si en la ultima igualdad fraccionaria se supone
ABCDE = LMNO, sera necesariamente FGHIK = RSTU.

ProBLEMA. (Fig. 260).

454. Dado un tronco de pirdmide ADFL de bases paralelas,
kallar las alturas VP, VQ de la pirdmide lotal y de la deficiente.
Tenemos [452; 1.°] '

AR WP
6= VO’ _
m. E 6 YR W0 4D NG VP VO
AB YD ! TG Vo

sustituyendo VP — VQ por la altura PQ del tronco, y despe-
jando VP en la primera igualdad y VQ en la segunda, sera
; AB><PQ FG=<PQ
ViPp—i—=——= VQ = —"~7—— .
Inone | meeG

FE.—Tetracdros.

TrorEMA. (Hig. 263).

455.  Dos lelraedros son iguales: 1.° cuando lienen wna cara
del uno igual @ una cara del olro, y los (res angulos diedros
adyacenles o la primera iquales respectivaments d los (res dn—
gulos diedros udyacentes a la sequnda; 2.° cuando tienen dos ca-
ras del uno iguales & dos del otro ¢ iguales los angulos compren—
didos por estas caras; 3.° cuando tres caras del uno son respecti-
vamente iguales & tres del otro; siempre que en todos estos casos
los elementos iguales estén iqualmente dispuesitos. :

Fic. 263 1. Suponemos la cara BCD =
o FGH, y los éngulos diedros BO =
FG, BD = FH, CD = GH.

Coloco el tetraedro E sobre el A,
de modo que la cara FGH coincida
con la BCD y que el vértice I caiga
al mismo lado del plano BCD que el
vértice A: el plano EFG coincidi-
ra con el ABC, por ser iguales los
diedros FG y BC, ylos planos EGH,
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EFH coincidiran, por analoga razon, con los ACD y ABD; lue-
@0 el punto F, comun & los tres planos EFG, EGH, EFH,
coineidira con el A, tinico punto comun & los tres pranos ABC,
ACD y ABD 1310, 4.°], y los tetraedros seran iguales.
9 o Al A A R A
2.2 Sean las caras ABC = EFG,

T1g. 263. ABD = EFH, y el diedro AB=EFE.
e E Coloco el tetraedro [ sobreel A,

A
o) de modo que la cara EI'H coincida
con ABD y que los veértices Gy C
caigan hacia el mismo lado del pla-
no ABD: el plano EFG concidira
B e \ o con el ABC, por seriguales los die-

/ dros EF y AB, yel punto G caera en
C ¢ C, por ser igunales las caras HFG
y ABC: luego coinciden los cuatro -
vértices de los tetraedros, y por tanto son estos iguales.
3.%2 Sean las caras ABD = EFH, ABC=EFG, BCD=FGH.
Considerando los tetraedros como dos pirdmides, cuyas bases
son BCD y FGH, vemos que, segun la hipétesis, tienen tres
caras, que concurren en un vertice de la base, iguales respec—
tivamente é igualmente dispuestas: luego los tetraedros son
iguales [447]. -

TrorEMA. (Fig. 264).

456. Dos (lelraedros son semejantes: 1.° cuando lienen una
carw del uno semejante & una cara del otro, i los ires angulos
diedros adyacentes & la primere iguales respectivamented los tres
angulos diedros adyacentes & la sequnda; 2.° cuando lienen dos

Fic. 264. caras del uno semejanlesados del olro
¢ 1gualeslos angulos diedros compren-
didos por estas caras; 3.° cuando tres
caras del uno son semejanies & (res
del otro; siempre que en (lodos eslos
casos esten- los elementos semejante—
mente dispueslos.

1.° Sean los tetraedros ABCD vy
abed. Suponemos que las caras ABD
: . Y wbd son semejantes, y que los die-
dros AB, AD, BD adyacentes 4 la primera, son‘iguales 4 los
ab, ad, bd adyacentes 4 la segunda, é
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Tomo en la arista AB una parte A igual & ab, y trazo por
el punto E un plano paralelo al BCD: el tetraedro parcial
AEFEG es semejante al ABCD [450]. Los tetraedros Al*‘,FG N2
abed tienen iguales las caras AKG y «4d, porque siendo ambas
semejantes & Ja ABD son semejantes entre si. y como la razon
de semejanza es la unidad, por ser AKX = wh, son iguales; ade-
mas dichos tetraedros tienen los diedros AE = AB = nd, AG=
AD=ad, AEGF = ABDC = aldc; lucgo los tetraedros son
‘1guales [455, 1°]; y como el AEFG es semejante al ABCD, su
igual abed tambien es semejante al ABCD.

2.° Supongamos que las caras ABC, ABD scan semejantes
& abe. abd, y que el diedro AB = ah.

Haciendo la misma construccion que en el caso antericr, se
ve facilmente que los tetraedres AEFG v wled son iguales, por
tener dos caras iguales AEL = ale. ALKG = abd é igual el an-
gulo diedro comprendido. v como el tetraedro AEFG es sewe-
jante al ABCD, tambien lo serd su igual abed.

3. Supongamos que las caras ABD, ABC y BCD sean se~
mejantes a las ald, abe y bed.

Considerando los tetraedros como dos pirdmides, cuyes
bases son BC) y led, es claro que son semcjantes [4511.
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CAPITULO SEGUNDO.
PRISMAS.

I—PPrisma cn general,

457. PrisMA es fodo policdro cuyas caras son dos poligonos
iquales y paralelos unidos entre s& por paraleldgramos.

Las caras paralelas se llaman dases del prisma: allura es la
perpendicular comprendida entre los planos de las bases.

Un prisma es iangwlar, cuadrangular, pentagonal ete.
cuando sus bases son triangulos, cuadrilateros, pentagonos ete.

PARALELEPIPEDO €S un prisma cwyas bases son paralels-
JrAMOS . : :

Las aristas laterales de un prisma son paralelas entre si €
iquales. i : .

c En el prisma Al (/7%g. 265) la arista la-
I'iG. 265. teral AF es paralela 4 B, ésta es paralela
a CH, la CH 1o es & DI ete.; luego todas
son paralelas entre si; ademas son iguales,
por estar comprendidas entre planos para—
lelos [367].
i Prisma RECTO ¢S (odo prisma cuyas aris—
AP taslaterales son perpendiculares @ las bases;
Y prisma OBLICUO es fodo priSma cuyas aris-
tas laterales son oblicuas @ las bases.

el prisma recto las aristas laterales
son iguales d la altura, las caras laterales
son rectangulares, y los angulos diedros en

B C las bases Son rectos.

Porque siendo las aristas perpendiculares a las bases, cual-
quiera de aquellas puede considerarse corno altura del prisma;
ademas son perpendiculares a loslados de las bases, luego for-
man con ellos paralelégramos rectangulos; por ultimo, los pla-
nos laterales son perpendiculares 4 los de las bases [329], luego
forman con éstos angulos diedros rectos.

,1
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@
S
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=
m
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Prisma REGULAR e$ lodo prisma reclo cuyas bases son poli-
J010S requlares.

Hn el prisma requinr las caras laterales son rectingulos
iguales. '

PRrisMA TRONCADO ¢ TRONCO DE PRISMA €S (@ parle de prisma
comprendida entre una base y un plano -no paralelo d ella gue
corle a lodas las arislas lalerales.

TrorEMA. ([Fg. 265).

458.  Toda seccion LMNPQ paralela @ las bases de un prisme
Al es un poligono igual 4 dichas bases.
~ Siendo el plano LP de la seccion paralelo al de la hase AD),
las intersecciones de estos planos con cada cara lateral del
prisma son paralelas, esto es, los lados LM, MN, NP etc. de la
seceion son paralelos 4 los lados AB, BC, CD ete. de la base;
tambien las aristas laterales son paralelas entre si, por tanto
sera

ENE—AB = NINi— BE, NP — @il) efc.

Como ademas los angulos de la seccion son iguales 4 los de

la base, por tener sus lados paralelos y dirigidos en el mismo
sentido, los poligonos LMNPQ y ABCDE son iguales [209].

TrorEMA. (Fg. 266 ).

459. Dos prismas son iguales cuando tienen ires caras, que
concurren en un vertice cualquiera, tguales respectivamente ¢
tgualmente dispuestas. :

Sean los prismas Al LT; supo-

Fig. 266. nemos
K >

- 5 ABCDE = LMNOP, AG = LR,

g : BH —MS,
of ¢ [H B 1S| ¥ que las caras iguales estan

| L 1igualmente dispuestas.
| E R Colocando el prisma LT sobre
AT Sy Lt Ty el Al de modo que las bases infe~
riores coincidan, la arista MR co-

B M ¥ incidird con B@, porque los trie-
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dros By M son icuales [330]: y las caras MS, MQ coincidi-
ran ¢on sus ienales BH. BE; lueg) las bases superiores ten-
dran tres puntes comunes F, . H, v sus planos coincidirdn;
como adewds dichas bases son iguales. los vértices T, U coin-
cidirdn tambien con I, K; por cousizuiente los prismas seran
ignales.

TROREMA.

160. Dos prismas reclos de iqual base y altura son iguales.

Haciendo coincidir las bases inferiores de los prismas, todas
las arstas laterales del primero coincidiran con las del segun—
do. porque cada dos de ellas son perpendiculares al plano co-
mun en el mismo punto; ademas coineidirdan los extrenios su-
periores de las aristas. pues siendo todas 1zuales & las alturas
de los prismas, son iguales entre si; luego los prismas son
1guales.

El.—EParalclepipedo.

Treorenmas. (Fiy. 267).

461, Kn todo paralelepipedo: 1.° las caras opuesias son igua~ 7 .
les y paralelos; 2.° los dngulos (riedros opuestos Son iguales zreZi cos,
1. Debemoes demostrar esta propiedad
Fia. 267. para las caras laterales solamente, porque
H ¢ !as bases son iguales y paralelas por defini-
/‘. A= cion [457]. ‘ :
2 e ’ Sea el paralelepipedo AG:las caras opites-
"R |Fl, tes AH y BG tienen AUy AD paralelas res-
il pectivamente @ BE y BC, luego el plano
“ioi___INJ¢  AH esparalelo al B3, y los ingulos EAD y
FBC son iguales; como ademéas es AE=BF,
N . AD=BC. los paralel6gramos AH y BG son

: 1guales [200]. El mismo razonamiento ha—
riamos para las caras A¥ y DG. -
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2.° Los dngulos triedros opuecstos A y G tienen sus tres an-
gulos plalos respectivamente 12uales, esto es

DAB=FGH, EAB=CGH, EAD— CGE,

porque los lados de estos 4ngulos son paralelos dos 4 dos y di-
rigidos en sentidos contrarios; pero estan desigualmente dis—
puestos 1, luego los triedros A y G son simétricos.

El mismo razonamiento puede hacerse para otros dos trie—
dros opuestos.

CoROLARIOS.

L.°  Dos caras opuestas cualesquiera de un paralelepipedo
pueden considerarse como bases del mismo.
2. Coriando wn paralelepipedo por un plano que encuentre
cualro aristas paralelas, la seccion MNPQ es un paraleldgramo.
Porquelos lados opuestos de la seccion son paralelos dos &

dos, como intersecciones de planos paralelos con un tercer
plano. :

TEOREMA.

462. Dos paralelepipedos son iquales cuando Lienen un dgn-
gulo triedro igual, y las tres aristas que jorman el primer irie-
dro diguales respectivamente 4 las lomdlogas del sequndo.

Llamemos A y B 4 los triedros iguales.

Siendo el triedro A igual al B, los tres angulos planos del
primero seran iguales & los tres angulos planos del segun-
do; como ademés las aristas son ‘1guales por hip6tesis, los
tres paralel6gramos que concurren en A son respectivamen—
te iguales 4 los que concurren en B [200]; por consiguiente los
paralelepipedos son iguales [459].

1 Para comprender que jos angulos iguales estan desigualmente dispuestos, su-
pongase el lector colocado 4 1o largo de la arista AE, los piés en el vértice A, la ca-
beza en E, y mirando hicia el interior q el friedro A: el dngulo DAB estars a sus
piés, el BEAB 4 su derecha, y el BEAD 4 su izquierda; si invierte la ficura y se Supo-
ne colocado a 1o largo de laarista GC, los Piés en el vertice G, la cahoza on C, y mi-
rando hécia el interior del triedro @&, vera 4 sus piés el dngulo FGH, igual al DAB,
a su derecha el dngulo CGE, igual al EAD que estaba 4 su izquierda, y 4 su iz-
quierda el CGH igual al EAB que estaba 4 su derecha.
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463. Paralelepipedo RECTANGULO eS8 wn paralelepipedo reclo
cuyas bases son rectangulares.
Todas las caras de un paralelepipedo rectangulo son rectan—
gulos, y todos los angulos diedros son 1ectos.
CuBo es un paralelepipedo cuyas caras son cuadrados.
El cubo es evidentemente un paralelepipedo rectangulo, y
todas sus aristas son iguales.

TroruMA. ([ig. 208).

464.  En lodo paralelepipedo rectingulo AG, ¢l cuadrado de
wna diagonal BB es igual @ o suma de los cuadrados de ires
aristas DC, DA, DH que formen wn dngulo triedro.

Trazando la diagonal DB de la base
Fre. 268. se forma un tridngulo HDB rectangulo
en D, porque siendo la arista HD perpen-

WS s g Ol : ,
dicular 4 la base ABCD es perpendicular
= E & 4 DB; luego
i HB2— DB2+ DH2
Dhee——s—-JC . :
e pero DB es la hipotenusa del tridngulo
8 B rectangulo DAB, por tanto

DB2= AB2-} DA%
de estas ignaldades se deduce
: HB? = AB2-}-DA2 - DH
sustituyendo AB por su igual DC, serd por ultimo

HB2— D02 DA® |+ DH2,
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CAPITULGC TERCERO
POLIEDROS EN GENERAL.

B.—Hgualdad y semeianza de policdros,
= o o &

465. Si por un punto interior & un poliedro y las aristas
del mismo se dirigen planos que terminen en sus intersec-
ciones mutuas, los que pasen por los ladns de una misma cara
formaran con ésta una pirdmide; por consiguiente quedard des-
compuesto el poliedro en tantas pirdmides como caras tenga.
Las caras del poliedro serdn bases de estas pirdmides , y
vértice comun, el punto interior. Dividiendo la base de cada
piramide en triangulos por medio de diagonales, y hacien—
do pasar planos por el vértice de la piramide y por las dia-
gonales de la base, quedara cada piramide dividida en te—
traedros; por consigulente el poliedro tambien se habrd des—
compuesto en tetraedros; luego

Todo poliedro puede descomponerse en tetraedsros.

Dirigiendo planos desde un vértice A del poliedro 4 las
aristas de las caras no adyacentes & dicho vertice, los planos
que pasan por los lados de una misma cara formardn con ésta
una piramide, por consiguiente quedari descompuesto el po-
liedro en tantas pirdmides como caras, no adyacentes al vér—
tice A, tenga. Las bases de estas pirdmides seran las mencio—
nadas caras, y el vértice comun serd el punto A, Descompo-
niendo cada piramide en tetracdros, del modo indicado arriba,
el poliedro quedara igualmente descompuesto en tetraedros.

TroREMA.

466. Dos poliedros son iguales cuando estin compuesios de
igual mbmero de letracdros iguales ¢ igualmende dispuestos.

- Imaginemos gue uno de los poliedros se coloque sobre el
otro, de modo que dos tetraedros 1guales coincidan; otres dos
tetraedros adyacentes & los primeros tendran una cara comun, y
como son iguales y estin dispuestos igualmente, coincidirdn
tambien, y asi todos los demas; luego los poliedros 50111 iguales.
! 8
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TrorEMS. (Fig. 269).

467. Dos poliedros ABCDERG, abedefg compuestos de igual
wimero de tetraedros semejanies y semejaniemente dispuesios,
S0n semejanies.

F16. 269.

.?Q
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Suponemos semejantes los tetraedros ABCD y abed, ACDHE
y acde, ADET y adef, AEFG y aefy, y queremos demostrar la
semejanza de los poliedros propuestos.

Fintre los Angulos diedros de los poliedros hay algunes que
son respectivamente iguales, porque pertenecen & tetraedros
semejantes; ast CABD = cadd, por pertenecer 4 los tetraedros
semejantes ABCD y aded. Otros diedros son iguales por com—.
ponerse de igual nimero de diedros pertenecientes 4 fetraedros
semejantes; asi BACE = dace, porque el primero se compone
de los diedros BACD y DACE iguales respectivamente 4 los
bacd y dace que componen el segundo.

Las caras triangulares de los poliedras, por ejemplo GEF y
gef, son semejantes por pertenecer 4 tetraedros semejantes.

Demostremos ahora que si dos tetraedros consecutivos del
primer poliedro tienen dos caras, por ejemplo BCD y CDE, en
un mismo plano, las caras bed y cde, homologas 4 éstas en el se-
gundo poliedro, estardn tambien en un mismo plano. En efecto,
los angulos diedros adyacentes BCDA y ACDE son iguales
respectivamente 4 los diedros consecutivos beda Y acde, y como
los primeros son suplementarios, tambien lo serdn los segun-—
dos, luego las caras exteriores bed y dce estardn en un mismo:
plano [334] . :

Segun esto, si las caras BCD, CDE, EDF est4n en un mis—
mo plano formando un poligono BCKED, las caras bed, cde,edf,
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respectivamente semejantes & las primeras, por pertenecer a
tetraedros semejantes, formaran otro poligono deefd, que sera
semejante al BOEFD [212]. ;

Del mismo modo se demuestra la semejanza de las demds
caras no triangulares.

Vemos, pues, que los poliedros dados ticnen respectiva-
mente iguales los 4ngulos diedros colocados en el mismo 6r—
den, y las caras adyacentes semejantes; luego los poliedros son
semejantes. -

TrorEMA REGIPROCO.

468.  Dos poliediros semejantes pueden descomponerse en igual
wimero de telracdres semejantes y semejantemente dispuestos.

Si por el vértice A y la arista EF hacemos pasar un plano,
quedara separado del primer poliedro un tetraedro AEFG, y
las caras ACEG y AGEFD se habran dividido en tridngulos; ha-
ciendo pasar otros planos por A y por las diagonales DC, DE
se formaran los tetraedros ABCD, ACDE y ADER, que con el
AEFG, componen el poliedro, y la cara BCEEFD cstara dividi-
da en triangulos, Haciendo la misma construceion en el segun-
do poliedro, quedard descompuesto en tantos tetraedros como
han resultado descomponiendo el primero, y las caras de aquel
quedaran divididas en triangulos; ademds los tridngulos del
primer poliedro seran semejantes 4 los del segundo [212, 7ecip. ]

Ahora bien, los tetraedros ABCD y afcd son semejantes,
porque tienen semejantes las caras ABC y abe, ABD y abd, y el
angulo comprendido AB igual al ab. Los tetraedros ACDE y
acde son semejantes, porque tienen semejantes lag caras ACD y
acd, como homologas de los tetraedros semejantes anteriores:
tambien son semejantes las caras CDE y e¢de, y los dngulos
comprendidos ACDE y acde son iguales, como suplementos de
los diedros iguales ACDB y acdd. .

Del mismo modo se demuestra la semejanza de los demés
tefraedros.

Ef.—EPolicdros regulaves.
=

469. St llama POLIEDRO REGULAR ¢/ poliedro cuyas caras son
todas poligonos requlares igquales, y cuyos dngulos diedros som
todos iguales. 5

Es claro que todas las aristas de un poliedro regular seran
iguales, y tambien los angulos poliedros.
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TrorEMA.

No pueden existie mas que cinco clases de poliedros re-
gulares. '

Para formar un dngulo poliedro se necesitan por lo ménos
fres angulos planos; ademas la suma de las caras de un angulo
paliedro debe ser mencr que cuairo dngulos rectes.

Segun esto, con tres angulos de tridngulo equildtero puede
formarse un dngulo poliedro, porque valiendo cada dngulo del

2 ;
triangulo = R, la suma de los ftressolo vale 2R; el poliedro

correspondiente esta limitado por cuatro triangulos équildteros,
tiene cuatro vértices, seis avistas, y sellama fedraedro reqular.
Con cuatro dngules de tridngnlo equildtero tainbien puede

St : )
formarse un angulo poliedro, porque la. suma de ellos 3 R

es menor que 4R: el poliedro correspondiente esta limitado por
ocho tridngulos equildteros iguales, tiene seis vértices, doce
aristas, y se llama octaedro regular. g

- Reuniendo cinco angulos de tridngulo equildtero, cuya suma

lﬁ(—) R es menor que 4R, se forma un angulo poliedro, al que

corresponde un cuerpo regular de veinte caras triangulares,
con doce vertices y treinta aristas,y se llama ieosaedro reqular.
)
Seis dngulos de triangulo equilatero valen — R — 4R, lue-
(3]
go con ellos no puede formarse un angulo poliedro.

Con tres éngulos de cuadrado, que valen 3R, puede formar—
se dngulo poliedro: el poliedro correspondiente es el exaedro
requiar 6 cubo; esta limitado por seis cunadradoes iguales, tiene
ocho vértices y doce aristas.

Es evidente que cuatro dngulos de cuadrado no pueden
formar angulo poliedro, pues la suma de ellos es 4R.

Con tres angulos de pentiagono regular puede formarse un
angulo poliedro, porque valiendo cada dangulo del pentagono

6 18 . ’
- R, la suma de los tres vale 5 R << 4R: el poliedro regular
correspondiente esta limitado por doce pentiagonos, tiene vein-
te vértices, freinta aristas, y se lama dodecaedro regular.
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Cuatre angulos de pentdgono regular valen mas que cuwaro
7ecos, luego con ellos no puede formarse angulo poliedro.
Tres dngulos de exagono regular valen cualio rectos .por
consiguiente no pueden formar dngulo poliedro; y tres de ep -
tagono, octogono ete. valdran mds [223].
~ Luego no pueden existir mas poliedros regulares que el
tetraedro, octaedro, icosaedro, exaedro y dodecaedro.

470. Un poliedro esta énseripfo en una esfera cusndo todos
los vértices del poliedro estan en la superficie esférica. La cx-
fera en tal caso esta cireunserita al poliedro.

Un poliedro estd circunserilo 4 una esfera cuando todas las
caras del poliedro son tangentes 4 la superficie esférica, La es—
fera entonces esta énscripla en el poliedro, *

Trorenns. (Fig. 270).

Ire. 2490. 471. A lodo poliedro regular pue-
de inscribirse y circunscribirse und
esfera.

Representemos por ABD y DBCE
dos caras adyacentes del poliedro
regular dado. Levantando por los
centros M y N de estas caras dos
perpendiculares & los planos de las
mismas, estas perpendiculares se
epcontrarat en un punto O, centro
de la esfera que pasa por los cua—
g tropuntos A, B, Cy D [411].

Demostremos ahora que uniendo
: el punto O con los centros de todas
las caras del poliedro, las rectas de union son perpendiculares
4 estas caras ¢ iguales entre si.

Unamos el punto O con el centro P de una cara ECF conti-
gua 4 una de las primeras: bajemos desde M v N dos perpen-
diculares 4 la arista BD, 4 1a que cortaran en un mismo punto
Q; y desde N y P otras dos a la arista O3, que tambien conenr—
ren en un punto R. Las perpendiculares OM y ON son iguales,
porque suponiendo trazada una recta OQ se formarian dos
triangulos rectangulos OMQ y ONQiguales, por tener comun.
la hipotenusa OQ ¢ iguales los catetos M) y NQ como apote—




Frg. 270. mas de poligonos iguales. Si hace-
; nios girar el cuadrilatero plano [411]
: OMQN alrededor de ON hasta que

1R caiga sobre el ONRP, el punto M
eenin coineidira con el P; porque ¢ng.ONQ

NG ! : / — dng. ONR por ser rectos, NQ =
| NR como apotemas del mismo po—

: ] ligono, dng. MQN=4ng. NRP'como

! reclilineos correspondientes a los

/Q et diedros igualesBDy CE, y QM= RP
N como apotemas de poligonos igua-

D ¢ les; luego OM y OP tendrdn los
mismos extremos y coincidiran; por

tanto OP = OM. :

La misma superposicion demuestra ademds que ding. OPR=
dng. OMQ, luego el arigulo OPR es recto, y como los planos
ECF y ONRP son perpendiculares entre si, puesto que el pri—
mero pasa por la perpendicular CE al segundo, la recta OP
sera perpendicular al plano ECE {339].

Bl mismo razonamiento podria ahora aplicarSe a otra cara
contigua 4 cualquiera de las tres que hemos considerado, y asi
4 todas las demas, luego las rectas que uuen el punto O con
los centros de las caras son perpendiculares 4 éstas € iguales
entre si; por consiguiente la esfera descrita desde O como cen—
tro con un radio igual & cualquiera de las perpendiculares,
sera tangente 4 todas las caras del poliedro [424], esto es, que-
dara inscripta en el mismo.

Ademas, el punto O equidista de todos los verfices del po-
liedro [323]; luego la superficie esférica descrita desde O como
centro con un radio ignal 4 cualquiera de las distancias, pasara
nor todos los vértices del poliedro, quedando la esfera circuns-—
crita al mismo. :

Cororario.. Zodo poliedro reqular puede descomponerse en
lantas piramides regulares ¢ tguales como caras Enga.

Basta, en efecto, hacer pasar planos por el centro de las es -
foras inscripta y circunscrita y por cada una de las aristas.

472. Centro de un poliedro regular es el centro comun & las
esferas inseripta y circunscrita.

Radio del poliedro es el radio de la esfera circunscrita: y
apolema es el radio de la esfera inscripta, 0 bien la perpendi-
cular tirada desde el centro a cualquiera de las caras,




SCCION SKGUNDA.

MEDIDA DE LA EXTENSION.

LIBRO PRIMERO.

AREAS DE LAS SUPERFICIES DE LOS CUERPOS.

CAPITULO PRIMERO.
AREAS DE LOS POLIEDROS.

473.. En general el drea de la superficie de un poliedro se
obtiene midiendo el area de cada cara y sumando estas dreas
parciales. Existen, sin embargo, algunos poliedros cuyas areas
se determinan mas facilmente.

m
[EorEMA.

47t Hl area de la superficie lateral de une pirdmide rcqular
es tqual & la mitad del producto del perimetro de su base por Za
apolema de la piramide.
Seca 6 la base y @ la altura de uno de los triangulos latenn—
les, 6 sea la apotema de la pirdmide. 191 drea de cada triangulo

ba , &
sera o si la base de la piramide tiene 7z ladoz, habra » tridn—

gulos laterales, y como son iguales, el area de todos, esto es el
area lateral de la piramide seth

ba &n, >
PSS >< 5 ,

~

pero On es el pel'imetro de la base, luego el teorema es cierto,
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Esconto.  Llamando ¢ 4 la apotema de la base de la pirdmi-
i ’ b ;
de, el drea de este poligono es S @' ;luego el drea total de

ta piramide sera

SN

7

L ((l _}_ (L’) 2

|

(i

Cs decir elsemi-perimelro dz o base por la suma de las dos apo-
lemas.

475. Y aren de [a superficie luleral de wn (ronco de piramide
reqular de bases paralelus es igunl @ i semisuma de los perime-
tros de las bases, mulliplicada por la apolema. .

Ante todo observemos que cortando una pirdmide regular
por un plano paralelo & la base, la pirdmide deficiente sera re—
gular, como semejante 4 la total; luego la base menor del tron-
¢o sera un poligono regular, y las aristas laterales seran igua-
les, por ser diferencias entre las de ambas pirdmides. Segun
esto, es facil ver que las caras laterales del troaco son trapecios
is6sceles iguales: sean B y 4 1ag bases de uno ellos, 4 su altara,
6 apotema del tronco. :

(B0 )><a

:’2 3
del tronco tienen # lados, habra 2 trapecios laterales, Yy como
son 1gnales, el area de todos, esto es, el drea lateral del tronco
sera

61 drea de cada trapecio sers si las bases

(_B—}—6)><(§><9 B an -+ on

2 2
pero Bz y bn son los perimetros de las bases, luego el teorema
es clerto.
IE8corio. Kl 4vea total del tronco se hallara sumando al
area lateral las 4reas de las dos bases. :

TrorEMA. (Flig. 271 ).

476. L areade la supenrficie lateral de wn prismae cualquie—-
ra Ales igual al produclo de una de sus aristas lalerales, por el
perimelro de sw seccion r¢cle LMNPQ, :




— 281 —

Llamamos seccion pecta & la que resulta de cortarel prisma

por un plano perpendicular & las aristas laterales.

Considerando como bases de los parale—
Fi. 271 16gramos laterales las aristas AF, BG ete.
las alturas seran los lados LM, MN etc. de
la seccion recta, porque siendo las aristas
perpendiculares al plano LMNPQ son tam-
bien perpendicularesdlasrectas LM, MN ete.
gue pasan por su pié en dicho plano; luego
llamando @ 4 cualquiera de las aristas late—

’

rales, las areas de los paralelégramos serin

@ >< LM, a><MN, a><NP etc.;

por consiguiente la suma de todas, 6 sea, el
arvea lateral’del prisma sera

@(LM-F-MN £ NP .,

lo cual debia demostrarse. :

Corovario. Zi drea de la superficie laleral deun prisma rec—
Y0 es igual al producto de sw altura por el perimelro de su base.

Acabamos de ver que el 4drea de un prisma cualquizra es el

producto de su arista lateral por el perimetro de la seccion rec-
ta. y como en un prisma recto la arista lateral es igual 4la al-
tura y la seccion recta es igual & las hases, el corolario es
cierto.

Escorio. El area total de un prisma se hallard sumando su
area lateral con el duplo del 4rea de una base.



CAPITULO SEGUNDO.
AREAS DE 108 CUERPOS DE IiEVOLUC!ON.

TrorEMA. o

477. Ul drea de la superficie lateral de un cono circular reclo
es tgual & la mitad del producto de la circunferencia de su base
por la generatriz ¢ lado. : -

Sea ¢ la circunferencia de la base dél cono ¥y el lado de
este. Inscribiendo en la base del cono un poligono regular, ¥
haciendo pasar planos por los lados de este poligono y por el
vertice del cono, resultard una pirdmide regalar inscripta. Du-
plicando indefinidamente el nimero de lados de su base, se obh-
tendrd una série de pirdmides regulares inscriptas en el cono;
las bases de estas piramides fienen por limite la base del €ono,
por consiguiente las superficies laterales delas pirdmides ten—
dran por limite la superficie c6nica, y el limite de las apotemas
serd la generatriz 6 lado del cono. Ahora bien, el 4rea de la su-

; S s
perficie lateral de una pirdmide regular eszj5 , siendo 2 el

perimetro de la base y @ la apotema de la pirdmide; luego sus-

titnyendo los variables p y @ por sus limites respectivos ¢ A
; e L cl

el area de la superficie lateral del cono sera =

Siz es el radio de la base del cono y A el 4rea lateral, ten—
dremos la férmula

Ar— 7l
Escornto. Il dvea total del cono sers

w2 (o).
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TrEoREMA.

478. Kl area de la superficie laleral de un (ronco de cono cir—
cular recto de bases paralelas, es igual @ lo semisuma de las cir-
cunferencias de lns bases multiplicada por ¢l lado del trenco.

Sean C y ¢ las circunferencias de las bases y /el lado del
tronco de cono. Imaginemos que en el cono total se inseriba
una piramide regular: la base menor del tronco cortara a la pi-
ramide, originando un tronco de pirdmide regularde bases pa-
ralelas inscriptas en las del tronco de cono. Duplicando indefi-
nidamente el nimero de lados de la base de la piramide total,
se obtendra una série de troncos de piramide inscriptos en el
tronco de cono: las dos bages de estos troncos de piramide tie—
nen por limites las correspondientes bhases del tronco de cono,
por consiguiente las superficies laterales de los troncos de pi-—
radmide tendran por limite la superficie lateral del tronco de

P-L 9

cono. Ahora bien, el drea del tronco de pirdamide es =5 >0
llamando P y p 4 los pef-imc:tros de las bases y @ & la apotema;
luego, sustituyendo las variables P, » y « por sus limites res—
pectivos C. ¢ y /, el area dela superficie lateral del tronco de
C-He¢ /

) > 6.

Si R y 7 son los radios de las bases del tronco y A el area
lateral, tendremos la férmula :

A=(mR4+mr)><l. 6 A=(R-}7)xx/.

cono sera

HiscoLios.

1.° Sipor el punto medio 07 dela altura OO’ del tronco
ABCD (f%g. 272) se traza una seccion para—
FiG. 272. lela & las bases, el radio OZE de esta seccion
une los puntos medios de los lades no para-
lelos del trapecio AOO’C [368], luego, lla-
; G

2

mando R’ 4 dicho radio, serd R'— 5

de donde 2R"=R - », por consiguiente la
expresion del area obtenida anteriormente
sera

JA. — QRR] > l.
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Luego ¢l drew de la superiicie laleral de wn (ronco de ¢ono
cireular reclo, s igual al producto de sw lado por la circunfe-
rencin de unt seccion paralels @ las bases y equidistanie de cllas.

29 R 4rea total del tronco sera la suma del drea late al
mas las dreas de las bases.

TEOREMA.

479,  El drea de la superficie laleral de wn cilindro circwlanr
reclo es igual & la circunferencia de su base multiplicada por Sw
tado.

- Sea ¢ la circunferencia de una base y / el lado del cilindro.

Suponiendo una série de prismas regulares cuyo numero de
caras laterales se duplique indefinidamente, y cuyas bases es—
tén inscriptas en las del cilindro, es facil ver que la superficie
lateral de éste es el limite de las superficies laterales de los
prismas; ademds la altura de éstos es igual al lado del eilindro.

Ahora, el 4drea lateral de un prisma recto es pa, llamando p
al perimetro de la hase y « 4 la altura, luego la del cilindro
serd ¢l. .

Si 7 es el radio de la base y A el area lateral serd

A — s, ‘

HKscono. El area de la superficie total de un cilindro sera -

2erl - 2wyt =20 (L7 ).

TrorEMA. (Fig. 273).

480. Bl arew de la superficic engendrada por la basede un
irigngulo isosceles.que gira alrededor dewnn recta ewlerior @ ¢l
trazada por sw vértice en su plano, s igual d b circunjerencia
cuyo radio es la aliwra del lriangulo muliiplicada por la pro~
yeccion de la base sobre el eje.

e, 273.

& EREEE =0
Distinguiremos tres casos: 1.° que la base tenga uno de sts
extremos en el eje de revolucion; 2.° que la base 10 tenga nin-
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gun punto en el eje ni sea paralela a ¢l; 3.° que la base sea 1')'1—

ralela al e

1. La base AB (£74g. 1/ del tlldDO'lllO is6sceles ABC, al Qi-
rar alrededor del eje XY, engendra Ia superficie lateral de un
cono circular recto, lmoo el area de ebfa superficie serd

TAESCAB —9rA K ><BD [a];
siendo semejantes los triangulos AEB y CDB, t(f;lemoé
AE EB

oD~ BD , de donde AE > BD —CD > liB;
sustituyendo en la expresion [/é] del area que nos ocupa el pro-
ducto AE >< BD por su igual D >< EB, se obtiene para expre-
sion de dicha area 2=CD>< EB, lo que estd confornie con el
enunciado del teorema.

2.° Labase AB (/7y. 2) del tridngulo is6sceles ABC, al
girar alrededor del eje XY, engendra la superficie lateral de un
fronco de cono de bn\os pamlel% luego el drea de esta super-

ficie sera [478, escolio 1.°]
2=D0 >< AB (415

siendo semewnteb los tridngulos CDG y ABI, por tener sus
lados respectivamente pel’pendlculdres, Serd

136 = = CD)

BL— AR’ de dande DG > AB = CD >< BI;

sustituyendo en la expresion [4] el producto DG >< AB por su
igual CD >< BI, se obtiene para expresion del drea engendrada
por AB

2zCD >< BI, 6 bien 2=CD >< FE,

lo que esta conforme con el enunciado del teorema.

3.° La base AB (/7p. 3) del triangulo ABC engendra la su-
_perficie lateral de un cil lindro cireular recto, luego el drea de
esta snperficie serd 4

2=AH >< AB = 2=CD >< EF,
conforme al enunciado del teorema,
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481, 7ZONA ESFERICA ¢S la parie de superficie esférica engen—
drada por un arco del semicirculo generador de la esfera.

Los extremos del arco engendran circunferencias, que se
llaman dases de la zona. Alfwra es la proyeccion del arco ge-
nerador de la zona sobre el eje.

Si uno de los extremos de este arco estd en el eje, la zona
tiene una sola base, y en tal caso se llama tambien casquele

esferico:

La superficie ABD  (#ig. 274), engen—
drada por el arco AB, es una zona, cuya
unica base es la circunferencia C, yla
altura AC. La superficie BEFD, engen-
drada por el arco BE, es una zona, cuyas
bases son las circunferencias C y ¢, y la
altura CC'.

TroruMs. (Fig. 279).

482, I drea de wna sona os tqual & sw allurae mulliplicade
DOr W clrcunferencis dz cirewlo masiimno. :

Fig. 275.

Qonsideremos la zona engendrada por el
arco AL que gira alrededor del diametro AG.

Dividiendo el arco generador en varias
partes iguales, Fas cuerdas AB, BC, €D ete.
de estas partes seran bases de los triangulos
is6sceles ABO, BCO., CDO ete., que tienen
todos igual altura [101]. Representando esta
por a, las 4veas de las superficies engendra—
das por las vuerdas AB, BC, CD ete. serdn
respectivamente

202 AH, 2ra >< HI, 2ma >< IL ete.

luego el area de la superficic engendrada por
la linea quebrada ABCDEF sera

Brgo< (AR LHI LD )9 o< AN,

Ahora bien, silas partes en que se ha dividido el arco ge-
nerador son cada vez menores, el limite de la linea quebirada

|

i
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ABCDEF esel arco AF, lnego cl limite de la superficie engen-
drada por dicha linea quebrada sera la zona engendrada por el
areo AF: ademas el limite de la apotema @ es el radio R del
circulo generador, por consiguiente el drea Z de la Zona sere

Z —2=R >< AN,

Aplicando el mismo razonamiento & la zoua de dos bases
engendrada por el arco BF, obtendriamos igual resultado.

Trorena. (Fig. 275).

483. Kl drea de o superficie de una esfera es igual al pro-
ducto de su didmelro por una cLrcun. ferencia maxima.

La superficie esférica engendrada por la semicircunferencia
ADG;, puede considerarse compuesta de dos zonas engendradas
respectivamente por los arcos AD y DG, que componen la se—
micircunferencia. Las drcas de estas zonas son

2zR >< AL, 2=R >< LG,
luego el drea de la superficie esférica es

2R (AL + LG ) — 2+R > AG.
Llamando A al 4rea de la esfera, sera
A =2rR><2R 6 A —4=R2,

CoROLARIOS,

1.° Bl area de una superficie estérica es el cuddruplo del area
de sw cirewlo mazimo.
Puesto que el drea del circulo maximo es =R2 . ,
2.2 Kl area de wna superficie esferica esigual al darea late-
ral, del cilindro circunscrito.
La base del cilindro circunscrito tiene el mismo radio R de
la esfera, y la altura del cilindro es el diametro RR; luego el
drea lateral serd 27R >< 2R — 4=R2 .
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Esevmero.  Hallar el darea de la superficie de vna esfera cuyo
7adio es 20 melros. :
En la férmula A =4rR? sustituyamos R por 20 Y ® por
3.141592; y serd

A =4. 3,141592.400 = 50262, 5472,

484. Huso ESFIRICO es la parle de superficie esférica BADC
(Fig. 276) limitada por dos SCMUCLICUN [T encias Mmasimas.
Es evidente que dos circunferencias ma—

Fia. 276. ximas perpendiculares entre st, dividen la
B superficie esférica en cuatro husos iguales.

Estos usos se llaman reclos.

Dos husos de wna misma esfera son igua-
les cuando sus dngulos esféricos son iguales,
pues haciendo’ coincidir los angulos esfé-
ricos, coincidiran dos 4 dos las circunferen—
clas maximas que limitan los husos, y és-

D fios seran por tanto iguales,

TEOREMA. ([Y%g. 276).

485. Bl drea de un huso esférico es igual al producto del.
dreq de un clreulo mavimo por el dngulo del huso, siempre que
la wwidad para medir éste sea el angulo recto.

Siguiendo el método empleado en el ntimero 337 es ficil de-
mostrar que la relacion entre el huso ABCD y la superficie to-
tal de la esfera, es ignal 4 1a relacion entre el angulo esférico
ABC y cuatro dngulos estéricos rectos; tenemos, pues, llaman--
do H al 4rea del huso y E 4 la de la esfera.

H ABC - H ABE
E = Trectos =RE ~ 4 peclos
dividiendo por 4 los denominadores, serd
‘ : H  ABC

=R? = 1 5'56!0 )

tomando el angule recto como unidad de angulos y despejando’
H, sera

H=rR2 > ABC.
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Escorto. Téngase en cuenta que ABC representala relacion
entre el anglo del huso y un angule recto.

CororArio. 87 se elige para unidad superficial el huso esfé—
74c0 reclo y el angulo recto para unidad de angwlos, el drea de
wun huso estd expresada por Sw dngulo esfeérico.

Pues siendo =R?2 la cuarta parte de la superficie esférica, 6
sea el area del huso esférico reeto, es la unidad de superficie,
luego H = ABC.

TrorREMA. (Fig. 277).

486. Dos tridngulos esfericos simétricos ABC y DEF son
equivalentes. =
1G. 277.

]
SO
4

/
:

\

g

Suponemos que los tridngulos propuestos tienen los lados
AB = DE, AC = DF, BC = EF,
y los dngulos A= B — S —R,

Sea P uno de los polos de la circunferencia menor que pasa
por los vértices A, B y C; uno el polo P con estos vértices por
medio de arcos de circulo maximo PA, PB, PC: estos arcos
seran iguales, por serlo sus cuerdas [419]. Por el vértice F del
tridngulo DEF hago pasar un arco de circulo maximo FQ, que
forme con FD un 4ngulo DFQ = ACP, tomo FQ = CP, y uno
el punto Q con los vertices D y E.

Los triangulos ACP y DF(Q tienen AC = DF por hip6tesis,
CP =FQ, ang. ACP = ang. DFQ por construccion; como ade-
mas el tridngulo ACP es is6sceles, dichos triangulos son igua-
les [438 escolro, 435]. Los tridngulos BCP y EF(Q tienen BC =
EE por hipotesis, CP = FQ por construccion, y ¢gng. BCP =
ang. EFQ por ser sumas de angulos iguales; como ademas el
triangulo BCP es is6sceles, dichos triangulos son iguales. Los
triangulos ABP y DEQ tienen BA =ED por hipétesgs, B —
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I50) como lados de los tridngulos iguales BCP y EFQ, ang. ABP
= ang. DEQ por ser diferencias de dngulos iguales; como ade-
mas el friangnlo ABP es isésceles, los tridngulos ABP y DEQ
son iguales.

Tendremos, pues,

BCP - ABP — ACP = EF(Q) -- DEQ — DFQ
) ABC = DEF.

TRoREMA. (Lig. 278).

487. El area de un triangulo esfeérico ABC es igual @ la de
un cireuwlo mawimo, multiplicada por la semiswma de los (res
dngulos del triangulo disminuida en wnae unidad, siempre que la
unidad de angulos sca el dngulo recto.

Fic. 278 Llamemos A, B y C 4 los tres angulos
i del triangulo propuesto ABC. Prolongan—
do los lados de este triangulo se observa
que el huso esférico ABDC se compone del
tridngulo propuesto y del BDC, el huso
BAEC se compone del tridngulo propues—
toy del AEC, y el huso CAFB se compo-
ne del triangulo propuesto y del AFD;
pero el triangulo AFB y el DCE son simé-
fricos, por corresponder a los triedros si-
métricos OAFB y ODOE, luego son equi-
-valentes, por consiguiente podemos decir (ue el huso CAFB
equivale 4 la suma del tridngulo propuesto y del DCE.

Tendremos, pues, [485]

ABC 4 BDC ==zR2>< A
ABC - AEC==R2>< B
ABC -+ DCE = nR2 >< C.
Sumando ordenadamente estas igualdades y observando
que la suma ABC 4 BDC 4 AEC - DCE equivale 4 la mitad
de la superficie esférica, por cuya razon vale 2=R2, sers

2ABC 4 2rR2==R? (A 4+ B+ C).

de donde RABC=r=R2(A{|+ B4 C—2),
v ABC.—:wR@(éJLTBi—Q—l),

igualdad que demuestra el teorema.
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Escorio. La expresion obtenida puede escribirse en esta
forma: :

1S

1

=R? , £ e
Como —— es el area de un triangulo esférico trirectangulo,
~ ¥ .
pues es evidente que la superficie total de la esfera se compone
de ocho de estos triangulos, sisuponemos dicha drea ignal 4
la unidad sera
ABC=A-LB-+-C—2,

y podremos decir: Zligiendo para wnidad swperficial ¢l trign—
gulo esferico trirectangulo, el drew de un (ridgngulo esiérico es
wgual al exceso de la suma de sus tres angulos sobre dos rectos.
Hsewero. Huallar el area de un tridngulo esférico- cuyos
angulos son A = 80° 30', B=112° 45', C = 96° 25/, sicndo 20
metros el radio de la esfera.
~La semisuma de los tres angulos disminuida en ura uni-
dad, es decir en 90°, es 54° 50, que reducida & fraccion de 4n-

Y

oul o e*32 ; lueo
r_.‘,llorec_ 3 bfz(‘)—o, D0 v
3290

ABC = 3,141592 >< 400 >< === — 76502, 6176,

ABC = 3,141592 >< 0><5400 7652, 6176
Si tomamos para unidad de superficie el triangulo esférico
trirectangulo, es decir, la octava parte de la superiicie esférica,
emplearsmos la formula ABC=A +B--C—2, y tendremos
que la suma de los tres angulos disminuida en 2 unidades,. es
decir en 180°% es 109°40°, que reducida 4 la unidad de dngulos,
es 24—38 227? . Tal es. el area del f.,nang'ul.o pl’OpfleStO relativa-
mente 4 la del elegido para unidad; sise quiere en metros

. . ™ 2 .
cuadrados , hay que multiplicar por —- , lo que daria el

resultado anterior 7652, 6176.



CAPITULO TERCERO.

COMPARACION DE LAS AREAS.

TrEorEMA. .

488, ‘Las areas de dos poliedros semejanies Son proporciona—
les @ los cuadrados de sus aristas homdlogas.

Dos caras semejantes cualesquiera, una de cada poliedro,
son proporcionales & los cuadrades de sus lados homoélogos, y
estos lados son aristas de los poliedres; pero la razon de dos
aristas homologas, y por tanto la de sus cuadrados, es cons-
tante, luego tambien lo sera la razon de dos caras semejantes
cualesquiera. Esto supuesto, sean C, €/, C”.... las caras del
primer poliedro, v ¢, ¢, ¢”.... sus homélogas en el segundo;
sean A y @ dos aristas hom6logas cualesquiera. Tenemos

CaEC @ A2
e e
de donde [A47it. 200]

Ce e A
ane e R

igualdad que demuestra el teorema.
CorovAri0. Las dreas de dos piramides semejantes son pro—
porcionales & los cuadrados de sus alturas. ;
Porque las aristas homoélogas son proporcionales 4 las al-
turas.
489. %Dos conos circulares rectos se llaman semejanies cuan-
do-sus tridngulos generadores son semejantes. '
Iis claro que los radios de las bases, los lados y las alturas
son proporcionales.
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TEorREMA.

\Las dieas laterales de dos conos semejantes son proporciona—
les d los cuadrados de los radios de sus bases, 6 @ los de sus
alturas.

Sean R, L, A el radio, lado y altura del primer cono, y 7, /,
@ los del segundo. La razon de sus areas laferales es

TRITE R =
e
= h I : : i rpeaires by -
pero == luego sustituyendo == Bor 8l 1gual - sera
: =RL R?
il
Rz li2 s AR ; e
Y PO s — 5= 45 » Seré por ultimo

mhili R2 e A2
Ak e R
Escorto. Las dreas totales de los conos semejantes guardan
la misma relacion que las laterales, porque siendo

=zRL =R2 R?

BTt
zRL - =R2 T
ol w2

490. 1 Dos cilindros circulares rectos se llaman semejandes
cuando los rectangulos generadores son semejantes.

Es claro que los radios de las bases y los lados 6-alturas
seran proporcionales.

A
19

tendremos — efc.

\b]

TroREMA.

A Las areas laterales de dos cilindros semejantes son propor—
cionales @ los cuadrados de los radios de sus bases Y & los cua-
drados de sus lados ¢ aliuras.
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Sean R y.L el radio y lado del primer cilindro, # y /el radie
y lado del segundo. La razon de sus areas laterales es :

okl B L
2l e 0
'y al contrario, sera

: L
bustltnyendo e

ero = =
0 === liEuE &
P »” d 3 'h
2=RL R~ ol
")"T/] R
Escorio. Las dreas totales guardan la misma relacion que
-las laterales, porque siendo
2Ry 2nR2 - R2
e Dy e
2—RI ek B2
tendremos s = — = etc.
ol 2EE 2

TroREMA,

491. Lus areas de dos esfeﬂ as son propor cionales @ los cua-
drados de sus radios.

Sean Ry 7 los radios de las esferas. Larazon de sus

areas €s
4R R



LIBRO SEGUNDO.

VOLUMENES DE LOS CUERPOS.

CAPITULO PRIMERO.
VOLUMENES DE LOS POLIEDROS.

492. | VoLOMEN de un cuerpo es ln medida de su exlension.

La unidad de volumen es ordinariamente un cubo; por con-
siguiente el volumen de un cuerpo sera la relacion entre la
extension del misio y la del cubo que sirva de unidad.

tDos cuerpos son equivalentes caando tienen igual volumen y
diferente forma. Los cuerpos equivalentes no pueden coincidir.

TrorREMA. (Fig. 279).

493. % Dos paralelepipedos reclinguios AG y LS que tienen
iguales las bases AC y LN, son proporcionales ¢ swus aliuwras
AE g LQ.

Supongamos que las alturas
sean conmensurables y que la
medida comun se halle conte—
nida cinco veces en AK y tres
veces en LQ): segun esto, ten-

S dremos [69]

ég — o [(ﬂ :
IiQe= ot
Si por los puntos de division

" de las alturas trazamos planos
paralelos a las bases, el parale-

LI SO LS i S
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lepipedo AG quedara dividido en cinco paralelepipedos rectan—
gulos y el LS en tres: todos estos paralelepipedos son iguales
porque tienen igual base y altura; luego :

AG b

-]_J—'S = '—3‘ [b]-
De las igualdades [«] y [4] se deduce 2

A6 AD

ES o LAy

Si las alturas fuesen inconmensurables, hariamos un razona-
miento analogo al de los ntumeros 73 y 113.

494, Escouro. Lastres aristas AB, AD, AE de un dngulo
triedro A son las dimensiones del paralelepipedo rectangulo
AG; si dos paralelepipedos tienen iguales respectivamente dos
de sus dimensiones, tendran dos caras iguales; considerando
estas caras como bases, las terceras dimensiones seran las al-
turas, luego el teorema anterior puede enunciarse diciendo:

Dos paralelepipedos rectdngulos que tienen dos dimensiones
respectivamente iguales, son proporcionales & lu lercera di-
MENSLON. =0

TrOREMA.

495. | Dos paralelepipedos rectdngulos que tienen igual aliura

Son proporcionales & sus bases. ‘

Sean P y P’ los paralelepipedos propuestos, ¢ la altura
comun, 4 y ¢las dimensiones de la base del primero, 'y ¢’ las
de la base del segundo.

Imaginemos un tercer paralelepipedo P”, y sean 4, 4, ¢’ sus
dimensiones.

Los paralelepipedos P y P” tienen dos dimensiones iguales
@y b, luego [494]

R

Bl
Los paralelepipedos P” y P’ tienen dos dimensiones iguales
ay ¢, luego
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_ Multiplicando ordenadamente estas igualdades,y supri-
miendo el factor comun P”, sera
B i<
Pl =
Escorto. Puede enunciarse este teorema diciendo:

Dos paralelepipedos reclangulos que tienenuna dimensionigual,
son proporcionales & los produclos de las otras dos dimensiones.

TEOREMA.
496. ‘Dos paralelepipedos rectdngules cualesquicra, son pro-
porcionales @ los productos de sus bases por sus eliuras.
Sean P y P’ los paralelepipedos, B y « la base y altura del
primero, B" y @' la base y altura del segundo. e
Iaginemos un tercer paralelepipedo rectangulo P’, cuya
hase sea B y @' la altura.
Los paralelepipedos P y P” dan [493] .
Bvin
S ;Z_' 3
Los paralelepipedos P” y P’ dan [495]
P// B
: PED.
Multiplicando estas igualdades y simplificando, resulta
B Boan
BB S
Escorio. Puede enunciarse este teorema del modo siguiente:

Dos paralelepipedos rectangulos cualesquiera Son proporcio-

nales & los productos de sus tres dimensiones.

T'EOREMA.
497. "\ Kl voldmen de wn paralelepipedo rectangulo es igual al
producto del area de swbase por sw aliura.
Sea P el paralelepipedo que se trata de medir, By @ su base
y altura; sea C el cubo que se toma para unidad de volimeny /
el lado 6 arista de este cubo: la base de éste serd /2y la altura /.
Como el cubo es un paralelepipedo rectangulo, tendremos
en virtud del teorema anterior,

f___Bxa
C R <l
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Si convenimos en elegir para unidad de volumen ¢l cubo
cuyo lado esla unidad liteal, £ valdra 1, por tanto

P 3
e Dhe
L G
2 : 5 - = «
DELO - €5 el voltumen del paralelepipedo [492], luego el teo-
rema es cierto. .
Hsecorros.

1.° Téngase muy presente que en la demostracion anterior
hemos convenido en elegir para unidad de volumen un cubo
cuyo lado sea la unidad lineal, y que la unidad de superficie
debe ser un cuadrado cuyo lado sea tambien la unidad lineal;
por consiguiente, cuando se hayan medido las ‘lineas con una
unidad determinada, el area de la base estara expresada en las
unidades cnadradas correspondientes, y el voltmen en las ci-
bicas tambien correspondientes; asi, cuando las lineas se midan
en metros, varas etc., la base resultard expresada en metros
cuadrados, varas cuadradas etc.; y el volumen en metros ci—
bicos, varas ctubicas etc. . - :

Esta observacion es tambien® aplicable 4 log teoremas si-
guientes. : ;

2.° [l teorema anterior se enuncia con frecuencia diciendo: -

Lt volumien de wn paralelepipedo rectangulo es igual al pro-
duclo de sus tres dimensiones. :

\ CoroLARTO. AL volimen de un cubo es igual & ba tercera po-
tencia de su arista. ! : - -

Puesto que el cubo es un paralelepipedo rectangulo cuyas
fres dimensiones son iguales. ’

En virtud de esta proposicion, la vara cubica, esto es, el
cubo cuya arista es una vara 0 tres piés, equivale 4 38 =27
piés cubicos, el pié cuibico 4 128==1728 pulgadas cubicas, el
meftro ciibico & 103 = 1000 decimetros cubicos ete.2 :

i A esto debe su origen el nomhre de ewbo que dimos en Arvitmeéticad la tercera
poténcia de un niimero. s

2 No so confunda la décima de metro edbico, que os un pavalelepipedo rectdngulo
cuya hase es el metro cuadrvado y la altura un dsennetro; con el decimetro edbico,
que es un cuho cuya arista es un decimetro: tampozo gedebe confundiv la centesima
de metro ciihico con ¢l centimetro exihico, ni lamilésima de metro ciibico con el
milimetro cubico. :
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TEOREMA. (Fig. 280). - &

498. Zodo prisma oblicuo Al es equivalenie ¢ un prisme
recto QO, cuya base es la seccion recla del prisma oblicuo, y cu—
Ya altura esigual & wna de las aristas laterales del mismo.

, Trazo una seccion recta LMNOP del pris—

F16. 280. ma oblicuo, prolongo las aristas laterales, to-

mo LQ = FA, y por el punto Q trazo un pla-

no QRSTU paralelo 4 la seccicn recta. De

este modo se forma un prisma recto QO que -

tiene por base la seccion recta del oblicuo, y

la altura LQ igual 4 la arista lateral FA. De-

cimos que los prismas Aly QO son equi-
valentes.

En efecto: si el cuerpo QD se coleca sobre
el LI de modo que e} poligono QRSTU coin-
cida con suigual LMNOP, lag aristas QA y
S LE coincidiran. porque serdn perpendiculares
aun mismo plano; ademds estas aristas son iguales. porque
de LQ = FA se deduce LQ—AL=FA— AL 6 AQ=FL,
luego el vértice A caera en F. Del mismo modo se demuestra
que los vértices B, C, D, E cacrdn respectivamente en G, H. I, K;
luego los cuerpos QD y LI son iguales.

Ahora bien, los prismas Al y QO se componen de una
parte comun AQ y de las partes iguales L1y QD, luego son
equivalentes, ' .

TrorEMA. (Fig. 281).

499. Al volimen de un paralelepipedo recto es igual al pro-
ducto de sw base por sw altura.
Fic. 28] Sea ¢l paralelepipedo recto AG, cuya
e base AC no es rectangular,
P : Considerando como base de este para-

/H/} /’:’ lelepipedo la cara lateral BG, las aristas
g 7 AB, EF ete. son oblicuas @la base BG, de
i 5 lo contrario los dangulos del paralelégra—

mo ABCD serian rectos [315]. Trazola
seccion MNPQ perpendicular 4 dichas

WA=l

i 3
| i, C  aristas; es claro que las rectas MQ y MN
A i seran perpendiculares & la AB.
M B La seccion MNPQ, que en general es
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un paralelogramo [461, cor. 2.°|, es en este caso un rectangulo,
porque el :%}gulo (QMN correspondiente al diedro recto AB es
tambien recto; luego el paralelepipedo propuesto es equiva—
lente & un paralelepipedo rectangulo, cuya base es MNPQ y la
altura icual 4 AB [498]. El volumen de este paralelepipedo es
MQ >< MN >< AB, luego éste sera tambien el volumen del ‘pa-
ralelepipedo propuesto, y como AB >< MN es el area de su base
ABCD, y MQ su altura, pues M@, como perpendicular a AB
en el plano AF, es perpendicular al ABCD [339], queda demos-
trado el teorema.

TrorEMA. ([fg. 282).

500. ZI voldmen de un paralelepipedo oblicuo AG es igual
al producto de su base por sw altura.
. Consideremos la cara BG como
Fic. 282. base del paralelepipedo propuesto:
lasaristas laterales seran AB, EF etc.
Tracemos la seccion recta MNPQ,
que en general serd un paralelogra—
mo - oblicndngulo; es claro que la
seccion es perpendicular al plano
ABCD, y las rectas MQ y MN lo son
41a AB. El paralelepipedo oblicuo
propuesto es equivalente & atro rec—
to, cuya base sera la seccion MNPQ
y la altura igual 4 la arista AB [498]. El voltumen de este para—
{elepipedo es MN >< QR >< AB, siendo QR una perpendicular
4 MN, luego el volumen del paralelepipedo propuesto es tam-
bien MN >¢ QR > AB: pero siendo MN perpendicular & AB,
el producto AB > MN ‘es el 4rea de la baser ABCD, ¥y
siendo QR perpendicular & la interseccion MN delos planos
perpendiculares entre si ABCD y MNPQ, es perpendicular & la
base ABGD [339], luego es la altura del paralelepipedo propues-
0. Bl volumen MN > QR >< AB es, pues, el producto de la
base por la altura de este paralelepipedo.

TrorEMa. (fig. 283).

501. Zodo prisma triangular ABCDEE es equivalente G lo
wilad de un paralelepipedo de doble base ¢ igual altura,
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H16. 283. Por las aristas DA y I'C trazo los pla-
nos DG y FG paralelos 4 las caras EC

EA del prisma, y supeniendo prelongadas
las bases de éste, se habra formado el pa-
ralelepipedo GE de doble base que el pris-
ma, pues el triangulo ABC es la mitad del

puesto que los plancs de las bases son los
mismos para los dos cuerpos.

El plano ACFD divide al paralelspi—
pedo GE en dos prismas triangulares: si demostramos que
estos prismas son equivalentes, el propuesto ABGDEF serd
equivalente & la mitad del paralelepipedo EG.

Trazo la seccion recta MNPQ, que serd un paralelégramo, y
estara dividida por el plano ACFD en dos tridangulos iguales
MNQ y QNP. EI prisma GCAHFD es equivalente 4 un prisma
recto que tenga por base MNQ y por altura FC, y el prisma
ABCDEFR equivale & un prisma recto que tenga por. base QNP
y por altura FC; pero estos prismas rectos teniendo bases v al—
turas iguales, son iguales; luego los prismas GCAHED y
ABCDEF son equivalentes.

CorovARTO. X7 wolthmen de wn prisma trianguilar ABCDER
es tqual al producto de sw base por su alivra.

Sea @ la altura del prisma, y por tanto la del paralelepipedo
GE. El volumen de éste serd ABCG >< ¢, luego el del prisma

ABQCG > a= ABC < q.

€S

TEoREMA.

502. Zlvolibmen de wn prisma cualywicra es igual al produc-
to de sw base por sw altura.

Si por una arista lateral del prisma propuesto se trazan pla-
nos diagonales, quedard dividido el prisma en otros triangula—
res de igual altura que el dado. Llamando T, T/, T etc. 4 las
bases de dichos prismas y ¢ 4 la altura comun, los volumenes
parciales seran

i< lo<n 1 ciyielc;
luego el del prisma propuesto sera
(TH+T 4T +....) x<a;

pero T+ T' - T” ... es la base de este prisma y @ su altura,
luego el teorema es cierto.

paralelogramo BG, y de igual altura,
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OROLARIOS.

1.°  Dos prismas de bases iquales ¢ equivalentes ¢ iqual allu-
74 Son equivalentes. '

2.° Dos prismas cualesquiera son proporcionales ¢ los pro-
ductos de sus bases por sus alturas; si las bases son iguales ¢
equivalentes, los prismas son proporcionales ¢ sws alluras; y si
son iguales las allwras, los prismas son entre Si como sus bases.

TrOREMA. (Fig. 284 ).

503. /Dos tetmecﬁo; ABCD, A’B'C'D! de bases eqm’mlcn?es é
igual altura, son equivalentes. i

Fic. 284.

Supongamos colocadas las bases BSD, B'C'D’ de los tetrae-
dros propuestos en un mismo plano, y sea R 3 su altura comun.
Dividamos RS en cierto nimero de partes iguales, y por los
puntos de division tracemos planos paralelos al plano en que
estan situadas las bases. Estos planos determinan en los te-
traedros propuestos secciones equivalentes dos 4 dos: las sec-
ciones KFG y B'F'GY, por cjemplo, son paralelas &4 las bases y
equidistan de los vértices A y A’, y como las bases son equiva~
lentes, las secciones tambien lo son [453, escolio].

Sobre la base BCD del tetraedro ABCD y sobre cada sec—
cion del mismo construyanos prismas triangulares externos, y

vbajo cada seccion del tetraedro A'B'C/D’ construyamos prismas
(nternos. [l segundo de los prismas externos es equivalente al
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primero de los internos, porque sus hases EFG, E'['G’ son
equivalentes y sus alturas iguales; el 1}01;(;(31'0, de los prismas
externos es equivalente al segundo de los internos, y asi suce-
sivamente, hasta el uitimo prisma externo que sera equivalente
al ultimo interno: luego la suma de los prismas externos exce—
de & la de los internos en el prisma triangular BODEPQ. Pero
el tetraedro ABCD es menor que la primera suma y el A'B'C'D’
es mayor que la segunda suma, luego por esta doble razon, la
diferencia entre los tetracdros, 1 hay alguna, serd menor que
el prisma BCDEPQ. :

Digo ahora que esta diferencia puede sev menor que cual-
quiera cantidad asignable, por pequeiia que sea.

Llamando z 4 una de las partes en que se ha dividido la al-
taracomun RS, el volumen del prisma BCDEPQserd BUD < z;
para que este volumen sea menor que una cantidad ¢ suma-
mente pequeiia, esto es, para que se_verifigue la desigualdad
BCD >< z < 3. basta que sea 7 <=

(¢}

y es claro que la altu-

"BCD’
ra RS podra dividirse en un nmero de partes tal que cada una
N
(¢}
$€a mMenor que ———.
CBeD

Padiendo serla diferencia entre los tetraedros propuestos
menor que cualquier cantidad asignable, por pequefia que ésta
sea, dicha diferencia es cero, y los tetraedros son equivalentes.

TroreMs, (Fig. 285).

504. / Todo tetraedro ABCD es la lercera parte de un prisma
de tgual base y allura.

Por los vértices B y D trazo dos paralelas

Fic. 285. BE, DI 4 la arista: AC, y por el vértice A un

. DPlano paralelo & la base BCD; de este modo

se forma un prisma triangular BCDEAF de

igual base y altura que el tetraedro pro-
puesto. ;

Kl prisma se compone de la pirdmide cua—
drangular ABEFD y del tetraedro. ABCD;
haciendo pasar un plano por la diagonal B
de 1a base de la pirdmide y por el vértice A
queda descompuesta la pirdamide en los te—
- traedros ABEI y ABDF que son equivalen—
tes, porque sus bases BEF y BDF son iguales, como mitades del
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paralelégramo BEFD, y su altura, que es una perpendicular
al plano BEFD bajada desde A, es la misma. Consideran-
_ do como base del tetraedro ABEF la cara EAF, su vértice
sera el punto B y su alturala del prisma BF, luego este tetrae~
dro es equivalente al propuesto ABCD, cuya base BCD es igual
4 KAF y cuya altura es la del prisma, y como ya se ha demos-
trado que ABEF es tambien equivalente a ABDF, es claro que
los tres tetraedros que componen el prisma BF son equivalen-
tes, luego el tetracdro propuesto ABUD es la tercera parte de
dicho prisma.

[Cororarto. A/ vollmen de letraedro es igual al tercio del
producto de sw base por S altura.

Sea ¢ la altura del tetraedro y por tanto la del prisma BE;

ol volumen de éste sera BCD ><gq, luego el del tetraedro es
BCD < a :

3
TEOREMA.

/’ v : o . . 5
505. ;/ B volibmen de una piramide cualquicra es tgual al ter-
cio del produclo d2 s base por sw 4lura.
Trazando planos por una arista lateral y por las diagonales
de la base que parten del exfremo de dicha arista, quedara di-
vidida la piramide propuesta en varios tetraedros de igual al-
tura que la piramide. Sean T, T', T” etc. las bases de estos te-
traedros y @ la altura comun; los volumenes parclales son
g 1l ><n Io<a
G
luego el de la pirdmide propuesta sera
(FLT LT ... )Xa
3 2
yeomo T 4 T/ - T 4-. . . es la base dela piramide, queda
demostrado el teorema.

(e

COROLARIOS.

1.2 [ Dos pirdmides de bases iguales o equivalentes ¢ iqual
altuwra son equivalentes. :

2.2 | Dos pirdmides cualesquiera son proporcionales @ oS pro-
ductos de susbasespor susallwras; st las bases sonigualesd equi-
walentes, las pirdmides son proporcionales & sus aliuras; y St Son
igquales las alturas, las perdmides son enire st como sus bases.
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“T'ROREMA.

o06.  Zodo tronco de pirdmide de bases paralelas es equivalen—
le d lw suma de tres pirdamides, que tienen por allura comun la
wlbura del tronco, y por bases respectivas la dase mayor de dsle,
ln menor y wna media proporcional enlre ambas. :

o oa Consideremos, en primer lugar, un
ek o, tronco de tetraedro ABCDEF (#ag. 286,
Haciendo pasar un plano por los puntos
E, AyCse descompone el tronco ‘en un
tetraedro KABC y una pirdmide cuadran-
gular EADFC. El tetraedro BEABC tiene
la misma altura que el tronco, y su basc es
la base mayor de éste. Haciendo pasar un
plano por los puntos B, A y F, la pirdmide
cuadrangular queda descompuesta en los
tetraedros KADE v EACKE; si tomamos el
punto A para vertice del primero, su base serda DEF, esto es,
la base menor del tronco, y su altura serd la del tronco.
Queda el tetraedro BACE. Par el punto K trazo una para-
lela EG 4 la arista FC: esta paralela s¢ halla en el plano BCRE
Y encuentra & BC en G; uno el punto G con A y con F. Siendo

- EG paralela 4 FC lo es al plano ACFD, luego los puntos I y G

equidistan de este plano, y el tetraedro EACKE serd equivalente
al GACEF, por tener ambos la misma base y alturas iguales; to—
mando F para vértice del tltimo tetraedro, su basegers AGC
y su altura la del tronco; por tanto solo nos resta demostrar que.

la base AGC es una media proporcional entre ABC y DEF.

Para esto, trazo la GH paralela 4 AB y por tantod DE; los
triangulos HGC, DEF son iguales, por tener un lado 1gual
GC == EF y los angulos adyacentes respectivamente iguales,
como formados por reetas paralelas. Ahora bien, los tridngulos
GHC y GAC, que tienen el mismo vérbice G- y sus hases en
linea recta, tienen alturas iguales, luego son proporcionales
4 sus bases, esto es,

los tridngulos GAC y ABC tambien tienen el mismo vértice A
Y sus bases en linea recta, luego tienen igual altura, por consi-
guiente

20
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GAC GG
ABC S ERY
pero siendo Héx paralela 4 AB, tenemos
CIL. GG
.- CA —CBe
GHE: GACG DEEF  GAC
e sl (0) A s ;
GAC  ABC GAC ~ ABU
donde vemos gqne GAC, hase del tercer tetraedro, es media pro-
parcional entre las hases del trouco.
Luego el teorema es eierto para un fronco de tetraedro.
LUEE NGl 2 I 5 S
Demostrémosle ahora pavaun troneo cualquiera A H (7 1. 287 )
tle bases paralelas.

f1ego

Fic. 287

*Construyamos un tridangulo LMN equivalente 4 la base ma—
yor ABCDI, y sobre este tridngnlo un tetraedro T, que tenga
la misma alturalque la pirdmide total. Supongamos colocadas
las bases de la piramide y del tetraedro en un mismo plano, y

rolonguemos la base superior FGHIK del tronco propuesto
asta que corte al tetraedro T: la seccion PQR serd un tridn—
gulo equivalente & FGHIK [453, escolio]). Las pirdmides tota—
les VABCDE y TLMN, que tienen bases equivalentes 6 1gual
altura, son equivalentes, y las piramides deficientes V FGHIK
y TPQR son tambien equivalentes, por igual razon, luego los
troncos AH y LMNPQR, que se obtienen restando de las pira-
mides totales las deficientes, son equivalentes; ahora bien, el
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tronco de tetraedro LMNPQR equivale 4 la suma de tres te—
traedros que tienen por altnra comun la del tronco Y por bases
respectivas la base mayor LMN de eéste, la menor RO)R v una
media proporcional entre ambas; luego, sustituyendo el tronco
de tetraedro por el AH de piramide, y los tres tetraedros mencio-
nados por tres piramides equivalentes 4 ellos, cowo son las
que tienen por altura comun la del tronco AL Y por bases
respectivas la ABCDE, la FGHIK y una media proporeional
enfre éstas [505, cor. 1.°], es claro que el tronco de pirduide
serd equivalente 4 1a suma de lus tres pirdmides, lo cual debin-
mos demostraz, '

CoroLARIO. &L woliimen dz wn fronco de piranide de lases
paralelas es igual al lercio del produclo do su alturg por (e su—
ma de sus bases y dewna media proporeional entve ollas,

Si By & son las bases, ¢ 1a altura y Vel volumen del tron—
CO, Sery :

V= Bit ilat \VBha= "' aBLo VT

Trorums. (g 288).

507.  Todo prisme tricngular (roncado es cquivaienie ¢ la
swmi de Lres lelraedros que tienon por base comun Lo de) Prisme
Y por verlices respectivos los de ia seccion del mismo.

: Sea el tronco de prisma triangular
Frc, 288. ABCDER: debemos demostrar que es equi-
valente 4 la suma de los tetraedros HABE,
.DABC y FABC, que tienen por base co-
munla base ABC y por vértices log pun—
tos K, Dy F.

Haciendo pasar uu plano por los puntos

Ii, Ay C queda descompuesto el tronco en
un tetraedro BABC y una pirdmide cua-
drangular EADEC: el tetraedro EABC tiene
por base la del trenco y por vértice el punto
. La pirdmide se descompone, por el plano
EDC, en los tetraedros BADC y EDFEC; el primero BADC es
equivalente al BADC, purque fienen la misma base ADC y sus
vertices B y B estan situados en una paralela 4 la hase ¥ equi-
distan, por tanto, de ella: tomando 1) para vértice del tetraedro
BADC, su base serd ABQ; esto es, Ia del tronco. Queda el te-
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traedro KDIC: como los triangulos DCK y ACFE tienen la mis—
ma base CF y sus vértices A y D en una paralela 4 dicha recta,
son equivalentes, luego el tetraedro KDEC ex equivalente al
EAFC, pero ¢ste equivale al BAFC que tiene igual altura, y
cuyo vertice puede considerarse en I, siendo euténees su base
la ABC del tronco; por consiguiente el tercer tetraedro EDEC
es equivalente al FABC. :

Vemos, pues, que los tres tetraedros que componen el tron-
co equivalen a los tres que tienen la base comun ABC y sus
vértices respectivosen [, D y F.

CoroLARIO. L wolimen de wn prisma rianguler (roncado es
dgual al tercio del producto de sw base por la swma de las (res
perpendiculares bajadas & ésta desde los vértices de la seccion.

Si B es la base del tronco, @, ¢/, ” las tres perpendiculares,
¥ V el volumen, sera

G 1 : A : T
V=5Bat+Bs | +Ba/'==B(eot+d o).

508. El voltimen de un prisma troncado cualquiera se halla-
ra descomponiendo el prisma en otros triangulares troncados y
sumando los volumenes de estos.

El volumen de un poliedro cnalqniera se hallara descompo-
Eiendo el poliedro en piramides y sumande los volimenes de
stas.



CAPITULO SEGUNDO.
\’OLUMENES DE LOS CUERPOS DE REVOLUCISN.

TrorREMA.

009. Al woldmen de un cono circular recto es igual al lercio
del producto de su base por su altura.
Sea Bel drea de la base, ¢ la altura y V el volamen,
Supongamos inseripta en el cono una piramide regular, y
sean ¢ el area de la base. » el volumen; la altura sera a, luego

1
b= ba.

Duplicando indefinidamente el ntimero de lados de la base
de la piramide y por tanto el de sus caras laterales, el limite de
las bases de estas piramides serd la base B del cono, y el limite
de las pirdmides serd el cono propuesto; por consiguiente, sus-
tituyendo las variables 4 y » por sus limites By V, serd

1
V=~ Ba.
Si 7 es el radio de la base del cono, tendremos

Ve — —; T2,

TroREMA.

510. Bl volaimen de wn ironco de cono circular reclo de bases
paralelas, es igual al lercio del producto de sw altura por la su~
ma de sus bases y de una media proporcional entre ellas.

Sean B y 0 las bases, ¢ laalturay V el volunien.

Supongamos inseripto en el cono troncado un tronco de pi-
ramide regular, y sean B’y 4’ sus bases y V' su voltunen; la
altura serd «, la misma del tronco de cono, luego

V! ____l} @ ( B __]]__&1_*_\/ B,&I)"

Duplicando indefinidamente el ntmero de Jados de las ba:cs
de la pirdmide trencada, Y por tanto el de sus carvas lateralc:,
B’y &' tendran por limites respectivos By 4, por cousiguicn o
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¢l limite del producto B4 serd BZ; ademds el limite de V' sera
V, y & permanecera constante. Sustituyendo las cantidades va—
riables por sus liniites vespectivos, tendremos
- 1L 5 SNy T
V- G(BE) LVBG).
Si Ry 2 son los radios de las bases del tronco de cono, sera

B =Ry 0 =2, \/B)=\/zREm2 = =Rr,

VLR )

dnene s

511 Hlwoldimen de wn cilindro circuwlar rveclo esigual al pro-
duclo de suw base por sw alltura.
Sean B, ¢ y V la base, altura y volumen del cilindro.
Supongamos inscripto un prisma regular, y sean 4 su base,
2 su voltimen; la altura serd ¢, la misma del cilindro; luego

v — i,

Duplicando indefinidamente el numero delados de las bases
del prisma, el limite de 4 sera B y el dew sera V, luego

NV — Bz
517 es el radio de la base del cilindro, tendremos

N — 2

Trorens. (g, 289).

512. I volihmen del cuerpo engendrado por wn (ridngulo que
gira elrededor dewna recta exéerior 4 ¢l (razada por su vertice
en sw plano, es iqual ol aren de la super/ficie_engendrada por (o
base dzl triangulo multiplicade por el tercio de sw allura.

Distinguiremos tres casos: 1.° que la base fenga unextremao
en el eje de revolucion; 2.° que la base no tenga ningun purits
en el eje ni sea paralela 4 él: 3.° que sea paralela al gje.

1.° Supongamos nn teidugulo ABC (Fiz. I, cuyos angulos
Cy B adyacentes al eje sean agudos: la perpendicular AR al
eje caerd entre los puntos O y B dividiendo el triangulo en dos
triangulos rectangulos AEC y AEB, que engendran dos cones
circulares rectos, cuyos vollmenes son
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’.‘ “-'klx)\< (JAJ, ﬁi T:.\ Y= Xl‘l
1110;40 01 n,ucll)o engendrado por \B cudrd por voliten
AT CR 2 OBy —f zAL- BO [

_ Bajomosla pery )emh(nlm C ala base AB. Los productos
AL >< BC y CD >< AB exhiesan el duvlo del dvea del tridngulo

Fig. 289

s e

]
kS
tvs
()
i
S
oy
=

ABC, luego son iguales: sustituyendo en [a]. tendremos
1 1
5 FAES CD>< AB — = CD><=\E, AB,

resultado que estd de acuerde con el enunciado del teerenin,
puesto que mAK. AB es lz’ue& de la superficic conica descrita
por la hase del triangulo, y — CD ¢l tercio de la altura de éste.

Si algun angulo B S € faese obtns 50, el tridngulo ABO seria
la diferencia entre dos triangulos rectangulos, y lademostracion
se diferenciaria de la anferior en que los volumenes ¢ ngendra~
dos por L stos se 1e>ta11(m, cn lugarde snmarlos. Si q]ﬁuu an—
Oulo B 6 C fuese recto, la demostracion seria muy fieil.

2.% Sea el tnanwulo \15(' Iig. 2). Prolongo la base AB
hasta que encuentre en B al eje. L1 hmnnmo pmnuex 0 es la
diferenciade otros dos ACE y BOE, que estan en el prinier caso;
luego el volum en del caerpo ennendmdu por ABCrsers

-,— CD (supery. AE — superf. BL);

pero la superficie deserita por AK ménos la descrita por BE es
la engendrada por Hi lnego el voliimen en cuestion es

= bl) > supery. AB,

3.° Sea el tridngulo u*it‘ (£7Zg. 3), cuya base AB es paralels
al 910 \ .)H’)UUEJ‘HU‘- gue la altura CD caiga entre Ay I,
15}ty 1angulo propuesto se obtiene restundo del rectanguly
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ABRIE los triangulos rectangulos AEC y BFC; luego el voli-
men del cuerpo engendrado por el triangalo ABC serd

FARRSCED — (1 mATR > B0 5 =AB2 < CF ) =

AAR2 < EF — — =ABS > DR = sAR2>< EF;
sustituyendo AE por CD, EF por AB, y (.lispon'ien‘do los facto-
res en cl 6rden convemiente, esta expresion adquiere la forma

L 0D < 2:AE. AB,

conforme con el enunciado del teorema, puesto que 2rAE > AB
ewel area de la superficie ciliudrica descrita por la base del
o 1 . .
triangulo, y + CD el tercio de la altura de éste.
Siuno de los angulos A y B fuese recto w obtuso, la dening-
tracion precedente sufriria algunas sencillas modificaciones.
513. SECTOR BSWARICO ¢8 la parie de esfera engendrada poy
wn seclor cualquiera del semictrculo generador.
La hase del sector circular engendra una zona, que se llama
base del sector esferico. : :

‘TrorREMA. (Fig. 290).

B woltkmen de wn sector esferico es igual al @rea delo 20na
que le sirve de base multiplicada por el lercio del radio.

Consideremos el sector esférico engendrado
por el sector circular OAL, que gira alrededor
del diametro AG.

Dividiendo el arco AE en varias partes
iguales, las cuerdas AB, BC, CD etc. de estas
partes serdn bases de los tridngulos 1s6sceles
ABO, BCO, CDO ete. que tienen todos igual
altura. Representando ésta por @, los volu-
menes de log cuerpos engendrados por los
triangulos seran respectivamente

superf. AB >< —"5 @, superf. BC >< L @;

superf. Gl >< : @ etes

nego el voltunen del cuerpo engendrado por el sector poligo~-

nal OABUDEE sera



— 313 —
(superf. AB -+ superf. BC 4 superf. CD 4. . . ) ><—;— @.

Ahora bien, si el ntimero de partes del arco AF aumenta, el
limite de la linea quebrada ABCDEF es el arco AF, luego
el limite de la suma :

superf. AB - superf. BC - super/. CD - . . .
sera la superficie de la zona engendrada por el arco AF: ade-
mas el limite de la apotema @ es el radio R del circulo genera-
dor, lrego el volumen en cuesticn es
superf. de la zonag AF >< % R.

iSal

TrorEMa. (Frg. 200)
514, B voliimen de wna esferacs igual al drea de lo supenfi-
cie esferica muliiplicada por el tercio del radio. ;
La esfera engendrada por el sen.icirculo ADG puede consi-
derarse compuesta de dos scctores esférices, cungendrados por
los sectores circulares AOD y DOG, cuyos voltumenes sor.
; 1 : 1
superf. de la zona AD >< = R, superf.de la zona DG >< R;
pero las zonas engendradas por los arcos AD y DG componen
la superficie estérica, luego el volumen de la esfera es

1
superf. de la esfera ><— R.

Llamando V al voltmen de la esfera, y teniendo presciite
que su area es 4=k, sera.

Tei
V= 477]},9 > 3 }.{.:"3 W]R,".
(COROLARIOS.

1.9 I voldmen de una esfera es igual ¢ su diamelro miulli-

plicado por los dos tercios de su circulo mazimo.
; Ay B
En efecto, 5 =R =2R>< & mRE.

2.0 Il woltmen de una esfera es los dos. tercios del volumen
del cilindro civcunscrilo.
Pues el volumen de este cilindro es =R? >< 2R = 2=[3, cuyos

o < 9 r
dos tercios es + =R3, volamen de la esfera.
BaemprLo. Hallar ¢l volimen de wna esfere cuyo radioes 20™
: g Z S e
Tenemos: V == >< 3,141592 >< 8000 = 3351043, 315.
0l
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515, SEGMENTO BSFERICO 25 fa parte de esfera [amilad por ina
ZONA Y por el plany dz i base o oy plawos de Lis bases de dsia.
Kl volumen de un segmento ABI (#ig.
. 291. 291) de una base, mencr que un hemisferic,
se obtiene restando los voltimenes del sector
OBAD v cono OBD correspondiente. Si el
segmento es GBD, mayor que unhemis—
ferio, se suman los voltunenes del secttor
OBGD y del cono OBD; por ltimo, si el
segmento es de dos bases. cowo BDEF, su
volumen sera la diferencia entre los volua-
menes de los segmentos de una hase AER
y ABD. 2
516. CUNA BSFERICA ¢5 (0 purle de esfera limitady por wn
hwso iy los dos semicirculos correspondientes.

Lroreyie (lig. 2920

Ll volimen de wia cunia esferice ABDC es igual al drea de
sw lwso mulliplicada por el lercio del radio. : :
Es evidente que la relacion entre la cuiia

Fic. 202. propuesta y la esfera es icual 4 la relacion
B entre el huso correspondiente 4 aquella y la

superficie esiérica. Llamando V al voliumen
de la cuma, H al area de su huso, A al 4rea
de la esfera, serd

A V 5 7
- i 6 —f—~ —
A < -; s = R
D de donde - Vit R

3
Si H se sustituye por =R2 >< ABC [485]. tendremos

o

- slendo ABC el dngulo de la cufis.

Bapsero.  Hallar el voldimen ds wnw cuiia cuyo angulo fieie
40° 35" siendo 20 metros el radio de la esfere.
< - e
>< 3, 141592 >« 8000 >< e = G
0400

S57F
Y ==

o3| -



CAPITULO TERCERO.
COMPARACION DE VOLUMENES.
‘TEoREMA .

517, Los volimenes de dos pirdmices semejantes o projior—
cionales @ los cuhos de sws alluras y de sus arisias homdlogas.
Sean V. y o, By 0, A v alos voluumenes, bases v alturas
de dos pirawides. '
Tenemos [505, cor. 2.°

Ver B A aBE A

b a

bl

L — B

) . a b
vy TARY G B S ‘A‘Q - ® aisale
pero (452, 2.°] P luego sustituyendo sera
; . Vi A3
e

don'de vemes quelos volumenes de las pirdmides propuestas
son proporeionales a los cubos de sus alturas, y como las altn—
ras son proporcionales alas aristas homologas, los volumeunes
serdn tambien proporcionales 4 los cuhog de las aristas.

TrEOREMA.

®518.  Los volumenes de dos poliedros semejantes sor proposr-
cionales ¢ los cubos de sus arislas homologas.

_ Supongamos descompuestos los poliedros en ignal nimero
de tetraedros semejantes. Lios volimenes de dos tetraedros se-
mejantes, unno de cada poliedro, son propoercionales a los cubos
de sus aristas homologas; pero la razon de dos aristas homo-
logas, y por tanto la de sus cubos. es constante. luego tambien
lo sera la razon de dos totracdros semejantes cnalesquiera. Ksto
supuesto. sean T, T, 7 ete. los tetraedros que componen el
primer poliedro, y 4, &, ¢ ete. los tefraedros del segundo po-
liedro  respectivamente semejantes a les primercs; cean Ay
4 dos aristas homologas cualesquiera. Tenetnos
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rl‘\ rr/ vy A:)v

= = 7 — Vi =S = L
de donde [A7rzs. .‘:‘00],
T oy
Tﬁf} S T

1gualdad que demuestra el teorema.

‘TEOREMA.

519. Los wolimenes de dos corios stmejdnles. Son proporcio—
nales @ los cubos de los radios de sus bases, de sus lados 6 de sus
alluras.

Sean R, L. A elradio, lado y altura del primer cono, y 7, /, @
los del seonndo L‘L razon de sus volunenes es

cRed b e A 1S

3
= = - >< =
1 T 0] 71:1 a 7'3 2
= 50 :
AR
puesto que - =
@ 7P

y como- los radios son proporcionales a log lados y & las dltm‘as,
fos voltimenes de los conos seran tambien lJl'OlJOI‘LIOIldleb ) 10&
cubos de los lados y & los cubos de las alturas.

711 o
‘ EORLMA, ;
"
520. Los volumenes de dos cilindios semejantes Son propor—
cionales & los cubos de los radios de sus basesy d los cubos de
sus altwras o lados.
Sean R y A el radio y altura del primer cilindro, 7 y « el
radio y altura del segundo. la razon de sus volumenes serd
GRS IR AL IR A3

; e —
w720 7227 g 93 a3’
A
@

puesto que

s 1=



A3
I'EoREMA.
521.  Los volumenes de dos esferas son pr npm’czon(z/m a los
euhos de sus radios.

Si Ry 2 son los radios de las esferas. la razen de sus voli-
nienes serd ;

PRrRoBLEMA.
522, Determinar el volimen de wi letraedro veqular en fin-
cion de la arista.

Fie. 203. Sea @ la arista del tetraedro regular
e ABCD (fg. )93)
La cara BCD de este cuerpo es un trian-
gulo equilatero cuya base es @, y cuya al-
tum BE caera en el medio K la base, luego

B észom—-~ e Sy
Se il . 1%;4———\/(&‘—1— —-\/

Il drea del triangulo BCD es, pues,

¥ \\\

ey o

BCD — .“_" V3

La altura AP del tetraedro es un cateto del triangulo rec—
tangulo APB, cuya hipotenusa AB es «; el otro cateto PB es
el radlo del circulo circumnscrito al tmano ulo BCD, y como

S @
— V3 , s¢ deduce ,.: — ; luego

3 5
AR — \/(c~——— d\/%-

Como el volumen V del tetraedro es '— BCD >< AP, tendre-
mos sustituyendo

vy =

“_Q\/’-g_. ﬂ\/z :(ﬁl o

L
s TV3.a\/ = 7



EJERCICIOS DE LA GEOMETRIA DEL ESPACID,

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR.

I. Si una recta es perpendicular & un plano, todo planc paralelo &
eata recta sera perpendicular al priniero.

[1. Dos rectas paralelas fornian an(mlo° iguales con un misme
plano,

IJL. Si dos planos perpendiculares 4 un tercero pasan por dos rec-
tag oblicuas 4 este y paralelas entre si, son p"ralelo:,.

IV. &ilas proyecciones de unn recta sobre dos planes que se cor-
tan gon perpendiculares 4 las intersecciones de un tercer planoeon los
de proyeecion, 1y vectr es perpendiculard dicho tercer plano.

V. Las cuatro diagonales de un pu'ml lepipedo se dividen mutua-
mente en dos parbes igusles. i

VI, El volimen deun prisma trumgular es igual & la mitad del
producto de una de sus caras laterales por la distancia de esta cara 4
1a arista opuesia. 2

VIL. Bl voltmen de un tronco de paralelepipedo esigual 4 la cuar-
ta parte del producto de su base por la suma de las perpendlculn'es
bajadas a ésta desde los vértices de la seecion.

VIIL. &1 voltinen de un paralelepipedo troncado es igual al pro-
ducto de su bags por la perpendicular bajada 4 ésta desde ol centro de
la seceion

IX. Los volimenes de dos tebfraedros que tisnen un angulo triedro
igual, son proporeionales 4 los productos de las tres aristas que for-
man el angulo igual

X. Losconis engeadrados por un triangulo rvectangulo, que gira
aucesivunents alvedelor de cada uno de sus catetos, son inversamen-
ie proporcioniles & sus alturas.

PROBLEMAS PARA RESOLVER.

I. Trazar por un punto dado una recta que encuentre 4 otras dos
no situadas en un mismo plano.

1T Hallar el lugar geométrico de todos los puntos del espacio equi-
distantes do tres puntos dados que no estan en lmm recta.



gl

HI. - Por una recty dada trazar un plano paralelo a otra recta dada.

1V, Pur un punto dado trazar un plano ngente 4 uaa superticie
eilindrica ¢ ednica eircular.

Vo Pcrun punte dado en ln superficio es
ferencin maxima perpendicular 4 otra dada.

VI Dividit unarco de civcauferencia mdaximaen dos parbes iguales,

VIL . Por tres puntos dados en la superficie’ de una esfera, hacor
pasar una eircunterencia.—Tallhe ol polo de uan eivennferoncia dad:
en la superficie esférica,

Srica trazar uns civeun-

VIIL © Determinar las avistas de un paralelesipedo rectangulo sa-
biendo gue son proporcionales 4 lns nimeros 7, Y, ¥y quo el voli-
men del paralelepipeds es V.,

IX  Dada la arvista de un cubs, determiaar ln de otro cubo doble
del primero. : :

X, Hallarla arista de un cubo equivalente & In samy de obros  tres
cuyas arisias son 3, 4 ¥ 5 metros.

XL, Il voltmen ile un cono circular recto s 163 metros cttbicos Y
su altara 6 metros; ;eudl serd el radio de su base?

XII.  La capacidad de una medida cilindrica de altur: igual al dia-
metro-de la hase es un hectolitro, seudl serd ol didmetro de la baze?

XTI Hallarel radio de nan esfera cuyo voltinen es 500 metros
cubicos. ;

XIV. Hallar el voltmen de una esfera cuya superiicie es 500 me-
tros cuadrados.

XV, Hallar el volumen de un segmento esférico dg una base, cuya
altura es 8 metros, siendo 13 metros el radio de la esfora. :




BREVES NOCIONES
SOBRE LAS CURVAS ELIPSE, PARABOLA E HIPERBOLA.

B.—HKElipse.

523. La ®wLIPSE es wna curvw plana cerrada, lal que la suma
de lus distancias de cada uno de sus punlos & dos puntos fijos es
constante. :

Esta suma constante se represen-
Fie. 204 ta comunmente por 2.
S M, M, M7 (#ig. 294) son va-
rios puntos de la elipse, F y I’ los
puntos fijos, se tiene '

M MR- ML MR —
MR < N = =9
Los puntos fijos F y F’ se llaman
Jocos de la elipse, y las rectas MF,

ME’ tiradas desde un punto cualquiera M de la curva 4 los
focos se llaman radios veclores.

TrorREMA. ([lig. 295).

Fra. 205. 524. L suma de las disiancias de
m P = los focos .de una elipse a wn punto
N cualguiera del plano de esia curva es
igual, mayor 6 menor que 22, Ssequmn
que dicho punto esté en la curoa, fue—
7@ 0 dentro de la misma.
Lo primero es cierto por definicion.
Sea un punto exterior N. Tenemos

NP + NF'> PIV, luego NI 1 NI'~
PF4+PE’ 6 > 2a.
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Sea un punto interior N’. Tenemos
N'F'<< PN+ PF/, lnego N'F'4 N'F < PF - PK' 6 << 2¢.
Lios reciprocos son ciertos [53].

Corovario. ZI lugar geoméirico de lodos los puntos de un
plano, tales que la suma de sus distancias ¢ dos puntos fijos sea
constante, es una elipse.

520. KJE pE StMETRIA de wnn curva es la recla que divide en
dos partes iguales @ todus las cuerdas de la curva perpendicula—
res al eje.

TrorEMa. (Fig. 294).

526. Larecta AB que pasa por los focos dewna elipse, y la
perpendicular CD @ BB en su punto medio, son ejes de la elipse.
1.° Sea M un punto dela elipse, ME v ME’ los radios vec—
tores. Haciendo centro en los focos F y E') con los radios ME v
MFE’ describo dos arces. por la parte inferior, que se cortaran
en un punto M” perteneciente & la elipse, puesto que
; M7F 4 M7E'=ME - MEF' = 24;
pero los puntos F v F' equidistan de M y M”; luego AB es
perpendicular & la cnerda MM” en su punto medio.
2.2 Tambien CD es eje de la elipse. :
Hn efecto: haciendc centro en F y I, con los radios respec—
tivos ME’ y MF, describo dos arcos per la parte superior, que
se cortaran en un panto M’ perteneciente & la elipse, puesto
que M'F 4+ M'F'=MFEF'+ MF=2z; los tridngulos MFF’ y M'FE’
son iguales, por tener sus tres lados iguales: doblando la fi gu—
ra por CD, el punto F' caera en F, la recta F'M’ seguird la di-
reccion FM y el punto M’ caerd en M, por counsiguiente los an—
gulos en E son iguales, 6 sea rectos, y ademas M'E = ME;
luego CD es perpendicular & la cuerda MM’ en su punto medio.

(OBSERVACIONES.
527. 1. Siendo A y B puntos de la elipse, tenemos
_ AF |* AF' = BF 4 BF’;
restando FF’ de ambos miembros resulta
2AH —2BRGGAR — BR
2. Considerando un punto cualquiera M de la elipse y el
punto A, tendremos:

MP - MF'= AF 4+ AT = BF'- AF = AB.m



L= 0]
3.4 [n virtud de la observacion anterior, tenemos
CI -+ CF = AB 6 20F =20A, CF =04,

4.2 Siendo CF > €0, serda 0A >CO y 20A > 200.

Ton virtud de este ultimo resultado se llama cje mayor de la
clipse al AB que pasa por los focos, v eje menor al CD. Los
puntos A, B, C, D se llaman vértices de la elipse.

528. Las igualdades

AR — BB, ME L MF— AB CF—04A

nos dicen:

10 Los extremos del eje mayor de la elipse estan & iqual dis-
lancia de los J0cos 1esSpectivos.

9.9 [asuma de los radios vectores €3 igual al eje mayor.

3.0 T distancia de wn extremo del eje menor ¢ wn 10co es
iqual al semi-eje mayor.

TrorEMs. (Flg. 294).

529.  Flpunto O en que se cortan los ejes de una clipse es cen-
170 de estw curvd. : :
Sea M’ un punto de la elipse. Uno

Fia., 294. O con M/, prolongo la OM' y tomo
: OM” = OM/; si pruebo que ¢l punto
M/ pertenece & la elipse, quedara de—
mostrado que O divide en dos partes
iguales & cualquiera cuerda de la
elipse y que por tanto es centro de la
curva. o ,
Los trisingulos OM'F’ y OM”F son
iguales [20], luego M’ F'= M"F; tam-
bien son iguales los triangulos OM'F
y OM/F’, luego M'F = M”F"; por consiguiente :
M/E ++ M/F'=M'F 4 M'F'= 2q,

lo que demuestra que el punto M/ pertenece 4 la elipse.

530. La distancia OF del centro & cualquiera de los focos, se
Nlama excentricidad de la elipse. :

Si suponemos que los focos se reunen en el centro, la ex—
centricidad sera cero, y la elipse se convertira en una circun-—
ferencia de radio @; por esto suele decirse: [a@ circunferencia es
wna elipse cuya evcentricidad ¢s cero. -




Jocos v el eje mayor.
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Es clare qae cuanto menor sea la excentricidad. la forma de
la elipse se aproximard mas & la del circuls.

ProBrEMA. (Fig. 205).
531. Describir wna elipse conociendo la distancia entre los

1.5 comsiéruceion. Sean F oy B los
Fra. 295. fccos y mn el eje wmayor. Divido esta
recta en dos partes cualesquiera mp y
np; haciendo centro en un foco F' con
el radio pn describo dos arcos, uno
por encima-y otro por debajo de la
recta FF'; haciendo centro en el otro
foco ¥, describo con el radio mp otros
dos arcos que corten & los anteriores:
los puntes M y M’ de interseccion
pertenecen & la elipse, pues

ME' 4+ MF = pn -+ mp = mn.

Del mismo modo se determinardn tantos puntos como
se quieran. Trazando una linea continua que pase por todos
ellos, se tendra la elipse pedida.

2.% construccion. Puede describirse tambien la elipse por un
procedimiento mecanico. Fijense en los focos los extremos de
un hilo inextensible ignal en longitud al eje mayor, y péngase
tenso por medio de un lipiz 6 de un estilo; muévase el lipiz de
modo que se apoye en el hilo permaneciendo éste tenso, y que—
dara descrita la curva. '

Este procedimiento es conseciiencia inmediata de la defini-
cion de elipse.

ProBLEMA. (Fig. 294 ).

532. Describir wna elipse conociendo sus dos ejes.
Describiendo desde el vértice C como centro, con el radio
OA, un arco que corte al eje mayor, los pantos de interseccion
F y ' seran los focos de la elipse [528, 3.°]. Conocidos estos
puntos, puede emplearse cualquiera de las construcciones del
problema anterior. : -
533. Se llamn TANGENTE ¢ una elipse toda reclw indefinida
que tocw @ esta curva en un Solo punio.
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TrorEMA. (Fiy. 296 ).

La bisectriz del angulo que forma wn radio veclor de wn punlo
de la elipse con la prolongacion del otro radio veclor, es langents
a [ elipse.
Tomo en la prolongacion del radio
F1g. 296. vector FM una longitud MN = MF’,
trazo la NF’, y uno un punto cual-
quiera P de la TT' con F, " y N. La
bisectriz TT’ es perpendicular 4 la ba-
se NI de! tridangulo isésceles MNF',
y la divide en dos partes iguales [168,
escolio], luego PF” = PN. Ahora bien

PE - NP = FN 6 PE |- PF* > -

: FM -+ E'M 6 > 22,
" luego el punto P estd fuera de la
elipse.

El mismo razonamiento puede apli-
carse 4 cualquier otro punto de TT’, & excepcion del M, por
consiguiente 1T’ es tangente 4 la elipse,

534, St llama NORMAL @ una curva (o perpendicular @ la lan-
gente en el punlo de contaclo. :

La bisectriz MQ del dngulo EME' que forman los radios vec-
tores de un punto M de la elipse, es normal 4 esta curvd.

Trazando la bisectriz TT’ del dngulo F'MN adyacente al
EMLE’, las rectas TT' y MQ son perpendiculares entre si [37], ¥
como TT’ es tangente, M@ sera normal.

Prosrema. (L[fig. 296).

535. Por un punto M de la elipse, trazar ung tangenle ¢ esta
curva.

Trazo los radios vectores MF y MT’, prolongo el MF, y la
bisectriz TT' del angulo NME’ sera la tangente pedida.

536. Se llama elipsoide prolongado la superficie engendrada
por una elipse que gira alrededor de su eje mayor.

En Fisica se demuestra que los rayes luminosos y los calo-
rificcs, al encontrar una superficie pulimentada, se reflejan, y
que el rayo reflejo forma con la normal 4 la superficie un én-
gulo igual al que habia formado el rayo incidente; por lo tanto,
si en uno de 1¢s focos de un elipsoide se coloca un manantial
de luz 6 de calor, los rayos emitidos, despues de chocar en la
superficie pasaran por el otro foco.
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Fig. 207. 537. [Lu PARABOLA €8 una curoa pland, tat
que cada uno de sus punios equidista de un
punto fijo y deuina vecta fija.

Si F (/5. 297) es el punto fijo, CD la recta
fija y M un punto cualquiera de la parébola,
sera MF = MR.

El punto fijo F se llama foco, la recta CDh
directriz, y las rectas tiradas desde el foco
4 los puntos de la curva se llaman 7adios

‘TeorEMA. (Fig. 298).

538. Un punto tomado en el plano de una paraboln dista del
Joco squal, mas o ménos que de la directrie, segun que el punlo
esté en la curva, fuera 6 dentro de la misma.

Fia. 298. Lo primero es clerto por definicion.

Sea un punto_exterior N. Prolongo la
perpendicular NR hasta que encuentre en
M’ & la pardbola, y ftrazo el radio vector
FM’. En el trisngulo FNM' tenemos

FN -+ NM' > FM’, pero FM' = RN,

luego BN - NM' > RM;
restando NM' de ambos miembros de esta
ultima desigualdad, resulta
FN > RN. ;

: Sea un punto interior N'. Tenemos
FN'< FM'--M'N’, pero FM'=RM', luego FN'<- RM/4 M'N’
6 bien EN'< RN'.

~'Los reciyrocos son ciertos [55]. &

Coronario. #l lugar geométrico de todos oS puntos de ww

plano equidistantes de wn punto fijo y de wna recta [ ¢S une
parabola.




oy

TrorEM. (Fig. 297).

539. La perpendicular ¥G tiradn ¢ la directriz de una pari-
bola desde el foco F, es eje de dicha curva.

Fic. 297. Sea M un punto cualquiera de la parabola.
Bajo la perpendicular ML 4 FG, y la prolon—
go, tomando M'L = ML.

El punto M’ pertenece 4 la pardbola, por~
que siendo M'F = MF y M'R’—= MR, se tiene
M'F = M'R’; como FG es, seoun la construc—
cion, perpendicular 4 MM’ en su puntome-
dio, es claro que FG es eje de la pardbola.

Iscorio. Kl punto de interseccion A del
eje de la pardbola con la curva, se llama vér—
tice de la misma.

. ProBrEMA.

540. Describir unu parabola, conociendo la posicion del foco
y de lw directriz. - i

L.* construccion. Tiro desde el foco F (#%g. 297) una recta
indefinida FG perpendicular 4 la directriz CD: el punto medio
A de la distancia FG serd evidentemente un punto de la pard-
bola. Tomo en FG un punto cualquiera L, y levanto por este
punto una perpendicular indefinida MM’ 4 ¥G; describo con el
radio GL, haciendo centro en el foco I, un arco que cortarala
la perpendicular MM’ en dos puntos M y M’ pertenecientes & 4
parahola, porque siendo MF — GL y MR = GI,, se tiene MF—

Fic. 298, MR. Del mismo modo se determinardn
otros puntes. Trazandouna linea continua
que pase por todos ellos, se tendra la pa—
rdbola pedida.

2.% construccion. Fijense en el foco F
de la pardbola (/77g. 298) y en el vértice
de una escuadra ! los extremos de un hilo
inextensible, ignal en longitud al cateto
mayor BC de la escuadra; apliquese este
cateto ala recta indefinida FG y el cateto
menor 4 la directriz AD; pongage tenso el
hilo por medio de un lapiz 6 de un estilo
que se apoye en el cateto mayor; hagase

I Laescrradra es una plancha de madera cortada en forma de triangulo rectingulo,
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resbalar el menor AB 4 lo largo de una regla aplicada a la di-
rectriz AD, sin que deje de apoyarse el l4piz en el cateto mayor,
Y quedard descrita una rama de Ja parabola. Repitiendo la mis-
ma operacion por la parte inferior dela recta FG, se describird
la otra rama.

Un punto cnalquiera M, determinado por este procedimien—
to, pertenece 4 la parabola; porque siendo la longitud FM--MC
del hilo igual al cateto mayor BM--MG, es claro que FM=BM.

otl. St /llama TANGENTE 4 wna paribols tvda recta indefinida
que toca 4 esta curva en un solo punlo.

TeorEMA. (Hig. 299).

La biseclriz del dngulo que forma el radio veetor de un punto
de la pardabola con la perpendicular tirada desde dicho punto @
la directriz, es tangente ¢ la paribola.

v Sea TT' Ia bisectriz del angulo FMR

G, 299. formado por el radio vector del’ punto M

y la perpendicular MR 4 la directriz. De-

mostremos que todos los puntos de la TT',

4 excepcion del B, estin fuera de la pa-
rabola. .

Trazolarecta RE. Siendo TT' hisec—
triz del angulo en el vértice del triangulo
is0sceles RME, es perpendicular & RE en
su punto medio; tomando un puntec cual-
quicra P de la bisectriz, uniéndole con R
y con I, y bajando la perpendicular PQ &
la directriz, serd PR = PF, pero PR >PQ

b lnego PF > PQ, por consiguiente el pun-
to P estd fuera de la pardbola 538, reciproco].

‘Corovranio. La bisectriz del angulo que forma el radio veclor
de un punto M con una pavalela MS al éje. es normal ¢ lo pa~
radola. ;

Trazando la hisectriz TT' del angulo FMR adyacenteal
FMS, las rectas T'T" y MN son perpendiculares entre si [37]. ¥
como TT’ es tangente, MN serda normal,

* DProprema. (Fig. 299).

o482, Por wn punio M de la pardbole (razar wna langente
@ csta curva.
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Trazo el radio vector MF y bajo la per—
pendicular MR 4 la directriz: la bisectriz
TT' del angulo FMR sera la tangente
pedida.

543. Se llama paraboloide la superficie
engendrada por una parabola que gira
alrededor de su eje.

Segun el principio de Fisica menciona—
do al tratar de la elipse, sien el foco de
un paraholoide se coloca un manantial
de luz 6 de calor, los rayos emitidos, des-
pues de reflejarse en la superficie segui-
r4n una direccion paralela al eje.

ERE.—Efipérbola.

544, L@ HIPYRBOLA €5 UnN@ cur-
7w plana, talque le diferencia de
las distancias de cada wno de sus
pUntos & dos puntos fijos es cons—

A tante.

Esta diferencia constante suele
“representarse por 24.
Si M, M/, M” etc. (#4g. 300) son

7 Y

varios puntos de la hipérbola, F y
I los puntos fijos, se tiene

MF’ — MF =M'F — M'F' =
MéRe= N —a i — 2
Los puntos fijos 'y IV se lla-
man fecos de la hipérbola; y las

dos rectas MIY y MF tiradas desde los focos 4 un punto cual-
guiera de la curva, se llaman 7adzos veclores.

TrorEMA. (Fig. 301).

54b. Lu diferencic entre las distancias de lgs focos de unw
kiperboln @ wn punto curiquiers de Su plano es igqual, menor o
mayor que 2a, sequn que dickho punlo este en la hipérdola, fuera
i dentro de la mesma.
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Fig. 301. Lo primero es cierto por de-
finicion.
Sea un punto exterior N. Te-

nemos

I'N << FP -+ NP,

BN — D N
restando ordenadamente estas ex-
presiones sera

FN — I'N < FP —F'P

ol N 6bien FN— F'N < 2a.
= 2N\ M ; S
Sea un punto interior N'. Te-
nemos

FN' = FP | PN’,
F'N' < F'P 4 PN/,
restando ordenadamente sera
EN"— F'N' >FP — F'P  6bien FN'— F'N'> 2q.
Los reciprocos son ciertos [55].
CoroLARIO. AU lugar geométrico. de todos los punios de un

plano, tales que la diferencia de sus distancias @ dos puntos 7ijos
sea constanie, es una hiperbola.

~TrorEMs. (Fig. 300)

546. La recte XX que pasa por los focos deuna hipérbola,
la perpendiculvr @ ella en el punlo medio O de la distancia FF',
son ejes de la hipérbola. =

1. Sea M un punto de la hipérbela. Describiendo por de-
bajo de XX’ dos arcos. cuyos centros sean Fy I, y los radios
M y F'M, se determina un punte M” que pertenece 4 la hi-
pérbola, pues M"F'—M"F=MBE'—MF=2a; pero los puntos
F v F’ equidistan de M y M”, Inego XX’ es perpendicular & la
cuerda M M’ en su punto medio.

2.° Demostremos que tambien YY' =< eje dela hipérbola.
Haciendo centro en F y F', describo con los radios respectivos
ME’ v MF, por encima de XX, dos arcos que se cortan en un
punto M, perteneciente « la hipérbola, porque M'F —M'F’'=
ME’” — MF = 2¢. Ahora, los triangulos MFF" y M'FF’ son igua-
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les; si doblamos la fignra por YY', el punto B caera en K, la
recta F'M’ seguird la direccion FM, y el punto M’ caerd en M,
luego los dngulos en K son 1guales 6 sea rectos, y ademéas M'E
= ME; por consiguiente YY" es perpendicular & MM’ en su
punto medio. 3 ,
<k Obscrvaciones.

547. 1.° Siendo A y B puntos dela hipérbola, tenemos

AT — AF — BF — BF’;
restando AB de ambos miembros resulta

BF'— AF = AF — BF/, de donde 2BF'——2AF 6 BF'— AF.

2." Considerando un punto cualquiera M de Ia hipérbola y
el punto A, tendremos

MEF'— ME = AF' __ AF— AT BF'— AB.

548. Kleje XX', 6 mejor, su parte AB, se denomina eje trans-
verso 6 primer eje, y el YY', eje no transverso 6 sequndo ¢je. Los
puntos ‘A-y B son los védréices de la hipérhola.

Las igualdades
Bl — AF, ME — ME— AB,
nos dicen: ; = : b

1.°  Los extremos del primer eje de ta hipérdoln estin a tguwai
distancia de [os focos respectivos. -

- 2.°  La diferencia constante entre los radios veclores es Lqual

¢

al primer eje.

TrorREMA. (Fhg.-300).

549. L punto O en que se cor—
tan los ejes de wna hiperbola es
coniro de esia curva.

Sea M un punto de la hipérbo-
la. Uno O con M, prolengo OM,
tomo OM” = OM. Si pruebo que

. ¢l punto M” pertenece & la hi—
X pérbola, quedard demostrado el
teorema. ;

Los triangulos OME v OM“F
son iguales [20], luego ME' = M/
tambien son iguales los tridngulos
OMEy OM”F", luego MF = M/”F’;

7 V@ N por consiguiente .
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M7 — M”F" = ME' — MF — 2@,

lo que demuestra que el punto M” pertenece & la hipérbola.
b50. La distancia OF del centro 4 cualquiera de los focos de
la hipérbola, se llama ezcentricidad de esta curva.

PROBLEMA,

551.  Describir una hiperbola conociendo (e diferencia 2a de
los radios vectores y la distancia FX' entre los focos.

: Fie. 301 1. construccion. Seamn (.

: : 301) la diferencia 2«4 de los radios

vectores. Trazo una recta indefi-
nida FI' que pase por los focos;
desde el punto medio O de la dis-
tancia 'l tonio & derecha € iz-
quierda las longitudes OA = OB
=, los puntos A y B pertenecen
a la hipérhola, puesto que 20—=AB
[548, 2.°|. Para hallar otros puntos
describo desde F como centro. y
con un radio zp mayor que FA,
dos arcos, uno por encima y otro
por debajo de FFE': v haciendo
centro en F', con un radio mp =
2 @ np, describo otros dos arcos que corten dlos primeros:los
puntos de interseccion M y M’ pertenecen 4 la hipérbola, pueS

MF'— MF =2¢ + ap — np = 2a.

Describiendo desde F’ dos arcos con el radio np, y desde I
otros dos con el radio mp, se obtienen los puntos M/ y MY,
Del mismo modo se determinardn tantos puntos como se
quieran.
Escorro. La hipérhola consta de dos ramas distintas indefi~
nidas. i
2.% consiruccion. Fijese un extremo de un hilo inextensible
y mayor que FA (Fig. 302) en el foco F, y el ofro extremo en
un punto C del borde de una regla: higase pasar este bor-
de por el foco I, de modo que la distancia CF sea igual 4
la longitud del hilo mas 2a; péngase tenso el hilo por medio de
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¥Fia. 302, un lapiz 6de un estilo que se

. apoye en la regla, y hagase gi-
rar esta, sin que resbale, alrede-
dor del punto I, manteniendo
siempre tenso el hilo y apoyan-
do el lapiz en la regla: la curva
asi descrita serd un arco de hi-
pérbola, porque

MF'—MF — (CF'—CM)— (CMF
_ OM) = CF'—CMF = 20.

552. St llamaTANGENTE ¢ una
hiperbola lodw recta indefinida
que -loca & esta curva en un solo
punto.

TroreMA. (Flg. 302).

L bisectriz del angulo que forman los radios vectores de Ut
punto de la hipérboln, es tangenle @ esln curvs. .

Sea TT’ la bisectriz del angulo EME’'. Demostremos que
todos los puntos de TT', 4 excepcion del M', estan fuera de la
hipérbola.

Tomo en el radio vector M’ una longitud M'N =M'F", tra-
zo la NF’, y uno un punto cualquiera P de la TT’ con F, oy
N. La bisectriz T1’ es perpendicular 41a base NI del tridn-
gulo is6sceles M'NFE’ y 1a divide en dos partes iguales, luego
PF’ = PN. Ahora bien: i = %

PE_—PN<FN 6 PF— PR’ M'F— M'EF,
esto es IR DA N0 :
luego el punto P esta fuera de la hipérbola.

TroreMA. (Fig. 302).

553.  Por un puinto M' de la hipériola traser una langenls &
esia Curva. '
Trazo los radios vectores del punto dado, y divido el dngulo
que forman en dos partes ignales: la bisectriz TT' sera la tan—
grente pedida. :



Ih IhU\TO\H’lhIz\ RECTILIN A,
LIBRO PRIMERO.

RAZONES TRIGONOMETRICAS.

CAPITULO PRIMERO.
NOCIONES PRELIMINARES.
i.—Befiniciones. S

1. TricONOMBTRIA eS la ciencia que licne por -0bjelo resolver
los triangulos, esto-es, determinar mmm icamente (oS elementos
desconocidos de un iriangulo, por medio de sus relaeiones con
otros elementos conocidos.

[ Se divide la Trigonometria en rectilinea y esférica, segun
que se ocupa de los triangulos rectilineos ¢ de los esféricos.

2. La Geometria ensena a determinar graficamente los ele-
mentos desconocidos de un triangulo, cuando Se conocen:

1.° Un lado y dos éngulos.

2. Dos lados y el d.DO‘UlO comprendido.

3.° Los tres lados.

4. ° Dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos.

| Mas las construcciones geonmetricas,por esmeradas que sean,
dan en la practica 1'ebu1t'1do:, muy pPoco exactos.

| Las causas son: 1.% la imposibilidad de obtener una repre-
sentacion grafica de la linea, conforme a la idea abstracta que
de la misnma tenemds: los trazos que con el nombre de lineas
hacemos en el papel, por finos que sean. tienen alempre algun
ancho y grueso, mientras que la linea no tiene mas dimension
que la lOIl‘Tltud 2.% la imperfeccion inevitablede los instrumen-
tos materiales que se emplean para medir las rectas vy los an-
gulos; 3.° el limitado alcance de nuestros sentidos. :



— 334 —

\ [l calenlo, como instrumento mental, no ofrece estos incon—
venientes: dados los valores numeéricos de tres elementos, entre
ellos un lado, obtendremos los de los otros tres, mediante ope- -
raciones aritwméticas, con toda exactitud, 6 al menos, con cuan—
ta aproximacion se desee, si hallamos ecuaciones que ligando
entre si los elementos de un triangulo, permitan, cn todos los
casos, calcular los desconocidos en funcion de los conocidos,

Tal es el fin especial de la Trigonometria.

Las ecuaciones que ligan directamente los lados y angulos
de un triaugulo son bastante complicadas; por este motivo se

- emplean, para representar los angulos facilitando su introduc—
cion en los cdlculos, ciertas razones de lineas rectas, llamadas
razones (rigonomelricas, cuyas relaciones con los lados son muy
sencillas, y tales que dado un angulo, se deferminan con faci-
lidad las razones que le correspouden, y reciprocamente.

HEstas razones, tienen ademés de la resolucion de triangu—
los, otras muchas aplicaciones, en las que se consideran arcos
mayores que 180°, y tambien mayores que una 6 varias circun-—
ferencias; por lo que consideraremos en lo sucesivo arcos de
cualquiera magnitud.

fixpondremos algunas nociones preliminares, antes de: de-
finir las razones triconomeétricas. | -

3. \Un punto que partiendo de A
Fig. 1.7 recorre la circunferencia O (/7g.1.%)
: puede moverse en dos sentidos

3! B opuestos; el ABA'B’A, que conven-

S 1
w T dremos en llamar positivo, y el
E\M/r AB'A'BA quellamaremos negaiivo.!

La primera letra de las que desig-

o e 0F » nen un arco representard siempre
A A ; 1

el ordgen 6 punto de partida del

mIsmo; en consecuencia, no- sera

1gual para nosotros el arco AM al

M" T .

\J Q W, MA, porque el primero estd conta-

Bl do en el sentido positivoy el segun-

do en el negativo, sino que diremos

AM=—MA,
esto es: AM dgual y de direccion contraria ¢ MA.

1 Estos dos conceptos son relativos, no denotando otra idea que la oposicion de
los sentidos en que se cuentan log arcos; podria, pues, llamarse negativo al sentido
ABA’B’ A,y en tal caso geria positivo el opuesto AB’A’BA.
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Lo mismo: B'M” es un arco negativo, M”B' es positivo, luego
' Bivi=— = SMUBE

‘Admitidos los arcos positivos y negativos, las operaciones
de sumar y restar se consideran algebrdicamente, es decir que
swmar una cantidad negativa es, en realidad, restar una posi-
tiva de igual magnitud; y 7¢sfar una cantidad negativa sera lo

Inismo que sumar una positiva de igual magnitud.
La expresion

ABM- M'B,

que es en la forma una suima, representa, en realidad, la di-

ferencia
' ABM'— BM'— AB.
En cambio
AB— M'B= AB - BM' = AM".

La admision de estos convenios dard gran generalidad 4 las
definiciones y formulas trigonométricas.

4. 'Se llaman arcos complementarios dos arcos cuya suma
algebraica es un cuadrante positivo; y suplementarios, dos arcos
cuya suma algepraica es niedia circunferencia positiva.

il complemento de AM es MB, el de ABM' es M'B 6 —BM/,
el de ABM”es MZA'B 6 — BA'M”,

Kl suplemento de ABM.es M'A’, el de ABM” es MZA’ 6
— A'M/, el de ABAM” es M”B'A* 6 —A'B'M".

5. | Dadas dos rectas A \', BB’ que se cortan y un punto M de
su plano, las paralelas M), MP trazadas 4 dichas rectas desde
M se llaman coordentd vs de este punto con relacion 4 las rectas
AA’, BB, que son los ¢jzs de coordenadas.

Una de las paralelas se llama abscisa y la otra ordenada del
punto M. El eje al que son paralelas las abscisas de diferentes
puntos se llama ¢je de abscisas, y el otro, al que son paralelas
las ordenadas, se llama zje de ordenadas. :

Las definiciones anteriores corresponden al caso general de
formar los ejes un angulo cualquiera. ;

lin la presente obra supondremeos siempre los ejes rectan—
gulares: en tal supuesto, (e abscisa de wn punio es perpendicu -
lar al ¢je de ordenadas, y la ordenade es perpendicular al eje de
abscisas. :

Si AA’ es el eje de abscisas y BB’ el de ordenadas, la absci-
sa MQ del punto M es perpendicular al- cje BB, y la ordenada
MP loes al AA". ;
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La abscisa My es igual & OP. y la ordenada MP — 0Q; de
modo que pueden contarse la abscisa y ordenada en sus ejes
respectivos. : 5 ;

Lias coordenadas tienen por objeto determinar la posicion de
un punto en el plano de los ejes; & fin de que esta determina-
clon sea completa, se considera en las coordenadas el valor ab-
soluto y el signo, mediante los signientes convenios:

5 1.° Las coordenadas se cuentan
Fre. 1.t en sus ejes respectivos,
2.° El punto de partida 1 ori-
3! B s gen de las coordenadas es siempre
M QNM T el de interseccion O delos ejes.
3. Una de las direcciones, &
partir de O, del eje de abscisas y
al P! ik A otra del de ordenadas se consideran
coino positivas, y las opuestas como
negativas.

- Asi, conviniendo en gue O\ y
pat 8 OB sean los sentidos positivos, QA
B! y OB’ serdn los negativos, y ten-
dremos, para abscisa y ordenada -

del punto M, ++ OP y -I- OQ; para el M',— OP',-L OQ; para o

M7, — OP', — OQ, y para el M7, OP,— 0Q/. o

Si el punto esta en un eje, unu coordenada es eero: la abscie
sa y ordenada del punto A sou OA y 0, las del punto B sou
0y OB,lasdel A'. — O\’ y0, ylasdel B, 0 y— OB'.

Si el punto es O, sus dos coordenadas valen cero.

Dadas en magnitud v en signo las.coordenadas de un punto,
esta detervinada la posicion del mismo. ;

Témese en el eje AA’, & contar del origen O, una longitud
igual 4 la abscisa dada, hacia el punto A, sila abscisa es positi-
va, y hacia el A', si es negativa; llévese }gualmen’tevla orde-
nada al eje BB, desde O hécia B, si es positiva, y hacia B', si
es negativa. De este modo se obtienen en los ejes dos puntos:
levantando por ellos dos perpendiculares, la interseccion de
éstas sera el punto pedido. :

Ast, tomando OP y OQ iguales 4 la abscisa y ordenada pO-
sitivas, las perpendiculares PM, QM nos dan el punto M: to-
mando OP’ igual 4 la abscisa negativa y OQ igual 4 la ordena—
da positiva, las perpendiculares P’M’,” QM' nos dan el punto
M’ ete. : :

6./ Las razones trigonométricas més importantes son cuatro:
8eno, coseno, tangente y cotangente. :
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En las siguientes definiciones se toma para eje positivo de
abscisas el radio que pasa por el origen del arco, y para eje
positivo de ordenadas el gue pasa por el extremo del primer
cuailrante positivo contado desde el origen del arco.

Baxo de un dngulo 6 de su arco correspondienle es la razon
de la ordenada del exiremo del arco al radio.

CoseNo es la rason de la abscisa del exlremodel arco al radio.

/TANGENTE es la razon de la ordenada del extremo del arco 4
laabsecisa.

CoTANGENTE es la razon de lo abscisa del extremo del arco d la
ordenada.

Llamando » al.radio del circulo O (Zig. 1.%). y aplicando
la regla de los signos estudiada en la division algebraica,
tenewos: :

Para el arco AM,

.

SENn — ME COoS = M—Q To— MP cot = I)-I—Q
o e o G D
Para el arco AM’, :
M’ P’ ME® o Mol My
S(.D.-—-'T,COS—'—- T,tg—-—illQ/Ct————.M:,‘ﬁj.

Para el arco ABMZ,
M/P! —-}I”Q' . M”P! M7Q)

§en = — —— , CoS= —

o Nyl ey
Para el arco ABM”,

S M”/ P BI/// Q’ Li/// P > BI”/ Q’ i
e — — —— =~—,tg’=*M7TQ,,COt=—Li,,/§‘.

)

1 Laragla mejor, para recordar los signos de las razonss trigonométricas de log
arcos cuyo orig:n comun es Ay quas terminan en und de los cuatro  cuadrantes de

la circunferencia O, nos parece la siguiente:
Son positivos:

los senos, en los cuadrantes. . . . « 1.0y 20°
las tangentes y cotangentes, en los. . 10 y 3.0
108'c08en0s; en los . Lt i S i [0y i 410

22



— 338 —

Si consideramos un arco negativo BM, la direccion positiva
del eje de abscisas serd OB, y la direccion positiva del eje de
ordenadas OA'; por consiguiente

e 0 _.ME to — M0 cot = --M—E
Bell — — —— , C0S — e DY M

{ De las definiciones anteriores se deduce que las razones tri-
gonometricas dependen del origen y extremo del arco; por con-
siguiente dos arcos cualesquicra gue tengan ¢ mismo 0rigen y
exiremo tendran las mismas razones rigonoméiricas.

Asi, las mismas razones tiene el arco positivo AM que el ne-

gativo AB'A'BM. _

7. {Las razones trigonomelricas de un angulo son conséantes,
cualquiera que sea el radio del arco correspondiente. :

: Sea O el éngulo (#4g. 2), AM y A'M'

Fie. 2. dos arcos cerrespondientes descritos

con radios desiguales 7 y 7. Trazando

las ordenadas MP y M’P’ de los extre—

mos de los arcos, se habran formado

los triangulos semejantes OMP, OM'P’;

MI

luego
0 MP M'P’ MP M'P
PA P A oM~ O 6 sea = =
es decir, sen AM = sen A'M".
Lo mismo .

om o . 00 0P

oMo ~E s
es decir, cos AM = cos A'M'.

Tambien tenemos
MBPS= MU OR OP!

@R QP! NP AR
es decir  tg AM = tg A'M, cot AM = cot A'M’.

Luego el teorema se verifica para los valores absolutos de
las razones trigonométricas; y tambien sera cierto cuando se
consideren los signos, porque ‘es claro que las direcciones de la
abscisa y ordenada del extremo del arco son independientes de
la magnitud del radio.

fObservacion. - Para hallar las razones trigonométricas de un



- gy

angulo dado O no es necesario describir el arco correspondien—
te, sino que basta trazar desde un punto cualquiera M de un
lado una perpendicular MP al otro lado: esta perpendicular es
la ordenada del extremo de un arco correspondiente al angulo,
OP es la abscisa de dicho extremoy OM el radio; obtenidas
estas tres lineas MP, OP, OM se tienen las razones del angulo
0, sin necesidad de describir el arco A M.
; 8. £Si el arco AM correspondien-
Fra. 1.2 te 4 un angulo AOM (F4g.1.%) se
describe con un radio igual &4 la
Sl B S unidad, 6 si adoptamos para unidad
lineal el radio con que estd descrito
el arco, sera 77 = 1; luego
, sen AM = MP, cos AM = MQ,
p! Siiniy es decir
J Ll seno y coseno de um arco, cu—
/ Yo vadio es la unidad, son iguales
@ la ordenada y abscisa del exlremo
! Q' A del arco.
B / Tracemos por el origen A del
arco AM la tangente AT, y por el
_ extremo B del primer cuadrante la
BS: la AT es paralela 4 MPy B3 lo es 4 MQ): luego los tridngu-
los OMP, OTAsonsemejantes, y losOMQ, O3B tambien lo son,
tendremos, pues ' )

PM AT g
O o
@M BS - -
o o8
0 sea te AM = AT, cot AM ='BS.

Segun esto,

La tangente y lacolangente de wi arco, cuyo radioes la unidad,
son iquales @ las paries de tangentes geomeétricas tiradas respec-
tivamente en el origen del arcoyen el extremo delprimer cuadran-
te posilivo, y contadas desde ¢l punto de contacio hasta el de 820
encuentro con el radio prolongadge quc pase por ¢l exéremo del
arco. -

.
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Bi.—Tearemas reladives & las razones tvigouo-

meéirieas.
TrorEMA, (Fig. 1.°)

9. | Dados dos arcos iguales i de signo contrario, los cosenos
son iguales y del mismo signo, y los senos, tangentes y colan—
gentes son iguales y de signo conlrario.

Sea AM” un arco negativo. que llamaremos — @, y AM otro
arco positivo 1gual en magnitud al AM”: el arco AM deberd
representarse por . >

Xl radio OA, que pasa por el punto medio del drco MM”, es
perpendicular 4 la cuerda MM” y la divide en dos partes igua-
les; luego OP es abscisa comun 4 los extremos M” y M de i0s
arcos propuestos, y M”P, MP son ordenadas iguales v de signo
contrario; tenemos, pues

P
cos (—a)= i COS=—t i
luego cos (—a ) = cos a.
: MR MP
Lo mismo sen(—a)=-— , Sen @ = ——,
; 7 7
luego sen (— @ ) = — sen a.
lo que demuestra el teorema para el coseno y seno.
: —M7p MP
Ademas, tg (—a) = —-LUP— i — O’
y como M”P y MP son iguales en magnitud, resulta
‘ el o) = —tou
o ' oP oP
Lo mismo c.ot =) = SRV cOtig— AP
luego cot ( —a )= —cot a.

Kscowro. En virtud de este teorema, las razones trigonomé-
tricas de un arco negativo se puelen sustituir por las del mis-
o arco tomado positivamente, cambiando el signo del seno,
tangente y cotangente.
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Reciprocamente, las razones trigonométricas de un arco
positivo pueden sustituirze por las del mismo arco tomado ne-
gativamente, cambiando los signos del seno, tangente y cofan-
gente; es decir que

cos @ =cos(—a), sen g =—sen(—a ),

to @ = —to(—a), cotw=—cot(—al;
puesto que las tres altimas expresiones se obtienen cambiando
los signos en las demostradas

sen (— @) = — sen 4, tg (—2)=—tg a, cot (—a) = —cot a.

10./ Conorarto. Siel ertremo dziwn arco se lomy por origen
y el origen porectremn, lvs voores absoluios de lis razones (ri-
gonomélricus no varian, pero cambian de signo el seno, langente
Y coluniendte.

Porque permutar los extremos equivale & cambiar el sig-

no del arco, sin alterar su magnitud.
Tendremos, ples,

K. 1.2
5 i 3
o : ,semMA =—cen AM = -
% g MQ
cos MA = cos AM = 7:_ -
' 0
AsE A MP
\ / "g‘MA=-—tg"AM=_im,
N q (R fe R I\IQ
- T cotMA=—cot AM=— 2.
sen MB = — sen BM = — (— 1\_17(2\) = M}‘ :
cos MB = cos BM = LE-) 3
e e MQ\  MQ
et (‘" M'P) — MP°
: [ MP MP
ot MB = — cot BM = — (— 37 ) ——
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TrEorEMA. (Fig. 1.%)

11. ' Bl seno y la tangente de un arco son iguales respectiva—
mente al coseno y la colangente del arco complementario.

Un arco cualquiera, cuyo origen es A y su extremo un pun-
to X dela cireunferencia (), tiene por complemento otro arco
XB, que se cuenta en el mismo sentido que AX, si éste es posi-
tivo y menor que un cuadrante, y en sentido contrario en todos
los demas casos. ' : e

Asfel-eomptemento de AM-es¥B;el-de ABM és M'B;-el de
AM” es M AB-etc. =

Pero el coseno de X B es igual en magnjtud y en signo al de
BX [10]; luego siendo A y X el origen y extremo del arco dado,
podremos considerar B v’ X como origen y extremo del com—
plemento, cnando se trate de hallar el coséno del mismo,- -

Segun esto, los ejes positivos de abscisas y ordenadas, para
el arco dado AX, serdn OA y OB [6], y para el complemento
seran OB y OA’; y como dichos arcos tienen el mismo extre-
mo X, la ordenada del arco sera abscisa del complemento: asf;
la-ordenada MP-delextremo-dela
del-arco-B¥; pero la ordenada partida por el radio es el seno y
la abscisa partida por el radio es el coseno; luego el seno de un
arco es igual en valor absoluto al coseno del complemento.
Tambien son iguales en signo, porque los senos de  los arcos
que parten de A y terminan en los cuadrantes AB, BA’, A'B’ 6
B'A, esdecir en el 1.°,2.°, 3.° 6 4.°, tienen los s1gnos respecti-
vos [6, nota al pié]. : : :

mas, Mmas, menos, menos, _
¥ los cosenos de los arcos que parten de B y terminan en los
mismos cuadrantes; que son ahorael 4.° 1.°,2.° y 3.°, tienen
tambien Jos signos respectivos :

MAS, MAS, MENOS, MENOS.
En virtud de lo que acabamos de demostrar, tenemos
sen ¢ = cos (90° — a), sen (90°—a) = cos @;
escrita la ultima igualdad en la forma
cos @ = sen (90° —a ),

nos dice que ¢/ coseno de wn arco es igual al seno de Su comple-
mento. ;

0 AM es abscisa-delextremo-—



feagia

Llamando # € y ala abscisa y ordenada delextremo del arco
@, ¥' ¢ y' & la abscisa y ordenada del extremo del complem ento
90 — @, tenemos :

T o
G g
luego, dividiendo.
7 z! : :
g é = e esdecir, - tg @ =cot (90°—a );

- Tenemos, segun esto, .
12 (90° — @) = cot @, 6 cot @ = tg (90° —a),
luego la cotangente de un arco es igual ¢ lo tangente del com-
wlemento.

TrorEma. (Fig. 1.%)

12. § Los sznos de dos arcoes suplementarios son iquales, y los

cOSEN0S, Langenles i colangentes Son tquales i de Signo contrario.

Un arco cualquiera, cuyo origen es . A y su extremo un
%uuto X de la circunferencia O, fiene por suplemento otro arco

A’, que se cuenta en el mismo sentido que AX, si éste es po-

sitivo y menor que mediu circunferencia, y en s:ntido contrario
en todos los demas easos.

Astel-suplemento-de-AM-es MAS el de-ABM“es M”7A"; el
de-AM” es M“ABA, ; ?
~ Peroel seno de XA’ es igual y de signo coutrario al de A'X,
y el coseno de XA’ es icual en magnitud y en signo al de A'X
[10]; luego siendo A y X el origen y extremo del arco dado,
podremos considerar A’ y X como origen y extremo del suple-
mento, pero cambiando el signo al seno de éste. ]
~ Porlo tanto, para determinar las coordenadas del extremo
del arco dado se deberan considerar OA y OB como direcciones
positivas de los ejes de abscisas y ordenadas; y parael arco
suplementarjo estas direcciones positivas serdn OA’ y OB';
siendn AA’ el eje de abscisas y BB’ el de ordenadas para los
dos arcos, y teniendo éstos el mismo extremo,: es claro que la
ordenada y abscisa del extremo del arco seran ordenada y abs—
cisa del extremo del suplemento, pero las razones de estas rec—
tas al radio son los senos y cosenos; luego el seno y coseno de
un arco son ignales en valor absoluto al seno y coseno del
suplemento. ' : .

En cuanto a los signos, tenemos que los senos de los arcog

v
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que parten de A y terminan en los cuadrantes AB, BA’, A’'B' 6
B’A, esdeciren el 1.°, 2.° 3.° y4.° tienen los signos respectivos
3 ) « 2 (=)
mas, mas, menns, menos,
Y los senos de los arcos que parfen de A’y terminan en los
mismos cuadrantes. que son ahora el 3.%,4.° 1.°y 2.° tienen
los signos respectivos
MENOS, MENOS, MAS, MAS;
pero como estos signos deben cambiarse, por haber permutado
los extremos del suplensento, resulta, por fin, que los senos de
los arcos suplementarios tienen igual signo. s
Los cosenos de los arcos que parten de A, terminando e
AB, BA’, A'B’' 6 B’A, :
tienen los signos S
MAS, MENOS, MENOS, MAS,
y los que parten de A’ fienen los signos
MENOS, MAS, NS, MEROS; -
Inego los cosenos delos arcos suplementarios tienen signos
centrarios. : : :
Liamemos # & y & la abscisa y ordenada del extremo de un
arco @, ' ¢ y' & la abscisa y ordenada del extremo del suple-
mento 180° — ¢ ; tenemaes

. Jeia- o
P e
4 Y z z'
luego : l_____.‘,:/_,, =
z 1 y Y
es decir, tg o= — tg (180° — @), cot @ = — cot (180"—a).

TrorEMA. (Fg. 1.%).

4

13. 1.° \ Dos arcos del mismo origen, cuyos exiremos eslan
diametralmente opuestos, tienen sus senos v cosenos iguales y de
signo contrario. 2.° Dos arcos del misimo extremo, cuyos origenes
estan diamelralmente opuestos. tienen lambien Sus senos y cose—
n0S8 iguales y de signo contrario.

1.° Sean des arcos BM/ y BM.

Ei suplemento de BM” es MB, luego sen BM” = sen MB,
pero sen MB = — sen BM; luego .

sen BM” — — gen BM,



Para los eosenos tenemos,
cos BM” = — cos MB, cos MB = cos BM,
luego cos BM” = — cos BM.

2.° Sean dos arcos M”7A y MA,
El suplemento de ”7A es AM, luego sen M”A = sen AM,
perc sen AM = — ccn MA, luego

sen M”A — — sen MA.
Para los cosenos:

cos M”A = — cos AM, pero cos AM = cos MA;
luego cos M”A = — cos MA.

14, En virtud de los teoremas demostrados en los ntmeros
9, 11 y 12, tenemos:

sen (90°—a) =cos @, cos (90°—a) = sen a,
tg (90°—a) =cot @, cot (90°—a) = tg @,
sen (90°4-a)=cos (—a)= cos &, cos (90"-[-7) =sen (—a)=—sen a,
tg (90°4-a)=—cot (—a)=— cot 7, cot(90°4-a)=tg (—a)=—tg a.

sen (180°—¢) = sen &, cos (180"—z) = — cos ¢,
to (180°—a) = — tg 4, cot (180°—a) = — cot @,
sen (180°-4) = sen (—a) = — sen «,
cos (180°+f-a) = — cos (—a) = — cos @,
tg (180°+a) = — tg (—a) = tg a,
cot (180’-Fa) = — cot (—a) = cot a.

EEE.— Variaciones de las razones irigononiéiricas, y
valores de las de algunos arros pariicalares.

"Bl m/m' ’1?0711/0 de la ordenadn del extremo de un arco

es mzl/u/ de la cuerdn dz olro arco daplo del propuesio.
Sea el arco AM (Z77g. 1.%,. Prolengner os la ordenada MP
hasta que encuentre 4 la circ -unferecic on M. .\xeudr) el radio

OA perpendicular 4 la cuerda MM”, tecemos MP = 7 MM7”, ¥

como MM/ es la cuerda del arco MAM” duplo de AM queda

demostrada la proposicion.
16. Si tenemos un arco cero, esto es, un arco que empiece y
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termine en el mismo punto A, la ordenada y abscisa del extre-
mo seran 0 y #; luego

gen 0 =0,cos0=1,12 0 =0.cot 0 =0 .-

Si el arco anumenta desle cero, es evidente que aumenta la
ordenada de su extremo y dt:,mmuye la abscisa; luego aumen-—
taran el seno y la tangente y disminuiran el coseno y cotangen-

- te,teniendo en el primer cuadrante signo mus las cuatrorazones.

Si el arco AM vale 30°, la ordenada MP es mitad dela cuer-

da del arco de 60°, coino esta cuerda vale », [Geom. 226] la

‘ ey g 1
sen 30° = cos 60 =5
La abscisa del arco de 30 es la ordenada del arco de 60°, y
ésta es la mitad de la cuerda del arco duplo 120°, 6 sea del lado

del triangulo equildtero inseripto, que vale 7 /3 [Geonm. 227,

7 4/3

luego la abscisa de 30°, 6 sea la ordenada de 60°, es 5o

ordenada eb? lueg

por consigulente

cos 30" =sen 60° = J{;&
Diviliendo la ordenada del arco de 30° por la abscisa, tendremos
= -
tg 30° = 2 — ,- 6 tg30° = cot60° = ~—1: :—‘/—3 :
7 /3 s
2
Dividiendo la abscisa por la ordcnada, sera
L3
cot 30°= “—f~ , 6 cot 30°=tg 60°= /3.
2

Si el arco AM vale 45°, la ordenada del extremo M es la
mitad de la cuerda de 90°, 6 sea del lado del cuadrado inscrip-

to: este lado vale » |/ 2 [Geom. 225], luego la ordenada de 45°,
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1gual 4 la abscisa de sn complemento 45°, es —— “ ,porlo tanto

V2
TE

o
gen £5° = cos 45° =

Dividiendo ordenada por abscisa, sera
tg 45° =cot 45° = 1.

Si el arco es de 90°, la ordenada y abscisa del extremo B
son 7y 0; luego :

sen 90° =1, cos 90°= 0, tg 90° = o. cot 90° = 0.

Cuando el arco crece entee 90 y 180 grados, disminuye la
ordenada y crece la abscisa; luego los valores absolutos del
seno y de la tangente disminuyen, - mientras que los del coseno
y cotangente aumentan, pasando tudas estas razones por los
mismos valores que tuv1eron en ¢l primer cuadrante, pero en
6rden inverso.

En cuanto 4 los signos, el seno es positivo y lag demas ra-
zZones son negativas. ;

Conocidas ya las razones trigonométricas de los arcos de 30,
60 y 45 grados, se obtendran facilmente las de los arcos suple~
mentarlos a51

_ ' 3
sen 150° = sen 30":%—, cos 150° = — cos 30":-——% ;
(1} i (1} ‘/_é 0. aNno. o
tg 150° = — tg 30 =—-T,cot150=—cot..0=— /3.
gen 120° = sen 60° —ﬁ, cos 120°=——-c0560°=-—% .
o ' o o 20,0 o i/-:—;
tg 120° = — tg 60° = — ¢/ 3, cot 120° = — cot 60 SR o
= =
sen 135° = sen 4-.3"::1-9—? , €08 135° = — co0s 45° = — %?,
tg 185° = — tg 45° = — 1, cot 135’ =—cot45°=—1
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Si el arco es de 180°, la ordenada y abscisa de su exfremo
son, en valor absoluto, 0 y 7; luego

sen 180° =0, cos 180> =1, tz 180> = 0, cot 180”7 = oo.

Cuando el arco crece enfre 180 y 270 grados, aumentan los
valores absolutos del seno y tangente, y disminuyen los del
ceseno y cotangente; el seno y coseno son negativoes, la tan-
gente y cotangente positivas. Al llecar & 270°, la ordenada y
abscisa del extremo B’ son, en valor absoluto, 7 y 0; luego

sen 270 =1, cos 270 = 0, tg 270 = oo, cot 270 = 0.

Creciendo el arco entre 270 y 350 grados disminuyen los
valores absolutos del seno y tangente, y aunmentan los del co-
seno y cotangente. Al llzgar al limite se tiene

senm 8508 =0, coz 3607 — 1 5to350 — 0 col 3602 —co,

17. Segun acahamos de ver, el mavor valor absoluto del
seno 6 cos+no de un arco es la unidad, v el menor es cero; el
mayuor valor absoluto de la tangente 6 cotangente es o« y ¢l
menor es cero.

IV.—8rcos corresponilicenics 4 muna misma razosn

trigonomeélriva,

ProsrEms. (Fig. 1.°).

18. Hillar la expresion algebraica de los arcos que ticnen
iqual seno.

Sea m un seno dado menor que la unidad [17].

Con un radio cualquiera # describo una circunferencia 0O,
trazo dos diametros rectanoulares AA’ v BB, elijo un extremo
cualquiera A para origen de los arcos, y una direccion ABA'B
para los arcos positivos; OA y OB seran, segun esto, las di-
recciones positivas del eje de abcisas y del de ordenadas. Lla-
mando # 4 la ordenada del extremo de un arco enyo seno sea

Y

, tenemos - m, de donde y = 7.

Tomo en el gje de ordenadas, & partiv de O, una longitud
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igual & 7m !, hacia B siel seno dado es positive, y hacia B’ si
es negatlvo; suponzamos el primer caso, y sea OQ la longitud
igual & 7m, que serd menor que el radio por ser z menor que la
unidad: trazo por Q una paralela al eje de abcisas: es evidente
que los arcos AM y ABM’, determinados de este modo, tienen
2

DOT Seno 7/-

Si4 cada areo AM,ABM’ se suma 6 resta un ntimero cual-
quiera de circunferencias, los arcos resultantes tendran los
mismos extremos que AM y ABM' respectivamente; por consi-
gulente m sera el seno de todos ellos.

Llamando @ al arco AM, sera

ABM' = ABA’' — M'A’ = ABA' — AM =7 —g;
por consiguiente todos los arcos que tienen igual seno positive
estan comprendidos en las expresicnes algebraicas
2ern - a, 2ern - —a = (2t 1) =r — a,

siendo » un ntimero entero. positivo 6 negativo.

Si el radio es 1, las expresiones anteriores seran

- 2mnta, @Rut1l)xm—a. -

Si el seno dado fuese negativeo, tomariamos OQ! = 2m, tra—
zariamos M’M” paralela @ AA’, y tendriamos dos arcos

: e
A?BAFM”, ABA'B'M” cuyos senos serian ¥= m. Llamando @
: A : i e
al arco ABA'AM”, es decir, al menor de los arcos positivos
cuyo seno es m, lus expresiones generales de todos lus arcos

= .

1 Comunmente m, como razon de dos rectas, serd un numero abstracto; en tal
€180 7 sera el producto del vaior numérico del raaio por el numero ahstracto im,
¥y la ordenada y estaraexpressda en las unidad=s en que esté expresado el radic, Si

o 5
el seno 7 es, por ejemplo, 50 elegimos un radioigual a 20 centimetros, sera

3
Yy =20 >< = 12 centimetros
: ]
Si la razon m no esté expresadanuméricamente y, por el contrario, se nos d4 por

@ -

medio de dos 'rectas a y b,es declr m — i elegivemos para radio otra recta, y co-

i Y b ” ; : ;

mo de T deduce 7= e ¥ sera una cuarta proporcional a las rectas
&

byay r.
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gue tienen un mismo seno negativo seran
ern ~4-a, Rn-f-1) =2 —a,
iguales & las del caso anterior,

Escorto. Segun acabamos de ver, 4 un seno dado menor
que la unidad corresponden infinitos arcos; luego el seno no
determina el arco. :

Eu la resolucion de triangulos, los angulos son menores que
dos rectos y los arcos correspondientes menores que 180°; pero

: O
aun en este caso un mismo Seno -79 corresponde a dos angulos

suplementarios AOM y AOM', por consiguiente para que el
seno determine el dngulo serd necesario saber de antemano si
éste es agudo U obtuso. . v

ProBrema. (Fig. 1.%).

19. Hallar la expresion algebrdica de los arcos que tienen
tgual coseno.

Sea . un coseno dado, menor que la unidad [17]. Llamando
2 4la abscisa del extremo de un arco cuyo coseno sea m, tene—

@ ; :
mos — = m, de donde & = »m.

Tomo en el eje de abscisas, 4 partir de O, una longitud igual
4 7m, hacia A si-el coseno dado es positive, y hacia A', sies
negativo; suponramos el primer caso, y sea OP la longitud
igual 4 rm,que sera menor que el radio,por ser 7 menor que la
unidad; trazo por P nna paralela al eje de ordenadas:es eviden-
teque los arcos AM y ABM”,determinados de este modo,tienen

z
DOT COSENO — =1

Si 4 cada arco AM, ABM” se suma 6 resta un ntimero cual—
quiera de circunferencias, los arcos resultantes tendran los mis-
mos extrenos, por consiguiente  sevd el coseno de todos ellos.

Llamando @ al arco AM, el ABM"” gerd 2=r — @; por comsi-
guiente todos los arcos que tienen igual coseno positivo esta-
ran comprendidos en las expresiones

2nrn - @, 2rrn - (250 — g) = 2nr (n -+ 1) — a,

‘que pueden refundirse en la

2wrn =E a,,
donde # es un nimero entero, positivo 6 negativo.
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Si el coseno dado fuege negativo procederiamos de un modo
andalogo, y llamando ¢ al menor ABM’ de los arcos positivos
cuyo coseno es m, obtendriamos las mismas expresiones gene—
rales del caso anterior. :

Escorio. Vemos, pues; que 4 un coseno dado, menor que la
unidad, corresponden infinifos arcos; luego el coseno no deter—
mina el arco; sin embargo en la resolucion de tridngulos, cocmo
los arcos son menores que 180°, el coseno determina el angulo,
que serd agudo si el coseno es positivo, y obtuso, si el coseno
€s negativo.

PrOBLEMA. (Fig. 1.%).

0. Hallar la expresion algebrdica de los arcos que tienen
tgual tangente. :

Sea 7 una tangente dada, que puede tener un valor cual-
quiera [17]. Si suponemos que AM sea un arco cuya tangente
es m, tendremos
to AM—_IE\/‘_[-—_A.:I‘—'_A_?—”&

= ORI O mi e
luego AT = 7.

Trazo por el origen A de los arcos una tangente indefinida,
tomo en ella, 4 partir de A, unalongitud igual & 7m, hacia ar—
riba si 7 es positiva, y hacia abajo, si m es negativa: suponga-
mos el primer caso, y sea AT la longitud igual & #7; uno el
extremo T con el centro O, prolongando la recta TO hasta que
encuentre 4 la circunferencia en M”: es evidente que los arcos
AM, ABM”, determinados de este modo, tienen por tangente .

Sid cada arco AM, ABM” se suma 6 resta un namero ciial-
quiera de circunferencias, los arcos resultantes tendran los
mismos extremos, y por consiguiente la wisma tangente 7.

Llamemnos «# al arco AM, el ABM” serd =r -+ a; luego los
arcos cuya tangente es m estardn comprendidosen las ex—
presiones

i+ @, 2 4 (wr - a) = (20 - 1 ) - a
el término 27/» representa un ntmero par de semicircunferen-~
cias, y el (22 +- 1) =7 un numero impar de ellas, luego las dos
expresiones pueden reducirse 4 ésta
o - a,

siendo n entero, positivo 6 negativo.
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La misma expresion obtendriamos si la tangente fuese ne-
gativa. -

Escorro. A unatangente dada, cualquiera que sea su valor,
corresponden, segun acaba de verse, infinitos arcos: luego la
tangente no determina el arco; pero si éste es menor que 180°,
estara determinado, siendo el angulo correspondiente agudo
obtuso, segun que la tangznte sea positiva 6 negativa.

TeoREMA. (Fig. 1.2).

1. Hullar Ly expresion algebrdica de los arcos que tienen
tyual cotangente.

Como en el problema anterior, se vé ‘que hay que tomar en

la tangente in lefinida 33, trazady por el extremo del primer

cuadrante, una longitud #z. hasia la derecha 6 hicia la iz—

aierda sezun qua la cotangente sen positiva 6 neoativas
ol ) D 2

uniendo el extremo de dicha longitad con el centro se deter-
minan dos primeros arcos AM y ABAY, que representados por
ay ©r + a danla misma expresion general, obtenida en el
caso de las tangentes;

:Tll-;l-(l i

La cotangente solo determina el arcoen el caso de ser éste
menor gue 180°.



CAPITULO SEGUNDO.
FORMULAS TRIGOXOMETRICAS.

E—Relaciones entre Ias razones ¢ Sgonometricas

de un arco.

22. Dado un arco cualquiera @ positivo 6 negativo, que no
sea multiplo del cuadrante, es decir, que no termine en ningu-
“. Do de los puntos A, B, A’, B, la ordenada y la abscisa del ex~
frerho del arco formarén con el radio tirado 4 dicho extremo un
triangulo rectdngulo. Llamando ¥ 4 la ordenada, 4 la abscisa
y 7 al radio, tendremos, en virtud del teorema de Pitdgoras,

cualesquiera que sean los signos de g é Ys

5 5 1 d ’ (7/‘2 at“l
72+ 22 =22, de donde 7724—?'—_2 =ik

6 bien . sen?aq - cos2ag=—1 [1].

Si el arco es multiplo del cuadrante, una de las razones tri-
onométricas seno 6 coseno vale 0 y la otra 1, luego la suma
e sus cuadrados sera 1. La formula [1] es, por lo tanto, ente-

ramente general.

De las igualdades

Ui z
— =sena, 7:005(&,

=
se deduce, por division,
Y sena £  cos a
' el e
: © . sen a cos «
6 bien tga= S [R]; eota= e [3].
Multiplicando las relaciones [2] y [3] se obtiene
tga. cota=1. 4].
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23. Las relaciones :

. 8en g - cos 2¢ = 1 [1]
sen @ :
g ¢6=-—— 2
& cos @ 2]
CoS @ ;
cot ¢ —=—— [3]
sen ¢

contienen las cuatro razones trigonométricas del arco a; por
consiguiente, si conocemos una de ellas, podremos hallar los
valores de las otras tres, pues dispondremos de un sistema de
tres ecuaciones con igual numero de ineégnitas.

KienpLos.

L.°  Dado el seno de un arco, hallar las demdis razones wigo—
nomeiricas.
De la ecuacion [1] se deduce

CoOs @ —==E (/1— sen’n [5];
sustituyendo este valor en las ecnaciones [2] ¥ [3], resulta
e SO ==V 1—sen%
g @ = —— , cota—-=
=+V/1—senzg sen @
2.° Dado el coseno de un arco, hallar las demas razones (ri-

gonométricas. S
Despejando sen « en 1a ecuacion [l], y signiendo una mar-
cha analoga 4 la del ejemplo anterior, sera

Senini— == \/1— C0S2¢@

e cos @
e -tV 1—cos% ©cotin :
= cos @ 2V 1—cos

3.° Dada la tangente de un arco, kallar las demas razones
irigonoméiricas.

Despejando sen ¢ en la ecuacion [2], y sustituyendo su valor
en la [1], hallariamos ficilmente el coseno de @ en funcion de
la tangente, y despues el seno. Tambien podria seguirse cual-
quiera otro de los métodos generales ensefiados en Algehra;
pero es mas sencillo el siguiente procedimiento particular.
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Elevando al cuadrado la ecuacion [2] se tiene
sen® g tg2a sen2q
Cos 2 0 i
de esta igualdad se deducen otras dos [A7z. 195]
1+1tg%a  sen?a - cos2qg 2 sen® @ -- cos? ¢
= 1 + ﬁg“' i

tg? a4 =

92a sen? ¢ ; . cos2q ;
sustituyendo sen? ¢ - cos? @ por 1, y despejando sera
enzg— b & Cos? @ — 1
?  1-ttg2a’ - l-ttga’
: tg a I
de donde sengz=t-—° " [6], cos a==z== [7].
/14-tg? a v 1-+tg2a
De la ecuacion [4] te @ cot @ = 1, se deduce
1
cot @ =-— .
tg @

Las férmulas [6] y [7] dan para el seno Y para el coseno del
arco ¢ dos valores iguales y de signo contrario, y asi debia su-
ceder; porque si conocemos la tangente de un arco AM, ésta
pertenece tambien al ABM”, cuyo extremo M’ esti diametral—
mente opuesto al M; luego la férmula [6] debera dar 4 la vez
los senos, iguales y de signo contrario, de dichos arcos, y la
férmula [7], los cosenos, tambien iguales y de signo contrario.

Si ademas de la tangente dada se conoce el cuadrante en

ue termina el arco ¢, la razon tendra un- solo valor, y de los
gobles signos se tomaran los convenientes, segun el cuadrante
en que termine el arco.

Si termina en el primer cuadrante positivo, todas sus razo-
nes trigonométricas son positivas, y deberemos tomar en’ am-
bas formulas el signo mds; siel arco termina en ol segundo
cuadrante positivo, el seno es positivo, pero el coseno y la tan—
gente son negativas, luego tomaremos en ambas férmulas el
signo menos, y de este modo el seno de 4 sers positivo y el co-
seno negativo. 2

Cualquiera que sea el cuadrante, los signos de las dos for-
mulas deben corresponderse, es decir, que fomaremos en las dos
el signo mas 6 en las dos el signo ménos.

Egl problema: dada la cotangente de un arco, hallar las de-
mas razones trigonométricas, se resuelve del mismo modo que
el anterior, partiendo de la ecuacion [3]
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El.—Helaciones enire Ins razones trigonomdétricas
de varios arcos.

ProBLEM:.

24, Dados los senos y cosenos de dos arcos, hallar los Senos
Y cosenos de la suma'y diferencia de dichos arcos.
- PrivMERrA s0LUCION.  (ig. 3). Sean

Fic. 3. des arcos AB = @, BC = ¢ positives y

menores que un cuadrante: la sunia de
ellos es el arco AC= g - 6. Sea 7 el

radio. :
Clonocemos
: D
Sen— = oS g — ——
7 75
5 - CE - OE
4 H0 S GRD i sen b = e — =
: 7 7
¥ vamos a hallar primeramente
CE OF
sen (& - 4) = (a—{—&)_—_:——T i

en funcion de las cuatro razones trigonométricas conocidas.
Despues determinaremos sen (¢ — ) y cos (@—0).

Tiro desde el punto E una perpendicular EG y una parale—
la BH al radio OA: segun esta construceion serda HEF — EG,
EG = HE. :

Ahoga bien,

HF+CH EG--CH
sen (¢ - 0) = jr - ‘f |
‘ n ! M ‘ [a]'
cos (24 8) = OG:FG:: OG:HE

Si hallamos los valores de EG, 0G, CH y HE en funcion de
los senos y cosenos de 2 y 4, quedara resuelto el problema.
Los triangulos OEG y OBD son semejantes, luego
EG_BD 0G_ 0D
OE~ OB’ OE~ OB’



Sogem
; - EG ; ;
6  bien S o —senf,"——— —CO8 4
7 cos b "7 cos b
de estas igualdades se deduce
EG = rsen acos b, OG = 7 cos acos b. :
Tambien los tridngulos CHE y OBD son semejantes [ Geom.
174], luego '
CH: O HI B
@R = OB: @R = 0B

- cH HE :
6 bien — = —cos@ ——— =—8EeNa;
7 sen 6 > sen b
de estas igualdades se deduce .

CH = 7 cos @ sen 4, HE = sen « sen 0.
Sustituyendo en las ecuaciones [#] las lineas por sus valo-

res, resulta .
2 sen @ cos b - 7 cos @ sen &
sen (a - 0) = _‘; -
7 COS (¢ COS O — 7 sen @ sen b;
cos (a4 0) = L

”

6 hien
sel (@ 0) =sen ¢ cos & - cos ¢ sen & (31,
cos (@ - b) = cos # cos b — sen @ sen b [9].
La suma AC de los arcos dados es en nuestra figura mayor

OF : :
que un cuadrante, y el coseno - lleva, por tanto, signe wé-
nos; sila suma @ -~ 4 fuese menor que un cuadrante, su coseno

o Ay
: 5 : 06—
seria positivo, pero igual tambien & o por lo que en

nada se alteraria la marcha del razonamiento ni las formulas
finales, como es facil comprobar.

Estas formulas se han hallado en el supuesto de ser los arcos
@y b positivos, y menor cada uno que un cuadrante. Demos—
tremos, ahora, que son generales. ;

Supongan.os que las formulas [8] y [9] sean ciertas para dos
arcos positivos de una magnitud cualquiera, y demostremos
que seguirdn siendo cicrtas si uno de los arcos, por ejemplo el
a, aumenta en 90 grados.
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Tenemos [11 y 9] -
sen (90°+t-a)=cos (—a)= cosa

: cos (90° - g) = sen (— @) = — sen a;
luego sen (90° - 4+ 4) = cos (¢ +4),

cos (90° f- a4 b)=—sen (¢ - 8). '
Ademds hémos supuesto que siendo ¢ y 4 positivos y de una
magnitud cualquiera, se verifica

sen (¢ - 0) = sen & cos & - cos ¢ sen 4,
o8 (@ + b) = cos @ eos b — sen @ sen b.

Sustituyendo en estas fSrmulas sen *(¢ - b), cos (@ - 8)
sen ¢ y cos @ porlos valores hallados anteriormente, se tiene
cos (90° 4~ @ 4- 4) = cos (90° + @) cos & — sen (90° - a) sen ,
sen’(90” - @ - 2) = sen (90° - @) cos & - cos (90° 4 @) sen 5,
donde vemos que las féormulas [8] y [9] son ciertas cuando en
lugar de un arco « se pone 90°-- . :

Como se han hallado suponiendo que @ y 4 son menores que
un cuadrante, podremos decir ahora que'son ciertas para un
valor de ¢ mayor que 90° y menor que 180° y uno de & menor
que 90°; por consiguiente tambien seran ciertas cuando a esté
comprendido entre 180° y 270° siendo 4 menor que 90°, y ast
sucesivamente. Luego las férmulas son ciertas para cualquier
valor positivo de « y para los valores de 4 menores que 90°.

Aplicando al arco 4 lo dicho respecto del ¢, deduciriamos
que las formulas [8] y [9] son ciertas para cualesquiera valores
positivos de a y 6.

Supongamos, ahora, que las formulas sean ciertas para dos
arcos cualesquiera, y demostremos que tambien lo serdn siunc
de ellos, por ejemplo el 4, disminuye en 90°.

Tenemos [9y 11]

sen (6 — 90°) = — sen (90° — 4) = — cos &,
cos (6 — 90°) =  cos (90° — 4)— sen &;
luege  ~ sen (245 — 90°) = — cos (a4 &),

cos (@406 —90°) = sen (a1 b).
Ademés hemos supuesto que siendo @ y & arcos cualesquiera,
e verifica
sen (@ - b) = sen @ cos b - cos @ sen &.
cos (@ - ) = cos @ cos b — sen ¢ sen 4,
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Sustituyendo en estas féormulas sen (@ 4-5), cos ([g_}_ b,
sen & y cos & por los valores hallados anteriormente, sera
cos (@ -+ b —90°y= — sen asen (b — 90°) 4 cos a cos (h — 90°)
sen (@06 — 90°) = cos « sen (6— 90°) -+ sen « cos (& — 90°),
donde vemos que las férmulas [8] y [9] son ciertas cuando se
resta 90° de uno de los arcos.

Como las férmulas son ciertas para todo arco positivo « y
para otro & positivo y menor que un cuadrante, podemos decir
ahora que son ciertas para un valor positivo cualquiera de @y
un valor negativo de / menor que 90°;por consiguiente tambien
serdn ciertas para un arco positivo cualquiera @ y un arco ne-
oativo comprendido entre — 90" y — 180°; y asi sucesivamente.
iuego las formulas son ciertas para todo valor positivo de @ ¥y
para todo valor negativo de 0. :

Aplicando al arco @ lo dicho respecto del 4, deduciriamos
que las férmulas [8] y [9] son ciertas para todo valor negativo
dea yb. _ i _

Cambiando el signo de 4 en las ecnaciones [8] y [9]. se tiene

sen (a + (= b)) = sen @ cos (— b) -{- cos @ sen (— &),

cos (a -+ (— &)) = €08 @ cos (— ) —sen @ sen (— &),

6 sen (¢ — 6) —=sena cos 6 —cosasend  [10]
cos (@ —0b) =cosacos bf-senwsen 6 [11].
Iistas formulas son fan generales como las [8] y [9], porque
se derivan de ellas.
25. SEGUNDA SOLUCION. Sean
Frg. 4. AOB, BOC ( Fig. 4) dos an-
G gulos y AOC la suma de ellos.
2\ A’ Convengamos en representar los
e : angulos en O por las dos letras
de sus lados, poniendo primero
B la correspondiente al origen del
; angulo; y admitamos, con res—
4 pecto 4 lossignos de los angulos,
los mismos convenios hechospara
los signos de los arcos [3].
i Cortando las tres concurren -
. fesen O, OA, OB, OC por unu
transversal abc, tenemos .

ac = ab - b,

=]
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: gl shea g
de donde L= - -+ - [2].

Segun el corolario del nimero 92 [ Geometria ] serd !
@b 0b  sen AB ¢b . 06 sen CB
TR SUNGY CA” :
Si suponemos que la transversal abe es perpendicular & OB,
fendremos

= cos BC, —Of}zcos;BA 5

Oz Oa
. @b cos BC sen AB c¢h  cosBA Sen CB
uego = = a0 : .
; . ac sen AC ca - sen CA s

sustituyendo en [4], se halla
1 cos BCsen AB | cos BA sen BC
7 sen AC o sen ACT
de donde sen AC = sen AB cos BC - cos BA sen BC [2].
La ecuacion [4] es enteramente general, porque la igualdad
ac = ab - bc, o
de que hemos partido para obtenerla,se verifica cualquiera que
sea la posicion relativa de los puntos «, 6. ¢. teniendo en cuen-
ta los convenios del ntimero 87 de la Geometria 2.
Tambien es general 1a expresion, relativa 4 los angulos,
AC —=AB- Bo :
segun los convenios del namero 3, luego si hacemos AB = ¢,
O=10,serd AC =g 4, yla t6rmula [4] se convierte en :
sen (& -t b) = sen @ cos b - cos ¢ sen 6.
Si alguno de los angulosay 4 6 los dos son ‘negativos, y
queremos poner el signo de manifiesto, tendremos presente el

1 Seozun el corolario citado en el texto, ¢l secundomiembro de la primera igual-
dad dehiera ser la razon de lag distancias del oriven a de los segmentos 4 las otras
dos concurrentes; pero es claro quelarizon de estas distancias es igual 4la razon
de los senos de 10s angulos AB ¥y AC, porque dividiendo aqueltas por O, 4 fin de
convertirlas en senos (7, 0bservacion/, Su razon 1o se altera. Lo mismo decimos res-
Recto de 1a sezunda 1gualdad.

2 Knla demosiracion del texto los puntos @ b.e¢ son las intersecciones de la
transversal con las rectas OA ., 0B, OC. Puede suceder que alguna de éstas tenga que
prolongarse en sentido contrario al Suyo para que encuentre & la transversal; en-
tonges resultard tambien la ecuacion (5}, si hien pava 10s anwuios que forme dicha
prolongacion con las otras rectas; pero se veé facilmente, considerando un caso cual-
quiera. que cambiando tales angulos por 1os propnestos, con arregloal teorema del
mimero 13, la farmula no se altera. .
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teorema del mimero 9. Sea, por ejemplo, negativo el ‘Angulo 3;

teniendo en cuenta que cos (—4&) = cos &, sen (—0) =
— seu 0, sera '
sen (@ — J) = sen @ cos & — cos @ sen b.
Considerando las tre§ concurrentes 0A’, OB y OC, la pri-
mera de las cuales es perpendicular & OA, tendremos
sen A’C = sen A'B cos BC - cos BA’ sen BC,
perosen A'C=-senCA'=-cosAC,senA'B=-senBA’—-cos AB:
cos BA'=sen AB; luego
— ¢c0s AC = — cos AB cos BC - sen AB sen BC
6 €08 AC = cos AB cos BC — sen AB sen BC,
que puede escribirse asi
€os (@ - 0) = cos @ cos b — sen @ sen b.
St & es negativo, como sen (— b) = — sen &, sera
08 (& — b) = c0s @ cos & - sen @ sen 5. 1

ProBLEMA.

26.  Dadus las lungentes de dos arcos, hallar las tangentes de
la suma y diferencia de dichos arcos.
Si los arcos son a y &, tenemos
_ sen(a—+-6) senacos b --cos asen b
tg (e 0) =— L — - :
cos{e—0) cos @cos b —senasen b

Dividiendo los dos términos de la segunda fraccion por
COS @ cos 0, serd

senacosd = cos @sen b sen ¢ . send
el COS @ COS é+ COS @ COS b: CoS @ - cos &

cos @cos b senasend sena senbd’

cosacosb_c*oswcosé " cosae’ cos b

6 o 4«%&& tgafigh
l1—tgatgd

4 Esta nueva demostracion es una prueba mas delo muy fecundag que son las
proposiciones de nuestrateoria de concurrentes cortadas por concurrentes (Geom.
pég. 45). Bs mas sencilla que la dada por el sabio matematico francés M. Chasles en
sl numero 28 de su clasico < raitd de Géomdirie supericures ‘Paris, 1852), & pesar de
tenar el mismo punto de partida, que esen ambas la igualdad evidente

ac==0ab 4 he.
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Cambiando en esta formula el signo de 7, resulta

o A tgefte(—0)
T’r: <(‘1’+(-—/’))~1_tga‘ tg,(__z))y

tga—tg s

o s e

St suponemos ¢ = 45°, serd tea = 1[16], y las formulas
halladas se convierten en

o I -tgo Eo e
tg’(‘ii) 'j[—]))——— l;i——‘—to‘b, ‘g’(‘l:{) ?]I):]—{_ts‘—z.
te} = ()
TrorEMA,

27.  Dado el seno, ¢l coseno y iy tangente de un arco, hallar
el _seno, el coseno y la tangente del arco duplo.

Si en las férmulas que dan sen (2 --6), cos (@ - b) y

tg (@ - 0), suponemos 4 = @, tendremos il

8en (¢ - @) = sen @ cos @ - cos @ sen «,

COS (¢ 4 @) =cos @ cos @ — sen @ sen 4

: 1o @ te @
fe (o) = EELHL
{5 =

3

6 bien sen 2w — 2 sen o cos o,

00S 24 = cos*w — sen 2a,

2 tg
tg 20 = = —
I — to2e
e e 1 ; .
Representando 24 por A, serd 7 — 5 Ay estas tres formulas

se convierten en:

= 1
8en A-_2sen§-Acos Q—A,
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cosA=0052%A — sen Q%A,

ProsrEMA,

28.  Dado el coseno de un arco, hallar el seno, el coseno y la
tangente de sw mitad. g
En el problema anterior hemos hallado

cosA:cosQ% A— sen“";"A’
ademas [22] 1 = cos 2 —21~ A - sen 9% A,
Sumando estas ecuaciones resulta
l+cosA=2cos?T§ A,
y restandolas se obtiene
1—cosA=2 sen‘l%A-

. 1
Despejando cos % Ay sen 5 A, tendremos

1 \/1+cosA 1 \/l—cosA
=N ==l . — — == = e
cos 5 A 5 : senzA 5

Dividiendo la segunda formula por la primera serd

o 1 —cos A
g§- = T4 cosA"

De estos dobles signos se tomaran los convenientes, segun
el cuadrante en que termine el arco — R Si, por ejemplo, el ar-
co A es positivo y menor que 180O su mitad es menor que 90°,
v las razones trigonométricas de - A llevalan el signo mas. Sl

se halla comprendido entre 180°y 360°, — A estard entre 90° y

180°, luego el seno deberd llevar signo mas pero el coseno y la
tangente llevaran signo meénos.
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Esconio. Puede hallarse la t tangente de la mitad de un areo

en funcion del seno v coseno del arce entero, por medio de una
formula muy .senm]l Q.

I‘enem%, en efecto,

1 I —cos A \1 €08 A) (1 - cos A)
g — A o+ e
t 2 : ER %v (1 +cos A) (1+4cosA)
1 —cos2 A v sen 2 sen A
=\, — - e e
= (1+ cos A)2 (1 = cos ; ) 1+ cos A
' ProBLEMA.

.

29. Dado el seno de un @reo, kallar el seno y coseno de su
mitad. :
Tenemos [27]

i i
sen A — 2 sen 5 A cos — S

ademas 18— cos = = = -~ sen 2 _21_ A.
Sumando estas ecuacmne resulta
1 -+ sen A:’(cos——A Jr—sen — A)z
Yy restando de la segunda la primera, se ob’mene
1—sen A~(co.s— LX~sen— A)
Extrayendo la raiz cuadrada sera

c0s = A - sen L A==+V1FsenA

cos—A—-sen—A \/l——sena
de estas formulas se deduuu [dlg. 4,2.°]
cos——A =+ Vl—}-aen A o ‘\/l—senA

1 g — Lo f—
Senis A — o A—\/l—hsen A'_t?‘/l~sen A
Segun estas formulas, sen -L A ¥ cos -}
valores; pero si conocemos el cuadr
A, el seno y el coseno de — A tendra

A ‘tienen cuatro
ante en que temmm el areo
an un solo valor,
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Si, por e]emplo el arco A es positivo y menor Gue un cua-—
drante, serd 5 A <C45°, ]uego sen A, sen — Ay cos —2 A son

positivos, y como cos - A > gen ~r- A dme an tomarse en am-
bas formulas los signos au 1L1‘101'e~ b1 A es mayor que un cua-
drante y menor que dr»\. — A serd ‘xmyor que 45° y menor que

90°, luego sen A, sen — & Y €08 — A son posmvos y como
sen — A == c0eS T A, debera tomarae el signo superior en el

prlmer radical de cada formula y el inferior en el segundo

radical.

BHE. —Trasformacion de cicrias expresiones en otras

caleunlabics por logariimos.
I'rRoBLEMA.

30.  Convertir en productos la swma 3 la diferencia de dos
senos o de dos cosenos.
Tenemos las férmulas

sen (@ -+ 4) = sen @ cos & - cos a2 sen &
sen (@ — b) =sen @ cos & — cos asen &
Cos (@ +- &) = cos @ cos b — sen@sen b
Cos (@ — &) =cos @ cos b -} sen a sen 6.
Sumando y restando la primera y segunda, y despues la
tercera y cuarta resulta

sen (@+-6) +-sen (e —b)= 2senacosd
sen (@ + &) —sen (¢ — b) = 2 cot @ sen &
cos (@ + &) 4 cos (@-—0) = 2cosacos b
€os (@ &) —'cos (@ — b) = —2sen @ sen b.
Representando la suma a 4- & por A y la diferencia g — &
por B, serd ¢ — :&——‘r— i &—E-E , ¥ las cuatro ultimas fér-

mulas se convierten en las siguientes:
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sen A - sen B — 2sen%(A—[—B)cos%(A—B} 2]
sen A —sen B= 2¢os % (A - B) sen = (A —B) [13}

2

cosA+-cos B= 2cos - (A B) oM (A B} 14

cosA—cosB=—2sen%(A+B)sen—; (A= B) = [i5];

Por medio de estas formulas se calcula facilmente el loga-
ritmo de la suma y el de la diferencia de dos senos 6 de dos co-
senos, lo que sin ellas saria bastante trabajoso, porque general-
mente no se conocen las razones trigonométricas de los arcos,
sino los logaritmos de las mismas.

Si tuviéramos la suma 6 diferencia de un SeNo y un coseno,
por ejemplo sen A cos B, sustituiriamos cos B por sen (90°—B)
Y podria aplicarse ya la férmula 12, :

Es facil hacer calculable por logaritmos la suma 6 diferencia,
de dos tangentes. Tenemos, en efecto,

sena+sen& Sen ¢ cos & == cos ¢ sen b
COS @ cosh COS @ COS b

sen (4= 0)

cos @ cos b’

31. Vamos 4 trasformar 1a exXpresion # = ¢ = j en otra, cal.
culable facilmente por logaritmos, suponiendo que 4y 4 son
numeros absolutos, y que ¢ > 4 en el caso z — a—b.

1°. La expresion T=a--0b

bl

tgattgd=

se trasforma en TR =) (1 —l— f?) ;

e b : e
cualquiera que sea el valor de o existen infinitos arcos cuya

: b : :
tangente comun es \/-a— [20,es¢0040]: llamemos ¢ 4uno de ellos,
es decir, supongamos s

y sera Z=a(l|tg%) =gq:



— 367 —
de la férmula [ 7] ntumero 23 se deduce

———— — (08 %
1 to% i
lue go Y — ¢
g E %
2. La expresion o=a—b
b
se trasforma en ab =l e— -5.> :

: Y ) ; S
siendo - < 1, y por tanto &/ = < 1, existen infinitos arco

o
@

CUyOo Sseno comun es \/ [18, escolio]: Namemos ¢ & unu de

ellos, estoes,
T b
\/— = Sen ¢ 6 — =gen 2
a @
¥ sera Z=a(l —sen2q9)=—ncus’o.
L.as dos expresiones obtenidas contienen un arce auxjliar o

que se calcula de antemano por medio de la ccuacion — =tg%
: : s -
en el primer caso, y en el segundo por medio de = SelEn.

Se emplean en este cdleulo las tablas de logaritmos, cuyo uso
estudiaremos luego, las que dan el menor de los infinitos va—
lores de g.

32 Propongamonos hacer calculable por logaritmos la ex -
presion

= m sen @ - % cos a.
Podrfamos seguir el método general expuesto en el ntmero

anterior, pero es preferible el sigmiente:.

Al 71‘ S
I'enemos T =m (sen (== — COS (?) ;
n
hagamos == to o,
y sera @ = (sen ¢ -+ tg ¢ cos a)
: i : ; M £
0 &= ~—— (sen & cos 9 4 sen y cos @) = —— sen (@ ¢).

COS ¢ COS @
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- 33. Dividiendo cada unade las férmulas [12], [13], [14] v [15]
por cada una de las siguientes, resulta
sen A-f-senB
sen A —sen B
1
senA+f-senB  t85 (A+B)
sen A —senB ’cg';‘ (A—B)

tg 5 (A4 B cot - (A— B

senA {-sen B 1

cos A f-cos B g5 (A+B)
- sen A }-sen B . 1
e 5 D

sen A —sen B
cos A J-cos B~

sen A —sen B ’
c0S A—cos B e

cos A | cos B 1 1
N cot 5 (A 4 B) cot ) (A — B).
La primera de estag formulas es muy importante; traduci-
da al lenguaje vulgar dice:
La suma de los senes de dos arcos partida por sw diferencia,
es tyual & la tangente de la semisuma de dichos arcos partida pos
la tangente de la semidiferencia de los mismos.

1
tg 5 (A — B)
1
cot 5

i
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CAPITULO TERCERO.
. TABLAS TRIGONOMETRICAS.

I.—Construccion de las (ablas trigonométricas.

34. Llamamos fablas trigonométricas 4 la reunion de todos
los arcos comprendidos entre 0 y 90° que crecen de minuto en
minuto, de diez en diez segundos 6 de segundo en segundo, y
de los valores numéricos de sus correspondientes razones tri-
gonométricas. :

Propongamonos exponer un procedimiento elemental por el
que podrian calcularse las razones trigonomeétricas de los arcos
que crecen de minato en minuto.

A este fin demostraremos dos proposiciones.

TreorEMA.  (Fig. 5).

35.  Todo arco positivo y menor que wn cuadrante, descrito
con un Padio igual 6 la wnidad lineal, es mayor que su seno y
Menor que Su tangente. :

Sea el arco AM = 4. Su seno es MP y su
Fig. 5. tangente A'l' [8]. Kl arco AM es mayor que
- T su cuerda, y esta, como oblicua 4 OA, es ma-
yor que el seno MP, luego con mayor razon
5erd
@ = sen da.

El area del sector OAM es menor que la
del tridngulo OAT, esto es,
arc. AM >< 9; < AT < % ;

dividiendo los miembros de esta desigualdad por %é , resulta

¢ < tg a.

TEcREMA.
36. La diferencia entre un arco menor que un cuadrante, des-

crilo con un radio igual ¢ la unidad lineal, y sw seno, es menor

que la cuaria parte del cubo del arco. 5



Acabamos de ver que % :
1 1 sen 0
5 ¢ < tg 5 & 6 5 ¢ <& :

e
COS > @

multiplicando ambos miembros de la seound‘x desigualdad por
1
2 cos® 5 @, y recordando que 2 sen — @ cos — @ = sen a,resulta

1
7 acos2-—a<Scna, 6 (1—sen~5 )<sena,

1
de donde ¢ — sen ¢ <.asen— a.-
1 . 5 1
Si sen —- @ se sustituye por una cantidad mayor — «,la an-

terior desigualdad subsistira, pues se habra aumentado el se-
gundo mlembro luego
3

@
a—sena<—

37. Calculemos ahora el seno del arco 1’, esto es, el seno
7

del arco menor de las tablas.
Siendo » =1, la longitud de la semicircunferencia, 6 sea

del arco de 180°, ‘es T, lueoo
arc. 180° = 3, 141 592 653 589. .
de donde

! us >
arc.l' = 180,60 — 0, 000 290 888 208....<C0,0003..

Pero la diferencia entre el arco de 1’ y su seno es menor que

%— (0, 000 3)3< 0, 000 000 000 007,

luego, si tomamos para seno de 1’ la longitud del arco, se co-
metera. un error por exceso menor que 7 unidades del duodé-
cimo 6rden decimal, y como la cifra de este 6rden en el valor
'del arco es un 8, las once primeras cifras seran exactas. Tene-

mos, pues,
sen 1' =0, 000 290 888 20. .

El coseno de 1’ se halla por la férmula
cosl' =V 1 —sen?1.
Para hallar el seno y el coseno de 2/, emplearemos las fér—
mulas del numers 27, que aplicadas & este caso dan
sen 2' = 2sen 1’ cos 1’
cos 2' = cos? 1’ — sen? 1’.
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- Haciendo 4 =2/, 4 = 1/, las férmulas [8] ¥ [9] del ntime-
ro 24 dan ' 7
sen 3' — sen 2’ cos 1' - cos 2' sen 1’
cos 3' = cos 2 cos 1' — sen 2" sen1’,

Haciendo ¢ = 8/, 6 = 1/, 1as mismas férmulas dan el Sena y
el coseno de 4, y asi sucesivamente.

Pueden hallarse los senos y cosenos por un método hastante
mas breve que el anterior. Tenemos las formulas [30]

sen (@ - 0) 4 sen (¢ — b) = 2 sen @ cos &
€0s (@ ~6) 4~ cos (@ — &) = 2 cos a cos &;
despejando sen (z 4 &) y cos (@ 4 b), y haciendo 6 =1’ = serd
sen (¢ - 1') =2sen @ cos 1’ — sen (o — 1"
cos (¢ 1') =2 cos @ cos 1' — cos (¢ — 169)
Haciendo en estas férmulas sucesivamente g — e —

=3'. ..., se obtendra
sen 2' =2 sen 1’ cos I
COSEA =9 cos2 14 — ]

sen 3' =2sen 2’ cosl— sen 1’
cos 3' =2cos 2' cosI'— cos 1"

Una vez calculados los senos Yy cosenos, se determinan lag
tangentes y cotangentes por las f6rmulas

sen @ cos @
— S coi— :
COS @ sen @

Debemos advertir que solo se calculan las razones trigo-
nomeétricas de los arcos comprendidos entre 0 Y 45°, porque
las razones de un arco mayor que 45° grados y menor que 90°
sen iguales 4 otras razones del arco complementario, que estin
ya calculadas; y las de arcos mayores que un cuadrante son
1guales en valor absoluto 4 las de otro arco menor que 90°.

Disponiendo en columnas verticales los arcos desde 0 hasta
90°, y 4 1a derecha en otras columnas el Seno, tangente, coseno
y cotangente de cada uno de ellos, se tienen unas tablas trigo-
nometricas naturales, lamadas asi porque dan directamente
las razones trigonométricas de los arcos. En la practica se usan
otras tablas que, en lugar de las razones trigonométricas, con-
tienen los logaritmos ordinarios de las mismas. Estas tablas,
Nlamadas aréificiales, son las que hemos de emplear en la reso-
lucion de tridngulos.
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Escorio. El método que hemos expuesto solo sirve para de-
mostrar la posibilidad de construir unas tablas trigonomé-
tricas: en las Matematicas superiores se estudian otros muchos
mas breves.

Bi.-BYisposicion y uso de las tablas (rigonométricas.

38. Las tablas trigonométricas de Vazquez Queipo contie-
nen los logaritmos, con seis cifras decimales, de los senos, tan-
gentes, cosenos y cotangentes de todos los arcos del primer
cuadrante compuestos de grados y minutos.

Si el arco es menor que 45° los grados se leen en la parte
superior de cada plana, v los minutos en las columnas verti-
cales, senaladas arriba y abajo con €l signo ’, que hay 4 la iz—
quierda de cada llana: la llana izquierda contiene, en 6rden
descendente, los minutos desde 0 hasta 30, y la derecha conti-
ntia hasta 60. Si el arco es mayor que 45, los grados se leen en
la parte inferior de cada plana, los minutos en las columnas
verticales, seflaladas con el signo’, que se encuentran 4 la de—
recha de cada llana: la llana derecha contiene, en 6rden ascen—
dente, los minutos desde 0 hasta 30, y la izquierda contintia
hasta 60.

Los logaritmos de las razones trigonométricas se encuentran
en las cuatro columnas encabezadas con las palabras Seno,
Tangt., Cotangt., Coseno., frente al nimero de minutos del
arco dado. Se observara, sin duda, que los nombres puestos al
pié de estas columnas son diferentes de los puestos 4 la cabeza,
correspondiendo al seno 6 tangente leido arriba, el coseno 6
cotangente, y al contrario; y que dos arcos, cuyos minutos
estén en la misma linea horizontal y los grados 4 la cabeza y
pié de la misma llana, valen juntos 90°. [isto consiste en que
siendo el seno y tangente de un arco iguales al coseno y co-
tangente de su complemento, una misma columna, la primera,
por ejemplo, sirve para hallar el logaritmo seno de un arco me—
nor que 45° grados y 4 la vez el logaritmo coseno del arco com-
plementario.

Hay ademds otras columnas, 17, y unas tablitas al margen,
de cuyo uso nos ocuparemos oportunamente.

ProBrLEMA.

39. Dado un angulo, hallar el logaritmo de sw seno, tangen—
te, coseno 0 colangente.
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Comprendida la disposicion de las tablas, es ficil encontrar
en ellas el logaritmo de una razon trigonomsétrica cuando el
arco solo contiene grados y minutos.

Asi log sen 267 17° — I, 646218 1

log tg 57° 39’ = 0, 198325.

- Debemos advertir que los logaritmos de los senos Y cosenos
tienen caracteristica negativa, porque estas razones son meno-
res que la unidad, por consiguiente sus logaritmos tienen que
Ser menores que cero; los logaritmos de las tangentes son po-
sitivos si el arco es mayor que 45°, y negativos si es menor,
pues tg 45°=1, y los de las cotangentes son negativos en el
primer caso y positivos en el segundo. :

40. Suponganios, ahora, que el Angulo dado tenga segun-
dos, y distineamos dos casos: 1.° que el angulo esté comprendi-
do entre 4° y 86°% dmbos inclusive; 2.° quesel angulo sea menor
que 4° 6 mayor que 36°. ‘

Privise caso. &Y angulo dado estd comprendido entre 4° y 86°,
ambos inclusive.

Propongamonos hallar e! logaritmo seno de 35° 43’ 287,

Prescindamos, por el momento, de los segundos, v ten—
dremos

log sen 35° 43' =1, 766247.

Si el arco aumenta, su seno aumenta tambien, y lo mismo
su logaritmo seno; necesitamos, pues, averiguar qué aumento
experimentara el logaritmo seno de 35° 43’ cuando el arco au—
mente en 28”. Para esto se admite que las diferencias entre los
logaritmos de las razones trigonomélricas son proporcionales d
las diferencias entre sus arcos. de suerte que siendo

log sen 35°44' — 1, 766423

« log sen 35°43" =1, 766247

176
hay entre los logaritmos una diferencia de 176 unidades del
ultimo 6rden, correspondiente & 1’ de diferencia entre los arcos,
ahora bien, si & 1’ 6 60” corresponde la diferencia 176, ;qué di-
ferencia corresponderd & 28”2 Segun el principio enunciado sera

60 176 sy
R de donde m_“GO =182,

1 Lacara cterislticaTno esta escrita, pero se supone repetida la del logaritmosn -
terior més inmediato que la tenga.
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luego :
log' sen 35°43' 28" = 1, 766247 4 0, 0000 82 — 1, 766329.

Este es el método mas generalmente seguido: para facilitar-
le, los constructores colocan las diferencias al lado de los loga~
ritmos; pero en las tablag que nosotros empleamos se encuen-
tra en columnas, sefialadas 17, la parfe proporcional que debe
aniadirse al logaritmo de los grados y minutos por cada segun—
do que tenga el arco 1, de modo que multiplicando la parte pro-
porcional por el nimero de segundos, queda resuelta la cues—
tion. Asi tendremos

log sen 35° 43' = 1, 766247

Parte proporcional 2, 93 > 28 — 32

log sen 35° 43' 287 = T, 766329
Determinemos el Jogaritmo cotangente de 48° 12 25”.

s Log cot 48° 12/ = T, 951388
4,24 > 95— 106

log cot 48°12' 25" — 1, 951282
- Hemos restado 106, porque aumentando el arco disminuye
la cotangente. : e
Segun acabamos de ver, para hallar of logariimo de cunl-
quiere de las razones (rigonométricas de wa areo que liene se~
gundos, se halla en las tablas ol logaritimo de los grados y min-
208, se mulbiplica la parie proporcional correspondiente por el
nimero de sequndos, y el producto se airde al logaritmo halla~
do si se trata de wn séno 6 tangente, Y serestn si Se tralw de un
CoSEn0 0 cotangente.
41. El producto de la parte proporcional por el numero de
segundos se hallard con mas rapidez usando unas tablitas au-
.xiliares, colocadas al margen en la tltima edicion, que contie-
nen los productos de las partes proporcionales por los niimeros
6,7,8,9,10,20, 30, 40 y 50. En cuanto 4 los productos por
1, 2, 3,4 y 5 se obtienen separando de los productos por 10, 20,
30, 40 y 50 una cifra de la derecha. :

e

I La parte proporcional correspondiente 4 las tanzentes y cotangentes es comun
Se comprende que asi dehe suceder, porque siendo tg @ cot @ =1, tg b cot b=1, sera
tga  colb :
teh  cota

,de donde .

log tg @ —log tg b =1log cot b — log cot a,
lo que demuestra que la diferencia entre los logaritmos tangentes de dos arcos s
igual 4 la diferencia entrelos logaritmos cotangentes.
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Vamos 4 determinar, usando estas tablitas, el logaritino
tangente de 68° 34’ 457,
log tg 68° 34’ = 0,405086
Parte propore. 6, 20 >< 40 — 248
Id. ' 6,20>< 5= 2
log tg 68° 34' 45" — 0,406365
42. Sueuxpo CASO: A inqulo dudo es menor que 4° 6 mayor
que 86°. e

Vamos 4 hallar el log sen de 2° 15/ 287,

Reduzcase este arco 4 seundos 1, y davd 81287; husquese en
las tablas de los ntumeros el logaritmo de 8128, que es 3,909984;
sumese este logaritmo con el 6, 685463 cayas tres ultimas ci-
fras se encuentran enfrente de 2° 15 en una columnita situada
a la derecha de los senos. v las cnatro primeras en la cabeza de

dicha columuiti: la suma 2, 595447 es el logaritmo seno del
arco dado. 2

El logaritmo tangente se halla de igual manera, solo que se
usa la columnita situada & la izquierda de las tangentes , en
lugar de la situtida 4 la derecha de los senos.

Para hallar el logaritino coseno, ohsérvese que en los tres
primeros gra los la mayor diferencia entre dos logaritmos co-
senos consecutivos es 9 unidades del ultimo 6rden, de modo
que ladisminucion correspondiente 4 los seguudos del arco
puede calcularse mentalmente, recordando el principio de pro-
porcionalidad enunciado en el numero 40. Asi, para hallar el
logaritnio coseno de 3° 2 157 tomaremos el de 3%20/, que es

1  Estareduccion se hara con gran 1apidez empleando las tablas XX y XXI, gue
contienen los multiplos de 6y los de 36. La sezunda sirve para reducir grados a
segundos, anadiendo dos ¢eros al producto ds 10s wrados por 35, lo aue equivale a
multiplicar por 3600: y la primera reduce los minutos a segundos, anadiendo un ce-
S0} alpro}iucto de los minutos por 6. A

2 Se funda este método en que log senos de arcos menores que 4° pueden consi-
derarse, sin error sensible, proporcionales d 10§ mismos arcos; ast

SENIROSI IR 205! 2R/ 5128
Sen@ot5’ . = oist - mig)
de donde logsen 20 157 23” =1og 8123 -t (log sen 20 15 4+ comp. log 8100j;

donde vemos que para hallarellog sen del arco dado hay que sumar el logaritmo de
los 8128”que tiene elarco con la cantidad encerrada en el paréntesis, la que ha sido
calculadapot el autordelas tablas jara cada arco compuesto de grados y minutos,
menor que 4% Pude verse e estivimante que

6n 2 {5/ 4 comp. lox §100 ~;_lj,-f)'8.3163.

3 Cuandolas tres citfras de esta columnita van seguidas de un asterisco © 58 to-
maré 6,686 en lugar.del 6, 685 que encahsza la columna.
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1. 999265, observaremos que la diferencia entre este logaritmo
y el siguiente es 8 unidades, que corresponden 4 una diferencia
de 60” en los arcos, luego 4 los 157 del arco propuesto corres-
ponderan 2 unidades del ultimo 6rden, por tanto el logaritmo
pedido sera 1, 999263. :

Los demas casos que pueden ocurrir se reducen facilmente 4
uno de los anterior:s; puesto que el seno. coseno 6 cotangente
de un arco mayor que 86° es igual respectivamente al coseno,
seno 6 tangente de su complemento. que serd menor . que
4.° Ademés siendo tg @ cot @ = 1 sera log to g -+ log cot o = 0,
donde vemos que el logaritmo cotangeunte de un arco es el
complemento del logaritmo tangente; por tanto para ha-
llar el logaritmo cotangente de un arco menor que 4° se
hallard el logaritmo tangente del mismo arco, y se toma-
ra-el complemento de este logaritmo. Por tltimo, para hallar
el logaritmo tangente de un arco mayor que 86° se hallara el
logaritmo tangente de su arco complementario, y se tomara el
complemento de dicho logaritmo.

istas reglas, tan faciles de olvidar, seran casiinnecesarias si
se tiene muy presente que el logaritmo de cualguiera razon (ri-
gonomeétrica de un arco es igual al logaritmo de la razon contra—
710 del arco complementario, y que el logaritmo tangente de un
arco y el logaritmo cotangente del mismo son mibmeros comple-
MENLATL0S.

Biemperos.

1.° Log sen 86° 20’ 15”. Hallando el log cos del complemen-
to se obtiene 1, 999112,

2.° Log cos 88° 40’247, 8. Hallando el log sen del comple—
mento se obtiene 2.364528.

3.° Log cot 2°52'597, 3. Ellogaritmo tangente de este arco
es 2, 702105. Tomando su'complemento resulta 1, 297895.
_4° Log tg 86°36' 387, 8. El log tg del complemento es

2, 772482; tomando el complemento de este logaritmo resulta
1, 227518.

ProBrEMA.

43. Dado el logaritmo de wn seno, tangente, coseno 6 colun—
yente, hallar el angulo ¢ que corresponde. e
Si el logaritmo dado estd contenido en las tablas, es facil
encontrarle, teniendo presente que cuando se recorren las co-
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lumnas encabezadas con las palabras seno 6 tangente desde el
principio hacia el fin de las tablas, los logaritmos de dichas
razones van aumentando, y que este aumento continta si se
refrocede hacia el principio de las tablas, pero leyendo las pa-
labras seno y tangente no ya en la cabeza, sin6 al pié de cada
colummna. Por el confrario, los cosenes y cotangentes disminu-
yen cuando se leen estas palabras en la parte superior de las
columnas y se avanza hacia el fin de la tabla, y siguen dismi-
nuyendo si se refrocede leyendo dichas palabras en la parte
inferior.

Una vez hallado el logaritmo, siel nombre de la razon
trigonométrica esta & la cabeza de ld columna, los grados del
arco se leerdn en la parte superior de la plana y los minutes
en la primera columna de la izquierda, enfrente del logaritmo;
pero si el nombre de la razou estd al pié de Ja columna, los
grados se leeran en la parte inferior y los minutos en la ltima
columna de la derecha.

Sea, por ejemplo; log sen A =1, 924328,

Recorridas las columnas descendentes de los senos, el ma—
yor logaritmo que se encuentra 1, 849485, correspondiente &
45°%, es menor que el dado, por consiguiente debemos recorrer
las ascendentes, leyendo seno al pié. De este modo se encuen-
fra el logaritmo dado, que corresponde & 57° 9'.

Sea log tg A = 0, 394683.

Siendo el logaritmo positivo, el arco serd mayor que 45°,
luego deberemos empezar por las columnas ascendentes que
tienen al pié la palabra tangente. Asi se halla A — 68° 3'.

44. Supongamos ahora que el logaritmo dado no esté con-
fenido exactamente en las-tablas, sino entre dos consecutivos,
y distingamos dos casos: 1.° que el logaritmo dado corresponda
a una de lag cnatro primeras planas; 2.° que corresponda & una
de las siguientes. ' = :

Priviir cAso. 7 logariting dado corresponde ¢ una de los
CUualro primeras planas.

Sealog sen A = 2, 756423, :

Busquese el logaritmo seno menor que més se aproxime al
dado, que es 2, 755747; como se halla contenido en una de lag
cuatro primeras planas, témese el logaritmo 6, 685340 que le
corresponde en la columnita auxiliar de los senos, yréstese del
logaritmo dado; considerando la diferencia 4, 071083 como un
logaritmo, busquese el ninero correspondiente: este numero,
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que es 11778, 3, expresa los segundos del arco A. Reducido &
complejo de grados, minutos y segundosl, resulta A —3°
16’ 187, 3.

De igual manera se procederia sise nos diera el logaritmo
de una tangente., pero entonces empleariamos la columnita
auxiliar situada & la izquierda de estas razones.

Sl tenemos el logaritmo coseno de un 4ngulo'menor que 49,
buscaremos en las tablas un logaritmo coseno mayor que el da-
do y el mds proximo posible, anotando los grados y minutos &
que corresponda. Los segundos se hallaran ficilmente recor—
dando el principio de proporcionalidad del ntimero 40, y debe-
ran afiadirse 41os grados y minutos, porque habiendo tomado un
logaritmo coseno mayor que el dado, el ‘arco correspondiente
es menor que el pedido.

Sea, por ejemplo, log cos A = 1, 999422.

El inmediato mayor es 1, 999424 y corresponde 4 2° 57; los
logaritmos consecutivos que comprenden al dado presentan
una diferencia de 6 unidades del ultimo 6rden, correspondiente
4 607, por tanto 4 2 unidades corresponden 207. Ser4, pues,
A= 2°571207. ; (o

Si el arco dado por su logaritmo seno, coseno 6 cotangente
es mayor que 86°, el problema se reducird 4 uno de los anterio-
res operando sobre la razon trigonométrica contraria 4 la dada,
que corresponderd & un arco menor que 4°, y tomando despues
el complemento del arco que se haya obtenido. :

Siel arco menor que 4° estd dado por su logaritmo cotan—
gente, se tomara el complemento de este logaritmo y se ope—
rara como si se tratase de un logaritmo tangente. Por tltimo,
cuando el arco sea mayor que 86° y est¢ dado por su logaritmo
tangente, se operara sobre el complemento de este logaritmo y
se tomard el complemento del arco obtenido.

Hievpros.

1° Logsen A =T, 999112. Pertenece 4 un arco mayor que
86°, por tanto opero como si fueralogaritmo coseno, y hallo
3% 39, 457; luego A = 86° 20" 15”.

1 Para hacer esta reduceion se emplean las tahlas XX v XXI del modo siguiente:
separense dos cifras enterasde la devecha, ¥y quedara 117; busquess en los multiplos
de 36 el numero menor mas proximo 4 197, que es 108, correspondiente 4 59; hallese
la diferencia 9 entrelosl08 y 117y coléquese 4 su derecha la primera cifra separada
asi se forma el niimero 97; busquese en los miiltiplosde 6 el numero menor mas pré-
ximo a 97, que es 96, correspondiente & 16/; hallese la diferencia 1 entre 86y 97,y
colocando 4 su derecha las demas cifras separadas rasultan log 18,8 segundos.
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2% Log cos A =2, 364528. El arco es mayor que 86°, por
tanto opero como si fuera logaritmo seno, y hallo 1° 19’ 357 2
luego A = 88° 40’ 247, 8.

3.° Logcot A =1, 297895, Aqui es A <<4°; tomo el com-
plemento 2, 702105 de este logaritmo, que pertenece 4 logtg A;
luegiei\ — 28526659031

4. Log tg A =1, 227518. Siendo A > 86° opero sobre el
complemento 2. 772482 como si éste fuese un logaritmo tan-
gente, y hallo 3° 23"217, 2; lnego A = 86° 36’ 387, 8.

45. SEGUNDO CASO0. £ logaritmo dado cae fuera de las cuatro
primeras planas.

Sea log sen A = 1, 638049.

Buscaremos en las tablas el logaritmo seno menor més
proximo al dado, que es 1, 637935 correspondiente & 25° 45';
para haliar los segundos dividiremas la diferencia 114 entre
dichos logaritmos por la parte proporcional 4. 37 que cor-
responde al hallado en las tablas, y tendremos 26”; luego
A =25° 45’ 26”. ,

_ De igual manera procederiamos si se nos diese un logaritmo
tangente.

Sealog cos = A 1, 777842,

Buscaremos en las tablas el logaritmo coseno mayos mag
préximo al dado, que es 1, 777950 correspondiente & 53° 9
para hallar los segundos dividiremos la diferencia 108 entre
dichos logaritmos por la parte proporcional 2, 81 que cor-
responde al hallado en las tablas, y tendremos 387, 4; luego
A=—53°038 4. ‘

De igual manera procederiamos si se nos diese un logarit-
mo cotangente. f

Luego para hallar el arco & que pertencce el logaritmo de
wNa 1azon Lrigonomeélrica no contenido en las tablas, se busca en
éstas el logaritmo inmediato menor, st se trata de un seno 6 tan—
gente, y el tnmediato mayor, si se trata de un coseno 6 cotangente,
¥ Se anotan los grados y minulos del arco correspondiente: la
diferencia entre el logaritmo hallado en las tablas y el dado se
dwvide por la parie proporcional del primero, y el cociente ex—
presard los sequndos del arco pedido. :

. 46. El cociente de dividir la diferencia entre el logaritmo
tabular y el dado por la parte proporcional, puede obtenerse
empleando las tablitas marginales.

b
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En nuestro primer ejemplo, despues de anotar los 25° 45, se
busca al margen de la misma plana la parte proporcional 4,376
la mds préxima, que es 4, 34, yse recorre la columnade sus mul-
tiplos hasta hallar la diferencia 114 6 el numero menor que mas
se le aproxime, que es 87 y corresponde 4 20”; como sobran 27
unidades se buseca este ritimero 6 el mas proximo, que es 26 y
corresponde 4 67; de suerte que el arco tiene 267,

En el segunde ejemplo, buscaremos al margen la parte
proporcional 2, 81 y recorreremos la columna hasts hallar la di-
ferencia 108 6 el niimero menor mas proximo, que es 84 y cor-
responde & 30”: como sobran 24 nnidades volveremos 4 huscar
este ntimero 6 el mas proximo, y hallaremos 22 que correspon-
de 4 8”; sobran 2 unidades y como & 1”7 corresponden 2, 8 se in-
fiere que el arco no tiene mas segundos, sino una fraccion de
segundo: para hallarla afiadimos un cero al 2, buscamos el ni—
mero 20 y encontramos que corresponde 4 77, mas como habia-
mos multiplicado por 10, tomaremos 07, 7; de modo que el arco
tiene 387, 7, que se diferencia del resultado obtenido directa—
mente en 07, 3.

47. OsservacioN. En Ia prdctica, el logaritmo tangente
determina el arco con més exactitud que el logaritmo seno,
porque creciendo el primero mas rapidamente que el segundo,
un pequetio error dellogaritmo tangente influye, al determinar
el arco, ménos que otro error igual del logaritmo seno.

En las tablas de Vazquez Queipo puede verse, prescindien—
do de las cuatro primeras planas, que 4 17 de diferencia en los
arcos corresponde nna diferencia mfnima de 4,21 unidades del
sexto Orden decimal en los logaritnos tangentes, y de 0,15 uni-
dades del mismo 6rden en los logaritmos senos.

Segun esto, facil es-calealar, por una simple proporcion, que
& un error de una unidad de sexto 6rden decimal en el logarit-
mo corresponde otro error maximo en el arco de 07, 24, 81 es lo~
garitmo tangente, y de 6/, 66, si es logaritmo seno. Como el
logaritmo de una razon trigonométrica desconocida viene, al
resolver tridngulos rectilineos, en funcion de dos, tres y aun de
cuatro logaritmos de cantidades conocidas, segun veremos
muy pronto, y cada uno de éstos es aproximado en media uni-
dad del sexto 6rden decimal, aquellos errores maximos no lle-
garan nunca, empleando la tangente, 4 07, 48, ménos de medio
segundo, mientras que, empleando el seno, el limite del error
se eleva & 137,32,



LIBRO SEGUNDO.

RESOLUCION DE TRIANGULOS.

CAPITULO PRIMERO.
TEOREMAS RELATIVOS A LA RESOLUCION DE TRIANGULOS.
E.—TEriingulos rectangulos.

48. Iin adelante representaremos los angulos de un tridn-
gulo cualquiera por las letras mayusculas de los vértices, y los
lados porlas letras de los angulos opuestos, pero empleando
las mintsculas. Asi, los lados BC, AC y AB del triangulo ABC
(f7ig. 6) se expresarin respectivamenfe pora, bye. ! ;

TrorEMA. (Fig. 6).

49. Hw todo tridngulo rectingulo, un calelo cualquiera es
wual & la lipotenusa multiplicada por el seno del angulo
opuesto al catelo 6 por el coseno del angulo agudo adyacente.

Imaginando el arco correspondiente al
Fie. 6. angulo B del triangulo ABC, descrito con
© un radio BC, CA sera la ordenada y BA
la abscisa del extremo C del arco, luego
[7, observ.]

N CA B
\. B—C_senB, —a_cosB,
b e
A B ;_senB, ?*C%B’
de donde

= asen B, c¢=acos B,
igualdades que demuestran el teorema.

1 La letra que segun esto dehe representar & un lado es la que no entra en la
expresion usual del mismo.
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TROREMA. (Fz:g. 6)

50. ZEn todo tridmgulo rectingulo, un cateto cualquicra es
igual al otro cateto mulliplicado por la tangenie del angulo
opuesto al primero 6 por la cotangente del angulo agudo adyacente.

Siendo CA la ordenada y BA la abscisa del punto C te-
nemos

%: tg B, %—i:cotB,

6 sea Grin U
Aemaad s ) !

de donde b—ecte B ¢c—=0corB

II.—Tridngules oblicuanguies.

TrorEMA. (Fig. T.)

51. Jn todo iriangulo, los lados son proporcionales a los se~

nos de los angulos opuestos. . e 5

' : Sea el triangulo ABC. Bajo

Fre. 7. - desde el vértice C una perpendi-

: cular CD al lado opuesto. Si los

¢ ¢ angulos A y B son agudos (#ig.

1) la perpendicular CD caerd én

el lado AB, y los rectangulos
BCD y ACD daran [49]

CD = asen B, CD =14 sen A,
luego * @sen B =4 sen A,
b
sen A senB

Si uno delos angulos A y B es obtuso (/%g. 2) la perpen-
dicular CD caera en la prolongacion de AB, v sera

CD =¢esenB, CD =dsenCAD;
pero ~ sen OAD = sen CAB = sen A,
porque los 4ngulos CAD y CAB son suplementarios, luego
CD=asenB, CD=2/dsenA,

de donde
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- de donde se deduce como antes
@

sen A~ sen B °

Bajando una perpendicular desde A al lado BC, obtendria~
mos del mismo modo

EE (Pl
sen B = cen C
lued Cem il i
S0 sen A~ senB  senC°
~ TEOREMA.

52. HEn todo tridngulo, la suma de dos lados partide por s
diferencia es iqual & la tangente de la semiswma de los dngulos
- opuestos & dichos lados parivda por la tangente dela semidife~

rencia de Los mismos dngulos. :

Acabamos de ver que
a b

senA~ sen B’

a+6 senAfsenB

de e a—0b; sen A —sen B’

en el numero 33 hemos visto que

: 1
sen A - sen B_tg‘g‘(A’l‘ B)
senA—senB_tg._‘;_ (A=B)’

o4 b 85 (A+B)

luego =
.

conforme al enunciado del teorema.



TrorEMA. (Fig. 7).

En todo Iridngulo, el cuadrado de un lado cunlguiera es igual
& la suma de los cuadrades de los otros dos lados, ménos el duplo
del producto de éstos por el coseno del dngulo comprendido.

istinguiremos dos casos. e
N 1.° Si el angulo A es agudo
Fre. 7. (#ig. 1.%), tenemos [ Geom. 187]
‘@@ =0 12— 2 >< AD;
en el tridangulo rectangulo ADC,
se verifica AD = fcos A, luego
haciendo la sustitucion serd

2= 0% - ¢ —20c cos A.
R 2.° Si el angulo A es obfuso
A 5 (#ig.2), tenemos [ Geom. 188]

: @=10%>4 2|2 > AD;
el triangulo rectangulo ADC nos da AD = 4 cos CAD: y como
los angulos CAD y CAB 6 A son suplementarios, es
cos CAD = —cos A, luego AD = — J cos A;
sustituyendo en la primera ecuacion AD por este valor sera
a? = b - ¢ — 26¢ cos A.

54. La misma demostracion podria aplicarse 4 los lados 4 y
¢. Tendremos, pues,

@ = 62 ¢2— 2hc cos A
PR = a2 ¢ — 2ac cos B
02 = a2 - 52 — 2ab cos C.

_ Histas tres ecuaciones pueden servir para la resolucion de
tridngulos rectilineos en los diferentes casos que ocurran; por—
que conteniendo las seis partes de un tridngulo, si conocemos
tres de ellas dispondremos, para hallar las otras tres, de un

sistema de tantas ecuaciones como inc6gnitas,” que en general
es determinados, :

7

<
-, ©

Y| mmm e
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60. Trrorr caso. Dados los dos catetos bye, kallar g
hipotenusa a y los dngulos agudos By C.

Podriamos hallar la hipotenusa @ en funcion de los catetos

b y ¢, sirviéndonos del teorema de Pitagoras [67,2."] que nos

d4 la ecuacion @ = (/ 62— ¢2, pero los calculos son algo pe-
sados; & fin de evitar este inconveniente hallamos primero log
dngulos Béy C, y una vez conocidos calcularemos la hipote—
nusa en funcion de uno de ellos.
Para hallar el angulo B tenemos [57, 4.%]
b= ¢ tg B, de donde th_—:-i—

X £
y por logaritmos log tg B'=1log 6 — log c.
Conocido el angulo B, se tiene ~ C=90°— B.

Podria tambien hallarse C directamente por medio de la
ecuacion

¢c=btgC, dedonde tgC= % i
y log tg C = log ¢ — log &,
Para hallar la hipotenusa ¢ tenemos ahora
b = a sen B, de donde a=-—=,
; @5 seniB o

y log @ =log b — log sen B.
81. CuarTo cAso. Dada la kipotenusa ay wn catelo b, hallar

el otro cateto ¢ y los dngulos agudos B y C.
Del teorema de Pitdgoras [57, 2."] se deduce

2= a?"f 52,

dedonde c=V@—p=Viatde—0),

. s _:log(a—l—b)—;log (@—10b).
La férmula
| b— asen B da senB=7&z,
de donde log sen B = log 6 — log a.
Por tltimo C = 90° — b.

62. Hé aqui los elementos de un triangulo rectangulo, y
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los logaritmos necesarios para resolver los cuatro casos. Kl
alumno puede tratarlos sucesivamente tomando dos delos va-
lores que siguen para datog, y comparando los resultados que
obtenga con los valores de los otros elementos.

a = 7829, b = 6108,27, ¢ = 4897,18
A = 90°, B =51°16'47",2, ) =3 4312/,8
log @ =3, 893706, log & = 3, 785918, log ¢ = 3, 689946
log (@ + ) = 4, 144177,  log (o — b) = 3, 235712
log sen B =T, 892212, log sen € =1, 796240
log cos B=T,796240, . log cos C =1, 892212
log tg B =0, 095972, log tg C = 1, 904028.

1l.—Triangules ohlicuangules ¢ generales.

63. La resolucion de tridngulos oblicuangulos presenta
cuatro casos, &4 saber:

Resolver un triangulo conociendo
1. Un lado y dos angulos.

2.° Dos lados y el &ngulo comprendido.

3.° Los tres lados. >

4.° Dos lados y el angulo opuesto & uno de ellos.

64. Las proposiciones de que podemos servirnos para resol-
ver estos cuatro problemas son las siguientes:

1.2 La suma de los tres dngulos dewn tridngulo es igual G
dos dngulos rectos [ Geom. 165]. ,

2.2 “Los lados de un tridngulo son proporcionales & los senos
de los dngulos opuestos [51].

3. La swma de dos lados de wn tridngulo partida por Su
diferencia es iqual & la tangente de la semisuma de los angulos
opuestos @ dickos lados partida_por la tangente de la semadife-
rencia de los mismos angwlos [52]. et

4.2 Fl cuadrado de un lado dewn tridngwlo es igual & (o
suma de los cuadrados de los otros dos ménos el duplo del pro-
ducto de dstos por el coseno del angulo comprendido [53].

' 65. PrIMER cAso. Dado un lado a y los dngulos By C, ha-
Ular los lados b y ¢ 4 el dngulo A. :
‘De la relacion A -+ B+ C = 180°, se deduce

A 1802 (B G
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Conocido ya el dngulo A, para hallar el lado & tenemos
[64, 2.%] :

a sen A  agsenB
D Sl s
y log & =log @ + log sen B 4- c.*log sen A.
a sen A a sen C

Igualmente = -

senC’ °= senA
log ¢ = log @ + log sen C | c.° log sen A.
66. Srcunpo cAso. Dados dos lados a y b y el angulo com-
prendido C, hallar el tercer lado ¢ y los dngulos A y B.
Sabemos que la suma A 4 B =180° — C: si calculamos la
diferencia A — B, se deduciran facilmente los valores de A y B.
Tenemos, suponiendo @ > &, [64, 3.%]

s )
L
(¢e—2)tg 5 (A +B)

1 —
dedpndg tg 5z (A—B) = EEETe
3y logtg (A—B)=log (¢ — 8)+logtg 5 (A + B)

+ c.° log (& + 0).

Si, hechas las operaciones, hallamos para % (A = B) un
numero de grados 7z, tendremos 2
A B : A B - OF
D s s e s

sumando y restando estas ecuaciones resulta

C )

0 0 C () 0
A:QQ—{—?L‘, B=90—n———2—,

El lado ¢ se deduce de la igualdad

G SEm A Shq @ sen C
P a0 = eny
y log ¢ = log @ + log sen C - c.* log sen A.

Esta férmula obliga & tomar tres logaritmos nuevos, Va-
mos & hallar otra-que solo exige dos.






