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PRÓLOGO. 

Notables diferencias hallará el lector entre ésta y la pri
mera edlcion de nuestra Geometría y Trigonometría, ya en el 
órden y extension de las teorías, ya en las demostraciones, 
ya tambien en la parte material. 

Las primeras proposiciones continúan, sin embargo~ apo
yadas en los axiomas: la linea 1·ecta es el camino más corto entre dos 
Jnmtos; dos p1~ntos dete1·minan la posicion de u1ta recta. 

Sin negar la evidencia de la primera verdad, algunos m~
temáticos aconsejan se considere como teorema, siguiendo en 
su demostracion las huellas de Euclides, con el fin de reducir 
en lo posible el número de axiomas 1; otros lo practican así 
en sus tratados didácticos, si bien por caminos distintos, más 
breves al parecer, pero seguramente ménos firmes que el tra
zado por el inmortal Geómetra griego. 

Reconociendo la conveniencia de emplear el menor número 
po.sible de axiomas, imitamos no obstante á la generalidad de 
los escritores de este siglo, que á su vez se han inspirado en la 
obra de Legend1·e, y consideramos la mencionada proposicion 
como uno de los fundam e ntos experimentaJes de la Geometría, 

Así, la distr~bucion de las primeras verdades es ordenada y 
sencillas las demostraciones; de otro modo, hay que tratar una 
série de teoremas algo di ficiles,de interés momentáneo, verda
deros lemas, sin otro fin que arribar penosamente á la demos
tr'acion de que un lado de un triángulo es menor que la suma 
de los otros dos, verd ad más evidente, á nuestro entender, que 
la determinacion de la línea recta por dos de sus puntos, y la 
igualdad de los ángulos r ectos, proposiciones incluidas por el 
mismo Euclides entre los axiomas. 

1 Duhamel, D as móthorles dans les science& rle •·aisonneme·nt. . , 
Hoüel, Essai c•·itiqus su~ los p•·i ,.cipa& (o,.dame»t<Jux de la Qdométt"lf elomtntstro, 
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El teorema fundamental de la teoría de las líneas pro por~ 
cionales suele tratarse como propiedad del triángulo 6 del 
trapecio cortado por una paralela á las bases. · 

Asi lo hicimos tambien nosotros en la primera ·edicion. En 
ésta hemos prescindido del trapecio, porque Jos lados de un 
polígono son rectas limitada~, 1 u ego la paralela tiene que ser 
interior, y los segmentos aditivos; y aunque se prolonguen in~ 
definidamente los lados, siempre quedaremos sujetos á la con
dicion de considerar cada uBo eomo totalidad de los segmentos 
causados por una paralela interior 6 como diferencia de los 
causados por una exterior, lo que restringe él alcance del 
teorema. 

Suponiendo dos rectas indefinidas cortadas por tres parale~ 
las, éstas marcan en aquellas tres segmentos, y decimos: dos· 
segrae~~tos cualesquie~·a de una ~·ecta indefinida son proporcio~~aüs á los 
seumentos de la ot~·a. Este enunciado presenta "¡á proposicion con 
toda fa generalidad que le es propia, y abraza cuantos casos 
puedan ofrecer el triángulo y el trapecio de lados indefinidos, 
segun puede verse haciendo que las transversales tengan su 
punto de concurso sucesivamente fuera de las paralelas y en 
cada una de éstas. 

La admision del axioma de que hemos hablado, y este. modo 
de considerar las líneas proporcionales, nos han permitido 
reunir en el primer capítulo todo el estudio de la línea re.cta, 
tarito en lo concerniente á las posiciones relati.vas de dos rec". 
tasen un p)¡;tnoi concurrentes (ángulos, perpendiculares, ~bli
cuas), no con~urren ·tes (paralelas)," corno en lo que -sé refiere ·á 
las relaciones de magnitud entre · segmentos de concurrentes 
cortadas por. paralelas (lÍneas 'directamente · proporciónaies), 
por Antiparalelas (líneas recíprocamente propo~ció-q.ales),· 6 por 
otra!) concurreNtes (razones proporcionales) . 

Aquí hemos hecho, en la s:ucesion de teorías, el primer en
sayo de un 6rden que hemos Jla·mado corabinato~·io, ai que se 
adapta admirablemente una ciencia, cuyos objetos nacen todos 
de ~a 'combinacion, bajo difE_lrentes aspectos, de solo . dos ele-
menios: línea recta y circunferencia. · 

La idea de este órden fué J.o q.ue nos indujo á investigar las 
T~l¡u;;ionE.l:;; dE_l mapnitud ~~tre segmentos d~ rectas. qqnc\lrrentes 
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en un punto cortadas por otras concurrentes, como continua~ 
cioi1 natural, cuando se match a dé lo partiGular á ló general, 
de la teoria de líneas proporcionales. El artículo consagrado á 
aquella materia, página 45, encierra proposiciones fundamenu 
tales, descubiertas por nosotros, muy generales y fecundas, fl·e~ 
gun demostramos en la obrita Genetalizac.ion, de la t~ot•ia de UtMas 
pt•opo1'cionale8, publicada en 1880, y como puede verse á un en 
este tratado elemental, párrafos J 77 á 183. 

En el segundo capítulo nos ocupamus de la circunferencia, 
estudiándola primeramente en si misma, después en c·ombina4 

· cion con la línea recta, y, por último, combi-nada con otra cir
cunferencia. Los teoremas relativos á los segmentos recipro~ 
camente proporcionales determinados por la circunferencia en 
dos rectas que se cortan, hemos podido colocarlos ántes de ios 
cas@S de semejanza de triángulos, valiéndonos de la teoria de 
las rectas antiparalelas, que se ha incluido en esta edición, 
tanto por completar el cuadro de las combinaciones á que dan 
lugar las rectas en un plano, bajo el punto de vista de sus po 4 

siciones mutuas, cuanto porque la proporcionalidad de cuatro 
segmentos se establece con frecuencia más fácilmente median'e 
dicha teoria que sirviéndose de la semejanza. 

Estudiadas las líneas en un libro, comprendemos en otro el 
'estudio de los polígonos, separando así :¡;>Or completo_ ~stas dos 
grandes partes de las propiedades y relaciones de la extension, 
lo que da al plan mayor unidad, y facilita el reeuerdo dé la 
marcha general seguida en la obra. 

Los polígonos se han dividido en· tres capítulos: triángulos, 
cuadriláteros, poligonos generales. 

Siguiendo el órden combinatorio, hemos estudiado primero 
el triángulo en sí mismo, lÚego le hemos comparado con otro 
bajo el punto de-vista de la igualdad y de la semejanza, des
pues le combinamos con la línea recta, transv~rsal, y terminamos 

.con las relaciones métricas entre los lados. 
En la comparacion de triángulos faltamos en parte a~ pro

pósito de presentar consecutivamente los casos de igualdad y 
semejanza de las figuras. Nuestro objeto al separar de este ar
tículo los tres casos 3enerales de igualdad y colocarlos al prin
cipio de la obra, por via de introduccion, ha shlo evitar la!; 
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repe t idas superposiciones que de otro modo tendríamos que 

hacer siempre que necesitásemos probar la igualdad de dos 

rectas 6 de dos ángulos : hemos sacrificado algo nuestro plan 

en obsequio á la brevedad. 
El artículo «Lineas rectas e n el triángulo~ e i1.c'ierra los teo

remas d e Menelao y de Céva (177 y 182), el prime<ro de los 

eriales si r ve de base á la teoría de transversales, y sus respecti

vos recíprocos. 
ilustres matemáticos del presente siglo han proclamado la 

necesidad de dar cabida en los eleme nt os á los principios de 

diGha teoría. Carnot 1 dice: «La teorí a de las transversales es 

curiosa por sí misma y suministra con frecuencia demos.tra

Ci0nes y solgciones muy elegantes , en cuestiones complicadas. 

La sencillez y la fecundidad de sus princip_ios parecen darle 

derecho á ser admitida en l0s elementos ordin a rios de la Geo

metría». t>oncelet 2, además de citar estaopinion y la muy auto

riz~da de M. Poinsot, añad e : «Seria de desear" que el Consejo de 

perfeccionamiento de la Escuela Politécnica y los SS. Profeso~ 

res de los Colegios :fij a sen su atencion en este asunto, mucho 

más importante de lo que ordinariamente se cree, tanto á cau

sa de los considerables desenvolvimientos que t odavía puede re~ 

cibir la teoría de las transversales, como porque tiende á llenar 

un vacío cada vez m á s sensible en los Elementos de la ciencia.:& 

Chasles :>, finalmente, concede al teorema de Menelao lama

yor importancia, hace la historia de su origen y una detenida 

reseña de las muchas y variadas aplicaciones que de él han de

ducido les más famosos geómetra s, desde el siglo IV hasta el 

actual. 
Nosotrbs debíamos necesari amente inc l u irle en este tratado 

porque es uno de los div ersos casos p a rtiGulares de nuestro 

teorema del número 90, y no exige, por consiguiente, nuev a 

demostracion. 
Unido al teorema de M enel a o m a rch a r á siempre su correla

tivo e l d e Cé v a , del que he m e s expuesto las _m á s importantes é 

inmediatas consecuencias . 

1 Essai su•· la théode eles t.-ansve•·•ales. París , 1806. 
2 Trt~ité des p t"opridtés p •·ojeotives des /igwres, París, 1865. 
3 Aper.~•t hisla>·ique su.· l 'o>··igine et le dévslopp •Jment des méthode• •n Géomdt.-ie. 

l'a.rís, 18'75. 
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Forma tambien parte del artículo que nos _ ocupa otro teore

ma, el del número 179, que ne es en sustaneia más que ntl!eStl'O 

corolal'io del número 92, enunciado de otro moda, éo-n obje.to de 

presentarle como generalizacion de la prop!ed,ad que posee la. 

bisectriz· de un ángulo interno 6 externo de un triángulo de di

vidir al lado opuesto en seg mentos proporcienales á ·ros lados 

Glel ángulo. La generalizacion consiste en considerar, en luga? 

de la bisectriz, una recta que parte del vértice en direccion 

arbitraria. 
El estudio de Jos cuadriláteros comprende tres -artículos: 

cuadrilátero en general, trapecio y paralelógramo; y el de loa 

polígonos generales, otros tres: polígono en sí mismo, compara

cien de polígonos, esto es, casos de igualdad y de semejanza, y 

polígonos en el círculo, que abraza los inscriptos, los circuns

critos y los regulares. 

La seccion segunda de la Geometría plana, medida de la M 

extension, se divide, como la primera, en dos libros, que tra~ 

tan de las líneas y (le los polígonos respectivamente. El primer 

libro se su-bdivide en medida de la línea recta y medida da la 

pircunferencia; el segundo en áreas de las figuras rectilíneas y 

áreas de las figuras circulares. 

Las principales divisiones de la Geometría del espacio euar~ 

dan entera analog.ía con las de la Geometría plana. 

A los dos libros, líneas y polÍgonos, de que consta en ésta 1 a 

primera seccion, corresponden en aquella otros dos: superficiefl 

y poliedros. 
A los capítulos «lÍnea recta y circunferencia» corl'esponden 

otros titulados «superficie plana y superficies curvas); y á io·s 

epígrafes «triángulos, cuadriláteTo·s, polígonos generales) est~~ 

otros <<pirámides, prismas, poliedros generales:~> . 

La segunda seccion de la Geometría plana se d-ivide en «me

dida de las líneas y áreas de las superficies picanas», y -la segun

da seccion de la Geometría del espacio consta de «áreas de las 

superficies de los cuerpos y volúmenes de los mismos). 

A los capitulas «medida de la línea recta y medida de la cir

cunferen:ci.a » corresponden los titulados «áreas de los poliedros 

y áreas de los cuerpos de revolucion»; y finalmente, á los lla. 

mados «medida de las áreas de las figuras rectilíneas, medida 
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de las áreas de las figuras circulares y comparacion de las á .reas», corresponden los que llevan por epígrafes «volúmenes de ios poliedros, volúmenes de los cuerpos de revolucion y comparacion de volúmenes>>. 

Tambien la Trigonometría rectilínea ha experimentado re· formas importan tes. •• La principal) á que necesariamente se han subordinado otras, consiste en considerar el seno, coseno, tangente y cotangente bajo el concepto más general, esto es, como razones de lineas. De este modo aquellas funciones son independientes del radio, influyendo solamente en sus valores las variaciones del arco. Hemos procurado exponer,. de una manera clara y precisa, l_as reglas para determinar en cada caso los s·ignos de las razones trigonométricas de un arco, ya sea este positivo, ya negativo, ya se cuente desde el punto considerado ordinariamente _como oríger¡., ya desde otro punto cualquiera de -la circunferencia. La confusion en esta materia es más cornun de 'lo que generalmente se cree. 
J:?el desenvolvimieñto de seno- y coseno de a+b damos una solucion nueva, sobre la que llamamos la atencion de nuestros compañero.s en el profesorado, porque nos parece muy sencilla y elegante. Se funda en los principios de la teoría ·de rectas concurrentes cortadas por concurrentes. 
Tales son las principales modificaciones que hemos creido deber introducir en la primera edicion de este tratado: si merecen la aprobacio·n de las personas competentes, quedaremos recompensados del asiduo trabajo y considerables sacrificios que nos hemos impuesto, á fin de poner esta ob.ra á la altura que de consuno exigen la importancia de los estudios matemáticos y el progreso de los mismos en nuestra pátria. 

Orense, Agosto de 1881. 
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GEOMETRÍA. 

DBJFINIOIONffiS Y DIVISION. 

l. Una porcion watquie?'a de mate1·ia, limitada cm todos sen

tidos, Se tlama CUERPO FÍSICO Ó simplemente CUERIPO. 

Todo cuerpo ocupa una parte del espacio infinito que nos 

rodea; prescindiendo, por• abstraccion, de la materia que cons

tituye el cuerpo, y considerando solamente la JJ01'Cion limitad!~ 

de espacio que ocupa. ü~udremos el CUERPO GEOMÉTRICO, tras

parente, peuetrable y divisible, tal como hemos de estuclÜHle. 

Los cuerpos tienen necesariamente tres dimensiones, que 

son: lon.qit1td 6 largo, latit·1ul6 ancho, y ,q?'1teso. Esta última se 

llama tambien, segun los casos, p?·ofwndidad 6 altum. 

El límite que separa á un cuerpo del espacio que le roJea 

carece ele g-r.ueso, y se llama supe?·/icie. 
SuPERFICIES son los límites de los cuerpos. 
Las superficies solo tienen dos dimensione:>: longitud y la

titud. 
Una parte cualquiera de la superficie total de un cuerpo 

tiene un límite, que la separa del resto de la superficie; lo 

mismo, si suponemos dos superficies que se eocuent:ran 6 cor

tan, la interseccion s.erá límite comun ele ambas: estos límites 

carecen de ancho y se :Jaman lineas. 
· LÍNEAs son los z.tmites de las supe?:ficies. 

Las líneas no tienen más dimension que la lon g·itud. 

Si concebimos una parte cualquiera de una linea, los lí

mites que separan dicha parte del resto de la línea son puntos; 

lo mismo, cuando dos líneas se cortan la interseccion es un 

punto, límite ('.omun de ambas. · 

PuNTOS son tos lí'mites de ltu Urteas. 
El punto g·eométrico no tiene ning·una dimension. 

Las superticies, líneas y puntos tienen existencia repl, pero 

no pueden separarse ele los cuerpos; sin embargo, una vez ad

quirida la idea de superficie por la consideracion del cuerpo, la 
2 

! :: 
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de línea por la consideracion de superficie, y la de punto por la 
cc.nsíderacion de línea, podemo~, mediante la abstraccion, 
prescindir del cuerpo, superficie ó línea, y concebir sus respec
tiyos límites ail:llados, como si tuviesen existencia indepen
diente y propia. 

lt 2. Las líneas se dividen principnlmente en ?'ectas, queb?·a,-
.) das y ClWO(JS. . • 

- La línea recta no pueqe definirse· de up mod~ perfecto; pero 
todos la conocemos desde los primer,,s años. El borde de una 
regla bien con~uida, un hilo Jeus.o dan idea clara de esta , 
linea. (J?ig. l. a rh Jt.-t.HI; (t'i,.~M..\1.;_~~"' LL-L": '{ 'lo ¡) "} j-1)-('/1). /'l¿ r.._ 

F 1 & :w.Jf4 ¡;/ut1rit '•/14'/~""Jw..,.;(, ''• ""'JI.¡.r;H-Ü)t! ~" 
IG. • LÍNEA QIJEBUADJ ({ . POLIGONAL , es la 

compuesta de varias 1·ectas que se co?'
tan dos á dos. (Fig. 2). 

Fw. 2, LÍNEA cuavA es aq·uella de la que nin-
/ guna po?'cion. JJor peq~6eña que sea, es 

línea recta. (Fig. 3). 
J 3. Las superficies se dividen en pta-

I)ÓI, nas, queb?·adas y cu1·vas. 
___.... SuPERFICIE ·PLANA ó PLANO es ~ma su-

Fw. 3. pe?.'ficie tal qz6e aJJoyandn en dos cuales
quie?·a de sus puntos una linea ?'ecta, 

~ ; todos los puntos de ésta se colocan en la 
r ~ supe?·jicie. ( \ ) 

SuPERFICIE QUEBRADA ó POLIEDRAL es 
la que se compone de varú6s superficies planas que se cortan. 

SuPERFICIE cuuvA es aquella de. la que 1;,inguna po1·cion, po1· , 
pequeña que sea, es plana. 

4. Los cuerpos, superficies y líneas se comprenden bajo la 
denominacion comun de figzwas. 

ExTENSION, en el conéepto más general, es la p?·opiedad qz6e 
poseen las fi,r¡u?·as de ocwpa1· zm l·uga1· en el espacio. 

ExTENSI0:-1, refiriéndose á una figura determinada, es ta 
magnitud de esta jig~wa. 

La extension i·ecibe el nombre particular de volúme·n, á?·ea 
ó Zongitud, cuando es la magnitud relativa de un cuerpo, su
perficie ó línea . 

"> 5. GEOMETRÍA es la "Ciettcia qne estudict las JJ?'Opiedades y 
L.. relaciones de las /1/ju?·as, y la múlida de sq.(, extension . 
..., Se divide en plana y dei espacio. 

La geometría plana estudia lns fig·uras situadas en un solo 
plano; y la del espacio, las situadas de otro modo cualquiera 
en el espacio. . ~ _ , 

\) ·· .lr.,O~ t(~~_-1: fó<lr..{t.ft-IM- ftM.Df.t le.t,-0~ )~tt·,'+." 
/..t..JletL ~~ /iJ~'i H f.bi) ".~¡c.~ cCL.ttl.• )' ~..;{7.,, f·/Yt') 
k·" t•C(~'~_jtHv~"-' ),tkt-C:..,""'fl¡.~'~-ljl-vv-(l¡(leJt~{J¡,t\.\tfL4t;) 

2 ~ l \,vi ) ~._....;r(¡ ¡,-..v;• :1 r ~ \..\.(!_ 1 \.t,d!.- ¡¡_. J 
'"c;q¡ • 1~>- • t e, ..i-v'}l.bl/t.Íik'¡i't.'fc ¡tttt~.~<W> fi,.'-~-Vj!O ,.. 
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GEOMETR-ÍA PLAN A. 

j""'~{i,· .. ol.A~-r~i"J.~. M..~Pá-/Pit{~~~ AAgJv~-1~ 
J 

1 crBMrr2~úA<~:.W JA·k"'~"~''l e1r;u:u ,~ - r, n:t:., -a.r:tu r:J..t;Cí,r...; ) /1-f?LrW/or jV'Y- ll~ ~,RO ¿ruCO 1 O N. ~ . .. _ 

1 
f¿/w._.1 ¡;f,..,r.¡."¡;; ~P• ;j t~.l~ .c/.('" ~IJ't Y:t..f'1 f I'W r~tfA¡ t,¿ 

~' • . .n . . . li.~Lí~)ca Jl.•t~cia y cia·c~anfcn•cne"a. • 
~. )l"""""tw lM.'\ J~vl c! a4 t d """" - l' . .l.f.-'fi:l1e-tM{ .-'A..<foJAL A-.11-tl\ ;.~-t;u1l ~~ 
,, ,;¿&, ._.7;~t &~,/ ')é¿,-it· ~ ·~ ~ ~á · - ·~~--~ , .J..t11 u.:Ya/r. , áut ..< ¿,.v-..... 

(t) 

6. En una línea recta podemos C0\1siderar su posicion rela-
tivamente á otra línea, superficie 6 cuerpo, prescindiendo de 
la magnitttd; 6 bien la mag·riitud, prescindiendo de la posicion; 
6 bien la po.,icion y magmtud al mismo tiempo. Si estudiamos 
solamente la posicion, se mira la recta como prolongada inde
finidamente en sus dos sentidos; si estudiamos la mag·nitud, se 
considera limitada por dos puntos, que en tal concepto se lla
man extremos de la recta. Los puntos A y B son los extremos 
de la recta limitada AB. (Pig. 4). 

Admitimos como evidentes las si-
FrG. 4. guientes propiedades de la linea recta: 

A B J .• , La línea ?'ecta es eZ camino mas 
· { · cortoent?·edoscualesqut:e?·adesuspuntos. 
2.a .Dos p~tntos dete?·minan la posicion de ~ma1·ecta, es decir, 

po1· dos pttntos no puede pasa?· más que ~tna línea recte&. 
De _esta propiedad se deduce: 

1.0 .Dos rectas que tienen dos pttntos comunes coinciden en 
toda s1t extension indefinida; y como es evidente que siempre 
podremos cumplir aquella condicion, resulta que todcts las lí
neas rectas ~'on s~tJJe?'ZJOnibles. 

2.; .. JJos 1·ectas distintas no pueden tene?' más quQ un punto 
comun. 

Se llama DISTANCIA. ent1·e dos JJuntos á la línea ?'licta que los 
une. 

'!_J' 1 Dos rectas bm1~adas . son ig2tales si colocando una sobre 
¡ t ·V' ) d-G '11\..f !!(y'( r./A.t ~ 1, -'" ( J\, • ' ) 

,, " ~+~\.'-(..,e... t.- f'et:1,,., t'-t h t. ,, '{ l 1 , ... 

,, ,, H kCMJ.... ct~ ~1~" l1¡)l jv~~~ ., i. 
_¿<c.. rtb.fi.. r...c.._ l:lÚ.'1á-t 1-f ; :tRt. ')-'ve{ tf1 ttiJb 't-u.-112. {Ú.. (c.. ~;.a 

~(.,lt~tj¡,ÚL-tíA'-J j'l-{;t.l'•.Y ,.... , t l 
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otra, de modo que un extremo de la primera coincida con un 
extremo de la segunda, coinciden tambien los segundos ex
tremos. 

Recíproeamenre, si sabemos. que dos rectas son iguales, 
podrán superponerse de modo que coincidan los extremos de 

una de ellas con .los de la otra. c.') . . ' . 
\Se suman doe 6 más· rectas lumt~das colocandolas a lo lar

g-o de una recta indefinida, que puede ser una de lus dadas 
prolong·ada suficientem·ente, unas á continuacion ele otras, de 
modo qÍ.1e el primer punto de cada una coincida .con el último 
ele 1& anterior. 

Así, la suma ele las rectas rn y n (Fi¡. S) se obtendrá to

mando OM = m, MN = ~~. y sera ON =m+ n. 
Lo mismo sumaríamos tres 6 más. 

FIG. 5. Es claro t:¡ue OiYl fU> la diferencia en-
tre ON y MN, y MN entl·e ON y OM. 

m 

n 

Es evidente que toda recta limitada 
tiene un p~tnto medio y sólo uno, es 
decir, qne en toda. recia limitada pue
de marcarse un pt:ntto á igual dist~n-

cia de
1
1os dos extremos. 

8. ÜIHCUNFERENCIA eS 1tna linea 
o M N c~wva ce_?·?·ada, cuyos puntos estdn en 

un mismo plano á igual distancia ele 
ot1·o /Htnto inte1'Í01' llamado CENTHO. (Fig. 6). 

FIG. 6. 
CíRcuLo es la po1·cio?~ ele plano limi-

tada JJM' ta ci?·cunfe?·encia. . 
ARco es ~tna pa1·te cualquiem de la 

ci?·c~tnfe?·enci a. 
RÚIO es toda 1·ecta OA ti1·ada desde . 

el cent?"O O á, un jJ'M/J!I.to c•ualq~tiem dr; la 
ci?'C1tnje?·encia. 

CUERDA es torta 1·ecta lin~itadct DE 
C1(1JOS extremos son dos p~mtos de la 
ci?·cun(e?·encia. 

DIÁMETRO es toda cue?·da BC q1te 
pasa po1· el cent1·o. 

9, De la definicion ele circunferencia se deducen las sig·uien
tes propiedades: 

l. a Todos los 1·adios de una misma circunfe?·encia son ig~ta
les, porque miden las distancias del centro á los diferentes 
puntos d.e la circunferencia. 

2.a Todos los diámet1·os de una ci?·c~tnje?·encia son ir¡uales, 
porque cada uno se compone de dos radios. ' 
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3. • rLa distancia de un '[i1tnto dado en el plano de ~tn círcztlo at 

cent?·o-'de éste es ig~tal, menor ó m~!JOl' que el mdio, ser¡ztn que 

el p~mto esté en la eircunfermcia, dent•·o túl círc~lo ó ft{~?·a 

riel mismo. 
¡ Lo primero es evidente; además, imag-inando una recta tira

da del centro al punto iuterior 6 al exterior, en el primer caso 

hay necesidad de prolong-ar la recta para que llegue á la cir

cunferencia, 1 uego es menor que el radio; en el sE:gunclo, la 

recta se compone del radio y una parte exterior, 1 u ego es mayor 

que el radio. 
Recíprocamente, si la distancia de un punto al cent1·o es 

ig1tctt, men01· ó nutyo?· q1t& el ?·adio, et p1mto esta1·á en lct cir

C1tnje?·encüt, dent?'O ele( CÚ'C1tlo Ó fue?·a ele este. 

) 

10. 1 En un plano, se llama l1trJa?· _ geomét1·ico de todos los 

puntos que poseen una misma prorJiedad, á lu figura formada 

por dichos puntos. 
P1~ra de!L10strar que una figu:·a es lug·ar geométrico, es ne

cesano probar: 1.0 que todos los puntos de la figura poseen 

erta p;-opiedaJ; 2." que todos losyu~1tos que la poseen perte-

- ecen a la figura, 6 en otros tet·mmos, que los puntos del 

la no no pertenecientes á la figura no gozan de aquella pro

ieclad. 
Seg·un esto, -
Lct ci?·e~tnje?·encia es ell~t,r¡a?' geomdt1·ico de todos los puntos 

de ~tn ptcuw cuycts distancias á ~m punto dado son i,c¡ztales á una 

1·ecta dada. 
PueRto que todos los puntos de la circunferencia están se

parados del centro por una distancia igual al radio, y todos los 

puntos que estan separados del centro por una distancia igual 

al radio pertenecen á la circunferencia. 
11. La g·eometría elemental estudia solamente·: 

La línea recta y ln. circunferencia. 
Alg·unas superficies limitadas 6 engendradas por estas 

líneas. 
Algunos cuerpos limitados 6 eng·endrados por estas su

perficies. 

1~. Dos rectas que se cortan y terminan en su punto de in

terseccion forman un áng?do. 
Las rectas se ll21man lados del áng·ulo y el punto en que se 

cortan, véiJ·Nce. 
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Un áng·ulo se desig·ria comunmente por tres letras colocadas utla en cnda lado y otra en el vértice, uebiendo leer;;e ésfH. en medio. Así, el primer angula ele la fig·. 7, se leerá: angula ABC 6 angula CBA. 
Fra. 7. 

Sin embargo, cuando en el vértice hay solamente un ang·ulo, puede .. éste designarse por la letra de dicho punto; así d.iremos áng?tla B.( 1) (t.) 
13. Dos ángulos· ABC y DEF (Jlir¡. 7) son iguales si colocando un lado BC del primero sobre otro lado EF del segundo, de modo que los vértices B y E coincidan y que BA caiga bácia el mismo lado que ED con respecto a la recta comun EF, los otros dos lados BA y ED se confunden en uno solo. Recíprocamente, si sabiendo que dos angulas ABC y DEF !Ion iguales, los superponernos de modo que coincidan los lados BU y EF, cayendo el vértice B en E, los otros dos lados BA y ED se confundirán. 
14. Para sumar dos ángulos ABC y DEF (Fi_q. 8) se 

FIG. 8. 

A /G -" 

aLe,~", 
coloca el ABC de modo que el lado BC coincida con ED y que eL vértiee B caiga en E, quedando BA y EF a diferentes lados de la recta cornun ED; si BA ocupa la posieion EG, el angulo GEF sera la suma buscada. 

Del mismo modo sumariamos tres 6 más 'án&·ulos. Es claro que D.SF es la diferencia entre GEF y GED, y GED la diferencia entre GEF y llEF. 
Si suponemos el lado BA confundido al principio con el. BC (Fig. 8), y concebimos que BAse separe moviéndose alrededor g~l punto fijo ¡3, el ángulo de estas dl'S rect'3-c;, crecerá de una 

(¡) j.l ,¡_; , • \ /tv / ,..{ ~ '' " T(¡. \1. '{ '" {'·/t¿, 
<:;:(¡J -1. l. .' ,¿, • ... h• 1 (.,ft ,_;') J t.U. ' l<t f l r{:t..t.• u '0 fQ- \~~ /1$- 1 f)..{¡,vr~ ¡.!.·11; 

f''-( e~"(; \rJ · ftt ~~ v .A 4 ti)~~ ----~ + 
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man era continua; por c0ns ig·uiente la m~gnit2td de un án.r¡nlo 
depende de la mayo1· ó meno1· sepa•racion de szts lados , no de la 
l ')ng itud de estos . 
· Di cha mag ni tud p uede de term ina rse en relacio11 á la de otro 
án g ulo unidad, puesto qu e· habiendo definido la ig ualdad y 
suma de án g ulos, p odemos a veri g u ar las veces que uno mayor 
contiene á otro menor, op eracion á que, en últ1mo análisis , que
da r educ.ida la det ermin acion dA ma g-11itudes. 

15. BrsECTRIZ de 1tn r.in,r;ulo es una recta que pasa por el vé?'
tice y divide aL án{J1tlo en dr,s partes iqttales. 

E s evidente que t odo angula ti ene una bisectriz y solo una. 

¡ ~-t..-~·t-Ú_¿¿-_;, j (é .tJ v tdc 
' ¿f.-te J,.c.~lt ' ) n.. e' u7t'. •) ,d.: 

l iB! ,- Ts.•iáne·ad os. t ; 1 n /1 ¡ = L - (or.; ,,,;-;. l( tP•#<'l{.·r-~.IJ 

16. TRIÁNGULO.· es la porcion d~ plano limitada po1· t1·es lineas 
?'~ctas que se corta~t dos á dos. 

Laaos del triárigulo son las tres r.ectas que le forman. Cada 
lado se considera limitado por sus intersecciones con los otros 

· dos. Estas intersecC'iones se llaman vé1·tices del trü\ngulo. Cada 
dos lados cpmprenden 6 forman un ángulo. 

De modo que un triáng ulo tiene sers elementos: tres lados y 
tres ángulos. . 

An g ulas adyacentes 6 contiguos á un lado son los que tienen 
sus vértices en los extremos de dich.P lado. El tercer ángulo se 

1 

( ¡/ 
llama opu.esto. t.}a,...:;t. ..t? ll-\.l.'l" • '-u. · 1 · !l c.--. :1 '~ ~ ¡ 

La fig·ura ABO es un triáng ulo. ) 

FJG. 9. 
Los lado~ son AB, BC, AO. 

· Los áng ulos BAO, ABO, ACB 6 
simpleme11te A, B, C. 

Es claro que suponiendo indefinida
m ente prolon g·ado un lado cualquiera 
AB, los otros dos AC y BC quedarán 
hácia Ím a misma parte de la prolonga
cion, toda vez que AC y BC deben en
contra rse en un punto O, lo que seria 
imposible si A O estuviese por encima 
de AB y BC por debajo 6 vicP.-versa. 

17. Un lado e ltalqn ie?·a de un t?·iring~tlo es: l. o menO?· que ta 
suma dH los ot1·os dos; 2. A ma.vo?' qut: su dife?·encia. 

1.0 En el triáng·ulo ABO (Fig. 9), tenemos 

AB < AC + JW, l 'f..;:,'YI-«..X. ti-~-VI..t l7 
( 1) f~ rUJA.¡• u v..J L<...~. " , U·!/" t ~- ¡ 1 t~ \ 

"'' "~{~ro....-..... \. ¿...._ '>e(.;1u.~yt (V. tt\'' 'lt 1 /·¡( \' r: ll ' l ;""' 1 . 
¡e f . 1 !, ' 1, t ~{ [-t_- .{~ ... oc. ~ rt ~. 7 .... • . (( , 

{r L L:• ('!.- ¡(; (~ / 1 ' 1 ' 

J 

( 1 
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porque el camino más corto entre los puntos A y B es la recta 
AB que los une [6) . . 

El mismo razonamiento haríamos para los otros dos lado~. 
2.• Acabamos de ver que 

AO<AB+.BO; 

restando la recta BO de los dos miembros ·de esta desigual
dad, sera 

AO~BO<AB ó.bien AB>AO-BO, e J'vci ,11';~ ... 

l
~ v~· .t....Q...t/: t:. ~'-e...~~ ~ H l. '1 · 

lo cual debíamos demostrar t.....-d~ _ (<W. rt'<"{ · -1• 'J. . · t r .l. 9.-; 
18. Se llaman t?·ir:ínpttlo "ij¡~¿azes los que Coinciden cuantlo 

se superponen con venientementc. 
Si coinciden los tres vértices de un trii.mgulo con los tres 

vértices de otro, coincidirán tambien los lados [6), y los trián
gulos serán iguales. 

TEOREi\1A. (Fz:f¡. 10). 

19. Dos trián,qulos ABO y DEF son igttales cuando tie
nen un lado i.r;ual AB = DE, y los dos ángulos adyctcentes del 
p1·ime1·o A, B respeetivamente Í!Jurtles á los dos adyacentes del 
segtmdo D, E. 

FIG. 10. 

e F 

.8. 06E 
Iinag·inemos colocado el triángulo DEF sobre el ABO, de 

modo que el lado Di{ se confunda con su ig·ual AB y que el 
punto F caiga hacia. el mismo lado de la ~ecta. AB qihe el punto 
9: el lado DF seguirá forzosamenie la dtreccwn ~0, pot: ser 
tg·uales los ángulos A y D [13), y el lado EF segum1 ~ la dnec
cwn BO por análog·a razon; luego el punto F, comun á los la
dos D:F y EF, clebera estar a la vez en AO y BO, para lo cual 
tiene que coincidir con O, único punto cqmun a las rectas AO 
y BO [6J; lueg·o los trü\.ngulos son ig·uales. 
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TEOREMA. (Fzg. lO). 

/ 20. .Dos t1·iángulos ABO, DEF son i,r;uales cuando tienen dos 
l~dos del p1·ime1'0 ?'eSJJ.ectivamente iguales á dos lados del seg~m
do AC = DF, AB = 1)E, e igual el án,r;uto CO??~J)?'endido A =D. 

Coloco el triángulo DEF sobre el ABO, de modo que el lado 
DE se confunda éon sn ig·ual AB y qu e el punto F caiga hilcia 
el mismo lado de la AB que el punto C: el lado DF seg·uirá for
zosamente la direccion AC, por ser A= D, y el vértice F coin
cidirá con el vértice O, por ser AC = DF; lueg·o los triáng·ulos 
serán ig·nales. 

TEORE!vlA. ( Fig. ll). 
21. Si dos t1·iáng1dos ABC, DEF tienen dos lados ?·especti

vamente iguales AC = DF, AB =DE, y el ri ng~tlo CAB com
prendido po1· los lados del p1·i?ne1·o es mayo?' que el FDE com
pnnclido por los lados del serj1mdo, el tene1· lado BO del p?·iv~e?· 
t?·iringulo es ??utyo?: qu,e el te?; Ce?' tado E F del seg-undo. 

- Coloco el trü1ngulo D EF sob1 e 
FIG. 11. el ABO, de modo que ella do DE se 

C confunda con su ig·ual AD y que 
los triángulos resulten sitmidos al 
mismo lado de la AB; siendo el 
ángulo CAB mayor que el D, la 
recta DF caerá entre las AC y AB, 
y el trián g·ulo DEF tomará la posi
ciou ABF' . Trazando la bisectriz 

AGdeláno·ulo CAF'yuniendo el punto G con F'resultan los trian 
gulas AGO y AGF' , que son iguales por tener dos lados ig·uales 
AG = AG, AC = AF' e ig·ual el ángulo· comprendido, lueg·o 
CG = GF'. Ahora, en el triángulo BGF' tenemos [17J 

BG + GF' > B'F', . 

poniendo CG en lugar de GF' será 

BG + CG > BF' 6 ~O > EF, 

puesto que BF' es el lado EF en otra posicion. . 
Si el punto F' cayese en el lado BC, quedana entre BY. 

O,;¡_ ser1'!1 evidentemr.nte BC > BF' 6 BC > EF. 
Puede ocurrir tambien que el punto F' caiga dentro del 

triangulo ABO: la demostracion en este caso es enteramente 
igual á la expuesta en el primero. 
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T'EOREl\L\. RECÍPROCO. 

22. 8i dos t?·iái!jjnlos ABC, D EF tienen dos lados ?·especti
vcvmenle ir;1ut!es AC = DF, AB =DE. y -el terce1· lado BC det 
jJ?'ime?'O es rmaz¡o?' r¡ne el te?·cer lado EF del segzmdo, el á11.g~tlo 
OAB op~testo al te1·ce1' lado det p1·inw· t1·idngu}o es mayo?· q~te el 
cíngulo D. o¡ntesto al te?·ce?' lado det seg~tndo. 

El ángulo OAB no puede ser ig·ual al D, porque entonces 
los triángulos propuestos serian ig uales [20J, y tendríamos 
BC = EF, lo que es contra rio á la hipótesis; tampoeo puede E'e r 
OAB menor que D, porque en tal caso seria, segun el teorema 
directo, BC < EF, lo qu e tambien es contrario á la hipótesis; 
lueg-o · 

áng. OAB > áng. D. 

TEoREMA. (Fz'g. lO). 

23. .IJos t1·iánc¡ulos ABO, DEF son iguales cuando los t1·es 
lados dd prime1·o son respeCtivamente iguales á los tres lados 
det se,c;~tndo AB =DE, AO = DF, BO = EF. 

El áng·ulo A es ig-ual al D, porque si A fuese mayot· 6 mfl
nor que D, el lado BO seria mayor 6 menor q_ueEF [21], lo que 
es contrario al supuesto; lu egp los triángulos ABO y DEF 
tienen dos lados iguale::; AB = DE, AC = DF é ig·ual el án
g·nlo comprendido A= D; por consiguiente son ig·uales [20]. 

24. Si dos triáng·ulos son ig·uales.y los suponemos super
puestos , los lados y ángulos de uno se confunduán con los lados 
y ángulos del otro: tendrán, pues, los seis elementos respectiva
mente iguales, ma.s para asegurarnos de que dos triángulos son 
iguales basta ver si se hallan comprendid0s en alguno de los tres 
casos demostrados en los números 19, 20 y 23, que exigen so-

. lamente la igualdad de tres elementos, entre los cuales debe 
haber un lado por lo ménos; luego de la. igualdad ·de estos tres 
elewentos podremos deducir inmediatamente la igualdad de los 
otros tres. Diremos, pues, 

8i sabemos q1te dos t1·icíngulos tienen un lado i_qual adyacen
te á dos cínpulos 1·espectivamente i.r;uales, ó dos lados i,r;uates é 
igual el án.r;ulo comp1·endido, ó los tres lados 1·espectivamente 

· ig_uates, pod?·emos a.fi?:nta?· q1te los ot1·os tres elementos son t¡em
bten 1·espectwam6nte u;uales. 

Para e.Yitar toda éonfusion, téngase presente que en dos 
triáng ulos iguales, á los lados iguales, se oponen áng·ulos igua
les; y al contrario, á los ángulos iguales se oponen lados iguales. 



sgcciON PRIMERA. 
PROPIEDADES Y RELACIONES DE LA EXTENSION. 

LIBRO PRIMERO. 
LÍNEAS. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

LÍNEA RHCTA. , 

. l.-Rectas «pte se eDt•t.·ut ó ~oueu1!•1•entes . 

.Ángulos, perpendiculares, obHcuas. 

/ 
25. Dos rectas indefinidas AB, CD (Fig. 12) que se cortan , 

-- forman cuatro ángulos AOC, QOB, AOD, BOD. . 
ANGULOS ADYACENTES son dos an-

FIG. 12. gulas que tienen un tado cornun V 
los ot1·os dos lados en linea ?'ecta. e 

Los ángulos AOC y COB son 
adyacentes. 

A----=~--- B Tambien lo son AOC y AOD, 
AOD ·y DOB etc. 

0 ÁNGULOS OPUESTOS POR EL VÉRTICE 
son dos angulas de los que 1mo estct 

formado por las prolon.r;aciones de los lados del ot1·o. . 
AOD y COB, AOC y DOB son opuestos por el vértrce. 

¿ 26. 81 Uama PERPENDICULAR ct una 1·ecta, toda ot1·a 1·ecta qzw 
_...forme con la primera dos ángulos adyacentes iguales. 

- Áng·ulo recto es cada uno de los dos ángulos adyacentes 
ig·uales ·que la perpendicular forma con la recta. · 
~t o/r •t-~ •?1 (,L~Írc•Rt lf'/1/r. 1 t 
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Se llama OBLICUA á una 1·ecta, toda oím 9'ecta que fo?'rJM con 
la JJ?'ime?'a dos áng~tlos adyacentes desi!J IUtles. 

E~tos ángulos se llaman obl.icuos. 
Una recta que encuentra á otra es respecto de ésta perpen-

dicular ú oblicua. 1 
. JJ. 

~ t~l-vd.•r t t "(.t.f i"lE·t~ll"' 
1

.-... · t t.''" ..t '_) f!1YfU.i.:O ~ ( lltre!péYY"....-

'fEoREMA. (Fzg. 13). 
. . 

27. P01· un punto O dado en uni 1·ecta AB se p~tede sietnp1·e 
levanta?· ~ma perpendicula?' á esta 7;ecta, y no se. p7.uJde' leva.nta?' 
rnás que una. 

FIG. 13. 

.· 

1.0 Tomo en la r~cta AB, á 
partir del punto e y hácia distin
tos lados d€l es~e :punto, dos long·i
tucles iguales CE y GF; haciend'o 
centro sucesivamente en E y F 
describo con el radio EF dos cir
cunferencia¡;¡, que se cortarán, por
q·nelade centro E tiene un punto 
F interior á la otra y un punto F' 
exterior; uno D con O, y la recta 

DO será perpepclicular á AB. · 
En efecto: trazando las rectas DE, DF se fo·rmarán do's tri

ángulos DCE y DCF, que tienen un lado CD comu~, CE= CF 

por construücion, y ED = FD como radios iguales á EF; luego 

los triángulos son ig·uales. De esto se deduce 

cing DCE = áng. DOF; 

luego CD es perpendicular a· AB. 

2. o (Fig. 14). Si O D es perpendicular . á AB, otra cualquiera 

recta CE que pase por O, formará con AB dos áng·ulos adya

centes desiguale~; por·q·ue ECA es mayor que el recto DCA, y 

ECB menor que el recto DCB; lueg·o CE no es perpendicular 
áAB. . 

'' FIG. 15. 

Q 

/ ' 1 
M ---.L.----''--- N 

p 

.\ 
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'I'ÉORE~~A, ( }Vgs. 14 y 15). 

28. JJo.s án.rJul.qs ~-útos son iguale"s, aztnqueno sean adyacentes. 
Sean los ang-ulos rectps DOB y QPN; llemostremos que 

son iguales. . , . · ·._ 
,_Coloco . lafig: 15sobre . lal4, , de modo quela rectaMN 

'coincid:~ con AB .c.,yendo el pupto P en C; es evideute qye PQ 
CQincidirá con CD., c;le lo co_ntrar~o habria en C dos perpendicu
lnres a nna mism_n. recta, lo que es imposible [27j; lueg-o los 
ángulos rectos DCI3 y QPN son iguale~. 

29. ,'l"odo ángl}.lo . menor que un recto ::;e llama ángulo a_t¡lt.
do., y todo ángulo tnayor que un !ecto se llama obtuso. 

E-CB ·es agud? ( fi'ig. 14), ,e\ CE obtuso. 

·.TEoREMA. (Fig. 14). 

30. La S16rna de dos ángulos a.iyacentes es igual á dos án-
r¡ttlos rectos. . . · _ 

Sean los ár.Jg-l.l1os adyacentes ACE, ECB. Trazando por O 
la perpendicular-CD á AB, será, -

ACE = ACD + DCE 

ECB = DCB- DCE; -

sumando ordenadamente estas ig-ualdades y reduciendo, ten
dremos 

6 sea · 

ACE + ECB = ACD + DCB, 

ACE + ECB = 2 1·ectos. 

EscoLIO. Si uno C.e los áng·ulos es agudo su adyacente será 
por necesidad obtuso. 

31. · Se llaman án,r;ulos CONSECUTIVOS dos áng2tlos que tienun 
el mismo vé?·tice, un lado comun y los ot1·os dos lados situados 
á ~tna y otra pa1·te del lado com~tn. 

~os áng·ulos GED, DEF de la fig. 8 son consecutivos. 

CoRoLARios. 

1.0 Lct snmct ele va1·ios ángu,los consecut-ivos ABD, DBE, 
EBF etc. (Fig. 16 )fo1'?nados po?' ?'ectas r¡ne pa1·ten ele un punto 
B, ele modo que los lados ext1·emos BA y BO estén en linea ?'ecta, 
es igual á dos ángulos ?'ectos. 
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Fw. 16. 
Los t¡·es primeJ·os áug·u1os. coutan

.do de izquiel'da á derecha, componen 
el ABF, pero la suma de éste y el último 

E FBC vale dos rectos; luego la su m a de o -~¿_Fe todos Jos ángulos propuestos es igual 
' á dos rectos. 

2. 0 La suma de 'IJar·ir>s rí11.f!Ulos AOB, 
A BOC, COD etc. (Fig. 17) formados 

13 po?' rectas que pa'l'ten de U'lt punto O, 
de ?nodo que cada una sea lado comun ct 

dos áng?tlos consecutivos, es ir;na[ á cuat1·o 9'eetos. 1 . 

· En efedo: prolongo un lado cual-
Fra. 1'1. quiera OA en la direccion OA'; siendo 

B e OA lado comun á dos ángulos AOB, 
AOE situados á una. y otra parte de 
OA, resultan ángulos AOB, BOC, 

O------------.&.' COA' situades é. un lado de AA', y 
A ----'k otros AOE, EOD, DO A' situados al 

otro lado; los primeros val·en dos rectos 
D ·y los seguntos otros dos [Gor. 1. 0

]; 

E luego la suma· de t0dos es igual á cua-
tro rectos; pero esta suma es igual á la 

de los á.ng·u}ps propuestos, toda vez que COA' y A'OD com
ponen el COD; por consiguiente el corolario es cierto. 

3. 0 Si 1tno de los c·ztat?·o ánr¡1tlos fo'rmados por dos recüts in
d~fl,nidas que se c.or/Jan es rectó, los demás tambien son 1·ectos. 

FrG. 18- FIG, 19. 

rn 
1 

a· 
A 

o ---~G 
/n 

l. Enunciamoe asi este corolario, porque al enunciado comm1 as vago. Se dice 
que las rec,as salen dol punto O •en todas direcciones•, y qué significa esta frase •qn 
todas direccionas'? • Cómo sabrem&s eu un c&so dado SI esta concl!cion tten.e lugar·~ 
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De aquí se deduce: si una ?'ecta CD es pe1·pendicüla?' á ot?·a AB, ta se¡¡1tnda tambien es perpendic2tla1· a la p?·irnera . 

32. EscoLIO. UnJado BC de un áng·ulo ABC (F~r¡. 19) puede pasar de la posicion que ocupa á la del otro htdü BA, girando alrededor del vértice B en cualquiera de los dos sen
tidos indicados por las flechas??/, y n. Si BC se mueve en el 
sentido de la flecha vz, el ángulo descrito es ig ual á dos rectos menos su adyacente ABD; per0 si se mueve en el sentido de la flechan, el ángulo descrito valdrá dos rectos tm'l:-:; el ABD. 

Podemos, Pues, considerar en todo angula dos m agnitudes: una meno?' que dos cíngulos rectos, ele la que se fo1·ma idea cla
ra imaginando que uno de los lados gira alrededor (i.el vértice hasta confundirse con el otro, siguiendo el camino más co?·to ; 
otra mayor que dos ?'ectos, imaginando un g·iro análog o por el camino mis Üll'f!O. Se ~abe cual de es tos caminos es menot· pro
long·ando. uno de los lados del angnlo propuesto. 

En las proposiciones anteriores nos hemos referido siempre á la menor de las ma_gnitudes indicadas, y así lo haremos tambien en lo sucesivQ . .t<;n este concepto podemo ::> decir: todo án
g~tlo es rq eno?· q~te dos án!Jttlos ?'ectos. 1 

33: Angttlos COMPLEMENTARIOS son ctqztellos CZt.1J.a Sltnta es igual a ttn ?'ecto. 
Ángulos SUPLEMENTARIOS son aqnellos cuyrt sumct es igual á dos rectos. 
Dos ángulos adyacentes son s uplem entarios. 
Si dos ánr¡1tlos tienen el mismo complemento ó el mismo sttplemento son' igttales; porque á los dos les falta lo mismo para 

valer un recto, 6 para valer dos rectos . 

TEOREMA RECÍPROCO . (J-?ir¡ . 19) . 
34. Si dos ángztlos consecntivos AB O, A BD son suptumenta?·ios, los lados exterio1·es BC, BD esttt1'án en linM?·ecta. 

Prolong·ando el lado BC h áci u ln izquierda, el úng uload_va
cente a l ABC que se form a será s up lemen ta r io tlel ABC l30] , y_ p_or tanto iBo·nal al ABD; luego 1a p ro~ongt1ciou el e BO coinCldlrá con B , lo q Ub de m u es t.ra el rec1proco . 

35. Una proposicion es cu nt? -.~ ·rirt de utra cna nüo t ieneu hipótesis y conclusiones contrarias . E l teor ema co ntra ri o del 
30 es como sigue: 

1 Admitida la adicion ele án g- ulos . sin rcprescnta t· los snmantl os por nú meros . es necesario admitir t ambion áng ul os tlo cnalqniei' mag-n itud : lo contmrio . nos pondría eula imposibilidad d,e cont.es t a r ó. esta sencill ísima pregunta, ¿,cuál es la suma de dos ángulos obtusos? 
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Si dos dn,r;ulos conse.cz¿tivos no son adyacentes, s1¿ &tbma e& 
?neno·r ó ?1Ut.Y01' q1te dos rectos. 

Porque si la suma de los ángulos consecutivos fuese igual 
,.~ dos rectos, serian adyacentes, en virtud del recíproco. 

FIG. 20. 

2 ... 

D 

,~: 
B . 

,~· 
e 

Obsérvese que la suma de dos ángulos consecutivos ABO, 
ABD (1'\r;. 20, l.") será menor que dos rectos si prolo~g·ando 
uuludo exterior BOlos otros lados BA, BD quedan hacia · una 
misma pm'tt;) ele dicha prolongacion, pués en tal caso falta el 
ángulo DBE para que la suma valga dos rectos . Por el contra
n o, lrt suma de los ángulos ABO y AB O (Ji'ir¡ 20. :P) sera mayor 
que dos rectos si prolong·amlo un lado exterior BO quedan los 
otros dos á un a y otra parte de la prolongacion, ~ues entonces 
la suma equivale á dos rectos más el ángulo DBE. 

'J'EORE~L\. . (Fz'g . 21). 

36. Dos ángttlos AOO, Bü D opuestos por el vértice son ignales. 

FIG. 21. 

.'En efecto: el suplemento ele AO O es OOB, y el suplemento 
de BOD es tambien OOB; Jnego AOO = BOD. 
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TEOREMA. (Ji'z'g. 22) . 

. 3'7. 1.0 Las bisectrices OE, OG de dos áng~tlos adyacentes 
AOC, BOC son perpendiculares ent1·e si. 2. o Las bisect1·ices OG, 
OH de dos ángulos opuestos por el" vértice COB, AOD están en 
linea recta. . 

FIG. 22. 

\ /-e , - G 
\ ---

0 ' ---A· .--),1"~----B H// \ 
D F 

1.0 La suma AOC + COB de dos 
ángulos adyacentes es igual á dos 
rectos; luego la suma EOC + COG= 
EOG de las rilitades de dichos án
gulos valdrá un recto; por consi
guiente OE, OG son perpendiculares 
entre. si. 

2. 0 Trazand1l l!i bisectriz OE del 
ángulo AOC, el ángulo EOG será 
recto; pero el EOH, formado p'or las 
bisectrices de los áng·ulos adyacen
tes AOC, AOD, es tambien recto; lue

go los angulos consecutivos EOG, EOH son suplementarios; 
por consiguiente OG, OH están en línea recta [34]. 

TEOREMA. ( Fzg. 23). 

38. Por ·un punto C d(tdo fuera de un_a 1·ecta AB se puede 
siemp1·e t?·azar 1"na pe?·pendiculá?· á esta recta, y no se puede tra
za?· más que una. 

FrG. 23. 
1.0 Tomo un punto G á distinto lado que 

el dado C con respecto á AB; describiendo 
desde C como centro con CG por radio una 
circunferencia, é~ta cortará á la recta dada 
AB en dos puntos E y F; marco el punto 
medio D de EF, y uno C con D: la recta UD 
es perpendicular á AB. 

En efecto: trazando CE y CF se forman 
dos triáEl ~·ulos CDE, CDF que tienen un lado 
CD comun, DE=DF por construccion, y · 

CF: = CF como radios de una circunferencia; lnego los trián
gulos son iguales, de do~de se deduce án,r;. CDE =áng. CDF; 
por tanto CD es perpendicular á AB. · 

', ~~ ' ~ 
A E ------(f F 8 

2 
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2.0 (Fig . 24). Supongamos que CD 
Fw. 24. sea perpendicular á AB; bajemos desde C 
C otra recta cualquiera .CE y · demostremos 

que es oblicua á AB. 
Prolonguemos CD, tomemos en la pro

longacion una _parte C'D igual á CD, y 
A , • 8 unamos C' con E. · · . 

: / - Los triimg·ulos CDE, O'DE tienen un la-
: / do comun DE, CD = C'D por construccion, 
: / y los á.ngulos CDE y C'DE iguales por 
:/ r_ectos, l ueg·o son ie:uales; de esto se deduce 
e, áng. CEO= áng. t./E D. Ahora, si CE fue-

ra perpendicular á AB, el ángulo CED y 
su ig·ual C'ED serian rectos 6 se:;¡. suplementarios, y como son 
consecutivos, los lados exterior~s. EC, EC' estarían en línea 

. recta, y por tanto ttmdríamos entre Jos puntos C y C' dos líneas 
rectas CDC' y CEC', lo que es imposible; luego CE no puede 
ser perpendicular á AB. 

39. EscoLIO. Segun los teoremas de los números 27 y 38, 
por un punto dado siempTe puede trazarse una perpendicular á 
una recta, y no se puede trazar más que una, 6 lo que es ig·ual: 

Una 1·ecta está determinada 'fJM' 1MW de S16S puntos y la con
dicion de se1· pe?·pendicuta?· á ot?·a ?'ecta dada. 

TEoREMA. (Fig. 25). 

40. Bi desde un punto tomado en ún lado de 1tn ángulo se baja 
una pe?jJendicula?' al ot?'O lado, lct perpendicula1· cae1·á dent?·o ó 
jue?·a d-e.Z án9ulo, seg1tn q16e este sea agudo ú obtuso. 

_ · 1.0 Sea el .ángulo ag·udo ABC; decimos que 
Fra. 2v. la perpendicular bajada desde un punto E del 

A lado AB al otro lado BU cae dentro del ángulo. 
En efecto: la perpendicular no puede caer 

en el vértice B, porque tendría en tal caso dos 
puntos comunes con AB, se confundiría con 
este lado, y el ángulo A BC sP.ria recto, contra 
lo supuesto. 

Supongamos que caiga fuera del ángulo, y 
sea EF por ejemplo . Prolongando EF, tomando 
FG --:- EF, uniendo G con 13, y aplicando el 
mismo razonamiento del teorema anterior ve
ríamos que 
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' 

áng. EBF = áng. GBF¡. 

el primero de estos ángulos es o"btuso, como aqyacente al agu
do ABO, lueg·o la suma de los ángulos consecutivos EBF, GBF, 
que evülentemetlte caen hácia un mismo lado de la recta EH, 
seria mayor que dos rectos, lo que es absurdo [35]; luego la 
perpendicular bajada desde E al lado BC caerá dentro . del 
ángulo ABO. · 
· 2. 0 Sea el áng·ulo obtuso ABD. Su adyacente ABO será 

agudo; luego la perpendicular caerá dentro de ABO, y por 
consiguiente fuera de ABD. 

TEOitEMA. RECÍPROCO. 

41. Si desde un punto tomado en, un lado de un án!J~blo se bada 
una pe?·pendicula?· al ot1·o tado, el ángulo será ag~tdo ú obtuso, 
stJgun que la pe1·pendicula1' caiga dent?·o· ó fue?·a del mismo . 
. 1.0 Si la perpendicular cae dentro, el áng·ulo no es recto, 

.porque, de serlo, la perpendicular se confundiría cop el lado AB, 
ni obtuso, porq1;1e en tal caso la perpendicular caeria fuera; 
luego es agudo. 

. 2.0 Si la perpendicular cae fuera riel ángulo, éste no es rec
to, por la razon dada a_ntes, ni agudo, porque en tal caso la 
perpendicular caería dentro, lueg·o es obtuso. 

TEoREMA. (Fz'g. 24). 

42. 1 Si desde un pztnto C exteriM' á una ?'ecta AB se t1;azan á 
ésta una pe1·pendicztla1' CD y 1"na oblicMt CE, la perpendic~tla1· 
es menor q~be la obticua. · · 

Haciendo la misma construccion que en el teorema [38], se
g·undo caso, se ve que CD es la mitad de CC', y CE la mitad de 
CEO'; pero 

CC' <CEO' [6], lueg·o CD <CE. · 

TEOREMA RECÍPROCO. 

43. ' Si una ?'ecta C O es la meno?' de c~bantas pueden t1·a~arse 
desde un punto C á ot1·a ?'ecta-AB, la p1·imerase1·á pe1-pendicula1· 
á la SB!J1M¿da. 

r 
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Si CD no fuese pei'pendicular á AJ;J, podriamos bajar dsdee 
e una perpendicular, lá que seria menor C:lUe CD, lo que es CGU
trario al supuesto; lueg·o CD es perpendic.ular á AI'3. 

44 • .1 Se llama DISTANCIA. de un punto d una recta la pe?·pendi
eulalt?·azada desde el p~ento d la ?'ecta. 

TEoREMA. (Fig. 26). 

45. ·Si desde un punto C exterior á una ?'ecta AB se ·bajan á
ésta una pe1'pendic~tla1· CD y varias oblicuas: l. o las oblicuas 
CE, CF que se apa1·tan ig~talmente de la pe1·pendicula1' son igua
les; 2. 0 de-dos oMicuas CE, CG q~te se a;pa?·tr¡,n desigualmente 
de la perpendicular, la que se aparta más es mayor. t 

1.0 Los triángulos CDE, CDF son 
Fw. 26. iguales, por tener comun el lado 

e CD, DE=.O.F por hipótesis y el ángu-
1@ CDE igual al CDFj luegoCE=CF. 

. 2. 0 Supongamos DG> DE; debe-
. mos demostrar que CG >CE. 

¿t
8 

Ttornemose1n ,_'\._~11?-nap0aFFteDF=DEá E 
0 

G y racemos a, OL!I 1cua · , que ser A 
F igual á CE. 

El ángulo CFG es obtuso, porque la perpen@,icular CD cae 
fuera del ángulo [41]; lueg·o si levantamos por F una :perpen
dicular FH á UF, c0rtará á CG entre los puntos O y G; pero 
OH> CF [42]; por consigui·ente con mayor razon será 

CG > CF ó CG>CE. 

TEOREMA RECÍPRGCO. 
l 

46. 1.0 Si do~ oblicuas CE y CF s.on. iguales, se apa1·tan 
igualmente de la pe71pendicula1·. 2.0 Si dos oblicuas CE y CG son 
desiguales, la mayor CG se apa1·ta de la pe1·pendic1tlar más que 
la meno?'. 

1 Llamamos pié de una reGta que cae sobre otra AB al punto de interseccion de· 
la re.cta con AB. Decimos que dos oblicuas se ape.rtan igualmente de la perpendi
cular cuando los piés de aquel1as equidistan del pié de ésta; y que se apartan 
desigualmente, en el caso contrario. · 
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1.0 ~iCE sg apartase deJa perp¡endicular más 6 ménos que 
CF, seria CE mayor 6 menor que CF [TeoQ·ema directo], lo que 
es contrario á la hipótesis. 

2. 0 Si la oblicua mayor CG se apartase rle la. perpendicular 
lo mismo que la menor, seria CG =CE; y si se apartase ménos 
seria CG <CE, co~secuencias contrarias al supuesto. 

!7. ÜOROLARlO. IJesde Un punto Ü ?10 pueden t?·azarse tí U?La 
recta AB más de dos 1·ectas i:;1tales. _ 

Sean dos oblicuas iguales CE y CF. 
Otra recta cualquiera tirada desde O á AB, si es perpendi

cular á ésta, será menor qué CE y CF; y si es oblicua, se apar
tará de la perpendicular más 6 ménos que éstas; por consi-
g·uiente será m'lyor 6 menor que las mismas . · 

TEOREMA. (Fz'g. 27). 

¿ 48. 1.0 
\ Todo .punto E dg la pe;·pendicula1· DG levantada á 

una recta AB '!JO?' S1t pztnto medio e, eq1tidista de los extremos de 
._ ta ?'ecta. 2. 0 Todo punto F e:cte1·ior cí diclw perpendicular no 

eqzticlista de los ext1·emos de la ?'ecta. . -

FIG. 2'7. 

o ¡:; 

G 

V Las distancias EA, EB del pun
to E á los extremos de AB son obli
cuas que se apartan igualmente de la 
perpendicular; lueg·o EA= EB [45]. 

2. 0 Para demostrar que las dis
tancias FA, FB del punto ex.~erior F 
á los extremos .de AB son desig·uales, 
bajo désde F una perpendicular FH 
á AB; el pié de esta perpendicular 
no puede ser el punto medio C [27], 
luego divide á ABen dos .Pai:tes des
iguales AH, BH; por cons1gmente las 
distancias FA, FB son oblicuas que 

se apartan desigualmente de la perpendicular FH, luego son 
desiguales. 

'r , \ EOREMA. RECIPROCO. 

49. l. o ~Si un punto E equidista ele Zos extremos ele U?La 'recta 
AB, está e~ la perrpencticu}a?' levantada á esta por su punto me-
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dio. 2. 0 Si un punto F no equidista de los ext?'emos de la ?'ecta, 
no pe1·tenece á la pe?·pendicular. '"; 

1. 0 El punto E está en "la perpendicular, porque de lo con
trario no equidistaría de A y B. 

2.0 El punto F no está en la perpendicular, ;porqué si estu-
viese equidistaría de A y B. · • 

50. Acabamos d.e ver que cada uno de los puntos de DG está 
á igual distancia de A y B; y que todo punto equidistante de A 
y B, pertenece á OD; luegG [lO] 

.j Et lur;ar geomét?·ico de todos los puntos equidistantes· de los 
ext1·emos de una ?'ecta, es la Jle?'pendicula?' levantada á ésta po?' 
su punto medio. ·¡ . · 

51. OoROLA.RIO. Si una recta EG tiene dos puntos E .y G 
equidistantes de los ext1·emos de ot1·a AB, es pe?7Jendicular á ésta 
y la divide en dos pa1·tes igwlles. . 

Los puntos E y G pertenecen á la perpendicular levantad-a 
á AB en su punto medio [49]; luego EG se confunde con dicha 
perpendicular [6], lo que demuestra el corolario. 

'l'EORF;MA . (Fz'g. 28) . 

fL. 52. 1.0 Todo punto E .de la bisect?·iz BD de un ángulo ABO ...1 equidista de los lados del ángulo. 2. o Todo p1¡,nto H inte?·-io?· á 
,_....- un ángulo y q~be está f?be?·a de la bisect1·iz no equidista de los la-

dos det áng~blo. 

FIG. 28. 
A A 

l:r fli" 8 G C B G C 

l.u Debemos demostrar qne las perpendicul_ares EF, EG ba-
jadas desde E á los lados del áng·1alo son ig·uales [44]. · 

Doblando la fig·ura por la bisectriz BD, el lado BO se con
funde con BA, porque los ángulos DBO y DBA son iguales; 
mas como EG es perpendicular á IDO y EF lo es á BA desde un 
mismo punto EJ cuando BO y BAse confundan, sus perpendi-
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cuJares respectivas EG y EF se confundirán tai:nbíen [38]; lue 
go EG = EF. . 

2. 0 Sean HG, HI las dístancias del punto H á los lados del 
ángulo ABO; debemos demostrar que son desiguales. . 

1mag·inando una recta HB, ;podrá suceder que el ángulo 
HBO sea agudo, recto ú obtuso. Si es agudo, la HG caerá den
tro del ángu1o y cortará por lo tanto á la bisectriz BD en un 
punto E. Trazando EF perpendicular á AB, y uniendo F con 
H, será EF = EG rvJ, per'J HF < HE+ EF rl7]; luego 
HF<HE+EG 6 HF<HG; y como HI<HF . [42]; _- será 
con mayor razon 

HI<HG. 

Si el ángulo HBO fuera recto, el pié G de la perpendicular 
HG caería en B-(Fig. 29.1."), y tendríamos desde luego HI< HB. 

FIG. 29. 
l.a 2.a 

A~~ H /D A)~·~, /D 
~---e ·--.. ~e 

8 B 

Por último, si HBO fuera qbtuso, el punto G caería en la 
prolongacion de BO (Fig. 29, 2."), y seria HI < HL;-luego con 
mayor razon HI <HG. 

TE O REMA RECÍPRo'co. 

53. 1.0 Todo pnnto inte?·io?· á tm ringztlo y eqzticlistcmte ele 
los lados del mismo está en la bisect?'iz. 2. o Todo punto inte1·io?' 
á zm ánguló y no equirlistante ele los lados del mismo está juera 
ele la bisect1·iz. 

Imítense las demostraciones .de los números 41, 46 y 49. 
54. Los teoremas directo y recípt·oco que acabamos de dr 

mostrar pueden comprenderse en el siguiente enunciado: 
Et ltt(/CW geomét?'ÍCO de los puntos interio?·es á W!b an,r¡ztlo ?/ 

er¡nidistt~ntes de szts lados, es la bisect?·iz de dicho ángulo. 
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55. Obse.r'oacio?~ gene1•al acerca de los te01·emas ?'etíp?·ocos. 
No todos los recíprocos son cie~tos, por lo que no deben 

admitirse sin demostracion. -
Muchas veces, sin embarg·o, la proposicion directa revela 

desde lueg·o la verdad de su recíproca. En este caso se hallan 
los teoremas tratados en los números 40, 45, 48 y 52, y t odos 
aquellos en que tlO se pueda hacer má,s que un número limitado 
de hipótesis sobre un mismo sujeto, y á cada hipótesis A,B,O ... 
corresponda una conclusi'on A', B', 0' ... distinta y que excluya 
todas . las demás; estas conclusiones A!., B', 0' ... pasan á ser 
hipótesis de los recíprocos, y A, B, 0 .. . deben ser las respecti
vas conclusiones; porque si á la hipótesis A' no eorrespondiese 
la conclusion A sino otra cualquiera B, como de la afirmacion B 
se desprende la B' en virtud del teorema directo, tendríamos 
que A' y B' serian afirmaciones idénticas 6 a1 menos compati
oles, siendo así que las suponemos distintas y excluyéndosé 
mutuamente. Diremos, pues, ' 

Siempre que en un teo1·ema ó en una sé1·ie de ellos se káyan 
!tecito todas las hipótesis posibles sob1·e un mismo sujeto, y cada 
Mpótesis kaya cond~tcido á una conclusion distinta y que excl~t
Yf!- todas las demás, podremos afirma?' que los ?·ecíprocos son 
c~e1·tos. 

11.-Reet;,s que no se cot•tan ó pat•alelas. 

56. fse llaman 1·ectas PARALELAS dos 1·ectas situadas en un 
mismo plano, que no se encuent1·an por 1nás que se prolonouen. 

Se demuestra la existencia de tales rectas por medio de la 
sig·uiente proposicion. -

TEOREMA. 

57. \.JJos 1·ectas perpend1:cula1·es á una tercera son paralelas. 
entre sí. 

Porque si las dos rectas llegaran á eneontrarse, habría dos 
perpendiculares desde el punto de encuentro á una misma 
recta, lo que es imposible [38]. 
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PosTULADo DE EucLIDES. (Fig . 30). 

~ 58. Í .Dos rectas, una OD pe?·penclicula?' y ot1·a EF oblicuct á 
-!Una mismct ?'eeta AB, p?·olongadas S1t(icientemente se enC1tent?·an, 

y el ertcuent?·o se ve1·~jicct kác1:a el lado del áng1tlo ag1tdo FG B qne 
jo?·n~a la oblicua con Za recta. 

FIG. 30. Esta proposicion no se puede de-
mostrar rigurosamente; pero tieue E-------- ~& cierto grado de evidencia q ne ver

L --"'-1~----M mite admitirla desde lueg-o como 
1 ------ ¡: cierta. · 

C----· D • 

TEoREMA.. ( Fzg. 30). 

L, 59. f.? o?' un.p~mto G exte?·ior á U?bri ?'ecta OD, puede siempre t1·a. 
za1·st! una paralela á cliclta 1·ecta, y no p~tede t1·aza1·se más que ~tna. 

Tracemos por G una perpendicular AB a CD. De todas las 
reétas que pasen por G habrá una LM perp<mdicula·r á AB 
y las demás serán oblicuas [27]; como CD tambien es perpendi
cular á AB, las rectas LM y CD serán paralelas [57]; pero otra 
cualquiera EF siendo oblicua á AB en.contr.ará áCD [Postulado]; 
lueg·o por G pasa una paralela LM a CD y solo puede pasar una. 

EscOLIO. En virtud de este teorema podemos decir: una 1'eC
ta queda dete?·minacltt p_o1· uno ele s1ts p1mtos 'IJ la condicion de se1· 
paratela á otra recta dada. 

FIG. 31. 

A-------B 
_...- e o -------

E F 

·es imposible. 

ÜOROLA.RIOS. 

1.0 .Dos 1·ectas AB y OD (Fig·. 31) 
pa1·alelas á una te?·ce?'a EF son pa?·a
telas ent1·e sí. 

En efecto : si AB y CD- lleg-aran á 
encontrarse, pasarian por el punto de 
encuentro dos paralelas á EF, lo que 
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Puede enuncia~·se ei:!te corolario diciendo: 
Si dos ?'ectas CD y EF son rp(walelas, tod(t rpa?·alela AB á una 

de ellas EFes rpcwalela á ta ot?·a CD. 
2.o'· Si dos ?'ectas LM y CD (Fig. 30) son pcwalelas, toda ?'ec

ta EF que encztent?·a á una de eJtas LM enc1tentz·a á la ot1·a CD. 
Si EF no encontrase á UD seria paralela á esta recta; y pa-: 

sarian por G dos paralelas á CD, lo que es imposible. 

TEOREMA RECÍFROCO DEL 57. (Ji'zq. 30). 

60. ,1 Si dos ?'ectas LM, CD son pÚalelas, toaa pe?·pendicula?' 
AB á una de ellas CD es tambien perpendicular á la ot?·a LM. 

• · Puesto .que ,A.B encuentra á CD 
FIG. 30. encontrará tambien á su paralela :LM; 

E . A ahora bien, si AB no es perpendicular 
::::::oo,,T á LMs•rá oblicua, asi como LM será · 

Le ~D~ oblicua á AB; pero entonces siendo CD 
_. y LM una perpendicular y otra obli

cua á AB, se encontrarán [Postulado], 
B lo que es contrario al supuesto; luego 

AB es perpendicular á LM. 

CoROLARIOS. 

1.0 Si dos ?'ectas AB, CD (Fig·. 32) son paralelas, sus per
pendicula?·es respectipas LM y P~ son par-alelas. 

FIG. 32. 
L p 

A-~8 
M c----1 o 

Q 

FIG. 33. 

t±
A p 

L 

e o 
B Q 

. Por ser LM perpendicular á AB lo es á CD, y como PQ tam-
. b1en 1® es, LM y PQ son paralelas [57]. 

A · 2.o Si dos ?'ectas AB, CD se cortan (Fig. 33) suspe?·pendiczt-
\ lares ?'espectivas LM y PQ tambien se co?·tan. 
_/ 



-27-

Porque si LM y PQ fuesen paralelas, sus per,pendicula:i-es 
respectivas AB y CLJ lo serian tambien; luego LM y PQ tienen 
que cortarse. 

TEOREMA. (Fig. 34). 

61. 8i dos 'rectas ABy CD sonpa?·alelas, todos los puntos de 
na de ellas equidistan ele la otm. . 

. . Sean A y B dos puntGs de la paralela 
~- FIG. 34. AB, AC y B O sus distancias á la otra 

A E B paralela CD: se quiere demostrar que 
AC=BD. . 

Siendo ACy BD perpendiculares á OD 

e F o 
[44] lo son a AB. Marquemos el punto 
medio E de la distancia A B y bajemos 
EF perpendicular á CD y por lo tanto 

a AB; doblando la ·fig·ura por la recta EF, la EB seguirá la di
i·eccion EA, por ser 1g·uales los imgnlos errE, el punto B. caen1 
en A, por ser EB =EA, y BD seguirá la clireccion AO, porg nc 
lo¡:; ángulos en B y en A son rectos; al mismo "tiempo F O sigue 
'la direccion FO; lueg;o el punto D se encoutrará a la ver. en AC 
y FC, para lo cual tiene que 'confundirse con O; por comi-
guiente BD ~ AO. . 

EscoLIO. e llama distctncia entre dos rectas parulelas ú , 
cualquiera el las perpendiculares bajadas clesdc .una paralela it ~ 
la otra. . ,¿ o 

1 
62. Si una recta EF (Pig. 35) corta á otras dos AB y 00, re=-----'. 

cibeel nombre de secante 6 t?·ansve?·sal. ___. 
FIG. 35. En los puntos de interseccion G y H 1 - E se forman ocho ángulos: los situados \ 

8 
fuera de las p·aralelas se llaman ea;te?·-

A nos, y los situados dentro; internos. 
Dos ángulos externos EGB y FHC 

de distinto lado de la secante, no adya-
C / H - D centes, se llaman alte?·nps externos. 

Dos ángulos internos AGH, GHD 
ele distinto lado-de la secante, no adya
centes, se llaman alte?'nos inte?'?WS. 

Dos áng·ulos EGB, EHD uno externo y otro interno, del 
mismo lado de la secante y no adyacentes, se llaman con·es
ponclientes. 
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TEOREMA. (Fig: 36). 

63. Si dos paralelas AB y CD se cortan por ~tna secante EF: 
1.0 los ángulos alte?'?tos S(Jn iguales; 2. 0 los án!/~6los CO?'?'espon-

. dientes son iguales; 3.0 dos ángulos in-
:i¡'IG. 36. te1·nos ó dos exte?·no·s del mismo lado de 

E la secante son suplemen.ta1·ios. 

L G 
A ---.---;;f--- 8 

C--+--
R M 

F 

1.0 Demostremos que lm;{mgulos al
ternos iptern·os AGH, GHD son iguales. 

Desde los puntos G y H trazo las 
perpendiculares GM, HL comunes á las 

0 dos para.lelas; GM y HL son paralelas 
entre sí é iguales [60 y 611; y por. ser 
paralelas, las distancias GL y ~1H tam
bien son ig·uales; como además GH = 
GH, los trrángulos GHL, GHM tienen 

sus tres lados respectivamente ig·uales, luego ('!On iguales; por 
consiguiente 

áng. AGH =áng. GHD. 

De la igualdad de estos ángulos alternos internos se deduce 
la de sus suplementos respectivos BGH, GHC, y la de los 
alternos externos E&B, FHC opuestos por el vértice á los pri
meros. 

2. 0 ·Decimos que los áng·ulos correspondientes EGB, EHD 
son iguales. 

En efecto: 
EGB = AGH [36], AGH = EHD [1. 0

]; 

luego EGB=EHD. 

3.0 V ames á demc;¡strar que BGH y GHD son suplemen
tarios. 

Tenemos 

pero 

BGH + AGH = 2 ~·ectos [30], 

AGH = GHD [1.0
]; 

lueg·o, sustituyendo, BGH + GHD = 2 rectos. 
Análogo razonamiento haríamos si los áng·ulos fuesP.n 

externos. 
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TEOREMA, RECÍPROCO. 

j 64. IJadas dos ?'ectas AB, CD cO?·tad(tS PO?' un((; secante EF: 
~. 0 si los ángulos alte?·nos son iguales, las r-ectas AB y CD $on 

pa'ralelas; 2.0 si los ángulos cor1·espondientes son iguales, las 
rectas son ¡;amle?as,;_ 3.0 si dos ángu?os inte1·nos ó ex(e'l~'IJOS de 
un mismo {ado de óá secante ~on suptementa1·ios, las 1·ectas son 
pa11alelas. -

1.0 Supongamos iguales l(;)s á¡;¡g·ulos alternos internos AGH 
y GHD (JJ'ip. 36.1; decimos que .1\-B y CD son paralelas. 

En efecto: si tt•azásem:os por G 1;1na paralela á CD, esta pa
ralela formaría con GH hácia la izquierda un ángulo igual á 
GHD [63, 1.0

], y por tanto igual á AGH; luego la paralela se 
confundiría con GA [l3l; por consiguiente GA es paralela á CD. 

2. 0 Sean EGB, GHD dos ángu:I@s correspondientes iguales. 

De EGB = GHD Y\.ltGB = AGH 
$e de~hic¡; ·GHD = 1\GH, y comp esto-s angulas son alternos in- / 
te:mos, las rectas AB y CP son paralelas. 

3. 0 Supong·amos BGH + GHD = 2 1•ectos; como tambien 
BGH + AGH = 21·ectos, se deduce GHD = AGH; luego AB 
y CD son paralela:;;. 

TEOREMA. (Fzg. 37). , 
65. Si la suma AGH + CHG de dos ángulos i1~te1·nos de un 

· misnto lado de la secante es ~eno1· q~te 
FIG. 37. dos 1·ectos, las '-?·ectas AB y CD se en-

E cztent1·an kácia dicko lado. 
Sí las rectas no se encol1tra~en se-

B rian paralelas, y la suina AGH + CHG 
L----==="~'---M valdría dos rectos. Además, los ángulos 
A suplementarios de los propuestos BGH 
e -~-r-----0 y DHG valen más de dos rectos; luego 

.si por G trazamos la paralela LM, el 

F 
ángulo BGH •será mayor que MGH, y 
no pudiendo Gl\.f encontrar á HD, tam
poco GB, por más que se prolongue 

háeia la derecha, la encontrará; luego el encuentro tendrá 
lugar hácia la izquierda de la secante. 
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TEoREMA. ( Fz'g. 38) . 

.;- 66. JJos ángulos que tienen sus lados paralelof son iguales ó 
~suplementarios. 
~ PRIMER cAso. Sean los ángulos ABO y.DEF, cuyos lados 

son paralelos y están dirigidos en el mis
mo sentido 1; vamos á demostrar que 
son ig·uales. 

FIG. 33. 

A D Prolong·ando DE hasta· que encuentre 
en G ar lado BO, tendremos 

DEF = DGO .por correspondientes, 
DGO = ABO » » 

1--::r--F lüeg·o DE"F =ABO. 
SEGUNDO CASO. Sean los ángulos ABO y 

L--'---- e HEG, c~:~yos lados paralelos BAy EG tie-
B . . G nen direcciones opuestas, así como tam

bien los BO y "EH; decimos que son iguales. 
Prolongando los lados del ánguloHEG se forma otro DE.I:i'; pero 

ABO = DEF, por el primer caso, 

HEG = DEF, como opuestos poi' el vértice; 

luego ABO= HEG. 
TERGER CASO. Sean los ángulos ABO y FEG, cuyos lados 

paralelos BO y EF tienen la misma direccion, mientras que los 
otros dos BA y EG tienen direcciones opuestas; vamos á de
mostrar qne :::on suplementarios. 

Prolong·ando el ludo EG se forma el áng·ulo DEF; pero 

DEF + GEF = 2 1·ectos. 

DEF = ABO, primer caso; 

· lueg·o ABO+ GEF = 2 ?'ectos. 

1 El sentido deia dit"eccion de un lado se cuenta ú partir del vértice: así BC y 
· EF están dirig idos en el mismo sentido, desde el vértice h:icia la derecha¡ BA y ED 

tienen la misma direccion,clesde el vértice hácia arriba. 
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EscoLIO. Segun hemos vist0, los ángulos cuyos lados para· 
lelos están dirigidos en el mismo sentido 6 en sentidos opuestos 
son iguales; y si dos lados están dirigidos en el mism•; sentido 
y los otros dos en sentidos opuestos, los ángulos son suple
mentarios. 

TEOREMA. ( Fz'g. 39 ). 

6'7. JJos ánq~blo,s ABO y DEF, cuyos tados son ?'espectivctmen· 
tepe?·pendic~da?·es, son igzbales ó s~bptementarios. 

Suponemos que AB y BC son 
respectivamente perpendiculai'es á 
EF y ED. Tracemos por el vértice 
E dos perpendiculares EH y EG á 
los lados EF y ED; el ángulo GEH 
formado por estas perpend.iculnres 
es ig·ual al DEF, porqüe ambos tie
Nen el mismo complemento HED; 
pero G EH tiene sus lados paralelos 
á los de ABO [57], ~u ego es igual ó 

FIG. 39. 

L ··., B 

l"c¡ o 

G A : 
...................... : 

' 1 

M ---------~~2:::.,/L~---

mentario de ABO . 

F suplementario de ABO; por tanto 
DEF será tambien ig·ual 6 suple-

. EscoLIO. Siendo agudos los.dos ángulos propuestos son 
necesariamente ig·uales, porque si fueran suplementarios uno 
seria agudo y otro obtuso. 

·Si los ángulos dados fuesen los obtusos ABL y DEM, taro
bien serian ig·uales, por serlo sus respectivos suplementos ABC 
y DEF. . 

Por último, si uno DEF es ag·udo y el otro- ABL obtuso, 
evidentemente serán suplementarios. 
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111.-Pat•alelas eot•tatlas po:~• pat•alelas. 

Líneas 'l'guales. 

TEoREMA. (Fig. 40). .. 
68. Las J)"(trtes AC y BD de dos ?'ectas paralelas inte?·cepta

das po1· otras dos pa'ralelas AB y CD son iguales. 
Bajo las perpendiculares AE y BF, que s.erán ig·uales [611 y 

paralelas. Los triáng·ulos ACE y 
Fm. 40. BDF tienen un lado igual AE = 

BF adyacente á dos ángulos res-
A B pectivamen..te ig·uales, AEC= BFD 

--;17- !.·. por rectos, CAE= DBF por tener __Lj_ LJ sus lados paralelos y dirig idos en 
e E o . F el mismo sentido, luego dichos tri 

g·uiente AC = BD. 
ángulos son iguales ; por consi-

Líneas proporcionales. 
1 

69. Se llama mecl?:da comun de dos cantidades homogéneas 
otra cantidad ele la mismá esoecie que las primeras, contenida 
exactamente en cada una de éstas cierto número entero de 
veces . 

Las cantidades que tienen medida comun, se llaman can
mensu?'Ctbles. 

Si dos cantidades t ienen una medida comun, tendrán cuan
tas queramos, pues solamente las partes allcuotas de la prime
ra seran otras tantas medidas comunes. 

La division de clos cantidades homogéneas, tiene por objeto 
hallar el número abstracto (cociente) por el cual deb e multipli
carse la segunda (div~so?') para obtener la primera (dividendo) . 

U Razon ó 1·etacion de dos cantidades homogéneas es el cocien· 
te a e di vidir la primera por la segunda. 

\La 1·azon de dos cantidades conmens~waúles es la 1·elacion de 
los núme1·os ente1·os que exp1·esan sus ma.c;nitudes 1·espectivas, 
cztando se kan dete?'1ninado con una v~edida comun. 
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Sean~ y B dos cantidades conmensurables, que contienen 
á la medida comun m veces y n veces respectiva'mente; deci
mos que 

es decir que el producto Bx 1?t =A. 
n 

En efecto: multiplicar B por la fraccion '!!! es dividir B en 
n 

n partes ig-uales y tamal' m de é·stas; dividiendo B en n partes 
ig·uales se obtiene la medida comun, y como A consta de m 

veces esta medida, es c1aro que B X~= A. 
n 

Si las cantidades A- y B, cuya relacion se busca, no tienen 
medida comun, se divide una ele ellas B en n partes iguales. se 
lleva: un.a parte, que llamaremos p, sobre la otra cantidad A 
mientras se pueda, m veces por ejemplo, y quedará necesaria
mente un residuo menor que p; segun esto, A es mayor que nt 

. A 
. veces y menor que m+ l veces esta parte; luego la relacion B 

m m+l 
será mayor que - y menor que -- , toda vez que el pro-

n n 

dueto B'X m, que sig·nifica m·veces la parte p, e~ menor que 
n 

. m+l 
A, y el B X -- , que representa rn + l veces la parte p, es 

n 
mayor que A; pero sin aumenta indefinidamel}te, lo cual es 

posible, la diferencia.!. entre las fracciones m+ 1 
y m será tan 

n n n · 
pequeña como queramos; lueg·o, con mayor razon, estas frac-

ciones se aproximarán á ·ia relacion ~ cuanto se quiera. Resul-

t A 1' . . d m é . e . d m + 1 
a, pues, que -B es m11te superior e- m1enor e --. 

n n 
Ahora bien, entenderemos por cociente, 1·azon 6 1·elacion de 

dos cantidades inconmensurables A y B el límite á que tienden 
3 
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m m+l los valores sucesivos de lá frac-cion - 6 de la -- cuando n n n 
aumenta indefinidamente. _ 

Dos cantidades homog-éneas son proporcionales á otras dos, 
entre sí homog-éneas, cuando la razon de las priweras es igual 
á la razon de las seg·undas. 

TEoREMA. (Fz'g. 41). 

70. Si en una recta se toman partes iguales AB=BC=CD ... , 
y por los puntos de d-ivision se t'razan, en di't'eccion a?·bit?'a't·ia, 
1Jarias pa1·alelas AA', BB', CC' ... , que encuent?'en á ot1·a 1·ecta, 
queda?'á ésta dividida enpa?·tes igz¿ales A'B' = B'C' = C'D' .... 

Por los puntos A, B, C .... trazo las 
rectasAF, BG, CH ... :paralelas á A'E', 
y por lo tanto paralelas entre sí. Los 

FIG 41. 

triáng-ulos ABF, BCG, CDH .... tienen 
un l-ado ig-ual AB=BC=CD .... por hi-B _L___________ B' 

; F t e _:~______________ e 

E Os~~------~-~~~~~~~~- U~' 
pótesis, los ángulos BAF, CBG, DCH ... 
iguales por correspondientes , y los 
ABF, BCG, CDH ... tambien iguales 
por la misma razon; luego dichos tri
áng-ulos son iguales [19]. De esto se 
deduce 

r 

AF= BG= CH .... ; 

sustituyendo ahora las líneas auxiliares AF, BG, CH ... por sus 
iguales l68] A'B', B'C', C'D' ... será 

A'B' = B'C' = C'D' .... 
-EscoLIO. Es evidente que si AA' se mueve paralelamente á 

sí misma, de modo que AB disminpya, A'B' disminuirá al mis
mo tiempo; por consiguiente si fuese AB menor que una de las 
partes iguales en que está dividida la recta AE, tambien seria 
A'B' menor que una de las en que lo está A'E'. ' 

71. CoROLA-RIO. Toda ?'ecta MN (Fig·. 42) cO?·tada pO?' una 
sé?·ie de paralelas equ-idistantes ent1·e si, queda dividida en pa?'
tes i,r¡t¿ales,y reciprocamente, si una ?'ecta está rjividida en par
les igz¿ales pO?' una série de pa1·alelas, éstas equidistan entre si. 
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Trazando M'N' perpendicular a las pa
ralelas, tendremos por hipótesis 

A'B'=B'C'=C~D' ... , 

lueg·o tambien AB=BC=CD ... 

De un modo análogo se demuestra el 
recíproco. 

:-------::--j G' 
__ Df-----¡ [l' 

72. Cuando en una recta indefinida 
se marcan varios puntos, que comun

mente son intersecciones con otras rectas, llamamos se,c;mentos 
6 pa?·tes de la primera á las distancias entre dichos puntos. 

N N' 

Si en una recta indefinida tenemos un segmento AB, y se 
marca un tercer punto C, podrá éste caer en el seg·mento 6 en 
la prolongacion del mismo: en el primer caso, C divide á AB 
en dos segmentos llamados aditivos, porque CA+ CB = AB; 
en el segundo se dice, por extension, que C divide á ABen dos 
segmentos szbst?·acfivos, porque CA- CB = AB. 

TEoRÉMA. 

73. 1 Si t?·es paralelas encuentran á dos ?'ectas, dos segmentos 
cuatesqzbie?·a de ztna de éstas son p?·opo?·ci~nales á los segmentos 
co?'?'espondientes de la ot?·a. 

Sean las paralelas AA', BB', CC' 
FIG. 43. (Fig. 43), que encuentran á:. las rectas 

MN.yM' N'. 
M' 

At;JAA' 
'- -· -------

8' 
-

e e· 
1 

Queremos demost1·ar que dos segmen
tos cualesquiera A.B y BC 6 AC y AB 6 
AC y BC de M.\f sou proporcionales á los 
correspondientes A'B' y B'C', A'C' y A'B', 
A'O' y B'C' de M'N'. 

Fijémonos en los AB y BC. E8tos 
segmentos pueüen tener medida comun 
6 no tenerla, lo que nos hace considerar 
dos casos: 

N' PRIMER CASO. Si AB y BC son con
mensurables, la medida comun· estará 

contenida exr.ctamente en ambos cierto número de veces: 
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sean, -por ejemplo, 5 y 3 respectivamente; en tal . supuesto 
será [69] 

AB 5 
Bc-3 [a]. 

Trazando por los puntos de division de AO paralelas á AA', 
queda A'B' dividido en cinco partes iguales y B'O' en tres (70]; 
lu_eg·o 

A'B' 
B'O' 

5 
3 [b]. 

De las ig·ualdades [a] y [b] se deduce 

AB A'B' 

SEGUNDO CASO. 

FIG. 44. 

M M' 

N N' 

BO- B'O'' 

(Fiq. 44). Sean AB y· BO inconmensura
bles. Dividamos BO en n partes ig·uales, 
pudiendo ser n tan grande como se quie
ra; si llevamos una parte OD sobre BA, 
sucesivamente y á partir ele B, las veces 
que se pueda, por ejemplo m veces, que
dará por necesidad un resto aA menor que 
'OD f . '1lt ; lueg·o la raccwn- , cuando n au-

n 
menta indefinjdamente, tiene por límite 

. AB [ ] supenor BC 69 . 

· Trazando por los puntos de division de 
AO paralelas á AA', BB' y 00', el seg·mento B'O' quedará di
vidido en n partes ig·uales á 0' D' [70], y el A'B' se compondrá, 
por igu~l razon, de m partes ig·uales á C'D', y de un resto (t'A' 

menor que C'D', puesto que aA·<.OD [70, escolio!; luego'!!! tie-. n 

t b. l' ·t . A'B' ne am 1en por 1m1 e supenor B'C'' 



-37-

S
. d AB A'B' 

1
, .t . .d . , 

1en o ·Be y B'O' 1m1 es superwres e uu m1smo numero 

variable'!!!, será [A?·it. 234] 
n 

AB A'B' 
BO = B'O' . 

EscoLIO. La misma demostracion es aplicable á los segmen
tos AO, AB y á los AO, BO, por lo tanto tend1:ernos : 

AO A'O' 
AB= A'B'' 

AO A'O' 
BÜ = B'O' . 

Obsérvese que dos de las tres ig·ualdades anteriores·son con
secuencias de ra tercera. 

AB A'B' . 
Asi de BO = B'O' se deduce [Ant. 195] 

AB+BO A'B'+B'O' AO A'C' 
, AB - A'B' 6 AB = A'B'' 

AB+BO A'B'+B'C' AC .A'C' 

BO - B'C' 
6 BC . B'O' . 

CoRoLARIOs: 

'14. 1.0 1 Si dos ?'ectas concU?'?'entes en O (Fig. 45) se cortan 
po?'Va?·ias·'p(walelas AA', BB', OC' etc. los ser¡mentos de lap?·i
me?·a son p1·oporcíonales d los de la segunda. 

· F 45 Trazando por O una nueva paralela, 
IG. • tendremos, en virtud del teorema, 

AB A'B' 
BO- B~O 

6 bien 
AB BO 
A'B' = B'O; 

C' e del mismo modo: 

D BO OG 
B'O = OC' ' 
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· OC CD 
OC' = C'D' etc. 

luego 
AB BO oc CD 

etc. 

EscOLIO. Aunque en la série anterior los numeradores son 
segmentos consecutivos de AD, y los denominadores de A'D', 
pueden tambien tomarse para numeradores segmentos cuales
quiera de AD, siempre que para denominadores se tomen los 
de A'D' correspondientes; así, por 8jemplo, . 

AC BD BO - CD 
A'C' = B'D' = B'O = O'D' .. .. ' 

porque sumanclo varios numeradores de fracciones iguales y 
los respectivos denominadores, resultan fracci'ones iguales á 
las dadas [A1·it. 200]. 

75. 2. u Los segmentos de toda recta cortada JJO?' una sé?·ie 
de pa?·alelas, son proponionales á las distancias ent1·e las pct
?'alelas . 

Para demostrarlo, basta trazar otra recta perpendicular á 
las paralelas: los segmentos de ésta miden las distancias entre ' 
las paralelas y son proporcionales á los segmentos correspon-
dientes de la primera recta . · 

TEORE_MA. (Fig. 46) . 

76 . Si dos ?'ectas cualesq~tie?'(t AB. A'B' están co?·tadas po1· 
dos pcwalelas AA', BB', tócla recta CO' que divida Zas prime?· as 
en pa1·tes p?·opo'rcionales, es pantleta á las sec¡wnclas. 1 

- Tenemos por hipótesis 
FIG. 46. 

Br\'_ e~\~ 
cfS~·BL3' 
A A'A A' 

CA C'A' 
OB = C'B' [a]. 

Tracemos por O una paralela á AA' 
y BB', la que encontrará ~la trans
versal A'B' en un punto e situado en-

l .::;e supone gue los puntos e y e1 pm·teuecen á los se"'mentos AB y A1B1 res
pectivamente, ó que ambos están fuera ele dichos segment

0

oS; porque si uno ele los 
punto~ e pertenece al segmento AB y el otro e' estuviese en la prolongacion de 
A'B' , poclria verificarse la hipótesis sin que ee' fuese paralela á AA' y BB'. 
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tre A' y B' 6 fuera del seg·mento A'B', segun la posicion de O 
en la transversal AB. Siendo paralelas las tres rectas AA', BB' 
y Ce tenemos [73] 

CA cA' 
- [o],· -CB- cB' 

de -las igualdades [a] y [o] se deduce 

C'A' cA' 
C'B'= cB'' 

y de ésta 

6 

C' A'±C'B' cA'±cB' 
C'B' cB' 

A'B' A'B' 
C'B'= cB' ; 

luego B'C' = B'c, lo que exige que el punto e se confunda con ' 
C', y por tanto la p~ralela Ce con CO'; lueg·o 00' es paralela á 
AA' v BB'. 

EscoLIO. Esta conclusion se verificaría tarnbien si en lug·ar 
de la hipótesis [a] hiciéramos una de estas dos 

AB A'B' 
AC- A'C' 

AB A'B' 
BC-B'U'' 

porque de cualquiera de ellas se deduce fácilmente la igual
dad [a]. 

FIG. 47. 
77. CoROLARIO. Si los dos lados de 

un ángulo AOA' (Fig. 47) están co?·ta
dos po1· ztna recta AA1

, toda ot1·a 1·ecta 
BB' que divida die/tos lados en segmen
tos p1·op01·cionctles es pamlela á la pri-
1ne1·a. 1 

. . BA B'A' 
Dec1mos que s1 BO = B'O• las rec-

tas AA' y BB' son paralelas. 
Trazando por O una paralela CC' 

.l Se supone que los punf.os By B' pertenecen á los segmentos OA y OA' reepec
t¡vamente, 6 que ambos están fuera de los segmentos. 
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á AA', tendremos que BB' determina en OA y OA' seg-mentos 
proporcionales; lueg-o [76] BB' es paralela á AA' . 

. EscoLIO. Tambien s·e verifica esta conclusion si se parte de 
las hipótesis 

OA OA' OA OA' 
oB =oB'' .AB= A'B'' 

· . BA B'A' 
porque son eqmvalentes á la BO = B'O . 

TEoREMA. (Fzg. 48). 

78. JJos pcwalelas AA', BB' limitadas po?' los lados de ztn 
án.r;ulo AOA' son prropo?·cionales á las distancias ele s•tts ext?·e-
mos de un mismo tado al vr!?·tice. . · 

Tirando por B la paralela Ba á OA' 
FIG. 48. tenemos [75] 

o 

además 

por consig·uiente 

AA' AO 
CtA.'= BO' 

pero aA' = BB' [68] , 

AA' AO 
lueg·o Blf = BO ; 

AO A'O 
Bo=B'O; 

AA' AO A'O 
BB' = BO- B' O ' 

lo que demuestra el teorema. 
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TEOREMA. (Fig. 49) . . 

79. .IJos paralelas cortadas po?' va1·ias concu?'?'entes en U?t 

punto O, q~tedan divididas en partes propO?·cionales. 
Tenemos, en efecto, [78] 

FIG. 49. 

o OA. AB OB 
QA'- A'B'- OB' ' 

OB BC oc 

O.bservando que .las. sériee primera y s~g-unda se cnlfl.Úll1 
OB OC . 

por la razon comun OB' , la segunda y tercera por OC', dedu-

ciremos que todas las razones de las tres séries son iguales; luego 

AB BC CD 
A'B' = --B'C' = ·c'D' . 

EscoLios. 

V De las ante.riores séries se.d.educ_e tambien 

OA OB OC OD 
OA' = OB'= OC'= OD'' 

lo que manifiesta que las concu?'?'entes quedan tamóien dividi
das en partes p?·opO?·cionales. 

2.0 Si fuese AB = BC = CD seria necesariamente A' B' = 
B'C' , C'D', esto es, si las pa?·tes de una paralela son iguales 
tambien to se1·án las de la otrct. 
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TEOREMA RECÍPROCO. (Fig. 49). 

80. 8i tres ó más 'rectas AA', BB', OC' dividen cí dos pa'ra
lelas AD, A'D' en partes p?·opo?·cionales, dicltas 'rectas concu?·ren 
en et mismo punto. 

Sea O el punto de encuentro de AA' y BB'; demostremos 
que OC' prolong-ada pasará por O. 

En efecto: tenemos por hipótesis, 

AB BC 
- [a],· A'B'- B'C' 

supongamos ahora que uniendo el punto O con O la recta de 
union no pase por O', sino por otro punto e de la A'D'; en vir
tqcl del teorema directo sera 

AB BC 
[b] ; 

A'B' B'c 
ele l~s ig·ualclades [a] y [b] se deduce B' e= B'C', lo que de
muestra que la recta OC pasa por O', es decir, que los puntos 
O, O' y O están en línea recta. 

V.- &utipa11.•.alelas. 

· 81. Be ltaman rectas ANTIPARALELAS dos 'rectas trazadas en
t?·e los lados de un cíngulo, conside?·ados como indefinidos en sus 
dos sentidos, de modo que la p1·ime1·a forme con uno de los lados 
~m cíngulo igurtl al q~ti; l.'t seg~mcla forrnrt con el ot1·o lado. 

· Si los áng·ulos OAA', OBB' son 

o 

A 

F'IG. 50. iguales, las rectas AA', BB', trazadas 
entre los lados del áng·ulo AOA' 6 en
tre sus prolongaciones, son antipara
lelas con respecto á dicho ángulo. 

Dos cantidades A y D son recip_?'O· 
cwmente p1·opor¡·cionaZes á otras dos B y 
e cuando las primeras son dos tér

A' minos opuestos de una ig·ualdad frac
\ cionaria, y las seg·undas los otros dos, 

esto es, cuando se veri:fica la igualdad 
A e 
1f=n· 
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TEOREMA. (Fzg. 50). 

82. Las distancias del vé1·tice O de 1m ángulo ci los p1mtos de 
inte1·seccion de cada lado con las antipa1·alelas A A', .BB' son ?'e
cip?·ocamente proporcionales. 

Invirtiendo la figura OBB', de modo que el .lad,o OB tome 
la posicion Ob y OB' la Ob', el áng ulo Obb' será el OBB' en sn 
nueva posicion, y como, por hipótesi::;, OB B' = OAA' , Eí.erá. 
ahora 

Obb' =OAA'; 

lueg·o bb' y AA' son paralelas (64]; por lo tanto 

OA Ob . 
OA' = O!J'; 

pero. Ob, Ob' son las ·rectas ·OB, OB' _en ot1:a posicion, es decir, 
Ob = OB, 01/ = OB' ; lut;go sustituy¡;l}<;1o será 

OA OB 
0A'=0B'. 

TEOREMA RECÍPROCO. (Fig. ~0). 

83. Si las diStancias del ve?·tice o ele u.n ángulo. á los JJ1fJ.Ztos 
de inte1·seccion de .cada lado con dos rectas son ?'edp1·ocamente 
p1·opo1·cionales, es6as ?'ectas se1·.án antipamlela's con "respecto '4 
dic/¿o ángulo. · ' 

Tenemos por hipótesis 

OA OB 
OA' = OB'; 

invirtiendo la figura, como en el teorema directo, seráOB=Ob, 
OB' = Ob'; luego 

OA . Ob 
OA'--Ob'; 
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esta igualdad demuestra que bb' es paralela á AA' [77], por lo 
que áng. Obb' = ánr¡. OAA', pero Obb' es el OBB' en otra po-
sicion; luego · 

á1tg. OBB' = áng. OAA', 

lo q11e demuestra qne AA' y BB' son antiparale1as. 
84. ~scoLIO. Los dos teoremas anteriores pueden enun

ciarse así: 
LoS·'P?·oductos de las distancias del vi1·tice de zm ángulo á los 

puntos de inte?·seccion de cada lado con. dos ?'ectas antip_a'ralelas, 
son iguales; y recíprocamente, si los productos de las distancias 
del vértice de ~6n ángu,lo á los puntos de inte1·seccion de cada lado 
con dos ?'ectas inte1·iores al ángulo son igz6ales, dickas ?'ectas 
son antipa?·alelas. 

En efecto: la igualdad 

OA OB 
OA'=OB' 

e_quivale á ésta OA X OB' = ,OA'x OB. 

85. CoROLARIO. Bi dos antipamlelas se encuent1·an ei¿ un 
lado del ángulo O, la distancia del vé1·tice al punto comun O es 
media proporcional ent1·e las ot1·as dos distctncias; y recíproca
mente, si la distancia det vertice de un ángulo á un punto to
mado en uno de sus lados es media p?·opo?·cional entre lcts distan
cias del vértice á dos puntos tomados en el ot?·o lado, las rectas 
que unen el primer punto con los otros dos son antipa?·alelas con 
respecto al ángulo. 

Para justificar este corolario basta suponer en los dos teo
remas anteriores que dos puntos A y B' 6 A' y B se confunden 
en uno solo. 

TEOREMA.. (Fig. 50). 

86. .Dos ?'ectas antipa?·alelas son p?·opo?·cionctles á Zas distan
cias de sus extremos de distinto lado al vdrtice del ángulo. 

Decimos que 
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Considerando la figura OBB' en la posicion inversa O oll, 
tenemos [78] 

pero bb' = BB', Ob = OB, Ob' = OB' ; luegp 

AA' OA OA' 
BB' = OB=OB' . 

,~1.-Coneut•ll.·~nt¿.es .eoi•tatlas¡,oa• concnt•••entes. ·t 
1/J ,A ~~wr ~~ .v. -

Razones proporcionales. 
87. Cuando se consideran en una recta indefinida uno 6 

más segmentos, puede tenerse en cuenta, además de la longi
tud de cada uno, su di1·eccion á partir de un extremo del mis
mo, considerado como o?'i,r¡en . Por manera que un segmento 
estará enteramente determinado, es decir, conoceremos su mag
nitud y posicion, si se nos dá el origen 6 punto de partida, el 
sentido en que debe llevarse sobre la recta indefinida, y su 
long·itud. 

Lá oposicion en el sentido de los seg·mentos se expresa por 
los signos contrarios más y mé·nos: todos los seg·mentos dirig·i
dos en un mismo sentido convenido se consideran positivos, y 
todos los dirig·idos en el sentido contrario se consideran ner¡a
tivos . Si convenimos en considerar como positivas las longitu
des contadas ele izquierda á derecha, las que se cuenten de de
recha á izquierda serán negativas. El segmento AB (Fir¡. 51) 
es positivo, el BA es negativo, y como en longitud son ig'uales, 
tenemos, 

AB =- BA 6 AB + BA =O. 

Si en una recta indefinida XY consideramos dos puntos 
fijos A y B, y otro punto cualquiera M, las distancias de M á 

1 Los Sres. Profesores qu e deseen da r mayor amplitud á es te nuevo é interesan
t e es tudio, pueden ver l a olJra •Genemlizacion ele la teoría de líneas propor
cionales• , que publicamos en 1880. 

Los que, por el cont rario , quieran omiti rl o, deberán suprimir tambien, más 
adelante, los números 177 á 183 ambos inclusive. por apoyarse en el presente 
artículo; cuidando ele demostrar el corolario del número 180, necesario en el teo
rema del numero 228. 
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A y i3 tendran el mismo signo 6 signos contrar-ios, seg·un que 
M este fuera del seg·mento AB 6 entre A y B; la relacion entre 

FrG. 51. 

M A Mil 8 M'' 
X --·---·--·--·---·-y 

dichas distancias será, pues, positiva en el primer casq y nega
tiva en el seg·undo. Así 

MA 
MB y 

M'A . . W1A t' 
M' B pos1t1vas, M 11 B nega 1va. 

88 . . s:i en ~ma recta ind~(inida XY (Fig·. 52) marcamos dos 
puntos.fiJos A y B, existe siemp1·e un punto y solo zmo en la ?'ec
ta, tal que la ?'elacion de sus distancias á los puntos fijos es 

igual en val01· y en signo á una ?~elacion dada m . IJicko punto 
n 

se kaltará fue?· a del segmento AB si m es positiva, y ent1·e A y B 
. n . . 

.m . 
st - es negattva. 

n 
FIG. 52. 

111 ' 

Trazo por el punto A una recta 
que forme con AB un áng·ulo cual
quiera; tomo en ella, á partir del 
punto A, una longitud Am= m; 
trazo por B una . paralela á A m 
ig·ual en longitud á n, hacia el 
mismo lado que Am, con respecto 
á XY, ::lÍ la relacion dada es posi-
tiva, y hácia bdo distinto si la re

lacion es negativa: sea Bn en el primer caso y Bn' en el seg·un
do; uniendo m con n ó con n', la recta de union encuentra á XY 
en O 6 en O, y será [78] 

DA Am m CA Am m 
DB = Bn = n' CB = Bn' =- -n 

Los puntos D y O son únicos; pues si D He mueve acercán

dose 6 alejándose del punto B, los términos de la fraccion ~'~ 
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disminuyen 6 aumentan en cantidades iguales, lueg·o la fraccion 
varia siempre en el mismo sentido, es decir, pasando por valo-
res todos mayores que~ si D se acerca á B, 6 todos me-n 
nores si D se aleja de B [A?·it. 151]; y si O se mueve acer
cándose al punto A 6 alejándose, el numerador de la fraccion 
CA a· · 6 1 a · a · ·a CB 1smmuye anm~nta y e enomma or vana en sentl o 
contrario, adquiriendo por tanto la fraccion valor~s sucesivos 

m todos menores 6 todos mayores que -. n 
89. Cuando tengamos ti-es puntos A, B, O en una recta in

definida y comparemos dos de los tres segmentos AB, AC, BC, 
consideraremos siempre como orígen de ellos el punto comun 
y los otros dos puntos ·serán los extremos de los segmentos. 

'fEOREMA. (Fz'g. 53). 

90. Si tres concu?'?'entes en un p~tnto P encuent?·an á dos rectas, dos sec¡mentos cualesquie1·a ele una de estas son propO?·cio
nales á los co'?·responclientes en la ot1·a, con tal q~¿e cada segmento 
se divida por la distancia de s~¿ ext?·enw al p~bnto ele concu1·so P. 

Fijémonos en los segmentos BA y 
Fm. 53. BC, B' A' y B' O', de las transversales 

ABO y A'B'C' , interceptados por las 
trfs concurrentes en B; decimos que 

BA BC B'A' B'C' 
PA : PC =PA' : PO' . 

Por el orígen B de los seg mentos 
tracemos una paralela DE á A'B'C', y 
por A y D otras dos paralelas á la coll
currente PO . Las concurrentes AC y 

DE cortadas por las paralelas AF, CE, nos dan [78] 
BA AF BD DG 
Be ·= CE [a]' BE= CE [b]. 



FIG, 53, Las con-currentes AC y AP coFta-
das por las paralelas GD, CP, y las 
concurrentes PD y DE cortadas por 
las paralelas FA, EP, nos dan [78] 

PA DA , PB AD , 
~---'r--::::?'P PÓ = DG [a], PE= AF [b] . 

de donde 

Dividie_ndo la igualdad [a] p0r la 
[a'] y la [b] por la [b'], s.erá 

BA PA AF.DG BD PD DG.AF 
'Be: pc=cE.DA' BE: PE =cE.AD' 

BA PA BD PD 
BC : PO =BE : PE . 

S t .t .d BD . l B'A' PD PA' 
us 1 uyen o BE por su 1g·ua B'C' [79], y PE por PO' 

[74], será 

6 por último 

BA PA B'A' PA' 
BC: PC=B'C': PO'' 

BA. BC B'A'. B'C' 
P A . PO - P A' . PO' ' 

que es lo que debia demostrarse. 
Si los seg-mentos ·elegidos fueran otror;:, la demostracion 

seria análoga. Tenemos, pues, 

AC AB A'C' A'B' CA. CB C' A' C'B' 
PO: PB-PCY: PB' 'PA: PB= PA' : PB'. 

CoRoLARIOS. 

91. 1.0 (Fig. 54:.) Si dos 1·ectas conctwrentes en O seCO?'
tan por va1·ias concu7"tentes en tm 11~ísmo punto P, los segmen-



tos de las p1•ime1·as, que tengctn po1· origen comun el p~tnto O, son 
propo1·cionales, con tat que cada segmento se divida po1· la dis-
tancia de su extremo al p~tnto P. _ 

Imaginemos una recta OP, y conside-
FrG. 54, raudo tres concurrentes PO, PA, PB cor-
o tadas por las transversales OB, OB', des

p 

6 bien 

pues otras tres concurrentes P-'9, PB, PO 
cortadas por @O y iJC1, y así sucesiva
mente, tendremos [90J 

-oA OB OA' OB' 
PA: PB= PA': PB' 

OA . OA' -OB . OB' 
PA. PA'- PB . PB' ' 

OB OB' OC OC' 
PB: PB' =pe : PO' del mismo modo 

De estas igualdades se deduce 
OA OA' OB OB' OC OC' 
PA: PA' = PB : PB' =pe: PC'- ··:··· 

lo que demuestra el corolario. · 
EscoLIO. En lugar del orígen O comun á los segmentos de 

las dos concurrentes, pueden tomarse dos puntos cualesquiera, 
uno de cada concurrente, con tal que estén en línea ·recta con 
P, como A y A', By B' etc. La demostracion seria la misma. 

92. 2. o ])os se,r¡mentos de ~tna ?'ecta co1·tada· po1· t?·es concu?·
?'entes, divididos p01· las clista1~cias ele sns ext1·emos ?·espectivos 
at p~tnto de conc·u?·so, son p1·opor·cionales á las distancias de su 
o1·igen á las ot1·as dos C01WU?'1'entes. _ 

Sean los segmentos BAy BC (F~r¡. 55), 
FIG. 55. y Ba, By las distancias de su orígen B á las 

concurrentes PA. y PO; queremos demos
trar que 

BA BC Ba 
PA: Po= By. 
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Prolongando Bx hast~ 0 ' tenemos [90] 

BA BO Ba BO' BO'.Pa 
PA: PC=Pa: PO'= Ba: _----p(S"' [a]' 

las rectas Pa y By son antiparalelas con relacion a_l áng·ulo 
PO'x, por ser rectos los ángulos en ::.t y y, luego 186] 

Pa P:O' . BO'.Pa 
BY- BO' , .de donde B·r = PO' 

t ·t d 1 . ld d [ ] l f · BO'.Pa · · 1 sus 1 uyen o en a 1g·ua a .a a raccwn PO'- por su 1gua 

By, resulta 
BA BO Ba 
PA. PO-By. 

La demostracion anterior es aplicable á otros dos segmen
tos cualesquiera de ABO. 

93. Si en las proposiciones de los núm·eros 90 y 91 supone
mos que el punto de concurso P se aleja á una distancia infini
ta, las rectas concurrentes AA', BB', etc. serán paralelas; por
que suponer que dos rectas se encuentran en el infinito, equi
vale á decir que no se encuentran. 

En este sup uesto, la diferencia finita AA' entre las long·itu
des infinitamente gt·andes PA y PA', esnular~elativamente 

á la magnitud de estas cantidades, cuya razon será por consi
g-uiente la unidad; lo mismo podemos decir de PB y PB', PA y 
PB, PA y PO etc. 1 

1 Hé aquí algunas consicleraciones que confirman lo dicho arriba. 
Trazando A'C paralela á AB tenemos (78) 

FJG. 56. AB PA 

A A' A'C=PA'; 
--'---- p por mucho que se aleje el punto P, la anterior relacion 

l siempre será cierta; luego 

6 B' limite de ~~C =límite de ~~' ; 

B pero·en el límite, es decir cuando PA y PB sean paralelas, 

será AB = A'C !68); luego l·ímile de:.~'= 1. 

Lo mi~mo se dernuestm 1.1ue lim . de ~~ = 1, partiendo ele la igualclac1 

AA' PA 
BC = PB 
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Seg·un esto, las igualdades obtenidas en dichos números, escritas en la forma, 

BA PA B'A' PA' 
BO: PO -B'O': PO' ' 

OA PA OB PB OC PO 
OA~: PA' = OB': PB' =oc· :PO' .... 

se convierten en 

BA B'A' 
BC- B'C' ' 

OA OB OC . 
OA' = OB' = 00' :. ... ' 

que expresan las propiedades demostradas en los números 73 y 74 para las rectas concurrentes cortadas por paralelas. 
~n el mismo supuesto, y por iguales razones, la proposicion del número 92 se convierte en la del 75, porque cuando el punto P se aleje al infinito, Ba y By serán las distancias entre las paralelas que pasen por A, By B, O, y resultará que los seg·

mentos BA, BC de una tran:?-versal interceptados :por tres paralelas son proporcionales á las distancias entre éstas. 
Las anteriores observaciones nos inducen á esta conclusion: la teoría de concur1·entes c01·tadas po1· conc~w1·entes es una gene?·aZizacion de la de conc~t?'?'entes co1·taclas po1· pa1·aleZas. 
Nótese que á las tres relaciones de posicion, pa1·alelas co?·tadas po1· pa1·alelas (68], concur1·entes co1·tadas po?' pa1·aZeZas, concu?·?·entes co?·tadcts JJO?' conCUJ'?'entes, corresponden estas tres relaciones de magnitud, 1·ectas igu,ales, 1·ectas p1·opo?·cionaZes, ?'azones propo?·cionaZes. Si en este último caso, un haz de rectas concurrentes se convierte en série de paralelas, desaparecen los denominadores de las fracciones proporcionales, y á la proporcionalidad de razones sucede la proporcionalidad ele líneas, ele modo que dichos denominadores, distancias del punto de 

concurso á l0s extremos de los _segmentos, son como co?'?'ecciones debidas á la falta de paralelismo ele las concurrentes en P. 



. , 

1 

'1 

\ .. 

¡ 
1 

1 

lf 
lf 
1 

l 

CAPÍTULO SEGUNDO. 

1.-Cil•cnnfercneia en sí misma. 

TEOREMA • 

) 

94. Et centro y el ?·adio dete?·min(tn la posicion y ?nagnit~td 
de una ci?·c~tn(e?·encia, -esto es, dos ci?'C1tnfe?·encias desc?·itas 
desde el mismo cent?'O con igual 1·adio sé confunden en ~tna sola. 

En efecto: si algun punto, de la seg·unda circunferencia no 
J coincidiese con e>t1·o punto de la primera, sinó que, por el con

trario, cayese dentro 6 fuera de ésta, el radio de la seg·unda 

1 
seria m~nor 6 mayor que el de la primera [9, 3."], lo que es 

· '-.. contrár10 al supuesto. · · · · 

r 
"". 

1 

1 

( 

TEoREMA. ( Fzg. 57). 

95. T1·es puntos A, B. O, q~te no están en linea ?'ecta, dete?·
minan una ci?·cunfe?·encia, esto es, po?' t1·es p1mtos que no están 

. en línect ?'ecta siernp?·e puede pasa?' una ci?·cunje?·encia, y solo 
puede pasa?' una. 

~ . · Uno los tres puntos por las rectas AB y 
Fm. v''7. BC; en los medios D y E de estas rectas le-

.- A vanto dos perpendiculares, las cuales se en-
_?.;__-· centrarán en UD punto Ü [60, CO?'. 2. 0

]; .este 
B . -" \ / . punto, como perteneciente á la perpendiCu-

·.... /\0 lar DO equidista de A y B [48], v como per-
E< \ - teneciente á la perpendicular EO equidista 

··., de B y O; lueg·o O equidista de A, B y U; 
· 'e por tanto ,suponíepdo una circunferencia 

cuyo centro seá O y el radio OA, pasará por A, By C. 
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Demostremos ahora que por estos tres puntos solo puede 
pasar una circunferencia. _ 

El centro de toda circunferencia f)_ne pase por A, By O equi
dista ele A y B, lueg·o se encuentra en la perpendicular levanta
da á AB por su punto medio D [49); tambien equidista de By O, 
luego se encuentra en la perpendicular levantada á BO por su 
punto medio E; por consiguietJ.te el centr3 es O, único punto 
comun á las dos perpendiculares. 

En cuanto al radio será OA; luego todas las circunferencias 
qué pasen por A, B y O tendrán el mismo centro O é ig-ual 
radio OA, y se confundirán en unl'L sola [94). 

EscoLio. Si los tres puntos estuviesen en línea recta no 
pcidria pasar por ellos ning-nna circunferencia, porque las per
pendiculares en D y E, senan en tal caso paralelas entre sí [57], 
y no existiría el centro O. 

11.-f_,íuea t•ecta en la cit•mutfm.•encia. 

TEORE;\1A. 

96. Una ci?'CIJ,nferencia no puede ser cortada po1· 1~na linea 
?'ecta en más ele dos p1mtos. 

Si una recta pudiese cortar á la circunferencia en trés 6 más 
puntos, 1miendo estos con el centro por mecli.o de radios, ten
dríamos más de dos rectas iguales dirigidas cle::;de un punto á 
una recta, lo que es imposible [47]. 

EscoLIO. Por tener la propiedad que se acaba ele demostrar, 
se dice que la circunferencia es curva convea;a. 

TEoREMA. (Fig. 58). 
97. Todo diámet?'O BO divide ci la ci?·c~~nfe?·en.cia O en dos 

pa?·tes iguales. 

Fw. 53 
Doblando la figura por el diámetro BO, 

todos los puntos de la parte BEC coinci
dirán con otros de BAO, de lo contrario 
los radios serian desiguales. 

Los arcos ig-uales BEO y BAO se lla-
man semici?·cztnferencia?. . . 

Ee evidente que el diámetro BO diVIde 
tambien al círculo O en dos partes ig-uales, 
llamadas serm:ci?·c~tlos. 
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TEOREMA. (Fig. 59). 

98. En circunferencias ig-uales 6 en la misma circunferen
cia: l. o si dos 'ctrcos son iguales, s~ts c2te1·das son.tambien ig2ta
les; 2. o si dos a1·cos meno1·es que media ci1·cun ferencia son desi-
guales, el mayor tiene mayo?' c~terda. · 

FIG. 59. 

V Supong·amos que los arcos AMB, CND de las circunfe
rencias iguales O, O' sean iguales; decimos que sus cuerdas 
AB, CD tambien son iguales. 

Imaginemos que la circunferencia O' se coloca sobre la O 
de modo que coincidan los centros y los puntos O y A; los arcos 
CND y AMB coincidiran, y como son iguales, el punto D caerá 
en B; lueg·o las cuerdas AB y CD tendrán los mismos extremos 
y serán iguales. 

Si los arcos ig·uales AMB, O' D' perteneciesen á la misma 
circunferencia O, tomando en otra circunferencia ig·ual O' un 
arco CND = AMB, tendríamos AB = CD, CD = C'D', luego 
AB=C'D'. 

2. 0 Supongamos que el arco ONE sea mayor que AMB; de
cimos que la cuerda CE del primero es mayor que la AB del 
segundo. 

Colocando la circunferencia O' sobre la O de modo que los 
centros coincidan y que C caig·a en A, el punto E caerá en la 
circunferencia O, pero fuera del arco AMB, en F por ejemplo, 
puesto que CNE es mayor que AMB, y la cuerda AF será ig·ual 
á CE. 

Trazo ahora los radios OA, OB y OF, y se formarán dos 
tnang·ulos AOF, AOB, que tienen dos lados iguales OA = OA, 
OF = OB, _y el imgulo comprendido AOF mayor que AOB> 
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porque estando B entre A y F, el lado OB está entre OA y OiF; 
lueg·o AF > AB [21] 6 CE> AB. 

Si los dos m•cos dt:!siguales perteneciesen á una circunferen
c¡a O, tornaríamos, en otra O' del mismo radio, un arco. ig·ua~l á 
cualquiera de los propuestos y haríamos un razonamiento se
mejaute al del caso l. o 

TEOREMA RECÍPROCO. 

2.. 99. En circunferencias igullles 6 en la misma circunferen
-cia: 1.0 si dós ctte1'Clas siJii -{g?Ntles, los a?·cos tambien lo son; 2. 0 si dos Clte?·das son desigttales, lf.J.,/lJM,?JO?' subtiende 'l'fl,ayo?· a?·co 1 [55]. 

111.-t•eli•()CUtUculat•es,oJlBíeuas y 1Hu•alclas cula 
eh• e un fell•cu cia. 

TEORE';\IA. ( Fz'g. 60). 

'\ 100. Et diámet1·o BA. pe?·penclicltla?' á ~tna cue1·da CD di1Jide _ á ésta y á los arcos CAD y CBD que subtiende en dos pa1·tes· 1{;uates. ·· 

Fm. 60. 

A 

(~ u) 
8 

Trazo les radios OC, OD, que serán 
oblícnas iguales respecto de CD, lueg·o 
EC = ED [461. 

S-iendo AB perpendicular á CD en su 
p'unto medio, las cuerdas AC y AD son 
ig-uales [48], lueg-o c¿?·c. AC = a1·c. AD [99]. 

Del mismo modo se demuestra que 
a1·c. DB =Me. CB. 

EscoLIO . El diámetro AB satisface á las 
cinco condiciones sig·uientes: 

1 pna cuc¡·da s ubtiende dos arcos, uno menor y otro mayor que media 'circunferenci a; cuando habhvmos (]t'l arco subtendido por \1 na cuorcln, nos r~ferimo~ a¡ menor. 
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l. a Pasa por el cent1·o. · 
2." Es perpendicular á la cu.e1·da UD. 
3." JJivide á la c?tM·da CD en dos pcwtes ig~tales. 
4. a y 5. a IJivide ci los arcos CAD y CB Den dos pa1·tes iguales. 
Como dos de estas condiciones bastan para determinu una 

·recta (6 y 39], siemp1·e que se ve1·~jiq~ten clos de ellas, tend?'fzn 
luga1· twmbien las ot1·as t1·esJ· por ejemplo -

Lét PERPENDICULAR levantctda á una CUM'da pO?' SU PUNTO ME
DIO: 1.0 pasa po1· el cent?·o, 2. 0 clivicle al a1·co CAD en dos partes 
iguales, 3.0 divide al a1·co CBD en dos pa1·tes iguales. 

TEOREMA. (Fz'g. 61). 

101. En circunferencias ig·uales 6 en la misma circunferen
cia: l. o si dos cue1·das son 1j;~talés equidistan del cent1·o; 2. o si 
dos c~te7'das son clesig1utles la mayo?' distct del cent1·0 menos que 
la meno?'. · 

FIG. 61. 

. l. o Vamos á demostrar que si AB = CD, las distancias OE 
y O'F serán iguales. · 

Siendo iguales las cuerdas AB y CD, los arcos que subtien
den tambien son ig·uales. Coloquemos la circunferencia O' so
bre la O de modo que coincidan los centros y que C caiga en A; 
hecho esto, D cae1'á en B, por ser ig·uales los arcos CD y AB, y 
las cuerdas coincidirán, por tener los mismos extremos; pero 
las perpendiculares OE, O'F á estas cuerdas pasan por sus pun
tos medios (100], lueg·o F caerá en E, y será O'F = OE. 

2. 0 Sean las cuerdas desiguales CG y AB, O' L y OE sus 
distancias á los centros; decimos que si CG>AB, será O'L<OE. 

Hag·amos coincidir las circunferencias O y O' de modo que 
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el puNto C caig·a en A; como el arco CDG es mayor que el AB 
[99], el pupto G caerá fuera del arco AB, en H por ejemplo, y la 
cuerda AH será ig·ual á CG; trazando la perpendicular OM 
será, por consig·uiente, UM = O'L. 

Ahora b~en, OI es oblicua á AH, lueg·o OM < OI, y con 
mayor razon OM < OE, 6 sea O'L < OE. 

Si las cuerdas perteneciesen á la misma circunferencia, ra
zonaríamos como en el teorema del número 98. 

TEOREMA RECÍPROCO. 

r; 102. En circunferencias ig·uales 6 en la misma circunferen
cia: l. o dos czterdas eq_ztidiitan:tes del cent1·o so~n ig~tales; 2. o si 

-dos czte?·das no eq~tidistan del cent1·o, la que ménos dista es 
mayo1· [55]. 

TEOREMA. (Pig. 62). 

103. l. o .De todas las cue1·das que pueden t?·aza?·se en zma 
circztnfere·ncia, la mayor es el diámet1·o. 2. 0 .De todas las czter
das que pasan por zm pnnto I inte1·io1' á ta ci?·cunfe?·enda, _la 
meno?' es la pe?·pendicztlar CD al diá?net?·o AB tirado po?· diclw 
punto. 

1.0 Si hubiese una cuerda mayor que el diámetro, estaría 
más próxima al centro que éste [1.01], lo que es absurdo, porque 
la distancia del diámetro al centro es nula. 

Tambien se puede decir: sea EF una cuerda que no pase por 
el centré>; uniendo éste eon los extremos de la cuerda por los 
radios OE y OF será [6] 

EF<OE+OF; 
pero la suma OE + OF de dos radios es igual al diámetro AB, , 
luego EF < AB. 

62. 2. 0 Vamos á demostrar que CD, perpen
dicular al diámetro AB, es menor que cual
quiera otra cuerda GH que pase por I. 

Siendo OI per'pendicular á CD es obli-
A F cua á GH; tracemos OL perpendicular á 
~~;.,..=..---JB GH, y será OL < OI [42]; luego GH > CD 

[102]. 
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¿ .104. Be llama sl!lcANTÉ. toda 1·ecta ind~finida q~te· co1·ta á uma 
ci?'CM!,je?·encia en dos pu,ntos. . . . 

..,- Se Uctttna TANGENTE cí una ci?·c·ztn.fe?·enc&a, toda 1·ecta ~nd~ftnt-
da q1te toca cí esta c1wva en ~tn solo p1.{¡nto. . . . 

? 
---

Cuando una recta €S tang·ente á una cucunf~rencra, la cn-
cunferencia e:> tambien tang-ente á la recta.. . . 

La recta MN ( Fig. 63), que corta á la cu·cunferenc1a O en 

FIG. 63. FIG. 64. 

los puntos C y a, es una secante, y lit AB, que tiene con la cir
cunferencia tan sólo un punto comun C, es una tangente. 

El punto C se llama pzmto de contacto . 
La tang·ente AB á la circunferencia O puede considerarse 

como el límite de las posiciones sucesivas MN, M' N', M"N" de 
una secante, que g·ira alreded')l' de un punto de interseccion O 
hasta que el otro a lleg·a á confundirse_ con el prirn·ero. 

TEoREMA. ( Fzj¡. 64)'. 

105. 1.0 La pe1·pendicttla1· AB á un 1·a:lio OC en s·u ext1·emo 
e es tangente á la CÍ?'C~tnfeu1~cia. 2. 0 Toda obliczta al ?'adio en 
su ext1·emo es secante. · 

1.0 Siendp OC perpendicular á AB, es menor que cualquiera 
otra recta OD tirada désde el centro á la recta AB, por ooLsi
e;uiente el punto D estará fuera del círculo; lo mismo puede 
uecirse de cmilquier otro ptmto de la AB, á excepcion del C; 
luego la circunferencia y la recta AB sólo tienen el punto 
C'0IDUn C. 

-2. 0 Siéndo EF oblicua a-l radio OC, podremos trazar desde el 
centro O una perpendicular OG á EF, y será OG<OC, lueg-o el 
punto Gestará dentro del círculo, y la recta EF será una secante. 
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TEoRRMA RECÍPRoco. 

, 1 106. 1.0
- Toda tangente á una ci?·cunje?·encia es pe?·pendi-

¡(..,., cula1· al'radio ti1·ado at punto de contacto. 
--- 2. o Toda secante es o?Jlicua at radio ti1·ado á cualquiera de los p~bntos de inte1·seccion [55]. 

\ 

CoROLARIOS. 
\ 

e_- - l. o Po1· ~tn punto de una circunje1·encia no puede tira1·se a 
J ésta 1nás que U?J,a tangente. 

Porque la tang·ente debe ser perpendicular al radio en su 
extremo, y por este punto no puede trazarse mas que una per-pendicular. " 

2. o El radio ó diámet1·o pe?·pendicula?· á una tangente pasa p01· el p?.tntú de contacto . 
Porque si no pasase, uniendo este punto al centro por una 

línea recta, tendríamos dos perpendiculares á la tangente des
de un mismo punto, lo que es imposible. 

TEoREMA. (Fzg. 65). 

/ 
107. Los a1·cos de una ci?·cunfe?'encia comp1·endidos ent1·e dos 

1..9 'rectas pa1·alelas son iguales . 
.-/ Pueden ocurrir tres cas.os: l. o que las paralelas sean dos 

p 

FIG. 65. 
cuerdas; 2. 0 que sean una tangente y 
una cuerda; 3. 0 que sean dos tangentes. 

PRIMER CASO. Vamos á demostrar 
que los arcos AC y BD, comprendidos 
entre las cuerdas paralelas AB y CD, 
son iguales. 

Trazando el diámetro EF perpen
dicular á la cuerda AB, será tam
bien perpendi-cular á su paralela CD 

:!--<"'---,- Q [60J; por consiguiente tendre~os [lOO] 
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cwc:CAE = a1·c. DBE 

a·rr:. AE = a1·c. BE ; 

restando ordenadamente estas igualdades será 

cwc. AC = cwc. BD. 

· SEGUNDO CASO. Debemos demostrar . c¡ue los arcos CAE, 
DBE, comprendidos entre la tangente MN y una cuerda para
lela CD, son iguales. 

Tirando un diáme~ro EF al punto de contacto E, será per
pendicular á la tang·ente MN [106] y tarnbien á su paralela CD; 
en virtud de esto último tendremos 

a1·c CAE= ct?'C. DBE. 

TERCER CASO. Si las paralelas son dos tang·entes MN y PQ, 
vamos á demostrar que los arcos EACF y EBDF son iguales. 

Un diámetro EF que pase por el punto de contacto de la 
tangente MN será perpendicular á ésta·, por consiguiente taro
bien lo será á su paralela PQ, y par>ará por el punto ele contacto 
F [106, CM'. 2. 0

]; siendo los puntos ele contacto extremos ele nn 
mismo diámetro es claro que 

a1·c. EACF = a1·c. EBDF. 

IV.-."ug·tdos en la ch•cuufet•en ··a . .( 

Medida de los ángulos J~1:J.,(,p 
'\ t.M'\C.~" ' 

108. Se llama ARCO CORRESPONDIBNTE CÍ Jtt ri'ing2Ylo et CWCO 
comp1·endido ent1·e los lados del án,c;uJo, desc1·ito desde el ve1·tice 
co?no cent1·o con un 1·adio cualquie1·a. 

TEOREMA. ( Fig. 66). 

109. l. o Si dos án!J1blos son it¡~tales, sus cwcos CO'I'?'espon
dientes, .dcsc?·itos con 1:92tal1·adio, son i,r;uales. 2. 0 Si dos ctn,c;nlos 
son des~guales, y se desc1·iben sus arcos co?·?·espondientes con 
iguat ?'adiq, á mayo?' ángulo co?·?·esponde nta?JO?' a1·co. 
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}.
0 Sean los áng-ulos ig·uales ABO y DEF. 

Trazando las cuerdas G H, LM se forman dos triángulos 
GBH, LEM, que tienen dos lados del uno iguales á dos lados 

FIG. 66. 

del otro é ig·ual el áng-ulo comprendido, luego son iguales [20]; 
de aquí se deduce que las cuerdas GH, LM son iguales, por 
consiguiente tambien lo serán los arcos l99, 1.0

]. . 

2. 0 Sea el ángulo ABO mayor que el DEF. 
Trazando las cuerdas GH, LM .:>e forman dos triángulos 

GBH, LEM que tienen dos lados del uno ig·uales á dos lados 
del o-tl'o, pero el ángulo ABO mayor que el DEF; lueg·o el tei-
cer lado GH del primero es mayo!' que el tercer lado LM del se
gundo [21], por consiguiente el arco GH será mayor que el 
LM [99, 2. 0

]. 

TEOREMA RECÍPROCO. 

) llO. V Si dos cwcos cO?nspondientes á dos · ángulos están 
......:--desc1·itos con i,r;ual radio y son ir¡~tales, los án,t¡~tlos son 'tambien 

ig1tales. 2. o Si los a?·cos;desc?·itos con ig1tal 1·adio son desiguales, 
á ma,yo?' a1·co co?'?'esponae mayo1· ánq·ltlo [55]. · 

lll. Si una circunferencia se divide en cuatro arcos ig·ua
les, cada uno de ellos se llama cuacl?·ante. ~ 

TEOREMA. ( Fig. 67 ). 

El arco AO cor?·espondiente á 1m ángulo recto ABO es ?tn 
cu,ad?·ante. 
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FIG. 67. Describiendo toda la circunferencia á 
A que pertenece el aréo AC y prolong·ando 

EB 
los lados del ángulo ABO, se forman en B 
cuatro ángulos rectos, que son por consi-

E e guiente iguales. Siendo los ángulos en B 
1guales,los arcos correspondientes AC, CD, 
DE y EA son tambien ig·uales, lueg·o cada 
uno de ellos es un cuadrante. 

O, · ÜOROLARIO. .Dos diámet?'OS pe?•pendicu-lares ent1·e si di'IJiden la cirmtnferencia en. cuatro partes ig1tales. 

'I'EültEMA RECÍPROCO. 

112. Si el a?'tO A e CO?'?'espondiente á un angula ABO es un cuadrante, el dngulo es recto. 
Haciendo la misma construccion que en el teorema directo, tendremos que siendo EAC una semicircunferencia yAC un cuadrante, AE será otro cuadrante; luego los ángulos adyacentes ABO y ABE son ig·uales, y cada uno de ellos es recto. 

TEOREMA. 

113. La ?'azon de dos angulas es igual á la de. sus a'l'COS CO?'-) respondientes desc1·itos con ig1tal1·adio. t..'( Disting·uiremos dos casos: 1. 0 que los arcos sean conmensu-rables, 2. 0 que sean inconmensurables . 
...--"' PRIMER caso. (Pig. 68). Suponiendo que la medida comun 

FIG. 68. 

RQ de los arcos MN y PQ esté contenida cinco veces en el arco MN y tres veces en el arco PQ, tendremos (69] · 
MN 5 
PQ-3 [a] . . 
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Trar.ando radios á los puntos ele division de los _arcos, el án
gulo ABO quedará dividido en cinco ángulos, y e'l DEF queda
rá dividido en tres; además todos estQs ángulos parciales son 
ig·uales , porque sus areos correspondientes son iguales al 
RQ; luego 

ABO 5 
DEF . 3 [b]. 

De las ig·ualdades [a] y fb] se deduce evidentemente 

ABO MN 
DEF-PQ. 

SEGUNDO CASO. (Fig . 69). Sean MN y PQ dos arcosincon· 
mensurable<>. Dividamos PQ en n partes iguales, pudiendo n 

FrG. 69. 

A 

M S 
p o 

¿_ _____ NL-CE<~RF 
suponerse tan g-rande como se quiera; si llev&r¡.Ios una parte 
QR sobre el arco MN, sucesivamente y á partir de N, las Yeces 
que se pueda, por ejemplo 1n veces, quedará por necesidad un 

resto MS menor que QR, luego la fraccion '!!!, cuando n au-
n 

. d fi 'd . l' 't · MN [ 9] menta m e m ame:nte, tlene por lllll e supenor PQ 6 . 

Uniendo los puntos de division de los arcos MN y PQ con 
los respectivos centros By_ E, el ángulo DEF quedará dividido 
en n áng·ulos ig·uales á REQ, porque los arcos correspondientes 
son ig·uales á RQ, y el ángulo ABO se compondrá. por igual 
rar.on, de 1n ángulos iguales á REQ y de un resto MBS menor 

que REQ, puesto que arco MS <arco RQ; lueg·o '!!!tiene tam-n 

b
. 

1
. . . ABO 

1en por 1mlte superJOr DEF . 



..:. 64 ..... 

S. d ABO MN li 't ~ . d . ú 
1en o DEF y PQ m1 es super1ores e un mismo n mero 

variable~, será [Arit. 234] 
n 

ABO MN • . 

DEF=PQ. 

TEOREMA. 

/C:' 1 14. Un ángulo tiene por medida su arco correspondiente. 
· / Sean A y M dos ángulos, a y nt sus arcos correspondientes 

descritos con igual radw. Tenemos, por el teorema anterior, 

.../ A a 
M-m· 

Si M es la unidad elegida para medir los áng·ulos, la rela

cion ~será el valor numérico del ángulo A; si á la vez conve-

nimos en tomar el arco m para unidad ele arcos, la relacion !!__ . . m 
será el valor numérico del arco a; lueO'O et val01· numérico 'de 
un áng1tlo es iqztal al valo?' numérico de~ cwco CM"respondiente, 
siempre que convengamos en ele.CJÍ?' pa1·a unidad de a?·cos el a?·co 
co?'?'espondiente á la unidad ele ángulos; por lo tanto, pa?·a me
di?' un ángulo se mide s~t arco co?·?·espondiente. 

En este sentido debe entenderse el enunciado del teorema. 
115. Generalmente se toma para unidad de áng·ulos el án

gulo recto, por consiguiente la únidad de m·cos es un cuadran
te de radio ig·ual al del arco que se trata de medir. 
· La circunferencia se divide en 360 g'rados ó partes ig·uales, 
un cuadrante tiene 90 g-rados, cada g-rado 60 ntimttos, y cada 
minuto 60 se.CJ"!ndos; las divisiones inferiores al seguudo se ex
presan en decimales. 

Un ángulo tiene tantos grados, minutos · y segundos como 
su arco correspondiente; un ángulo recto tie11e 90 grados . 

. Un arco de 47 .CJ?'ados 25 minutos 30 seg.undos se escribe abre-
viadamente: · 

47° 25' 3011
• 
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Existe otra di vis ion <le la circunferencia en que se consid e

ra esta curva dividida en 400 g-raLlos, el g-rado en 100 minutos 

y el minuto en 100 seg·undos. 
Esta division, poco usada, se llama centesimal, y la ante

riormente expuesta, sexagesimal. 
La reduccion de grados sexag-esimales á centesimales y 

vice-versa constituye un problema sencillo de Aritmética, en 

el que no nos detendremos. . · 

116: Dos arcos se llaman comple1nenta1·ios, ó complemento 

uno de otro, cuando su suma vale un cuadrante; y suplente?tta
?'Íos si la suma vale dos cuadrantes. 

· Es claro que si dos ángulos son complementarios 6 suple

mentarios tambien lo serán sus arcos, y. recíprocamente. 

117. Por medio del teorema del número 114 puede medirse 

un ángulo cualquiera; sin embargo, ·en algunos casos particu

lares se halla la medida de un áng·ulo sin describir el arco cor

respondiente. Esta ventaja· se logra ~u.ando, estando el vértice 

del ang·ulo en un punto ·. cualquiera, :Jos lados tocan 6 cortan 

una circunferencia. "'..,. 
Los teoremas sig·uientes tienen por objeto determinar la 

medida de tales angulas. · 
1 118. Se llama ÁNGULO INSCRIPTO el que tiene S1t vé1·tice en la 
ci?'CU?~f'erencia y ct~yos tados son dos cne1·das. 

TEOREMA. (Fig. 70). 

r La ?nedida de un áng~~lo inSC?'Ípto es la mitad del a?'CO comp?·en

-__gddo entre sus lados. 
Pueden ocur1;ir tres casos: l. o que el 

Fw. 70. centro de 1a circunferencia esté en uno de 
los lados; 2. 0 que el centro se halle entre 

13 los lados; 3.0 que el centro esté fuera del 
/N áng·ulo. 

A ~ / PRIMER CASO. Vamos á demostrar que el 

/ E ángulo ABO tiene por medida la mitad del 

/ nrco AO. 
M 0 

Trazo un diámetro MN paralelo al lado 

e AB; el ángulo propuesto ABO es igual al 
MOO [63, 2. 0

], y éste tiene por medida su 

a1·co correspondiente MO, luego la medida del ángulo ABO es 

el arco MO. 5 

\ 
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Ahora bien: 

FIG. 70. 

- 66· 

MO=BN, 
por correspond¡:¡r á los ángulos iguales MOC 
yBON, 

luego 

BN = AM [107] 

AC 
MO=AM 6 MC=T; 

por consiguiente la medida del ángulo ABO 
· AC 

es 2 . 

SEGu;-~no CAi'O. Vamos á demostrar qne el ángulo ABD 
tiene por medida la mitad del arco AD. 

Tenemos: 

pero 

lueg·o 

TERCER CASO. 

Tenemos: 

pero 

luego 

ABD= ABO+OBD, 

AB~=AC 
2 

OBlJ = 011' 
2 

[Prime?' caso] 

ABO= A0 +º!? =AD 
' 2 ;¿ 2 . 

Sea el ángulo DBE. 

DBE = CBE -CBD, -
CBE =CE 

2 

CD 
OBD= "2, 

.. .... 

DBE = C2E - ~~ . IJt . 
119. Se dice que un ángulo está in.,;cripto en un arco cuan

do el vértice uel áng·ulo está en el arco y los lados de aquel 
pasan por los eJ{tremos de éste. 
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CoROLARros. 

1. 0 Todo~ l?~ cín,t;nlrH in~cripto~ en, 10L mismo a1•co ACDB 
(Fig. 71) son i_c¡1tales. 

- FIG. 71. Fw. 72. 

Porque todos tienen la misma medida, que es la mitad del 
arco restante AEB. · 

2. 0 JJos ·án,r¡nlos ACB, AEB insc?·iptos en cada uno de los 
,..~/ a1·cos que Sltbtiencle 1ma c1te1·cla AB, son S1tplementa1·ios. 
'.t Porque la suma de sus medidas es la mitad de la circun-
J ferencia. -

.__.-- 3. 0 El án()ttlo insc1·ipto, C1VIJOS Zaclos pasan por los exi?·emos 
ele 1m diámet?'O , es 1·ecto. · 

Porqt~e su medida es un cuadrante. 

TEOREMA. (Fig. 72). 

120. La medida del ángulo que [o1·man ltna cue?·da y la tan
gente t?·azacla p01· uno de Slts e:ct1·emos 1 , es la 1nitad del a?·co 
C01?tTJ9'enclido ent1·dos lados del ánr¡ztlo. 

Pueden ocurrir tres casos: l." que el centro esté en la 
cuerda; 2.0 que el centro se halle entre los lados del angula; 
3. 0 que el centro esté fuera del ángulo . 

PRIMER CAso. Puesto que la cuerda AB pasa por el centro 
y por el punto de contacto B. es un diámetro perpenc:licular á 
la tangente [106, 1.0

]; luego el ángulo ABO es recto y tieneipor 
medida un cuadmnte, 6 sea la mitad Jel arco BEA. 

1 Estos ángulos suelen llamal'se semi-insc1·iptos. 
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SEGUNDO CASO. Sea el ángulo DBC. 

Tenemos: DBC. = DBA + ABC; 

DA AEB pero la.s medidas de los ángulos parciales son 2 Y -
2

-

lueg-o DBC = o:+ A~B = D~EB : 

TERCER CASO. 

Tenemos: 

lueg·o 

Sea el ángulo EBC. 

EBC = ABQ- ABE, 

EBC =AE~- A~= EB 
2 2 2 . 

TEOREMA. (F(r¡. 73). 

121. La medida ele 1m án.qulo ABC cnyo ve1·tice está ent1·e el 
cent1.·o y la ci?·c·u?~fe?·encia 1 , es la semisuma ele los a1·cos AC, 
ED comp?·t;nclidos ent?·e S~ts lados y las p?·olongaciones de estos. 

Trazo por el punto D una cuerda DF pa· 
ralela á EC; el angulo propuesto ABO es 
igual al ADF, y éste tiene por medida la 
mitad del arco A.CF, lueg·o 

FIG. 73. 

·por consiguiente 

ABC=AOF 
2 

Ahora bien: ACF = AC + CF, 

pero CF=ED [107], lueg·oACF.=AC+ED; 

ABC=AC+ED 
2 

1 Estos ángulos suelen 1lama1·se inte•·io·res oxcdntl"icos, para distinguirlos de los 
q'ue tienen su vértice en el centro, que se Jlamnn áng••los en el cent, ·o ó cent·>·ales. 
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'l'EOREi\IA. 

122. Lct rJ~edidct del ángztlo cuyo vé1·tice está fue?·a rlet cí?·
culo y cuyos lados son dos secantes, una secante y una tangente ó 
dos tangentes 1, es la semid~je1·encia de los a?·cos cóncavo y con
vexo comp1·endidos entre S1ts lados 2 • 

FIG. 74. FIG. 75. 
B B 

e 
1.0 Sea el ángulo ABO (F~r¡. 74) formado por tlos·secautes. 

Trazo por E una cuerda EF l'aralela á la secante AB; el án
gulo propuesto ABC es igual al FEU, y ln medida de éste es la 
mitad del arco FO, luego 

pero 

lueg-o 

ABC= Fq, 
2 

FC = AU- AF = AO- DE; _ 

ABC = ~C-DE. 
2 

2. 0 Sea el ángulo ABO (Fig. · 75) foni1ado por la se.cante 
AB y la tangente BC. 

TrnG por D una cuerda \) F paralela á BC; el áng·nlo pt·o-

puest,o A BC es igual á A OF, y, la medida de é&te es ~F , luego 

AI30= ~!, 
2 

1 i':sLos ángulos suelen llamal'se extcl'io,·es. 
2 Un al'co es cónc«vo 6 conv~xo segun el punto desde el cual se vé: es cóncavo si 

la cue!'cla que une sus extremos y el puntú donde se supone colocado el ojo de u ' 
ohsel'vallor ca en hácia un mismo lado del arco; y convexo, si la cuerda y el puul <> 
ele vista caen á uno y otl'O lado del a l'co. En el teorema del texto el punto de vist.L 
es el vértice del ángulo. 
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pero AF= AFE- FE= AFE- DE; 

ABO = ~FE-DE . luego 
2 

3. 0 Sea el áng·ulo ABO ( Fi,q. 76) formado por dos tang·entes. 
Tra zo por uno de los punto.s de contacto 

FiG. 76. E la cn erda EF paralela á la otra tan
gente AB; el án g ulo ABO es ig·ual al FEO,· 

A. 

FE 
y la merlida de éste es Z , luego 

B 

ABC = FE, 
2 

pero FE= DFE - DF = DFE - DE; 

. e luego ABO = DFE~DE 
2 

EscoLIOS. 

123. 1.0 Si en una circunferencia O (l!'i r¡. 77) tomamos dos 
arco::; ig·uales AC, DE, y unimos los extremos por medio de 

· rect&s-CD, AE que se corten, es evidente 
Fm. 77. que en g·eneral el punto de interseccion B 

no caerá en el centro O; además el áng·ulo 
ABO tiene por medida · D 

/0E 
( O. B~/J AC + _:PE = ~1\._9 = AC' · 

2 2 

~ esto es, el arco comprenclicl.o entre sus lados; 
A luego de !}?te un án.r;ulo ten.r¡a pO?' medida el 

. a1·co comp?·enclido ent?·e sus lados, no p1tecle 
deduct?'Se que el vé?·tice esté en el cent?·o del a?·co. 

2. 0 Si .La medida de zm án.r; ztlo es la 1nitacl del m·r.o cóncavo 
comp?·encltdo ent?·e sus lados, el vé?·tice estrwá en la ci?·ctmferen
cia; pues si el vértice estuviese en el centro la medida serl.a todo 
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el arco; si e::;tuviese ent're el centro y la circunferencia, la medi
da seria mayor que la mitad del arco comprenQ.ido; y si estu
viese fuera del círculo, dicha medida seria mebot· que la mitad 
del arco. 

3.0 Si suponemos que el áng·ulo ACB (lt'iq. 71) se mueve 
de modo que sus lado::; pasen sie :npre por los puntos A y B, y 
que el vértice esté por encima de la recta AB, dicho punto des
cribirá el arco ACDB; si el vértice se mueve por debajo de AB, 
describirá otw arco ig-ual al ACDB, cuyos extremos serán tam
bien A y B; y si el áng-ulo fuese recto, el vértice describiría una 
semicircunferencia por encima de AB y otra por debajo, luego 
el l1tga1' r¡eométrico de los vdrtiées de los ángulos ?'ectos Cltyos 
la. tos. púan por dos pzmtosjijos A y B, es wna ci?·cunje?·encin qzte 
tiene p01· dianzet1·o lct 1·ecta A!3. 

TEoRE:\IA. (Pigs. 78 y 79). 

124. Si desde ~tn 71unto inte1·io1· ó exte?'ÍO?' ti ·!tna ci?·cun(e?'en
cia se tmzan dos ?'ectag que la co1·ten, las distancias de diclto 
punto ci los de inte1·seccion de c.rr,da 1·ecta con ta ci1'C?.tnferencia 
son ?'ecíprocamente propo1'c1:onales. 

Sea. el punto I, interior á la circunferencia (Fig. 78) 6 ex
terior (Fiq. 79). 

Queremos demo'strar que las distancias IA', IB' de dicho 
punto á los de interseccion de la recta A'B' con la circunferen
cia, son recíprocamente proporcio11ales á las c;listancias lA, IB 
del mismo punto á los de mte1·seccion de la recta AB, es decir que 

lA' IB 
tA =rw- · 

Trazando las cuerdas AB' y A'B tendremos 

ang. IA'B = dng. IAB' , 

porque ámbos tienen por tnecl!dfl. la !llÍtaJ del arco BB' [H8f 
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luego las rectas AB' y A'B son antiparalelas con respecto al 

FrG. 78. 

A 

áng·ulo AIB', y por tanto [82] 

IA' lB 
iA = f13i. 

Fm. 79. 

TEOREMA RECÍPROCO. 

125.' Si las distm~cias det vhtice I de un angztlo á dos pun
tos A y B tornados en 1¡,n -Zado son recíp1·ocarnente p?'OJJO?'ciona
les á las distancias del m~smo vé1·tice á dos puntos A' y B' del 
ot1·a lado, los cnat1·o p1~;ntos A, B, A', B' es tan sit~tados en una 
misma CÍ?'Cztnfe?·eucia ·t. · 

Segun el teorema del número 83, las rectfls que unan A con 
B' y A' con B son a n ti paralelas; luego 

áng. BAB' = áng. B'A'B; 
si describimos una circunferencia que pase por A, By B', lo 
que s:i:empre es posible [95], el ángulo BAB' teudra por medida 
la mitad .del arco BB', lu ego el B'A'B tendra la misma medida; 
por consig·uiente su vértice A' se hallara en la circmJJerencia 
que pasa por A, By B' [123, 2.T 

126. CoROLARIO. Bi desde un pztnto exte?'ÍO?' á un cí1·culo se 
t1·azan una secante y una tan,c;ente, la distancia de dicho punto 
al ije r:ontacto es media p?·opo?·cional ent1·e las distancias del 'mis
mo á los puntos de inte1·seccion de la secante con la ci?·cun
fe?·encia. · 

1 Suponemos que si A y B están llácia un mismo lado de I, A' y B' estarún ·taro
bien llácia un mismo lado; y que si A "l !3 están á lados distintos con respecto á I, 
suce~erá lo p¡is~o á A' y B'. 
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Suponiendo que la secante lA (Fig. 79) g·ire alrededor de l, 
los puntos A y B irán aproximándose mútuamente, y cuando 
lleguen á confundirse en uno solo A (Fig. 80), la secante se 

convertirá en la tangente lA, y será 
Fw 80. IB =lA; lueg·o 

A l~ U 

e
·--.. , lA =lB'. 

\ ·-.,,_ s'' Nota. Podría demostrarse directamen-
\ te este corolario fundándose en el del nú-

i. mR~c~~~oco. Si la distancia del vé?·tice l 
de un áng1do á un punto A tomado en un 

lado es media propo?·cional ent?·e las distancias lA', lB' del mis
mo vé1·tice á dos puntos del ot1·o lado, la ci?'C1tnfe?·encia que pasa 
pO?' .estos t1·es puntos es ütn.qente al p1·ime1· ladó lA en A. 

En efecto: las rectas AB', AA' son antiparalelas con respec
to al á11g-ulo l [85, ?'ecip.J, luego los ángulos AA'B' y B'AI son 
ig·nales; pero el inscripto AA'B' tiene por medida la mitad del 
arco AB', por lo tanto el B' Al tiene igual :11edida; si supoüemos 
ahora una tangente á la circunferencia por el punto A, forma
rá en este punto con AB' un áng·ulo qríe tendrá tambien por 
medida la mitad del arco AB', y será por consig·uiente igual al 
lAB', para lo cual es necesario que la tang·ente se confunda con 
Al, lo que demuestra el recíproco. 

127. De las igualdades obtenidas en los números 124 y 126 
se deduce · 

lA' X lB'= lA X lB, IA' X lB'= lA :l. 

Lueg·o si desde ~tn p~mto inte1·ió1' ó exte1·ior á un ci1·culo se 
, t1·azctn ?'ectas· q1he encuent1·en á la ci?'Cttnjerencia, el p1·od~tcto de 
las distancias de diclw punto á los. de inte1·seccion de cada 1·ecta 
con la ci?·cunferencia es constante. 

Cuando alg·una de las rectas es tang·el'lte, se considera corno 
una secante cuyos dos puntos de interseccioo se han reunido 
en uno solo. 
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128. Dos circunferencias no pueden tener más de dos pun
tos comunes sin confundirse, pues si tienen tres puntos comu
nes coinciden [95 J. . 

Se llaman ci?·cztnfe?·encias sqca1ztes las que se.cortan en dos 
puntos. · 

Se llaman ci?'Ctt?~fe?·encias trtn!Jente~ las que se tocan en 1:1n 
solo punto, llamado -de contacto. · 

TEORE:\L\. ( Fig. 81). 

12\:J. Si dos ci?'Cltnf'e?'encicts O y O' tienen 1m pzMto com?tn A 
fue?'a de la 1·erta 00' que nntJ sns cent?·os, son secantes. . 

Bajo desclc el punto A nna perpendt-
FrG. 81. cular AD á la recta 00' que une los cen-

A tros, prole:ngo la perpendicula-r, y tomo 
: en la prolong·,wion una parte BA' ig·ual 

8 J ú BA; segun esta. coustruccion, la 00' 
0'--------t- O será perpendicular á AA' en sn punto me

dio B, lueg·o los centros O y o· equidistan 
de A y A' [48]: de aquí se deduce que la 

A' r:ircunfáencia O, que pasa por .\, JHlsará 
tam bien po1' A', y la U' estará en igual 

caso; lueg·o las circunferencias tienea dos puntos comunes A 
y A', 6 son secantes. 

TEORE~1A lUtCÍPROCO. 

130. Los p·untos de inte?·seccion de dos ci?'Czt?ljerencias secan
tes, estánfue?·ade la ?'ecta qzte 1t1te los cent1·os. 

El centro de la circunferencia O equidista de los puntos de 
interseccion A y .A', porque pertenecen it dicha cur.va, y el 
centro de la circunferencia O' equidista tambien de A y A' por 
análoga razon; luego la recta 00' pasa por el punto medio de 
AA', quedando por tanto fuera de la primera 00' los extremos 
A y A' de la segunda. 

CouoLAHIO. La ?'ecta qzte 1me Zos cent?·os de dos ci?·cun(e?·en
cias secantes, es ¡Je?·pendicula?' á la C1teNla comun en. s~t punto 
medio. 
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T EOREMA, 

L, · 131. Si dos ci1·c~ti~fe?·enci.rts tienen 1t ;~ punto com1tn en lrt 
--- 1·ectct que 1tne sus cmz t1·os, son tangen te~ . 

Puesto que si fu eran secantes, los puntos comunrs estarían 
fu era de la recta que une los centros l1::l0]. · 

TEOREMA RECÍPROCO. 

r- 132. E l punto de contacto de dos circ~mje1·encias tangentes, 
'J está en la recta q1te une sus centros. 

Porquü si estuviese fu era, las circunferencias serian secan
tes [129]. 

TEOREMA. 

r 133. L 0 Si dos eircunferencias son mútuamente exte?·io?·es, 
lJ la distancia de los cent?·os es mayor que la S'ztma de los radios. 
____., 2. o Si dos ci?·cunferencias son tangentes ~ exteQ'iO?·mente, la 

distancia ele sus cent?·os es ig1tq,l á la s1tma de s1ts radios . 
3.0 Si dos ci?·c~tnje?·encias son srJcantes, la distancia de los 

cent?·o~ es menO?· que la S1tma de los radios y 'mayO?· que su di-
jerenc~a. · 

4. o Si dos ci?·cunfm·encias son tangentes inte?'ÍO?'mente, la 
distancia de los centros es igual á la diferencia de los 1·adios. 

5.0 Si una ci?'cunfeQ·encia es inte?'iO?' á otm, ta distancia de 
los cent?Á·os es meno?' que la diferencia de los mdios. 

L 0 la simple inspeccion de ]a fig. 82, se comprende 

Fw. 82 

que la distancia 00' de los centros es mayor que la suma 
OA + O'B de los radios. , 

2. 0 Siendo tan g·entes las circunferencias O y()' (Fig. 83), el 
punto de contacto A está en la recta 00' que une los centros, 
por c.onsiguiente 

00' = OA +O' A. 
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3. 0 Uniendo los centros de lns circunferencias secantes O y 0' 
(Fig. 84) con uno de los puntos de in-

Fw. 84. terseccion A, por medio de los radios 
OA v O' A, se formará un triángulo 

'\ OAU', puesto que A está fuera de la 
L..4-+-',~ 0 , 1 recta 00', y será [17] 

1 OO'<OA+O' A, OO>OA-O'A . . 1 . ~ ~ 4. 0 Siendo tanwentes las cn·cun1e-
, rencias O y O' (.Fi.tJ. 85), el punto de 

contacto Aestáen la recta O O' que une los centros; luego 

00' = OA- O' A. 
FIG. 85. Fm. 86. 

B 

5. 0 Es evideute (Fi.tJ. 8(5) que 

00'= OB-O'A-AB , 
luego 00' < OB- O' A. 

134. Dos circunferencias situadas en un mismo plano no pue
den ocupar más posiciones rc1a ti vas que las cinco estudüHias en 
este teorema, y como cada hipótesis ha conclucich á una conclu
sion que excluye todas las clemás, tendremos [rí5]: 

1. 0 Si ht distancia de tos cent1·os es rJUt,1JM' qtte la snma 
d3 los 1·adios, las ci?·c·ttnfe?·encias son m1ítuamente exte?·io?·es. 

2. 0 Si la distancia ele los cent?·os es ig•ttal á la s~tma de los 
?'adios, las ci1·cunj'erencias son tangentes exterio?·mente. 

3. 0 Si lct distancia de los cent1·os es meno?' que la s-uma de 
los ?·ad~'os y mayo?' que stt dU'e?·encia, las ci?·cnnje?·encias son 
secantes. 

4. 0 Si la distancia dr; los cent?·os es igttal á, la dije?·encia de 
los mdios, las circ1tnje1·encias Sún tangentes inte?·io?·mente. 

5. 0 Si la,distancia de .wvént?·os es meno?' qzte la diferencia 
de tos radios, una de las ci?·cunferencias es inte?'ÍO?' á la otra. 
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PROBLEMAS RBJLATIVOS Á LAS LÍNEAS. 

1.-~ ocioues p••eliminai•cs. 

f 135. PaoBLEi\-IA es wut cztestion p?·áctica en que se p?·opone 
dete?·mina?" cosas desconocidas, llamadas incór¡nitas, pO?' medio 

.....-ae· s2ts ?'etaciones con ot?·as conocidas, llamadas datos. · 
Nesolve?' un problema es determinar las cosas rlesconocidas. 
Los problemas de Geometl'ía pueden ser g?·áflcos y nzt-

mé?·icos. · 
Los primeros tienen por objeto construir una figura que sa

tisfaga á ciertas condiciones; en Jos segundos se trata de hallar 
el valor numérico de una extension. 

136. En la resolucion de los problemas gráficos pueden se
g·uirse dos mete dos: el analítico y el sintético. 

Si se emplea ~l analítico hay que proceder del modo siguien
te: 1. 0 se supone resuelto el problema, y, sobre losdatob del mis
mo, se hace una construccion aproxim::~da de la incóg·nita: 
2.0 sirviéndose de teoremas conocidos, que tengan conexion con 
la cnestion propuesta, se procura descubrir relaciones entn• los 

_datos y las incóg·nitas, tra.zando con este objeto las líneas 6 
figuras auxiliares que se crean convenientes p::~ra hacer ma
nifiestas dichas relaciones: 3." se efectúan con exactitud so
bre los tlatos del problema 'las construcciones conocidas 6 fá
ciles que, segun el am\lisis anterior, enlm:an aquellos con la 
incógnita. 

En algunos casos, sobre todo si el pt·oblema es bastante 
complicndo, conviene además demostrar que la soluciou cum
ple con todas las condiciones de la propuesta. 

El método analítico es el de invencion y clebe emplearse 
para resolver problemas nnevos. 

Consiste el método sintético en enunciar las co11strucciones 
conocidas que deben efectuarse para determinar la incóg-nita 
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6 inc6g-nita-s del problerr~a, demostrando despucs que ia solu
cion Clltnple con las condiciones de la pro¡JtJestn. 

Es claro que este método no es propio para in.ventar: sólo se 
emplea en la exposicion y demostracion ele los procedimientos 
uescnbi·~rtos yn por el an~Hisis. 

Despues de resuelto un problema por cunlqui-er método, 
puede hacerse la ctisc~tsion, que consiste en examinar las cir
cunstancias variables de los datos, las consiguientes altera
ciones en la solucion, y el grado de generalidad del proce
dimiento. 

1:37. 1. 0 Po1· nn pztnto A ele li1Ut 1·ectct (F.ig: 87), leMnta?· 
wn.a pe1·pendicnlrt1' á esta 1·ecta. 

ANÁLISIS. Sea AD la perpendicular pe
dida. Si á-Jos dos lados del punto A toma
mos las distancias iguales AB y AC, la A D 
será pei'11endicular en el puLJ,to medio de 
Be; lueg·o el punto D equidista de los pun
tos B y e; por eonsiguiente buscando un 
punto eqnidrstante de By e, dicho punto y 
el A determinarán la perpendicular pedida. 

Fw. 87. 

SíNrEsrs. Tónuense las_distancias iguales 
AB y AC; haciendo centro sucesivamente 

en B y en e, trácense con el mismo radio dos arcos que se cor
ten, para lo que es necesario que el radio sea mayor que AB; 
únase el punto de interseccion D con A, y la recta AD será la 
perpendicular pedida. 

En efecto: los puntos A y D equidistan de By e, luego AD 
es perpendicular á Be [51]. 

F 88 138. 2.0 .Desde ~tn punto A dado jue1·a 
rG.A · de una 1·ectct (Fig. 88), baja1· tt?ut pe1·pendic•u-

la1· á esta 1·ecta. · 
ANÁLISIS. Sea AD la perpendicular pe

dida. Si podemos señalar en Be dos pun-
' -, / tos By C de los que esté A equidistante, 

s··---- -----e bastara hallar otro punto tambien equidis

o-~· ':. 
tante de By O para determinar la perpen
dicular AD. 

SíNTilSIS. Haciendo centro en A descrí-



base un arco que corte á la recta· dada en dos puntos B y e, 
para lo que es necesario elegir un radio mayor que la. distan
cia ent1·e el pmlto dado y la recta; describiendo desde los pun
tos B y e como centros dos arcos de igual radio que se corten 
en ur, punto D, este punto y el dado A determinan la perpen
dicular pedida. 

La demostracion es ig·ual á la del teorema anterior. y 139. 3. 0 En el ext1·emo B (Fig. 90) de ttna ?'ecta AB que no 
_;..se puede rwolonga?· en la .direccion AB, levanta?' una pe?·pendi

cula?' á dicha 1·ecta. 

Fra. 89. 
SíNTESIS. 1 Haciendo centro en un punto 

O exterior á. la recta liada, descríbase una 
circunferencia que pase por B y corte á 
la recta AB en otro punto e; por este 
punto trácese el diámetro eD; únase B 
con D, y la recta BD será. la perpendi
cular pedi-da. 

En efecto: el áng-ulo inscripto eBD 
es recto [119, 3, 0

] luego BD es perpendi
cular á AB. Ó 140. 4. 0 1Jividi1· tma 1·ecta AB (Fig-. 91) en dos pa1·tes ir¡ua-

_!:;.s. po?' medio ele una pe1"pendicttla1·. · 

A 

Fra 90· Hacienuo centro en A, con nu radio ma-

E 
B 

yor que la mitad de A.B, df:'scríbanse dos 
arcos, uno por encima y otro por debajo de 
..AB; hág·ase cle::;pues centro en B, y con 'el 
radio anterior, descríbanse otros dos arcos 
que corten á los primeros: uniendo los pun
tos dE' interseccion e y D, la. recta eD será 
perpendicular á A_B y la dividira en dos par-
tes ig·ua.les [51].· 

l Omitimos en el texto el análisis ele este problema, porque nos parece a lg-o di
ficil para principiantes ; si n embur¡;ro, pa ra darlo á conocer á los alumnos mús aven
tajados, Jo exponemos á continuacion. 
ANÁLISI~ - .Suponiendo t.raza<la lti perpendi cul ar BD, <lescribnmos desde un pun

to O, cx tcdo?- á la rec ta dada .'I.B, una circunfor~nc i.; que co¡·te :i dicb.a recta en dos 
puntos, un o de ellos el rladu 13 . l':s claro que la cu rva co1·tar:\ a la pe¡·pendi cular DD 
en otro punto D, d , lo contrnrio seria DD tang-ente il l ;l ci rc unferc nc•ay AB pasa¡·ja 
por el centro; seg-un e~ to , el :i ngulo recto ABil es un ángulo in scripto y debe abm
~ar ent1·e sus lad os mertiac i¡·cunrerencin; lueg-o l.~•·utaC D qu~•"wtospu.ntosd~ in
te?·secc ion e y D es un diárnct?'O. 

De esta co¡lclusion nace fácilmente la s in tesis . 
• En arlelnnte expondremos el análisis rte un ¡nohlem n tan sólo cuan do lo reclame 

su import>in cia. 
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141. 5.0 En ttn punto D (Fig. 91) de una recta DE, forma?· 

Z un án,r¡ulo igual á otro dado ABO. 
Trácese, con un radio cualquiera, el arco rrm correspondien-

~ FIG. 91. 

A 

.~ 7L 

~;J(F 

CDL_JE 
1' 

te al ángulo dado; haciendo centro en D <!escríbase con el mis

mo radio un arco indefinido; tómese una parte pq igual al arco 

ntn; y por los puntos D y q tírese la DF: el ang·ulo FDE se11á 

igual al ABO, pm· serlo los arcos correspondientes. 

~ 142. 6.0 .Dividi?'ttn ángulo daclo ABO (Fig. 92) en clos par-

tes iquales. 
/ . Descríbnse con un radio arbitrario el 

arco DE correspondiente al ángulo dado; 
haciendo centru sucesivamente en D y E 
descríbanse dos arcos de igual radio, .que 
se corten; uniendo el punto de interseccion 
F con el vértice B, la Tecta. BF sera la bi
sectriz del ángul-6 ABO. 

FIG. 92. 

En efecto: la recta BF es perpendicu
lar á la cuerda DE, y como aquella pasa 

por el centt·o del arco, divide á éste en dos 

partes iguales OG y GE; luego los ángulos ABF y FBO, corres

pondientes á _estos arcos i g·uales~ son tambien iguales. 

143. 7. 0 Po?' ttn pztnto O (Fig. 93) daclo f~te?·a ele ~tna recta 

AB, trazar ttna pa1·alela á esta ?'ecta. 

Fru. 93. 

E e 

Haciendo centro en el punto dado 
O y con el mayor radio posible, descri · 
base un arco DE; con el mismo radio 
y haciendo centro en D descríbase 

\,, .-/ '< otro arco OF; mídase la cuerda OF y 

// \ llévese sobre el arco DE á partir del 

\/",..- _L_ punto D, únase el punto E con el O, y 

A D F B resultará la paralela pedida EO. 
· En efecto: los arcos de igual radio 

CF y ED son ig·uales, por consiguiente si trazamos la secante 
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00, los ángulos alternos inteh1os CDF y EOD tnmbien serán 
. iguales, y las reetns EO-y AB será11 paralelas !64]. 

144. 8. 0 PO?' nn pztnto O (Fig-. 94:) dtudo fue?'a de 1tna 1·ecta 
AB, t1·aza1· otm que fo?·me CoQ~ 1 a ?J?'Úne?·a 

FrG. 94. . 1Mt an,r¡ulo igual á ot?'O dado M. 
Tómese un punto cualquiera D en la 

_!L 
recta AB, y tírese por él una recta DE que 
forme con la AB un ángulo EDB igual al 
M; trácese por el punto dado O una para
lela á la DE y estará resuelto el problema. 

En efecto: los ángulos OFB y EDB son 
ig·uales por correspondientes, y como el 
último se. ha construido ig·ual al M, resulta 
OFB..:__M. 

D B 

145. 9. 0 .Dividí?' una, 1·ecta dada en cztalqztie?· n1~me1·o de 
pa?'tes iguales. 

Snp.ong-amos que la recta AB (Fig. 95) 
FrG. 95. se quieradividií· en cinco partes ignales. 

R ,x Por un e~ .. .tremo A trazo una recta inde
P ~,-:---];:;: '· finida AX, tomo en ella, a partir del 

.hl __-<.--·! ¡ , , punto A, cinco longitudes ig·nales AM, 
~~---··( ! ! ! ' ri'IN etc., uno el último punto R con· el 

Po :' ·· : : ' ' ' B 1 otro extremo B y _tl'az·mdo por M N P --. 'C 'D 1 E i F · 1 , • e , , 
ii;,;·-,¿!_< ¡ : ¡' ¡ e~c._ parale!as a Bl~, cptedará la AB di-

N' -P-~~--! : ¡' VHhda en Cl neo partes 1guales [70]. 
~...... 1/ 

Q' ~F¡i--- Escouo. Las paralelas MM' NN' etc . 
.' á B lt pueden trazarse JWr E' l procedí-

miento del numero 143; pero C'S mas sencillo y exacto en 
la practica el sig·uiente: prolóng·uese la RB; haciendo centro 
en A, con el radio AR descríbase un arco que corte á RB en 
R'; únase A con 'M'; tómense las longitudes AM', M'N' etc. 
iguales á AM, M~ etc. y uniendo M con M', N con N' etc. 
l.as rectas de union son paralelas á RR'. En efecto: es evidente 

· AM AM' .1 
que AR = AR' ; lueg·o MM' es paralela á1 RR' [77]. Lo mismo 

diríamos de las demás. 
Conviene en la práctica dar á las partes AM, MN, NP etc. 

una l_ong-itud tal que la recta RB corte á la AB en áng·nlo recto 
l1róx1mamente. 

6 
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146. 10. 0 JJividú· una 1·ecta dada AB (Fig. 96) en pa1·tes 
p?·opO?·ciona.les á ot1·as ?·ectas-m, n, p. 

Por un extremo A rle la recta dada 
FrG. 96. trazo 'una recta indefinida AX: tomo 

en ella lat; long-itudes AM, i\fN, NP =t-· M _!~---------1' x ~~~~l:Ja~·;!:~l~t;J~~~-~~I~tle p~nf~p 1~~~ 
__-,---

0
¡ : el extremo B de - la AB; y trazando 

A.·:-"· C! ! i B por M y N paralelas á PB, la. recta 
- ----~1- _ _J j dada AB quedará dividida en partes 

Ñi---- : proporcionales á AM, MN y NP [74], 
---~, 6 lo que es igual, á rn., n y p. Las para-

lelas que determinan los .puntos de 
division O y D, deben trazarse por el procedimiento explicado 
en el problema anterior. · . 

Si la recta dada AB tuviera que diYiclil'se en partes propor
cionales á dos rectas 1n y n, podría emplearse el procedimiento 
del número 88. · 

147. 11.0 I-Ialtar una cua?"ta JJ1'0JJO?'cional á t?·es rectas 
dadas m, n, p. 

Se trata de hallar gTáficamente una recta onya long-itud 
pueda ser el cuarto tél'lnino de una proporcion, siendo los trer;; 
primeros las long-itucles de las rectas dadas rn, n, JJ; ele modo 
que representando por x la recta pedida, deb erá tenerse 

l.n const?·uccion. 

FIG. 97. 

'In JJ 
n x 

(Pig. 97 ). Fórmese un áng-ulo cualquiera 
BAO¡ á })artir del vértice, tómense á 
continuacion una de otra las long·itu
des Al\1 y MN iguales á las dos pnme
ras rectas dadas ?n y n; en el otro lado 
AB tómese AP = p; únanse los extre-
mos M y P de las líneas primera y ter
cera; y por el vunto N trácese NX pa
l'alela. á MP: la recta PX es la enarta 

e proporcional pedida. En efecto: tene
rnos [ii4] 

AM AP m 
MN- PX 6 

n · 
lJ 
X 
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2.a const?.·nccion. Si tomando las long·it.ndes m y n ú con ti~ 
nuacion una de otra resulta un~~: figura demasi:tdo gra nde, se 
tomarán las dos á partir del vértice A (Fi.q. 98) , y uniendo lo s 

_ extremos M y P de las líneas primera 
F1G. 98. y tercera, bastará traz¡¡r por N una 

paralela á 'MP rxra hallar la cuarta 
n m 

8 
proporcional A . En efecto (74] 

A~I =A~ 6 ?'!~: = 7!_ 
AN AX n x 

A ·N ~ e 148. 12.0 Halla?· una te1·ce1·a JJ?'O-
po?·cional ci dos 1·ectas dadas m y n. 

Se trata de hallar una recta x, que forme con 1as dadas la 
proporcion continua 

m n 
n x 

Este problema es un caso particular del auteriot·, y se re
suelve por cualq ni era de las construcciones-expuestas.' 

149. 13.0 Hallar una medüt p?·opoTcionat cí dos 1·ectas dadas 
myn. . · 

La solucion de es.te problema debe ser una recta x, que for-
me con las dadas la proporcion continua m = !!!_ • 

x n 
l. a constncccion. En una recta cualquiera tómense á par

tir de un punto A (Fig. 99)- y en la misma direccion, dos lon
g·itudes AM y AN iguales á ??b y n; sobre 
la mayOl' AM, considerada como diámetro, 
descríbase una semicircunferencia; por el 
punto J levántese la NX perpendicular 
al diámetro; y únase A con X. La cuerda 
AX es la media proporcion:'ll. 

FiG, 99. 

m 

n 

. / 

En efecto: uniend.o M con X, se forma. 
el áng-ulo recto AXM [119, 3. 0

], y como 
ANX tambien es recto, re!!ulta que XM y 
X:"{ son antiparale las con respecto al án
g-ulo A; luego (85] 

AM AX m x 
AX=AN 6 x-n 
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2." const?·nccion. (Fi,r;. 100). En - una recta inclefinicla tó
mense, una á continuacion de otra, dos longitudes AM, MN 

A 

FIG. 100. 

?JZ 
.------. 

n 

.ig·uales á ?n y 11; sobre la suma AN como 
diámetro clescríbase una semicircunferen
cia, levan tese por M una perpendicular al 
diametro; esta perpendicular MX es la 
media proporcional. 

Para demostrarlo , uno el punto X 
.X con los extremos del cliametro. Los án-

/ ---:· \ gules NXM, XAM tienen 1:us lados per-
/ .- \,,, pendiculares y son agudos, con1o inscrip-

: tos en arcos menores que media' circunfe-
N' M N rencia, luego son ig-uales. Tomo l\IN'= 
. 1\1 N y trazo XN'; t•sta recta fonua GOD XM 

un ángulo igual á NXM, porque los triángulos NXM, ~'XJ\'[ 
son ig-uales [20]; luego el ángulo N'Xj'[ tambien es igual al 
XAM. De aqúí resulta que XN' y AX sen antiparalelas respecto 
del ángulo XMA; luego 

MA MX 
MX=MN' 6 

MA MX 
MX -MN' 

puesto qne MN' = MN. · . . 
150. Se dice que una recta está dividida en media y ext?·ema 

'razon Cl1anclo se halla dividida en dos partes tales que la mayor 
es media proporcional entre la recta entera y la menor. 

14. o IJividi?' 1t?ut ?'ecta A B en media, y e:ct1·e1na ?'(?Zon. 
ANÁLISIS. Representemos por a la longitud de la recta dada 

y por x la mayor de las partes en que dete dividirse: la menor 
será a- x, y en virtud de la definicion tendremos 

a x 
x- a-x' 

de donde 
rt x 

Esta igualdad nos dice que la recta dada a debe ser media 
proporcional entre a+x y x, y esta condicion se verifica si 
concebimos una tang·ente y una secante á un círculo desde un 
punto exterior, de tal modo que (t sea la distancia de éste al de 
contacto, a+x y x las e\ el mismo á los de interseccion [126]; 

' 
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la parte Je secan te interceptada pot· la cit·cunfereucia :;e ni a, y 
la parte extl'rior será la iueóguita a:; ahora bien, el modo más 
bet¡cillo de lograr que la pat·te interceptarla sea igual á a con
siste en tomar esta recta para diámetro de la tircunferenóa y 
hacer que la secante pase por d ccntr(l. 

ShTESIS. En un extremo de la recta dada AB (F~q. 101), 
levántese una perpendicular ig-ual á, la 

FtG. 101. Ínitad de AB; descríbase desde 0 como 
<.:entro con el radio AO una circunfe-

D rencia, que se!'á tangente áAU ll05,l 0
]; 

(~e tráaese la secante BU que pasa por el 

'

¡:,· centro: el seg-mento externo BE será 
la parte mayl'l' de la recta AB dividida 
en media y extrema razon , y bastará 

A x B llevar B ¡.; sobre B .\. para determinar 
el punto de division X. 

Si queremos demostrarlo, tendremos [126] 

BD - AB 
AB = BE , ele donde 

BD-AB A.B 
AB-BE- BE' 

pero AB =DE, por tanto BD-AB=BE=BX, y AB-...,BE= 
AB-BX=AX; lueg-o 

BX AB 
AX-BX 6 

AB BX 
I{X = AX. 

EscoLLO. Si queremos hallar el valor numérico de BX, dado 
el valor numérico a ele AB, volveremos a la igualdad 

de donde se de el u ce 

a (a - x) = .1;2 , a2 - a:o = x2 , 

x2 + a x - a'J = O. 

He:;olvienclo e.:; ta ecuacion de segundo grado, tentlremos 
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a va2 

x =- -+ -+a2 

2 4 

resuelve la cuestion, y puede escribirse en la forma 

a (¡;5- 1) 
- 2 

La parte menor AX será. 

ct (¡/5--1) a (3 -¡/5) 
a- = . . 2 ~ 

La seg·unda raíz 

a j a2 
( a • / a2 

) - -z - \ 4 +a2 =- 2 +v - ·~f+ . a'J. ' 

no responde directamente á la. cuestion, por tener un valor ab
soluto mayor que la recta darla. 

\ 151. 15. o .Desc?·ibi?· ~tna circnnfe?·e-ncict rpte páse po1· t1·es 
\ \ puntos dados A, B. e ( Fig·. 102) . . . 
1 '/ · Levántese una perpenuicular á AB y 

/ FIG. 102. otra á Be en sus puntos medios: el punto O 
interseccion de estas perpendiculares es el 

A centro de la circunferencia, y la distancia 
o _-..-- de O á cualquiera de los puntos A, B, e será 

_.--·;; / elradio. 
B \Ó Ya se sabe que si los puntos dados están 

\ en línea recta el problema es imposible . 
', 152. 16. o .IJadc¿ ~tna ci?·cu?~je?'C?bcia ó 
>e ~m a1·co, haltar szt cent1·o. 

"" Señálense tres puntos en la ·curva dada 
y procédase como en el problema anterior. -

\ 

"i 153. 17.0 P01· un punto dado en ~tnrt ci?·cunje1·encia, t?·aza?· 
<- 1tna tan_qente á esta cw·va. 
, Tírese el radio correspondiente al punto· dado; trácese por 

eRte punto una perpendicular á dicho radio, y se tendrá la tan-
g·ente pedida [105, l."] 
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1:1-!. 18. 0 Por nn pttnto A clculo lttera de t6Wl circunte?·encict V, traza¡· tangentes a esta ézt?'1J{t. 
Unase el punto liado A (Fi.r;. 103) con el ceutt·o O; sobre 

I:ra. 103. 
OA como diámetro descríbase la cir
cunferencia O'; uniendo los puntos 
de interseccion B y O de las circun
ferencias con el punto A, las rectas 
AB y AO serán las tangentes pe
elidas. 

En efecto: si trazamos los radios 
OB y 00, los ángulos inscriptos 
ABO, AOO, que abi'azan entre sus 
lados media cireunferencia, serán 
rectos; lueg-o AB y AC son per
pendiculares respectivamente á los 

radios OB y 00, por consiguiente son tang-entes á la. circunferencia O. 

]~ SCOLIOS. 

1.0 L~t?'eclct qwJ une el pttnto e:ctetior A con et centro de ta 
ci?'Cztl~j'erenci~~ drula, es bisect1·iz del ánpttlo ~zte formctn las tangentes; y recíprocamente, lct bisect1·iz del cmgztlo que fol''man:-las tan,r;entes, pct.sa po1· el cent1·o de ?á d?·ctmfe?·encia_. 

Siendo los radios OB y OC perpendiculaees á las tang-entes AB y AO, el pnuto O equidista ci.e e.llas; lueg·o pertenece a la 
bisectriz del ;.ing-ulo BAO [53, 1. 0 J; y como esta bisectriz pasa. 
por A, será AO. 

2. 0 Las ~an,r;ente~ cli?'Í/Jidas á 1tna ci1·cunfe?'e!teia desde 1tn punto cxteno1·, son zgzvttes. 
Doblando la fig-ura por la bisectriz AO, las rectas AO y AB 

se confundirán, y como OC .Y O B son perpendiculares á ellas, 
los puntos O y B coinciden; lueg·o Al3 = AO. 

15~. 19 .0 TmM?' la~ tcm,r;entes comunes á dos circzmfe-1'enczas. 
ANkLISrs. Sea ."'>-13 una tang-ente comun á las cücunferen

c~as da~as O y O', la qne podrá :ser exterior (F~r¡. 104) 6 int<:;-rlor (J?zg. 105) . · 
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OA OX OA+<YB 00' 
O'B = O':X de donde ----cfl\- = OX [a]. 

FIG. 105. 

O a 
Vb 

'"-' 

Trazando otros dos radios pa
ralelos Oa, O'b, en la misma di
reccion ( Fi.fJ. 1 04), 6 en direccion 
opuesta ( Pig. 105), y llamando x 
al punto en que ab enwentra á la 
recta de los centros será 

Ox . Oa+O'b 00' . 
- de donde ·- ---- ==- [b]. 
O'x' Oa Ox 

De las igualdades [a] y [b] se desprende OX = Ox. . 
Vemos, pues, que toda tan,r;e-nte com-un (t dos ci?·czmfe?'e!tc.za.s 

y toda 1·ecta que una los e.xt1·emos de dos 1·adi:os 7Ja1·alelos, dzrtgt
dos rm el mismo se·ntido si ta tangente es exte?'ÍO?', ?/en sentidos 
cont?'a?·ios ~i es iute?'ÍM', encnent1·an (t la 1·ecta qzte une los· cen
t?·os en el ?nismo pwzto. 

Sí:sTESIS. Trácem;e dos radios Ort, ()'b paralelos y clirig·idos 
en el mismo sentido; únanse los extremos a y b por una recta 
ab prolongada h a~:1n que encnentrc á la 00' en X; desde el 
punto X trácense dos taugentes á una ele la::; circunferencias 
dadas, y se tendrán dos tang-entes comunes exteriores. 

Trazando los radies Oa, O'b paralelos y en clüeccion con
traria, se obtendrán del1nismo modo dos tangentes comunes 
interiores; luego el problema tiene en general cuatro solu
ciones. 

156. 20. 0 .Desc1·ibi?' sob1·e 1t1Ut ?'ecta dada AB (Fig·. 106) 1m 
a1·co capaz de 1tn án,r;ulo dado M, esto es, zm ct?'CO tal que todos 
tos ángttlos Í?Hc?·iptos en él sean ir¡ttrlles at ángztto dado M. 
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En un extremo A de la recta dada cons-
Fw. 106. trúyase un ángulo BAC igual al dado M; 

levántese una perpendicular DO á la AB por 
su punto medio y otra AO a la AO por el 
punto A; estas dos perpendiculares se en
cuentran en un punto O [60, cor. 2. 0

]. Ha
ciendo centro en O y deticribiendo con el 
radio OA un arco AEB queda re~uelto el 
problema. 

En efecto: todo angulo AEB inscripto en 
el arco AEB, tiene por medida la mitad 
del a1·co AB; ademas siendo AO perpendi

cular al radio OA y por tanto tangente á la circunferenc:ia, el 
ángulo BAO tiene tambien por medida la mitad del arco AB; 
luego 

áng. AEB = á11g. BAO= M. 



LIBRO SEGUNDO, 
POLÍGONOS. 

Db}F'INIOIONES. 

( 
157. PoLÍGONO es 1tnct /IO?'cion de supe1:ficie JJt(tnct te1·minada en todos sentidos po1·líneas 1·ectas que se co1·tan dos á dos. 

- Estas rectas se consideran limitadas por los puntos de inter-
seccion, y se llawnn lados. Las intersecciones de los lados son 
los · vé1·tices del poHg-ono. Oada dos lados consecutivos forman 
un ángulo del políg-ono. 

-

Pe1·imet?·o de un políg·ono es el conjunto de ·todos sus lados. · .Dia_r¡onat de un políg·ono es toda recta que une dos vértices 
no adyacentes al mismo lado. 

Un políg-ono es convexo cuando su perímetro no puede. ser 
cortado por una línea recta en más de dos punto::; y cóncavo en 
el caso contrario. 

FIG. 107 

E 

o B e 

El políg·ono ABCDE de la fig-ura 107 es convexo, el de la 
108 es cóncavo. 

158. Si alguna dittgonal de ~m poUgono es exterio1·, el polí-gono es cóncavo. · .f 
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Sea ACuna diag·onal exterior. Si el polígono está entera
mente situado a un solo lado de AC (Fig. 109) partirán de cada 

FIG. 109. FIG. 410 . . 

" ·c~·"==:::::::::_~~~A_~---
. , ... -... 
B F 

D E 

D Gt;F ~---í-- ---- V J 

B 

E 

vértice A y C dos-lados AB y AF, CB y CD; lueg·o bastará mo
ver la AC alrededor de C para que encuentre al perímetro en 
tres puntes a, b, C. · 

. Si el políg·ono está á uno y otro lado de AC (Fi_q. 1,10} es 
evidente que prolongando esta recta encontrará al per1metro 
en más de dos puntos. 

<\. 159. Todo poli_qorno cóncavo tiene alguna diaqonal exte?·io?'. 
/ Sean a, b, e tres pun.tos de interseccion de· una recta MN 

- con el perímetro, y sea b el punto situado entre los otros dos . 
. Seg·un esto, la línea poligonal debl:)rá ir del punto a al e pasan

do por b: si esto se verifica por debajo de AC (.Fig . 111} alguno 
FIG. 111. FrG. 112. 

N 

M---~-"---- N A 
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si alg·una fuera exterior el polígono serir;. cóncavo [1,58]. Recí
procamente, ztn polígono Ctl.'J'lS diru¡onaZes S.o't todas inte?·io?·es 
es convea;o, porque de ser cóncavo tenuria alguna diagonal 
exterior [159 j. -

. /. 161. Los políg·onos co1;¡vexos tienen tocloB sus áng·ulos sa-

.lj lientes, y los c:)ncavos tienen alguno entrante . . 
..........--- Para uistinguir estos ángulos se m~en por medio de una 

diag·onal AC los vértices anterior y posterior: si la diagonal es 
interior (Fig. 107) él ángulo B es saliente, y si AC es exte-
rior (Fi_r¡. 108) el áng·ulo Bes entrante. . 

La maguitmd de un ang-nlo se estima en los polígonos desde 
lo interior de la figura; pol' cuya 1'37.011 los . angulas entran tes 
como el ABC ¡Fig. 108) son mayores que dos áng·ulos rectos. 

162. Es evidente que elnúmei'O menor de rectas necesa
rias para formar un polígono es tres. 

El polígono de tres lados se llama t?'Ütn.r;ztlo, 
» cuatro )) )) Cltad?·iláte?'O, 
)) cinco )) )) pentá.r;ono, 
}; seis )) » exd,r;ono, 
» sietP. » )) eptrigono, 
» ocho ); )) octó,r;ono, 
» nueve )) )) eneágono, 
» diez » )) decdgono, 
» once ) ; )) endecágono, 
» doce » )) dodecágono, 
» quince ». )) pentedecágono. 

163. _ Se llaman polígonps igztctles los que coinciden cuando 
se superponen convenientemente. 
, Es claro que dos políg·onos iguales tendrán respectivamen

te iguales todos sus áng·ulos J lados . 
. Si_I~s vértices. de un políg·vno coi?ciden con 1?s de otro, 

COlDCidirán tarnb1en Jos lados y los pohgonos seran 1g·uales. 
164. Se llanian JJoZigonos SEMEJANTES tos polígonos de i.r;ual 

númm·o dP- lados cuyos ánr¡~dos son ?'espectivctmente ir¡uales y 
están disp~testas en el mismo ó1·den, y c~tyos lados adyacentes ci 
án.fJltlos ig~tales son p?'OfJO?'Cionales. 
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. Los polígonos .\BCD.H y abcde (Ji'i,r;. 114) :::rr{tn semejnnte¡;; 
SJempl'e qne teng-nmos 

FIG. 114. 

án:; . :\ . rin_r¡. a, d11!J . B = á17!J. b, rin,r;. C = án,r¡. c .... 

AB BC Cll 
(J)-bc- ccl'"' 

y además 

AB BC CD Seg·un esto, si la razon ab vale m, las 2emás be , ·-¿¡¡· .. 
valdrán tarn bien m; esta razon constante para cada dos polí
g·onos semejantes se llama 1·azon de semejanza de los mismos. 

Es evidente que dos polígonos iguales pueden considerarse 
corno dos polígonos semejantes cnya razon de semejanza es la 
unidau. 

Se llaman vé?-tictJs komólogos los de dos ·ángulos iguales, 
como A y a, By b etc. · 

Lados l¿omótogos son los q U: e terminan en dos vértices ho-
mólogos. . 

Diagonales lwmótogas son tambien las qne terminan en vér· 
tices homólogos . 
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CAPÍTU LO PRIMERO. 

TRI1NGULOS. 

J.-Tt•ián~·ulo en sí misano. 

TEOREMA. (Fig . 115). 

165. La s·uma de los tres áng~tlos ele ~tn t1·iáng1tlo es ig1tal á 
dos ángulos rectos. 

Trazando por uno de los vértices B una 
FIG.ll5. 

e: o 

.LJ 
paralela BD al lado opuesto AC, tendremos 
[63, 3. 0

] 

A+ ABO = 2 1·ectos; 
pero el ángulo ABO se compone del ABO 
más el CBD; luego 

A+ ABO+ CBD = 21·ectos; 
poniendo en lugar del ángulo CBD su ig·ual 
ACB 6 O [63, 1."], tendremos por último 

... , A + ABO + O =! 1·ectos. . ¡;, 1 ,- 1 • 

v.--lvv4_-,b.. ..... ,,!i~~~..;.J!,.¡ ,¿,v...vle ...... M,~I .. Cl-l· a. ( ~"'t(:"ALil> ~11/f:) 
j" () CoROLARIOS . 2. 

l." El án.qulo exte1·no CBD (Fig·. q6) fo?·maclo po1· un lado 
CB ele 1m t?·ictn!]1.blo y lct prolon/}cteion 

Fw. 116. BD de ot1·o lado, es i,r¡1tal á la suma de 
e los áng1ÜOS inte?·nos A y e no adya-

L 
centes. 

En efecto: CBD= 21'ectos -CBA [30] 
A+C= 2?·ectos -CBA [165]; 

A 8 ° luego CBD =A+ C. 
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/ 2. 0 Si un ánqulo de nn t?·i.iúÍgztlo es 1·ecto ú obttúo los otros -4 dos senin ag1tdos. 
De Jo contrario la sumá de los tres ángulos vahll'ia más de 

dos rectos. 
·( 3. 0 Si dos ángulos de 1tn t1·iángnlo son i,qnales á dos de ot?·o, 
~ el te1·cer án,r¡ltlo del p1·imer t1·iángulo se1·á igual al del segundo. - · Porque el tercer áng·ulo de cada triángulo es lo que falta á 

la suma de Jos otros dos para valer dos rectos, y las dos sumas 
son iguales por hipótesis. 

Se llama triángulo ?'ectán_r¡¡/;[o el que tiene un imgulo recto, obtnsán,r¡ulo el que tiene un angula obtuso, y ac?tüínqulo el que 
tiene sus tres ángulos agudos. 

1 Ep el triáng·ulo rectángulo los lados del ángulo recto se 
llaman catetos, y el tercer lado, 6 sea el opuesto al ángulo 
recto, se llama Mpoten1tsa. 

4. o Los. án,r¡zttos agudos de 1tn t?'iángulo ?'ectáJ~r¡?tlo son complementm·zos. 
166. Se llama triángulo equiláte1·o el que tiene Bus tres lados 

iguales, isósceles el que tiene dos lados iguales, y escaleno el 
que tiene sus tres lados desiguales. 

Base de un triángulo es uno cualquiera de sus lados, y vd1·tice el vértice del ángulo opuesto á la base. Alt1wa es la per
pen~icnlar bajada desde el vértice á la bnse, prolongada si es preCISO. 

En el triángulo isósceles suele llamarse base al lado desi
g·ual, y ángulos en la base á los adyacentes á dicho lado. 

Se llaman me(lianas de un triángulo las rectas que unen los 
vértices con los puntos medios de los lados opuestos. 

167. 

TEOREMA. , 

Si 1tn t?'Íángnlo tiene dos lrtclos Í!JZtales los an,r¡ntos opues
tos son iguales; y si tiene dos lados des(r¡ua-

Ii'IG. 117 les; á mayo1· lado se opone ?nct?JO?' áng1tlo. 
e 1.0 (Fi.fJ. 117). Suponemos CA= CB; 

vamos á demostrar que áng. B=án.IJ. A. 
Uno el vértice O con- el medio D de la 

base. Los tt-iáno·ulos CAD y OBD tienen 
iguales sus tres ~ados, lueg-o sbn iguales 

A [23]; por consiguiente án.r;. A= áng. B. L....---::--....lB 
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2. 0 (Fig·. 11~). Snponemos CA> CB y vamos á demostrar 
gue áng. üBA > áng. A. , 

· Puesto que el lado CA es mayor que CB 
FIG. 118. puede tomarse en el prim~ro una par!e 

CD = CB, y trazando DB resultará un tn
ángulo CBD con dos lados CB y CD ig·ua
les; luego 

CDB=CBD; . 

pero CDB =A+ DBA [165, co1·. 1.0
], 

luego tambien CBD=A+DBA; 

añadiendo DBA á los dos miembros será 

CBA =A+ 2DBA - [a], 

lueg·o CBA:>A. 

EscoLIO. De la igualdad [a] se decl u ce 

DBA = CBA-A' 
2 

es decir que !lB_\. es lit sernitliferencia ele los ángulos By A 
del triángulo. 

TEOltEi.\11\ RECÍPROCO. 

168. S(~6n t?·it6ngnlo tiene dos án,r;ntos i.r;uales los lados 
op~6estos son ir¡lutles; '!/si tiene dos ángulos desiguales, á mayo1· 
ángulo se opo?w mayo1· lado. [55]. 

CoROLARIOS. 

l 
~~ 

. l. o Los ángulos en la base de ~m t?·iángldo isósceles son i.rJ?~a
les, porque se oponen á los lados iguales . 

.:.--- Es evidente que (\ichos áng·ulos son ag·udos. 
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¿ · 2. 0 La perpendicula1• á la base de 1tn t1'Ü'tn.r;u,to isósceles en 
- su punto medio es bisect1·iz del ángztlo en el vér·tice. 

La_ perpendic]flar pasa por el vértice, porque este punto 
equidista de los extremos de la base; además, siendo ig·uales 
los áng-ulos A y B (Fig. 117), sus complementos ACD y BCD 
son tambíen iguales. 

Escouo. La perpendicular O D 'satisface á cuatro condício
nes: l." pasa por el punto medio de la base, 2.• ~s perp.endicu
lar á ella, 3." pasa por el vértice, 4." divide al ángulo del vér
tice en dos partes iguales. 

Como dos ele estas condiciones bastan para determinar una 
recta, siempre que tengan lug-ar se verificarán tambien las 
otras dos. _ · -

Por ejemplo: 
La bisect?·iz del án/Julo en el vé?·tice· de un t?·iángulo isósceles 

es pe1·pendicutcw á la base en szt'""jñtnto medio. 
3. o Todo t1·ián,r¡ulo eq~tiláte1·o es equián.r;ulo, y ?'ec-iprocamente. 
4.0 En todo tr·iánr¡ztlo ?'ectángulo el lado mat¡o1· es la ltipote

nusa; y en todo t?•iá?~g ·u,lo obtu,sángulo el lado mayor· es el Op?MS
to al angztlo obt1tSO. 

' 11.-Con~pa••aciou de tt•iáng·nlos. 

Igualdad y~ semejanza. 

Además de los casos g·enerales de igualdad de triángulos 
demostrados en los números 19, 20 y 23, existen otros particu
lares de los triángulos rectángulos. 

1 

TEOREMA. 

l 169. IJos t1·ián,qutos ?'ectángulos son ig_uales: 1.0 Ouando tie
. .../ nen i,r;ual ta kipoten1tsa y un ángulo a.r;ztdo, ó un cateto y el án
- gulo a,r¡u,do adyacente ó el opuesto. 2.0 0-uando tieMn los dos cate

tos ?'espectivamente i.r;uales. 3. 0 Ouando ta Mpotenusa y un ca
teto de uno son iguales respectivamente '{¡, la kipotemtsa y un ca
teto del otro. 

l." Como en todo triángulo rectángulo los ángulos agu
dos son complementarios, s1 los triángulos propuestos tienen 
un ángulo ag·udo igual, tambien será ig·ual el otro; además los 
ángulos rectos son iguales; luego los triángulos tendrán en 
todos los casos un lado igual adyacente á Jos áng·ulos respec
tivamente ig·uales, por lo que serán ig·uales [19]. 

7 
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2. 0 El ángulo comprendido por los catetos es recto, luego 
los triángulos son iguales [201. 

3. 0 Sean los tr.ián.&·ulof3 ABO y DEF (Fig. 119), en los que 
suponemos AC = D.l:l·, CB = FE. 

Coloco el triángulo DEF sobre el 
FIG. 119. A~C, de modo que DF coincida con su 

"igual AC y que el punto E caiga bácia 
e ¡: el misruo 1ado_de la AC que el punto B: 

~ 
~l lado DE seg·u~rá la direccion AB, 

· . · po1· ser ig·uales los ángulos A y D, y 
el punto E caerá sobre.. el B, porque 

A B o E siendo' CB y FE oblicuas iguales res-
pecto dé AB se apartan igualrílente 

de la perpendicular AC~ luego los triáng·ulos propuestos son 
iguales. 

170. Cuando dos triáng·ulos ABO y abe (Fig. 121) son seme
jantes, dos lados homólogos AB y ab se oponen á ángulos igua
les, porque siendo A = a, B = b, tiene que ser O = c. Este 
carácter ser'a -el que nos sirva en g·eneral para reconocer los 
lados homólog·os de dos triángulos. 

TEoREMA. (J?ig. 120). 
171. Si en ~tn t?·iángulo ABO se t?·aza una pa?·alela DE á ?bn 

lado, el t?·iánr¡7tlo pa?·cial ADE que ?'esulta 
FIG. 120. es semejante al propuesto. 

A Debemos demostrar que los triángulos 

8 
ABO y ADE tienen sus ángulos respec-

. · tivamente ig·uales y sus lados homólogos 
· proporcionales. 

B

. o . E e Desde luego vemos <:J.Ue el ángulo A es 
comun, y que 

ABO = ADE, ACB = AED 
por correspondientes, l~eg·o los áng·ulos ·son respectivamente 
1guales. -

Además, considerando las concurrentes AB y AC cortadas 
por las paralelas DE y BC, tenemos [78] 

AB BC AC 
AD- DE= AE, 

luego. los la·dos homólog·os son pro.porcionales. 
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TEOREMA. (Fig. 121). 

· 172. IJos t1·iángulos son semejantes: 1.° Cuando tienen dos 
áng~tlo8 1·espeetivame1Lte iguales. 2:° Cuando tienen dos lados del 
uno propO?·cionales á dos del ot1·o é igzur,l el án,r¡uto comprendido. 
3. o Cuando tienen szts tres: lados (IropO?'Cionales~ . 

V Suponem0~ qne los triángulos ABO y abe tlen~n 

FIG. 12l. ' 

áng. A= ánq. a, áng. B = áng. b. 
Coloco el triáng·ulo abe sobre el ABO, de modo que el án- _ 

gulo a coincida con su igual A, y que los vértices b y e caigan 
respectivamente en los lados AB yAC. Siendo el ángulo abe 
ig·tlal al ABO, el I.ado be adoptará una_ posicion DE paralela á 
BO [64, 2. 0

]; luego el triángulortbc es semejante al ABO [171]. 
2. 0 Suponemos que en los triát:~g·ulos ABO y abe se veri.fiea 

AB AC 
áng. A= ang. a. 

Coloco el t-riángulo abe sobre el ABO, de modo qwe el án
gulo a coincida con su igual A, y que los vértices ó y e caigan 
respectivamente en los lados AB y AG. Siendo A-B y AC pro
porcionales á aó y ae, el lado be adoptará una posicion DE 
paralela á BO ['17]; luego el triángulo abe es semejante al 
ABO [171]. _ ---

3.0 Suponemos que en los triángu-los ABO y _abe se verifica 

AB AO · BO 

Tomo en el triángulo ABO, á pa~tir de'l vértice A, dos lon
gitudes AD, AE respectivamente iguales á ab yac, y uno D 
con E. Siendo AB y AO proporcionales á aó yac 6 sea á AD y 
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AE, la recta I>E será paralela {t BO, y el triángulo ADE seme~ 
jante al ABO. Tenemos, pues, 

AB BU . . AB BC 
AD =DE y por lnpótes1s ab -liC, 

los tres primeros términos de estas igualdades fraccionari?s 
son iguales; luego DE=bc, por consiguiente el triángulo ADE 
es igual al abe [23], y como ADE es semejante á ABO, tambien 
abe lo será. . . 

EscoLIO. Seg·un el primer caso de semejanza, siempre que 
dos triángulos .tengan sns áng·ulos respectiv-amente igua
les, los lados homólogos serán proporcionales; y seg·un el ter
cer caso, si los lados son proporcionales, los áng·ulos serán res
pectivameute iguales; lueg·o las dos condiciones generales de la 
semejanza, ángulos ig·uales y lados proporcionales, son en los 
triángulos consecuencia una de otra. 

En cualquiera de los casos de semejanza demostrados el 
número de ~ondiciones suficientes es 2. 1 

TEOREMA. 

173. IJos t?·iángulos rectán.r;ulos son sem~jantes: l. o Cuando 
tienen un ángulo agudo ic¡·ual. 2. 0 01tando los dos catetos del 
uno son p?·opo?·cionales á'los del ot1·o. 3.0 O~tando la ltipotemtsa 
y un cateto del uno son p?·opo?·cionales á la lúpoten~tsa y 1m c~

teto del ot1·o. 
Los casos 1.0 y2. 0 son inmediatas consecuencias de los cor

respondientes casos generales. 
3. 0 (Fig. 122) . SuponemoR qne en 

Fw. 122. los triángulos I"ectángulos ABO y abe 
A se verifica 

~ AB AO 

~ !------ E e'~' 
-ab ac 

Tomo en ABO, á partir del punto 
A, dos longitudes AD y AE ig·uales á 
ab y ac; trazo la DE. Como por hipó-

1 Té11gase presente que una série de n fracciones iguales~= _e_ =~ ..... 
b d .... 

encie!-ra n- l condiciones 6 igualdades distintas ..!!'_ = - 0
-, -

0
- = ~ ... 

b d d n 
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tesis AB y AO son proporcionales á a'b y ac 6 sea á AD y AE, 

la recta DE será paralela á BO, luego el triángulo ADE es se

mejante al ABO, y el ángulo en lJ e;:; recto; siendo ADE un 

triángulo rectángulo en D es ig·ual al abe [169, 3.0
], y corno 

ADE es semejante á ABO, su igual abe tambien lo será. 

TEoREMA. (Sin figura). 

174. .Dos -t1·iánr¡ulos son sem~jantes cl6ando tienen sus ?ados 
respectivamente pa1·alelos ó pe?·pendicula?·es. 

· Sean A, B, O los ángulos de un triáng·ulo y a, b, e los del 

otro; suponemos paralelos 6 perpendiculares los lados de A y a, 
B y b, O y c. Segun esto A y a serán iguales ó suplementarios 

y lo mismo B y b, O y e; los tres ángulos A, B, O no pueden ser 

suplementos de a, b, e, porque la suma de todos valdría seis 

rectos, lo que es imposible; dos ang·ulos A y B no pueden tam

poco ser suplementos de otros dos a y b, porque los seis án

gulos valdrían más de cuatro rectos; luego los triángulos tie

nen necesariamente dos áug·ulos respectivamente iguales, por 

tanto son 8ernejantes. · 
EscoLIO. Cuando dos triáng·ulos tienen sus lados paralelos 

6 perpendiculares, son lados homólogos los respectivamente 

paralelos 6 perpenuiculares. 
175. Para demostrar que dos rectas son proporcionales á 

otras dos bastará probar que son lados hom6logQs de dos tri

ángulos semejantes. La proporciou se ordenará en todos los 

casos de modo que los té t·minos de la primera fraccion sean dos 

laclos de un mismo triángulo y los de la segunda lgs hom,ólogos 

respectivos en el otro triángulo, 6 que los numeradores sean 

dos lados de un mismo triángulo y los .denominadores sus res

pectivos homólogos en el otro. 
·Se demostrará que llos ángulos son iguales·, haciendo ver 

que se oponen á lados proporcionales de dos triángulos se

meJantes. 

A 
Fw.l23. 

6 
e 

TEoREl'vL\. (Fzg. 123). 

176. Las bases BO, be de clos trián
gulos semejantes ABO, abe, son p?'O
porcionates citas altu1·as AD, ad. 

BO AB 
Tenemos - · bc- ab ' 
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'los triángulos rectángulos A:BD y abd son sem.ejántes [173, 1.0
]; 

AD AB 
luego ad=ab; . . 
de estas dos iguaJdades se deduce 

BC AD 
1iC = ad · 

111.-Líuens t.•eetas en t"l ta•iáug·ulo. 

Cuando un punto divide á una recta limitada en dos seg-:
mentos aditivos 6 sustractivos, llamamos ?·azon segmentaría d"e 

.dic:P.a recta al cociente de los dos segmentos en que está di
vidida. 

TEOREMA. ( Fzg. 124). 

177. Si dos lados de un t1·irin_q~tlo ABO se co?·tan po?· una 
transve1·sal a be, las. fazones segmentadas de diclws lados son 
proporcionales á los segmentos del te1·ce1·o dete?'??tinados po?· la 

- t?·ansve?·sal. 

FIG. 124. 
A 

/~tic 
,/ ·------ . 

e- e B 

Es decir que 

bC cB aC 
bA : cA= aB [a]. 

Suponiendo unidos los punt0s a y A por 
una recta, tendremos ·.tres concurrentes en 
a cortada~ por dos transversales AC y AB, 
luego [90] 

bC bA cB cA 
aC : aA = aB · aA · 6 

bC aC cB. aB 
bA: aA =cA. aA; 

permutando los términos medios y suprimiendo el diviSQl' 00-
mun aA resulta la igualdad [a]. .. 

• 
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La misma t:Lemostracion se aplicaría si los puntos by e es-
tuviesen en las prolongaciones de los lados AC y- A B. . 

CoROLARIO. Si la transversal abe fuese paralela ~;~.1 lado BC, 
el punto a ¡:;e alejaría al infinito, y la relacion aCB seria ig·ual á . a 
la unidad; lueg·o la relacion [a] se convertiria en 

bO cB 
bA =cA' 

lo que nos dice: toda pa1·alela á ~tn lado de un t1·üínqulo di·IJide 
los ot1·os dos en pa1·te~ p?·opo?·c-ionales, proposicion que implíci

. tamente está comprendida en la del número 74. 1 

TEOREMA RECÍPROCO. 

178. Si élos tados de ztn trir.ín,r¡1tlo se co?·tan po1· una t?·ans
ve?·sal, de modo q1te las ?'Ctzones se.r;rnenta1·ias de diclws lados 
sean p?·opo?·ci"onates á los se,r¡mentos q~te un pztnto .fiJo dete?·mina 
en el te?·ce?· lado, la t1·ansve1·sal pasa por dicko punto. 

Sean by e los puntos en que la transversal curta á los lados 
AC y AB, y a el punto fijo en el tercer ladiD; tenemos por 
hipótesis 

bO cB aO 
bA: cA= aB' 

Si suponemos que la transversal no pasa po1· a sinó por otro 
punto a' del lado BC, será en virtud del teorema directo 

bO cB a'O 
bA: cA= a'B. 

1 El teorema anterior Jo enuncian otros autores del modo siguiente: sí los e.·es lados de un t?·iáng~<lo sa co•·t•m po,. una trnnsva•·sal abe, ésta determina seis segmentos ·tales que el p>·oducto de t•·es segmentos sin axt?·emidad comun es igual al producto da los ot?·o• t•·es. En \)fecto: de la igualdad {a) se deduce 
aB. bC. cA = aC. bA. cB. 

Nuestro enunciado ofrece 1a ventaja· de patentizar la conexion entre esta propie.,. dad y la enunciada en el corolario, que es un caso particular de la primera. 
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D 1 d . . d d aC a'C 1 e as os expresiOnes anteriores se e uce -B = ,-B, ne-
a a · 

go el punto a' no puede ser distinto 
tra el recíproco'. 

CoROLARIO. Si la relacion 

del a [88], lo que demues-

bC cB 
bA. cA 

es igual á 1, es decir si los segmentos de AC y AB son propor
cionales, será aO = aB, lo que exij e que la transversal be sea 
paralela al lado BC; luego si z~na 1·ecta dividf1 en pa1·tes ptropo?·
civnales a dos lados de ·un t1·iangulo es pa1·alela al te1·cer lado, 
proposicion implícitamente comprendida en la del núm. 77. 1 

TEOREMA. (Fig. 125). 

179. Si desdrJ el1Jé?'tice A de un ánqulo de zm t1·ianguto ABO 
se tira una 1·ecta AD que encuent1·e at lado opuesto, la 1·azon en
t1'e los segmentos de éste y la de los lados qz~e (o1·man el án.r;ulo, 
son p?'ópO?·cionales a las distancias del pié O de dicka 'recta á 
los mismos lados. · 

FIG. 125. 
. Considerando las tres concurren

tes en A cortadas por la transversal 
BDC, tenemos [92] 

DB DO Db 
AB: Ac =n-e' 

ó sea 
DB AB Db 
DO : AC = De [a], 

lo que debía demostrarse. 
180. CoROLARIO. Si AD es ·bi- ""' 

sectriz del ángulo BAO 6 del suplemento B'AC será Db =De 
[52, 1.0

]; luego 

1 El reciproco an teriór suele anu nciarse así : S·i e-n los t•·es lados de un t?·iángt<lo 

conside•·ados como ir.de.flnidos, se ??!a?' C<M> t?·es pu.ntos a., b, e •alcs g<w el JJ?·oducto de 

t•·es segmentos sin extremidad coonun sw igual al p• ·odt<c lo de l ~s ot•·os tres, <l·icll os 

p wntos a, b, e están en lín ea •·cela. 
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esto es: La bisect1·iz ele un ángulo inte?'?W ó exte1·no·de un t?·ián
.r;ulo divide al lado opuesto en dos segmentos aditivos ó sust?·ac
tivos JH'oponionales á los lados det ángulo. . 

RECÍPRoco. 8i clescle el vértice A de ~tn ángulo de un trián
c¡ulú se tim una ?'ecta AD qtte diviclct al lado opuesto en dos seg- · 
'mentas aditivos ó sustractivos proporcionales á los lados del án
gulo, esta ?'ecta es bisect?·lz del ángulo inte?·no ó del exte?'?to su-

. ptementario ?'espectivamente. 
DB AB - .. 

Si en la relacion [a] se supone DC = AC , será Db =De, 

· lueg·o el punto D pertenece á la bü¡ec;triz del á.ng·ulo BAO en la 
primera fig-ura y á la del externo B'AC en la seg-unda [53, 1. 0

]. 

181. Si en el triáng·ulo ABO (Fig. 126) trazamos las bisec

FIG. 126. 
trices AD y AD' del áng-ulo BAO y del 
suplemento B'AO, tendremos, prescin
diendo de sig-nos, 

DB D'B 
no=D'C [a], 

pues las dos razones son ig-uales en 

AB 
valor absoluto á. AO . 

Es evidente además que tienen sig-nos contrarios [87]. 
Vemos, pues, que las distancias de los puntos D y D' á los 

extremos de BO son proporcionales. Siempre que esto se veri
fica se dice que llos puntos D y D' div iden rtrmónicamente el 
~e/j30~nto BO, 6 que s~n coni~f!gados a1·mónicos _con respec~o 

La ig-ualdad [a] puede escribirse en la forma 

BD OD .• 
BD'=OD'' 

lueg·o los puntos B y C tambien dividen ar.rnónicarnente el seg·
mento DD'. Los cuatro puntos B, O, D y D' se dice que están 
en p?·opo?'cion a1·mónica. · 

En el número 88 se ba visto el modo de hallar en un seg--

AB O D 
. CA DA · 

mento dos ptmtos y , tales que las relp.c10n es OB Y DB 

..• ~. 
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sean iguales ·en valor absoluto. á una rel~ciort dada ~ , quedan-. . . n 
do, por tanto, el segmento AB ·divididó annónicarnenrte. · 

Las cuatro rectas que p·arten de A, AB, AC, AD y AD', se 
dice que forman un ltaz armónico, p01~que g·ozan la propiedad 
de que toda trans·versa.l qlie las c.orté queda dividida por ellas 
arrnóxilicamente, como se comp-rende C!!ln solo notar que las AB 
y AC formarán con la transversal un triangulo, y siempre AD 
y AD' serán bisectrices del ángulo BAO y del suptemento B' AC . 

. . 
' 'TEOREMA •.. ( F2g. ·127 ) . . 

182. Si desde un punto O tomado en el plano de 1m t?·irtnguto 
ABO, .se ti?·an ?'ectas á sus t?·es vé1'tices, p1·olong_adas ltasta que 
encuent?·en á los lados opuestos, el cociente de las ?'azones se,r¡
menta?·ias de dos lados ·es ig2wt y de signo cont?'a?·io á la 1·azon 
segmenta?·ici det tene:r lado. 1 

Fro. 127. 

A 

e a- B 

Es ·deeir ·que 

bC cB 
- - · 
bA ·cA. 

a O 
[a]. 

Considerando. el trfáng·ulo ACa cortado 
por la transver~al óB, y despues el ABa cor
tado po1·la transversa,! cC., ten()mos .[l77] 

bC Oa BC ciB Oa CB 
· .bA : OA - Ba ' cA : OA = Ca ' 

de donde, por division, 
bC . eB BC. Cct . 
'bA . cA - Ba. CB ' 

BC ' 
pero CB =- 1, lueg·o 

bC. cB aC 
bA. cA-~ aB' 

1 Suele anunciarse este teorema de este modo: Si desde un ptmto tomado en al 
plano de un t'>'iánguto se ti?·an •·actas á sus t•·as vé'>'ticas, éstas dete•·mincm en lo• la
dos opu1stos sais ,sagmentos. tales, que Bl producto de tras da ello~, sin ea;t•·emida~ com!fn, 
ea igual y da signo contra..to al de los otros tres. En efecto la 1gualdall (a) equ1vale a 

aB. bC. cA~ -aC. bA. cB. . 
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Dáríamos ig·ual demostracion si O fqese exterim' al tri
ángulo. · 

.COROLARIO. Sí a es el punto medio de · BC , la relacion 

aC 
aB 

vale --:- 1; luego 
oC . cB ·· 

6 ...,;_ --· · 
bA-cA ' 

por consig·uiente, las 1·ectas que [Jr:wtiendo Cle dos ver·tices de 1m 
trián,r¡ulo se c1·uzan en la mediana ti1:ada desde el te?·ce?·o, 
dividen los lados opuestos en partesp?·opm:cionales. 

TEOREMA RECÍPROCO. 

183. Si desde los t1·es ve1·tices de·1m t1·iáng1tlo se ti?·an ?'eétas 
á Zos lados op1testos, de modo que el cociente de las razones seg
mentarías de dos lados sea igual y de signo cont?'a?·io á' la razon 
segmenta'l·ia del te?·ce?·o, dickas rectas concU?'?'en en un mismo 
pun~. · 

Sean a, b, e los puntos en que las rectas que parten de los 
vértices A, B, O encuentran á los lados opuestos; tenemos por 
hipótesis 

bC cB aC 
bA .: cA=- aB.; 

unamos el vértice A con el punto O de interseccion de las rec
tas Bb y Ce, y supol!l.iendo que la recta de union encuentre al 
lado BC err un punto a' distinto del a, tendremos, por el teo
rema directo, 

bC cB a'C 
bA : qA - - a'B ' 

d l d · ld d · d d aC a' U 1 e as oe 1g·ua a es anterwres se e uce aB = a'B, uego 
el punto a' no puede ser distinto llel a [88], y la recta Aa' que 
pasa por O se confunde con Aa, lo que demuestra el recíproco. 
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CoROLAlUOS. (Fig. 127). 

Fw. 127. l." Si los puntos by e dividen los lados AC 
A y AB en partes propórcio11ales, 6 lo · que es 

igual, si la recta be es paralela á. BC, sera 
aC -B =- 1, 6 aC =- aB, de mpdo que a sera 
a . 
el punto rnedio de BC; además. toda paralela 
al tercer lado BC queda dividida por la me-

e (1¡ B diana Aa en partes proporcionales á aC y aB 
[79], es decir en partes iguales; l ueg·o 

La mediana co?'?'espondiente á 1tn tado de ~m t·riángttlO es el 
lu,r¡a1· geomét1·ico (Ze los 7nmtos 'medios de 1tnrt sd1·ie de pa1·alelas 
á diclto lado, y de los p1mtos de inte?'seccion ele las 1·ectas que 
t¿nen los ext1·emos de cada pa1·aleht con los vd1·tices opuestos. 

2." Si a, b, e son los puntos medios de los 1ados del trian-
gula ABC, será. 

.!1 -N\. í) ll4n c cB aC 
1,; \J \ 1 '\"" / bA : cA = - aB ' 

"" lueg-o las rectas Aa, Bb, Ce concurrirán eu un mismo punto, 
esto es, 

Las tres medianas de un triángulo concu?'?'en en un mismo 
punto. 

\ 

3. o Si a, b, e son los piés de las bisectrices u e los ángulos 
A, B, C, tendremos 

' bC BC cB CB t; \)J -bA - BA ' cA -CA ' 

~dividiendo ordenadamente, y teniendo en cuenta que~~=- l 

será 

lueg·o 

bC . cB CA aC 
bA . cA - - BA- - aB 
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Las t1·e.s bisect?·ices de los áng~tlos de 1m t1·iáng1tlo concurren 
en un mismo punto. · 

De ig·ual modo se demuestra que 
Las bisect?·ices de los suplementos de ~os án.c;ulos ~e ?tn tridn-

.gulo y la del te?·ce?·o, concm·?·en en un m1smo p·unto. · , 
4.0

. Si a, b, e son los piés de las perpendiculares _á los lados 
bajadas desde A, B, O, considerando los triángulos BbA, OcA 
semejantes, por ser rectángulos y tener un áng·ulo comun A, 
tE:ndremos 

cA CA 
bA = BA' 

de ig·ual modo se obtiene 

aB AB bC BO 
cB = OB' aO 

-· 
AO' 

multiplicando las tres resulta 

cA. aB. bO CA. AB. BC 
bA. cB. aC - BA. OB. AU' 

el valor absoluto del seg·undo miembro es l, las razones seg
mE'ntarias de los lados son todas neg·ativas, 6 dos positivas y 
um. negativa si el triángulo es obtusángulo [40], luego · 

cA. aB. bO = _
1 6 

bO . cB aO 
bA. cB. aO bA . cA -- aB ' 

por consiguiente · 
Las tres alttwas de 1tn t?·itíngu,lo se co1·tan e1t 1m mismopnnto. 

5. o Las tns pe?·pendicnla?·es á los lados de 1m t1·iánr¡1tlo en 
sus puntos medios concu?'?'en en ?tn mismo punto. 

Es fácil referir este corolario al anterior observando que las 
perpendicula~·es mencionadas son alturas del triángulo que se 
forma uniendo por líneas rectas los tres puntos medios. Ade
más, impllcitamente. se ha deJ?OS~rado ya esta proposicion, toda 
vez que las perpendiCulares trenen que pasar por el centro de 
la circunferencia que determinan los tres vérti<.:~i? A1 B, O. -
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1''.-ncla«liones •nét1•icas ent.i•c los latlos tlel 
t.J.•iáng·ulo .. 

. 184. · .PRoyEccroN. de Uft punto sob1·~ ~tna ?·ecta es el pié de· la 
'·pe?¡Jendzcular t1·azada desde el punto a la 1·ecta. . 

. PaoYECCION de ~ma línea recta ó curva 
· · FIG. 128. AB "(Fig. 128) sob1'e ~ma 'recta XY es la 

X 

- ~B 
A~~--- !· 

1 ' 
' ' ' L~Y 

a- 6 

pa1·te de ésta com;m·endida entn la~ proyec
ciones a, b de los ext1·emos de la pnmera. 

Es evidente que la proyeccion de la 
hipotenusa sobre uno de los catetos es 
este cateto. 

TEOREMA. (Fz'g. 129). 

185. Si desde el vriA·tice del ángulo ?'ecto de un t?·ián,qztlo ?'ec
tángulo se baja una pe?·pendiculcw á la kipotenusa: l. o la perpen
dicula1· es media JJ?'OJJO?'cional ent1·e los seqmentos de la kipote
nusa; 2. o cada cateto es medio p?·opo?·ciórial ent1·e la kipotenusa 
y s~b p1·oyeccion sobre ésta; 3. o los cuacl?·ados de los catetos son 
propO?·cionales .á SlbS p?·oyecciones sob1·e la Mpotenusa. 

1.0 Los triángulos ABD y AOD 
FIG. 129. son semejantes, por tener sus lados res-

A pectiv:;¡mente perpendiculares, luego 

BD AD 
AD -DO. 

s o e 2. 0 Los triángulos rectángulos ABD 
y ABO son semejantes, por tener co

mun el ángulo B, lu-eg·o 

BO AB 
· AB- BD [a]. 

Tambien son semejantes l.os triáug·ulos AOD y ABO; luego _ 

BO AO 
-AO- OD lb]. 
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3, 0 ·De las igualdades [a] y [b] se deduce · 

AB2 =BCxBD 

AC2 . BC"x CD; : 

dividiendo éstas ordenadamente, y .suprimi¡;mdo en la segunda 
de las fracciones que resulten -el factor comun BC,_ será .... 

AB2 · Bb 
A.C2 ~ CD . . 

CoROLARIOS. .(Fzg. 130). 

l. o La pe?'Pendicular CF baJada desde 1.tn punto C de 1tna ci!J•
cun(erencia á un diámet?·o AB, es media p?·oporcional entre los 
segmentos det diámetro. 

F10. 130. 
Uniendo el punto C con lós exti·e

mos del diámetro, ·el áng·ulo inscripto 
ACB será recto, y el triángulo ABC 
rectángulo en C; luego seg-un el teo,... 
rema anterior, CF será media propor
cional entre AF v B.l!'. 

2. o 8i desde 'un ext?·emo A de un 
ié:::-_,___ _ __;__:__= 8 diámet1·o AB se t1·aza 1ma cue1·da A([J, 

esta cue1·da es media p?'OPO?'cional ent?·e 
_ el didmet?·o y s~t p?·oyeccion sobre éste. 

G H 

Uniendo C con B se forma el triángulo rectángulo ACB, 
lueg·o el corolario es cierto. 

3. 0 Los c~tad?·ados de las cue1·das AC, AD, BE, trazadas des
de los ext1·emos de un diámet1·o, son fJ?'OJJO?'Cionales á s~ts p?'O-
yecciones sob?·e éste. -~ 

Tenemos, en virtud del~ anterior, 

A02 = AB x AF, AD2= AB x AG, BE2 = AB x BH, 
AC2 AD2 BE2 

de donde AF =AB, AG =AB, BH _=AB; 

AC2 AD2 ·BE2 

AF = AG = BH . 
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TEoRE~I.\. DE PrTÁGORAS. (Fzg. 131). 

186. En todo t1·idngulo ?'ectán.fJ~blo, el C1t,ad?·ado de la kipóte
nusa BC es igual, ct la sztma de tos cztad?·ados de los catetos AB 
yAC. . · 

En el teorema anterior, 3. o, hemos hallado las ig·ua¡dades 

FrG. 131. 
A 

::; L----~o=---.... e 

BO xBD =AB2, 

BC xCD= AC2; 

sumándolas ordenadamente y sepa
rando el factor comun BC, será 

BC (BD + CD) = AB2 + AC2, 

pero BD + CD = BC, ll;¡eg·o 

BÓ2 = AB2+ AC2. 

· EscoLIO. Representando por a la hipotenusa y por b y e los 
catetos de un trü\ngulo rectaug·ulo,. será 

a2=ú2 + c2; 

de esta ig·u:tldad se deducen estas otras 

luego el c~tadrado de ~tn cateto es ir¡2tal al cuad1•ado de la kipo
·tenusa ménos el cuad?·ado del ot?·o cateto. 
· Por medio del teorema de Pitágoras se puede calcular la -
longitud de ·un lado cualquient de un triáng·ulo rectimgulo 
cuando se conocen los otros dos lados. Si, por ejemplo, seco
nocen los catetos by e, será 

a= v'b2+c2 . 

Si los lados conocidos son la hipotenusa a y el cateto e 
tendremos 

b = va2- c2. 



-113-

TEOREMA. , (Fig. 132). 
187. En todo t?·iángnlo ABO, el cuacl?·ado de un lado AB 

op·¡¿esto á un áng~¿l,o agu,clo es ignaZ á la suma de los cuad?·ados 
de los ot?·os dos laiíos AC y BO, menos el du,plo det p?·oclltcto de 
~¿¡zo ele éstos BO pur la JJ?'oyeccion OD clet ot1·o sob?·.~ él. 

L 'l perpendicular AD, trazada con 
FIG. 13.2. objeto ele hallar la proveccion del la

do A O sobre . el BC, éat•rá en la pro
long·acion deBO (Fig. l.") :::i el án 
g·ulo ABO es obtuso, y en el lado BO 
rF·i~(J. 2.") si dicho ánénlo es ag·udo. 

En ambas figuras tenemos 1 ' ' 
1 ' ' • 1 
' 1 
1 ' 

~h ~ ! ~ /l 
1 ' 

;_____ _ /---'-: --' 
AB~ = AD2 + BD2 [a]. 

AD2 =A02-CD2 ; 
D B CBD C Ahora, 

en cuanto á BD'2 es en la prim0ra figura el cuRclra•lo de la di
ferencia OD - .BC, y en la F.eg nnd.a el cuadrado de la diferen 
cia BO - CD de stguo contt·al'io á la anterior; luego en las dos 
fig·uras será 

BD2 = B02 -- 2BO. OD + CD2 ; 

sustituyendo en la ig-ualdad [t'] AD" y BD2 por los valores que 
hemos encontrado y reducien·lo, tendremos 

E 

A B2 = AC2 + B02 - 2BO. OD. 

TEOREMA. (Fig. 133). 

188. En todo tridnr¡z¿lo obtzt!?án,r¡t¿to ABO, el cuad?·aclo del lado 
AB op~¿esto tl rin.r;~¿lo obt-t¿so es ~71¿at á la sz¿-

F!G. 133. ?na ele los cvadraclos ele los ot?·os ,zas lados AC 
A y BO, más ~t dz¿plo del p?·odudo de uno de 

éstos BC ?JO í ' la p?·oyeccion CD de' ot1·o sob?·e ét. 
En el trüugulo rectángulo ABD tenemos 

Ahora AD2 = A02 - 002 

8 
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y BD2 = (BO+ OD) 2 = B02 + 2BC. OD + 00 2 ; 

sustituyendo en la primera ig·ualdad AD2 y BD2 por los valores 

que acabamos de hallar y reduciendo, será 

AB2 = f.,.C2 + BC2 + 2BC. CD. 

RECÍPROCOS. 

189. l. o Si el czta(b•ado de un lado de zt~ t1:iitng1tlo es igual 
ci la suma de las cuadmdos de los otros dos, el án/J1tln opuesto á 

dicho lado es ?'ecto. 
2. 0 8i el c1tad1·ado de un lado de un t?·iángulo es meno?· que la 

suma de los cuad?:ados de los otros dos, el ángulo opztesto á dicho 
laqo es agudo. · · 
· 3.0 Si et Clta{b·ado de un lado de ltn triá.nq1.tlo es mayO?' que . 
la suma-de los cztad?·ados dP- lM ot?·os dos, el án.r;2tlo opuesto á 

diclw lado es obtltso [55]. 

EJEMPLOS • . 

1.0 Sean 6, 8 y 10 metros las long·it'udP.s de los lados de un 

tri(lngulo; tenemos 102 = lt2 + 82 , lueg·o el triang·ulo es rec-

tángulo. . 
Todos los números de la forma 3n, 4n, 5n, pueden: ser cate-tos 

é hipotenusa de un triangulo rectángulo, pues · 

2. 0 Si los lados son 5m, 7m y 8m se tiene 82 <52 + 72 , luego 

el angula opuesto al lado 8"' es agudo, y como esmayor que 

los demás el triángnlo es actJtáag·ulo. · · ~ 

3.0 Sean 4"', 5"', 7m las long-ituqes de los lados; tenemos 

72 > 42 +52, luego el triángulo es obtusángulo. · 



CAPÍTULO SEGUNDO. 

· CUADil.ILÁ'I'EROS. 

-1/1 190. 8e llama TRAPEZOIDE ~~n cuadrilátero qne no tiene dos 
1/ lados pa1·alelos . 

......- 8e llama TRAPEciO un cuad?·ilátero q~~e tiene dos lados parale-
los JI los o t1·os dos no pa?·alelos. - • · 

Los lados paralelos se llaman bases del trapecio, y altura la 
distancia entre las bases. 

Se tla,ma PARALELÓGRAMO un cuad?·ilá,te?·o que tiene sus la
dos op1~es tos pa1·aletos dos á dos. 

TEOREMA. (11\r¡. 134). 

't 191 . La suma de los cual?'O ángulos de ~~?~ cztad?·itáte?·o con
:;._:JJJJXO es ignal á cz~atro ángztlns 1·ectos. 

· Trazando la diag-onal BD resultan dos 
F!G. 13! triángnlos ABD y CBD, cuyos seis áng·ulos 

B r~',, _e equivalen á los cuatro del cuadrilátero; pero 
-_ _ _ los tres ángulos de ABO valen dos rectos y 

los de CBD otros dos; lueg-o la su.ma de 
A ' o todos es ig·ual á cuatro ángulos rectos. 

./ 
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11.-Tt•apc.-io. 

TEoREMA. (F'ig. 135). 

192. 1." 'l.'oda recta EF que divide en pa1·tes ?J?·opo1·cionales 
á los lados no pa1·aletos de un t1·apecio ABCD es pa?·alela á las 
bases. 2.0 Toda 1·ecta q~te divide en partes p1·oporcinnales á las 
bases, JJaut p01· el p1tnto de conc1t1·so O de los lados no pa?·alelo.~. 

1.0 Este teorema está comprendido en el 
del número '76, toda vez que AB y CD sou 
paralelas, y EF divide en partes proporcio
nales á las transversales AC y BD. 

FJG.l35. 

o 
/1\ 

1 '\ 
' 1. / 1' 

' G\ \ A! • • B 
F.f Í\F 
1 \ \ 

e H o 

2.0 Este teorema está comprendido en fl 
del número 80, puesto que siendo, segun la 
hipótesis, -

GA HC 
GB- HD' 

. las rectas AC, GH y BD deben concurrir en 't-
up mis1po punto O. 

193. Las 

FIG. 136. 

TEOREMA. (Fig. 136). 

diagonales de nn t1·apecio se dividen rmttuamente 
en pa?·tes p1·opo1·cionales á las bases. 

- Siendo AB y CD paralela~ tenemos [78) 
' 

OA. OB AB 
o:o- oc=co · 

TEoREMA. (Fzg. 137). 

194. La 'recta que une los puntos medios de los lados no pa
ralelos de un t1·apecio es 1"gual á la semis1tma de las bases. 



Fw. 137. 

- ll'i ~ 

En efecto: E D" e.; paralela á la:; basetJ 
[192, 1. 0

]; lueg-o 

EG AE 
co= AC' 

y como AE es la mitad de AC, por hip-Jtesi::>, · 
, EG. O O . GF AB sera = 2 ; del mtsmo modo se dernuestm que = -2- ; 

luego EG-J-GF 6 EF = AB+OD. 
2 

111.-Pa¡•alelóg,_•amo. 

TEoREMA." ( Fig. 138). 

4 
1%. En todo pa1·atel6¡p·amo: 1.0 los lados opuestos son igtta

les; 2. 0 los ángulos opuestos son igttales. 
l. u Los la dos opuestos ;;on rectas paralelas 

, Fw. 133. com1mmdidas entre paralelas; luego [68] --- /~"' -..., /B AB = OD , AO = ·BD. 

' ' ............ 2. 0 Los ángtilos opuestos tienen sus lados 
e '· o p~raJelos y en direccion contraria; luego [66] 

áng. CAB= áng. BDO, áng. B = áng. C. 

TEOREMA RECÍPROCO. 

l:""f1 196. 8 i los lados 6 los an,r¡ttlos opuestos de tm cuadrilátero 
J .MJn ir¡uale-~ dos á dos, el cttad?· Z:Zdte?'O se1·á paraletóg?·arno. 
~-o Trazando una diagonal AD resultan dos triáng·ulos ABO 

y ACD ig·uales, p•)r t ener Ull lado comun AD, AB = en, 
BD = AC por hipótesis; de la iguald•l d de los triángulos f e 
4l!dnce la ele los áng-ulos alternos BAD y ADC, luego AB y 
C_D son pat·a.lelas , y la de los áng·ulos CAD y ADB, luego tarn
bten AC y BD son paralelas . 
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2. 0 Llamando A, B, .C, D á los áng-ulos del cuaclrilatero, 
tenemos ["191] 

A.+ B + .C + D = 4?·ectos, 

pero A== D, B = C, luego A+ D = 2A, B + C = 2B, y por 
consiguiente · -

2A + 2B = 4 1·ectos, - A + B = 2 1·ectos; 

segun esto, los áng·ulos internos A y .B del mismo lado de la 
seca~te AB son suplementarios, luego AC y BD-.soó parale1as. 

S1endo A+ B = 2 ?'ectos, será tambicn A+ C = 2 ?'ecto~·, 
porque B =e; · luego AB y CD son pRralelas. 

TEORElr-tof.'\, ( Fig. 1:38). 

f 197. Si dos lados o¡ntestos AB y OD de w~ cnad?·iláte?'O son 
(J _ ignales '!J pa1·alelos, ct C1vacb·itUero se1·á pa1·alel~71'amo. 
/ . TrRzo la diag·onal AD; los triángulos ABD 

/ FIG. 138. y ACD son ig-nnles, pcr tener un lado comun 
AD, AB = CO por hipótesis. y los ángulo~ 

A B BAO y ADO ig-uales, como alternos entre la::; 

Ir',, ¡ paralelas AB y -CD; de la igualJad de los tri-
''........ ángulos se deduce la de los áng·ulos alternos 

e ' ..... o : CAD y ADB, luego AO y BD son paralelas, 
y siéndolo tarnbien AB y CD por el supuesto, 

la figura ABCD es un paralelógramo. 

TEoREMA. (F1'g. 139). 

198. Las diagonales de un pa1·alelógramo se dividen mzttu,a
mente en dos pa1·te ~ iguales. 

Los triangulos AOB y COD son iguales, 
porque tienen AB = CD, y los áng·ulos ad
yacentes al lado AB iguales respectivamente \l 
á los adyacentes á CD, por alternos interno· ~'-

___.. . FIG. 139. 

luego · 

OA =UD, OB =OC. i 

1 Este teorema ·es un caso particular del tmtado en el número lP3, del que se de-· 

duet~ s¡¡poniendo AB = CD. 
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TEOI:tEMA . RECÍPROCO • 

. \J 199. Si las dia,r;onales de ~tn cuad1·ilále?·o se dividen ?tlztL'ltrt¡ mente en dos pcwtes i,qu.ales, el cuad1·ilátero se1·a pa?·a.leló(j?'amo. 
~ Tenemos por hipótesis OA = OD, OB = 00; además los 

ángulos A.OB y OOD son iguales, como opuestos por el vértice; 
luego los triángulos AOB y OOD son iguales. De aquí se de
duce AB = OD y án,r;. OAI3 = áng. ODO; lueg·o las rectas igua
les A.B y U[, serán tarnbien paralelas [6±, 1. 0

]; y el cuadrilá
tero será un paralelógramo [197]. 

·r 

TEoRtü\ü . . (Pzg . 140). 

200 . .Dos JHt?'alelórp·amo.~ son i,r;ztales Citando tienen ?tn án
gúo i[/11/ll Ü = (1 fo?"l!Vtdo JJOI' lados ?'espectioamente iguales 
A'C = EG, CLJ = GH . 

FrG. HO. 
A [l 

1 7 -¡ /F 
e D G H 

Coloco el segundo paralelógramo sobre el primero, de mo
do que GH se confunda. con CD; es claro que GE seguirá la di
reccion CA y que el punto E caerá en A; entonces EF será pa
ralela á CD po1· el punto A, luego ·coincidirá con AI3 [59], .Y 
HF será paralela á AC-pot· f) y c:oincidirá con DB; por consi
guiente el vértice F caerá en B, y seran iguale~ los paraleló
gramos. 

tJ 201. Romboide es un paralelóg-ramo tal que dos lados con se - · 
:Ltivos son desig·uales, corno tarnbien los ángulos adyacentes á 

mi;;mo lado. • · 
Rombo es un pa·ralelógrarno cuyos cuatro lados son iguales. 
Rectringztlo es nn pnralelógramo cuyos cuatro ángulos son 

·ectos. 
Ouad?·adu es un parnlelógramo cuyos cuatro lados son igua-

es y los cuatro ángulot: rectos. . 
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El romboide, rombo, rectángulo y cuadrado g-ozan de todas • 

las propiedadPs anteriormente de1nostradas para el paraleló-

gramo en general. . . 
El cuadrado es rombo, por tetwr iguales los lados, y rectim-

. g·ulo por tener x~ectos l os áng·ulos; u o obstante esto, la clenomi-

nacion de ron bo se apli.ca máx es~ : cciaLnente al parale1.ógramo 

de lados igua] es y de án,r¡itlos adyacentes ci cad.-t lado desi,r¡2~ales, 
y la J e rectangulo al paralelóg-rawo de áng·ulos recto>l y lados 
consec2ttivos desiguales. -

TEOREMA. (Pig. 141). 

202. Las diagonales clet ?'o?nbn son: 1. 0 pe?·pendicula?·es en-
. tre sí; 2. o bisect1·ices de tos cíng'ulos del 

Fm. l4L 1·ombo. 

;~ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

B -----+---- e 
ol 

1 
1 
1 
1 

1 

D 

1.° Como los lados del rombo son igua
les, el punto A equidista de By C, y el 
punto D está en ig·u·al caso, luego AlJ es 
perpendicular a BC. · - , 

2 .0 En el triángulo isósceles ABC, l a 
perpepdicular AO á la bf1Se BC es bisec
triz del úngulo BAO en el vértice; Jo mismo 
pnede decirse r:e los otros ~1ng-ulos. 

TEOREMA REGÍPROCO. 

203. Si la,,· diagonales de un pa?·aleló.rJ?'a1'hO son pe?¡.;encli
cula?·es ent1·e s l ó bisect1·ices de tos angulas cl1 l pwrrtl elóg?·amo, 
éste será rombo. -

J.D AD es ¡ierp endicula.r a BC, segun la. hipótesis, y pasa 

por el punto medio de BC [19tl], lueg·o AB = AC; ademús 

AB = CD, A('= BD; por consiguiente Jo;; cuatro lados del pa--

ralelóg-ramo ABCD son ig·uales. - . . 
2. 0 Los trú:tnguios ABD y ACD son ig-ualrs, porque tienen 

un lado comun AD y los ángu1os BAO,. BDO respectivamente 

ig-uales á CAO, CDO en virtud ele la hipótesis; lueg·o AB=AC, 
y como AB = CD, AC = BD, los cuatro lados son ig·uales, 

luego el paralelógramo ABUD es rombo. 
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TEOREMA. (Fig. 142). -

!
0 

204. Las diagonales del1·ectá·n.c;ulo son i,r¡uales. . 
(i ]!'¡· H" L~.strifmgulosrectá1:gnlosACD y HDC 
.---¡:- G. ~ 

8 
son Iguales, porque t1enen m~ cateto co-

L 
//·¡ mun CD, y los AC y BD 1guaJes conlo la-

~><:._ dos ~mestos de nn paralelógramo: lueg·o 
-, AD- BC: . 

e ·-- D 

TEORE:.\1A RECÍPROCO. 

205. Si las diagona(es de un pa?·alelóg?'rtnw son ig1utlcs: et 
pa1·aletd.r;1·arJw es 'J'ectdr1r¡1tlo. 

Los trián&·ulos ACD y BDO son iguales, porque tienen uu 
lado comun CD: los AC y BD iguales como opnestos, y los Al J • 
y llC ig uales por hipótesis; lu ego los ángulos ACD y BDC son 
iguales, y como la suma de ellos vale dos rectr:s [63, :-¡. 0 1, cada 
uno valdrá un recto; el mismo valor tienen ABD y CAB opues
tos y por tanto ig u ales á los nnteriores; luego ABClJ es un 
rectán g·1ll o. 

( 

206 . Puesto que el cuadrado es paralelógrmno,rectángulo y 
( rombo, renne las propiedades de e;;tas figuras; diremos, pues, 

. Las diago11ales de un cuad1·ado (Fig- . 143) se 
...,.--- Fw. 143· dividen 1mtt~wmente en dos ¡Ja1·tes ~gu.ales, son 

A B i.q1ur,les, pe?·pencliwta1·es ent1·e s·i y bisect1·ices de 
/ tos itnr¡utos del c~taclmdo . 

'•,, ,/ Re'cíprocamente, si las clia,r;onales de 1m c·ua-
/Ó'•, cl1·iláte?'O se dividen 'mtbtuamente en clos pa?·tes 

/ ', iguales, son i.r¡uar:es y JJe?·pendic1tla?~es ent1·e s1', 
e~--'·. o el c~bad?·iláte?·o es cu.ad1·ado. 
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GA P.ÍTU LO TERCERO. 

-flOLÍGOXOS GENEI\ALES. 

1 

1 J 
1.-Políg·ono t•n sí mismo. 

1
j ) . 207.. Lct s~tmct de los ángulos de 1m poti,r;ono convexo es ig1tal ·¡- á tantas veces dos ángulos ?'ectos como lados, ?nenas dos, tiene 

l 
i 1 

:1 

......_,.., el polígono. 

E 

FIG. 144. 
o 

Desde uno de los vértices A del polí
g-ono .trazo las diag-onales posibles AC, 
AD etc, las que dividen el polígbHO en 
tantos triángu1GJS como lados tiene m e
llOS dos; porque lo:; dos triáng·ülos ex- · 
tremos coLJtiP.nea wat?·o lados ·del polí
gono, y cad_a uno de los llemás contie
ne un lado, 

Los ángulos de los triángulos eq¡;¡,J.
valen á los Glel poligono, puesto que las 

diagonales son interíores .[160], y como los de cada· triáng·ulo 
valen dos rectos, los del poli~·ono valdrán tantas veces dos rec
tos como triángulos haya, esto es, tantas veces dos rectos como 
lados, menos dos, tiene el polígono. _ 

EscoLIO. RepresentaLJ.do poi' S la Slilma de los áng·ulos del 
polígono, por n el nítmero lle lados y por R. el ángulo recto, 
tendremos 

8=2R(n-2) 6 8=2H.n-4R. 
La última ignalU:ad nos dice: 
La sttona de los ángulos de 1m JJoli,qono es iqurtZ (t tantas veces 

dos ?'ectos como lados tie?&e, menos euatro rectos. 

.TEOREMA. (Ji'~'g. 145). 

208 . . La snma de tos ángnlos extenws CBG, DUH, E lJL etc, 

.:: 
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r¡ue se fo?·man rwolonqando todos los lados de nn. pollr¡rmo en el 
mismo' sentido, es i!JÚal ci wat?'O án,r;zdos ?'ectos. · 

· · En un Yértice cualquiera. B del p(J-
Fra. 145. lígono tenemos dos úug·ul 0::; Huyan·n

L ', . H 

. :,?;'; 
M-'. ~-----· G 

' ' ' F 

tes. uno e:x.tr!rno CI3G v ótro intcmo 
ABC, que juntos Yalen €los rectos; por 
consig·uiente la f'mna de ~odos los Úll
g•ulos, .tanto int0.r.ngs co•mo extet·no:::, 
ser:'t .2li.n; si restaruos de ella el \'nlur 
de los intcruos , ·qne· es '21~n- -1H , ia 
di1'erencia · 

2Rn- 12Hn - 4H,\ =-±H. 
' ' .. 

. será el valor de los externos. 
· CoROLARIO. Un polír¡ono convexo no pu.ede tene1· más de tns 

ánr¡utos ar¡udos. · · 
. Pues si tuYiese cuatro 6 lllÚS, los extemos ad \'<1CC1l.tc;:. fJUL' 

serian obtusos, YalrJrian mas de cuatro rectos. · 

J.tJualclad y semqjan:..:a. 

TEOREMA. (J?ig. 146). 
209. .Dos polígonos son ~r¡ztales cuando tienen SltS tclltus il 'sus 

ángulos ?'espectivamente igu,ates é igztalmente distntestos. 
Fra. 146. Esto es: AB = F(J-, BC = GH etc., 

ABC = FGH, BCD ' GHI etl'. 
,~' Coloco el seg-undo políg·ono sobre 
1 el primero, de modo que el lado FCf 
i H coincida con su ig·ual AB, y que los 
l / polígonos queden situados al rnismu 
1 // lado de la recta AB: ella do GH segni · 

D 

E 1< 

1 / rá la direccion BC, por ser iguales los 
ángulos B y G, y el vértice H caerá 

en O, por ser GH = BC; tarnbien HI seg·uirá la direccion CD 
y el punto I caerá en D, y así sucesivamente; lueg·o los polí
gonos son iguales. 
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'l'EORTOIA. (Fig. l4o) . 

210. Dos poli_r¡ono~ son igwlles cttando están com¡ntestos del 
mismo núme1·o de t?· ián.r;ulos ig~taZes r!. i,qu,rllmente dispz¿estos. 

Los lRdos de los polígonos son respectivamente iguales, por 
perteneoet· á triángulos iguales; los ángulos By E son ig uales 
a G y K por la misma rnzou; en cuanto a los á ng ulos A, C y O 
son tambien ig uales ú. F, H é 1, pot· componerse de igual nú
mero de ang ulos ig·uales; luego los polígonos tienen lad os y 
áng-ulos iguales, por consiguiente son iguales. . 

Fw.l46. Fw 14'7. 

D 
.D 

r.t. 
1 

E ~ ! \ t 1 ,· 
1 / 
1 ' 

! /,'"' 
B c¿u b 

E 

TB:OREMA RECÍPROCO. 

211. .Dos poli,r;onos ·iguales pzteden descompo?te?'Se en igual 
númm·o de triáng·nlos ig?~,;ales e ü¡ualmente dispztestós. 

Trazando desde los vértices A y F todas las diagonales po
sibles, quedan· descompuestos los polig·onos en i~yal número 
de triángulos; los triángulos extt·emos A BC y FG.1:1 son Í D'Ua
les por tener dos lados iguales é ig ual el áng·ulo cornpren~ido, 
y p or la misma razon son iguales los AED y FKI; de la ig·ual
dád de los trián g ulos ABC y FGH se desprende AC = FH, 
rinr¡. ACB = ang. FHG; además áng. BCD= ánr¡. GH[, luego 
án,q. ACD = án,r¡. FHI; por con,., ig·uiente los triánguloH ACD 
y FHI tieneu dos lados ignales DC = IH, AC = FH, é igual 
el .ángülo comprendido, luego son iguales. 

TEoREMA. (Fz;r¡. 147). 

. 212. .Dos poli:r¡onos ABCDE, abcd.e compuestos de igu,al nú
mero de t?·ián,qulos semejante:s y sern~jan temente dispuestos, son, 
semejan tes. 



SnpOilCil!Oti sctncjuutes los tr·iángulos AUl; y abe, c\.UD y acd, ADE y ade, y queremos demost1·nr la semcjamm de loR po
lígonos propuesto;:;. 

Desde luego snbemos que los úngulos By b son iguales por pertenece¡· á los triángulos semejantes ABO y aúc; por análoga razon son tarnbien ig·uales los ángulos E :r e; ademús el angula BCD se compone de BOA y ACD, los que . on iguale¡:¡ respectivamente á bca y acd, cuya suma es bcd: luego BCD= bcd. Del miSillo modo ::;e ctemnestra la igualdad de ln.':; l'111¡;rulos 
!'estantes. 

Siendo los triang·ulos Al30, .ACD, ADl•: r espcct.iYamente . semejantes á abe, acd, ade, tendremos 
.. AB BC AC AO CD AD AD DE EA 

ad = (le = ea ;. 

observando que las series primera y segunda tienen la razon 
-AC l ~ t l AD d l . comun - , v a se.Q·uneta v ercera a - d , _ ec uCJremos e~ta ac '1 

" • a . 
otra 

AB BC CD DE EA ab=Tc=CJ:=Te=-ea, 
lueg·o lc's lados homólog·os son proporcionales, y como se ha demostrado que los ángulos son iguales, lo~;\ políg·onoA propues-tos son semejantes. -

TEOREMA RECÍPROCO. 

JJos polígonos semejantes ABCDE y abcde pueden descompone?·se en igual núrne1·o de tn'á?lfJ1tlos serne.fantes '!! seme-.ianternente dispuestos. , 
Desde los vf.~rtices homólog·os A y a trazo las diagonal e~ AC, AD, ac y ad, y digo qne los triángulos ABO, ACD, ADR 

~on respectivamente semejantes á abe, acd, ade. 
Siendo los políg-onos propuestos semejantes, tenemos 

AB BC 
ab = óc ' B = b, ' 

luego los triúng·ulos ABO y ctóc son semejantes [172, 2. 0
]. 
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Del misi11o modo se demuestra la semejan~a de los btros 

triángulos extremos AED y aed. 
Además, por hipótesis tenemos 

BC CD 
Tc = cd' 

BCD=bcd, 

y la semejanza, ya demostrada, dé los triángulos ABO y abe 
nos dá 

BC AC 
bc =-ac' ACB=acb; 

rle las ig·ualdades fraccionarias se deduce evidentemente 

CD AC . 
cd --¡¡¿' 

y rPstando las ig u::tldades de los ángulos s-e obtiene 

ACD= acd.: 

luee;o [172, 2. 0
] tambieu son semej¡wtes los tt·iángulos ínter

meaios ACD y acd. 
213. IJos poligonos seme.fantes, cuya razon de s.emejanza es la 

?t?iidad, son i,r¡zuttes. 
Los políg·onos semejantes tienen áng-ulos iguales y lados 

proporcionales; pero si la razon de dos lados homólogos es la 

unidad, estos lados son iguales-; luego los polígonos tendrán 

respectivamente ig·uales todos sus ángulos y lados; por consi

g-uiente serán ig·nales [209]. 
214. JJos polígonos A y B seme.fantes d wh te?·ce?·o O, so,n se- · 

1nejantes ':nt1·e si. . 
Los · ángulos del A y del B son. respectivamente ig·ua1es á 

los del O; luego' los áng·ulos de'l A serán iguales á los del B. 

Llamemos a, b, c .... , a', b', e' .... , a", b'~, e" .... á los lados d.e los 

tres políg·onos, y en virtud de la hipótesis será 

a b e a" b" e" 
(it = 1}' = (!i = ... , a: -l}- 2 - ... , 



-127-

_ de do11de, multiplicando or!ler,adamente y simplificando. 
a e _a'= r- 2 = ... ... 

luego los políg·onos A y B tienen sus lados proporcionales. Corno antes hemos demostrado que los ángalos son respectivamente iguales, los políg·onos. A y B serán semejantes: 

TEOREMA. (F'z'g. 147). 

215. Los pe?'imet?·os de dos polígonos sem~jantes A BODE JI abcde, .son JJ1'opo1·cionales á sus lados lwmólogos. Tenemos por hipótesis 
AB BC CD 
ab = ¡;¡;=Cc'[- ... ' 

luego [A1·it. 200). 
AB-f-BC-f-CO-f- .. : AB BC 
ab + be + cd + ... = ab. =be - ... , 

y como las sumas AB + BC + CD + ... , ab-f- be+ ccl -f-... son los pP.rímetros de los pollg-onos propuestos, el teorema queda demostrado. 

· 1111.-Polig·onos en el eÍI•culo. 

Inscrz:'J tos, ci?·cunscrüos, re(! u lares. 
Un polígono está insc?·ipto en un círculo cuando todos sus vértices están en la circunferencia: entonces el círculo está ci?·cunsc?·ito al políg·ono. · 

.. Un políg·omo está á?·cunsc?·ito á nn circule cuaudo todos sus lados son tangentes á la circtmferencia; en tal caso, el círculo está inscripto e11 el poligono_. 

TEOREMA. 

216. Todo t1·ián,r;nlo pnede insc?·iói?·se :'1 ci?·c?~Jnsc?·ibi?·se á ~M~ ci?·c~tlo. 

\ 

.1 
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1.0 Sea el triángulo ABO (Fiq. 148). Las 
perpendiculares á los lados AB y' BO en sus 
puntos medios se cortan en un punto O equi
distante de A, B y O [95]; este punto O es el 
centro, y su distancia á un vértice el radio del 
círculo -al cual qued a inscripto el trian g·ulo. 

Otra perpendicular al tercer lado AO en su 
punto medio pasará por O [49, l."] ; lueg·o 
las t1·es pe?'JJen.dic~~la?"es á los lados de ~~n 
t1·iángulo en s~ts p~6ntos medios conc1~?'1'en en 

1m mismo punto, lo que ya sabíamos. [183, 5. 0
] • 

FIG 149. 

A 

2. 0 Las bisectrices de dos ángulos By O 
del triáug·ulo (Fig.l49) se cortan en un punto 
O,porque forman con el lado BC dos ángtl 
los cuya suma es menor que dos rectos. El 
punto' O equidista de los lados AB y Bü, 
por pertenecer á la bisectri z BO, y de los 
BO y AO, por pertenecer á la C O: luego O 

1 
· -.?./ equid_ista de los tre·s l ados del triángu!o; 
/~<-.. }\ descnb1endo desde O com.o centro un a cu-

_./,/ ! B eunferencia, con un radio igual á la dis -
8 0 e taneia OD del punto O á cualquiera de los 

lados, quedará el triángulo circun scrito; 
porque cada lado, B U por ej emplo. es tangente á la circunfe
rencia, por f er perpendicular á un radio O D en su ext remo . 

La bisectriz del tercer ángulo A tiene que pasar p t. r O, 
porque este ,JUnto es interior al áng ulo y equidista de sus la
dos [53, 1.0

] ; luego las. bisect1·ices de los t1·es án.tJ~tlos de 1tn 

t?·iáJi,CJ1tlo C•JnCU?'?'en en 1ln mismo pzmto, lo que ya sabía
mos [183, 3. 0

] 

FIG. 150. 
o 

E B 

217. EscoLIO. (Fig . 150) . Pro
longando dos lados BA y BO de un 
triángulo ABO . las bisectrices ele 
los ángulos externos DAO y EOA 
se cortan en u n punto O que equi
dista ele las tres rectas AD. AC y 
CE [52, }. 0

]; luego si h aciendo cen
tro en O y con un radio ig ual á la 
distaneia OF de este punto á cual
quiera ele aqu ellas t res rectas des
cl'ibimos una circunferencia, será 
tang·ente al lado AO y á las prolon-

.. 
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g-nciones AD y CE de los otros dos. Esta clase de cirounferen
cias se llaman ex-inscriptas al triárvgulo ABU, y e.s claro que 
puetlen describirse tres . 

La bisectriz del ángulo B pasa p0r O, pGrque este pünto 
equidista de los lados del ángulo ; luego las bise-ct?'Í(:es. c?e los 
s~tplementos de dos ángztlos ele ·u?t t?·ián.r;nlo y la det. te1·ce1·o con-
czm·en en 'lf'n mismo p·tmto [183, 3."]. ' 

TEOREMA. (Pig. 151). 

218. Pa?'Ct q~te un polidono convexo ·de cztalqztie?' nzime1·o de 
lados ·pzteda inscribirse en· un ci?·c1do, se necesita .y basta q·ne ~t?W 
de s~ts lados se vea bajo elmisnw Mu;tblo desde todos los vértices 
'ha adyacentes á a'icko lado. · · · · · · .. 

FrG. 151. · 

E 

Suponiendo que el lado AB se véa bajo un 
mismo ángnlo d.esde los vértices C, D, E, es 
uecir qpe ACB, ADB, AEB sean ángulos 
iguales, si sobre AB ·Sl! describe. un arco cn,
·paz del áng·ulo ACB" ,los vértices ·0, D, E, 

e q-ue caen todos hácia un mism0 lado de AB, 
estarán en dicho arco [123, 2. 0

], y el polígono 
resultará inscripto en la circunferencia; lue
go hL condicion enunciada es suficiente . · 

Tambien es necesaria, porque si supone
mos el poligono insc1;ipto en una circunfer~n

cia, los ángulos ACB, ADl3 y AEB estarán inscriptos en el 
mismo arco, por lo que serán ig·uales. 

EscoLIO. Si un lado de un políg-ono se ve bajo el mii:!mo án
g·ulo desde todos los vértices no adyacentes, los demás lados 

.gozarán. de igual propiedad, porque el polígono se podrá ins
cribir en un círculo. 

219. Se llama poli,r¡ono REGULAR el qzte tiene todos sus lctclos 
igztales y todos szts án.r;ulos i,r;nales . 

El tric\.ngulo equilátero y el cuadrado son ejemplos de_poli

gonos regulares. 
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TEoREMA. (Fig. 152). 
220. · Si se divide una ri?·cttnferencia en tres ó más a'rcos 

iguales AB = BC = CD etc.: 1.0 las cue1·das de diclws a1·cos for
man un poligono ?'e.c¡ular ·insc?·ipto; 2. o las tangentes á la circun· 
fe?·encia trazadas po1·los p1tntos de division,forman un polígono 
regula?· ci1·cunscrito. 

1." . Siendo iguales los arcos AB, BC, 
Fro. 152. CD etc. en que se supone di1,idida la cir-

H cunferencia, tambien lo serán las cuerdas, 
luego el polígono imcripto ABCOEF tiene 
sus lados iguales . Además es fácil ver que 
los áng·ulos inscriptos ABO, BCD, CDE etc. 

A abrazan arcos iguales entre sus lados y tie
nen, P?r consiguiente, ig_ual medida, luego 
el pohgono t1ene tamb1en sus ángulos 
iguales, y es regular. . 

M 2. 0 Los triángulos.ABG, BCH, COI etc. 
son iguales, por tener un lado igual AB= 

BC = CD ... adyacente á dos ángulos respectivamente ]O'uales, 
luego los ángulos G, H, I etc. del poligona circunscrito GHILMN 
son ig·uales; además, dichos triángulos son isósceles: el ABG, 
por ejemplo, tiene án,r¡. GAB = .áng. GBA, pnrque estos án
gul'os tienen por medida la mitad del mismo arco AB, luego los 
lados opuestos GA y GB son .ig-uales. 

Siendo los mencionados triángulos ig;uales e isósceles, es 
claro que las Jímeas 

BG, BH, OH, CI, DI, DL .... 
son iguales, por consiguiente tambien lo · serán las GH, HI, 
IL ... compuesta cada una de dos de las primeras; luego el po
ligona circunscrito GHILMN tiene sus lados iguales, y como 
ya .se ha demostrado que los ángulos tarribien son iguales, el 
pollgono es regular. 

TEoREMA. (FVg. 153). 
221. .Dado un poli,r¡ono 1·eg1tlar insc1·ipto ABCDE, si por los 

puntos medios L, M, N .... de los arcos q1te subtiende?¿ s?~s lados 
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se trazan tan_r¡entes á la ci?·cunferencia:; 1.0 ?'esztl(a un polígono 
?·e,r¡ula?' circztn .~c?·ito de ~fJltal núme1·o de ladas; 2.0 cada dos ver
tices co?·respondient'es de ambos polígonos y et cent?'O están en lí
nea ?'ecta. 

Fr,G. 153. 

L 

1.0 Los puntos medios L, M,.N ... 
de los arcos AB, BO, CLJ ... dividen 
evidentemente la circunferencia en 
partes i8'uales, 1 ueg·o el lJolígono 
FGHlK rqrmauo por las tangentes 
en dichos puntos esreg·ular 1220,2.0

] • . 

2. 0 Unamos F con O y demos
tremos que la recta FO pasa por el 
vértice A. En efecto, el punto F 
equicli,;tn de los extremos de la cuer
da LQ, por ser isósce_les el triángulo 
FLQ, y como O tambien equidista . 
de dichos puntos, la recta FO es 
perpendicular á la cuerda LQ y di
vide á ésta y al arco LAQ que sub

tiende en dos partes iguales, luego pasa neceEariamente por el 
punto medio A de dicho arco, lo que demuestra que los pun
tos F, A y O están en línea recta. 

TEOREMA. (Fig. 154). 

222. 1bdo poticpno regular ABODEF puede insc?·ibi?·se y 
CÍ?'CUnSC?'Íbirse á Un CÍ?'CUlO. 

Por tres vértices consecutivos A, B, O 
Fra. 154. del polígono dado hago pasar una circun-

ferencia. y dig-o que pasará tambien por 
el cuarto vértice D. Para demostrar!') tra
Z!) la O P perpendicular al lado BC, al que 
diviuirá en dos partes i,g·uales, é imagino 

0 doblada la figura por Ü!': la recta PB ~e
guirá la direccion PO, por ser rectos los 
ángulos en P, y el punto B ·caerá en O, 
puesto que PB =PO;. el lado BA seg·ui-

Eí E rá la direccion OD, por ser iguales los 
ángulos B y O, y el punto A caerá en 

D, porque BA = OD; segun esto,· las rectas OA y OD tendrán 
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los extrem.os eomunes·y pot· tanto sérún iguales; lueg·o la cir

cunferencia q.ne pase por lo& puntos A, By C pasa tambien 
por D. Repitiendo el mismo ~·azonamiento probaríamos que la 

circunferencia. pasa por E y F; por consig·uiente el polígono 
dado puede in scribirse en un círculo. 

Demostremos, ahora, que puede circunscribirse. Sielluo igua

les las cuerdas AB, 'BC, CD etc. equidistan del centro O, luego 

la circunferencia descrita desde O como centt·o y con un rAdio 

igua~ ala distancia com un üP sera tangente a los lados del po
lígono dado, y por consig·uiente quedarú éste circunscrito al 

círculo. 
223. El centro O, comnn a los círculos inscripto y circuns

crito, se llama cent?·o del polígono reg_ular, el radio OA del cír

culo circunscrito se llama ?·adio del políg'ono, y el radio QP del 
cí.rcnlo in scripto se llama apotema. · 

.Ángulo en el cent?'O de un· polígono regular · es el formado 

por dos radios tirados á los extremos de un mismo lado, por 
ejemplo AOB. Es evidente q.ne los áng·ulos en el centro de un 

polig·ono reg·ular son ignales, porque interceptan arcos igua

les, y como la suma de ellos vale cuatro rectos, cada uno · será 

igual á 4R , llamando n al número de lados del polígono. 
n 

Siendo 2Rn- 4H la suma de los angulas de un polig·ono, 
si éste es regular valdrá cada angulo 

2Rn-4R 4R 
=2R--

n n ' 

lo que indica que el ángulo en el cent1·a y el CÍ?UJ1tlo del polígono 
son su,plementa?·ios. 

TEoREMA. (Fzg. 155). 

224. .IJos polí,c;onos ?'eg~tlares de igual núme?·o de lados son 
semefantes, y sus pe?·ímet?·os son p?·opo?·cionales á tos ?·adios y á 
las apotemas. 

4R 
Un áng·ulo de un polígono reg·nlar vale 2R- n , y como 
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segun la hipótesis , n es igual para los dos políg-onos, los án-
gulos de estos son respectivamente iguales. . 

· Además, las relaciones entre l.os 
Fw.155. htdos homólogos 

AB BC CD 
ab 'bC 'Cél ··· 

son idénticas, luego los políg·onos 
son semejantes. . · · 

Llamando P y p á los perímetros, 
tendremos 

p AB 
[a] ; 

'P 
pero los triáng·ulos AOB y cwb son semejautes, por tener un 
áng·ulo igual O = o formado por lados proporcionnles, 1 ueg·o · 
[176] 

AB OA OP 
(J) = · o a = op · 

De e~ta série y de la igualdad [a] se deduce~ 

P OA OP 
p - 0a = ojJ' 

lo que demuestra la seg-ut?•la parte del-teorema. 

TEOREMA . (Fig. 156). 

225. El lado de 1~Jn c~tad1·aclo insc?·ipto en ~m ci?'Cltlo es i[ptrtl 
al 1·adio mu,ltiplicado JJD?' la 1·aiz cttaclmda de 2. 

Trazando los diámetros DB, AC perpendi
culares entre sí , y uniendo los extremos por 
medio de cuerdas, resultará un cuadrado ins
Cl'ipto, puesto que los diámetros rectang·ula
res dividen la circunferencia en cuatro partes 
iguales . 

Fw. 156. 

Ahora bien, el trián g ulo rectáng·ulo AOB 
nos da 

AB~ = A02 + OB2 6 AB:! = 21·2 , 

e ele donde AB = ?' ¡1_2, 
lo que demuestra el teorema. 
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Esco'Lios. 

l. o La c~terda de la cua1·ta parte de la ci?·cun.fe?·encia, es deci1· 
del a1·co de 90°, vale r t/2-. 

2. 0 De la ig-ualdad ant_erior se deduce 

AB 
t/2; r 

donde vemos que la relacion e~tre el lad.o AB de. ün cuadrado 
inscripto y el radio?' del círculo está expresada por el número 
inconmensurable t/2, lo q11e indica que AB y?' no tienen me-

d.d . l . l 1 . . AB t . 1 a comun, pues SI a tuviesen a re acwn -· - es anaexpre-
r 

sada por uu entero 6 una fraccion; lnego 
Et lado .de un cuad1·ado insc1·ipto y el mdio det circztlo son 

dos ?'ectas znconmenstt?'ables. 
3. 0 El lado AB puede considerarse como la diagonal de un 

cuadrado, y el radw AO como uno de los lados, por consi
güiente ta· dia,qonal de ?tn cztad1·ado y su lado son dos ?'ectas in
conmensurables. 

TEOREMA. (Fz'g. 157). 

226. El lado de un exágono 1·egula1' inscripto en un ci1·culo 
es igual al ?'adio. 

- Sea AB un lado del exág-ono regular ins-
15'1. cripta; trazo los radios OA y OB. En el trián

g-ulo OAB, el ángulo en el centro AOB tiene 

l 4R 2R .. por va or .. 6 = 3 , por consigUiente entre 

B los otros dos ángulos valdrán 

. 2 4 
2R---R=-R 

3 :~ ' 

pero OA = OB, luego los ángulos OBA y UAB son iguales, y 
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. 2 . . 
eada uno valtdrá 3 R, lo m1smo que el AOB. Siendo iguales 
los tres ángulos del triángulo AOB, tnmbien son iguales los 
lados, per tanto AB = OA = r. 

EscoLios. 

' Lo La cue1·da de la sexta }Ja?·te de la circut~f'erencia, ósea del 
arco de 60°, es (r¡ual al radio. 

2. o Pcwa insc1·ibir unexci_r¡ono?·egztla?· en zm cb·c1tlo dc~do se 
lleva el radio como czte?·da seis veces sob-1·e la circitn(e1·encia. 

227. El lado de nn trián_r¡u,lo e.zzúlcítero inscripto en 1tn ci?'
culo es i,r;ual al1·adio multiplicaao po1·la raiz cuadmda de 3. 

Suponiendo dividida la circunferencia en seis partes igua
les, bastará trazar las cuerdas AC, CE, EA de los arcos duplos, 
para obtener el triángulo e~uilátero. 

Ahora, en el triangulo EABJ rectángulo en A, tenemos 
EA2 = EB2- AJ32, · 

pero EB = 2r, AB = ?', luego 
EA2 = 41-2 _ 1.2, 

de donde EA=?' jl;f.'. 
lo que demuestra el teorema. 

EscoLios. 
1.0 La cue1·dct de la te1·ce1'a pa1·te de la circzmfe_?'encia, ósea 

del a?'CO de 120°, es r j/:f: . 
2.0 De la última igualdad se deduce 

. EA ,/-
-= v3, 

')" 

' .. 
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y corno ¡/3 es tin número inconmensurable, podemos decir: el 
.lado .del t?·ián_q.ztlo eq~düttero insc1·ipto en un ci?·cnld y el1·aclio 
son dos ·1·ectas inconmensn1·aóles. · 

El lado AC es perpe.Iidicular al radio OB en su punto medio, 
}¡;¡ego la apotema OG de un t1·iring~tlo equil(f,te?·o i?zsc1·ipto es 

i,r¡~tal á la mitad.del?·aclio, '!/ lct alt~wa EG á los ~ delnzismo. 

TEoREMA. ( Pig. 158). 

228 .. - El ·lado de un decágono ?'egitla?· insc1·ipto en ~tn ci?·c~tlo 
es igual á la pa1·te mayo1· del 1·adio dividido en media y ext1·ema 
?'azon. 

Sea AB el lad·D del a.ecagono. Trazando 
FrG. 158. los radios OA,· OB se forma un triáng·ulo 

o ·· AOB : el ángulo O en el centro vale~~=~ R, 

a 
por consiguiente los otros dos ángulos OAB 

. · . e ,. . y OBA valdrár1 juntos{- R, y como son igua-

'----- ,/// . les, por oponerse á lados iguales, cada uno 

A - - g valdrú : R. Divido el angulo OAB en dQs 

partes iguales por medio de la bisectriz AO, y tendremos [l80J 

OA AB 
oc='Bc [a]; · 

ahora, en el triáng·ulo OAC el ángulo O vale ~ R, y el OAC, 

. 9 

mitad ele OAB, x-ale tambien ; H., luego AC = OC; en el tri-

. . . 4 2 . 
ángulo ABO el áng·ulo en B vale 'fr R, el CAB vale 5 R, luego 

ACB, suplemento de los anteriOTes, valdl'a : R, por consi

guiente AB = AC . 
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De las ig·ualdades AB = AC, AC = 00 se deduc{1 AB=OO; 
coi:no además es OA = OB la igualdad [a] podrá. escribirse asi: 

OB OC . 
oc= BC; 

donde vernos que. el radio OB está dividido por el punto C en 
media y extr"ema razon, y corno la parte m'l.yor 00 es igual al 
lado AB, el teorema queda demostrado. 

EscoLios: 

l. o El l1do del dr;cágoniJ ?'e,r¡ular, ó sex lrt czMrclrt del Ct1'Co de 
36°, vale [150 escolio] 

1·( V5-l) 
2 

i u Para inscribir un decág·ono regular en un círculo dado, 
se divide el radio en media y extrema razon, y ·se aplica la 
par_te mayor, como cuerda, diez vece.:l ·sobre la circunferencia. 

Sabiendo dividir la circunferencia en diez partes iguales, 
bastará trazar las cuerdas de los arcos duplos para obtener el 
pentágono regular inscripto. 

TEOREMA. (F'z'g. 159). 
229. El lado ele un pentágono ?'e!Jttlar insc1·ipto en zt?t ci1·wto 

es ir;uctl á la MJJotenusct de ~tn t1·iáng~tlo ?'ectán!J1tlo, CWJIOS cate
tos'son el1·adió y el lado del clecr.igono ?'e,r;ztla?' inscripto. 

Sean AB y BO dos lados del decá
g·ono: AC será el lado del pentágono re· . 
gular inscripto. Trazo la bisectriz OD 
del áng·ulo BOU y uno l) con B. · 

FIG. 159. 
E 

A 

El ángulo AOD es igual al AOO, 
porque el primero, compuesto de AOB 
y BOD, tiene. p·or medida pa1·te y media 
de las diez en que suponernos dividida 
la circunferencia O, y el S('gundo, como 

G inscriute, tiene por medida la mitad del 
8 arco ÁE, que vale t1·es de dichas partes; 

luego las r ect as OD y CO son au tipn r alela s con respecto al án· 
g·ulo OAC; por consig uiente [85] 

A0 2 = AD . AO. 
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Los triáng·ulos ODO y ODB son iguales [20], luego DC=DB, 
por tanto el ángulo DBO es igual al DCB; tambien el á¡;1gulo 
BAO es ig-ual a1 DOB, porque el triáng·ulo ABO es isósceles, 
lueD"O DBC y BAO E<O n áng-ulos ig-uales; segun esto, las rectas 
BD'"'y AB son antiparalelas con respecto al ángulo AOB; por 
consiguiente 

OB2=CD. CA. 

', 

/ f\ \~ 
, ! \ ' 

/ ¡ \0\. 

Sumando ordenadamente las dos 
igualdades obtenidas, resulta. 

A<V + l'B~ = (AU + CD) AC 

ó 
\\~ ) 

A · · e lo que demuestra que el la4o AO del 
B pentágono puede considerarse como la 

hipotenusa de un triángu~o rectáng-uto,cuyos catetoEl sean el ra
dio AO del círculo y el lado OB del decágono inscripto [189, l. 0 J. 

EscoLIO. De la igualdad anterior se deduce 

AO = ¡/ AO~ + CB:! ; · 

sustituyendo AO por?' v OB por?'( V5 - 1). se obtiene fácil-
v 2 , 

mente 

AO = ~ \/ lCl- 2¡/5; 

tal es el lado del pentágono reg·ular inscripto, 6 sea la cuerda 
del arco de 72°, en funcion del radio. 

TEORE:\I:'I .• 

230. El lado delpentedecá,t¡ono ?'et¡tdcw in.w·ipto en ten circulo es la,cue1·da de la diferencia ent?·e los arcos que Sltbtienden el lado del exá!JO?W y el del dwí.r;ono . 
En efecto: ellad~ de1 exágono reg·ular subtiende ! decir-

cunferencia, y el del deccig~no :o de la misma; luego la cuerda 

1~· -===~----~~--~--~------~------
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de la diferencia ! -
1
1
0 
= 1~ entre estos arcos es el lado del 

pen tedecágono. . 231. EscoLIO. Inscribiendo la cuerda AB (PV;. 16{))'-' i·gual 
FIG. 160. 

o 
1 l, 

l: 
/ ' , ' ' ' ' } 1 } 

,' ! . 

A~ó \ ........... -- ..... -e 
D 

al radio y la AC igual al lado d·el · deéágono, BC será el lado del pentedecágon.o. 
Para calcular su valor en funcion ·del radio, bajemos desde A una perpendicular á BO prolongada, tracemos el radio OA y la perpendi

cular OE al lado del decágono. Los triángulos rectángulos ABD y OAE tienen las hipotenu
sas ig·ua_les al radio, y los_áng·ulos agU:d6~ -~BD y AOE 1guales, porque t1enen por tned1da la 
mitad del arco AO, luego son iguetles, por con-
. . AD AE AC s1g·men te = .'1 = 2 . 

Conociendo AD, AB v AO, pueden calcularse las rectas BD y CD, cnya diferencia es" ellad0 BO buscado. Tendremos, pues, 

BD= ¡/AB2 ~ _AD2 =iVl0+2115, 

en= vAo2-AD2 =V A02-~ = A
2
° ¡;3 ¡e v5-ü ~~~ 

de donde BO = ~ ( V lO + 2 ¡/5 - ( ¡15- l) ¡;3) . 
232. Si los arcos subtendidos por los lados de un polígono regular inscripto se dividen P.n dos partes iguales, trazando las cuerdas de las mitades se obtiene otro polígono regular inscripto de duplo número de lados que el primero. Si tenemos, por ejemplo, un cuadrado inscripto, cada arco se dividirá en dos, resultando ocho art;os iguales cuyas cuerdas formarán un octógono reg·ular inscripto; partiendo del octógono se puede obtener por el mismo procedimiento el polígono de 16 lados, dEtf!pues el de 32 etc. 
Podremos, pues, inscribir políg·onos de los siguientes nú-meros de lados 

3, 6, 12, 24, 48.. ... 3 2°. 
4, 8, 16, 32, 64..... 4 2°. 
5. lO 20, 40, 80..... 5 zn. 

15, 30; 60, 120, 240... .. 15 2". 

.. 
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Des pues · de ita;ct·i¡Jto uuo . cualq uieru J. e estos polígonos, 
trazando tangentes por los vértices se obtendrá el J.)Olígono 
circunscrito semejante al inscripto. -

PROBLE:\LL (Fig. 161) . 

233. Conociendo el lado de 1m potigono 1·egulctr insc1·ipto y el 
~·adio del cinulo, catcula1· el lado det polígono semejante cir:.. 
cu1tscr ito. ., 

FIG. 161. 

~ \v 
o 

pero 

luego 

de donde 

Llamemos a al lado AB del··polígono ins
cripto y 1' al radio del círculo: el lado del po
lígono circunscrito semejante set·á CD [221], 
que podemos representar por x. 
· Ahora bien, los triángulos semejantes AOB 
y COD dan [176] 

AB OE a OE 
0-D-OF 6 --x--;¡-' 

V- a" 
OE = 1'2 -- • 

4 ' 

\/ 1.2_f!:_2 
{t 4 
-=-.---· 
X 1' 

2ar· 

. " 
OE" 2 a

-=1' --¡' 

PROBLEMA. (Fig. 161). 

234. Conociendo el lado de 1m polígono re,r¡ular inscripto y el 
radio del circulo, caicztla1· el lado de otro poligono regula?· ins
cripto de doble núme1·o de lados. 
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· Si AB =a es el lado conocido de nn polígono reg·ular i~_ts
ci·iptG, AF = x será ·el lado de otro polígono regular inscripto 
de doble número de laclos [232]. 

Ahora bien, ~1 án g·nlo AOF es agudo, puesto que su duplo 
AOB es menor que dos rectos ; luego [187] 

AF2= OA2 + OF2 -20F. OE , 

6 

pero en el problema anterior hemos hallado 

V a9. 
OE = ?'2 - - : 

4 ' 

luego 
/ ----a2 ----

x2 = 2?'2 -:- 2?' \/ r2 - 4 = 2?'2 -7' 1/ 4rll-"--a2 , 

de donrle x = \/ 2r 2 - ?'l/ 4t2 - rt2
• 

.PROBLEMAS RELATIVOS A LOS POLÍGONOS. 

235. 1.0 IJado 1m lado y dos áng~tlos, . con;stn~Í?' ?tn t?·i-: 
ang~tlo. - FIG 162. 

M~o¿ 
N M 'N 

PRIMER CASO. (Fig. 162). Los ·án
gulos dados M y N son adyacentes al 
lado m. 

Trazo una recta MN igual -al lado 
?n, en uno de sus extremos construyó 
un ángulo PMN igual al M, y en el 
otro extremo construyo el ángulo PNM 
ig·ual al N, y quedará resuelto el pro-
b1ema. · 

Otro triáng·ulo construido con los mismos datos seria igual 
al PMN [19]. 

Para que el problema sea poeible se necesita y basta que 
los ángulos dados valgan juntos ménos de dos rectos, pues si 
M+ N fuese igualó mayor que dos rectos seria imposible el 
problema ri65]; y siendo M+ N menor que dos rectos las rec
tas MP y NP se encuentran [65] , y por lo tanto hay triángulo . 

... 

1 

.! 
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SEGUNDO CASO. (Fi_q. 163). El áng·nlo M es adyacente·allado m, y el áng;ulo N es opuesto. 
· · Trazo una· recta PM igual al lado 

FIG. 163. m, en uno de .sus extremos construyo 
un áng·ulo PMN igual al M, y en nn 

N punto cualquiera A de la rec.;ta MN 

.. 
'',/''''' 

A construyo un ángulo BAM igual al N: 
· es evidente qu.e si la r~cta AB pasase 
por P estaría resuelto el problema; 
pero en general no pasará, y para cer-

P B M rar el triángulo se traza por Puna pa-
ralela á AH prolong·aJa hasta que en

cuentre á MN: el triáng-u1o MPN es el pedido, puesto que 
PM = rn, PMN = .1\:f, PNM = BAM =N. 

Otro triángulo construido con los mismos datos seria igual 
al PMN, pues tendría unlaslo igu,al á PM, un áng·ulo iguaJ al 
NMP, y el otro ángulo adyacente al lado m, ig·ual al NPM (165, CO?'. 3. 0 j. _ . . 

En virtud de esta observacion y de otra análoga expuesta 
en el primer caso, ·podemos decir: 

Un t1·ir.íng~do está dete1·minado si se co·noce un lado y dos án-gttlos cualesquie1·a. · 
Para que el problema sea posible en este segundo caso, se 

necesita y basta que la suma de los ángulos dados sea menor 
que dos rectos. . 

Esta condicion es necesaria. por lo dicho en el primer· caso, y 
suficiente , porque AB encontrará á MP [65] formando un trián
g·ulo ABM, y la paralela P N á AB encontrará á MN [59,co?·. 2. 0

]. 
236. 2. 0 Dados dos lculos y el ángulo comp?·endido, constntir · 1tn t1·ilmgulo. 

( Fig. 164). Sobre una recta MN Fw. ·16L igual á uno de los lados conpcidos 1n. 
1n r formo un áng·ulo NMP igual al clado, 

· --?~ ~ tomo á partir del vértice M una longi-

L
. ' tud MP igual al lado n, y trazando la . 

NP quedará resuelto el problema. 
Todo triúng'ulo construido con los 

M · M N mismos datos ue'rá igual al NMP, 
. luego · 

Un t1·iángulo está determinado si se conocen dos lados y el 
ángulo comp1·endido. 

Este problema es siempre posible. 
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) 237. 3.0 Oonst?'t#?' un t1·icíngulo conociendo sus t'J'es lados . 
.-- - (Fig. 165). Trazo una recta MN igllal 

Fw. 165. á cualquiera de las dadas, m por ejemplo, 
p haciendo centro sucesivamente en los ex-

l 
1 LJ 

tremos M y N, con radios iguales á las 
, otras rectas dadas n y p, descrióo dos .arcos 

~l~ .-:.. que se cortarán en un punto P, umendo 
- · · este punto con M y con N, el triángulo 

que se form_a e¡¡; el pedido. 
. M N Otro triáng·ulo cbnstruido con los mis-

mm: datos sel'la igual al MNP; luego 
Un trianguto estd, dete1·minado si se conocen sus· t?·es lados. 
Para que el triángulo sea posible es necesario que uno cual .. 

quiera de los lados séa menor que la suma de l0s otros dos y 
mayor que sn diferencia [17]. Tambienes suficiente esta condi
cion, porque en virtud de ella los arcos descritos desde M y N 
como centros se cortarán fuera a.e la recta MN [134, 3.0

), y babrá 
así triángulo. 

La doble condicion enunciada puede sustituirse por la si
guiente: pam que el t?·idnr¡ulo sea posible se necesita y basta que 
et tado mayor sea meno?' qite la sztma de los ot1·os dos. Es evil'len
te, en efecto, que verificándose esta condicion se verificará la 
anterior. 

238. 4. 0 Oonstnúr 1tn t1·iánr¡ulo conociendo dos lados m y n 
(Fig. 166) y fd ángulo M o¡Juesto 'á uno de et!os m. 

Fro. 166. 

p 

Construyo un ángulo PMN igual al dado !-.l, tomo en uno 
de los lados una parte MP igual al lado n, y haciendo centro 
en P describo con un radio igual á m un arco NN' que, en {l.'e
neral, cortará al lado MN en dos puntos N y N'; trazo la PN. 
v el triángulo PMN resuelve el problema, pnesto que PM = n; 
PN =m, án,r;. PMN = áng. M. . 

·¡ 
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Drscusro:"f. Al resolver e;;te problema pueden ocuri'ir tres 

casos principales: 1.0 que el lado m opuesto al ángulo dado sea 

mayor que n; 2. 0 que sea m= n; 3.0 que sea 1n < n. 

FIG. 166. 

PRIMI!:R CASO. Fig. l. Si 1n > n será tambien m mayor que 

·la perpendicular PQ, y el a!'co descrito desde P cortará á la r~cta 

MN en dos puntos N y N' equidistantes del pié Q ele la perpen

dicular: ya sabemos que uniendo el primero de ellos N con P 

. resulta la solución del problema, pero no se obtendrá otra so:

lucion uniendo N' con P. En efecto, siendo PM < PN' resulta 

QM < QN', y N' se encuentra por lo tanto ála i'lquierda de M, 

luego el angula PMN' opuesto al lado n no es igual al áng·ulo · 

dado M, sino suplemento del mismo. 

Vemos, pues, que en este caso el . problema tiene una. so-

lncion. . . · . . . 

SEGUNDO cAso. Fig. 2. Si nt = n, el ángulo dado M debe 

ser agnclo para que haya triangl}lQ [168, c01·. 1.0
]. El lado m es 

mayor que la perpendi~ular PQ, por consiguiente el arco des

crito desde P corno centro corta á MN en dos puntos, uno ele 

ellos el mismo vértice M; luego en este caso . h solucion del 

problema es el triángulo isósceles PMN. 

TERCER CASo. Fig.3. Si m< n, el ángulo M será menor que 

N, iueg·o el primero debe ser ao·udo, pues si fuese recto ú ob

tuso, el áng_¡;¡lo N seria obtus0Jo· q ne es imposible [165, c01·.2. 0
]. 

Si m es mayor que la perpendicular PQ, el arco descrito desde 

P como centro cortará á MN en dos puntos N y N'. Uniendo N 

con P resulta el triáng·nlo MNP, que es solucion del problema; 

en cuanto al punto N' cae necesariamente á la derecha del pun

M, pues siendo PN'< Pivl debe s'er QN' < QM, por consig·uienc 

te uniendo N' con P resultará un triáng·ulo MN' P con un la,do 

PN'= m, otro lado PM = n y el ángulo PMN' ig·ual al dado M; 

luego el problema tiene dos soluciones. 
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Obsérvese que el ángulo ~NM, opuesto alladó n en la pri

mera solucion, es suplemento del ángnlo PN'M, opuesto al . 

mismo lado en la segunda, puesto que 

6 ' 

PN'M + PN'N = 2R 

PN'M + PNM = 2R. 

Si m es igual á la perpendicular PQ, el arco descrito desde 

Pes tan g·ente á MN en el punto Q, y la soluci-on del problema 

es el triángulo rectángulo PMQ. · 

Por último, si rn es menor que la perpendiculaí· PQ, el arco no 

tiene con /.1N ningun punto comun y el triángulo es imposible. 

. Ver;nos que en este tercer caso el problema puede ·tener 

dos soluciones, una sola 6 ninguna. . 

239. 5.0 Oonst1·ui1' un t1·iángn?o ?'ectangzt,;o dado un cateto 

JI un ángulo a,r¡~tdo. . 
Como en el triángulo rectángulo se conoce el ángulo recto, 

la cuestion propuesta es un caso particular del problema L" 

240. 6. 0 Oonstntir 1tn t?·icinqztlo 1'ectáng~tlo conociendo la 

ldpotenusa m y ~tn angnto agudo 'M . . 

Tambien este problema es un caso particular del 1.0
; sin 

em~argo, es conveniente saber la sig uiente construccion es-

pecial. 
. 

(11'ig . 167). Sobre un a recta MN igual á la hipotenusa m, 

considerada c0mo diámetro, describo una se!i1icircunferencia; 

Fw. 167. 

. m 

en un ext¡;emo M del diámetro formo un 

áng·ulo PMN igual al dado M: uniendo el 

punto Penque la recta MP corta á la se

micircunferencia con el otro extremo N. 

queda resuelto el problema. · 

241. 7. 0 Oónst?·uir 1.r,n t1·iángulo rec
tán,qnlo dadrt la Mpotemtsa y un cateto. 

Es un caso particular del problema 4. 0 

Ot1·a const1·uccion. Fig·. 167. Sobre la 

bipótenusa MN como diámetro describo 

una semicircunferencia, llevo á partir de 

un extremo M la cuerda MP ig·ual al cate-

to dado, y uniendo P con N queda resuelto el problema. 

242. 8. 0 Oonstnti?' un t1·iángulo semejante á ot1·o del que se 

conocen t1·es elementos, ent1·e ellos. 1tn lado JJO?' lo ménos. 

Los l ~dos del triáng-ulo que se busca deben g·uarda1.· una 
10 

.. 
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relncion constante rn con los conocidos, y los áng-ulos deben n 
ser respectivamente iguales [164]. La razon de semejanza m 

?/, 

podrá dár.;;enos como conrlicion del pt·oblema; en caso contrario 
elegiremos la qne creamos más conveniente, segun las circuns
tancias prácticas de la cuestion. 

Sea a un lado conocido, a' su homólogo en el triáng·ulo que 
buscamos: tenemos 

luego a' es una cuarta proporcional á las rectas conocidas m, 
n, a, y se obteudrá por la constrnccion del número [147]. 1 

Una vez ha Hados por este procedimiento los lados del tri
ángulo que se busca, la cuestion propuesta se habrá reducido 
á la siguiente: Oonst?'1tir un t?·ián.r;nto dados t1·es elementos, 
ent1·e ellos un lado por to ménos, que se resuelve por alguna de 
las construcciones de los problemas anteriores. 
' 243. 9. 0 JJado un triángulo ABO 

Fw. 168. (Fig·. 168), CO'}tSt?·uir sob1·e una 1·ec~a 
A dada be, cons2de1·ada como lado homo

comp?·endido. 

FIG. 169. 

lo.qo deBO, ot?·o t1·iángulo semejante 
al dado. 

Constrúyanse en los puntos b y e 
ángulos respectivamente iguales R. B 
y O, y <[nedara resuelto el problema. 
~ 244. 10. o Oonst?'UÍ?' 2m pa?·alelógra

mo, conociendo dos lados y et ·ángulo 

(Fig. 169) . Trazo una recta OD ig·ual a un 
lado conocido; en el extremo O formo un án

- gulo ACD ig·ual al dado; tomo AC ig·nal al otro 

D
A 8 lad.o conocido, y trazando dos paralelas, una 

. por A á)a recta CD y otra por D á la AO, que-
dará construido el paralelógramo. 

e 0 EscoLIO. Este problema siempre es posi-
ble, y solo tiene una solucion [200]. 

1 Si m y n fuesen números, se representarían por dos rectas cuyas longitudes, 
medidas con .una misma unidncl arbitraria, fuesen m y 1L 
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24:J. ll.0 Oo~strz~i?' nn ¡Jolígono igz&at á otro clacZo ABODE. 
(Fig. 170). 

l.a cónst?·uccion. Trácese ,una 
recta FG ig·ual á un lado AB •del 
polígono dado; en el extremo G fór
mese un áng·ulo ig·ual al B; tóníese 
GH = BO; fórmese en H un ángulo 
ig ual al BCD; y continuando del 

Fra. 170. 

D 

H mismo modos<:: formara el políg·ono 
FGHIK igual al dado 1209]. . 

2.a constn&ccion. Descompóng·ase 

E 

A B F G el políg·ono dado en triángulos, por 
medio ele diag·onales; . constrúyase 

un triángulo FGH igual al ABO; sobre la recta FH constrúyase 
otro triáng·ulo FHI ig·ual al AOD, y así sucesivameut~: el po
líg·ono FGHIK que resulta es igual al dado [210]. 

246. 12.0 .Dado 1m polígono ABO DE (Fig. 171), constr1ti?· 
sob1·e una recta dada ab, conside1·ada como lado lwmólogo de AB, 
ot1·o polí,t¡ono sem~jante al dado. , 

· Descompóngase el pohgoho 

D 
Fra. 171. dado en triaogulos por medio 

de las diag·onales AO, AD; cons
trúyase sobre ab un triángulo 
abe semejante al ABO, sobre ac 
otro semejante al AOD, y así 
sucesivamente: el poligono abcde 
que resulta es semejante al dado. 

247. 13 .° Construí?' un polí
gono semejante á ot1·o dado, y 
c1tyo p1:?'Ímetro sea igual á 1tna 
?'ecta dada p. 

ANÁLISIS . Sea P el perímetro del políg·ono dado, a un lado 
del mismo, y x el lado homólogo de a en el políg·ono que se 
busca; tenemos [215] 

p a 
p (JJ 

luego a; es una cuadu. proporcional á las rectas conocidas P, 
p y a. 

SÍNTESIS. Construyendo esta cuarta proporcional, y sobre 
ella un poligono semejante al dado, quedará resuelto el pro
blema. 



-148-

. 248. 14.0 IJadas dos ?'ectas que no se ptteden p1·olonqar: t?·a
:z;a?· po1· un pu.nto dado otra 1·ecta: tal q1te si las t?·es se p1·olongan 
conc·¡(¡?'?'an en u,n rnisnw p11.nto. 

1.0 Sean AB y CD (F'ir¡. 172) las rectas 
FIG. 172. dadas, y supongamos que el punto dado E esté 

situado entre ellas. Trácense dos paralelas AC 
y BD, únase el punto dado E con A y con C, 
tireme ·por B "J' IJ las rectas BF y DF respecti
Yamente paralelas a AE y_ CE: el punto F de 
in terseccion y el dado E determinan la direc
cion de la recta pedida EF. 

tanto 

En efecto: los triáng·ulos A.EG, BFH son 
semejantes, y tarnbien lo son C'EG, DFH, por 

EG AG EG CC+ 
FH-BH' FH=DH; 

de estas igualdades se deduce 

AG eG 
BH= DH; 

lueg·o las rectas A: B, EF .Y e O dividen á las paralelas A e y_ B O 
en partes proporciOnales, y concurren, ·por t&nto, en el nusmo 
punto [80]. 

2. o Si las rectas dadas son AB, EF y el punto dado C está 
fuera del áng·ulo que forman, se hace la misma construccion, 
esto es, se trazan AE y BF paralelas entre sí, se une e con A y 
con E, y trazando BD y .FO: paralelas respectivamente á AC y 
EC. se determina el punto D. 

La demostracion es idéntica á la del primer caso. 



S~CClON S~GUNDA. 

MBDIDA DB LA ~X'l'ENSlON. 

LIBRO PRIMERO. 
MEDIDA DE LAS LÍNEAS. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

lvfedida de la línea recta. 

PRoBLEl\fA. -

249. Hallar la relacion nume1·ica de dos 1·ectas dadas. 

Si la recta menor está contenida en la mayor cierto número 

de veces sin quedar resto, 10 que se ve aplicando la primera á 

lo largo de la segunda mientras sea posible, la relacion busca

da será un número entero; pero si despues de separar la recta 

menor de la mayor queda un resto menor que aquella, debere

mos buscar ·una tercera recta contenida exactamente en las 

dadas y la mayor posible, referiremos despues á. esta máxima 

medida comunlas lon~·itudes de las dos recta~, y formaremo,; 

una fracc.ion con los u umeros enteros que expresan dichas lon

gitudes. 
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Sean las rectas AB y CD (Pig. 173) , que supondremos con
mensurables. Operando como se hace en Aritmética para hallar 

FIG.l73. 

A •- ------------~----------

e . -----'-------'-----'='· . o 
F 

. ' .... 8 
E 

el máximo comun divisor de dos números, aplicaremos la recta 
menor sobre la mayor cuantas veces sea posible; si no quedase 
bingun resto, la menor seria la máxima comun' medida; pero 
suponemos que la recta mayor contiene á la menor dos veces 
quedando un resto E B, este resto se aplica sobre la recta me
nor tres veces quedando el residuo FD; por último, aj)licando 
este resto so-bre el anterior vemos que está contenido cinco ve-
ces exactamente, con lo que la operacion está terminada. · . 

Mediante razonamientos análog-os á los expue:Stos en Arit
mética, podríamos ahora demostrar que FD es medida comun 
de las rectas dadas, y la mayor posible. · 

La relacion numérica entre AB y CD se hallará ahora fá
cilmente. Tenemos, en efecto, 

AB=2CD+EB, CD=2EB+FD, EB=5FD; 
de donde 

lueg·o 

AB= 37FD, 

AB 37FD 
CD = 16F1J 

6 

UD =16FD; 

AB 37 
CD = 16 [69]. 

L f . 37 1 1 . . t l a raccwn 
16 

expresa a re ac10n que ex1ste en re as rec-

tas dadas; pero si CD fuese la unidad de longitud, dicha frac
cien seria la expresion numérica de la recta AB referida á dicha 
unidad, y en tal concepto podríamos decir 

37 
AB=T6. 

Nótese que la relacion obtenida será fraccion i?·1·ed1tcibZe, 
salvo el caso en que CD esté contenida ·en AB un número ente 
ro de veces, pnes si 37 y 16 pudieran tener un factor comun, 3 
por ejemplo, ltt mayor medida comun de las rectas u o seria F D, 
¡sipo 3FO, 
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Si lal:lrectas dadas fuesen inconmensurable.;;, la overaciou de 
halla1· sü medida comun no tendría teóricamente fin, y Ja relaciou 
exacta de aquella~ no existiria. Sin emba1·g·o [A1·it. 232], puede 
hallarse una relacion tan aproximada como se desee. Suponga
mos que el error deba ser menor que O, 01 ele la recta menor: di
vidiendo ésta en 100 partes iguales y llevando una de ellas, 
que llamaremosp, sobre la recta mayor cuantas veces sea po
sible, por ejemplo 896 veces, la recta mayor se hallará com
prendida entre 896p y 897p, y la menor será lOOp exactamente; 

1 1 o b d ' dod t 896p 897p 
u ego a relac10~ usca a estara compren 1 a en re lOOp Y lOOp' 

6 Eea entre 8,96 y 8,97 que se diferencian en 0,01; lu~o cual
quiera de es tas fracciones representa la relacion buscada con un 
error menor que 0,01. o 

E11 la práctica se miden las líneas rectas por medio de una 
regla de marfil, metal 6 madera, dividida en partes íguales. 
Las reglas que se emplean con este objeto en el dibujo son, por 
lo comun, dables decimetros diviuidos en centímetL'os, milíme
tl'os y merlios milímetros; la::; divisiones de los centímetl'os están 
numeradas desde O hasta 20. 

Haciendo coincidir el barde de la regla con la recta que se 
quiere m edil', de modo q ne la di vision ce1·o col'l'esponda á uno 
de los extremos d¿ la recta, se leerá el númer.:> de centímetro~ 
contenidos en ella, y se contarán los milítnetl'os que medien 
entre la. última division numerada de la reg-la y el extvemo de 
la recta, apreciando ci ~jo las fracciones menores que medio 
milímetro. 

De u.FJ. modo análog·o se procede cuando sobre una recta in
definida se quiere marcar una long-itllcl determinada. 



CAPÍTULO SEGUNDO. 

250. Para ll.eterminar la long-itud ele una. cireunferencia 6 
de un arco, es necesario hallar laE veces que la circunferencia 
contiene á una unidad ele longitud rectilínea; mas como la. lí
nea recta y la circunferencia no son superponibles, los pt·oce
dimientos directos empleados en la medida de la línP.a rec,ta 
son inaplicables al problema actuaL Elig·iendo un arco de cir
cunferencia para unidad, no desaparecena la dificultad, porque 
los arcos solo son superponibles en el caso particular de estar 
descritos con ig·ual radio; y aunque así no fuera, siempre ha
bría que determjnar la relacion entre la long·itud del arco uni
dad y la unidad rectilínea, á fin de referir las 1Qng;itudes, tanto 
de las rectas como de las· curvas, á un a unidad comun,que per-
mitiera compararlas. . 

No siendo :posible determinar directamente la longitud de 
la circunferencia, se mide, en lugar de ésta, una linea poligo
nal que ~:e diferencie de la curva dada en una cantid[l.d tan pe
queña como se quiem; de e<Ste móclo los resultados no serán 
rig·urosamente exactos, pero sí tan aprnximados como se deseen. 

Con objeto de justificar este procedimiento, debemos demos
trar algunas proposiciones. 

251. Se Barna línea convexa la que no puede ser cortada por 
una línea recta en más de dos puntoE. 

En el caso contrario suele llamarse cóncava .. 
Toda 1·ecta qzM une dos puntos ele ?.(,na linea convexa ce?'?'ada 

es interio?' á dicha tinea. 
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8i algunct de las 1·ec.tas q11,e ~tnen dos ptmtos de uná cu'l'va 
r.e?'?'ada es exte?·ior,la curva es c6ncu;va. 

Estas dos propiedades se demuestran como sus análogas re
lativa~ á las diag·onales de los políg·onos. 

TEOREMA. 

252. 1'odct linea convexa ce?·?·ada envuetta por otm linea ce?'-
?'ada ~?t~tlq?ti.e?·a, es menO?· que ésta. , 

D1stmgmremos dos casos: l. o que la lmea convexa envuelta 
sea poligonal; 2. 0 que sea una línea cualquiera .. 

, PRIMER CASO. Sea la línea poligonal ABCD (F~r¡. 174). Pro · 
longando todos los lados en el mi:;mo sentido, tendremo~: 

FrG. 174. AB + ~A,A'< A'B'+ BB' 

BC + BB'< B'F + FC'+ CC' 

CD+ CC'< C'G+ GD'+ DD' 

Af! + DD'< D'E + -EA'+ AA' 

Sumando estas desigualdades y st1pri
miendo las cantidades iguales de arnbos 
miembros, resulta 

AB + BC + CD + AD ó ABCD < A'B'FGEA'. 

SEGUNDo· cAso. Sea ABCD una línea convexa cerrada cual
quiera (Fig. 175.) 

FrG. 175 

G 

La línea ABCD puede ser envuelta por 
infinitas líneas, que no serán iguales; pues, 
áun prescindiendo de las cur:vas, solamen
te las poligonales convexas que se traza
sen envolviendo unas á otras, serian cada 
vez mayores, sin que este aumento reeo
nociese límite. La dismümcion, en cam
bio, no puede ser ilimitada, porque todas 
las líneas que envuelven la ABCD tienen 
que ser mayores que una polig·onal con-

L vexa que inscribiéramos en ABCD. 
Hesulta, pues, que la porcion de plano ABCD esta encer

rada dentro de la línea convexa ABCD y de otras infinitas lí-



- 154- . 

neas, que no son todas ig-uales ni pueden disminuir indefini
damente, lueg-o existirá por necesidad una menor que las de
mhs, 6 sinó habrá varias ig·uales en magnitud y menores que 
todas las demás; pe¡·o ninguna EFGHL de las que envuelven á 
ABCD es la menor ni una de las menores, pues uniendo dos de 
sus puntos E y G por medio de wna recta que no corte á ABCD, 
lo que siempre es posible·, y sustit11yendo la parte EFG por la 
recta EG, resultará otra lh1 ea EGHL, menor que la anterior 
EFGHL y que continuará envolviendo á la ABCD. 

Este razonam;ento, aplicable á todas las envolventes de 
ABCD, no puede repetirse para ésta, porque siendo convexa 
como suponemos, la recta AC que uniese dos de stts puntos seria 
interior, y la línea resultante ACD, si bien menor que ABCD, 
no envolvería á ésta. • 

Luego de todas las líneas que encierran la porcion de plano 
ABCD no hay ninguna envolvente menor que todas las demás; 
por consiguiente la menor es lu.-convex<t envuelta ABCD. 

CoRoLARios. 

253. l. n Los perirnel?'OS d8 los poltgúws ?'egztla?·es- inscrip
tos, cuyo núrne1·o de lados se chtptz"ca, van aumentando,pe?'O siem
pre son meno1·es q zte la ci?·cunje?·encia. 

Porque cada polígono envu~lve al anterior, y la circunfe
rencia envuelve á toJos. 

254. 2.0 Los pe?·imet?·os de los potigon.os regztla?·es ci?'C1tns
critos, cuyo número de lados se dttplica, van dis?Jtinuyendo, pe·ro 
siempre son 1nayo1·es q ne la ci?'Cltnje?·encüt. 

Porque cada polígono está envuelto por el anterior, y la cir
cunferencia está envuelta por .todos. 

TEOREMA. (Fig. 176). 
255. La ci?'CU1~fe?·encia es el-limite comzm ele los polígonos 

F 176 
?'eg·ztla?·es, tctnto insc?·iptos como ci?·cunsc?·itos, 

'IG. · cztyo núme1·o de lados se duplica indejinida

o 

rnente. 
Sean P y p los perímetros ele dos pollgonos 

regulares semejantes, el primero circunscrito 
y el segundo inscripto. 

Tenemos [224] 
P OF 
p = UE de donde 

P-p OF-OE 
p---oF-
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. de la seg·unda igualdad se deduce 

·p P (OF-OE) 
-p= OF . 

Si suponemos que se duplica indefinidamente el número de 
lados de los polígonos propuestos, los valores suce~ivos de 1', 
que disminuye SI bien permaneciendo mayor que la circ'nnfe
rencia, serán siempre fin-itos, y OF no varia, por ser el radio 
del círculo O. En cuanto á la diferencia OF-OE, que entra 
como factor en el valor de P-p, puede ser tan pequeña como 

· se quiera; en efecto, el triángulo OAE nos dá 

AE > OA- OE ó bien AE > OF - OE; 

si consideramos la circunferencia dividida en suficiente número 
de partes ig·uales, éstas serán tan pequeñas como queramos, y 
con mayor razon lo serán las cuerdas correspondientes, 6 sean 
los lados del polígono regular inscripto; luego AE, que solo es 
medio lado, puede lle&:_ar á ser tan pequeño como se q•uiera, y 
la diferencia OF - Ül!i podrá ser, con mayor razon, menor que 
cualquiera cantidad asignable. Si además se tiene en cuenta 
que las otras cantidades P y OF que entran en el valor de P-p 
tienen valores finitos, es claro que esta diferencia entre los ~e
rímetros propuestos puede ser tan pequeña como se quiera. 

Ahora bien, hallándose la circunferencia comprendida entre 
los mencionados perímetros [253, 254], se diferenciará de cual
quiera de ellos en una cantidad todavía menor que P-p, luego 
el teorema enunciado es cierto. 

EscoLio . . 

256. Habiendo demostrado que la diferencia OF-OE entre 
el radio del circulo y la apotema del polígono inscripto puede 
ser menor que cualquiera cantidad asignable, podemos decir: 
la apotenM de ~¿¡¿ poligono 1·egular insc1·ipto cuyo núme1·o de lados 
se duplic(t indefinidamente, tiene po?' limUe el radio del circu.lo, 
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'fi.WREiVIA. 

257. lJos ci?·eut~fe·reneias eztalesq·1tiera SM p?·oporeionctles á 
s·¡ts 1·adios y á sus didmet1·os. 
· Sean e y e' las circunferencias, ?' ·y?'' sus radios respectivos. 

Si consideramos inscriptos á las circunferencias dadas dos po
líg·onos regulares de igual número de lados, y por tanto seme
jantes, sus perímetros p y p' serán proporcionales á los radios 
?' y r', es decir, 

p- p'. 
-;¡:·---;¡:;-· 

duplicando indefinidamente y á la vez el número -de lados de 
los dos polígonos, sus perímetros p y p: aumentarán, teniendo 
por límites superiores J.as respectiYas circunferencias e y e'; sin 

embargo. la relacion varir.bleL siempre sera i00'ual á la'/}_,', por 
· r r 

· · 1 l ' ·t e e' b. á · 1 'I' cons1.~tmente os 1m1 es - y 1 tam 1en ser en 10°'Ua es. ene-
..., ?'' 1' 

mos, pu-es, 
e e' 
-;= ·?·'. 

donde vemos que las circunferencias son proporcionales á los 
radios. 

Multiplicando por 2 los denominadores ?'y 1'' será 

e e' 
21' 2?'1 

' 

luego las circunferencias son tnmbien proporcionales á los 
diámetros . 

ConoLA.RTO. La ig·unldad 

e e' 
- · == - -
21' 2?'1 
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manifiesta que la relacion de una circunferencia e á su · diá
metro 2?' es igual á la relacion entre otra circunferencia cual
quiera e' y su diámetro 2r', lo qne se expresa diciendo: 

La 1·etaeion de la eirmtnje?·encia al diarnet?'O es 1tn míme1·o 
constante. 

Este número comtante se repref:entn por la. letra g-rieg-a 7t, 1 

PROULEi\JA. 

258. Hallm· la relaeion de la ei?·eunfeJ·encia al diámet?·o. 
Pueste> que el valor de " es el mismo pai·a cualquiera circun

ferencia, elegiremo.:; una cuyo radio sea la utúdad lineal y el 
diámetro, por tanto, igual á 2: si logTamos hallar la longitud 
de dicha circanferr.ncia, bastará clivtdirla por 2 para obtener el 
valor de"· 

El perímetro de cualquier polígono reg·ular inscripto es 
menor q ne la circunferencia, por consiguiente si consideramos 
como longitud de esta curva la de aque¡ perímetro, cometere
mos un error tanto más pequeñ·o c11anto mayor sea el número 
de lados del polígono, y que podrá disminuir indefinidamente, 
puesto que los perímetros de los polígonos regulares inscriptos 
cuyo número de lados aumenta, se diferencian cada vez·ménos 
de la circunferencia y pueden acercarse á ésta cuanto se quiera. 

Inscribamos, pues, en la circunferencia propuesta una sét~ie 
de políg·onos regulares, empezando por uno cuyo lado sea có-
nocido, por ejemplo, el cuadrado. . . 

Sabemos que el lado del cuadrado inscripto en un círculo de 
radio ?'es?' v2, luego siendo el radio 1 tendremos 

·representando por l el lado. 
4 

La fórmula . 

1 Léase 1'i· 
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del número 234, se convierte, suponiendo?'= 1, en 

sustituyendo en ésta la letra a por t/2. lado del cuadrado ins
cripto, tendremos para lado del octógono reg·ular 

sirviéndonqs .de la misma f6rmula obtendremos tambien 

v asi sucesivamente. 
~ Suponiendo que nos detengamos en el polígono de 256 la
dos, hallaremos efectuando los cálculos 

l = o, 024543; -
~156 

multiplicando este número por 256, tendremos pat·a va1or tlel 
perimetro 

~riG = 6, 2~301. 

Convie1~e Rhora fiallar el límite del error que se comete to
mando para longitud de la circunferencia la del perímetro del 
po1igono de 256 larlos. Con es~e objeto, calcularemos el perí
metro del polí-gono ::;emejante circunscrito, sirviéndonos ue la 
fórmula deJ número 23:3, que en el supuesto ?'=1 se convierte en 

2a 
X=---= 

V'4- a2 

Como esta fórmula nos daria S')lamente el lado del polígono 
circunscrito, la multiplicaremos ante todo por 256, y será: 

P = 2.256a 
2:;6 t/4- a2 
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sustituyendo ahora 256a por su Yalor hallado 6,28301, a por 
0,024543, y efectuando lo.s operaciones se obtiene 

p = 6,28348. 
:!tiG . 

Hallandose la circu uferencia comprendida entre los perí
metros de los polígonos inscripto y y circunscrito de 256 lados, 
podemos tomar para su long·itud la expresion 6,28301 del pri
mero, siendo el error por defecto menor que 0,0@047, diferencia 
entre ambos perímetros. 

Dividiendo la longitud de la circunferencia por 2, tendremos 
para valor de 7t el número 3,141503 con un error por defecto 
menor que 0,000235, de suerte que las tres-primeras cifras de
cimales son exactas . 

259. El procedimiento que hemos empleado para hallar una 
relacion aproximada de la circunferencia al diámetro, debe mi
rarse como una pr·ueba de que la Geometría elemental posee 
medios para determinar el valor ele 7t con cuanta aproximacion 
sea necesaria: en las Matematicas superiores se resuelve este 
problema mucho mas brevemente. 

Larnbe1·t demm,tró el primero que la relacion de la circun
ferencia al diámetro es un número inconmensurable; por con
siguiente solo pueden hallarse valores más 6 ménos aproxima
dos de la misma. La relac10n más antigua es la hallada por 

A1·q~tirnedes: está expresada por la fraccion ~ y excede á la 

verdadera en ménos de dos milésimas; otra relacion, empleada 

f 
. d llr,r. . 355 1 d." . . d ] r o ~ ~" 

ccn recuenCJa, es la e IJ.ec~.o 
113 

, que se 11erenc1a e a ver-

dadera en ménos de media millonésima p01· exceso; por último ~o1~-,_ 
el valor de 7t se ha calculado hasta con 154 cifras decimales: hé 
aquí las 20 primeras 

7t = 3,14159 26535 89793 23846 ..... 
Muchas veces se emplea el logaritmo de este número, 

que es 
log. "'= 0,49714 98726 94133 85435 ..... 

1 Es fácil r ecordar esta relacion: escríbase cacla uno de los tres primeros núme
ros impares el os veces, en la forma siguiente 113355; divídase esto numero en g·rupos 
de tres cifras, y se tendrán los t érminos del quebrado. 

\ 
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PRoBLEMA. 

260. JJado el'radio !talla?· la longitztd de la circztnfe?·en.cia, 
y al contra1·io. 

Sea e la circunferencia y ?' el radio. La relacion de la cir-

cunferencia al diámetro 'será 
2
c , lueg·o 
1' 

de donde 

e 
-== 7t 
2?' ' 

e= 2"'r, 
e 

?'--- 21t. 

EJEMPLOS. 

1.0 Hallar la longitztd de 11tna circunje?·encia cuyo ?'adio es 
20 met1·os. 

En la fórmula c=2m· sustituyamos?' p~r 20 y"' por 3,14159: 
y sera 

e= 2 X 3,14159 X 20 =125m, 6636, 

2.0 Hallar el-1·adio de 1tna ci?'Cltnje?·encia Cltya lon.,rp:t1td es 
40000 kilómet1·os. 

Empleando la fórmnla ?' = 
2
: serit 

40000 kllt 

?' = 2 X 3,14159 = fi366 

PR.OBLEMA. 

2Gl. Rect~ftcar la ci?·cunfe'rencia. 
El ?bjeto de est_e pt·oblerna. es hallar una liHea recta ig-ual 

en longitud á una Circunferencia datla, lo que no se ha podi
do eonseg-uir de un modo exacto. 

1 Segun la dcfiniciou de met ro, la Iong·itud de un meri,Jiano terrestre es 40000 
kilómecros. de modo que el radio ele la tierra, suponiéndola esférica. es 6361; kiló-
met ros. · 
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He aquí dos soluciones bastante aproximadas. 
l.a Trácese por un extremo de un diámetro una recta inde

finida, y tómense en ella sucesivamente, á partir ele dicho ex

tremo, 22longitudes iguales cualesquiera; únase el sétimo pun

to de division con el otro extremo del cliámett·o; y trácese por 

el punto 22° de division una paralela á la recta d~ union ante

rior; esta paralela determina sobre el diámetro prolongado una 

recta que está con el diametro en la relacion de Arquímedes 

22 ' 1 1 . d '. d d l . 
7 , y que ]_JOr lo tanto sera a ongttu aproxtma a e a en·-. 

cunferencia. 

FIG. 1"17. 
2.a TráceseunacuerdaAB (Fig.l71) 

igual al radio, b<\iese el diámetro CD 
perpendicular á ella, por D tírese nn!!
tangente limitada de un lado por. la 
p:¡¡olongacion del radio OA , tómese 
una longitud EF igual á tres radios, 
y únase F con C; la recta FC es aproxi
madamente la mitad de la circunfe
rencia. 

En efeeto: ED es la mitad del lado 
de un exágono regular circunscritp, 

por consiguiente hallaremos su valor haciendo en la fórmul"a 

del número 233 a = ?', y tornando la mitad; será pues 

?'2 ?' ?' ¡/3 
ED-------· 

- V3?·2 - _¡;3 - 3 ' 

luego DF = EF- ED = 3?·- ?' ¡/3 = ?' (9 - ¡;3') 
. 3 3 

Ahora., en el triángulo rectáng·ulo CDF, tenemos 

CF= ¡!DF2 +CD2 =
1·v'120

;
18 1i3 

=?'.3,141533 ... ; 

y la mitad de la circunferencia vale 

7t?' =?'. 3,141:592 ..... ; . 
luego CF se diferencia de la semicircunferencia ·en ménos de 

seis cien mitdsimas del radio, por defecto. 
11 
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111.-illetlit~a. tle un a1~eo de eÍI•c•do. 

262. Se llaman aN:os seme.fantes los correspondientes á un 
mismo ángulo, descritos con radios diferentes. 

LEMA . 

.Dos rwcos semejantes son p?·opM·cionales á ot?·os dos semejan
tes entre sí, desc?"ito$ con 1·adios Í/fUrtles á los de los prime?·os. 

En efecto ( Fi!J. 178) , 
FIG. 178. 

A 

./5fL.~: 
án/1. ABO 
áng. DEF 

m·c. M 
are. P ' 

áng. ABO are. N . 
án,r¡. DEF - a1·c. Q' 

1ueg·o 
a?·c. M a?'C. N 
a?'C. p- a?'C. Q. 

263. OoROLA.RIO. .Dos a?·cos semejcmtes tienen igual medida, 
es decir, la retacion ent1·e cada uno ele ellos y el cuad1·ante des
c?·ito con su mismo ?'adio, es igual para los dos arcos. 

Si los arcos P y Q fueran cuadrantes, las :elaciones : y 

~ serian las medidas de los ·arcos M y N, y como : = ~ , 
el corolario es cierto. 

264. La relacion numérica entre dos arcos cualesquiera A y 
B de igual radio, puede obtlmerse po1· el procedimiento del 
máximo comun divisor aplicado [249] á dos líneas rectas, sir
viéndose de la cuerda del arco menor para llevarle sobre el 
mayor cuantas veces sea posible, y despues de las cuerdas de 
los residuos sucesivos, puesto que á cuerdas ig·uales correspon
den arcos iguales. De este modo se obtendrá el mayor arco con
ténido exactamente en los dos propuestos, si éstos son con
mensurables; y suponiendo que la máxima comun medida se 
halle contenida m veces en el arco mayor y n veces en el menor 

. á m la relac10n ser - . 
n 
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Si el segundo arco es el cuadrante, la relacion numérica• ~. 
n. 

será la medida del primer arco, que podrá expresarse en grados 

l . l " d ?n m u t1p 1can o- por 90. 
n 

265. Es mny comun apreciar los arcos, no ya por su núme
ro de gTados, m inutos etc ., sino' por su longitud, es decir, por 
su relacion con un a. línea recta eleg-ida como unidad de mediüa. · 

Resolveremos, pues, el siguiente 

PROBLEl\LL 

Hallar la longitud de ~m a1·co de ci?'Cltto, conociendo et nú
mero de /J?'ados y el?·ctdio . 

Sea a el número de gTaclos del arco -t, ?' el radio y l la lon
gitud que buscamos . 

El problema puede enunciarse en la forma siguiente: Si 4 
180 .rrados co?"?"esponde la lonr;it~td 'iW de la semici?·cu,nferencia, 
qzte tongitztd co?'?'esponde?'CÍ á 'un a?·co de a g?·ados!if · 

Es evidente que las lon g itudes de los arcos de una misma 
circunferencia son proporcionales al número de grados, por 

'i tanto la cuestion propuesta es una regla de tres simple. · 

J 
GRADOS. 

180 
a 

EJEMPLOS. 

LONGITUDES. 

-:t?' 

z 

1.0 ¿Ouál M la longitu,d de un arco de 84° siendo el 'radiQ 20 
met?·os!if 

84 
l = 3, 14159 X 20 X 

180 
= 29"', 3215. '>h 

2. o r;, Ouál es la longit~td de un a1·co de 30° 45' siendo el radio 
lO met1·oslif · 

1845 
l = 3, 14159 X lO X 

10800 
= 5m , 36688. 

-------
1 Si tiene grados, minutos y segundos, a será el número fraccionario que se oh

tiene reducienclo el arco á incomplejo de g raclos. 
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PRoBLEMA. (Recíproco del anterior). 

266. Hallar el núme1·o de g1·ados de 1tn a?·co, conociendo s1e 
longitud y el 1·adio. • 

Tenemos la siguiente regla de tres 

LONGITUDES. 

7t ?' 
l 

l 
a= 180x-

1! ?' 

EJEMPLO. 

GUA DOS. 

180 
a 

i Cuántos g1·ados tiene un a1·co de 60 metros peq·teneciente á 
?tna? ci?'Cltn.ferencia de 54 metros de ?'adio"f 

a= 180 X 3,141~~ X 54 = 63° 40' . 

267. Las lon,r¡itudes de dos a?'C()S semejantes son p?'OPO?'cio.na
les á sus ?'espectivos radios. 

Sean l, l' las longitudes de dos arcos-semejantes, ?', ?'1 Jos 
radios, a el número comun de grados [263]. 

Tenemos [265] _ 

l -rwa l ' = -rr1?8:'oa , = 180 ' 

de donde, por division, 
l ?' 
¡¡=-;¡:;. 

EscoLIO. La ig·ualuad anterior puede escribirse así: 
l l' 
-;:-?-;;' 

luego pa1·a 1tn mismo ángulo, lct 1·elacion ent~·e la lon.r;itud del 
arco CV?'?'espondiente y el 1·aclio, es constante. 
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PROBLEMA. 

268. Eallatr el número de gradr¡s de 1m arco igual en longitud 
al 1·adio. 

Haciendo en la fórmula del número 266, l =?'será 

a= 180?' = 180 = 180 = 57o 29578 . 
7t?' 7t 3,14159265 l 

.Lt' 

269. EscoLro. Con objeto de pasar, sin efectuar operacio
nes de reduccion, del número de g-rados de un arco á su longi
tud y vice-versa, se acostumbra, en las ramas superiores de las 
Matemáticas, á tomar para unidad de long·itud el radio, y para 
unidad de arcos el arco igual en longitud al radio, es decir, el 
arco de 57°, 29578. Mediante este convenio 

Un mismo número exp1·esa á la vez los grados y la longitud 
de un Li1·co. . . 

7t ?'a . 
En efecto: la fórmula Z = 

180 
se conv1er.te en 

ó 
180 

l=a:--, 
7t 

y como 
180 

6 sea 5'7° ,29578 es la unidad de arcos, resulta l =a. 
7t 

Así, por ejemplo, el número 7t ó 3,14159 .... expresa á la vez 
la long·itud de la semicircunferencia, referida al radio, y el 
número de grados de la misma, es decir 180''. 

Cuando se quiere pasar de estas u ni dad es á las usuales, el 
número que expresa la longitud y á la vez los grados del arco 
se multiplicara por el radio, para hallar la longitud, y por 
57,29578, para hallar el número de grados. 

La clivision servir!!. en la reduccion inversa-
El logaritmo de 57,29578 que faeilita estas reducciones 

es 1,7581226. 
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LIBRO SEGUNDO. 

ÁREAS DE LAS SUPERFICIES PLANAS. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

MEDIDA DE LAS ÁREAS DE LAS FJGUUAS RECTILÍNEAS. 

,Y 270. ÁREA. de una superficie es la medida de su extension. 
"1 La unidad de áreas és ordinariamente un cuadrado, por 

consiguiente el área de una superficie será la relacion entre la 
extension de la misma y la del cuadrado que sirve de unidad. 

Dos superficies son equivalentes cuando tienen la misma 
área y diferente forma. Las superficies equivalentes no pueden 
coincidir. 

'Í'EOREMA. ( Fz:r;. 179). · 

? 271. JJos rectángulos AC y EG 1 q~te tienen iguales las bases, 
\.._ son proporcionales á las alt~was AD y EH. 

Supongamos que las alturas sean 
conmensurables , y que la medida 
com un se halle contenida cinco ve
ces en AD y tres veces en EH; ten-

FIG. 179. 

Dr·--...,C 

-------- H p G 

A :~~~~-~~- B E ~~ F 

dremos, seguu esto, 
AD 5 

-
EH 3 

[a] 

Si por los puntos de division de 
las alturas trazamos paralelas á las 
bases, el rectimg·ulo AC quedara di-

1 Designaremos cnn frecuencia un cuadrilátJro por las letras de dos vért ices 

opuesto~ . 
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vidido en cinco rectángulos y el EG en tres; todos estos rectán· 
gulos son iguales, porque teniendo igual base y altura es fácil 
hacer que coincidan, luego 

ABOD 5 
EFGH- 3 [b]. 

De las ig·ualdadc;; [a] y [b] se deduce 

ABCD AD 
EFGH=EH' 

lo cual debíamos demostrar. 
Si las alturas fuesen inconmensurables, haríamos un razo

namiento ana1ogo al de los números 73 y 113. 
CoROLARIO. .Dos rectánqztlos qzte tienen altztras iguales son 

p1·opo¡·cionales á las bases·. 
Puesto que las alturas pueden considerarse como bases, y 

las bases como alturas. · 

"TEOREMA. 

/( 272. .Dos ?'ectán(jztlos cualesquiera son p?·opO?·cionales á los 
,..Jn•odnctos de sus bases po1· szts attu1·as. 

Sean R 'y R' los rectángulos, a y b la altura y base del pri
mero, a' y b' la altura y base del segundo. 

Supong·amos construido un tercer rectángulo R!' que teng·a 
la base b del primero y la altura a' del segundo. 

Los rectángulos R y .H." que tienen bases iguales son pro
J)Orcionales á sus alturas, esto es, 

Los rectángulos H." y R' que tienen alturas iguales son pro· 
porcionales á sus bases, esto es, 

R" b 
R' =7/ . . 
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Multiplicando ordenadamente estas dos ig·ualdades fraccio

narias, y suprimiendo el factor comun R", se obtiene 

R b. a 
R'=b'.a'' 

1<!1 cual debíamos demostrar. 

TEOREMA. 

273. Et á1·ea de ~m 'rectángulo es igual at p1·od~cto de su base 
p01· su attu1·a. 

Sea R el rectángulo que se trata de medir, a y b su altura y 
base; sea e el cúadrado que se toma para unidad. superficial, y 

l el lado de este cuadrado. Como el cuadrado es un rectangulo, 

tendremos en virtud del teorema anterior, 

R b. a. 
c;=n· 

Si con'lJenimos en elegir para unidad superficial el cuadrado 

cuyo lado es la unidad lineal, t valdrá l; por tanto 

R c=b. a; 

R 
pero e es el área del rectángulo [270], lueg·o el teorema es 

cierto. 

EscoLIOS. 

l. o Téngase muy presente que en la demostracion anterior 

hemos convenido en elegir para unidad superficial un cuadrado 
cuyo lado sea la unidad lineal; por consiguiente cnando se 

hayan medido las líneas con nna unidad determinada, el área 

del rectáng·ulo estará expresada en las unidades cuadt·adas cor

respondientes; ai:=í, cuando las líneas se midan en metros, va
ras etc., el área estará expresada en metros cuadrados, varas 
cuadradas etc. 

Esta observacion es tambien aplicable á los teoremas si
guientes. 

1 

/ 
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2. 0 La base y altura de un rectáng-ulo suelen llamarse di
mensiones del mismo, por esto se dice con frecuPncia: 

Et área de un rectángulo es ir¡~tal al pq·od~tcto de stts dos di
mensiones. 

274. CoROLARIO. El á?·ea de 11/n cttadmclo es igual á la ·se-
gunda potencia de su lado. t · · 

Puesto que el cuadrado es un rectángulo de igual base y 
altura. · · .· 

En virtud de esta proposicien, la vara cuadrada, esto es, el 
cuadrado cuyo lado es una vara 6 tres piés, equivale á 32 = 9 
piés cuadrados, el pié cuadrado a 122 = 144 pulgadas cuadra
das, el metro cuadrado á 102 =lOO decímetros caadrados cte. 2 

TEOREMA · (Jt'z'g. 180). 

-~ 275. El área ele un pq,?·atel6g?·amo ABOD es igual al p?·oduc-
to de s~t base po?' su altu?·a. 

Levantando las perpendiculares AE y 
Fw. 180. BF á la base AB del paralelógTamo hasta 

que encuentren al lado OD 6 á su prolon-
E e gacion, se forma un rectángulo ABFE 

equivalente al paralelógramo ABOD'. En 
efecto: los triáng ulos rectáng·ulos AED y 

A B BFO tienen iguales los catetos A.E y BF, 
· por ser lados opuestos del rectángulo, y 
las hipotenusas AD y BO, por se1·lados opuestos del paraleló
gramo, luego son iguales; añadiendo al trapecio ABFD el 

1 A esto debe su origen el nombre rl e cuadrado que dimos en Aritmética á la se
g unda potencia rre un número. Por análoga razon suele llamarse •·ectá·ngt<lO de dos 
números al producto ele los mi"mos. 

2 Recomenrlamos á los a lumnos se fijen bien en la rliferencia entre la décima de 
metro cuadrado y el decímetro cuadrado: si l.enemos un metro cuad rarl o, rliv!rliendo 
l a altma en diez partes ig uales y trazando paralelas á la hase por los puntos de 
division, resultan1n diez rectángulos iguales de un metro de base y un decímetro 
de altura; _cada uuo <le es tos rectángulos es ·nna décinw de ??!Ctr o c"acl•·acf.o . Dividien· 
du rl Pspues la hase d~l cuadmdo pl·opnesto en diez partes ig uales y levan tando per
pendicul ares po!·los puntos de division, las décimas de metro se hab rán dividido en 
diez cuadrados ig- uales, y el metro cuadrado en cien: cada uno de estos cien cuadra
dos es un rlec ímetro cuaclmclo. En suma, un metro cuadrado tiene diez décimas tlc 
metro cuadmdo ó cien decjmet ros cuadrados. 

Tampoco cleber:í confund irse la centésima de metro cuadrarlo con el centirnet1·o 
cuad rndo: segun acabamos de ve1·, la centésima tle metro cuadrado es un cuadrado 
que tiene de lado un decímetro, mientras que el centímetro Guadraclo es un cuudra
do que tiene de l ado un centímetro. 
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triángulo AED resulta el rect¡1nD'ulo ABFE, y añadiendo al 
mismo trapecio el 0tro triáng·ulo B9:?C resulta el paralelógramo 
ABCD; pero añadiendo cantidades ig uales á una misma canti:
dad, las sumas son ig·uales; lueg-o el rectángulo y el paraleló
gramo tienen igual extension 6 son equivalentes. 

Ahora bien, el área del rectángulo ABFE es AB X BF, lue
go la del paralelógramo propuesto será tambien AB X BF, es 
decir, el producto de su base por su altu¡·a. 

CoROLARIOS. 

l. o JJos prwalelógmmos de igual bctse y atttwa son eqttiva
lentes. 

2. o JJos pa1'alelóg?·amos cztatesquie?·a son p?·opo1'cionales á 
los p1·oductos de stts bases po1· sus altu1'as; si las bases son igua
les, los pa1'aleló,q?·amos son propo?·cionales á las atttwas; y si son 
iguales las altu1'as, los 7Jaralelóg?·amos· son ent1·e si como sus 
bases. 

TEOREMA. ( F1'g. 181). 

276. El á?·ea de ttn t1·ián_r¡1tlo ABO es iguat á la mitad del 
p1·oducto de stt base po?' su alt·nm . 

Por cada nno de los vértices By O trazo 
Fw. 181. una paralela al lado opuesto y se formará un 
e ----------- --· 0 p~ralelógramo AB DO, del que es mita.d el 

¡ tnáng·nlo p1·opuesto. En efecto: los tnán-
/ g·ulos ABO y BCD tienen iguales los lados 

A / 8 AC y B D, así como tambien los AB y CD, acle-
E más el lado BC es comun, lueg·o los trián-

gulos son ig·uales. 
Ahora b1eo ,_el área del paralelógTamu ABDC es AB X CE, 

luego la del triángulo ABO será 

ABxOE 
2 

esto es, la mitad del productó de su base por su· altura. 
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CoROLARios. 

"1 l. o .J)os t1·iáng1tlos de 1{;ual1)(tse y alt~wa son eq1tivalentes. 
( 2. 0 .J)os t1·iángulos cualesqttie?·a:son 'fN'O'fJO?"cionales á los p?·o-

ductos de stts bases JJO?' sus alttt?'as; si tienen bases 1/juales son 
p?·opO?·cionales á las altums; y si tienen altnms iguales son 
ent1·e si como las bases . 

TEOREMA. 

·' 277. .El ct?·ea de un t1·iángulo es ig1tal á su semipe?'Í?netro 
ultiplicado po1· el 1·adio del ci?·cuto insc?·ipto. 

Uniendo el centro del círculo inscripto con los vértices del 
triáng·ulo quedará éste descompuesto en otros tres, que tendrán 
alturas ig·uales al radio del círculo y por bases los tres lados 
del triángulo; llamando a, b, e á los lados del triáng·ulo y ?' 

al radio del círculo, las áreas -parciales son 
a b e 
2 _x ?' ' 2 ~ ?' ' 2 x ?' ; 

luego la del triáng·ulo propuesto es 
a+b+c 

2 X ?'. 

T¡;;oREMA. (Fig. 182). 

278. .El Mea de ttn triángulo es igual á ta ?'aiz cuad?·ada del 
p?·oducto de su semipe?·imet'i·o JJO?' las t1·es dije1·encias ent1·e éste 
y cada uno de los lados. 

FIG 182 Sea el triáng·ulo ABO. 
· · Describe, el círcu1o inscripto O y uno de 
/\ los ex-inscriptos O'; los centros O Y. O' 
~ H ¡ \ estim en la bisectriz del ángulo AI f154, 

0 
/--t--\"" escolio . L 0 ] , y por consignien te en línea 
• •• :

11 
\ ' recta eón A; los radios OD y O'H siendo 

B .• --~-~~~)~ perpendiculares á AH, serán paralelos en-
._ : -6""' e tre sí; y las bisectrices BO, BO' de Jos án-
' ' " gulas adyacentes ABO y CBH son per-

H \: )1 d ' l · pen 1cu ares. 

)
\·--.---\ .\:.0' . ~ Como las tang·entes comunes á una cir-
\ . \ cunferencia son Iguales, tenemos 
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AH= AB + BH = AB + BG, 
Al =AC + CI = AC +OG, 

sumando, y teniendo en cuenta que Al = 
AH, será . 

2AH = A B + BG + AC + CG = 
. AB+ BC+AC; 

lueg-o AH es igual al semiperímetro. 
Siendo AD = AF, BD =BE, CE= CF, 

tenemos 
2AD+2BD+2CE = AB ...¡-- BC + AC; 

luego AD + BD +CE es tambien el semiperímetro. 

Restando de los semiperímetros AH y AD + BD +CE la 
parte cornnn AD + DB, resulta BH =CE 6 = CF. 
AD es el semiperímetro ménos BD + BH =BE+ CE= BC, 
BD es el semiperímetro ménos DA+ BH = AF + CF = AC, 
BH es el ·semi perímetro ménos AB. 

Llamando p al semi perímetro, a, b, e idos lados opuestos á 
los ángulos A, B, C, tendremos, pues, 

AH=p, AD=p-ct,BD=p-b, BH=p-c. 

Ahora bien, 
AH O'H 
AD = 0 0 , de donrle AHx OD = AD xO'H [a]; 

los triáng·ulos O'HB, BDO son semejantes~ por tener sus lados 
respectivamente perpendiculares; luego 

O'H HB , 
BD = OD , de donde OH x OD = BD x HB [b] . 

.!y.[ultiplicando las igualdades [ct] y [b], sera 

AH X 002 = AD. BD. BH, 

y AH2 x 002 =AH. AD. BD. BH, 

luego AH x OD = \I AI-I. AD. BD. BH; 

pero AH es el semiperímétro, AH X OD el área del triángu-
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lo [277], y AD, BD, BH las tres diferencias entre el semiperi
metro y cada uno de los lados; luego el teorema está demos-
~ado. 1 • . 

Llamando A al área del trit.ng·ulo, tenemos la fói'mula 

A= \/ p (p -a) (p -b) (p-e). 

TEOREMA. (Fig. 183). 

/' 279. El á?'etl de un trapecio ABO O es igual al p1·oducto de su 
( al tu m po1· la semis~tma de sus bases. 

· Trazando la diagonal DB queda dividido 
FIG. 183. el trapecio en dos triángulos ABD y DBC: el 

. . á AB X DE l pnmero tiene por rea 
2 

y e segun- . 

d 
DO X DE 

o 
2 

; luego el área del trapecio será 

esto es, l a altura multiplicada por la semisuma de las bases. 
EscoLio. Sabemo¡:; que la recta FG, que une los puntos me

dios de los lados AD y BC, es igual á la semis11ma de las bases, 
luegQ el á?·ea de ~tn t1·apecio es ~r¡ttat al JJ?'odztcto ele la altu1·a po1· 
la ?'ecta q zte 1me los. puntos medios de los lados no pa1·celelos. 

TEoR_EMA. 

280. El Mea de un potigono ?'e_r¡ula·r es Í.fJ1&al á la mitad del 
producto ele s1e pe1·imet1·o po1· su apotema. 

Trazando radios desde el centro á todos los vértices del po
lígono quedará éste descompuesto en tantos tr~áng·ulos como 
lados tenga; todos los triáng-ulos serán igHales, }Jor tener sus 

1 Esta dnmostracion está sacada, con li gorns varian t es, el e un folleto publicado 
por nuestro respetable amigo y juez el dig-nísimo cat.eclrático de la UniYersidad é 
Instituto de .Santiago Dr. D. llfttnuel U \la Iba.rzábal. Titúlase el folleto •lmpuQ"na
cion de dos demostraciones <le un teoremA. de Geometría rle los matemáticos Haw
ney y M. llelidor, y nueva demostmcion del mismo, mas elemental y geomét.ricn 
que lt< nsual • Santiago. 1880. 



-174-

tres lados respectivamente ig·uales, y si tomamos par base de 
cualquiera de ellos el lado del poligono, la apotema de éste 
será la altura del triáng·ulo, que tendt·á por área 

l x a 
~ 

llamando tal lado y a á la ap-otema. 
Si el polígono tienen lados su área será 

l X a ln X a 
-

9
- X n = - 9-

-- , 
,_, "' .. 

pero ln es el pGrímetro, luego el área será ?J ~a, esto es, la 

mitad del producto del perímetro por la apotema. 

PRoBLEMA. 

281. Htüütr el Mea de un polígono Í?'?'egztlcw. 
Puede resolverse este problema descomponiendo el polígono 

en tt·iángulos, por medio de diagonales 6 por medio de rectas 
trazadas desde un punto interior á todos los vértices; midiendo 
las áreas de los triángulos y sumándolas se obtiene el área del 
_poligono. · . 

Es muy frecuente, sobre todo cuando el políg·ono está tra
zado en el terreno, emplear otro método. 

Sea el políg·ono de la figura J 84. 
Tomando para base de la operacion 

FIG. 184. la mayor de las diag·onales AB, se ba-
. jan á ella perpendiculares desde los 
[1 vértices; midiendo estas perpendicula-

! 1\ : res y los segmentos de la base se tie-
fl --.!·r----L-, __ 1_ ___ B nen los datos necesarios para calcular 

! ! las áreas de los teiángulos y trapecios 
· ' rectángulos en que se ha descomplles-

to el polígono; el área de éste será la suma de las áreas par
ciales. 
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CAPÍTULO SEGUNDO. 

mWIDA DE LAS AltEAS DE LAS FIGURAS CIRCULARES. 

TEOREMA. 

282. Et á1·ea de un ci1·culo es ig?~Jal á la mitad del producto de 
la ci?·cunferencia JJO?' el 1·adio. 

Sean O el área del círculo, e la circunferencia y r el radio. 
Imaginemos un p0lígono regular inscripto en el circulo, y 

sean A su área, p su perímetro y a su apotema; tenemos 

A=pxa. 
2 

Suponiendo que el número de lados del polígono se dupli
que indefinidamente, el perímetro p irá aumentando, siendo su 
límite ln. circunferencia e, por consig-uiente el área A del polí
g·ono, menor evidentemente que la del círculo, se acercará á 
ésta cuanto queramos 1; al mismo tiempo, la apotema a tiende 

1 Puede demostrarse con todo rigor rtne el á1·ea de 1~n pol(qono 1'1J· 

,r¡1~la1' inscripto c1~yo 1t'lb?ne1·o de lados se dt¡JJlica indejf1¿idamente tiene pm· 
límite el á1·ea del cí1'C1~lo. 

En efecto: sean A', zl, el áreft y-perímetro ele un polígono regular 
circunscrito semejante al inscripto; 1ft fLpotema será el radio r del cír
culo, y 

p'X1· p'x1· pxa . 
A'= -

2
--, luego A'-A= - 2- --

2
-, 
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hacia el radio?' del círculo (25G); luego, en virtud rlel tevrema 

de los límites, tendremos 

C =e X?' 

2 

lo que debía demostrarse. 
EscoLIO. Siendo 2'!1' la lon~ritucl ele una circunferencia ele 

radio ?', el área del círculo sera 

(~ _ 2-rr?' X 1' 
.J-

2 .. 
lueg-Ó pa1·a lutlta?' et á?'ect de 1m ci?·culo se mztltiplica lrt 1·elacion 
de ta ci?·czmfe?·encia al dirimet1·o po?' el cuad1·ado del1·adz·o. 

La fórml.1la e = -rrr~ puede servir para hallar el radio ele un 

círculo cuya área se conoce, pues de ella se Jeduce 

" e ?'-=- y 

TP.ngase presente que la long-itud del radio y el área del cír

culo deben expresarse en unidades correspondientes; si pot· 

ejemplo, el radio se ha medido con el metro, el área del circulo 

resultará expresada en metros cuadrados, y recíprocamente. 

p' ?' P' 
pero-= - (224), de donde jJ =- . a; sustituyendo este valor ele p 

p a ?' 

en la diferencia A'-A, tendremos 

P'X?' p' p'X1'2 - p'Xa2 p'(?·+a) 
A'-A= ----a~= =--- (1·-a). 

2 2?· 2?· - 2?' 

La diferencia A'-A puede ser tan pequeñ_a como se q{liera, porque 

los factores p' y ?'+a son cantidades finitas, y el r-a puede clismi-
p'(?"+a) 

nuir indefinidamente (256), luego el producto~ ( ?'- a) puede 

llegar á ser menor que cualquier cantidad asignable; pero es evidente 

que A' es mayor que el área del círculo y A menor, luego con más ra

zon la diferencia entre el área del círculo y la del polígono inscripto 

podrá sertan pequeña como se desee. 
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FIG. 185. 

·(!). 9 B E . 
' 

o 

F 
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eireztla1· es. la pat·te de círculo comprendida 
entre·un arco. llamado base ·de~ sector, y los 
radios tirados á sris extremos. 

OACB (Fig. 185) es un ·sector circular 
cuya base es el arco ACB; tambien OADB 
es un sector circular que tiene por base 
el arco ADB. 

TEOREMA. 

< 

284. El á1·ea de un seetM' de ci?·eztlo es 1fjual á la mitad · del 
p?·odueto de su base po1· el radio. 

Sea S el área del sector, b su base y?' el. radio del círculo. 
E,; evidente que la relacion entre un sector y el .círculo 

completo á que pertenece es igual á la relacion entre el arco 
de1 sectur y la circunferencia. Llamando Cal círculo y e á la 
circunferencia, tendremos, pues · 

· S b S b 
6 bieN -

e 
de donde se deduce fácilmente 

bX?' 
S=2· . 

•w2 - 2'1t?'' 

Si la base del sector se nos da en gra.dos, hay .que sustituir 

en la fórmula anter.ior b por su igual;;~ [265], siendo a el nú

mero de gTados; haciendo la sustitucion tendremos 
-~ 'TC'l'CJ.a 

:::i= 360. 

EscoLrQ. La-fórmula anterior puede escribirse asi: 

1 180 
S=-r2a:-; 

2 'TC 

si tomamos para unidad de arcos el arco igual en longitud al 
. 180 . 
radio, que es - [268], tendremos 

'TC . 

12 
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1 
S = 2 r2a, 

donde a representa la relacion entre el número de grados del 
arco base del sector y el arco unidad 57°,29578. 

EJEMPLO. 

Hallar el á.rea de un sector ci1·cular cuya base es de 72° 24' y 
el radio 1210,75. ~ 

7tr2a 
Empleando la fórmula S= 

360 
, los cálculos son los si-

guientes: 

a= 4344' 
360°= 21600' 

log. 7t = 0,497150 
2log. r = 2,211020 
log. a • -:- ~63789.0 

c.10 log. 21600 - 5,665546 
log. S == 2,011606 

S - 102m2,7085 

Por medio de la fórmula S= ~ r2a, tenemos: 

: 72°24' 72;4 
a= 57°,29578 .- 57,29578 · 

2log.r . . . . . . . = 2,211020 

log·. a 
pog. 72,4 . . . 
( c,10 log. 57,29578 

= 1,859739 
= 2,241877 
= 1,6989'70 C. 10 log. 2 . . . . 

log. S = 2,011606 
S = 102m!l,7085. 

· 285. Se llama segmento de ci1·cuto cada una de las dos par
tes de circulo comprendidas entre una cuerda y los dos arcos 
que subtiende. 
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TEOREMA. 

El área de 1tn se,t;rnento, ma:lfO?' ó meno1· qu,e el semici1·cztlo, es 
i,r¡ual á la mitad del p1·oducto del 'radio rn~tltiplicado por et . a1·co 
mis ó menos ztna pe1·pendicular bajada desde ztn extremo del mis
mo al radio que pasa po?' el otro e'xt1·emo. 

~ · El segmento ADB (Pig. 185), mayor que 
FIG. 18v. . el semicirculo, es la suma del sec1or OADB y 

e B del triángulo AOB; y el segmento ACB, me:.. 
nor que el semicírculo, es la diferencia entre 
el sector OACB y el mismo triángulo. Lla
mando a al arco del ¡;:egmento, sea mayor 6 

F menor que la semicircunferen<:ia, y r al radio, 

0 
el área del sector será ~ ar; la del triáng~lo 

es, tomando· el radio OB por base, ~ ?', AE; luego l~ del seg

Iriento será 

1 1 1 
2' a'l' + "2 ?' . AE = 

2 
?' (a + AE) . 

EscoLIO. Siendo OB y AE perpendiculares entre si, la AE 
es mitad de la cuerda AF del arco ABF doble del ACB. 

Si AF es alguno de ~os lados de polígono regqlar inscripto, 
cuyos valores en funcwn del radio conocemos, el área del 
segmento se obtendrá fácilmente. Por ejemplo, si ACB = 60°, 

'J' v'a 
AE será la mitad de la cuerda del arco de 120°; esto es -

2
- , 

y el. arco ACB, sexta p_arte de la circunferencia, será 'lt; ; 
luego el área del seg·mento A.CB tendrá por expresion 

1 (7t'J' r\13) 1 ¡-
-?. ---- =-?'2(27t- 3\ 3) 
2 3 2 12 . . 
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Fuera de los casos partículai·es análog-os á éste, para cono
cer la semicuerda AE se necesitan unas tablas trigonomét?·ü;as. 

286. Dos circunferencias que tienen el mismo centro se lla
man concént?·icas, y la superficie comprendida entre ellas recibe 
el nombre de cO?·ona 6 a1¿illo. 

Si R y r son los radíos de dos circunferencias concéntricas, 
el área del anillo sera la. diferencia entre las áreas de los dos 
círculos, es decii· 

.. R2 - 1t?'2 = " (R + r) (R- r) ·; 

si llamamos R' á una media proporcional entre R + 1' y. R - r, 
será (R + 1') (R- ?') = R'2 ; y el area del anillo se expresará por 

R/2 
7t ' 

es decir pOli' el á1·ea de 11,n ci?•culo cuyo radio es medio p1·oporcio
nal entre la suma y la dije1·encia de los 1·adios de las circ1mfe-
1'_<Jncias que limitan al anillo. 
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CAPITULO TERCERO. 

cm!P.\RACION DE LAS ÁREAS. 

TEOREMA. (JiVg. 186). 

287. Las áreas de dos triángulos se
mejantes ABO y abe, son proporciona
les á los euad1·ados de sus lados lwmd
logos y á los de sus alturas lwmdlogas. 

Sabemos que las áreas de dos tri
ángulos cualesquiera son proporcio
naleE á los pro·ductos de sus bases por 
sus alturas, luego 

ABO BO x AD 
6 

ABO BO AD [a]; ., 
abe - be X ad --=-X-

abe be ad 

pero las basP.s de dos triáng·ulos semejantes son proporcionales 
á .sus alturas, esto es, 

BO AD 
be= -ad · 

Sustituyendo en la igualdad [a] la fraccion AdD nor su igúa.l 
. a 

BO 
~e , tendremos 

ABO B011 

abe = be2 ' 

lo que demuestra la primera parte del teorema. 
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S
. 1 t . t ·t 1 f . BC . 1, por e con rar10, se sus 1 uye a raccwn ¡;- por su Igual 

uC · 

AD 
ttd, será 

TEoREMA. (Fig. 187). 

288. Las ti?·eas_ de dos t?·üirigulos que tienen un tingulo igual 
ó suplementario, son p1·oporcionales á los productos de los lados 
que forman dicko tinguló. 

Sean ABO y EFG dos triáng·ulos con 
·Fm. · 187. -un ángulo B =F. Tenemos 

A ABO BC.AD 
EFG~FG.EH; 

pero los trHíngulos rectángulos ABD, EFH 
son semejantes por tener un ángulo agu-

a P e F G d · 1 1 AD AB t. ·· d 1 o 1gua , u ego EH= EF; sus Ituyen o a 

AD . . AB . 
razon EH por su Igual EF sera 

ABO AB.BO 
EFG = EF.FG' 

lo cual debiamm; demostrar. 
Haríamos idéntico razonamiento si los ángulos B y F fuesen 

suplement_arios. 
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TEoREMA. (Fig. 188). 

289. Las á1·eas de ·dos polí,r¡onos seme.fantes A BODE y abcde 
· son proporcionales á los cuaikados de sus lados komáZo!Jos. 

FIG 188. 
D 

E 

Descompongo los polígonos en igual número de triángulos 
semejantes y semejantemente dispue~tos, por medio de diago
nales trazadas desde los vértices homólogos A y a. 

La semejanza de estos triángulos da 

ABO B02 AUU OD2 · ADE DE'! 
abe = bc2 ' acd = cd'l. ' ade - de2 ; 

BO OD DE B02 OD!! DE!! 
pero 7iC= ·cd = de Y .bc3 = cd2 = de2 ; 

ABO ACD ADE 
abe = aod = ade ; luego 

de esta série de razones iguales se üeduc~ 

ABC+AOD+ADE ABC 4\B2 
abe + acd + cide = ----¡¡¡;e = allJ. ' 

ABODE AB2 
abcde = ab2 • 

6 
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290. CoROLARIO. (Fi,r¡. 189). Las áreas de dos polígonos 
1'e!J11-la1·es semejantes ABCDEF y abcd.ef, son p1·opo1'cionales á 
tos cuadrados de los radios y á los cuad1·ados de las apotemas. 

Llamando A y a á las áreas ten-
dremos 

Fro. 189. 

A P B pero los triángulos AOB y aob son 
a. p 6 semejantes, luego 

F ~ /\17'\:• AB = OA = O"J? 6 AB2' OA2 _ OP
2 

• . 

~ ab oa op ab2 oa2 op2 ' 
E D e á 

de estas igualdades y de la [a] se de-
duce 

A OA2 OP2 
a= oa2 = op2. 

TEOREMA. 

291. Las áreas de dos círculos son p1'0P01'Cionales ct los cua
drados de sus radios ó de sus diámet1·os. 

Si R y r son los radios, las áreas serán 1tR2 v 7t?'2 , cuya razon 
7tR2 Rt u 

es r.r
2 

= -;2 • Como Jos radios son proporcionale.s á los diáme-

R2 D:! 
tros D y d, la razon r

2 
es igual á d2 , lueg·o li:ts áreas están 

. D2 
en la relacion d2 • 

292. Se llaman secto1·es semejantes aquellos cuyas bases tie-
nen igual número de grados. -

Es evidente que los ángulos foi·mados ·por Jos radios son 
iguales. 
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TEOREMA. 

Las á1·eas de dos sectores semejantes son propo?·cionales á los · 
cuad1·ados de sus 'radios. . · 

. Sean R y ?' los · radios de los sectores y a el número de g-ra-
dos de las bases: las áreas serán [284) . 

iR2a TC'r2a R2 
360 

y 
360 

cuya razon es 
1
,2 • 

293. Se lla.man segmentos sem~jantes los que corresponden á 
sectores semeJantes. 

TEOREMA. 

Las áreas de dos segmentos semeiantes son p?·opM'cionales á 
los c~tad?·ados de sus 1·adios. 

Sean S y s los sectores que corresponden á los segmentos 
propuestos, T y t los triáng-ulos tambien correspondientes á 
dichos seg-mentos. 

Siendo semejantes los sectores S y s., tendremos 

S R2 
8 = .?·2; 

tambien los triáng·ulos T y t son semejantes, lueg-o 

T R2 
--¡= r2 · 

De estas ig·ualdades se deduce 

S T .. S-+-T S R2 
S 

= -t , por cons1gmente --+-t = ·- = 2 ; 
S-· S r 

y corpo S -+- T y s-+- t son las áreas de los segmentos, queda 
demostrado el teorema. 

· 294. . EscoLIO GEJNBRAL . En virtud de los teoremas demos
trados en este capítulo, siempre que se conozca la relacion m 
entre dos lados homólog·os de poligonos semejantes, la elevcwe-
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mos al cuadrarlo para hallar la relacion entre las áreas de los 
mismos . Si, por ejemplo, el lado de nn polígon0 es doble de su 
homólogo en otro polígono semejante, el área del primero no 
será doble sino cuatro veces mayor; si la relacion de los lados es · 
2 . 4 

3 , la de las áreas será g cte. 

Lo mismo decimos respecto de los círculos y de los sectores 
y segmentos semejantes. 

TEOREMA. (Fig . 190). .. 
295. Bl Cltadrado const1·uido sobre la kipotenusa de un t1:irtn· 

gula rectánr¡ztlo, er; equivalente á la Sltma de los cztadmdos cóns
truidos sobre los catetos. 

Sea el triángulo ABC rectáng·ulo en A. 
Fw. 190. Vamos á.demostrar que el cuadrado BD, 

construido sobre la hipotenusa BC, es equi
valente á la suma de los cuadrados AE y 
AF, constmidos sobre los catetos AB yAC. 

Bajo desde el vértice A del ángulo rec-
E tq, una perpendicular AH á la hipotenusa y 

, '\ la _prolong·n hasta G; trazo las rectas AD 
¡ H \ y .B'B. 
¡ \ El triáng·nlo ACD tiene CD por base y 
t \ la altura será igual á CH; pero OD y CH 
G 0 

son tambien la base y altura del rectángulo 
OG, luego el triimgulo ACD es la mitad del 

rectáng·ulo CG. 
El triángulo FBC tiene CF por base y la altura será ig·ual 

á AO, pero CF y AC son la base y altura del cuadrado AF, 
lueg·o el triáng·ulo F BC es la mitad del cuadrado AF _ 

Ahora bien, los triáng·ulos ACD y FBC, que hemos conside 
rado, son iguales, por tener AO = CF, CD = CB, y el ángulo 
AOD, compuesto de un recto más ACB, ig·ual al áng·nlo ~CB, 
compuesto tambien de un recto más ACB . 

Siendo iguales estos triáng·ulos, las áreas del rectángulo 
OG y del cúadrado AF son tambien iguales. 

Del mismo modo se demostraría que el.. rectángulo BG equi
vale al cuadrado AE; y c.omo los rectángulos CG y BG compo
nen el cuadrado BD construido sobre la hipotenusa, el teorema 
queda demostrado. 



-187-

TEOREMA. 

· 296. Si conside?·ando como homólogos los lados de un t?·ián
gu/;o rectángulo, se const1·uyen sobre ellos tres polígonos seme
}antes, el const1·uido sob1·e la hipotenusa es equi1Jalente á la S1t

ma de los construidos sob?·e los catetos. 
Sean a, b, e la hipotenusa y catetos del triáng·ulo;. A, B, O 

las áreas de los polígonos semejantes. Tenemos [289] 

B O A 
b2 = (!i=(ti' 

B+C A. 
. b~+c2- a2' de donde 

los denominadores de estas fracciones son iguales, porque se
g-un el teorema de Pitág·oras es a2 = b2 + c2, lueg·o tambien 
los numeradores dehen ser iguales, esto es, 

A=B+C. 

CoROLARIO. Si conside1·ando como homólogos los lados de 1en 
t1·iángulo ?'ectá-n.r;ulo, se constrzeyen t1·es potí:qonos semejantes, 
el const1·uido sob1·e un cateto equivale á la diferencia ent1·e et 
const1·uido sobre la Mpotenusa y el const1·uido sob1·e el otro cateto. 

TEOREMA.. 

29'7. Si considerando como ?·adios ó como diámetros los ·lados 
de un t1·iánguto 1·ectángulo, se desc?·iben tres círculos, el descrito 
sob1·e la hipotenusa es equivalente á la suma de los descritos 
sob1·e tos catetos; y el descrito sobre un cateto es la dije1·encia 
ent1·e el desc1·ito sob1·e la leipotenusa y el desc1·ito sobre el otro 
cateto. 

La demostraciones igual á la del teorema anterior. 
·FIG. 191. • CoROL~~ro. (Fi~.l~l) . Sisob1·e ~os lados 

ele 1en t1·wngulo ?'ectangulo, conszde?·ados 
0 c01no diámetros, se desc1·iben tres semici?·-
·E, cunj'e1·encias ,et área del t1·iángulo es ~~ual á 

j la s1ema de las áreasde lasjigu1·as AD-BEA 
·~, y AFCGA,llamadas lúnulas de Hipócrates. 
' Ante todo haremos notar que el semi-

círculo construido sobre BC pasa por . el 
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vértice A [123, 3.0 J. Además, este semicírculo es equivalente; 

segun se deduce clel teorema anterior, á la s\1ma de los semi

círculos descritos sobre AB y AO; restando d:el primero los seg·

mentos AEB y AGO resulta el triangulo ABO, y restando de 

la suma de los semicírculos .AB y AO los mismos segmentos re

sultan 1as lúnulas; luego .el triángulo es equ iv.alente á. la suma 

de las lúnulas. 

PROBLEMAS RELATIVOS Á LAS ÁREAS. 

298. 1.0 Oonve1·tir un p_oligo?w ABODE (Fig. 192) en ot?'O 

equivalente que tenga un lado ménos. 
Trazo una diagonal AO que forme con dos 

Fro. 192. lados ·consecutivos del- políg·ono tln triangulo 

B F ABO; por el vértice B tiro una paralela BF á 

----·-·· la diagonal; prolongo el lado DC hasta que 

encuentre a la paralelfl. BF; y trazando la 

A recta AF, se forma un polígono AFDE equi

valente al propuesto y con un lado ménos,. 

En efecto: los trü1ng·ulos ABO y AFO son 

equivalentes, por tener igual base y altura; 

E D si á la figura AODE añadimos el primero de 

ellos resulta el polígono propuesto ABODE, y si á la misma 

figura añadimos el segundo triang·ulo resulta el polígono 

AFDE; luego estos políg·onos son equivnlentes. 

299. 2.0 Oonve'rti?' ~tn poligono en t?'iánguto equivalente . 

. Redúzcase el polígono á otro equivalente que tenga un lado 

ménos, repítase la misma operacion con el polígono re:mltante, 

y continúese así hasta obten~r un triángulo. 

300. 3.0 Oonverti1· un t?·ián,r;ulo en cuacl?·aclo eq1tivalenle. 

Sean by a la base y altura del triang·ulo, y x el lado del 

cuadrado equivalente. 

El iu·ea del cuadrado es a;2 y la del triáng·ülo b ; a lueg·o 

2 bx e? 
X= ·--

2 
6 

•J b 
X-=- X Ct: 

') ' 

"" 

donde se ve que el lado{[} del cmidrado es· una media propor

cional entre la mitad de la base y la altura del triáng·ulo. 
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301. 4.° Convertir nn polí_r¡ono c1talq_1tie.ra en c1tad1·ado equi
valente. 

Redú7.case el políg-ono á triáng-ulo y éste á <:uadrado. 
Sí el área del pol!g-ono es el producto de do::; lineas, bastará 

hallar una · media. proporcional entre ellas, y se tendrá el lado 
del cuadrado . 
. Así, dado un paralelóg-ramo,-_se hallará una me~ia propor

cwnal entre la ba:se y la altura; s1 tenemos un trapecio, hallare
mos una media proporcional entre la altura; y la recta que une 
los puntos medios de los lados no paraJe] os; y dado un políg-o
no reg-nlar se construirá una media proporcional entre la mitad 
del perímetro y la apotema. · 

302. 5. o Con ve?· ti?· ?tn ci?·cztlo en cuad?·ado eq1tivalente. 
EBte famoso problema de la cuad?·atura del cinttlo se resuel

ve aproximadamente hallando una media proporcional entre la 
mitad de la circunferencia rectificada [261] y el radio. Como no 
se conoce el medio g-eométrico de rectificar exactamente la cir
cunferencia. el problema de la C!ladratura del círculo está sin 

· resolver, á pesar de los esfuerzos hechos durante muchos si
g-los. Con el cálculo se alcanza un gTado de aproximacion más 
que ::;uficiente en todos los casos prácticos, puts la long·itud de 
la circunferencia depende del valm· ele ';"(' que se ha calculado 
con gTan número de cifras decimales. · 

303. 6. 0 JJados dos ¡Joligonos semejantes, const?'1tir ot?'O se
mejante á ellos é ÍfJ?tat á s·tt s·zmut d d~fe?·encia . . 

1.° Constrúyase un triáng-ulo rectáng·ulo cuyos catetos sean 
ig·uales ·á dos lados homólogos de los po1ig·onos conocidos; 
considerando la hipotenusa de este triáng·ulo como lado hon1ó
log·o de los eleg-idos para catetos, constrúyase sobre ella un po
lígono semejante á los dados, que seráequivalenteá:msu- · 
ma [296]. · 

2. 0 Tómense dos lados h.omólog-os de los polig-onos semeján
tes para hipotenusa y cateto de un triang·ulo 'rectangulo: el 
políg·ono_ semej~nte á los dados, construido sobre el otro cateto, 
sera la diferencia de éstos . 
· 304. 7." JJesc?·ibi?' un ci?·c~tl"o eq~tivrtlente á la S1trna d dife-
1'encia de ot?·os dos. . · · · · 

Este problema se resuelve corno el anterior. 
305. 8. o JJado ztn polí.c;ono 1' cvnst?'ltÚ' ot?·o sernqjante Q, tal 

q1te las á?·eas de los dos ,r;ua?'(len ~tna ?'etacion dada m: n. 
ANhtsrs. Sea a un lado del políg-ono P, j x su homólogo· en 
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el polígono Q: si determinamos el lado a; estará resue~to el pro-

blema. Tenemos [289) · 
p a2 
Q= a;2; 

además, es condicion del problema que 

P rn a2 m 
. Q-- n- , luego - =- [a]. 

a;"l '¿ 
Si m y n fuesen las proyecciones de los catetos sobre la hipo

tenusa de un trián&;ulo rectángu1o, y a uno de l.os catetos, el 

otro seria a; [185, 3. ]. 
SiNTESIS. (Fig. 193). En una recta in -

Fw. 193. definida tomemos, una á continuacion de 
otra, las longitudes AB y BC iguales á 

o rn y n; sobre AC como diámetro describa-

, mos una semicircunferencia,: por el1mnto 
,.,' r'"\ 

E ,/ ¡:! \ B levantemos tma perpendicular al diáme-
_, ______ ~.-"'G tro,· y unamos D cdn A y C. 

_,..·/ : ! \ 
A • -' · e El triángulo ADC es rectángulo, y los 

H B - . segmentos AB y BC de la .hipotenusa son 

· iguales á m y n, luego si el cateto AD fuese igual á a, el otro 

UC seria igual á x; pero se comprende que, en g·eneral, AD no 

será igual á a, por lo que tomaremos en AD, prolongada si 

es preciso, una long·itud DE ig·ual al lado a, y tirando por E 

una paralela á AO determinaremos en DO una longitud DG 

que es igual á x. 
En efecto: en el triángulo rectángulo EDG ten~mos 

ED2 E F EF AB m ED2 m 

DG2 = FG ' pero FG = BO = n ' luego DG2 = n ' 
a2 m 

DG2--;¡¡. 6 bien 

Comparando esta igualdad con la [a], se deduce a;= DG. 

306. 9.0 IJada una 1·ecta a traza?· o·t?·a x tal que Zas Zongittt

des de las dos sean proporcionales á las á1·eas de dos polígonos 

dados P y Q. 
ANÁLISIS. Tenemos: 
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sustituy~ndo los polígonos P y Q por los cuadrados equivalen-
tes p2 y q2, tenernos · • 

p2 a 
q? (J) 

Si p y q fuesen los catetos de un triáng·ulo rectángulo, y a la 
proyeccion dé p sobre la hipotenusa, la proyeccion de q seria 
la recta buscada x [185, 3. 0 ]. . 

SíNTESIS. (Fig. 193). Construyamos un triángulo rectán
gulo cuyos catetos DA, DC sean ig·nales á p y !1• y bajemos la 
perpendicular DB. Si el seg·mento AB de la.hipotenusa fuese 
Igual á a, el otro segmento BO seria la recta buscada x; pero, 
en general, AH no será ig·ual á a, por lo que tomaremos en 
AB, prolongada si es preciso, una longitud BH=a, trazaremos 
por Huna paralela á UB hasta que encuentre á AD .en un pun
to E, y tirando EG paralela á AC, será EF ig·ual á a, y por tan
to FG ig·ual á x, toda vez que los cuadrados de DE y DG son 
proporcionales á los de DA y DO, es decir á p2 y q2. 

307. 10.0 .Dados dos potíqonos P y Q, const?'1tÍ?' otro seme
jante á P y equivalente á t.;>. · 
· A?iÁLrsrs. Sea X el polígono que se busca, a un lado del po
lígono P, y x su hornólog·o en el polígono X. 

Debiendo ser semejantes los polígonos P y X, será 
p a2 
x=x2' 

y como X debe ser equivalente á Q, tendremos 
p a2 

- cr-x2' 
. reemplazando los polfg·onos P y Q por los cuadrados equivalen

tes' p'2 y q2 será · 
J!: = !1:..2 6 p__ _ a 
q2 x2 q x 

SíNTESIS. Vernos pnr el análisis anterior que x es una cuar
ta proporcional á las rectas conocidas p, q y a. Coustt·uyendo 
sobl·e x un polígono semejante al P estará resuel-to el problema. 

EscoLIO. Si Pes un polígono regular, el que se obtenga será 
tambien regular, por consio':.uiente podemos transformar un po
lígono dado en otro equivalente regular del número de lados 
que se pida. 

-~----· 
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EJERCICIOS DE LA GEOMETR(A PLANA. 
TEOREMAS PARA DEMOSTRAR. 

I. El camino más corto de un punto á una circnnferencia es 1a par
te exterior de la secante tirada por dicho punto y el centro. 

II. En una circunferencia dauft, el lugar geométdco de los puntos 
medios de varias cuerdas que tienen un punto eomun, es o'tra circun
ferencia cqyo diámetr·o es b rcctl tirada desde el punto comun alcen
tro de la circunferencia dada. 

III. Si dos cuerdas se cortan perpendicularmente, la suma de dos 
arcos no contiguos interceptados por ellas es igual á la semicircun
ferencia. 

IV. Todo diámetro está dividido armónicamente por su inter;;ec
cion con una cuerda perpendicular al mismo y por el punto de en· 
euentro de dos tangentes timdas por los extremos de la cuerda. 

V. Si se trazan dos tangentes fijas á una circunfercucia desde un 
punto exterior, y otra tangente móvil comprendida e. n el ángulo u e 
las fijas: L 0 el ángulo bajo el cual se ve la tangente móvil desde el 
centro es constante; 2.0 el perímetro del triángulo que forman las tl'es 
tangentes es constante. 

VI. La recta que une los puntos medios de dos lados de uo trián
gulo es: L 0 paralela al tercer lado; 2 ° igual á su mitad. 

VII. De todos los triángulos que tienen igual base y altura el isós
celes es el que tiene menor perímetro. 

VIII. Un ángulo de un triángulo es recto, agudo ú obttlSO segun 
que la recta que une el vértice con el punto medio del lado opuesto es 
igual, mayor 6 menor que la mitad de dicho lado. Recíp?·oco. 

IX. . El producto de dos lador:¡ de un triángulo es igual al producto 
de la altura bajada sobre el tercer lado por el diámetro del círculo cir-
cunscrito. . 
· X. Si dos cuerdas se cortan perpendicularmente, la suma de los 

cuadrados de los cuatro segmentos es igual al cuadrado del diámetro. 
XL En todo triángu1o, ta suma de los cuadrados de dos lados es 

igual al duplo del cuadrado de la mitad del tercero más el duplo del 
cuadrado de la recta que une el punto medio de éste con el vé~tice 
opuesto. .. 

XII. Uniendo los puntos medios de los lados de un cuadrilátero po.r 
.rectas que no se crucen resulta un paralelógramo. · 

XIII. La suma de los cuaélrados de los lados ele un cuadrilátero es 
igual á la suma de los cuadrados de las diagonales, más el cuádruplo 
de la recta que une los puntos medios de las mismas. 

Oorola?'Ío. La suma de los cuadrados de los lados de un ;paraleló-
gramo es igual á la suma de los cuadrados de las diagEmales. · 

~. 
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XIV. Si desde un punto tomftclo en la pt~olongn.ciou de üna dh go
nal de un cun.drilátero se trazn.n dos transvet·wtlefl que corten á ·l·os 
lados del mismo, las razones segmealarias de dos ladus adyncéntes 
son proporcionales á las r rtzoues segmcnt:.trias de los otros dos. 

Recíp1·oco. 
XV. Si desde cada uno de los puntos de CJncurso de los lados 

opuestos de nn ·cuadrilátero se trnza una transversal que corte á los 
otros dos lados . las razones segrnent1.rhs de do,; lados opuestos 
son proporcionales á ln.s razo.nes segmeutnrias de los otros dos. 

XVI. El área de un triángulo es igualHl producto ele sus tres lado;; 
dividido por el duplo del diámetro del círculo circunscrito (Ejen:i
cio IX). 

X VII. Si desde un punto interior á un plraleló,gt·n.mo se tir;¡n rectas 
<Í todos sus vértices, la smn·t de los triángulos que tienen por bftses 
.dos hdos opue&tos, es equivalente á la suma de los otros dos. 

XVIII. L'l snmft de las perpenclicubtres bajad,ts á los lados de- un 
triángulo equilátero desde un punto in1crior es constante. · · 

XIX . f::li desde un puuto interior á un polígono regular de n lnd'Os 
se· b ·1jan perpendiculares á todos éstos, la SU lOa ele las 1'Bl'¡ilendicula
res es igu'tl á n veces l:t apotP.tll'l. 

XX:. Las áre;ts de dos triángulos semejantes son proporcionales á 
los cu!tdrados de los nclios de los círculos inscriptos y circunscritos: 

PROBI_,EMAS PARA RESOLVER. 

l. Describir una circunferencia co:wciendo el radio y dos puntos 
de la misma. 

II. Describit· umt circunferencia tangente á unn recta dada en un 
punto dado, siendo conocido el r~dio . 

HI. Describir una circunferencia tangente á otra dada en un punto 
dado "J que pase por otro punto dado. 

IV. Describir una circunfer'encia tangente á otra dada en un punto 
dado, siendo conocido el radio,. 

V. Describir una circunferencia tangente á otra dada en un punto 
dado, y además tangente á una recta dada. 

VI. Por un punto dad0 trazar una secante á una circunferenc i~ 
dada, ele tal modo que la cuerda intercept<1cla sea igual á una rectrt 
dada. 

VII. CJonstruir un triángulo isósceles conociendo la baso y el án-
gulo opuesto. • , 

VIH. Construir nn triángulo conocierHio la base, la altura y el án
gulo opuesto á la base. 

Ul 
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IX. G:oustruir nn 'triángulo conoc.ienclo la altura y los ángulos ar.r · 

_yaaen tes á la base.. . . . · . · 
X. Co'nstrnir un triángulo conociendo un ·lado, uno de sus ángtllos 

adyacentes y la suma ó diferencia dé los otro¡; d·os lados. . 

XL Construir un pnralel.ógrarno conociendo las diagonales y .un 

lado. . · 
XII. Construir un t!'apecio conociendo las bases y los lados no 

paralelos. 
XIII. Construir dos rectas conociendo sn suma, y la media pro- · 

porcidnal eutre ellas. . 

XIV. Construir dos -rectas conocietirlü su diferencia \' la media 

prop.1rcional entre ellas • 

· XV. Dados tres puntos dirigir por uno de ellos 1.1na recta, tal que 

sus distancias á los otros dos puntos sean proporcionales á dos rectas 

dada¡¡. . . 
XVI. Dadas tres rectas que concurren en un punto, trazar por. otro 

da.do una secante, tal que las dos partes interceptadas por las rectas 

·dndas ·seap. prop0rcionales á dos r'eetas conocidas. 
XVII. Ha,llar el lugar geométrico de los vértices de todos los trián-

gulos eq_uivalentes cuya b:~.se es comun. · 
XVIIL Determina-r un punto interior á un -triángulo, tal que las 

rectas tiradas á. los t.res vértices dividan el triángulo en parte¡, pro-

_porcionales á tres rectas dadas. · . 

XIX. Com;truir un rectángulo equivalente á un cuadrado dado 

ra2 , tal que la suma 6 la diferencia ele dos lados contiguos sea igual á 

una línea dada a. · 
XX. Conociendo las bases y la altura de un trapecio, hallitr las 

ár~as de los triángulos total y parc·ial que se forman prolongando los 

lados no. pl\-ralelos. 



GKOMETRIA DEL ESPACIO. 

SI~CCION PR1M~RA. 
PROPIEDADES Y RELACIONES DE LA EXTENS!ON. 

LIBRO PRIMERO. 
'. 

SUPERFICIES. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

SUPEIIFICII\ PLi\i'U. 

1.-P&•eliuainares. 

308. En el número 3 hemos dicho: 
\ SUPERFICIE PLANA Ó PLANO es una SZtJJe?.ficie ·tal que apoyando 

e¡¿ dos cualesquiera de szts pu,ntos una lí1w,l 1·ecta, todos tos pun
tos de ésta se rolocan en la superficie. 

La superficie plana se considera ilimitada en todos sentidos; 
sin embargo se representa por una figura limitada:, g·en.eral-
mente un -paralel6gramo. · 

Segun la definicion anterior, si ztna ?'ecta tiene dos puntos en · 
1tn plano estctdt enteramente silztada en ez. 

De aquí se deduce: la interseccion de una ?·ecta y un pla'f!O 
es ~tn pztnto. · 

IJ.mag-inanclo en 'el espacio una recta y un plano, sucede una 
ele estas tt·es cosas: l." la recta tiene todos sus puntos en el pla
no, 6 está situarla en M; 2." la recta tiene un solo punto en el 
plano, 6 corta al plano; 3." la recta no tiene ningnn ptinto en 
el plano, 6 es prwatela al mismo. 
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309. t P01· U17et línea 1·ecta pueden pasrw 
i?r./htüos planos, pues se concibe que el 
plano MN, que pm:a por la recta AB, 
( Fi,r¡. 1 94) puede girar alrededor de ella 
ocup<lndo en el espacio diverr;as pc~icio
nes, las que representnn otros tantos pln.
nos diferentes pasando todos por .<\B . 

s- 310. lT?·es pltntos A, B, e que no están en linea 1'CCta dete?'-
¿__.--,minan . la posicion de un plano, es decir, por tos. tres p1Ut-tos 

A., B, C puede pasar w~ plctno y solo puede pa,sa1· uno. 
Tracemos la recta AB, hag-amos pasar 

FIG. 195. por ella un plano, é imaginemos que éste 
a gire alrededor de la recta; es claro que al 

verificar su movimiento de rotacion, como 
·. el plano se supone ilimitado en todos sen-· 
o tidos, llegará á pasar por e, lueg-o por los 

G tres puntos A, B, e puede pasar un plano. 
A e Designémosle por P, y supongamos 

otro P' que pase tambien por A, By C; 
tracemos la recta BC: teniendo AB y Be dos puntos en P y en 
P' se hallarán á la vez en los dos planos. Tomemos en el pri
mero P un punto cualquiera D y tracemos. una recta DG que 

·corte en E y F á las AB y BC: corno los puntos E y F pertene
cen á los dos planos, la recta DG trazada en el P estará tam
bien en el P', lueg·o D será un punto comun á los dos . 
' Esto nos demuestra qu-e todo punto D del plano P pertenece 
ta:mbien al P'; por consiguiente ambos planos coinciden en toda 
su extension . 

Con.oLARtos . 

l. o ~ Una 1·ecta y 1t?t punto cxte?'ÍO?' detc?'?ninan la posicion de 
nn plano. 

:Marcando dos puntos en la recta tendremos, con el exterior. 
tres puntos no en línea recta, que determinan un plano. · 
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1 2.'' l.Dos 1·ectas qw;. se co1·tctn rld'Jnniwt.n trt posicion de 'ltlt 

JJlano. 
---- ~eñalnudo un punto en cada recta, pür esto::; y el ele interscc

cion pasara un plano que contendrá á las recta::; dadas. Además, 
todo plano que pase por ellas se confundirá con el primero,_ 
pues contendrá aqnel!os tres puntos. p 3. 0 \JJos 1·ectas p;t?·aletas dr:termin ~tn la posicion de ~t- n plano. 

Por dos rectas paralelas pasa siempre un plano: aquel en 
- - que están situadns. Además, todo p1ano que pase por las rectas 

s·e confundirá con el primero, pnes marcando dos puntos en una· 
paralela y uno en la otra, estos tres puntos no en línea recta 
serán comunes á los dos planos, que po1· consig·uiente coin- ; 
cid irán. ,_ . 

4. 0 La inte1·seccion de dos planos es ·ltnrt línea ?'ecüt, y la de · 
t1·es un punto. 

Pnes si dos planos tuviesen tt·e::; puntos comunes no en línea · 
recta, coincidit·ian; además si la recta interseccion 1le los prime
ros planos se corta por nn tercero, resultará un punto comnn á 
los tres. · 

311. Imaginando en el espacio dos planos suceJ.e una de 
estas tres cosas: l." los plano:; se confunden - en uno solo, para 
lo cual basta que tengan tres ]JUntos comunes no en línea rec'- .· 
ta; 2. 0 los planos se cortan, y tienen una recta comun; 3. 0 los 
planos no tienen ningun punto cornun, 6 son parrttelos. 

312. fPm· un punto O del espacio no pltede t1·aza1·se más tj'lte 
nna paralela á 1ma 1·ecta dada A. B. ·· · · 

(Fig. 196) . t Suporwamos que pasen 
vor O dog paralelas D'E: y FG á la recta 
AB; las rectas FG y AB determinan un 
plano, y las DE y AB determinan otro; 
pero estos dos plauos coinciden, por tener 
comun una recta AB y un punto O, lue-

FIG. 196. 

c~G D------ E F 

A------8 go tenemos en un mismo plano dos pa
i·alelas á una recta AB por un punto· O, 

lo que es absurdo. 
·': 

TEOREMA. (Fi.g. 197). . . - . 

:n3. \s¿ 1m a ?'ecta A B se ?nlteve apoyitndose en ot1·a ?'ecta .fiírz 
X Y y conse?'·Dándon; pa1·aleta á S1t pvsicion p1·imitiva, diclta rect.t 
móvil engendm un plano. 
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~·w. 197. Sea CD una ele las posiCIOnes de la 
recta l'nóvil. Las rectas AB y XY, que se 

H
A e · cortan, ¡:leterminan un plano; y las AB y 

CD, por ser par(llelRs, determinan otro; 

X E . F . y pero estos phmos tienen comun una 'recta 
AB y un punto F, luego coimciden. Vemos, 
pues, que la recta móvil, considerada en 

B 0 cualquierposici.ori CD,.se halla situada en 
el plano que determinan AB y XY, por 

consiguiente es la generatriz de este plano. · · 

314. Imaginando en el espacio dos lí.ncas rectas, y hacien

do pasar un plano pór una de ellas A.B y un tmnto G de la otra. 

esta podrá estar situada enteramen~e en el plano 6 cortarle 
en C. · 

En el primer c&s.o, hallándose las rectas en un mismo plano, 

se cortarán 6 serán paralelas: · · · 
· . En el segundo ca.so. las ·rectas dadas no pueden esta¡· en un 

mismo plano, porque si existiera un plano que las contuviese 

se confundiría con~~ primero, por tener comun la recta AB y 

el punto e, y resultaría que el primer plano conteúdria .Ja se

gunda recta, siendo así que suponemos la corta. Do~ rectas en 

e·s~a p~sicion ni se cortan ni son paralelas, pues en ambos casos 

e~Istina un plano que las contuviese enteramente [310, co?·otrt-
'l'ios 2·.o y 3. 0

]. . · · 

Vemos, pues, que dos rectas distintas en el espacio pueden 

1.: cortarse en un punto, 2. 0 ser paralelas, 3.0 no estar en un 

mismo plano. 

JI.-Rcctas 4JUC coi•tan at' B•lano. 

_Perpendiculares, oblicuas, ángulo· de recta y plano. 

315·. ~. Una recta es PERPENDICULAR á un plano cuando es per
pendicular ti todas las rectas que pasan por su p1'e en el plano. 

En tal caso el plano es tambien perpendicular á la recta. 

Unn recta es oblíc1ta á nn plano cuando le encuentra sin 

.serie perpendiculnr. 
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TEOREMA. · · (Fz'g. ·1 98). 

316. \ Si 1~na ?'ecta AB es JJer¡fendiculd1' á, dos ?'tetas BC, BD 
de l1-s qne pasan po?· su pid B en un plano MN, es pe?·pendicuZa·r 
á todas las demás y pO?' cnn"Si.r;ttiente alplano 7 • • 

FIG. Ul8. 
{\ 

· Sea BE otra de las recta¡; que pasan por 
B en el plano MN. Trazo una recta eo que 

· corte á Be; BE 'y BlJ, prol-ougo la AB há
cia la parte inferior, torno~~ B:::;::; AB·, y uno 

. A y A' .<eon e, E y . D. . . 
Las rectas _Be y BD son perpendicula

res á AA' en st~ p-u-nto medio e, luego [48] 

AC =A' O, AD =A' D, ademils CD-- CD; 

.por consiguiente los triángulos ACD y A'CD 
sqn · ig·uales: . . . .. · 

Si imaginamos el A'CD colocado sobre 
el AeD, e;; claro que la recta A' E "<Wincidirá· con AE, lqego 
A'E =AE. Vemos, pnes, que BE tiene dos puntos ·B y E equi
d-istantes de A y A', l~eg·o BE es perpenQ.icu¡ar á AA' . 

TEOREM.~ • 

. 317. \ Po1· un punto dado siempq·e se puede .trazar un plano 
. perpendicuta1· 4 zma 'recta .dada, .y no se puede t?·azá_r más que 
16n0~ . . . 

1.0 Puede suceder que ·el punto esté en la recta 6 fuevn. de 
~~. . . . . - . 

- Sea el punto B (.F'ig. l\l8) dado ell.1a recta AA' .. En dos de 
los infinitos planos que pasan por AA' levanto las pé.rpendi
culares BC y BD á esta recta en el punto · B, . las que determi
nan uri . plano, por ·sér rectas que se cortan, perpendicular á AA' 
en el punto B l316]. ·, · · · 

Si el punto dado es C, exterior á la recta dada AA', baj.ate-
.mos CB perpendicular á AA', en el · plano que determinan · la 
AA' y el punto C; por el pié B, y en otro de los planos que pa.
saq _por AA', levantaremos una- seg·unda perpendicular BD á 
AA': las perpendiculares BC y BD determinan un ·. plano que 
pasa por el punto dado U y es perpendicular á la recta AA'. 

'-
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F!G. Hm. 2. 0 Si por el punto C dado eula recta AB 
(Fig. 199) pudieran trazarse dos planos MN ¡{ 

y MP perpendiculares á AB, imaginando un 
tercer plano que pasase por AB, cortaría á los 
MN y MP segun dos rectas OD y CE; siendo 
AB perpendicular á los planos MN y MP seria 
tam bien perpendicular á las rectas O D y CE 

A 8 que pasan por su pié; lueg·o en un punto G 
de una recta AB y en el mismo plano ten
dríamos dos perpendiculares OD y CE á di

cha recta, lo que es impqsible. 
Si el punto O está fuera de la AB ( Pig. 200)·tampoco es po

sible que Jrasen por él dos planos 1vi N y M P 
FIG. 200. perpendicul11res á AB; porque concibi,endo el 

plAno que determinan O y AB cortará á los 
anteriores segun dos rectas OD y OE,y si AB 
fuese perpendicular fi. MN y MP, lo seria 
iguAlmente á OD y 08 que pasan por los 
piés D y E, y tendríamos en el mismo plano 
dos perpendiculares CD y CE desde un puilto 

A. O a una recta AB, lo que es imposible. 
N o P- E B EscoLIO. Un plctno está · determinado po?· 

nn vunto 1J la condicion de sm· pe1·pendicutar 
á 1ttUt 'l"ecta dada. L • 

TEOREMA. (Ft(¡. 198). 

·318. ~1 odas Zas perpendicztla1·es BC, B D, BE etc. levantadas 
á 1tna -recta AB en uno de sus puntos B, están en un 1nismo plano. 

Dos cualesquiera de las perpendiculares, BC y BD por ejem
plo, determinan un plano MN perpendicular á AB en el pun
to B; si otra perpendicular BE no estuviera en el phno MN, 
determinaría con BC otro plano perpendicular á AB en B, y 
tendríamos dos planos perpendiculares á ABen B, lo qu~ es 
im¡;wsible. 

-'EscoLIO.· El lugar geomét1·ico de Zas JJei'pendicnta.?·es le'/Janta
das á una ?'ecüt 7Jor ~m mismo ¡mnto, es et·ptano pe?'pendic~tla~· 
á la 1·ecta en diclw ¡nmto. 



-201 - · 

'l'EORE;'.1A. (Fz'g. 201). 

319. t Sí 1flnrt ?·ecta ABes pe?·pendiculrw á 1m plano MN, y des
de et pié B se baja ~tna perpendicular BC á, ~tna 1·ecta DE situadct 
en el plano, toda ?'eqta AO que U Ita el pié de la segunda ¡Je?·pen
dicula?' con un punto cualquiera de la prime?·a, es perpendicula?' · 
á la DE trazada en el plano. 1 · . 

. Fra. 201. 
A, 

Tomo á ambos lados del punto O dos lon
gitudes ig-uales OD y CE, y trazo las rectas . 
BD, BE y las AD, AE. -

Tenemos· B D = BE, por ser oblicuas que 
se apartan igualmente de la perpendicular 

r-+-----"i'~--. N BC á DE, lueg·o los triángul os ABO, ABE, 
rectáng·ulos en B [315]. que tienen además de 
BD =BE un cateto AB comun, son iguules. 
por consiguiente AD = AE; Yemos que AC 
tiene dos puntos equidistantes de D y E, lue

go es perpendicular á DE. 
EscoLIO. Siendo DE perpendicular á CB y CA, será per

pendicular al plano ACB que estas l'ectas determinan. 

TEOREMA. (F'ig. 201). 

320. \ Po?' ?tn punto dado siemp1·e -se puede tmzar 1ma recta 
perpcndicuta1· á ~m plano dado, y no se puede t1·azar mris qne ?tna. 

1.0 Sea B un punto dado en el plano MN. Trazo en este 

plano una recta DE, bajo BC perpendicular á DE, por el 

pié O tiro otra perpendicular CA á DE en plano distinto del 

MN, levanto en el plano AUB la perpenrliculnr BA á BC, y 

digo que BAesperpendicular al plano MN. 

En efecto: lJO es perpendicular al plano TICA en el·pnntor; 

desde el pié O tenemos otra perpendicular CB á la AB trazada 

1 Esta proposicion sue1e llamarse T6o, ·ww do la,s !t~s P~'·Jnnrl it:~-lw·"··· 



... 
' 

-202-

endicho plano; lueg-o si unimos Í3 con un punto cualquiera D de 
la primera perpendicnlar, la recta de union BD será perpendi
cular á AB, ólo que es igual, AU es Jlerpendicular á BD, y 
corno tarnbien lo e;; a BC, por constl'Llccion, lo será a1 plano de 
BD y BC, que es el MN. 

Sea A un punto dado fuera del planQ M:--r. 
Trazo en, este plano .m1a r eeta DE, bajo AC perpendicular 

á DE, en el plano que A y DE determinan, por el pié. O tiro 
otra perpendi<:;ular UB á DE en el plano MN, bajo en el plano 

. }\üB lá perpendicular AB á BC: .esta recta .• ~B es pe·rpendi-
cular al plano MN, como se demuestra reprti·endo el -razona
miento del caso anterior. 

2.0 Si por un punto A del plano MNJlí'i,q. 202) ppdieran le- . 
. . vantai'se dos perpendiculares AB y AC, de-

Fra. 202. terminarian un plano que cortaria al MN se
gun una recta DE, y tendríamos dos perp~n
diculares AB YAC á la recta DE en un mismo 
punto y plano, lo que es irnpos.ible. 

s e 

·~. 
M . 

· Si el punto A" es exterior al plano MN (Fig. 
203), tampoco es posible bajardesd·e él dos per
pendicular~s AB, AC al p.la:.no MN, porque AB 
y AC determinan otro pla.no que corta al MN 
seg-un una recta BC, y SI AB y AC fue¡o;en 
perpendiculares al plano lo seria11 á la -recta 

BC, lo que es imposible. · · . 
EscoLIO. Urna ?'ecta está cletermirnacla .poJ· un ¡;unto y la con-

dicion ele ser ?JeJ'penclicula?' á un 'plano dado. · 

FIG. 203. 

Jfu. 
/E O B ·e/ 

M 

TEOREMA. (Fz"g~ 203). 

:321. Si desde 1m Jntntv . A exte?·io?· á un 
plrt1w iN se ti1·an /t éste 'ttna p'e1'pendicúlci?' 
AB y una oblicua AC., la JJe?·¡rendicular es 
meno?' q lte la oúticna. . . . · · 

Traznndo BC, la A B será perpendicular 
á BCy la AC oblicua ; lucgoAB < AC [42]. 
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TEOREMA RECÍPROCO. 

~s¿ una ?'ecla es ta .meno?' ele c1ut.ntas pueden ti·ra1·se desde 
?Mt p nnto á un plano, diclut ?'ecta es JW?':pendic?r,l.z?' at plano. · 

Pnes si fuese oblicna habria otra. men·o1; que ella. 
:322. Se tlamrt DISTÚWrA ent1·e 1tn punto y un ptano lt~ pe?'

pendicztla?' t1·azacla desde el p1tnto al plano. 

T EOREi\lA. ( P'z:r¡. 203) ~ 

:323. . Si desde ·ztn punto A exte1·io1· á un JJtano MN se bry'an d 
éste ?tna pe1·pendicula1' y va1·ias oblicuas: 1.0 las oblicuas A[) y 
AC qzte se aJ)(l?'lan igualmente de la pe?·pendicula?· AB son ÍfJ1ta
les; 2. 0 de dos oblicttas AC y A.E que ·se apa1·ttw de,ri,r¡úalmentc 
ele ta pe1·pendicular, es ??Ml.7J01' la A E q~te se aptwta má.s . 

. 1.0 Uniendo los piés O y' D de las oblicuas con el pié B de la 
perpendicular se forman los triángulos rectá.ng·ulos iguales 
ABO y ABD, luego AC = AD. · 

2. 0 Unamos el pié de la oblicua AE con el-de la perpendicu
lar, y en BE tomemos BD = BC. Por la geometría plana tene
mos AE > AD, pero AD = AC, luego AE > AC. 

CoROLARIO. .Desde un punto A pueden ti?'a?·se á un plano 
MN infinitas oblic1tas iguales. 

Describiendo en el plano MN una c~ircunferencia de centro 
B, todas las oblicuas tiradas desde A_ á Ios puntos de la circun
ferencia son iguales. 

• TEOl'tEMA RI<:CÍPRO(.iO . 

1.0 Si dos oblic1tas á ~un plano son iguates, se apa1·tan 
igualmente de la pe1·pendic1tlttr; 2. o si dos oblicuas son desi,q?Ul
les, ta mayO?· se aparta de ta perpendicula?· .?nás que la menor [55]. 
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TiWREM.\. (Fi!J . .201). 

32!. 1 Ht ltt!fttr _r¡eomdtrico de todos tos p1"ntós·del espctcio, cad1t 
·¡¡,no de tos c1utles r:qztirtista de los e:ct?·emos de una 1·ecta .;\B, es 
·nn ptrr,no MN pe¡·pendiczt!m· á esla ?'ectcL en su, 7ntntv medio . 

·· Si unimos nn pU!Jto D del plano 1\'TN con · 
F.ra. 2M. el punto 0 1 la recta CD será perpendicular 

á Al3 en Hl punto medio, luego AU = DD . 
A 

N J'~', '',,, 
I
r -----)o 
C: _... / 
~-/1- M 

1
./' .. . 

/ o 

B 

A'lemús, nn pnnto cnalquiera situado fue
ra delvlauo MN no ~e hallará en ·ning·una 
de 1M; perpendiculares que pueclrn le\antar
se á la rcc:ta AB por su pnnto medio C, por
que toclm; estas perpendiculares están en el 
plano !\iN; luego dicho punto exterior al pla
no M~ no equidista de A y B. 

Ti!:oREMA . . ('Wn fi!JW''a.) -

32:5. 5~i ttn pt1tWJ P tienr~ tres p1tntos A, B, O, no e,¿ línea 
9·ecta, etj1tidistan te cada. ~tno de los e:ct1·emos de 1tnct 9'ecüt dada, 
es perpendicnlar á ésüt y ta divide en dos prtl'tes igu,ales. 

Concibiendo, en efecto, un plano perpendicular á 1a recta 
clnda en S\1 punto nwdiro, pAt:fll'tL por A~ By e, luego coincidirá 
con el 1' . 

..lÍ'n;fJUlos diedros~ planos perpendiculm·es y oblicuo::,:. 

326. Dos plan o:; que se· cortan y terminan en la recta inter
scccion, forman nn ánr¡ulo dü:dro. 

Estos planos se L 11nan ccwas del áng·ulo, y la interseccion 
a1·ista. 

Un ang-uln diedro se designa g·eneralmente por cuatro le
tra·s, üna de cada cara y dos ele la arista, debiendo leerse estas 
dos en n1edio . Así el ángulo de la figura 205 se lée 

áng. ARCD 6 áng. DCBA: 
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Cnando la arista no es comun á dos 6 más 
áng·nlos, bnsta leer sus dos letras; así án.,t¡. BC. 

Dos áng-nlos diedros son ig-uales si colocando 
una cara del primero sobre otra del segundo, de 
modo que las arü;tas coincidan, las otras dos .ca
ras SP. confunden en una s'cla. En el caso contra
rio, los diedros son desiguales. 

Recíprocamente, si sabiendo que dos diedros 
son iguales, los superponemos de mudo ·que coin
cidan dos caras y las aristas, cayendo las otras 

dos caras hácia un mismo lado ele ln <;ara comun, .estas dos úl
timas se confu·ndirán. 

:oJ 
Se suman dos ángulos diedros haciP.ndo que coincidan dos 

de sus caras y las anstas, de modo que las otras dos caras que
den á uno y ot1·a lado de la cara comun: el diedro que forman 
las caras exteriores es la suma de los diedros dados. 

La ma(jnitud de un ángulo ·died1·o no depende de la extension 
de SUS caras, sino de la mayo?' Ó menO?' sepa?·ac1:on de ellas. 

Plano BISECTOR de un diedro es un plano que pasa po1· ta 
at·ista y divide al died1·o en dos pa1·tes iguales. 

Es evidente que todo diedro tiene un plano bisector y so
lo uno. 

Dos planos indefinidos MN, PQ que se cortan ( Fig. 206) 
forman cuatro ángulos diedros MRSP. 

FJG. 206. NRf3P, MRSQ, NRSQ. . 

p 
An,c¡u;los died?·os ADYACENTES son dos 

ángulos que tienen una cam comun y 
las ot?"as aos en un ?nisrno plano. 

Los ang·ulos MRSP y NRSP son 
adyll_centes. . 

Ang1tlos died?'OS OPUESTOS POR LA 
ARTSTA san dos án,qulos de los que ?tno 
está jm·m.aclo po1· las prolongaciones drt 
las ca1·as del ot1·o. 

'MRSP y NRSQ son opuestos por la arista. 
Un JJlanQ es PERPENDICULAR á ot?'O C'/tanrlo fonna con este dos 

diecl1·os adyacentes i,r¡uales. 
Ángulo died1·o 1·ecto es cada nno de los <lo~ Ang-nlos adyn

c~ntes ig·uales que forma un plano eon otro al q_ue es pC'rpelf
cllcular. 

Un plano es OBLICUO á otro cnancln f'o?·ma con: <!s~e tfq$ #qd9~0-'1 
a;dyltcentes desi~Mües. 



1/1 

¡t 
' 

- ~06-

Estos áng·ulos se llaman oblicuos. · 
Todo plano que encuentra á otro es respecto de éste per

pendicular ú oblicuo. 
327. Angula rectilíneo CORHESPONDIE:'lTE Á UN DIEDRQ es et 

án,r¡ulo que.fo?·man dos pe?·pendicula?·es levantadas á la arista . 

por el rnJsmo punto, itna en cada cara. 
Si FE y FG son perpendiculares á la arista BC del diedro 

ABCD, el ángulo EFG (Fz:g . 207) es el rectilíneo correspon

diente nl diedro. 
Nótese que el plano determinado por el áugulo rectilíneo 

EFG es perpendicular á la arista del diedro [315]. 

TEoREMA. (Figs. 201. y 20S). 

328. l. o S.i dos án,r¡ttlos diedros son iguales, sus ~rectilíneos 

cor1·espondien'tes tambien son iguales. 2.0 Si dos died?·os son 

(lesigu,ales, al mayor diedro co?'?'esponde mayor ángulo ?'ectilineo. 

Fw. 207. FIG. 208. 

rh. .ffi, 
A~D H L M 

l." Sean tos diedros i~yales BC y KL. Coloco él KL sobre el 

BC de modo que la cara 1:1K coincida con la A.B, cayendo la. 

arista KL sobre la BC y el punto O en F; las caras KM y BD 

coincidirán, por tanto las perpendiculares OP y FG á la arista 

comnn en el mi~mo punto F y plano l3D deberán confundirse, 

así como tambien las ON y FE, perpendiculares á BO en el 

plano AJ3; lneg·o los ángulos rectilín eos .E~'G y NOP son 

1gnales. 
' 2. 0 Sea el diedro BC mayor que el KL. Coloco éste sob1•e 

nqnel de modo que coincidan las aristas, el punto O con el F y 

la cara HK con la AB; la recta ON coincidirá con la FE, pero 

la cara KM quedará entre la AB y la BD, por la hipótesis; las 

rectas FE, OP y FG se colocan en un mismo plano perpendicu-
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lar á BC en el punto F [3Í8], y como OP esta· en el plano KM 
queda situada entre l1JS lados FE, FG del angulo EFG; luego 
el ángulo NOP es menor que el EFG. 

Escouo. Si los diedros BC y KL son iguales y trazamos 
otro .ángnlo.rectilíneo AOD correspondiente al diedrél BO, será 
EFG =NOP, ACD = NOP, luego EFG = ACD; por tanto, 
los áng·ulos ?'ectiUneos correspondientes á 1tn 1nismo died1·o son 
·ilJ1~a les. .. · 

TE.OREMA REC:ÍrRo'r.o. 

l. o Si dos án.r¡nlos ?'ectiz.ineos co?'?'espondientes á dos die
cl?·os son iguales,' los diedros tflmóien son ÍfJuales. 2." Si los , 
r~c~ilineos son desi.quales, el died1·o á qtte co?Te'sponde ma.yo?'?'ectthneo es may01· que et ot1·o [55]. 

TEOREMA. (Fig. 209). 
329. Si una 1·ecta ABes pe1·pendiculm· á 1m plano QR, todo 

pla·no MN q?.te pase po1· elta se1·á JJe?·pendii:ula?' al p1·ime'l'o QR. 
T1·azo en el plano QR la perpendicular 

FIG. 209. ODa la arista PN en el punto B; como_AB 
ta.m bien es perpt:ndicular a dicha arista, los 
áng·ulos ABO y ABO son los rectilíneos ·cor
respondientes a los diedros MNPQ y MNPR; 
pe1·o ABO= ABD, · porque la perpendicular 
AB al plano QR lo es á la recta OD que pasa 

e ·------ '------ D por SH .pié; luego tambien los diedros adya-
. B centesM~PQy MNPR son iguales; por consi-

R guiente el plano MNes perpendicular al QR. 
EscoLIO. Po1· un!Z recta pe1·pendicula1' á un plano pasan in

_fl,nitos planos perpendicttlá1·es al prime1·o. 

TEOREMA. (Fzg. 209). 
· 330. P01· una 1·ecta PN dad(t en 1tn plano QR se puede siem...
¡n·e levanta?' un plano pe1·pendic1tla1' al p1·ime1·o y no se p1tede 
levanta?' más que uno. . 

1.0 Por un punto B de PN levanto BA perpendicular a:l pla
no QR: el plano que det,erminan PN y BA es perpendicular 
al QR. · 

/ 



-208-

·.- 2.0 E,.; evidente fJ.Ue cualquier otro plano que levantásemos 

p.or l'a recta PN funnaria con el QR dos ángulos adyacentes ·nno 

mayor y otro lllenor que los adyacentes iguales MNPQ y 

' MNPR, lueg-o dicho plano no seria perpenclicular al QR. 

831. IJos angulas di<Jdros 1·ectos so¡¿ igztales annque no sean 

rutljacentes. . 
·Se demue;:;tra este teorema como su análogo del número 28. 

Todo diedro menot· que uu r·ecto se llama a!Judu, y todo die· 

dro mayor que nn recto, :;e llama obtuso. 

'l't<:ORE\fA • 

. 332. La sttrJVl ele dos -diedros adyacentes ·es ~r¡~tal á dos die

d?·o.~ ?'e e tos. 
EscoLIO. Si uno de los diedros adyacentes e:; ag-udo el otro 

será obtuso, y recíprocamente. 
8e llaman DIEDROS CONSECUTIVOS dos diedros que tienen 

la misma aristct, ~tna cara comun .'IJ las ot1·as dos cams sitztadas 

á uno y otro 'lada de ta cm·rt comun. 

CoROLARIOs. 

1.0 La suma de 'Oa?·ios _died?·os consecutivos formados po?· 

planos qu,c parten de una mzsma ?'ecta, de modo q·ue las ca?·as ex

tremas estén en un ntismo plano, es igual á dos died?·os ?'ectos. 

2. o La s UJ}'~a de 'Oarios dieclros.fO?·mados po?' planos que JJM'

-ten de una mtsma 1·ecta, de modo que cada uno sea ca?·a comun á · 

·dos án.gutos conseczttivos es igual á cttat?·o died?·os rectos. 
3.0

• Si 1tno de tos ct.tat?'O án,qulos.fo?·mados po1· dos planos in

-defintdos que se co?·tan, es 1·ecto, los demás tambien son ?'ectos; 

por consig·uiente si un plano esrerpendicltla?· á ot?·o, el seg?tn

do tam?ien serd perpendicztla1· a , prime?·o. 
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El teorema y los corolarios se demuestran como sus aná
log·os de los números 30 y 3L Tambien podríamo::: hacer aquí, 
acerca de los ángulos diedros, consideraciones análogas á la::; 
del número 32, y decir, en el mismo concepto allí desenvuelto: 
lodo ángn(o clied1·o es meno1· que dos clied1·os 1·ectos. 

333. An,t¡nlos died1·os COliiPLEMENTATUOS. son aqzteltos c·ttyct. 
smnrr, es i,qurr,l ti 1m diecl1·o 1·ecto. · 

An,t¡ntos clied1·os sUPLEM~.>NTARIOS son aqu,.;llos cu.1Ja snma es, 
Íf}'ttal á dos clied1·os 1·ectos. 
· Dos diedros adyacentes :::on snplementarios. 

/Ji dos á?u¡ztlos died?·os tienen et mismo complemento ó el mis
mo swpleme1ito son iguales. 

TEOl\.EMA RI<;CÍPROCO. 

334. Si dos diecl·ros consecntivos son s1tplementa1·ios, tasca~ 
1·cts exte?·io?·es esta?'ti1t en nn 1nisnw 71lano. 

Deüméstrese como el del número 34. 

Tt<:üRElllA. 

335. Dos cliecl?·os opuestos po1· la al'ista son igMtes [36]. 

TEoREMA. 

336. Lo Los planos bisecto1·es de dos die( 1ros ad'J¡acentes son 
perpendicula1·es ent1·e sí. '2 .0 Los pla?WS bisec!M·es ele dos diedros 
opuestos pO?·la rw·istct se confztnden en un solo plano (37]. 

TEOREL\IA. (F1'g. 210). 

337. La 1·azon ele dos ánqnlos died1·os es imutt á la de sus án-
gulos ?'ectitíneos co?'?'esponclientes. " 

FtG. 210. Sopon¡2·amos 9-,ue los ángulos rec-
tilineos ABE y FGji, correspondien
tes á los clie•lros ABOD y FGHL, sean 
conmensurables, y que la medida co
mun se halle contenida cinco veces en 
ABE y tres en FGM; tendremos 

B ¡~·~.;_.-_.._ .. ___ AG G-"::::'----. F 
.... -:~~::_;¡ : ........... -¡ 

'1 r r r •· 
E ;:: : M :! 

1 LI¡ 11 
• • .. ,, 1 f 

::¡¡ : ¡ 
•. ,, '1 

e ~,:,~=~~:.+l~"'"'!}J~.; H ~J1 
O L 

ABE 5 
[a]. FGM=3 

14 
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, .. Las rectas que diYiden á los áno·ulos rectilíneos ABE y FG'M 
en partes iguales soJt perpendiculares á las aristas BU yGH, 
por h'a1larse situadas en los planos ABE y FGM: luego si por 
dichas rectas y las ari:·.tas hacemos pasar planos, el diedro ABOD 
quedará diYidido en cinco diedros y el FGHL en tres, y estos 
ocho diedros tendrán por rect.ilíneos correspondientes los en que 

. están divididos ABE .Y FGM; estos son iguales, luego los ocho 
diedros tambien lo sen, y tendremos 

ABtJD 5 
FGHL = -3- [b]. 

De las igualdades [a] y [b] se deduce 

ABCD ABE 
FGHL = FG~I .. 

Si los áng·ulos rectilíneos ABE, FGM fuesen inconmensura
bles, haríamos nn ral!.onamiento análogo al de los números 73 
y 113. . 

TEOREMA. 

338. La. medida de un áng·nlo died?·o es su án,qulo plano 
co?'?'espondz(Ynte. 

Sean A y M dos ángulos diedros, a y ?n sus ángulos plnnos 
correspondientes. Tellemos; por el teorema anterior, 

A a 
M=m· 

Si M es la unidad elegida para medir los áng·ulos diedros, 

la relacion ~ será el valor numérico del diedro A; si .ademas 

convenimos en tomnr el áng·ulo plano ?n para unidad de án

gulos planos, la relacion .!!_será el valor numérico cln a; lueg~ 
rn 

un ángulo died?·o y. su 1·ectilineu CO?'?'espondie·u te tienen el mismo 
valO?' mtmé?·ico, siem¡'?'e qz~e co-nven,r;amos en ele,r¡i?· para 1tnidad 
de ángulos planos el cu?'?'espondiente á la unidad de án,qulos die
d?·os; por lo tanto pan medi1· 1~n ángulo diedro se mide su án
gulo plano cor?·esponaiente. 
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En este sentido debe entenderse d enunciado del teorema. 
Al ángulo diedro recto correspcmde el áng·u Jo plano recto 

y recíprocamente, porque si los diedros adyacentes MNPQ y 
. . . MNPR (P'·ig. 211) son rectos, y por tanto 
FriJ . . 21L iguales, los rectilíueos ABO y ABO tambien 

serán iguales y por tanto rectos, y recípro
cam ente. Siendo la unidad de á.ugulos plnnos 
el áng·ulo recto, la unidad ele diedros sera el 
diedro recto. Este se divide como. aquel en 90 
gTados, cada grado en 60 minutos y cada mi
nuto en 60 segundos. 

Si un ángulo plano vale , por ejemplo, 
25u48' el diedro 0orrespondiente valdrá tam-

TEORE;.'IfA. (F'ig. 2li). 

339. Si dos plrtnos MNt QR son pe?·pendicttla?·es ent?·e si, y 
en uno de ellos .M.N se t1·aza una ?'ecta pe?'pendícula?· á la inte?·
seccion N P, dicltlt 1·ecta AB se?· á pe?·pendic1tla?· al ot,ro plano QR. 

Trazando por B en el plano QR una perpendicular CD á 
NP se formara.n los áng·ulos rectilíneos ABC, ABO correspon
dientes á los diedros MN PQ y M N PR; pero estos son rectos por 
hipótesis, lueg·o los ABO y ABO tambien lo son, es decir, la 
rec.ta AB es perpendicular á OD, y como se supone que l0 es 
tambien á PN, dicha recta AB será perpendicular al plano QR. 

TEOREi\1:A RECÍPROCO. 

340. Si dog JJlcmos MN, QR son pe?·rpendiculares entre sl, 
toda 1ie9'JJendicula?· á u.no de ellos QR t?·azada po?' un pttnto B de 
la intrwseccion está situad(t en el ot?·o prcmo. · 

Por el punto B levanto en el plf no MN una perpendicular 
AB á la interseccion NP. Segun el teorema directo, AB es per· 
pendicular :;¡,1 plano QR, por consig-uiente cualquiera otra per
pendicular al mismo plano en el punto · B coincidirá con AB 
[320, 2. 0

], y estará, por tanto, situada en el plano MN. 
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TEOREliLL ( Fz:c¡. • 212). 

341. Si dos planos~'PQ, H S son ¡m·pendi
cula?·es á ~m te?· ce?' O MN, s?t inte?·seccion AB 
tambien lo es. 

Si en el punto A comun á los tres planos 
Be levanta llna perpendicu~ar al MN, estará 
situada en El plano PQ y en el RS [340], lue
go coincidirá con-la interseccion A B. 

TEOREMA. 

_ 342. Por tena neta oblic1ta ó pa?'a!elct á un plano ?Jása siem
p?·e ot1·o JJe?·pendicula?' al p?·i?¡w·o, y solo pasa uno. 

l." Bajando una recta perJJendicular al plano dado desde un 
punto de la recta dada, el plano que las dos detet·minan será 
perpendiculnr al dado [329]. 

2. 0 Si pot·la recta dada pnsasen dos planos perpendicula
res, la inter;-:eccion deéstos, que es la rec-ta rlada, seria perpen- . 
dicular al plnno dado, lo que es contrario á la hil)é,tesis. 

EscoLIO. Del teorema anterior y del [330] se deduce: ttn pla
no está dete?·minado por una ?'ata y la condieion de se1· pe?·pen
dic-ula?· á ot1·o plano no pe?¡Jendicula?' d la ?'ecta. 

'J'EOREl\IA. 

3<13. El h!JOú' ,qeométrico de los pzmtos inte?·iores á un án,r;ztlo 
diedro :IJ equidistantes de s1ts crwas, es el plano bisector de diclw 
ángulo. 

Si por un punto del plano bisector trazamos un plano per
pendicular á la al'ista del diedro, las intersecciones con las ca
ras de éste formarán el rectilíneo correspondiente al diedro 
¡:315], y la intersecciun c~n E!l plano bisector será la bisect1-iz 
1lel áng·rilo rectilíneo [328, l."]; las distancias del punto dado á 
los latlos de este áng-ulo f:On {¡la vez distancias del mismo pun-. 
fo á las caras del died·ro [339]: y como las primeras son ig-ua-
les, tambien lo son las segundas. · 

De un modo análogo se demuestra. que un punto intedor al 
diedro, tomado fuera del p1nno bisector, no equidista tle las 
caras del diedro. 
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IV.-Rcctas (lal•alcias cntt•c si, y ¡1>:u•alc.las al 1•lauo. 

::344. JJos 1·ectas A B y C D tm·pendicnlaQ·es ct 1m plano IYIN 
son pa?·alelas ent1·e sl.· 

FJG. 213. 

A 
', 

\ 
\ 

' 

Las rectas AB y CD no pueden encontrnr
se, de lo cont1·nrio pa.:;ariaJ~ üos perp.endicu
lares al plano ll[~ por el punto de encuentro, 
lo que es impo::;ible [:3'20, 2. 0

]. 

Demostremos ahor11 que AB y CD están en 
el minno plano · 

Uno Jos piés H y D de las perpendiculares, 
trazo por ]len el plano MN unn perpendicu
lar EF á la BD, y uno el punto D con un 

·ponto cnnlquiern A de la AB. La recta ·de 
union AD e::; perpendicuhu á EF (:!19], y como 

.CD es perpendicular nl plan o MN, lo es á E F que vas a por . su 
p·ié; luego las rec.tas BD, AD y ·Cl), perpentliculare;; á EF en el 
punto D, están en un mismo ]Jlnno; pero AB tiene 1l0s punt®s 
A y B en este plano, pur consig-uiente se hal.la contenida en él. 

Segun esto, AB y CD están en el mismo plano, y como 110 

pueden encontrarse, son paralelas. 

TEOREMA RlWÍPRor.o. 

· 345. Si dos 1·ectas AB y CD son JHl?'alelas, todo plano MN 
pe?•pendicu,la?' á una ele ella~ A.B es trtmbien pe1·pendicula1' á la 
ot1·a CD. . 

Si CD fnese oblicüa nl plano M~, trazando desde. un punto 
cualGiu~era d·e CD una perpencliculnr al plano, esta perpenuicu
lar seria paralela á AB, y tent~ríanJOs por un puntr, dos para-
lelas á AB, lo que es imposible. -

CoROLARIO. IJos 1·ectas By O JH?'a.lelas en el espacio á una 
te?·ce?·ct A, soí¿ pm·atelas ent?'e sí. 

Trazando un plano perpendicu]ar á la recta A, lo será tam
bien á By C; sienrlo By C perpendicnlare;; á un 111ismo plano 
seran paralelf!ii entre ·si. . 

EscoLIO. La anterior proposicinn puede enunciarse así: Si 
dos 1·ectas A y B son Jl:m~telas, toda 1·ecta C ¡¡ru·ateüz cí la p1·i~ 
mm·a es pamtela a la se,r¡unda. 



- 2U-

346. PaoYECOION de ttn mmtu sob?'c un ¡Jlano es el pie de la 
pe.?l}Jendic1tlar bajada desde' et pztnto al plano. 

PROYECCION de ·zvna linea ?'ecta ó cu1·va sobre zvn plrtno, es 
ot?·a línf!a fo?·mada po1· las JH'oyecciones de los rl~fe?·entes pzvntos 
de la p1·imem. 

TEoREi\L\, (Fz'g. 214). 

La p?·oyeccion de ?l!Ut ?'teta AB sob1·e ·ztn plano MN es ot?·a 
?'ecta. 

Las perpendiculüres Act, Bb, Oc etc. al pla-

F.IG. 214. no MN bajadas desde los distintos puntos de 
AB, son paralelas entre si, y eng·t>:ndran por 
consiguiente un plano [313), cuya intersec
cion con el MN es evidentemente la proyec
cion de la recta AB sobre este ~ltimo, luego 
la proyeccion es una linea recta. . 

a '6 347. El plano A.Bab que contiene las per-

. M pendiculares bajadas á MN desde los puntos · 

de AB, se llama plano p?·oyectante de esta recta, y el MN p ,ano 

de proyeccio)~. · 
El plano proyectante de una recta está determinado por la 

recta y una de las perpendiculares al plano de proyeccion, J es 

perpendicular á este último [329]. 

TEoREM.L (Pig. 215). 

348. Et ángulo que fo?·ma ztna oblicua AB cí un plano MN 

con su p?·o,yeccion sobre el mismo, es el meno?' de c?~tantos JJztede · 
.forma?· diclta oblic?ba con las ?'ectas que pasan pO?' s1t pié en el 
plano dado. 

FIG. 215. 
A 

Desde un punto cualquiera A de la recta 
AB bajo la perpendicular AO al plano MN; 
y estará determinada la,proyeccion BC ele A B 
sobre el plano MN; tra:.::o en este plano o!ra 
recta cualquiera BD que pase por B, y tomo 
BD = BO: uno por 111tirno A. con D. Los tri
ángulos ABO y ABO tienen dos lados respec
tivamente igu<1les, pero el tercer lado AO del 

. 'M . primero es menor que el tercer lado AD del 

segundo, por ser AC perpendicular y A() oblicnu, luego el án
g·ulo ABO es menor que el ABD, 



,_!¡ 
V-

- . 215-

EscoLIO. En virtud de este teorema se llama úngttlo de 'ttna 
recta y ~m plano el ángulo qne formx la 1·ecta con su p1·oyecr.ion 
sob1·e eZ plano. 

349. Una ?'ecta y un plcmo son part¿Zeios cztando no se en
cuentran por más qzte se p1·olongzten. 

FJG. 216. 
· A 8 

rfJJ 
M 

'l'EOREi\fA. (Fig. 21G/ 

350. Si 161Vt ?'ecta l' .. n exte?'iO?' a ~tn plano 
MN es pa1·alela á ot1·a CD sitztada en él, la 
[J?'i??M?'rt AB es paraleLa ttl plano. 

Las paralelas A B y C D están situadas en 
un plano, qne no tiene n dts puntos cemuues 
con el MN que los de la inter::;eccion ep: ]_)ero 
AB no puede encontrar h eD, luego tampoco 
podrá encontrar al plano MN. 

TEOREMA. (Pig. 216). 

351. ·si por una 1·ecta AB prtralelrt á nn.plano MN se !tace 
pasa1· ot?·o r¡1te corte al p1·ir¡w·o, la inte1·setcion e o de estos dos 
es parctlela á la recta AB. 

Las rectas AB y -eD están en un plano; aderuás si AB en
contrase á e o encontraria all_)lano MN, y siendo esto imposi
ble, AB y e o son paralelas . 

CoROLARIOS. 

l. o Si una recta AB es pa1·atelct ct zm plano MN, toda para
lela eD á dicha 1·ecta, t1·azada 1JM' nn punto e del plano, está 
contenida en éste. 

La interseccion del plano qu e determiuau las paralelas AB 
y eo con el plano MN es una paralela á .\B por el punto e, 
lnego se confunde con eo. 

2. u La interseccion de dos planos que ?Jasan por dos 1·ectas 
paralelas A '!/ B, es ot1·a 1·ccta pct?·alet¡, á la~- JJ?·i?neras . . 

La recta A es paralela al plano quE> pasa por la B [350]; lue
go la interseccion del plano que pasa por aquella recta con este 
plano es paralela á la A, y siéndolo á la A lo es tambien á la B. 
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TEOREMA. (FVJ· 217) .. 

352. Si nna 1·ecta AB es pa1·alela á dos 
planos MN, PQ que se co1· tan, es paralela ci 
S1t inte?·seocion QN. 

Tirando por nn punto Q de la intersec
cion una paralela á .la Tecta AB, dicha pa
ralela debe estar contenida en Jos dós pla
nos, lneg·o se confund:rá con la intersec
cion QN de los mismos, por 'consiguiente 
AB es paralela á QN. 

TEoRKrvL\.. (Fzg. 216). 

353. Las pa1·tes AO, BD de 1·ectas p_a1·rtlelas comp1·end~·das 
ent1·e un plano MN 11 ~tna 1·ecta AB paTalela: á el, son iguales. 

El plano que de1erminan las pnralelas AO y BD pasa por 
AB, luego su inteneccion OD con el MN es paralela á AB; re
stllta, pues, que la 11gura ABDU es un paralelógramo, luego 
AO= BD. 

OoROLAIUO. 8i mut 1·ecta es pa1·alela á 1m plano, todos los 
p~tntos de la 1·ecta equidistan del plano. 

354. 8e tzaman 'PLANos PARALm,os los q7w no se enntent1·an 
JJO?' más que se p1·olonf)uen. · 

TEOREl\JA. 

355. IJos planos J'e1·pendicttla1·es á 1t7ut mismct 1·ecta son pcwa
letes. 

Pues si llegarm1 á encontrarse, tenrldap1os desde nn punto 
cnalquiera ele ·la recta interseccion dos planos perpendicnhnes 
á una. recta, lo que lS imposible [311, 2. 0 J. 
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TEOREMA. (Fig. 218). 

356. El Zz~r¡a?' geomet?·ico de todas kis pa1·alelas á un plano 
MN t1:azadas po?'?.tn ¡n~nto A, es un plano pa1·alelo al M~ y qMe 
pasa po1· A. 

Sea AC una de las paralelas al plan'o MN; 
bajo desde A una perpendicular a este pla1¡1o, 
é imag·ino por BAO otro plano ql'le cortará al 
MN segun una reeta BD parale1a ~á AC [351]. 
Siendo AB perpendicular al plano MN, y por 
·tanto. á.la· recta BD, es tambien perpendiéu
lar á la AC; luego todas las paralelas al pla
no MN trazadas por A son perpendiculares á 
la recta AB, por consi~·uiente su lugar geo
métrico e:; un plano perpendicular á la recta 

AB y paralelo, por tanto, al MN. 

CoROLARIOS. 

l. o Un plano es pa?·alelo ti ot1·o cuando el p1·imero contiene dos 
?'ectas que se c01·~an pa1·alelas al seg.undo. ' · . 

Puesto que dichas rectas determman un plano paralelo al 

segundo. · 
2. 0 Si dos planos son pa1·alelos, toda 1·ecta q11,e cor'te al pri-

?1te?'ú, co?·tará tambien al segundo. . 
·Porque si la recta fl)ese paralela al segundo plano, como 

tiene lln punto en el primero, se hallaría c0ntenida en éste, lo 

que es contrario al supuesto. · 

3. 0 Si dos planos A y B son pa1·alelos, todo plano C q1te co1·te 
al p1·ime?·o, co?·ta1·á tam~ien al segundo. 

Trazando en el plan0 Cuna recta que corte al plano A, esta 

recta cortará al B; luego el plano C, que pasa por ella, tambien 

cortará al B. 

TEOREMA. 

357. Lcts inte?·secciones de dos planos pm·alelos con un te?'CBIJ' 
plano son paralelas. 

Puesto que están situadas en el plano secante y .no pneden 
c.ncontrarse, aunque se prplonguen .. por hal}arse tnmbien en 

dos planos paralelos. · 
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TEOREMA. (Fig. 219). 

358. Si dos planos MN, PQ son pamielos, 
toda pe?·pendic~tlar A B á uno ele ellos MN es 
tarJ¿bien pe1·pencticulm· al ot1·o PQ. 

Si por .AB hacemos pasar dos planos CABO 
y EABF las intersecciones AC y BD serán pa
ralelas, así corno tambien lr¡s AE y BF; pero 
AB es perpendicular á las rectag AC y AE 
[315], luego tarnbien es perpendicular á las 
BD y BF, y. por consiguiente al plano PQ. 

ÜOR~ARIOS. 

1.0 .Po1· 1tn pltnto A exte1·io?' t:í un plano PQ no puede pasa1• 
mas que un plan-o MN pa?·alel'o al JJ?'ime?'O, 

Bajando la perpendicular ~B al plano PQ, tod.o plano para
lelo a éste, que pase por A, es perpendicular á AB y se con
funde con MN. 
· 2.0 .Dos ptanos paralelos á 1tn te?'Ce?'O son pa1·alelos entre si. 

Pues s~ se enctmtraran, pasarian pnr cada punto de la in
terseccion dos planos paralelos al tercero, lo que es imposible. 

TEO~MA. (Fzg. 219). 

359. Si dos planos MN y PQ son prwalelos, todo plano EA BF 
perpendimtla1· á uno de ellos MN es pr:?7Jendicula1· al ot1·o PQ. 

Trazando en el plano EABF una l'ecta AB perpendicular á 
AE, será perpendicular nl plano MN [339j: y siendo AB per-
pendicular al plano MN lo e::: tam bien al PQ; lueg-o el plano 
EABF, que pasa por AB, es perpendicular al PQ [329]. 

' 

1 



'l'Eol\,¡!;MA. \ ( Fig. 220). 

350. &: dos án/jltlos situados en d~je1·entes planos tienen sus 
lados pa1·alelos: l. o son ipúales ó·· suplcmen tcwios; 2. o los planos 
que dete?'1ninan son pamletos. .. 

En efecto: tomo BC = EF, BA = ED, 
Fw. 220. y trazo las rectas-BE, AD, OF, AC y DF. 

Sienrlo BC igual y pflralela á ED', la figura 
. ~- BCFE es un paralelógrnmo, lueg·o CF será 
~ 1 \ ig·nal y paralela á BE; del mismo modo se de.-

8"""¡ :::.---¡ 'jc muestra que AD es i~tual y paralela á BE; 
: ¡ 1 siendo las rectas CF y Au iguales y paralelas 
~~; á BE son ig·uales y paralelas entre sí, luego 

E ¡~,J la fi@;ura AC.FD es un paralelógramo, por con-
F siguiente AC=DF. Vemos, pues, que los tri-

. áng·ulos ABC y DEF tienen sus tres lados 
respectivamente igua:les, lueg·o son iguales, por tantoáng.ABC 
= án_q. DEF. . 

Si los lados pnrnlelos tuv,iesen dirt;)cciones opuestas, 6 dos 
de ellos tu vies.en direccion·es opuestas y los otros lfl. misma di:.. 
reccion, imitaríamos la demostracion del númerD 66, ·c.asos 
2.0 y 3.0 . . . 

2.0 Siendo AB y BC paralelas á ED y EF respectivamente, 
son paralelas al plano DEF [350], luego el plaBo ABC tambien 
es paralelo al DEF [356, CO?'. 1. 0

]. 

TEOl\liJMA. ( Fig. 221). 
. . . 

Fra. 22l. 361. Las-7J?'0.'1Jecciones de dos 1·ectas pa-. _ 
. . B ?'rtlelcts AB y CD sob1·e ~t?~ 1nismo plano · 

A ~-¡ 0 MN, son JJrt?·alelas. . .· 
- :e j J : Los planos proyectantes . BAa y DCc 
N : ! : ! son paralelos, por ser AB pm:alelri á CD 

j 1/ . :. ;á y Art .paralela á Ce; luego las proyeccione~ 
. a.:' l,( -~- ab. }7 cd.-ct':Je s.o.n las i.1~tersecciones de . di-' 
'--------'M chos planos paraleloi:! con el . .. de proyec:- . 

cion, son paralelas. · · · · · ·· 
EscoLto. El rec.íproco no es cierto. 
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362. Las proyecciones de dos 1·ectas AB ?! CD perpend1:cula
res ent1·e s~ sob1·e un plano MN pamlelo á 1ma de ellas CD, son 
¡m·pendic1t/a1·es ent1·e sí. . 

La recta CD y su proyeccior1 cd 
FIG. 222. EOll paralelas r35l!, la cd e¡; perpeu-

rlicn]ar á Bb. lueg-o CD es_tambien 
,o perpendicular á Bú; como 'además 
.: CU es perpcmliculnr, p•or hip•~tesü:, 

! e \B ¡ á AB, sení. perpcndicnlnr al ¡.¡lnno 
M 1 1 ' AlMa; por consiguiente cd tambien 

/ . 
~.La\. /. Vl·. :~ .es perpcndjc.ule~J· ú este plnno [345·¡, 
~ v" y .lJ<H·Io tanto áJa rect·a abque Pf•·Sa 

p.Ol' SU pié. -
N · EscoLIO. Si en lugar de la para-

l~la CD nllllnno .\IN tu\'iéra1no::: una recta cd trazada en el 
}llano y .una pe1·peudicular Al; it cd,. el taorerua $C·Yerífieai'ia 
iguulmentc. En efecto: levantando bB pcrpeHdicuhn al plan® 
MN, y pamlela por consig-Hicnte á aA, se ·;e que cd es perpen
dicular al ]5lflnO de las paralehs, poi' serlo ú la:> r~~ctas bA y bB; 
lnego cd es í¡er,peHGlicnlar tambicu á ab. 

363. Si las propecciones de dos 1·ec~s AB ?J CD sob?·e 1m pla· 
no MN pat·atelo á ttnrt de eUas 8 D son JJe?'pendicztla?·es 'mt1·e sí, 
las 1·ectas AB y CD tambien son ¡Je1'JJe?ulicltÜt1·es ent1·e si. 

Siendo cd perpend~cular a ab y Bb, es perpendicular al plano 
ABb,~; luegio su paralela CD tambien será. perpendicular al 
mi,;m•o plan.o, y por consigu_iente á la recta AB. 

EscoLrq. El .teorema de las tres perpendiculares [319] pue
de mirarse QQmo un caso part-icu'lar de este recípr!{co: el caso 
en que la re~·ta CD esta sitnáda ~n el plano MN cmnfundiéu
dose con su J.).royeccion ¡;d. 
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364. Si una ?'ec"ta A B es pe,1·pendicula1' á un plano MN, s1t . 
'fJ?'O?Jeccion ab sob1·e ot1·o plano PQ q?te co1·ta al p?'iméo e? _per
pendiculrw á la tra~a N H. del plq.ng MN con el de p1·o:y-cccwn. 

El plano proyectaMe A.Bab es 
perpendicular al de proyeccion P.Q 
l34'1], y tarnbien al MN, pnesto que 
pasa por AB, lueg·o es perpendicu
lar a la intersecc10n NR de estos 
dos planos [341]; siendo NR per-

F10. , 223. 

A 

/ P pendicular al plano AB_ab, lo es á 
la recta ab que pa~a por su pié, lo 
CIJ.a·l debíamos demostrar. 

365. Si dos planos pamlelos P :IJ Q se coí'tan po1· un terce1· 
plano R: 1.0 los ángnlos dü;d1·os altemos son i,r¡uales; 2. 0 los án
g·~tlos died?'OS CO?'respondientes son i.qtutles; 3." dos án_qulos die
droS inte·rnos ó dos exte1·nos del misnto lttdo del plano secante 
son súplementa?'ios. 

FrG. 224. 
Trazo L1D plano perpendicular á la in

tersecciou 11 por un punto G; dicho plano 
será tambien perpendicular á la otra intcr
seccion MN, puesto que ILy MN deben ser 
parale1as [357]. . , ~ 

8 Sean AB, CD y EF las iütersecciones' 
del plano perpendicular á IL con los tres 
planos prepuestos. La rect.a IL es perpen~ 
dicnlar a AB y EF [315], la MN es perpen-
dicu1la.r á EF y 00; lneg-o los cuatro án
gulos recti!ÍI:Jeos qne fomutn AB y .EF al· 
redP.dOI' del' pnnto G son correspondientes 
á l0s cuatro diedro~ qne forrna.n los planos · 
P y R alrededo1· de IL; y los cnatro á·n
gulos rectilíneos ql:1e fo~·num EF y CD nl-

rede.dor de H sou conespondientes á los cuatro diedros que 
· ·h.uy-ali:edeQ,or ele MN; por lo tn..nto los Q.cbo die-dros qne formnn 
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los planos P y Q con el plano secante R tienen igual medida 
que los ocho rectilíneos foro1arlos por las ['ectas AB, 00 y la 
secante EF; pei'O la:;; I'ec tas AB y OD son· paralelas, luego los 
áng-ulos ,rectilín_eos alternos son iguales, los COITPspondientes 
son iguales;" los· iHtei·no::; 6 extetoos del mi::;nY) huo de la se
cante so·n sllplementarios [IBJ; 'por consiguiente existirán ig·ua
l~s rel~ciones entre los died1'os, lo cnal debíamos demostraT,·· 

366. JJos ángulos died·1·os c1tyos lJlanos son ?'espectivamente 
pa?·aletos son i,r;nales ó sttplemenüwios. 

Se demuestra como su anulogo de la g-eometría plana [66]. 

367. Las partes AB, CD de ?'ectrts pautlelas comp1·endidas 
ent?'.: dos p.tanoq paralelos MN, PQ son i.r; ·t~al_es. 

-~ El plano que cletermman AB y OD corta 
Fro. 225. á los planos MN y PQ segnn dos rectas para-

lelas AO y BD, luego la figura AODB es ·un 
paralelóg-ramo, por consiguiente AB =OO. N~ A ,--------1 e 

. l : M 

LB-----··--· D p 

. FIG. 226. 

CoROLARIO. Si dos planos son pMatelos, 
todos los 2ntntos de ·uno de etlos equidistan 
del ot1·o. · 

TEol\¡;MA. (PVg. 226). 
368. J.'?· es planos paralelos· M, N, P divi

den á dos ?'eé~as c~talesquie?·a AB y OD en 
pa?·tes lJ?'opo?.·cwnales. . 

Si AB y OD estuvieran en un mismo plano, 
éste cortaria-á los dados seg·un las rectas pa
ralellls AO, EG y BD que clividirial'} á las rec· 
tas dadas en partes proporcion~les [73]. 

·S npong·amos que AB y CD no estén en un 
mismo plano. 

Trazo la recta AD. El plano BAO corta á 
los N y P segun dos paralelas· EF y BD; 
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y el plano A oc· corta á los U y N segun las paralelas AC 
y FG; luego 

AE AF 
EB- F'D.' 

AD' - CG AE CG 
FD=Go; dl-l donde EB=Go. 

CoROLARIO. IJos planos pa1·a!etos dividen á va1·ias 'rectas que 
pa1·ten de un mismo pztnto en pa1·tes p?·opo?·cionales. 

A 

' 71.-:Í.ngulus ¡•oUedrus. 

369. Tres 6 más ángulos rectilíneos AVB, BVC, CVD ..... 
(Fi,r;. 2'27) que.ti<' nen el mismo vértice V y 
cada do8 consecutivos un lado comun, y. se 
hallan situados en planos diferentes, forman 
un ángulo potied?·o. 

FIG. 227. 
V 

El Vl'rtice comun V se llama vértice del 
áng-ulo poliedro, los ángulos planos A VB, 
BVC, CV D se llaman ccwas, y las rectas V A, 

0 
VB, VC ... a1·istas. 

a Cada dos caras consecutivqs, A VB y BVC 
- por ejemplo, forman un ángulo diedro VB 6 

A VBC, y el ángulo poliedro tiene tantos áng-ulos. diedros como 
caras. 

Un ángulo poliedro se designa vor la let1•a Je su vértice, 6 
por ésta seguida de una de cada arista; así, ángulo poliedro V 
6 ángulo poliedro V ABCD. . 

Todas las aristas de un ángulo poliedro se pueden cortar pór 
un plano; porque si concebimos por V un plano que no pase 
por ninguna arista del ángulo, otro plano paralelo al primero 
encontrará á todas las aristas, toc!a vez que é:;tas cortando al 
primer plano en V tienen qile cortar a su llaralelo· [356, C01'.2. 0

]. 

Un ángulo poliedro se llama convexo si cortándole por un 
plano que encuentre a todas las aristas resulta un polígono 
convexo. · · 

ijosotros solo trataremos de los án¡:tulos p0liedros convexos. 
Angulo t'ried?·o es el ángulo poliedro que consta de ti'es 

caras. 
Un áng·ulo triedt·o tiene seis elementos; tt·es carac;; y tres 

áng·1llos diedros. 
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TEOREMA. (Fig. 2:28). 

370. úna>eara ctutlr¡u,ie?'(l de 1trt, t-riedro es: 1.0 menor qu,e la 
.s~tma de las otras dos; 2. 0 ma_1!o1· q~te sn dife?·encia. 

1.0 Sea el triedro V ABC, y su cara · 
mavor A VC. Forrl'lemos en esta cara un 
ángulo AVD = AVB, tomemos dos lon
gitudes iguales VD y VB, por el pun~o D 
tracemos una recta qne corte á las anstas 
V Ay VC,y un amo¡:¡ B con los pn.ntos A y C. 

FIG. 228. 

V 

' \ 
1 
1 

~-- -\-·::::=> e { ', f ---

Los triáng-ulos A VD y A VB son igua.:.. 
les, por tener dos lados iguales é ig-ual el 
ángulo comprendido, luego AD = AB. 
En el trü1n g nlo ABC tenernos ' .. -. 

'á 

'AC 6 AD +DO< AB+ BC; 

suprimiendo AD en el primer miembro y su ig-ual AB en el se
gundo, queda DO< BC; seg·un esto, los triangulos · OVO Y. 
BV.C tienen dos lados respectivamente iguales, pero elladÓ 

· DO es menor que BC, luego 

áng· DVC < á?t,!J. BVC; . 

aumentando el primer miembro de esta desig·naldad en el án
gúlo A VD, y el segundo miembro en el ángnlo igual A VB, re
sulta por úl~irno 

AVC < BVC + AVB . 

. Hemos demostrado esta primera parte del teorema para la 
cara mayor, po.rque para las no mayores es evidente. 

2. o De. la desigualdad AVC < BVC +A VB se deduce 

A VC - BVC <A VB 6 A VB > A VC- BVC . 
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TEOREMA. (F(q. 228). 

371. La sztm2 dé toda~ lo~ á't!Jltlo~ plrenos de un án7ulo po-
liedro convexo es menO?' que cu,at1·o á·li{Jttlos rectos. · 

V 

· Sea V un ángulo lH>~iedro convexo, com-
puesto den caras AVB, BVC etc. cuya 
suma represent:n·emos por S. 

Cortando todas hts afi:;tas del áng·ulo 
poliedro V por nn plano, la interseccion es 
un polígono · conYexo de n lados ABCD ... 
Los triedros formados en B, C, D etc. nos 
dan [3i0, l. 0 ] 

VBA + VBC > ABC 
VCB + VCD >BU!) 
VDC + VDE > CDE 

Sumando estas desigualdades, veremos que la suma de Jos 
pri·meros miembros contiene los ángulos en la base de los?~ 
triángulos cuyo vét·tice com11n es V; pero la snma de todos los 
ángnlos de e:;tos triangulos es 2lln, y los en el vértice Yalen S, 
luego los en la base, 6 sea la suma de l"s primeros mietubros 
de las de;;ignaldades, será 2B.r¿- S; en cnanto á los segundos 
miembros son los áug·ulos de~ polígono convexo .ABCD ... , que 
valeu 2Rn- 4R: luego 

. 2Rn- S \,. 2Rn -4R, 
de donde S < 4R. 

' 372. Dos ángulos triedros son suplementa1•ios cuando los án
gulos planos de cada uno son suplementos de los ángulos die
dros del otro. 

LEMA. (Fzj¡. 229). 
8i desde 1tn punto O inte?·io!J' á un ángulo died1•o MNPQ se 

bajan dos pe?·pe,ldicula?·es OA, OB á sus ca1·as, el ángttlo ele es
tas prr.pendicula1·es es sttplemento det died1·o. 

Supongamos qne los piés de las perpendiculares caigan en 
las rr•ismas carPs del diedro, y no en sus prolong·aciones. El 
plano que determinan las rectas OA y UB corta á la aris
ta N !

1 eu un punto C, y á las caras f e¡;¡·un las rectas AC y BC; 
adewás dicho plano· es perpendicular al MP y al J>Q, pues
to qu...: pasa por las rectas OA y OB [329], 6 lo 1~uc es igual, 
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Jos planos .MP y PQ son perpendiculares al AOBe, luego la. 
interseccion N P de Jos primeros es perpendicular al plano 

Fw. 
229

. AOBe [341], y por consiguiente á _ las 
rectas Ae y Be que p11san por el p1é C 

~
o de dicha perpendicular; vemos, pue.s, 

que el ángulo AeB es el recttlíneo 
conespondiente al diedro MNPQ. 

A N _. _ Q - Ahora, en el cuadrilátero GAeB 
·- •. ---- ·a / los ·angulas A y B son recto:;, luego 

G - -' la suma de los otros dos U v AeB vale 
p dos ángul os rectos, esto es, los án-

gulos O y AeB son suplementarios, que es lo ~ue debíamos 
demostrar. . 

Si los piés de las perpendiculares OA y OB cayesen <>n las 
prolong·aeiones de las caras, elE·g·iríamos un punto O' in ~erior 
al diedro, tal que las perpenrliculares bajadas de::;de él caye:;t·n 
en lne mismas caras: el ángulo O' de estas perpendiculares 
seria igual al O, por tener sus lados paraleios á lo::; de éste, y 
en la. misma direccion, y como O' seria suplemento del diedro, 
su ig·ual O estaria en el mismo caso. · 

TEoREMA. (Fig. 230). 
373. Á todo ángulo triedro co?'?"esponde ot1·o 

suplementa1·io. 
FIG. 230. 

Sea el ángulo triedro V. Es evidente 
que siempre podrá elegirse en lo interior 
de este angula un punto V', tal que si des
de él se bajan las perpendiculares V'A', 
Y'B', V'e'·a las caras BVe, AVC, AVB, -el 
punto V qnede en lo interior del trieclt·o V' 
formado por las perpendiCI'J1ares. 

Ahora bien, siendo V' A' y V'B' perpen
diculares á las caraf? BVe, A Ve del diedro 
VC, el angulo plano A'V'B' Jes ,::uplemento 
del diedro ve fLema]; por igual razon el 
ang·ulo plano B'V'C' es suplemento del die

dro V A, y A.'V'e' del VB. 
El plano A'V'B' es perpendicnlar al A Ve y al BVe, pues 

pasa por lag rectas V'B' y V' A', luego la arista ve es perpendi
cular al plano A'\"B' l341J. Del mismo modo se demuestra que 
las aristas VA y VB son perpendiculares á los planos B'V'e' y 
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C'V'A' . Por consig·uiente los ángulos planos AVC, AVB y BVC 
son suplementos respectivos de los uiedros V'B', V'C' y V' A'. 

Queda, pues, demostrado que lo::; triedros V y V' son su-
plementarios. · 

TEoRT!lllfA. 

3'74. La swnut de los angulas diedros de 11-n t1·ied1·o es ma.1JM' 
q1te dos 1·ectos y meno?' q1te seis. · 

Sean A, B, O Jos angulas die tlros del tl'i edro propuesto . Su
pong·amos formado el triedro Shlplementariu, y sean a', b', e' sus 
áng·ólos planos, suplementos r espectivos ele A, B, C. 

Tenemos A= 21~- rt', B = 21~-:- b', C = 2R- e'; 

sumando ordenadamente estas igualdades ~erá 

A + B +O= 6R --(a'+ b' +e' ); 

pero la suma a' + 1/ +e' de los angulas planos de un triedro 
es menor que 4R [371], luego A+ B +O > 2R. 

Es evidente que la suma A+ B + O es meno¡· que seis rec
tos, puesto que cada uno de los tres áng-ulo::; es men·or que dos 
rectus. 

EscoLIO. Un áng·ulo triedro puede tener nno, dos y hasta 
tres ángul-os diedros rectos, llamanrlose en cada caso respecti
vamente 1;eeüingulo, bú·ectángztlo 6 t1·i1·eetan.r;ulo. 

375. Anr¡ulos TRIEDROS SIMÉTRICOS son ,l,os tried1·os de los 
q1~e uno se /or_ma prolonganclo las aristas del ot?·o. 

FIG. 231. 

F E 

TEORE!\IA. (Fig. 231). 

JJos ángulos t?'ied1'os simét1·icos V ABO, 
VDEF tienen sus ángulos ¡1lanos y diedros res-

o pectivamcnte ig1tales, pe?· o en gene1·al no p1teden 
eoineidi?·. 

Los áng·ulos planos A VB, BVC, A VC son 
iguales respectiYRmente á sus opuestos por el 
vértice DVR, EVF, DVF; y los áng·ulos die
dros VA, VB. VC son iguales á sus opuestos 
por. Jaarista VD, VE. VF. 

Supongamos. ahora. rue los tres ángulos 
diedro::> del triedro V ABO .-;ean clesignales, y 

B demostremos gue en este caso general los trie-
dros simétricos no pueden coincidir. 
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Si hacemos g-irar el triedro VFED ~!rededor del pun~o V, 
de n;odo que la cara FV O resbale en el-mismo · 
plauo en que se encuentra hasta q,ue VD co
incida con V A y VF con VC, la ari:;ta VE 

Fra. 231. 

F\! 
' V 

o periJ :mlt-'cerá detrás del plano que determinan • 
AD y CF, mientras que VB está delante del 
misr110 plano, luego Jos triedros no coincidirán. 

fh el triedro VFED g·ira de modo que la 
carH FVD se separe del plano en que se en
cue11tra hHsta que VF coincida con VA y VD . 
con ve, lá cara FVE no coinciclin\ con la 
AVB, porque siendo los ángulos diedros Ve 

e y VA desiguales y Ve= VF, los diedros VF 
B y VA son tambien desiguales. 

Como no podernos intentar la superposicion de lós triedros 
por otro medio, queda demostrado que no coinciden. 

Caso partícula?'. Si dos án,qulos died?'OS V A, ve de 1mo 
de lo -~ t?·iedq•os simét,·icos son i,r¡ztales, los tried1·os son s?tpe?·
ponibtes. En efecto: 1le lns igualdades VA= VC, VC = VF, 
se dednce .V A= VF: por <~ousigui€'nte ]Jaciendo coincidir la 
cara FVD con su ig·ud A VC, de modo que lHs aristas VE y VB 
caigan hácin el mismo lado dd plano A VC, el plano FVE caerá 
sobre el AVB; iguallt !ente, de VA= VC, VA= VD se deduce 
VC =VD, luego el plano EVD caerá sobre el BVC; pór consi
guiente la arista VE, comun á los planos FVE y EVO, coinci
dirá con la VB, comuu á los planos A VB y BVC. . 

TEOREMA. 

376. 8i un ánqulo o·iedro tiene dos ángulos died1·os ir¡uales, 
los angulos planos flpuestos son ipuales; y si tiene dos dngttlos 
diedros desiguales, á mayo1· ángulo died1·o se opone mayo1· án
r¡ulo plano. 

1.0 Supongamos que los án-¡2·ulos diedros VA y Ve del trie
dro VABü (Fi(J. 2:311 sean i¡tuales. Construyo el triedro VFED 
simétrico del propuef:to; segun h••mos >isto en el teore)Tia an
terior, caso partícula', el triedro VFED puede coincidir con el 
VABC, luego FVE = AVB, pero FVg = BVC, luego AVB= 
BVC. . . -
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2.0 Supong·amos qne lo:> án~ulos diedn s VA y VC del trie
. dro VABC ( lli.c;. 232) sean desiguales. y que 

FIG. 232. ve> V A. Por la arista vu del n¡ayo¡· trazo 
V un plano DVC, qne ftJI'ill ! con la cnra A ve un 

ángulo tlit~dro DVC .\. igL al al menor VA; sea 
V U la interseccion lle e< te plano con la cara 
A VB. Segttn la primera ~a1'te del teoretlla, en 
el triedro V A. DO será JVG =A V D. En el 
trieuro V DBC tenemos o 

B 
DVC + DVf. > BVC, 

lueg·o, sustituyendo DVC por su igual A'· D, 

AVD + DVB > BVC ó bien A'lB > BVC. 

TEOREMA RECÍPROCO. 

371. Si un áng1tlo t1·ied1·o tiene dos ca ? ·c~s iguales, los án
//Z6los diedros o¡n6estos son ÍfJIU6les ; y si t?:e.w dos cm·as desiqu,a-
tes, á la ca1·a mayo1· se opone mayor ángu,t.J diedro [55].- · 

TEOREMA. (Fig. 233). 

378. 1JÚ ángulo.~ triedros V y V' so1~ i 'fl6ales Citando tienen 
una cara i.r¡ual A VC = A' V'C' act.vacente ·,, dvs áng?ttos düd1·os 
'respectivamente iguales é iq·ualmente dispz6estus V A =V' A', 

· VC=V'C'. . 

Frd. 233. 
V V' 

;1\ .11\ 
B 8' 

Coloco el triedro V' sobre P.l V de mo
do que la cara A' V' O' coincida con A VC, 
y que las aristas V'B ' y VB caigan hácia · 
el n!ismo lado del !)lano A VC: el plano 
de la cara A' V' B' raerá sobre el de la 
A VB, por ser ignall"s los Ang·ulos diedi·os 
V' A' y VA, y el de la cara B'V'C' caerá 
sobre el de la BVC por análoga trazon, 
lu~a·o la arista V'B', comun á los plano¡; 
A' v 'B' y B' V' O', deberá estar á la vez e u 

los planos A V B y D V O, para lo cual ti en a que coincidir con 
VB; por consiguiente los triedros son iguales. 
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TEoREMA. (F~9· 233). 

379. .Dos án.r¡~tlos t1·ied1·os V v V' son ig1tales cuando tie
nen dos ca1·as '1·espe,;tivamente igztales é i_r¡U(tlmente dispuestas 
AVB = A'V'B', A V 'J = A'V'C', d igual el án!J1tlo diedro com
pr~·nclido V A = V' A' . 

Coloco el triedro V' sobre el V, de· morlo qne la carn. A'V'C' 
coin~ida con la A VC y qnP las m·istas V' B' y VB ca3~nn hácif.~ 
el m1s:no lado del pl: no AV(!: el pl<ino de la cara A'v'B' caera 
sobre e 1 de la A V B, . 'or ser iguales los diedros V' l] .. ' y V A, y la 
arista V'B' coincidi rá con la VB, por ser iguale:; los á.ngulos 
planos A'V'B' y AVL:; luego lo;; tr·iedros serán iguales. 

'I'IWRE~IA. (Fzf¡. 234). · 

380.' .Dos ánr¡ulos t1·ied1·os V v V' son i.r;·ztales cuando tienen 
sMs t1·es caras 1:espectivamente iguales é i,q1tal?nente dispuestas · 
AVB -= A'V'B', AVC = A'V'C', BVC = J?_'V'C'. 

En las aristas de los triedros to-
FIG. 234. molas longitudes igl!lales V A, VB, 

V V' ve, V' A'; V'B', V'C', y formo los 
triángulos ABC y A'B'C'. Los tri-

l áng·nlos V AB, V AC, V BC son i~ua-
: les respectivamente á V' A'B', V' A'C', 
! V!B'C', por tener dos lados ig·uales 

e A',-.::.- -l-
0
- -,--; e' é igual el ángulo comprendido, 1 u e-

·.,- • , / go AB=A'B', AC=A'C', BC=B'C', 
B , ·r;;' por tanto los triángulos ABC y 

A'B'C' son ignales. 
J!esde el vértice V bajo la perpendicular VD al plano ABC: 

el p1é D de esta perpendicular debe equidistar de los puntos 
A, By C, pues V A, lB y VC son oblicuas iguale«, luego Des 
el centro del circulo circunscrito al triángulo ABC. Además 
los_ triúngulos A VD. A' V'! l ' son 1guales, porque son rectán
gulos en D y D', y tienen V A--:- V' A', ¡Jor constrnccion, y A D= 
A'D', por ser radios de cireulos ig-uales; lueg-o VD= V'D'. 

Coloco ahora el tr :áng-ulo A'B'C' sobre el ABC: el punto D' 
caerá. sobre D, y la pEL'pendicular D'V' seg·uira la direccion DV, 
y como V'D'= VD, el punto V' coincidirá con V, por consi
guiente los triedros _serán iguales. 
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TEOREL\I.\. 

381. .Dos ringzttos t?·íedt·os son ipnales cuando t-ienen s·ns t're-.r 
áng~tlos died1·os ?'espectivamente ~qMtles é i.qnalmente .lispuestos. 

Sean Y_ y V' los triedros propue:;tos, T y T' sus triedros su
plementan os. 

Siendo igual es los á n gnlos diet.lros de los tried ¡·o;:; propues
tos, tarn bien serán iguale,; los angulas pla 110:3 de los t¡·icclros 
suplen1 en tarios; l uego los triedros T y T' so n igna les r380]. y 
tienen por tanto igunles su,; áng-ulos diedros. Siendo iguales 
los ángulos diedros de T y T', tarnbien serán ip:unles los án
gnlos planos ele los triedros suplementarios V y V', luego estos 
triedros son iguales [380]. · 

382. EscoLro. Eu todos los cnsos de iguafdad de triedros 
hemos snpuesto que los elementos r espectivamente igu::~les es
taban ig·ual mente dispuestos. Si esta condicion no se verifica, 
los triedros propuestos solo soq simétricos. 

Para demostrarlo :fijémonos en el 
Fw. 235. primer caso. Sean VABC. V'A'B'C' 
E (Pig. 235) dos áng·ulos triedros que 

F \ , D tienen una cara ig·ualA VC=A'V'C' 
\ // adyacente á dos áng·ulos diedros 
'\ // V' respectivDmentP ig·n-eles V A='l' A', 

/!\
\~' · A VC=V'C', pero en disposicion con

traria. Formemos el triedro VDEF 
A simétric0 del VABC: es fácil ver que 

A e' los triedros VDEF y V' A'B'C' tienen 
B e B' una cara igual ]) V F=A'V'C' adya-

cente á dos áng-.:Ilos diedros re.,pec
tivamente ignales VF=V'C', VD=V'A'; además estos elemen
tos iguales estún igualmente disp uestos, lo que ~e vé fácilmen
te imaginando que el triedro VDEF adopte una pr.sicion aná
log-a á la del V'A'B'C'; luego los triedros VDKF y V'A'B'C' son 
~g·uales, y como el primero es simétrico del V ABO, el seg-undo 
v 'A'B'C' tambien e::; simétrieo del V ABO. · 

Igual razonamiento podría bace1·se en los demás casos. 
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P ·I.OBLEMAS. 

383. l. J Prw nn ?JUnto lado t1·azar un plano pe?·pendintla?' 
el Una ?'eCt 'l dada. (317, 1. 0

). 

384. 2. o Po1· un p1mto dádo t?'rl:uw una ?'ecta pe1"pendic1dar 
á un plano dado.!320, VJ. · 

Puede tambien resolver::e este problema del modo sigui,~nte. 

Si d punto dado A (Fi,q. 236) está fue-
Fw. 2-36. ra del plano, se baj!ln á éste tr~s obli,)uas 

igual es AB. Ae, AD, se halla el centr·o O 
de la circunferencia que pasa por los piés 
B, e, D de las oblicuas, y uníenJo O con 
el punto 'dado A se tiene la perpend icu
lar AO. 

En efecto: los piés B, e, D de las e bli
cuaR ig·uflles que parten del punto A.equi
diHtan del pié de la perpendicular bajada 
al plano MN desde A, y corn<• O es el 
único punto del plano MN equidistante de 

B, e y D [95], es claro que U será el pié de la perpendícu lar. 
Si el punto dado A estuviese en el plano MN, bajaríamos 

una perpendicular á este p ,ano desde un punto cualquiera ex
terior, y trazarí~mos por A una paralela á dicha perpendicular. 

385. 3. o Por una recta oblicua ó pa1·alela á 1m plano trazar 
otro perpendicuta1· al p1·ime1·o . 

Por un punto de la recta dada trácese una recta perpendi
cular al plano dado: el plano que determinan esta perpendi- · 
cular y Ja recta dada resuelve el problema (329]. 

386. 4.0 Po1· un punto dado A t1·aza1· ?tna paralela ti lt?t 
plano. 

Trácese en el plano una recta· cualquiera, y por el punto 
dado A diríjase una paralela á dicha recta (350]. 

387. 5. o Po1· 1m punto dado trazar un plano pa1·alelo á ot1·o 
dado. . -

Tráce·nse por el punto dado dos rectas paralelas al plano 
dado: el plano que determinan las dos rectas sei·á paralelo al 
dado [356, cor. J.O]. 
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388. 6.0 Halla1· la meno·r distancia e11t1·e do~ 'rectas que no 
están sit·uadas en el mismo plano. 

Sean las rectas AB y CD (Fig. 237) . Por. un punto E de la 

cia entre ellas . 

CD trazo nna paralela FG a la otra rec
ta AB: las rectas CD v FG determiuan 
un plano Q paralelo ila AB [350]; por 
esta recta trazo otro phtno HB perpen
dicular al Q; la interseccion RH es pa
ralela á AB [351], luego tarnb1en lo 
será á FG y cortará, por tanto, á CD en 
un punto H; por este punto levanto en 
el plano kB una perpendicular HI á 
RH. La HI es: 1. 0 perpendicular á las 
dos rectas dadas, 2. 0 la menor distan-

En efecto: 1.0 Siendo HI perpendicular á RH, lo es tambien 
á AB; además HI es perpendicular al plano Q [339], luego es 
perpendicular á CD. 

2. o Trazo otra recta KL que una un punto de AB con otro 
de CD. La recta KL es oblicua al plano Q, porque en g·eneral 

. está fuera del plano HB 1, que t'S el lutrar g·eornétriro · de las 
perpe11diculares al plano Q bajadas desde la recta AB [347]; 
luego puede bajarse desde K la perpendiculaT KM al plano Q, 
y será KM < KL, pero KM= HI, luego HI < KL. 

1 Si KL estuviese en el plano RB pasaría por H y seria oblicua il. la AB, y p6r 
t¡¡,nto ~nayor que Hl, i¡ue es perpendicular. . 

• 1 
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CAPÍTULO SEGUI'JDO. 

SUPEHFICIES CUHV AS. 

B.-ilíocion~s ¡¡n•eUi!n!inat•«.•s. 
389. Si una línea cualquiera se mu eve en el espflcio, dejando 

en él la huella de <'US posiciones s ncesivas, engendra una su
perficie, puesto qu e el h .r¡ar de dichas po ;:;icion es divitlira al es
pacio en dos partes de la s qu e será límite comun. 

La línea móvil se llam a ,(JeneTatriz de lu. s11perficie. 
3QB. Toda superfici e qu e puede ser eng·endruda por el movi

miento de una r ecta, se ll a ma szq;erjic2:e ·reglctda. 
Las superficies r eg·ladas pu eden ser desa?·roztables y ala- . 

beadas. 
En las primera:; , dos pos iciones con ::J ecutivas de la g·enera

tt·iz se hallan en un mis mo plano, y en las segundas en planos 
diferentes. · 

Las. superficies desarrollables se llaman así porque pueden 
extenderse por completo en nn plano sin pliegue ni rotura, pro
piedad de que no gozan las 3labeadas. 

39J.. Toda superficie eng-endrada por u na linea cualquiera 
que g·im alre~edor de una recta fija , á la G¡ue se supone inva
riablemen~e ligada, se ll ama s.upe1·jicie de ?·evolucion. La recta 
fija recibe el nombre de eje. 
~. Los planos pe?·pendicuta?·es al eje de ?'evotu.cion co1·tan á 

la ntper/i.cie seg1tn ci?·cun:ft?'encias, que tienen su centro en el 
eje '!J Se llaman PAHALELOS. . 
· FrG. 238. En efecto: al girar la g-eneratriz AQB 

x (Fi'g . 238) alrededor del' eje XY, todos los 
A puntos de· ella conservan la misma posicion 

y 

con r especto al eje. Bajemos una p erpendicu
lar QD áXY desde un punto cualquiera Qde 
la g eneratriz: la línea eng-endrada pnr Q ten
drá todos sus puutos en los extremos de rectas 
DQ, DQ' etc. perpendiculares al eje en el pun
to D é iguales á DQ, luego será nna circunfe
rencia, cuyq centro estará en D y cuyo plano 
sera perpendicular al eje en el mismo punto. 
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De aquí se .deduce que el plano perpendicular al eje por el pun
to D, coincidirá con el QDQ' y cortará á la superficie de revo
lucion segun una c·ircunferencia. 
~ Los planos que pasan po?' el eje cortan ti la sttperjicie de 

rev,olztáon se,r¡un lineas ~t¡ttates, que se llaman MERIDIANOS. 

Sean AQB y AQ' B (Pig. 238) dos meridianos. Trazo por 
varios puntos C, D, E etc. planos perpendicülares al eje XY. 
Las intersecciones CP y CP', DQ y DQ', ER y ER' de estos 
planos con lrs dos meri·iianos forma~ áng·ulos rectilíneos PCP', 
QLJQ', RER' iguules entre sí, porque tnd0s corre~onden á un 
mismo diedro QABQ', además CP = CP', DQ = DQ', ER = 
ER', luego si h,acemos girar el plano AQ'B hasta que coinci
da con el AQB'; todos lo¡;: puntos lJ', Q', R' etc. del meridiano 
AQ' B coincidirán con puntos correspondientes P, Q, R etc. del 
meridiHno AQB; por t~;tnto los meridianos son ig·uales. 

U.-Superficie cónica. 

3Q4:. \ SUPERFICIE CÓNICA es la enge1tdrada p01· una ?'ecta inde
!Znicta qtte ,qi?·a ab·ededo?' de un punto fijo apoytindose en una CU1'· 

1Ht cualq~tif3m. 

Esta curva recibe el nombre de directriz. El punto fijo se 
llama vd?·tice 6 cent?·o ·de la superficie, y la divide en dos hojas 
que se estienden indefinidamente á una y otra parte del centro. 

Si la directriz tiene centro t, la recta . que une este punto 
con el centro de la superficie se llama eje de la misma. 

Se llama superficie cónica cinttla?' aquella cuya directriz 
es una circunferencia. 
3~. Se llama coNo el c1te1·po lin.titado por una de las lw}as 

de una su¡m:flcie cónica JI un plano q·ue corte á todas las gene-
1'at?"ices. · 

,VABODE ( JNp. 239) es un cono. El vértice V de la super
ficie cónica se llama vdrtice del cono, y la parte ABO DE de pla
no limitada por la superficie es la base del cono. Altum es una 

1 Ctnt•·o de una curva cualquiera es el punto que divide en dos part.es Iguales á 
todas las rectas que pasan por él y terminan en la curva. 
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perpendicular bajada desde el vértice al plano de la base. Lados 
son las pat·tes VA, VB, VO etc. de las g-eneratrices lirñita~as 
por el vértice y la base .. Eje es la recta VO que une el vért1ce 
con el centro de la base. 

Fw. 239. Fro. 240. 

V 

Un cono es 1·ecto (J?ig. 239) cnauclo el eje VO es perpend~
culal' á la base, y oblicuo (Fig. 240) cuando el ·eje VO es obll
cuo á la base. 

Se llama cono ci?·r:ula1· aquel cuya base es un círcQ.lo. 
ÜONO TRONCADO Ó TRQ:">CO DE CONO es lrt prwte de cono com

p?·enrjida ent're la base y un plano que corte á todas las /Jene
ratr2ces. 

La parte de cono comprendida entre la seccion y el vértic'=l 
se l-lama cono d~ficiente. 

La base dP.l cono y la seccion causada por el plano se ll.a
man bases del tronco; si estas son paralelas, se llama altura del 
tronco á la distancia entre las ba¡;;es. 

396. El cono ci1·cular recto puede conside?'a?·se en_qendrado 
po1· un tritinguto 1·ectáng1tlo que _qira rtlrededo?· de un cateto. · 

Pues si elegimo:; el cateto VO (J?ig. 239) del triángulo VOA 
para eje de revolucic,n, el otro cateto AO engendra un círculo 
perpendicular a VO, cuyo centro es O, y la hipotenusa VA, que 
se apoya en la circunferencia A BU DE y pasa constantemente · 
por el punto fijo V, eng·endra una hoja de superficie cónica. 
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TEoREMA. (Fig. 240). 

397~ En toda Slt,pe~ficie có~ica ci?·cular, la inte.1·seccion de la 
supe1·jicie con un plano pa1·atelo al de la direct1·iz ABC, es una 
circunferencia cuyo cent1·o está en el eje. 

Siendo paralelos los planos ABO, A'B'C', sus intersecciones 
con los planos AVO, BVO, CVO son paralelas, lueg-o 

OA VO OB VO OC VO 
O'A' =vo' 'O'B'=VO'' O'C' =vo'' 

OA OB OC de donde 
O' A!= O'B' = O'C' ' 

pero OA =.OB = 00, 
O' A'= O'B' = 0'0'. 

por ser radios de la directriz, luego 

VemoR, pues, que la línea A'B'C' tiene sus puntos equidis
tante,; de O'; además se ha llan todos en el plano secante, por 
consiguiente A'B'C' es una circunferencia. 

TEoREMA. ( Fz[¡. 240 ). 

393. Todo plano que pa.~ct por el vértice V de una sÜpe1·jlcie 
cónica circuJttr y por dos P'tnt(JS A 1J B de la di1·ect-riz, corta á la 
superficie en dos gene1·at1·ices. ' 

Et'plano que pasa por los pu11tos V, A y B contiene las g·ene
ratrices VA yVB, porque cada una tiene dos puntos en el plano, 

. y como dichas generatrices pertenecen tambien á la superficie có
nica, es evidente que son las intersecciones de éf.ta con el plano. 

399. ún plano ind~jinido es TA:'IGENTE á ?tna S1t,perficie cónica 
circular cuando sólo tiene com·un con eUa una generatriz. 

TEOREMA. (Fig. 240). 

En una supq¡·jicie córtica ci1·calttr, todo plano q1te pasa por 
1/,na tangente TT' á la direct1·iz JI por la gene1·at1·iz VB det pun
to de yontacto es tangente á la superficie. 
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La tang,ente TT' está (~n e1 plano de la dit·ectriz, por consi
g·uiente es la interseccion de este plano con el VBT. Si el plano 
VBT tuviese con la super"ficie cónica a1gun punto co'mun dis
tinto de los de la generatriz VB, contendría por completo á la 
generatriz que pasase por dicho punto comun, y corta1·ia por 
tanto~ la directl'iz en ot¡·o punto además del B, Jo que es impo
sible-¡ luego el plano VBT es tangente á la superficie. 

TEOJ.\EMA RECÍPROCO, 

Todo plano tangente rt una supe?:ficie cóni~a ci?·cula1·, corta 
al plano de /.a di1·ect?·ú; segttn 1tna tan.r¡ente á esta cu1·va. 

Si la interseccion del plano t::.1ngente eon el de la directriz 
cortase á esta cn rva en dos puntos A y B, el primero de estos 
planos contendría las dos generatrices VA y VB [3981, lo que 
es ccmtrario á la hipótesis. _ 

CoROLARIO. Por un punto dado en u,na sztpe1:(icie có?iica cir
cular WI pz~,ede pasa?· más qtte un plano tangente á la supe?:ficie. 

TEOREMA o ( Fig. 241). 

460. Toda sttper/lcie cónica es desa?'?'ollable. . 
, Sean Va, Vb, V e etc. varias posiciones su-

FJG. 24L cesivas de la generatriz de la superficie có-
V nica V. Cada dos generatrices consecutivas 

Va y Vb, Vby Ve, Ve y Vd etc. forman una 
cara plana aVb, bVc, cVd etc. infinitamente 
pequeña, y la superficie se puede considerar 
corno un ángulo poliedro compuesto de infini
to númei'O de estas caras. Ahora la cara aVb 
puede girar alrededor de la a.rista V b hasta 
colocarse en el plano de la cara inmediata 

cí bV e; el conjunto de estas dns caras, puede g·i-
c,; 6C rar despues alrededor de Ve hastl! colocarse 

. - en el plano de la ter.cera cara e V d. Continuan-
\io de este modo se concibe qne todas las caras llegarán á colo
carse en el plano de la última, esto es, de la anteri0r á aVb, y 
que por tanto la superficie cónica V se habrá desarrollado. 

- - 1 

. 1 
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TEOREMA. (Fig. 242). 

4'@1:. Et desarrollo de la s_upe?:ficie curva de 1tn cono cir'C1tla'í" 
9'ecto VAB e.r; ?.m sector de ci1·cuto VBB', CÚJJO 1•adio VB es el 
lado det cono y cu.7Ja base B B' es ig 1tal en longitud á ta ci?·c~m.fe
rencia O ele la ba.r;e det cono. · 

Todos los lados del cono VAB son 
FIG. 242. iguales á la hipotenusa del triángulo 

g-enerador, luego son iguales entre sí. 

8.1 Si hacemos rodar el cono en un plano 
que pase por ellado. VB, sin que el vér
tice mude de posicion, hasta que el mis
mo lado coincida nuevamente con el pla
no en la posicion VB', la süperficie có
nica habrá quedado desarrollada, y todos 
los puntos de la circunferencia O, se ha
brán colocaf!o sucesivamente en. el pla'no 
á la misma distancia del vértice V; ltie
go BB' es un arco ele circnlo igual .en 
fongitnd á la circunferencia ú, y VBB' 
un sector circular. 

EscoLlO. Cortando el cono V AB por 
un plano CD paralelo á la base, el cono 

deficiente VCD será tambien circular r ecto, y el desarrollo · de 
su superficie es evidentemente el f!ector VDD'; lueg·o el trape
cio circular BB'UD' será el desarrollo de la superficie lateral 
del tronco de cono de bases paralelas ABCD. 

402. SuPERFICIE CILÍNDRICA. es la en.r;endrada por una recta 
indefinida qzte se mueve pa1·atelamente a si lfJ~ismct apoyándose 
en una cu1·va C1talqztiera. 

Estd cnrva recibe el nombre de di?·ect?·iz. 
Si la directriz tiene centro·, la paralela á las generatrices ti-

rada por este punto se llama e.fe de la :::uperficie. · 
Superficie cilíndrica ci1·cztla1' es aquella cuya directriz es una 

circunferencia. 

1! 
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- 403. Se Uama CILINDRO el espacio limitado por ~ma suptH-/1-

cie cilínd?·ica y dos planos pct?·atelos que corten ct todas las ge

nM·at?·ices. 
ABOD (Pi,r¡. 243) es un-cilindro. Las partes AEBG, CFDH 

FIG. 243. 
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Fra. 244. 

de los planos secantes limitadas por la superficie cillndrica 

son las bases del cilinclt·o. Altzwa es la distancia entre las bases. 

Lados son las partes AC, EF, BD etc. de las g-eneratrices limi

tadas por la~ bases. Eje es la recta OU' que nne los centros de 

las bases. 
Un cilindro es ?'ecto (Fi.fJ. 243) cuando el eje 00' es perpen

dicular á lns bases, y obtic1to (Fir¡ . 244) cuando el eje 00' es 

oblicuo á las bases. · . 

Se llama cilindro ci?·cula?' aquel cuyas bases son círculo:'!. 

404. El citind1·o ci?·c·utru· ?'ecto puede considerarse engend?·a

do po·r un recttzngulo q~te ,r¡i1·a alrededo?' ele uno de s·us lados. 

Si 00' (Fi.q. 243), lado del rectángulo AOO'C, es el eje de 

revolucion, -los lados opuestos OA, 0'0 engeudrarán las bases 

del cilindro, que serán dos círculos perpendiculares al eje, y 

elladp AC eng·endrará la superficie cilíndrica. 

TEOREMA. (Fzg. 24~1). 

405. En-toda superficie cilind?·ica ci?'C1tla?'; la inte?·seccion de 

la stqm·fl.cie con un plano A"B"O" pa1·al.eto at de la cli?·ect?·iz 

ABO, es una circunfe?'encia igual á ABO y c¡¿yo cent•ro está. e'Jl. 

el eje. 
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Siendo paralelos los planos ABO, A11 Í3 110 11 sus intersecciones 
eon.los planos AOO' A', BOO'B', 000'0' son paralelas; además 
el eje 00' es paralelo á las g-eneratrices, por tanto · 

orrNr = OA, orrBrr = OB, orrcrr . OC, 

y como los radios OA, OB,. OC son iguales entre sí, las rectHs 
0'1 A11

, 0 1'B1
', 0 110 11 tambien son iguales; luego la curYa A11B1'C 11 

. es una circunferencia cuyo centro es 0 11
; aclernas siendo el ra

dio O"A"-igual al OA, las· circunferencias 0 11 y O son ig·ualt;s; 

TEOREMA. ( Fig. 244). 

406. Todo plano par·alelo al ~je de ~tna s~tpe?·/lci~ cilíndr·ica 
cir·c~tl,~r y que pasa por· dos ¡ntntos A y B de la cli?·ectwiz, cor·ta 
á la s~tpe?:ftcie en dos ,qene?·at?·ices. . 

La g·eneratriz AA' es paralela al eje 00' y tlene nn punto A 
en el plano, luego está enteramente Cüll tenida en él (:351 ,CO?' .l. 0 ); 

lo mismo puede decirse de la generatriz BB', luego estas ge 
neratrices son l as intersecciones del plano con la superficie l~i
líndrica. 

407. Un plano es TANGENTE á una snpe?:ficie cilínd?·ica cir·-
1 · c~tlar· c1tanclo sólo tiene comun con ella una generatr·iz. 

TEOREMA. (Fig. 244). 

En una SUJJer:ficie cilind?·ica CÍ?'C1tlr.t?', todo wlano q~(;e pasa 
po?' ~tna tangente TT' á la clúectúz y po?· la generat1·iz BB' del 
¡ntnto de contacto, es tangente ri la snper:ficie. 

TEOREMA RECÍPRoco . Todo plano tan,r;ente á una supe?:ficie 
cilind1·ica ci?·cula?·, co?·ta al plano de la dú·ectriz s.eg1tn una tan-
gente á esta -cur·va. · . 

La demostracion es análoga á la del número 399. 
CoROLARIO. Po?· ·ztit p1tnto dado en 1tnrt supe1·jicie cilíndrica 

cir·c~tl~r· no ¡ntecle pasa?' más r¡ne 1tn 'plano tangente á la su-
pe?:fic~e. · 

16 

• 
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TEoREM.\. (Fzg. 245). 

408. 11oda supe?·(icie cilínd?·ica es desa?''l'oltaóle . 
Sean aa', bb', ce' etc . varias posiciones su-

FlG. 245. cesivas de la generatriz; cada dos ~·eneratri
ces consecutivas aa' y bb', bb' y ce', ce y dd' etc. 
están en un ini~mo plano, puesto que son pa
ralelas, y forman fajas infinitamente estre
chas que componen la superficie cilíndrica. 
Ahora, la faja cta'bb' puede girar alrededor de 
la arista bb' hasta colocarse en el plano de la 
faja inmediata bb'cc'; el sii:tema. de ·estas dos 

e fajas pueue girar despues alrededor Je CC
1 

hasta. colocarse en el plano de la tercera etc.; 
luego todas las fajas llegarán á colocarse en 
el plano de la última, y la superficie cilíndri-

ca habrá quedado desarrollada. 

TEOREMA. ( Pzg. 246 ). 

409. .El desa?Yollo de la sttpe1:ficie cu?·va de un cilind?·o ci?·
cula?' ?'ecto ABCD es nn ?'ectángttto BDD'B', c?.tya altura es el 
lado. BD del cilind1·o y ct¿_ya base DDI es i!]?.tal en longitud á lct 
ci?·cunje?·encia O de la base del citind?·o. 

FIG. 246. 
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Hagamos rodar el cilindro, sin que í·esbale, en un plano que 
pase por ellado BD, hasta que el mismo lado coincida nueva
mente con el platw en la posicion B' D,.. En virtud de este mo
vimiento, la superficie cilíndrica habrá .quedado desarrollada; 
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todos los puntos de la circunferenci.a O se habrán colocado su
cesivamente en el plano que pasa por BD; la base CD del ci
lindro no habrá saljdo en su movimiento del plano indefinido de 
que forma parte, pues se supone que el cilindro no resbala, por 
éonsiguiente los puntos de la Circunferencia CD ha bráu recor
rido la interseccion del plano que pasa por B D con el de la base 
CD; luego DD' es una línea recta igual en long·itnd á la cir
cunfereu.cia O. Además siendo BD perpendicular al plano CD, 
lo es tm]bien á la recta DD' que pasa por su pié en dicho plano. 

El mismo razonamiento, aplicado á la base AB, demuestra 
que BB' es una línea recta igual en long-itud á la circunferen
cia O' y perpendicular á BD, lueg·o DD' y BB' son ]_)ar~:~lelas; 
además como las circunferencias O y 0' Eon ig·uales, BB' y D D' 
son tambien iguales, lueg·o la fig·ura BD B' D' es un paraleló
gramo rectangulo. 

41Q. SuPERFICIE ESFÉRICA es la engencl?·acla po1· una semici?'
czt?~(e?·encia q1te .rJi?·a al1·ecledo?' ele szt diámetro. 

EsFERA es la po1·cion de espacio limitada por la sttpe?·jicie 
esje?·ica. · 

· Es claro que la esje?-·a puede consiclerar·se engencl?·ada po?' ttn 
semici?·culo q zte .rJÍ1'{t al?·~ dedo?' del dicimet?·o. 

CENTRO de la es fe?· a ó de la supe1•jicie es fe'?'ica es el cerd?'O de 
la semici?·cunfe?·encia gene·rat1·iz; RADIO es toda ?'ecta ti1·ada des
de el cent'ro á ttn punto cualqttie?·a de la supe?·jicie; y DIÁMETRO 
toda neta qzte pasando po1· et cent?·o tiene sus dos ext1·emos en la 
sttpe1·jicie. 

Todos los 1·adios de una esfe?'a son igu,ales. 
Porque son radios de la semicircunferencia generatriz en 

alguna ele sus posiciones. 
Por esto se dice tambien: sztpe?·/icie esjé1·ica es:'una supe?·fl

cie ctwva ce?'?'ada cuyos puntos eqztidistan de ot1·o inte1·io?· tla-
ma'do cent1·o. · 

-Todos los diámet?·os ele 1-tna es,fe?·a son ir¡uales. 
Porque cada uno vale dos radios. 
EJG de ztna es,(e1·a es et diámetro del semicí?·culo gene?·ado?·; 

y POLos, los eict1·emos del ~je. 
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TEORÚL\. (Fig. 247). 

if\1. Guat1·o pu,ntos A, B. C, O que no están en un mismo 
plano, dete?·minan ~tnrt supe?:f/,cie esfe'rica. 

· Sea E el centro de la circunfe-
FIG. 247. rencia determinada por Jos pw1tos A, 
8 B, C, :y Gel centro .ele la determinada 

por A, U, C. La recta AC es la inter
seccion de los planos ABC y ADC. Por 
;os centros E¡ G levanto dos perpen-

A cliculares EI y GI á los planos ABC 
y ADC: estas perpendiculares se cor
tan. En efecto , las perpendiculares 

0 
EF y GF á la recta AC, cuerda comun 
á las circunferencias cuyos centros son 

E yG, se encuentran en el punto meclio F de AO [lOO] y no pue
den estar en línea recta, por hallarse en planos clistint')S A DC 
y ABC, lueg-o determinan un plano EFG perpendicular á AC; 
seg·un esto, los planos ABC y ADC son perpendiculares al EFG 
[329], por tanto la recta EH, perpendicular al plano ABC, está 
contenida en el EFG [3101, y la recta Gl, perpendicu.lar al pla
no ADCl·, lo está en el mismo plano EFG; pero, segnn hemos 
dicho, las re~tas EF y G8' se cortan, luego sus perpendicula
res respectivas EH y GI se cortan tambien en un punto O. 

Ahora bíen, este punto O, por pertenecer á la perpendicu
lar EH, equidista de A, By C [323, 1. 0

], y, por pertenecer á la 
perpendicnlar GI, equidista ele A. D y C; luego O equidista de 
los cuatro puntos A, B, C y D, por consiguiente la superficie· -
esférica cuyo centro sea O y el radio O A pasa.rá por los cuatro 
puntos dados. 

Demostremos que por estos puntos solo puede pasar una su-
perficie esférica. · 

El centro de toda superficie esférica que paso por A, B, C y 
D equidista de A, B y C, por consig·uiente la perpendicular ba
jada desde dicho centro al plano ABC tendrá su pié á ig·ual 
distancia de los puntos A, B y C, esto es, en E, y se confundirá 
con EH; lueg-o el eentro será un punto de la perpendicular EH. 
De un modo análogo se demuestra que el centro es tambieo uu· 
punto de la perpendicular GI. Luego el centro de toda superfi
cie esférica que pase por A; B, C y Des O, y como el radio 
evidentemente es OA, se cemfundirán todas en una sola. 
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TEORE~L\. 

412. Una snpe1·/icie esjd-rica no pnede se1· co1·tacla JJOI' wut 
línea ?'ecta en 1nás de dos jJ1611¡ÍVS. 

Porque si la recta cortaséá la superficie en tres 6 mas pun
tos, uniendo éstos con el centro tenJ ríamos en el plano que 
determin·an la recta y el centro más de dos rectas ig-uales Lliri
g idas desde on punto á una recta, lo qqe es imposible [47J . 

TltbREMA. 

413 .. Si Z6na sn¡~e?·jicie esj~?·ica se co?•tr¿ !JO?' un JJlano, la in-
te?·s~~cwn es 1tna c~rczt?~(e1·encza. . 

:::31 el plana secante AB pasa por el centro O ele la esfe ra 
(Pi,r;. 248), tc,dos los puutos de interseccion estarán á una dis-

Fw. 24.8. Fra. 240. 

P' p 

B 

o .) 
p P' 

taucia del centro igual al radio de ésta y en un mismo plano, 
lu e~o la interseccion es una circunferencia. 

:::;i el plm:io secante A DEB (Fig . 249) no pasa por el centro 
de la esfer a, tiro un rad io OP pe1' pendicula r al plano , y las rec
t as ·oA, OD, OE etc ., a diferentes puntos de la interseccion. 
Estas r ectas son ig- uales, como radios de la esfera, por consi
g·uiente son oblicuas al plano y sus piés equidistan del pié O 
de la perpendicular; l uego la curva plana ADEB tiene todos 
sus puntos equidistantes ele otro e situado e.n s u plano, y por. 
tanto es una circunferencia. 

Obse1·vacion. El pié O ele la perpenclicu'lar tirada desde el 
centro de la esfern d ylano ele la cin :unferencia ADEB, es cen
tro ele la misn1a. 



1 

!l 

- 2<16-

41"'-. 81 radio de nna cit·ctmferencia cuyo plano pase por el 
centro de la esfera es mayor que el radio AC de cualquier cir
cunferencia cuyo plano no pasa por dicho centro; porque el 

. radio OA , ig- ual al de la primera circunferencia, es la hipote
nusa del triáng·ulo rectángulo ACO y AC es un cateto; luego 
la maJ¡O?' ci?'C?M~.fe¡·encia de la esfem es rtquelta cnyo plano 7Jasct 
po1· el cent?·o. Pór esto se llama circunferencia máxima; las 
de mas reciben elnom bre de m-eno?·es. Los círculos respectivos 
tienen los mismos nombres. 

. . 
TEOREMA. 

415. ])os puntos ele la sttpe?·flcie e~f{J?·ira qu13 no están en linea 
?'ecta con el cent?·o, dete?·minan una ci?·c1¡,njer·encia n~áxima. 

Porque los puntos dados y el centro determinaJt un plano, 
cuya interseccion con la superficie esférica es una circtmferen
cia máxim_a qne pasa por los dos puntos. 

TEOREMA. (Fig. 248), 

41G. Toda ci?'c·ztn.feq·encia máxima ACBD divide la supe?:fi
cie e~.f d1·i ca en dos ¡/a?· tes i,r¡~ta les. 

Si la parte superior AOBDP' de la superficie se coloca sobre 
la inferior ACBDP, de modo qu.e la ci rcunferencia ACBD sea 
coman y que los puntos P -y P' caig·an hácia un mismo lado 
de ella, aquellas dos p-artes coincidit·án por completo, de Jo 
contrario los rad ios de la superficie esféri ca no serinn todo s 
iguales . . 

EscoLIO. E s evidente qu e el e<írculo máximo ACBD divide 
la esfera en c!os partes ig rral es . Estas partes se llaman lte?nis-
fe?·ios. · 

TEOREMA • 

. 4~7. ])os · ci?·c~tnfe?·encias máx_imas de una misma esfe?·ct se 
cltNclen mtttttamente en dos pa1·tes ig~tales. 

Como los planos de las dos circ unferencias pasan por el cen
tro, la interseccion es un diámetro comun, que divide á cada 
una en dos partes ig·uales. 

·¡ 
1 
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418. PoLos de una ci?·cunj'e1·encia t?'(tzaclll en la swp61·ficie esjé1·ica son los e:st1·emos clet düímet1·o de ta esfem pe?:penclic1'-lrw ·az plano ele ta ci?"C1'-nfe?·encia. 

TEOREMA. (Pig. ~49). 
Fro. 249. 419. Cada uno de los ¡Jalas P, P' de una ci?·c~t1~[e1·encia AB de le~ esje1·a, equidista Je todos los ¡Juntos de lci cú·-

c~tn[e?·encia. · 
'ta perpendicular PP' al plano AB pasa por él centro e de ra circunferen

cia, por consig-uiente las distancias de un polo á los puntos de ésta son oblicuas al plano AB que se apartan igualmente de1 pié e de la. perpendicular; P' lueg·o son ign ales. 
EscoLIO . Los arcos de circunferencia máxima PA, PB etc. , trazados desde el polo palos d·iferente's puntos de la circunfe~ rencia AB, son ig·uales, por serlo sus cuerdas. 

TEOREMA. (Fig. 249). 
420. Si luzciendo cent1·o en un p1mto P de la szt¡Je?·ff,cie esfé?·ica, con un 1·aclio cualq.~tiera P A, se t1·aza una cm·va A O E 13 l , esta c1wva..sení una cú·c~mfe?·encia de la que P se1·á ww de los polos. 
Trazo el diámetro PP' y los radios OA, OD, OE etc. á diferentes puntos de la curva ADEB, y uno estos puntos con P por medio de rectas AP, DP, EP etc. Los triángulos OAP, ODP, OEP etc. son ig-uales, porque ti enc~n OA = OD =O E. .. como radios de la esfm'a, PA = PD =PE .. . por hipótesis, y el lado OP comun á todo::; ellos ; luego si desde los puntos A, D, E, etc. bajo perpendiculares al lado comun OP, se encontrarán evi-dentemente en el mismo punto e, estarán en el mismo plano [318], y serán iguales; luego la curva ADEB será una circunferencia. 
Además el plano de esta cm·va es perpendicular al diámetro PP', luego Pes un polo de la misma. 

l Para trazar curvas en la superl'reie ele l!J. esfera se emplea un compás ele piernas curvas , llamado cornpéts as(ón co. 
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TEOREMA. (Fig. 250). 

421. Si _dos ci?·cun[e?·encias de una misma s~tper(lci'e esfe
?'ica son ir¡uales, sus planos eq~tidistan de"l cent1·o; y si son des
iguales, el plano de la ma¿;o1· qstá más p1·óx~mo at cent1·o que el 
de la m,;no1·. · 

FrG. 250. 
Por el centro ü de la e-sfera y por los cen

tros E y F de las circunferencias da,das hago 
pasar un plano. La interseccion de este pla
no con la superficie esférica sera la circun
ferencia _ máxima ABDC, y la interseccion 
del mismo con los planos de las circunferen
cias menores serán los diámetros AB y CD 

,.-:----i---- de éstas. Las perpendiculares bajada!'! desde 
e ----+------- 0 O á loR planos AB y CD pasan por los cen

tros E y F, lüego están en el plano ABDC. 
Ahora bien, si los diámetros AB y CD son iguales, las dis

tancias OE y OF tambien lo son; y si AB >UD, será OE<OF 
[101]; luego el teorema es cierto. -

TEOREMA RECÍPROCO. 

422. Si dos ci?'CU??:fe?·encias ele una misma s~tpe?:ficie esfé?·ica 
tienen sus planos equidistantes del cent1·o· son i.q~tales; 11 si dis
tan desigualmente del centro, es mayo1· aquella cuyo plano está 
más p1·óximo al centro. [55]. 

423. Se llama PLANO TANGENTE á una sztpe1·tlcie esférica todo 
plano ind~finido que toca á la s?~JJe?:ficie en ~tn solo pwnto, llama
do de contacto. 

TEoREMA. 

424. 1.0 El plano pe?·pendiculct?' á ~tn ?'{tclio en el punto en 
que és~e encuent1·a á la s~tperficie esj'é1·ica, es tan,r;ente á la su
pe?·(lc'te. 

2. o _Todo plano oblicuo at ?'adio en su, ext1·emo
1 

ccwta ci la 
sttpe?:ficie esj'é1·ica. 



\ 
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. 1.0 {Pie¡. 251). Sea MN el plano per
pendicular al radio O A en A. 

La perpendicular OA al plano MN 
es menor que otra cnalqn}era recta OB 
tirada desde el centro de la esfera al 
plano, por consiguiente el puntl' B est.á 
fuera de la esfeTa. Lo mismo puede de
cirse de otro cualquiera punto del plano 
MN, .áexcepcion del A, luego la su
perficie esférica y el plano MN solo iie
nen el punto cornun A. 

2. 0 (Fig. 250). Sea AB un plano oblicuo al .radio OA en A. 
Siendo OA oblicua al plano AB, podremos tt·ar.1n desde el 

centro O una perrYendicular OE al mismo plano, y será" O.E < 
OA, luego el punto E es interior á la esfera, por consiguiet'lte · 
el plano ABes secante. 

TEOJ.ÜJMA RECÍPROCO. 

\ 

42~. 1.0 Todo plano tdn_qente á la swpe?:fiáe esfé?'ica. es pe?'
pe.nd'teltla?· al1·adio ti1·ado al p~tnto de cóntacto. . . 

2. o Todo plano. secante es oblicuo á los 'Nidios ti1·ados á lqs 
puntos de inte?·seccion. [55]. . . 

\ 

1. 0 Po1· un punto ele ·una supe?·ficie ·esjé?·ica no puede pasa?' 
rnás q1te un plano tangente á. la supe?·/icie. 

Po'I'que el plano tangente debe ser perpendicular al I'adio, y 
por el extremo d~ éste no puede pasar más qn€ un plano per-
pendicular. . \ ' · 

2. 0 Et 1·adio ó düirnet?'O JJe?'pcndicula?' á 1tn plano tangente, 
pasa JJ01' el J?Unto de cóntacto. · . 

De lo contrario podrían tirarse desde O, dos perpendiculares 
al plano tang·ente. . 

42G. Dos arcos de círculo máximo qne se cortfm y termin.an 
en su comun iiJterseccion forman un ángulo e.ve"1·-ico. 

1 

1 
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Estos arcos AB y BC (Pig. 252) se llaman Zrtclos <lel áng·ulo y el punto B en que se cortan, vé1·tice. 
Dos angnlos esféricos de una misma e;;

fera 6 ele esferas ig·ua1es son iguales, si co
l ocando un-lado del primero sobre otro lado 
del seg.unrlo, de modo que_los vértices coin
cidan, los otros dos ·lados se confunden en 
uno solo. En el caso contrario los ang-ulos 

FIG. 252 . 
B 

A 

D 

son désig·u.ales. . 
Recíprocamente, si sabiendo que dos án

gulos esféricos de una misma esfera ó ele es
feras iguales son iguales, les superponernos 
de modo que coincidan dos lados y lo:-; vér tice, cayendo los otros d.os lados hacia una misma parte del lado comun, Jos otros dos lados se confundirán. 

Se suman Jos árigulos esféricos haciendo que cojncidan dos de sus lados y los vértices, de modo qne los otros dos lados ca ig·an á una y otra parte del lado comun: el áng·ulo que forman Jos lados exteriores es In suma de Jos ángulos dados. La nutgnit·ttcl ele ttn á?lffttlo esjé1·ico no de?Jende de la longitud de sus tadus, sino de la 11tayo1· ó menor_ sepcwacio't de etLus. Arco msECTOR de un an.,r¡ztlo esfé?·ico es ~tn a1·co de ci?·czdo maximo qzbe pasa po1· el véTtice y divide et ángttlo en dos pa1·tes iguales. · 
Es evidente que todo áng-ulo esférico tiene un arco bisector y solo uno. . 

427. Dos arcos de círculo máximo que se cortan forman cua-tro ápg·ulos esféricos. · 
Angu,los es(é1·icos ADYACE:'STES son dos án.c;ulos qtte tienen un lado comun y los ot1·os dos lados en una mismct ci?·czmje?·encia máxima . 
.!lng~tlos e~fé?•icos OPUESTOS POR EL VÉHTICE SOn dos án,r¡ulus de los que uno estáju1·nutdo por las prolon,c¡aciones de los lados det ot1·o . . 
Un a?'CO de CÍ?'C1ÜO máximo es PEHPENDTCULA. R á Ot?'O C1.tando form;a con éste dos án¡j1.tlos e.sjé1·icos adyacentes Í!J1trtles . An,(/1tlo esjd1·ico 1·ecto es c'ada uno de los dos ángnlos adyacentes iguales que forma un arco con otro al que es p-erpendicular. 
Un a1·co es OBLicuo á ot1·o cuandofo?·ma con este dos ángulos esjé't·-icos adyacentes desi.r;uales . 
Estos ángulos se llaman oblicuos . 
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428. A1~r¡ztlo died?'ú CORRESPONDIENTE á 1m án,qulo esfé?'ico 
AB'C (Fig·. 252) es el died1·o ABDC qne f0?'?1ta?t los planos en 
que es tan situados los lados del án.r;ulo esje1·ico. 

La arista del diedro pasa por el centro de la esfera, porque 
los lados del án8·u10 esférico son arcos de circunferencia má.xima. 

Si dos ang_~ttos es..fe?·icos de una m-isma es f'e1·a son iguales, 
s~ts ángu.los died?·os CiJ?'?·espondientes tambien son iguales. Si los 
án,r¡~~los esfé?'icos son desiguales, á mayO?· ángulo esfe?·ico cor
?'esponde mayor ángulo died?·o. 

l.o Haciendo que los ángulos esféricos coincidan, coincidi
rán las aristas y caras de los diedros correspondientes. 

2.0 Haciendo coincidir dos lados de los ángulos esféricos y 
los vértices, de modo f[Ue los otros dos lado<' caigan hácia una 
misma parte del lado coruun, coincidirán dos caras y las aristas · 
de los diedros, el segundo lado del menor ángulo esférico que
dará dentro del ángulo n~ ayor, luego el diedro correspondiente 
al ángulo menor estará contenido en el diedro correspondiente 
al áng·ulo mayor, y será, ·por consiguiente, menor que éste . 

Recí.procamente. Si dos ángulos died?·os, cor?·espondientes á 
dos angulas esfe?·icos ele una misma esjem, son iguales, dichos 
ángulos esfhicos son tambien ir¡uales. Si los dieii?'os son desi
g1tales, el ángulo es f'rj?·ico á q~te' co?'?'esponde el'mayo?' died1·o se?·á 
mayo?' q1~e el ot?·o án_qulo esfhico . [55]. 

Es evidente que á ~os ángulos esféricos ad.yacen.tes co~res
ponden dos angulas d1edros advacentes tam bien: SI los pnme
l'OS son ig·uales, los seg·undos tambien lo serán, y recíprocamen
te; luego 

.El án,r¡1tlo diech·o cO?ns¡Jondiente á ~m án.,r¡~tlo esfe?·ico ?WJtó, 
es tambien 1·ecto, y 1·edp?·ocamente. · 

Corrio todos los ángulos diedros rectos son iguales, todos los 
ángulos esfdricos 1·ectos son i,r;ztales. 

Le~ su.?na ele dos ángu,los e~[e1·icos adyacentes es 1/;uctl á dos 
ángntos 1·ectos. · . · 

JJos án,r;ulos esfd?·icos opuestos po1· elve?·tice son iguales. 
Se demuestran estos dos teoremas como su& análog·os de los 

números 30 y 36. 
429. La 1·azon de dos án,r;ulos esf'e1·icos ele una misma esfe?'a 

f!S igual á la ?'azon ele sus clied1·os cor?·esponclientes. 
Un ángulo esfe1·ico tiene po?' ?nedida su áng1tlo clied1·o cor

?'espondiente, esto es, elvalo?' n~trtte?·ico de un áng1tlo esfé?·ico es 
ig1bal alvalo?' mbme?'ico ele s.?t died?·o CO?'responclünte, siempre 
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que la unidad pcvrct medi1· áJ~t¡~dos died1·os sect el died?·o co?·res
ponáiente á ta unidad de ángulos esfrh·icos . 

Estos teoremas se demuestran como sus ana.log-os de los nú· 
meros 337 y 338.. · . 

Siendo la unidad de ángulos diedros el diedro recto, la úni 
dad de áng·ulos esfericos será el ángulo esféric0 recto. Este se 
divide en 90 grados; cada g·rado en 60 minutos y cada minuto 
en 60 seg-undos. . . 

Si un angula diedro vale 34° 53' el esférico cbrrresponcl.iente 
vald1:á tamb1en 34° 53'. . 

430. Se llama TRIÁNGULO ESFÉRICO Ü6 ?JO?'CÍOn de S16pe?:ficie 
es(é1·ica ABO (Fig· . 253) limitada por t?·es a1·cos de circun(e?·en
cia máxima tJM?W?'eS cada ~tno que media circun.fer¡·encia. 

Los arcos que limitan el triáng-ulo se lla-
Fm. 253. man lados del mismo. 

A __.,....__ Uniendo los vértices de un tric\ng-ulo es-
~B férico ABO con el centro O de la esfera, y 

\ C• / suponiendo planos por cada dos rectas de 
' \ / union, se forma un áng·ulo triedro OABC 
\ \ / CO?'?'esoondiente al triánf3o·ulo esférico ABO. , , ; ~ e ~ 

'· ' , Los lados AB .. A , O del tl'j¡\ng·ulo es-
\; 1 

\¡/ férico tienen ie,yal medida . qne las caras 
o AOB, AOC, BOCdel triedro correspondiente, 

puesto que aquellos sm1 los arcos corres
pondientes á estos áng-ulo'3 planos; y los ángulos esféricos A, 
B, O del triáng·ulo tienen igual medida que los ángulos diedros. 
OA, OB, OU. Lueg-o ci toda p1·opiedad de los cíngutos t?·ied?·os, 
r¡·elativa á los valo1·es de s~ts áng~ttos planos y diecl1·os, C01'1'eS
ponde?·á ot1·a análogct de los t?·ián,r;~tlos esfé?·icos, que se enuncia
?'á y demostrrwá 1·eemplazana'o las cct?·as y án,t¡ulos died1·os de 
aguellos po1·los taclos y ángulos esfd?·icos de éstos. · 

'l'EOREIVIA. (Fzg. ·253). 
431. Un lado cualr¡uim·a de nn t?·dáng~tlo esférico es: 1. 0 me

nor que la suma de los ot1·os dos; 2. 0 ma.'lJO?' que S!~ d~je?·encüt . 
Construyo el triedro O conespondiente al tt-iángulo pro

puesto ABO, y será [370] 
AOB < AOC + COB, AOC > AOB- BOC; 

sustituyendo en estas desig·ualdades cada ángulo plano po1: el 
arco correspondiente, tendremos 

AB < AC + CB, AC > AB- .BC". 
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TEORE iv1A . (Fl:CJ· 253) . 

432. La szwut dJ los lartos de un t1·üingulo esjético es 1nen01· 
qtte wvt ci1·cnnj"e1"enáa mtixi1na. 

i'enemo's [311] 

1 u eg-o 
AOB + AOO + BOO < 4R, 

AB+ AO+ B0<360°, 
esto es, menor qnc unA. ci rcunferencia. 

433. Dos t?· icinr;utos esj"é?·icos son SUPLmmNTARTOS cztando 
los tados ele cada ~"tno son sztplementos de los áng1t?os det ot1·o . 

Los tricin.!Jztlos esféricos cMnspoudientes ci dos t1:ied1·os s~t
ptementct?·ios, son tmnbien su,nte?nenta?·ios . 

Siendo las caras de cada triedro su plelllentos de los áng·ulos 
diedros rlel otro , los lados clf! cada triángulo sen'ln suplemen
tos de los <'lng ulos del otro [430], lueg-o los triáng·ulos serán su 
plemerltarios . 

TEOREMA. 

. 434. La suma ele los ánr¡ztlos ele un t1·iángulo es (é1·ico, es 
maz¡o1· qzte dos ?'ectos y meno?· qzte seis . [374]. 

'EscoLIO. Un trián g·ulo esférico puede tener uno, dos y 
hasta tres ángulos rectos, llamándose en cada caso respectiva~ 
m en te ?'ectán,r:;ulo, birectán/julo 6 t1·irectángzdo. · . 

435. 1lrián.q~tlos es.fé?·icos SDIÉTRrcos son clos t?·iáng'ltlos ele 
1tna misma esje1·a CO?'?'esponclientes á triedros simétrl'icos. 

TEOREMA • 

.Dos t1·ián,r¡ztlos es.fé1·icos sirnét1·icos tienen sus lados y án
!l_'!flos ~·espectivamen~e i,c¡z~a~es, J¿e1·o en gcne1·al. ~f!-O pueden. coinci
cl't?' . 82n emba1·.r;o , co'tnctd't?'an S't ~tno de los tnangulos t2ene dos 
ángztlos igztales. [375]. 



TEOREMA. 

436. Si un t?·irin.r¡ulo esférico tiéne dos án_c¡~tlos iguales, los 
lados opuestos son iguales; y si tiene dos án.r;ulos desiguales á 
mayo?' án.r;ulo se opone may01· lado. [376] . 

TEOREMA RECÍPROCO. 

437. Si un t'l'iángulo es fé?·ico tiene dos lados iguales, los án
/JUlos opuestos so?¿ i_c¡uales,· y si tiene dos lados clesig·uales, á 
mayO?' lado se opone mctyo?· ctn_c¡ulo. [55]. 

TEOREMA . (Fz"g. 254). 
438. JJos t'l'ián.r;ulos esfé1·icos ABO, OEF de una ?m·smci es

fe?·a ó de esfe?·as iguales son Í!J?tales: 1. 0 cuando tienen ?tn lado 
i.r;ttal adyacente·á dos áng1tlos ?"espectivamente i.r;ztales; 2. o c?tan
clo tienen. dos lados ?'espe~tivrtmente Í/}Ztales é i(¡ztal e? ángulo 
comp?'endzdo; 3. o C?tando tzenen sus t1·es lados ?'espechvamente 
i,r¡ztales; 4. o cuando tienen sus t?·es ángulos ?'espectivamente r"r¡zut
les; siemp?·e qzte en todos estos casos los elementos ir¡ztales 'estén 
i,r;ztalme?~te clispues tos. 

FJG. 254. 

~<~~B 
\ ' 
~: / 
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\ ' 1 

..... 1 1 

' ' ' ' 1 
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\ r 1 

, r 1 ' 
\ ' 1 
\ 1 ' 
\ 1 1 
\ 1 / 

\ 1 1 

\ ' ' \ 1' 

\\~,' 

0' 

1.
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Sea AB =DE, áng. A= áng. D, áng . B = án.r; . E. Los 
triedros O y 0', correspondientes á los triáng·ulos propuestos 
tienen un áng·ulo plano igual AOB=DO'E, adyacente á dos 
áng·ulos diedros respectivamente ig·uales OA=O'D, OB=ü'E é 
igualmente dispuestos, lueg·o dichos triedros son iguales. Si 
los hacemos coincidí!·, los vértices D, E, F del triángulo DEF 
coincidirán con A, B, O, por ser iguales los radios, y como por 
dos puntos de la superficie esférica solo puede pasar un arco 
de circunferencia múxima, los lados de los triáng·ulos coinci
díran tambien; luego les triángulos son iguales. 

De un modo anúlogo se demuestran los demás casos. 
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EscoLIO. Si en a1g-uno de estos casos los elementos iguales 
no están igualmente dispuestos, los trü1ng·ulos esféricos serán 
simétricos [382]. · 

TEOREMA. 

439. La Zinea más cu1·ta qne se pnede t1·azar en la S1tJJe?:fiáe 
es_j'é1·ica ent1·e dos puntos de ta misma, es et a1 ·co meno?' de la 
ci?·c zvnfe?·encia m.á xúnrt que J)(tsa po1· dic(ws puntos . 

Demostraremos ante todo dos lemas . 
l. o La dis tc¿ncia sob1·e la st&pe?:ficie és {é1·üa ent1·e el polo P 

(Fig. 255) y cada punto de. una 'ci7'C~&n{e1'encia AB, es igual 
JHt?·a todos estos puntos. 

Consideremos dGs puntos D y E, y sea 
PD una línea cualquiera, trazada en l-a su
perficie ele la esfet·a, que supondremos la 
más corta entre P y D. Si la línea PO gira 
alrededor del eje PP', todos sus puntos 
permanecerán en la superficie esférica, 
puesto que describén paralelos de la mis
ma, y el punto D llega rá á pasar por E, 
por tanto PD será una línea entre P y E; 
si n0 fuese la más corta, habría otra PE me
nor que ella, y haciendo girar ésta alrede

FrG. 255. 
p 

F' 

dor de PP' el punto E llegaría á pasar pot· D, y PE seria un 
camino entre P y D menor que PD, lo que es contrario al su
puesto. Luego el camino más corto entre P y Des igual al más 
corto entre P y E, por consig·tüente el lema es cierto. 

FIG 256 2. 0 Si dos arcos AC y ADB (F-ig. 256) de 
· · circunje1·encia máxima, meno1·es que media 

A. ci?·cunje?·encia, son desi.r;uales, siendo AC< 
ADB, et camino más CO?'tO entre A y e es 
meno?' qtte. el camino más co1·to ent1·e A y B. 

Desde el prrnto A como polo, con una 
abertura de compás AC, describamos una 
circunferencia, que cortará necesariamente 
al arco ADB entre A y B. Sea AFB una lí
nea cualquiera, que supondremos el menor 
camino entre A y B; esta línea corta á la 
circunferencia DO en un punto F, por ma-

1 

i 
1 
1 

l 
1 
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nera que puede considerarse deEcompuesta en dos partes AF y 
FB; la primera AF es el camino más corto entre A y F, ele lo 
contrario AF'B no seria el.carnino más corto entre A y B, lpego 
AF será igual al camino más corto entre A y O [Lema 1.0

]; por 
consiguiente e~te último camino es menor que AFB. 

Demostremos ahora el teorema. 
Sea AB (Fig. 257) el arco de circunferencia 

Fw. 2~7. máxima, menor que media circunferencia, com
prendido entre los puntos dados A y B. Si la lÍ
nea más corta entre A y ·B tuviese un punto O 
fuera del arco AB, uniendo este punto O con A y 
cOn By tomando AD = AO 1, seria [431, 1.0

] . 

AD+DB<AC+BO;. <2, 
B restando AD del primer miembro y su ig·nal AO 

del segundo, resulta DB<BO. Ahora bien, el camino más corto 
entre Ay D, es igual al camino más corto entre A y O [Lema l. "J, 
luego si O es UlJ punto del can1ino más corto entre A y B, de
berá ser el camino entre O y B menor · que el camino entre D 

.y B, lo que es absurdo [Lerna 2. 0
], porque BO > BD. 

Luego ningun punto_ de la dist~nc;ia ~ntre A y B puede 
estar fuera del arco de cncunferencra máx1ma AB, lo que ele
muestra que este arco es la línea más corta que se puede tra-
zar sobre la superficie esférica entre A y B. · 

PROBLEMA. (P.ig. 258). 
FIG. 258. 440. .Dada una esje1·a, detM·mina;. s~~ ?'{1,-

clio po1· medio de una constn~ccion ,r;eomeb·ica. 
Señalo dos puntos M y N en la superfi

cie esférica; desde cada uno de ellos como 
polo , con mw. abertura de compás mayor 
que la mitad de la dio;tanciH esférica MN, 
deschbo dos arcos que se cortarán en un 

1 A punto A equidistante de M y N; determino 
N • del misn:io modo otros dos puntos B y O 

equidistantes de M y N .. El plano que determinan los tres pun-

i Los arcos AC y B.C son menores que AB, pues si fu oso AC > AB, el camino m(ls corto entre A y C seria mayor c¡ne el camino más cor to entre A y B rLom·c¡ 2.0), lo que_es contrario al supu Fsto el " qn e nl punt.o e pcrt.enezca al camino mas corto entre Ay B. 
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tos A, By e e;:; p(Ú·penrlicular á In ¡·ecta MN- en Sll punto IJ1P
dio (325]; luego es ellugát· g-eométrico de todos los punt.os equi
distantes de M y N[324]; de aquí se deduce que dicho plano 
pasa por el centro O de la esfera, cortando la superficie ele ésta 
segun una circunferencia, que estará determinada por los. tres 
puntos A, By C. Mido ahora las distancias AB, BC y AC, y 
considerándolas como lados, constmyo nn triang-ulo; circuns
cribo á este triángulo una circunferencia, que será ignal ¡,la 
máxima ABO: el radio de esta circunferencia. ·es el de la rsfera 
dada. 

PROBLEMA. (F~9· 2f>9). 

441. Por dos puntos A y B de- 11na sztpe1:jicie esfé?·icrt, lbacer 
pasa1· ~tna ci?·cunfe1'encia má;sima. 

· ANÁLISIS. Si Pes el polo de la circun-
Fw. 25!J. ferencia máxima AB, la distancia PO eutre 

P p y Ull punto cualquiera Ü ele esta CÍrCUil-:-
ferenCÍH es la hipotenusa de un triángulo 
rectangnlo POC, cuyos catetos son ig·uales 
al radio de la esfera, 6 bien, la cuerda de un 
cuadrante de circunferencia maxima. 

SíNTESIS. Haciendo centro sucesiYamen · 
te en los puntos dados A y B, describo, con 

- un radio ig-u?-1 á la cuerda de un cuadt·aFJte 
de circunferencia máxima, dos arcos que se 

cortarán en un punto P; desde el punto P como polo, con el 
mismo radio, describo una cit·cunferencia, y .estará resuelto 
el problema. 

17 



1 

1 

l 

'1 

J 

l 

l 
1 

1 

LIBRO SEGUNDO. 
POIJEfll\0~. 

DGFINICIONES. 

._.. /PoLIEDRO es iodo c~te?·po limitado JJM' planos. 
- l•: stos planos terminan en sus nllltuns intersecciones, de 

mod·> qu~ el poliedro está limitado por polígonos, que se lla
lllan caras. l,as intersecciones de las caras se Jhmum a1·istas 
del poliedro; las aristas son lados de las caras. Los puntos en 
que concurren tres Ó mas [lristas SE' ]Jnman 1H!?·tices del polie
dro. y son á la YeZ Yértices de las caras. Los angulas diedros y 
poliedros que forman las caras SOLl los angztlos died?"OS y án
gulos ¡Jolied?·os del cuerpo. 

Diagonal es toda recta._ que une dos vértices del poliedro, no 
sit.11ados en la misma cara. · 

Poliedro ronvexo es todo aquel cuya superficie no puede ser 
cortada por nua. línen recta en más de dos puntos . 

.443. El menor ,número de planos necesarios para formnr nn 
pt~liedro es cuatro. . 

Un poliedro de cuatro caras se llama tet?·aed?·o, 
>> cincn )) )) pentaed1·o, 
)) seis )) )) exaed1·o, 
)) siete )) )) eptaed1·o, 
» ocho )) )) octaed?·o, 

..)) doce )) » dodecaed1·o, 
)) veinte )) )) icosaed?'O. 

444;,. 1 Se llaman pol~edros iguales los que coincide-n, cuando 

se superponen convementemente. 
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Si ln:> caras y ángulos died1·os 1le un polieilrci :::ott rrsprr·ti
vamente iguales á las euras y ;\ngnlos; ele otro, y estos clen1en
tos iguales tienen ign-al cl,isposici cn, rs evidente que ].os C'lll' I'JH s 
serán i o·nales. -

Llos
0

poliedros iguales tienen respcctiYamente iguales tedas 
ws arist~s, caras, ángulos clie·lros y ún g nlo:; poliedros. 

Si los vértice.:; de un poliedro coinciden con Jos de otl'o, co
incidirtm tambien las aristas y caras, y los poliedros ~e rún 
iguales. 
~· ' Se llam.xn potied1·os SimEJ.\. 'iTBS, dos poliedros Clt?;ns a7t· 

/JUlos died1·os son 'respectivamente t/;na/.es ?1 estdn dispuestos en 
el mismo óHlen, y Ctt.vas ca 1·a~ adyacentes á diedTos i_r;u ates son 
semejantes. 

Se llaman aristas homó 'o.r;as las que pertenecen á dos die--
dros ig·uales é igualmente clispnestos. 

Cams komóto,~¡as son las limitadas por m·istas homólogas. 
Vértices homóto,r¡os son los extremos de m·istas homólog·as. 
Las a1·istas komólo.f!as de df,s potied1·os semejrlntes son '{J1'0-

po1·cionales; porque si la razon de semejanza de <1os C1:1ras ho
mólog·as cualesquiera e;, m, la razou üe otras dos adyacentes á 
Jas primeras se1·á t¡.¡mbien m. puesto que ¡Jos cm·as adyacentes 

. tienen una arista comnn, y as1 sncesivamente; lnego la razon 
de dos aristas homólogas es constante . 

.Dos pol~ecl1·os semejantes, cuya 1·azon de semqjanzr~ es la ~tni· 
dad, son iguales. 

Porque las caras hom(llogas son respectivamente iguales 
[213), y los áng·ulos di'edros lo son tambien por hipótesis. 

JJos polied1·os A y B semejantes á 1m te?·ce?·o O, son seme}an-
tes en t1·e sí. · 

Siendo semejantes las caras de los poliedros A y B á las del e, son semf'jantes .entre si [2141: y siendo iguales los ángulos 
diedros de los poliedros A y l3 á los del C, son ignales entre sí; 
luego A y B son polirdros :::cmejnnte::: . 
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CAPÍTULO PRIMERO. 

1.-J•h•ámitle en 3'Cnea•al . 

.4-Rl'. / PmA.:MIDUJ es todo poliedro limitado JJP?' ~m poligono 
cualquie?·a, llamado BASE, y va1·ios triáng1tlos q~te tienen 1m 
1Je?·tice comwn, U amado VÉRTICE ó cúsPJ o:r. de la pi?·árnúle. 

Alt~t?'a de una pirámide es la perpendicular bajada desde el 
vértice al plano de la base. 

Una pirámide es t?·ian,r¡~tla?·, cuadran,r¡ula?·, pentagonal etc. 
cuando su base es un triángulo, cuadrihH8ro, pentágono etc. 

La pirámide triangular se llama conmnmente tet·raedro: es 
el poliedt·o de menor número de caras . 

.Base de un tetmedro es una cura cualquiera, y ve1·tice del 
tetraedro, el vértice opuesto á la base. 

Pi?·ámide HEGULAR es la que tiene po1· base un pollgono 'regu
la_?', y cuya altum cae en el cent9'0 de la base. 

Las a1·istas late1·ates de una pi1·ámide 1·e,r¡ula?' son ig1tales, 
por ser oblicuas que se apartan ig·unlmente de la perpendicu-
lar al plano de la base. . 

Las ca?·aslate?·ales de tma pi1·ámide regula?· son tdángttlos 
isdsct tes é igttales. 

Se llama apotema de una pirámide reg·ular á la .altura de 
uno de loa triáng·ulos laterales. 

PIRÁMIDE TRO:'\CADA d TRONCO DE PIRÁMIDE eS la pa1•te de pi• 
rámide comp?·endid{t ent?'e la base y ~m plaízo qtM co?·te á todas 
las aristas late1·ales. 

La base de la pirámide y la seccion hecha por este plano, 
son las bases del tronco. Si son paralelas, la distancia entre 

ellas se llama alttM'a. 
Pi1·ámide DEFICIENTE es .la pa1·te de pi1·ámide total comp?·en-

dida e?¿(?'e et vé1·tice y el plano secante. · 
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TEOREMA • 

.m. IJos.pi?·cimütes son ü;uales cuando tienen t1;es caras, r¡ u e 
concn?'?'en en 1tn 1Jé1·tice de' la base, Í!Jltetles ?'espectívamente d 
i{¡ualmente dispuestas. 

Observaremos ante todo que los áng~nlo:; triedros formados 
por las caras iguales tienen sus ángulos planos respectí vn m en· 
te iguales é igualmente dispuestos, luego son iguales [380j. 

Ahora bien, colocando una de las pirámides sobee la otra de 
modo que sus bases, iguales por hipótesis, coincidan, dos aris
tas laterales, una de cada pirámide, coincidirán necesaria men
te, porque las pirámides tienen en la base un ángulo triedro 
igual; además estas aristas laterales son iguale:;, éomo perte
necientes á triángulos laterales ig·uales, por consiguiente deben 
coincidir las cuspides de las pirámides; luego ésta::; serán 
iguales. 

TEoREMA. 

~. IJos pi?'lr,mides ?~egula?·es de ~r¡uat base .Y rtlt-U9'CZ son 
ir¡uales. 
· Superponiendo las bases,. coi1,1cidirán sus centt~os; y como las 

alturas de las piráwides regulares son perpendieulares á las 
bases en sus centros, y en este caso se ">u ponen iguales, coinci
dirán y tendráa los mis ' IIOS extremos, que sou los vértices de 
las pirárnidespropuestas; lueg-o éstas son iguales. 

TEoREMA. (Fig. 260). 

4~ .Todo plano FGHIK, pa?·alelo á tct base de 'ltna pi?·ámíde, 
divide las aristas late1·ales y la altura en pa1·tes JJ?'OJJO?'cionales. 
Lct seccion qtte 1·es1tlta es un poligono semejante á la base. . 

l. o Siendo paralelos el plano de la base y el de la seccwn, 
dividen las rectas que partea del vértice V en partes propor
ciomlles [:368, cO?·.], lueg·o 

· vr~~ VG VH VQ 
FA.= ül? . J.·ic - ..... = qr; · 
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2. 0 Los polígonos ABCDE y FGBIK tie
nen sus ángulos respe-ctivamente ig·uale::;: 
los áng-nlos AUC y FGH. por ejemplo, tie
nen sus lados parnlelos l357] y dirig-idos en 
el mismo Eenticlo, luego son iguales; lo 
mismo p11ede decirse ele Jos demás. 

Los lados homólogos son proporciona
les. En. efecto: los triáns:ulos semeja11tes 
VAB, VFG, y los VBC, VuH nos dan 

AB VD \íB BC 
Fd=ve;.' .vG = G11' 

AB BC 
i~G -GH' 

Del HJi:smo modo se ac'mue:strnn la:-; igualdades 

Jueg-o 

BC CD 
GH - ¡:u' 

CD DE 
HI = !K etc.; 

AB BC CD DE 
FG = (fH = HI = IK = .... 

Vernos, pues, que los polígonos ABCDl~ y FG·HIK t.il'nen 
sus ángylos J'espectivumentc iguales y su:; lados homólogos 
proporciOnales, lueg·o son semejantes. 

Tr:oREi\LL (l?ig. 2GO). 
450. Si una pi1·ámide se cortlz po?' ttn plano Jlamlelo á lrt base, 

la pi1·ámicle parciat qnq ?'eS7tltrt es .~emejante á la Jl?'upuesfct. 
Los ángulos diedros VF, VG, VH .... de la piramicle pan:ial 

son los mismos que los· V A, VB, VC ... de la pro~nesta. 
Los diedros VFGH, VABC sr1n iguales por correspondieu

~es [365]; por la misma rawn son tambien respectivamcutt: 
1gmtles los demás diedros en las bases; lneg·o las dos pirámides 
tienen todo::; sus ang·ulos diedros respectivamente iguales. 

Las cara::; FGHlK, ABCDE son semPjantes [449, 2.
0

], el tri
áng-ulo VFG es semejante al V AB, por ser FG paralela á AB 
[357], y las demás ca.i·as laterales son tambien semejantes dos á 
d?s. p~r análoga razon; luego to.das las caras homólogas ele las 
¡nrau11des son semejantes, y el teorema queda demostrado. 
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'l'EuRb::\I .\. ( Fi!J . . ?Gl). 

45i. IJos pi?·ámidr!s SOJt semr>;_j(tntcs Citando tienen t? ·es wrr1s. 
qtte concu,?Ten en u-n odrtice de l1~ base, ?·espcctiva menle sei'li.!:j -' " 
tes !J semejantemente disp¡ustas. 
· · Su ponP.mos que las en ras A BC [) , 

FJG. 2til A_BV yADV 't:icm semejantes á];¡::; 
V abcd, ctb·v v rulo, y qn e rerno . .; dc -

mostmr lÜ SC'Illeja·nza de. las p1rú-
v lllide:> V ABClJ y vabcct. 

Tomando -eu la arist:.L VA una 
parte VE ígual á V(~, y trazan
do por E n n plan o paral ~lo al 
ABCD, resulta uria pin1Jllic1e p ~tr-

c q, cinl V EFGH semeja u te á la 
8 6 VABCD: si demostramos r¡t; c la 

VEFGH es ig-ual á la va)Jcd, qu edará rl e mnstt·atlo el teon ·:nn. 
Ahora bien: l-as caras I!:FGij, VELI y Vl•:I-1 soú senHjnutcs 

respectivamente 11 las .-\!3C.D, V_.\B y VAD [400]; y_(!:-.tn s lo ;:ott. 
por hipótesis, a las ,~bcd, vaú y Md; lurgo las ~:FGH, \/ EF y 
VEH son semejautes á l.as abcd, vab y v.'rll ln4j: pero s iemlu 
VE= va , por construccion, las caras VEF y Vl•:H serún ig-nn
les á las vab y vq,d [213j; de aquí se deduce EF = aú. ln<!g'O h:s 
caras EFGH y abcd ¡::c,n tambien i ~·nales; por consiguiente la 
pirámide parcial VEFGR es ig-ual ú la ·vaúcd [447], lo e¡ u e rk
Jnuestra el teore.rna. 

TEoREMA. (Fz:r¡. 260). 
452. An dM pi?"iwddes semejantes: 1. 0 l (i s Mistas ltomáto_r¡as 

son 'fJ?"O'fJO?"CÍonates a Zas attu?·as; 2.0 las bases son p1·oporciona
les á los cuad?•ados de las alttwas. 

Tomemos en la arista VA <le ln pirámide mayor nna parte 
VF igunl a la Hrista homóloga de V_-\. en la pirámide liJ•!nOr, y 
tuacemos por F una seccion paralela á la base ABCDE. La pi
rámide deficiente es semejante á la pirámide mayor, ll1f·go será 
tambien semejnnte á la menor: pero la defleiente y h metwr 
tienen una aris ta homólog·a ig,wl, lneg·o la rnzon de ~-~rnejanza 
es la unidad, y estas pil'c'Uilides son iguales . Seg·un edo, podre
mos considerar la pirú:nicle deficiente en lugar ele b menor, 

Ahora bien: 
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1." Bajando la altura VP de la pirámide mayor, la 
purte VQ será la altura de la menor, y tendremos !4~9, 1.

0
] 

VA VP 
VF-VQ. 

2.0 8iendo semejantes las bases, tenemos 
ABCDE AB2 . 
FGH1K = FG2' 

AB VA VP AB2 VP2 
FG = VF = VQ' de donde FG2= VQ'!; pero 

ABCDE yp2 
FGHIK- VQ2. 

luego 

TEoRE:.L\. ( Fzgs. 260 y 262). 

453. Si dos pi1·ámides licuen ir¡·ual alt1wa VP = V ' P', la8 
secciones FGHIK, RSTU pM·aletas á las bases y equidistantes 
de los vé1·#ces, son ¡J?'opm·cio11.ales á las bases. 

Fw. 260. FIG. 262. 

V 

Por el teorema anterior tenemos 
ABCDE yp2 LMNO V'P'<' 
FGHIK - VQ2 ' RSTU = V'Q'2; 

pero hemos supuesto VP=V'P', VQ=V'Q', lueg·o 

ABCDE LMNO 
F G HIK = -RSTTI . 
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EscoLT<). Si üts bases de las dos pi?·ánzides son equivrilentes, 
las secciones tambien lo se1·án. 

Pues s.i en la última igualdad fraccionaria se supone 
ABCDE = LMNO, será necesariamente FGHIK = ~STU . 

PROBLEMA. (Fig. 2GO). 
454. .Dado ltn t1·onco de pinimide A DFI de btZses paratelrtS, 

ka llar· las alt1t1'as V P, VQ de la JJÍ?'ám.ide total y de la deficiente. 
Tenemos [452, 1. 0

] • • 

AB VP 
FG= VQ; 

AB-FG VP-VQ AB-FG VP-VQ 
luego . - AB - -yp- · FG - ~VQ 

su~tituyendo VP- VQ por la altura PQ del tronco, y despe
jando Y·P l'n la primera igualdad y VQ Pll la f'egundH, se rá 

VP- ABx~Q VQ _ FGx PQ 
- AB-FG' "'- AB-FG . 

11.-TetJ•aedros. 

TEoREi\L\. (F(r¡. 263). 
4::i:J. lJos tetmedJ;os son ü¡uales : 1. 0 cnando tienen una caHt 

del mw 1:r¡tútl rt una cm·a de( ot1·o, ;(! tos t1·es dn.t;lllos diett?:os 
ad.1¡acentes á la p?'ime?'Ct i.qztales ?'espectivarnente á los t1·es rin
r¡ttlos diedros lld?¡acen{eS ci lf¿ Se(J1t?U(a; 2." C7tando tú:nen dos Ca
'-J·as del uno ignales á dos det ot1·o d (r¡ttales los án,r¡tdos compr·en-: 
didos po?' estas ca?·as; 3. 0 c·uanrlo t1·es caras rlet ltno son respectt
vamente iguales á tres del otr·o; siemp1·e que en todos estos ca$os 
los elementos Í!J?I-ales estdn igualrJMnte dispuestos. 

1.0 Suponemos la cara BCD = 
FGH, y los áng·ulos diedros BC = 
FG, BD = FH, CD = GH. 

FIG. 263. 
A 

9 D F 

e 

E 

G 

Coloco el tetraedro E sobre el A, 
de modo que la cara FGH coincida 
con la BCD y que el vértice E caiga 
ul mismo lado del plano BCD que el 
vértice A: el plano EFG coincidi
rá con el ABO, íJOl' ser ig·uales los 
di~clros FG 3~ BO, y los planos EGH, 
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F.FH coinciuirán, IJQI' análogarazon, con lo,; ACD y ABO; lue
g-o el punto E, comun a los tres }Jlanos EFG, EGH, EFI:-I, 
t:oincidirá con el A, único punto comun á los h·es planos AUC, 
ACD y ABD [31'0. 4. 0 J, y los tetraerlros serán iguales. 

' 2. 0 Sean las cnras A BC = EFG, 
FrG. 263. 

B DF 

e 

E 

G 

A B D = EF H, }' el diedro AB=EF·. 
Coloco el tetraedro E sobre el A. 

de modo qne la cara EFH coincid:i 
con A B D y que los vértil:es G y C 
caigan hacia el rnism.o lado del pla
n o ABD: el plano EFG concicl irá 
con el AI3C, por ser iguales los die
dros EF y A.B, y el punto G caerá r.n 
O, por ser iguales lns éaras EFG 
y ABO: luego coinciden los cnatro 

vértices de los tetraedros, y pol' tanto so.n estos ig·ual es . 
3° Sean las car as A.BD = EFH, ABC=EFG, BCO.__:FGH. 
Considerando los tetraedros como dos pirámides, cuyas bases 

son BCD y FGH, vemos qne, segun la .hipótesís, tienen tres 
~aras, que concurren en un Yét·tice de la ba:::e, ignales respec
tivamente é ig ualmente dispuestas: ltteg-o los tetraerlros son 
ig·ual es [447]. _ 

TEOREMA. ( Fig. 264). 

456. Dos tet?'(teclros son sem~jantes : l. o Cltrtndo tienen nna 
ca_?'Ct del1~no seme,ja:¿te á 1~1w ca?'a det ot1·o, y _los tres .án,r;·ztlos 
d~ecl1·os ad:7Jacentes a tct pnme?'a ~.r;uates ?'espectwamenterl tos t1·es 
ángulos cliecl?·os ctcl?¡acen tes á la se.c;~mda; 2. o cuando tienen dos 

FIG 264. ca.?· as del uno semejan tes á dos del ot?·o 
A • rJ ?;gu,ales los án!J~tlos diedros COmJJ1'en

cl2dos po?' estcts caras; 3. o c~tando t1·q,s 
ca?'as del uno son semejantes á t?·es 
det otr·o; sie1npre que en todos estos 
casos estén· los eltJmentos se-mejante
mente disp~tes tos. 

1. 0 Sean los tetraedros ABC D v 
abccl._ S uponemos que las caras ABD 

e e . y rtbcl son eemejantes, y que los die-
dros A.B, A.D, I3D adyacentes á la primera. son iguales a los 
ab, acl, bcl adyacentes a la seg-unda. 
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Tomo en la arista AI3 una parte AE ig-unl á ab, y trazo por 
el punto E un plano paralelo r.J BCD: el tetraedro ]JIHI'ial 
AEFG e::; semejante al ABCD [~. 50]. Los tetraedros AEFG y 
abcd tienen iguales las caras AEG y abd, porque siendo ámbns 
semejantes á la ABD son semejantes entre sí. y como la razon 
de semejanza es la nnidad, por ser AE-:- tlh, sun iguales; ade
más dichos tetrnedros tieneHlos diedros AE = AB = nb, AG= 
AD = ad, AEGF = ABDC = abdc; luego Jos tetn:edros son 

•ig·uales [455, 1°]; y como el AEFG es semejante nl ABCD, En 
igual abcdtambien es semejante Bl ABCD. 

2. 0 Snpong·amos que las caras ABC, ABO sean semejantes 
á abe. abd, y que el diedro AI3 = ab. 

Hacie11do la misma construccion que en el rr.so mdrri or, se 
Ye fácilmf·ntc que Jos tetrn erlres AEFG ~- abcrl sr•n ig-nnlef:. por 
tener ilos cnras iguales AEF =ate. AEG = abd (~ ig·n1d el án
gulo clicclro comprendido. y como el tctrnedm AEFG es seme
jante al ABCU, t.an Jbien lo serú i"ll igual aba!. 

3. 0 Snpongnmos que Jns caras AHD , ABC y BCD ;;ean se
mejantes lllas al-d, abe y bccl. 

Consiclcrnndo los tetraedros c0mo dos pil'fm1id<'o;, cu_y H::; 
bases ~ou BCJJ y lcd, es claro que son senll'jnnt.es ¡:J;1l}. 
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CAPÍTULO SEGUNDO. 

457. Pmsort\ es todo polied1·o czt,IJaS ca1·as son (1:os pol~r¡mws 
iqzw,les y paralelos 7tnidos ent?'e sipo?· pam,lelógmmos. 
· Las caras paralelas se llnnm11 bases del prisma; altura es la 

perpendicular eomprendida entre los planos de las bases. 
Un pristnn es t?·ian_qula1·, cuad?·an_qula1·, ¡Jentagonal etc. 

cuando sus bases son triáng·nlos, cuadrilc\teros, pentl'lg·onos etc. 
PAR!I.LELEPÍPEDO es· un prisma cul¡as ba.~es son pm·atetó

gramos. 
Las cwistas latemlt;s de un ptt·isma ·son. pcwalelas ent?·e sí é 

Í!JUales. 
FIG. 265. 

K 

En el prisma AI ( Pig. 265) la arista la
teral AF es paralela á BG, ésta es paralela 
á CH, la CH lo es á DI etc.; lueg·o todas 
son paralelas entre sí; además son ig-uales, 
por estar comprendidas entre planos para-
lelos [367]. 

P1·isma RECTO es todo JJ?"isma cuyas a?'Ú-
·-. P tas late?·ales son pe?·pendicnla?·es á las bases; 

y prisma OBLICuo es todo JJ?·ísma cuyas cwis-
E:l N tas late1·ales so?~ oblíc~tas á tas bases. 

-·--·- .___ En et prisrtta ?'ecto las {t1'Ístas late1·ales 
0 so?~ Í{J1btúes d la alt-1wa, las ca1·as l"ate1·ale8 

son ?'ectangula?·es, '!! los ángulos died1·os_en 
B e las bases son ?'ectos. 

Porque siendo las aristas perpendiculares á las bases, cual
quiera ele aquellas puede considerarse como altura del prisma; 
además son perpenclicnlares a los lados u e la ti bases, l ueg·o for
man con ellos paralelógTamos rectángulos; por último, los pla
nos laterales son perpendiculares á los de las baties 1_329], luego 
fotman con é:>tos áng·ulos diedro::; re<.:tos. ' 
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P1·isma IHWULAit es todo JJ1'isma ?'ectr> C1t,1JrtS brHes son poli
,r;onos 7'e,r¡1t!a?·es. 
. E,¿ el p?·isma ?·e_r¡nta1· las caras late1·ales s01¿ rec!Ang16los 
1!J?trdes. · 

PRISl\1A TRONCADO Ó TRONCO DE PlUS~fA es la pa1•te de JJ?'ÍS·I!Jia 
com(J?'endida ent1·e ?tna base y nn plano ·no paralelo á f'ltrr. que 
c01·tr' a todas las anstas late1·ales. 

TEOREi\I!\. ( Fi(J, 265). 

458. 1'oda seccion LMNPQ pa1·alela riZas bases de .un p1'isma 
.c\.I es un JJoUr¡ono ir¡ual (t dicltas bases. · 
_ Siendo el~ planó L P de la seccion par·alelo al de la base AD, 

las intersecciones de estos plano~ con cada cara lateral del 
prisma son paralelas, esto es, los lados LM, MN, NP etc. de la 
seccion son paralelos á los lados AB, BC, CD etc. de la base; 
tambien las aristas lateral es son parp.Jelas entre sí, por hfnto 
será 

LM = AB, MN = BC, NP = CD etc. 

Como además los áng·ulos de la seccion son ig-uales á los de . 
la base, por tener sus lñdos paralelos ydirigidos en el mismo 
sentido, los polígonos LMNPQ y ABCDE son iguales .[209]. 

TEoREMA. (Fz'g. 266). 

459. Dos p1·ismas son ·i,r¡1tales-cuando tienen tres caras, qtte 
conc9tA'?'en en ttn vé1·tic'e Cltatquie1·a, ig·uales respectivamente é 
ig1tal1nen.te dispuestas. 

Fra. 266. 

Q 

M 

Sean los prismas Al, LT; supo
nemos 

ABCDE = LMNOP, AG = LR, 
T BH=MS, 

y que las caras iguales ·están 
ignalmen te dispuestas: 

Colocando el prisma LT sobre 
0 el Al de modo que las bases infe

riores coincidan, la nrista MR co-
N incidirá cor1 BG, porque los t1·ie-
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¡\¡•o,; n y M ::;-on .ignn,le,; l331l\; y la::l ,:nt·n:-; MS, 1\IQ coinc:idi
r:'w ~ · ln ::;¡¡,-; ig·nille:; BH. BF: lu ego, la:; ba::;e::; sn,wriore:; t0ll ··
dnin ·tt'l!:; ¡ni,11tc!" cotnunc::; F, U. H , .v sn::; plano,; coiucidirhn; 
cu1110 ndl!IJI:'t:; <lkha::; ha,.;es :son ig:Htle;;;. lus vértices T, U coin
cidirán tallll•ien con I, K; por cousi~·uiente Jos prismas seráu 
ignnlf's. 

41\0. Do.~ prüma.~ rr,cto.r de ÍtJital base y altura son i,r¡uates. 
Hncien .\o coincidir las bases inferiores de lo,.; ptismns, todas 

!u,; ari:;tas laterales del primero coincidirán con las del segun
do. porque cada dos de ellas son perpendiculares al plano co
mun Gil el tiii::ll1lO pnnto; ademá::; coincidin1n los extre!llos :m
periorc:; de las a¡·i:-;tas. pues siendo todns iguales á la::; u1tu!'us 
de los prismas, son iguales entre sí; luego los prismas son 
iguales. 

TEOREMA. ( Fz:r¡. 267). 

-!li l. Ji'n todo ¡rtralelepl'pedo: l. o las ca m~ opuestas son ir¡tta- / . 
tes !1 pamlelt~s; 2. 9 los ánglttos tried1·us opuestos son ~.1~??iUY.J, 

1." Debemt•s demo::;trar esta propiedad 
Fw. 267. para l11s cnn.s laterales solamente, porque 

H lfls bases son iguales y p:üalelas por defini-
eioll (457]. ' . 

Sen el pnralelepípedo A.G: las caras opues
t:;s AH y BG tienen Al<: y AD paralelas res
p~cti\·amente :\ BF y BO, luego el plano 

e AH es pa_ralelo al BG-, y los ángnlos EAD y 
Fl3C sm1 Ig-uales; como arlemás es AE=BF. 

A' AD=BC. los paralclógrnrnos AH y BG smi 
8 iguales (200]. El mismo razonamiento ha-

I'Ímnos para las carns AF y DG. 
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2." Los áng·ulos triedros 6puc:;tos A y G tienen sus tres áng-ulos plmios respectivamente ig·nnles, esto es 

D.\B=FGH, EAB=UGH, EAD=CGF, 

porque los lados de estos áng-ulos son paralelos dos á dos y dirig-idos en sentidos contrarios; pero están desig·ualmente dispuestos 1, luego los .triedros A y G son simétricos. El mismo razonamiento puede hacerse para otros dos triedros opuestos. 

CoROLARIOS. 

l." lJos caras opuestas cualesquie?·a de un paralelepípedo pu,eden conside?'a?·se corno bases del mismo. 
2.° Co1·tando ~6n pa1·alelepipedo por un JJlano q11;e ene1¡,entre á c~6at1·o a?·istas pa1·atelas, la seccion MNPQ es un paratelóg~·amo. Porque los lados opuestos de la seccion son paraLelos dos á dos, como intersecciones de planos paralelos con un tercer plano. · 

TEOREMA. 

462. lJos pa?·alelepipedos son ipuales cuando tienen un ángulo triedro igual, JI tas t?·es a?·istas queforman el p?·imer t?·ied?'O i_quales ?'espectivamente á tas homólogas del segundo. Llamemos_A y B á los triedros iguales. Siendo el triedro A igual al B, los tres ángulos planos del primerB serán ig·uales á los tres áng-ulos planos del segundo; como además las aristas son · ig·uales por hipótesis, los tres paralelóg-ramos que concurren en A son respectivamente iguales á los que cc:mcurren en B [200] ; por consig·uiente Jos paralelepípedos son iguales [459]. 

1 Para comprender qu ~ 1 os ángulos iguales están desigualmente dispuestos, supóngase el lector colocado á lo largo de la arista AE, los piés en el vértice A,, la cabeza en E, y mirando b!\cia el interior del triedro A: el ángulo DAB estará á sus pies, el EAB á su derecha, y el EAD it su izquierda; si invier~e la tlg-ura y se supone colocado á lo larg-o de la arista GC, los piés en el -;ér tice G, la cnheza en C, y mirando Q.ácia e l in tet·tor del triedro G, verá á s us piés el úng·u lo FGH, igual al DAB, á su dei·echa el ángulo CGF, igual alEA D que estaba á s u izqui erda, y á ~u izquierda el CGH í.gual al EAB que estaba á su derecha. 
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463. Pa1·alele¡Jípedo RECTÁ:-<CJULO es ?tn pa·raletepípedo 1·ecto 
C'I.V!JaS bases son ?'ectangztlct?'es. 

Todas ü&s caras de un pa1·alelepípedo ?'ectan!J1.tlo son ?'ectan
.fJ?Üos, y todos los án,qutos died1·os son ·rectús. 

CuBo es un pa?·alelepipedo cuyas ca1·as son c~tadmdos. 
El cubo es evidentemente un paralelepípedo rectáng-ulo, y 

todas sus aristas son iguales. 

TEOREMA. ( Ft:CJ. 2G8). 

464. .En Lodo pa?·ateleJ1ipedo rectanjnlo AG, el cnad1·ado de 
?tna clia.r;onat H B es igual á la sztma de los c~tacl1·arlos de t?·es 
a1·istas DC, DA, DH qzte (01·men un án,r¡.ztlo tried1·o. 

Traí-'ando la diag-onal DB de la base 
se forma un tri ángulo HDB rectángulo 
en D, porque siendo la aJ.·ista HD perpen
dicular á la base ABCD es perpendicular 
á DB; luego 

FIG. 268. 

H~-------.G 
¡ ··, l 
1 • 

E -;-'·,----t'F 
1 ',,, 

- 1 ' .. '\ 
o1..:,--.. ...:-'-.- -- e 

A / --------:~ i{ 
HB2= DB2+ DH2; 

pero DB es la hipotenusa ciel triángulo 
rectángulo DAB, por. tanto 

DB2 = AB2 + DA2; 

de estas ig·ualdádes se deduce 

HB·¿ = AB2 +DA2 + DH2; 

~ustitu_yenclo AB por su igual OC,. será por últiino 

HB2= 002+ DA2+ DH2. 

r 



CAPÍTULO TERCERO. 

POLIEOIIOS EN GE\EIUL. 

1.-lg·uaiQl~úl y sennc.ñ~u•zll 61(~ gH~lic«h• ur.; . 
465. Si por un puuto interior ú un poliedro y las nristas 

del mismo se dirig·en planos que terminen en ;::us intersec
ciones mutuas. los que pasen por los lados de una misma cara 
formarán con ésta una pirámide; por consíg-uiente quedará des
compuesto el poliedro en tantas piróruides como caras tenga. 
Las caras del poliedro seran bases de estas piramides , y 
vértice comuu, el punto interior. DiYidiendo la base de cada 
pirámide en triáugulos por medio de diag-on:lle ~ , y hacien
do pasar planos por el vértice de la pirámide y por las dia
gGnales de la base, quedará cada piramide dividida en te
traedros; por consiguieDte el poliedro tambien se habrá eles
compuesto en tetraedros; luego 
· J'odo poliedro p~tede descompmw·se en tetraed1·os. 

Dirigiendo planos des<le un vérti<:e A del poliedro á las 
aristas de las caras no adyacentes á dicho vértice, los planos 
que pasan por los lados de una misma cara formarán con ésta 
una pirámide, por consiguiente quedará descompuesto el po
liedro en tantas pirámides como caras, no adyacentes al vér
tice A, tenga. Las bases de estas pirámides seran las mencio
nadas caras, y el vértice comun sera el punto A. Descompo
niendo cada pirámi<le en teteaedros, del modo indicado arriba, 
el poliedro quedará igualmente deseo m puesto en teteaedeos. 

TEOREMA. 

456. .lJo>S JJolied1·os son ignales cuando están comp·ztestos de 
Í!J~tal mbtne?·o de let?·aed?'O-~ iguales e i,qua.lrJnente d1:SJ!!l~SLOS• 

· Imaginemos qne nno de les poliedros se coloque sobre el 
otro, ele modo qnc dos tetraedros iguales coincidan; ot1·os dos 
tetraedros adyacentes á los primeros te::~drán una cara cornun, y 
e o m o son iguales y están dispuestos igualmente, coinci<lirán 
tambien, y así. todo:¡; los demás; luego los :poliedros son iguales. . 18 
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'I'RoREMA. (Fig. 2G9). 

467. JJos polied?·os ABCDEFG, abcdefg- compuestos de i,c¡1tal núme1·o de tet1·aed1·os semejantes y sem~jantemente cUspuestos, 
son semejan tes. 

Fw. 269. 

o 

B 

Suponerr10s semejantes los tetraed1·os ABCO y abccl, ACDE 
y accle, ADEF y adef, AEFG y aejg, y queremos demostrar la semejanza de los poliedros propuPstos. 

Entre los ángulos diedros de los poliedi·os hay algunos que 
son respectivamente iguales, porque perteneGen á tetraeqros semejantes; así CABD = cabd, por pertenecer á los tetraedros 
semejantes ABCD y abcd .• OtroH diedros son iguales por com- , ponerse de jgual número ele diedros pertenecientes á tetraedros 
.semejantes; así BACE = bace, porque el primero se compone de los diedros BAC(.l y DACE iguales respectivamente á los baccl y dace que componen el segundo. 

Las caras triangulúes de los poliedrus, por ejemplo GEF y gef, son semejantes por pertenecer á tetraedrGs semejantes. 
• Demostremos ahora que si dos tetraedros consecutivos del 

primer poliedro tienen dos caras, por ejemplo BCD y CDE, en 
un mismo plano, las caras bccl y e de, homólogas a éstas en el se
gundo poliedro, estarán tambien en un mismo plano. En efecto, 
los ángulos diedros adyacentes ,BCDA y ACDE son iguales 
respectivamente á los diedros consecutivos bcda y acde, y corno 
los primeros son suplernentario8, tarnbien lo serán los seg·un
dos, lueg·o las caras exteriores bcd y dce estarán en un mismo · plano [334] . -

Segun esto, si las caras BCD, CDE, EDI<' es1án en un mis
mo plano formando un polígono BCEFD, las caras ócd, cde,edf, 
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respectivamente semej.ultes iL las p:·itneras, por pcr·tc:necer á 
tetraedros semejantes, formarú.n otro polígono bcej(l, que será 
semejante al BCEFD [212]. 

Del mismo modo se demuestra la semejanza de las demás 
caras no triangulares. 

Vemos, pues, que los poliedros dados tienen respectiva..., 
men-te iguales los ángulos diedr:os colocados en el mismo ór
den, .Y las caras adyacentes semejantes; lueg·o lo~; poliedros son 
semejantes; 

TEOltEMA RE:CÍPROCO. 

468. !Jos polied1·os sem~jantes pu-eden descompone1·se en igual 
núme?'O de tet?·aerüos sem~jantes y semejantemente dispuestos. 

Si por el \értice A y l<} arista EF hacemos pasar un plano, 
qu0dará separado del primer poliedro un tetraeclro AEFG, y 
las caras AOEG y AGFD se habrán dividido en triángulos; ha
ciendo pasar otros planos por A y por· las diagonales DC, DE 
se formarán los tetraedros ABCD, ACDE y ADEF, que con el 
AEFG, componen el poliedro, y la cara BCEFD cstarú dividi
da en triángulos. Haciendo la misma construccion en el segnn
do poliedro, quedará descompuesto en tantos tetraedros como 
han resultado descomponiendo el primero, y las caras de aquel 
quedarau divididas en ti'iáng-ulosj además los triángulos del 
primer poliedro serán semejantes a los del sef?'LÚ1clo [212, 1·ecip.] 

Ahora bie11, los tetraedros ABCD y aúcct son semejantes, 
porque tienen semejan tes las ca ras ABC· y abe, A B D y abcl, y el 
áno·l:llo comprendido AB ignal al ab. Los tetraedros ACUE y 
acde son semejantes, porque tienen semejantes las caras ACD y 
acd, como homólog-as de los tetraedros semejm:1tes anteriores; 
tambien son semejantes las cat·as CDE y cele, y los áng·ulos 
comprendidos AODE y acde son ig·uales, como suplementos de 
los diedros iguales ACDB y acdb . . 

Del mismo modo se demuestm la semejanza ele los demás 
tetntedros. 

U.-Polllcih•os ••cg·ul:u•t·s. 
4G9. Se llama roLJEDrto REGULAn el pol/ed1·o cuyas ca?·as son 

todas poligon os ?'e,qnta?·es i_(j1Uttes, y C2V!JOS á n'y1tlos diedros son 
todos ig·z&ales. 

Es claro que todas !as aristas de un poliedro reg-ular serán 
iguales, y tu m bien los ang·ulos poliedros. 
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'f'EOREi\IA. 

No JJUedr•n e.Tisti?' 1nás que cinco clases de poliec~1·os ?·e
.'l 71 l fi7'{'S . 

Pura formar lll1 <hJg·ulo poliedro se necesitan por lo ménos 
1res ángulos planos; ademas la suma de las caras dP. un ángulo 
poliedro debe H:' l' u~ enor qu.e cmilro ~ngulos · rectos. 

E:eguu esto, con tres ángulos de triangulo equilátero puede 
formarse un áng-nlo poliedro, porque valienuo cada ángulo del 

') 

triúngulo -j H, la suma de los tres solo vale 2R; el polieclro 

correspondiente está limitado por cuatro triáng-ulos équi·Játeros, 
tiene cuatro 'ért.ices, Eeis nristns, y se llarpa tet?·aed?·o 1·er;nla?·. 

Con cuatro ángulos ele triángulo eqllilátero tcunbien 'puede 

forrrwrse. un áng·ulo poliedro, porque la suma de ellos ~ R 

es menor que 41-t: el poliedro correspondiente está limitado. por 
ocl1o triángulos eqtúlát.eros iguales, tiene seis Yértices , doce 
Hristas. y se llama octaed1·o ?'eg~tla?·. -

· He uniendo cinco ~mguloE ele triángulo equilátero, cuya suma 

!3Q H. es menor que 4R, se fo1:ma un ángulo poliedro, al que 

corresponde un cuerpo- reg·ular de veinte caras triaug·ulares, 
con doce vértices y treinta ai·istas, y se llama icosaed?·o ?'eg~tlm·. 

Seis ángulos de triángulo eq~tilátero valen ~H. = _4R, lue

go con ellos no puede formarse un áng·ulo poliedro . . · 
Con tres áng·ulos de cuadrado, que valen 3H, pue~e formar

se ángulo po'lied~.·o: el poliedro correspondiente es el exaed1·o 
?'egntar 6 cubo; está limitado-por seis cuadrados ig·uales, tiene 
ocho vértices y doce aristas. 

Es evidente que cuatro angt:~los de cuadrado no pueden 
formaL' ángulo poliedro, pues la suma de ellos es 4R. 

Con tres áng-ulos de pentágono regular puede .foi'marse un 
ángulo poliedro, porque valiendo cada angula del pentágono 
6 . 18 
~ R, la suma de los tres vale-;:: R < 4R: el poliedro reg·ular 
~ 0 

correspondiente está limitado por doce pentágonos, tiene vein
te vértices, treinta aristas, y se llaiJ.?a dodecaed?·o ?'egulcp·. 

• 
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Ouatrü iwgulos de pentágono regular vale11 más que ctwtro ?'rJctos, luego con ellos no puede fo·t·mo.r::;e ángulo poliedro. 
Tres ángulos de exágono regular Yiilen cuat·ru ?'ectos .por 

consiguiente no pnecl en formar ángulo poliedro; y tres de cp
tá·g·ono, octógono etc. valdrún más [223]. 
· Luego no pueden existir rnús poliedros reg-ulares que el 
tetraeqro, octaedro, icosaedro, exaedro y dodecaedro. 

470. Un poliedro está insc1·ipto en unn esfera cuando touos 
los vértices del poliedro están en la snperfit:ie esféricn. La es
fera en tal caso está ci?·cztnsc?·ita al poliedt·o. 

Un poliedro esta ci?'Cnnsc?·ito á una esfem cuando todas las 
caras del poliedro son tangentes á la superficie esférica. La c::;
fem en ton ces está insc?·i¡Jta en el poliedro. 

FIG. ~0. 

o 
A 

D 

TEORG~L\ .. (Pig. ~70). 

471. ~4' todo JJolied?·o ?'Bf)nlrt1' ¡me
de insc?·ibi?·se y ci?·cu,n.sc?·ibúse 'tt?Ut 
es fe?· a. 

·Representemos por ABD :¡ DBCE 

/
F ' dos caras Hdyacentes del poliedro 

regular dado. Levantando porlos 
centros M y N ele e::;tas caras <los 
perpendicnlares á los planos ele las 
mismns, estas perpendiculares se 
eucontrnráti en un punto O, centro 
de la esfera q ne pasa por los cua-

E tro puntos A, B, C y D [411]. 
Demostremos ahora que uniendo 

. · el punto O con los centros de torlas 
las caras del poliecleo, las rectas de uriion son perpenuiculares 
á estas caras é iguales entre sí. 

Unamos el pt1nto O con el centt·o P de una cara ECF conti
gua á una de las primeras; bnjerno_s desde M y N dos perpen
diculares á la arista B D, á la qne cortarán en un mismo punto 
Q; y desde N y Potras dos ú.la arista üE. que tambien concnr
ren en un puuto R. Las perpenclicul_ares OM y ON son iguales, 
porqLle suponiendo trazada una recta OQ ::e formarian dos 
triángulos t'ectánp:ulos OMQ y ONQ ip:twlcs, pur tener comutt· 
la hipotenusa OQ é iguales lo::; cateto,:; _\[()y NQ cou1o flllOte-



FIG. 270. 

o 

-213-

mas de políg·onos iguales. Si hace
mos girar el cuadrilátero plano [411] 
OMQN Rlreded.or de O~ hasta que 
caiga sobre el ONRP, el punto M 
coincidirá con el P; porque áng.ONQ 
= dng. ONR por ser rectos, NQ = 
Nlt como apotemas del 1)1ismo po
líg--ono, áng. MQN=án.tJ. NRP.como 
rec1ilíneos corresuondientes á los 
diedros ig·ualesBDyOE, y QM= RP 
como apótemas de políg-onos i~·ua
les; lueg·o OM y OP tendrán los 
mi¡::mos éxtremos y coincidirán; por 

tanto OP = OM. 
La. misma supervosicion demuestra además que áng:OPR= 

áng. OMQ, lueg·o el árig-ulo OPR es recto, y como los plauos 
EOF y O:'fRP son perpendiculares ~~nt1·e sí, puesto que el pri
mero pasa por la perpendicular CE al segundo, la recta OP 
será perpendicu1ar al plano ECF [339]. 

El mismo razonamiento pórlria ·¡¡l11ora aplicm'Se á otra cara 
contig·ua á cualquiera ele las tres que hemos co-nsiderado, y así 
á todas las demás, luego las reeta:-; que unen el pt_lllto O con 
los centros ele las c;:n·as son perpendiculp.res á éstas é iguRles 
entre sí; por consiguiente Ja esfera descrita desde O como cen
tro con nn radi0 igual á cualquiera de las perpendiculares, 
será tang·ente á todas las caras del poliedro [424], esto es, que
dará inscripta en el mismo. 

Además, el punto O equidista de todos los vértices del po
liedro [323]; lueg·o la superficie esférica descrita desde O como 
ceritro con un radio igual á eualq uiera de las distancias, pasará 
por tod.os los vértices del poliedro, quedando la esfera circuns
crita al mismo. 

OoaoLA.tuo .• Todo polied?·o 1·e,r¡~tla?· p1bede descompone1·se en 
tantas pidtmides ?'e_qulrt?'er d ig2utles como caTas ten,qa. 

Basta, en efecto, hacer pasar planos por el centro de las es
feras inscripta y circunst:~·ita y por cada una de las aristas. 

472. Cent1·o ele un pohedro reg·ular es el centro c0mun a las 
esferas inscripta y c1rcnnscrita,. 

Radio del poliedro es el radio de la esfera circunscrita: y 
apotemct es el radio de la esfera inscripta, 6 bien la perpendi
cular tirada cles<;le el centro it cualquiera de las caras. 



S~CCfON SI1~GUNDA. 
MEDIDA DE LA EXTENStON. 

LIBRO PRIMERO. 
ARRAS DE LAS SUPERFICIES DE LOS CUERPOS. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

Áll.IHS DE LOS POLIEOIIOS. 

473. En g·eneral el área de la superficie de un poliedro se 
obtiene midiendo el área de cada carn v stnnanclo estas órea" 
parciales. Existen, sit!l embarg-o, al.g-uuos poliedros cnyas áreas 
se determinan más facilmente. 

TEOREMA. 

47 ~. Et átea de la s~tper/icie late1·at de ~tnrt pidtmide ?'e.qula?· 
es i,r¡ztal á la mitctd del producto det perimet1·o de su base por la 
apotema ele ta pi?·á?nide. 

Sea b la base y a la altura de uno de los triáng-ulos late~
les, 6 sea la. apotema de la pirámide.., El úrea de cada triángulo 

será ~:; si la base de la pirámide tienen lado;;, habrá n trián

gulo's~laterales, y como son ig·uales, er area de todos, . esto es el 
área lateral de la pirámide será 

ba bn X a 
2· xn =-2-; 

pero bn es el perímetro de la base, lneg-o el teorerna e~ cierto, 
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E::>cvLIO. Llamando ct' á la apotema de la base de la pirámi

de, el án:a ele este polig·ono es b~~ X a'; luego el área total de 

la pirc'tmiLle será 

bn ( -1 ') 
2 

a -a , 

c.;; deci1· elsemi-perimet1·o de la bare por la sztn~a de las dos ctpo
te mas. 

475. Et árect de la sztpe?:ficie late1•al de un t1·onco de pi?·ámide 
1·egulrw de bases ¡Hwaletas es ig lt!tl á lJ, semisnma de los pe1·i me
tros de las bases, mnltiplicadrt /Jri1' la apotema. 

Ante todo observemos que cortando una pirámide regular 
por nn plano paralelo á la base, la pit·ámide deficiente será re
gular, como semejHnte á la total; lueg·o 1a base menor del tron
co será un polígono regular, y las aristas laterales sen1n igua
les, por ser diferenci~s entre las de ambas pirámides. Segun 
e.:;to, es fácil ver qu0 las caras laterales del troúco son trapecios 
isósceles iguales: seuu By b las bases de uno ellos, a su altura, 
6 apotema del t1·onco. . 

v·¡ , d. d · . , ( B + b ) x a . 
1 

b [', area . e ca a teapecw sera 
2 

; ·s1 as ases 

del tronco tienen n lados: habrán trapecios laterales, y como 
son ignales, el área de todos, esto es, el área lateral del tronco 
seTá 

-
(.B+b )xa Bn+bn 
----- ·-- X n :..:= - -·-- X Ct : 

2 2 ' 

pero Bn y bn son los perímetros de las bases, luego el teorema 
es cierto. . 

E~COLIO. El área total del tronco se hallará sumando al 
úrea lateral las áreas de las dos bases. 

TEoREMA. (Fz/;. 271). 

476. .E? á1·ea de la supe?:/icie tate1·at de ?.tn JJ?'isma c~ea!r¡1eie- -
1·a Al el' igztrtl al JJ?'odttcto de una de sus a1·istas latt·Nzles, po1•_el 
pe1·imetro de su seccioJ~ 1'ectct LMNPQ. 
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Llamamos sec_cion ?'ecta á la que resulta de cortar el prisma 
por un plano perpendicular á las ~ristas laterales. -

FIG. 271. 

K 

e 

Considerando como bases de los parale
lógTamos laterales las aristas AF, BG etc. 
las alturas serán los lados LM. MN etc. ele 
la seccion recta, porque siencío la;;; aristas 
perpendiculares ul plano LMNPC~ son tam
bien perpendiculares á las rectas LM, MN etc. 
que pasan por su pié en dicho pl!lno; lurgo 
llamando a á cualquiera de l~s a~·istes late
rales, las áreas de los paralelóg-raruos serán 

axLM, axMN, axNP etc.; 

por consiguiente la suma de todas, ósea, el 
área lateral' clel prisma será 

a (LM+MN + KP+ .... ), 

lo cual debía demostrarse. 
CorroLAmo. Et área de la S1Vpe?·jicie late1·al de un ¡J?'isrna ?'ec

to es ignat al ¡n·od~tcto d'~ szt altzwa JJ01' el pe1'imet1·o de su base. 
Acflbumos d0 ver que el ~írea de un pri::;ma cun.Jqui~ra es el 

producto de su arista lateral por el perímetro de ln seceion rec
ta. y como en un prisma I'ecto la-arista lateral e~ ig·na'l a la al
tura y la seccion recta es ig·ual á las bases, el corolario ·es 
cieKto. 

EscoLIO. El área total de un prisma se hallarit sumando su 
área lateral con el duplo del ár8a ele una b~se. 
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,\lu;Aíi llE J,OS CUEHPOS m; IIE\'OLUCIO:'I. 

TEOREMA. 

4'77. ]J)l Mea de la supe?;flcie late?· al ele ~tn cono ci?'C1tla?' ?'ecto 
es igual á la mitad del prodztcto de la ci?·cztnferencia de su base 
?Wr la gene?·at?·iz ó lado. 

Sea e la circunferencia de la base dc1 cono y l el lado de 
éste. Inscribiendo en la base cl.el cono un políg·ono regular, y 
haciendo pasar planos por los lados ele este políg·ono y por el 
vértice del cono, resultará una pirámide regular insc?·ipta. Du
plicando indefinidamente el número de lados de su base, se ob
tendrá una série de pirámides reg·ulares inscriptas' en el cono; 
las bases de estas pirámides tienen por límite la base del cono, 
por consiguiente las superficies laterales de las pirámides ten
dran por límite la superficie cónica, y el límite de las apotemas 
sel'á la generat1·iz 6 Indo del cono. Al1ora bien, el área de la su-
perficie lateral de una pirámide reguhn es p

2
a, siend0 p el 

perímetro de la base y a la apotema de la pirhmide; luego sus
tituyendo los variables p y a por sus límites respe('.tivo:; e y l, 
el área de la superficie lateral' del cono será ~ . 

Si?' es el radio tle la baRe del cono y A ei área !ateral. ten-
dremos la fórmula • · 

A= 1r.?·l; 
EscOLlO. El úrea total del cono será 
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TEORE;\1A, 

478. El á?·ea de la superflcie late?·al de 1m t1·onco de cono eh·
. eula?' ?'eeto de bases pa1·atelas, es 1/J?Wl ti ta semisuma de las ei1·

Cltnfe?·enr;ias de lrts bases 1mtltiplieada pe·l' et lado del t?·orteo. 
Sean C y e las circunferencias de las bases y l el lado del 

tronco de cono. Im ag·inemos que en el cono total se itu;criba 
una pirámide regular: la base menor del tronco cortan\ á la pi
rámide, orig·inando un tronco ae pirámide reg-ular de bases pa
ralelas inscriptas en las del tronco de cono. Duplicando indefi
nidamente el número de lados de la base de la pi.rámide tot1;1l, 
::;e obtendrá una série de troncos de pirámide inscriptos en el 
tronco de CIDno: las dos bases de estos troncos de pirámide tie
nen JilOr límitee las correspondientes bases del tronco de cono; 
por consig-uiente las superficies latérales rle los troncos de pi
rámide tendrán por límite la superficie lateral del tronc'J de 

cono. Ahora bien, el área del tronco de p·ii'ámide es F t 11 xa, 

llamando p y JJ a los pei·ímC:tros de las bases y (t á ltl ap0tema; 
lneg·o, sustituyendo las variables P, JJ :y a por S1!1~ lín:ites res
pectivos C. e .Y l, el área ele la superficie laternl del tronco de C+ . 
cono será Txt. 

Si R y ?' s01Ílos radios de las bases del- troilco y A el área 
lateral, tendremos la fórmula 

A = ( 71:R + -rr?· ) X l ., 6 A . ( R + ?' ) X r.l . 

1.0 Si por el 

FIG. 272. 

EscoLIOS. 

punto medio 0" de la altura 00' del tronco 
ABOD (.li'ig. 272) se traza una seccion para
lela á las bases, el radio O"E de esta seccion 
une los puntos medios de los lados no para
lelos del trapecio AOO'C [3ti8], lue~o, lla-

mando R' á dicho radio, s~rá R'= --t 1', 

de donde 2R' = R + 1', por consiguiente la 
expresion del area obtenida anteriormente 
será 

A=2r.R' X t. 



-224-

Luego et á1·ert de la s·upe1:/ic1'e late1·al de ·1tn t1'o?wo de cono 
CÍ1'C1tlar 1·ecto, es 1/jna l at p1·od~tcto de sn lado. Ji O?' lrt circu?lfe
?'encia de un-a seccion JHWalela a tM bases y eq uiclistante ele eUcts. 

2.0 El área total del tronco será la sunHt del área lnteml 

más lns áreas de las bases. 

'f'EORH:i\1A. 

479. Et á1·ea de la sttpe?·/icie la te1·al de 1m cilincl?·o ci?·cnlrt?' 
neto es igual á la ci?'C1tnjerencia de sn base ?n1tltiplicada po1· s1t 
lado. 

Sea e la circunferencia de una base y l el lado del cilindro. 

Suponiendo una série de prismas regula1·es cu:yo número ele 

caras laterales se duplique inclefirúdamente, y cuyas bases es

tén inscriptos en las del cilindro, es fácil ver que la superficie 

lateral.de éste es el límite de las superficies laterales de los 

prismas; además la altura de éstos es ig·ual al lado d\::1 cilindro. 

Ahora, el área lateral de un prisma. recto es pez, llamando p 
nl perímetro de la base y a á la altura, luego la del cilindro 

será el. 
Si?' es el radio de la base y A el úrea latel'al será 

A= 2'Tt1'l. 
EscoLlO. El área ele la superficie total de nn cilindro serú. 

27!1't + 2r.1'~ = 2o.?' ( l + 1')' 

TH:OREl\L\.. (Fig . . 273). 
4.80. El á1·ea de la snpe1:jir:ie engend1·acla· por la base de un 

t1·iángztto isósce!es.qne.r¡i?·a 'at1·ededo?· de nnrt 1·ecta exte?'ÍO?' á él 
trazada JJO?' sn vé1·tice en su plano, es i(Jttat á la cí1·cunf'e?'encia 
c'ltyo ¡·rr,dio es la altura del t1·iáng~tlo -mnltíplicctda. JJO?' la pro
yec'cion de la base sob1·e el eje. 

FIG. 273. 
A D 

_A, A o ~2 Jr"/ ¡v· r 
X ·\_ ¡ ¡ ~ . 

--1 1 1 ' y 
C E El C E G F E C -r-

Distinguircn:os tres casos: 1° que la base tenga uno ele sus 

extremos en el eJe de revolucwu; :l." que la base uo tcug·a nin-
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g·nn punto en el eje ni sea paralela á él; :3. 0 que la base sen va-:-
ral ela al eje. -

l.u · La base AB (Fi.CJ . l ) del triangnlo isósceles ABO, al g·i
rar alrededor del eje XY, engendra la superficie lateral de un 
cono circular recto, 1ucg·o el área de esta superficie será 

1 . . 

. . . 
sienrlo semejante::~ los triún g ulos AEB y CDB, tel?emos 

AE EB . 
CD = BD, de donde AE x BD = CD X EB; 

s·ustituyendo en la expresion [rtl J el úrea que nos ocnpa el pro· 
dueto AE X BD por ~:;u ig-n<l l CD X EB, se ohtiene para expre
sion de clicha área 2;rCD X EB, lo que c;;t;~ confornie con el 
ennnciado uel teorema . 

2. 0 La baso AB ( Pi.r;. 2) del triángulo isósceles A.BC, al 
girar all'ededor del eje XY, engendra la superficie lateral de un 
tronco de cono de. bases paralelas, luego el área de esta super
ficie será [4'78, escolio l. 0 J 

2;rDG X AB [b]; 

siendo semejantes los triángulos CDG y ABI, po1· tener sus 
lados respectivamente perpendiculares, sera 

DG CD · 
BI = AB, de clcwde DG x AB = CD X BI: 

sustituyendo en la expresion [b] el producto DG X AB por sn 
igual CD X BI, .se obtiene para expresion clel área engenclrada 
por AB 

2TICD X BI, ó bien 2TICD X FE, 

-
lo que está conforme con el ennnciado del teorema. 

3. 0 La base AB (Pi,q . 3) del triángulo ABC engendra la Sll

perficie lateral ele un cilindro circular recto, luego el úrea de 
esta s nper:ficie será 

2TIAE X AB = 2TICD X EF, 

conforme al enuncüHlo del teorema, 
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481. ZoNA ESFÉRICA es la prwte de superjlcie esférica en.r;e·n
d?·ada por ~tn a1·co det semiCÍ?'Cltlo pene?·ador de la esfera. 

Los extremos del arco engendran circunferencias, que ::>e 

llaman bases de la zona. Altzt?'a es la proyeccion del arco ge

nerador de la zona sobre el eje. 
Si uno de los extremos de este arco está en el eje, 'la zona 

tiene una sola base, y en tal caso se llama tambien casqttete 
esférico: _ 

FIG. 274. 
A 

G 

La superficie ABO · (Fi,q. 274), engen
drada por el arco AB, e::; una zona, cuya 
única base es la circunferencia e, y la 
altura AO. La superficie BEFO, eng·en
dradá por el arco BE, es una r.ona, cuyas 
bases son las circunfereneias e y 0', y la 
altura eO'. 

TEOREMA. (F1'g. 275). 

482. Et área de una zrma es it¡ttal á, szt · attttra rtt·ttltiplicoda 
por ·ttJUt ci?·cunfer,~ ncif(, ctr; CÍ1'Cttlo mú;imo. · 

Considerenws la zona eng·endrada por el 

FIG. 275. urco AF que gira alrededor del diámetro AG. 

G 

Dividiendo el arco generador en varias 
partes ignales, ras cuerdas AB, BO, e o etc. 
de e::;tas parte~ serán bases de los triáng·ul0s 
isósceles ABO, BOO. CDO etc., que tienen 
tedas i~:nal altura [101]. Representando ésta 
por a, las areas ele las snperficie-5 engendra
das por la s ~~uerda.s AB, Be, OD etc. será.n 
respectivan~ente 

2M ;:KAH, 2rca X HI, 2rca X IL etc. 

lueg-o el área de la superfici~ ene·endracla por 
la línea quebrada ABCDGF sera, 

2rcax (AH+ HI + IL ... ) =2rca x AN. 

Ahora bien, si las partes en que se ha dividido el arco g-e

nerador son cada vez menores, el límite de la línea q uehraua 
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:\BODE[~ e;; el arco AF, luego Pllímite ele la superficie engendrada pór dicha' linea quebrada será la zona eng·endrada por e~ arco AF·; además el límite ele la. apotema a es el radio R del círculo generador, por com:iguiente el área Z de la zona será 

Z = 2rcR X AN. 

Aplicando el mismo_ razonamiento á la z:oua tle dos bases eng·endrada poi' el .arco BF, obtendríamos ig·nal resultado. 

TtWREi\IA . ( Fig. 275). 

483. .El á·rea de la sz.~pe?·fiáe de ·¡mrt e.~fe?·a es 1:r;1~al al p?·odncto ele su diámet1'o JJO?' una ci?·cuu:f'e,rencia máxima. 
La superficie esférica engendrada por la semicircunferencia A DG, puede considm·nrsc compuesta de dos zonas engendradas respectivamente pc;¡r los arcos AD y DG, que componen la semicircunferencia. Las úreas de estas zonas son 

2r.R X AL, 2r.H. X LG, 
Juego el área de la superficie esférica es . 

2r.R (AL+ LG) = 2rcRx AG. 
Llamando A al área de la esfera, será 

A = 2nl~ x 2R 6 A= 4r.R2• 

CoRoLARIOS. 

l. o .B't ci?·ea de una supm·/icie es[é1·ica es el c1tr'td1··¡tplo del Mea de su CÍ?'Cttlo 1náximo. 
Puesto que el área del circulo máximo es r.R.~. . 

2. 0 .Et área de 1tna supe?'ficie esférica es 1:,r;uat al área latfl-1'at, del cilind1·o ci?·cunsc?·ito. 
La b ase del cilindro circunscrito tiene el mismo radio R de la esfera, y la altura del cilindro es el diámetro 2R; luego el área lateral sera 2'ltR X 2R = 4':!R2 • 
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· EJE)tPLO. Halla?' el área de la Sl6pei·(Zcie de ?tna es.fent Cl.t_l/O 
radio es 20 rnet1·os. 

En la fórmula A= 47l'R~ sustituyamos H. por 20 y 7t por 
3.141592, y será 

A= 4. 3,141592.400 = 50'461112, 5J72. 
484. Huso ESFÉRICO es la pa1·te de supe1•jicie es.[é1·ica BADC 

(Fig-. 276) limitada JJO?' dos semici?·cunjáencias mk.cimas. 
Es evidente qu e dos- circunfetencias má

ximas perpendiculares et1tre sí, dividen la 
superficie esférica en cuatro husos iguales. 
Estos u sos se llaman ?'ectos . 

FIG. 276. 
B 

A 

o 

.Dos lwsos de una misma esfe?·a son ig1ta
les c·nanclo sus ánpttlos e.~fe?·icos son igu.ales, 
pues haciendo ' coincidir los ángulos esfé
ricos, coincidirán dos á dos las circunferen
cias mftximas que limitan los husos, y é;;
tos serán pot· tanto ig-uales. 

TEOREMA. ( }'z'g. 276). 

485. Et área de 1m lt1~so esfé?'ico es igzt~l al JJ?'oducto del. 
á7·ea de un c~t1·cnlo máximo po?' el áng·ulo del ltuso, siemp1·e que 
la unida'd pa1·a medi1· este sea el áng~tlo ?'ecto. 

Siguiendo el método empleado en el número 337 es fácil de
mostrar que la relacion entre el huso ABOD y la superficie to
tal de la esfera, e¡; ignal á la rclacion entre el ángulo esférico 
ABO y cuatro áng-ulos esféricos rectos; tenem,>:;, pues, llaman-
do H al {u·ea clelltuso y E á la ele la esfera. 

H ABU · 
6 

H ABO 
E = 41·ecto~ ' 47'l'Rg = 4 rectos ; 

divi~iendo ¡:>or J los denominadores, será 
.H ABO 
.. R~ = l1·ecto ; 

tomando el áng-ulo 1·eeto como unidad de áng-ulos y despeja-;-;do 
H, será 

H=rrR2 x ABO. 
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EscoLTO. Téngase en cuenta que ABO representa la relacion 
entre el ángulo del huso y un ángula recto. 

CoROLARIO. Si se elige para unidad sttper.ficial el kuso e.~fé
rico recto y el ánqztlo ?'ecto pa1·a unidad de angttlos, el Mea de 
un ltuso está exp?·esada pm· su án,r¡1tlo esfé?·ico. 

Pues siendo 'ltR2 la cuarta parte de la superficie esférica, 6 
sea el área del huso esférico reeto, es la unidad de superficie, 
luego H = ABO. 

TEOREMA. (Fig. 277). 
486. JJos triángulos -esfé?·icos simétricos ABO y DEF son 

equivalentes. 
FrG. 217. 

E 
~--

e 

Suponemos que los triángulos propuestos tienen los lados 
AB =DE, AC = DF, BC - · EF, 

ylosángulos A=D, B=E, C=F. 
Sea P uno de los polos de la circunferencia menor que pasa 

por los vértices A, B y C; uno el polo P ccm estos vértices por 
medio de arcos de círculo máximo P A, PB, PC: estos arcos 
serán iguales, por serlo sus cuerdas [419]. Por el vértice F del 
triángulo DEF hag·cí pasar un arco de círculo máximo FQ, que 
forme con FD un ángulo DFQ = ACP, tomo FQ = CP, y uno 
el punto Q con los vértices D y E. 

Los triángulos ACP y DFQ tienen AC = DF por hipótesis, 
CP = FQ, áng. ACP = áng. DFQ por construccion; como ade
más el triángulo ACP es isósceles, dichos triáng·nlos son igua
les [438 escolio, 435]. Los triíing·ülos BCP y EFQ tienen BC = 
EF por hipótesis, CP = FQ por construccion, y áng. BCP = 
áng. EFQ por ser sumas de áng·ulos iguales; como además el 
triáng·ulo BCP es isóscel~s, dichos triáng-ulos S?n igu_ales. Los 
triángulos AB.P y DEQ tienen BA = ED por hipótes{~· BP = 
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EQ corno lados de los triángulos ignales BCP y EFQ, itng. A BP 
= an!J. OEQ por ser diferencias ele ángnlos ignales; eomo .ade
más el triángulo A BP es isósceles, los triúngulos ABP y DEQ. · 
son iguales. 

Tendremos, pues, 

BCP + ABP- ACP = Eii't.\ + DEt_J- DFQ 
6 ABO=DEI'. 

TEOREMA. ( Fig. 278). 
487. Et Mea de 1m trian.IJ1do esfrh'ico ABO es i.qualá la de 

un ci?·c~tlo máximo, 'm1tltiJJlicada JJO?' la semi.mrna de los t1·es 
ángu,los del t1·iáng~tto disminuida en ?.tna mtülctd, siemp1·e que la 
?.tnidad de áng1tlos sw el ángulo 1·ecto. 

Fw 278 Llamemos A, B y 0 á los tres ángulos 
· · del triángulo propuesto ABC. Prolongan-

do los lHdos de este triángulo se observa 
que el huso esférico ABDC se compone del 
triángulo propuesto y del BDC, el huso 
BAEC se compone del triáng·ulo propues
to y del AEC, y el huso CAFB se compo
ne del triángulo propuesto y del AFB; 
pero el triángulo AF B y el DCE son simé
tricos, por corresponder a los triedros si
métricos OAFB y ODCE, luego son equi

valentes, por consig·uiente podemos decir que el huso CA FB 
equivale á la suma· del triáng·ulo propuesto y del DCE. 

Tendremos, pues, [485] 
ABO+ BDC= nR2xA 
ABC+AEC=TIR2 X B 
ABC +DO~= nR2 X C. 

Sumando ordenadamente estas igualdades y o.bservando 
que la suma ABC + BDC + AEC + DCE equivale a la mitad 
ele la superficie esférica, por cuya razon vale 2r.:R2, será 

·2ABC + 27tR2 = 7tR2 ( A+ B +O ) . 
de donde 2ABC = r.R2 ( A+ B +O - 2), 

y ABC = "R2 (A + : + C l ) , 

igualdad que demuestra el teorema. 
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EscOLIO. La expresion obtenida .puede escl'ibirse en esta 
forma: 

A Be = ,.:'1 ( A+ B +e - 2). 

e -rrR
2 

1 · 1 . ' 1 fé . . ' 1 omo· 9 es e area e e uu tnangu o es rrco tnrectan g u o, 
~ . 

pues es evidente que la ·superfi0ie t.otal de ln esfera se compone 
de ocho de estos triáng-ulos, si suponernos dicha área ig·nal á 
la unidad será 

ABO= A+ B + C - 2 , 
y podremos decir: Eligiendo pa1·a unidad s~tpe?·ji.cial el t?·icín
!Julo esfé?·ico t?·i?·ectángulo, et á1·ea de 1tn t?·ir.ing~tlo es.f'é?'ico _es 
igual at exceso de ta suma de sus t1·es ángttlos sob1·e dos ?'ectos. 

Eml)![PLO. Halla?' el á1·ea de ~m t?·ián,q¡tlo esfd?·ico wyos 
ring1tlos son A= 80° 30', B = ll2° 45',. O= 96° 25', siendo 20 
met1·os el _1·adio de la esfem. · 

. -La semisuma -de los tres áng·ulos disminuida en uP..a uni
dad, es decir en 90°, es 54°50', que reducida á fraccion deán-

. 3290 
&'ulo recto, es 

5400 
; luego 

ABO= 3,141592 X 400 X~~~~= 765m2, 6176 . 

Si tomamos para unidad de superficie el trián~·ulo e::;férico 
tril'ectáng-ulo, es decil', la octava _parte de la superficie esfél'ica , 
emplear@lOS la: fórmula ABO= A+ B + 0-2 , ·y tendremos 
gue la suma de los tres ángulos disminuida en 2 unidadus, es 
decir en 180°, es 109°40'' qlle reducida a la unidad de ángulos, 

6580 329 T 1 l ' d 1 t . . l t 1 . es 
5400 

= 
270 

. a es e area e .rrang-u o propues ·o re at1 va-

mente · á la del elegido para unidad; si se quiere en metros 
R2 

cuadrados, hay que multiplicar por,. 
2 

, lo que daría . el 

resultado anterior 765m2, 6176. 



CAPÍTULO TERCERO. 

COMPARACION llE LAS ÁIIEAS. 

TEoREMA. 

488. !Las á1·eas de dos ¡Jotied?·os seme}antes son p?·opM·ciona
les á los cuadrados de s·tts a1·istas lwm6lor;as. 

Dos caras semejantes cualesquiera, Úna de cada poliedro, 
son proporcionales á los cuadrados de sus lados homólogos, y 
estos lados SQn ari;;tas de los poliedros; pero la razon de dos 
aristas homólog·as , y por tanto la de sus cuadrados, es cons
tante, lueg·o tambien lo será la rae;on de dos caras semejantes 
cualesquiera. Esto supüesto, sean O, 0', 0 11 .... las caras del 
primer poliedro, y e, e', e".... sus homólogas en el segundo; 
sean A y a dos aristas homólog·as cualesquiera. Tenemos 

e O' O" A2 
c-C'=c'r =·. ·=a2' 

de donde [A1·it. 200] 

C+C'+C11 +... A2 
e + e' + c11 + .... = a2 ' 

igualdad que demuestra el teorema. . 
CoROLARIO. Las á1·eas ele dos pirámides semejantes son p1'o-

po?·cion{tles á los cuad1·ados de sus altu1·as. .· 
Porque las aristas homólogas son proporcionales á las al

turas. 
489. \ J;)os conos circulares rectos se llaman sem~jantes cuan

cto·..s_us tr1áng·ulos g·eneraclores son semejantes. 
gs claro que los radios de las bases, los lados y las alturas 

son propor<;ionales. . 
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TEOREMA. 

tLas á?·eas late•rales de dos conos semejantes son p?'OTJO?'cÍ01ta
les á tos cztad1·actos de los radios de sus bases, ó citos de sus 
altu1·as. 

Sean R, L, A el radio, lado y altura del primer cono, y?', l, 
a los del segundo. La razon de sus áreas laterales es 

1rRL R L 
7t1'l = -;j;X l; 

R ·1 L . R á pero r = -l- , luego SUStituyendo ·r por SU Igual r ser 

1rRL R2 
'Tt?'l = ?'2 ' 

R2 L2 A2 
y como o;= -Z" = o; , será por último 

r~ ~ a~ 

1rRL R2 L2 A2 

"'rl = ?'2 = Z'l = a2 • 

EscoLlO. Las áreas totales de los conos semejantes g·uardan 
la misma relacion que las laterales, porque siendo 

"RL 1rR2 R2 
TI?'Í = 7t?'2 = ?'2 ' 

tendremos -.. _R_L_· ....!+_ TI_• R_2 1~2 
=-=etc. 

7t ?' t + 'TC ?' 2 ?'2 

490. Dos cilindros circulares rectos se llaman semqjantes 
cuando los rectángulo? generadores son semejantes. 

Es claro que los radios de las bases v los lados ó..alturas 
serán proporcionales. " 

TEOREMA. 

lLas iweas late1·ales de dos cilincl?·os semejantes son p?'VJJO?'
cionales ci tos cnadi'<tdos ele los ?'adios de sus bases y (t tos cwl-
d?·aclos de s·us lados ó ctltzwas. · 
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Seau R y.L el radio y lado del primer cilindro,?' y t el radio 
y lado del seg-undo . La .razon de sus áreas laterales es . 

2r.RL R L 
--=-><-: 

. 2•wl ?' t · 

RL . L R. l ·. 
pero r = l , Juego SU.stJtuyeml6 zJ?Or r y U contrarJO, será 

2TIRL R,2 1.2 
21trl = r2- = t~ . 

. EscOLlO. Las áreas totales g-uardan la misllla relacion que 
las laterales, porque siendo 

2TIRL 2TIR2 R2 
2TC?'Í = 2'1r?'2 = ?'2 1 

tendremos 

'fEOREi\IA. 

491. ~ Las r'weas de dos es.fems son p?'OJJO?'cionales á los r-ua-
d?·ados de sus 1·adios . · 

Sean R y ?' los radios ele las esferar::. La rázon de sus 
áreas es 

47tR:l R~ 

4'IT ?'2 = i·'{ 



LIBRO SEGUNDO. 
VOLÚMENES DE LOS CUERPOS. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

\'OLÚAIE~llS DE LOS POLIIWIIOS. 

492. t VoLÚMEN de un czte7'JJO es ht medida clé su extension. 
,La unidad de volúmen es o·rdinarinmente un cubo; por con

siguiente el volúmen de un cuei·po será la relacion entre la 
extension del mism o y la del eubo que sirva de unidad. 

(Dos cuerpos son eqnivatentescuando tienen igual volúmen y 
diferente fo r ma . Los cuerpos equivalentes no pueden coincidir. 

TEOREMA. ( Fig. 279 ). 

493 . •· .Dos paralelepípedos ?'ectángulos AG y LS q tte tienen 
iguates las baseS AC y LN, son JJ1'0JJfJ?'Cionales á sz~s attzwas 
AEy LQ. 

FIG. 2/f). 
Supougamos que las ¡:¡Jtnras 

sean conmensurables y que la 
H medida comun se halle contc-

E1 ----;----r¡:---·8 nida cinco veces en AE y tres 
""~-----· ¡ · · - -·- -~- -- -- veces en LQ: segun esto, ten-

__ .--1------------ ~:=?t dremos [69] 

[
-- ; .Q 1 __ _ ---i·-----1-7 AE .5 
-~~=~~ . 4=1;37_____ LQ = 3 [a] . 

0~-~: -- - -·-----~· e>------:·----:,~· - --- Si por los puntos de divisiun ,<]S, t_,_._.. 1------ , de 1"' alt"'·"' ~>'•"'"'o' pl"""' 
A o L M paralelo~ ú la::; bases, el paralc; -
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lepipedo AG quedará dividido en cinco paralelepípedos rectán
gulos y el LS en tres: todos estos paralelepípedos son iguales 
porque tienen igual base y altura; luego 

AG 5 
LS . 3 [b] . 

De las igualdades [a] J" [b] se deduce tJ 

AG AE 
LS = LQ. 

Si las alturas fu~sen inconmensurables, haríamos un razona
miento análogo al de los números 73 y U3. 

494. EscoLIO. Las tres aristas AB, AD, AE de un áogulo 
triedro A son las dimensiones del paralelepípedo rectángulo 
AG; si dos paralelepípedo" tienen iguales respectivamente dos 
de sus dimensiones, tendrán dos caras ig·uales; considerando 
estas caras como bases, las terceras dimensiones serán las al'
turas, lueg·o el teorema anterior puede enunciarse diciendo: 

.Dos pwralelepipedos 1·eetánqulos que tienen dos dimensiones 
?'espeetivamente iguales, son 'p?'OJJ.O?'cionales á la te11ee1'a di
?nension. 

TE.OREi\U, 

~95. \.Dos pa?·alelepipedos reetánc;ulos que tienen ic¡ual altura 
son propo?·cionates á sus bases. · · 

Sean P y P' los paralelepípedos propuestos, a la altura 
comun, by e las dimensiones de la base del primero, b' y e' las 
de la base del segundo. · 

Imag-inemos un tercer paralelepípedo P", y sean a, b, e' sus 
dimensiones. 

Lf•S paralelepípedos P y P" tienen dos dimensiones ig·uales 
a y b, luego [494] 

p e 
J?ff = C' . 

Los paralelepípedos P11 y P' tienen dos dimensiones iguales 
a y e', luego 

P" b 
P'=ll. 
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. Multiplicando ordenadamente estas igualdades, y supri
miendo el factor comun P", será 

P bxc 
P' = .b' X e;. 

EscOLiO. Puede cnunciarse este teorema diciendo: 
JJos paralelepípedos re e tángulos que tienen ~t11 a d?.'m erzsiorz ign al, 

son proporcionales á lo~ productos de las ot1·as dos dimensio?1.es. 

TEOREMA. 

496. \Dos pa1·alelepipedos ?'ectán,qulos cualesquie1·a, son p?·o
po?·cionales á los JJ?'oductos de sus bctses po?' s~ts altu?·as. 

Sean P y P' los paralelepípedos, B y a la base y altura d~l 
primero,_ B' y a' la base y altura del segundo .. · · . , 

Iu1agmemos un tercer paralelepípedo rectangulo P' , cuyu 
base sroa B y a' la altura. 

Los paralelepÍpedos P y P" dan [493] 
p a 
P"=a,· 

Los paralelepípedos P" y P' dan [495] 
prr B· 
P'=B'' 

Multiplicando estas igualdades y simplificando, resulta 
P Bxa 
P'= B'xa' · 

EscoLIO. Puede enunciarse este teorema del mod·o siguiente: 
JJos JHWcttelepípedos ?'ectángulos c1talesquie1·a son p?'OpO?·cio

nales á tos p?·od~tctos de s·us t?:es dimensiones. 

TEOREMA. 

497. .El volúmen de un pa'ralelepipedo ?'ectáng7tto es igual al 
p1•oducto del átrea de su base po?· su altu1·a. 

Sea P el paralelepípedo que se trata de medir, By a su base 
y altura; sea e el cubo que se toma para unidad de volúmen y l 
el lado 6 arista de este cubo: la base de éste será l2 y la altura t. 

Como el cubo es un paralelepípedo rectángulo, tendremos 
en virtud del teorerpa anterior, 

P Bxa 
c-z2xt 
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Si convenimos en eleg-ir para uniLlaLl de volúmen e] cullo 
cuyo lado es la. unidai.l lineal, t vnldró 1, por tanto 

p -
--1,- = B-x a; 

• • \ 1 p -- . 
pero Q e::; el YO] Úlllen del para]e]epiper]o [49_2], lueg·o el teo-

rema es cierto .. 

E::>COLlOS. 

l." Téng-ase muy pre$ente que en la demostracion anterior 
hemos ·convenido en elegir para unidad. de volúrnen un cubo 
cuyo lado sea la unidad lineal, y que la unidad de superficie 
debe ser un ·yuadrado cuyo lado sea tarnbien la uni~lad lineal ; 
por consiguiente, cuando se hayan medido las ·uneas con una 
unidad deterrniüada, el área de la base estará expresada en las 
unidades cuadradas correspondientes, y el volúrnen en las cú
bicas tatnbi<m correspondientes; así, cuando las lineas se midan 
en metros, varas etc ., la base resultará expresada en metros 
cuadrado:::, Yaras cuadradas etc.; y el volúmen en metros cú-· 
bicos, varas cúbicas etc . 

Esta observacion es tain_bien - aplicable á los teoremas si-
g·uientes. . · 

2. 0 El teorema anterior se enuncia con frecuencia diciendo: · 
.E~ voZúmen de un J)(Watete¡Jipeclo 1·ectánr¡ulo es ig1tal al TJ?'O-

ducto de s~ts tres dimensiones. · 
\ CoROLARIO. B'Z vol?bmen de ztn cttbo es i!)1trtl ci lct te1·ce1·ct po-
tencia de su cwista. 1 . - · 

Puesto que el cubo es un paralelepípeclo rectángulo cuyas 
tres dimensiones son ig-uales. · 

En virtud de esta proposicion, la vara. cúbica, esto es, el 
cubo cuyQ. arista es una Yara 6 tres piós, eglllva.le á 33 = 27 
piés cúbicos, el pié eúbico á 123 = 1728 pulgadas cúbicas, el 
metro cúbico á 103 = 1000 decímetros cúl>icos etc.~ 

l A- &St9 debe su orig en el nomlll"e ele r10bo que climos en Aritmética á la tercera 
poténciade un número . . 

'2 No se confuucla la décima de metro cúbico, e¡ u P. es un pamlolupípeclo rectángulo 
cuya base es el metro cuadrado y la altura un cloc!ln etro: con e l rtecimetro cúbico, 
quo es un cubo cuya arista _es uu clocimetro: tampo~o se el che c: onfunclit· la contesima 
ele metro cúbico con el centímetro cúbico, ni ht ntilé~itna ele metro cülJico con el 
milímetro cúbico. · 
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TEOREMA. ( F1"g. 280). 

· 498. l'odo JJ?'Ísma oblicqto A I es eq_ztivalen te á 1tn p1·isma 
;recto QO, cuya base es la seccirm ?'ccta del p?·ismfl oblicuo, y ctJ-
ya altu?~a es igual á una de lcts a1·istas late1·ales del mismo. 

Trazo una seccion rec ta LMNOP del pris-
FIG. 280. m a oblicuo, prolongo ln~ aristas latera les, to-
K- m o LQ = FA, y por el puuto Q trnzo un pla-

F no QltSTU paralelo ú la seccit.n rectn. IJe 
este modo se forma un prisma recto QO que . 
tiene por base la :>cccion recta del oblicuo, y 
la altura LQ igu:Jl á la ari sta lateral FA . De
cimos que los rn·isrnas AI' y QO SOll equi
valentes. 

En efecto : si el cuerpo QD ¡;e coloca H1bre -
el LI de modo qnc el polígm;o QRSTU coin
cida con su ignsl LMNOP, las nri"ü1s QA y 
LF coincidirán . porque eerim p•:'rpciHJicu1ares 

á un mismo plano; además estus aristas ~on igualfs . porque 
deLQ=FA se deduce LQ-AL=FA -- AL 6 AQ=FL, 
luego el vértice A caerá en F. Del mismo mello se demuestra 
que los vértices B, O, D, E ca(•rán respectivamente en G, H, I, K; 
luego los cuerpos QD y LI son iguales. 

Ahora bien, los prismas Al y QO Be . componen u e una 
par~e comun AO y de las partes iguales LI y QD, l1Jego son 
eqmvalentes. · 

TEOREMA . (Fz'g. 281). 

499. El volúmen_de ~tn JJa?'alelepipedo ?'ecto es igual al p?·o
ducto de s1t base po?' szt alt~t?'Ct. 

Sea el paralelepípedo recfo AG, cnya 
base AO no es rectang-ular, FIG. 281. 

p Considerando como b2se ele este pnra-
lelepípedo ln cara lnternl BG, Jns ari stas 
AB, EF etc . son obli cuas á -la bar.e BG, de 
lo contrario los áng·ulos del pa ral elógra
mo ABOD serian rectos [315]. Trazo la 
::;eccion MNPQ perpendic n1ar á dichas 
aristas; es claro que las rectas MQ y MN 
serán perpendiculares á la AB. 

La seceion MNPQ, . que en g-eneral es 

, 
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un paralelógramo [M51, CM'. 2.0 J, es en este caso un rectángulo, 

porque el ~g·ulo QiYIN correspondiente al diedro recto AB es 

tambien recto; lueg·o el paralelepípedo propuesto es equiva

lente a un paralelepípedo rectángulo, cuya base es MNPQ y la 

altura ig·ual á AB [498J. El volúmen de este paral~lepípedo es 

MQ X MN X AB, luego éste sera tarnbien el volúmen del pa

ralelepípedo propuesto, y éomo AB X MN es el área de su base 

ABCD, y MQ su altura, pues MQ, como perpendicular á AB 

en el plano AF, es perpendicular al ABCD [339], queda demos

trado el teorema. 

TEoREMA, (Fz;r¡. ~82), 

50~. El volúmen de un pa1·alelepipedo oblicuo AG es igual 
al p1·oducto de S1b base po1· sn altu?·a. 

Consideremos la cara BG Gomo 
base del paralelepípedo propuesto: 
lnsaristas laterales serán AB, EF etc. 
Tracemos la seccion recta MNPQ, 
que en g·eneral será un paralelógra
mo · oblJcuangulo; es claro que la 
seccion es pm'pendicular al plano 

H 
\ 
1 

FIG. 282. 
p 

¡; --\--;--+-{ 
\ ' 

\ 1 : 

D \---4.-f ... ---------
' // N'~ 
,' R \ 

e ABCD, y las rectas MQ y MNlo son 
a la AB. El paralelepípedo oblicuo 
propuesto es equivalente á otro rec-

A M to, cuya base sera la seccion MNPQ 

y la altura igual á la arista AB [498]. El vol úmen de este para

lelepípedo es MN X QR X AB, si:>ndo QR una perpendicular 

á MN, lueg·o el volúmen del paralelepípedo propuesto es tam

bien MN' X QR X AB: pero siendo MN perpendicular á AB, 

el producto AB X MN ; es el árEm de la base ABCD , y 

siendo QR perpendicular á la interseccion MN de los planos 

perpendiculares entre sí ABCD y MNPQ, es perpendicular a la 

base ABCD 1339], luego es la altura del paralelepípedo propues

to. El volúmen MN X QR X AB es, 1Jties, el producto de la 

base por la altura de este paralelepípedo. 

TEOREMA. ( F~r¡. 283 ). 

501. l'odo p?'ismrt t?·irtng~tla?· ABODEF es equivalente rí la 
·mitad de un pa1·atelepípedo de doble base é Í!J1tal altu1·a. 
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FIG. 283. Por las aristas DA y FC trazo los pla-
nos DG y FG paralelos ú l'as caras EC y 
EA del prisma, y su pomendo prGlongadas 
las hase.' de éste, se habrá formado el pa
ralelepípedo GE de doble base q ne el pris
ma, pues el triáng·ulo ABO e.s la mitad del 
paralelógramo BG, y ele ¡g·ual altura, 
puesto qne los planos de las bases son los 
mismos para los dos cuerpos. 

El plano ACFD divide al paralelepí
pedo GE en dos prisma<: trian g·ulares: si demostramos que 
estos prismas son equivalentes, el pr')puesto A BODEF será 
equivalente á la mitad del paralelepípedo EG. 

Trazo la seccion recta MNPQ, que será un paralelógramo, y 
estará dividida por el plano ACFD en dos triángulos iguales 
MNQ y QNP. El prisma GCAHFD es equivalente á un. prisma 
recto que teng·a por base MNQ y por altura FC, y el prisma 
AB ODEF equivale á un prisma recto que tenga por base (-J,NP 
y por altura FO; pero estos prismas rectos teniendo bases y al
turas iguales, son iguales; luego los prismas GOAHFD y 
ABCDEF son equivalentes . 

COROLARIO. El volúmen de 1m p1·isma · t?·iangular ABODEF 
es i,qual al p?·oducto de s1t base po?· su altu?·a. 

Sea a la altura del prisma, y por tanto la del para:lelepípedo 
GE. El volúmen de éste será ABOG X a, lueg·o el del prisma 

ABCG 
es -

2
- xa = ABCx a. 

TEoREMA. 

502. Et volúmen de un p?·isma cualquie?·a es igual al p?·odut
to de s~t base pO?· su attu?·a. 

Si por una arista lateral del prisma propuesto se trazan pla
nos diagonales, quedará dividido el prisma en otros triang·ula
res de ig·ual altura que el dado. Llamando T, T', T" etc. á las 
bases de dichos prismas y a á la altura cornun, los volúmenes 
parciales serán 

Txa, T'xa, T"xaetc.; 
lueg·o el del prisma propues to será 

(T + T' + T" + .... ) X a; 
pero T + T' + T" +··:· es la base de este prisma y a su altura, 
luego el teorema es Cierto. . 
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CoROLARios. 

l. • Dos. prismas de bases igwtles ó equivalentes é i.c;ztrtl altzt
ra son eqnwalentes. 

2. 0 Dos prismas cztalesqztiera son propo1·cionales á los pro
ductos de sus bases po?' szts altzt1·as; si las bases son i(Jztal'es ó 
equiv_alentes, los JJrismas son P.7'0fJO?'CÍ01utles á ~lts alt1was; y si 
son ~/Jitales las aZtu1·as, los pnsm(tS son ent?·e s¡, como sus bases. 

TEOREMA. ( Fig. 284). 

503. 1 Dos tet1·aed1·os ABOD, A'B'C' D: de bases eqltivalentes e 
i¡¡ ual altu1·a, son equivalentes. · 

FIG. 284. 
A R A' 

Supong-am o:;; coloco.da;; las bases BJ D, B'C' D' ele los tetra e
dro:; pL'opue.3to.,; en un mismo plano, y sea R3 su altura .com!.ln. 
Dividamos RS en cierto número de partes ig-uales, y por los 
puntos rle division tracelllos plano:; paralelos al plano en que 
están situadus las base:3. Estos planos dete 1· min an en los te
tmedros p1·opnestus ::;eeciones equivalentes dos á dos: las sec
eiones EFO y E'F'G', pot· ejemplo, ::;on paralelas á las bases y 
P.q uidistan de los vértices A y A', y como las bases son equiva
lentes, las secciones tarn bien lo son [453, escolio]. 

Sobre la base BCD del tetraedro ABCD y sobre cada sec
.c ion del mismo coustl'Uyatnos prismas tt·iangulares externos, y 

, bajo cada seccion del tetl'aedro A' B'O' D' construyamos prismas 
(.Ptern os. El segundo de los prismas externos es equivalente al 
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primero el e los interno~, porq1·1e s us llfl f\PS EFG, E'F'G' so n 
eq uivalentes y sus altu ras igna! e::;; el te1·cero. ele los p1·i s rn as 
ex ternos es 0qu ivalentc al segundo de los inte rno s, y así s uce
sivamente, ha sta el ú ltimo p ri sn:a externo que se ra eqniYal ente 
al último i.ntemo: lu ego la snmn de los pri s mas extemos exce
de ú la Je l·os iu ternos en el p risma triau g nlar BCDEPQ. Pero 
el tetraedro ABCD es meno r que la. p rim era suma y el A'B'C'D' 
es mayor qtl e la segunda s"'J.rnn, l1 teg·o por está uoblc razon, la 
difer~ncia entre los tetl'aedros, ::i ha y alg un a, se ra menor qnc 
el pnsma -BCDEPQ. 

Dig-o ahora que esta diferen ci ~ pué:Je se t· menor que cual
quiera cantidad a sig- nab le, por pequeña que sea . . .. 

Llamando x á un a de -las partes en que se ha clivld!tlo la nl
turacomun RS, el volú men del prismn BCDEPQ serú BC D xx; 
p ara que este -.;-olúmen sea menor que unn caDticlacl o sullla
mente pequeiin, esto es, para que se verifique la clesigua lclail 

BCD X x < 3. oa s tn qtle sea x < B~D, y es ~laro que la altn

ra RS porlrádivldi1·se en un llÚ:net·o de pat·t~s tn.l qne cada una 
o 

sea menor que Bcn· 

Pudiendo ser la difcrC'ncia entre los tetraedros pt·opuestos 
menor que cualquier enntidacl a signable, por pequeña q ue ésta 
sea, dicha dife rencia es cero, y lo::; tet1·aedros son eq uivalente:>. 

'fEORBIIlA. '(Fig. 285). 
504. / Todo tet1·aed?·o ABO D es la terce1·a pm·te de 1tn p1·isma 

' de ig~tal base y alt11,1'a. 
Po r los vértices By D trazo dos paralelas 

FIG. 285. BE, DF á la arista AC, y por el vértice A un 
plano paralelo á la base BCD; de este modo 
se forma .un pri&ma triang-ular BCDEAF de 
igual base y altura que el tetraedro pro-
puesto. . 

El prisma se compone de la pirámide cua
dra~gular ABEFD y del tetraedro . ABCD; 
hac1enclo pasar un plano p or la diagonal BF 
de la base de la pirámide y por el vértice A 

G queda descornRuesta ln pi rámide en )os te-
- traedros ABEJ! y ABDF que ~011 eqmvalen-
tes, p orque sn s bases BEF y BDF son ig nales, como mitades del 
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paralelógramo BEFD, y su altura, que es una perpendicular 
al plano BEFD bajada desde A, es la misma. Consideran

. do como base- del tetraedro ABEF la cara EAF, su vértice 
será el punto By su altura la del prisma BF, luego este tetrae
dro es equivalente al propuesto ABCD, cuya base BCD es igual 
á EAF y cuya altura es la del prisma, y como ya se ha demos-
trado que ABEF e::1 tambien equivalente á ABDF, es claro que 
los-tres tetraedros que componen el prisma BF son equivalen
tes, luego el tetraedro propuesto ABOD es la tercera parte de 
dicho pritlma. 
( CoROLARIO. Et volúmen de t~n tetraedro es igual al te1·cio del 

p1·oducto de sz~ base po1· s·tt altu1·a . 
Sea a la altura del tetraedro y por tanto la del prisma B F; 

el volúmen de éste será BCD X a, lueg·o el del tetraedro es 

BCDxa 
3 

TEO.REMA. 

505. / Et volúm~n de una pi1·ci?nide cualquiera es igual al te?'
cio del p1·oduto d3 su base po1· sz~ (ttttwa. 

Trazando planos por una arista lateral y por las diag·emales 
de la base que parten del extremo de dicha arista, quedará di
vidida la pirámide propuesta en varios tetraedros de igunl al
tura que la piramide. Sean T, T', T" etc. las bases de estos te
traedros y a la altura comun; los volúmenes parciales son 

T X a T' X a T11 X a -
-3- --3- -3- etc.; 

luego el de la pirámide propuesta será 
(T + T' +. T 11 + . .. ) X a 

3 

y como T + T' + T 11 + . . . es la base de la pirámide, queda 
demostrado el t0orema. 

CoRoLARios • 

. l. o { IJos pirámides de bases igttates ó eq1~ivalentes e igttal 
t~ltzwa son equivalentes. 

2. o 1 IJos pú·á·mides cztalesqttie?·a son 'fJ?'OJJO?'cionales á los Jl?'O 
dztctos de stts bases por sns a!tzwas; si las bases ~on iguales ó equi
valentes, las p·i1·á·mides son prop01·cionales á s1ts alttwas; v si son 
i,r¡ztales las alttwas, las pi?'itmides son entre sí eonw stts bases. 
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• TEORF. ~j A. 

506. Todo t1·onco de pi1·rímide de bases JHl?'(tlelas es eq1fiw/en
te cí la s wma de t1·es_ JJirdmides, r¡~te tienen JjO?' attu1·a com nn la 
altu1·a det t?·onco, y JJM' bases fespectivas la lJrtse 11Ut'!Jf!?' de r!slf', 
lrt meno?' y 'ltna media JJ?'opo?·ciona /,entre ambas. 

FrG. 286. 
o~-=--= 

Consideremos, en primer lugar, un 
tronco de tetraedro ABCDEF (li'ir¡. 286 .'. 
Haciendo pasnr un plano por los ptmtós 
E, A y C se descompone el tronco -en un 
tetraedro EABC y una piramide cuaclr·an
gnlar EADFC. El tetraedro EABC tiene 
la misma altura que el tronco, y su base es 
la base mayor ele éste. Haciencl'o pasar nn 
plano por los puntos E, A y F, la piramille 
cuadrangnlar queda descompuesta en los 
tetraedros EADF y EACF; si tomnmos el 

punto A para vér·tice del primero, su base será DEF, esto es,· 
la base menor del tronco, y su altura será la del tronco. 

Queda el tetmecJ¡·o EACF. Peor el punto E trno una para
lela EG á la arista FC: esta paralela se halla en el plano l3C.FE 
y encuentra á BC en G; uno el pnnto G con A y con F. Siendo 
EG paralela á FC lo es al plano ACFD, luego los puntos E y G 
equidistan de este plano, y el tetraedro EAOF será equivalente 
al GACF, por tener ambos la misma base y altnras igua!es; to
mando F para vértice del último tetraedro, su base· será AGC 
y su altura la del tronco; por tanto solo nos resta detnostrar qu'i! 
la base AGC es una media proporcional entre ABC y DEF. 
Para esto, trazo la GH paralela á AB y por tanto a DE; los 
triángnlos HGC, OEF son ign<Jles, por tener un laJo igual 
GC == EF y los áng-nlos adyacentes respectivamente iguales, 
como formados por rectas paralelas. Ahor·n bien, los triángulos 
GHC y GAC, que tienen el mismo vértice G y sus bases en 
línea recta, tienen alturas iguales, luego son proporcionales 
á sus bases, esto es, 

GHC CH 
G-Ac=cA.; 

los triángulos GAC y ABO tambien tienen el mi:;;mo vértice A 
y sus b<Jses en línea recta, lueg·o tienen ig-ual altura, por consi
g·uiente 

20 
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GAC CG 
~urc =cm;. 

pero :-Ü'!Hl0 Hn parnlcln ú AB, tenemnR 

CH CG 

l ueg-o 

CJA _, CR .' 

GHC GAC 
GAC ABC 

DEF GAC 
UAC- ABC:' 

donde ve1nos qne GAG, bnse del tercer tetraedro, es merli n ]Hn 
porcional entre la:> ba:-;es del t1'nn~o. 

Luego el tcoremn e:; cierto para nn t.I'C\nco_dc tetrner!ro . 
Demostrémosle nbura rnl'a un tronco cnalq ui cra AH (.Pip .287 ) 

de bases pnralelas. 

FIG. 287. 

\j r 

· Construyamos un triángulo Ll\'lN equivalente á la base ma
yor ABCDE, y sobre este triángulo un tetraedro T, que teng-a 
la misma altura1que la pirámide total. Supongamos colocados 
las ba:;es de la pirámide y clel tetraedro en un mismo plano, y · 
prolonguemos la base snperior FGHIK del tronco propuesto 
hasta que corte al tetraedro T: la seccion PQR será un trián
gulo equi·valente á FGHIK [453, escolio]. Las pirámides tota
les VABCDE y TL\IN, que tienen bases equivalentes é igual 
altura, son equivalentes, y las pirámides deficientes V FG'HIK y T PQR snn tarnbienequivalentes, por igual razon, Juego los 
troncos AH y LMNPQR, que se obtienen restnndo ele las pirá
mi.des totales las deficientes, son equivalentes; ahora bien, el 



tronco de tetraeclt·o L)1 .\f P(~R equivale á la. SllllHl r1P tre:=; tc
traedt·os que tienen pot· altnra comnn la del tronco y pnt· bases 
respectivas la b11se mayor L\I~ de éste, la menor l'i)l?. y nua 
merlia proporcional entre nmbns; lueg·o, snstituyf:'J](]n rl tronco 
ele tetraedro por el AH de pirámide, y los tres te traed r us mencio. 
nados por tres pirámide::; eqaivalentes á ellos, C(>:uo son llls 
que tienen por altUI'n. corn.nu la riel tronco AH y por bases 
respectiva,;; la ABODL~, la FGHfK y una media pruporeional 
entre éstas [505; cor. l."J, es claro que el tronco de pin\rnidc 
será equivalente á la suma de la:; tres pii'úmides, 'lo cual debía
mos demostrar. 

OonoLARro. Jü vol timen r.l.1 1tn t1·onco de JJi?·r.imide de lases 
¡;arctleias es iqnai al tercio det p?·orlztcio de szt altlll'<l por ht su
ma de szts bcúes y rle 1l1trt media p1·oporcional ent1·e ellas. 

Si By b son las bases, fl ln n1tnrn y V el volúmcn ,] el tt·on
co, será 

l 1 1 ¡-- 1 ¡--) 
V = a Brt -1- -¡f ba + 3 \• Bb .rt = 3 a ( B -1- b -f- V Bú . 

'I' ( r.,· "'"o . EORE;\.!A, L' 2/J ::..·ou). 

507. Todo pí'isma t1'Ütii!Jnlrti' t?·oncaclo es a¡nivale1zü: á la 
Sltnut de t~'es tet?·aed?·os qne tienen po1· b(lse comun l.t det p?·isma 
y JJ01'1Jr}1·tices 1·espectivos los cíe ta seccion del 1nisnw. 
' Sea el tronco de prisma trian g ular 

FIG. 288. ABOIJEF': debemos demostrar que es equi-
valente ú la snma de los tetruedros EABO, 

~F . DABC y FABO, que tienen por liase co
..--~/-'/1 mun·ln ln1~e ABO y por Yérticcs los pun-il ,..:-·-·,'f- / i 1 1.., !) L' ¡.- · l., ' to::; !. , v r· . \ ·-, ,. .· .. \ ' 1 H . ! \ ,·· .. :·..:..".. \;.: aciendo pasar u11 plano por Jos pnntos 

i .;: ", i \ E, A y l) q11eda descompuesto el tronco en 
1,l{~\.J,.(~~~;'ic un tetraedro EABC y una pirámide cua-

'--..., \ ¡; ~ drang·ulnr EADFC: el tetraedro EABC tiene 
~B por base la del tronco y p or vértice el punto 

.K La piramidc se descompone, por el plano 
EDO, en los tetraedros EADO y EDFO; el primero EADO es 
equivalente al BADO, p0rque tienen la misma base ADO y sus 
vértices E y B están sit11aclos en una paralela. á la base y equi
distan, por tanto, ele elln: tomando ll lHll'H Yértice del tetraedro 
BADO, Sll base sera ABO; esto eH, la del tronco. Queda el te-

" 
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traecli'o EDFO: como los triángulos DO~, y AOF tienell la mis
ma base OF y sus vértice~ A .Y Den uua purEtlela á dicha rect.a, 
Ron equivalentes, Juego el tetrnedro EDFO es equivalente al 
EAFO, pero éste equivale u113AFC que tiene igual altma, y 
cuyo vértice puede considerarse en F, siendo eutóoces su base 
la ABC del tronco; -por consig-ui·ente el tercer tetraeclJ'O EDFC 
e .~ equivalente al F ABC. . 

Vemos, pues, que los tres tet1•aeclros qu€ componen el tron
co equivalen á los tres que tienen la base cornun ABC y sus 
vértices respectivos en E, D y F. 

CoROLARIO. El volúmen de un p1·isma t1·iangnlct1' t1·oncado es 
igt~al rtl te?·cio del p1·oát~cto ele s·tt base po1· la snma de las tn~ 
pe1'P_endicnlares bajadas cÍ esta desde los v,é1·tices de trr, s'eccion. 

Si Bes la base .del tronco, a, a', a11 las tres perpendiculares, 
y V el volúmen, será 

V 1 B + t B '+ t B" 1 B( '+ "' = 3- a 3 rt 3 a= 3 ct+a a 1 • 

508. El volúmen de un prisma trorlcndo cualquiera se halla
rú descomponiendo el prisllla en otros triangulares troncados y 
sumando los volúmenes de estos. 

El volúmen de un poliedt·o cualquiem se hallará descompo
niendo el poliedro en pirámides y sumando los volúmenes de 
éstas. 



CAPÍTULO SEGUNDO. 

VOLÚMI\N.;S DE LOS CUEHPOS IIE HEVOLUCI3'i. 

TEORE:i\JA. 

509. .B'l volú1nen de un cono ci?'culrw 1·ecto es Í!JUCtl aZ te1·cio 
del JJ?·oducto de sn base po1· Slt alttt?'a. 

Sea B el área de la base, a la altura y V el vulúmcu. 
Supongamos in scripta en el cm1o un a pirámide reg·ulur, y 

sean b el á rea de la base, v el volúrnen; la altura será a, lneg-o 

v = ~ ba . 
.:> 

Duplicando indefinidamente el número ele lados de la base 
ele la pirámide y por tanto el de sns caras laterales, el límite de 
hts bases tle estas pirámides sera la base \3 del cono, y el límite 
ele las pirámides ~erá el cono propuest9; por consiguien~e, sus
tituyendo las vanables b y v por sus llmltes l3 y V, sera 

·J 
V=s Ba. 

Si res el radio de la base del cono, tendremos 
f V =s 1r1·2a. 

TEOREMA. 

510. El vol~tmen de un t?·onco de cono ci1·cztla?· recto de bases 
pamtelas, es Í!Jztal al te?·cio dd JJ?•od~tcto de szt alttt1·a ?JO?' la s~t
mct de sus bctses ;t/ de 1ma media p1·uponionat ent?·e ellas. 

Sean By b las bases, a la altura y V el Yolúnten. 
Supongamos inscripto en el cono troncado un tronco de pi

rámide regular .• y sean B' y b' sus bases y V' 'Hl volúmen; la 
altura será a, la misma del tronco de cono, Jueg-o · 

V'=~ a ( B' + b' + \/ B'b'). 
Duplicando indefin idamente el11úmero de .laLlos de las be::.< s 

de la pirámide ~I_-c;;cada, y por tanto el de sn::; <.:arat; laternlt:, 
B' y b1 tendrán por límites re::;pectivos 13 y b, IJOr cuiJ::;ig-uicu ·J 
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el lír11itc rlel pr·uclucto l3'ú' :-;erú B~; nrleunís e llíruite de V' scrit 
\ ' ,y (l pe rr11auece ru c.:cmstanLe. Sustituyendo las c.:nntidades va
riabl e::; por :ms.líruites respceti yo:-;, t'~uclremos 

y = --':: (/ r n + b -L \Í Bb ) . ;¡ - \ 1 

Si R y 1' son los radios ele lns bn?es del tt·onc:o rle cuuo , SL!rá 

n=71'n,z,. 1J=,.w2, \Í.Bb ='I".R~.71'--¡.2=1t.R1·, 
V=~ '-a (H.~--¡- 1·~ + !~1· ). 

~ 

Tl}oRt:J\I.\. 

511 h'l ·m1Lúmen de, 'LPt cili11dTo ci1'C1bÍa?· 1·ecto es :(r¡na t rtl Jl?'O-
ducto de S lb base JJO?' sn altzbra. 

Sean B, (¿y V la base, altura y volúmen del ·cilindro. 
Supong·amos inscripto un prisma reg·u]ar., y sean b su base, 

v su volúmen; la altura será r¿, la misma del cilindro; luego 

v = ba. 

Duplicando iudefi nítlamente el ilúmero de lados de las bases 
del prisma, ci límite ele b será B y el de V sera V' lueg<:> 

V=Rt. 
Si?' es elrncliu ele la Lase del cilindro, tendremos 

V= r.¡·':!.a. 

TEoRr:l\I.\. (/?ig. 289). 
?íl2. El ·volúmen del cue·rpo en.r;end?·ado JJ01' WL t?·ián,qnlo que 

/JÍ?'rl (l,t?·ededor de nnn 1·ecta ex·trJ1·io1· á dlr t1·azwla JJO?' s1t ·vlrtice 
en s·n plano, es 'i,rnvtl al Mert de la sztpe?:jláe en.r;end?·arla, po1· lrt 
b(tse del triáu.,r;ul~~ mnltiplicacla ?JO?' el tercio de S7b altu.1·a. 

Distinguiremos tres cnsos: l. u que la base teng·a un extremo 
en el eje de revoln<.;ion: 2." que la bnse no teng-a ning-un punto 
en el eje ni sea paralrln f't t•l: 3. 0 que sea pa¡·alela al eje. 

l. 0 Snpong-nrnos. nn tr·it'lug·nlo :\.BO (Pi!!· L cnyos úngnl os 
e y 13 ftdyaceritrs nl eje :-iC<lll ~g-udos: la l'erpendicnlar AE Hl 
eje cnerá entre los puntos e .Y B rlivitliendo el triúngulo l'U dos 
triángulos r·ectúng·nlos AEC y AEB, qn c cng~lldrart do::; c.:onos 
<.:il'<.; t!larc¡; rcctv::-, cuyo,; volÚlllClH.>s t>On 
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1 '['> C'"" 1 • j'·J T'j> H- ír:'l .. '.~:..X . i~, H. ¡: _1 t_,~ X .. ~J '; 

lncg·u el t.:l1CI'i;O eug:enclrnLlo llOr .-\13~_:; tr:n tlt·it por Yolúmeu -+ rcAE~ (CE+ EB) = + o:AE~ x BC \it.J 
· Bajemos ln. perpeiJdicnlar DC ú la ba;;t~ AB. Los p roLl 11 dOf; 
AE X BO y C]) X AB ex~¡¡·e.:;au el <l11:Jlo cid úrea del triún~·ulu 

PIG. 280. 

A A 

¡ ~-' Al\\3 ~r·-js 
: D O i ; l :,.--u / F.l ~ : : ,.···i .,//' ·... ; ¡ : X _-' '- ~ ·:"'-_l___jl ___ ;_v 

C E B C I:E r F' 
ABO, luego sc::m iguales: Rustituyendo en [a], tendremos i "AE x OD x AB = + OD X re .\ E. ,1\.B, 
resultado que está de acuerLlo con el eriuncifl.do del teereiiin. 
puesto que 1tAE. ABes el área de l<J superli.cie cónit:a dcsc!·ita 
por la base del triáng-u lo, y ~ OD el terl:i<J de h altl1!'a de é:=ik. 

Si alg-nn áng-ulo B 'lO fuese ol.Jtnso, el triúng-ulo ABO sc¡·ia 
lá diferencia ei:Jtre do:> triáng-ulos rectángnlos, y lademo;;tracion 
se clif-.>t·e.nciaria de la ante1·inr en que Jos Yolúmeues eng-endra
dos por e;;tos se restarían, l'll lugar de snmar1os. Si alg·un ún
g- ulo B 6 e fuese recto, lH dcmoshacion seria !1!llJ fácJJ. 

2." Sea el triángulo ABO fFir¡ . 2). Prolongo la ün:::e AB 
hasta que encuentre en E al eje. El ' tl'iónr~·nlo propuesto es la 
diferenciarte otros dos AOE y BCE, que estún en el primer ca::;o; 
luego el volúmen del ene1:po eug·eudrnclo por ,\.BO·será 

-i CD (supe1·j'. AE -- s1tJie1:/·. BE); 
pero la superfic ie de::;cri ta por ~'d~ ménos la de:>ct·i ta por B S es 
la eng-endrada por AH, Jneg·o el Yolú~ncn Cil cnc~tion t~:> 

~UD x su.pe1f, AB. 
3. 0 Sea el triángulo ABO (Fi,r¡. :3 ),cuyn ba~.e AB rs parttlcla 

al eje, y sllJIOllg·altlus CJ.Ile la altui·a UD eéli¡¿·u entre A y U. 
El tt·ián gulo propnc!;to se obtieuc re:<ta•Hlu del rt:ct<'tul)·ul.tJ 
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:\ BF ¡,; lo:; triángulos rectáugu los A EO y B FO; 1 u eg-o el vol ú
m en del cuerpo· engendrado por el triángnlo ABQ será 

".'\.E2 X EF- ( ~ 7tAE2 x EO + + 7tAE2 x CF) = 

l 2 
7tAE2 x EF- 3 "AEg X EF = s TIAE 2 X EF; 

:;ustitnyendo AE por OD, EF por AB, y dispon.ieoclo los factu
re::; en el ó-ruen conve·flieute, est~ ex:presion adqniere la forma 

.;-oox2"AE. AB, 

conforme con el enunciado del teoremn, pnesto que 2TIAE X AB 
es el área de la ·snperficic cilíudriéa clhcl'ita por la base del 

tricí::~g-ulo, y ~ OD el tercio de la altura de éste. 

Si uno de lo :~ ángulo:; A y ll fne . .:;e recto ú obtnso, la demns-_ 
truciou precedente sufriría algunas s~neillas modificaeio!les. · 

513. SECTOR ·EsFÉRICO esta 7Ja1·te de e~fera engend1·ada p011· 
un sector czta/.qztie?·ct del semicí1·culo ,r;ene?·ado?' . 

La base del sector cil'cular eng·endra una zona, que se llama 
base del sector esférico: . . 

TEoREMA. ( }Yg. 290). 

Et '!:olúmen de -ztn secta?' e.~fe'?·ico es ignal al á?·ert de ltt zona 
qzte te si?·ve de base nwltiphcacla JJO?' el te?·cio del ?'adio. . 

Oonsid<;l'Cmo;; el sector esférico eng·endrado 
por el sector circular OAF, que gira alrededor 
del cliametro AG. 

G 

Diridiendo el arco AF en ;-arias partes 
iguales, las cuerdas AB, BO, OD etc. de estas 
partes serán bases de los triáng-nlos isó~celes 
ABO, BOO, ODO etc. que tienen todos ig-ual 
altura. Representando ésta por a, los Yulú
melies de los cuerpos engendrados por los 
tril;'tng"tt·los ser~lll res¡1ectiv:1mente 

1 1 
SUJJe?:f. A13 X 3 a, supe?'f. BO X 3 a, 

su¡m:f. CD X-~ a etc; 

lncgu el y,oll~n,en r~el cuerpo cngeudraclo por d ~ectot• poligo
Iwl OABvlJJ<,ll :serit 
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~S1tpe?:f. A B + S1tpe?:f. BC + SltJ1e1:f. e D + ... ~ X~- a . 

. Ahora bien, si el número ele partes del arco A.F aurnentu, el 
lím!te. de la línea quebrada ABCDEF es el <ll'CO AF, luego 
el llllnte de la snma 

, sztpe?:f.. AB + Stt}Je?f. BC + S11rJJe?;;'". CD + ... 
sera lasnpertic1e de la zona engendrada por el arco AF; ade
más el llmite de la apotema a es el rarlio H del drculo genera
dor, h:eg-o el volúmeH en cuestiun es 

.supe1;/. de la zona A F X iR. 
TEOREi.\f,\. (F(r¡. 200), 

51-t. El volúmen de 1t1Ut esfeut es i(Jztr¡l at á1·ert de la sttpc?"ji-
cie e.~frJ?·ica multiplicada JJ01' uel te·rcio del?·adio . . 

La e¡:;fe ra eng-e1Jdradn por el ren.icí rculo AlJG puede CO lJRi

derarse compuestn de dos scct0res e:::fL· riccs. tnf.l·eurlrauos JH'r 
los sectores circulares AOD y DOG, cuyos -í·olúm-enes son 

supe?:/. de la. zona AD X ~ R, SUJJe?f. de la zona DG X * H; 
pero las zonas engendradas por los arcvs A O y DG componen 
la ::;uperflcie esJérica, lueg-o el volúrnen de la eEfera es 

1 
super f. de la es.fem >< 3 R. 

Llamando V nl volúmcn de la esfera, y knienuu pre,;ente 
que su área es 4"R2, será . 

V =4TIR2 X _!. R=2 r.H,S ¡¡ ;) . 

OoROLAH.rns. 

. 1.0 Nl volúmen de una e.~fe?·rt es Í!Jltal rt su did.ntet1·o nHtlti
plicrr,do po1· las dos te1·cios de sn ci1·cuto máximo. 

En efecto, ~ 11:H,8 = 2R x ~ 11:H2. 

2.0 El volúrnen rle ~t?Ut esfe?'ct es los dos te1·cios del volúmen 
del cilin d1·u ci?·cnnsr?·ito. 

Pues el volúmen de este cilindro es -;;;H,~ X 2R = 2"R:;, cuyos 

dos tercios es ~ .,JV3, vol úmen <le la esfera. 

EJEMPLO. 1Ir.tl'a1' et vol?i1nen de una es/cnt cnyo ?'rtdia es 20m 

· Tenelllos: V=~ x 3,141592 x 8000 = 3:~51Ü '"a, 315: 
i) 

# 
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515. SE8-~m\TO B:'ltr;:; :: H~ O e~ l.rt¡Ji~rtedt~e.l'f'ei':t h·mi!rulapo?' 1/·itl/. 
$0Wt.1fJIOrel¡JI.!W'J &:I·I.D 'tl'ti ó !n;· ¡;!rl'M .. 1srté¡h~basesde r!sta . 

l~l Yolúmeu de tlll i:>eg-mcnto ABI> (fi'ir; . 
Fro. 20 1. 291 ) cl l:) una bnsc, mem:r que un hemi.sferi c-, 

,,e obti t'JH~ l'L'S tll nclo lo::; Yolúmen cs del ::;ector 
OB:\.0 y cono OBD correspondiente. ~i el 

o ::;('g·mento e:; GBll, mnyor qne nn hemi::;
ferio, se stll1Hl.ll los ·~:olúmenes del secttor 
OBGD y del cono OBD; por ¡'¡\timo, si el 
seQ·nwnto e::; rlo clm; bases . coHJO BDEF, st1 
voYúmen será la dife¡·euein entre los volú· 

G menes de los segmentos de una base AEF 
3· ABD . • 

516. Cu.\iA. i.>.'lFÉRroA· es h JNI'ÜJ de e~feNt h mitartx por nn 
!t usa .?J los ctos semici?'Cttlos co?'?'espondientes. 

·¡· ('J.,. ')íl)\ . EORJ:::\1.'.. . '2/J · ',_¡_¡'~/· 

E't volúmen de wtct cuña esjé?·icrt AB DO es zj¡wtl al á1·ert de 
su k1tso multiplicada JJor et te1·cic; del radio. 

A 

Fro. 292. 

D 

Es evidente que la relacion entre la cuiia 
propuesta y lu ·esfera es igual á la relucían 
entre el hm;o correspondiente á aquella y la 
superfic ie esférica . Llamando V[!] Yolúmen 
ele la enñu, H al úrea de sn hqso, A. al área 
de la. esfern, sen1 

V H V 
---· =- 6 -=H. 
. 1 A 1 · 
A x¡:¡R :fR 

de donde V= H X ~ H.· 
3 

Si H se sustituye por 7':R2 X ABC [48:í] , tendremos 

V = ~ o.H..S x ADC, 

- siendo ABC el úng·ulo de la cuiTn. 
Em~IPLO. El altar et volúrnen d,; nn rl Cl! lí..a Clt'!}O an(Jula tieile 

40° 3::í' sie1tdo 20 m..et1·os el1·adio de la e.~fem. 
1 ' '),13;) 'l 

V = '< 3 141-:;.g<J X c.:ooo '-' -- '~ -, -,~,m· nt"~ 3 / J V ~ (J _.,-, ().,100 V l ) ) / • 



C A P Í T U LO T E R C E f~ O . 

COMPARACIO.'l m; \'(JLUMI!:NI\S. 

517. Las volúmenes de dos pi1"<imides scnu:jrin(l;·s son P1'0Ji01'
cionates á los Cltbos de stH altlt?',~s ?! de sns a.ristas lwmólo,r¡as. 

Sean .V y v, By b, A y a los Yolúrllcnes, base¡; .Y alturHs 
de rlos piní:>Jidcs. 

1'enernos [505, CO?'. 2 ."] 

B 
pero [452, 2."] ¡; 

V B. A B A 
1)=T,-q;= T · a 

A2 l . d . -:, , nego sustituyen o sera 
rt-

V AS 
-V-= a,S; 

don ·!e vemos que los volúmenes de las p;rúmides p1·opuestas 
oon proporcionales ú l os cubos de sus ~lturHs, y como las altu
ras son proporcionales á las aristas homólogas, los volúmeues 
serán tambien proporcionales á l os cubos de las aristas. 

TEOREMA. 

518. Los vohvmenes de dos poliedros semejanles son p?'OJJO?'
cionales á tos cubos de stts a1·istas h.omólogas. 

Supong·amos descompuestos los poliedros en ig-nal número 
d<~ tetrae,Jros semejantes. Los ,·olt'!menes de rlo:; tetrnedros se-
mejantes, uno de cada poliedro, son pruporeionales á los cubos 
de sus m·istas homólogas; pero la razon de dos aristas horuó
logns, y por tanto la de Ros cubos. PS eon~;t.r~nte. lueg·o tnmhien 
1o set'fl la rar.on <le clo;; t '·traedt·os semejantes enalesqniera. Esto 
supuesto. sean T, T', 'f·' etc. lus tet,raeclros que componen el 
pri111er poliedro, y t, t', ('cte . los te1rneüro~ del segundo po-
1iedt·o l'E'f'pec1iYnmentl' f'€'1r:ejm1tes it k;; primnof': !::C!lll :\ y 
cz do~ ari::;ta::; homóloga:; cualesquiera. Teneuws 
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T T' T" 
t t' ti' a~ 

üe donde [A ·rit. ;200], 

T+T'+'fl'+ . .. . . A3 
t + t' + t'' + . . . . . aH 

ig ualdad que demuestra el teorema. 

TEORE~IA. 

519. Los volúmenes de dos cor, os s?Jmejcmtes son '(J?'OJIO?"cio 
nates á los cubos de los 7'cttb:os de s~ts bases, de s~ts lados ó de sus 
altU?'ftS . 

Sean R, L, A el radio, lado y altura del primer cono, y?", l, a 
los del segnndu. La razon de sns volúmenes es 

~ nR2A W A R3 
-:------·x---
:._ n1·2a -- 7'~ .rt - 1·3 ' 
)'¡ o 

A R 
puesto que a=-;¡.; 

y como los radios son p1·opo1'Cionales á. los lnclos y á las altnras, 
los volúmenes ele los conos serán .tambien proporcionales ·.á loR 
cubos de los lados y á los cubos de las alturas. · 

TEoREMA. 

520. Los volúmenes de dos cilind?'08 se1nejantes son 'fJ?'O'}JO?'
cionales á los cubos de los ?'rtdios de s~ts ·bases y á los cubos de 
sus ctllzwas ó lados. • 

Sean R y A el radio y altura (lel primer ciliuclro, ?' y a el 
radio y altura del segundo. La razon de sus volúmenes será 

pües_to que 

nR2A R2 A R3 AS 
.--=-X-=- 6 --
':t?"2a ?'2 a ?'3 - a3 ' 
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fí'21. los ·l'olúm.enes d!! dos esfe¡·as son p1·opm·cionales á tos 
cnbos de sus ?'rtcUos. · 

SiR y 1' son los radios de las esfern s . . ]a raz0n tle ~u s Yolú 
Dienes sera 

PROJ3Lg~L\, 

522. Dete1··minrw et volúmen de ztn tetl'aect?'O ?'e!f nlcw en fnn 
cion de la a1·ista . 

FIG. 293. 

B 

e 

Sea rt la arista del tetraedro reg-ular 
A BCD (Fig. 293). ~ 

tacara BCD de este cuerpo es un trián
p:ulu equilatero cuya ba se es a, y cuya al
tura BE caerá en el meüio E la base, luPgo 

BP - V ~ a}· - a ,;-3 . ¿_ a--- - - . 
4 2 

El área del triángulo BCD es, pi1es, 

a?. ¡ -
BCD=-\ 3. 

4 
La altura AP del tetraedro es un cateto del triángulo rec

táng-ulo APB, cuya hipotenusa AB es a; el otro cateto PB es 
el radio del círculo circunscrito al triángulo BCD, y corno 

' ¡-- a a=?' v 3 , so deduce 1' = ¡- ; luego 
\t 3 

AP = \/a2 - ~ = a \/; . 
Como el volúrnen V del tetraedro es +BCD X AP, tendre

mos sustituyendo 
1 a2 ¡- j 2 a"' 1 -

V = .. _ . - \ 8 . a \ . - = -V 2 . 3 ,-1 3 12 
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EJERCICIOS DE LA GEOMETRÍA O_El ESPACIO, 

TEOREMAS PARA DEMOSTRAR. 

l. Si una recta es perpendicular á un plano, todo plano paralelo á. 
ef!tll recta será perpendicular al priruero. • 

li. Dos rectas paralelas forrtLan ángulos igu:tlos con un mismo 
pl:tlll), 

III. Si dos pla!los perpendiculal'es á un tercero pasnn por rlos rec
tas oblicuas á éste y paralelns entre sí, son puralelot;. 

IV. Si las proyeccionea de un1. recb. sobre dos plano¡¡ que ~e COl'· 
hn son perpendiculares á las intersecciones de un tercer pl:t!lD con los 
de proyeccion, h reet tes perpenclicuhtl' ít 1liclto tercer plano. 

·r. Las cnatr,1 cliagunales ele un p<tr[Llelepípeclo se dividen mutua
mente en do,; partes igLL»les. 

\'[. 'E l volúrnen de un prisma tl'iaagular es igunl á la mit•t•l (h~l 
protlllcto de una de sus carlts laterales po:· la distancia de esta. c¡tra á 
la arista opue3G.1. 

VI!. El vol'úmen de un tronco de pn.ralelepípedo es igu'Ll á la cuar
ta ~yu·te del producto ele su b'L!!>e por la suma üe las perpendiculares 
b •tjndas á éstn dcs,\e los vértice:; rle ln scccion. 

VIII. 1·:1 volúmr.n de un par:üelepípedo troncado e.;; igual al pro· 
dueto de su l.Jas:J por la perpendicular bHjacht á ésta desde el centro de 
h seccion 

IX. Los volúmene.~ clt! dos tett-a.ecltos gue ti•3nen un ángulo triedro 
igu:tl, son proporcion·tle.;; á los productos ele lastre:> arist;ts que for
man el ángulo igtn 1• 

X. Las con 1s eng,).Hlra,Jos ¡) )1' un triángL1lo rectángulo, que gira. 
sucf):>iv ·w10nte a:,·e ~ lf).\or rlc c:teh uno de sus ca~etos, son inver:>amen
ie pt•l)porcion lle::J á sus ::tlturas. 

PROTILEii-IAS PAB.A RESOLVER. 

I. Trllzftl'pot• un punto dado unn. recta que encuentre á otms dos 
no sitund~s en un mi;¡mo plnno. 

JI Hallnr ellug:u· geo:nétrico de todos los puntos del esp·tcio equi
distantes de tres pnntos 1\n.dos que no están en línea recta. 
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JI l. Por una recb d~·h tr~z1r nn plano p·n".tlelo fÍ utt·.'1. reda dndn. 
_1 V. Pul' un punto dn<lo t.rnzn:· un plano t·tngentc á nna superficie 

eilíndrica ó cónica eirculnr. 
V. p, I' un punto dn.:!o en h supcrficin csíúica trn:t.n un•t cit'r<J!l

fera:lcia m~xi1n1t porpDndicnlnr á otm tl:ld:1. 
VI. Dividir un nrt.:o do ('iren11fer<:n c i~ m;íxima en dos p:ll'tes igu:~le;;, 
VlT, l1or tres puatos rhdo,; e!l h supcri"icie rlo nn•t c-;f el"1, h'1.c ur 

pn.sn.r un:t circ;_mf<ll'B!lCÍ't .-T-hllH' ei polo de u ;n cit·cnnfcroncia rhrh 
en 'la supcríicic esféric:t. 

VIfi. Determin·tr las 3ri::;tas de un p :H;tlele¡¡ípoJ o rechingulo sn
biendo que son propon:iom les á 1 os núm eros in, n y JI, y q u o el vol ú
rnen del pnra.lelqJÍ¡Jcr!o l' S V. 

IX Da(ln. b nrist:l do n!l c·nlJ<), c1otMwi:1'lr la de olro cubo doble 
del primero. - · 

X. H~llnr la n~·ish rl~l:In C'Hho r •]nintlentc <~ Lt snmt de otros ti·c::~ 
cuyas un;;¡;as son 3, 4 y ;J metros. 

XL El volúmcn.rlo un cono circular. recto e¡; 16·) lnett·os cúbicos y 
su altura (j metro;;; ¿enál sertí. el radio de :m base? 

XII. L<t cnpaciclad dn nn:1 mr·dirh cilindricH rle nltGra igunl nl diá
metro-ele In base rH ur: hr:ctólitro, ¿,rurtl sení el diámetro ele la ba-e? 

XIíi. Hallar el ntdio el e nn,1. esfer~l cuyo volú:·oen es 500 metros 
cúbicos. , 

XIV. Hallar el volúm ::- n rle nn1. edfera cnya superficie es 500 me
tros cunclra.clos. 

XV. l-Illllnl' r1l volú11\en r.le un segmento osférico dQ, una base, cuya 
altura e,; Snwtro:;, ;;iemlo 18 metros el radio rle la. esfera. 

\ 



BREVES NOCIONES 
SOBRE LAS CURVAS EliPSE, PARÁBOLA É HIPÉRBOLA. . . 

1.-EiitDSC, 

523. La E'LT PSE es una cu7"va plana ce?'?'ada, tal q~te la S1tmrt 
de Ztts distancias de cada 1tno de SltS pnntos á dos p~tntos .fijos es 
constante. 

li'lG 29±. 
Esta suma constnnte se represen

ta comunmente por 2a . 
Si ~J, M' , M" (Ji't/¡. 294) son Ya

ríos puntos de la elipse, F y F' los 
pnntns fijos, se tiene 

MF+ M~'=M' F-f-M'F '= 
M"F + M"F'= ..... = 2a. 

Los punto~ fijos F y F' se llaman 
M" D focos de la elipse, y las rectas MF, 

MF' tiradas desde un punto cualquiera M de la curva á los 
focos se llaman 1·adios vec1o1·es. 

TEOREMA. (Fz:tJ. 295). 
FrG. 2íJ5. 

m;.:' :.__~'P ___ ---.;n 

\ " .. . • M'~ 

N 

524. La swma de las distancias de 
los locos . de 1tna elipse á u,n JJ?tnto 
C1talquie1·a del plano de esta C'lt?'Va es 
Í!J1tat, ma¿¡o1· ó rneno?' que 2a, segun. 
r¡?te diclw Jntnlo estd en ta cn1·va, .fu.e
?'a ó dent1·o de la mism.a. 

Lo primero es cierto por clefinicion. 
Sen un punto ex:erior N. Tenernos 

NP + NF'> PF', luego NF + NF'> 
PF+PF' 6 > 2a. 
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Sea nn puato intcriot· N'. Tenei11os 
N'F'< PN'+ PF', luego N'F'+ N' F < PF + PF' ó < 2a. 
Los recíprocos son ciertos [55]. 

CoROLARIO. Et tuga1· .fJeométrico de todos los JHtntos de un 
plano, tates que ta suma de sns distancias cí dos pnntos fijos sea 
constante, es una etiJJSe. · 

5'25. EJE DE SDrETRÍA de una tn?·va es ta ?'ecta que divide r1n 
dos p{tr~es ipnates á todr¿s Zas c¡¡,qrdas de la cu1·va pe?·p~ndiculrt
rM al ~¡e. 

TEOREMA. ( F1/;. 294). 
526. La ?'ect.rr, AB que JHtM por tos focos de. ~tna elipse, y la 

pe1·pendicztlr.w OD ci FF' en su punto ?nedio, son e,jes de ta elipse. 
1:.0 Sea M un punto de la elipse, MF y M[<'' los radios vec

tores. Haciendo centro en los focos F y F', con Jo:; radios MF y 
MF' ilescribo dos arcos, pot· la parte inferior, que se cortarán 
en un punto M" perteneciente á la elipse, puesto ,que 

. M"F+l\-FF'=MF+MF'=Za; 
l)et·o los puntos F y F' equidistan de M y M"; lueg-o A B es 
perpendicular á la cnerda MM'' en su punto medio. 

2. 0 Tambien OD es eje de la elip:;;e. 
· En efecto: haciendo centro en F y F', con Jos radios reRr)ec
tivos MF' y .M F, describo dos arcos p~.·r la parte superior, qu~ 
se cortarán en u 'n punto M' perteneciente á la elipsL·, puesto 
que M'F + M'F'=MF'+ MF=2a; los triángulos MFF' y M'FF' 
son ig-uales, por tener sus tres larlos 'iguales : doblando la ti gu
ra por UD, ~l punto F' CHerá en F, la recta F'M' seguirá la di
reccion FM y el punto il'l' caerá en M, por c0nsiguiente Jos an
gulas en E son iguales, 6 sea rectos, y además M' E =ME; 
luego CD es perpendicular á la cuerda MM' en su punto medio. 

ÜBSERVA.ClONES. 

527. L" Siendo A y B puntos de la ·elipse, tenemos 
AF -t' AF' = BF + BF'; 

restando FF' de ambos miembros resulta 
2AF =2BF' 6 AF = BF'. 

2.n Considerando un punto cualquiera ~1 de la elipse y el 
punto A, tendremos: 

MF + MF'= AF + AF' = BF'+ AF'= AB. 
21 
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:3." En virtud de la observacion anterior, tenen1os 

OF+OF'=AB ó 20F=20A,CF=OA. 

4." Siendo OF > CO, serú O.\> 00 y 20.-\. > 200. 
En virtud de este último resultado se llama eje ma.1JO?' de la 

elipse al AB que pasa por lo:.; foeos, y eje menor al UD. Los 

puntos A, B, C, D se llaman vértices de la elipse. 
528. Las igualdades -

AF = BF', MF + MF'= AB, OF = OA 

nos dicen: 
V Los e:ct1·emos del eje mayo?' de la elipse edán á ir¡ual dis-

tancia de los focos respectivos. · 
2." l. a su??ta de los 1·adios vecto1·es e~ 1/;ual al eje ??La '!JO?'. 
3. o La distanci'l de un eJJt1·emo del eje menrw á ~tn · foco es 

i.r¡ual al semi-eje mayo1'. 

TEOREMA . ( Fig . 294). 

529. Et Jntnto O en que se co?·tan los ejes de 1PW elipse e-s cen
t?·o de esta c?t?'Va. 

FJG. 294. 
Sea M' un punto de la elipse . Uno 

O con M', proJ.ongo la OM' y tomo 
OM11 = OM'; s1 pruebo que el punto 
i\F pr.rtenece ú la elipse, quedará de
mostrado que O divide en dos partes 
iguales á cualquiera cuerda de la 
elipse y que por tanto es centro de la 
curva . . 

Los triangulos OM'F' y OIYJ!'F son 
iguales [20], luego M' F'= M"F; tam
bien son igunles los triángulos OM'F 

y OM"F', luego M' F = M"lr; por consiguiente 

M11F + M11F'= M'F + M'F'= 2a, 

lo que demu~stra que el punto M" pertenece á la elipse. 
530. La dístancia OF del centro á cualquiera de los foc·os, se 

llama excent?·icidacl de la cliuse. 
Si suponemos que los focos se reunen en el centro, la ex

centricidad será ce1·o, y. la elipse se convertirá en una circun

ferencia de radio a; por esto suele decirse: la ci?'C 'tt?~je?·encia es 
una elipse c?tya eJJcent?'?:cidacl ts ce?' O. 
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Es claro qJe cuanto menot• se:1la excentricit1ad. la :·oi'!na 1le 
la elipse se aproxiJila t·á más á la cl~l circnl,i. 

PROBLEi\IA. ( Hg . 205). 

531. JJesc1·ibi1' una elipse conociendo lrt distr:zncút ent1·e los 
foco~ y et ~j~ mayo?' .. 

l." const1·uccion . Sean F .Y F 1 los 
f< cos y mn el eje mayor. Divido esta 

rr~- n recta en dos partt:s cualesquiera mp y 
, __ _._ ___ __, N np; haciendo centro en un foco "fl con 

el r adio pn describo dos arco::;, uno 
por encima · y otro por debajo de la 
recta FF1

; haciendo centro en el otro 
foco F, describo con el radio 1np otros 
dos arcos que corten á los anteriores: 
los puntos lVl y l'vl' de interseccion 
pertenecen á la elipse, pues 

MF' + MF =pn + mp = mn. 
Del mismo modo se determinarán tan tos puntos corno 

se quiera1:1. Trazando un a línea contin ua que pase por to,1os 
ellos, se tendrá la elipse pedida. 

2.a construccion . Puede describirse tambien la elipse por un 
procedimiento mecánico. Fíjense en los focos los ext remos de 
nn hilo inextensible ig·ual en long·itud al eje mayor, y póng-ase 
tenso por medio de uu lápiz 6 de un estilo ; muévase el lápiz ele 
modo que se apoye en el hilo perroanecienclo éste t enso, y qne-
dariL descrita la curva . · 

Este procedimiento es conseCilencia inmediata de la defini
cion de elipse. 

PRoBLEMA . ( Fz:t]. 294 ). 

532. JJesc1·ibir ·nna elipse conociendo szts dos ejP-s. 
Describiendo desde el vé rtice O como centro, con el radio 

OA, un arco que corte al ejt! mayor, l os p u ntos de inte l'seccio n 
F y F' serán los focos de la elipse [528, 3.0

]. Conocidos estos 
puntos, puede emplearse cualquiera de las construcciones del 
problema anterior. . · 

533. Se ttama TANGENTE á ~tna eUpse toda recta indefinida 
que toca á esta CU?''Va en un .solo p?tnto: 
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TEOREMA. (P?:r;: 296). 
La bisectriz del ángulo qu.e .fM'ma 1m radio t'ectM· de 1tn punto 

dr> la elipse cou la Jl7'o!ml;tJacion del otro ?'rulio vect01·, es tangent,<: 
rt tu elipse. 

FIO. 2\;lli. 

T 
p 

Tomo en h~ prolong·acion del radjo 
vector FM una long·itnd MN = MF', 
tn1zo la .NF', y LUlO nn punto cual
quiera P de la TT' con F, F' y N. La 
bisectriz TT' es perpendicular á la ba
se N F' del triáng-ulo isósceles MNF', 
y la divide en rlos partes iguales [168, 
escolio],-luego PF' = PN. Ahora bien 

P F + NP > FN 6 PF + PF' > 
7

, FM + F'M 6> 2a, 
luego el punto P e.stá fuera de la 
elip~e. 

El mismo razonamiento puede apli
ccnse á cualquier otro punto de TT', á excepcion del M, por 
~.:onsiguiente TT' es tangente á la elipse. 

534. 8e ttam(t NORMAL á 1tna C?.t?'1Ht ta ?m·pendiculat· á la tan
qen te en el ¡J7tnto de contacto . 
· La bisectriz MQ del án,qu,lo FMF'.q·zte j'01·m(m los mclios vec
to?·es de ttn punto M de la elipse, es normal á esta c1wva. 

Trazando la bisectriz TT' del áng·ulo F'MN adyacente al 
FMF', las rectas TT' y MQ son perpendiculares entre sí [37], y 
corno TT' es tangente, MQ será normal. 

PROBLEi.VlA. ( Fig. 296). 
535. Po1· nn punto M de la elipse, t1·ctza?' una tangente á esta 

C1t1'Va. 
Trazo los radios vectores MF y MF', prolong-o el MF, y la 

bisectriz TT' del áng·ulo NMF' Rerá la tangente pedida. · 
536. Se llama elipsoide p1·olonr¡ado la superficie engendrada 

por una el ipse que g·ira nlrededor de su eje mayor. 
En Fi:sica se demuetitra qu e los ray os luminosos y los calo

ríficos, al encontrar una superficie pullmentada, se reflejan, y 
que el rayo rt·flejo forma con la normal á la superficie un án
gulo igual al qne habia formado el rayo incidente; por lo tHnto, 
si en t1no de los focos de un elipsoide se coloca un manantial 
de luz 6 de calor, los rayos emitidos; despues de chocar en la 
superficie pasarán por el otro foco. 
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53i. Lct PAtt..\BOLA es una ClWl'a plana, ütl 
q-ue cadct 1tno de szts pzmtos equidista de u·n, 
punto fijo y de úna 1·ecta fija. 

Si F (Pig. 291') es el puntiJ fijo, CD In ret:ta 

fija y M un punto cualquiera de la parábola, 

sera MF = MR. 
El punto fijo F se llama foco, la recta CD 

di?·ect1·iz, y las rectas tirádas desde el foco 

á los puntos de la curva se llaman 1·adios 
vect01·es. 

TEoREMA. (Fig. 29S). 

538. Dn punto tomado en el JJlan·o de ·una JHU'ábula dista _del 

foco i.qMl, más ó me1Ws qzte de la di?·ectriz, segun qzte el pz¿nto 

este en la cn1·va, fue1•a ó dent1·o de l1~ misma. 

FIG. 2118. 

:~-;--M:~ 
FN'< F!YI'+ M'N', 

6 bien 

Lo primero es cierto por definicion . 

Sea un punto exterior N. Prolong-o la 

perpendicula r NR hasta que encuentre en 

M' á la pa-rábola , y tra.zo el radio vector 

FM'. En el tl'iángulo FNM' tenemos 

FN + N l\1' > FM', pero FM' = RM', 

lueg·o FN + NM' > RM'; 

restando NM.' ele ambos miembros de esta 

última desig-ualdad, resulta 

FN>RN. 
Sea un punto interior N'. ]'enemas 

pero FM'= RM.', luego FN'< RM'+ l'v['N' 

FN'<RN'. 

Lo-s reci;,H·ocos son ciertos [551. · 

CoaOLAtuo. ./?! l-it1(Z?· geomet1·"ico de todos los pnntos de ·1t11, 

plctnp eqztidisü~ntPS de nn pnnto fiJo y ele 1ma 1·ectrt )t;ja es tvna 

pam'bola. 
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TEoREi\n. (F'f.r¡. 2D7). 
539. La pe?·pendicttla?' FG tí1·ada á la directriz de una prl?'á

bola desde et .foco F, es eje de dicka czw?Ja. 

e 
FIG. 297. Sea M un puntq cualquiera de la parabola. 

Bajo la perpendic ular ML á FG, y la prolon
g-o, tomando M'L = ML. 
. El punto M' pertenece á la parábola, por
que siendo M'F = MF y M'R'= MR, se tiene 
M'F = M'R'; como FG es, segun la construc
cion, perpendicular á MM' en su punto me
dio, es claro que FG es eje de la parábola . 

EscoLIO. El punto <1e interseccion A cl.el 
eje de la parábola con la curva, se llama vé?'
tice de la misma. 

PROBLEMA. 

540. .Desc1·íbír 11,nrt pa1·ibola, conociendo la posicion del joco 
y de la direct?·iz . 

l. a constrztccion. Tiro desde el foco F (Pip. 297) una recta 
indefinida FG perp en dicular á la directriz CD: el punto medio 
A de la distancia FG será evidentemente un punto de la pará
bola. Tomo en FG un punto cualquiera L , y levanto por este 
punto llna perpendicular indefinida MM' a FG; describo con el 
raflio GL, haciendo centro en el foco F, un arco que cortarála 
la perpendicul ar MM' en dos puntos M y M' pertenecientes á á 
pan\bola, porque siendo MF = GL y MR = GL, se tiene MF= 

A 

R 

ol 

Fm. 298. MR. Del misi?o modo se ~letermin~n'm 
otras puntos . 1razando una ]mea contuma. 
que pase por todos ellos, se tendrá lapa
rábola pedida. 

z.a const1·uccion. Fijense en el foco F 
de la parábola (fl'ir; . 298) y en el vértice e 
de una escuadra 1 'los extremos de un hil o 
in extensible, ig ual en Jong·itud al cateto 
mayor BC de la e~cuadra; aplíqu ese este 
cateto á la recta indefinida FG y el cateto 
menor á !a directriz AD; póngase temo el_ 

~ hilo por me dio de uul apiz 6 el e un estilo 
- ~ que se apoye en el ca teto mayor; lu1g'lse 

1 Ln. es'J'"·vl.ra, es: una. plan cha ele Jttadot·a col'ta·itt en forma de t.ríángulo rec.tángulo, 
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resbalar el menor AB ú lo largo de nua l'ep;la aplicacla á la di
rectl'iz AD, sin que deje de a·poyarse el lápiz en el eateto moyor, 
y quedal'á descrita una rama de la pan'tbola. Hepitiendo la mi s
ma operacion por la parte inferior de la recta FG, se descr·ibirá 
la otra rama. 

Un punto cnalqniera M, determinado por este procedimien
to, pertenece á la parábola; porque siendo la long-itnd FM+MC 
del hilo ig-ual al cateto mayor BM+MC, es claro que FM=BM. 

5±1. Se llama TA::-:IGBNTE á ~ma pcwábola tuda ¡·ecta indefinidct 
qu,e tocrt á estlt c~wva e1~ un solo ¡Jnnto. · 

TtWREi\1 ;1, (F'i!J. 299). 
La bisect?·iz del ánr¡ztlo que fO?·ma et 1·aclio vector de ~tn punto 

de la padtbola con lct ¡ie?·pendic'ula?· ti?·ada desde cliclw pttnto á 
la di~·ect1·iz, es tangente á ta pa1·ábota . 

. ) Sea TT' la bisectriz del ángulb F.MR 
FIG. ~99. formado pot· el radio Yector del ¡Junto M 

e P T y la perpendiculal' MR á la directriz. De-
Q ------ - ----_::=~ mostremos que todos los puntos de la TT', 

_./M__- á excepcion del ivl, están fuera ele la pa-
:; .~- . S rábola . 

\ f' / Trazo la re.cta RF. Siendo TT' bi see-
/'-. / triz del ángulo en el -vérlice del tr i án~·ulo 

' isósceles HMF, es perpendicular i RE en 
su punto medio; tomando un punte, cual 
quiera P de la bisectriz, uniéndole con R 
y con F, y bajando la perpendicul:u PQ á 
la directriz:, será PR = PF, pero PR >PQ 

D 1 nego PF > PQ, por consig-nien t·e el pun -
to P está-fuera ele la parabola j538, 1·eci,m·oco] . 

·coaOLA.tno. La bisectúz del án.r; 1tlo q1tefM·nM el 1·adio vecto1· 
ele 1m ¡nmto M con u1ut pa1·alela MS al ~ji, es normal a lapa
?·ábola. 

Trazando la bisectriz TT' del ángulo F~1R adyaceute.al 
F;\1S, las rectas TT' y l\{~ sou perpendiculares entre sí [37] . y 
como TT' es tangente, MN será normal. 

PROIJL!·:MA . (F(c¡ . 299). 

542. Po1· 1tn ?Jltlbto :M ·de ta pm·áboüt t1·azct?' ·ttnct titn,r¡ente a esta Ctt?'Va. 
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Trazo el radio vector l\'IF y bajo la per
pendicular MR á la directriz: la bisectriz 
TT' del áng ulo FMR será la tangen~e 
pedida. 

543. Se llama pa1·aóoloide la superficie 
engPndrada por una parabola que gira 
alrededor de su eje . 

Segun el principio de Física menciona
do al tratar de la elipse, si en el foco de 
un paraboloide se coloca un manantial 
de luz 6 de calor, los rayos emitidos. des
pues de reflejarse en la superficie seg·ui
rán una direccion paralela al eje. 

/ 
544. La HIPÉRBOLA es una c·wr

va plana, tat que la diferencia de 
las distancias de cada uno de sus 
tJuntos á dos puntos fijos es cons
tante. 

Esta diferencia constante su·ele 
· representan::e por 2a. 

x --+-if-+"'-'t.,::-=:..¡....:;,;..:-- X' Si M, M', :rYF etc . (Fig. 300) son 
¡ (',~. \,' ', , varios puntos de la hipérbola, F y 
:í _;::(<',, \ F' los pnntos fijos, se tiene 

MTi !l ./ '<'->,\MUI MF'- MF = M'F- M'F' = 

/

- M11F'- M"F = .... = 2a . 
Los puntos fijos F y F' ::;e Ha

Y' man f ocos de la hipérb0la; y las 
dos rectas MF' y MF tiradas desde los focos á un punto cual
quiera de la cmva, ::;e llaman 1·adios vect01·es. 

TEOREMA. (f\1/J· 301). 

545. Lrt dUe1·encút ent1·e las distancias de lq,s focos de ?tntZ 
kipé?·~olct d un pzmto cu1 lr¡uiem de su plt~no es iguat, rnenor ó 
1rutyo1· q1te 2a, se,r¡tm q1ee rüclbo p·untp esté en la kipe?·bola, .ftee?·ct 
rJ dent?'o ele la, mi s11ut. 
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l.o primero es cierto por de
finicion. 

Sea nn punto exterior N. Te
nemos 

FN<FP+NP, 

F'N = F'P + NP: 
!·estando ordenadamente estas ex· 
p!·esiones será 

FN- F'N < FP -:F'P 
6 bien FN- F'N < 2a. 

Sea un punto interior N'. Te
nernos 

FN' = FP+ PN', 
F1N' <F'P + PN'; 

res tan do ordenadamente será 
FN'-F'N'>FP-F'P óbien F~'--F'N'>2a. 

Los recíprocos son ciertos [55]. 
CoROLARIO. Et lugar geo1nétrico . ele todos los puntos de un 

plano, tales que la dife?·encia de sus distancias á dos p1"ntos .fijo~; 
sea constante, es 1~rut Mpérbola . 

.:.TEoREMA . (F'ig. 300), . 
5!1:6 . Lrt 9'ectrt XX' q1te pctsa por los focos de un(!, hiJlé?-bota, .7J 

la perpendicuh1· á e1la en et Jntnto med,io O de la dist11_ncia FF', 
80n ejes de la ltipé1·bola . -

1.0 Sea M un punto Je la hipét·bola. Describiendo por de
bajo de XX' doil arcos. cuyo::; centros sean F y F', 3' los radios 
F.'vi y F'M, se determina nn pnnto M" qne pertenece á la hi
pérbola, pues ·M"F'-M"F=M W-1\1 F=2a; pero los puntos 
F y F' equidistan de M y ~I 1', lnPg-o XX1 e.s perpendiculm· á In 
cuerda M l\1' en su pun to rnf'cli'o. 

2.0 Demostremos que tambien YY' r s eje de la hipérbola . 
Haciendo centro en F y F', cles.::ribo cnn los radios respectivos 
MF' v MF, por encima. de XX', dos arcos que se cortan en un 
punto M', . perteneciente ú la hipérbola, porqne M'F ~ M'F' = 
.\fF' -)U'= '2a. Ahora, los t rián g·ulos MFF' y M'FF' son jgua-
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les; si doblamos la fig-11ra por YY', el punto F' caerá en F, la recta F'M.' seguirá la clireccion FM, y el punto fiJ' caerá en M, lue¡:ro los ángulos en E son ig·uales ósea rectos, y además M' E =ME; por consiguirnte YY' es perpendicular á MM' eu su punto,medio. ' · 
Obse1·vaciones. 

547. l." Siendo A y B puntos de la hipérbola, t enemos 
AF'-- AF = BF- BF'; 

restando AB de ambos miembros resulta 
BF'- AF= AF- BF', de doncle2BF:=2AF 6 BF'= AF. 

2. n Considerando un punto cualquiér.a i\f ele la hipérbola y 
el punto A, te:~dremos 

MF'- MF = AF'- AF = AF'- BF'= AB. 
548. El eje XX', 6 mejot:. su p:nte AB, se denomina eje t?·ansverso 6 primer eje, y el Y Y', eje no t?'ctnsverso 6 seg1tndo eje. Los puntos A-y B son los vertices de ln hipérbola. 

Las igualdades 

BF' = AF, NIF'- MF ' AB, 
nos dicen: 

1.0 Los ext·re.mos del p?·ime?' eje de lct ki¡Je1'bóla están á ig'ltal distancia de lo's focos ?'es¡; e e tú) OS. _ 
2. o La d~ferenc,ia constante entre tos ?'rtdios vectores es ÍfJ1.tat 

al p?·ime?' eje. 

Fw. :JOO. 

Y' 

TEOREMA. ( Pig. ·300). 
549. Rt ¡mnto O e?t que se CM'

tan los e,ies de una ltiperbota es 
cent1·o de es tct c~wva. 

Sea M nn punto ele la hipérbo
ln. Uno () con M, prolongo OM, 
tomo üM"' =O ~J. Si pruebo que 
el punto i\F'' perten ece á la hi
pér•bola, qu etlarú demostrado el 
~orema. · 

Los triang·ulos Oi\IF' y OM'"F 
son ig-uales [20], luego MF' = MmF 
tam~ien son ig'nales los triáng·u]os 
OMJ:1'y OM'"F', lue~raMF = Mlf!F'; 
por consiguiente • 
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M'" F - M'"F' = MF' - MF = '2a , 

lo que demuestra que el punto M'" pertenece á In hipérbola. 
MO. La distancia OF del centro á cualquiera de los focos de 

la hipérbola, se llama excent?·icidad de esta curva. 

PROBLEMA. 

5_51. .Describi?· una lbipd1·bola conocie-ndo la di(etencüt 2a de 
los 1·adios vectO?·es y la dislancict FF' ent1·e los focos. ,. 

l. a const1·~tccion . Sea mn (1'"-!1 · 
FIG. 301. 301) la diferencia 2tt de los radios 

-m 11- 1' vectores. Trazo una recta indefi
nida FF' que pase por los focos; 

N --· M"' desde el punto· medio O de la di s-
I\ tancia FF' to01o á derecha é iz

quierda las long-itudes OA = OB · 
=a, los puntos Á y B pertenecen 
á la hipérbola, puest o qne 2a=AB 
[548, 2. 0

]. Para hallar otros puntos 
describo desde F como ce11tro. y 

' con un radio np mayor que FA, 
M;-.,- 7 -M" dos arcos, uno por encima y otro 

por debajo de FF'; y hacienoo 
ceDtro en F', con ün radio mp = 

2 a+ np, describo otros dos arcos que corten á los primeros: Jos 
puntos de interseccion M y M' pertenecen á la hipérbola, pues 

MF'-MF =2a+ np- np =2a. 
Describi endo desde F' dos arcos con el radio np, y desde F 

otcos dos con el radio mp, se obtienen los puntos M" y M"'· 
Del mismo m odo se determinarán tantos punto:-; como se 

quieran. 
E scoLIO. La hipérbola consta c1.e dos ramas distintn;; indefi

nidas . 
2.n con~t1·uccion. Fíj ese un ext!·e rno de un hil o in ex ten silJ]¡> 

y mayor que FA (.Fi,r; . 302) en el foco F, y el otro extrem o Pn 
un punto e del borde de una regln; hágase pasar e:: tc bor
de p or el foco F ' , de modo qn e la di sta ncin C F' se·a igu al á 
la long ituLl del hil o más :¿a : póngase tenso el hil o p or medio de 
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un lápiz 6 de un estilo flllt! se 
apoye en la reg·la, y hágase gi
rar ésta, sin que resbale, alrede• 
dor del punto F', manteniendo 
siempre tenso el hilo y apoyan
do el lápiz eu 1:1 regla: la curva 
así descri-ta sera un arco de hi
pérbola, porque 

MF'-MF = (CF'-C.M)- (CMF 
-CM) = CF'-CMF = 2a. 

552. Se llama TANGENTE á una 
hipé1·bola toda recta ind~ftnida 
que ·toca á esta cu1·va en ~m solo 
punto. 

TEoREMA. (F(r¡. 302). 

La bi.~ect?'iz del· á¡~qztlo r¡~t!J.fri?'IWZn los 1·ad-ivs vectonr ile M1t 

pnnto de lrt f¿¡:prh·úolrt, es tan_r¡ente á esta. CU?'V 't . . 

Sea. TT' la biset:tri7. del ángulo F~i'F'. Demnstremos que 
todos los puntos de TT', á cxce.pcion del M', están fuera de la 
hipérbola. 

Torno en el radio vectot• FM' una 1on9:itt.ul M'N =11-I'F' . tra · 
zo la ~F', y uno un punto·cualquiera Pele la TT' coe F, ·F, y 
N. La bisectri z TT' es perpendicular á la base NF' del trián
g-u lo is6scel~s W NF' y la. divide en dos partes ig-uales, l uego 
PF' = PN. Ahora bien: * 

PF-PN < FN 6 PF- PF'< M'F- M'F', 
esto es PF- PF'< 2a.; 
luego el punto P esta fuera de la hipérbola . 

'1' ~" L ... · <)o .,) EORE:\L'I. . ( L' l!J. 0 '.; . 

553. Po1' 1tn punto M' de te~ Mpdrbola traH?' 7Mta tan,r;ente á 
esta cnrva. 

Tra?.o los radios vectores üel punto Liado, y divido el ungulo 
q tw forman en dos par·t.es ig-nales: ln bisectriz TT' :-;eni. ia tan-
gente pedida.. ' 



THlGONOMI~TR.ÍA HI~CTfLlNI1~A . 

. LIBRO PRIMERO. 
RAZONES TRIGONOMÉTRICAS. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

XOCIONES PRELBIIN A TI ES. 

1.-Delliniciones. 

l. 'TRJGONOi\IBTRÍA. es la ciencia qne tiene por .objeto ?'esoZ.ve?' 
los t?·icingulos, esto ·es. clete?'1ninwr nu11uf?·icllmente los elementos 
desconocidos de un t?·iáng1tto, por· m.edio de sus ?'e(aeiones con 
otros elementos conocidos. · 

/ Se divide la Trigonometría en ?'ectilinea y esfr:Jrica, seg·un 
que se ocupa ele los triáng-ulos rectilíneos 6 de los esféricos. 

2. La Geometría enseñ~;L á determinar graficamente los ele-
mentos desconocidos ele un triáng-ulo, cuando se conocen: 

1.0 Un lado y dos úng·ulos. 
2." Dos lados y el angula comprendido . 
3. 0 Los tres lados. 
4. 0 Dos .lados y el ángnlo opuesto á uno de ellos. 
\ Mas las construcciones geométricas, por esmerndas que sean, 

dan en la práctica resultados muy poco exactos. 
¡ Las causas son: l." la irnposibilidnd de obtener lllHt repre

sentacion gTáfica de la líuea, confurme á la idea abstrnctn que 
de la misnm tenemos: los trazos que con el nombre de líneas 
hacemos en el papel, por finos que sean. tienen siempre algun 
ancho y gTueso, mieutras que la línea no t.iewe más dimension 
que la longitud; 2.a la impPrfeccion ineYitabletle los instrumen
tos materiales que se emplean para medir lns rectas y los ún
gulos; 3. • el limitado alcance. de. ·nuestros sentidos. 



¡ El cálculo, como instrumento mental, no ofrece estos incon
Yenientes: dados los valures numéricos tie tres elementos. entre 
ellos un lado, obtendt·emos los de ~os otros ~res, mediante ope- -
raciones aritmética;;, con toda exactitud, 6 al menos, con cuan
ta aproximacion se desee, :::i hallamos ccuaciot1L'S que lig-ando 
entre sí los elementos de un triángulo, permitan, en todos lou 
casos. calcular los desconocidos en funcion de los conocidos. 

Tal es el fin especial ele la Trigonometría. 
Lns ecuaciones que ligan directamente los lados y ángulos 

de ~1n triáugnlo son bastante complicadas; por este rnoti vo se 
emplean, para representar los ángulos facilitando su introcluc
cion en lo;:; calculas, ciertas rawnes de lineas rectas, 1lamadas 
?·azones trigonomdt?·icas, cuyas relacion~s cou los lados son muy 
sencillas, y tules que dado uu ángulo, :;;e determinan con faci
lidatllas razones q ne le corresponden, ·y redprocameute. 

Estas razones, tienen además ele la resolucion de triáng·n
los, otras muchas aplicaciones, en las que se consideran arcos 
mayores que 180", y ta.rubien mayores que una ó varias circun
ferencias; por lo que consideraremos en lo sucesiYo a reos de 
cualquiera magnitud. 

Expondrem.os algunas nociones preliminares, antes de: de-
finir las razones trigonométricas. · 

3. \ Un punto que partiendo de A 
Fw. l." recorre la circunferencia O (.Fig.l.~) 

puede moverse en dos sentidos 
S'<;:' ----,=-,..B-=::c---.,=-"' S opuestos; el ABA'B'A, que <·.onven

dremos en llamar positivo, y el 
AB'A'BA quellamaremosnegativo. 1 

La primera letra de las que desig
nen un arco representará siempre 
el o?·igen ó punto de partid'a del 
mismo; en consecuencia, no será 
ig-uál para nosotros el arco AM al 
MA, porque el primero está conta
do en el sentido positivo y el segun
do en el nega~ivo, sino que diremos 

B' 

AM=-MA, 
esto es: AM ig1tal y de di?·eccion cont1·ar-ia á MA. 

1 Estos dos conceptos son relativos, no denotando otra idea que la oposicion de 
los sent1dos en que se cu entan los arcos; podria, pues, llamarse negativo al sentido 
ABA.'B' A,y eu tal caso seria pos.itivo el opuesto AB' A'BA. 



- 38:) -

Lo mis mo: B'NF es un arco neg·ativo, 1\FB' es positivo, luego 
B'M"= ~ M"B'. 

\Admitid~os los a rcos positlvos y neg-ativos, las operac~ones 
<le ~umm· y r estar se consideran algebráicamente, es decir qu e 
s~tm:tr U!Ía cantidad n eg-ativa es, en r eal idad, r esta r una p osi
tiva de igual mag·nitucl; y restar una cantidad n eg·ativa se rá lo 
mismo que sumar nna positiva de igual magnitud. 

La expresion · 
ABM'+ M'B, 

que e.;; en la forma una snma, representa, eu realidad·, la di
ferencia 

.'\BM'- BM'= AB. 
En cambio 

AB- M'B = AB + BM' = AM:'. 
. La at.lmisiou rle est,os l!onvenios dará gTan generalidad á las 
definiciones y fórmula:> tl'ig-onométricas. 

4. 1 Se llaman arcos complementa1·ios dos arcos cuya suma 
alg-ebráicu es un cuadrante po~:>iti vo; y su¡Jrementa1·ios, dos arcos 
cuya suma alg-ebrúica es media circunfer encia positiva. 

El complemento de AMes MB, el de ABM' es M'B 6 -BM', 
el de ABM" es ~fi'A'B 6- BA'M". 

El sn plemento de AB~1'. es M' A', el <le AB~i" es M" A' 6 
- A'M", el de ABA'.i\{111 es 11'"B' A' 6 -A'B'M"'· 

f>. \ Dadas dos rectas .-\. \', BB' que se cortan y un J!lnnto M de 
su plano , la s paralelas 11'll.,l, MP trazadas á dichas rectas desde 
M se llaman caorden-ults de este punto con relacion á las rectas 
A A', B B', q ne .son los ~¡es ·de coo1·clena:clas . 

Una ele las paralelas se llama absczsa y la otra O?'denacla del 
punto M. El eje al qu e son paralelas las abscisas de diferentes 
puntos se llama eje de abscisas, y el otro, al qne son paralelas 
las ordenadas, se llama eje de o1·denadas. 

Las deflniciones anteriores corr esponden al caso general de 
formar los ejes un óngulo cualqt:iera . 

En la presente obra supondremos eiempre los ejes rectan
g ulares: en tal supuesto, ta abscisa de u,n pu,nto es perpendic1t
la?' al r3,je de o1·denadas, y la ordenada es pe1·pMzdicutrw al eje de 
abscisas. · 

Si AA' es el eje de abs-cisas y BB' el de ordenadasr la absci
- sa ·MQ del punto lvi es perpendicular nl · eje BB'. y la ordenada 

MP lo es al AA' . 
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La absci::>a \h.), e.:; igual á O P. y la orcle:HHla MP = OQ; de 
modo que pueden contarse la ab.:;ci:.;a y ordenada en sus ejé> 
respectivos. 

Las coordenadas tienen por objeto determinar la posicion de 
un punto en el plano de lo;:; ejes; á fin de que esta determina
cwn sea comolet:t, se considera en las coonlenadas el valor ab
soluto y el sig·no, mediante los sig-uientes convenios: 

1. 0 Las coordenadas se cnentan 
Fw. t;n en sus ejes respectivos. 

2." El punto de partida ú orÍ-
S·'.,_ ----==-,...e-=----,'"""S gen de las coordenadas es Eiempre 

el de interseccion O de los ejes. 
3." U na. de las direcciones. á 

partir ele O, del eje rle abscisás y 
otra del de ordonadas se consideran 
como po.siti vas, y las opuesta:; corno 
ncg·ati·yas . 

A si, conviniendo en que O_-\. y 
OB sean los sentidos positivos, OA' 

. B' y OB' Eerá n loi< neg-ativos, y ten-
drct~1 o::;, para abscisa y ordenada . 

del punto M, + OP Y + OQ; par11 Pl M',- OP',+ OQ; parad Mil,- OP',- OQ', y para el ~i'", OP,- OQ'. 
Si el punto está etJ un eje. un ·t coordenada es ce?·o: la absci

sa y ordenada del punto A sou OA y O, la::; del pu.nto B 80l1 
O y OB, lfls del A'.- 0 .\.' y O, y la:; del B', O y- OB'. 

Si el punto es O, sus dos coordenadas valen ce?·o . 
.Dadas en ~na.qnitud, y en si,r¡no las .coO?·denadas de un pu,nto, esta deter r;l.&·lutda la posicion deZ mismo. 
Tómese en el ej0 AA', a ·Contar del oríg-en o, una long-itud 

igual á la. abscisa dada, hacia el punto A, si la abscisa es posi~i
va, y ho\f\ia Pl A', sí es negativa; llévese igualmente la orde
nada al eje B B' 1 desde O hacia B, si es positiva, y hacia B', si 
es negativa. De este modo se obtienen en los ejes dos puntos: 
levantando por ellos dos perpendiculares, la intersecciou de -
éstas será el punto pedido. 

Así, tomando O P y OQ iguales á la abscisa y ordenada po
sitivas, las perpendicnlnres PM, QM nos clan el punto M; to
mando OP' igual á ta ·abscisa negativa y OQ igual á la ordenada positiva, las pt!rpendiculares P'M', QM' nos dan el punto 
M' etc. . · 

6. JI Las razones trigonométricas más importantes son cuatro: seno, coseno, tangente y cotangen.te. · 
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En las siguientes definiciones se toma p·:na eje positivo de 
absci::;a:s el radio que pasa por el orígP. n del arco, y para ej e 
po;;;itivo de ordenada;:; el qne p:tsn. por el extre uJo del primer 
cuatlmnte po;;;itivo conta:io desde el o¡·ige n del a rl3o. . 

,SE:~o de un án_r¡ ltlo ó de su ttrco cor?·esprmdie·Me es la ?'azon 
de üt ordenclda del extremo dd a1·co a t 1·adio. 

íÜOSENO es la ?'ttzon de la rtbscisa del e.ctr·emo del a1·co al ?'adio. 
fT ANGE~TE es la raz:m de la O?'denada del e.cb•emo dét a?~CO á 

la abscisa. 
CoTA'<G E::-.¡:rE es la ?'azon de la abscisa del e:ct?·emo dd a?·co á la 

ordenada. 
Llanumdo 'i' al. radio del círculo O (Fig . l." ). y aplic11ndo 

la regla de los siguos e"tudiada en la divi::;ion algebráica, 
tenetDos: 

Para el arco AM, 
MP MQ MP 

sen = r ' cos = r ' tg = ~1Q ' 

Para el arco AM', 

.. 
MQ 

cot = hlP 

M'P' M'Q M'P' M'Q 
sen= -

1
-.-, cos =-

1
, , tg =- l\1'Q, cot =-M,~~ .· 

Para el11rco AB~l", 

M"P' M"Q' M"P' 
sen =--

1
-.-, cos=- -,-, tg= hl"~', 

M"Q' 
cot= M"P' 

Para el arco AB:ll"', 

M"'P M"'Q' M'"P . M'"Q' 
.sen=--,-, cos = -r-, tg· =- M'"Q', cot =-M'"P 

i LarJg-ln mejG~, para t•ecord'\!'los s i gno~ de las r .1z1n 3s trigonométri cas de los 
arcos cuy o orí~·m co!nun es A y q uq tet•mi nan eu uuJ de los cuat ro cuadrantes de 
la circun ferencia O, nos parece la s ig uien te: 

Son positi vos : 
los senos, eu los cuadrantes. 
las tangent.es y co t angentes, eu los. 
los cosenos, en los . . . . . . . 

].0 y 2.0 . 

1 O y fl.U 

!,0 y 4 .0 

22 
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Si considerarnos -un arco neg-ativo B.M, la direccion positiva del eje de absctsus será 0 -B, y la direccion positiva del eje de ordenadas OA'; por consigüientc 
~JQ MP - MQ MP sen =- r ' cos = r , tg =- MP ' cot = -- IVIQ . 

1 De las definiciones anteriores se deduce qne las. razones trigonométricas dependen del oríg·en y extremo del arco; por consiguiente dos a1·cps c?Mlesq~bie?·a que tengrtn el mismo o?·igen y extrerJW tend1·án tas mismas ?'azones t?·i_qonomit?·icas. 
Así, las mismas razone& tiene el arco positivo A,M que el negativo AB' A'BM. 

7. / Las ?'at,ones t?·igonomet?·icas de ttn ángulo son constan tes, c?utlquie?·a que SM el1·adio del a?·co co?'?'e.rponU~ente. . · Sea O el ángulo ( F'1p. 2), AM y A'M' Fw. 2. dos arcos correspondientes descritos 

es decir, 
Lo mismo 

con radios desiguales r y ?''· Trazando 
las ordenadas MP y M' P' de los extre
mos ele los arcos, se habrán formado 
Jos tt·iáng·ulos semejantes OMP, OM'P'; 
luego 

MP l'd:'P' MP M'P' 
OM: = OM' 6 sea -;¡:- = 7 

sen AM =sen A'M'. 

O P = O P' 6 sea O P = O P' 
OM OM' ?' 1·' ' 

es decir, cos AM = cos A'M'. 
Tambien ·tenemos 

MP M'P' OP OP' 
OP = 01!;' MP = ~l'P'' 

es decir tg· AM = tg A'M', cot AM = cot A'M'. 
Luego el teorema se verifica parn . los >aJores absolutos de las razones tr ig·onométricas; y tambien sera cierto cuando se consideren los sig-nos, porque es claro que la:; direcciones de la abscisa. y ordenHdR del extremo del arco son independientes de la magnitud del radio. 

/ Obse?·vacion. Para hallar las razones trig-onométricas de un 
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ángulo dado O no es necesario describir el areo conespondieu
te, sino que basta t1ilzar des1le un punto cualquiera M de un 
lado una perpendicular MP al otro lado: esta perpendicular es 
la ordenada del extremo de un arco correspondiente al áng-ulo, 
OP es la abscisa de rlicho extt·emo y OM el radio; obte11idas 
estas tres línea::> MP, OP, OM se tienen las razones del ángulo 
O. sin necesidad de describir el arco AM. 

: 8. f Si el arco AM correspondien-
Fm. l." te á un ángulo AOM (INg. l. ") se 

describe con un rr.dio ig ual á la 
s S unidad, 6 si adoptamos para unidad 

linea 1 el radio con que está d<?scri to 
el arco, será?'= 1; Jueg·o 

sen AM = MP, cos AM = MQ, 
es decir 

/ .El se.no y coseno de un a?·co, C1t
z;o 1·adio es la ~tnidad, son ig~tales 
á la onlenada y abscisa det ext?·emo 
del a1·co. 

B' 1 Tracemos por el oríg·en A del 
arco AM la tang-~nte AT, y por el 

. extremo B de·J primer cuadrante la 
BS: la ATes paralela á MP y B:3lo es á ~[Q; luego los triáugu
los OMP, OTAsonsemejantes, y losOJiQ, 0.::5B tarnbien lo son; 
tendremos, pues 

PM_AT -AT 
OP-OA- ' 

QM_ BS·-B _'. 
OQ- OB- :s' 

6 sea tg AM = AT, cot AM = -Bs. 
Segun esto, 
La tangente y la cotangente de 1tn a1·co, cztyo ?·a,dt'oes la unidad, 

son i.fl'ttales a las va1·tes de tanpentes geom,et?·ir:as ti";adas n~pec
tivamente en el M'igen del a1·co y en el ext1·enw del JWtme·1' cuad'l·an
te positivo{ y contadas desde el pur1 to de rontacto ltasta el de s2~ 
encuent?'O con el ?·ad-io p?·olonga 1 

fj 'UO pasa por el ext1·em,o del 
a?'CO. 
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IIFL-'lfcoJ•en•a:§ll!•eDaHvo§ á Uas ••a2r.onc.os d.••i;-ouo.~ 

ntéit·~cas. 

TEOREt.IA. (Fig. l.") . / 

9. ) .Dados dos a?'tos 1:_r¡nrr,les '!/de sir¡no contra1·io, los cosenos 
son i , zutles y det mismo sir¡no, y los senos, tan!Jentes y cota,ra
r¡entés son 1:_r¡uales '!)de si!JnO cont?'ct?'iu. 
· Sea AM'" un arco neg-ati\-n. que llamaremos- a, y AM otro 
arco positt\'O igual en 1uug-nitud al AM'": e1 arco AM deberá 
repre~cn1arse por a. • 

Elradto OA, que pasa por el punto medio del árco MM'"· es 
pei'iJeudicular á Ju cuerda M.\1"' y la divide en dos partP,:; igur.
let;;luego UPesabsri t;acomnnúlosextremos !11m y M de JOS 
arc<'s propnestos, y l1l"'P, MP son ordenadas iguales y de sig·no 
contrario; tenemos, pues 

OP OP 
cos (-a)= -. cosa=--, 

r · r 
luego cos ( -a) = cos a. 

Mmp MP 
Lo mismo sen ( -a ) =---· , sen a= - -- , r r 

luego fO en (-a)= - ·sen a. 
lo que demuestra el teorema para el coseno y seno. 

-M"'P MP 
Además, tg (-a) . or'' tg a= OP' 

y como M"'P y :MP son iguales en magnitud, resulta 

tg ( - a ) ~ - tg a. 
· OP OP 

Lo mismo c_ot (-a) = =-x1.mp , cot a = :MI> , 
lueg-o cot ( -a ) =- cot a. 

EscoLTO. En virtud de e;.;te teorema, las razonPs trigonomé
tricas de un arco npg·ativo se pue·\en :'Ustituir por IHs del mis
mo arco tomndo positivamente, cambianuo el signo uel seno, 
tangente y ~utangente. 
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Recíprocamente, las razones trig-onométricns de un arco 
positivo pueden sustít11irc:e por las uel mismo arco tornado ne
gativa tneute, cambiandu los signo:; del seno, tangente y col.an · 
gente; e:; decir 11t1e 

cos a= cos ( -a), sen a=- sen (-a ), 

tg a=- tg (-a), cot rt =- cot (-a'); 
1mes~o que las tres últtmas expresiones se obtienen cambiando 
los signos en las demostradas · 

sen (-a)=- sen a, t.g ( - a;)=- tg a, cot (-a)=- cota. 
lo. ¡ ColtOLAIUO. Si et ednmo de ·¡p¿ arco se tom't JJO?' 01·ígen 

y et orlqe·1. pJr e:ctre ·nl, to~ v ·t 'ores aówtttto s de l ts ?'(tl-ones t?· i
gonumétrica~ no va?'ian, pero crtmb-ian de signo et seno, tangente 
y cotrtnyente. 

P or·}lle permntar los extremos equivale á cambiar el sig
no del arco, siu alter<H su mag·uitud. 

Fra. 1.a Tendremos. pnes, 

MP 
sen MA =- sen AJf = - ·- , 

~ s r 

B' 

MQ 
cos ~IA = cos AM = 

MP 
tg ~IA =- tg AM =- ~IQ , 

. . MQ 
cot MA =- cot A~I =- MP . 

( MQ) MQ sen MB = - sen BU = - - - = - - , 
?' ?' 

MP 
cos MB = cos B~l = - . 

1' ' 

( 
MQ) MQ W MB _ - tg BM = - - MP = K! p . 

. ( MP) MP 
cot MB =- cot. BM = - - MQ = MQ . 
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TEOREMA. (Fig. l.") 
n. 1 El seno y la tangente de un a?'CO son igu,ales ?'espectiva

mente al co_seno y la cota1~:¡ente del ateo comptementa1·io. 
Un arco cua1quíer·a, cuyo orígenes A y su extremo un pun-

to X de la circunfe1:encía U, tiene por complemento otro arco .. 
XB, que se cuenta en el mi::>mo s ·~ntido que AX, si éste es posi-
tivo .Y menor que m1 cuadrante, y en sep.tido contrario en todos 
los demás casos. · · 

A ' r;-ei.-cte"ÁBÑI' esM'B, l ... de 
AM111 - 111 M:3 etc. 

Pero el coseno de XB es igual en magnjtud y en signo al de 
BX [10]; lueg·o.sienuo A y X el orígen y extremo del arco dado, 
podremos considerar B y X como orígen y extremo tlE:l c0m
plemento, cnan rlo se tra:te de hallar el coseno del mismo. ·· · 

SegLm esto, los ejes positivos ele abscisas y ordénadas, para 
el arco dado AX, serán OA y OB [61, y para el complemento 
serán OB y OA'; y como c!ichos arcos tienen e"l ;,nismo extre
mo X, la ordenacla del ar;co será abscisa lel complemento: .ast; 
~1.-ex.'-ti'@flltrdel arce i\i eS"añsciswdel-extoreuw 
rl@h-r-etrih'\1>; pr,r{J la ordena,da partida por el radio es eyl seno y 
la ab,.,;cisu partida por el radio es el- coseno; luego el seno de un 
arco es igu1.1l en valor absoluto al coseno del complemento. 
Tambien son ig·nnles en sig-no, porque los senos de los arcos 
que parten de A y terminan en los cuadrantes AB, DA' .. A'B' 6 
B' A, es decir en el l. o, 2. o, 3. o 6 4. o, tienen los .signos respecti-
vos [G, nota al pié]. · 

más, núis, menos,. mdlJOS, 
y los cosenos de Jos arcos que parten de B y terminan en lol!l 
mismos cuadrantes; que son ahorael 4·.0

, 1. 0 ,2. 0 y 3:0
, tienen 

tambien los signos respectivos 

más, más, ménos, menos. 
En virtud de lo que acabamos de d.emostrar, tenemo• 

sen a= cos (90°- a), sen (90°-a) =cosa; 
escrita la última ig·ualdad e'n la forma 

cos a = sen ( 90° - a ) , 
nos dice que el coseno de 1tn a1·co es ipttal al seno· de su, comple
?nento. 



Llamando x é JI á la abscisa y ordenada del ext¡;emo del arco 
ct, x' é y' á la abscisa y ordenada del extremo del complemento 
90- a, tenemos · 

y x' x J¡' 
1· -,. ·-;;: =-;;:, 

luego,' dividiendo. 
'!/ x' x = ?l, - es decir, tg Ct = cot ( 90°- a )¡ 

- Tenemos, ,segun esto, . 
tg (90°- a)= cota, 6 cota= tg (90'' -a), 

luego la cotcmgente de un a?·co es ignal a ta tanr¡ente del com
plernento_. 

TEOREMA. (F'ig. L") 
1~. L0s senos de dos arcns su,YJ lernentrt?·ios son {r¡zvtlcs, 11 tos _ 

cosenos,ütn,r;entes ?1 cotrm,r¡entes son "i_r¡ttctles ?1 de sipno cont?·ario. 
Un arco cualquiera, cuyo ol'Íg-eu es . A y tSU extremo un 

punto X üe la cirl:~nferencia O, tien~ por supieme1_1to olt·o arco 
XA', qu e se cuenta en elmi;,;mo sent1do que AX. s1 é:;te es po
sitivo y meno¡· que medü, circunferencia, y eo s :ntiüo contrario 
en todos los dewás ca sus. 
~nto-de~A-M-e-s MM el cl-e-:.A-B-Jrf'll.---es M.{I"'A', el 

de A.J-11'' e--s- M'" ABA-'. • 
Pero el .;;eno ele XA' es igual y oe signo contrario al de A'X, 

y el coseno de XA' es ig-ual en magnitud y en signo al de A'X 
[10]; luego siendo A y X el ·o¡:íg-en y extremo del arco clado, 
podremos considerar A' y X como orígen y extremo del suple-
mento, pero cambiando el sig·no al s8no de éste. _ 
- Por lo tanto, pa1·a det<muinar las coordenauas del extremo 
ilel arco·dado se deberán considerar OA. y OB corno 1lirecc¡onés 
_positivas de los ejes de abscisas y ordenadas; y Il'tl'a el arco 
suplementario estas rlirecciones positivas serán OA' y OB'; 
siendll AA' el eje de abscisas y BB' el de ordenadas para los 
dos arcos, y teniendo éstos el mismo extrep1o,- es claro que la 
ordenada y abs.cisa del extremo del arco serán ordenada y abs
cisa del extremo del suplemento, pero las razones de estas rec
tas al radio son los senos y cosenos; lueg·o el seno y coseno de 
un arco son iguales en valor absoluto al seno y coseno del 
suplemento. · _ 

En cuanto á los sig·nos, tenemos que lo:; senos de lot~ arco¡, 
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qne parten de A y terminan en los cuadrantes AB, BA', A'B' 6 
B' .-\,es decir en ell. 0

, 2. 0
, 3. 0 y4. 0 ,tienen los signos respecti\·os 

más, -más, mr!no.<:, minos, 
y los Reno¡: ile ](ls nrcos que p:nten dP A' y termímm en l0s 
mismos cnndnnitt'S . q,_¡e son uhora el 3. 0

, 4. 0
, 1. 0 y 2. 0

, t ienen 
los sig·no::; res pe e ti vos 

mrJ.nos, minos, ·más, 'más; 
pero como estos sig-nc1s deben ca m hiarse, por haber permutado 
los ext1·emo;;; del snilen:ento, rei:.'nlta, por fin, que los senos de 
lo:,; arcos suplenwntni·io:; tienen jgual signo. · 

Los cosenos de Jos arc.os que parten d.e A-, terminando en 

AB, BA', A'B' ó B'A, 
tienen los signos 

más, minos, minos, más, 
y los que· parten de A' tienen Jos signos 

minos, más, ·más, ménos; 
luego lns coseno;:; de los arcos suplt:mentnrios tienen signos 
c<•ntrarios. . 

L!anwmos x é ?1 á la abscisa y orrlennda rlel extremo de un 
arcu a,[!:' é .'l/ á la :ib~cim y úrdenada del extreiLo del suple
mento 180°- a; tenemos 

y _y' x x' 
;:--;:-· ;¡=-::-:¡;' 

lueg·o 
y y' x x' 
X =- X' ' y - Y' ' 

es decir, tg a=- tg (180°- a), cota=- cot (180"-a). 

TEoRE:\I A. (Fi!J. l."). 
13. 1.0

\ JJos a?'Ct1S deZ miRmo oripen, C1t,7JOS ex_t?·emos están 
diame.t1·alm.e11te op~¡e.-: tos, tienen Ru.s senos JI cose~1os ipztales 1J de 
Si!JlJ.O contm?·io. 2.0 .Dos anos de t rm·smo ext?·erno, cu,yos o?·igénes 
eftán diamet1·alrnente opuestos. tien en ünnbien sus senos y cose
nos i_qztrtles y de signo cntd?'a'rio. 

1.0 Senn d0s ar-cos RM" y B~l. 
Ei suplemento de Bi\F es :MI3, luego sen BM11 =sen MB, 

pe1·o sen MB =-sen HM; lneg·o 

sen BM" =-sen BM. 



- 84~

Para los cosenos tenemos, 
cos BM" =- cos MB, cos MB = cos BM, 

luego CCIS BM" =- cos BM. 
2.0 Sean dos arcos '-1."A y UA. 
El sup1emeuto d• '·I"A. es A.M, luego sen M" A= sen AM, 

pero sen AM =- Feto :\-IA, lueg·o 
sen M.'' A=- sen MA. 

Para los cosenos: 

cos hl"A =- cos AM, pero cos AM = cos MA; 
luego cos M" A =- cos MA. 

H. En virtud ele los teoremas demostrados en los números 
9, 11 y 12, tenemos: 

sen (90°-a) =cosa, cos (90°-a) =sen a, 
tg (90°-a) =cota, cot (90°-a) = tg a, 

sen (90"+a)=cos (-a)= cosa, cos (90' -f-rl)-=:::en (-a)=-sen a, 
tg (90°+a)=-cot (-a)=- cota, cot(90°+a)=tg (-a)=-tg a. 

sen (180°-a) =sen a, cos (180''- a) , -cosa, 
tg (180°-a) =- tg· a, cot (180°-a) =-cota, 

sen (1SO''+a) = _sen (-a ) =-sen a, 

cos (180°+al =- cos (-a)==- cosa, 
tg ( 180~+a) =- tg (-a)= tg a, 

cot (180n+a) =- cot (-a)= cota. 

IJf,- ' T;u•iai'AOnC'S t!C 11tS J•azo~U'S oh•igononu> ~ !·a~:tS, y 
,·aluD'C~S tic i;IS 4i~ ai_;:!UtOS <U'~fiS ¡aaJ•tÍe~Í!;u•t•s, 

15. flA 1;alor al;so1¡tlo de lrt n;·r/n¡ r¡,r/tr, del n:ü·emo de 1Ú¿ arco 
es mitrut de lct cJtertlrl. de 'Jl ro rt rt;u t/,rplo del pt·op~testo. . 

Sea el <~re o A ~I ( Fi,r¡ . l."¡. l'n ll •·np·tw tr os la 01·dennda M P 
ha~ta qu~ e11cnentre á h1 cir.: u11fereuci:· r: Mm. Siendo el radio 

OA. perpendicular á la cuerda MW", tf'.Jemos MP = { MM'", y 
como MM"' es la cuerda del arco MAI\1111 duplo de AM, queda 
ilemostrada la proposicion. 

16. Si tenemos un arco cero, esto es, un arco que empiece y 
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termine en el mismo pufito A, la ordenada y abscis;:t del extre
mo serán O y r; lueg·o . 

sen O= O, cosO = l, tg· O =O. cotO = oo . · 

Si el arco aumenta des i.e cet·o, es evideute que aumenta la 
ordenada de su extremo y disminuye la abscisa; lueg·o aumen
tarán el seno y la tangente y disminuirán el coseno y cotan gen· 
te, teniendo en el primer cuadrante signo mAs las cnatro razones. 

Si el arco AM: vale 30", la Ol'denada MP es mitad de la cuer· 
da del arco de 60", y coino esta cuerda vale 1', [ Geom. 2Z6.1 la 

1' 
ordenada es 2 ; lueg·o 

1' 1 -
sen 30° = cos 60° = - = -- . 

21' 2' 

La abscisa del arco de 30" es la ordenada del arco de 60'', y 
ésta es la mitad de la cuerda -J.el arco duplo 1:20'', 6 sea del lado 
del triángulo equilátet·o inscripto, que vale 1· v:f [Geom. 227], 

1'¡/3 
luego la abscisa de 30°, 6 sea la-ordenada de 60°, es 

2 
por consiguiente 

cos 30' = sen 60° = ¡/~ . . 2 

Di vi.liendo la ordenada. del arco de 30" por la abscisa, tendremos 
r 

t "00 2 g.:> - =---= ,. 
')' ¡/ 3 

1 •13 
6 tg 30' = cot 60° = - =-v-

. ¡/3 3 
-2~ 

Dividiendo la abscisa por la ordenada, será 

·r ¡/3 
-2-

cot 30°......: 

2 

6 cot 30° = tg 60° = V 3 . 

Si el arco AM vale 45°, la ordenada del extremo M es la 
mitad de la cuet'da de 90°, 6 sea del lado del cuadrado inscrip-
to: este lado vale?' ¡/ 2 [ Geom. 225], luego la ordenada de 45", 
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. ')' vz . . 
igual á la abscisa de su complemento 45°, es~ ,por lo tanto 

d~ o 45o 'V2 sen _,.) =cos =T. 

Dividiendo ordenada por abscisa, será 

tg· 45° = cot 4o0 = l. 

.... 

Si el arco es de 90°, la ordenada y abscisa d-el extremo B 
son r y O; luego 

sen 90° = 1, cos 90° =O, tg 90° = ro. cot 90° =O. 

Cuando el a,rco crece entre 90 y 180 grados, disminuye la 
ordenada y c1·,ece la abscisa; lueg-o los valores Rbsolutos del 
seno y de la tangente disminuyen, mientras que los del coseno 
y cotangente aumentan, pasando tudas estas razon-es por los 
mismos valores que tuvieron en el primer cuadrante, perG> en 
ó'rden in verso. 

En cuanto á los signos, E)l seno es positivo y las demás ra
zones son negativas. 

Conocidas ya las razones trigonométricas de los arcos de 30, 
60 y 45 gmdos, se obtendrán fácilmente las de los arcos suple-
mentarios; asi _ 

l . V3 
sen 150° . sen 30° . 2 ' cos 150° = -:- cos 30° = - 2 ' 

. V3 -
tg 150° = - tg 30° = - 3 , cot 150°:._ - cot 20°= - V 3 , 

vs 1 
sen 120° = sen 60° = 2 '· cos 120° = - cos 60° =-2 . 

, · · - va 
tg 120° = - tg 60° = - V 3 , . cot 120° = - cot 50u = - 3 . 

. · v~ v1 
sen 135° = sen 45° = 2 1 cos 13;)

0 = ;- cos 45° = - z '' 
tg· 135° = .- tg 45° = - 1, cot 135'' = ~ cot 45° =- l. 
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Si el arco es ele 180°, la o1·rtenada y abscil' a de su extremo 
son, en valor absoluto, O y?'; lu ego 

sen 180° =O, cos 180'' = 1, tg 180" = O, cot 180~ = OJ. 

Cuando el arco crece entre 180 y 270 gTados, aumentan Jos 
valores absolutos del ser.o y tangente, y disminu y en lo:; d el 
ccseno y cotangente; el seno v coseno son nt'g·ativos , la tan
g-ente y cotang·ente positivas: Al lleg·ar a 270°, la ordenada y 
abscisa del extt·el.no 13' son, en valo~ absoluto,?' y O; Jueg·o 

sen 270 = 1, cos 270 =O, tg 270 = oo, cot 2'70 =o. 
Ct·eciendo el rtl'CO entre 270 y :3:)(] g-rnrlos d iaminnyen Jos 

valo1·e:; ab::;o]ntos rlel SP.no y trtllg-ente, y aumentan lo::; delco
seno y cotang·ente . Al lhq;ar alli :nite :>e tiene 

sen 330'' =O, coil35(J" = 1, tg 33,0•• = .0, cot 360" = oo. 

17. Srf!'llll H?ahamn,; ele Yrr, el mayor y;¡Jor absolnto rlel 
seno 6 co,.;"llll rle nn a1·t·o es h nnirlad. v el nH:'nOt' es cero: el 
nwyur nllor ab:;olut.o de la tangeute ·6· cotangente es oo y el 
menor .es cero. · 

IV.-.t.a·~us ~Ol'!I'CSJl9nlllmJ1cs á uaa E:uisnta ~·~uana 

ta•iA·unoméb•i1Ht. 

PROBLE:\1.-\., (Fig. l .. ) . 
• 

18. H1lla?' la e:cp1·esion atgelwáica ele los arcos que tienen 
igu,al seno. 

Sea m nn seno dado menor qne la nnidad 117]. 
Con un radio cualquiera r describo nua circunferencia ·o, 

trazo do-; diámett·os rectang-ulares AA' y BB', elijo un extt·emo 
cualquiem A para orígen ele los arcos , y una dir·eccion ABA'll' 
para Jos art·.os positi vos; OA y OB serán, seg un esto, las di
recciones positivas del ej e de abcisas y del de onlenadas. Lla
mando y á la ordenada del extremo de u u arco cnyo ;;eno sea 

y 
'lit , tenemos - = m, de donde ?J = rm. 

?' :f 

Tomo en el eje de Ol'denada::;, á partir de O, una longitud 
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igual á ?'m 1 , hácin. B si ei seno dado es positivo. y hácia B' si 
es negativo; supongamos ellJ I'ime r caso, y sea OQ la long·itud 
igual ;'t nn, que Sl'rá menor que el radio por ser m .menor que ia 
unidad: tt·azo po1· Q una paralela al eje Cie abcisas: es ev1dente 
que los arcos AM y ABM', determinado;:; de este modo, tienen 

por seno Y_ = m. 
1' 

Si á cada _arGo Alvf,AB\1' se suma. ó resta tm número cual
quiera rle circunferencias, los arcos resultantes tendrán los 
ruismos extremos que AM y AB:\I' respectivamente; por consi
g uiente nt sera el seno de todos ellos. 

Llamando a al arco AM, sera 

ABW =ABA'- M' A'= ABA'- AM_= n: r- a; 
por consig·uiente todos los arcos que ti€nen igual seno positivo 
están comprendidos cu las expreswnes a lgebráicas , 

2r.rn +a, 2n:rn + n:?'- a= (2?t + 1) <rr?'- a, 
sienno ~¿un númer() entero, positivo 6 neg·ati>o. 

Si el radio es l, las expre;:;iones anteriores serán 

- 2r.n +a, (2n + 1) n: - a. · 
Si el seno dado fuese negativo, t"Jmáríamos OQ' =?'m, tra

zaríamos M"M'" pat·alela á. AA', y tendríamo;:; dos arcos ..a... . y 
Avtl ¡~l\1", AB.-\.'B'hl'" cuyos senos serian - = m. Llt-tmando a 
~~ at;co ABA'JM", es decir, r. l men01: d'~ los m·cos pnsitiYos 

, cuyo seno es m, las expresiones generales de todos los arcos 

t Comunmante "'• com'o razon rl eclos recta", será un número abstracto: en tal c1so ,., serñ el protludo del valor num ér ico d~l r.1 . d u po•· el núm.,ro abstr,•ct" rn, 
y la ordenada y estar a expres,.la en las unidades en qua esté ex¡q esaclo !llrudto, Si 

;; 
el seno m es, por ejemplo, 5, y elegimos un radio igual á ~O centímetros, será 

3 
Y= 20 X -

5
- = 12 centímetros 

Si la razon m no está expresada numé,. icamente y, por el contrario, se nos clá por 
a 

medio de dos 'rectas a y b,cs decir m= · b . , el eg-it·emos para radio oka recta, y CO• 

• a y b ,. 
mo de ¡;· = ,. , se deduce -;;-- = Y , y sera una cu,arta proporcional á las recta& 
b, a y r. 
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que tienen un mismo seno negativo serán 
· 2'1t?'n +a, (2n + 1) 7!;J'- a, 
iguales á las del caso anterior. 

EscOLIO . Segun acabamos de ver, á un seno Llado menor 
que la t1nidad corresponden infinitos arcos; luego el seno no 
determina el arcu. 

Eu la resolucion de triángulos, los ángulos son menores que 
dos rectos y los ar~cos correspondientes menores que 180°; pero 

. . UQ 
aun en este caso un mrsmo seno - corresponde a dos ángulos 

?" 
suplemeútarios AOM y AOY1', por consiguiente para que el 
seno determine el ángulo será necesario saber de antemano si 
éste es agudo ú. obtuso. 

PROBLEMA. (Fig. l.). 
19. Rallar ta expr·esíon algeb1·áica de los arcos que tienen 

igual coseno. 
Sea rn un ·cosen0 dado, menor que la unidad [17]. Llamando 

x á la abscisa del extr·emo de un arco cuyo coseno sea rn, tene-
x . . . 

moB - = rn, de donde [G = ?'!fa. 
r 

Tomo en el eje de abscisas, á partir de O, unft longitud igual 
á ?'m, hácia A r,;i·el coseno dado es positivo, y hácra A', si es 
negativo; supongamos el primer caso, y sea OP la longitud 
igual á ?"m,que será menor que el radio,por s·er m menor qne la 
unidad; trazo pot· Puna paralela al eje de ordenadas:es eviden
te que lo::; arcos AM y ABM'",determinados de este modo;tienen 

(!} 

Por coseno - = 11¿. 
1' 

Si a cada arco AM, ABM'"' se suma 6 resta UD número cual
quiera de circunferencias, los arcos resultantes tendrán los mis
mos extremo;:;~ por consiguiente ·iJ& será el coseno de todos ellos. 

L1ama.ndo a ul arco AM, el ABM'" será 27t?'- a; por coNsi
guiente todos los ar,·os que tienen igual coseuo positivo esta
rán comprembdo;; en l.a,; expresiones 

27tr~¿ +a, 27t9'n + (27t~·- a) ~ 27t?' (~¿ + l)- a, 
·que pueden refunuirse en la 

2'1!9'n +a,, 
donde n es un númeFo entero, positivo 6 negativo. 
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Si el coseno dado fuese neg-ativo procederíamos de un modo 
análogo, y llamando a al menor ABJ1.' de los arc9s positivos 
cuyo coseno es m, obtendríamos las mismas expresiones gene
rales del caso anterior. 

EscOLIO·. ·vemos, pues , que á un coseno dado, menor que la 
unidad, corresponden infinitos arcos; luego el coseno no deter
mína el arco; sin embargo en la resolucion de triángulos, como 
los arcos son menores que 180°, el coseno determina el ángulo, 
que será agudo si el coseno es positivo, y obtuso, si el coseno 
es negativo. 

PROBLEMA. (Fz'g . l."). 
20. Halla1· ta expresion algeb?Yiíca de los arcos q1te tienen 

ig1tal tangente. . 
Sea m una tang·ente dada, que puede tener un valor cual

quiera [17]. Si suponemos que AM sea un arco cuya tangente 
es 1n, tendremos 

PM AT AT 
tg· AM = OP = OA = r =m., 

luego AT = rm. 
Trazo por el orígen A de los arcos una tangente indeiinida, 

tomo en ella, á párttr de A, una longitud igual á rm, hácia ar
riba si m es positiva, y hácia abajo, si m es neg·ativa: suponga
mos el primer caso, y sea AT la longitud igHal á 1'?n; uno el 
extremo T con el centro O, prolong-ando la recta TO hasta que 
encuentre á la circunferrncia en M": es evidente que los arcos 
AM, ABiW', determinad os ele e::te modo, tienen por tangente m. 

Si á cada arco AM, ABM" se su¡na 6 resta un núm ero cual
quiera de circunferencias, Jos a rcos re~ultan tes t endrán los 
mi::m!Os extremos, y por consig uiente la tllisma tangente ?n. 

LlamemosctalarcoAM, el ABM" será'-?'+¡¡;; lueg·o los 
arcos cuya tangente es ?n estárán comprendidos en las ex
presiones 

27trn +a, 21t'l'n + ( 1t?' +a)= (2n + 1) 1t?' +a; 
.el término 2Ttrn. representa un nú mero pflr de semicircunferen
cias, y el (2n + 1) ;¡¡ • un número impar de ellas, lueg·o las dos 
éxpresiones pueden reducirse á é:sta 

1t?'n +a, 
&iendo n entero, positivo 6 negativo. 

/ 
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La misma expresion obtendríamos si la tangente fuesé rté-
gativa. , 

EscoLTO. A una tangente dada, cualquiera qne sea su valor, 
corresponden, segun acaba de verse, infinito:; arcos; lueg•o la 
tangente no detel'lllina el arco; pero si é.:;te e.:; rnenot· qne 1801

, 
estará determinado, siendo el áng·ulo correspondiente agudo ú 
obtu.:;o, segun que la t ang-::!nte sea positiva 6 negativa. 

T EOREafA.. ( Fig. l. a). 

21. H"'Urtr z, exp1·esion algebráic.1, de los arcos que tiene1& 
ÍJuaZ cotangente. 

Como en el pt·oble!lla anterior, se vé ·que h'l.Y qne tomar en 
la t angente in lefinitla :3:3', tral.ad L pot· el ext r·em•J J.el pl'imer 
cua<lra nte, una longitn tl ?'•?b. há-.:ia la d.~r~ch :t 6 h icía la íz-
qnieda se ~·un qua la. cotau~·¿ n te :'\ea p ).>ttiva 6 neg:ttiva_; 
uniendo el extremo de di.:ha long-itnrl con el centro se de ter
minan dos pt·itneros arco:; A1-I y AB 1I'', qu e re;He.:;entados por a y 1tr + a dan la misma expresion gen t!ral, · obtt-nida en el 
caso U.e las tang·eutes; 

-r:rn+a 

La cotan ,sr~nte solo determina el arco en el caso de ser éste 
_menor que l80u. 
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CAPITULO SEGUNDO. 

FÓRMULAS THIGONOl!ÉTI\!CAS. 

l.-Relaciones ent¡•e las n•azonc§ ta•ig·onomi!JitSd:l•icas 
· ele un a11•co . 

22. Dado un arco cualquiera a positivo 6 negativo, que no sea múltiplo del cuadrante, es decir, que no termine en ningu/ · .. Po de los puntos A, B, A', B', la ordenada y la abscisa del·ex-- n;er.h.a· del arco formarán con el radio tirado á dicho extremo un triángúlo rectáng·ulo. Llamanclo y á la ordenada, x á ~a abscisa y?' al radio, tenúremos, en virtud del teorema ele Pitág·oras, cualesquiera que sean los signos de a; é y, 
y2 a;2 y2 + a;2 = r2, de donde -:-, + -:; =1, 
1'" j'~ 

6 bien sen2 a+ cos2 a= 1 [1]. 
Si el arco es múltiplo nel cuadrante, una de lus razones trigonométricas seno 6 coseno vale O y la otra 1, lueg·o la suma de sus cuadrados será l. La fórmula [1] es, por lo tanto, enteramente g·eneral. 
De las ig·ualdades 

}!_ =sen a, 
?' 

se deduce, por division, 

a; 
-=cosa, 
?' 

y 
a; 

sen a a; cos a 
cos a ' y = sen a ' 

6 bien t ·a= sen a [2], cota=~~ [3]. g co::; (t sen a 
Multiplicando las reladones [2] y [3] se obtiene 

tg a. cot a = l. [4]. 
23 
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23. Las relaciones 

sen 2d + cos 2a = 1 
sen a tg a=--
cos a 

t 
cos a co a=-
sen a 

[1] 

[2] 

[3] 

contienen las cuatro razones trigonométricas del arco a; por consiguiente, si conoeemos una ile e11as, podremos hallar los Yalores de las otras tres, pues dispondremos de un sistema de tres ecuaciones con igual número de incógnitas. 

EJEMPLOS. 

l. o JJado el seno de un a1·to, halla?' las demás ?'Ctzones t?·i,r¡onometricas. 
De la ecuacion [1] se deduce 

cos ct = + v 1- sen2a 15]; 
;;usti~nyentlo este valor en las ecuaciones [2] y [3], resulta 

. _ sen a +\h-sen~a tg a - cota=------±Vl-sen2a ' · sen a 
2. o JJrtdo el coseno de un cwco, ltallrt?' las de·más 1·azones t?·igonormét?·icas. 
Despejando sen a en la ecuacion [1], y siguiendo una marcha análog·a á la del ejemplo anterior, será 

sen rt = + \/l-cos2a 

+ V'l-cos2a t - cosa tg a= co a---:--;-:==:::;:::. · cos a +\h-cos2a 
3.0 JJada la tangente de un arco, !tallar las demás 'razones trigonomdt1-·icas. 
Despejando sen a en la ecuacion [2]., y sustituyendo su valor en la [1], hallaríamos fácilmente el coseno de a en funcion de la tangente, y clespues el seno. Tambien podría seguirse cualquiera otro de los métouos g·enerales enseñados en Álgebra; pero es más sencillo el siguiente procedimiento particular. 
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Elevando al cuadrado la ecuacion [2] se tiene 
sen2 a tg·2 a Ren 2 a tg·2 a --- ó ~- =--· - cos 2a l cos ;¿ a ' 

de esta igualdad se deducen otras dos [A?·it. r95] 
l + tg2 a sen2 a + cos2 a 1 + to·2 a = sen2 a+ cos2 a . tg2 a - sen2 a 0 

. cos 2 a ' 
sustituyendo sen2 a+ cos2 a por l, y despejando será 

2 _ tg2 a .? _ l sen a - 1 + t " , cos a - 1 + t " , g-a g-a 
tg (t de donde sen a ;;j;¡-1- [6], cos a=+ 

Vl+tg2 a 
De la ecuacion [4] tg acota= l, se deduce 

l 
cota= tg a. 

Las fórmulas [6] y [7] dan para el seno y para el coseno del arco a dos valores ig·uales y de signo contrario, y asi debia suceder; porque si conocemos la tang·ente de un arco AM, ésta pertenece tambien al ABM", cuyo extremo M" está diametralmente opuesto al M; luego la fórmula [6] deberá dar á la vez los senos, ig·uales y de signo contrario, de dichos arcos, y la_ fórmula [7], los cosenos, tambien iguales y de sig·no contrario. Si además de la tangente dada se conoce el cuadrante en que termina el arco a, la rawn tendrá un- solo valor, y de los dobles signos se tomarán los convenientes, seg·uu el cuadrante en que termine el arco. 
Si termina en el primer cuadrante positivo, todas sus razones trigonométricas son positivns, y deberemos tomar eri ambas fórmulas el sig·no 'más; si el arco termina en el seg-undo cuadrante positivo, el seno es positivo, pero el eoseno y la tang·ente son negativas, luego tomaremos en ambas fórmulas el signo ménos, y de este modo el s-eno de a será positivo y el co-seno negativo. · 
Cualquiera que sea el cuad1~ante, los sig·nos de las dos fórmulas deben corresponderse, es decir, que tomaremos en las dos .el sig·no más ó en las dos el signo ménos. 
El problema: dada la cotangente de un arco, hallar las demás razones trig·ouométricas, se resuelve del mismo modo que el anterior! partiendo de la ecuacion [3]. 
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.D&.-Uelac-iont·s cuh•c fta!§ ••azoncs ~. a•igonontétrhml'!i 
«le t.·:u.•ios ;u.ec«os. 

PROBLEi\L\. 

24. 1Jados los senos y cosenos de dos a1·cos, hatla?' los senos 
y cosenos de la swmci ?1 dUa,rencict de diclws a1·cos. . 

PRIMERA soLUCTON. ( Fzg. 3). Sean 
dos arcos AB =a, BC = b positivos y 
menores que un cuadrante: la snn1a de 
ellos es el arco AC = a + b. Sea r el 
radio. 

Fw. a. 

OonoGemos 
BD 

sena=-. 
1' ' 

· CE 
sen b=-, 

?' 

OD 
<~OS a=- , 

.?' 

OE 
cos b= -- ' 

1' 
y vamos á hallar primeramente 

CF OF sen (rt+b)=-·- y cos(a+b)=--, 
'!' '!' 

en funcion ele las cuatro razones trigonométricas conocidas . . 
Despues determinaremos sen (e~ - ó) y cos (a - b). 

Tit·o desde el punto E un a perpentlicular EG y una parale
la EH al radio OA: segun esta construccion sera HF = EG, 
FG=HE. 

Ahora bien, 
• HF+CH EG+CH ) sen (a + b) = ·= ----

1' lj' 

cos (a+ b) = o'G-FG = OG-HE ~ 
'1' '1' ' 

[a]. 

Si hallamos los valores de EG, OG, CH y HE en funcion de los senos y cosenos de a y b, quedará resuelto el problema. 
Los triáng·ulos OEG y OBD son semejantes, luego 

EG BD ·oG OD 
oE=oB' ÜE- OB' 
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6 bien 
EG OG · 
-- = sen a, --·-

0 
= cos a; 

r cos b · · 1· cos 

de estas igualdades se declnc~ 
EG = 1' sen a e os b, OG :- ?' cos rt cos b. 

Tambien los triángulos CHE y OBD son semejantes [Geom. 
174], lueg·o 

CH OD · H~ BD . 
CE - OB' CE- OB ' 

CH 
6 bien --- = cos a, 

r sen b 
HE 

---
0 
= sen a. ; 

1' sen 
de estas igualdades se deduce 

CH = 1' cosa sén b, HE =r sen a sen b. 
Sustituyencl.o en las ecuaciones [tt) las líneas pot· sus Yalo

res, resu.lta . 

( + b) 
1' sen a cc'R b .+ 1' cos a sen b 

sen a = , 
1' 

( 
-+ b) 1' cos ct cos b -- 1' f'en a sen b; 

cos a = ; 
1' 

6 bien 
sen (a + b) =sen ct cos b +cosa sen b [8], 

cos (a+ b) =cos acos b- sen a sen b [9]. 

La suma AC de los arcos dados es en nuestra figura mayor 
OF 

que un cuadrante, y el coseno- lleYa, por tanto, signo me-
. 1' 

nos; si la suma a+ b fuese n1euor que un cuadrante, su toseno 
. . . . b' á OG-FG 1 sel'Ja posrttvo, pero w:ual tnm 1en · , por o que en 

~ 1' 

nada se alteraría la marcha del razonamiento ni 1ns fórmulas 
finales, como es fácil comprobar. 

Estas.f~rrnnlas se han hallado en el su1mesto ele ser,los arcos 
a y b posttJvos, y menor cada uno que un cuad t·ante. · DenJos
tremos, ahora, que son generales. 

Supougan,os que las fórmulas [8] y [9] sean cierta;; para do,.; 
arcos positivos de una mag-nitud cualquiera, y demostremv,; 
que seguirán siendo ciertas si uno de los arcos, por ejemplo e.l 
a, aumenta en 90 graclof'. 
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Tenemos [11 y 9) 
sen ' (90° +a)= cos (- ct) = cosa 
cos (90° +a)= sen(- a)=- sen a; 

luego sen (90° + a+ b) = cos· (a+ b), 
cos (90° + a+ b) =-sen (a+ b). 

Además hemos . supuesto que siendo a y b positivos y de una 
magnitud cualquiera, se verifica 

sen (a -1- b) =sen a cos b +cosa sen b, 
cos (a+ b) =cosa eos b- sen a sen b. 

Sustituyendo en estas f.'irmulas ~en •(a + b), cos (a + b) 
sen a y cosa poi' los valores hallados anteriormente, se tiene 
cos (90° +a+ b) = cos (90° +a) cos b- sen (90° +a) sen b, 
sen ' (90~ +a+ b) =sen (90° +a) cos b + cos (90" +a) sen b, 
donde vemos que las fórmuias [8] y [9] son ciertas cuando en 
lug·ar de un arco a se pone 90° + ct. ' 

Como se han hallado suponiendo que a y b son menores que 
un cuadrante, pocTremos decir aho:ra que son ciertas para un 
\'alar de a mayor que 90° y menor que 180° y uno de b menor 
que 90°; por consiguiente tambien serán ciertas cuando ct esté 
comprendido entre 180° y 270° siendo b menor que 90°, y así 
sucesivamente. Luego las fórmulas son ciertas para cualquier 
valor positivo de a v para los valores de b menores que 90°. 

Aplicando al arco b lo dicho respecto del a, deduciríamos 
que_l~s fórmulas [8] y [~] son ciertas para cuale;:.quiera valores 
pos1t1vos de a y b. 

Supongamos, ahora, que la's fórmulas sean ciertas para dos 
arcos cualesquiera, y demostremGs que tambien lo serán si uno 
de ellos, por ejemplo el b, disminuye en goo. 

Tenemos [9 y 11] 
sen (b - 90°) =- sen (90° - b) =- cos b, 
cos (b - 90°) = cos (90°- b) =sen b; 

lueg·o · · sen (a+ b - 90°) =- cos (a+ b), 
cos (ct + b:....... 90°) = sen (a+ b). 

Además hemos supuesto que siendo a y barcos caalesquiera, 
se verifica, 
· sen (a + b) = sen a cos b + cos ct sen b. 

cos (a+ b) =cosacos b -sen a se.p ~~ 
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Sustituyendo en estas fórmulas sen (a+ b), cos (a+ b' 
sen by cos b por los valores hallados anteriormente, será '' 
cos (a+ b- 90°) = ~sen a sen (b - 90°) + cos a cos (b - 90°) 
sen {a+ b- 90°) = cos a sen (b - \W) +sen a cCJs (b - !)0°), 
donde vemos que las fórmulas [8] y [9] son ciertas cuando se 
resta 90° ele 11no de los arcos. 

Como 1as fMmülas son ciertas para todo arco positivo a y 
para. otro b positivo y menor que un cuadrante, podemos decir 
ahora que son ciertas para un valor positivo c~alquiet·a de a y 
un valor negativo de b menor q_u_e 90°;por ~onstg-uiente tambien 
serán ciertas para u u arco poslttvo cualq mera a y un at·co ne
g-ativo comprendido entre - 90'' y- 180'', y así s ucesivamente. 
Lneg·o las fórmulas son cierta:> para todo valor positivo de a y 
para todo valor neg·ativo de~-

Aplicando al arco a lo dtcho l'especto del b, deduciríamos 
que las fórmulas [8] y [9] son ciertas pllra todo valor n<'g-ativo 
de a y b. 

Cambiando el sig-no de 1; en lns ecuaciones [8] y [9]. se tiene 
sen (a+ (- b)) = sen a cos (- b) +cosa sen(- b), 

cos (e~+ (- b)) =cosacos (- b)- sen a sen(- b), 

ó sen (a - b) = sen ct cos b- cosa film b [lOJ 
cos (a - b) = cosacos b +sen a sen b [11]. 

Estas fórruulas son tan g-enerales como las [8] y [9], porque 
se de1·ivan de ellas. 

FIG. ±. 
25. SEGUNDA. SOLUCION. Sean 

AOB, BOC ( Fig. 4) dos án
g-ulos y AOC la suma de ellos. 
Conveng-am os en representar los 
áng-ulos eu O por las dos letras 
de sus lados, poniendo primero 
la correspondiente al orig·en del 
áng-ulo; y admitamos, con res
pecto á los -sig-nos de los áng-ulos, 
los mismos convenios hechos para 
Jos sig-nos de los arcos [3]. 

Cortan <lo las tref: concurren
tes en O, OA, OB, OC por un :1 
transversal abe, tenemos 

q,e = ab +be , 
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de d'Onde 1 = ab + be [a]. 
ac ac 

Segun el corolari.o d~l número 92 [ Geornet?'ia 1 será t 
ab Ob SED AB ·. cb Ob : sen QB 
ac : oc=sen AC ' ca : oa= sen CA; 

si suponemos que ·la transversal abe es perpendicular á OB, tendremos 
Ob Ob ·-- = cos BC -- = cos ' BA Oc Oa ' ' 

ab cós BC sen AB cb luego ac = -s~n-AÜ
sustituyendo en [a], se halla 

ca · 
cos BAsen CB 

sen · CA 

1 = cos BC sen AB + cos BA sen BC , 
sen AC . sen AC 

de donde sen AC =sen AB cos BC + cos BAsen BC [b]. 
La ecuacion [b] es enteramente general, porque la igualdad 

ac = ab + -be, 
de que hemos partido para obtenúla,se verifica cualquiera que sea 1a posicion relativa de los puntos~~, b. c. teniendo en cuenta lns com·enio.s del número 87 de la Geometría 2 • 

Tambienes general la ex.p¡·esion, relativa á los ángulos, 
AC=AB+ BC, 

seg·nn los convenios del número 3, lnego si hacemos AB = ct, BC = b, será AC = a+ b, y la tórm ulá [b] se con vierte en ' 
sen (a + b) = se n a cos b +cosa sen b. 

Si afguno de los ángulos a y b 6 los . dos son negativos, y queremos poner el signo de manifiesto, tendremos presente el 

1 Segun el corolario citarlo en el texto,elsegundomiemllro de la prime•·a ig-unl <lad cl<Jbiem ser la •·azon de las distancias del orhren a d•l los segmentos u l,_s otra" rlos concurrentes; l'e•·o es claro que l<ll' lZOII de estas distancias es' igual á ht razon de los senos ele los dugnlos Ai3 y .-\C. po•·que divi<liclndo aquel'las por Oa, á fin rle convertirlas en senos ('7, "'''""'"V"cion), su ¡·azon LO se altera. Lo mismo decimos resrecto de lit RC ~¡" Uncla lg'UUlclar\. 
2 J::u l a demostmcion del texto los puutos a. b, e son las mtersecciones de IR transversal con las ree.tas 0.-\. OB, OC. Puede suceder que alg una de éstas t.engn que prolon g-arse en sentido contrario al suyo para que encuentro :1 la transversal; entonces resultara tamhicn la ecuacion (b ), si llien para los án;.!'ULO~ que forme dicha prulongaciou con las otras recta~; pero se Yé fiwi1mente, consideranrlo un caso cualquiera .. que cambiando tales ángulos po•· lo~ propnes tos, con :tnegloal teorema del número 13, la fórmula no se alt.era. . 
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teorema. del número 9-. SeR, por ejemplo, negnt.ivo el ángulo li; 
teniendo en cuenta que cos (- b) = cos -b, sen (- b) = 
- sen b; será · 

sen (a- b)--: sen a cos b - -cosa sen b. 
Considerando las tres concmTentes OA', GB y OC, la pri

mera de las cuales es pet·pendicular á OA, tendremos 
sen A'C =sen A'B cos BC + cos BA' sen BO, 

pero sen A'C=-senCA'=-co:>AC,senA'B=- senBA'=-cos AB, 
cos BA' - ·sen AB; luego 

-ces AC =- cos AB cos BC + sen AB sen BC 
6 cos AC .= cos AB cos BC- sen AB sen BC, 
que puede escribirse así 

· cos (a+ b) = cos rr cos b .-sen a sen b. 
Si b e::; negativo, como sen (- b) =- sen b, seeá 

cos .(a- b) =cos acos b +sen a sen b. t 

PROBLE:\I.L 

25. DuZ.Z.~ lcH tangente-~ de doY arcos , luztlar las tan_r¡entes de 
la suma y dije?'encia de dic /¿os a?·cos. 

Si los arcos sou a y b, tenemos 
sen (a+b) sen acos b +cosa sen b 

tg (a + b) cos (a+ b) = cos a cos b --sen a sen b · 
Dividiendo los dos términos de la segunda fraccion por 

cos a cos b, ~:erá 
~en a cos b + cos a sen b sen~+ sen b 
cos a cos b cos a cos b cos a cos b tg·(a+b)= cosacos b _ sen a sen b-

1
_ sen a sen b' 

cosacos~ a cosb cosa cos b 
6 tg· (a ~ tg· ~+ tgb 

1- tga tg· b · 

1 Esta nueva demostraciou es una prueba más rle lo muy fecundas que son las proposiciones de nuest • 11 t eoría de coucunentes cortadas por con currentes (Goom. p ág. 45). Es m á~ soucilla que la dada pe> :· el sabio ma temático francés M. Cbasles en >1 l númuro :!l:l dos u clásico ' 1',.aie'l ele. Gdomdel'ia g¡¿pe>·iclWO• !PariR, 1852), b- pesar d6 tene r el mi s mo pnnt.o d.a patt.irt.a, ~ue es-en amsas la. iguR-ldacl evicleJit.o 
t1r: :±! I'J·b 4- hr. 
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Cambiando en esta fórmul,L el sig·no de b, resulta 

. ( + ( l)) tg a +Jg ( - b ) 
tg a -- ' = l - tg a tg ( - b ) ' 

6 t . ( b) _ tg a - tg b 
g a- - 1 +tgcttgb 

Si suponemos a= 4.5°, se t·ii. tg· a= 1 [16], y las fÓl'mulas 
halladas se convierten en 

l + to· b ,, l - tg b tg (45° + o)= 1 _ t~· b, tg (45 .- b) = 1 + tg b . 

TEOREMA o 

27. Dado el seno, el coseno il l¡t ütn(jente de 1Ut tl1'Co, kaUcw 
el_seno, el cose)w .1J la tange'ftte det arco tl16plo. 

Si en las fórmulas que uan sen (a + b), cos (a+ b) y 
tg· (a+ b), suponemos b =a, teadremos · 

ó bien 

sen (a + a) = sen a cos a+ cos a sen rt , 

cos (a + a) =cosa cos a - sen rt sen a 

t ( + ) tg· a + tg· a ga a= ~, 1-tga tg-a 

se u 2.;t = 2 sen el co,; a, 

cos 2~"t = cos·?a - sen <Za, 

2 to· a 
tg 2ct = 5 

1- tg2a · 

1 Representando z,t por A. fJCl'á a= ij- A y e::~tfiH tr·es fói'LTtU!as 

se co·nvierten en: "' 

sen A= 2 sen.!.. A cos .!.. A¡ 
2 2 
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1 1 
cos A = e os 2- A - sen 2 - A 

2 2 ' 

t 2tg· 2 A 
tgA= 

1-tg·2 ..!. A 
2 

PROBLEMA. 

28. JJado el coseno de 1m arco, !talla?· el seno, el coseno y la 
tangente de su mitad. 

En el problema anterior hemos hallado 
t 1 A cos A = cos 2 2 A - sen 2 2 · ' 

además [2~] 1 = cos 2 i A + sen 2 ~ A. 

Sumando estas ecuaciones resulta 
t . 

1 + cos A = 2 cos 2 2 A, 
y restándolas se obtiene 

1 - cos A= 2 sen í! ~ A. 
2 

1 1 Despejando cos 2 A y sen 2 A, tendremos 

!_ A _ + , 1 1 + cos A _! A _ + , / 1 - cos A 
cos 2 --V 2 ' sen 2 -- V 2 . 

Dividiendo la segunda fórmula por la primera será 

. ~ -'- + , 1} - cos A 
tg 2 . A -- V 1 + cos A . 

Oe estos dobles sig·nos se tomarán los convenientes, segun 
el ·cuadrante en que termine el arco~ A. Si, por ejemplo, el ar
co A es positivo y menor que 180°, su mitad es menor que 90°, 
yias razones trig·onométricas de~ A llevarán el signo 'iltás: Si 

se halla comprendido entre 180° y 360°, ~ A estará entre 90° y 
180°, luego el seno deberá llevar signo más, pero el coseno y la 
tangente·llevarán signo ménos. 
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EscoLIO. Puede halla rse la tangente de la mitad d~ un arco en funci on del seno y coseno del arco en te ro, pot· m edw de un a fót•mula muy ::;encilla . 
Tene mos, en efecto, 

t _..!_ A + . 1 l - cos A = + ,; (!__- -e os A) ( l -f- e os A) = g 2 V 1 +cosA (1 + cosA) (1 +cos A) 
. 1 l- cos2 A _ + . 1 sen !'! A_ _ + sen A + V (1 +cosA)<:!-- V (1 + cos A)2 -- - 1 +cosA . 

PROBLEMA. 

29. JJctdo el seno de un. twco, lvr,llrr,r el seM y coseno de szt mitad. 
Tenemos [27] -

1 1 sen A =2 sen 2 A cos 2 /-._, 

además 1 = ~os 2 ~ A + sen 2 ~ A. 
Sumando estas ecuaciones resulta 

- ( 1 . 1 )2 1 + sen A = cos 2 A + sen 2 A ; 
y restando de la Begunda la. primera , se obtiene 

1 - sen A = ( cos ~ A - sen i A t . 
Extrayendo la raiz cuadrada será 

1 J 1 cos ~ A + sen ~ A = + \ 1 + sen A 
1 A 1 , 1 _ cos ~ - sen 2 A = + v l - sen A ; 

de estas fórmulas se deduce [Al_q. 4, 2.0
] 

1 i , _ l ' 1 cos 2 A = + 2 V 1 + sen A + T v 1 - sen A 

sen+ A=-+ ~ \ / 1-f- se n A+~ V l- f>e n A. , 
Seg·nn estas fórmul as , sen -~A y e os -i- A tien en cuatro va~ores; pero si conocemos el c~ a-drnnte en~ que termina el arco A, el seno y el coseno de -i- A tendran un solo v·alor. 
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Si, por ~jemplo, el arco A es po:>itivo y menor que un cuR-
1 - l 1 drante, será 2 A < 45°, luego sen A, sen li- A y cos 2 A son 

• • ·1 A> J ,\ d, ' pos1t1vos, y como cos :¿ ~"'1. sen -2- •"'1. eoeran tomarse en am -
bas f6rmul.as los sig-nos su pe riores. Si A es mayor que un cua
drante y menor que dos, _.;. A será mayor que 45° y n,1en or qne 
90°, lueg-o sen A, sen ..;, A y cos _:_ A son positivos, y como 

- 2 

sen ~ A > cos ; A, deberá tomarse el signo superior en el 
primer radical de cada fórmula y el inferi0r en e1 seg·undo 
ratlical. 

lil.-T2•asiou•mna~ioftl de ~ic-..•áas c.xqn.•(•sa oucs en olts•ns 

cahmia ~'h:s ~w1.• Bog·aa•.hmos. 

f'ROBLtr.l\'IA. 

30. Gont•et·ti1' en ¡J?·oductos la S1f,?JW y la dije1·enair:l de dos 
senos ó de dos cosenos. 

Tenernos las fórmulas 
sen (a+ b) =sen a cos b + cos ct sen b 
sen (a- b) =sen a eos b - cosa sen b 
cos (a+ b) =cosa cos b- sen a sen b 
cos (a- b) = cos a cos b +sen a sen b. 

Sumando y restando la _primera y segunda, y despuei la 
tercera y cuarta, resulta 

sen (a+ b) +sen (a- b) _= 2 sen a cos b 
sen (a+ b) - sen (a - b) = 2 cos a sen b 
cos (k+ b) + cos (a -- b) = 2 cosacos b 
cos (a+ b) -c-·cos (a- b) = -2 sen. a sen b. 

Representando la suma a + b por A y la diferencia a - b 
B á A+B b A.-B 1 'l' por , ser a= -· -

2
-- , = -;¿- , y as cuatro u tunas fór-

mulas se convierten-en las siguientes: 
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1 l sen A+ sen B = 2 sen 2 (A+ B) cos 2 (A - B) 
sen A -sen B = 2 cos ~ (A+ B) sen i (A - B) 

1 1 cosA+ cos B = 2 cos 2 (A+ B) cos -f (A - B) 
1 1 cosA- c_os B =- 2 sen 2 (A+ B) sen 2 (A- B) 

[12] 

[13Y 

[14] 

[15]. 
Por medio de estas fórmulas se calcula fácilmente el logaritmo de la suma y el de la diferencia de dos senos ó de dos co-. senos, lo que sin ellas saria bastante trabajoso, porque g·eneralmente no se conocen las razones trigonométricas de los arcos, sino los logaritmos de las mismas .. 
Si tuviéramos la suma ó diferencia de un seno y un coseno, por ejemplo sen A+cosB,sustituiríamos cos B por sen (90°-B), y podria aplicarse ya la fórmula 12. ' Es fácil hacer calculable por logaritmos la .suma ó diferencia. de dos tangentes. Tenemos, en efecto, 

t . a + t b = ~ + sen b = sen a cos b ± cos a sen b g g ·COSa COS b COSaCOS b -
sen (a± b) 
COS a COfil b • 

31. Vamos á trasformar la expresion x = rt + b en otra. calculable fácilmente por log·aritmos, suponiendo que a y b son números absolutos, y que a> b en el caso a;= a- b. 
1 o. La expresion a; = a + b 

se trasforma en ( 
b \ 

x=a 1+c¡)i 
. b 

cualquiera que sea el valor de-, existen infinitos arcos cuya . a 

tang·ente comun es V-~ [20, escolio]:_llamemos q> á uno de ellos, 
es decir, supong·amos 

' 1 b = tg q> ó !!..._ = tg 2q> , V a a 
y será a;= a (1 + tg 2q>) =a : 

1 +ltg2q> ; 
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de la fórmula [ 7] número 23 se deduce 
l " ---·-- = cos ~e¡> ' 

l + tg· 2cp 

lue g·o 
a x=--. cos 2q> 

2. u La expresion 

se trasforma el'l. 

<!J =a-b . b 
X ={t (1- a); 

- b v / Ú - . fi. ~nendo -< l. y por tanto - < l. existen m mtos ur~r, a · a · 

cuyo seno comun es \/ ~ [18, escoh o]: llamemos 'i' á uno dt 

ellos, esto es, 

1 
/ ~ = sen Cf ó !!_ = sen 2'1' V a a 

y será o;= a ( l -sen 2 cp) =a cos 2 cp -
Las dos expresiones obtenidas contienen un arcf.l auxiliar e, 

que se calcula de an tem :1no po1· rne r1io de la ccuacion !!_ =tQ-~r.?. . a •• . 

en el primer caso, y en el seg- undo por medio de ~ = seu 2 'r · 
Se emplean en este cálculo las tnblns de logaritmos, cn;ye nso 
estudiaremos luég o, las qu e da n el men or de los iufinitos n-l
lores de <JJ . 

32 Pr~opong·ámonos hacer calculable por log·aritmos la ex
presion 

x = m sen a + n cos a. 
Podríamos seguir el método g·eneral expuesto en el número 

anterior, pero es preferible e¡ :;ig-uiente: . 

Tenemos x =m sen rr. + -- cos a ( 
n . ) 
n¿ 

hagamos 
n -=to·m. 
rn ° T • 

y será (JJ =m (sen rt + tg 9 cos a ) 
m m 

·ó x =--(sen a cos '!)+ sen <!1 cosa) =-- sen (a+ e¡). cose¡> . . cos 'P 
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33. Di~idiendo cad¡¡. una de las fórmulas [12], [13], [14] y [15] 
por cada una de las siguientes, resulta 

sen A+ sen B = to· __!_(A+ B) cot _!_ (A- B) 
sen A - sen B 0 2 . 2 

sen A+ sen B tg * (A+ B) 6 
senA-senB ~g ~ (A-B) 

sen A + sen B _ 1 
cosA+ cos B- tg 2 (A+ B) 

sen A+ sen B = _ cot_!_ (A_ B) 
cosA-cos B 2 
sen A-sen B 1 
cosA+ CO;S B tg 2 (A- B) 
sen A-sen B l ' 
cosA-cos. B -cot 2 (A+ B) 

cosA+ cos B =- cot_!_ (A+ B) cot __!_ (A- B). 
cos A - cos B 2 2 
La primera de estaB fórmulas es muy importante; traduci

da al lenguaje vulgar dice: 
La suma de los senos de dos a1·cos pa1·tida po1· szt diferencia, 

es igual á la tangente de la semisztma de diclws arcos partida por 
la trmgente de la semirlife?'rmcia de los mismos. 



CAPÍTULO TERCERO. 

T!ULi\.8 TRIGONOAIÉ1'RICAS. 

1.:-Constt•nccion tle las ~:~t.JJias ta.•igonouaét:t•!cas. 

~4. Llamamos tablas trig·onométricas á la reunion de todos 
los arcos comprendidos entre O y 90°, que crecen de minuto ~n 
minuto, de diez en diez seg·undos 6 de segundo en segundo, y 
de los valores numéricos de sus correspondientes razones tri
g·onométricas. 

Propongámonos exponer un procedimiento elemental por el 
que podrían calcularse las razones trigonométricas ele lo~ arcos 
qne crecen de minuto en minuto. 

A este fin demostraremos dos proposiciones. 

TEOREMA. (Fig. 5). 
35. Todo a1·co positivo y menO?· qlte Wt r.u.ad?·ante, desc?·ito 

con 1tn radio iguctl a la 1midad lineal, es ?na,?JO?' q1te s~t seno y 
·menor que su tan.r¡ente. 

, Sea el arco AM =a. Su seno es MP y su 
FIG. 5. tangente A'l' [8]. El arco 4-M es mayor que 

T su cuerda, y ésta, como obhcua á OA, es . ma
yor que el seno MP, luego con mayor razon 
berá · 

a> sen a. 

1 
El área del sector OAM es menor que la 

' del triángulo OAT, esto es, 
\ 

o P A OA OA a1·c. AM x 2 <AT x 2 , 

dividien?o los miembros de esta desigualdad por 
0
2
A , resulta 

a< tg· a. 

TEOREMA. 

36. Lct diferencia ent1·e -1tn cwco me1w1· q1te 1tn.cuadrante, des
C?'i to con ~tn radio igual ri ta unidad lineal, y su seno, es 1nenor 
q~te la cua1·ta pa1·te del C1tbo del arco. 

24 
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Acabamos de ver que 
) 

1 1 1 sen 2 a 
-a<tg -a ·6 -a<-_:_-
2 2 ' 2 cos ~a 

multiplicando ambos miembros de la segunda desigualdad por 
1 · · ·1 I 2 cos2 
2 a, y recordando que 2 sen 2 a cos 2 a= sen a, resulta 

/ a c0s2 ~a < ·st;n a, 6 a ( 1- se_n2 ~a)< sen a-, 
1 . 1 

de donde a ·- sen a < ·a sen 2 
2 a. · 

Si sen ~ a se sustituye por una cantidad mayor~ a,la an
terior desigual4_ad subsistirá, pues se habrá aumentado el se
gundo miembro, luego 

. as 
a- sen a<¡. 

37. ·calculemos ahora el seuo del arco 1' , esto es, el seno 
del arco menor de las tablas. 

Siendo r = 1, la longitud de la semicircunferencia, 6 sea 
<_!el arco de H~0°, es 7t, l ueg·o . · 

a1·c. 180° = 3, 141 592 653 589 •... 
de donde 

are. 1' = 180~ 60 
=o, 000 290 888 208 .... <' o, 000 3 •. 

Pero la diferencia entre el arco de 1' y su ;;eno es menor que 

! (O, 000 3)3< O, 000 000 000 007, 

luego, si tomi mos par~ seno de 1' la longitud del arco, se co
meterá un error por exceso menor que 7 unidades del duodé
cimo órden decimaL, y como la cifra de este órden en el valor 

' del arco es un 8, las once primeras cifras seran exactas. Tene
mos, pues, 

sen 1' =O, 000 290 888 20 ... 
El coseno de 1' se halla por la fórmula 

cos 1' = \1 1- sen2 1'. 
Para hallar el seno y el coseno de 2', emplearemos las fór

mulas del númem 27, que aplicadas á este caso dan 
sen 2' = 2 sen 1' cos 1' 

cos 2' = cos2 l' - sen2 1'. 
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_ Ha~iendo a = ·2', b·= 1', las fórmulas [8.1 y (9) del núme-ró 24' dlirl .. sen 3' = sen 2' cos 1' + cos 2' sen 1' 
cos 3' · cos 2' cos 1' - sen 2' sen 1'. 

Haciendo a= 3', b = 1', las mismas fórmulas dan el seno y el coseno de 4', y así suce::Jivamente. · Pueden hallarse lo.s senos y cosenos por un método basta:Qte ml}s breve que el anterior. Tenemos las fórmulas l30] 
sen (a+ b) +sen (a- b) . 2 sen a cos b 
cos (a+ b) + cos (a---. b) = 2 cos a cos b; 

despejando sen (a+ b) y cos (a+ b), y haciendo b = 1' =será 
sen (a+ 1') = 2 sen a cos 1'- sen (a-l') 
cos (a+ l'} = 2 cosacos l'- cos (a- 1'). 

Haciendo en estas fórmulas sucesivamente a= 1', = 2, · = 3' .... ,. se obtendrá 
sen 2' = 2 sen 1' cos 1' 
cos 2' = 2 cos2 l' - 1 
sen 3' = 2 sen 2' cos 1'- sen 1' 
cos 3' = 2 cos 2' cos 1'- cos l' 

Una vez calculados 1os senos y cosenos, se determinan las tangentes y cotan,gentes por las fórmulas 

t .~ a = sen a cos a v cota=--- . 0 cosa' sen a 
Debemos advertir que solo se calculan las razones trigonométricas de los arcos comprendidos entre O y 45°, porque las razones de un arco mayor que 45u grados y menor que 90° son iguales á ot1·as razones del arco complementario, que están ya calculadas·; y las de arcos mayores que un cuadrante son 1gnales en valor absoluto á las de otro arco menor qne 90°. Disponiendo en columnas verticales los arcos desde O hasta 90°, y á la derecha en otras columnas el seno, tangente, coseno y cotangente de cada uno de·eJlos, se tienen unas tablas trigonométricas natu1·ales, llamadas así-porque dan directamente las razones trigonométricas de los arcos. En la práctica se usan otras tablas que, en lug·ar de las razones trig·onométricas, col'l.tienen los logaritmos ordinarios ele las mismas .. Estas tablas, llamadas a?·t~jiciales, son las que hemos de emplear en la resoltJ.cion de triángulos. 
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EscoLIO. El método que hemos expuesto solo sirve para de· 
mostrar la posibilidad de construir unas tablas trigonomé
tricas: en las Matemáticas superiores se estudian otros muchos 
más breves. 

~1.-Dis¡JOsicion y uso de Das tal•D.•as trig·onontéta•icas. 
38. Las tablas trigonométricas de Vazquez Queipo contie

nen lo~ log·aritmos, con seis cifras decimales·, de los senos, tan· 
gentes, cosenos y cotangentes de todos los arcos del primer 
cuadrante compuestos de grados y minutos. · 

Si el arco es menor que 45° los g-rados. se leen en la parte 
superior de cada plana, y los minutos e>I las columnas verti
cales, señalada_s arriba y abajo con él sig·uo 1

, qne hay á la iz
quierda ue cada llana: la llanrL izquierda contiene, en órden 
uescendente, los rúinutos desde O hasta 30,. y la derecha conti
núa :[lasta 60. Si el arco es mayor que 45, los grados ae leen en 
la parte inferior de cada plana, los minutos en las columnas 
vet·ticales, señaladas con el sig·no 1

, que se encuentran á la de
recha· de cada llana: la llana derecha contiene, en 6rden ascen
dente, los minutos desde O hasta. 30, y la izquierda continúa 
hasta 60. 

Los log-aritmos de las razones ti•igonométricas se encuentran 
en las cuatro columnas encabezadas con las palabras Seno, 
Tangt.; Cotangt., Coseno., frente al número de minutos del 
arco dado. Se observara, sin dutla, que los nombres puestos al 
pié de estas columnas son diferentes de los puestos á la cabeza, 
correspondiendo al seno 6 tangente leido arriba, el coseno 6 
cotang·ente, y al contrario; y que dos arcós, cuyos minutos 
estén en la misma línea horizontal y los grados á la cabeza y 
pié de la misma llana, valen juntos 90°. Esto consiste en que 
siendo el seno y tangente de un arco iguales al coseno y co
tangente de su complemento, una misma columna, la primera, 
por ejemplo, sirve para hallar ellog·aritmo seno de un arco me
nor que 45° g-rados y á la vez ellog·aritmo coseno del arco com· 
plementario. 

Hay además otras columnas, 111 , y unas tablitas al_ márgen, 
de cuyo uso nos ocuparemos oportunamente. 

PROBLEMA. 

39. JJado un án.qulo, /¿atza?· el logaritmo de su seno, tangen
te, coseno ó cotangente. 
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Comprendida la disposicion de las tablas, es facil encontrar· 
en ellas el logaritmo de una razoo trigonotncltri~.:a cuando el 
arco solo cont1ene gTarios y minutos. 

Así log sen 26° 17' =l, M6218 l 

log tg -57° 39' =o, 198325. 
· Debemos advertir que los logaritmos de los senos y cosenos 

tienen cat·acterístíca negativa, porque estas razones son meno
res que la unidad, por consiguiente sus loga ritmos tienen que 
ser menores que cero; los logaritmos de las tangentes so n po
sitivos si el arco e_s mayor que 45°, y negativos si es menor, 
pues tg 45°= l , y los de las cotangen tes son negativos en el 
primer caso y positivos en el segundo. . 

40. Supougamos, ahora, que el ángulo dado tenga seg·un
dos, y distingamos dos casos: l.~ que el áDg·ulo esté comprendi
do entre 4° y 86°, ámbos inclusive; 2. 0 que. el ángulo sea menor 
que 4° ó mayor qne 86". • 

PRLMER CASO • .Et ányztlo dado está comprendúlo ·ent?'e 4° y 86°, ámbos inclusive. 
Propongámonos hallar e1logaritmo serro de 35° 43' 28". 
Prescindamos, por el momento, de los segundos, y ten

dremos 
log· sen 35° 43' 1, 766247. 

Sí el arco aumenta, su seno aumenta tambien , y lo mismo 
su logaritmo s~no; necesitamos, pues, averiguar qué aumento 
experimentará el logaritmo seno de 35° 43' cuando er arco au
mente en2811 • Para esto se adinite que las dtfe?·encias ent?·e los lor¡a1·itmos de las 1·a~ones t'l·~qononuJt?·icas son JJ?'oporcionales á las dije?·encias ent1·e stts ct1·cos, de suerte que siendo 

log sen 35° 44' = l, 766423 
, log· sen 35° 43' l, 766247 

176 
hay entre los logaritmos una difet·encia de 176 unidades del 
último órden, correspondiente á l' de diferencia entre los arcos; 
ahora bien, si á l' 6 60'' corresponde la diferencia 176, ¿,qué di
ferencia corresponde1·á á 28"'? Segun el principio enunciado será 

6o 176 d el d · 176 x 28 89 28 -x ' e on e x = 60 = ~, 

t La característica Tno está escrita, pero se supone !!epeticla la dellog-aritmoijn· ~erior más inmediato que la tenga. 
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luego 

log· sen 35° 43' 2811 = 1, 766247 +O, 0000 82 = T, 766329. 
Este es el método rnas generalmeute seguido: para facilitar-

1~, los constructores colocan las difel'encias al Jau o de los loga:ntmos; pero en las t_ablas que nosott·os empleamos se encuentra en columnas, señaladas l", la parte p1·oporcionat que debe añadir;;e allogar.itmo de los grados y minutos po1· cada ::;egundo que teng·a el arco 1, de modo que multiplicando la parte propot·<.:i oual por el númer') ¡le segundos, queda resuelta la cuestion. Así tendremos 
log- sen 35° 43' = T, 79624'7 

Parte proporcional 2, 93 X 28 = 82 

log· sen 35° 43' 2811 = T, 766329 
Determinemos el logaritmo cotang·ente de 48° 12' 2511 • 

Log cot_48° 12' = T, 951388 
4, 24 X 25 = 106 

l0g· cot 48° 12' 25" :-l, 951282 
· Hemos restado 106, porque aümentando el arco disminuye la cotang·ente. ~~. 

Seg·un ac11bamos ele vet·, pm•a kallrt?' et 't(/g,z¡·itmo de cgalqztierct de las razones t?·igonométricas de 1tn (l?'CO que tiene se
/J~tndos, se halla en tas tabtczs el lo_r¡a?·itmo de los ,r;?·ados :ti min1t· tos, se mztltipticrt ht p,~1·tc JJ1'0JJO?'cianal cor1·espondiente 7JO?' el número de se.r;undo .~. y el p?·odltcto se añxde al to_qm·itmo lu.tLlado si se _t?·ata de ztn seno ó tan,r;ente, y .se ?'es ta si se t1·ata de un cosH?W o cotangente. 

41. El pt·oducto de la parte proporcional por el número de seg·undos se hallara con más rapidez usando unas tablitas a u-_xiliares, colocadas al márg·en en la última edicion, que contienen los productos de las partes proporcionales por los número'l 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40 y 50. En cuanto a los productos por l, 2, 3, 4 y 5 se obtienen separando de los productos por 10, 20, 30, 40 y 50 una cifra ele la derecha. · 
t La parte ¡n·oporcional correspondiente á las tang-entes y cotangentes es comun Se comprende que así debo suceder, porque siendo tg- acota= 1, tg b cot b =1, será t"' a cot b · t; ó = cot a, do donde. 

log tg a - l og tg- b = log· cot b - l og· cot a, 
lo qua dem-uestra que la difeTenr,iaentrelos log·arit¡:nos tangente.s ele dos ¡;;~:pf!~ · iJi'\ igual á la diferencia entre los logaritmos cotangentes. · · 
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Vamos á determimu·. usando estas tablitas, ellogaritrno 
tangente de 68° 34' 45". · 

log- tg- 68° :34' = 0,40 ~08G 
Pa.rte propon;. (.i, 20 X 40 = 2-!8 

Id. 6, 20 X 5 = :~1 
log tg 68° 34' 45" = 0,40636~ 

42. SEGU~DO CASO. Et ár¿gnto dttdo e .~ menor que 4'' ó ?nt(l/01' 
q1te 86°. · 

Vamos á hallar el Jog· se n de ;¿o 15' :28". 
Redúzcase e.:;te arco ú seg·nudo;;; l, y dará 8128"; búsqnese en 

las tablas de los núm eros ellog-aütmo tle 8128, que es 3,909984; 
súmese este logaritmo con el 6, 685i63 cnyas tr.'s últimas ci
fras se encuentran enfrente de 2° 15' en una eolumnita &ituada 
á la derecha de lo;:; seno.~ .. v las cuatt·o primeras en la cabeza de 
dicha columnit:1: la sumn 2, 5!)5-1-!7 es el log-aritmo seno del 
arco dad o. 2 

Ellog-a t·i tmo tangeute se halla de igual manera, solo que se 
usa la colurnnita .s ituada. á la izquierda de Jns tang·entes a, en 
lugar de la situ'fída ú ía derecha de loe: senos. 

Para h alla.l' €1 !0g'a1·it;n ., coseno, obsérvese que en los tres 
primeros g·ra.lo;; la mayot· dife rencia entre dns Jog·aritmo::; co
senos consecutivos es 9 unidades del último órden, de modo 
que la disminn cion cort'esponf:l iente á los seg-uuclos del arco 
puede calcnlnr:;c meutal:neut'e, re~.:orJanclo elr>rincipio de pro
-porcionalidad ennncindo (' !l el número 40 . . -\::;j, yara hallar el 
logaritnw cosctio de 3" '2Y 1'51' tomaremo::; el de 3". 20', que es 

1 Esta reduce ion se lum1 con gmn 1 api<lez empleanrlo las tablas XX y XXI. <¡u~ 
contienen los múlti¡Jlos de ti y los de 3ti . La se:;rancta sirve pHa ¡·educir ¡rrados a 
segundos, añad iendo dos ca,·os al producto el " los gTados por 3~, lo que equivale a 
multiplicar por 3600: y la primemJ·edllce los minutos a segundos, añadiendo un ce-
ro alproA.llcto de l•,sminutos por ti. . 

2 Se funda este métoclo en que los senos de arcos menvres que 40 pueden consi
derarse, Sin error· S91JSibl~, proporcionales á lOS miSffi<JS arcos; USl 

sen 20 15' 2í!" 20 15' 28" ::; 128 
sen 2° 1:-),- =-:¿o 13' = ~ tOO ; 

da donde log sen 2" 13' ;JW' =;olog8l28 ." (log sen 2" 15' +comp. log 8100); 
donde vemos que para hal lar e!log sen del arco cht.io hoy q nc sumar el logaritmó de 
los 8l2811que tiene el ar co con la cantidncl encerrada en el paréntesis, la que ha sido 
calculadaporel autor de las tttblas rara cada "reo compuesto ele grados y minutos, 
menor que 4°. Pu :d .J V..) , ·~t:! e 'e!; t i\·~1 :;¡ c.= ute quu 

log son 2:: 1 ;· + C3111Jl. lo~· 8100 ·= G,(58.3Hi3. 
3 Cuando Lastre; cifras cl~c;La columnitavan seguidas cie. un asterisco •, seto

mará 6, 686 en lugar clel6, 685 que encabeza la columna. 
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f. 999265, observaremos que la diferencia entre este log·aritmo 
y el siguiente es 8 unidades, que corresponden á una aiferencia 
de 60" en los arcos, .lueg·o á los 1511 del ar~o propue,sto correl:i
ponderán 2 unidades del últim_o órden, por tanto el logaritmo 
pedido serál, 999263. . 

Los demás casos que pneden ocurrit· se reducen fácilmente á 
uno de los antel'ior.!s; pnesto que el seno, coseno 6 cotang-ente 
de un arco mayot; que 86" es ig-uat respectivamente al' coseno, 
::;eno 6 tang-ente de su complemento. que será menor . que 
4. 0 Además siendo tg· a cot ~ = 1 será log- tg a+ log cota= O, 
donde vemos que el lo·gal"tmo t:otangeHte de un arco es el 
complemento del log·aritmo tangenter por tanto para ha
llar el logaritmo t:otangente de un nrco menor que 4° se 
hallará el logaritmo ta.ng·ente del mismo arco, y se toma
rá ·el complemento de esteclogaritmo. Por último, para hallar 
el logaritmo tangente de un arco mayor que 86° se l1allara el 
logaritmo tangente de su arco complementario, y se tomara el 
complemento de dicho logaritmo. 

Estas reglas, tan faciles de ol viclar, sera u casi innecesarias si 
se tiene muy presente que elloga?·_ítmo de cualquie?'a ?'azon tri
gonomet?·ica de ~~n a?·co es i.~~taZ allo.r;a?·itmo de la ?'azon contra
?'Ía del a1·co complementa?·io, y qne el lo,qaritnw tangente de un 
a1·co y ef loga?·itmo cotangente det ?nismo son números comple
tnentanos. 

EJEMPLOS. 

1.0 Log· sen 86° 20' 15'1 • Hallando -ellog cos del comvlemen-
to ¡;e obtiene T, 999112. -

·- 2.0 Lag- cos ~8" 40'24", 8. Hallan.do ellog- sen del comple-
mento se obtiene 2.364528. 

:3. 0 Log cot 2° 52' 59", 3. El log-aritmo tangente de este arco 
e::; 2, 702105. Tom::tndo sucomplemento resulta l, 297895. 

4.u Log- tg .86° 36' 38'1, 8. El log- tg· del complemento es 
2, 772482; tomando el complemento de este log·aritmo resulta 
l, 227518. 

PROBLEMA. 

43. Dado el logaritmo de ~tn seno, tangente, coseno ó cotcm
gente, ltatla?' e_t angula á que CO?'?'eSponde. 

Si ellog·aritmo dado está . contenido en las tablas, es fácil 
encontrarle, teniendo presente gue cuando se recorren las co-
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lumnas et1cabezaclas con las palabras seno 6 tangente desde el 
vrincipio hácia el fin de las tablas, los logaritmos de dichas 
razones van aumentando, y que este aumento continúa si se 
retrocede hácia el principio de las tablas, vero leyendo las pa
la b r·ns seno y ta u gente ITO ya en la cabeza, sinó ni pié de cada 
columna. Por el con1rario, los cosenos y cotangentes disminu
yen cuando se leen estas palabras en ln pHrte <'U]Jerior de las 
columnas y se avanza llácia el fin ele la tabla, y siguen dismi
uuyendo si ~e retrocede leyentlo dichas palabras en la parte 
iuferior. · 

Una vez hallauo el logaritmo, si el nombre de la razon 
trigonométrica está á la cabeza ele hi culumna, los grados del 
arco se leerán en la parte snperior rle 1n plnna y los minntos 
en la primera columna de !a izqttiercla, enfrente uellogaritmo; 
pero si el nombre de la n:zon está al pi6 de la columna, los 
gTados se leerán en la parte inferior y los minutos en la última 
coluuma de la derec:h<J. 

Se::~, por ejemplo, Iog- sen A =T. 924328. 
Recorrida::; las columnas descendentes de los senos, el ma-

yor logaritmo que se encuentra 1, 849485, correspondiente á 
45°, es menor que el dado. por consig·uiente debernos recorrer 
las ascendentes, leyendo seno al pié. De este modo se encuen
tra ellog·aritrno dado, que corresponde a 57° 9'. 

Sea log tg A = O, 394683. 
Siendo el logaritmo positivo, el arco será mayor que 45", 

luego deberemos empezar por las columnas ascendentes que 
tienen al pié la palabra tangente. At:í se halla A=. 68° 3'. 

44. Supongamos ahora que el logaritmo dado no esté con-
1enido exactamente en las-tablas, sino entre dos consecutivos, 
y distingamos dos casos: 1.0 que el logaritmo dado corresponda 
,\,una de las cuatro primeras planas; 2. 0 que corresponda á una 
de las siguientes. 

PmMER CASO. El lo.r¡m·iNno dado CU1'1'esponde . a ?tna de tas 
wat1·o JJ?'Íme?·as pütnas. 

·Sea log sen A = 2, 756423. 
Búsque<>e el logaritmo seno menor que más se aproxime al 

dado, que es 2, 755747; como se halla contenido en una de las 
cuatro primeras planas, tómese el logaritmo 6, 685340 que }e 
corresponde en la columnita anxiliar de los senos, y résteEe del 
logaritmo dado; considerando la cliferencia 4, 071083 como un 
logat·itmo, búsquese el número correspondiente: este número,, 
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que es 11778, 3, expresa los segnnd·os del arco A. Reducido á 
complejo de gTados, minutos y seg·undos 1, resulta A = 3" 
16' 18", 3. 

De igual manera se procedería si se nos diera el log·aritmo 
de una tang·ente, pero entonces emplearíamos la columnita 
auxiliar situada á la izquierda de estas razones. 

Si tenemos ellog·aritmo coseno de un ángulo menor que 4°, 
buscaremos en las· tablas un logaritmo coseno mayo1· que el da
do y el más próximo posible, anotando los gTados y minutos á 
que corresponda. Los segundos se hallarán fácilmente recor
dando el principio de proporvionalidad llel número 40, y debe
rán añadirse a los gTados y- m in u tos, porque habiendo tomado un 
log·aritmo coseno mayor que el dado, el ·arco correspondiente 
es menor que el pedido. 

Sea, por ejemplo, log· cos A= l, 999422. 
El inmediato mayor es T, 999424 y corresponde a 2° 57'; los 

logaritmos consecutivos qne comprenden al dado presentan 
una diferencia de 6 unidades del último órden, correspondiente 
á 60'', por tanto á 2 unidades correspond¡m 20''. Será, pues, 
A= 'Z0 57' 2011

• • 1 

Si. el arco dado por su log·aritmo seno. coseno 6 cotangente 
es mayor que 86~, el problema se reducirá á uno de los anterio
res operando sobre la razon trigonométrica contraria á la dada, 
que corresponderá á un arco menor que 4", y tomando despues 
el complemento del arco que se haya obtenido. 

Si el arco menor que 4° está dado por su logaritmo cotan
gente, se tomará el complemento de este log·aritmo y se ope
rará como si s·e tratase de nn logaritmo tang·ente. Por último , 
cuando el arco sea mayor que 86° y esté dado por su logaritmo 
tangente, se operará sobre el complemento de este log·aritmo y 
se tomará el complemento del arco obtenido. 

EJEMPLOS. 

1.0 Log· sen A = T, 999112. Pertenece á un arco mayor que 
86°, por tanto opero como si fuera logaritmo coseno, y hallo 
3° 39, 45"; luego A= 86" 20' 15". 

1 Para hacer .esta reduccion s e emplean las tablas XX y XXI del modo siguiente: 
sepárense dos c1fms e u te ras ele la cle,·echn, y quedará H7; búsquese en los múltiplos 
de 36 el u umero menot· más próximo á 117, que 's 108, conespondiente á ;;o; h állese 
la diferenc;a 9 entre los lú8 y 117 y colóquese a su derecha la primera cifra separada 
asi se forma el número9'i; búsquese en Jos múltiplos do 6 el número menor mas Jll'Ó· 
ximo á 97, que es 91i, correspondiente á 16'; hállese la diferencia 1 entre 96 y 97, y 
colocando á su derecha las demás cif¡•as separadas nsultan los 18, 3 segundos. 
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2- 0 Log cos A . ~-:;364528. ~l arco es mayor que 86°, pqr 
tanto opei·o c0rno s1 fuera togarltmo seno, y hallo l 0 19' 3511, 2; 
lueg·o A = 88° 40' 24", 8. 

3. 0 Log cotA= l, 297895, Aquí es A< 4°; tomo el com-
plemento 2, 702105 de este logaritmo, que pertenece á log tg A; 
luego A= '2° 52' 59", 3. 

4. 0 Log· tg· A= l, 2:27518. Siendo A> 86" opero sohre el 
complemento 2. 772482 com0 si éste fuese un logaritmo tan
gente, y hallo 3° 23'.21", 2; lueg·o A= 86° 36' 3811 , 8. 

45. SEGUNDO cA.so. El loqantmo dado caef~te?·a de las 'cuat'l'o 
p?'i??te?'as planas. · 

Sea log sen A= T, 638049. 
Buscaremos en las tablas el 1og·aritmo seno menor más 

pr6ximo al dado, que es l, 637935 correspondiente á 25° 45'; 
para haliar los segm1dos dividiremas la diferencia 114: entre 
dichos logaritmos por la parte propm'cional 4. 37 que cor
responde al hallado en las tablas, y tendremos 26"; luego 
A = 25° 45' 26". 

De igual ma_nf)ra pt·oce_deriamos si se nos diese un logaritmo 
tangente. 

Se-a log cos = A T, 777842. 
_Buscaremos en las tabl~ el logaritmo coseno mayo1• más 

próximo al claclo , que es l, 777950 correspondiente á 53° 9'; 
para hallar· los r:segundos dividiremos la diferencia 108 entre 
dichos logaritmos por la l)arte proporcional 2, 81 que cor
responde al hallado en las tablas, y tendremos 38", 4; luego 
A= 53° 9' 38", 4. . . 

De igual manera procederíamos si se nos diese un logarit-
mo cotangente. . 

Luego para kalla1· el a1·co á que pertenece el loga'l'itmo de 
una 1·az1Jn tr·igonomét?·ica no contenido en las tablas, se busca en 
éstas et logar·itmo imnediato menor·, si se tr·ata de un seno ó tan
gente, y el inmediato mayor·, si se tr·ata de un coseno ó cotanr¡ente, ' 
JI se anotan _los !J?'ados Y, minutos del ar·co c01·r·espondiente: la 
difer·encia entr·e el logan,tmo katlado en las tablas y el (lado se 
divide por· la pcwte pr·oporcional del pr·imer·o, y el cociente ex
J.Wesará los seg1tndos det ar·co pedido. 

46. El cociente de dividir la d"iferencia entre el logaritnw 
· tabular y el dado por la parte proporcional, puede obtenerse 

emplean(io las tablitas marginales. 
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En nuestro prímer ejemplo, despues de anotar los 25° 45', se busca al márgen de la misüia plana la parte proporcional4. 3'16 la más próxima, que es 4, 34, y se recorre la columna de sus múltiplos hasta hallar la difereneia 114 6 el número menor que más se le aproxime, q1:1e es 81 y corresponde á 20"; como sobran 27 unidades se busca este número 6 el más próximo, que eH 26 y corresponde a 6"; de suerte que el areo ti ene 26". En el segundo ejemplo, bu scaremos al márgen la part_e proporcional 2, 81 y recorreremos la col u m na hasta hallar la diferencia 108 6 el número menor más próximo, que es 84 y corresponde á 3011 : como sobran 24 unidades volveremos á buscar este número 6 el más próximo, y hallaremos 22 que corresponde á 8"; sobran 2 unidades y como á 1'' co1~responden 2, 8 se infiere que el arco no tiene más segundos, sino una fraccion de seg·undo: para hallarla añadimos un cero al 2, bu&camos el número 20 y encontramos que corresponde á 7", m&s como habíamos multiplicado por 10; tomaremos 0", '1; de modo que el arco tiene 38", '1, que se diferencia del resultado obtenido directamente en 011
, 3. 

47. ÜBSERVACION. En la práctica, el logaritmo tang·ente determina el arco co11 más exactitutl que ellog·aritmo seno, porque creciendo el prirüero más rápidamente que el segundo, un peq neño error del logaritmo tang·ente infiuyeJ al c],eterminar el arco, ménos que otro error ig·ual del logaritmo seno. En las tablas ele Vazquez Queipo puede ver~e, prescindieBdo de las cuatro primeras planas, que á l " de diferencia en los ar·cos correSJ)Oncle una diferencia mínima de 4,21 unidades del sexto órden decimal en los log·aritmos tangentes, y de 0,15 unidades del mismo órclen en los log<Hitmos senos . Segun e~to , fácil es ·Calcular, por una simple proporcion, que á un error de una unidad de sexto órden decimal en el logaritmo corresponde otro error máximo en el arco de 0", 24, si es log·aritmo tangente, y de 611
, 66, si es logaritmo seno . Como el logaritmo de una razon trigonométrica desconocida viene, al resolver triángulos rectilíneos, en funcion de dos, tres y áun de cuatro log·aritmos de cantidades conocidas, seg·un veremos muy pronto, y cada nno de éstos es aproximado en media unidad del sexto órden decimal, aquellos errores máximos no lleg·arán nunca, empleando la tangente, á 0", 48, ménos de medio segundo, mientms que, empleando el seno , el limite del error se eleva á 13",32. 



LIBRO SEGUNDO. 
RESOLUCION DE TRIÁNGULOS. 

CAPITULO PRIMERO. 
TllOilEMt\S RELATIVOS Á LA filiSOLUClON DE TRIÁNGULOS. 

1.-T.t•.i¡aug·ulo§ ••cctáng·ulos. 
48. En adelante representaremos los ángulos de un triá.ngulo cualquiera por las letras mayúsculas de los vértices, y los lados por las letras de los áng·ulos opuestos, pero empleando las minúsculas. Así, los lados BO, AO y AB del triang·ulo ABO (Fig. 6) se expresarán respectivamente por a, by c. 1 

TEOREMA. (Fig. 6). 
49. En todo triánc¡ulo 1'ectáng111lo, tm cateto cualqttie1·a es igual á la Mpotenusa mnltiplicada p01· el seno del ángulo opuesto al cateto ó po1· eZ cosen~ det ángt~io a,qudo adyacente. 

Imagmando el arco correspondiente al 
ángulo B del triáng·ulo ABO, descrito con 
un radio BO, CA será la ordmtada y BA 
la abscisa del extremo O del arco, lueg·o 
[7, observ.] 

FIG. 6. 
e 

A'--~'-,~-B 

de donde 

CA BA 
BO = sen B, BO = cos B, 

b 
-=sen B, a 

e - = cos B, 
(t 

b= a sen B, e= a eos B, 
igualdades que dflmuestran el teorema. 

1 La letra que seg·un esto debe representar á un lado es la qtte no entra en la expresioJl usual del mismo. 
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TEoREMA.. ( Fz'g. 6) 

50. En todo trián{Julo ?'ectán_qt~lo, un cateto c~~alquie?'a es 
iqual al ot1·o cateto multiplicado po1· ta tan,c;ente del ángulo 
opuesto al primero ó pO?' la cotangernte del án,r;ulo agudo adyacente. 

Siendo CA la ordenada y BA la abscisa del punto O te-
nemos 

CA 
BÁ. = tg B, 

BA 
CA= cotB, 

6 sea 
b - = tg·B, e . 

e b = cotB, 

de donde b =e tg· B, e= o cofi B. 

11.-T.ll"iángulos oJJilcuáng·ulos. 

'' 
TEoREMA. (Fig. 7.) 

51.. En todo triángu,lo, lós lados son p?'ópo?·donales a los se-
nos de lOs áng~~los opuesto·s. . · . "" 

· Sea el trí~ng·ulo ABO. Bajo 
FIG. 7. desde el vértice O una perpendi-

e e 

8 

de donde 

cular CD al lado opuesto. Si los 
ángulos A y B son agudos ( Fig. 
l) la perpendicular OD caerá e:n 
el lado AB, y los rectangulos 
BCD y AOD darán [49] 

OD = a sen B, OD = b sen A, 

B luego · a sen B = b sen A, 

a b 
sen A = sen B 

Si uno de los ángulos A y Bes obtuso (.Fiq. 2) la perpen
dicular OD caerá en la prolongacíon de AB, y"será 

OD =a sen B,· OD = b sen CAD; 

pero sen CAD = sen OAB = sen A, 

porque los ángulos CAD y OAB son suplementarios, luego 

OD =a sen B, OD = b sen A, 
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de donde se deduce como antes 
a 

sen A ~en B · 

Bajando uua perpendicular desde A al lado BO, obtendria
mos del mismo mo-do 

b e 
sen B = sen O ; 

luego 
a b c . 

~en A = sen B = sen O · 

TEOREMA. 

52. En todo t1·iángulo, la suma de dos lados p_a'l'tida po'l' su 
. dife'l'encia es i.r;ual á la tan,r;e~tte de la semisuma de los ángulos 
. opuestos á diclws lados pa?·tida po?· la tangente de la semidife

'l'encia de los mismós ángulos. 
Acaban;¡os de ver que · 

de donde 

a b 
sen·A =sen B 1 

a + b sen A + se}l B 
a - bJ= sen A - sen B ; 

en el número 33 hemos visto que 

luego . 

sen A+ sen B _ tg~ (A+ B) 

senA- senB- tg·~ (A:_B)' 

1 a+ b- tg2 (A+ B) 

a- b- tg:~ (A-B)' 

conforme al enunciado del teorema . 

• 
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TEOREMA. (Fig. 7). 

En todo t?·iánguto, el cu,adrado de ~m lado cztalq~6iera es ~r¡t6al 
rt la sz¿ma de los cu,ad1·ados de los Ot1'0S dos lados, menos el (i!16plo 
deZ prod·ucto de éstos po1• el coseno del ánguto comprendido. 

Distinguiremos dos caso~. . 
L 0 Si el ángulo A es agudo 

Fra. 7. ( Pig. l. a), ten~mos [ Geom. 187) 

a2=b2 + c2 - 2cx AD; 
e e 

, en el triángulo rectángulo ADC, 

/ 

1 : '~z se ve1'ifica A-D = b cos A, luego 

-· __ :: \~~-- - - - , -._~~- haci;:~S~b~¿a+1 sá~:titL1~~cAo~:se~b·t· 
__ _ . , 2. 1 e · ngu o eil o uso 

A o s o . A · B (Fig. 2), .tenemos [ Geom. 188] 

_ a2=b2+c2+2cxAD; 
el triángulq rt!ctáng-_ulo ADO nos da AD = b cosCAD; y corno 
los á_ngulosCAD y OAB 6 A son suplementarios, es 

--·· cosCAD=- cos A, luego AD =- b cosA; 
sustituyendo en la primera ecuacion AD por este valor será 

a? = b2_ + c2 - 2bc cos A. 
54. 13 misma demostracion podría aplicarse á los lados b y 

e. Tend1·emos, pues, 
a2 = b2 + c2 - 2bc cos A 
b2 = a2 + c2 - 2rtc cos B 
c2 = a2 + b2- 2ab ros C. 

. Estas tres ecu11ciones pueden servir para la resolucion de 
triáng·ulo¡:; rectilíneos en los diferentes casos que ocurran; por
qu~ conteniendo las seis partes de un triángulo, si conocemos 
tres de ellas dispondremos, para hallar las otras tres, de un 
sistema de tantas ecuaciones como ineógnitas, qne en general 
es determinado. -

• 



• 
60. TERCER CAso. JJados los dos catetos b y e, !talla?' la 

ltipotemtsa a y los án.(J'Jtlos agudos By O . 
Podríamos hallar la hipotenusa a en funcion de los catetos 

by e, ~irviéndot~os del teorema de Pitágoras [57, 2."] que nos 

dá la ecuacion a . ¡/ b2 + c21 per~ los cálculos son .algo pe
sados; á fin de ev1tar este mconvemente hallamos pnmero los 

ángulos a-y e, y una vez conocido¡:: calcularemos la hipote

nusa en funcion de uno de ellos. 
Para hallar el ángulo B (enemas [57, 4. "] 

. b 
b = e tg B, de donde tg B = - , e 

• 

y por logaritmos log tg H = log· b - log c. 

ÜG110cido el áng·ulo B, se tiene . O = 90" - B. 

Podría tambien hallarse O directamente por medio de la 

ecuacion 

y 

e = ·b tg· e, de donde 

log tg· e = log e - "tog b, 

. Para hallar la hipotenusa a telílemos ahora 
b 

b = a sen B, de donde a= --B- , 
.. sen · 

y log a= log· b -log sen B. 

61. CuARTO cAso. JJadtt la hipotenusa a y un cateto b, !talla?· 
el otro cateto e y los ángulos agudos By O. 

Del teorema de Pitág·oras [57, 2!] se deduee 

c2 = a2-:- b2, 

de donde 

y 

La fórmula 
b 

b = a sen B dá sen B = -: , a 
de donde log sen B = log· b - log a. 

Por último O = 90° - b. 

62. Hé aquí los elementos de un triángulo rectángulo, y 
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lo!! lognrítmos necesarios para resolver los cuatro casos . El 
alumno puede tratarlos sucesivamente tomando dos de los va
lores que siguen para daton, y comparando los resultados que 
obteng·& con los valores de los otros elementos .. 

a= 78;¿9, b = ~108,27, e= 4897, 18 

A= 90°, B = 51° 16'47",2, O= 3 o 43'1211 ,8 

log a= 3, 893706, log o= 3, 785918, log· e = 3, 68994.6 

log· (a+ b) = 4, 144177, - log (a- b) = 3, 235712 

log ¡¡en B = f, 892212, log sen e = 1,'" 796240 

log cos B = f, 796240, log cos e = 1, 892212 

log· tg B = O, 09.5972, log tg. e = T, . 90402.8. 

11.-Triáugulos oblieuá:ngulos ó geum•ales. 

~3. La resolucion de triángulos oblicuángulos presenta 
c~atro casos, á saber: 

Resolver un triáng·ulo conociendo 
1,0 Un lado y dos ángulos. 
~.0 Dos lados y el ángulo comprendido. 
3,0 

. Los tres lados. 
4.0 

' Dos lados y el ángulo opuesto á uno de ellos ~ 
. 64. Las proposiciones de que podemos servirnos para resol

ver estos cuatr0 problemas son las siguientes: 
l. • La suma de los tres án,r¡ulos de un triángulo es igual á 

~os á?~tJulos ?'ectos [ Geom. 165]. 
· 2.• Lo~ lados de un triángulo son prop01·cionale.v á los senos 
de los ángulos opuestos [51]. 

3. • La suma de dos lados de un triáng~tto. partida por su 
diferencia es i,qual á la tangente de la semisuma de los ánf!Ulos 
opuestos a dickos lados parti·da po?' ,la tanuente de la sem'td~fe-
rencia de los mismos ángulos [52]. ' 

4. • El cuadrado de un lado de un triángulo es igual á liZ 
suma de los cuadrados de los ot?·os dos ménos el duplo del pro
ducto de ésto.s por el coseno del ángulo comprendido [53]. 
, 65. PRIMER CASO. .Dado un lado a y los ángttlos B y e, ka-
zta?' los lados by e y el ángulo A. · 

·De la relacionA+ B +e= 180°, se deduce 

A = 180°- (B + e). 
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Conocido ya el ángulo A, para hallar el lado b. ~enemos 
(64, 2. 8 ] 

a sen A b = a sen B , 
- de donde b - sen B ' sen A 

y log b = log a+ log sen B + c.10 log· sen A. 
a sen A a sen e 

Igualmente - = --e , e= A , e sen sen 
log e= log a+ log· sen e + c.10 log sen A. 

66. SEGUNDO CASO. .IJados dos lados a y b y et ángulo com
p?·endido e, hallar el tercer lado e y los ári!J..ulos A y B. 

Sabemos que la suma A+ B = 180°- 0: si calculamos la 
diferencia A- B, se deducirán fácilmente los valores de A y B. 

Tenemos, suponiendo a> b, [64, 3. "J 
a+ b tg· ~ (A+ B) -

a- b = tg ~ (A- B) ' 

1 
(a- b) tg· { (A+ B) 

de d~nde tg 2 (A- B) = . a+ b _ __ _ 
' 1 . ' ·! ' 

.Y - log tg 2 (A- B) = log (a - b). + log tg 2 -(-{\. + B) 
· + c.10 log (a+ b). . __ 

Si, hechas las operaciones, haUamos para _{ (A · - B) un 
número de gTados n, tendremos 

~ -~ =n° _A +~=90°-.Q.. 
2 2 ' 2 2 2' 

sumando y restando estas ecuaciones resulta 
' ) 

A = 90° + no ~ , B -. 90°- no - C 
~- ..... ~ 2 

El lado e se deduce de la igualdad 
a sen A a· sen e 
e· = sen e ' · que dá e = sen A 

y log e = log· a + log· sen e + c. to log sen A. 

Esta fórmula ob'l.iga a tomar tres logaritmos nuevos: Va
:¡uos á hallar otra que solo exig·e dos. 
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Trazo la bisectriz CO del án
gulo C (.Fifi. 8), y tomo CE =CA: 
la bisectriz CD es verpendicular á 
la base AE del triángulo isósce
les ACE; además [ Geám. 167, es-
colio] · 

áng. FAD =}(A- B). 

Ahm·a bien [ Geom. 180 J 

de .donde a + b b 
e = AL>' 

t 
cos 2 (A- B) cos FAD 

t =-- t 
sen ""i e sen 2 e 

1 cos 2 (A- B) 
luego --= e 

de donde 

t 
sen2 e 

· • 1 1 · B log e= log (a +b) + log sen 2 C + c.1• log cos "iF (A - ); 

de estos tres logaritmos solamente dos son nuevos, pues el de 
• t . . a+ b se ha obte~1do ya al calcular-¡ (A- B). 

67. TBRCBR C.\.SO. JJados tos tres lados a, b, e, ltallar los 
tr1s ángulos A, B, C. · 

Para hallar el ángulo A tenemos [64J 4. 0 ] 

ai = b2 + c2....:... 2bc cosA, 
b2 + -·,,... a2 

de donde cos A . ~~.;~ [a]. , . . 

_ Vamos ah,ot•a á deduCir de esta tu.uit.J.La otra meJot• dtspues -
ta para el cálculo logaritmico. . 

Restando de la umdad los dos miembros de la ecuacion [a], 
tendremos· -

1 _ cos A = 2bc - b'l. - c2 + a2 = a2 - (b- c)11 • 

2bc · 2bc ' 
observando que el numerador de la últimll fmccion es la dife-


