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RANDE osadia y ndé pequefia presuncién ha de

~parecer en mi el publicar un libro sobre la Teorfa
de Formas, cuando acerca de esta importante y trascen-
dental materia han visto yd la publica luz, con gran
éxito y general estimacién, obras tan interesantes y
aun podemos decir magistrales, como las Lecciones de
Algebra superior de G. Salmon ; la Zeoria de Formas
binarias de Francisco Fad de Bruno; la de Formas algé-
bricas binarias y las Lecciones de Geometria de Alfredo
Clebsch; la Zeoria de Formas en general y principal-
mente. de las binarias de Rafael Rubini, traducida y
publicada en castellano esta ultima por el distinguido
catedrdtico de la Universidad de Sevilla D. Emilio
Mérquez Villarroel; y tantas otras no menos preciadas,
en las que sus autores han dado 4 conocer al par que
un profundo talento matemdtico, galanura de ingenio

C

_y brillantes dotes de exposicién.

Pero como né existe 4 juicio nuestro una Teorfa
verdaderamente elemental de las Formas, en la que se
hallen expuestas con sencillez y brevedad los princi-
pios fundamentales de tan bellisima rama del Analisis
moderno; considerando por otra parte la dificultad que
presenta el estudio de las obras anteriormente citadas 4
los que carecen de las primeras nociones dé esta parte
del Algebra, y la né menor con que luchan los alum-
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nos de la Facultad de Ciencias y los de las Carreras
especiales, no teniendo un texto elemental que poder
consultar, en el que se hallen siné todas, parte al menos .
de las explicaciones de sus Profesores; nos han parecido
razones estas mds que suficientes para decidirnos 4 re-
dactar y publicar unos ZElementos, cuyo principal objeto
_es por lo tanto, que sirvan de preparacion al estudio de
la referida Teorfa, y facilitar la inteligencia de todas las
obras y memorias que sobre la misma publican los mds
ilustres analistas y geémetras contempordneos.
Desprovisto nuestro modestisimo trabajo de todo
género de pretensiones, y limitado asf su campo 4 ser-
vir de introduccién al estudio de las obras que tratan
la Zveoria de Formas con mayor extensiéon y profundi-
dad, claro es que no deben en él buscarse proposicio-
nes nuevas ni trascendentales investigaciones, en abso-
luto vedadas 4 nuestro pobre ingenio; siné una exposicion
elementalisima de las teorfas de sustituciones lineales,
invariantes, covariantes y formas canénicas, precedidas
de unas nociones sobre los discriminantes, Jacobiano
y Hessiano, que creemos indispensables para el cono-
cimiento de esas teorfas.
' Si nuestros Elementos pudieran servir de alguna
utilidad 4 los que se dedican 4 este género de estudios,
nos creerfamos suficientemente recompensados del tra-
bajo que nos han proporcionado y del tiempo dedicado
4 su publicacion. Si por el contrario, 4 causa de nuestras
débiles aptitudes, no lograran el fin que nos hemos pro-
puesto, concédasenos benévola indulgencia, en gracia
del vehementisimo deseo que nos anima de que se ge-
neralicen los conocimientos matemdticos en nuestra na-
cién mucho mds de lo que lo estdn en la actualidad.

=



ADVERTENCIA

Las citas que se hacen de tratados de Algebra, se
refieren 4 las obras que 4 continuacién se expresan y se
indican abreviadamente por los. signos comprendxdos
entre paréntesis.

Salinas (I) y Benites (M.)—Algebra— 12 y 2. parte. Ma-
drid, 1885 y 1888.—2 vol. 8.°—(S. B.—1.° 6 2.°—n.° ).

Briot (Ch.)— Lecciones de Algebra elemental y superior.—
Traducidas, ampliadas y completadas con numerosas
notas y extensos apéndices por C. Sebastidn y B.
Portuondo.—Madrid, 1880.—1 vol. 8.°—(B.— 1.2 6
2.2 parte.—n.° ).

Rubini (R.)— Tratado de Algebra.—Traducido por D. Emilio
Marquez Villarroel— 1.2 y 2.2 parte. —Sev1lla 1882.
—2 vol. 8.°—(R.—1.2.6 2.°—n.2 ).

Laurent (H.)—Traité d’'Algebre.—4.2 ed. ——-Parls, 1887.—3
vol. 8.°—(L,—1.°, 2° ¢ 3.°).
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CAPITULO PRIMERO.
PRELIMINARES.

1.—Formas: definicion.—Se dd el nombre de forma
algébrica & toda funcién algébrica, homogénea, racional y en-
tera de dos 6 mds variables. Por ejemplo, son formas las ex-
presiones siguientes

az? + bxy 4 ¢y?, azd + baJ -+ ep?,
0% bp* Ly fFeg™ 292 L —+ loy"=t + sy

Nota.—La palabra forma corresponde 4 la voz inglesa
quantic, con la cual el matemdtico inglés contempordneo Arturo
Cayley designaba las funciones homogéneas en general.

2.—Clasificacion de las formas.—Las formas a lgébri- -
cas se clasifican 6'por el nimero de variables que encierran,

. 0 teniendo en cuenta su grado. Se denominan 4umarias, ter-

narias, cuaternarias, étc., las formas que tienen dos, tres, cua-
tro, etc., variables respectivamente; y se denominan cuadrd-
licas, citbicas, bicnadydticas,y en general, del grado_n, las
funciones de segundo, tercero, cuarto,y en general, del n° grado -
Por ejemplo

a$2+bl‘y+(‘y2 es una forma binaria cuadrdtica.
aa:a—{—bmyz—l-c;rya-l—dyf‘—{—ezs es una forma ternaria ciibica.
01}"+b.1}"_1y+. e .+/l‘y'L_1—f—Sy" es una forma binaria del grado #°.
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3. Notaciones y simbolos. — Una forma bmana del
grado n tiene, en general, la forma 51gulente

a, a"Fa, o ytay 2P L, 2yt eyt (1)

en la cudl se puede observar que los términos que la compo-
nen son iguales 4 los de la potencia n del binomio @ +- ¥ (a),

: “\n v
)=+l
n e i
o Tt e ot
abstraccién hecha de los coeficientes. Se ha convenido, y apre-
ciaremos mas adelante las ventajas de este convenio, en asignar

4 cada uno de los coeficientes literales @, @y, Gy, .... @y, de la
forma, el correspondiente coeficiente numérico del binomio 1,

[';] : [g] [727_1]] , 1; y escribir la forma binaria an-

terior del modo siguiente:
sl g
71 n— n
+ .+ [n—l] R R S 0

En el caso de que 4 los coeficientes de la forma se les afecte
de los numéricos del binémio, segtn acabamos de decir, se
representa la férmula simbélicamente, siguiendo la notacién
propuesta por Cayley, del modo siguiente :

(anv @y, Uy, .. 342 s 0") (J),?/)"',

y cuando la forma se considera sin los coeficientes numéricos

(a). — Siguiendo la notacién propuesta por el notable matemdtico suizo
3 7 , )
T.eonardo Euler, representamos por el signo [P ] (1éase 7 sobre p) el nimero

de combinaciones de la clase # que pueden formarse con 2 objetos, es deeir,

[ 7 ‘l 2 (n—1)....(.—p+1).
que = :
B RN el
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del binomio, como la (1), se cruzan los paréntesis, 6 se cruzan
y agrega al primero una flecha, de la. manera gue expresan
los simbolos siguicnteé' : ]

n
(ao, aa a0 a,,}i Z, y) :

/ i ; 3 (i n
(ao, g te g x, y) ;

propuestos también por el ya citado matemdtico (a) .
Del mismo modo, la forma ternaria del grado % se reptre:
sentard con los simbolos

((10, Ay e Mg, (7") ([51 Y, 5)71 3

O @y @y Gy a p\ Tl B )8

segun que los coeficientes literales @, , @y, Og; <+ Un_gs Gn; estén
6 né afectados de los coeficientes numéricos de la potencia
(2 =y -+ 5)". Esta notacion puede generalizarse 4 una forma
de cualquier grado y de un mimero cualquiera de variables.
Ademis de la anterior se suele emplear por algunos au-
tores, especiaimente alemanes, otra notacién que es también
muy ventajosa. En ella se designan todas las variables con una
misma letra afectada de los indices 1, 2, 3, etc. de manera,
por ejemplo, que &, Xy, T3\ Ty, designan cuatro variables dife-
rentes; los coeficientes algcbricos de los diversos términos de una
forma se indican también con una sola letra, 4 la que se afecta
de todos los indices de las diversas variables que entran €nt
aquel término, repitiendo cada indice tantas veces cuantas
unidades tenga el exponente de la variable 4 que corresponde,
con tal que se entienda que una potencia z7 debe escribirse

n

bajo la forma de un producto &, . Tn . Tu +viuies, compuesto

. s PO T S
(a).—Cayley propuso primero los signos ) ¥y ( ), y posteriormente

empled los ( )( ) y (ﬁ ), que son los que se emplean con preferencia,
: P A X
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de m factores simples. Con arreglo 4 esta notacién una forma
binaria ctibica se escribird del modo siguiente

Q111 B4 Ty B1+0445 a’b @y Bg—=0199 By Bo Dg~-Qgg0 T Ty Lo

una forma ternaria cuadrada se escribird;

Uy By By~ Qop Ly @y
~+ 055 23 T3+ 20,5 @) B+ 20, 7, w4+ 2045 25 s,

0 también

A1y Ty By =gy Ty Ty~ gy Ty T~y By To—+044 Ly Zg
0y Ty By Uos Ty Ty~ By Ty Ay BT,

y en este caso se entiende que @yo = a1, G235 = az0 , y en ge-
neral, a,. = a,, .
De una manera general, y empleando el signo sumatorio X,

una forma cuadrdtica,-de n variables puede representarse por el
simbolo

=

E(lh,‘, Tn 5

en el que cada uno de los indices /, ¢ puede tomar todos los
valores 1, 2, 3, .... n, teniéndose ademds de una manera gene-
ral que a,, — a,,.

Andlogamente, una cibica de n variables se puede repre-
sentar con el simbolo

Ealu‘k Zy Ty Xy

en el cual los indices 4, 7, k, pueden tomar todos los valores
1, 2, 3, .... n, teniéndose ademds que; a,, — ==
—..... Esta misma notacion puede aplicarse 4 una forma de
cualquier grado y de un ntimero cualquiera de variables,

Por tltimo, observaremos que, segtn Aronhold, Clebsch y
algunos otros autores, una forma cualqmcxa puede represen-

e i ————————
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tarse sombolicamente por la potencia de una forma lineal de
tantas variables como tenga la forma dada, y cuyo exponente

sea igual al grado de la forma primitiva. Asila forma binaria
del grado n

n = 7 i
a, z," -+ [1] a2 1w, + [2] a2t a?
n n—1 n 3 '
n—q |B—1 %1 %"+ %y (3)
puede representarse por el simbolo
n
( %A Ty - oy Ty )

Desarrollada, como sigue, la potencia indicada

n
: n
s i o)
(“1 @99 ‘”2) =" o+ [ 1 ] " d @ " Xt
‘n n-2 . 9, n—2 2 n o o "_1d7 n—1+ n n
2 U.l (7.2 $1 (272 +..--+ n...j X 1 %o 1$2 (7.2 wg

y comparando el resultado con la forma (3) se vé que los coe-
ficientes numéricos y las potencias de las variables son los mis-
mos en el desarrollo que en la forma propuesta, y obtendremos

ésta por completo estableciendo las siguientes igualdades con-
dicionales

t‘l.l = ao
OB e
n—2 Q e
Gy Ay o Gari (4)
et i

Todavia se simplifica mds esta notacién representando
por «,, 6 simplemente por o, el binomio o; @, 4+ oy 25,
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en cuyo caso la forma (3) se representa por uno de los sim-

bolos a®, 6 a, . i
Del mismo modo, una forma ternaria del grado n, con los
coeficientes numéricos del binomio, 6 mejor dicho del trinomio

en este caso, se representard por el simbolo
7
(”-1 Ty 95 Ty % $3)

6 mds sencillamente por o', 6 «,; pudiéndose generalizar esta
notacién 4 las formas de cualquier mimero de variables.

De las notaciones anteriormente expuestas adoptaremos
la primera por parecernos la mds clara y sencilla, y por ser
ademads la que se emplea con mas frecuencia.

L —Descomposicion factorial de una forma.—Entre
las multiples cuestiones que el Algebra se propone y resuelve
de ordinario, es tdl vez la mds importante la siguiente: Dado un
polinomio algébrico, racional y entero de una variable, con coeft-

7

cientes reales 6 imaginarios, hallay los valores de la variable
que sustituidos en dicho polinomio le reducen @ cero. Segun yd
sabemos (a), el nimero de estos valores de la variable es igual
al grado de la ecuacion: si suponemos ademds que el polino-

mio es
a, 2"+-a, 8" -a, 2" ... A0y ©+8,=0 (8) .
y representamos Sus raices por oy, Og, Uz, «.e. o, sabemos tam-

bién que este polinomio puede descomponerse del siguiente
modo:

a, "+ a, o1 g, e 2+t 240,
— (x—al) (:27———0(2) siGive (Q’}—-—U.,,); (6)

(a).—(S. B.—2.°—n.° 305.).—(R.—2.2—n.% 394.).—(B.—2.* parte.—
n.° 188.) .—(L.—3.9—P4g. 6).

———
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"debiendo recordar ademds que en esta ecuacion se verifican las
igualdades que siguen;

2oy = -
aO
a
2
Yo, o, e
; o
j _ v
‘ Dot By — :
i :
; (7)
L g
247.1 il = _—1)" 2 il
aO
n an

27.1 ’12‘. 35 ’1,,,_17-11 — (—1)
()

Propongdmonos ahora verificar ‘una resolucién y descom-
posicién andloga en las formas binarias, pues como mds ade-
lante tendremos ocasién de apreciar, en muchas cuestiones
de la TEORfA DE LAS FORMAS, ‘cuyos principios fundamenta-

. les nos proponemos exponer, hemos de emplear dichas for-
mas descompuestas factorialmente. Sea, en general, la forma
binaria

a, 2"+a, ¥t y+a, i T R e S zy"Ha,y" (8)
y supongamos que se quieren hallar los sistemas de valores

de # é y que la anulan, 6 en otros términos, que se quierc
resolver la ecuacién ‘

a, 2"+ a, 7"ty
Fag ety e G YT @Y =0 (9)

ecuacién que por contener dos incognitas es indeterminada.
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Haciendo # =ty en la ecuacién anterior y dividiendo por y?,
se tiene la ecuacién determinada

a, {'+a, t"14gq, t"“"—{-.....—i—akl t+a,—o (10)

que se sabe resolver, y cuyas raices se pueden designar por «,
%9y %35 ... o%,. Pero como g — ly, si se sustituyen en lugar de ¢
sus n valores, obtendremos el sistema de n eguaciones lineales
que sigue:

w:aly,w:a2y,$:a5y,.....a?:u.,,y. (11)

Ahora bien, cada sistema de wvalores (21, y1) que verifi-
que 4 una cualquiera de estas ecuaciones, 4 la primera por
ejemplo, digo que setd un sistema que verificard 4 la forma (8);
en efecto si en la forma (8) hacemos Z—x; €y =y, se ob-
tiene

=y
4" +a, 2" Y1
P R UGy @1 Y "0, y,",

PEro como g = g, sustituyendo este valor en la expresion
anterior y sacando Y1 “ por factor se tiene

(a, 4"+ ap 0" g a2 + o ta)

Y €omo en este producto, el factor comprendido entre parén-
tesis es nulo, porque o, es raiz de la ecuacién (10), el sistema
(#1, y;) anula Ia forma (8) como querfamos demostrar. De aqui
se deduce ademds, que la resolucién de la ecuacion indeter-
minada (9) del grado n, queda reducida 4 la de Ia ecuacion
determinada (10), que también es del grado n, y 4 la de las
ecuaciones lineales indeterminadas (11); diciéndose por esta
causa que la ecuacién (9) es equivalente al sistema de las
€cuaciones (10) y (11)




DE LA TEORIA DE LAS FORMAS, 11
Ademds, considerando 4 la ecuacién (9) como de una
" sola incégnita 2, como efectivamente lo es cuando se asigna 4 y
un valor particular, las raices de aquella ecuacién Song e
WY, & =0dyY, .... =0, 9, y por lo tanto, segtn la descom-
posicion factorial antes citada, tendremos

ao xn_}_al wn——l y+a2 .97"_2 y2+““.+an_1$yn\1 + a, yn
=0, (r—2 y) (2—059)....(2—a, y);  (12)

y de este modo el polinomio (8) se halla descompuesto en tantos
factores lineales como unidades tiene su grado, ademds del
coeficiente de su primer término. g

Por todo esto se vé, que la ecuacién (9) considerada res-
pecto d las dos variables, admite en general infinitas soluciones,
que son las que se deducen de las ecuaciones (11); pero si
aquella ecuacién se considera con respecto 4 la razén de dichas
variables, y suponemos la de z 4 y, entonces la ecuacién se
convierte en

' xn i7/.1»—1 50"_2 2

bo o T+ g1 . O g T 0y v “+a,—o (13)

que no admite mas de n valores, que son los anteriormente

obtenidos para la ecuacién (10) y que y4d hemos designado
Oor oy, %y, O, ....a,; de consiguiente, si representamos

P 1 2 3 () 2 P

por (2, 9;) uno cualquiera de los sistemas que satisfacen 4

la primera de las ecuaciones (11), por (23, y5) uno de los que

satisfacen 4 la segunda, y asi sucesivamente, tendremos

T 2, Z .
b G e e D S R R
Y1 Ya Ys Yn

¥

y estas serdn las raices de la ecuacién (13) en la cual la incog-
nita es % Ahora bien, segin sabemos por el Algebra, se
tendra:
( z TN T Z e z PINL
Qo ~——-—) (————)(———— — )_0
Y Y1 Y Yo ‘ Y Yn— Y Yn

2
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6 también
mﬂ CU"_]' wn-—2 2

o — + 0y ——7 Qo ——5 - eriit= Qg —
o yn—r 1 yn—l + 2 yn—2+ { + n 1y +an

El primer miembro de esta expresién multiplicado por y*
reproduce la forma propuesta (8), luego el segundo debe tam-
bién reproducirla al multiplicar por el mismo factor, mas si efec-
tuamos esta multiplicacién se obtiene,

a, 2"+ a0, 27ty a0 e Tl R, ol ) oyt + a, "

aB
Y1 Yo Yz--+- Yn

expresion en la que ya tenemos la forma descompuesta facto-
tialmente. Para reducirla 4 otra forma mds sencilla, haciendo

(ys—yo)) @y —y2s) o @y s (15)

que desaparezca el factor ; podenips dividir los dos

Qo
Y1Ya Yz ---Yn
miembros de la (18) por el coeficiente ao, verificar las opera-
ciones indicadas en el segundo miembro, y aplicando las f6r -

mulas (7) se obtienen las siguientes expresiones :

@ __ 2% YsYs - Yo
et bl
a, Y1 Y2Ys ++- Y
Goilils 20y By Y oo Yn
by b
Qo Y1 YaYzeieoYn
a0 (— 1yt R s N s
a, YiYa Y o+ Yo
G (1) DBy Ty B ;

do il lz e Yn
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de las cuales se deduce fdcilmente

o= Y1 Yo Yg:+:+ Yn,

= 20 Y3 Y5 .'/m
az—-zmi Bg Yzeree Yny

g, == Y o n oy
de=( 1 2w, o, S o= Do, Som, T
en cuyas férmulas haciendo y,—y,—y,—...—y,=—1, se obtienen
las conocidas relaciones que ligan 4 las raices de una ecuacion
con los coeficientes de la misma.
Sustituyendo el valor del producto y; ¥, ya.... 1/, que se de-

duce de 'la primera de las relaciones anteriores, en la expre-
si6n (15) se obtiene finalmente

ao Q;n_{__al Q')"_l y+a2 m11—2 y2+“_ '+an—1 myn—l_*_an y'n,
—(2y;—y21) (@Ys—YTs) -+ (@Yn1—Y8uy) (29 —Yy2s) (16)

que es una expresion factorial de la forma binaria del grado
de que haremos frecuente uso en los capitulos siguientes.

Nota.—Debe observarse que la ecuacion no homogénea

a, s"a; " ey 2 A0, ,,—}—a,,__o
puede siempre reducirse 4 la forma homogénea, haciendo

e —%— y multiplicando después por y".

——t e
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CAPITULO IIL
DISCRIMINANTES.

5.—Discriminantes: definicion, notacion y ejem-
plos.—Si de una forma de grado n y con k variables, se ha-
llan las [ detivadas parciales de primer orden y se igualan a
cero, la resultante de estas [ ecuaciones ha recibido el nombre
de discriminante de la forma dada (a). Por ejemplo, sea la
forma binaria cuadrdtica '

U=a, 2*>+2a, zy+a, y?;

hallando sus dos derivadas parciales de primer orden, que de-
signaremos por U," y U/, tendremos:

+ U./=a, 2+0, y—o,
+ U,/—qa, x+a, y=o,
cuya resultante
a..ia
0 1| — 2
e =0005=0
1aeelo b

serd el discrzminanie de la forma dada.

Anotaremos los discriminantes de una manera abreviada
6 simbdlica con la letra griega A, afectada de un sub-indice que
~ exprese el numero de variables que contiene la forma, y de un
indice que nos haga conocer su grado: asi en el ejemplo ante-
rior el discriminante se designard por

A 2— p
Ay'—a, a,—a.

. (a).—La palabra discriminante, empleada primero por el eminente analista
inglés contempordneo Juan Jerénimo Sylvester y aceptada después universal-
mente, proviene del verbo inglés #o discriminate que significa distinguir 6
senalar. :
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Ejemplos de discriminantes.—1.°—Tomemos como
primer ejemplo la forma ternaria cuadrdtica

U=a, 2®4-a, y’+a, 2*4+-2a, zy+2a, zz+2a, yz
cuyas tres derivadas parciales de primer orden son

U,/=a, z+a; y+a, :=o,
[, =a; z}a; y+a, s—o,
U/=a, v+, y+a, z—=o;

N 1o WO

y la resultante de estas ecuaciones, 6 sea el discriminante de la
forma serd

ag a|

G5 8y U5\ —q a, 0,20 0, 0.—a, 0.2—0; 0,2—a, 10,2,
aj az 02!

9.°_Formemos el discriminante de la forma binaria ctbica

U=a, 1°+3a; 2° y+3a, wP+ta; %

igualando a cero sus dos derivadas parciales, se obtienen las
ecuaciones

U,=a, 2?+2a, zy+a, 17,
U,/=a, #°+2a, 2y-+a, y7;

e

y aplicdndolas el método de eliminacidn de Sylvester (a) dardn:

a, ¥*+2a, 2* y+a, a2y’ =0,
a, * y4+-2a, 2y’~+a, y=o,
ay 2420, 7 y+ a; 2y’ =0

a, 2® y+-2a, ry’--a; y'=o;

(A)—(S. B.—2.°—n.2 337.). —(R.—2.°—n.°% 595).—(B.—2.2 parte—n.° 278).
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v

.y el discriminante de la forma serd

2a, o, o0
0. a; . 2a.la
ai2aiilge @ )
0 a 20 o

determinante que desarrollado nos dara:

Ai=a.) as+ha, as’—6a, a, a; a-+-ha® a-—3 a’ @’
=(a, @&s—a, a)—4 (a, e—a/) (@, a;—a5).

3.°— Sea, por ultimo, la forma binaria bicuadratica

- U=a, v'+ha, @ y-+6 a; 2 y*~Fda; zy’~-a, 4

formemos sus derivadas parciales ¢ igualémoslas 4 cero y se
tendra:

1 U./=a, ’+3a, @* y+3as 2y’~+a; Y=o,
1 Uyr:al $5+3ﬂ2 A y+3a; xy‘z_l_a"ys:o;

aplicando 4 estas ecuaciones el método de eliminacién de
Sylvester, se obtiene el discriminante:

ass dme 3mila g
a,  da; 30:\ @ 0
i e B
L el 30 SplisligR
of ai o S0 a0
o a 3a 3a; a;

cuyo desarrollo es el siguiente polinomio:

a’a’—12a . a,0,0°4 Blaa.aa,— 18a” as’a?
—27a,? as' +bBla,a’a0’+108a a,0.0°—180a,0,a5°a;a,
— ba,a’e’a,+81a,05'a, — Bhaala’ — 27a'a’
\‘—1080,5(1.;(1,,@,— 64a’a® — Bhelala, + 36a’alas

A\
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8.—Propiedades de los discriminantes. — Teore-
ma I.—FEl discriminante de una forma cuadrdtica de cual-
quier nimero de variables, es un determinante simétrico.

Este teorema puede deducirse de la simple inspeccion de
los discriminantes obtenidos en los dos primeros ejemplos del
parrafo anterior, pero puede demostrarse también directamente
del modo que vamos 4 decir; mds antes advertiremos qué, para
las formas cuadréticas, la notacién mds comoda y sencilla es
la de doble indice explicada en el n.° 3, en la cual se designan
DOL Uiy, Onsy Boy.o.:ey lostieoeficientes: de los cuadrados %,
@, @d.... 5 Y DOr G, iz, @os,...., los de los productos z; 2,
%, s, T3 @s.....; debiendo recordar también que en ella se es-
tablecié de un modo general que a,,=a,,. Ahora bien, em-
pleando esta notacidn, el discriminante de una cuadrdtica cual-
quiera (@, Gzs @a,-..) (@1, By, Tsp....)t tiene evidentemente la
forma

a” (115 (P e
ag[ ED (ozr o cle s

22—
An Yot (13[ a:,‘- (155 ......

que es un determinante simétrico en virtud de la relacién
a. =0,
7.—Teorema I1.—S7 e/ discriminante de una jforina cua-
drdtica es nulo, la forma corvespondiente puede descomponerse
en un producto de dos factores lineales.
Elijamos, por ejemplo, la forma cuadrdtica ternaria

[=a, 2*+a, y’+a: +2a; xy+2a, 23420, Yz
cuyo discriminante
Al=—a, a, a:+2as a, G—ao a5°—a; a5 —as a5

hemos formado en el ejemplo 1.° del nimero B; y vamos 4 de-
mostrar qué, si A>=o, la forma U puede descomponerse en el
producto de dos factores lineales.
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En efecto, igualando 4 cero la forma propuesta y resol-
viendo la ecuacién resultante con relacién 4 &, se obtiene

o0 Yaz) + V (a5 y + a, 2F—a, (@ §° F 20, yata, 2

Qo

—(ay—+az)+ \/(a5 —a,a)+2(asa,—a, as)yz-}—(af—aoag)é"

a

o

la cantidad sub-radical serd el cuadrado exacto de un binomio

hy—kz, si se tiene
(@ a—a, a)*—(a2—a, a,) (a’—a, a))—o;
y como desarrollando esta expresién se obtiene A
ao (@0 a4, a0, a—a, a, a—2a; a, a)—= —a, A2,

que es cero por serlo A% los valores de z tendrdn la forma

—(0s y3-a, 5) + (hy—+-kz)

PR .
a5 ?

mas como 4 su vez la forma propuesta, considerada como fun-
cién de z solamente, tiene la forma

U=a, (z—u,) (z—a),

designando por o, Yy @3 los valores de z, esta expresion se re-
duce 4

U:ao(a:— —(ay + a, 5) + (hy + k2) )

a

0

(a;— ~(a5y—l—a4z)—(/zy+icz))_‘

o

6 sea

U=(M, @+N, y+P, 2) (M 2N, y 4P, 5),

como se querfa demostrar,
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8.—Teorema IIL.—Z/ discriminante de una forma de k=

variables y del grado n,. es una funcién homogénea de los coefi-

cientes de la forma dada y del grado k (n—1)<.

En efecto, el discriminante es la resultante de f ecuaciones
del grado n—1, y debe contener los coeficientes de cada una
de estas ecuaciones con un grado igual al producto de los gra-
dos de las ecuaciones restantes (a); es decir, con el grado
(n—1)"—'. Ademds estas ecuaciones derivadas contienen todos
los coeficientes de la forma primitiva con el exponente uno,
por lo tanto el discriminante los contendrd con el grado
k (n—1)".

Aplicaciones.—Como aplicaciones vemos que los dis-
criminantes obtenidos en los ejemplos del n.° 5, son funciones
homogéneas de los grados 3. @—1)""'=3; 231 "'=4y
2. (4—1)>'=6 respectivamente.

9.—Teorema IV.—S7 en una forma U de gradon y k va.

riables, se dit & los coeficientes que multiplican & la primera po-

tencia de una variable x el indice 1, & los que multiplican la
segunda potencia el indice 2, y asi sucestvamente; la suma de
indices en cada. término del discriminante serd constante é igual
a0 (n—1)", 6 sea, el discriminante serd una funcion isobdrica-
de los coeficientes y de peso igual & n (n—1)" (b).

La teoria de la eliminacién (véase la nota del teorema an-
terior) nos ensefia qué, si en un sistema de ecuaciones, se afecta

cada coeficiente de un indice igual al exponente de la potencia
de z 4 que multiplica, la suma de los indices en cada término

de la resultante es igual al producto m n p...., de los grados de

(a)—(R.—2.°—n.° 605).—(L.—3.9—P4g. 134).—Sobre este teorema, el si-
guiente y cuantos puntos se relacionen con la teorfa de la eliminacion, deben
consultarse las obras siguientes:

Fad de Bruno (F.).— ZVedric génerale de I Elimination.
Salmon (G.).—Zessons introductory to the modern higuer Algebra.

(b).—En toda funcién se llama peso de un término 4 la suma de los productos
del exponente por el indice de cada factor; asi en el término @y ™ ay * @3? .... .,
se denominard peso a la suma 7 + 272+ 3p + .... Una funci6n se llama #sobd-
7ica cuando todos sus términos tienen el mismo peso.

3
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las ecuaciones. Supongamos ahora, que en la primera de las
ecuaciones, el indice del coeficiente de Z, sea f en vez de o; el
del coeficiente de #! sea 1, v en general, el de la poten-
cia 2 sea i+ ¢ en lugar de i; el resultado de esta modificacién
es evidente que serd el aumentar la suma de los indices en tan-
tas veces /4 como coeficientes de la primera ecuacién se encuen-
tran en cada término de la resultante; y como cada término

contiene n P....., de estos coeficientes la suma total de {ndices
se convertira en

MAPosece =00 p....o=(m—~h)n D

Ahora bien, en la cuestién que nos ocupa, del, discrimi-
nante de una forma U del grado n con } variables, podemos
observar qué, en las derivadas U, U.,,...., cada coeficiente
multiplica la misma potencia de z que en la forma primitiva U,
pero que en la derivada U, cada coeficiente multiplica una po-
tencia de # menor en una unidad que en U, y por tanto el
coeficiente de un término que contenga la potencia #’ estard
afectado del indice =1, por ser originado por uno que comn-
tiene la #**! en la forma primitiva; de donde se deduce que la
suma de los indices en cada término del discriminante serd

(n=sliE = (nhd)int ==y () 1)t

como se deseaba demostrar.,
Ejemplo.—Sea la forma binaria

a; B'~-a, y+a,
su discriminante que segtin ya sabemos es

Ko 20, a,
a; 2a,

G —=ka, a,—a,?,

resulta funcién isobdrica y de peso igual 4 2 (2—1)=2.
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- Escolio.—Los resultados obtenidos en los dos teoremas
anteriores se expresan de una manera abreviada diciendo,
que el nimero f (n—1)" es el orden del discriminasite, y
n (n—1)*=" es su peso.
10.—Teorema V.—La resultante de una forma binaria
U=(a,, ay, a,.... a,) (@, y)", y de su derivada parcial U, es
wgual al producto del discriminante de la forma dada por el
coeficiente ao; y la resultante de la misma forma y de su deri-
vada parcial U, es igual al producto del mismo discriminante
por el coeficiente a,,.
En efecto, por definicidn, el discriminante de la forma U7
es la resultante de las dos ecuaciones

f— —_n
e e

asf es que si en una de las dos funciones U/, U, se sustituyen
las raices de la otra y se efecttia el producto de los resultados
obtendremos su resultante, y por consiguiente, el discriminante
de la forma IJ. Ahora bien, segtn el teorema de Euler (a) so-
bre las funciones homogéneas tenemos:

nU=zU, +yU,

Yy por consecuencia, si en esta identidad sustituimos por z é y
lasiraicesile, | ) (o' o )iiin; de la T/—¢ .}y desibnames
por Uy, Us,....,ypor Uy, , Uy, ... en lo que se convierten
Uy U, respectivamente por esta sustitucion, obtendremos las
siguientes igualdades:

7 ThESRAy e
nli=g o ULl o Ug= U o Ue=r T

7

que multiplicadas término & término nos dardn -

WO B0 Ty L T

Y9 n e

(a)—(S. B.—2.°—n.° 289).—(B.—2.2 parte—n.° 146),—(L.—2.°—Pdg. 174).
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El primer miembro de esta dltima ecuacion es la resultante
de U=oy U, =o, segin sabemos; el producto 4y . Yo e-ee Yn'
2 es 1orua1 al coeficiente @, (n.° 4), y el producto Us AU’,,

' U , es la resultante de las dos _ecuaciones U,'=—o y U =o;

4 sea el discriminante de U; por COIlS]nglellte es cierto que la
resultante de U y U, es el pxoducto del discriminante de U
POr Go.

~ Si en la igualdad n U=z U, —{—1/ U, sustituyéramos en vez
de g € y las raices de la ecuacién U,=—o, demostrariamos en
 virtud de un razonamiento igual al anterior, que la resultante
de Uy U,/ es igual al discriminante de U multiplicado por a,:

Corolario.—-Para obtener el discrinuinante de una jorma
binaria dada U=/ a0, aj,... 8,) (X, ¥)", es suficiente drvidir
por a, la resultante de las dos funciones U y U

Ejemplo. ——Aphcando la proposicion anterior d la forma-
cién del discriminante de la forma U==a, 2*-|-2¢; zy~+a, y%,
se obtendra:

U =a, 2*+2a¢; zy+a, J?,
Us—=a, v +a,y;

y la resultante serd

G 20, Gy
Bl s aibio =0, a?,—2a0 024007 47— A2
0l )

y por lo tanto el discriminante

AbBrm e
0

Observaciones.—I.—En la demostracion del teorema
anterior hemos supuesto que la forma estaba escrita con; los
~ coeficientes numéricos del binomio para mayor sencillez, pero
el teorema es igualmente cierto cuando la forma no tiene estos
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coeficientes binémicos, porque sus coeficientes extremos @, y 0
no cambian de valor.
TI.—Siendo la forma del grado n

U=a, o:"—F [ 71& ] a, o y—+ [g] G

[nf—i] Gn—t my"“—}— a2

su derivada parcial U, serd

: =na: w""—l—[ ] n—1)a, "%y
TiE [g (71——2) a 2t [ n—qz-l] )

y por tanto los coeficientes de esta segunda funcién tienen el
factor comtn n; pero como la resultante B (U, U,) contiene los
coeficientes de [/, elevados 4 una potencia de grado n, esta
resultante admitird el factor n”. Por consiguiente, haciendo abs-
traccion de este factor, piramente numeérico, tendremos

RS UL : RU,TU
At L)) e — 6 sea n' Az :—————( U0 :
n’. a, a,
11.—Teorema VI.—El discriminante de una forma bina-
ria U=(a, , a,-.. &) (@, y)" expresado en funcion de las raices
de la forma, se obtiene por la formula

Ag=(—1)2"=zy Yoy Z) (@1 Ys— Y1 %)+ (Tt Y=Yt 2,)°%.

En efecto, para obtener el discriminante A} de la forma U,
es necesario formar la resultante R (U, U,') y dividirla por ao;
pero para obtener esta resultante, serd preciso sustituir en' una
de las dos ecuaciones /=0, U.'=o, en la segunda por ejemplo,
las raices de la otra y formar después el producto de los resul-
tados obtenidos. De manera que si representamos por (2 , Yy)s
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(@5 Ys) sevsee (@n, Ys) las raices de la ecuacion U=o, y pot U,,l’,
UI;, Ux;, los resultados de sustituir en I estas raices
tendremos:

RGBS L

n

Ahora bien, hemos visto anteriormente (n.° 4), que la

forma' propuesta puede representarse en funcién de sus raices
del modo siguiente

U= (2y,— ya,) @y — y23)..... (@Yo — y2.);

de modo que su derivada U, serd

[ Y1 (@Ya—y2o) (@Y3—YZs). ... (@Yn — Y2
Yo (241 —Y21) (2Y5—Y@3)-.. .- (T — Y2)

e
(\ ..................................

o (@Y1 —Y24) (ZY5—Y0). o (BYr—Y st )

Sustituyendo en esta expresion de U,’, en vez de & éy las
raices (2, ¥;), (@sr Yo)s+-.- (Zny Yy) de la forma U, veremos que
al sustituir (2, 4,), por ejemplo, solo nos quedarfa la horizon-
tal b, pués todas las restantes contendrian el factor (@, y, —
Yn £,) que es nulo; por consiguiente los resultados de las susti-
tuciones serfan los siguientes;

U, =y; (@1 Ys—Y1 22) (P4 Y5~ Z5) o (@1 Yu — Y1 Tn),
U, =Ys (@a Y1—1oW1) (%3 Ys—Ya To)--- (%3 Y — Yo @n),

U,In:1 n (‘74‘1} ?)1"—?/;; wl) (mu 3/2—‘?/" ‘Tg)' e -(‘Tn ,’/n—l'_,?/n Dy l) .

Al formar el producto de estas expresiones debemos tener
presente qué, si el producto contiene un factor de la forma (2, yx
—1),, @), contendrd también el factor (@ y,—y; @) igual y de
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signo contrario al anterior; y por tanto en vez de estos dos
factores podrd poanerse su producto—(z;, y,—y, #,)?; mas siendo
el nimero de estos factores igual al de las diferencias dos 4 dos
de las n raices de la ecuacién U=—o, que son (n——1), de-

berd afectarse al producto final del signo (—1) . (“‘”,; luego la
resultante buscada serd

IO I g e

Y1-Ya-Ya- -« Y- (Billo—YsZ)*(Z1Ys—Y125)%. ... (Tn Y Yns,)2.

Dividiendo ahora por @ — ....1,, para obtener el dis-
POT G,—Y; Ya Yu
criminante, obtendremos finalmente

Ayt—=(—1) L (@1Yo—Y 12201 Y51 Z5)?. . (Tu s Yusn)?, (1)
como querfamos demostrar.

Observacion.—Si en la expresién (1) que acabamos de
obtener hacemos Y1=—Ys=....—y,—1, obtendremos la proposi-
cion siguiente que es de frecuente aplicacién, £/ discriminants:
de una ecuacion es igual al producto de los cuadrados de las di-
Jerencias de las raices de esta ecuacion.

12.—Teorema VII.—S? una forma binaria admite raices
sguales; su discriminante es nulo, Y reciprocamente.
En efecto, sea la forma U—(a,, Ay Uos <o @) (297 Y
supongamos que admita solamente dos raices iguales @ 14
(g, 1) : si tdl sucede tendremos

Ty 2y

Y1 Yo

6 sea Zy Yo—1Y1 Zs—0

y por lo tanto segtin la expresién (1) del discriminante, Ao
Reciprocamente, si A,"—o, el segundo miembro de la expre-
sion (1) no puede anularse de otra manera siné anuldndose uno,
al menos, de sus factores; de donde si

S 2o

Z1 Yoy T5—0 se deducird ~L
. AT

>
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y por consiguiente la ecuacién U=o tendrd al menos dos raices
iguales. | :

Observacion.—De este teorema puede darse también la
siguiente - sencillisima demostracién. El discriminante de la
forma U es, segiin hemos visto (n.° 10), el cociente de la resul-
tante de las ecuaciones Uz—=o y U,'=0 dividida por ¢,; mas si
esta resultante es nula, estas dos ecuaciones tienen una. raiz
comtin que serd una raiz doble de la ecuacién U=o (a).

Aplicaciones.—La proposicién anterior puede ficilmente
aplicarse a las ecuaciones de 2.2, 3.2y 4.° grado. Asi, de la
ecuacién general de segundo grado

4 e e
se obtiene, haciendo z— —y— y multiplicando por 42, la forma

a, &* - a, zy + a: y* = 0;
' cuyo discriminante

a
B =g a‘:—af

.

Ape I %a,
a; 202

debe ser cero para que la ecuacidn tenga sus dos raices iguales.
Del mismo modo, sea la ecuacién de tercer grado presen-
tada bajo su forma mds sencilla !

2 +pe+q9=o;
haciendo z—= yﬁ y multiplicando por g°, se obtiene la forma

- poyt 4 qy =o:

(2)—(S. B.—2.—n.° 310).—(R.—2.°—n.° 463).—(B.—2.2 parte,—n,® 200.
¥ sig).—(L.—3.°—Pig, 13 y sig.).
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formando su discriminante obtendremos,

3 00
gl o0 p Ll 3 2
A7 = | Op By | =2 2l
0.0 2p. 3q

que igualado 4 cero dd la condicion que se obtiene por los pro-
cedimientos vulgares del Algebra (a).

13.—Teorema VIIL.—S: una forma binaria contiene un
Sactor elevado al cuadrado, su discyiminante es nulo.

En efecto, si la forma U, contiene un cierto factor elevado
al cuadrado, cada una de sus derivadas U, y U, contendrd
este mismo factor elevado 4 la primera potencia, y por consi-
guiente, su resultante serd nula; pero esta resultante es por de-
finicién el discriminante de la forma U, luego queda demos-
trado el teorema.

Observacion.—De un modo andlogo, ha hecho notar
Salmon, que si una forma ternaria puede ponerse bajo la forma

U=Xo+ XV {4+ T2 o
siendo X € ¥ polinomios de la forma
X =az + by + cz, Y=adz+by+cz,

y ¢, ¥, w formas del orden n—2, el discriminante de la U se
anulard por las soluciones comunes de las ecuaciones X—o,
Y=o: porque, en efecto, este discriminante es la resultante de
las tres ecuaciones

=0l =0 2l =9
y cada una de estas derivadas contendrd sea el factor X sea

el ¥; al propio tiempo que cada solucién comiin se hallard dos
veces en la forma propuesta U.

(a).—(S. B.—2.°—n.° 317).—(B.—2.? parte.—n,° 203).—(L.—3.‘;—Pég. 55)
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En general, el anulamiento del discriminante es indicio de
que la forma correspondiente admite raices iguales. Y estas
raices que anulan 4 un mismo tiempo 4 todas las primeras deri-
- vadas de una forma se las llama razces singulares.
14.—Teorema IX.—ZE/ discriminante del producto de dos
JSormas binarias es igual al producto de los discriminantes de
estas jformas multiplicado por el cuadrado de su yesullante.
Sean, en efecto, las dos formas binarias

U—=tasia, - o) (mpts Lo o V=000, o 0,) (2, )

designemos con (2, Yy), (@3, Ya), .+ @, Yn) las raices de la pri-
mera, y con (@, 4), ("3 y), ... (2™, y™) las de la segunda:
sus respectivos discriminantes tendran segun sabemos la for-

ma (n.° 11),

A= (187" Mo, g — g 8 (@ Y5 — Yo @)
(mm—i ym Jm— 111)2

o ‘%”(n‘“ D72 DAY s
A= @y — g Ry —y e
(:p (n—1) y (n) _____J(n.—l) w(u))‘.’

ahora bien el producto de las dos formas Uy V, igualado 4
cero, tendrd necesariamente las m raices de U=—o, y las n
de V—o; por consiguiente su discriminante serd igual al pro-
_ducto de los cuadrados de las diferencias de todas sus m 4 n
raices tomadas dos 4 dos. Por lo tanto, este discriminante con-
tendrd, no sélo todos los factores de A, y A", sind también los
cuadrados de las diferencias entre las raices de U=oy V= o;
pero el producto de estas diferencias es la resultante B de U
y V, luego el dis;criminante del producto serd

A2m+n e A21n A Azn : R2

como se querfa demostrar.
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Corolario.—Sz una funcién racional y entera de X es de -
la forme (x—a) . ¢ (X), su discriminante serd el mismo de ¢ (%)
multiplicado por el cuadrado de o (a).

En efecto, considerando 4 (z—a) . ¢ () como el producto
de dos factores 2—a y ¢ (@), tenemos que el discriminante del
primero es la unidad, la resultante de estos dos factores es ¢ (a);
luego segun el teorema anterior, el discriminante de (z—a) .
o (#) es igual al discriminante de ¢ (2) multiplicado por
[0 (a) 2. ‘

15.—Teorema X.—FE/ discriminanite de una forma binaria
U=(ao, 1, ... @) (@, Y es de la forma a, o + a2, A7
szendo © una funcion de.los coeficientes de U, y Aitas el discrr
minante de la_funcion

£ (@, 9)=(0,, &, --- @) (&, Y

Es evidente, en efecto, que si formamos el discriminante
de la forma dada y hacemos en él @,—o , deberemos obtener el
mismo resultado que haciendo a,—o en la forma propuesta U y
formando después el discriminante de la forma resultante. Pero
si hacemos @,—o¢ en la forma [J, se obtiene

T (Bys Ofy wvee @) (@, Yt Osea  (—0) [ (2, ),

y por consiguiente el discriminante seria, segin el corolario
anterior,

A [£(0,9)]2;

y como [ (0, §)==@,—, este discriminante serd

2 n—1
a n—17s A~’) .

&

Ahora bien, es evidente, segin lo antes obscrvado, que a
este mismo resultado se debe llegar si hacemos a,—o en el dis-
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ctiminante de la forma dada, lo que exije que este discriminante
tenga la forma

Ab =y ¢ a2y A0
siendo o una funcién de los coeficientes de U.

Por un razonamiento andlogo al anterior se probarfa que,
el discriminante de la forma U es de la formaa, 4 +a®
A7~ siendo A, "~ el discriminante de la forma (ay, @y, ... @)

(m, Yyt
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CAPITULO 1II.
JACOBIANO Y HESSIANO.

16. —Jacobiano: definicion.—Sz se tzene un sistema de n
Junciones con 1 variables independientes, y se forima un deterini-
nante que tenga por elementos de cada fila las primeras deriva-
das de una misma juncion con relacion ¢ cada wuna de las va-
riables; el determinante ast formado recibe el nombre de de-
terminante de Jacobi ¢ Jacobiano (a) de/ sistema
Ppropuesio. ‘

Sean U,, U,,.... U,, n funciones con otras tantas varia-
bles independientes z,, #,, ... x,; designemos, de una manera
general, por U',, la primera derivada de la funcién U, con rela-
cién 4 la variable #,; y formemos el determinante

) n b T
U11 012 Uilg-u...... Ul“
U21 [/22 U23--o-n-ul0U2n

Ty ? 8} ’
J__“_‘: 031 032 [/33-0-...--. U3n

este determinante sera el Facobiano del sistema Ul, Ul

Ejemplos.—1.°—Supongamos que deseamos calcular el

Jacobiano de las dos formas binarias cuadraticas;
U=a, z°+2a, zy-+a, 1> V=bo 22420, zy—+b, 32

Designando por U," y U, las derivadas primeras de U con
relaciéon d ¢ é y; y por V.'y V'), las de V; la férmula (1) del
Jacobiano nos dard en este caso:
U Uy’ \ :
VI) ‘fyy I

=

(a)—Se le dd este nombre en memoria del matemdtico alemédn, del primer
tercio de este siglo, Cdrlos Gustayo Jacobi que fué quien primero lo empleg.
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y sustituyendo en lugar de (BT Uy, V., V, , sus valores, se
tendrd el determinante

(@, e+0y y)
(by 205 y) |

9‘ (ao :Z?+ﬂ1 ?/)
2 (b, 20, 9)

| R 1O

que desarrollado nos producird para valor del Jacobiano

J=4 { (¢, 2+ y) (by 20y y)—(ag 2=+a5y) (0 a+b.7) |,
6 bien efectuando operaciones y ordenando,

J=h { (a0 by—u;0)a 24 (a, by—ay 0 )zJ+(alb—a2 by) 42}

9,9 Imaginemos ahora que se desea hallar el Jacobiano de
las dos cubicas binarias

U=a, 5°~+3a,22y—+3a, 2y°a,7°,
V=0 2330, 2%y—+-3bymy?+-bay? «

hallando sus derivadas y sustituyéndolas en la formula del Jaco-

biano obtenida para el ejemplo anterior, se tiene

3 (a,2°42a, 2y+ayy?) 3 (4 @*+20, vY+-0s y?)

=
3 (b, @20, ay+Dyy?) 3 (by @P 420, ay—+bsy?)

que desarrollado nos dard para el Jacobiano el valor

J__32((0w2—|—9a1wJ+(12J)(b L2220, 2y 03 ¥7) )
| —(ay 22 205 2y a5 ) (0, @720 2y Do Y Y3 )’

6 sea, verificando operaciones,

J__30§(a al 0) z +G) ((l b ([) 0) '1‘3./ +)
= | (8,h5— aghy) #2420y by sl Y+ (aab5—asb)y al
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17.—Propiedades del Jacobiano.—Teorema I.—Sz n
Junciones Uy, U,,....U,, de otras tantas variables Xy, Xy, ... X,, S€
hallan ligadas mz‘re st en virtud de una relacion o U Unsn )
=0, ¢l Facobiano de estas funciones es zdmzzmmem‘e nulo.

En efecto, si entle las funciones propuestas tiene lugar la
ecuacion

o0 Uss ..o Ue=0

también se¢ verificardn las n siguientes que de ella se derivan (a):

oo T do 7, Ao Al \
DUI' o, W0 ++ o, _o)
doit D dpol ol ’ o ol

DUI T +Z)U 0 s i =y \
do 3, , % 00, ol D ae
_—871'-_ aU— +.cul-u-- DUn . axn ——-0)

Ahora bien, el determinante de este sistema de ecuaciones,
o 20 e S
eligiendo los valores — ‘U como incognitas, es el Jacobiano de
O

las n funciones propuestas, con la tnica diferencia de que las
filas se hallan cambiadas en columnas. Y como por otra parte
para que exista un sistema de valores que satisfaga 4 las ecua-
ciones precedentes es preciso que su determinante sea idéntica-
mente nulo, el Jacobiano de las n funciones propuestas es nulo,
como querfamos demostrar.

18.—Supongamos que tenemos n funciones Uy, Us,.... U,,
de las n variables independientes 2, @,.......Z,; ¥ supongamos
‘ademds que en la funcién U] no falta la variable 2; resolvamos

la ecuacién U;—o con relacién 4 z,, y obtendremos un valor que

(a)—(S.B.—2.9—n.° 286).—(B.—2.*parte.—n.° 147).—(L.—2.°—Pdg. 172.).
: do
Se designa, de un modo. general, por —= la derivada de la funcién ¢ con re- .

QU

laci6n 4 la variable U.
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tendrd la forma z,,=f (Uy, @y, .... &,). Sustituyamos este valor
de 2, en la funcién U,, en la cual supondremos no falta la va-
riable 2, después de verificar la sustitucion indicada: despeje-
mos en la funcién U, asi trasformada la variable @,, y designe-
mos por #,—=F (U,, Uy, @, .... x,) su valor. Sustituyamos ahora
en la funcién U, los valores de @, y &,; supongamos que des-
pués de verificadas estas systituciones no falte en esta fun-
cién U, la variable &3, y despejemos su valor que tendrd la for-
ma o= (U U, ) Continuemos de esta maneta
hasta que hayamos sustituido en la funcién U, el valor de 2, 4
en funcién de U, U,, ... U,_y, @,. De este modo podemos con-
siderar implicitamente, y de una manera general,

a U, como funcién de 2y, 5, @gyeee oty iy

a //'2 » » » Ul’ Doy Dgyves Tn—ps DLy
a U3 > e 2 U]’ U2’ Xgyere Ln—ys Dy
a Un » » Sl U2, Us,...- U, .20

’ . 5 7 /
y convengamos ademds en designar pot (U 12,) s (U 22,) 1 weer
(U’Mn) las derivadas de las funciones U asi trasformadas.

Esto sentado vamos 4 demostrar que:
Teorema II.— 7/ Sacobiano de las funciones Uy, Uy,.... U,
tiene la formna

= (U’,z‘) : (U'g%)......(U'n,“ ; (2)
Consideremos, en efecto, tres funciones
U1: C"J (‘Z‘l’ (1','2, 'xS) ) UZ:' d{ ({01, 5(/'2, 0}3). U3:0 (x]_) 5["2? ‘7"3)' (3)

de las tres variables independientes z,, &y, Z,; en las qué su-
pondremos no falta la variable z, en U, la 2y en Uy, y la @4
en U,. Despejemos en la expresién U= ¢ (@, %, @3) el valor
de #;, que tendrd la forma

2y = [ (U, @g @) :
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sustituyendo este valor de @, en los de U, y U,, obtendremos: -

U=, (U, @5, @5), U= 0, (Uy; 5, ;) .

Deduzcamos de la primera de estas expresiones V.=
by (U, @9, @) el valor de z,, que tendrd la forma

p=l (U Uy 7.,
y sustituyendo por tltimo, este valor en la expresién U.=
8, (U, @y, 2,) se obtendra finalmente

U, =5, (U, U,, @) :

de manera que las tres expresiones (3) se podrdn sustituir, sin
inconveniente alguno, por las

U= ¢ (x1,24, 15), U= 4 (U}, 25,25); U= O (Uy, Uy, ).

Tratemos ahora de formar el Jacobiano de estas funciones
y convengamos, segin antes hemos indicado, en designar

o, 2, o,
—), ... {=—2)las d das de las f
B (awl ) ¢ (Da:2 ’ ) w3) as derivadas de las funcio-

nes Uy, U,, U, asi trasformadas; tendremos, segin ya sa-
bemos (a)

e (), neil), v (3D
v =G (). 0= (68 QU (%Z:)
U’u—<32’1>-(%)+(3£9);

v =) 62 0. =(5)- (L% - ()

U= (50) () (o) - (322)+(an):

(3):—(S. B.—2.—n,° 286).—(B.—2.? parte.—n.° 147).—(L.—2.°5—-Pég 172),
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ol
Da;l

DUﬂ
.

B
o0,

ELEMENTOS
de manera que el Jacobiano serd el determinante

A

ol

DU1
3:81

Rl

3U2 IDU1
DU1
aUl) (DUS

o0,

ol
s 0

auy| U,
5ot

xaxg

Rl
oll,
b
]I
DUI

aU2
0%y,

o, D&
(Dx3+0x3
Ll 1
Dx.a,‘ Ayl 10z,

RUA
Pz,

pero este determinante es el producto de los dos siguientes (a):

1 0 0 (2) U1> 0
9—_@ D.’I?l

Gr) A0 e

(%%%3 (%%%9 1 (%329 (%%fﬂ <%§§»

y de este producto se deduce fdcilmente

).

6 sea aplicando la notacién indicada en el enunciado del teorema

J: (U’ux) . (Uli:cz) . <U15:c3)

como querfamos demostrar.

Nota.—Aunque la demostracién de esta proposicién esta
explicada en el caso particular de tres ecuaciones el razona-
A' miento es completamente general, y el teorema puede aplicarse
por consiguiente 4 un nimero cualquiera de funciones.

(a)f(S. B.—2.°—n.° 258).—(R.—2.°—n.° 117).—(B.— Apéndice n.° XIII).
—(L.—1.°—Pég. 142).
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19.—Teorema III.—S7 ¢/ Facobiano de un sistema de n
Junciones Uy, U, ... U, se anuln edénticamente, estas funciones
70 pueden ser independientes. ,
Efectivamente, segtn la proposicién preéedente, el Jaco-
biano de dichas funciones estard expresado por la férmula @),
Yy por consiguiente si J—o¢, debe necesariamente anularse uno,
al menos, de los factores del segundo miembro. Ahora bien, las
derivadas (U,“’x) ; (U’gzz) i (U’n_.l,"_{) no pueden ser nu-
las, porque 77, contiene, segtin las trasformaciones. ejecutadas,
d la variable 2y, U, contiene 4 %y, ¥ asi sucesivamente: por
consiguiente el dltimo factor (U’,,zn) deberd ser nulo: lo cual

significa que la funcién 7, expresada en funcién de 77,
Us, .... U,_,y en general de ,, derivada con relacién 4 esta
variable, dd por resultado cero, 6 Io que es lo mismo, es inde.
pendiente de esta variable y por tanto debe verificarse que

Un:f(U;[' U2) L0 U;t-—!); 6 Sea, ? (UP U2)"' Un—-h []n):o,

lo que demuestra el teorema enunciado.

Podrfa suceder que las funciones 77, _,, U, después de ve-
rificadas las trasformaciones indicadas en el teorema anterior,
resultasen ambas independientes de Tn—t, &,; y entonces se
tendria

(Tnte,_)=0 , (U'wy=o,

lo cual darfa lugar & dos ecuaciones de relacién entre las fun-
ciones propuestas I3, U,, ... U, . Como este razonamiento se
puede generalizar, se deduce que si el Jacobiano de estas fun-
ciones es nulo, las funciones no pueden ser independientes

Nota.—Esta proposicién es la reciproca del teorema 1.0
(n.° 17).

Escolio.—Demostrados los teoremas 1.0 y 3.%, 6 sean,
directo y reciproco, pueden admitirse como demostrados los
dos siguientes que son sus contrarios respectivos; —Sz n fun-
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ciones de otras tantas variables son independientes entre st, Su
Facobiano no puede ser nulo; y reciprocamente, sz e/ Facobiano
de varias funciones no es nulo las jfunciones dadas son indepen-
dientes entre st. ;

. 90.—_Teorema IV.—S: un nitmero cualguiere. de ecuacio-
nes se verifica_por un sistema de valores de las variables , este
sistema satisfard también & su Facobiano: y st las ecuaciones son
del mismo grado, este sistema verificarda sgualmente d las ecua-
ciones obienidas tomando las deyivadas del Facobiano con rela-
cién & cada una de las variables. :

- 1. Sean, por ejemplo, tres funciones Uy, Uy, U, de tres
variables @;, @,, %5, y de los grados ny, iy, Ny respectivamente;
el teorema de Euler sobre las funciones homogéneas nos dd

O[/v1 DU1 OUI i L
1171-551— +$2_D-(;; +$3-ﬁ-3—._-n1 DI
U, 21, 2,
Sl e eI - 4
1 3-271 +E2 3.7}2 + 3 3.773 Ny Uz ( )
. . AU,
17 o 23:1;23'["5733_3:?:“3 Us)

, Si representamos por M, N;, P, los menores del Jaco-
" biano de estas funciones correspondientes 4 los elementos
AUl ol
Qe oz, 0,
la fila y columna en que estos elementos se hallan colocados,
y resolvemos las ecuaciones precedentes con relacién 4 @, ob-
tendremos:

, 6 sean los menores obtenidos suprimiendo

Jo, =M, n, U~+N, ny Us+-P; 0y Us; (5)

ecuacién de la cual ficilmente se deduce que todo sistema de
valores que satisfaga 4 las ecuaciones

"

Ui=0, lU=0y ll.=0,,
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satisface también 4 la

J=0.

0__Ademds, si en la hipdtesis de ser ni-_ng__ns, se hallan
las derwadas de la ecuacién (5) con relacion 4 cada una de las
' variables @y, @y, ¥3, S€ obtendran las expresiones

\

Tt g—; = Ul%ll +711 U2 DNI +n, Uy —=— + \
(e ;L)
ml—a% =l DM —}—721 U2 NN —+ny U + _
. (1, aU . aal;' | ) o
$1%—n17]1 I—i— U —I—nan;-%—

72U aU2 U, \
n g, TR o Psa)

pero segun una propicdéd bien conocida de los determinan-

tes (a) se tiene:

o T d
M, Owi +N; 52 Py 0[»’1]71 —
U, al. d
M, a‘é Y, 52 Py ag, —o,
2 d
M1 a ! +\10§72 L P, aj:j“ =g,
3 3

Ahora bien, todo sistema de valores de las variables que

satisfaga d las ecuaciones

=0, Ui=o; vUi=0

(a).—(S. B.—2.°—n.° 261).—(R.—2.°—n.° 102).—(B.—2.% parte.—n.° 60)—
(L.—1.2—Pdg. 133).
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reduce también 4 cero su Jacobiano J, segiin lo demostrado
antes, y convertird por lo tanto 4 las ecuaciones (6) en

O 0y A
v
que es lo que nos proponiamos demostrar.

Nota.—Aunque la demostracién de esta proposicion estd
explicada en el caso particular de tres ecuaciones el razona-
miento es completamente general, y el teorema puede aplicarse
por consiguiente 4 un nimero cualquiera de funciones.

21. —Hessiano: definicion.— S7 se hallan las n primeras
dertvadas parciales de una funcion cualquiera de n variables, y
se forma después el Facobiano de las n Junciones resultantes, el
determinante ast obtenido recibe el nombre de Hessiano (a) de
la funcion propuesta.

La definicién misma de este determinante nos hace cono-
cer que sus elementos no son otros que las segundas derivadas
de la funcién propuesta. Asi que si designamos por

==0

U=9 (2 c3. i)

1

i U U oU : :
una funcion; por s e o s e SUS SDTIMEEAS e A erivadas,
0z, A, ox,,
2y 2 2y 02 erioad s
or wesee —— Sus derivadas se-
yP 0z’ g Oz, Ak w2
gundas, el Hessiano de la funcién I tendrd la forma
R 2y Q80
dmd i dmy 0w OO 0%, . 02y
2l a2y 2y 2l
dp2 N 0z, . 0 )

(a).—Se le d4 este nombre en memoria del matemdtico alem4n contempordneo

Oftto Hesse, que fué quien primeramente lo empled.
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Ejemplos.—1.°—Supongamos primero que se desea calcu-
lar el Hessiano de la forma binaria cuadratica

U=a,z?+ 2, 2y + a, 12
Las primeras derivadas parciales de esta funcién son
oU
—_8? :9a0 .517—}—2(11 Y
.3
3y —2a, 2421, y;
y las segundas serdn
2l
oz? =l
22U *U
dw.oy T ayar oL
22U
e =2a;;

y como la férmula general del Hessiano (7) se reduce en el caso
de las formas binarias 4

2T oali

o3 009y
He— 27 2

oy .oz oy

verificando las sustituciones convenientes se obtendra

e 2a, 2a,

=4 (ao a,—a,?).

2a, 2a,

2.°—Tratemos de calcular ahora el Hessiano de la forma
cubica binaria

U=a, o +3a, 2*y + 3a, zy* + a5 .
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Las primeras derivadas parciales de esta forma son

-—g—g— —3a,22 4 3.2a, 2y +3ay1°,
oU
o) =3a, 2+ 3. 2a, zy-+3a3 9

y las segundas seran

22U
i :3.2a0a:—§—3.2a‘1y,
S
T =—3.2.4a m+3.2.agy,v
2
ayg] =3.2.0,2+3.2.a59:

sustituyendo estos valores en la forma del Hessiano obtenida
para el ejemplo anterior, tendremos

H:’3.2(ao:v+a1y) 3.2(a, 2+ ayy) l
3.2 (124 ayy) 3.2(a, 2+ agy)
Ll az4+ay aztay i

=36 .
. Gqr+a,y G+ a3y

determinante que desarrollado dard para valor del Hessiano:

H=—36 3 (@0 z 4 a1y) (@@ + a3 y)—(a1 2+a, y)? %
=36 {(ao a,—a:%) 2%+ (a, as—ay a;) ay—+ (a1 as—ay?) yB} .
22.—Propiedades del Hessiano.—Teorema I.—Z/

Hessiano de una forma es un determinante simétrico.
Efectivamente, el Hessiano de una forma U de 7 variables
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independientes @y, @, ....... 2, estd dado, segin ya sabemos
(.2 21), por la férmula

22U o 232U 2y
. e
22U 22U RU 22U
e 0%y . 1 QT O o o %y . 02,
*RU 22U 2U U
CHIEGRI s s RIS i i 0z, 2

y como en general para la funcion homogénea ‘igse tiene,
*2U U
or, .02, 9z, . oz,

los elementos conjugados de este determinante son iguales y

del mismo signo, por lo tanto, es un determinante simétrico (a).

93.—Teorema XI.—Z/ Hessiano de toda forma cuadrdtica

de 1 variables, es igual @ su discriminante mulizplicado por 2",

En efecto, sea la forma cuadrdtica de # variables (a,,

aq ... @) (@, ¥, ... W),2 6 sea adoptando la notacién de doble
indice que en este caso es mas ventajosa:

U=a,; 2,°+a55 o?+.... A0u, 2,220, 2 25420, 2,22,
+~ Ol '_*_?‘an—lm 'Tn—l wn'

(@).—(R.—2.°—n.° 54).—Recomendamos eficazmente que no se comience la
lectura de los teoremas que siguen sin . haber hecho antes un estudio muy dete-
nido de los determinantes reciprocos, simétricos, hemisimétricos y pseudosimétri-
cos. Pueden estudiarse estas cuestiones en el A,/gcém de Rubini (2.9—mnime-
105 123 4 142) 6 en las siguientes obras recomendables bajo todos conceptos:

Echegaray (J.)—Memoria sobre la teoria de las determinantes.
Sudrez. (A.) y Gasch (L. G.).—ZLecciones de Coordinatoria con las Determi-
nantes y sus principales aplicaciones.

6
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Las 7 prirnera’s derivadas parciales de esta forma son

U, =2 (a;; @1 +05 Bot-0s3 xa‘{‘-- S, Tl

=2 (g 1099 a:2+a23 Tyt aeee 0oy Tn) 5

l.\'D 1\9

Uva: ——-2 (anl x1+an2 x2+an3 CG3+.. viste +ann xn) 5
y su discriminante serd por lo tanto

a11 a12 al3 cetan al"
As e G G Q2

Hallando ahora las segundas derivadas de la forma pro-
puesta, y formando su Hessiano, obtendremos

9811 20,5 205 .. 201, ORI TR S
| 2a5; 2055 2055, 205, any 2 oA, ;
Tl e e o i SR R G ==
D PaaPuy s %0, Qs Gonin i

como querfamos demostrar. <
94 —Teorema IXI.— E/ discriminante de una forma citbica
binaria, y el de su Hessiano, son iguales y de signo conz‘rm'zo
Sea, por ejemplo, la forma cibica binaria

U—=a, 23+ 3a, 22y -+ 3a, 2y + az 4

cuyo Hessiano

H—36 ‘{(ao #y—0,%) 12 4-(a, a5—1; @) Y+ (ay a5—a5") ?/2}
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hemos calculado anteriormente (n.° 21, ejemplo 2.9). Siendo
3 este Hessiano una forma binaria cuadrética, podemos calcular
su discriminante, que representdndolo por Ay, serd

A= 2(0,0,—0%)  (a,05—a, ) |
(a,85—a,0,) 2 (e, a,— a.?)

=4 (a, ,—a,?) (@ a5—ay?)—(a, ds—ay 05)%;

y como el discriminante de la ctbica 77 es seglin ya sabemos
(n.° 5, ejemplo 2.9),
gl 2 2 2
A’=(a0 a;—a; a*—4 (a, a,—0a,?) (a, (tg—057)
tendremos, segtin querfamos demostrar

AS—=— Ay

25.—Teorema IV.—Si las primeras derivadas de una
Jorma estan ligadas por una cierta relacion, el Hessiano de esta
Jorma serd idénticamente nulo.
Efectivamente, por definicién, el Hessiano de la forma
propuesta es el Jacobiano de sus primeras derivadas, y este Ja-
cobiano es nulo (n.° 17) cuando entre las funciones existe alguna

relacién.
26.—Designemos por U una funcién homogénea del grado m
y de las n variables Zy, Bgy -... &, aplicando 4 esta funcidn el

teorema de Euler sobre las funciones homogéneas, obtendremos
la ecuacidn.

20U U AU Oaf]' —ml. (8)

2y 0 7y 5 =2, s —l—.....—[—x,,a

Ly

Podemos ahora observar qué cada una de las derivadas de

v Al Al 2T

la funcién propuesta, y ——
Az, ° A, oz, :

funcién homogénea, del grado m —1, de las mismas n variables:
S ) S )

y por consiguiente que si les aplicamos ¢l teorema de Euler,

, €5 d su vez otra

3 sere
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obtendremos el siguiente sistema de n ecuaciones lineales con
relacién a las variables @y, g, .... @’

2l 22l 1 R s 2 all\
3 w 19 a R aan ST R Sy So=———t
o Toaee T B e (e
0 Sl oLy o ol

) e S ? _— C N\ ——y

lawg-aﬂh s oy Ry, 0%, -'T"awa_@xn (m 1)3‘“ 5

bl
a;___a'zU U . U L 2l 2T
B /e /)

570, ) o 172-{—1‘.,3:”,1.3:”5 Y (m 1)9»77,; |

sistema de ecuaciones cuyo determinante es precisamente el
Hessiano de la forma dada. Si al sistema de ecuaciones (9), uni-
mos la (8) formaremos un sistema de 7+ 1 ecuaciones con 7
incégnitas, sistema que para set compatible exige quec el deter-
minante de todos sus coeficientes sea nulo (a). Para escribir con
més comodidad este determinante representemos de un modo
general por [, la primera derivada de la funcion propuesta con
relacién & z,, y por U',, la derivada segunda de la misma fun-
cién tomada primero con relacidn d &, y después con relacién
4 z,, y hagamos ademas en la ecuacion (8)
mU=(m—1) U, 6sea U= M;
m—1

y con estas convenciones el sistema formado por las ecuaciones
(8) v (9) serd el siguiente,

g, Uy, Uy 2 U+ o -0 U, =m—1) Us
-1'1 U”1.1'+'|T2 U//12+-7;3 U”13+.- --.-—}_9}” U’,]n:(/’n—‘l) U’l
2y Ulgit2y Uyt Ulggty o 00 Usw=(m—1) Uy

(2).—(S. B.—2.20—n.2 337).;—-(R.—2.°—-n.° 147).—(B.—2.% parte,—n.° 277).
—(L.—1.0—Pdg. 138).
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cuyo determinante, después de suprimido el factor (m —1) que
afecta 4 los elementos de una misma columna, serd

Uo U’l U’2 ...... U’n
U/ i U//1 . U// e . U”1n

B= | Us Uy Uy ... .. U | =0 @)
[j’n U ”nl U”u?. ------ U”nn

En este determinante, el complemento algébrico del pri-
mer elemento {/, es el Hessiano

" " 7 s "
| 8 U Ut U,
[/‘Y’/Qi 0",22 U”"S ...... U‘”a"

(e i
B e hh
e b i (13)
Vol O

la expresion (11) se trasforma en la ecuacién

H G, R0

obteniéndose asf una relacion muy sencilla entre el Hessiano de
una forma y la trasformada &  de la resultante R de las n -1
ecuaciones (10).
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Teniendo en cuenta las observaciones y notaciones que
acabamos de explicar, podemos‘pasar a establecer el siguiente
teorema, que es de la mayor importancia.

Teorema V.—Dada una jforma U de n variables y. del
grado m; siendo R—0 la resultante del sistema de las n+ 1
ecuaciones con n incognitas oblenidas aplicando ¢l teorema de
Euler a la funcion propuesta y & sus n prineras derivadas par-
ciales; 3 representando ademdas por M, y M, los complementos
aleébricos de U, 3 U”
& probar qué

TSy

ESI e e R TR VTR TR B

szendo H el Hessiano de la forma U.

Efectivamente, siendo el determinante R nulo y simétrico,
su reciproco, que designaremos por R, sera también nulo y
simétrico (a). Ahora bien, segtin'las notaciones sentadas en el
enunciado, se tendra

i e i,

e T
o M M.,

: A .................. i

/A Bl i W,

y en este determinante se verificara la propiedad de los deter-
minantes simétricos (b) expresada por la relacién que querfamos
demostrar: /

I A wl NPT TR

(@).—(R.—2.°—n.% 127 y 129).
(b).—(R.—2.2—n.° 30).

tomados en el determinante R; vamos
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97.—Teorema VI.—S; on ol deternunante R (véase for-
mula (11) del n.° anterior), es nulo el complemento de un elemento
dado, mulo Serd también el complemento de cualquicr otro- ele-
mento. :
Efectivamente, hagamos #,— —(m—1) en las ecuaciones
(10) del ntimero anterior y este sistema se convertird en el
siguiente,

U zot Ul1 T+ Ulz Lorte oo + U, 2,=—0
U, Lot Upnoi+Upat. + U, 2,0
Us @t Ulytn + Ul 0t A4 Ul =0 {4

que tiene n--1 ecuaciones homogéneas con n—1 incégnitas.
Desarrollemos el determinante B segun los elementos de su
primera fila y tendremos, recordando las notaciones del pé-
rrafo anterior, '

B=U B U\ M+ Ty Mot U7 B=0: (16)

ademds, segiin las propiedades de los determinantes citadas
anteriormente (n.° 20, nota), se tendrd también

U H+U" MU Myt .. LT, M,=—0

o0 e s M- LU M= )

.......................................... § 1
)

Si comparamos ahora el sistema formado por las ecuacio-
nes homogéneas (16) y (17) con el sistema (15), facilmente vere-
mos que las razones de los complementos algébricos

non Moy
TR i
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pueden mirarse como uno de los valores de las razones

Dol Tq Al
S ey T g e I s e S04 RIS R :
xﬂ w?l x"ﬂ xn
que satisfacen al sistema de ecuaciones homogéneas (15); de
manera que tendremos

6 lo que es lo mismo
A S G CHE M M M, . (18)

Pero siendo R=0, se tiene (a)

H: My My oooos Mo My Mos Mgt Mogtecos Mot M, (19)

y recordando la férmula (14) del teorema anterior, 0 sea,

Mo MM M SNH M VM NI

tendremos finalmente
e VR ITE T VM. (20)

y de las igualdades (18), (19) y (20) se deduce qué, si uno de
los complementos M es nulo, los restantes tienen también que
serlo, conforme al enunciado del teorema.

Corolario.—Sz e/ Hessiano de una jor ma es nulo, el comple-
mento algébrico de cualquier otro elemento del determinante
R=—0, serd nulo; y rectprocamente.

Porque el Hessiano /A es el complemento del elemento Us
en el determinante R.

(@ —(R—2.2—1. 127).
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 28.—Teorema VIL.—S: ¢/ Hessiano de una forma es
nlo, y el complemento de uno cualguicra de sus elementos es
sgual @ cero, nulo serd también el complemento de cualquier otro
elemento. !

En efecto, si el determinante /A es nulo, representando
por /7 el Hessiano de la forma, su reciproco serd nulo también,
y ademds los elementos de una linea cualquiera de este reci-
proco, serdn proporcionales d los elementos homénimos de
cualquiera otra linea (n.° 27, nota). Por consiguiente, siendo
nulo uno cualquiera de los elementos de dicho reciproco, 6 sea
el complemento de un elemento del Hessiano £, nulos serdn
también todos los demds elementos del reciproco, 6 sean, los
complementos‘de todos los elementos restantes del Hessiano;

que es lo que tratibamos de demostrar.

—_——3 e

~1
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. CAPITUL® IV.
'SUSTITUCIONES LINEALES.

29.—Sustituciones lineales: definiciones.— Se ds e/
nombre de trasformacion ¢ sustitucion lineal, ¢ /a opera-
' cién en virtud de la qué se sustituyen en una funcion homogénea
las variables que contiene por otras nuevas, ligadas @ las pri-
mityas por medio de tantas ecuaciones lineales como variables
tiene la funcion. Sea, por ejemplo, la funcién homogénea
[ (@, @, .... £,); diremos que verificamos en ella una trasfor-
macion O sustitucion lineal, cuando sustituyamos en lugar de
Z1y @gi «--+ Ty, las nuevas variables X, X,, ... X,, ligadas &
las primitivas por las ecuaciones

z=h\ Xitp X+ 0, X,
o= X+ Xo+. .. .0, X, C

wn:)‘n le_l_{‘}‘n X2+ o0 + W, Xu

siendo los coeficientes X, i, ... w, cantidades constantes.
- Las cantidades constantes A, i, .... w, reciben el nombre
de coeficientes de la sustitucion,y el determinante

)\1 V‘l ...... (1)1

: Katiims sl Wy
M= S i @)

it G W,

formado por estas constantes escritas en el mismo orden en que
se hallan en las ecuaciones (1), se llama médulo de la sustitu-
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cion. Si el médulo de una sustitucidn es igual 4 la unidad la
sustitucion recibe el nombre de wuimodular, segin la denomi-
nacion dada por Sylvester.

En el caso de que una sustitucién tenga por condicién el
satisfacer 4 la ecuacién

R e e SR T ) G2 X2 4....+ X2

se la denomina sustitucion ortogonal.
El médulo de una sustitucién lineal es el determinante de
las ecuaciones (1) cuando se miran en ellas como incégnitas 4

las variables Xjs N X,; vy ya sabemos (a) qué para que

los valores de estas variables no sean indeterminados, es preciso
que este determinante no sea idénticamente nulo, mientras las
variables primitivas YRR @, se supongan independientes. -

Ejemplo.—Vamos 4 estudiar, como ejemplo, el efecto
producido en el discriminante de una forma binaria cuach atica
por una sustitucion lineal. Sea la forma

U=a, ©.®> + 2a, 2, 2+ a, %

sustituyamos en esta forma en lugar de #,, &,, los valores

3

®)

o=k X+ X,
Zg=hy Xy~ Xy

y tendremos, representando por 77, la trasformada

Ui=a, (\y X+ XoP4-2a, 0y Xy, X) 0 X py X)
a5 (g Xyt X5

0 sea, efectuando operaciones y ordenando con relacién d X,

U=(a, 420, } d+a,2.%) X 2+2 (a, ; py~+a, ) /\1 Uy

a

ey Ay 05 A o) Xy Xo b (7 0 2420, iy g+ ap 1) X

(@).—(S. B.—2.°—n.2 262).—(R.—2.2—n.% 142 y sig.).—(B.—2.2 parte.

—n.% 60 y sig.).—(L.—1.°—P4dg. 135).
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'y haciendo para abreviar

A =a, \? +2a, A, At-a, A2
A=a, M0y Ay g -0y Ay pa, )y g 5 (4)
Ag=a, p® +2a; 1y pota, po?

2z

la expresion U, se reducird 4

U xelod iy ) v

que es de la misma forma que la primitiva 77,

El discriminante de la funcién U, serd (n.° 5),

y en virtud de las férmulas (4) podremos calcular este discri-
minante en funcién de los coeficientes de la forma dada 7y de
los de la sustitucion lineal (3); en efecto haciendo las sustitucio-

‘nes convenientes se tiene

Ay Ag—A42=(a, \*-2a, ) ht-a,).2) (a, P20, 1y Ma05p27)

—(@, Ay o104 Ay pota, Xy Pyt Ay o)
=05 A 1 2—2a,a,0 Doy vt 0“27‘12%*22—“12)‘1‘“)}*22
20,20 Ay py po—a,? 22 2
=0 5 (Mg pa—y A5)2—a® (A —py )2
=(@ a5—a; ®) . (A Py )‘2)2(

Observando ahora que (a, a,—a,®) es el discriminante de

la funcion U, y (A py—p, %) es el médulo de la sustitucion (3)

llegamos 4 la siguiente conclusién, que es del mayor interés:
El discriminante de la trasformada de una forma cuadritica
binaria, por una sustitucion lineal, es igual al discriminante
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de la forma primitiva multiplicado por el cuadrado del médulo
de la sustitucion. B

30.—Sustituciones directas é inversas.—Cuando se
tienen dos sistemas de variables 7 :

A iy S, (@)
Yo Yo eenr Yoo ®)
v se quieren sustituir por otros dos sistemas de nuevas variables;
Xl’ X2, ----- Xﬂ; . (11)
Vol b ®)

se deben distinguir los dos casos siguientes:

1.°—Si el sistema («) se sustituye por el («) en virtud de la
sustitucion lineal

2= Xi+py Xo+...o o) X\
=gl D +w2 ) ;
................. \ (5)
mn:)‘n X1+l"‘n X2+ """ _{ W, An /

y el sistema (B) se sustituye por el (3'), por las relaciones de
trasformacion

ylz)‘1 Y1+}1~1 Yo+..... —+w, F,
'.1/2:)‘2 YVi+u, Fot.o... —+w, ¥,

de manera que el médulo de la sustitucion (6) sea idéntico al de
la sustitucién (b); las dos sustituciones propuestas se llaman
directas, y los sistemas de variables (@, s, ... @) ¥ (1,
Y2, «vv Yy) S€ denominan cogredientes.
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2.°——Si permaneciendo la misma la sustitucion (5), el sistema
(B) se sustituye por el (B') en virtud de la sustitucién lineal

Yl: )\1 y1+)‘2 y2+ ..... +)\" Yn '

Yoty Yytpa Yorteoooi - 4 :
........................... , (1)
VY=o 4140y Yotueeec 0, 4,

en la cual las nuevas variables se determinan ‘en funcién de las
primitivas, y cuyo mddulo es el resultado de cambiar las filas
por las columnas, y reciprocamente, en el mddulo de la (5);
entonces las dos sustituciones (5) y (7) se dice que son zzwersas,
6 también 7eciprocas, y los sistemas de variables (21, s, .. . &,)
Y (Y1, Y2, . .. Y,) s Haman contragredientes.

Representando por M el mddulo de la sustitucidn (8), y
por Ly, My, .... Ty, etc., los complementos algébricos de los
elementos Ay, wq, .... vy, etc., tomados en el mismo determi-
nante M; y resolviendo las ecuaciones-(7) con relacién d las va-
riables 4, ¥a, .... , obtendremos el sistema

My=L Y +M YVt....+T, Y,
My=L, Y, +M, Vort.... + 1, T,
............................. (8)

que puede sustituir sin ningtin inconveniente al sistema de
ecuaciones @(7)]11 modulo de este nuevo sistema de ecuacio-
nes es

LM T
L

LMl
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que es el determinante reciproco (a) del modulo M del sis-
tema (B).

Examen de un caso particular.—En el caso parti-
cular de que sean dos tnicamente las variables de los sistemas
(@) y (8), las ecuaciones (3) y (8) se reducen 4

2=k X+ Xy
To=hy Xit05 X, )

My—L, Y,+M, Y, e

10
Mys—=T, VM. V. | oy

pero siendo el mddulo de la sustitucién (9) el determinante

pef Bow

Ag 2
los valores de Ly, Ly, My, My, serdn
sl e i S e AT e

de manera que las ecuaciones (10) se convertirdn en

My;=p; ¥,—) Ty }
Mys—=—p, Y42 ¥y

e oo gt A T i o e

(@).—(R.—2.°—n.° 123).
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que pueden escribirse bajo la forma

My, = Tk 1)) a1
M (—y =2y Vobpe (—F,) )

y estas ecuaciones nos hacen ver, teniendo en cuenta 10 dicho
en el caso primero, que 4 parte del factor constante M das
variables 1 Y2,—1Y1 SON cogT" edientes: con las @y, xa.

Nota.— Si se multiplica cada una de las ecuaciones (8) por
la correspondiente del sistema (3) y se suman los resultados se
obtendra

Ty YT Yot b, =Xy Vb Xy Yok £X, 1y (12)

ecuacién importantisima y de la que haremos frecuente uso
mas adelante.

31.—Propiedades de las sustituciones lineales.—
Teorema I.—S: un sistema de 1 funciones lineales con igual
niimero de incognitas se trasforma por medio de una Sustiiucon
lineal en un nuevo sistema, el deteyminante del sistema trasfor-
mado es igual al producto del determinante del sistema primi-
tiwo por el modulo de la sustitucion.

‘Sean, en efecto, las tres funciones lineales

Ui=0a;; @+0;5 05+015 24
Uy=0yy &1~+00p T5+093 5 ( (13)
Us=ay1 @1+ Tyt-0s5 75

verifiquemos en estas ecuaciones la sustitucién lineal siguiente

o=k Xy +py Xo v X
Tg—hy Xy = g Xy 4 v, X
Zy—=hg Xy 4 pg Xy + 5 X

(14)

J
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y se obtendrdn las tres ecuaciones

Ui=(ay; )‘1+(’12)‘2+a13)‘3) X1+(“11f‘1+“12§*2+”13}*a) X,
. ey vitagvitagvi) X, '
U, 2:(’121)‘1+”227\2+”23)‘3)X1+(’-‘21{*1‘1'”221*2‘{‘“2393) X, i
F(01 Y1055 o055 v5) X, 21D
U 5= (51 +goho+-a,.).,) 2 (g1t Fagiot-0,00,) X, '
: {51 V150 Vot-ag5 v,) X, . J

pero el determinante de estas ‘tres ecuaciones es

QA+ Qiphot-a,), Q1P Tttty g0y @111 T010Vg 105V,
@i\ —~+-a aahot-0,52, gy —-logtiotAoglis  0yv-a 2979 1033V5
| a 317\1+“327‘2+033’\3 A1y T-Agolot0gglts  €gyv,—+-a 3279103373

que, seglin sabemos (a), es el producto de los dos determinantes

f Gy Qo Ay l Ay 1)
(o1 Oy Qgg ‘ > Ay py Ya
g1 G35 O3 A3 pg Y3

y estos son respectivamente el determinante del sistema primi-
tivo, y el médulo de la sustitucién lineal (12); luego queda de-
mostrado el teorema

El mismo razonamiento podrfa aplicarse 4 un ntimero cual-
quiera de funciones.

32.—Teorema II.—S7 una forma del grado n y con k va-

riables se trasforma en otra mediante una sustitucion lineal S las
coeficientes de la trasformada son funciones homogéneas de
&grado n respecto & los coeficientes de la sustitucion Y de primer
grado con relacion ¢ los de la forma primitiva.

En efecto, siendo la forma propuesta homogénea y del
grado n respecto 4 las variables que contiene D1y o, s Ly Su

(2).—(S. B.—2.—n.° 258).—(R.—2.—n.° 117).—(B.—Apéndice n.9 XIII).
(L.—1.°—Pdg. 142). 3
; : 3
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’crasformaéa serd también homogénea y del grado n con rela-
ci6n 4 las nuevas variables Xj, X, .... X,. Pero en la sustitucion

5171:)\1 X1+P'1 .X2+- v .+F.l)1 ;Y"
pi=hS ; Xt Xo .o X

Ly—"n X1+P‘n X2+-"b--+wn Xn

los coeficientes X, i, .... w, estdn unidos 4 las variables X,
X,, .... X,, de tdl manera que entran en cada término con los
mismos exponentes que afectan 4 estas nuevas variables; luego
los coeficientes de la trasformacion serdn funciones homogéneas
y del grado n de los coeficientes de la sustitucion.

Ademds, como la sustitucion efectuada no afecta 4 los
coeficientes de la forma propuesta, estos coeficientes entrardn
en los de la trasformada cou el mismo exponente que tenfan en
la dada, 6 sea, con el exponente uno.

Nota.—Como comprobacion, 6 ejemplo, de esta propiedad
pueden verse los coeficientes A, Ay, As, del &jemplo del n.° 29,
que son de segundo grado con relacién 4 A, Ao, P b2 y del
primero respecto d o, @y, o

33 __Teorema III.—S¢ una funcion de varias variables Xy,
Xa, ... Xy, S€ lrasforma por medio de una sustitucion lineal en jun-
cibm de otras variables Xq, Xa, ... X,; las derivadas de la fun-
cibn con relacién @ las nuevas variables se expresan linealmente en
Juncion de las derivadas con relacion & las primitivas, mediante
In sustitucion inversa de la empleada en la trasformacion.

Efectivamente, sea la funcion U=¢p (#;, %, ...- Zn); SUPO-
niendo que se verifica en ella la sustitucion lineal

2y =N X+ X2+-----+‘*’1 Ao\

L=y XH’P‘S: Xot-..oo -0 X, ) (16)

zn:)\n X1+P‘n X2+.....+(D,, Xn }

la funcién U tomard la forma U=a® (X1, Xg, ... X
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Al tratar ahora de hallar las derivadas de la funcién U com
relacién 4 X1, Xo, .... X, , deberemos tener presente que U es
funcién de 2y, xo, .... %,, y estas variables son a su vez, segin
las ecuaciones (16), funciones de Xj, Xo, .. . X,;; y por lo tanto
las derivadas buscadas tendrdn la forma (a);

ol - Ol Dy oL - Az,
X, T gz X, oz, ~ 0X,

QU 0,
e 0
0 'OAI \

AU U %, (U 2 0z,
XL e X, AN e el
e 0 n L
............................................. %

ol U AL i U 9.

G St —1+ : .—,2‘{—‘ ..... —*—f—,

DX” ax] aXn 8;22 01 n DJ—’n a‘xn /

y como en virtud de las mismas ecuaciones (16) se tiene

Az, oz,

oz
e o ) =R s
azfl —_— 1 DXI S 23 D‘rl == n 3
x4 or o,
= P e =y e o — U

T o, AT,

1 2

= Wy, S fa B IR v = s
Dl\n aAn "Au

las ecuaciones (17) se convierten en

NI o AU ’
—m_)\lo—%+)\2m+.'..+)\na.—‘l/‘"

ME T 2T 23
e e e s o
20U 20T QU U \'

~D—X°;: :(01-0*{;‘* + 2 Dx2 + 5 —|—( n N /

(2).—(S. B.—2.9—n.2286).—(B.—2.2 parte.—n.° 147).—(L.—2.°—Pdg. 172).
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aU.

expresiones de las que se deduce qué las variables ;
JII 7

ol Oh se trasforman en las —— o OU o

A e AT O oL o

por medio de una sustitucion lineal inversa de la (16), segun -
queriamos demostrar, Estas mismas ecuaciones nos muestran,
teniendo presente la definicion del n.° 30, que las variables
A BRI oU

Examen de un caso particular.—Cuando las varia-
bles son dos unicamente, las ecuaciones (18) se reducen 4

L1y D2y <res Ty, SON cOntragredientes con las

U AU ol
NG = Az, i dz, ?
e el
e L )

de las que se deducen las siguientes, representando por M el
modulo (A; po— A;) de la sustitucidn,

BT O
Py i e
T 0

M

ecuaciones que pueden reducirse 4 la forma

oU 2U ol
i L g

QU o oU
#(—5r) =k gy (- 37)

que nos prueban qué, aparte del factor constante M, las va-

: WA :
riables e o son cogredientes con las x; y .
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34.—Propiedades de las sustituciones ortogonales.
—Teorema I.—En foda sustitucion orlogonal la suma de los
cuadrados de los elementos de una columna del modulo es igual
d la unidad; y la suma de los productos binarios de los elemen-
tos de dos columnas es igual é cero. .
Efectivamente, la sustitucién lineal

o= X+ Lt X,
To=hy Xty Xotv, Xy (19)
Zg—=hs Xty Xotv; X,

serd ortogonal si se vetifica la relacidn

.’D12+.’1/‘ 22+$32:X 12+X 22+Z-32 3
ecuacion que debe reducirse 4 una identidad cuando se ponga

en ella en lugar de Zy Ty, L5, Sus valores dados por las formu-
las (19). Pero haciendo esta sustitucién, obtendremos

(A Xipy Xotvy P00 it Xobvy L2035 X,
5 Xot-vs 113)2——2( T L
0 sea, verificando operaciones;.
A2 P10 XPv ® XA 4| 2K, Ay
+A2 gt v e
+A? | v g,

—X X R
+A |2 Kby |20, X
+X vy s Vg
Xy vs —+3 V3

mas para que esta expresion sea una identidad es necesario que
tengan lugar las ecuaciones siguientes;

)\12—}—)\22—}—)\32: 1 )\1‘LLI+)\2!.L2+)\3{)»3:O
e i U e y ApitAaVetdavi—0 ¢ ; (20)
Vv Hvgt— 1 Py Hie Vet ve—=0

que demuestran la proposicion enunciada.
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Reciprocamente, siempre quz en el médulo de una sustitu-
cion se wverifiquen las ecuaciones (20), la sustitucion serd or-
togonal. '
Porque sustituyendo en la relacion

w2z oP—X 2 X 2 X

los valores de #,, @,, %, la convertirdn en una identidad.

Nota.—Las demostraciones anteriores son completamente
generales y se aplican 4 funciones” de un nimero cualquiera de
variables.

Corolario I.—Z! cuadrado del médulo de una. sustitucion

ortogonal es igual ¢ la unidad.
En efecto, formando el cuadrado del modulo de la susti-

tucién (19) obtendremos (a),

AP +)\2 A5 ‘)\1}*1—*‘)\-2}"-2‘{‘)\5}’-5 Ayi-Aavat-Asvs
Mg— DS 4+)~2U~a+)\3}’~5 o +P~22 ."H*sz }111‘/1+H~2‘/-2+P~3V5
s F AV Avs s eVt ievs vE vt s

pero observando que por ser la sustitucién ortogonal se verifi-
can las ecuaciones (20), la igualdad anterior se reduce 4 la
siguiente

A 00
M=l 00 s ) i==]
0 0 1

que demuestra la proposicién enunciada.

Corolario IX.—ZE/ médulo de una sustitucion ortogonal es
sgual @ +1 0 a—1.

Corolario III.—S7 en el médulo de una sustitucion orto-
gonal se cambian los szg7zos @ todos los elementos de una linea,
6 mds generalmente, & los de un nimero impar de paralelas,

la sustitucion sigue siendo ortogonal, pero el modulo cambiard
de s1gn0.

(2).—(S. B.—2.°—n.° 260).—(R.—2.2—n.° 119).



DE LA TEORfA DE LAS FORMAS. 65

En efecto, si se cambian los signos de los elementos de
una 6 de un nimero impar de lineas paralelas del mddulo, las
ecuaciones (20) seguirdn verificindose; luego la nueva sustitu-
cién serd también ortogonal. Ademds, ya sabemos que un de-
terminante cambia de signo, pero né de valor, cuando se cam-
bian de signo los elementos de una 6 un nimero impar de
lineas paralelas, de manera que el médulo de la nueva sustitu-
cién serd igual al de la primitiva pero tendrd signo contrario.

3%.—Teorema I1.—Enr foda sustitucion ortogonal el pro-
ducto del médulo_por uno cualquiera de sus elementos es igual al
complemento algébrico de este elemento.

En efecto, designemos por },;, empleando la notacién de
doble indice que aqui es mds ventajosa, el elemento del médulo
que se halla en la fila o y enla columna 7, y representemos
por A,; al complemento algébrico de este elemento. En virtud
de las propiedades (a) de los determinantes tendremos, repre-
sentando por M el médulo de la sustitucion:

N At Doy Bt A Agpp T A A= M }

21
AinB i Ay Byt Ao + A d=0 ey

y puesto que la sustitucién es ortogonal tendremos ademds, se-
gtn el teorema precedente,

)\”' )\H-‘— Lgh )\3i+ """ = )‘nh )‘ni=0. (22)

Si se compara esta ultima ecuacién, que se verifica al
mismo tiempo que las anteriores, con la segunda de las (21),
deduciremos fdcilmente de esta comparacién que los comple-
mentos algébricos Ay, Ay, ... A,;, son proporcionales d los
elementos Ay;, Asiy «.... Ay de manera que designando por € una

constante se tiene
Ali e Aii Am‘

e

a).—(S. B.—2.9—n.? 261).—(R.—2.°—n.° 102).—(B.— 2.2 parte.— n.° 60).
p
—(L.—1.—Pag. 133). :
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J sea,
Aye=tiy, A==t 7\,?, Snu A= (23)

Sustituyendo estos valores en la primera de las ecuacio-
nes (21) se obtiene
C ()\u’ -+ X,i’ - esshan )\niz):ﬂ’l

y teniendo en cuenta lo demostrado en el teorema anterior,
6 sea, '

SOV R o G B
resultara
(Gl 65
y finalmente segtin las ecuaciones (23)
A=—M A, Agt:ﬂll Nl N e s

conforme al enunciado del teorema. .
36.—Teorema, III.—La suma de los cuadrados de los ele-
menitos de una fila cualquiera del modulo de una sustitucion orto-
gonal es igual & la unidad; y la suma de los productos binarios
de los elementos de dos filas cualguiera es igual & cero.
En efecto, si ordenamos el médulo segtin los elementos de
su fila j, tendremos,

M Apia M Mg liss 1 Xy, A =M
)\“ Ah( -+ Xi‘l Ahi 4 eeiee - Ain A)‘”:O.

Ahora bien, segin el teorema que precede se tiene

A=MW1, =Mk, Av=HMM\;,,

]



DE LA TEORIA DE LAS FORMAS, 67
luego sustituyendo estos valores en las expresiones anteriores,
se tendra,

2 2 el
)\M 7l )\Iﬂ S RO RO o )\hni == (2 4)
it Mg+ Az Mo 4 eeees o+ Nin M=0

conforme se queria demostrar.

37.—Escolio general.—Suponiendo que sean n las varia-
bles @, g, «co. &y quUE SE tratan de sustituir por otras n X,
X,, .... &,, mediante una sustitucién ortogonal, hemos visto
antetiormente (n.° 34), que representando por

W Y Wy

Aty Vol W,
M= i e

)\,, P Ynooenns W,

el médulo de la sustitucién, las ecuaciones que caracterizan el
que la sustitucion sea ortogonal, son las siguientes;

P s Mphottgt - Aan =()
H12+H22+. & .+'rln2:1 )\1‘/1—{—)\2 V2+. & .-{—)\,,V,, :0

pués todas las demds expresiones obtenidas en los teoremas
9.2y 3.° (n.% 35 y 36) se han deducido ya en el supuesto de ser
ortogonal la sustitucién y verificarse por lo tanto las ecuacio-
nes (@) y ().
Ahora bien, el nimero de ecuaciones del sistema (o) €s m,
y las que tiene el sistema (o) son 3 n (n—1), nimero de com-
9
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binaciones binarias de n elementos, luego el ntimero total de
relaciones esencialmente distintas que ligan 4 los n? coeficientes
de una sustitucién ortogonal es

n+3% n(n—1)=4% n (n-1)

-y por lo tanto, si suponemos que los n2 coeficientes A, T
son arbitrarios, podran determinarse £ n (n41) de ellos en fun-
cién de los

nz——% n (n+-1=% n (n—1)

restantes que quedarian completamente indeterminados, y que
podrian emplearse para satisfacer otras condiciones dadas.

Ejemplo. — Tratemos de trasformar una cierta funcién
¢ (2;, #;) mediante la sustitucién lineal

B =M A Xy } {
L= X 1 Xy
y hallemos las condiciones 4 que deberdn satisfacer los coefi-

cientes de esta sustitucién para que sea ortogonal. Las ecuacio-
nes («) y («) se convierten en este caso en

A2 =1
il el ®)
9‘1}*1‘1‘)‘2%*2:0

aplicando ademds 4 los coeﬁc1entes de la sustitucion propuesta

las igualdades obtenidas en el Corolario 1.° del teorema 1.0
(n.° 34) y en el teorema 3.0 (n.° 36), se tienen las expresiones

APtp? =l

A2f 2 —1

o ()
1Ag =

ME=(hypy—py o) =1
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Pero, segtin lo que antes hemos dicho, de estas siete rela-
ciones solo serdn distintas & n (n+-1)==3, en este caso por ser
—2; de manera que satisfechas tres cualesquiera de ellas las
demds lo estardn también. Supongamos en efecto, que las tres
primeras (8) se verifiquen por unos valores de los coeficientes
de la sustitucién y vamos 4 ver que las ecuaciones restantes 9]

son consecuencia de las primeras. Multipliquemos las dos pri-

meras (3), restemos del producto el cuadrado de la tercera y
se tendrd

(A2 4-259) (.“'12"*‘(*2) (A —+hyt5)? ()‘11*2“' "2) =1

6 sea la cuarta de las (y). Multiplicando las dos primeras de
las (B) se tiene

)\1 22020 20 2D 20, 2

y observando que segun la tercéra de las ecuaciones (3), 2,2 1.2
=Ay,2152, la expresion anterior puede tomar las dos formas:

)‘12 (.‘*12‘*'{*22)”‘{*12 (A 2H02=1,
Ag? (1P -p?) i (52 hdl=1

ecuaciones qué teniendo en cuenta las dos primeras de las (B)
nos ddn las expresiones

Rgilin o 3
A=l
hgPuy2—

que son las dos primeras de las (y). La tercera de estas ecuacio-
nes (y) se obtendrfa multiplicando entre si las dos obtenidas
dltimamente y restando del producto la cuarta de las expresio-
nes (y) después de desarrollada.

Debiendo por lo tanto los coeficientes Ay, Ay, -y, g, Satis-
facer d las tres ecuaciones (3) podran determinarse los valores de
tres de ellos en funcion dcl cuartv que quedard completamente
arbitrario.

—
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CAPIMULG Vi
INVARIANTES.

38.—Objeto de la teoria.—Al dar principio 4 la exposi-
cién de la parte verdaderamente fundamental de la 7eoria de
las Formas definiremos en breves palabras el objeto principal
y la idea que predomina en esta importantisima rama del Ana-
lisis algébrico moderno. Este objeto puede expresarse del si-
guiente modo: sz una forma de cualquier grado y de k varia-
bles se trasforma en otva por medio de una sustitucion lineal, la
nueva formay la primitiva poseen algunas propiedades comunes;
y el estudio é investigacion de las propiedades de esta especie,
que no se alteran porv la sustitucion lineal verificada, constituye
el problema principal de la Teoria de las Formas.

39.—Invariantes: definiciones.—Se lama invariante
(@) toda funcion de los coefictentes de una forma que tenga la
propiedad de qué, s se efectiia en esta jforma una Ssustitucion
lneal, la funcion semejante de los coeficientes de la trasformada
sea 1oudl & la funcion primitiva multiplicade por una potencia
del modulo de la sustitucion. Al exponente de esta potencia del
modulo se le llama Zndzce del invariante.

Sea, por ejemplo, la forma

U=(as a:0s 0 )@yl min ) (1)

y supongamos que

oy, A o)

(a).—Cayley, que fué el matematico que descubri6 los invariantes, les ‘di6 el
nombre de Zzperdeterminantes.
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es una funcién de los coeficientes de IJ. Verificando en la for-
ma (1) la sustitucion lineal

z=h X+ Y4y, Z74-. . ..
Y=h Xt Yy, Z4-. ...
=N X YFv, 7. . (2)

se obtendrd la forma

Ul:_'(A(n Al’ sz o ) (1Y, _Y, Z,. b .)".

Formemos ahora con los coeficientes Ao, 41, 45,.. .., Ia
funcién

o

semejante d la o (ao, @y, Gy, . ...); si llamando A al mddulo de
la sustitucién propuesta, y siendo u. un nimero entero, se veri-
fica qué

oA T A e A c T a e as ey (3)

la funcidn o se dice que es un zzvariante de la forma propuesta
U, cuyo indice serd p.

Si el indice . es igual 4 cero, en cuyo caso la funcién ¢ no
altera por la sustitucion lineal verificada, la funcion recibe el
nombre de znvariante absoluito. 7

Del mismo modo que una sola forma, puede un sistema de
formas tener también invariantes. Sean las formas

L’v:(ao, al’ (12, Sl ) (.’E’ !/’ (e _)u ‘Z
V:(I}o, 1)1. b.z, T ) ({l}, ‘]/’ N ‘)n
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supongamos que en todas ellas se verifica. la sustitucion lineal
(2) y que se trasforman en las

Th=<(A AT R R e o
V(BB B e A

si al propio tiempo se tiene una cierta funcién

olas e bbb )

i

de los coeficientes del primer sistema de formas tal, que satis-
faga 4a la condicidn

eilde A Agi i Bosb  Basa i)

= O e e il

esta funcion o recibe el nombre de invariante del sistema dado,
6 mejor, el de znvariante stimulidneo de las formas propues-
tas (a). :

Ejemplos de invariantes.—I.—Si tomamos la forma
binaria cuadratica

U=a, z,>+2a; 2, x;+a, ,°

{a).—La importancia grandisima de la teorfa que vamos @ exponer puede

facilmente comprenderse con recordar qué, en Geometria analitica, todas las tras-
formaciones de coordenadas se verifican por sustituciones lineales. En el estudio
de las curvas y de las superficies un invariante, de una forma ternaria 6 cuater-
naria, es una funcién de los coeficientes cuya reduccién 4 cero expresa una cierta
propiedad de la curva, 6 de la superficie, independiente de la eleccién de ejes
coordenados. Véase para mds detalles la obra:

Clebsch (A.).—ZLegons sur la Géométrie, recueillies et compléties por #, Lin-
demann.— Tonio 1.°
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y formamos su discriminante

2— 2.
A—a,a—0a,%;

vamos & ver que este discriminante es un invariante: porque ya
hemos visto (n.° 29, ejemplo), que si se verifica en la forma I/
la sustitucion lineal

o =h X+, X l
Tk X+, X, )

72

el discriminante A, A, — 42 de la resultante U, =4, I

—+24, X Xo+-A, X2 es

A A2*1A12:O‘1 Po—tt A2 . (@, a—a,7)

que cumple las condiciones exijidas en la definicién.
II.—Sean ahora las tres formas lineales ternarias,

Ui=a;; &+a;5 v5+045 24
Uy—=ay; 035 To+-055 25
Us—0g; @035 To1-033 T3

decimos que su determinante
— | Gg (O (g

es un mnwvariante simulidneo de las tres formas dadas. En efecto,
hemos visto anteriormente (n.° 31), que si trasformamos el sis-
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tema propuesto por medio de una sustitucién lineal, el deter-
minante del nuevo sistema es igual al del primitivo por el mo-
dulo de la trasformacién, es decir, que representando por Ay,
e dnas , los coeficientes de las trasformadas, y por
X, i, v, los de la sustitucion se tiene

| A3 Agp Agg N ayy Qg Og3
ApiAad = 0L e e e S
Ay Ag Ass A3 3 V3 gy Gz Os3 |

40 —Propiedades de los invariantes con relacion &
los coeficientes de la forma.—Teorema 1.—Zodo nva-
riante de una forma es jfuncion homogénea de los coeficientes de
esta jorma.

En efecto, sea la forma de grado n y k variables,

U=(a,, @4 o, - - - +) (@1, Ty - - - D)l

y designemos por

oifos: 0l sy )

uno de sus invariantes de grado 7. Si en la forma U verificamos
la sustitucion lineal

cuyo modulo es
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e 0 )
0k 0 0
............. =N
00 G0 ek

cada coeficiente @, se convertird en @,A\". Por otra parte,
designando por . el indice del invariante ¢, tendremos, por de-
finicién,

0(A" o, N gy, N @y - . =00 e an ) ()

Cada.uno de los términos del primer miembro de esta
igualdad contiene el factor A con un exponente igual 4 n veces
el grado del término, que serd por lo tanto nr en el de mayor
grado, por ser ¢ del grado r; y como en el segundo miembro,
el factor ¢ (a,, @;, g, --..) €s independiente de A, para que la
igualdad tenga lugar, es necesario que todos los términos del
primer miembro sean de igual grado, es decir, que ¢ sea homo-
géneo respecto 4 los coeficientes a,, @y, ds....; que era lo que se
deseaba demostrar. ¢

k1.—Teorema II.—El indice de un invariante es igual al
producto de su grado por €l de la forma, dividido por el nitmero
. de variables.

Efectivamente, segin lo demostrado en el teorema ante-
rior, para que la ecuacién (4) se verifique es preciso que todos
los términos de su primer miembro sean divisibles por N
siendo r el grado del invariante; luego dicha ecuacion podra re-
ducirse & la forma

© (Aao, N'ay, A'ay, )= Ko (45,1005, <o)
::)\kf" 20 (ad,) @y, Gasieesi)s

expresién que exige se tenga nr—Fk., 0 sea,

p= —n,% 3 (55

10
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que es la formula enunciada en la proposicion que queriamos
demostrar. e
Corolario.—Zodos los invariantes de una forma binavia
de grado tmpar, son funciones de grado par.
En efecto, haciendo en la férmula (5) £=2, se obtiene

y como 1+ debe ser un mimero entero, si n es impar €s preciso
que 7, grado del invariante, sea par.
42.—Teorema II1.—7odo invariante de una jforma bina-
¥iq es isobarico, y Ssu peso es igual & su indice.
En efecto, sea la forma U= (ao, @;, @y, ... @,) (@, y)"; Vve-
rifiquemos en ella la sustitucién

2=X+0. Y
y=0 . I4\Y }

cuyo mddulo es A. Designando por ¢ un invariante de la forma
propuesta, por @ el de su trasformada y por w el indice de este
invariante, tendremos segtn la definicion de invariante

o— A\, ®.

Ahora bien, por la sustitucién verificada, los coeficientes
de U se trasforman en

Ao=aq, Ao A=, WL A g 98 S e ) A —=a, \%

€o e

e A : e e
por consiguiente si un término de ¢ es a °0 Lassan anyvelel

término correspondiente de ¢ serd

e (4 (4 e,
Ao

— 0801, 6,1+2e5+... 4ne" 1.0
= Qo

Gile e,

aites A, )
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y como después de la trasformacidn el invariante debe conver-

tirse en A . ©, es necesario que todos sus términos adquieran el

factor 10+ fot-1 -€11265t....+-ne, , Y que se tenga por lo tanto

0.¢o41. 6,42 e+ .. .4ne,—p=— EQL;
pero el primer miembro de esta igualdad es el peso del término

e

6o, € e 3 e s T .
o °a; 1a, "2 ....a,"" ; luego se verifica la proposicién enunciada.

43.—Teorema IV.— Uz invariante de una forma binaria
0 no altera, 6 varta solo de signo, cuando se permutan entre st
los coeficientes equidistanies de los extremos.
En efecto, si en la forma binaria (a0, ay, @ ... @,) (, y)" se
verifica la sustitucién lineal

2=0.X+ Y }
y=X+0. Y

cuyo médulo es—1, sustitucion que equivale en resumen 4 per-
mutar entre sf las letras € y; dos términos de la forma equi-
distantes de los extremos, @, 2" y" v @, , &" y "™, por ejem-
plo, se trasforman en @, 2"y"" y a,_, z*" y", es decir, no
hacen mds que cambiar entre si sus coeficientes. Al propio
tiempo, si ¢ designa un invariante de la forma propuesta de in-
dice 1, y @ el de su trasformada, se tendrd

08

d=(—1) " . ®,

y esta igualdad nos demuestra que el invariante © no cambia de
valor en ningtin caso, y varia 6 né de signo segtn que su indice
i sea impar O par. :

Los invariantes que por la permutacién de coeficientes equi-
distantes de los extremos en la forina, no varian de signo se de-
nominan szétricos, y los que cambian de signo se llaman /Zezz-

SEmétricos,
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Nota.—Debe obsetvarse que la permutacién de los coefi-
cientes equidistantes de los extremos no altera el peso del inva-

& JRsi . e AR e e
riante; porque un término del invariante primitivo. @, °a; !

ag @GN e“, por ejemplo, se convierte en el trasformado

e e e e
eng e, ta, 2 i, i, CUYOIDESO €S

(n—0) eo—+(n—1)e; +-(n—2) est-.. —(n—n) e,
1 (eo-t-e;eot.. .. - e)—(0. eot+-Te;+2e-.. —+ne,);

pero como eo+e—eg+.... e —r, designando por r el grado
del invariante, y siendo ademds (n.’ 42),

nr

0.e041. 6,42 .64 ... 4N a—p— —5— »

se tendrd que el peso del invariante trasformado es

BN
5 — g

=l

Nl

k. —Teorema V.—Zodo invariante © de una forma bina-
1 (o, Oy, Ogy --v- Gn) (@, Y)" S@Uisface & las ecuaciones de deri-
vadas parciales (a),

dw L) oo :

o —a——l +2G1 D(z2 -+ 3a2 'a—a; + R 1) .D—(In- __.0, (())

a2 i fya, L A2 g

nay, 0 a, 5 (n )(53 v oy S . (7)

(a).—Véase antes de comenzar el estudio de este teorema la Nota sobre los

simbolos A(p Y V¢ quevial fin de la obra,
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En efecto, si en la forma binaria propuesta (o, @;. @s,. ...0x)
(@, y)" se verifica la sustitucion lineal
x=X +\Y } )
=01+ Y

cuyo mddulo es la unidad, entre el invariante @ de la trasfor-
mada, y el o de la propuesta se verificard la relacion

d=s. )

Ahora bien, la sustitucién lineal (8) equivale 4 poner en la
forma propuesta en vez de z, z-+\y, y conservar sin alteracién
la variable ¢; mds en este caso es fdcil demostrar (a) que si de-
signamos por Ao la operacién :

Ao 0w Qo RLe)
Ao—=a, —— a; —— g —— . .... NGy ———
T (o] aal +2 1 802 +3 2 aas + + n—1 Oa-,, b}

el invariante @ puede ponerse bajo la forma

:?+)\A?+|3_)‘ 22 A-,»_!_ L_}_ )3 A3 + +__ ) n An,,.

|n
expresion que se reduce, teniendo en cuenta la ecuacién (9) &

A2p 1 2A 35 _1__ n—l An,. .
+-—2_— ‘,’+ li)"x Jf_ +Iﬂ_ Vo Af;

y como esta ecuacion debe verificarse independientemente del
valor de A, es preciso que se tenga

A?:to,

(a).—Podria repetirse aqui la demostracidn dada en la Noza final para obtener
la férmula (“,’)
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0 sea,

0% 3¢ iy 9en L
(155 —LE +2(ll —321—2 +3ﬂ2 a—‘aa —+. .. .+na,,_4 a—an ._-0, (6)

que es la primera de las ecuaciones cuya existencia nos propo-
niamos demostrar.
De una manera andloga se demostraria que haciendo en la
forma propuesta la sustitucién lineal
x—= X4-0.Y } (10)
y= X+ ¥

cuyo modulo es también la unidad, el invariante ¢ tiene que
satisfacer 4 la ecuacion (a),

V¢=Y,
4 sea
2 L M)y =
ne; — +m—1)a, —
. 9, ; 9a,
e Ee L . S
e AN e e S e e == ()
( - 3 aaz n—1 Dan_g n a(ln_l ( )

Observaciones.—I.—Esta tltima ecuacién (7) no es mds,
en realidad, que una consecuencia de la (6), cuando la forma
estd escrita simétricamente; pués podria deducirse de ella por
la permutacién en la forma de los coeficientes equidistantes de
los extremos, en cuyo caso el invariante no altera ¢ cambia
tinicamente de signo (n.° 43).

II.—5Si la forma propuesta estuviese escrita sin los coefi-
cientes numéricos de la formula del binomio de Newton, habria

(a).—Véase la ecuacién (Y’) de la Nota final.



DE LA TEORfA DE LAS FORMAS. ST
que sustituir 4 las ecuaciones (6) y (7) las dos siguientes, que
son las correspondientes 4 este caso (a);

o 0 0% R
naOSa—1 —+(n—1) a, = —+(n—2) ag—a;é +""+a"—‘_57,,’—0’ (11)

d )
0yt + 20, ‘3‘3; o % i DZ: —0. (12)
4b.—Teorema VI.—En fodo invariante la suma algébrica
de los coeficientes es nula.
En efecto, siendo el invariante © una funcién homogénea é
isobdrica (n.° 40 y 42) de los coeficientes de la forma, se podra
representar por '

hallando sus derivadas con relacién 4 a,, ay, @,,.. .0, ten-
dremos,

do e e—1 e e
1 e (o] 1 2 (3
—=e 20, a, gy i
oa,
do 6o € €y—l €n
L —e¢, 2a, *a; lay 2 L a.

y de estas expresiones pueden fdcilmente deducirse las que
siguen

(a).—Véanse en la Nofa final las ecuaciones (E,) y (8’)_
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i) € €4 @ e
g = e it g 8 gt e o

oa, i

o €o e e

4 2 iy

2a, 5 == e Pl

0% oyl e e
N~ e—pp Nanigdg e i fi=— pe. o

n aa" n 0 1 2 n n T /

Multiplicando los dos miembros de las expresiones ante-

riores por @,, @y, @y, - . .. 4,4, respectivamente, se obtiene
o e 0 ol )
o 5~ = L2 o, Qala =2 oide L
a4 (1 gy @ 9ag
e,a d i
=g 5249 ..... na,._lw(? e ) L
3 an an

ecuaciones que sumadas nos dan

; 9 : d
o T;P— —+2a, +. o na, D(;P

3 n

e4a € €, . Culy_
_( 1o ool g 32+....+n&')9
ay Qg a,

Ahora bien, como la funcién ¢ es un invariante el primer
miembro de la ecuacién precedente serd cero, segun la igualdad
(6) del teorema anterior; luego tendremos,

y esta ecuacién debe tener lugar cualquiera que sean los valo-
res de a,, ay, a,, ...a,; de manera que si todos se hacen igua-
les entre si € idénticos 4 un cierto valor, a por ejemplo, la ecua-
cion también tendrd lugar; pero en este caso el invariante se
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reduce 4 una suma de términos que tienen por parte literal a7,
si por 7 se representa el grado del invariante; y por lo tanto si se
designa por s la suma algébrica de todos los coeficientes numé-
ricos del invariante o, este se reduce 4 §.a", y la igualdad ante-
rior se convertird en '

(e;+2e5+3es+. . . . +ne,) sa"=0;

pero la cantidad comprendida entre paréntesis no puede ser ceto
porque representa el peso del invariante v; a” tampoco puede
serlo, luego deberemos tener

s={)

como querfamos demostrar. :

46.—Teorema VII.—S:z wna funcion o de los coeficientes
de una forma U=—(ao, ay, Gy, ....a,) (@, y)" esisobdrica, simé-
trica y satisface & la ecuacion de derivadas parciales,

20 Q0 AL do

o —— +2a, —— g —— . ... 05
o +2a, %% -+3a, =5 + Ny

Da3

Sera un tnvariante.
Para demostrar esta proposicién serd suficiente probar que
verificando en la forma propuesta la sustitucién lineal

o=\, Xp, I } a3)

y=hy I+p, ¥

la funcién ¢ se trasforma, designando por A el mddulo de la
sustitucion, en

(At — ) o =A 5.

[}

11
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Para ello observemos primero que » debe ser una funcion
homogénea de los coeficientes de la forma, porque si Te=k:

o e e e ; S
do @ @y 2....a," es uno cualquiera de sus términos, y se le

o
day

R 00 . Qo
aplica la operacion A o= a, ? +2a, —— -+ 3ay
' : 2a, 0,

; 5 :
—-+....+na,, %— , se obtendrd,

n

a ar a i @,
/6 (a—o e+2 fe2+3 —ag ea—}—,...—l—n—"—-en);
2 3

4 @y

y si suponemos que a;=——a,=a,—. ...=a, el término I se con-
vertird, designando por p su peso en

T (e;+2e4-3es+-. ... Fne)=pT.

Ahora bien, siendo © una suma de términos andlogos 4 7,
y todos de igual peso por ser ¢ isobdrico, se deduce que la
ecuacion (6) aplicada 4 la funcion ® nos dard, en el supuesto
anterior,

pTET:O;’

mas como p no puede ser cero, es preciso que se tenga

2 T—0:

y en esta expresion, X T representa una funcién de a que debe
ser cero cualquiera que sea @; pero como no puede admitirse
que cada uno de los coeficientes de los términos 7’ sean nulos,
pues entonces no existiria o, se sigue de aqui que todos los tér-
minos de esta funcion o deben contener una misma potencia
de @ como factor, es decir, que » es funciéon homogénea de los



; DE LA TEORfA DE LAS FORMAS, . 85
coeficientes a; y solo serd cero la suma algébrica de sus coefi-
cientes (a). '

Esto sentado, si verificamos en la forma propuesta U la
sustitucion
e : ;
=+ iy
2 i ()

=y

la funcién & permanecerd invariable, pués por hipdtesis esta
funcién satisface 4 la ecuacién (6). Si en la primera trasformada
de U, se hace una segunda sustitucion

w/: " :
y/: _x// } 3 : (al)

la funcién © tampoco variard, 4 excepcion del signo; porque,
por hipétesis también, es isobdrica y simétrica. Si en esta se-
gunda trasformada de U se verifica una tercera sustitucion

)R
mr/:a;m__i_ 1A‘Uz ym (a )
; £ 5

g/(/:ym

(2).—En lugar de suponer en el enunciado de esta proposicién que la fun-
cion ¢ es isobdrica y simétrica, podria expresarse la condicién de que sea homo-
i

7 . .
5 porque entonces se tendria por hip6tesis
-

génea y de peso

nr

0.60+1.6,42. 054 . . ne,= o eoteteot. .. e =r;
de cuyas expresiones se deduce,
(n—0) eo+n—1) e;+(n—2) €, °

nr nr

4. .. +n—n) e,=nr — o Tou , G sea (n——O) eo—f—(7z—1) ey
+(m—2) eyt . . . +—n) 6,=0.e0+1.e;-+2¢+. . .1,

lo que demuestra que la funci6n ¢ es simétrica.
:
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también © permanece invariable por satisfacer 4 la ecuacion (6)
antes citada. Finalmente, si en la dltima trasformada de U se
hace la sustitucion lineal

‘,I;II/: S }\2 X

ylll: R __f_z Y 5 (a.‘})

siendo ¢ una funcién homogénea, todos sus términos adquirirdn

el factor Al* (n.% 40 y 42), y la funcién se trasformard por lo

tanto en A o

Mas las cuatro sustituciones (a), («;), (25) ¥ (#5) equivalen
en resumen 4 la sustitucion (13), segin puede comprobarse fa-
cilmente eliminando entre ellas las variables ', z”, z", ¥/,

y”, y"; luego esta sustitucion (13) trasforma 4 v en A o yoes
por consiguiente un invariante de la forma dada, como se que-
ria demostrar. i

Observaciones.—I.—La proposicién que acabamos de
demostrar puede considerarse como la 7eciproca de las demos-
tradas en los teoremas I, III, IV y V (n.% 40, 42, 43 y 44);
pués mientras en estos teoremas se exponen las condiciones 4
que debe satisfacer todo invariante de una forma, en el tltima-
mente demostrado se establecen las condiciones necesarias y
suficientes para que una funcién de los coeficientes de una forma
sea un invariante. Como veremos mas adelante, el teorema V]I
que acabamos de demostrar nos proporciona un método muy
comodo y sencillo para la formacién de invariantes.

II.—Segtn lo demostrado en los teoremas V y VII, todo
invariante de una forma tiene que satisfacer a las ecuaciones

Da3 2)(1,,

o i D +~a1 8 +302 ekl £ = ?

o) 0 e ;
na, Da:) (n—1) a, ‘a‘éf +(n—2) as —— a —|— ~+a,——=0 5

I
! " 0a,
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si la forma tiene los coeficientes del binomio de Newton;
y 4 las

d0 . do 00 00
ay _DZI; - 2(12 T{l; +3(73

d ) ' d Pl \
Ny _sz—l (n—1) a, 8—22 —+(n—2) a, —0%3 +...+a,,_,—a‘5::0 (

=0

da,,

si no los tiene; v al propio tiempo toda funcién homogénea é
isobdrica delos coeficientes de la forma serd un invariante si
satisface 4 las citadas ecuaciones: asf es que estas ecuaciones
son las que caracterizan la propiedad de la noariacion y por
esta causa se las llama ecuaciones caracteristicas de los inva
reantes.

TII.— Observemos por ultimo, que existen funciones que
satisfaciendo 4 las ecuaciones caracteristicas del invariante no
cumplen con alguna de las condiciones: de ser homogéneas €
isobdricas, y 4 estas funciones se las denominan senenvariantes
6 heminvariantes, segin propuso Cayley.

IT.—Teorema VI1I.—Si fenemos dos formas de un misio
grado n

=550y, s .'An,,) s iy Y=, Dby L b)),

g la funcién 2 (o, 0y, Qs . . .0Q,) €5 21 invariante de la _forma U;
la funcion -

3

Aais i e Ly (14)
— +b, —— ) f
° due 10a, 2 du, § \(1,,

s un invariante simultaneo de las formas' U y V.

En efecto, el invariante © debe satisfacer, por definicion,
4 la ecuacion

o (s io, A A AN At o (o) s i)

i
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en la cual A representa el médulo de una sustitucion verificada
en las formas Uy V, cualesquiera que sean los coeficientes
Aoy @y, Qg . . .0, de la forma U. Ahora bien, si esta forma U se
convirtiera en U--£YV sus coeficientes se trasformarfan en

Av=ao+kbo, Ay—=a, kb, .. .. .. A,,,:a,l—}—kb,, <

y por consiguiente la funcién & =o (@o+kbo, ay—+Fkby,......
a,~kb,) serd un invariante, cualquiera que sea el valor de %. Por
lo tanto si se desarrolla la funcién ¢ seguin las potencias de £k,
todos sus coeficientes en este desarrollo deberdn ser invariantes
por set k indeterminada. Pero apiicando la féormula de Taylor
generalizada (a) 4 la funcion @, los coeficientes de las potencias
de k serdn '

Ao Dz‘o

bo el
g

20 ) D N
At 1 I & il .
2(1)0 o b S b, aTzn) ;

ool
e

n

y como el primero de ellos es la expresion (14), queda demos-
trado, que ¢ es un invariante simultdneo de las formas Uy V.

Nota.—Este teorema proporciona un medio sencillisimo de
calcular un invariante simultdineo de dos formas de un mismo
grado, cuando se conoce uno correspondiente d una de ellas;
pués es suficiente aplicar 4 este invariante la ecuacién (14).

Bjemplo.—Tratemos de hallar un invariante simultdneo
de las dos binarias cuadrdticas

(a)-—Recordemos que la férmula de Taylor generalizada es: f (w474, y-+4,

n=nall n
e G z,..._.)-i- % E (f'm/&-{—f'!} /v’+f’; l—[—....-...) .— (S, B.— 2.°
n=t ]

—n.° 296).—(L.—2.°

Pdg. 197).
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U=a.0°+2a,2y-+a,y?, Vo420, y-+-boy2.

Recordando que la funcién p=—a, a,—a,° es un invariante
de U (n.° 39, ejem. 1.°), tendremos aplicindole la ccuacién (14),

bo 5 Da Sl Da 40 702

=bo. a5+-b; (—2a,)+b, . as=a.b—2a 10:+a50, ,

que serd el invariante simultdneo pedido.

48.—Propiedades de los invariantes con relacién a
las raices -de la forma.—Teorema IX.— Una funcién si-
métrica de las diferencias de las raices de una forma binaria
Serd un. invariante, siempre que cada raiz entre en la funcién
con el mismo exponente.

Sea por ejemplo, la forma U=a, #"+-a; 2"~ y-+a, 2" Y2
=+....4a,y"=0; segin ya sabemos (n.° 14), llamando «,, aq,
9g,...0,, d las raices de esta ecuacién, la forma anterior puede

presentarse descompuesta factorialmente de la manera que sigue:

U=, (x—o y) (@0—23 ) (@—03 7). .. .(x—2t, 9):  (1B)

sea ademads
GiE= E(al——az) (@ 2——:73)" (=)t 2y (16)

una funcién dada de las diferencias de las raices que sea simé-
trica y tadl que todas las raices de la forma entren con el mismo
exponente, ¢ por ejemplo; y vamos & demostrar que © es un
invariante de la forma [/,

En efecto, si en la forma I se verifica la sustitucién

z=M\ X+u1, ¥ )

=l Xt ¥ )
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cada factor (z—a, y) de U se reducirad 4

p—oy, =0 Ty Vl—2 (7.\?1'—{—92 V)= —hoon) A+

e : oy Ok S

y por consiguiente la trasformada de U tendrd la forma

U=4, (X — 220 1)

e
e /§1f£ *;12 Y)....(X———%{% D),
si hacemos para abreviar
Ag—tto (h—Dg %) (hy—Ag tg) . A—hg @ S (17)

Las raices de U, tendrdn la forma

Po %t po . X o pgam—
X— = ¥=—0, ¢ésea, 08,= 7 = R ik

y por consiguiente la diferencia de dos de ellas 0, y 8;, tendrd
por expresion

6,—0— Mot teXatd e (n—04) 0‘192_1*1)‘2)
5 )\ _)\2011 7\1———)\2ai ()\1 ——)\2a,,) ()\1—‘)\2’1{) 2

al formar ahora la funcién ¢ (16) de las diferencias de estas
raices tendremos: '

A NG
e A —ag).( 1V2 149
9 2& ()\]-— o)t (\—Ag09)*
(ag—ay)’ '(_)\ﬂ*z_%*l)‘z)i ; (“5—0‘4) ()‘11"‘2——P‘1)\2)L o
(—gg)’ . (A—hog)’ (A—Ag2g)". (h—Ag)' ;
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6 bien designando por i €l nimero de diferencias de las raices,

6 sea la suma k-+i--I-+. .. . de los exponentes,
‘D:O‘ll*z”‘f"l)‘z)y' . 7 ,‘AOS - 3 :
(Ao () -()‘1—)\2“2)’ Ay hgog)' e
Y (o =
; 2‘ (ory—g)F (ag—aig)’ (a—ag)' i . o .. - (18)

mas como cada raiz se repite el mismo ntmero & de veces, cada
factor (\,—A, @) del denominador entrard con el exponente 3, y
la fraccién de la expresion (18) se reducird 4 008 si se tiene en

cuenta la férmula (17), y por tanto @ se reducird 4

D=(A; o141 )‘2)H~ a’ Z (og—otg)* (2g—2g)’ (ag—tg)' - - - %
0 sea '
Dd=(A; po—p1 M.

cuya igualdad nos prueba que ¢ es un invariante, como querfa-
mos demostrar.

49— Teorema X.——Si representamos por oy, g, . - - -9 WS
vaices de una forma binaria @, ¥"+a, 3" y+ay petyet o o
~-a,y", y por s, Su suma; todo invariante © de la forma pro-
puesta expresada en funcion de las raices satisface 4 las ecua-
ciones de derivadas parciales

h=n

L e O dp ;
m A= 5 =L, (19)
= §

h=n

o Ao) ) )

DR Qiail 2 ('? ey —_ 2___?_— o\
G e smp—Z:% = =y

=

siendo t el grado del invariante ¢ ().

(8).—La demostracién siguiente de este teorema es, con ligeras variantes de
forma, la expuesta por el ilustre matemético contemporéneo F. Brioschi.

12
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~ En efecto, como el invariante ¢ es una funcién de los coe-
ficientes de la forma, y estos coeficientes son a su vez funciones
de las raices (véanse las ecuaciones (7) del n.° 4), tendremos

e e e i e T )
dot, 7 0@y Doy dagh Doy f i 2a,  Quy

. Sabemos ademads (a) que un cierto coeficiente @, puede ex-
- presarse en funcion de una raiz o, por la ecuacion

=My, 0, Ny
siendo M, y N, funciones simétricas de las raices restantes; y

5
por lo tanto i

se reducird 4 M, que no es otra cosa mds que

; C7‘h
la suma de las combinaciones de las n—1 raices o, dg,....
Opity Cpats .- .oy, tomadas k—1 4 k—1.,

Para hallar el valor de M, en funcién de los coeficientes
dela forma dada y de la raiz o, observemos qué, siendo o,
g, . .. . O, las raices de la ecuacién

ucn—l

+ 1 71—1 +an—l +an—-0

4.sea,

l=a, 2" 4-a, "'+ ...+, 2+, =0

si se hace—y— —%; la ecuacion =0 tendra por raices las

S0y
mismas de Z menos la z=u,; y por consiguiente la suma bus-
cada de las combinaciones k-1 4 f—1 de las raices o, a,,...

(8)-—(R.—2.9—n.%® 107, 408 y 439).—(L.—3.9—P4g. 9 y 10).—(S. B.—2.°
—n.% 306).—(B.—2.2 parte—n.° 193).—La férmula a, =M, Uh+1\ se deduce
facilmente con solo recordar que las ecuaciones (7) del n.° 4, nos hacen ver que

los coeficientes de una ecuacién son functones 51m(_t11c'15 de lns mlces, y lineales
con relac16n a cada una de ellas,
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by o o serd el cocficiente deattae etk en el polis

nomio

; pero siendo (—1)fy (—1)*'los signos de los

“h

coeficientes @, y @;_, de la ecuacién primitiva, expresados en
funcion de las raices, el coeficiente de z"* en el cociente antes
e e S e e L t
indicado estara multiplicado pot _(_—F — —1, y por tanto

este coeficiente serd

oa
M= il — (g2 Dz 22 A0 0, )
oy, 3
si en la férmula anterior se hace =1, 2, 3,. ... n, sucesiva-

mente, y se sustituyen los resultados en la férmula (21) se
tendrd

i

(o2

) 0 © S
L—= — 0, = o o . Ao 0,00 02 .
DC(,L 0 D(ll ( 1+ (¢] 11) a(l2 +( 2+ 1 h+ 0 h ) as

Ly
+- i) '+(all+a1l—-l g'iz—}_(lnﬂ). Yy, 2"""- AN +ao ahn—l) -— . (22)
aa,

Haciendo ahora en la férmula (22), h=1, 2,3, ....%;
sumando los resultados obtenidos, y sustituyendo en lugar de

las sumas o '~-a,'+. ...+, =s;, sus valores en funcién de
los ‘coeﬁcientes o, @1, Gay . 1@y (@) e fendrg

(a).—La suma de las potencias # de las raices de una ecuacién estd dada por
la f6rmula;

sl Qs ot 0
A e S E S i 0
§ ) ATy 0
1a; (1A e R e S e (11
. il %9 i '
pero en esta formula hay que sustituir —, —=,.... —— en lugar de ay,
gy @y

gy wive +» @j para poder aplicarla 4 la férmula que resulta sumando las deducidas
de la (22), porque el valor s; se ha hallado suponiendo go=1.
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h—=n

% | 0, D00 NP ol 3o
DT"_I + 5‘;‘2"!— > -+ oa”"‘—" 15&—% —_— "'—(nao 5‘&‘1 +(n_1) (ll E{E
¥ =
)
o (23)

y como ¢ es un invariante, el segundo miembro de esta for-
mula es cero (n.° 44, for. (11) ), y se tiene por ultimo,

h=n
S
Do
h—1
que es la primera de las férmulas que tratdbamos de demostrar,
Para obtenerla segunda, multipliquemos por o,*la for -

mula (22), hagamos después h=1,2,3,....n,en el resultado,
y sumando todas las igualdades que se obtengan se tendra,

h=n

o { 9 d
2 o 5= ) o L B (0 ) £ ~+(@585+0185+008,)
oty da, oa,
r=1
99 doe o
5a—3+' @S S5 00 $u) 5, | i
sustituyendo en esta ecuacion en lugar de §y, $5, 84, . . -8y, SUS
valores.en funcion de s, @o, @4, . . . . @, (a), se tendrd
) 1 1
h=n
SA0R o, o8 o
Z p —(a,5,+20) = (@58, +3a5) = + (a5 8; + 4ay)
: Jot, da, da,
= -
D’? Al

S s, ) %

da,

» (2).—(R.—2.2—n.9423).—(B.—2-* parte.—n.® 271).—(L.—3.9—Pég. 118).
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0 % do - a?) ;
==(q ¢1+230 Al Da3 e i n S

Z)LP o
+(2(t2 aa] i—3 3 D( 0 + s ‘+nan ”2)—(7_1:‘) b

a’
observando que a,.; =0. Sumando y restando s, @, a—‘p dla

(o}
igualdad anterior, se convierte en

—~ A0 ~ AL do o o9
2T e Z A e Al I Y ;
o = 0 oS a a
Z " o Sl e el s da, el
g,
A =
nann—l

El primer término del segundo miembro de esta for-
mula es igual, segtn el teorema de Euler (n.° 10, nota) al inva-
riante © por su grado r y por §;; y como ademds se tiene que

2y

5= e 6 sea,—a, $;=—4a;, la férmula anterior se reduce a
(o]

Ak
e —+na, 7—) : (24)
{

mas como « €s un invatiante, la cantidad comprendida entre
paréntesis es cero (n.° 44, for. (12) ), de manera que se tendra
por tltimo,

h=n

>

r=A

S A
’\al A 0



-

96 ELEMENTOS

que es la segunda de las formulas que nos proponfamos esta-
blecer.

Observacion.—Si la forma propuesta estuviera escrita
con los coeficientes numéricos del binomio, la demostracion
serfa la misma, pero las ecuaciones (22) y (24) se convertirian
en las dos siguientes: :

h=n &

5 00 R
2,4 D ——-_ o a +Qa1 '+' "Hwn— —(1,.)’
=5

h=n
(7 2 —D(P
“h a
i

: 0l
—slrc‘a:nala—a'o— —+(n— )zz2 (‘D + + "afln-x

=1

: — =t
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CARPLEULO. T
" COVARIANTES.

50.—Covariantes: definiciones.—Se /ana covariante
4 toda funcion homogénea de los coeficientes y variables de una
 forma que tenga la propiedad de qué, st se efectiia en ésta forma
una sustitucion lineal, la funcion semejante de los coeficientes y
variables de la trasformada sea igual a la funcion primitiva,
multiplicada por una potencia del miodulo de la sustitucion.
Al exponente de esta potencia del médulo se le llama ndice
del covariante.

Sea, por ejemplo, la forma

Us=(a5,.05 ; Gay. ) (D5 ey s i)t (1)
y supongamos que
OBy @l i ey, E L ) 2)

es una funcién homogénea de los coeficientes y variables de U ;
Verificando en la forma U la sustitucién lineal

a=MX+u Y4y Z+4......
Y=A Xt Vtvalt. .. ... | :
e TV \ ®)

se obtendrd la forma
= A Aosiaalh Yo Zinn s

formemos ahora con los coeficientes y variables Ao, A;, Ag,....

XK Z sl la funcion
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Srhdad A YR Z

semejante 4 la @ (Ao, @14 Qgy -« - -2y Y5 &y - .); si llamando A al
médulo de la sustituciéon propuesta, y siendo p. un nimero entero
se verifica qué,

o And. X b Z,o =M 0(do, ty, Ggrerer @1 Yy Zoeen)) (&)

la funcién o se dice que es un covariante de la forma propuesta
cuyo indice €s .

Si el indice p. es igual 4 cero, en cuyo caso la funcion ¢ no
altera por la sustitucion lineal verificada, la funcién recibe el
nombre de covariante absoluto. Por ejemplo, toda forma es
covayiante absoluio de si misma. ;

Del mismo modo que una sola forma, puede un sistema de
formas tener también covariantes. Sean las formas

U= 00 )@ ysa, L)
V(o b O (@ 2t DR

supongamos que verificando en ellas la sustitucion lineal (3) se
trasforman en las

si al mismo tiempo se tiene una funcién homogénea de los
coeficientes y variables de las primeras formas, tal como la

o (s, gy e bas U a5 )

que satisfaga 4 la condicién
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Gl AL e B R URL L e 7

— Nl g g bbb oy )

esta funcién o recibe el nombre de covariante del sistema dado,
6 mejor, el de covarianie simuligneo de las formas propuestas.

Los grados con que entran en un covariante las variables
y los coeficientes de la forma correspondiente pueden ser dife-
rentes, y para distinguirlos, se ha convenido en llamar orden
de un covariante al grado con que entran en €l las variables de
la forma, y en designar simplemente por la palabra grado, el
grado con que entran los coeficientes. Asi, por ejemplo, un
covariante que contenga 4 las variables con el exponente 4, y
d los coeficientes con el b, se dird que es de ¢£.° orden y 5.°
grado (2). :

Del covariante de una forma se puede dar también la defi-
nicién siguiente: Se /Mama covariante de una forma U, & una
Juncion o de sus variables y de sus cogficientes deducida de la U
de tal manera qué, ¢ excepcion de una potencia del modulo de
una sustitucion lineal, la trasformada por esta sustitucion de la
deducida ¢, sea la funcion ¢ de la trasformada de la forma pro-
puesta, 6 sea en otrqs términos, gue la funcion ¢ de la trasfor-
mada de U sea la trasformada de la misma funcion ¢. Esta de-
finicién se reduce 4 la primera con solo observar, que si la
forma es la (1), y el covariante €s ¢ (@, Gy, Qg . - -2, Y, Zy. - . .)y
trasformando este covariante por la sustitucién lineal (3), se
tendra :

© (Boy Byy By oo A X1ty Y+v1Z+. ooy AN X Vv Z
4 AN Y v Z L)
y haciendo el desarrollo de o, se hallardn para coeficientes de

las diversas potencias de las variables las mismas combinacio-
nes de los coeficientes Ao, 44, 4,,.. .., de la trasformada o

(2).—Puede observarse que los invariantes no son més que covariantes de
orden cero.

13
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que obtendrlamos en la funcion (£), 4 excepcién de una potencia
del médulo de la sustitucién; de manera que obtendrfamos como
ecuacion fundamental del covariante la que sigue

eIl s Ao K 200 =N Cla 0 m ) F
b Y Z b K Py 2, ®)

Debemos observar, por dltimo, que segtin la definicién del
covariante, cada coeficiente de un término Al Kk /b e del
primer miembro de la ecuacién (5) debe reproducir, 4 excep-

cién del factor AY el coeficiente del mismo término del se-

gundo miembro (a).

Ejemplo de covarlante —Tomemos la forma binaria
cuibica

U=0a02°+-3,2%+3a,0~+a,9%;

sea ademds la funcidén

"’:(aua2*a12) 572"*'(”0”3_'41“2) 2Y-+(a,0,—a.?) 12,

y vamos 4 ver que esta funcién es un covariante. Verxﬁquernos
en efecto en la forma U la sustitucion lineal

«Q?Z)_\ l'X + P'l Y }

Y= X+, ¥ 5 o

y obtendremos la trasformada

U—AX*1-34, V4 34, X V21 A, 1P,

(L(a) =—(S. B.—1.°~n,% 53).—(R.—2.0—n,0 398). — (B. —Apéndice n.° IX)—
—1.°—Pig. 44).
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representando por Ao, A, 4,, 4, los polinomios

Aozao7\13+3a1)\1212+3a27\'12\22+a3)\23 A
A= (@002 a0+ 20 g (a0 -+5g) g (012 050 52)
A=\ (@0 ragp,?)1 2 tabia (@ +agho) 4 g (@22 aap?)
Ag=aop®+ 3ayp %y + 30,0, g Oy

(ocg) -

Formando ahora la funcién P andloga 4 la o tendrfamos
D=(do A5—A4,%) XH-(4o A;—4, 4,) XTV-+(4, A,—A4) 7,

sustituyendo en esta funcidn en vez de A,, 4, A,, A, sus valo-
res, y en lugar de X' é ¥ los suyos deducidos de las ecuacio-
nes (), que son :

Ll iy Ay—A, 2 .
v Felenlinl : ¥ e Ynsliodl o
A oy g Aty Ay )
se obtendria finalmente

(Adody—A?) X2 4-(4,4,— A4 2)X1;'*"(Al"4 5s—45%) PP—(hpro—aho)?

{(@009—a,®) 22+ (a003—a,a,) 2y+(a,05—057) 2h o ©

0 sea
d=( )\1;142—%"1)\2)2 .0

La misma expresion (3) se hubiera obtenido muy fdcil-
mente sustituyendo en ¢ los valores de # é y dados por las
ecuaciones (%), y teniendo en cuenta los valores () y (o).

51.—Propiedades d¢ los covariantes con relacion
& los coeficientes y variables de la forma. — Teore-
-ma I.— &/ indice del covariants de una forma es igual & la
difrencia entre el producto de su grado por el de la forma y el
orden de dicko covariante, dividida por el nimero de variables
de la forma.
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Sea, en efecto, la forma de Avariables y de grado n

U=gs, 0505 ) @y, i
|y supongamos que
Dleioe iz s )

sea uno de sus covariantes de orden m y grado r. Verificando
en esta forma la sustitucion lineal

=N X+u Y49, 7+ ...
Y=h Xty Vv, Z 4. . ..

se trasformara en

U—=Ag A b Yt Rz

J

y el covariante se convertird, segiin hemos visto (), en

CF (A07 Ala A27~ . -Xr Y: Z) . -):AP'.(P(QO, al, ag,. ; )\IX
Fpg Y4y 74 A Bty Vv, 2. ., L),

Ahora bien, segin ya sabemos (n.° 32) los coeficientes
Ao, 4y, 4,,. ... del primer miembro de la igualdad anterior
son de grado n respecto 4 los coeficientes de la sustitucién, v
como ¢ es del grado r respecto 4 Ao, A, Ag,. . . .. , serd de
grado nr con relacién 4 X, B SV Por otra parte, el primer

factor del segundo miembro A contiene 4 los coeficientes de
la sustitucion con el grado fu., por ser-A de grado %, y como el
segundo factor los contiene con el exponente m, por ser m el
orden del covariante ¢, dicho segundo miembro los contendrd
con el grado kp—+m; luego tendremos

nr=kp—~4m
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de donde se deduce 5e :

_ wr—m ;
r 4 T ) (6)

férmula que demuestra el teorema enunciado.
Corolario I.—En el caso de las formas binarias, la for-
mula (6) se reduce a4

e

Corolario II.—Los covariantes de una forma binaria de
grado par son necesariamente de orden par.

Porque debiendo ser g niimero entero, si suponemos en la
férmula (7) que n es par, m deberd serlo también para que la
diferencia nr—m sea divisible por 2.

Corolario III.—LZos covariantes de una forma binaria de
grado impar, seran de orden par o impay segin que su grado
sea par o tmpar.

En efecto, siendo n impar para que nr—m sea divisible
por 9 es preciso que 7 y  sean ambos pares 6 ambos impares.

52.—Teorema IXI.—Los pesos de los coeficientes sucesivos
del covariante de una jforma binaria, forman wuna progresion
aritmética cuyo primer término es el indice y cuya vason es la
unidad. :

En efecto, verificando en la forma U=—(n,, a;, 2,.. . .a,)
(z, y)" la sustitucicn lineal

L G
==L}

los coeficientes de la trasformada son

Ae=a,, Aie=ha s AT=0ate ne A =N g,

)
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y por lo. tanto el coeficiente del término XY= ¥ del primer

thiembro de la férmula (5)adquirird el factor ™%, si . por 0, re-
presentamos su peso. Mas como el mdédulo de la sustitucién
verificada es %, el mismo término del segundo miembro ad-

3 Wt/ . s §
quiere el factor A", siendo u el indice del covariante o, luego
deberemos tener para todos los valores de A

G,L:}L——{—]z 3

y dando en esta férmula 4 h los valores 0, 1, 2,...n, quedard
demostrado el teorema. ; . :

53.—Teorema I11.—S: en una forma Ginaria se permutan
los coeficientes equidistantes de los extremos, en sus covariantes
lambién se cambiardn entre st los coeficientes de los tirminos que
disten zguahnente de los extremos. :

En efecto, verificar en la forma propuesta (@, @y, @y, ... a,)

(z, »)* la sustitucién lineal -

-w:Y}
y=x )’

cuyo médulo es—1, es lo mismo, segin ya sabemos ‘(n.° 43),
que permutar los coeficientes equidistantes de los extremos; y
en esta hipétesis la ecuacién fundamental del covariante serd,

’.

(? (f]", Ty, - ai) Qo, Xr -Y) :(_1)H(P(a0! 011 (12, Oy, }’) A’)’

expresion que exige que el coeficiente de un término X~ J*
sea igual al del X" F** por el cambio mutuo de los coeficien-
tes @, y a,_,, que se ha verificado ya en la forma por la sustitu-
cién propuesta. ,

Observemos ademds, que en el covariante los términos
cambiados de lugar. conservardn su signo ¢ le variardn segiin
que (—’1)‘“ sea positivo 6 negativo, es decir, segtin que [ sea
par ¢ impar.
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by -—Teorema IN.—T7odo covariante © de una forma bina-
via satisface & las ecuaciones de derivadas pmfcmles

d g |
Y TCP_“O T +20,55 da, =+, : PE ’7% .

o

2 ()

n—~l

En efecto, si en la forma ((10, Qg Oy - - - 0) (@, y)", se veri-
fica la sustitucion lineal :

e=X+\Y }
y—=F :

cuyo médulo es la unidad, el covariante o satisfard, por defini-
cion, 4 la ecuacion

(? (A01 Al’ Agv gl 'Am X) }/’)':? ((ZO) al’ a27 E ‘anl X+)\Y’ If))

6. bien, sustituyendo en lugar de X é ¥ sus valores a:—)\y'é Y,
dla

¢ (Ao, Ay: Ag, .. Ay, 82—y, Y)—0 (G0, @y, Cg, . - G, T, ). (10)

Pero segtin ya sabemos (véase la Notz final y el teorema 5.°
del n.% 44) los valores de 4, 4;, 4,,.. . 4,, son en este caso,

As=2a5
1:a1+ao >\
A 2__(12—{—0 204 N —{—ao)\z
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de manera que sustituyendo estos valores en la expresion (10)
desarrollando su primer miembro por la férmula de Taylor y
ordenando el desarrollo con relacién 4 A, tendremos;

o(—y D‘? 10, -———+2 a; zﬁ—&-. ) .+na,,_,))\
P)P—}—QA"’—{—. ek

y como esta ecuacién debe verificarse para cualquier valor de
), es preciso que los coeficientes de las diversas potencias de A
se reduzcan & cero, y por lo tanto que se tenga

0
) D{b‘ +ao O +Qa1 0 + NGy da, =0,

que es la férmula primera de las que querfamos demostrar.
De una manera andloga se demostraria que verificando en
la forma la sustitucion

=X .
y=AX+Y }

cuyo médulo es también la unidad, el covariante ¢ satisface a
la ecuacién

=0
aan—&

—i—na1 a (n—1)a2 DCP + 0,

Observacion.—La ecuacién (9) no es mds que una con-
secuencia de la (8) cuando la forma estd escrita simétricamente,
pués podria deducirse de ella por la permutacién de  por y,
é y por z, y por la de los coeficientes de los términos equidis-
tantes de los extremos.

55.—Teorema V.—S: wuna funcion /zomogmea ¢ (a0, a;,
Ay, .. .0u 2, Y), y de los grados m y r con velacion d las varia-
bles y cocficientes de una forma U=(ao, 0y, Gg,. . .0 (T, )",
satisface & las ecuaciones
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e O 2 oe
T v e

n

Spe o 00 e S0
@ W =na, — +n—1)a, —aa—l—l—. Oy o

la funcion ¢ serd un covariante de la_forma U.

La demostracién de este teorema, que es el reciproco del
precedente, exige la integracién de varias ecuaciones, entre

otras de dos de la forma ), a) -+ == .V excede

2 ak
por lo tanto el limite de los conoc1m1entos que racionalmente
pueden suponerse en la generalidad de los lectores de esta obra,
por cuya razon la suprimimos (a).

Observacion.—En virtud de los teoremas IV y V que-
dan establecidas las condiciones necesarias y suficientes para
que una funcién homogénea ¢ de los coeficientes y variables de
una forma sea un covariante de esta forma, y como esas condi-
ciones se reducen 4 que la funcién ¢ satisfaga 4 las ecuaciones
(8) ¥ (9), estas ecuaciones reciben el nombre de caracteristicas
del covariante.

56.—Propiedades de los covariantes con relacion
& las raices de la forma.—Teorema VI.— Zoda funcion
sumétyica de las diferencias de las raices o, ay,. . . .q, de una
Jorma binaria, y de las diferencias x—aoy Y, 3—dy 1, ..
&—a, Y Serd un covariante de la forma, siempre que cada vaig
entre en la funcion con el mismo exponente.
Sea por ejemplo, la forma

U=a, (4—o1 y) (@—c39y). .. .(2—0 ) ;

(a).—Puede verse la demostracién que suprimimos en la obra siguiente:
Fad de Bruno (F).— Z%éorie des Formes binaires.—Turin, 1876.— Pég. 190.

14
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y sea ademas

o= " B (ay—a)! (tg—2)' . .(@— ) (F—a Y} . (@0 §)"

una funcién simétrica de las diferencias (o,—a;) y (@—a, 4), que
sea del grado m respecto & las variables y en la cual supondre-
mos que todas las raices oy, oy, . .o, entran con el mismo ex-
ponente, & por ejemplo, y vamos 4 demostrar que ¢ es un
covariante de la forma 0.

En efecto, si en la forma U se verifica la sustitucién lineal

=M X+p ¥ }
y=h Xty ¥ ) °

cuyo médulo es A, po—py A=A, y se designan por f, f,, .. ol
las raices de la trasformada y por A, el coeficiente de su pri-
mer término, para que o sea un covariante deberd tenerse;

AP D080 0,0, . (E—1, Fp (X0, Ty (25, T
—AF g0 2 (og—aa)t (et v iz —Con a2 (o —asy)Tes (=) £ (1 1)
Pero anteriormente (n.° 48) hemos visto que
Ao:ao ()\1—')\2 U.l) ()\1——)\2 (7,2) SR ()\1—')\2 a,,)

dp—%;

(A—hg o) (Ay—Ag ) ;

g, — 2t 0,—0,—A
I ')\1____'}\2 d—h h i

y como ademds se tiene '

3 il __p2$ P‘l'l/ o e v )\L/—)\z’B L—op Y
b NS aemons o NG o R

el primer miembro de la férmula (11) se convertird en

ARt AOS D ((,_.1 by = dﬁ)i i o)
(w—oagy)..o(@— o, )



DE LA TEORfA DE LAS FORMAS. . 109

 dividido por el producto *

()‘1“")‘2 ag)t (A—Dg05)" ()‘1_')‘2 o) 0\1“)\2 La)ie 0‘1_}2 oy )P
()‘1“”)‘2 o)t ... ()‘1_)\2 ag)

y como cada una de las raices entra el mismo niimero & de ve-
ces, cada factor (A,—A,a,) entrard con este mismo exponente y
su producto se reducird, teniendo en cuenta el valor de 4, an-

l
. N .y
| tes citado, con el factor Ao ; por lo tanto la expresién (11)
se convierte en una identidad y la funcién ¢ es un covariante de
la forma U, como queriamos demostrar,

57.—Teorema VIIL.—S7 represeniamos por oy, oy. . .4,
las raices de una forma émm 1oy 0y, Go i) (@ ) 9 poris;
su suma, lodo covariante o de la forimia propuesia expresade
en funcion de las raices satisface & las ecuaciones de derivadas

parciales
2 e 2 o 2
e P SP SE A ol SR
e L = +ysf=—0,19)
dw ? « a@
2 I L e N Ll S
oy e +-ay? Z)g .0 e ® 0%, z ay 7Sy 9
h=n
do’
— N 0 )

Oc/ W?
=1 it LJ

En efecto, segtin hemos visto anteriormente (n.° 54) todo
covariante de una forma binaria satisface 4 las dos ecuaciones

i o =00
~ o

0
+20, 55 bt |

Dcp Z)c‘o NIo) 0
LIl — g
z Dy zal aao +(7l 1) y Dlll + + 7 a dii

. Pero segtin hemos demostrado en los invariantes (n.° 49,
observacion), se tiene
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: h_n

. ;
oines aa +2aia W "'"”“—‘ aa 2; e

=t "
i G 3 3 : ; ) h=n 3
(P niA __(f_ P CP N R 2_(9_ 3 2
ey T —+(n—1) a, 0 =+...+a, T % Oy S 18,

y estas ecuaciones comparadas con las precedentes nos dan

S0 4 2 - e 3 " \

. ~ B
. e, o
; h=1 3
h=n RS 1
9 )
N el et b o
Za,‘. e il 5 rs; ¢=0

r=1

que son las que tratdbamos de obtener.
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CAPIFDULO Vill.

TEOREMAS SOBRE LOS INVARIANTES VY COVARIANTES

58.—Teorema I.— B/ determinante de un sistema de ecua-
ciones lineales homogéneas es un invariante.
Efectivamente, sea el sistema de n ecuaciones lineales ho-
mogéneas

a, o+b, y+. . . . +k, u=—0 J

cuyo determinante

ajioh ot ky
as b kg
N==t e il s v
Oarbye e L.

vamos 4 probar que es un invariante. Verificando en las formas
lineales (1) la sustitucién

=0 X+p V.. 4o, U
y=hy X4-pp Y+.. .40, U

u=\, X4p, ¥+.. 4o, U

se obtiene el sistema
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(ST S kN X (g -bypot-- .—-I—klpt,,)‘ Yo
4. @byt Ee,) U=0
(aghbohot= o ko) N—p(agy oot . . —gp) ¥
: . (g bawat . Akaw,) TU=0 )

(@A 0N - k) Xy 0ot Ahap) ¥
+. . et Ak w,) U=0

cuyo determinante, que representaremos por Av
N S N T R a0 . Lk,
I S T o, P T POV e ol F0

an)‘1+- : -+kn)‘n a,,H1+. 0 ‘+kn{"‘n (7,,‘-01—*— 0 -+knwn

es el producto de los dos determinantes (a),

gLiib e : Ay i,
ag by kg Ay o Wy
........... ==Y y R S T
qibohs el RN

luego queda demostrado el teorema.
Corolario I.—Z/ determinante jor mado por los prime-
ros miembros de 1 sistemas de ecuaciones de la forma

) O GRRTED EERTY AR ) B M Xg + iy Yoy Zo v ...
Y =he Xy Ve +valy+ .o 1 Yo—hoXotio Vg tVolot. .. ;

es un invariante.

(2).—(S. B.—2.2—n.° 258). —-(R —2.9—n° 117) —(B.—Apéndice n.° XIIL).
—(L.—1.0—Pég. 142).
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En efecto, segtin la multiplicacién de determinantes te-
nemos (a)

@ Yoty - )=y travs - ) Xy Yo Zg. o )

y como el primer factor del segundo miembro de la anterior
igualdad es el médulo de la sustitucion’ ]

a:'_—_)\l X—]—[J.l Y+.... \
y:)\2 X—{—P2 Y+ 5

queda demostrado el teorema.

Corolario I1.—S7 (%, y4), (X9, Ya) Son raices de la ecua-
cion (0, g, - .« . 2y (X, YV'=0, &l determinante (X, yo—y; %) €5
un nvariante. , :

En efecto, los dos sistemas (25, §), (@3, ¥) son cogredien-
tes porque se trasforman por las sustituciones directas

o=k Xi4-py ¥y } Zi—h Lyt 1, 2} :
Y= X e Y ) Y=o Xotps Yo ;

y su determinante serd, segin el corolario anterior, un inva-
riante. :

89.—Teorema II.—LZa resultante de dos ecuaciones homo-
géneas es un tnvariante.
Sean, por ejemplo, las dos ecuaciones

P=—0o ((17'-—17-1 y) (!17'-—12 7J) 3 .(éU—"!lm ):0 ’
J=bo (2—B; y) (@—B3Y). . .(3—B: )=0;

que suponemos ya descompuestas factorialmente para mayor

(a).—Para mayor sencillez no escribimos mds que la diagonal principal de
cada determinante siguiendo la notacién de Baltzer y Salmon.
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sencillez. Segtin sabemos (a) la resultante de estas dos ecuacio-
nes puede ponerse bajo la forma

=0ao" bo™. (0—B)) (@ ( R e =8)
> (a,—F5) (a2—ﬁ2). (5o

> (l _‘B ) “"@n) « O @n):

y vamos d demostrar que R es un invariante. Verificando en las
ecuaciones ¢ y ¢ la sustitucién lineal

2=\ X+4p, ¥
Y=k X4y, ¥ )’
cada uno de los factores
Z—0, Yy, —B y,
se convierte, segiin ya sabemos (n.° 48), en

(=25 ) (X — )P\Lg 2)\2 B )y, G—%B)@X— %ﬁ_%_o_g; r);

y las trasformadas de © y ¢ tendrdn la forma

Pdo (XLt gy, by oy et gy

h—s o (\i—)\g s e
] g = VERE
1F_B e P‘ipi LLIY 72l g el 1_{2 w1 ;
( h— s By et h—2e s F)...(X M —NB, h);

designando por A, y B, los valores
Ao:ao ()\{—)\2 C/_[) ()\4‘)\2 ag) ke cre s ()\1—)\g am) s
BO:bO ()\.l‘_)\g ‘84) ()\1—)\2 ﬂg) o e s o ()\1 _)\2 ‘3") .

Formemos ahora la resultante R’ de las ecuaciones oy W,

(@) —(R.—2.°—n.° 579).—(B.—2.2 parte.—n.% 275 y 276).— (Li—3.9—
Pag. 121).
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y para ello observemos que si designamos por f, una raiz de ®
y por &, una de W, los valores de estas raices son (n.° 48),

6,,:: e Gy tk: P2 ﬁ}c_}"a :
)\[‘_)\Q oy, 5 )\.l"—‘)\g ﬁk 2
cuya diferencia es
0’ _tk__ P nanitin o 42 Iek_‘[J-i 23 “h—(jk
===

(O pra—pa Do)

A—he oy . )\1;7»2 ﬁk A

e OBy

y por lo tanto la resultante serd,

R=A" 5 B o0\ pry—py A" ><

o —py ' %Py o o1 ;
(=haey) A=2981) (A7) O‘ll—)‘z&) (A—hott) ()‘_1——)‘2p1)

(X ai—gn : : “2—@,; B am_ﬁn
()‘1—)‘2”'1) ()\1—)‘2{3") (h—255) (A=A500) (hy=Dgm) (h=2q @").

expresion que si se tienen en cuenta los valores de Aoy Bo se
reduce 4

B—=(0 pg—ph)™" . R,

\

férmula que demuestra el teorema enunciado.
60.—Teorema III.—Z/ discriminante de una forma bina-
yiq es un ioariante.

Efectivamente, el -discriminante de una forma binaria es
igual al producto de los cuadrados de las diferencias de las
raices de esta forma (n.° 11, obs.), y es por lo tanto una funcion
simétrica de estas diferencias que contiene 4 todas las raices con
el mismo exponente, de manera que €s un invariante (n.° 48).

15
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61.—Teorema IV.—ZE/ Facobiano de dos formas binarias
es un covariante sinmulidneo de estas formas.
Seanilas formas ©=—(do, @1y Ca, . -Gy) (@, Y~ ¥  I=(bo,
by, by, ..b,) (2, y)", y vamos 4 demostrar que su Jacobiano

Dﬁo acp
2z Dy
==
o

es un covariante. Verificando, en efecto, en las formas propues-
‘tas la sustitucién lineal

o=\ X4y, ¥ ( 3)
y=X, Xt (10N

y designando por @ y W las trasformadas de ¢ y ¢ tendremos
(% 33, for. 45),

Z)(I)r 0 o : dx o Qo . Ay 5 o i dop |
okl oy SN Ny B G oy dy
oD do Az 0 Ay 0 o
e e / == e
A Al Al dy Y o0 oy 0
oW Al dz A d ALl N
st e S )
oX Ot 0k dy X oz oy
MW e N ay ol
e 5 o1 T 5 A —— i ks
WA R T o oy

de manera que el Jacobiano de las funciones @ y W serd

dp AP o) AL o o

Aol —Cip Ty, L

Xm0l ww oy 0w dy
W oW LBy Loy opln

X or ey 2 oy HE; itz oy

y como este tiltimo determinante es el producto de los
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09 39
i P e ’ag‘
se tendrd
J=—ACL

y queda demostrado el teorema. -

62.__Teorema V.—El Hessiano de una Forma binaria de
grado superior al segundo, es un covar. jante de bsta forma.
El Hessiano de una forma o=(@o, @y, %y - - -4 2 (@, y)res el
determinante

%0 20
A2 .0
A= | 7 a (7)
%0 D?
Az 9y Dy2

y vamos 4 probar que este determinante es un covariante. Para
ello si verificamos en la forma la sustitucién lineal (3), ¥ desig-
namos por @ la trasformada de o, las primeras derivadas de ®
estardn dadas por las férmulas (11.) y para abreviar las designa-
remos por h y k; las segundas derivadas de & serdn,

¥p M w by b gy A
e e T e L
92 ) Y, d d 2
——’—-‘V’(I) - :::171 3 :—.E; -+ ;h - a—q—/' =t —Lﬁ—}—'\ig Lh
X0} 2l oy Y oz Dy -
22 e ok kol
caa :‘:—Ii : ai —l—i]i : —l/— == ——L +h — |
Y X Yo 0K 0y - A ly x
2D Ak ok AN k-
oM 0k e Sk W b, 2
i o 0F 0 ok 0z o
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y por tanto el Hessiano de @, que representatemos por M,
serd.

+ h o dh Oh

g 2 87/ %1 qx o TT/_ )\'1 )\2 o 3&7
o ak o o ok ok |3
)‘1_3—‘2;_*_)\2@ 1 aw +F2 0y ik (i oz 1’\?

pero si en el ultimo factor del segundo miembro de la expre-
' oh. Ok Ok
O RS o
sus valores deducidos de las ecuaciones (4), se obtendra,

~ sidn anterior se sustituyen en lugar de

oh  dh 32@ 0%

o d he s z?  9x.0
i x %. 9y

ki ok | ol

0wy Lo oy.ow  oy?

y por consiguiente

2 32? 32?

)\1 )\0 5} PRERTC TR
; CHA Y ASE)
= . ! ==Agil]
' | o%o 9% ?
g ekl oy e

formula que demuestra el teorema enunciado.
Observacion.— £/ Hessiano de una forma cuadrdtica
binaria es un invariante.

En efecto, las segundas derivadas de la forma cuadrdtica
binaria - '

o=, 1’20, » y+a, 12,
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son .
20 B0 ¢ % 220
— L=y, =L =%, ——2a,;
AL dg.dy .0 oy

y su Hessiano serd

%2a, 2a,

e Do D

=L (a, 0,—0,7),

que es un invariante porque aparte del factor numérico 4 es
igual al discriminante de o (n.° 23).

63.—Teorema VI.—7Zodo invariante de un covariante de
una _jorma, es también invariante de esta forma.

En efecto; sea la forma U=(ao, ;0. -) @ Y, 2,. .- )

y sea 6==(¢o, €1, €y, . - .) (@, ¥, &, .. .) un covariante de U; desig-
nemosipot Di=—=(4s AL AL o VX V7 o= (065 O
Co;...) (X, ¥, Z,...) las trasformadas de U y ¢ por una sus-
titucién lineal de mddulo A. Si tenemos un invariante de ¢, Y]
por ejemplo, este invariante debera satisfacer 4 la ecuacion

WG G A e e

Pero por definicién (n.° 50) los coeficientes C,, C;, Cyy ...,
no difieren de ¢,, ¢;, €y, ...., MdS que por una misma potencia

de A y por lo tanto reemplazando los coeficientes Co, (4, oty

por sus valores en funcion de los A,, Ay, dg, ....; ¥y los ¢, ¢4,
Coy «-++y POI los suyos en funcién de ao, @y, @, ...., se tendrd

; w
Gded p s i) A ablalin sy i)

que es lo que se queria demostrar.
64.—Teorema VIL.— Zodo covariante de un covariante de
una forma, es también covariante de esta forina.
La demostracion es casi igual 4 la del teorema anterior y
por esa razon la omitimos.

e
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65.—Teorema VIII.—FE/ Facobiano de dos covarianies de
una forma binaria, es también covariante de esta forma.
Sean ¢ (z, 9), ¥ (#, y) dos covariantes de una forma binaria

U=(ac. ay,. ... a,) (x, y)" y vamos & probar que el Jacobia-
node oy d,
dp  do
w oy
Ji== / 3
o0 A
w3y

es un covariante de I7. Designemos por & (X, ¥), ¥ (X, F)
las trasformadas de o y ¢ por la sustitucién lineal

2= Xt ¥
Y=o Ly, ¥

En virtud de las ecuaciones

o (X) Y):()‘l ot )“2) i ({J(ml 7!)
W (X, 1)=(%; oy Do) - $(2, %)

a que tienen que satisfacer los covariantes. plopues'cos y de las
ecuaciones (4) del n.° 61, se tendrd

D(I) T 00 Qo
X =( oy Ay) -()‘1 o -+ a’&)
oD o
3 Y =\ P4 )‘2 (111 3z S ay)
QLY v Al AR )
L
a_Y:(/‘l Pa—ph Ao '(%*1 T =+ Vo —DTJ>
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de las cuales se deduce, teniendo presente las ecuaciones (5)
y (6) del nimero antes citado,

o o | D¢
ﬁ S_Y L o _|_ ) + ‘1 0z Dy
W '_(-)‘1 Po— 4 )\2) aL!J ak!/ ,,
X o7 =

expresién que demuestra el teorema enunciado.

66.—Numero de invariantes de las formas bina-
rias cuadraticas y cibicas.—Segin se deduce del teore-
ma 3.° (n.° 60) toda forma binaria de grado superior al primero
tiene siempre un invariante que es su discriminante; y vamos
ahora 4 investigar si las formas binarias cuadrdticas y cubicas
tienen algun otro invariante distinto de su discriminante.

Para ello observemos lo primero que siempre que de una
forma se conozcan dos invariantes podrd determinarse un inva-
riante absoluto (n.° 39) de esta misma forma. Porque suponga-
mos que ¢ y ¢ son dos invariantes, de indices p y v respectiva-
mente, dela forma U=(ao, a;, @3:-..) (&, Y> %, - .y despu€s
de verificarse en la forma una sustitucién lineal de médulo A,

i . Vi :
estos invariantes se transforman en A"o y A".; elevando el pri-
mero de estos valores 4 la potencia v, el segundo 4 la y, y divi-

Y

diendo los resultados se obtiene ~— que es un invariante abso-
8 S

G0
[}

luto de la forma 7.

Hecha esta observacién vamos 4 demostrar qué: /as 7or-
mas binarias cuadraticas y cibicas no admiten mds invariante
que su discriminante corrvespondiente.

Si una forma binaria cuadrdtica ¢ cdbica admitiera mds de
un invariante admitirfa también un invariante absoluto que sa-
tisfarfa a la relacion

ool As A N =0ilus) g1 et ) @)
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relacidn independiente del médulo y por lo tanto de los coefi-
cientes de la sustitucién. Pero esta relacién es imposible de
verificar porque si U=(q,, ay,....a,) (@, y)* es una forma bi-
nariay U, = (4,, A;, .... A,) (X, I)* es su trasformada por
la sustitucion lineal (3), los coeficientes A AL As son fun®
ciones de los a,, @y, . ... @,, y de los coeficientes de la sustitu-
cién; pero los coeficientes (4) son n--1 y por lo tanto existirdn
n—+1 ecuaciones entre estos coeficientes, los (@), ¥ los A;, Ay,
1, (o3 ¥ €eliminando estos cuatro ultimos coeficientes se halla-
rdn n—3 ecuaciones entre los (4) y los (a); y por tanto en los
dos casos de las formas cuadrdticas y ctbicas, ¢ sea para n=2
y n=38, no existirdn ecuaciones independientes de los coeficien-
tes de la sustitucion y no podrd satisfacerse 4 la ecuacion (8), y
por consiguiente las formas binarias cuadrdticas y ctibicas no
tienen mads invariante que su discriminante. ;
Esta proposicién puede generalizarse para las formas cua-
drdticas de un nimero cualquiera de variables, por medio de
un razonamiento andlogo al anterior,

—— e
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CAPITUL® VI

EMANANTES.—CONTRAVARIANTES, — CONCOMITANTES
MIXTOS.—EVECTANTES.—INTERMUTANTES.—
CATALETICANTES.

67.—Objeto de este capitulo. — Explicadas en los tres
capitulos anteriores las propiedades principales de los invarian-
tes y covariantes vamos 4 exponer en el actual la formacidn y
propiedades de una série de importantisimos simbolos que se
utilizan con suma ventaja en la formacién de invariantes y co-
variantes; limitando nuestra ekposicic’m, en cada uno de ellos,
d su definicién y formacién, y 4 la demostracién de la propie-
dad de invariacién en la funcion que originan.

68.—Emanantes: definicion.—Supongamos que tene-
mos dos sistemas de variables cogredientes (n.° 30), (2;, %,
Zyoo o) € (Yys Yoy Ysy- - -), ¥ s€a U una forma del primero de es-
tos sistemas: si en esta funcién U se sustituyen en lugar de
@y, Ty, %y, . . ., 1as expresiones @My, TuHMy, TyMgs- 5
se desarrolla la funcién resultante por medio de la formula de
Taylor y se ordena el desarrollo por las potencias de A, los coe-
ficientes de estas potencias de ) reciben el nombre de emanan-
tes de la forma U. Y se llaman primero, segundo, etc., emanan-
fes 4 los coeficientes de la primera, segunda, etc., potencia de A.

Sea, por €jemplo, la forma U=f (2, &,, @;,. ..); sustitu-

yendo en lugar de &,, @, @, - . ., los valores antes expresados,
se obtendra

Ui=f @21, @y tNor By+Mgs - - )

y desarrollando por la férmula de Taylor (n.° 47, nota (a) ), ten-
dremos que los coeficientes de las potencias de A tendrdn la
forma siguiente, abstracciéon hecha de factores puramente nu-
mericos,

16
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) 2} ) B
B=( gt atn o+ )

y esta expresion es la que se denomina emanante de la
forma U (a). : '

Ejemplo.—Tratemos de determinar los emanentes pri-
mero y segundo de la forma binaria bicuadrdtica

U=a, v,*+ha, 7% 2,460, ©,%2,2 |- ha, o, 2,3+a, ,*.

Sustituyendo en lugar de 2, y #, las expresiones z,~+2y,,
Z3+My, y desarrollando, tendremos para valor de los dos pri-
meros emanantes, prescindiendo de los factores numéricos,

v Al oU -
=y, —3$—1 +Ya T%_ =Y (a0 2,°4-30,2,°2,+3a, z, 2,
+a, z,°)+y, (a, z°+-3a, 1, Ty+3a; o, (e
Ben e 2 . U
= <3/1 5, +y a—%") =y 3{67+2y1 Yo o, 00, +ys e
1% (@0 2,°+2a, @, Tyt0y T?)+-2y; Y, (@ @*+2a, Zq
a3 2,%)4-,% (a, Z*-2a; @ Totay 57).

69.—Propiedades de los emanantes.—Teorema I.
-—Los emanantes de una forma son covariantes.
En efecto, siendo cogredientes los sistemas de variables
(@1, @y, @y, .. .) € (Y4, Ys Uy, - . .), tendremos (n°30),

2=k Xi+py X4 =M Yidp, ¥ort-. .

(a)-—Conviene recordar que en el desarrollo de esta expresién los exponentes
de if_ i

o, s 31‘2 y <o deben sustituirse por indices de derivacién,
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y de estas expresiones se deduce facilmente;

oMy =M (AT )y (XA
DM =, (X +A V) (XA )

....................................

‘ecuaciones que demuestran que las variables &, -+ MNj;, %5
+Ngee - , son también cogredientes con los @y, %, ... .. .
y ademds que las relaciones que ligan 4 las 2,+MNjy, 2,
+ Aoy oo , con las X, Y;, LAY, ... ., son las mismas
que ligan 4 @,,'®,, . . . ., con 47, X Si suponemos ahora,
que la forma f (@, @s,....) se trasforma en X X))
por la sustitucion lineal (2), de manera que tengamos

T r Y= X )

cuando se sustituyen #,, Zg,. .. - - por sus valores, deberemos
tener también

[ (@ —ANyp 25N, - XY e )

Y como esta igualdad debe verificarse independientemente del
valor de X, es preciso que desarrollando los dos miembros
por la formula de Taylor y ordenando el desarrollo con rela-
cién 4 ), los coeficientes de las diversas potencias de X sean
iguales, es decir, que se tenga de un modo general,

O = x +Hogp o) ®

expresién que demuestra el teorema enunciado.

Observacion.—Para que tenga lugar el teorema ante-
rior es preciso suponer que se han verificado simultdneamente
las dos sustituciones (2) y (3); y entonces se vé facilmente por
la férmula (5) que el emanante de la trasformada de una for-
ma es simplemente la trasformada del emanante de la forma
propuesta.
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10.—Teorema II.—S7 se considera un emanants de una
Jorma como funcion de las variables Yis Yor. . Suponiendo por
el pronio & Xy Xoy. . ., COMO constantes, todo invariants del ena-
nante propuesio serd un covariante de la_forma dada.
Acabamos de ver en el teorema anterior que verificando
en el emanante

9 e )L il iy
(’Ji i) dw T Yoo oz, T
las sustituciones (2) y (3) se obtiene la funcién

DILF : DILF 7
n n—1 : :
Yi DX1h +bY1 Y2 ath—_l. a'XQ +" MEHRe 2

y 4 este mismo resultado llegarfamos verificando primero la
sustitucidn (3) y después la (2). Mas al verificar la sustitucion (3)
se obtendrd un resultado de la forma

G LG By

; : Al A i)
en el cual (,, C),. .. son unas ciertas funciones de i, o i
0z, Az,
y de los coeficientes de Ia sustitucién (3) que han de trasformarse
AT r K

por la (2) en O ALK, 1

Si consideramos ahora un invariante del emanante pro-
ah. /‘ ahf

Qi O S
sentamos por A el médulo de la sustitucién (3), tendremos

o (Co, C'l,r...): A{J..(?(Z)"f i )

a(Elh ’ awlh—l. awg e

puesto, o ( 3 ...)‘por ejemplo, y si repre-

Si verificamos ahora la sustitucién (2) el invariante © se
convertird en
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: . AL AL
’T”'(CO: 61* ):“? ( DAX"" ’ a;lflh—i_ X ) ;

)

y por tanto

o ( 2 F 0y .):A"J' © ( I il ) :

a.zY1h X alylh«(. aA"g A i amlh Y a$1h_l. a$2 Y

igualdad que demuestra que © es un covariante de la forma
propuesta.

71.—Contravariantes: definicion.— Sea U= (a,, a,,
Agr~ - ) (@1, Ty @4y . )" una forma de varias variables; y supon-
gamos que siendo (4, 15, ¥y, . . . ) un sistema de variables con-
tragredientes con las (z,, #,, #,....), se tiene una funcién

(o 0»“1502’“4;’/1\?/2’.7/3'.'--) (6)

homogénea respecto 4 los coeficientes de la {J y 4 las variables
Y1+ Ygr Yy,. .. Trasformando el sistema de variables L3 Bt
Zy,. . . por la sustitucion lineal

(e R L e
Lol Xy Xk o

.................... 5 0

e )
...................... )

inversa de la (7) (n.° 30, 2.°); la forma { se convertird en

(e il e




128 . ELEMENTOS -

y la funcién ¢ en

So(dod 4 VLT YL,

Si después de verificadas. estas trasformaciones la funcion o
satisface 4 la ecuacion

¢ (4o, 4,45, Ty, rszm-v):AH‘P (a0, @1, gy v Y1s Y Yao-+) (9)

esta funcién recibe el nombre de contravariante (a) de la
forma U.
Observacion.— Cuando la forma U es binaria, las dos
variables z,, &, son cogredientes con ¥,,—Y, (n.° 30 caso par-
 ticular), y por tanto si o (@, @y, @y . .- Zys @,) es un covariante
de la binaria U=(ao, 1. s, . - ) (@1, @))% 12 expresion

o (g, @y, Qys - - - Yys=Ya)

serd un contravariante de la misma forma, porque satisfard 4 la
ecuacion (9).

79 __Concomitantes mixtos ¢ divariantes.—5Si la
funcién o considerada en el parrafo anterior es funcién no solo
de las variables y,, 1, Y3 - - - sino también de las @, @3, T, . - - »
es decir, si tiene la forma °

© (@0, Qs Qys- - - By By, Tyy -+ - Y1 Yoo Y- - 5

y es til que verificando las sustituciones lineales (7) y (8) su
trasformada satisface 4 la ecuacion

O X T

—Al © (o1 @y Qgs - - @yy Lo\ Tyse - Y15 Yo Yso - ¢ 5

(2).—El primer ejemplo de contravariante lo di6 el matemdtico alemdn Carlos
Federico Gauss, designandole con el nombre de forma adjunta, nombre que aun
conservan los matemdticos franceses.
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se dice que la funcién es un concomitante mixto, segin el nom-
bre dado por Sylvester, 6 un divariante, segin el propuesto
por Salmon. Con el nombre genérico de concomitantes designaba
Sylvester 4 todas las funciones cuyas relaciones con la forma
primitiva no se alteran por una sustitucion lineal, y llamaba
concomitantes mixtos 4 las funciones cuya definicion acabamos
de dar.

Ejemplo.—Con solo recordar la igualdad demostrada en
la NVoza del n.° 30,

2 Yz . Aoy =X, Y +X, Y, +.. +X T,

se tiene un ejemplo de concomitante mixto de una forma cual-
quiera, por ser esta funcién independiente de los coeficientes de
la forma.

73 —Evectantes: definiciéon y propiedades.— Sea la
forma del grado n y varias variables

U=a,x,"+n (a,2,4b, x4+ . .) &,
-+ [ g] (aar2-tbz+ a4 g

verificando en esta forma la sustitucidn lineal (7) se trasfor-
mard en

U=4,X"+n(A T,+B X +..)) X'
i [72‘ ] (A X2 LB X2 Li jX bl

Designemos por (i, ¥y, Y5, ... ) un sistema de variables
contragredientes con (,, Zy, &, ...), y designemos por (¥,
Y,, ¥,,...) las variables que han de sustituir al nuevo sistema

en virtud de las ecuaciones (8); segtin sabemos (n.” 30, nota),
tendremos la relacion

Gyt X BT, Pl KT
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De esta dltima relacién y de los valores de Uy U1 se
deduce, siendo ) una indeterminada,-que la funcion

U+ (@, 43+ Yot - 20 Y
se convertird, al verificar las sustituciones indicadas en
U+ (X V+X, VoA LD e

Sea ahora o (do. @y, b3y -~ - Gy basi r)iun invariante de la
forma U, por deﬁmcxon este invariante tiene que satisfacer d
la relacion

ol AD e Ay, Ba .):AP'.'T':l(ao',apbl,. Sy b))

y la condicién necesaria y suficiente para que esta funcion o sea
también un invariante de la funcién U=\ (@ y,~+%5 Yot - )"
estarda expresada por la ecuacion

o (A2 V" A2 Y "' Yy, BH0Y ", AANY YR
A o (@029, 0Ny, Yo, 0 ANy Y ey )

Esta ecuacién debe verificarse para cualquier valor de 2,
y por tanto los coeficientes de las mismas potencias de esta
~ indeterminada, en el desarrollo de las expresiones anteriores
por la férmula de Taylor, deben ser idénticos, es decir, que se
tendrd de una manera general,

do AL ' o 5 i
I n_y. T n—1 Y l n—1 Y. A S T2 el 7 B
(DAO 5 24, Y 1 B, Bl 0A2y1 e )

L[ o do d &
= (5_?y1ﬂ+ =Yl sk _7/'1” Yy +_f7/ !/22+"'>' L
ao b f

La expresion

i : : e ; B
b= (3(1 Yt 3(1‘ 1 —17/2+ 1'2—1?/:;+~-'+ a_;;‘ ?/'1"_2?/22’*"“)
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ha recibido el nombre de ewvectante de la forma propuesta, se-
gun propuso Sylvester, y se llama primero, segundo, terce-
70, etc. evectante segun que h=1, 2, 3, etc.

Teorema,.—Los evectantes son contravariantes.

Efectivamente, segtin la expresion (10) el evectante de
orden }, de una forma, satisface 4 la ecuacién (9) que nos ha ser-
vido para definir los contravariantes.

Nota.—Teniendo presente un teorema demostrado en la
teorfa de invariantes (n.° 47), si se trata de hallar un invariante
simultdneo de las formas I y :

(@, ¥+, y§+x3 Yot V=Y, oy Y, 2
Ty e o

cuando se conoce un invariante ¢ de [/, se debe formar la
funcidn

J1"+ Da £y Jz+ yl"‘ Yot -

y este simbolo es simplemente un evectante de la forma U.
De aqui se deduce que un evectante de una forma se puede mi-
rar 6 como un contravariante de esta forma 6 como un inva-
riante simultdneo de las formas U y (@, y, =, Yo+2; Y5—+...)" .

T4.—Intermutantes: definicion y propiedades.—
Sea ¢ (#,, @,) una forma binaria; segin lo demostrado en la
teorfa de las sustituciones (n.° 33, caso particular), si se consi-

% Ao 00)
deran las funciones —— ~ , las variables 2; y &, son co-
o © O, ;
o : ;
5 Si consideramos ahora
@
1

una funcién homocrenea de las variables @,, 2,, f (z,, @,) por
17
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: : ; ol %
ejemplo, y se sustituyen @y y 2, por —352— Yiimr o 7

respecti-

vamente (a), la funcién que resulta

(-3

b

" se denomina zntermutante, adoptando el nombre propuesto por
Fad de Bruno.

Teorema.—Los iniermutantes son covariantes.
Sea o (@], #,) una funcién cualquiera, y sea f (#;, Z,) una
forma que se trasforma en F (X;, X;) por la sustitucion lineal

o= Xyt Xz} :

11
LAy Xy4-g &y ; ~ )

vamos & demostrar que,

k= )

En efecto, de las ecuaciones (11) se deduce

Xi= ’% (E"2 ity “2) ) Xo— _}A- (—12 e Y 0}2> :

como ademds (n.° 33, caso particular) se tiene

(2).—En esta-sustitucién deben cambiarse los exponentes de las variables en
indices de derivacién.
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v Qe <) 90 0. \»
wy — A t X % 2)X1) ;
Qo] gy I ) :

= (Mo

y se vé por lo tanto, comparando este ultimo sistema con el
(11), que estas ecuaciones se deducen de las (11) con solo sus-

S o0 oo 1 do i
tituir o, por —— , & — lee g tie Sy X Dot
o e s LD Ny e b
CoLy it
Ne i

Pudiéndose verificar este cambio en las expresiones (11)
también podrd verificarse en cualesquiera otras que de ellas se
deduzcan; y como por la citada trasformacién se tiene

f (@, za)=F (X, X,),

se tendrd también

f(?; i aicl )”-.F( ‘ aa)?2 —1—' aaXol)

y por ser la funcién f (2, #;) homogénea y de grado n, por
ejemplo, se tendrd finalmente

P D?)__y 'f<0:o' 0?)‘
(aXz, 0X, 7 : 0y : 0zy)

. que es la férmula que tratdbamos de demostrar,
Observacion.— Si la funcién o fuera la misma forma
[ (2, &), las derivadas que entran en sus diversos términos serdn
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del mismo orden que la forma f, y el resultado serd simplemente
una funcién de los coeficientes de la forma, y por consiguiente
serd un invariante de dicha forma. Sila funcién o fuera del
mismo grado que f el resultado serfa un invatiante ‘simultdneo.
75.—Cataleticantes: definicion y propiedades. — Se
llama cataleticante de una forma binaria al determinante (a)

a-Zm U ; an U a‘.’.m U Dim U
=X (220 ST o 22
a.’l;' m axi =ay Da.;2 axl m ; ame am‘zhm

Observacion.—Si en esta férmula hacemos m=1, el ca-
taleticante se convierte en el Hessiano (n.° 21) de la forma.

Teorema,.—Los cataleticantes son covariantes.

Para demostrarlo vamos 4 hacer ver que trasformando la
forma U—f (2,, @,) por la sustitucion lineal (11) el determinante
© (12) se reproduce. Con este objeto, observemos lo primero
que de las expresiones (11) se deduce

Az, - o, 0w, Az,
=AMy v — e a2
X, X, X, o.X,

2 =),

(13)

ademds como la trasformada dé U és una funcién de X, y X,
y estas variables son & su vez funciones de #; y z,, al derivar
la forma U con relacién 4 X, y X, se tendrd, segtn ya sa-
bemos (b)

Ya e ’Oa;2 D e ch1 ok L opcaxy)

(2).—En este determinante no se ha escr1t0 més que la diagonal principal.
(b).— (S. B.— 2.°—n.° 286)——(B——2a parte.— n.° 147)—(I, — 2.0—
Pig. 172).



DE LA TEORIA DE LAS FORMAS. g 135

4 bien, en virtud de las relaciones (13),

AU 5 QU ol AU DU+ ol
E'—“ 1—3;1 22 D$2‘ aA2 Pl awl H28w2

Volviendo 4 derivar sucesivamente estas expresiones, y
teniendo en cuenta las (13) se obtendrfa, para las segundas
derivadas

27 22U 22U 22U
‘;)_Xg_z:f*f mz‘f‘.hzaw 2z, +is? 07,2

22U 22 U 22U \
W s ‘1 a 2 +2)‘1)‘2 0z, .0z, +)“> iz 2 /
2T 22U 22 U
DX ior "')‘1[’ +()\1\ PRy ) ;.25 +oita 3x22<’ (14)
J

y de un modo general, siendo r+s—mn,

. DmU _I amU
XN g

oM U am om [JT .
+]" 7,8 T— +]"”7 S N Tm—27,, 92 —I— _I—kr(;”) —11L (10)
Dx 1 ‘\ ax \x72 2 )

designando por k., &'y, k", s,. .. k™ funciones determinadas
r8) 7,8) r,sy .8
de los coeficientes A, A, 1, vy, cuyos valores serian (a),

(a).—Los valores de los coeficientes 4 se hallan f4cilmente con sélo observar

d 2m U
DTN

a"l a a J;r » a -
L g
aAlp . 81\25 \ o : BCH Loz “9z,

que la derivada se representa simbolicamente por

1
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=0
ko= Ay EsA L ‘pLZ :
........... 4'.................. : ”. ('16)
ko 7=y A" ol 8T g et
el Y
dando 4 sy r los valores 0,1,2,...m,enla férmula (15) y

en las (16) se formarfa con los coeﬁc1entes  un determinante
que designaremos por

o B r 1 /5
-B-—-—E i km,o k m—1i, 1 ]‘/ m—2, 2+ * ¢ ko,m {y 0

Derivando las expresiones deducidas de la (15), primero m
veces con relacién & x,, después m—1 veces con relacion 4 xy
y una con relacién 4 z,, etc., y formando el determinante

Il Z ( a‘.‘an ; a‘lmU {8 a?mU’ )
A —'D Y maw m DA/’ m—1 aXQ ; awlm—i axz' 3 asz.a$2m )

se tendrd por la regla de la multiplicacién de determinantes
=1 o

Llamando ahora @ al determinante

—~ aim U a‘lm U a‘Zm U
(I): 2‘ ( i 2m % 7 2m—2 Zekieste 2@m ) J
2X, 29X, X, oX;

se tendré, repitiendo el razonamiento que acabamos de hacer,

K H=K. ¢ « (17
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~ ahora solo falta demostrar que K es una"potencia del determi-
nante de la sustitucién (11). Para ello observaremos que sustitu-

!/ *
yendoen wvezide k0 bl

se convierte en

)\ l-m

TN
)\lm—’f {Jq (m—i) )\lm:2 )\2 H{“‘“)\lm,—.i lng

o

A2

sus valores, el determinante A

dividiendo la primera horizontal de este determinante por A",
y la dltima por u,", y aplicando las
reglas de simplificacién de determinantes (a), se tendrd por

la segunda por A, iy, . ..

dltimo

e

K= PL2_P‘1)‘ i P

como se querfa demostrar.

Ejemplo.—Para aclarar la proposicién precedente vamos

4 aplicarla al determinante de tercer orden

iU *U 1T
o * 0z,° 0z, | py® Ay
W 1y i g
= | Tz om,  w20m? | W0z
My oL o
0w,2. 95,2 8y . 92 omyt |

Derivando las ecuaciones (14) primero dos veces con rela-
cién 4 x;, después, una conrelacién d #, y otra respecto a%,y
finalmente dos veces respecto 4 2, se obtendrdn las ecuaciones

(a) —(S. B.—2.—n.° 254)
—n.° 58.)

—(R.— 2.°—n.0 111 y 112).— (B.—2.% parte.
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4 4 4 o4 \
L by e e U
0.2 0z 2 o, L 8.0z, o2, 0my?
1T L oiT 1T 1y
- =2 +90 )y g2 5, (19)
0 X,2.900,.02, 2,2, 02, da,4. 07,2 0 . 9my
iy “U iU *U
= +9)0 e
o202 0z 2dn s Sl Qe dwy'
24T 1T LU
), Mo
Ve o 1H2_+.H1 2 0,2 0,
R
I\ b v NS ol
: % + ZP'Q Dm12.aw22 !
i*U *U iU
== A Nk
aXl ax‘awian .lt 1 341713.39)2 +( 1H2+P~1 .‘)ax:lz. a$22 (20)
A el |
+ 2 P"Z axi ; am23 : b
D U 1*U U
———— )\ —— e e
0X1.8X2.0$22 1“’1 aw12.8$22 +( 1P2+‘J'1 2) aml‘ang

*U
Thlee e

2

U . *U *TT 2 AT
X 2on 2 = 0t 241y 2,590, [k 35012.82?22
. ot : #IT T 2 AT
811722_%1_3%:}*1 30,% 201y RN wey s 21)
ol Sl A A BT

e 2 2 pd
2on? L awtar? o M amens P amt

" Yy segun estas férmulas tendremos,
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*U AU *U
X 2002 0X,2.91,.0z, 0X 2.9z,2
tU tU tU
0X,.0X,.00,2 0X,.0X,.02,dw, OX,.0X,0m,°
otU U ; 1T
OX2:00,8 0X,2.02,0z, 0X,2.02,2

oug %l U
e N wt B lw, 9x,P.0z,?
*U *U U
=| Mty ypatiihe) Aaal . 023.0m, 08,2002 08,.00,3
pd o Zmpe . || U BT %U
Lo 202,202,003  zt

Del mismo modo se deducirfa la férmula (17), 6 sea
—K2.¢. Ahora bien, si representamos por ¢; ¥ ¢, los co-

: A
cientes =2 y 2 tendremos;

M 1

A? 20 % A 1.9, .2

E— (M Quegids) Aapy | 2208 1 eten 616
p? o 2 et fitoc) c,2

0 ¢;—cy ¢y (6—Cy) bl

=222 |0 605 6 (ey—ca)| =X 3 dle,—c)?0 1 6,
1 2¢, ¢y 1 Bec2

4 sea
K=2 303 (6—04)°;

18
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y poniendo en vez de ¢,y ¢, sus valores se tiene
E= (M~ 00 ;
luego
D—(Apo—t )0 0.

Observacion.—Cuando la forma U sea de un grado
igual 4 Zm las derivadas de este orden no contendrdn 4 las va-
riables sino unicamente 4 los coeficientes de la forma y el cata-
leticante se convertird en un invariante. En el caso de que la
forma U sea de grado inferior 4 2m las derivadas de este orden
son nulas, y el cataleticante también lo es.

—— e
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CAPITURO X

FORMACION DE INVARIANTES Y COVARIANTES,

76.—En el presente capitulo vamos 4 aplicar los princi-
pios expuestos en los anteriores 4 la formacién de invariantes y
covariantes fijindonos principalmente en aquellos métodos que
tienen mds importancia practica.

77.—Método de las funciones simétricas. - Este
método estd fundado en los teoremas explicados en los nime-
ros 48 y 56, y por tanto solo es aplicable 4 las formas binarias.
Segtn lo demostrado'en los citados teoremas, las férmulas

~

tp:aoo 2oty —0t) (0tg—0%g) v eve e
o= aoo Bt — o) (tg—0g) o ooy (@—21 Y (B—iY)".. .5

nos dardn respectivamente un invariante 6 un covariante de la
forma propuesta, siempre que las raices entren en ellas con el
mismo exponente; de manera que formada una funcion cual-
quiera que cumpla con las condiciones expresadas en las referi-
das férmulas la cuestién queda reducida 4 sustituir las raices, 6
las diferencias de las raices, por sus valores en funcién de los
coeficientes, por medio de las férmulas estudiadas en la teoria
de las funciones simétricas (a). Este método es muy complicado
y por esta razon es de uso poco frecuente.
Ejemplo.—Sea la forma binaria ctibica

a0z 430,27y +3a,2y* +-ay°;

(2)—(R.—2.9—n.%8 420, 425 y sig.)—(B.—2.% parte. —n.* 271 y sig.)—
(L.—3.2—Pdg. 118y sig.)
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formando y desatrollando la funcién

=2 (at;—otg)® (— oty ))?
se obtendrd el covariante,

o=(a0ty—a,*)r?-(a,0,—a,a,) vy (@105—a,?)2.

78.—Método de las ecuaciones de derivadas par-
ciales.—El método que ahora vamos & explicar tampoco se
aplica mds que 4 las formas binarias, y estd apoyado en los teo-
remas demostrados en los nimeros, 46, 54 y 5&. Para mayor
claridad explicaremos por separado la formacién de invariantes
y covariantes.

Invariantes.—Fundados en una proposicién ya demos-
trada (n.° 46), en la que vimos qué, sz una funcién de los coeft-
cientes de una forma es isobdrica, simétrica y satisface & la
ecuacion de dertvadas parciales

)
Ap=a, ‘P+2ala‘f’ Ly a,,_,a‘? 1)

sevd un invariante, se puede hallar fdcilmente un invariante de
una forma: porque si designamos por r el grado de este inva-

riante, su peso serd (n.° 42) _n%" y por tanto tendrd la forma

(4
o= 0t Ca iR

expresion en la cual los exponentes €o: €1, €yy .. €, tienen que
satisfacer 4 las dos ecuaciones

0.e041. 6,42, g4 ... 0. e,—— n;2 @)
ettt o.nn. e, =1 )

con estas condiciones y con la expresada en el teorema del
num. 43, relativa 4 la simetria de los invariantes, se determina
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ficilmente la parte literal de cada uno de los términos del inva-
riante buscado (a).

Para determinar los coeficientes del invariante, que se
representan por letras cualesquiera, se aplica 4 la funcién ¢ la
ecuacién (1), y como el resultado debe ser una identidad, al
igualar 4 cero los coeficientes que en esta ecuacién se obtengan,
se tendrdn una série de relaciones que permitirdn determinar
con suma sencillez los valores de todos los coeficientes, menos
uno, del invariante. El valor de uno de los cocficientes debe
quedar indeterminado, porque la ecuacién (1) no se altera si se
multiplica el invariante por una cantidad arbitraria.

Ejemplo.—Determinar un invariante de 4.° grado de la
binaria ctbica '

a5 -3, 0%y 3a,zy2+aP.

Sea el invariante o =X C.a,% a,° a,” a,% ; como en este

. : nr :
ejemplo se tiene r=—4, n=3 y —5— ==6, las ecuaciones de con-
- 8

dicion (2) se reducen &

Q.eot1ie, +2. e 1810, =6 )
et e+ et e =)

stendo el invariante ¢ de 4.° grado los exponentes eo, €y, €y, €3,
deberdn ser iguales 6 menores que 4, y con esta condicion las
tinicas soluciones de las ecuaciones precedentes son

e, =3\ e,—3 co:?.l e, =2
2

ey=1 eo=1 ey—

to—e,=0) e,—e,—0) e,=e,—0
2 1 3 1t 2

().—Cuando se sabe gesolver el problema de la particion de los ninieros pue-
de hallarse la parte literal de un invariante por un método mds ripido que el ex-
puesto, pero lo suprimimos per que su explicaci6n exigirfa la resolucién del citado
problema y esto nos llevaria fuera de los limites que'nos hemos sefialado.
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y por lo tanto el invariante serd
0=C, 0,20, C,000,°+C,0,°0,*+-C,a,%0,°+C000,0,0; .
Aplicando 4 esta expresion la ecuacién (1) se halla

(3C,+2Cy) asa2a,+2C,+-6C,
+3C) aon,a,>+(CH-6C,) ac’a,0,--(AC,H3C)) aPa,=0;

é igualando d cero los coeficientes, se hallaran los siguientes
valores

S et ) G

6—0, 0= 12 i

y si hacemos (,=4 se obtendrd
C,=4, 6,=1, C,—= —3, G;= —6,

por lo tanto el invariante pedido serd

o=Ahada,+haoa,-|-a.’a,>—3a,%a,?
60,050,001 —1,0,)>—A (a00,—,2) (a,a,—a,?).

Covariantes.—Segun sabemos, por definicién, el cova-
riante de una forma binaria

U:(aoy ay,. .. a'n) ('{0’ y)"

serd una funcién de la forma
?: CO w”L—I-mQ mm—-ly + [ 72”] 02 mm-‘.’.y2+. i ._l_Cmym’

y al aplicar 4 esta funcién las ecuaciones caracteristicas del
covariante, que son segun ya sabemos (n.° 56),
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0 9
Y 5y o a? 0, 54 hna =t @

99 % Opr e Jpdl ‘
w—a—y— L +(n—1)a2Ta;+...+_a,. aanl__v@, (&)

tendremos que identificar los coeficientes del primer miembro
con los correspondientes del segundo; pero el primer miembro
sera §

.
Y a_z" =0.2"+mCo z"~'y+m(m—1) C; " *y?+...+mCpy™;

y como los desarrollos de cada término del segundo miembro
son

a;a? =1, (a§° w”‘—}-mg% el +[ ] a0 ""*yg—}—...),

201—1—% =9 (3(’ :v’"—l—m " y+ [ ] as; o 2+--'- ) ,

.....................................................

...................................................

se tendra la série de ecuaciones

a a s 3G
C" 13z C + Ana,  —— ST — 0
ac e
o D ——L +2 la 1 +3 2 a 1 + + Apnt —~ - aan — CO
¢,

2 2 ﬂ :2
(0} aa1 +2a1 aa2 +3a2 aas +' '-+ﬂan—-l D(I" Cl

ac’" m aC
ao %, +2a13 +3a2 56, + —+na,_ —— %0, _.mC,,,_aj
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6 sean, de una manera abreviada.

ACe=0, AC;=0Co, AC;=2C,, . . BCmlos )

y del mismo modo para la ecuacién condicional (4) se obten-
drian las expresiones

A0 96, 0, :
nal T +(n_1) aSl du + . -+an da ! ——0 \
(o) 1 n—
ol 200 Wy .
na, ——a—a——' —+(n—1) a, 5, ‘4. . . +a, MM‘ = /
-aCm— v aCm— aCm— al e
ndy = 21 (n—1) “ﬂ"aaTz'*" ; .+a,,3a——_—i—’ :2@,,,_,3 )
e ac .............. C
na, aao —+(n—1) a, 0;1 il . ol —mC, /
0 n—'
0 sean,

N O =0, VN =0 NG =00 - NC —=nC = E(6)

Cuando se conozca el coeficiente C, se podrdn hallar por
las ecuaciones (3)y (6) todos los restantes, y como segin la
primera de las mismas ecuaciones (8), AC,=—0, C, es un inva-
riante 6 un heminvariante (n.° 46), su cdlculo se hard en cada
caso con suma sencillez por el procedimiento antes explicado.
Al coeficiente C, se le ha dado por Roberts el nombre de sur-
gente porque de él surgen 6 se deducen todos los demds del
covariante

Ejemplo.—Supongamos que queremos hallar un cova-
riante de 2.° orden y 2.° grado de la forma cibica binaria
a,2°+-3a,2%y~+3a,2y*+-a,°8, covariante que tendrd la forma

o=C,x*+2C, 2y~ Coy®.



DE LA TEORfA DE LAS FORMAS. 147

Como en este caso se tiene n—3, m—2, r=2, los pesos de los
coeficientes Cs, C;, C, serdn respectivamente (n.° 52),

~3—'2—2_—2—:2,2—l—1:3, S

- ademds como el primer coeficiente ha de ser un invariante, 6
un heminvariante, aplicando lo antes explicado tendrd la forma

Co=H,ac0,+H,0,%;

operando sobre esta funcién con el simbolo A(,, tendremos se-
gun la primera de las ecuaciones (3),

AC,=2H,~+H,)a,0,—0,
y haciendo H,=1, se tiene Hy;——1, y por tanto :
Co=0,0,—0,°

Aplicando ahora las dos tltimas de las ecuaciones (6), que
en este caso se reducen 4

s AC, = 20, a0,
0=V, =3 = i L
= —aa a oty
2 1 1 Dao 2 3 7 3 302
se obtiene
90, =0a00;—0,05 y Co—tol—05%;

y por consecuencia el covariante serd

2
.

0=(0,85—0; )00 050, 0)0Y~H(0,05— 05
19
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79.—Meétodos de los emanantes, intermutantes y
cataleticantes.—Las definiciones y propiedades de los ema-
nantes, intermutantes y cataleticantes que expusimos en el
capitulo anterior, nos proporcionan otros tantos métodos para
hallar invariantes y covariantes.

Método de los emanantes.—Segtn las proposiciones
demostradas en los n.% 69 y 70, los emanantes de una forma y
los invariantes de un emanante, considerado como funcién de
las nuevas variables, son también covariantes de la forma; de
manera que para formar un covariante de una forma sera sufi-

- ciente formar uno cualquiera de sus emanantes, deducir un in-
variante de la funcién resultante y este invariante sera un cova-
riante de la forma propuesta.

Ejemplos.—I.—Sea la forma cibica binaria
U=a,2.*+30,2,%c,+30,0,2,2°+a,2.2,

formando su segundo emanante por la férmula del n.° 68, se
tendra,

2T oU a U 220 22y
(Qh a.’L‘ +y9‘ 0z ) _‘.1/1 a+"J1J2 ‘\x +?/22*M—2
: 2

=Y,° (@@ 1-0,25)+-29,9, (a1x1+02x2)+y2 (@2 —-a,25);

y formando el discriminante de esta funcién, que segun sabemos
(n.° 60) es un invariante, tenemos la expresion

(@621 4-0105) (8o 2103 75)—(a, @140, 2,)
—(a00,—0,%) 2,? + (0,0,—0,05) %, 25+ (,0,—0,7) 3,
que serd un covariante de la forma propuesta.

IT.—Segtin ya sabemos (n.° 68, ejemplo), el segundo ema-
nante de la binaria bicuadrdtica
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:(ao’ aia “2" aa’ 04) ("I"i’ 972)4

E5)

Y (0o, 2+20,2, 25052, 24,5 (@2,
+2a,2,@, + ,3,°) + ?[22 (2,02 4 20,212, + 0,757);

y como el discriminante de esta funcion es

(@220, 2,25 0,0,2) (052, °-20,0,8,~-0,157)
—(a,2,2 20,2, 5,02, =

(@,05—0,2) B, 42 (0,0—0,05) T3+ (2,2, 4-20,a,—30,%)2,°2,°
+2 (@,0,—0,05) 2,25’ +-(0,0,—0,%) I

obtendremos asi un covariante de la forma propuesta U.

Método de los intermutantes.—Anteriormente hemos
visto (n.° 74), que el intermutante de una funcién es un cova-
riante, y la aplicacién de este simbolo operatorio nos propor-
riona un método sencillo y muy fecundo para la formacion de
invariantes y covariantes. Recordando la observacién que hici-
mos en el nimero citado, veremos que si en el simbolo

o Ao}
I~f(aa;2 Vi 3.7}1)

las funciones ¢ y f son idénticas; el intermutante que se obtenga
serd un invariante; sila funcién o es de grado superior 4 f, y
esta fuese un covariante conocido de o, el intermutante nos pro-
ducird un nuevo: covariante; y si las funciones ¢ y f son del
mismo grado, el intermutante produce un invariante simultdneo
de las formas propuestas. :
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Ejemplos.—I.—Sea la forma binaria cuadrdtica f=a, @?

d d ,
+-2a,2y-+a, y?; poniendo _05— y— 5%:- en lugar de @ € y se
tendr;’x,

My o

a, ayz —ay Dy.DQ? —+a 2 3‘1;2’

y verificando operaciones se tendrd el corocido invariante

Uy Og— 0,2,

TI.—Si operamos con el mismo simbolo sobre la binaria

fi=b, °-+2b, xy—+Db, y?, se obtendrd

o .
bo @2— ——261 a:vay +b2 a_mzu

O S€a, .
by 4—2b; a,-b, a,

que es un invariante simultdneo de las formas fyifiie
Método de los cataleticantes. — Ya hemos visto

(n.°78), que el cataleticante de una forma es un covariante, de

manera que aplicando el simbolo '

. D?.m aim a?m
‘P:Z ( i U i U ) :

aﬁlim . am 2m—2 aw DA D.Z’f""

4 una forma cualquiera, se obtendrd un covariante de esta for-
ma. Siel grado de la forma propuesta fuese 2m, el cataleti-
cante nos producird un invariante,
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Ejemplos.—I.—Sea la forma quintica binaria

—a,25--b5a,wty+100,2%°+10a,2%°ba,zy*~a°
1Y Y Y LY Y

formemos el cataleticante

el DL U
dzt 2.0y P P
i *U U U
; WPy Py? dp.0yP
U H*U H*tU
2. 9y? x93 oyt

y se tendra el covariante

a, 640y Ty 0T+ Y
o= | G T+ Y  GIOY | Ty
Giothy detay aobdy

¥

cuyo desarrollo es

[ Gotya, | @Pa,050, | 22yt-a 0.0, yPda 0., | P
—a,2 —Golyy | 01300 —a,a, .
)00 0oyl +a,0,05]  —a,%;
= ) 2aa,a,)  —aya, —a,0,” +2a,0,0,
—a,%, ~+a,0,? — o1 —a,?
\ . —a,%a; ~+a,u,

II.—Sea la forma binaria cuadratica

U=a2?2a,2y--a,9°;






DE LA TEORfA DE LAS FORMAS. 153

CAPITULO X.

FORMAS CANONICAS.

80.—Definicion y primeras nociones.—Se denomina
forma canonica de una funcién dada, & la forma mds senc-
la ¢ que puede reducirse sin perder nada de su generalidad.
~ La trasformacién de una funcién general 4 su forma cano-
nica se verifica mediante una - sustitucién lineal, y para que esta
trasformacion sea posible es preciso, que el nimero de constan-
tes, explicitas 6 implicitas, de la nueva forma sea igual al de
las que contiene la funcién general propuesta; porque de este
modo, identificando los coeficientes de las mismas potencias de
las variables, podrdn determinarse las constantes de la nueva
forma, Por ejemplo, la forma ctibica binaria

(@, 1. 05, 85) (2, Y)°,
puede reducirse 4 la X4 J3, siendo
=Nzt F=hw Y
porque la expresion

X34 YS———-—OWm_}‘}"ﬁ/)g““()‘em‘*'}"zy)g

contiene cuatro constantes, que podrdn determinarse desarro-
llando la dltima igualdad é identificando sus coeficientes con
los correspondientes de la forma general propuesta. En cambio,
la ctbica ternaria :

(ao’ al: a"}.‘ e ) (‘Z'! :‘/, Z)S;

que tiene diez constantes, no podrd reducirse, en general, d& la
forma
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Xop V34 Z3=00 -ty y+15)°
'“}" O‘zm + Hﬂ/ + 72:')8 _Il— O\sm + Py + s Z)s’

que solo contiene nueve; porque los nueve coeficientes (A, i, V)
tendrian que satisfacer 4 diez -ecuaciones condicionales, lo que
no es posible en general; pero la forma propuesta podria redu-
cirse 4 la X3 ¥3+73-16C X ¥ Z, porque con la nueva cons-
tante C, tendriamos ya‘tantas indeterminadas como ecuaciones.

Aunque la condicién que acabamos de sefialar es necesaria
no siempre es suficiente; pues podria ocurrir que aun existiendo
el mismo nimero de ecuaciones condicionales que de indetermi-
nadas, algunas de las primeras fueran imposibles de satisfacer.
Por ejemplo, la funcién cuadratica binaria

U—=a2?+a,zy+ay’+ao+ay+1,

no puede reducirse 4 la forma

(—o2-(y—B)P=w -y +-s

apesar de que esta tltima contiene cinco constantes como la
propuesta; pero es porque la ecuacién anterior exige que los
coeficientes de g2 éy? sean la unidad y que el de zy sea 0, ¥
estos valores no pueden identificarse con los coeficientes de los
términos correspondientes de U sin que esta funcién pierda su
‘ generalidad.

Ocurre también, por €l contrario, que algunas veces la
trasformacion de una funcién en forma canénica puede verificat-
se de una infinidad de maneras, cual sucede cuando el numero
de ecuaciones condicionales es inferior al de constantes de la
candnica, en cuyo caso algunas de estas constantes son arbi-
trarias. Esto sucede, por ejemplo, cuando se trata de reducir la
forma cuadratica binaria U==(ao, @y, ;) (@, y)% 4 1a candnica

X4-rP—(\2 +l*1?/)2+o\2a7+f"2y)2;
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pués‘estaﬂltima expresién contiene cuatro constantes, y como
la 7T solo contiene tres, solo se tendrian tres ecuaciones de con-
dicién, y quedarfa una constante por determinar, En general,
una forma cuadrética de n variables puede trasformarse de infi-
nitas maneras en una suma de n cuadrados de la forma

Xe—=0z~+py—+vz+. . .7

porque la forma dada solo contiene %n (n+1) constantes, y
como la trasformada tiene n2, quedardn completamente arbitra-
rias un numero de constantes expresado por

n?—% n (n+-1)=% n (n—1).

81 Formas de grado impar.—La reduccién de las
funciones homogéneas binarias de grado impar 4 su forma ca-
nénica, puede verificarse con relativa facilidad, en virtud del
siguiente teorema debido & Sylvester.

Teorema.— Zoda forma de grado impar, 2n+1, puede
trasformarse en la suma de las potencias del mismo grado de.
n-+-1 formas lineales. : D

Sea la forma

aom2n+i+(2n+1) dﬂ)gny—*— [271;—1] agﬁe"_'yQ-l—---+aen+;y2"“;(1)

y vamos 4 demostrar que esta funcién puede reducirse 4 la for-
ma canonica :

()‘1x+P‘ly)glﬁl+()‘2w+{‘"2y)2"+vl+-~-+()‘n+iw+y‘n+iy)2"“' (2)
En efecto, si hacemos
31:)‘10‘1 ) }"2:)‘2ag gt \U*nﬂ—:-)\nﬂ L1
y ademads

2ntd— 2tl—— 2t l—, .
)\] % .—-Iﬂl, )\2 L ——kg,- S5 )‘nnﬂ A CURE)

20
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la expresion (2) se trasformard en

by (g by @b ™ o (@ o (@)

desarrollando esta expresién ¢ identificando el desarrollo con
la (1) se tendrd el siguiente sistema de ecuaciones condicionales,

ky —+k, bl ol L st
e etk Rl b Rl = &
/L'lf/-lz —}—1'1&729:22 "‘i—k3’132 + SO —I—k“.g.l’lgn.;‘[ S (12

]v1a1211'§-1_}_k27'23n~:! +k37_3°ln+l_l__ bt +]"" i C/”"y.'l o 0

¥y como estas ecuaciones son en ntmero de ")7;—}—2 se pOflran
determinar en ellas las 2n-}2 cantidades (k) v (o).

Para resolver el sistema de ecuaciones (4), seguiremos el
procedimiento siguiente: eliminando ky entre las n-4-1 primeras
ecuaciones del sistema, obtendremos,

ol i (s i i e |
Ay O 0oy oy  Go U O pity
2.2 2 ; A IG 2
Ayt % %9 O30 . % | siendo A—| %7 %9 0% L2, :
(Zn U‘;J” o.n f g_‘nn s aln (7,2" C/.3". S U'unﬂ

desarrollando este tltimo determinante segin los elementos
de su primera columna, tcudrlamos

Ag—Ao A+-A; .o f-Ad 024 A" ;
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y como los menores relativos 4 los elementos de las primeras
columnas de los determinantes A y Af, son iguales, se tendrd

Al =Aoo 410, Aot . A-4,0,. ‘ )

Del mismo modo, eliminando ko, entre las n-+1 ecuacio-
nes que siguen 4 la primera, se obtendria :

N et G W P SR B (6)

y siguiendo el mismo procedimiento, al eliminar £,o,"" entre
las n-1 tltimas ecuaciones (4), llegariamos 4 la expresion .

AI‘:1<7'1"’.;7L—_:~‘1o(ln-l-l—‘_ A 1an1'2+Azan+5+ ST +Ana2n+l g (7)
De esta manera obtendriamos entre las n--1 relaciones

A W, i
A MR MR e

el sistema de n--2 ecuaciones

Ak, Aot A0 A0, A5 R e
 Ahay b Aogy Ay A ke A= )
_Akgo® fAcu, +410, 450 A =0 . (8)

cuya resultante, que €s la ecuacién de grado n--1,

5 0.2 P 4
1l o i o )

P ¥ k 5

l {1 U;L'Z 1 (I-n.x_.:_r. a"\ps o Tk auz,,»;_l
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nos dard los valores no solo de %y, sino también de a,, oy, . . .
%u1q, CON SOl sustituir en vez de o, una variable cualquiera, por-
que si en las ecuaciones (4) hubiéramos eliminado £, k, o,
ky o2, . .k, @™ por ejemplo, se hubiera obtenido una ecua-
- ci6n que no diferirfa de la (9) mds que por la sustitucién en la
primera fila de las potencias de «, en vez de las de o.; de ma-
nera que la ecuacién

-

1o adiss Fali
@0, a4y a @iy
Z: 01 (12 as 04 Site, (lﬂ Lo :O’ (1 0)

nos dard los valores delas cantidades (2), y con estos valores
las n-1 primeras ecuaciones (4) nos dardn los valores de las
constantes (k). Una vez obtenidos los valores de las cantidades
(k) y («) podremos determinar los de (A) y (1), y quedard resuelto
el problema.

Observaciones.—I.—A la ecuacién (10), que se la llama
canontzanie de la forma dada, se la puecqlle dar una forma mds

sencilla observando, que si se hace z—= — -~ se tendr4
1

yn+l _____wyn_,_m2yn—l. A q_- mn-"—l
ao e

Z: al a2 a3 o . an+g A y,“'-,:O, (1 l)
ay, Qpi1 Quis Uanty

6 sea, poniendo el factor ™! bajo otra forma,
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i —ay' oyt Faort| [100...0
Goll @ 05 sl zy0...0
e e G Qo 102y 0
A Apey Opio 0271’51 000.. Ul
yE () 0 Gl

Qo Qo0  GTHaY ... Gy TCuul
— | ay a@tay a0y ... G t0aisY —0 (12

ay anx_l—an‘rly ani-lw—*—”/l‘.-'?.?/- . gy \'Z"‘*—(lg,,”?/

y dividiendo por y"*!,

‘ | aoz—+a.y G Fay. . T = Gy Y
Ty T Y. . s B Gres Y

que es un covariante de la forma propuesta (n.° 73), y que se le
llama covariante candnico de la forma.

II.—-La resolucién de las ecuaciones (%) nos demuestra cla-
ramente, que no se puede obtener mds que una serie de valores
para las cantidades («) y (k): y por lo tanto, que la reduccton @
canénica de una forma de grado impar no puede efectuarse s
que de una sola manera.

Ejemplo.—Sea la forma binaria ctbica

o S pas
Ao +3a, 2%y +3axy*-agy®, (@)
cuya forma candnica serd, segun la férmula (3) ,

ky (@toqy)lP+hs (0asy)’; i ()
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desarrollando esta expresion ¢ identificando sus coeficientes con
los de la (@), tendremos las ecuaciones,

by e k=,
sihy o by =0y
o2kt ky =a,
o’k o0 ky =y

o ‘(G)

eliminando £, entre las dos primeras ecuaciones, f; ¢, entre la
segunda y tercera, y k; o,? entre las dos ultimas, se obtendrad
el sistema *

Ak, —asa0—a,
o Ao, —oga,—a,

AkjoP=o,a,—a,

representando por A el determinante

la resultante del sistema (d),

Jiwas  fa,
o g

2
R

nos dard la canonizante de la ctbica propuesta al sustituir o,
por una variable z, de manera que tendremos,

1 z 72

Qo G 10y |=0;
gl asita,
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desarrollada esta ecuacion nos dd,

(2005—0,%) *4-(a,05—00175) 5+-(0,8,—05%)=0, (€)

ecuacién que no es otra cosa mds que el Hessiano de la forma
propuesta, y que podria ponerse, segin hemos indicado (obs. I),
bajo la forma,

'

ao+-a4y a a0 |

==()"
a@+ayy - a0y ([)

Resolviendo la ecuacién (e) con relacién 4 z, 6 la (f) res:

pecto 4 , los dos valores de z serdn los de o, y a,, y susti--

tuidos estos valores en dos de las ecuaciones (c), deducitemos
de ellas los correspondientes de %; y &5, y quedard resuelto el
problema. '

82.—Formas de grado par.—La reducciéon & candnica
de las formas de grado par, es problema que presenta mds
graves dificultades que el anterior. Una forma del grado 2n con-
tiene 2n--1 constantes, ¢ igualada 4 la suma de las potencias
9n de n binomios, nos darfa un.sistema de 2n-+1 ecuaciones
con 2n indeterminadas; ecuaciones que para ser compatibles
exigen que se verifique una ciérta relacién entre los coeficientes
de la forma. Si tomdramos un binomio mds, n-|-1, obtendria-
mos un sistema de 2n--1 ecuaciones con 2n-2 indeterminadas,
ecuaciones que podrfan satisfacerse de una infinidad de mane-
ras; y por consiguiente estos dos medios no dan siempre una
solucién determinada del problema.

Cayley ha expuesto el siguiente método, fundado en el
empleo de los intermutantes, por el cual puede determinarse,
en general, la forma candnica de una binaria de grado par.
Sea la funcién

[0 @, < 0si) (@), (13)

y propongdmonos reducirla 4 la forma cancnica
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ky (@ a)" &g (2 4+ )"+ .k (@t o)
+)‘C (‘x+0:17/\) (‘le_g.]/“/l) Sy (-Z"l‘%y) L) (14)

en la cudl € es un covariante de la forma

@) (@rogy). . - (@Fag) =@, Agve .. A ]l . (18)

El ntmero de indeterminadas de la expresion (14) es
9n-}1, y por tanto identificando sus coeficientes con los de
la (13) se tendran 2n--1 ecuaciones que permitirdn determinar
los valores de estas constantes, Para conseguirlo, observemos lo
primero, gue si operamos con el simbolo intermutanie

) d \*
(AoAl,..‘A,,}i—a—y—,— m) (16)

sobre uno cualguiera de los binomios k (x-foy)”, el resultado
serd cero.
En efecto, este resultado se reduce a

(AO) A1:- site An a,_1)n, (17)

y como en virtud de la ecuacién (15), la sustitucion de z=—a,
y=— —1, reducird 4 cero uno de los factores del primer miem-
bro de la (15), la expresién (17) es también nula.

Demostrado esto, supongamos ahora que el covariante C
sea tdl que operando sobre el producto C (#-+oy) (@+2). - -
(@—+-0,y) con el simbolo (16), el resultado sea proporcional al
mismo producto, es decir, que el resultado sea de la forma

Dy (ot osg) @rbogg) . (0 ag)=hy (o, 4o [ 290,

siendo 2, una nueva constante. Aplicando entonces el intermu-
tante (16) 4 los dos miembros de la ecuacién
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(@0, @, . @a) (2, YV =Py (2L )"l (@)™
. . o B (@) NC (o y) (0Fony) . . (@),

se obtendrfa, por comparacién de los coeficientes de las mismas
potencias de las variables, el siguiente sistema de n-+1 ecuacio-
nes lineales homogéneas entre las n—1 indeterminadas Ao,
Vi

Ao, —nA,a,. + _n_%—ﬁ Astpii—. .. =N A,
Ao, —nda, -+ n(i_ngl)_ Aglps—. . .=\ 4,

2

Aoaﬂ—l._n¢4lan~l + 'ﬂ/(?lz'“(') AQ(Z,, e :)\1 A2 ? (18)

........................................

y para que este sistema tenga alguna solucién es preciso que se
verifique la ecuacién

A=Ay Gupq ool =k, (1758
A
1
An—y an+— L Qa4
n
2\ =
1 =0 (19)
@, Tp aa T s
n—2 n—1 n n(n_,l) 21

Esta ecuacién nos servird para determinar el valor de )\1, v
para cada raiz que de ella obtengamos, las ecuaciones (18) nos
dardn un sistema de valores para 4,, A;,...4,; y como uno

R1
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de estos coeficientes serd indeterminado, puede hacérsele igual
4 la unidad; determinados los coeficientes (4), la ecuacién (18)
nos dard los valores de las constantes («), y una vez obtenidos,:
para hallar los de £y, %&g,. . - ky, desarrollaremos las férmulas
(13) y (14) ¢ identificaremos los coeficientes de n desus térmi-
nos. La principal dificultad, al par que el mds grave inconve-
niente de este método, es la determinacion del covariante C que
se hace en cada caso de una manera arbitraria. :
Ejemplo.—Vamos 4 aplicar lo que acabamos de exponer
3 la forma bicuadrada

aowi-Fha, w3y--6a, 22yP+ha, wyPt-ayt. (a)
Comencemos aplicando 4 esta forma el procedimiento
explicado para las formas de grado impar, y tendremos,
aowi--ha,z?y+6a,2%y*
+ Aagzy® + ay'=h, (@ + o)t + £ @+ o) (0)

desarrollando esta expresién é identificando los coeficientes, ten-
dremos el sistema

bt ky =ao
oy Bytooky =0,
oy +o5the =0, ¢ (c)-

3 gl
oy ot ko005

o b tath—a, |

de cinco ecuaciones entre, las cuatro indeterminadas oy, ¢,
k. ky; sistema que para ser compatible exige que exista alguna
condicién entre los coeficientes. Para hallar esta condicion eli-
minemos %, y %, primero entre las tres primeras ccuaciones (¢),

después entre las 2.2, 3.2 y 4.2, y por ultimo entre las tres ulti-
mas, y se obtendrd el sistema
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Actot-4,0,--4,0,—0 :
Aoty t-A 0,-EA0.—=0 ¢, (d)
Aoayt+A4 a,-+-4,0,—0

representando por A,, A, 4, los tres determinantes consecu-
tivos de la matriz rectangular (a)

2 2
S %o
oy Olg 5
1 1

eliminando ahora 4,, A;, A, de las tres - ecuaciones (d), se
obtiene la relacién buscada

a5 say
g a g =0 (e)
@y ay o,
cuyo primer miembro es uno de los invariantes de la bicuadrada

propuesta. Si esta condicién se verifica, puede observarse que el
determinante

1 1 1
gt e z | =A4,+A4 1Z+A252
22 02 52

se anula para z—a, y 2—u,, y uniendo la ecuacién A,+4 z

~+A,2%=0, d dos cualesquiera de las (d) y eliminando entre
las tres Ao, 4,, A, se obtendra la ecuacién

0 i nes
Qo G @ (@ @y—057) (0,1, — 7070,) 54-(000,—0,%) °=0, ([).
a; ay 0

(a)—(R.—z."—n.° 55).

v
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que serd la canonizante de la bicuadrada propuesta. Una vez
resuelta esta ecuacién ( f), se contintia el calculo como en el
caso de las formas de grado impar.

Si la condicién ( e) no se verifica, la bicuadrada propuesta
tendrd que reducirse a la forma canonica

aom4+4d1w3y—|—6a2w2y2—|—4a3$y3+a4y4
=k, (@9 Hh; (04-eay) +0) (o) (oteay). (9 )

aplicando el método de Cayley, es decir, aplicando 4 la ecua:
cién (¢ ) el intermutante

(AO,A“AZ ﬁ _a%,_ _a_z;_)z

y en este caso particular la ecuacion (19) se convierte en

a—>A a0y
a, a,+5)\ a, =)

@o Gy =N

representando por ), la expresion 2 (44,4 ,—A?).

e




NOTA.
—E3REPEI—

SOBRE LOS SIMBOLOS Ao ¥ V%-

I.—Vamos a exponer en esta Nofz la formacién y natura. »
leza de dos simbolos operatorios que se emplean con suma fre-
cuencia en la TEORIA DE LAS IFORMAS; simbolos cuyo des-
arrollo y estudio debe hacerse cn la teoria de las funciones
simétricas, y por lo tanto serdn ya conocidos para la mayor
parte de los lectores de esta obrita; pero como pudiera muy
bien suceder que fuesen por alguien ignorados, y lo serdn desde
luego por los que tnicamente conozcan de las funciones simé-
tricas las brevisimas nociones que de ordinario se exponen en
los tratados de Algebra, nos ha parecido conveniente y aun
necesario darlos & conocer en las breves lineas que siguen.

II.—Sea la forma binaria del grado n

Us=(aovias, 0oy 40) (@ ) =0T

+ [ 1] e+ |5 ] et oy

si en esta forma sustituimos x por Ay, y desarrollamos las
diversas potencias de este binomio, tendremos

& (= M) -
4 [ﬂ ay (@M "y+ [’5] ay (@M P Ay

0 sea
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e e
e

‘ n e
i [g a, ....‘—l—[g]ag?\ 2

de manera que la forma propuesta se convertird en

yil;

U=4,5"+ [ Z ] Aoty [Z ] APt AT,

obteniéndose para valores de los coeficientes Ao, A, Ao,

los siguientes:

A==
A, =a,~+aok
A 2:02—{—%1)\—!—(107?

Av=a,~ {h] G At {g] ah-‘z)‘z_"'“-_l—ao)\h

.Anv

A,=a,+ [ 7; ] a,,_.,‘/\—{—[ g] a, oM. —}—[q ]al)\"“'—l-ao)\".

Esto supuesto, consideremos una funcion algébrica, racio-
nal y entera de los coeficientes de la forma U, por ejemplo,
la ¢ (a,, @y, 0s)--- a,,); formemos la funcion andloga de la tras-

formada U, , que serd
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=0 (A A A ol a1+a0?\1, a2+2a1)\+ Akl

& o ) ’ n o7 Ve : ' e, 7 X
apliquemos 4 esta funcién la férmula de Taylor extendida al
caso de varias variables, y observando que los incrementos- de

las variables son en este caso :

0, aoh, Qal)L—{—ao)\.?', [1 :I @ A [ ] a ok + —a ),

obtendremos el desarrollo siguiente (a) :

D=¢tao) a0 o £ 8a)-+30° 4009 5
I

n

+...+ (["] an_l/\—|-[ ] e o )a

aa1 aa2

+ o §ast® 20,5009

22 92
2a,) (3a,k+3a,22+a0)?) —;— ...+(2a11+a0)\2)2%—?2+.‘.. %-;-
2

1§ g5y5 09 | .
= O te:;
13%% : Da13+ ,—{—ec

y ordenando segun las potencias ascendentes de A resultard;

90
——?—*—(ao——l—-«al S g o))

f)aas
%
Ha, 3 80,5 +-. +[Q] trast Aty
D(.o ‘
+ana1 aa ju +2 13 2+ ))\2+etc' (a)

(a).—La férmula de Taylor extendida al caso de varias variables puede re-

presentarse simbélicamente por
n=n

F @by +baehe)=F (5, z,...)+Z %(f; et [ f L P
n=1 ‘
entendiéndose que los e\ponentes del desarrollo se han de cambiar en fndices de
derivacion.
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Esto sentado, representaremos pot el simbolo Ao toda la

operacién indicada por el coeficiente de A en la expresion ante-
riork, 0 sea,

20 SN0}
)

i s et S O P T 5
Ao—a, 001+‘“1a -+ 3a aa e a s (B

y observaremos que esta operacion Ag puede verificarse sobre
el mismo simbolo, no haciéndose en este caso mds que repetir
sobre © dos 6 mds veces la misma operacién representada por
el simbolo Aw. Asi operando dos veces tendremos

do o0
A Ao=2 =L . :
=2 (0 5 St . )
20 %0 %0
2 T 3 2 —-——AE .
+a, _—aa12+4a°a1 D -+a, T N

expresién que comparada con el coeficiente de 3% de la for-

mula («) nos hace ver que este coeficiente es igual 4 § Ao
~ Del mismo modo se demuestra que el coeficientc de A2 es

5 A% el ldedle= % A;igo, etc.,, y por lo tanto que la expre-

s

sion (a) ‘puede ponerse bajo la forma

d—=o-+ . Ago—}— Liga: A2cp+ Lo Ado., —]—- — )\” Ao, (v)

ITI.—Siguiendo el procedimiento empleado en el pdrrafo
anterior demostrarfamos, que si en la forma U=(do, 0,0y, ., Ay)
(z, y)* sustituimos en vez de g, y+Az, desarrolliramos la
forma correspondiente y formdramos la funcién ¢ de los coefi-
cientes de la trasformada, obtendriamos por resultado la
formula
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1

: . 1 1
d'=9¢+).yo+ 2 vt “73‘7\3-V3<P+...+ I—h-)\”.v"cp; ("

||

representando por el stmbolo y¢ la operacion

e B %9 %9 %%
Ve=0n 5, — —}—Qa,,._1 T +3a, i ~+...-}na, T @9

TV.—Hemos supuesto en los dos parrafos anteriores que la
forma propuesta U estaba escrita con los coeficientes numéricos
de l1a férmula del binomio de Newton, y en el caso en que 1no
tenga estos coeficientes numericos es preciso modificar algo los
simbolos Av y ye¢. Sea en efecto, la forma :

U=(a,, @, ag,...aan, Yy
:ao " +a1 wn—-ly + a2 ‘,pn-i y2 + o + a, y";-

sustituyendo en vez de z, z+)y, tendremos :

0, (@gy-La; (@gryt-o, @y el

0 sea, i
n—2,,2 : n 1o
a6 +naok \ oty + [g] a\? Y + . -—-::Zo)\n—l Y
a0y
= + (n—1) 3} g
ag - ol e
+8,

de manera que los coeficientes de la trasformada serdn
22
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: A()':a0
A=—a,+na,)
Ay =a,~+(n—1) a, 2 [g] AoA?

\ n—an+an—{)\+an-")\2+ —+a )\"‘1—!—(10)\"
yla funcién D=0l L Ag i B de Dos cochicidntes serd |
(I)lzﬁo (Ao, Ai’ A‘,,. 5 An)
=% (@0, @~+nach, a,--(n—1) a A [n] AN

que desarrollada por la férmula de Taylor generalizada nos
dard, teniendo en cuenta que ahora los incrementos de las va-
riables son

0, Mo?\, (n—1) a; A4 [g] Ao?,... Gp A0, )2, “+aoh*,

s . i
O, =9 naoh <1 4 §<n—n alx+[3]a0ﬁ§ :

9a,

e [ [iJese} 35

: o
-2na,) g (n—1) a, )+ [g] aLng § —D—al-(‘DTa——}—. .. ete.,

ordenando con relacién 4 las potencias de ) se obtendria

e ; .
D —-| ( Moi +(n—1) a, —a—(‘o— (n—2) a, a[’o
21 a,

L )H—
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y representando por A’ la operacion indicada en el coeficiente
de A, 6 sea, :

e 3? 2 o%
C? =Na, a (n 1) (12 (n-—g)ag_a_d—a'i‘-u.ﬁ}-au—iaz—n, (8)

se tendria como en el nimero IT,
)\ A’ .1_ 2A’2 .}._) AS __)n Alnb <
(D1=(?+ 3 (?,‘_& e <‘D+I—§ \ O+...+ln T (Yl)

Si andlogamente 4 lo expuesto en el parrafo IIT, en la for-
ma @/ sustituimos en lugar de y, y--)@, y hacemos los des-
arrollos convenientes, tendremos

: 1 1
r 14 S YOS () et 1 s I r
O =0+ h.Vo+ 5 WyPor 5 l.y00.... - Mhye, ()
representando por y'¢ la operacion
90 0 0
o= qa,— 2a, —— +3a, : : o
Vig 1 aao + 2 aai —I_ 3 9(12 + G +nan B e ( )

—— .







ERRERA T A S

W{Q/’W
Pig. Linea, Dice. Debe declr.
‘; 6 [ 712 ] $n—3y S [ ?ll ] mn——‘ly
Il i ay; hay
24 20 (@aY—Yal1) (@3Y1—Ya24)
26 16 haoa®—a.? 4aon,—a,?
82  tltima —aght : —agh,
22U 22U
0 RER SRl el
2 i oy.dw oy . ox
43 6 M U
56 21 (8) (7)
64 14 M, M2
89 18 (0g—2t5) (ag—aa)*
102 1 h k
143 B -6 dotitaca >0 0 nta el
156  ultima AL, A
1 5 9 /1: a'lnr-r-l Aay4q

< ERE
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